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VORWORT 
Der Hauptzweck dieses Bändchens ist, das Studium der 

Theorie der ganzen algebraischen Funktionen mit reellen 
Koeffizienten dadurch zu erleichtern, daß ihre Eigenschaften 
an den sog. Kreisevolventen veranschaulicht werden. 

Betrachtet man nämlich irgendeine der aufeinanderfol
genden Evolventen eines Kreises, so kann man ihren Krüm
mungsradius als Funktion des Winkels darstellen, um den 
er sich von einer bestimmten Anfangslage aus gedreht hat; 
diese Funktion ist aber genau eine ganze algebraische Funk
tion. Übrigens steHt die Beziehung zwischen dem Krümmungs
radius und dem Drehungswinkel eine Art natürlicher Glei
chung 1) jener Kurve dar. 

Eine eingehende Betrachtung der Kreisevolventen ist an 
und für sich schon in geometrischer Hinsicht lohnend. Nun 
sind aber ihre leicht in die Augen fallenden Eigenschaften 
die geometrischen Abspiegelungen von Eigenschaften der 
zugehörigen algebraischen Funktionen. Man kann sich also 
durch das Studium der Kreisevolventen in leicht verständ
licher Weise mit den meisten Eigenschaften ganzer alge
braischer Funktionen vertraut machen, ehe man sich den 
strengeren, häufig jedoch dürren, jedenfalls aber abstrakten 
Beweisführungen der rein algebraischen Theorie zuwendet. 

Endlich kann man mit Hilfe der Kreisevolventen unmittel
bar die Wurzeln einer numerischen Gleichung beliebigen 

l) Eine eingehende Behandlung von Kurven in diesem Sinne 
findet man in Ernesto Cesaro, Vorlesungen über natürliche Geo
metrie, Deutsche Ausgabe von Dr. Gerhard Kowalewski, Leipzig, 
B. G. Teubner 1901. 

I* 



4 Vorwort 

Grades in ähnlicher Weise bestimmen, wie mittels der Kegel
schnitte, der Konchoide, der Kissoide usw. eine direkte geo
metrische Auflösung von Gleichungen 2ten, 3ten und 4ten 
Grades und von einigen besonderen Formen höheren Grades 
möglich ist. 

Die ursprüngliche Ausarbeitung dieses Werkes mußte, um 
den Rahmen eines Bändchens nicht zu überschreiten, sehr 
wesentlich gekürzt werden. Verfasser und Herausgeber hoffen, 
daß trotzdem der Zweck des Bändchens erreicht wird. 

Haag, Herbst 1922. 
H. Onnen. 
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I, DIE KREISEVOLVENTEN 

1. Evolventen im allgemeinen. Man denke sich ein Seil, 
dessen eines Ende an dem Stamme eines allein stehenden 
Baumes festgenagelt ist. 

Hält jemand das Seil am andern Ende gespannt und wickelt 
es dann um den Baum, so bewegt er sich dabei in einer 
Spirale. Wickelt er das Seil wieder ab, so durchläuft er die 
Spirale in entgegengesetztem Sinne. 

Man kann solch eine Spirale auf Papier zeichnen, wenn 
man eine Rolle Zwirn ab- oder aufwindet, indem man mit 
einer Hand die Rolle fest auf das Papier drUckt und mit der 
andern Hand einen Bleistift, an dem E' 
das Ende des stets gespannten Fadens E 

befestigt ist, auf dem Papiere fortbe
wegtDie so erhaltene Spirale wurde A' fl 
geometrisch als "die Evolvente der 
Peripherie der Rolle" zu bezeichnen 
sein, wenn derFaden undehnbarwäre A 

und keine Dicke hätte und wenn die Fig. 1. 

verschiedenen Windungen auf der Rolle nicht nebenein
ander sondern alle in derselben Ebene gelegen wären. Denn 
in der Geometrie nennt man im allgemeinen Evolventen einer 
gegebenen Kurve K (Pig. 1) die von beliebigen Punkten P, 
P' einer Tangente AB beschriebenen Kurven E, E', wenn 
man die Tangente ohne Gleiten uber die Kurve K fortrollen 
läßt. 

Wenn die Tangente aus der Lage AB bis in die Lage 
A 'B' fortrollt, beschreibt der Punkt P den Kurventeil P Q, 
gerade wie wenn ein Faden PR um das Stuck RR' von der 
Kurve K abgewickelt wird. Der vom Punkte P' beschriebene 
Kurventeil P' Q' wird erzeugt, wenn ein Faden p' R um das 
Stuck RR' auf die Kurve aufgewickelt wird. 

Folgt man mit Aufmerksamkeit der Bewegung der Tan
gente, so wird man wohl der Vorstellung beistimmen können, 
daß sich die Gerade ;'l B in jedem Momente um den Beruh-



8 I. Die Kreisevolventen 

rungspunkt R dreht, während sich dieser Punkt selbst längs 
der Geraden fortbewegt. Es ist, wie wenn der Punkt P oder 
P' einen Kreis beschriebe, dessen Radius PR oder P 'R sich 
allmählich verlängert oder verkürzt, je nachdem der be
schreibende Punkt an der einen oder an d_er andern Seite 
des Berührungspunktes liegt. 

Diese Anschauung macht es ohne weitere Auseinander
setzung erklärlich, daß man die Berührungspunkte R, R' die 
Krümmungszenfra und die Strecken PR, Q R' und P' R, Q' R' 
die Krümmungsradien der Kurve E in den Punkten P, Q und 
der Kurve E' in den Punkten P', Q' nennt. 

Es entspricht offenbar die lrerlängerung des Krümmungs
radius einer Abwickelung, die Verkürzung einer Aufwicke
lung des Fadens 

2. Kreisevolventen. Rückkehrpunkte, Bogen und Spi
ralen. In der Fig. 2 ist E0 ein Kreis und E1 dessen erste 
Evolvente. 

Wenn die Gerade P0 P1 , die man sich unbegrenzt denken 
muß, immerfort über den Kreis E0 rollt, sowohl nach rechts 
wie nach links, muß der Punkt P 1 , der die Evolvente be
schreiben soll, notwendig einmal auf der Peripherie ankommen, 
und dann entsteht bei fortgesetzter Bewegung ein sog. Rück
kehrpunkt. 

ln der Spitze a des Rückkehrpunktes ist der Krümmungs
radius= 0. Von da an wächst der Krümmungsradius nach 
beiden Seiten bis ins Unendliche, und wir können sagen, daß 
die erste Kreisevolvente aus zwei endlosen Spiralen besteht, 
die sich in der Spitze eines Rückkehrpunktes aneinander 
schließen. 

Es sei P1 PJ eine Tangente an E 1 , also senkrecht zu P 0 P1 • 

Wenn diese Tangente über E1 fortrollt, beschreibt einer ihrer 
Punkte P2 eine Evolvente von E 1 , die wir eine zweite Kreis
evolvente E2 nennen. Bei Drehung nach links verkürzt sich 
der Krümmungsradius P1 P2 und wenn P2 auf der Kurve E1 

anlangt, wird wieder ein Rückkehrpunkt gebildet. Setzt die 
Tangente, die man sich natllrlich wieder als unbegrenzt vor
zustellen hat, ihre rollende Bewegung weiter fort, so ver
längert sich anfangs der Krümmungsradius wieder, erreicht 
aber einen Maximalwert, wenn die Tangente durch die Spitze 
a des Rückkehrpunktes von E 1 geht - in welcher Lage sie 



2. Rückkehrpunkte, Bogen u. Spiralen. Schematische Figuren 9 

Kuspidaltangente genannt wird -, und verkürzt sich dann 
wieder, bis ein zweiter Ruckkehrpunkt gebildet wird. Die 
Spitzen der beiden Ruckkehr
punkte sind durch einen Bogen 
verbunden und geben je eine 
endlose Spirale ab. 

Der Leser wird jetztunschwer E. 

einsehen, wie die dritte Kreis
evolvente E3 der Fig. 2 außer 
den beiden endlosen Spiralen 
drei Spitzen mit zwei Bogen 
und die vierte Kreisevolvente E4 

vier Spitzen mit drei Bogen be
kommt, wenn die Gerade P 2 P 3 

Uber E2 und die Gerade P3 P 4 

uber Es fortrollt Fig. 2. 

Geht man auf diese Weise weiter, so kann man sich im 
allgemeinen eine k1e Evolvente Eh denken mit k Spitzen, die 
durch k - 1 Bogen verbunden sind, während den beiden 
äußersten Spitzen endlose Spiralen entspringen. 

Anstatt der Abbildung wirklicher Kreisevolventen, wie die 
Fig. 2, empfiehlt es sich oft, die Verkettung der Bogen in 
einer Reihe von Kreisevalenten schematisch darzustellen, 
wie die Fig. 3 zeigt. Hier sind der Kreis und die beiden 
Spiralen !eder Evolvente zu geraden Linien ausgebogen, so 
daß die Bogen mit ihren Endpunkten, den Spitzen, sich in 
geraden Reihen aneinanderschließen. 

Solche schematischen Figuren sind besonders geeignet, 
um bei allgemeinen Betrachtungen der Vorstellung zu Hilfe 
zu kommen, zumal E, 

wenn dabei eine E, 

größere Anzahl von E • --===:.-=:*--!, Evolventen in Be- E, ___ :..:...._"*"' 
tracht kommt. Von E, 

richtigen Größen- E# 
Verhältnissen kann Fig. 3. 

in solchen Figuren selbstverständlich nicht die Rede sein. 
Hauptsache ist, daß in jeder Evolvente die Kurventeile 
deutlich zu erkennen sind, wo der Krnmmungsradius stetig 
wächst, und diejenigen, wo er stetig abnimmt, wenn sich 
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die rollende Tangente stets in derselben Richtung - etwa 
von linl<s nach rechts - bewegt. Die Grenzen dieser Kurven
teile werden durch die Kuspidaltangenten bestimmt. 

Eine Ek kann offenbar nicht mehr als k Spitzen und k- 1 
Bogen haben. Daß jedoch diese Anzahl geringer sein kann, 
wird sich im folgenden Paragraphen zeigen, indem wir bei
spielsweise die in Fig. 3 schraffierten Bogen einer Umformung 
unterziehen werden. 

3. Schleifen. In Fig. 2 sind die Punkte, die die Kreisevolven
ten beschreiben, so gewählt, daß jede neue Evolvente alle 
Spitzen der vorhergehenden Evolvente mit Bogen sozusagen 
überwölbt. Solche aus Bogen und Spitzen zusammengesetz
ten Kurventeile betrachten wir als die normalen Evolventen
formen. 

Bei der Ab- und Aufwickelung eines Ruckkehrpunktes 
können aber auch andere Formen entstehen. Wenn wir näm
lich eine Tangente über die beiden Zweige eines solchen 
Punktes einer beliebigen Kreisevolvente, etwaE3 (Fig. 4), fort
rollen lassen, haben wir drei Fälle zu unterscheiden, je nach 
der Stelle, welche der beschreibende Punkt in der Kuspi
daltangente AB einnimmt. 

a) Der beschreibende Punkt befindet sich zwischen den 
beiden Zweigen des Rückkehrpunktes, in der Figur P1 oder 
P'1 • Die neue Evolvente E1 bzw. E'4 bekommt einen Bogen 

[ " • 

mit einem Maximalscheitel gegenüber der 
Spitze, weil ja die Länge des Krnmmungs
radius in diesem Scheitel immer einen Ma

ximalwert hat. Der Bogen wird 
um s o kleiner, je mehr sich der 

\ I beschreibende Punkt der Spitze 
---+--._ nähert. 

'i! d, b) Kommt der beschreibende 
, , Punkt gerade in die S pitze P 2 , 

--'r=..>f;,-=1''--- s o wird kein Bogen gebildet, 
sondern eine Art Schleife, worin 

l'ig . 4• der Krümmungsradius von Null 
A an nach beiden Seiten hin wächst. 

Aus der Figur ergibt sich, wie beim Verschwinden des Bogens 
die zwei übrig bleibenden Hälften der beiden Ruckkehrpunkte 
von E'4 in P2 aneinander schließen: die beiden Kuspidal-
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tangenten kommen dann in eine gerade Linie rechtwinklig 
auf die Kuspidaltangente in P 2 zu liegen und werden die 
Tangente im Scheitel der Schleife. 

c) Nimmt man den beschreibenden Punkt in der Kuspidal
tangente jenseits der Spitze, etwa in P3 , an, so bleibt die 
Schleifenform bestehen, aber der Minimalwert des Krüm
mungsradius ist dann nicht Null, sondern entspricht einer 
bestimmten Länge P2 P 3 • 

Eine Schleife hat also immer einen Minimalscheitel, sei 
es in oder gegenüber der Spitze. 

Nennen wir im allgemeinen jeden Punkt einer Evolvente, 
wo der Krümmungsradius Null ist, einen Nullpunkt, so gilt 

E, 
EJ 
t, --''---:....._ 

A-~-E.J 
t,---~1.._ 

~----[, ----'-----!-~ 
-----~~~------.~ --~--~~~----

Fig. &. b a 
diese Benennung zunächst den Spitzen aller Rückkehrpunkte 
und jetzt auch den Scheiteln jener Schleifen, die durch eine 
Spitze gehen und die wir deshalb Nullschleifen nennen, im 
Gegensatz zu den Schleifen, die die Spitze sozusagen um
schlingen und freie oder lose Schleifen heißen sollen. 

In unsern schematischen Abbildungen deuten wir die An
wesenheit einer Schleife durch eine kleine Schleife gegen
ober der Spitze an wie E6 

in Fig. 5a, wo in E4 an- E, 
statt des Bogens d2e3 d3 l • - - ;:-...... 

in Fig.3 eine Nullschleife ~3 ----'--7--.. 
gebildetist, und in Fig. 5 b, E; -----=--;~ 
wo diese Schleife sich t a ---- -..!.....7---..:._ _ _ ___ _ 
gelöst hat. Fig. a. 

Es würde gewiß in besserer Übereinstimmung mit der 
Wirklichkeit sein, wenn man auch in den schematischen Fi
guren die losen Schleifen um die Spitzen herum gehen ließe. 
Wir ziehen jedoch die Darstellungsweise in Fig. 5 b vor, 
weil dabei die einzelnen Evolventen völlig getrennt bleiben. 

Gleichwie die Verbindungslinie zwischen demScheiteleines 
Bogens und der entsprechenden Spitze einen Maximalwert 
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des Krümmungsradius vorstellt, so bedeutet die Verbindungs
linie zwischen dem Scheitel einer losen Schleife und der Spitze 
einen Minimalwert des Krümmungsradius (Pig. 5 b). Ist dieser 
gleich Null, wie in Pig. 5 a, so ist die Schleife eine Nullschleife. 

Vergleicht man die Figuren 5 a und b mit Pig. 3 (Seite 11), iO 

erhellt zunächst, daß die Umformung des Bogens d2 d3 von E4 

in eine Schleife dieser Evolvente auf den Verlust der beiden 
Spitzen d2 und d3 herauskommt. Aber auch die folgenden 
Evolventen büßen dabei zwei Spitzen ein. Denn während 
in Pig. 3 die von d1 bis d4 längs E4 rollende Tangente 
die drei Spitzen e2 , e3 und e4 erzeugte, kann in Fig. 5 a 
und bnur eineSpitze irgendwo zwischen d1 und d4 gebildetwer
den. Es kann ja überhaupt zwischen zwei aufeinanderfolgen
den Spitzen einer Evolvente nur eine Spitze der folgenden 
Evolvente entstehen. Und anstatt der in E5 verschwundenen 
Spitzen mit den dazwischen liegenden Bogen erscheint ein 
spiralartiger Kurventeil um die Schleife herum, mit stetig 
wachsendem oder stetig abnehmendem Krümmungsradius. 

In Pig. 5a und b ist der Kurventeil, woraus diese Spirale 
erwächst, durch eine Zickzacklinie angedeutet. Der Krüm
mungsradius wächst hier in der Spirale von der übrig ge
bliebenen Spitze e2 an bis in den Bogenscheitel gegenüber 
d4 • Den besonderen Pali, daß diese Spitze gerade im Schei
tel der Schleife zu stehen kommt, werden wir im folgenden 
Paragraphen näher betrachten. 

Es versteht sich, daß auch E6 und alle folgenden Evol
venten an dieser Stelle je eine Spirale bekommen und zwei 
Spitzen verlieren. 

4. Mehrfache Nullpunkte. In Fig. 5 a haben sich zwei 
einfache Nullpunkte d2 und d3 , die Et in Fig. 3 hatte, zu 
einem Nullpunkte im Scheitel einer Nullschleife vereinigt. Wir 
betrachten diesen Nullpunkt deshalb als einen zweifachen 
Nullpunkt und wir sagen aus dem Grunde auch, daß die Evol
vente E4 zwar zwei Spitzen, jedoch keinen Nullpunkt ver
loren hat. Dagegen verlieren E 5 und E6 nicht nur die beiden 
Spitzen e3 und e4 , bzw. f3 und f4 , sondern zugleich auch 
zwei Nullpunkte, indem an der Stelle der verschwundenen 
Spitzen Spiralen entstanden sind. In Fig. 5 b hat auch E 4 zwei 
Nullpunkte verloren, weil die Schleife sich da gelöst hat. 

Wir stellen uns jetzt vor, daß drei einfache Nullpunkte, 
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z. B. die drei Spitzen e:~, e3 und e41 von E5 in Fig. 3 zu einem 
dreifachen Nullpunkte verschmelzen. Es müssen dann die 
beiden Bogen e2 e3 und e3 e4 sich in einen Punkt zusammen
ziehen. Dies kann aber offenbar nicht stattfinden, wenn nicht 
zu gleicher Zeit der Bogen d2 d3 zusammenschrumpft. Achtet 
man dabei auf die Kuspidaltangenten in e2 und e4 , so ergibt 
sich, daß die halben Rückkehrpunkte ed2 und ed5 sich zu 
einem Rückkehrpunkt ergänzen und nicht wie d 2e2 und d3 e4 

zu einer Nullschleife. Die Spitze dieses Rücl<kehrpunktes 
kommt dann in den Scheitel der 
Nullschleife von E4 , also mitten 
in den spiralartigen Kurventeil zu 
stehen. 

Zur näheren Erklärung dieses 
Vorganges empfiehlt es sich, in 
Fig.4 eine Tangente OberE'4 rollen 
zu lassen und den beschreibenden 
Punkt so zu wählen, daß die beiden E 
Spitzen d'2 und d'3 durch Bogen • 
überwölbt werden. Wenn dann, 
während sich dieseBogenzugleich 
mit dem Bogen d'2 d'3 allmählich 

E, 
Fig. 4. 

verringern, die mittlere Spitze dauernd auf dem Bogen d' 2 d'3 

stehen bleibt, wie klein dieser auch wird, dann sieht man, 
wie der dreifache Nullpunkt in E5 zugleich mit dem zweifachen 
Nullpunkt in E4 zu- t, 
stande kommt. E, 

Es können nun E • --~ 

weiter in Fig. 3 die ~· ----'~~ 
vier einfachen Null- E: ----..!.-..:]:.._ 
punkte (2 , { 8 , { 4 und E, -------'-~"'--. -------

{5 von E6 einen vier- Pig. 3. 

fachen Nullpunkt bilden, wobei dann die Hälften der Rückkehr
punkte in f2 und f5 wieder eine Nullschleife mitten in einem 
spiralartigen Kurventeil erzeugen usw. Und so bekommen die 
aufeinanderfolgenden Evolventen abwechselnd einen geraden 
mehrfachenNullpzznkt im Scheitel einer Nullschleife und einen 
ungeraden mehrfachen Nullpunkt in der Spitze eines Rock
kehrpunktes. Es schrumpft dann die ganze, in Fig. 3 schraf
fierte Figur f2 e2 d2 c2d3 ed5 in einen einzigen Punkt zusammen. 
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in Fig. 6 b noch eine E7 mit einem fünffachen Nullpunkt hin
zugefügt ist. 

Wir betonen hier nachdrücklich, daß die Nullpunkte c2 , 

d2 _ 3 , e2 _ 4 , f2 _ 5 , g2 _ 6 , die respektive in E3 , E4 , E5 , E6 , E7 

liegen, faktisch in einen Punkt zusammenfallen und nur 
deutlichkeitshalber in den schematischen 
Abbildungen getrennt gehalten werden. 
Wie solche mehrfachen Nullpunkte in 
Wirklichkeit aussehen, zeigt Fig. 7, die 
die Evolventen von Fig. 6a in ihrerwahren 
Gestalt sehen läßt, und hier treten die 
Vorteile der schematischen Abbildungen 
deutlich hervor. 

Aus dem Vorhergehenden schließen 
wir im allgemeinen, daß wenn eine Evol
vente Ek einen rn-fachen Nullpunkt hat, 
dieser Punkt ein (m - 1)-facher Null-

Fig. 7. punkt von Ek-t, ein (m- 2)-facher 
von Eh_ 2 usw. tmd ein einfacher Nullpunkt von E1,_111 + 1 ist. 

Ist m gerade, = 2p (Fig. 6 a), so besteht der Nullpunkt 
aus p Spitzen mit Nullschleifen; ist m = 2p + 1 (Fig. 6 b), 
so kommt noch eine Endspitze ohne Nullschleife hinzu. 

Wenn die Bildung mehrfacher Nullpunkte sich bis zur 
letzten Evolvente erstreckt, entsteht ein äußerer mehrfacher 
Nullpunkt. 

Hat eine Evolvente Eh einen mehrfachen Nullpunkt, wobei 
die folgenden Evolventen nicht beteiligt sind, so veranlaßt 
solch ein innerer mehrfacher Nullpunkt in Eh+t und in jeder 
folgenden Evolvente den Verlust von ebensovielen Paaren 
von Nullpunkten, wie die Anzahl der Spitzen mit Nullschleifen 
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in dem Nullpunkte beträgt. Denn ist m gerade, = 2p, so hat 
Eh, folglich auch jede folgende Evolvente, 2p Spitzen weniger 
wie im normalen Zustande. Während jedoch in Ek die ver
lorenen 2p einfachen Nullpunkte sich zu einem 2p-fachen 
Nullpunkt vereinigt haben, sind für die folgenden Evolventen 
die 2p Nullpunkte schlechterdings verschwunden. Ist m= 
2p + 1, so haben sich in Ek 2p + 1 Spitzen in eine Spitze zu
sammengezogen. Die Anzahl der fehlenden Spitzen in Ek und 
folglich auch die Anzahl der verlorenen Nullpunkte in den 
folgenden Evolventen, ist also auch hier 2p, d. h. für jede 
der p Nullschleifen ein Paar. In diesem Falle entsteht mitten 
in dem spiralartigen Teil der folgenden Evolvente ein Bogen 
oder eine freie Schleife, je nachdem die Endspitze von einem 
Bogen überwölbt oder von einer freien Schleife umschlun
gen wird. 

Weil wir einen rn-fachen Nullpunkt für m einfache Null
punkte zählen, wird die Gesamtzahl der Nullpunkte in einer 
Evolvente durch die darin vorkommenden mehrfachen Null
punkte nicht beeinflußt. 

5. Tangentenlinie. Drehung der Tangentenlinie. Zeichen
wechsel und Zeichenfolgen. Wir bezeichnen den Krüm
mungsradius im allgemeinen durch p und unterscheiden 
die Krümmungsradien der aufeinanderfolgenden Evolventen 
durch einen Index, so daß Pk 
einen Krümmungsradius der EJ 
kten Evolvente bedeutet. Den 
Kreisradius nennen wir Po. 

Wir kehren jetzt noch einmal E 
zu der Fig. 2 zu rUck und nehmen 
an, die Anzahl der Evolventen 
sei n. Wir stellen uns dann vor, 
daß die Tangenten P0 P1 ,P1P2 , 

P2 P3 ••• P 71 _ 1 Pnzu gleicherZeil 
über E0 , E1 , E2 ••• E"_1 fort
rollen, in solcher Weise, daß 
sie stets eine rechtwinklig ge
brochene Linie bilden, die im Fig. 2. 

Kreiszentrum 0 anfängt, wenn man den Kreisradius OP0 hin
zufügt. Solch eine Linie, wie 0 P0 P1 P2 ••• P n-t P71 oder 
0 Q0 Qt Q2 ••• Q11 _ 1 Qn nennen wir eine Tangentenlinie. Sie 
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besteht im allgemeinen aus n + 1 Gliedern, nämlich den 
Krümmungsradien p0 , p1 , p2 ••• P11 , die sich in den n Ecken 
Po, P1 , P2 ••• P 71 _ 1 bzw. Q0 , Q1 , Q2 ••• Q71 _ 1 aneinander 
schließen. 

Es versteht sich, daß, wenn die Tangentenlinie aus der 
Lage 0 P0 ••• P n in die Lage 0 Q0 ••• Qn übergeht, jede 
Tangente sich um einen gleich großen Winkel drehen muß, 
nämlich den Winkel P0 0Q0 • Wir bezeichnen diesen Winkel, 
den wir einstweilen nur klein annehmen- immerhin so klein, 
daß sich in keiner Evolvente zwischen den Punkten P und 
Q eine Spitze befindet - durch Ä w. Dieses 1::. w bedeutet 
eigentlich die Differenz zwischen den beiden Winkeln, um 
welche die Tangentenlinie, von einer gewissen Anfangslage 
oder Nullinie an, sich drehen muß, um in die Lagen OP0 ... P" 
und 0 Q0 ••• Q11 zu kommen. Und wir wollen gleich verein
baren, daß Drehungswinkel von der Nullinie an nach rechts, 
d. h. im Sinne der Uhrzeiger, positiv und nach links negativ 
gerechnet werden. 

Bequemlichkeitshalber werden wir stets die Drehungs
winkel der Tangentenlinie durch ihre Arkus messen, d. h. 
durch die Längen ihrer Kreisbogen mit dem Radius 1. So 
würde dann Ä w die Länge des Kreisbogens P0 Q0 sein, wenn 
OP0 = 1 wäre. Für OP0 = Po ist demnach: 

P0 Q0 = Po 1::. w. 

Bezeichnen wir die Differenz der beiden Krümmungsradien 
P0 P1 und Q0 Q1 mit Ä p11 so ist, weil diese Differenz dem 
Kreisbogen P0 Q0 gleich ist: 

1::. Pt= Po Ä w. 

Diese Formel kann uns zunächst einen wichtigen Lehrsatz 
bezüglich der positiven und negativen Zustände der Krüm
mungsradien kennen lehren. 

Wir nehmen an, daß sich die Tangentenlinie im Sinne der 
Uhrzeiger dreht, daß also der Drehungswinkel w g-rößer wird, 
folglich 1::. w positiv ist. Ist dann auch Po positiv, so wird eben
falls 1::. P1 = Q11 Q1 - P 0 P 1 positiv. Nun sieht man aber wohl, 
daß, bei Rechtsdrehung der Tangentenlinie, im rechten Zweige 
des Rockkehrpunktes der Krümmungsradius p1 sich verlängert, 
im linlwn dageg~n sich verkürzt. in Fig. 2· ist ja Q0 Q1 > P0 P1 , 
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jedoch Q~ Q; < P~P;. Soll nun in beiden Fällen 6. p1 posi
tiv sein, so muß p1 im rechten Zweige positiv, im linken ne
gativ genommen werden. Wäre Po negativ, so wUrde P1 im 
rechten Zweige negativ und im linken positiv sein. In beiden 
Fällen hat also p1 im rechten Zweige das gleiche Vorzeichen 
wie p0 , im linken das entgegengesetzte. 

Geht man von einer Linksdrehung der Tangentenlinie aus, 
so ist das Ergebnis dasselbe. Und wir Oberzeugen uns leicht, 
daß die gefundene Regel nicht nur for Po und Pt, sondern 
fflr je zwei aufeinanderfolgende Krummungsradien gilt. Neh
men wir z. B. die Krummungsradien p2 und p3 , wenn sie aus 
der Lage P1 P2 P3 durch eine Drehung nach rechts um den 
Winkel 6. w in die Lage Q1 Q2 Q3 kommen. Es ist hier zwar 
nicht P2 Q2 oder 6. P;s = P2 6. w, denn der Radius P2 des Bo
gens P2 Q2 wächst von Pt P2 bis Q1 Q2 , aber es ist ganz ge
wiß der Bogen P2 Q2 größer als Pt P2 b. w und kleiner als 
Qt Q2 b. w, also, wegen P2 Q2 = b. p3 : 

P1P2 b. w< b. Ps < Qt Q2 b. w. 

Weil nun, infolge der Voraussetzung, es befinde sich 
zwischen P2 und Q2 keine Spitze, p2 von P 1 P2 bis Q1 Q2 das
selbe Vorzeichen behält, muß auch hier bei Rechtsdrehung 
b. p3 dasselbe Vorzeichen wie p2 haben. Und es ergibt sich 
wieder: P2 und Ps haben gleiche Vorzeichen, wenn p3 sich 
verlängert, also im rechten Zweige, entgegengesetzte Vor
zeichen im linken Zweige, wo p3 sich verkürzt. 

Wenn zwei aufeinanderfolgende Krummungsradien einer 
Tangentenlinie gleiche Vorzeichen haben, spricht man von 
einer Zeichen{olge; sind die Vorzeichen entgegengesetzt, dann 
hat man einen Zeichenwechsel. Durchläuft man eine Tan
gentenlinie vom Kreiszentrum an, so begegnet man also an 
jeder Ecke entweder einer Zeichenfolge oder einem Zeichen
wechsel und zwar einer Zeichenfolge, wenn man sich links
um, einem Zeichenwechsel, wenn man sich rechtsum drehen 
muß, um von einem Krümmungsradius zum folgenden Ober
zugehen. Und man wird sofort einsehen, daß zwei beliebige 
Krummungsradien einer Tangentenlinie gleiche oder ungleiche 
Vorzeichen haben, je nachdem die Anzahl der zwischenliegen
den Zeichenwechsel gerade (einschl. O) oder ungerade ist. 
Hierbei wird jedoch vorausgesetzt, daß die Tangentenlinie 

Math.-phys. Bibi. 51: 0 n n e n, Kreisevoll•cnten 2 
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nicht irgendwo zwischen den beiden Krümmungsradien ge
rade durch einen Nullpunkt geht. 

In den schematischen Abbildungen verliert die Tangenteu
linie ihre rechtwinklig gebrochene Gestalt; häufig kann sie 
sogar als eine gerade Linie die schematischen Evolventen 
durchschneiden, und dann kann von rechter und linker Dre
hung in den Ecken nicht die Rede sein. Für die Anwendung 
in schematischen Zeichnungen empfiehlt sich deshalb diese 
Regel: ein Krümmungsradius führt in seinem Krümmungs
zentrum eine Zeichenfolge mit, wenn er sich bei Bewegung 
nach rechts verlängert und einen Zeichenwechsel, wenn er 
sich verkürzt. 

6. Oie wandernde Tangenten Iinie. Wir denken uns einen 
Kreis E0 mit n Evolventen E1, E2 ••• En und eine Tangenten
linie, derennEcken auf dem Kreise und den linken Spiralen aller 
Evolventen liegen. Durchläuft man diese Tangentenlinie vom 
Kreiszentrum an, so muß man sich an jeder Ecke rechtsum 
drehen: jede Ecke zeigt also einen Zeichenwechsel. Dies er
gibt sich auch daraus, daß jeder Krürtlmungsradius dieser 
Tangentenlinie sich nach rechts hin verkürzt, und wir bemer
ken hierbei, daß in solch einer Tangentenlinie ein Krümmungs
radius dasselbe oder das entgegengesetzte Vorzeichen von 
Po hat, je nachdem sein Index gerade oder ungerade ist. 

Denkt man sich ebenso eine Tangentenlinie, deren Ecken 
alle auf den rechten Spiralen liegen, so haben alle diese Ecken 
Zeichenfolgen. Die Krümmungsradien einer solchen Tangen
tenlinie haben nämlich alle dasselbe Vorzeichen wie Q0• 

Lassen wir nun eine Tangentenlinie von der ersten Lage 
an, durch Drehung um das Kreiszentrum, den ganzen Kom
plex von Bogen und Schleifen und Spitzen durchwandern, 
bis sie in die zweite Lage gekommen ist, so müssen alle 
Zeichenwechsel nach und nach in Zeichenfolgen übergehen. 
Wir wollen untersuchen, wo und wie diese Verwandlungen 
zustande kommen. 

Die Verwandlung eines Zeichenwechsels in eine Zeichen
folge - oder umgekehrt - kann nur dann stattfinden, wenn 
einer von zwei in einer Ecke zusammenkommenden Krüm
mungsradien sein Vorzeichen ändert, also wenn die Ecke eine 
Spitze passiert. Wir haben dann auch schon gesehen, daß 
der Krümmungsradius des linken Zweiges eines Rückkehr-
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punktes in seinem Zentrum immer einen Zeichenwechsel, 
der des rechten Zweiges immer eine Zeichenfolge mitführt. 
in Fig. 8 ist dieser Übergang noch einmal t6~ 
dargestellt, und darin ist, gleichwie in den · ---->. 
folgenden Figuren, der Zeichenwechsel durch ~~-- s 
einen schwarzen Punkt, die Zeichen folge. durch 
einen kleinen Kreis markiert, während oben- Es f1 'e; 
dreindienegativenKurventeile, d. h. diejenigen Fig. s. 
Kurventei\e, deren Krümmungsradien negativ sind, sowie 
auch die negativen Krümmungsradien selber, gestrichelt 
sind. Die beiden Evolventen mögen beispielsweise E5 und Es 
sein. Es ändert dann Ps sein Vorzeichen. 

Ist nun Es die letzte Evolvente, also die Spitze eine äu
ßere Spitze, so geschieht weiter nichts und die Tangenten
linie hat rechts einen Zeichenwechsel weniger 
und eine Zeichenfolge mehr wie links. Wenn 
aber noch eineE7 folgt, findet auch in der Ecke, 
die dann längs E6 fortschreitet, eine Änderung 
statt und dabei ist zu unterscheiden, ob der 
Rückkehrpunkt einen Bogen oder eineSchleife fj 
auslöst. Fig. 9 erläutert den ersten Fall und Fig. 9. 

es ergibt sich sofort, daß sich hier längs E6 eine Zeichenfolge 
der Spitze nähert und in einen Zeichenwechsel übergeht, so 
daß beim Passieren einer Spitze mit Bogen die Anzahl der 
Zeiche~wechsel und der Zeichenfolgen in der Tangentenlinie 
keine Anderung erleidet. Die beiden Verwandlungen heben 
sich sozusagen auf. Der l. 

Vorgang kann auch 
derart aufgeiaßt wer
den, daß der Zeichen
wechsel und die Zei
chenfolge beide unge- t, , 1 

ändert durch die Spitze \ ~ 
hindurch gehen; daß \' 
iedoch der Zeichen- \ 

wechsel auf der folgen- E 
den, die Zeichenfolge Fig. 10. J 

auf der vorhergehenden Evolvente weiterschreitet 
Die Figuren 10 a und b zeigen die Verhältnisse, wenn in E7 

eine lose oder eine Nullschleife gebildet wird. In beiden Fäl-
2* 
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len kommt sowohllängs E6 wie längs E5 ein Zeichenwechsel 
nach der Spitze hin. Die Tangentenlinie verliert hier also auf 
einmal zwei Zeichenwechsel und gewinnt zwei Zeichenfolgen. 

Obenhin betrachtet könnte es den Anschein haben, als 
ob in Fig. lOb auch in der auf E7 fortschreitenden Ecke 
eine Verwandlung stattfinden mußte, weil diese Ecke eben
falls die Spitze passiert. Man sieht jedoch bald ein, daß einer 
der beiden in dieser Ecke zusammenkommenden Krümmungs
radien - in der Figur v7 -zwar gleich Null wird, aber da
bei, gerade so wie in Fig. 10 a, sein Vorzeichen behält. 

Die Figuren 8, 9 und 10 zeigen alle Fälle, die vorkommen 
können, wenn die wandernde Tangentenlinie eine Spitze pas
siert. Wir können die Ergebnisse folgendermaßen zusammen
fassen. 

a) In jeder äußeren Spitze verwandelt sich ein Zeichen
wechsel in eine Zeichenfolge (Fig. 8}. 

b) In jeder Spitze mit Schleife - gleichviel ob Null- oder 
freier Schleife - verwandeln sich zwei Zeichenwechsel in 
Zeichenfolgen {Fig. 10 ). 

c) In jeder Spitze mit Bogen geht ein Zeichenwechsel 
auf die nächstfolgende, eine Zeichenfolge auf die vorher
gehende Evolvente über {Fig. 9). 

Wenden wir diese Sätze auf einen rn-fachen Nullpunkt an, 
wo ja einige- sagen wir p -·Spitzen mit N ullschleiten verei
nigt sind, so ist es klar, daß hier, nach b, in einem Male 2p 
Zeichenwechsel in Zeichenfolgen übergehen müssen. lst nun 
m gerade, also = 2p, so ist weiter nichts zu bemerken. Ist 
jedoch m ungerade, also= 2 p + 1, so kommt noch eine Spitze 
hinzu, und wenn diese Spitze nicht von einem Bogen über
wölbt ist (c), so ist die Anzahl der Verwandlungen, noch eins 
oder noch zwei mehr, je nachdem sie eine äußere Spitze (a) 
oder eine Spitze mit loser Schleife (b) ist. 

7. Die Anzahl der Zeichenwechsel und der Zeichenfol· 
gen einerTangentenlinie im Zusammenhang mitdenrechts 
und links liegenden äußeren Spitzen und Spitzen mit 
Schleifen. Wir wollen das Vorhergehende durch ein Beispiel 
erläutern und noch einige Betrachtungen daran knüpfen. 

Die Fig. 11 ist die schematische Darstellung eines Kreises 
E0 mit 16 Evolventen E1 bis E16• 

E1s hat einen einfachen und einen dreifachen Nullpunkt, 
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also im ganzen 4 Nullpunkte. Es fehlen deshalb 12 Null
punkte und dies ist nach § 4 im Einklang mit der Anwesen
heit von 5 Spitzen mit Nullschleifen in den 3 inneren mehr
fachen Nullpunkten nebst einer Spitze mit freier Schleife. 

Verfolgt man nun die 16 Zeichenwechsel einer Tangen
tenlinie Tlt die durch alle linken Spiralen geht, so sieht man 
2 derselben in den 2 äußeren Spitzen und die übrigen 14 
paarweise in den 7 Spitzen mit Schleifen in Zeichenfolgen 
!lbergehen, während in jeder Spitze mit Bogen immer ein 
Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge ihre Plätze auf den 
Evolventen wechseln. 

So verliert die Tangentenlinie allmählich ihre Zeichenwech
sel, bis sie mit 16 Zeichenfolgen in den rechten Spiralen 
anlangt. Während dieser Wanderung hat die Tangentenlinie 
an ihrer rechten Seite stets die äußeren Spitzen und Spitzen 
mit Schleifen, wo die Verwandlung ihrer Zeichenwechsel statt
finden wird, und links die äußeren Spitzen und Spitzen mit 
Schleifen, wo ihre Zeichenfolgen aus der Verwandlung her
vorgekommen sind. Und wenn die Tangentenlinie vollständig 
ist, wie z. B. T6 in Fig. 11, weil sie nicht gerade durch einen 
Nullpunkt geht, gilt für die sämtlichen Ecken die folgende 

Regel: Jede rechts oder links liegende äußere Spitze 
entspricht einem Zeichenwechsel oder einer Zeichen-
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folge und jede rechts oder links liegende Spitze mit 
Schleife zwei Zeichenwechseln oder Zeichenfolgen. 

In dem Augenblicke, wo die Tangentenlinie eme äußere Spitze 
oder eine Spitze mit Schleife passiert, liegt einerseits solch 
eine Spitze weder rechts noch links, während anderseits 
die entsprechenden Ecken in der Tangentenlinie fehlen. Wenn 
dann aJie andern Ecken unverletzt bleiben, ist obige Regel 
für diese Ecken immer gültig. Dies wird jedoch offenbar nur 
dann der Fall sein, wenn die Tangentenlinie durch einen 
äußeren einfachen oder mehrfachen Nullpunkt geht wie T1 

und T3 in Fig. 11. 
Betrachten wir nämlich den Augenblick, wo die Tangenten

linie durch einen inneren, sagen wir rn-fachen Nullpunkt 
mit p Spitzen mit Nullschleifen geht, so fehlen in der Tangen
tenlinie m + 1 Ecken, also außer den 2p Ecken, die den p Spit
zen mit Nullschleifen entsprechen, noch 2, wenn m = 2p + 1 
ist und noch 1 für m = 2p. Dagegen bilden die im Nullpunkte 
zusammenstoßenden Krümmungsradien einen neuen wenn 
auch uneigentlichen Zeichenwechsel oder eine uneigentliclze 
Zeichenfolge, je nachdem in dem Nullpunkte eineungerade oder 
eine gerade Anzahl eigentlicher Zeichenwechsel verschwindet. 
Und es fragt sich, ob man sich vielleicht den uneigentlichen 
Zeichenwechsel oder die uneigentliche Zeichenfolge zunutze 
machen kann, um dem Fehlbetrag an Ecken abzuhelfen. Dazu 
betrachten wir die drei Fälle, daß m = 2p + 1 mit Bogen, 
m = 2p + 1 mit loser Schleife, und m = 2p ist. 

a) ni = 2p + I mit Bogen, wie bei TG in Fig. 11. Außer 
den 2p Ecken, die sich in die p Spitzen mit Nullschleifen 
verstecken, verschwinden noch 2 Ecken auf die in Fig. 9 
dargestellte Weise in der Endspitze mit Bogen, eine mit 
einem Zeichenwechsel, der einer rechts liegenden Spitze, die 
andere mit einer Zeichenfolge, die einer links liegenden Spitze 
entspricht. Der uneigentliche Zeichenwechsel, der in diesem 
Falle immer entsteht, kann hier als Ersatz für den fehlenden 
eigentlichen Zeichenwechsel gelten; die fehlende Zeichen
folge läßt sich jedoch nicht ersetzen. 

Dieses Ergebnis gilt auch, wenn p = 0 ist, wie bei T2 in 
Fig. 11. 

b) m = 2p + l (einschl.p = 0) mit freier Schleife, wie bei 
T1 in Fig. 11. Die Endspitze mit freier Schleife entspricht 
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den beiden nach Fig. lOa in dieser Spitze sich verlierenden 
Ecken. Es bleibt also die Regel für die übrigen Ecken in 
der Tangentenlinie für diesen Fall gültig ohne Zuhilfenahme 
der uneigentlichen Zeichenfolge, die hier immer gebildet wird. 

c) m = 2p, wie bei T4 in Fig. 11. Betrachten wir Fig. 10 b, 
so sehen wir, wie außer den Zeichen wechseln, die in der 
Spitze in Zeichenfolgen übergehen, noch eine Zeichenfolge, 
die einer links liegenden Spitze entspricht, in dem Nullpunkt 
verschwindet. Zugleich bemerken wir aber, daß die beiden 
Krümmungsradien p8 und p5 im Nullpunkt eine uneigentliche 
Zeichenfolge bilden, entsprechend der geraden Anzahl ver
schwindender ZeichenwechseL In der Tangentenlinie T4 von 
Fig. 11 führt die auf E5 fortschreitende und in dem Null
punkt verschwindende Ecke einen Zeichenwechsel an, der 
in einer rechts liegenden Spitze mit Schleife ihrer Verwand
lung entgegensieht. Dadurch wird nun aber die Anzahl der 
verschwindenden Zeichenwechsel ungerade, so daß jetzt ein 
uneigentlicher Zeichenwechsel entsteht. Es erhellt hieraus, 
daß die Regel für die Ecken der wandernden Tangenten
linie in diesem Falle mit Zuhilfenahme von uneigentlichem 
Zeichenwechsel oder uneigentlicher Zeichenfolge zutrifft. 

Man sieht aus diesen Betrachtungen, daß die in Rede ste
hende Regel auf die Zeichenwechsel unter allen Umständen 
anwendbar ist, wenn nur ein uneigentlicher Zeichenwechsel 
immer mitgezählt wird. 

Il. KREISEVOLVENTEN UND GANZE ALGEBRAISCHE 
FUNKTtONEN 

8. Der Krümmungsradius einer Kreisevolvente ist eine 
ganze algebraische Funktion des Drehungswinkels der 
Tangentenlinie. Während der Wanderung der Tangenten
linie ändert sich stetig der Krümmungsradius jeder Kreis
evolvente. Also ist der Krümmungsradius jeder Evolvente 
eine Funktion F(w) des Drehungswinkels w der Tangenten
linie, von einer gewissen Anfangslage, der Nullinie, an ge
rechnet. 

Es wird sich ergeben, daß diese Funktion eine ganze al
gebraische Funktion ist, d. h. daß sie die Form 

F(w) = A0 w" + A1w 11 - 1 + · · · + A71 _ 1 w + A71 • • • (1) 
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hat, worin A0, At ... An-t> An reelle Zahlen sind, während 
n eine ganze positive Zahl ist. 

In § 5 fanden wir die Ungleichung 

PtP2t:.w<t:..p3<QtQ2b..w oder PtP 2 <~~ <QtQ2 

für die zweite Evolvente der Fig. 2. 

Wir wollen jetzt vom Differenzenquotienten ~~zum Dif{e

rentialquotienten :~ übergehen, indem wir t:. w unbegrenzt 

abnehmen lassen.t) Es konvergiert dann auch b..p3 nach Null, 
während Qt Q2 sich dem Krümmungsradius p2 = P1 P2 im Punkte 
P1 bis zum Zusammenfallen nähert. Wir schreiben dies be
kanntlich folgenderweise: 

lim 
dw=O 

Und so hat man für n aufeinanderfolgende Evolventen 
dp 1 _dp~ dpn 
dw = Po, dw = Pt ... dw = Pll-1' 

Wir wollen jetzt diese Gleichungen integrieren und fangen 
mit der ersten an. Wir schreiben also: 

Pt -~{Podw. 
Weil der Kreisradius Po vom Drehungswinkel unabhängij!, 

d. h. eine Konstante ist, gibt die Integration: 

Pt= PoW + rt, 

worin die hinzugefügte Konstante r1 den Wert von P1 for 
w = 0 bedeutet. 

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich: 

Ps jP1 dw -.{Powdw +}~tdw = ~2 W 2 + TtW + r2• 

Fahren wir in dieser Weise fort und ersetzen wir regel
mäßigkeitshalber Po durch r0 , so bekommen wir schließlich: 

1) Die im folgenden vorkommenden Anwendungen der Diffe
rential- und Integralrechnung sind dem in den Bändchen 9 und 
42 dieser Sammlung von Dr. A. Witting verfolgten Gedankengang 
angepaßt. 
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ro + rl z-1+ +rn-2 2 • Tn-t + {2) Pn=n!w" (n-l)!w' ... T!w -r-1-·w rn"' 

Hierin ist die übliche Schreibweise n!, (n- 1)! usw., für 
das Produkt der natürlichen Zahlen von 1 bis n, von 1 bis 
(n - 1) usw. angewendet. 

Die Größen r0 , r1 • • • r 71 _ 2 , T71 _ 1 , r n sind die Längen der 
Krommungsradien p0 , P1 • • • P71 _ 2 , P71 _ 11 Pn für w = 0, d. h. 
der Krümmungsradien, woraus die Tangentenlinie in ihrer 
Anfangslage, die Nullinie, besteht. 

Man sieht, daß p71 eine ganze algebraische Funktion nten 

Grades in w ist. 
9. Jede ganze algebraische Funktion nten Grades in 

w stellt eine nte Kreisevolvente vor. Die abgeleiteten 
Funktionen. Jede ganze algebraische Funktion in w kann 
auf die allgemeine Form (1) gebracht werden. Setzt man 
dann diese Funktion = P,11 so hat man immer die Gleichung 
einer nten Kreisevolvente. Denn wenn man 

A ro A rt A rn-2 A Tn-t A 
0 = 7i!1 I= (n _ T)i • • • n-2 = Zt-- I 11-l = -1-1 n=r" 

setzt, bekommt man fUr r 0 , r1 • · · rn_ 2 , r"_ 1 , r11 reelle posi
tive oder negative Zahlen und durch diese Größen ist immer 
ein Kreis mit n Evolventen unzweideutig bestimmt, weil sie 
die Krümmungsradien einer Tangentenlinie, nämlich der 
Nullinie, sind. Hat man nämlich mit dem Radius r0 einen 
Kreis E0 beschrieben und daran eine Tangente gelegt, so 
bestimmt man den beschreibenden Punkt fur die erste Evol
vente E1 , indem man die Länge r1 vom Berührungspunkte 
an auf diese Tangente abträgt und zwar nach links oder 
nach rechts, wenn man den Kreisradius vom Zentrum nach 
dem Berührungspunkte hin durchläuft, je nachdem r1 und r0 

- oder A1 und A0 - gleiche oder entgegengesetzte Vor
zeichen haben. Durch die rollende Bewegung der Tangente 
über den Kreis kann dann die Kurve E1 erhalten werden. 

Zieht man durch den Endpunkt von r1 eine Senkrechte zu 
dieser Tangente, so wird diese Linie eine Tangente an E1 • 

Und wenn man auf diese wieder die Länge r2 abträgt, nach 
links oder nach rechts, je nachdem r 2 und r1 - d. h. A2 und 
A1 - gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben, so 
bekommt man den beschreibenden Punkt fur E2 • 
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Fährt man in dieser Weise fort bis En, dann ist der ganze 
Satz von n Kreisevolventen vollständig und unzweideutig be
stimmt. Die Krummungsradien To' Ti ••• T n können ja alle 
reellen positiven und negativen Werte haben, weil jede Tan
gente sich auf beiden Seiten des BerUhrungspunktes ins Un
endliche erstreckt. 

Später (§ 15) kommen wir auf das praktische Zeichen von 
Kreisevolventen näher zurUck. 

Durch Differenzierung einer Funktion bekommt man be
kanntlich die sog. abgeleitete Funktion oder kurz die Ableitung. 

Die sukzessiven Ableitungen der ganzen algebraischen 
Funktion (1), die der Gleichung (2) einernten Kreisevolvente 
entspricht, ergeben offenbar die (n - 1)1e, (n - 2)1e usw. 
Evolvente. Denn wie man durch wiederholte lntegrierung 
die Gleichungen n aufeinanderfolgender Kreisevolventen be
kommt, wenn man vom Kreise ausgeht, so entstehen dieselben 
Gleichungen durch wiederholte Differenzierung, wenn man mit 
der nten Evolvente oder der Funktion nten Grades anfängt. 

Es ist demnach ein Kreis mit n Evolventen das geome
trische Bild einer ganzen algebraischen Funktion nten Grades 
mit ihren n Ableitungen. Wir übersehen darin mit einem 
Blick den inneren Bau und den gegenseitigen Zusammen
hang aller dieser Funktionen. 

Nach dem aus der Difierentialrechnung bekannten Maclau
rinschen Lehrsatz kann jede Funktion y = f(x) unter ge
wissen beschränkenden Bedingungen, die uns aber hier nicht 
stören, folgenderweise in eine Reihe entwickelt werden: 

Y = f(O) + f, (0) x + f~ (0) x2 + f, (0) Xs + usw., 
1 1·2 1·2·3 

worin f(O), {1 {0), {2 (0), f3 (O) usw. die Werte der Funktion 
und ihrer lten' 21en' 3ten usw. Ableitung fnr X = 0 sind. 

Man wird sofort einsehen, daß unsere Gleichung (2), von 
hinten nach vorn gelesen, nichts anderes ist als die Anwen
dung dieses Lehrsatzes auf die Funktion (1 ), denn r", rn-1 
usw. sind eben die Werte der Funktion und ihrer Ableitungen 
fUr w = 0. 

10. Die Wurzelwerte einer Funktion nten Grades. Nach 
dem Vorhergehenden muß es einen gewissen Parallelismus 
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.geben zwischen den geometrischen Eigenschaften der Kreis
evolventen und den Eigenschaften der ganzen algebraischen 
Funktionen, und wir stellen uns jetzt die Aufgabe, die Er
gebnisse des I. Abschnittes in die entsprechenden Eigen
schaften der Funktionen umzusetzen. 

Dabei ist zu erwägen, daß, während wir bei den Betrach
tungen bezüglich der Kreisevolventen vom Kreise ausgingen 
und um diesen herum eine beliebige Anzahl von Evolventen 
entstehen ließen, es jetzt die Funktion nten Grades ist, die in 
den Vordergrund tritt. Es handelt sich ja um die Eigen
schaHen der Funktion 

f(w) = wn+ alw"-1+ ... + an-lw +an, 

worin wir, ohne der Allgemeinheit zu schaden, den Koeffi
zienten des ersten Gliedes immer=+ 1 annehmen dürfen. Und 
dieser Funktion entspricht die n1e Evolvente En eines Satzes von 
n Kreisevolventen, wenn der Kreisradius r 0 = 1. 2. 3 ... (n -1) n 
und positiv genommen wird, während r 1 , r 2 ••• rn in der an
gegebenen Weise aus den Koeffizienten au a2 .. . an zu be
rechnen sind, wodurch dann die Gleichung 

r r r _ 
P =-"- W 11 + --'- Wn-l -!- · · ·+__Tl__!_ lV + T 

" n ! (n - l)! ' l n 

der entsprechenden nten Kreisevolvente entsteht. 
Wir bemerken zunächst, daß für jeden Wert von w die 

Funktion f(w) einen Wert bekommt, der die Länge des 
Krümmungsradius P11 angibt, wenn die Tangentenlinie von 
der Nullinie an sich um einen Winkel, dessen Arkus= w 
ist, gedreht hat. 

Wir denken uns jetzt die wandernde Tangentenlinie in 
einer Lage, wobei sie durch einen Punkt der linken Spirale 
von E" geht. Es muß immer ein Wert für w bestehen, der 
einer solchen Lage entspricht. Wir deuten diesen Wert durch 
- oo an, weil im allgemeinen ein großei negati\'er Wert 
dieser Bedingung Genüge leisten wird. Lassen wir die Tan
gentenlinie die Reihenfolge von Spitzen, Bogen und Schleifen 
durchlaufen bis in die rechte Spirale, so hat w einen Wert 
bekommen, den wir durch + oo angeben. Und der Krüm
mungsradius Pn oder die Funktion f(w) hat dabei abwechselnd 
positive und negative, Maximal- und Minimalwerte gehabt. 
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Die wichtigsten Werte von w sind die Wurzelwerte, das 
sind diejenigen, welche die Funktion gleich Null machen und 
also Wurzeln der Gleichung nten Grades 

w" + a1w"- 1 + · · · + a11 _ 1 w + a11 = 0 (3) 

sind. Es ist klar, daß der Arkus des Drehungswinkels solch 
eine Wurzel ergibt, so oft die wandernde Tangentenlinie 
einen Nullpunkt von En passiert. Mit Rücksicht auf diese 
Bedeutung der Nullpunkte werden wir dieselben bisweilen 
die Wurzelpunkte der entsprechenden Wurzeln nennen. 

Umgekehrt kann jedoch nicht behauptet werden, daß iede 
Wurzel der Gleichung (3) einem Nullpunkte von En entspricht, 
weil es ja auch imaginäre oder komplexe Werte von w geben 
kann, welche zwar die Funktion gleich Null machen und also 
algebraisch als Wurzelwerte zu betrachten sind, jedoch keine 
wirklichen Drehungswinkel bedeuten können. Diese imagi
nären Wurzeln müssen offenbar den fehlenden Nullpunkten 
in E11 entsprechen. Und wenn man genau achtgibt auf die 
Art und Weise, wie die Nullpunkte von E11 bei der Entstehung 
der losen Schleifen und der spiralartigen Kurventeile, die um 
die Schleifen herumlaufen, hinwegkommen, infolge der in 
den §§ 3 und 4 erwähnten Umformungen, so ergibt sich, daß 
in der Tat das Verschwinden eines jeden Paares von Null
punkten das Imaginärwerden zweier reellen Wurzeln der 
Gleichung bedeutet. 

Nun ist jedes fehlende Paar von Nullpunkten in En ent
weder mit einer Spitze mit loser Schleife oder mit einem 
mehrfachen Nullpunkte in einer der vorhergehenden Evol
venten verknüpft. Also muß auch jedes Paar komplexer Wur
zeln der Gleichung mit einer bestimmten reellen Wurzel 
einer ihrer Ableitungen in Verbindung stehen. Wenn auch 
dieser Wurzelwert nur in einzelnen Fällen in der algebra
ischen Form der komplexen Wurzeln wiederzufinden und 
meistens nur mittels der Kreisevolventen zu bestimmen ist, 
so werden wir denselben dennoch unter der Benennung des 
geometrischen Wurzelwertes der komplexen Wurzeln häufig 
benutzen, während wir den entsprechenden Nullpunkt als 
den Wurzelpunkt der komplexen Wurzeln betrachten. 

Die komplexen Wurzeln sind ihren Wurzelpunkten sozu
sagen entsprossen und bekommen durch ihre geometrischen 
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Wurzelwerte die ihnen gebührenden Stellen zwischen den 
reellen Wurzelwerten. Wir nennen demnach die komplexen 
Wurzeln auch positiv oder negativ, je nachdem ihre geo
metrischen Wurzelwerte positiv oder negativ sind. 

Außerdem geben die beiden geometrischen Formen, wo
durch die komplexen Wurzeln sich in den Evolventen ver
raten, Veranlassung, diese Wurzeln als primär zu bezeichnen, 
wenn die entsprechenden Nullpunkte bei der einfachen Um
formung eines Bogens in eine lose Schleife zunichte ge
gangen sind, und als selmndär, wenn eine Spiralbildung 
stattgefunden hat. 

11. Einige Eigenschaften der Wurzeln einer Gleichung 
nten Grades. Die folgenden Eigenschaften der Wurzeln einer 
Gleichung nten Grades lassen sich leicht aus den geometri
schen Eigenschaften ihrer Wurzelpunkte herleiten. 

Wir setzen dabei voraus, daß der Koeffizient des ersten 
Gliedes der Gleichung stets positiv genommen wird und -
selbstverständlicher Weise- daß die Koeffizienten der Glei
chung reelle Zahlen sind. 

Wo nicht ausdrücklich von reellen oder von komplexen 
Wurzeln gesprochen wird, sondern von,, Wurzeln" überhaupt 
die Rede ist, denke man sich, dem im vorigen Paragraphen 
gesagten gemäß, jedes Paar komplexer Wurzeln zwischen den 
reellen Wurzeln nach deren geometrischen Wurzelwerten ge
ordnet. 

I. Eine Gleichung nten Grades hat höchstens n reelle Wurzeln, 
die entweder alle einfach oder teilweise zu mehrfachen Wurzeln 
vereinigt sind (§ 2). 

II. Wenn eine Gleichung nten Grades n einfache (also re
elle) Wurzeln hat, muß die erste Ableitung n - 1, die zweite 
Ableitung n- 2, diekte Ableitungn- keinfache Wurzeln haben 
und es liegt zwischen zwei aufeinanderfolgenden Wurzeln 
der Gleichung oder einer Ableitung eine Wurzel der folgen
den Ableiiung (Fig. 3). 

lll. Hat eine Gleichung n ten Grades eine m-fache (reelle) 
Wurzel, so hat die erste Ableitungdie nämliche Wurzel (m -1) 
mal, die zweite Ableitung (m- 2) mal usw. und die (m- 1) 1c 

Ableitung einmal (§ 4). 
IV. Eine Gleichung f"(w) = 0 hat zwischen zwei beliebigen 

Werten p und q, die keine Wurzeln der Gleichung sind, eine 
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gerade (einschl. 0) oder eine ungerade (einschl: 1) Anzahl 
Wurzeln, je nachdem die Werte der Funktion f(w) für w = p 
und w = q gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Denn bei der Wanderung der Tangentenlinie ändert Pn in 
jeder Spitze und nur in einer Spitze sein Vorzeichen; und 
eine Spitze in En ist entweder ein einfacher oder ein unge
rader mehrfacher Nullpunkt, während der Scheitel einer Nuil
schleife in En immer ein gerader mehrfacher Nullpunkt ist 
und die komplexen Wurzeln nur paarweise vorkommen. 

Für q = + oo lautet der letzte Satz: 
V. Je nachdem die Funktion für w = p einen positiven 

oder einen negativen Wert bekommt, hat die Gleichung eine 
gerade oder eine ungerade Anzahl Wurzeln, die größer sind 
als p - weil für w = + oo Pn immer positiv ist. 

Ist obendrein p = 0, so kann man sagen: 
VI. Die Gleichung hat eine gerade oder eine ungerade An

zahl positiver Wurzeln, je nachdem das letzte Glied an -
das sogenannte Absolutglied der Gleichung -positiv oder 
negativ ist. 

Denn an= rn ist der Wert der Funktion, also von Pm für 
w=O. 

VII. Ist n ungerade, so hat die Gleichung wenigstens eine 
reelle Wurzel. 

VIII. Ist n gerade, so ist es möglich, daß die Gleichung 
keine einzige reelle Wurzel hat. Dann muß aber das Abso
lutglied a11 positiv sein. Ist an negativ oder kann man über
haupt einen Wert von w finden, der die Funktion negativ 
macht, so hat die Gleichung wenigstens zwei reelle Wurzeln. 

Hat nämlich E11 keine einzige Spitze, so besteht diese Evol
vente zwischen den beiden Endspiralen nur aus Bogen und 
Schleifen und möglichenfalls spiralartigen Kurventeilen. Und 
die Schleifen können alle lose Schleifen sein. Jedenfalls ist 
Pn überall positiv. Wäre Pn in irgendeinem Punkte negativ, 
so müßte an beiden Seiten dieses Punktes wenigstens eine 
Spitze gebildet werden, damit beide Endspiralen positive 
Krümmungsradien bekommen. 

IX. Es seien b und b' zwei aufeinanderfolgende reelle 
Wurzeln der ersten abgeleiteten Funktion f' (w). Die ursprUng
liehe Funktion f(w) hat dann zwischen b und b' entweder 
eine oder keine reelle Wurzel, je nachdem die Werte von 
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f(w) für w = b und w = b' ungleiche oder gleiche Vorzeichen 
bekommen, (Rolle's Lehrsatz). Die Funktion kann in diesem 
Intervall jedoch beliebig viele Paare komplexer Wurzeln haben. 

Denn es mögen zwei aufeinanderfolgende Nullpunkte in 
En _ 1 durch einen einzigen Bogen oder durch eine Reihe von 
Bogen und freien Schleifen und vielleicht auch Spiralen ver
bunden sein, jedenfalls kann in diesem Kurventeil nur eine 
Spitze von En zu stehen kommen und dann hat Pn auf beiden 
Seiten dieserSpitze ungleiche Vorzeichen. Kommt keineSpitze 
zustande, so behält Pn sein Vorzeichen. 

X. Der geometrische Wurzelwert eines primären Paares 
komplexer Wurzeln ist entweder eine einfache oder eine UJZ
gerade mehrfache Wurzel der ersten Ableitung. 

Denn eine freie Schleife in En umschlingt immer ·eine Spitze 
in En-l• 

XI. Ein primäres Paar komplexerWurzeln kann immer durch 
geeignete Abänderung des Absolutgliedes der Gleichung in 
ein Paar reeller Wurzeln verwandelt werden. Sekundäre 
komplexe Wurzeln können auf diese Weise nicht reell werden. 

DasAbsolutglied derGleichungist der Krümmungsradius der 
entsprechenden Evolvente in der Nullinie. Eine Änderung 
der Länge dieses Krümmungsradius hat offenbar denselben 
Erfolg wie eine Verlegung des beschreibenden Punktes und 
kann also die freie Schleife wieder in einen Bogen verwandeln. 

XII. Die geometrischen Wurzelwerte sekundärer komplexer 
Wurzeln können nicht einfache Wurzeln der 1 en Ableitung sein. 

Denn die Bildung spiralartiger Kurventeile in En erfordert 
entweder eine Schleife oder eine Spirale in En_ 1 • 

XIII. Wenn irgendeine Ableitung der Gleichung ein primä
res Paar komplexer Wurzeln hat, so bekommen die vorher
gehenden Ableitungen sowie auch die ursprüngliche Gleichung 
je ein sekundäres Paar komplexer Wurzeln mit demselben 
geometrischen Wurzelwert wie das primäre Paar. 

XIV. Hat irgendeine Ableitung eine 2p- oder (2p + 1)
fache Wurzel, die der vorhergehenden Ableitung bzw. der ur
sprünglichen Gleichung nicht genügt, so ist diese Wurzel 
der geometrische Wurzelwert von p sekundären komplexen 
Wurzelpaaren in allen vorhergehenden Ableitungen und in 
der ursprünglichen Gleichung. 

Aus X und XIV folgt, daß eine (2p + 1)-fache Wurzel der 
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1. Ableitung zugleich der geometrische Wurzelwert eines 
primären komplexen Wurzelpaares und von p sekundären 
komplexen Wurzelpaaren der Gleichung sein kann. 

Dieser Fall tritt nämlich ein, wenn die Endspitze eines (2p + 1)
fachen Nullpunktes in E"_ 1 von einer freien Schleife in E11 

umschlungen ist (§ 4 Schluß). 

12. Die Zeichenwechsel und Zeichenfolgen der Glieder 
einer algebraischen Gleichung im Zusammenhang mit ihren 
positiven und negativen Wurzeln. Die Glieder einer ge
hörig geordneten algebraischen Gleichung haben dieselben 
Vorzeichen wie die Krummungsradien der Nullinie der ent
sprechenden Kreisevolvente (§9) und zeigen mithin auch die
selben Zeichenwechsel und Zeichenfolgen. 

Wenden wir dann die in § 7 gefundene Regel bezUglieh 
der Zeichenwechsel und Zeichenfolgen einer vullständigen 
Tangentenlinie auf die NuJiinie an und bedenken wir, daß 
die rechts und links von der Nullinie liegenden Wurzelpunkte 
positiven und negativen Wurzeln angehören, so ergibt sich 
zunächst folgender nach Cartesius genannter Lehrsatz, worin, 
nach dem in§ 10 Gesagten, mitpositiven undnegativenWurzeln 
nicht nur reelle, sondern auch komplexe Wurzeln gemeint sind. 

I. In einer vollständigen algebraischen Gleichung stimmt 
die Anzahl der Zeichenwechsel der Glieder mit der der posi
tiven Wurzeln und die der Zeichenfolgen mit der der nega
tiven Wurzeln Uberein. 

Hält man diese Abfassung gegen die in § 7 angegebene 
Regel, so hat man zu erwägen, daß jede Spitze mit Null
schleife, die einem äußeren mehrfachen Nullpunkte angehört, 
einem Paar reeller Wurzeln entspricht, jede Spitze mit Null
schleife eines inneren mehrfachen Nullpunktes dagegen einem 
Paare komplexer Wurzeln. 

Geht die Nullinie durch einen äußeren rn-fachen Nullpunkt, 
so fehlen die letzten m Glieder der Gleichung. Solch eine 
Gleichung kann jedoch außer Betracht bleiben, weil alle Glie
der durch w m teilbar sind und die Unvollständigkeit also 
sofort gehoben werden kann. Übrigens bleibt Satz I in diesem 
Falle unbedingt gUltig. 

Wenn die Nullinie durch einen inneren rn-fachen Nullpunkt 
geht, fehlen in der Gleichung m Glieder zwischen zwei Glie-
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dem, die dann entweder einenuneigentlichen Zeichenwechsel 
oder eine uneigentliche Zeichenfolge zeigen. 

Zunächst ist zu bemerken, daß solch eine Gleichung immer 
komplexe Wurzeln hat (§ 11 XIV) mit dem geometrischen 
Wurzelwert w = 0. Und wir bekommen mit Hilfe der in § 7 
a - c erzielten Ergebnisse für die verschiedenen Fälle die 
folgenden Sätze, worin unter sämtlichen Zeichenwechseln und 
Zeichenfolgen auch die uneigentlichen mit einbegriffen sind. 

li. Wenn m = 2 p Glieder fehlen, hat die Gleichung p Paare 
komplexerWurzeln mit dem geometrischen Wurzelwert w = 0. 

Sämtliche Zeichenwechsel sind den positiven, sämtliche 
Zeichenfolgen den negativenWurzeln an Anzahl gleich(§ 7, c). 

Ill. Fehlen m=2p+ I (einschl.p=O) Glieder zwischen zwei 
Gliedern mitungleichen Vorzeichen, so hat dieGieichungpPaare 
komplexerWurzeln mit dem geometrischen Wurzelwert w=O. 

Sämtliene Zeichenwechsel entsprechen den positiven Wur
zeln, aber die Anzahl der Zeichenfolgen ist um eins weniger 
als die Anzahl der negativen Wurzeln (§ 7, a). 

IV. Wenn m = 2p + I Glieder zwischen zwei Gliedern 
mit gleichen Vorzeichen fehlen, hat die Gleichung p + 1 Paare 
komplexerWurzeln mit dem geometrischen Wurzelwert w=O. 

Sämtliche Zeichenwechsel entsprechen den positiven Wur
zeln, aber die Anzahl der Zeichenfolgen ist um eins ·mehr 
.als die Anzahl der negativen Wurzeln (§ 7, b). 

Aus II., lll. und IV. folgt: 
V. Unter allen Umständen ist die Gesamtzahl der Zeichen

wechsel der Anzahl der positiven Wurzeln gleich. 
13. Die Zeichenwechsel und Zeichenfolgen der Werte 

einer algebraischen Funktion und ihrer Ableitungen für 
einen beliebigen Wert von w. Die Gleichungen 

ro "-+- rt ll-t + +rn--2 2 + r11-1 --1 
P" = n! W , (n- l)! lV · · · -2! w - 1- w ,- r 11 

_ ro ... rt-1 rl n-2 rll-:.! 1 

fl"_l_(n-=- 1)!zv +(n-zrw +· .. +1 -w-rrll-l 

r 0 2 r 1 
fl2 = 2! w + T w + r2 

ro 
Pt= T zv + r 1 

flo = ro 
Math.-phys. Bibi. 51: 01111 e n, Kreisevolventen 3 
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stellen ebensogut eine ganze algebraische Funktion mit ihren 
n Ableitungen wie auch einen Kreis mit n Evolventen vor. 

Setzt man fUr w verschiedene Werte u11 u2, u3 usw., so 
bekommt man die entsprechenden Werte der Funktionen, 
und diese sind zugleich die Längen der Krommungsradien der 
wandernden Tangentenlinie, wenn dieselbesich von der Nullinie 
an um die Winkel, deren Arkus u11 u2, u3 usw. sind, gedreht hat. 

Wenden wir dann die Regel des § 7 auf eine Tangenten
linie an, die sich etwa in der Lage w = u1 befindet, so be
kommen wir offenbar dieselben Sätze bezUglieh der Zeichen
wechsel und Zeichenfolgen, die die Werte der Funktionen 
für w = u1 zeigen, wie im vorigen Paragraphen hinsichtlich der 
Zeichenwechsel und Zeichenfolgen der Glieder der ursprUngli
ehen Gleichung. Wir haben nur die Wörter "positive" und "ne
gative Wurzeln" durch "Wurzeln größer" und "kleiner als u," 
zu ersetzen und für den geometrischen Wurzelwert der kom
plexen Wurzeln w = u1 anstatt w = 0 zu nehmen. 

Wir wollen jedoch diese Sätze nicht in dieser Form noch 
einmal hinschreiben, sondern sogleich einen Schritt weiter 
gehen und die Werte der Funktionen für w = u1 mit ihren 
Werte for w = u2 vergleichen. Das kommt dann darauf hin
aus, daß wir die Tangentenlinien für w = u1 und for w = u2 

miteinander vergleichen. 
Wir sind nämlich jetzt imstande, bloß durch die Betrach

tung der Vorzeichen und zwar besonders der Zeichenwechsel 
und Zeichenfolgen, die die Werte der Funktionen for w= u1 

und w = u2 zeigen, einiges ober die Wurzeln der Gleichung 
in diesem Intervall zu ermitteln. 

Wir setzen dabei voraus, daß u1 < u2 ist. 
Hierneben sind in zwei vertikalen w = u1 (<) u2 

Reihen I und II die Werte von P11 , 

fu Pn = rn Pn-1• Pn-2 · · · P2, Pu Po r w = ut 
und für w = u2 aufgestellt. Diese Pn-1 = r;,_l 
Schreibweise ist zugleich mit den un- P11 _ 2 = r~_2 
tereinander geschriebenen Funktionen ................ . 
wie auch mit den Krommungsradien P2 = r2 
der Tangentenlinien in einer schemati- , 
sehen Abbildung in Übereinstimmung. Pt = r~ .. 
Und es versteht sich, daß auch hier '-Po=----::r"'-o __ --::ro'--
von vollständigen und unvollständigen I II 
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Reihen die Rede ist, je nachdem die Glieder wohl oder nicht 
alle von Null verschieden sind. 

Man wird nun ohne Bedenken den folgenden Lehrsätzen 
beistimmen können. 

l. Wenn die Werte einer algebraischen Funktion und ihrer 
Ableitungen für w = u2 alle dieselben Vorzeichen haben 
wie für w = u1 , so hat keine dieser Funktionen eine Wurzel 
zwischen u1 und u2• 

Denn die Tangentenlinie passiert keinen einzigen Nullpunkt. 
11. Wenn in den beiden Reihen von Werten der Funktionen 

tür w = u1 und tnr w = u2 (> u1) die Anzahl der Zeichen
wechsel zwar dieselbe, jedoch die Ordnung verschieden ist, 
so sind die verschobenen Zeichenwechsel in der Reihe II 
(w = u2) immer nach der ursprünglichen Funktion (also nach 
oben) hin gerückt. Die ursprüngliche Gleichung hat weder 
reelle noch komplexe Wurzeln zwischen u1 und u2 , während 
in den Ableitungen Jor jede Stelle, um die ein Zeichenwechsel 
hinaufgerückt ist, eine reelle Wurzel vorkommt. 

Denn nur wenn die Tangentenlinie eine Spitze mit Bo~en 
passiert, geht ein Zeichenwechsel auf eine andere Evolvente 
über und dann immer auf die nächstfolgende. 

lll. Ist die Anzahl der Zeichenwechsel in beiden Reihen 
ungleich, so hat Reihe li immer die geringere Anzahl. 

Ob dann die Reihen vollständig oder unvollständig sind, 
es ist nach § }2 V in jeder Reihe die Gesamtzahl der Zei
chenwechsel immer gleich der Anzahl der Wurzeln, die größer 
sind als der betreffende Wert von w. Und es ist einleuch
tend, daß die Differenz in Anzahl der Zeichenwechel in beiden 
Reihen von den zwischen u1 und u2 liegenden - reellen 
wie komplexen - Wurzeln, aber auch, falls Reihe II un
vollständig ist, von Wurzeln, welche den reellen oder den 
geometrischen Wert u2 haben, herrührt. 

Wenn also Reihe li vollständig ist, hat die ursprüngliche 
Gleichung ebenso viele Wurzeln zwischen u1 und u2 , wie die 
Anzahl der in diesem Intervall verlorenen Zeichenwechsel 
beträgt (Budan's Lehrsatz). 

Ist eine ungerade Anzahl Zeichenwechsel verloren, so ist 
wenigstens eine dieser Wurzeln reell. 

IV. Wenn in Reihe II die letzten m Glieder (r~, r~_1 • • • 

r~-m+t) gleich Null sind, ist die Anzahl der Wurzeln zwi
a• 
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sehen u1 und u2 der ursprUngliehen Gleichung m weniger 
als die Gesamtzahl der verlorenen Zeichenwechsel. 

Die Gleichung hat eine rn-fache Wurzel u2 • 

V. Wenn in Reihe Ii m aufeinanderfolgende Glieder in der 
Mitte Null sind, so findet man die Anzahl der Wurzeln der 
ursprUngliehen Gleichung zwischen u1 und u2 , indem man 
die Anzahl der verlorenen Zeichenwechsel vermindert: 

1. um 2p, wenn m = 2p ist; 
2. um 2p, wenn m = 2p + 1 ist und die m Nullen zwi

schen zwei Gliedern mit ungleichen Vorzeichen liegen; 
3. um 2p + 2, wenn m = 2p + 1 ist und die Nullen 

zwischen zwei Gliedern mit gleichen Vorzeichen liegen. 
Die Gleichung hat in diesen drei Fällen bzw. p, p und 

p + 1 Paare komplexer Wurzeln mit dem geometrischen 
Wert tP, = u2 (§ 12 II, III und IV). 

14. Anderung der Nullinie. Beim Lesen des vorigen 
Paragraphen muß wohl der Gedanke erwacht sein, daß man 
mit Hilfe der Werte r~, r~_ 1 • • • r~, r~, r~ fOr die KrOmmungs
radien der Tangentenlinie, die einem Drehungswinkel w = u 
in bezug auf die Nullinie entspricht, die Gleichung einer nten 

Kreisevolvente aufschreiben kann, wie dieselbe aussehen 
muß, wenn man diese Tangentenlinie als Nullinie annimmt. 
Die Koeffizienten der neuen Gleichung sind dann 

r~ r; r;l_2 r;,_ 1 I 

n!' (11- I)! ... """"2!• -~-, Tn ' 

während die Drehungswinkel einer wandernden Tangenten
linie in bezug auf diese neue Nullinie naturlieh nicht w, son
dern w - u heißen mossen. 

Verwirklichen wir diesen Gedanken, so kommen wir zu 
dem Schlusse, daß die beiden Gleichungen 

I P = ro W" + __!l__ wn-1 + ... +Tn-2 W2 +rn-J W + T 
71 n! {n-1)! 2! 1 "' 

r' r' r' 
Ilp =__Q (w-u)"+-1-(w-u)"- 1 +···+ "- 2 (w-u)~ 

71 n! (n - 1) ! 2! 

+ \· 1 (w - u) + r,; 
dieselbe nte Kreisevolvente vorstellen, daß also beide Glei
chungen fUr jeden Wert von w dieselben Werte fOr Pn geben, 
kurz, daß die Gleichungen I und II identisch und nur ihrer 
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Form nach verschieden sind. Und wer sich die Mühe nicht 
verdrießen lassen will, sei es nur für einen bestimmten Wert 
von n, in Gleichung I und in ihre Ableitungen w = u zu 
setzen und die so erhaltenen Formeln für r~, r;,_1 • • • r~, 
r;, r~ in die Gleichung II einzutragen, der sieht den Buch
staben u verschwinden und bekommt die Gleichung I wieder 
zurück. 

Aus der Identität der Gleichungen I und II können wir 
eine Folgerung ziehen, die bei der wirklichen Berechnung 
der Wurzeln algebraischer Gleichungen höheren Grades von 
größtem Gewicht ist. 

Wenn man nämlich die Gleichung II durch w- u divi
diert, ist der Rest der Division r~. Diesen Rest muß man 
nun auch bekommen, wenn man die Gleichung I durch 
w - u dividiert. 

Wird der Quotient wieder durch w - u dividiert, so gibt 
Gleichung II Tn_ 1 als Rest; bei der dritten Division erhält 

man r~r usw., und diese nämlichen Reste muß auch Glei

chung I bei allen diesen Divisionen geben. 
Man bekommt also bei wiederholter Division der Gleichung 

einer nten Kreisevolvente durch w - u als Reste die Ko
effizienten der Gleichung in (w - u) derselben Evolvente, 
wenn sich die Nullinie darin um einen Winkel, dessen Arkus 
= u ist, gedreht hat, und zwar nach rechts, wenn u eine 
positive, nach links, wenn u eine negative Zahl ist. 

Durc.h Multiplikation dieser Reste, von dem dritten an, 
mit 21, 31 usw. findet man die Krümmungsradien der neuen 
Nullinie oder die Werte der ursprungliehen Funktion und 
ihrer Ableitungen für w = u. 

Diese Methode, um jene Größen fur w = u1 , u2 , u3 usw. 
zu bestimmen, ist weit einfacher und bequemer als die Be
rechnung durch Substitution von w = u1 , u2 , u3 usw. in die 
ursprUngliehe Gleichung und in ihre Ableitungen, zumal wenn 
man die abgekorzte Rechnungsart anwendet, die man in vielen 
LehrbUchern finden kann, wenn der Divisor ersten Grades ist. 

So kann man durch ziemlich einfache Berechnungen die 
Tangentenlinie bei ihrer Wanderung durch die Kreisevol
venten hindurch, wenn auch nicht von Punkt zu Punkt, so 
doch mit größeren oder kleineren Intervallen verfolgen. 
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Betrachten wir beispielsweise die Gleichungen 

p5 = w5 - 6w4 - 4w8 + 62w2 - 133w + 180 

p4 = 5 w4 - 24 w3 - 12 w~ + 124 w - 133 

p3 = 20w3 - 72w2 - 24w + 124 

P2 = 60w2 - 144w- 24 

P1 = 120w- 144 

Po= 120, 

die eine ganze algebraische Funktion 5ten Grades mit ihren 
5 Ableitungen und zugleich einen Kreis mit 5 Evolventen 
vorstellen, so sehen wir zunächst, daß die ursprungliehe 
Gleichung 4 positive Wurzeln (einschl. eventueller komplexen 
Wurzeln) und eine negative Wurzel hat, weil die Glieder 4 
Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge zeigen. 

Dividiert man nun die Gleichung wiederholt durch w- 1, 
so findet man fur die Gleichung in w - 1 = w1 : 

p5 =w~-w~ -18w~ +24w~ -40w1 + 100, 

und weil alle Glieder dieser Gleichung dieselben Vorzeichen 
haben wie in der ursprUngliehen Gleichung, so passiert die 
Tangentenlinie bei der Drehung von w = 0 bis w = + I 
keinen einzigen Nullpunkt. 

Dividiert man jetzt die Gleichung in w - 1 = W 1 wieder 
durch w1 - 1, d. h.läß t man sich die Tangentenlinie abermals um 
+ l drehen, so bekommt man for die Gleichung in w-2=w2 : 

p5 = w~ + 4 w~ - 12 w~ - 26 w! - 45 w2 + 66. 

Die Glieder zeigen jetzt nur zwei ZeichenwechseL Also hat 
die Tangentenlinie entweder zwei äußere Nullpunkte oder 
c, --... _ eine Spitze mit Schleife 

passiert. Es liegen folg
lich zweiWurzeln der ur
sprUnglichenGleichung 
zwischen + 1 und + 2 

T. Fig. 12. Die Fig. 12 ist die 
schematische Abbildung eines Kreises mit 5 Evolventen, wor
in die Tangentenlinien T0 , T1 und T2 die nämlichen Zeichen
wechsel und Zeichenfolgen zeigen wie die Glieder der 
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Gleichungen in w, w- 1 und w- 2, in der Voraussetzung, 
daß die zwei Wurzeln zwischen w = + 1 und w = + 2 
beide reell sind. Man sieht jedoch, daß entweder in E5 
oder in E4 der Bogen zwischen T1 und T2 sich in eine 
Schleife umwandeln kann, ohne daß dadurch in die Zeichen
wechsel und Zeichenfolgen dieser Tangentenlinien irgend
eine Änderung kommt. Um zu ermitteln, ob die beiden 
Wurzeln zwischen + 1 und + 2 vielleicht imaginär sind, 
kann man dieses Intervall näher_ untersuchen, indem man 
die Tangentenlinie mit kleineren Schritten - etwa um 0,1 -
vorwärts gehen läßt. Man kann auch durch Anwendung 
einer ziemlich umständlichen von Sturm ersonnenen Methode, 
die wir in § 16 kurz erörtern werden, über die Anwesenheit 
komplexer Wurzeln überhaupt Sicherheit bekommen. Ambe
quemsten aber lernt man meistens die Natur der zwischen 
bestimmten Grenzen liegenden.Wurzeln kennen, wenn man die 
Kreisevolvente in ihrer wahren Gestalt zeichnet, wie in dem 
folgenden Paragraphen näher gezeigt werden wird. 

In der Fig. 12 stellt T _ 1 die Tangentenlinie für w = - 1 
vor, entsprechend der Gleichung in w + 1. 

15. Direkte Bestimmung der reellen Wurzeln von Glei
chungen höheren Grades mittels der Kreisevolventen. 
Wenn die gegebene Gleichung vollständig ist, kann die Null
linie auf die in§ 9 angegebene Weise sofort gezeichnet werden. 

Ist die Gleichung unvollständig, so fehlen in der Nullinie 
die entsprechenden Glieder, und es fragt sich, wie die bei
den Krümmungsradien, die dann einen uneigentlichen Zei
chenwechsel oder eine uneigentliche Zeichenfolge bilden, 
und die wir mit Pk und Pk+a bezeichnen wollen, aneinander 
schließen. 

Man kann sich dabei der folgenden von Lill 1) für einen 
ähnlichen Fall angegebenen Regel bedienen. Es weise im 
nebenstehenden Quadrat der Pfeil der Seite 0 die ---+1 
Richtung von Pk, vom Krümmungszentrum nach dem jo 1 2 1 
beschreibenden Punkte hin gerechnet, an; zeigen I 3 + 
dann Pk und Pk+ a einen Zeichenwechsel, so hat +---. 
Pk+a für a. = 4A, 4A + 1, 4A + 2, 4A + 3 bzw. dieselbe 

1) Comptes rendus LXV, 854. Lill, Resolution graphique des 
e lUations numeriques d'un degni quelconque. 
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Richtung wie die Seite 0, 1, 2, 3 und bei einer Zeichenfolge 
die entgegengesetzte Richtung. 

Hat man die Nullinie aus den Krümmungsradien r0 ,r1 • • • rn 
zusammengesetzt, so sind die Kreisevolventen, die der 
gegebenen Gleichung und ihren Ableitungen entsprechen, 
vollständig bestimmt. 

Um sie zu zeichnen, erinnern wir uns der schon in § 1 
erwähnten Anschauung, daß die Evolvente einer Kurve ent
steht, wenn ein Punkt einen Kreis beschreibt, dessen Radius 
sich allmählich verlängert oder verkürzt, indem das Zentrum 
die Kurve durchläuft. 

Man zieht nämlich mit dem Radius r 0 den Kreis und be
schreibt mit dem Krümmungsradius r1 einen kleinen Kreis
bogen, der dann praktisch als ein Stückehen der ersten 
Evolvente E1 betrachtet werden kann. Hält man nun den 
Zirkelschenkel, mit dem der kleine Kreisbogen beschrieben 
ist, fest und versetzt man die Spitze des anderen Schenkels 
ein wenig auf dem Kreise, indem man die Zirkelöffnung et
was größer oder kleiner macht, so kann man an eine der 
beiden Seiten wieder ein Stückehen von E1 anfügen, usw. 
Auf diese Weise kann man jede Evolvente mit großer Ge
nauigkeit zeichnen, wenn die Zentren der aneinander schlie
ßenden Kreisbogen nur gehörig dicht gedrängt angenommen 
werden und wenn man sorgfältig darauf achtet, daß die Ver
bindungslinie der beiden Zirkelspitzen stets die Richtung der 
längs der Kurve fortrollenden Tangente behält. 

In § 14 haben wir gesehen, wie man die Krümmungs
radien jeder Tangentenlinie, die einen beliebigen Winkel mit 
der Nullinie bildet, berechnen kann. Es versteht sich, daß 
man bei der Zeichnung der Kreisevolventen, die einer ge
gebenen "Funktion entsprechen, ebensogut von einer solchen 
Tangentenlinie wie von der ursprünglichen Nullinie ausgehen 
kann. Und wenn man zwei solche Tangentenlinien gezeich
net hat - was theoretisch absolut genau geschehen kann -, 
so können die dazwischen liegenden Kurventeile nahezu 
fehlerlos dargestellt und die sich etwa darin befindenden 
Wurzelpunkte mit sehr großer Präzision bestimmt werden. 

So sind in Fig. 13 die Kreisevolventen der in § 14 be
handelten Gleichungen zwischen den Tangentenlinien T1 und 
T2 der schematischen Fig. 12 in ihrer wahren Gestalt ge-
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Fig. 13. 

zeichnet. Weil der Arkus des Drehungswinkels von T% um 
1 größer ist als von T1 , so bilden diese Tangentenlinien im 
Kreiszentrum einen Winkel von 57° 18'. Wir sehen sofort, 
daß E4 eine freie Schleife bildet, so daß wir jetzt durch eine 
leicht auszuführende Konstruktion mit Bestimmtheit wissen, 
daß die beiden Wurzeln zwischen w = + 1 und w = + 2 
sekundäre komplexe Wurzeln sind. · 

Beim Zeichnen bemerkt man auch, daß E6 bald eine Spitze 
bilden wird, wenn man die Drehung der Tangentenlinie noch 
etwas weiter als T2 fortsetzt. Dies ist in Fig. 13 geschehen. 
Zeichnet man die Tangentenlinie von dieser Spitze an bis 
zum Kreiszentrum, so ist der Arkus des Drehungswinkels, 
den eine Tangentenlinie durchwandern muß, um von der 
Nullinie an in diese Lage zu kommen, der entsprechende 
Wurzelwert der ursprUngliehen Gleichung. Durch Messung 
des Winkels, den diese Tangentenlinie mit T1 oder T2 bildet. 
könnten wir also jene Wurzel finden. 
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Weit bequemer ist es jedoch, die Länge des dieser Tan
gentenlinie angehörigen Krümmungsradius p1 zu messen 
und diesen Wert in die Gleichung der ersten Evolvente E1 ein
zutragen. Man findet p1 = + 203, 

und mit diesem Wert gibt die Gleichung 

203 = 120w- 144 
w=2.9. 

Wenn diese Zahl der wahre Wurzelwert ist, muß in der 
Gleichung von E5 in bezugauf diese Tangentenlinie als Null
linie das letzte Glied, das immer den Wert r5 von p5 in der 
Nullinie vorstellt, gleich Null sein. Man findet aber für die 
Gleichung in w- 2.9 = w3 : 

P5= w~ + 8.5wi + 10.5w~- 31.67w:- 106.0155w3 

-1.09311. 
Es ergibt sich also, daß in der Tangentenlinie for w = 2.9 

das letzte Glied nicht = 0, sondern =- 1.09311 ist. Und 
weil in der Tangentenlinie T2 für w = 2 der r5 gleich + 66 
ist, hat die Tangentenlinie beim Fortschreiten von w = 2 bis 
w = 2.9 den Wurzelpunkt passiert: die Spitze liegt nicht 
genau im Endpunkte des in der Figur gezogenen Krümmungs
radius p4 , sondern um etwa eine Längeneinheit zurück. 

Nun ist die in unserer Figur gebrauchte Längeneinheit un
gefähr % mm. Man spürt wohl, daß wir hiermit die Grenze 
der Genauigkeit, die von einer geometrischen Auflösung er
wartet werden darf, nahezu erreicht haben. Es ist ohnehin 
viel wert, daß man schon beim Zeichnen der Kreisevolventen 
sogleich imstande ist, angenäherte Werte der reellen Wurzeln 
zu finden, wie solche auf algebraischem Wege oft erst nach 
wiederholten Profungen erhalten werden ... 

Bezeichnen wir den Arkus des kleinen Winkels, um den 
die Tangentenlinie zurückgedreht werden muß, um genau 
durch den Wurzelpunkt zu gehen, mit 6. w und betrachten 
wir den kleinen Bogen, den der beschreibende Punkt von 
P4 dabei über E4 durchläuft als einen Kreisbogen, dessen 
Radius der Krümmungsradius p4 für w = 2.9 also= 106,0155 
ist, so kann man annehmen, es sei 

1.09311 
1:. tv = 106.0155 = 0.0103 ... 
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Denkt man sich die Tangentenlinie um diesen Betrag zu
rückgedreht, so muß sie sich notwendig dem Wurzelpunkt 
genähert haben, ohne denselben jedoch erreichen zu können; 
denn bei dieser Drehung verkürzt sich p4 • Wir haben folg
lich für den Radius des kleinen Bogens einen zu großen 
Wert genommen, mithin für 1::.. w einen zu kleinen Wert er
halten. Man kommt immerhin mit 

w = 2.9- 0.0103 ... = 2.8897 ... 

der wahren Wurzel näher. 
Dieses Mittel um einen annähernd bekannten Wurzelwert 

zu verbessern, rührt von Newton her. Bei der Anwendung 
können verschiedene Fälle vorkommen, die jedoch bei gehöri
gem Nachdenken keine Schwierigkeiten veranlassen werden. 

Die Newtonsehe Annäherungsformel, kombiniert mit dem 
von Horner angegebenen Verfahren, um die Dezimalstellen 
des gesuchten Wurzelwertes einzeln zu bestimmen, ergibt 
eine treffliche praktische Methode zur Berechnung der reellen 
Wurzeln in jedem erwünschten Genauigkeitsgrad. Darauf 
kann jedoch hier nicht näher eingegangen werden. 

Das vorstehende Beispiel möge genügen, um zu zeigen, 
wie die Kreisevolventen bei der wirklichen Auflösung von 
Gleichungen höheren Grades nutzen können. 

16. Mehrfache Wurzeln. Sturmsehe Funktionen. Beim 
Zeichnen der Kreisevolventen kann es vorkommen, daß zwei 
oder mehrere Spitzen von En so nahe beieinander zu liegen 
kommen, daß man die Möglichkeit annehmen kann, diese Null
punkte müßten in Wirklichkeit einen mehrfachen Nullpunkt 
bilden. Es besteht ein einfaches Mittel, hierüber Sicherheit 
zu bekommen. 

Wir wissen nämlich, daß, wenn die Gleichung in der Tat 
eine rn-fache Wurzel u hat, u eine (m- 1)-fache Wurzel der 
ersten Ableitung ist. Dann müssen aber die Funktion und 
ihre Ableitung beide durch (w- u)m-t teilbar sein, d. h. 
(w - u) 111 - 1 ist ein gemeinschaftlicher Divisor der Funktion 
und ihrer Ableitung. Ergibt sich aus der Untersuchung, daß 
diese beiden Funktionen wirklich einen gemeinschaftlichen 
Divisor haben, so findet man dafür im allgemeinen eine Funk
tion kten Grades in w und es kommt offenbar nur darauf an, 
diese Funktion in k Faktoren (w - u1), (w - u2) • • • • (w - uh) 
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zu zerlegen, wodurch man ebensoviele Wurzelwerte u11 u2 • • • 

uk der ursprünglichen Gleichung kennen lernt. Sind diese 
alle verschieden, so hat die Gleichung k zweifache Wurzeln. 
Sind 2, 3 · · · · a dieser Werte einander gleich, so hat die 
Gleichung eine drei-, vier-· · · · (a + 1)-fache Wurzel. 

Um die Faktoren zu finden, behandelt man den gefundenen 
gemeinschaftlichen Divisor wie eine Gleichung kten Grades 
und sucht derenWurzeln auf, wobei die Kreisevolventen wieder 
helfen können. 

Das Verfahren für die Bestimmung des größten gemein
schaftlichen Divisors der gegebenen Funktion und ihrer Ab
leitung besteht bekanntlich darin, daß man die erste Funk
tion durch die zweite, dann diese letzte durch den Rest divi
diert und so weitergeht, bis eine Division aufgeht - in wel
chem Falle der letzte Divisor der gesuchte gemeinschaftliche 
Divisor ist - oder bis bloß eine Zahl als Rest übrig bleibt 
-- in welchem Falle die gegebenen Funktionen keinen ge
meinschaftlichen Divisor haben (Kettendivision). 

Die aufeinanderfolgenden Reste der sukzessiven Divisionen 
sind untereinander und mit der gegebenen Funktion und 
ihrer Ableitung derart verknüpft, daß dieselben, wie Sturm 
gezeigt hat, benutzt werden können, um mit Sicherheit zu er
fahren, wieviel reelle Wurzeln und wieviel Paare komplexer 
Wurzeln eine gegebene Gleichung hat. Bei der Erörterung 
hiervon können die Kreisevolventen und namentlich ihre sche
matischen Darstellungen wieder gute Dienste leisten. 

Wir setzen voraus, daß die Gleichung keine mehrfachen 
Wurzeln hat, daß also, wenn ein größter gemeinschaHlicher 
Divisor gefunden war, die Gleichung durch denselben divi
diert ist, wodurch man eine neue Gleichung mit denselben 
Wurzelwerten wie die ursprüngliche Gleichung bekommt, je
doch alle als einfache Wurzeln. 

Denken wir uns die Kreisevolventen, die solch einer Glei
chung entsprechen, so wissen wir, daß die wandernde Tan
gentenlinie je einen Zeichenwechsel verliert beim Passieren 
der äußeren Spitzen oder reellen Wurzelwerte und alle übrigen 
Zeichenwechsel beim Passieren von Spitzen mit Schleifen, 
d. h. der geometrischen Werte der komplexen Wurzeln. 

Könnte die Tangentenlinie beim Passieren von Spitzen 
mit Schleifen ihre Zeichenwechsel behalten, dann wären alle 
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Zeichenwechsel, welche die Tangentenlinie in den rechten 
Spiralen weniger hat als in den linken, beim Passieren von 
äußeren Spitzen verloren gegangen. Hätten wenigstens in 
den Spitzen mit Schleifen ebenso wie in den Spitzen mit 
Bogen die Krümmungsradien der vorhergehenden und der 
folgenden Evolvente nur entgegengesetzte Vorzeichen! Es 
wurden dann beim Passieren der inneren Spitzen gar keine 
Zeichenwechsel verloren gehen. 

Es versteht sich, daß derartige Bedingungen in einer 
Reihe zusammengehöriger Kreisevolventen nichterfüllt werden 
können. Man kann sich aber sehr wohl eine Reihe nicht zu
sammengehöriger Kreisevolventen vorstellen und schematisch 
entwerfen, die die Eigenschaft haben, daß eine wandernde 
Tangentenlinie nur in den E .. __ 
äußeren Spitzen Zeichen- !, ~::= ~-, i)L 
wechsel verliert. [ ~:::_~:~~~-.i 

Nehmen wir z. B. die Glei- Z ~~..e;:·(-A : 
chungen des § 14. Aus der z :------. --p...· : ~::.<---
Zeichnung der Fig.13 {§ 15) a 

ergab sich, daß E5 drei reelle 
und ein Paar komplexer Wurzeln hat. Die schematische Abbil
dung Fig.12, die wir einstweilen entworfen hatten, muß also ab
geändert werden, etwa wie Fig. 14 zeigt. Hierin hat die Evol
vente E3 eine Spitze zwischen zwei negativen Krümmungs
radien von E4 und E2, folglich verliert die Tangentenlinie 
dort zwei ZeichenwechseL Wir ersetzen nun aber die Evolvente 
E2 durch eine andere E2, deren Krümmungsradius an dieser 
Stelle positiv ist, während er auch unter den beiden andern 
Spitzen von E3 positiv bleibt. Dies ist in Fig. 15 a geschehen. 
Es muß jetzt eine E1 entworfen werden, deren Krümmungs
radius unter der ersten Spitze von E2 positiv und unter der 

~~~--:~-c;:;~ j \c; ~ ·., -=~-~c;:=~~: ··. 
- ~- --~ : '~--- , ~ E ... .. -.o--- . ·' : • : T'-=9''<Y. ·-o.: 3 ' , - -·.v·~- ~ - o. • 
~---~-a.~·# JYE~ t : .. o-- --:._·_ : __;·~()--L--c 

: ___ :]: ______ h____ ~~::.~· <J>- -------------~- · -~o------- - -o-
c:7 ' F' 6 15 !J ; Jg. . 

zweiten negativ ist. Und weil dann die Spitze von E1 unter 
einem positiven p2 zu liegen kommt, so muß Po negativ werden. 

Eine andere Weise, um dasselbe Ergebnis zu erhalten, zeigt 
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Fig. 15 b. Solche beliebigen herbeigezogenen Kreisevolventen 
können in Figuren, wo die Evolventen in ihrer wahren Ge
stalt gezeichnet sind, wie in Fig. 13, selbstverständlich nicht 
aufgenommen werden. Das braucht aber auch nicht, weil 
dieselben bei der Bestimmung der Wurzelwerte keine Rolle 
spielen und nur die Aufgabe haben, die Zeichenwechsel, die 
nicht in den äußeren Spitzen in Zeichenfolgen übergehen, 
für die Tangentenlinie zu behalten, indem an jeder inneren 
Spitze ein Zeichenwechsel und eine Zeichenfolge in der 
Tangentenlinie ihre Plätze wechseln, wie wenn dieselbe jedes
mal eine Spitze mit Bogen wäre. 

Wir erblicken dann auch in Fig. 15 a und b, daß die Tan
gentenlinie in den rechten Spiralen drei Zeichenwechsel weni
ger hat wie in den linken, im Einklang mit den drei reellen 
Wurzeln der Gleichung. 

In unserem Beispiele konnten wir leicht solche Hilfsevol
venten in der schematischen Zeichnung anbringen, weil wir 
die Anzahl der reellen Wurzeln kannten. Und wir können 
uns auf diese Weise davon überzeugen, daß es immer geeig
nete Hilfsevolvenlen - mithin auch Hilfsfunktionen - gibt, 
die dem Zwecke entsprechen. Wir beabsichtigen aber eben die 
Anzahl der reellen Wurzeln einer gegebenen Gleichung mit
tels solcher Hilfstunktionen kennen zu lernen. Es fragt sich 
also, wie man sich eine Reihe derartiger Funktionen herstel
len kann, wenn von der gegebenen Gleichung nichts anderes 
bekannt ist, als daß sie keine mehrfachen Wurzeln hat. Und 
dazu benutzen wir nun die aufeinanderfolgenden Reste, die 
man bekommt, wenn man das Verfahren zur Bestimmung 
des größten gemeinschaftlichen Divisors auf die gegebene 
Funktion Pn = f(w) und ihre Ableitung Pn-l = {1 (w) anwendet. 

Nennt man die Quotienten der Reihe nach p 11 Pa · · • und 
die Reste R,, Ra··-, so hat man die identischen Gleichungen: 

f{w) = Pdt (w) + R, 

ft(w) = P2R1 + R2 
Rt = PaR2 + Rs 
R2= P4ßs + R4 
R, = p 5 R4 + R5 usw. 

Wird nun Pn-l = f1 (w) gleich Null für einen Wert w = u 
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und setzt man diesen Wert von w in die erste Identität, so 
bekommt der Rest R1 denselben Wert, mithin auch dasselbe 
Vorzeichen wie Pn = f(w). Dann ist aber - R1 eine Funk
tion von w, die für (1 (w) = 0 oder w = u einen Wert mit dem 
entgegengesetzten Vorzeichen von f(w) bekommt. Also ist 

Pn-s=- Rt 
eine erste Hilfsfunktion, so wie wir dieselbe brauchen, denn 
es haben Pn und P11 _ 2 entgegengesetzte Vorzeichen, wenn 
Pn-t = 0 ist. Ebenso ist 

Pn-a=- R9 
eine zweite Hilfsfunktion, indem in der zweiten Identität {1 (w) 
und R2 gleiche, mithin Pn-t und Pn-s entgegengesetzte Vor
zeichen bekommen für einen Wert von w, der R1 oder Pn-2 

gleich Null macht. 
Als dritte Funktion kann 

Pn-.t= +Rs 
genommen werden, denn für Pn-s = - R2 = 0 ist R1 = R3, 

also haben dann P11 _ 1 =- R2 und P11 _ 4 = + R3 wieder ent
gegengesetzte Vorzeichen. Auf diese Weise findet man für 
die folgenden Funktionen: 

P11-6=+R4 
Pn-6=-Ra 
Pn-7 = -Rs 
Pn-s = + R1 usw., 

bis schließlich Po=(±) R71 _ 1 den Radius eines Kreises, also 
eine von w unabhängige Größe gibt. 

Hat man diese "Sturmschen" Funktionen alle untereinander 
geschrieben, so kann man folgenderweise leicht auf die An
zahl der reellen Wurzeln der ursprünglichen Gleichung 

f(w)= 0 
schließen. Wir haben dabei stets im Gedächtnis zu halten, 
daß die Hilfsevolventen, die den Sturmsehen Funktionen ent
sprechen, nicht durch sukzessive Ab- und Aufwickelungen 
aus einem einzigen Kreise hervorkommen; es stammt viel
mehr jede Evolvente aus einem eignen Kreise her, den wir 
deshalb mit gutem Fug ihren ,,Stammkreis" nennen können. 

Wir bedenken dann zunächst, daß in jeder Kreisevolvente 
der Krümmungsradius in der rechten Spirale dasselbe Vor-
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zeichen hat wie der Radius ihres Stammkreises. Und weil der 
Koeffizient des ersten Gliedes der entsprechenden Gleichung 
sein Vorzeichen dem nämlichen Kreisradius verdankt, so ist 
das Vorzeichen des ersten Gliedes jeder Sturmsehen Funk
tion dasselbe wie das Vorzeichen in der rechten Spirale der 
entsprechenden Evolvente. Folglich ist auch die Anzahl der 
Zeichenwechsel in den ersten Gliedern der aufeinanderfolgen
den Sturmsehen Funktionen gleich der Anzahl der Zeichen
wechsel in den rechten Spiralen der entsprechenden Evol
venten. 

Um die Anzahl der Zeichenwechsel in den linken Spiralen 
zu bestimmen, muß man die Vorzeichen der ersten Glieder 
mit ungeradem Exponent umkehren, weil ja in diesen Evol
venten das Vorzeichen der linken Spirale dem Vorzeichen 
des Stammkreises, mithin auch dem des ersten Gliedes ent
gegengesetzt ist. Soviele Zeichenwechsel die ersten Glieder 
der Sturmsehen Funktionen dann zeigen, soviele Zeichen
wechsel hat auch die Tangentenlinie in den linken Spiralen. 

Die Differenz beider Zahlen gibt die Anzahl der reellen 
Wurzeln der gegebenen Gleichung. 

Die Möglichkeit, daß zwei aufeinanderfolgende Sturmsehe 
Funktionen fUr denselben Wert von w gleich Null werden, 
wodurch das Ergebnis fehlerhaft sein könnte, braucht man 
nicht zu befürchten; denn aus den identischen Gleichungen 
zwischen den Funktionen erhellt, daß fur solch einen Wert 
von w zugleich alle andern Funktionen, also auch f(w) und 
{ 1 (w) gleich Null sein mußten, was mit der Voraussetzung, 
die ursprUngliehe Gleichung habe keine mehrfachen Wurzeln, 
im Widerspruch wäre. 

Es kann aber wohl vorkommen, daß die Sturmsehen Funk
tionen nicht vollzählig sind, daß also ihre Anzahl weniger als 
n + 1 ist; und dieser Umstand ist an und fUr sich schon ein 
Beweis, daß komplexe Wurzeln anwesend sind, denn es können 
keine n Zeichenwechsel in Zeichenfolgen übergehen, wenn 
nur n - 1 oder n - 2 da sind. Übrigens ist auch in diesem 
Falle die Anzahl der reellen Wurzeln gleich der Anzahl der 
Zeichenwechsel, die die Tangentenlinie auf ihrer Wanderung 
durch die Sturmsehen Funktionen verliert. 

Sind die Sturmsehen Funktionen vollzählig, so kann man 
diese Regel vereinfachen, indem man berücksichtigt, daß in 
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zwei aufeinanderfolgenden Hi\fsevolventen die Vorzeichen der 
rechten Spiralen mit denen der ersten Glieder der entspre
chenden Funktionen übereinstimmen, wogegen von den beiden 
linken Spiralen die eine dasselbe und die andere das ent
gegengesetzte Vorzeichen des ersten Gliedes hat. Hieraus 
ergibt sich, daß, wenn die n Ecken der Tangentenlinie in den 
rechten Spiralen etwa A. Zeichenwechsel zeigen, die nEcken 
in den linken Spiralen A. Zeichenfolgen, mithin n- A. Zeichen
wechsel haben müssen. Die Anzahl der reellen Wurzeln be
trägt dann also n - 2 A.. 

Wenn der Leser das Verfahren mit den Sturmsehen Funk
tionen auf die Gleichung des § 14 anwendet, wird er erfahren, 
wieviel schneller wir über die Art der Wurzeln unterrichtet 
wurden, als wir die in Fig. 13 abgebildeten Kreisevolventen 
zeichneten. Auch wird er sich überzeugen können, daß den 
gefundenen Funktionen die in Fig. 15b entworfenen Evol
ventenschemas entsprechen. 

Math.-phys. Bibi. 51: 0 n n e n, Kreisevolventen 4 
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Grundlehren der Geometrie. Bearb. von Geh. Reg .. Rat Dr. W. Frz. Meyer, 
Prof. an der Univ. Königsberg, und Realgymnasialdir. Prof. Dr. H. Thieme, 
2 Bände. I. Band: Die Elemente der Geometrie. Bearb. von H. Thieme. 
Mit 323 Fig. [XII u. 394 S.] I909 Geb. M. I2.8o. I I. Band. [In Vorb ]. 

Repertorium der höheren Mathematik. 2., völlig umgearbeitete 
Auf!. der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker 
hrsg. von Dr. P. Epstein, Prof. an der Universität Frankfurt a. M., und Dr. 
H. E. Timerding, Prof. an der Techn. Hochschule Braunschweig. 2 Bände 
in 4 Teilen. 8. I. Band: Analys1s. Hrsg. von P. EjJsteiu und R. Rothe. 
I. Hälfte: Algebra, Differential- und Integralrechnung. 3· Auf!. [U. d. Pr.] 
[II. Hälfte in Vorb.] Il. Band: Geometrie. Hrsg. v. H. E. Timerding. 
I. Hälfte: Grundlagen und ebene Geometrie. Mit 54 Fig. [XVI u. 524 S.] I9IO. 
Geb. M. I6.-. II. Hälfte: Raumgeometrie. 2. Auf!. Mit I2 Fig. irri Text. 
[XII u. 628 S.J 8. 1922. Geh. M. I 5 6o, geb. M. 19.80 

Graphische Methoden. Von Geh. Reg .. Rat Dr. C. Runge, Prof. a. d. Univ. 
Göttingen. 2.Aufl. M.94Fig.i.T. [IVu.I3oS.] gr.8. I9I9. (SMPL I8.) Kart.M.3.6o 
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Die angegebenen als unuerbinblidt an3ute11enben Preife finb <&runbpreife. 
Die i:allenpretfe ergrben Iid! für IIen allgemeinen Derlagalls l)albiertem firllnll• 
lJrels x Sd!lüifel3alll lies Börfenoerelns <Sebrllar 1923: 2000), für Sd!lllbüd!er (mit 

* be3eld'tnet) aus uollem 4irllnbprets x belonllere Sd!lll!Jel31lflt (3. 3t. 600) 

Aus natur unb ffieiftesmelt 
Jeber Banb kartoniert m. 2.-, gebunben m. 3.-

matl}emottk 
naturmtnentd!aften, ntatflematik llnll ntebi3in Im klailild!en auertllm. Don Prof, Dr. 
J, t. Ei e i b e r g. 2. Ruf!. mit 2 Siguren. (Bb. 370.) 
Cfinfüflrung in bie matflematik. Don Stubienrat ro. menbtlsi ol) n. mtt 42 Sig. 1. a. (Bb. 503,) 
arttl)mettk unb Rlgebra 3Um Selb!tUhterricf!t. Don CDel). Stublenrat p. a r a II \l· litt 30Qir . .}ig. 
I. llell: Die Red)nungsarten. CDlei<l)ungen eriten Q;rabes mit einer unb mel)reren Unbe!annten. 
Q;leid!llngen 3meiten CDrabes. 7. Ruff. lliit 9 S!g. im lte!;t. (Bb. 120.) II. lteil: CD!eicf!nngen. 
Rrill)metljd)e unb geometrijcf!e Reil)en. 31njes3ins• unb Rentenrecf!nung. Komple!;e 3al)len. Bino• 
mlfd)er tel)rlal!. 5. Ruff. mtt 21 l!ertfiguren. (Bb. 205.) 
i:tl}rbud! b.~r Red!enoorteile. S<l)nellrecf!nen unb Recf!enlunft, Don Jng. Dr. J. B o jf o. mu 
31ll)lrelcf!en Ubungsbeilpielen. (Bb. 739.) 
5rapl)lid!es Red)nen. Don Prof. <D. Pr ö I fl. mtt 164 Slg. !. l!e!;l. (Bb. 708.) 
Die grapl)lfd!e Darjteüung. iHne allgemeinoerjtänbll<l)e, burcf! 3al)lreicf!e Belfplele aus allen 
Q;ebieten ber IDIHenjd)aft unb Prarts erläuterte ll:infül}rung in ben Sinn unb ben CDebraud} ber 
Metl)obe. Don (jofrat Prof. Dr. 5. tluerbacf!. 2. Rufl. Mit 139 Slg. l.l!ert. (Bb. 437.) 
l)raktlldle matl)ematlk. Don Prof. Dr. R. lleuenbor ff. 

I. l!ell: CDrapl}. Darftellungen. Derfür3t. Recf!nen. Das Red)n. m.l!abellen. ffied).Recf!enl)llfsmittel. 
Kaufm. Recf!nen im tiigl.teben. tDal)rld!einlid)!eitsred)nung. 2.,oerb.tluf(. Mit29 Sig.u.ll!af. (Bb.341.) 

II. U:eil: aieom. 3eid)nen, Projeftionslel)re. 5h1d}enmeffung, Körpermellung. mit 133 Sig. (Bb.52b.) 
Kaufmiinnildles Redlnen 3um SelllttunterrldJt. Don Stubienrat K. DrölL (Bb. 724.) 
1>te Redlenmafd!lnen u. b. matdllnenredlnen. Don Reg.•Rat Dipi.•Jng. K. t e n 3· lli!t43Rbll. (490.) 
mafle unb me!Jen, Don Dr. tD. Blod. litt 34 Rbllllbungen. (Bb. 385.) 
Cfinflll!rung in ble Uektonedlnung. Don Prof. Dr. s. Jung. (Bb. 668.) [Jn Dorli.I923.] 

.Cfinfllflrung in llle Jnftnttejimalred'tnung mit einer l)lftor. Überilcf!t. Uon Prof. Dr. 
o;. Komalemsli. 3 .. Derb. tlufL mtt 19 Sig •. (Bb. 197.) 
Dlfferentlalredlnung unter Berüdlldltigung ber praft. Rnm. in ber l!ecf!ni!, mit 311ljlr. Bei!p. u. Rufg. 
'leriel)en. Don Stubienrat Dr. m. ~ tnbom. 4. aun. mtt 50 Slg. im l!e!;l u. 161 Rufg. (Bb. 387.) 
~ntegralredlnun g unter Jlerüdiicf!tignng b.pralt. anm.in berl!ecf!ni!, mit 31ll}lr.Bellplelen u.Rufgab•n 
oerfeljen. Don Stubienrgt Dr. m. CI n b o m. 3. Ruf!. m11 43 Sig.lm ltert u. 200 Rufg. (Bb. 673.) 
'))lfferenttalgleld]ungen, unter Berüdficf!tigung ber praftllcf!en Rnmenbung in ber liecf!nlf mit 
311l}lreld!en Beifpielen unb Rufgaben oerfe~en. Don Stubienrat Dr. m.tlnbom. mtt3851guren 
tm liert unb 160 aufgaben. (Bb. 589.) 
Rusgle!dJungsredJnung nadl ber metflobe ber kleinften ~Quabrate. Don t»elj. Reg.oRat 
Prof. a:. Ejegemann. mtt 11 S!guren Im U:e!;t. (Bb. 609.) 
Planimetrie 3um SelbltunterridJt, Don CDelj. Stublenrat p. CI r an il· 3. Rufl. mtt 94 Slg. (Bb.340.) 
Gibene 1Irtgonometr!e3.Selbitunterr. Don <f>el).Stnblenrat p.a: ra n II· 3.Rnfl. mit 50Sig. (Bb.431.) 
Spl!iiriidJell:rlgonometrte 3· Selbitunterridlt. o. Q;el}. Stnbienr.p. a: r a "II· tilit27 Sig. (Bb.605.) 
Rnalqtl!dle <r>eometrte ller Cfbene 3um Selbltunterrtd]t. Don t»el). Stublenrat p. Ciranl!. 
11. Ruf[. litt 55 Slguren. (Bb. 504.) 
5eometrildles 3eldlnen. Don 3eid]enl. a.s cf! ub els fl). mttt72Rbb.lm a:ert u. a.I21Iaf. (Bb.568.) 
Gilnfllflrilng in bte llar(tellenlle o;eometrle. Don prof. p. B. 511 cf!•r. mtt 59 51g. (Bb. 541.) 
protektionslel)re. Die recf!tm!nfeltge parallelprojeftlon unb tl)re anmenbung auf ble Darfteilung 
ted!nlfcf!er Q;ebilbe nebll Rnl). über b. ld}lefmlnfelige parallelprojeltton, in lur3er le!clttfafll. Darjt. f. 
Selbftnnterr. u. Scf!ulgebraud}. Don 3eicf!enlel)rer a. Scf!ubets!l). mtt 208 Sig.I.1Iert. (Bb. 564.) 
Girunb31lge ller Perfpekttue nebft Rnmenbungen. Don Prof. Dr. K. Doel)lemann. 2., oer&. 
Ruflage. litt 91 Siguren unb II Rbbilbungen. (Bb. 510.) 
Pl!otogrammetrie. Don Dr •• Jng. Ej. tü 1 d! er. mtt 78 Stg. im IIert u. a. 2 1Iafeln. (Bb. 612.) 
matl!ematlfdle Spiele. Don Dr. tD. a 1) r e n s. 4., uerb. Rufl. mtt 1 l!ltel&llb u. 78 5!g. (Bb. 170.) 
Das Sdladlfplel unb Ieine jtrateglfdlen prtn3lplen. Don Dr. m.tange. 3. RufL Mit 2 Bllb• 
nlifen, I Sc!tacf!brettafel llnb 43 Diagrammen. (Bb. 281.) 

l>eflog uon B. <fi.1IeubneT in l:eip3ig unb BeTitn 
!Jlnfracatn fft :lttid'Dorto ftdauliiooa 



i>ie angegebenen als ununbfnblid) anJufef)enben }}reffe finb CDtunbpceffe. 
~ie eaoenpreife ngeben fid) für IIen allgemeinen 1Jnlag aus balbiertem Ohunll• 
prele >< läd}lüllelJabl Oee Uörfenueceins ('lllärJ J92:J: 2000), für läd}ulbüd)ec (mit"' 

be)eld)nel) aus u o II e m l»runilpeeie >< befonilere 6d)lüffd!a!ll (,. St. 600). 

:teubneril 
Cflatu rwiff enfcf)o ftli cf) e t.Ji& liot{)et 

'Die 6ammfung ll'iff fuft unb fitbt lUt 1Jatut IDt<fen unb forbetn, inbem jle in (eic!)tfat)ftd)<r 
'Wtift über Me un5 umgebcntJcn <frfd'ldnungen aufHäct unb bie €'efbfttätigttit an,uregen fudlt, fei es 
t.urch btrou~tto 0cbauen uub forofiiltig<J Ueobad>ttn in ~er freien 1latur obtt bur<!l :Jinftelfung oon 
planmiiQigtm 'Ueduchrn babeitn. (in~ltidl fo!I b~r fefe, einen <!inbHc! gewinnm in bas feben unb 
€ct>afrm gtol}er ;iorfd)et unb 'Dtnlet, butd) feben•bilbet, bie oon :llu•bautt, 0ebufb unb ßingJo< 
an <ine gro~e 6ad)e fpte<IJtn. - 'Die mit ••blreid!en :llbbilbungen grfcl,mii<ften Uän~cl,en, bie auf 
einen gmbnet<n 1\nfang•untmid)t in ber 0d)ule aufgebaut flnb, flnb nid)t nur füt 0d)üler. beftimm~ 
fit wect)en ouro erwo<bfenen 'l1aturfreunben, bmen baran liegt, bie in ber 54tule ermorbtntn JtenntnHfe 
;u DttQ)ctltn unt» )U oertiden - vor ollem ober Eitubierent:-en unb febmn -. nütJH4> fein. 

Gerie A. $ür reifere ®c!>üler, ®tubierenbe unb 'llaturfreunbe. 
1\!!e Uanbe finb tti<!) iUufttitrt unb g<f<bma<tooll grbunben. 

~••F• PIJ9Hfn. 1Jon 'Dirtltor )Jtof. Dr. {Job. GJeologlfd}t& 'UJanDecbud}. 1Jon 'Dit. J)tof. Dr. 
Jtefrrftdn. ~llit 12 Uiibniffrn ... ~ll. 6.eo Jt,Q), 'Uoif. 2 Teilt. l. 2. )luj(, 1nit 201 :llbb. u. 

P~!lflfallliflte\!:JPtcimentinbud}.1J.0tubient. 1 Oti<ntierungstald. ·m, 10.-. II. 2, :1\ufl. '1!lit 
lltoj. !j, 'J\ebenf<otff. \ln 2 Teilen. I. Tdl. 2,1\uj(. 2SJ :llbb. im Tm, I Orienüerungotafd u. J !titd• 
1llit 99 :llbb. ~ll.7.50 ll.:i:eil. 'mits7:llbb.'11l.S.60 &Ub, '111. IO,SO 

llb<mlfd)te \!:~pnlmtntierbud}. 'U. Ptof. Dr. Jt. ~roj)t Clltograp!)en. ~Hber auo ber l»efd•i<btc 
!Od\tib. ;Jn 2 :i:<ilen. I. :l:ell. 4. J\uil. ~llit J7jlbb. b<t <frblunbe. 'Uon 13••1. Dr. S•li• eampt. 1llit 
1l!.o.- II. Teil. 2.1\ufl. '11lil SI 1\bb. '1!1.6.40 6 13orträt5, 4 :Jlbb. unb Jtattenffinen .. '1!1. 7,-

!Jin Dn'Ulerfbanr. ·lJon Prof. <f. 0fd)eiblen. '11lil 
110 :Xbbilbungcn unb 44 :l:afeln . . . '1!1. 6.- 05eograpl)lfcflee 'UlanOttbu<fJ, 'Uon Ztu~i,nrat 

Dr.1l. t:lctg. 2. :llujf. :!iu 012 :llbb •. 111. 7.-Oeroorragtnilt Eeiflungtn On :ted)nif. 1Jon 
Prof. Dr.Jt. 0d)rtber. '111. 56 :llbbilbun~m. '111. 5.-

'lJom \!:lnbaum JUm finfenfl(llff, 6trelfJügeauf 
brm 0ebiete bet 6d)iffabtt unb l>es li:eerorfeno. 'Uon 
\lng. Jtari ?labunJ, ~llit 90 1lbbilbungrn. '1!1. 4.-

~lt fuflld)iffal)rt. 'Uon Dr. ')\, 'llimlübr. '11lil 
99 :llbbilbung<n . . . . . . . . • . 'lll. 4.-

!J\ue Dem !luflmter. 1Jon Oberi •. '1!1. 6affenfdb, 

!Jinleltung JU pl)otogr. 'llaluraufna!)men. 'Uon 
e.r, •• <».<f.~.0d)u!). 1llit 41 pbotogr.:Hufn:m.6.40 

1Jegetallonefd)llilnungm. 1Jon Ptof, Dr. u. 
0täbne~ '1!lit 40 :ll&bilbungen . . . ;n. ~.60 

Uniert S~üf1llngspflan)en. 'Uon Prof. Dr. Sr. 
tjö<f. 'lllit 76 :llbbil~ungen . . . . . . '111. 4.-

~!lit 40 :llbbilbungen . . . • . • . . 'lll. 4.- 05roj)e Uiologm. t:\Ubtta.b. 0ei<bl<bteb.Uiofogie, 
1J. Ptof. Dr. 'W. 'maij. '11111 21 Uil~nlflen. ?ll. s.-~lmmdebeobaifjtuno mit blol}em !J\uge. 'Uon 

€tu~t<ntat ~'""' 'J\ufd!. 2. :lluf[. '1!lit ao 3iguttn 81ologifd)es lfwecimentlubud). 1\nlcitung,. 
un~ I 0ttm!atle als 'Dopptltaftl . • • 'lll. 6.~c ld&ft. 6tub. b. febtn•erf<tteinunq. f. iugtnbf. ·1Jatuto 

!Jin Dtr teee. 0eogr.•gcologif<be Bttra<btungen. ftrunbe. 'll.)Jtof.Dr.<!:.6d)iilftt. '1!l.JOOJ\bb.1ll.6.10 
1.1on Ptof. Dr. P. 'Dabm•. 7llit C>l :llbb. 7ll. 2.60 

lfcleble'llaldrgefiflld)le.(Eö<!lülttalo Ilttbeobad)• 
Rüfl<llwduilerungen. Uiologif<tJ• :Jlueflüge. 1Jon kt.) 1Jon ?\e!tot <!:. 0d)mitl, 2.1\ufl. 'l!li135 J\bb. 

Ur. 'U. ;itan). }Rit 92 ;ilgurrn . . . '1!1, 9.20 Jtart. . . . . • . . • . . . . . • '111. 6.40 

®erie B. ~ür jüngere ®cbüler unb 'llaturfreunbe. 
J3f:plif<lllfd)e))lauilereienfüdle(lugeno. 'llon 'Dleln ~anomectsJeug. 'llon ):ltoi. 0. Sr<O- '1!lit 
Ob<rl<bttt e. 'Wunbtt. '1!lit 15 :l\bbilbunoen. 12 :Abbllbungen ........ Jtcrt. '111. 2.-
Jtart.. . . . . . . . . '1!1. 2.60 

ltr,emlfd}e Plaubeulen für Die "ugmil. 1Jon 
Obetltbt<t e. Wunbtt. '11111 s :llb&ilbungrn. 
ltart.. . • . • • • . . . . . . . . '1!1. 2.00 

1Jom :tledebm in bm :rropen. 'Uon Prof. Or. 
Sf. 0uentber. 'mit 7 :1\bbi!bungen. statt. m. J.oo 
1Jnfud}e mit leben~en )Jflan)en. 1Jon Dr. JR. 
Oellli. '11111 7 J\bbifbungrn. . . • Jtotl. }ll. 2.-

'l.ledog uon ~. <ß. X eubner in f:eip)ig unb ~utin 
!Jlnfraatn fft ~üctuodo llellufüaen 
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