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П Р Е Д И С Л О В И Е

Во втором издании предлагаемой книги авторы по-прежнему 
ставили себе задачу создать учебное пособие, отражающее современное 
состояние теоретической электротехники и соответствующее утвер­
жденной программе курса.

Краткость изложения материала достигнута благодаря широкому 
использованию аналогий между полями и цепями различной физиче­
ской природы, применению более простых выводов и доказательств, 
а также за счет исключения некоторых вопросов, входящих в програм­
му специальных электротехнических и радиотехнических курсов, 
например технической электроники.

Большое внимание уделено связи теории с практикой — в самом 
общем виде рассмотрены электроизмерительные приборы различных 
систем, электрические машины, линии передачи, кабели, экраны 
и т. д. Изучение материала по электроизмерительной технике повы­
сит качество лабораторных работ по теоретической электротехнике, 
проводимых до изучения курса электрометрии, но основанных на из­
мерении электрических величин.

Первая часть книги посвящена элементам электрических и магнит­
ных цепей — параметрам линейных и нелинейных цепей, источникам 
и приемникам, осуществляющим прямое и обратное преобразование 
механической энергии в электрическую. Здесь в инженерном аспекте 
используются и, следовательно, повторяются известные из курса 
физики законы электромагнетизма и физическая сущность указанных 
элементов цепей.

Во второй части книги излагаются методы расчета установившихся 
процессов в линейных цепях постоянного тока с сосредоточенными 
параметрами. Это концентрирует внимание учащегося именно на изу­
чении методов расчета цепей в отличие от одновременного рассмотре­
ния физической сущности и расчета цепей переменного тока.

Затем излагаются методы расчета нелинейных цепей постоянного 
тока. Это дает методические преимущества и сокращает объем по срав­
нению с распространенным сейчас изложением сравнительно простого 
раздела нелинейных цепей постоянного тока после изучения устано­
вившихся и переходных процессов в линейных цепях постоянного и 
переменного тока с сосредоточенными и распределенными парамет­
рами.

В аналогичной последовательности излагаются теория и расчет 
линейных и нелинейных магнитных цепей при постоянном потоке.

В третьей части книги, посвященной цепям переменного тока, вы­
держан тот же принцип — сначала излагаются теория и расчеты пе­
риодических процессов в линейных цепях с сосредоточенными пара­
метрами, а на их основе — в нелинейных цепях. Затем в той же после­
довательности изучаются переходные процессы в этих цепях.
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По сравнению с первым изданием расширены разделы нелинейных 
цепей с рассмотрением запоминающих элементов вычислительной тех­
ники, дана теория импульсного интеграла Дюамеля и обобщенная тео­
рия линейных цепей — их расчет методами определителей, матриц, 
ненаправленных и направленных графов. Расширен раздел синтеза 
электрических цепей — изложены методы цепных и простых дробей.

После теории цепей с сосредоточенными параметрами излагаются 
установившиеся и переходные процессы в цепях с распределенными 
параметрами.

Четвертая часть учебника посвящена теории электромагнитного 
поля. Рассмотрение методов расчета постоянных полей, независимо 
от их природы по виду уравнений, позволило значительно сократить 
объем этого раздела. Затем излагается теория переменного электро­
магнитного поля и на ее основе излучение волн, их распространение 
и поверхностный эффект. Изложен ряд новых вопросов, пока не входя­
щих в программу курса ТОЭ. К ним относятся электромагнитное экра­
нирование, переходные процессы в электромагнитном поле, электро­
магнитное поле в движущихся средах и основы магнитогидродинами­
ки, являющиеся теоретической базой новых направлений электро­
техники — импульсной техники, прямого преобразования тепловой 
энергии в электрическую в магнитогидродинамических генераторах, 
электрореактивных двигателей, исследования околоземного и косми­
ческого пространства и т. п.

Автором первой части книги является канд. техн. наук, доц. 
Л. С. Полотовский, второй и третьей — докт. техн. наук, проф. 
А. Е. Каплянский, четвертой — Л. С. Полотовский (главы 21, 26—30 
и 32) и докт. техн. наук, проф. А. П. Лысенко (главы 22—25 и 31).

Авторы благодарят докт. техн. наук, проф. А. М. Бамдаса и канд. 
техн. наук, доц. О. Е. Гольдина за критические замечания по первому 
изданию, а также выражают признательность рецензентам рукописи 
второго издания — докт. техн. наук, проф. В. Е. Боголюбову, канд. 
техн. наук, доц. Ю. Е. Нитусову и кафедре теоретической электротех­
ники Уральского политехнического института им. С. М. Кирова, ру­
ководимой докт. техн. наук, проф. А. А. Янко-Триницким, за ценные 
указания, способствовавшие улучшению книги.

Авторы будут благодарны читателям за критические замечания, 
особенно связанные с опытом использования учебного пособия в пре­
подавании, посланные по адресу: г. Москва, К-51, Неглинная. 29/14, 
издательство «Высшая школа».
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В В Е Д Е Н И Е

ЭЛЕКТРОТЕХНИКА И ЕЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ

Одной из основных задач техники является преобразование при­
родных энергетических запасов в используемые виды энергии — 
в механическую, тепловую, световую и т. п., что требует транспорти­
ровки энергетического сырья к месту его использования.

Электрическая энергия легко передается на большие: расстояния 
и с высоким коэффициентом полезного действия преобразуется в дру­
гие виды энергии. Общепринятым является преобразование природных 
энергетических запасов в электрическую энергию с помощью так на­
зываемых генераторов и ее передача посредством проводов к месту 
потребления, где в преобразователях и приемниках она преобразуется 
в нужный вид энергии. Беспроводная передача энергии осуществля­
ется с помощью радиосвязи.

Преимущества генерирования, передачи, распределения и преобра­
зования электрической энергии обеспечили широкое применение элект­
ротехники.

Новые производственные отношения в нашей стране, отсутствие 
частной собственности на запасы энергетического сырья, средства и 
орудия производства, государственное планирование являются мощ­
ным фактором развития электротехники и всеобъемлющего охвата ею 
всех отраслей нашего народного хозяйства, быта и культуры.

Составленный под руководством В. И. Ленина план ГОЭЛРО по­
строения 30 электростанций общей мощностью 1,75 млн. кет был вы­
полнен в решающих позициях за 10 лет.

В послевоенные годы электрификация СССР развивается невидан­
ными темпами: в 1960 г. мощность электростанций составила 66,7 млн. 
кет, а за пятилетку 1966— 1970 гг. введены 54 млн. кет, в том числе 
самая мощная в мире Красноярская гидроэлектростанция (6 млн. кет) 
и Белоярская атомная электростанция (600 тыс. кет). В Директивах 
XXIV съезда КПСС по пятилетнему плану развития народного хозяй­
ства СССР на 1971— 1975 гг. предусмотрено ввести в действие электро­
станции мощностью 65—67 млн. кет, в том числе 6—8 млн. кет на 
атомных электростанциях. Соответственно увеличилась и увеличится 
мощность потребителей — устройств, преобразующих электрическую 
энергию в другие виды.

Электрическая энергия — это энергия электромагнитного поля, 
являющегося видом материи. Поле имеет две составляющие — электри­
ческое и магнитное поля, что можно показать на примере линии пере­
дачи постоянного тока (рис. В. 1). При передаче энергии провода линии, 
изолированные друг от друга, находятся под напряжением U. Следо­
вательно, между проводами возникает электрическое поле, изобра­
женное пунктиром на рис. В.1 в виде силовых линий, В проводах про­
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текает ток 7, следовательно, в проводах и вне их создается магнитное 
поле, показанное сплошными линиями. На рис. В.1 видно характерное 
различие между электрическим и магнитным полями: силовые линии 
электрического поля незамкнуты, они начинаются и оканчиваются 
на заряженных проводах; магнитные силовые линии всегда замкнуты; 
они не имеют ни начала, ни конца.

Как известно из курса физики, электрическое поле в каждой точке 
характеризуется в е к т о р о м  н а п р я ж е н н о с т и  Е, равным 
силе, воздействующей на единичный положительный заряд, помещен­
ный в эту точку, и в е к т о р о м  э л е к т р и ч е с к о г о  с м е ­

щ е н и я  D =  еЕ,  где 
е — д и э л е к т р и ч е с ­
к а я  п р о н и ц а е м о с т ь  
среды.

Электрическое поле в 
проводящей среде создает 
ток, характеризуемый в 
каждой точке поля в е- 
к т о р о м  п л о т н о с т и  
т о к а

Ь =  уЕ,

где V — у д е л ь н а я  
п р о в о д и м о с т ь  сре­

ды. Ток сопровождается появлением магнитного поля и переходом 
части энергии электромагнитного поля в тепло, причем мощность 
этого процесса в единице объема

р 0 =  Е& =  уЕ*.

Магнитное поле в каждой точке характеризуется в е к т о р о м  
м а г н и т н о й  и н д у к ц и и  В, величина которого равна силе, 
действующей на движущийся единичный положительный заряд, ско­
рость которого равна единице, а направление В — перпендикулярно 
этой силе и скорости, а также в е к т о р о м  н а п р я ж е н н о с т и

Н = BI
И'

где ц, — м а г н и т н а я  п р о н и ц а е м о с т ь  среды.
Передача, генерирование, преобразование и потребление электри­

ческой энергии, равной \U Id t  (где t — время), возможны лишь при 
наличии электрического и магнитного полей, т. е. при существовании 
электромагнитного поля. Примером могут служить рассмотренные 
поля линии электропередачи. При беспроводной передаче движение 
энергии также связано с существованием электромагнитного поля 
в пространстве между передающей и приемной антеннами.

В науке об электричестве связь электрических и магнитных яв­
лений была установлена в двадцатых годах прошлого века, когда 
Ампер и Эрстед доказали, что электрический ток сопровождается воз­
никновением магнитного поля; окончательно связь электрического и
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магнитного полей была подтверждена Фарадеем, открывшим явление 
электромагнитной индукции (1831 г.).

Электротехника, зародившаяся в тридцатых годах прошлого века, 
вначале развивалась как техника постоянного тока. Только после соз­
дания М. О. Доливо-Добровольским системы трехфазного тока и трех- 
фазного двигателя (1891 г.) переменный ток стал вытеснять постоян­
ный. Передача электрической энергии стала осуществляться также 
трехфазным током.

Теория электромагнитного поля в законченной математической 
форме была создана Максвеллом в 1873 г. Подтвержденная многочис­
ленными опытами ряда ученых, она была окончательно принята в на­
чале нашего века.

Введенное Максвеллом представление об электромагнитных вол­
нах, экспериментально подтвержденное работами Герцг!, позволило 
А. С. Попову в 1895 г. осуществить передачу сигнала без проводов, 
что послужило началом новой области электротехники — радиотех­
ники.

Электротехника и ее теоретические основы непрерывно развива­
ются. Например, совершенствуются электронные, ионные и полупро­
водниковые приборы и аппараты, с помощью которых осуществляют 
прямые и обратные преобразования переменного тока в постоянный, 
усиление напряжения и мощности и создают электронные вычисли­
тельные машины. Увеличивается дальность и возможности провод­
ной связи, радиотехники и телевидения, развивается электроавтома­
тика, в энергетике осуществляется переход к большим напряжениям 
(1500 кв) и мощностям генераторов (1 200 ООО кет и выше), разраба­
тываются и испытываются магнитогидродинамические прямые преоб­
разователи тепловой энергии в электрическую и т. д.

Так как все электротехнические устройства основаны на использо­
вании электромагнитного поля их систем, состоящих из заряженных 
тел и контуров с токами, для решения многих задач необходимо прив­
лечение теории этого поля со сложными математическими зависимо­
стями. Однако в большинстве устройств используются ограниченные 
пути электрического тока и магнитного потока — изолированные про­
водники малого сопротивления и магнитопроводы из материала с вы­
сокой магнитной проницаемостью, называемые э л е к т р и ч е с к и ­
м и  и м а г н и т н ы м и  ц е п я м и .  Их расчеты могут быть зна­
чительно упрощены, так как не требуют знания составляющих поля 
в каждой точке устройств. Теория этих цепей основана на использова­
нии интегральных величин: напряжения U =   ̂ Edl, заряда Q =  
=  ^DdS, тока /  =  jj6dS, магнитного потока Ф =  ^BdS, намагничиваю­
щей силы (н. с.) F =  §Hdl (I — длина, S — площадь) взамен Е, D, 6, 
Н и В, характеризующих поле. Взамен характеристик среды е, 
ц и у  используются интегральные характеристики носителей по-

„  Q
леи: электрического — емкость C =  j j , магнитного — индуктивность 

L — y  (Ч? потокосцепление), а также преобразователя энергии поля
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в тепловую энергию — сопротивление R =  j . Эти величины можно
называть п а р а м е т р а м и  ц е п е й .

Если эти параметры не зависят от токов и напряжений, уравнения 
теории цепей, связывающие интегральные величины, будут линейными; 
такие цепи называют л и н е й н ы м и .  В ряде случаев, весьма важ ­
ных для современной электротехники, эти параметры являются функ­
циями напряжений и токов; тогда уравнения и цепи становятся н е - 
л и н е й н ы м и .

Осуществление грандиозных планов дальнейшей электрификации 
нашей страны, эксплуатация существующих и создание новых электро­
технических устройств требуют от инженера-электрика глубокого по­
нимания физических процессов и умения производить их технический 
расчет. Фундаментом электротехнического образования является 
курс теоретических основ электротехники (ТОЭ), базирующийся на 
сведениях, сообщенных в курсах физики, математики и механики.

Настоящее учебное пособие ТОЭ построено в соответствии с изло­
женным. Вначале даны параметры цепей, потом основы теории источ­
ников и приемников электрической энергии. Затем следует анализ 
электрических и магнитных цепей при постоянном и переменном токе — 
линейных и на их основе нелинейных. Курс завершается теорией по­
стоянного и переменного электромагнитного поля.

В книге принята Международная система единиц СИ и рационали­
зованная форма написания уравнений, предложенная Хевисайдом, 
в которой основные соотношения для электрического и магнитного по­
лей имеют симметричный вид, а множители 4л и 2л  входят лишь в те 
соотношения, где они соответствуют характеру симметрии — сфери­
ческой (4л) и осевой (2л).



Ч А С Т Ь  П Е Р В А Я

ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ В НИХ

Г Л А В А  П Е Р В А Я

ПАРАМЕТРЫ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ И МАГНИТНЫХ ЦЕПЕЙ

§ 1.1. Общие определения цепей и их параметров

Э л е к т р и ч е с к о й  ц е п ь ю  называется совокупность уст­
ройств, состоящая из источников, преобразователей и приемников 
электрической энергии и соединяющих их проводов, образующих зам­
кнутые пути для электрического тока.

Часть цепи, не содержащая источников электрической энергии, 
называется п а с с и в н о й ,  а часть цепи, содержащая источники, 
называется а к т и в н о й .

Как было показано во введении на примере линии передачи, элект­
рическая цепь характеризуется тремя параметрами: сопротивлением 
R,  емкостью С и индуктивностью L. Этими параметрами обладают все 
элементы цепей, например р е з и с т о р ы ,  в которых основную 
роль играет их сопротивление, к о н д е н с а т о р ы  с основным пара­
метром — емкостью, и к а т у ш к и  и н д у к т и в н о с т и ,  в ко­
торых основной является их индуктивность.

Из изложенного so введении очевидно, что параметры линии пере­
дачи равномерно распределены по всей длине линии. Параметры рас­
пределены также в отдельных элементах цепи. Например, в катушке 
индуктивности сопротивление, индуктивность и емкость распределены 
по ее длине, так как каждый виток с током имеет сопротивление и соз­
дает магнитное поле, а отдельные витки изолированного проводника 
обладают друг по отношению к другу некоторой емкостью.

Этим свойством обладают все реальные электрические цепи— они 
являются цепями с р а с п р е д е л е н н ы м и  п а р а м е т р а м и .

Так как в ряде технически важных задач не требуется знания элект­
ромагнитных процессов в каждой точке всей цепи и ее элементов, 
необходимо учесть только их интегральные свойства; такие цепи могут 
быть представлены в виде цепей с с о с р е д о т о ч е н н ы м и  п а ­
р а м е т р а м и ,  состоящих из сопротивлений, индуктивностей и ем­
костей. Например, катушка индуктивности может быть представлена 
в виде схемы с последовательным соединением сопротивления R, ин­
дуктивности L  и с параллельно приключенной к ним емкостью С.

При включении цепи на постоянное напряжение в течение корот­
кого времени от источника потребляется энергия на создание электро­
магнитного поля. После этого запасенная в С и L  энергия сохраняет 
свою величину неизменной и не отражается на работе цепи, а источ­
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ники доставляют энергию только на покрытие тепловых потерь в сопро­
тивлениях. Поэтому при расчете цепей постоянного тока следует учи­
тывать только сопротивление R.  В цепях переменного тока энергия, 
запасаемая в С и L, и мощность потерь в R  непрерывно изменяются. 
Поэтому при расчете этих цепей необходимо учитывать все три пара­
метра.

Многие электрические цепи нелинейны. Так, например, темпера­
тура, а следовательно, и сопротивление проводника при прохождении 
по нему тока изменяются; индуктивность катушки со стальным сер­
дечником зависит от тока, так как с величиной тока будет меняться 
магнитная проницаемость р, сердечника, а следовательно, и индуктив­
ность L. Однако в большинстве случаев цепи можно рассматривать 
как линейные, считая параметры R, L и С постоянными.

В устройствах современной электротехники главным образом ис­
пользуется энергия магнитного поля, поэтому их основным параметром 
является индуктивность L. Д ля этих устройств вводится понятие 
м а г н и т н о й  ц е п и  как совокупности тел, большей частью 
ферромагнитных, в которых создается магнитный поток.

При постоянном токе методы анализа магнитных цепей анало­
гичны методам расчета электрических цепей, содержащих лишь один 
параметр — сопротивление R. Его аналогом в магнитных цепях яв­
ляется м а г н и т н о е  с о п р о т и в л е н и е  R m.

Эта глава посвящена элементарным методам расчета параметров 
устройств, поля которых имеют простые виды симметрии. Более слож­
ные случаи рассматриваются в теории электромагнитного поля.

§ 1.2. Емкость и ее расчет

1. Емкость

Для электрических цепей наибольший интерес представляет си­
стема двух проводящих тел в диэлектрической среде, заряды + Q  и 
— Q которых отличаются только знаком, являющаяся по существу 
конденсатором. Емкость конденсатора равна отношению его заряда 
Q, под которым понимается абсолютное значение разноименных зар я­
дов, к напряжению U между обкладками:

Емкость конденсатора, определяемая размерами и формой тел и 
их взаимным расположением, пропорциональна диэлектрической про­
ницаемости е среды между обкладками. Емкость измеряется Б фара­
дах (ф), заряд в кулонах (к), напряжение в вольтах (в).

Д ля расчета емкости конденсатора по заряду и напряжению необ­
ходимо предварительно рассчитать его электрическое поле, исходя 
из общих соотношений для электрического поля.
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Связь между зарядом и вектором смещения D =  еЕ определяется 
обобщенной теоремой Гаусса:

ф DdS =  eErfS =  Q,

справедливой для линейных и нелинейных сред и являющейся основ­
ным соотношением для электрического поля. В правой части этого ра­
венства стоит суммарный заряд, заключенный внутри замкнутой по­
верхности, в левой — поток вектора смещения. Смещение измеряется 
в к/м2, напряженность электрического поля — в в/м, диэлектрическая 
проницаемость в ф/м.

Поле в каждой точке характеризуется п о т е н ц и а л о м  <р; его 
производная по любому направлению со знаком минус равна состав­
ляющей напряженности поля по этому направлению.

Напряжение V АВ между точками А и В, имеющими потенциалы 
и фв, равно:

в
и АВ= \ Ы \  =  у А — ц в .

А

Потенциал также измеряется в вольтах.
Так как сумма напряжений по замкнутому пути равна нулю, то

<§Edl =  0,

что является вторым основным соотношением для электрического поля.

2. Емкость коаксиального кабеля

Коаксиальный кабель представляет собой два проводящих соосных 
цилиндра с радиусом внутреннего цилиндра гъ внутренним радиусом 
внешнего цилиндра г2, длиной цилиндров I (рис. 1.1). Пусть внутрен-

L

Рис. 1.1

ний цилиндр — жила кабеля — заряжен положительно и изолирован 
диэлектриком с проницаемостью е от оболочки — обратного провода, 
являющегося внешним цилиндром и несущим заряд обратного знака, 
а напряжение между жилой и оболочкой равно U .

При выполнении условия t г2, можно пренебречь искажением 
поля у концов кабеля и считать, что заряды распределены равномерно
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с линейной плотностью т =  у , а векторы напряженности поля и смеще­

ния направлены в каждой точке по радиусу и зависят от его вели­
чины; т измеряется в к/м.

Д ля цилиндрической поверхности радиуса г, охватывающей заря­
женную жилу (на рис. 1.1 указана пунктиром), можно применить тео­
рему Гаусса. Из-за радиального направления вектора смещения по­
токи через основания цилиндра и <S2 равны нулю; остается лишь по­
ток через боковую поверхность 5 .

Так как при неизменном радиусе смещение D  остается постоянным,
то

откуда

ф DdS  =  $ Da’S =  $ D dS =  D \ d S  =  D2nrl =  Q = т/,
s  s  s

r-, X r  TD =  r,— и — .2лг 2я ёг

В последние выражения не входит радиус гх жилы, благодаря чему 
поле вне ее может рассчитываться как поле электрической оси с тем 
же зарядом т, совпадающей с геометрической осью жилы. 

Напряжение на кабеле

г 1 г 1
откуда емкость кабеля

г 1

После подстановки из предпоследнего равенства

2 пШ X — ------
in *

Г1

в выражение для напряженности поля получим

£  =  — V -
т In —

Н
т .е .  напряженность поля обратно пропорциональна радиусу, а ее 
максимальное значение у поверхности жилы (г =  гг)

и

гх ln ii-  П

Исследование на минимум показывает, что наименьшее значение 
максимальной напряженности при заданных напряжении и радиусе га
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внешней оболочки будет при

£ £ т а х _  
дгх

т. е. при — =  е =  2,718 так как вторая производная больше нуля. 
ri

При таком соотношении радиусов кабель, очевидно, обладает наи­
большей электрической прочностью.

3. Емкость двухпроводной линии

Широко используемые в электротехнике двухпроводные линии 
передачи представляют собой систему двух прямых параллельных про­
водов кругового сечения (рис. 1.2). Провода оказываются заряж ен­
ными разноименно, когда линия включена на напряжение.

Так как длина проводов I велика по сравнению с расстоянием d 
между их осями, искажением электрического поля у концов заряж ен­
ных проводов можно пренебречь.
Поэтому распределение поля в 
пространстве остается неизмен­
ным в любой плоскости, перпен­
дикулярной осям проводов.

Пусть двухпроводная линия Рис. 1-2
подвешена настолько высоко,
что влиянием земли можно пренебречь. Напряжение на линии равно 
U, величина заряда на единицу длины — -г, радиус проводов — г0.

В отличие от коаксиального кабеля, где вследствие равномерного 
распределения заряда по поверхности жилы ее электрическая ось сов­
падает с геометрической, плотность зарядов на проводах линии больше 
на частях их поверхностей, обращенных друг к другу из-за притяже­
ния разноименных зарядов. Поэтому расстояние между электриче­
скими осями проводов становится тем меньше расстояния между их

dгеометрическими осями, чем меньше отношение —.
Т О

Д ля воздушных линий d г0, и электрические и геометрические 
оси можно считать совпадающими. В точке М, лежащей на линии 
центров сечений проводов на расстоянии г от оси левого провода, на­
пряженности поля, создаваемые каждым из проводов, совпадают 
по направлению, поэтому суммарная напряженность в этой точке

£  — —I---- L ___ I___
2яг0г ' 2пе0 (d — r ) ’

где е0 — диэлектрическая проницаемость воздуха, а напряжение ме­
жду ближайшими точками М х и М 2 на поверхностях проводов

М‘> d — гц
u =  \  =  { ( i ^ —L ) d r  =  -T-  l n - = ^ .

j  2 л е 0 j  \  г 1 а — г j  я е 0 гй
М  i . г0

U
1п — — 1 

'1

гг In
= 0,
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Отсюда емкость двухпроводной воздушной линии
__ Q Xl JX£ô  /1 i\

L ~ T / ~  U  -  . d - r 0 ^
In--------- In —

'о r0

§ 1.3. В8аимоемкость и ее расчет

1. Взаимоемкость

Д ля многих технических задач представляет интерес рассмотрение 
электрического поля, созданного системой нескольких пар разнои­
менно заряженных тел. Заряды этих тел и напряжения связаны между 
собой линейными уравнениями.

В системе из двух конденсаторов (1-Г и 2-2' на рис. 1.3) все четыре 
тела связаны электрическим полем, поэтому заряд каждого из конден­

саторов зависит от их напряжений Ui и 
t /2; поле на рис. 1.3 показано для слу­
чая, когда потенциал тела / больше 
потенциалов тел 2 и 2 ', а последние 
больше потенциала тела / '.  Если заряд 
одного конденсатора, обусловленный 
напряжением второго, совпадает по 
знаку с зарядом, создаваемым собствен­
ным напряжением, суммарные заряды 
обоих конденсаторов будут:

Qi — CiUi -|- C12U2, 

Qa=  Ч"
( 1.2)

где Cj и С2 — собственные емкости конденсаторов;
С12 — взаимоемкость между первым и вторым конденсато­

ром; С21 — между вторым и первым; можно пока­
зать, что С12 =  С21- 

С о б с т в е н н ы е  е м к о с т и  конденсаторов

С 1  = V ilu , с.г -
® ) в ..

определяются всеми четырьмя телами системы и отличаются от ем­
кости каждого из этих конденсаторов, определенной при отсутствии 
другого.

При определении ёмкости Сг условие U2 =  0 означает, что второй 
конденсатор замкнут накоротко; при этом под воздействием поля пер­
вого конденсатора обкладки второго получили разноименные заряды. 
Соответственно, при определении С2 накоротко замыкается первый 
конденсатор.

В з а и м о е м к о с т ь



т. е. равна отношению заряда на обкладках накоротко замкнутого 
одного конденсатора, когда его заряд создается напряжением другого, 
к этому напряжению.

Взаимоемкость определяется конфигурацией тел, образующих 
конденсаторы, их взаимным расположением и пропорциональна ди­
электрической проницаемости среды.

При несовпадении знаков собственных зарядов, обусловленных ем­
костью, и взаимных зарядов, обусловленных взаимоемкостью, знак пе­
ред вторыми членами в выражениях (1.2) будет отрицательным. Взаи­
моемкость также измеряется в фарадах (ф).

Д ля системы многих конденсаторов, соответственно, заряд Qk 
конденсатора k  определяется всеми напряжениями:

=  CkpUp,
kytp

где Си — собственная емкость конденсатора к;
Ckp =  Cpk — взаимоемкость между конденсаторами k  и р.
Взаимоемкость между конденсаторами k  и р  равна отношению за ­

ряда конденсатора k, созданного напряжением конденсатора р, к это­
му напряжению. При этом все конденсаторы, кроме p -того, замкнуты 
накоротко.

2. Взаимоемкость двух параллельных двухпроводных линий

Примером системы из четырех тел, рассматриваемой как совокуп­
ность двух конденсаторов, могут служить две параллельные линии, 
расположенные симметрично одна над другой (рис. 1.4). Пусть радиус 
проводов г0, расстояния между 
проводами в каждой линии dt 
и rf2, расстояние между плос­
костями обеих линий d, длина 
линий I ;>  г0.

Заряды на проводах первой 
линии замкнутой накоротко 
(U1 =  0) можно найти как раз­
ность зарядов, создаваемых на­
пряжением Ui через емкости Са 
между парами проводов на од­
ной стороне линий с расстоянием между этими проводами а  =

_  +  d 2 и С* между парами противолежащих проводов

с расстоянием b =  j / " — - - f  d2. Каждая из пар одинаковых ем­
костей соединена последовательно и их общая емкость вдвое меньше.

Тогда, соответственно формуле (1.1), получается

, „ ь
Jt6q/ j j Л£,qI In-

(QiH'i - a  =
? l n -

rn
2ln

T u >-

Го
In — In — 

'o r0
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Поэтому взаимоемкость

_(Qi)l/i —q
С 12 =

i n *а
U. г а I ь ’In — In — Га г0

а собственная емкость первой линии при учете второй линии равна
Ъ

г*', Jt6 qI I EqI

r0

In- a
a b ' In — In —
ro Го

Такая задача представляет технический интерес, позволяя оп­
ределить влияние линии передачи 2 на линию связи 1 (рис. 1.4). 
Это влияние состоит в наведении на проводах линии связи заряда вза- 
имоемкости C12U2. Так как отношение этого заряда к собственному 
заряду CxUx равно

схи 1
In di in V (dj+d-i)2 +  ̂ 2

Го V ( d 2- d , ) *  +  <P
2 ] n V ( d2- di)2+ d * l n V(d2 +  d1)* +  d* ln d} ln  Vjdt +  d ^  +  d* U г ’

2r0 2 r r<> V i d i - d ^  +  d*
а напряжение U2 линии передачи во много раз превышает напряжение 
Ux линии связи, то для уменьшения наведенного заряда необходимо 
увеличивать расстояние d между линиями и уменьшать расстояние йг 
между проводами линии связи.

§ 1.4. Линейные н нелинейные диэлектрики и конденсаторы

1. Общие сведения

В л и н е й н ы х  д и э л е к т р и к а х  диэлектрическая прони­
цаемость не зависит от напряженности поля и характеристика D  (Е ) =

а)

=  е£  для них изображается прямой линией (рис. 1.5, а). Тогда

e= -g - =  /ztga,

т. е. диэлектрическая проницаемость пропорциональна тангенсу угла 
наклона а этой прямой; коэффициент k  равен отношению масштабов 
по осям ординат и абсцисс.



Д ля линейных диэлектриков, к которым относится большинство 
используемых в технике материалов, диэлектрическая проницаемость 
лишь в несколько раз больше д и э л е к т р и  ч е с к о й  п о с т о я н ­
н о й

е ° =  4п  • 9 ■ 10е

равной диэлектрической проницаемости вакуума.
У большинства н е л и н е й н ы х  д и э л е к т р и к о в  прони­

цаемость очень велика (е е0) и зависит от напряженности поля. 
Первым из подобных материалов была сегнетова соль, детально ис­
следованная в 1930— 1934 гг. И. В. Курчатовым и П. П. Кобеко и дав­
шая название этой группе диэлектриков — с е г н е т о э л е к т р  и - 
к и.

Д ля образца, впервые подвергающегося воздействию электриче­
ского поля, зависимость D  (Е ) — к р и в а я  п е р в о н а ч а л ь ­
н о й  п о л я р и з а ц и и  — представлена на рис. 1.5, б. Д ля не­
линейных материалов возможны два определения диэлектрической 
проницаемости:

D и *ZcT =  - £ ^ k  tg a ,

называемая с т а т и ч е с к о й  п р о н и ц а е м о с т ь ю и  пропор­
циональная тангенсу угла а  наклона секущей в данной точке, и

называемая д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  п р о н и ц а е м о с т ь ю  
и пропорциональная тангенсу угла (3 наклона касательной в той же 
точке. Обе величины являются функциями напряженности поля. 
Первая используется для расчета статических режимов при неизмен­
ном значении напряженности поля, вторая определяет изменение 
смещения с изменением напряженности поля и используется для рас­
чета динамических процессов при достаточно медленных изменениях 
напряженности поля.

При быстрых изменениях поля характеристика D  (В) называется 
д и н а м и ч е с к о й  и отличается от приведенной на рис. 1.5, б 
статической характеристики. Проницаемость, определяемая значе- 

„ dDнием производной ^  из динамическои характеристики, называется
д и н а м и ч е с к о й  п р о н и ц а е м о с т ь ю .

В периодически изменяющихся электрических полях в сегнето- 
электриках имеет место явление д и э л е к т р и ч е с к о г о  г и ­
с т е р е з и с а  (рис. 1.6), заключающееся в несовпадении кривой 
D (Е ) при возрастании напряженности поля (abc) с кривой при убыва­
нии поля (cda). Кривая Ос, соединяющая вершины Ветель гистерезиса, 
соответствующих разной максимальной напш жеШ рсти, называется 
о с н о в н о й  к р и в о й  п о л я р и з а  и & и - к р и в а я  практи­
чески совпадает с кривой первоначальной д а т гж х Ш к .  Сегнетоэлект-
рические свойства зависят от температурь Л я  лишь в опре­
деленном ее интерв аjiX J L. / О Л Л  4 \

з \%
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Основным соотношением для конденсатора является зависимость 
заряда Q от напряжения U, называемая к у л о н в о л ь т н о й  
х а р а к т е р и с т и к о й .

В соответствии с используемым диэлектриком конденсаторы по 
виду кулонвольтных характеристик делятся на л и н е й н ы е  и 
н е л и н е й н ы е .

Кулонвольтные характеристики Q (U) аналогичны кривым D (Е ), 
так как Q ~  D, a U ~  Е; поэтому кривые рис. 1.5, а и б соответствуют

эти емкости совпадают.
Нелинейные конденсаторы находят все большее применение в ав­

томатике, радиотехнике и т. д.
Аналогично нелинейным емкостям в нелинейных системах вводятся 

с т а т и ч е с к а я  в з а и м о е м к о с т ь

и д и ф ф е р е н ц и а л ь н а я ,  а также д и н а м и ч е с к а я  
в з а и м о е м к о с т ь

Расчет емкости нелинейного конденсатора может быть произведен, 
если задана зависимость D (Е) или е (Е). Так как эти зависимости 
теоретически не выводятся, то для приближенного решения подбирают 
по кривой D  (Е ) аппроксимирующую функцию.

Далее приведен пример подобного расчета плоского конденсатора, 
для которого

также кулонвольтным характеристикам
с при величинах, указанных в скобках.

Для нелинейных конденсаторов вво­
дятся понятия с т а т и ч е с к о й  е м *  
к о с т и

и д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й ,  а также 
д и н а м и ч е с к о й  е м к о с т и

а являющихся функциями напряжения (см. 
рис. 1.5, б). Для линейных конденсаторовРис. 1.6

2. Емкость плоского нелинейного конденсатора

где d — толщина диэлектрика; 
S  — площадь пластин. ? -



Пусть аппроксимирующая функция для характеристики (рис. 1.7) 
будет

D =  ̂ = a E  — ЬЕ3,
где а и Ь — постоянные.

Для определения емкости, как функции напряжения, надо подста- 
г  ивить в это уравнение Е — -^\

Q U , U a 
S ~ a d b d?

откуда статическая емкость

г  _  _  s  _  и 41
U ~  d Г

а дифференциальная емкость
г  dQ S / QUU*
C* =  dD =  l l { a - 3 b T> Рис, 1.7

Кривые обеих емкостей в функции напряжения представлены на 
рис. 1.7.

§ 1.5. Сопротивление и его расчет

1. Сопротивление

По закону Ома сопротивление проводящего тела равно отношению 
приложенного к нему напряжения U к проходящему по нему току I:

U
I

ток измеряется в амперах (а), сопротивление — в омах (ом).
Величина

r - L - 1  
U R ’

т. е. обратная сопротивлению, называется п р о в о д и м о с т ь ю  и из­
меряется в сименсах (сим).

Сопротивление зависит от геометрических размеров тела и от его 
материала, характеризуемого удельным сопротивлением р
или обратной величиной — удельной проводимостью у ' — -̂ - [cum/m L
В простейшем случае проводника длиной I с постоянным сечением s 
его сопротивление будет

о I 1 Ij R ~ p  — = ------.
S у  S

В общем случае надо рассматривать сопротивление системы двух 
электродов, разделенных проводящей средой, с удельной проводи­
мостью, значительно меньшей проводимости материала электродов. 
Д ля нахождения сопротивления необходимо предварительно рассчи­
тать электрическое поле в проводящей среде исследуемой системы.
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При постоянном электрическом поле в проводящей среде распреде­
ление в ней движущихся зарядов не зависит от времени, т. е. остается 
стационарным. Электрическое поле таких зарядов тождественно с по­
лем неподвижных зарядов при том же распределении их в пространстве, 
т. е. с электростатическим полем. Поэтому электрическое поле в про­
водящей среде также потенциально:

$ Ed l =  0,

что является первым основным соотношением для этого поля.
Вторым основным соотношением является п р и н ц и п  н е п р е ­

р ы в н о с т и  т о к а :  сумма зарядов, входящих в любой объем, 
равна сумме зарядов, выходящих из него за тот же промежуток вре­
мени, т. е.

<§6dS =  0,

где плотность тока б измеряется в а/м2.
При расчете сопротивления сначала находят вектор напряженности

р 6  » Uполя Е = -  через ток / ,  проходящии через систему, из соотношения

\ 6dS =  \y E d S  =  I.

По найденной напряженности поля как функции тока вычисляется 
напряжение между электродами Л и В системы:

в
Edl,

А
п  Vоткуда сопротивление R  =  у .

2. Сопротивление еаеемления

В различных электрических установках земля часто используется 
в качестве проводника. Д ля соединения наземных устройств с землей 
служат заземления, состоящие из забитых в землю вертикальных

металлических труб, в плане обычно 
занимающих площадь квадрата. В пер­
вом приближении такая группа труб 
эквивалентна зарытой в землю полу­
сфере с диаметром 2гъ  равным диаго­
нали квадрата.

С о п р о т и в л е н и е м  з а з е м ­
л е н и я  является сопротивление между 
таким заземлителем и воображаемой 
концентрической с ним полусферой 
бесконечно большого радиуса. Тогда 
сопротивление заземления можно вы­
числять как удвоенное сопротивление 

между двумя концентрическими сферами радиусов г1 и гг оо, разде­
ленных землей с удельной проводимостью у  =  (рис. 1.8). Пусть прохо­
дящий через систему ток равен I,  а напряжение на электродах равно U.

Рис. 1.8
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Д ля промежуточной сферы радиуса г <  г <  гг) с поверхностью 
S  =  4лг2 из-за сферической симметрии вектор плотности тока 6  за­
висит только от величины радиуса и совпадает с ним по направлению. 
Тогда согласно последовательности расчета сопротивления, изложен­
ной в п. 1 § 1.5,

\ b d S = l 6 d S = ] y E d S  =  y E \ d S  =  4nyEr* =  I , 
s s s  s

откуда
F — - L -

An yr*'

Напряжение между двумя сферами

U =  \  E d r =  { E d r  =  ~  ^  =
J  J  J  r  4 n v  \ / - i  t i l '
a  м П

а сопротивление:

Таким образом, сопротивление заземления

#  =  2 (^сф)Г2̂ ет =  2̂ ,  ^  2^ v

Э. Расчетная аналогия алектричееких полей в диэлектрической и 
проводящей средах

В табл. 1.1 сопоставлены соотношения, характеризующие электрИ' 
ческое поле в диэлектрической и в проводящей средах:

Т а б л и ц а  1.1

Электриче­
ской поле 

в диэлектри­
ческой среде

и=- - \ и \ § E d l  =  0 D =  ?E Q =  $ DdS

<§DdS==0 
(если 

внутри 
поверхности 

Q =  0|
‘ - 4

Э лектриче­
ское поле 
в проводя­
щей среде

(/= = $  Edl ф Erfl =  0 d  =  YE /  =  $ bdS &jtsdS ==0 
(всегда) ° ~ T J

Из этой таблицы видно, что если в рассматриваемом объеме сумма 
зарядов в диэлектрической среде равна нулю (<§DdS =  0), то соотно­
шения для обоих полей математически аналогичны и одни могут быть 
получены из других при замене величин по табл. 1.2 .

Т а б л и ц а  1.2

Электрическое поле в диэлектрической 
среде Е Ф и D е Q С

Электрическое поле в проводящей среде Е Ф и 6 У / а
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Следовательно, решения ряда задач для одного вида поля могут 
быть использованы, как показано далее, для получения готовых 
решений аналогичных задач для другого вида поля. Вместе с тем сле­
дует помнить, что указанная аналогия является формальной, расчет­
ной и не отражает различия в физических процессах. Так, в проводя­
щей среде расходуется энергия на ее нагрев, тогда как в идеальном 
диэлектрике этих потерь нет.

4. Сопротивление изоляции кабеля и линии передачи

Д ля коаксиального кабеля (см. рис. 1.1) с удельной проводимостью 
его несовершенной изоляции, равной у, по аналогии с формулой для 
емкости коаксиального кабеля (п. 2 § 1.2) и на основе табл. 1.2 можно 
написать выражение для проводимости G изоляции этого кабеля:

q  _  inyl
1 п ^ '

Г\

Отсюда следует, что сопротивление изоляции кабеля

обратно пропорционально его длине и может оказаться, что длинный 
кабель будет иметь относительно низкое сопротивление изоляции, 
несмотря на ее достаточно высокое удельное сопротивление р.

Д ля двухпроводной линии в воздухе (см. рис. 1.2) по аналогии 
с формулой емкости (1. 1) можно написать выражение для проводимо­
сти изоляции линии при удельной проводимости воздуха уо:

q  ^  пу01
1 d 'In —

r0

Сопротивление изоляции линии
d d

In—  Ро In—
n  = ___1  =  _ __ 1

я у 0 / л /  ’

также обратно пропорционально длине линии.

§ 1. в. Линейные и нелинейные резисторы

Основной характеристикой резистора является зависимость напря­
жения U от тока /  — в о л ь т а м п е р н а я  х а р а к т е р и с т и -  
к а.

Вольтамперная характеристика линейного резистора, сопротив­
ление которого не зависит от тока, представляет собой прямую, про­
ходящую через начало координат (прямая а на рис. 1.9).

Д ля нелинейного резистора вольтамперная характеристика отлична 
от прямой, например кривая б; такие резисторы характеризуются
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с т а т и ч е с к и м  и д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м ,  а при быстрых , 
изменениях тока д и н а м и ч е с к и м  сопротивлением или обрат­
ными им проводимостями.

Статическое сопротивление (рис. 1.10)

flfT =  y  =  £ tg

где а  — угол наклона секущей в заданной точке характеристики, а 
дифференциальное, а также динамическое сопротивление

=  § = H g p,

где Р — угол наклона касательной в этой точке; здесь k  — масштаб­
ный коэффициент. Эти сопротивления являются функциями тока или 
напряжения.

Примерами нелинейных резисторов могут служить л а м п ы  н а -  
к а л и в а н и я с  нитью из вольфрама, имеющего положительный тем­

пературный коэффициент сопротивления (см. кривую б на рис. 1.9), 
и из угля, температурный коэффициент сопротивления которого отри­
цателен (см. кривую в на рис. 1.9). Кривая г на рис. 1,9 является 
вольтамперной характеристикой б а р е т т е р а  — железной нити, 
помещенной в сосуд, заполненный водородом. В определенных преде­
лах изменения напряжения (от U j до U2) ток не изменяется, что ис­
пользуется для стабилизации тока в цепях. Э л е к т р и ч е с к а я  
д у г а  имеет падающую вольтамперную характеристику (см. кривую б 
на рис. 1.10). Важно отметить, что для падающей характеристики диф­
ференциальное сопротивление R A =  k tg рх становится отрицательным, 
тогда как статическое сопротивление R ст =  k tg а х всегда положи­
тельно.

В рассмотренных случаях вольтамперная характеристика сим­
метрична относительно начала координат, т. е. при перемене знака 
напряжения и тока вид зависимости U (/) сохраняется. Примером 
несимметричной вольтамперной характеристики может служить ха­
рактеристика п о л у п р о в о д н и к о в о г о  в е н т и л я  (кривая
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а на рис. 1. 11), пропускающего при том же значении напряжения 
в одном направлении большой, а в другом — малый ток. Несиммет­
рична также характеристика д в у х э л е к т р о д н о й  э л е к т ­

р о н н о й  л а м п ы  (кривая б на рис. 1. 11), 
обратный ток которой равен нулю.

Нелинейными являются и источники 
энергии, имеющие н е л и н е й н у ю  в н е ш ­
н ю ю  х а р а к т е р и с т и к у ,  т. е. за ­
висимость напряжения от тока, например 
кривую б на рис. 1.10. Так как напряжение 
источника

U =  S - R J  =  $ - U B,

(где $  — его э. д. с., a UB — падение напря­
жения на внутреннем сопротивлении R B), 
можно считать, что э. д. с. источника посто­
янна и равна напряжению при /  =  0 , а

— нелинейно. Вольтамперной характе­
ристикой UB (/) внутреннего сопротивления источника является, 
очевидно, та же кривая, но ординаты ее должны отсчитываться 
вниз от горизонтали ё  =  const до внешней характеристики.

§ 1.7. Индуктивность и ее расчет

1. Индуктивнооть

Основным соотношением для магнитного поля является п р и н 
ц и п  н е п р е р ы в н о с т и  м а г н и т н о г о  п о т о к а :

V-3 1-3

т. е. поток, входящии внутрь 
замкнутой поверхности, равен 
потоку, выходящему из нее, 
поэтому линии вектора магнит­
ной индукции всегда замкну­
ты, не имея ни начала, ни 
конца.

Магнитное поле контура с 
током характеризуется его п о - 
т о к о с ц е п л е н и е м  
равным сумме произведений
магнитного потока Ф =   ̂ BdS на число витков wk контура, сцепляю­
щегося с этим потоком:

¥  =  2 > * ф *-

На рис. 1.12, а  и б проиллюстрировано различие между потоком и 
потокосцеплением, причем число линий в условном масштабе равно 
величине потока.
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Индукция измеряется в тесла (тл), магнитный поток и потокосцеп­
ление — в веберах (вб).

Индуктивность уединенного контура, равная отношению потоко­
сцепления к току:

пропорциональна магнитной проницаемости среды, в которой он на­
ходится, и определяется конфигурацией контура. Единицей ин­
дуктивности является генри (гн).

Д ля расчета индуктивности контура необходимо предварительно 
рассчитать его магнитное поле по основному соотношению — з а ­
к о н у  п о л н о г о  т о к а :

<§Hdl =  J,

устанавливающему связь между напряженностью магнитного поля 
£

Н — — и полным током I — алгебраической суммой токов, сцепляю­

щихся с путем интегрирования. При этом положительное направление 
тока /  связано с направлением d\ обхода правилом правого винта.

Напряженность магнитного поля измеряется в а/м, магнитная 
проницаемость — в гн/м.

Если потокосцепление контура изменяется во времени, то в контуре 
появляется э. д. с. индукции е, величина и направление которой опре­
деляется з а к о н о м  э л е к т р о м а г н и т н о й  и н д у к ц и и :

— f ,

где Е — вектор напряженности наведенного в контуре электрического 
поля.

Таким образом, закон электромагнитной индукции связывает 
между собой изменение магнитного поля с возникающим электриче­
ским полем.

Максвеллом было постулировано обобщение этого закона, заклю ­
чающееся в том, что электрическое поле возникает при изменении маг­
нитного поля в любой среде, а не только в проводящем контуре.

Закон электромагнитной индукции, открытый Фарадеем в 1831 г., 
был дополнен Ленцем в 1832— 1834 гг. Им было установлено общее 
правило: з. д. с. индукции всегда стремится создать ток, направлен­
ный так, чтобы препятствовать изменению потока, сцепляющегося 
с контуром.

При изменении тока в контуре изменяется потокосцепление 
созданное этим током, и в контуре наводится э. д. с. самоиндукции



2. Индуктивность тороида и соленоида

Если на кольцевой сердечник — тороид, выполненный из мате­
риала проницаемостью fi >  |х0, нанести обмотку не по всей его длине 
(рис. 1.13), то только часть потока проходит по сердечнику, остальная 
часть — п о т о к  р а с с е я н и я  — замыкается в воздухе. Тороид 
же, содержащий витки, плотно и равномерно распределенные по всей 
длине сердечника (рис. 1.14), замечателен тем, что практически весь 
магнитный поток сосредоточивается в сердечнике, т. е. потока рассея­
ния нет. Линии вектора напряженности поля представляют собой ок­

ружности, сцепляющиеся со всеми витками. Ввиду симметрии напря­
женность поля в каждой точке окружности по величине постоянна; 
по направлению она совпадает с касательной к окружности.

Тороиды широко применяются в трансформаторах, магнитных уси­
лителях и электроизмерительных приборах.

Пусть тороид имеет прямоугольное сечение высотой Н, с радиусами 
г1 и г2, магнитная проницаемость материала fi.

По закону полного тока для окружности с радиусом г (гг ^  г г2)

ф Hcfl =  H dl =  Н § d l  =  Н 2пг — w l ,

откуда

т. е. напряженность поля убывает по мере приближения к наружному 
краю тороида. Это в равной мере относится и к индукции

г  2 пг
Поток в сердечнике тороида

Г1 О
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а потокосцепление

¥  =  =  1 п ^ .2 я  rt

Отсюда индуктивность тороида
L  =  ^  =  1̂ l n ^

I 2 я  гх

Если расчет вести для средней линии I и приближенно считать поле 
в тороиде распределенным равномерно, то напряженность

Я  =  ^  =  ш 0/ ,

где w0 — число витков на единицу длины, а магнитный поток и индук­
тивность, соответственно,

_ iiSwf 

I •

Обычно в реальных тороидах
отношение ~ < ;  1,5, что приво­
дит при этих приближенных 
формулах к погрешности, не 
превышающей 1,2 %.

Последняя формула для индуктивности может быть применена и 
к длинному соленоиду, рассматриваемому как часть тороида беско­
нечно большого радиуса. Д ля соленоида конечной длины с (х =  ц.0

где k  <  1 — коэффициент, учитывающий, что в таком соленоиде 
не весь поток пронизывает все витки.

Как показывает точный расчет, этот коэффициент зависит от отноше­

ния диаметра D  катушки к ее длине I (рис. 1.15). При у  =  0,1 коэф­

фициент k — 0,96, поэтому при ~  < 0 ,1  приближенно принимают 

k  =  1.

3. Индуктивность двухпроводной линии

Двухпроводная линия (рис. 1.16, а) состоит из двух параллельных 
проводов одинакового радиуса г0, имеющих большую длину I по срав­
нению с расстоянием d между ними. Магнитная проницаемость ма­
териала проводов (г, окружающей среды — р.0. Токи /  в прямом и 
обратном проводах отличаются лишь направлением; начало координат 
взято в центре сечения левого провода.
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Д ля отдельного провода ввиду его осевой симметрии, при пренебре­
жении искажением поля у его концов, применение закона полного 
тока к окружности радиуса х  г0 дает:

=  dl =  H $ d l = - H 2 n x = I

Н-- I
' 2л х '

При интегрировании по окружности, лежащей внутри отдельного
провода (х sg  охватывается 
лишь часть 1Х всего тока, проте­
кающая внутри круга радиуса 
х, равная при равномерном рас­
пределении тока по сечению

Тогда

Н 2пх =  1 К  
п

В воздухе между проводами 
на линии, соединяющей центры 
их сечений (r0 ^  х ^  d — г0), 

Рис. 1.16 направления полей, создавае­
мых обоими токами согласно 

правилу правого винта, совпадают и напряженности поля и индук­
ции складываются:

H =  L ( 1
п  2 я \ х

1
d — х в = 2л х  d — х

Эти же формулы справедливы и для х  ^  —г0 и х  ^  d  4- г0, т. е. 
снаружи линии, но здесь они дают разность полей.

Внутри левого провода линии (—г0 х  г0) напряженность поля 
и индукция от обоих проводов будут:

я = ^ ( 4  +  -
1

"2 я  \rl  1 d — x  

Внутри правого провода (d

И  — л .  d ~ x  
П  2 я  \ х  +  rl

-X

х  sg  d +  г0), соответственно,

D _________ I _̂_£
2 я  \  x ri

На рис. 1.16, б представлено распределение напряженности поля 
и индукции вдоль оси х  для магнитной проницаемости материала про­
водов р. >  р,0. Посередине между проводами поле минимально, но 
в нуль не обращается. Поле также не равно нулю на осях проводов. 
На внутренней стороне проводов напряженность поля и индукция
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больше, чем на внешней. В отличие от напряженности поля индукция 
имеет разрыв у поверхности проводов.

Д ля вычисления индуктивности линии необходимо найти потоко­
сцепление. Элементарный поток, проходящий через площадку Idx 
в воздухе между проводами,

одновременно является внешним потокосцеплением, так как сцеп' 
ляется с контуром один раз. Поэтому

а соответствующая ему внешняя индуктивность

Д ля большинства линий расстояние d между проводами значи­
тельно превышает радиус г0 проводов. В этом случае

Д ля определения внутренней индуктивности, соответствующей 
внутреннему потоку, при d ;>  г0 поле внутри провода линии может 
вычисляться как поле уединенного провода, так как поле, создаваемое 
вторым проводом внутри первого, по сравнению с полем первого, 
пренебрежимо мало. Тогда элементарный поток внутри провода

Так как поток d<£>i охватывает не весь ток, а только его часть [см. 
формулу (1.3)], элементарное потокосцепление

Весь поток между проводами — внешний поток
x = d —r0

® е =  $ Л Ф е

лЗХ Г«)

dW- — — d<b, =  X3 dx  
1 —  r* a  1 2пг*0 Х а х '

а все внутреннее потокосцепление в обоих проводах линии

Соответственно, внутренняя индуктивность

4  —  /  -  4л  •
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Суммарная индуктивность линии

При медных или алюминиевых проводах (|л ^  ц0) в большинстве 
случаев вторым членом можно пренебречь по сравнению с первым и 
тогда

\п ±  
я  г0

Д ля стальных проводов ([А (j,0) основной частью потока является 
внутренний поток и индуктивность

4 п

практически не будет зависеть от расстояния между проводами.

§ 1.8. Вааимоиндуктивность и ее расчет

1. Вааимоиндуктивность

Д ля двух контуров, имеющих aix и ш2 витков с токами / х и / а 
(рис. 1.17), поток первого контура, определяемый током этого кон­

тура, — п о т о к  с а м о и н ­
д у к ц и и  Ф п  — может быть 
разложен на п о т о к  р а с с е ­
я н и я  Ф 15, пронизывающий 
только этот контур, и п о т о к  
в з а и м о и н д у к ц и и  Ф ^ ,  
пронизывающий также и второй 
контур:

Ф п =  ® is +  •

Рис. 1.17 Потокосцепление, соответст­
вующее потоку Ф11( при усло­

вии, что этот поток пронизывает все витки первого контура, равно

4^1 =  а^Ф ц == L il  j, 
а потокосцепление рассеяния

Аналогично для второго контура

Ф 22 =  Ф25 +  Ф 2Л1!

^ 22 == ̂ 2®22 == ̂ 2̂  2i 

4f2S =  ̂ 2(I)2S-
Потокосцепление второго контура, определяемое током первого,

*^21 ~  i,



а потокосцепление первого контура, определяемое током второго,
4ri2 =  Af12/ 2.

Можно показать, что
А/12 =  Л 2̂1 •

Величина Л1 называется в з а и м о и н д у к т и в н  о с т ь ю  и 
определяется конфигурацией контуров, их взаимным расположением 
и магнитной проницаемостью среды. Взаимоиндуктивность также 
измеряется в генри (гн).

Суммарный поток, пронизывающий первый контур,

<Di =  Фп  -Jf Ф аЛ1 =  Ф15 4- Ф1Л1 Фам.

Суммарное потокосцепление первого контура

^  =  W &  =  у и  4.  W12 =  h i  х 4 - М  / 9 

и соответственно для второго контура

=  ш2Ф 2 =  'Р224- y¥ 21= L 2l 2 - \ - M l l .

В этих алгебраических суммах первый член всегда положителен, 
а знак перед вторым членом определяется направлением токов в кон­
турах; положительный знак соответствует случаю совпадения направ­
лений потоков Ф1Д) и Ф2Д1 (см. рис. 1.17).

Из изложенного видно, что
4 \ l а>1ШаФ ц Ф ю

h ' hU

V 12 21
h '  h ~ hh

М 12М 21 =  М* =  <  LlL 2>

так как
Ф 1 Д 1  Ф п  и  Ф а . м  ' ' S  Ф г г -

Таким образом, взаимоиндуктивность и индуктивности всегда 
удовлетворяют неравенству

а используемый в технических расчетах к о э ф ф и ц и е н т  с в я з и  
двух контуров

Л— # = « 6  1.

Аналогично, в системе многих контуров потокосцепление контура 
определяется токами всех контуров:

^ = У , +  £  м чр1 р ,

яфр
где L q — индуктивность q-то контура, М 9Р =  М рч — взаимоиндук­
тивность q- и р-го контуров.



Общий прием расчета взаимоиндуктивности контуров заключается 
в нахождении потокосцепления, пронизывающего контур q, но создан­
ного током р -го контура, и делении его на этот ток.

2. Вааимоиндуктивность двух параллельных 
двухпроводных линий

Пусть две параллельные двухпроводные линии расположены сим­
метрично так, как это было показано на рис. 1.4. При условии d г0 
внутренним потоком в проводах по сравнению с внешним можно пре­
небречь.

Магнитный поток, пронизывающий первую линию и созданный 
током / 2 второй, может быть найден как сумма потоков, создаваемых 
каждым из проводов второй линии в отдельности.

Тогда магнитный поток, пронизывающий первую линию,

Ф =  j  в! d r -  j  B ld r -  j  g l d r -  J I n i ,
a b a  b

где

a = ± : V ( d * - d 1)* +  4d*, b = \ V ( d 1+ d t f  +  4 d * ~

расстояния от провода линии 1 до проводов линии 2 .
Магнитный поток Ф одновременно является потокосцеплением Чг12 

первой линии, так как сцепляется с ней один раз; поэтому

ш _1 1 /~ (d\ +fif2)2 +  4d2 
12 л V  (d2- d 1)2 +  4 ^  ’

а взаимоиндуктивность
м - Ъ *  _  й* in № + ^ * + 4 < Р

/ 2 ~  2л

Д ля уменьшения коэффициента связи между линиями связи /  и 
передачи 2  применяют т р а н с п о з и ц и ю  линии связи, заключаю­
щуюся в перекрещивании проводов линии связи через равные рас­
стояния; тогда суммарное потокосцепление Ч\ 2 будет равно нулю.

§ 1.9. Линейные и нелинейные катушки индуктивности 

§ 1. Общие сведения

У л и н е й н ы х  м а т е р и а л о в  магнитная проницаемость р, 
не зависит от напряженности поля и характеристика В (Я) =  рЯ  
для них изображается прямой линией (рис. 1.18, а). Магнитная про­
ницаемость пропорциональна тангенсу угла а  наклона этой прямой:

В и *H =  -n = k t g a ,

где k  — масштабный коэффициент.
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К н е л и н е й н ы м  м а т е р и а л а м  относятся ф е р р о м а г ­
н е т и к  и — железо, никель, кобальт и гадолиний. Важное значение 
в электротехнике имеют первые три элемента, главным образом в виде 
сплавов. У нелинейных материалов магнитная проницаемость очень 
велика (ц р,0) и зависит от напряженности поля.

Подобно нелинейным диэлектрикам по к р и в о й  п е р в о н а ­
ч а л ь н о г о  н а м а г н и ч и в а н и я  В  (Н ) (рис. 1.18, б) могут 
быть определены с т а т и ч е с к а я  м а г н и т н а я  п р о н и ц а е ­
м о с т ь

и д и ф ф е р е н ц и а л ь н а я ,  а при быстрых изменениях поля — 
д и н а м и ч е с к а я  м а г н и т н а я  п р о н и ц а е м о с т ь

На рис. 1.18, б эти проницаемости представлены в функции напря­
женности поля. Максимальные значения магнитной проницаемости

в очень чистом железе и в некоторых сплавах, например в пермаллое 
(сплав железа и-никеля с различными присадками), в сотни тысяч раз 
превышают м а г н и т н у ю  п о с т о я н н у ю

равную магнитной проницаемости вакуума.
В переменных магнитных полях в ферромагнетиках имеет место 

явление м а г н и т н о г о  г и с т е р е з и с а  (рис. 1.19), заклю­
чающееся в несовпадении кривой В (Н ) при возрастании напряжен­
ности поля с кривой при убывании поля. Кривая, соединяющая вер­
шины петель гистерезиса, называется о с н о в н о й  к р и в о й  н а ­
м а г н и ч и в а н и я  и практически совпадает с кривой первоначаль­
ного намагничивания, Ферромагнитные свойства зависят от темпе­
ратуры и проявляются лишь в определенном ее интервале.

Д ля расчета индуктивности основной является зависимость пото­
косцепления ¥  от тока / ,  называемая в е б е р а м п е р н о й  х а ­
р а к т е р и с т и к о й .

dB  А О
t g P-

Рис. 1.18

fi0 =  4n • 1 0 '7 гн/м,
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В зависимости от материала сердечника тороиды по виду своей 
веберамперной характеристики будут также линейными или нелиней­
ными. В качестве примера рассматривается нелинейный тороид.

Д ля тороида Я  =  у  и 6  =  ~  и веберамперные характеристи­
ки ¥  (/) в соответствующем масштабе совпадают с кривыми В  (Я); 
поэтому прямая и кривые на рис. 1.18 а  и б соответствуют также

веберамперным характеристикам при 
величинах, указанных в скобках.

Д ля нелинейных тороидов вводят­
ся понятия с т а т и ч е с к о й  и н ­
д у к т и в н о с т и  

<jr
L ci =  j  =  kx t g a

и д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й ,  а 
также д и н а м и ч е с к о й  и н ­
д у к т и в н о с т и

£ д= ^ 7 = ^ 1  tg  Э,

Рис. 1.19

являющихся функциями тока (см. 
рис. 1.18, б); для линейных тороидов 
эти индуктивности совпадают. 

Аналогично индуктивностям в нелинейных системах контуров 
вводятся с т а т и ч е с к а я  в з а и м о и н д у к т и в н о с т ь

М ст

и д и ф ф е р е н ц и а л ь н а я ,  
в з а и м о и н д у к т и в н о с т ь

М л =

h
а также д и н а м и ч е с к а я

dVа 
dl.

2. Индуктивность нелинейного тороида

Расчет нелинейного тороида может быть произведен, если задана 
зависимость В  (Я ) или р, (Я). Так как эти зависимости теоретически 
не выводятся, то для приближенного 
решения подбирают по кривой В (Я) 
аппроксимирующую функцию.

Пусть аппроксимирующая функция 
для характеристики В (Я) (рис. 1.20) 
материала сердечника тороида будет

В = а Н - Ь Н \

где а и b — постоянные.
Так как для тороида с ферромаг­

нитным однородным сердечником нап­
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ряженность поля по-прежнему определяется формулой (см. п. 2 § 1.7) 

то индукция будет равна

„  wl
~  2л7 ’

wl  , ш з /з  

~ й 2 п г ~  8 n V 3 ’
а потокосцепление

=  w  J B h d r  =  ̂  [a  In £ - 6  -  1 ) ] ,

откуда статическая индуктивность

а дифференциальная индуктивность

Кривые зависимости этих индуктивностей от тока представлены 
на рис. 1.20.

Г Л А В А  В Т О Р А Я

ЭНЕРГИЯ В ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЯХ И ЕЕ ПРЯМОЕ 
И ОБРАТНОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ В МЕХАНИЧЕСКУЮ ЭНЕРГИЮ

§ 2.1. Общие сведения

В современной электротехнике используются процессы прямого и 
обратного преобразования электрической энергии — энергии элект­
ромагнитного поля — в другие виды энергии. В большинстве электро­
технических устройств распределение энергии электромагнитного 
поля между электрическим и магнитным полями таково, что одним из 
этих полей можно пренебречь. Поэтому далее теория преобразования 
энергии электрического поля системы заряженных тел и энергии маг­
нитного поля контуров с токами излагается раздельно применительно 
к наиболее важному преобразованию в механическую энергию.

Силы, возникающие в этих полях, используются для создания не 
только преобразователей энергии, но и измерительных приборов раз­
личных систем, а также служат для управления движением заряж ен­
ных частиц, что широко используется в различных электротехниче­
ских устройствах — электронных осциллографах, различных ваку­
умных и ионных приборах, ускорителях различных систем, установ­
ках для нанесения различных покрытий, а также в новых прямых 
преобразователях тепловой энергии в электрическую.
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§ 2.2. Энергия системы заряженных проводящих тел

1. Энергия линейной системы варяжеиных проводящих тел

Пусть в диэлектрической среде с постоянной проницаемостью е 
находятся п неподвижных проводящих тел (рис. 2 . 1); потенциал ка­
ждого из тел фь  заряд Qk, где k =  1, 2, ..., п.

Д ля сообщения зарядов этой системе тел они подключаются к источ­
никам электрической энергии; по соединительным проводам пойдут 
токи, прекращающиеся с окончанием зарядки.

Работа, совершаемая источниками, идет на сообщение зарядов 
телам системы, нагрев соединительных проводов и образование маг­
нитного поля. Энергия, запасаемая в магнитном поле при возраста­
нии тока, возвращается источникам при убывании тока, за исключе­

нием излученной в окружающее про­
странство, так как провод с изменяю­
щимся током представляет собой 
антенну. Энергия, затраченная на 
сообщение зарядов, запасается в си­
стеме; нагрев и излучение являются 
потерями.

Так как величина энергии системы 
определяется потенциалами и заря­
дами тел и не зависит от скорости за­
рядки, для облегчения расчета пред­
полагается, что зарядка системы 
соверш ается бесконечно медленно, 

т. е. токи зарядки бесконечно малы и постоянны. Это позволяет 
пользоваться зависимостями, установленными для электростатиче­
ского поля, и пренебречь потерями и энергией магнитного поля, так 
как энергия тепловых потерь и энергия магнитного поля, пропорцио­
нальные квадрату тока, будут бесконечно малыми второго порядка, 
а излучение при постоянном токе отсутствует.

Тогда работа А источников равна энергии W , запасенной в системе 
заряженных тел.

При возрастании на величину dqk промежуточного значения за­
ряда qk тела k, с промежуточным значением потенциала <р|, согласно 
определению потенциала источником совершается работа <р|dqk. Эта 
работа равна увеличению энергии тела.

Д ля всей системы тел элементарная работа источников

Рис. 2.1

d A = ^ ( f t d q k,
*■

а вся энергия, запасенная в системе,
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Потенциал каждого из тел связан с зарядами всех тел линейной 
зависимостью:

ф* =  ot*i<7x +  +  • • • +  a knQn,
где a ftl, akn — постоянные.

Согласно закону сохранения энергии, работа, затраченная на соз­
дание энергии системы, не зависит от порядка сообщения заряда 
отдельным телам системы. Если для расчета принять, что заряды всех 
тел изменяются пропорционально друг другу:

Яр =  ?*>
где — постоянные, то потенциал тела

ф !  =  ( « * 1^*1  +  a k $ k l  +  ■ • •  +  а кпР * я )  Qk —  VkQki 

где yk =  — величина постоянная.
p

Подстановка равенства ф | =  ykqk в выражение для энергии даст

= 1 2 ф й . -

В этом выражении для энергии под ф* и Qk понимаются значения 
потенциала и заряда по окончании зарядки.

Д ля уединенного тела
1 п  Cqp2 Q2 

W 2 2 2С'
где С =  Q/ф — емкость тела.

Д ля конденсатора, т. е. системы из двух тел Qj =  —Q2 =  Q, 
напряжение U  =  фх — ф2 и энергия

IW 1 л  , 1 1 гл< \ QU с и г Q 2
—  2 4PiQi 2 *^2^2 2 ^  (Ф1 2 2 2С

является квадратичной функцией заряда Q или напряжения (У.
Энергия системы из двух конденсаторов, связанных взаимоемко- 

стью, заряды которых определены выражениями (1.2) п. I § 1.3,

| Q2U3 _  (CiUj -\-Ci2U2) Ui 1

1 (CiUi~\-CnUi) Ui c xu i  1 c^ui  , 11 и  
4-------------- 2------------~  — 2-------'-----2-----

состоит из суммы с о б с т в е н н ы х  э н е р г и й  каждого из кон­
денсаторов и в з а и м н о й  э н е р г и и  Cn UiU2, зависящей от рас­
положения конденсаторов. Взаимная энергия может иметь разный 
знак; поэтому энергия системы будет больше суммы собственных энер­
гий конденсаторов при совпадении знаков собственного и взаимного 
зарядов или меньше — при противоположных знаках этих зарядов. 
Однако суммарная энергия системы заряженных конденсаторов всегда 
положительна.
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Энергия системы из нескольких конденсаторов, состоящая из 
суммы собственных и взаимных энергий конденсаторов,

рфк
также всегда положительна.

Энергия измеряется в джоулях (дж).

2. Энергия нелинейного конденсатора

О UЭнергия линейного конденсатора  ̂udq =  с зарядом Q0 и
О

напряжением U0 равна площади заштрихованного треугольника 
на кулонвольтной характеристике (рис. 2 .2 , а).

Работа источника, затраченная на зарядку нелинейного конден­
сатора и равная запасенной в нем энергии, определяется заштрихо­
ванной площадью, также ограниченной кулонвольтной характеристи­

кой (рис. 2.2, б). Эта площадь может быть больше, равна или меньше
Q M 0площади треугольника в зависимости от вида характеристики и

от значения напряжения U0, т. е. энергия нелинейного конденсатора 
не определяется конечными значениями Q0 и £/0.

При периодическом изменении напряжения в пределах от (J0 
до — UQ на нелинейном конденсаторе в нем проявляется диэлектри­
ческий гистерезис. Если петля гистерезиса построена в координатах q 
и и (рис. 2.3), то потеря энергии за один цикл

W T= § u d q  =  S t

равна площади петли гистерезиса. Эти потери, превращающиеся 
в тепло, в большинстве современных сегнетоэлектриков пока еще зна­
чительны. В настоящее время ведется большая работа по устранению 
этого недостатка.
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3. Распределение энергии электрического полй

Энергия электрического поля всегда распределена в пространстве, 
занятом полем.

Энергия плоского конденсатора, поле которого однородно,

W ^ L Q U  =  L o S E d  =  ± D S E d ~ E D V ,

где о — поверхностная плотность заряда, равная смещению D; V  =  
=  Sd  — объем, занятый полем.

Энергия в единице объема — п л о т н о с т ь э н е р г и и  —

W  —  w  — ED еЕ2 — D 2 
V ~  2 — 2 — 2е '

В случае неоднородного поля эти выражения могут быть исполь­
зованы для бесконечно малого объема dV, в пределах которого поле 
может считаться однородным. Д ля конечного объема V энергия поля

W =  L  J E D dV .

Эти формулы, выведенные для однородной изотропной среды, где 
векторы Е и D совпадают по направлению, могут быть записаны и так:

* •  =  2 7 " “  и  ^  =

В таком виде выражение для энергии было постулировано Макс­
веллом для любых линейных и нелинейных сред и полей, как угодно 
изменяющихся во времени и пространстве. Это обобщение, используе­
мое в теории электромагнитного поля, подтверждается совпадением 
выводов этой теории с опытом.

§ 2.3. Взаимные преобразования энергии 
электрического поля и механической энергии

1. Преобразование энергии и обобщенные силы

В системе подвижных заряженных тел энергия электрического 
поля изменяется, преобразуясь в другие виды энергии, в том числе 
в механическую. Если пренебречь тепловыми потерями и излучением, 
что теоретически справедливо при бесконечно медленном движении 
тел (аналогично п. 1 § 2 .2), то, согласно закону сохранения энергии, 
работа внешних источников cLA =  h(ptdqk равна сумме изменения 
энергии системы dW  и механической работы d A Mex:

2d ~  ̂  -)- dA  мег

Отдельные члены этого равенства могут иметь различные знаки 
в зависимости от характера преобразования энергии — электриче­
ской в механическую (двигатели) или механической в электрическую 
(генераторы).
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Известно, что состояние системы тел, как механической системы, 
может быть описано с помощью обобщенных геометрических коорди­
нат X ,  число которых равно числу степеней свободы. В соответствии 
с обобщенными координатами вводятся совпадающие с ними по на­
правлению обобщенные силы F, умножение которых на изменение 
обобщенной координаты дает механическую работу, совершаемую 
при «перемещении» по обобщенной координате, так что

d A  мех =  ^  FkdX.fr.

Если обобщенной координатой является обычная координата, то 
обобщенной силой — обычная сила; если X  — угол поворота, то F — 
вращающий момент и т. п.

Пусть в рассматриваемой системе заряженных тел изменяется лишь 
одна из обобщенных координат, тогда основное соотношение примет 
вид

£<р tdqk =  dW  +  F dX .

Это равенство, справедливое при любых соотношениях между 
зарядами и потенциалами тел, легко может быть исследовано лишь 
в двух частных случаях, рассматриваемых далее.

1. Если система отключена от источников, то заряды тел не изме­
няются (dqk — 0) и

d W + F d X  =  0,
откуда

F d X  =  — dW .

Это означает, что механическая работа в системе совершается за 
счет уменьшения энергии, запасенной в ней. В реальных условиях 
механическая работа будет меньше энергии, отданной системой, так 
как часть этой энергии идет на покрытие неизбежных потерь.

Итак, можно сделать общий вывод, что система, отключенная от 
источников, всегда стремится занять положение, соответствующее 
возможному для этой системы минимуму ее энергии.

2. Д ля системы заряженных тел, подключенных к источникам по­
стоянных потенциалов (<рА =  const), из выражения энергии

№ = 4 ' 2 <Pft<7ft

следует, что

Тогда основное соотношение принимает вид: 

d W +  F d X  =  £  фkdqk =  2dW,
откуда

F d X = d W ,

т. e. при совершении системой механической работы энергия системы 
возрастает на такую же величину, а работа, совершенная источниками
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и равная сумме механической работы и увеличения энергии, вдвое 
больше. Следовательно, система, подключенная к источникам с посто­
янными потенциалами, всегда стремится занять положение, соответ­
ствующее возможному для этой системы максимуму ее энергии, т. е. 
максимуму зарядов.

Так как в реальной системе может быть сосредоточена лишь конеч­
ная энергия, то и в случае ср* =  const система не может служить для 
непрерывного преобразования энергии электрического поля в меха­
ническую.

Из приведенных соотношений могут быть вычислены обобщенные 
силы, действующие на тела, находящиеся в электрическом поле. При 
постоянстве зарядов обобщенная сила

F = ~ m
\дХ JQ — const

Здесь взята частная производная, так как в рассматриваемом 
случае изменение энергии соответствует изменению лишь одной из 
обобщенных координат.

При постоянстве потенциалов обобщенная сила

\ дХ]  <р=* const

Это выражение отличается от приведенного выше. Однако резуль­
таты вычисления по этим формулам всегда совпадают, так как сила 
в данный момент определяется значениями зарядов и потенциалов тел 
в этот момент и не зависит от характера их изменения в дальнейшем.

Силы в электрическом поле действуют не только на проводящие 
тела, но и на диэлектрические, если их проницаемость отличается от 
проницаемости окружающей среды. Это объясняется возникновением 
с обеих сторон поверхности раздела разноименных зарядов, разных по 
величине; силы определяются алгебраической суммой этих зарядов. 
Таким образом, силы в электрическом поле всегда проявляются у по­
верхности раздела различных сред: диэлектрик — проводник и диэ­
лектрик — диэлектрик.

2. Вольтметр электростатической системы

Примером системы двух заряженных тел может служить вольтметр 
электростатической системы (рис. 2.4). Он состоит из соединенных 
между собой неподвижных пластин А  и укрепленных на оси подвиж­
ных пластин В.  С осью прибора связана стрелка С, перемещающаяся 
по шкале. Под действием измеряемого напряжения, приложенного 
к пластинам А  и В,  возникают силы притяжения и вращающий мо­
мент, поворачивающий подвижную часть.

Если угол поворота а  подвижной части прибора принять за обоб­
щенную координату, то обобщенной силой будет вращающий момент:

F — M  — (1Т \  - ( A .  _ _ u *  dC
—  ВР \ d x ) u = const \d a  2 j u = c o n s t —  ”3" ' da  1
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Спиральной пружиной D,  осуществляющей электрический кон­
такт с подвижной частью прибора, создается также противодействую­
щий момент, пропорциональный углу поворота:

М пр- -ka.

Под действием вращающего момента подвижные пластины будут 
поворачиваться до тех пор, пока этот момент не уравновесится про­
тиводействующим моментом пружины:

пр ИЛИ
W 'd C  
2 da — k a .

В измерительных приборах предпочтительна равномерная шкала,
у которой а  =  kxU, что приводит к урав­
нению

dC 
Щ  ' da

dC 2k\k 
ИЛИ -т- =  — L-  da  а

откуда получается необходимая зависимость 
емкости от угла поворота:

С =  2k]k In os +  const.

Придав соответствующие формы плас­
тинам, удается получить равномерную 
шкалу, за исключением ее начала, так как 
по мере приближения а  к нулю | In а  | стре­
мится к бесконечности.

Рис. 2 .4  Замечательной особенностью электро­
статического вольтметра при постоянном 

напряжении является отсутствие тока, потребляемого прибором 
в режиме установившегося отклонения.

Кроме вращающего и противодействующего моментов, во всех 
измерительных приборах создают момент успокоения М усп. В электро­
статическом вольтметре используется магнитоиндукционный успокои­
тель (не показанный на рис. 2.4), состоящий из алюминиевой пла­
стинки, закрепленной на оси прибора и расположенной в магнитном 
поле постоянного магнита. При движении подвижной части прибора 
в пластинке будут индуктироваться токи, тормозящие движение. 
Таким образом успокаиваются колебания подвижной части прибора, 
что ускоряет получение установившегося отклонения; тогда Л1усп =  0 .

3. Емкостная машина постоянного тока

М а ш и н ы ,  В к о т о р ы х  ПРОИЗВОДИТСЯ ПрЯМОЙ И о б р а т н о е  П р е о б р а з о в а ­
ние механической энергии в электрическую через посредство электри­
ческого поля, можно назвать е м к о с т н ы м и ,  так как их работа 
основана на периодическом изменении взаимоемкости.

Емкостная машина постоянного тока (рис. 2.5) состоит из двух 
дисков: статора S lS i  и ротора R iR it вращающегося относительно ста­
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тора. Каждый диск содержит два полудиска, изолированных друг от 
друга. Статорные полудиски образуют систему возбуждения. На ро­
торные полудиски наложены щетки а, с помощью которых ротор под­
ключается к сети при работе двигателем или к нагрузке при работе 
генератором. Напряжения Us на ста­
торе и Ur на роторе принимаются 
постоянными.

Таким образом, емкостная машина 
состоит из двух конденсаторов R tR 2 
и 5 х5 2 и подобна удвоенному электро­
статическому вольтметру, но без про­
тиводействующей пружины.

В соответствии с п. 1 §1 .3  заряды 
роторного qk и статорного qs  полу- 
дисков будут:

q n =  C r U r -\- C r s U $,
q s  =  C<>Us-{- C p s U r , Рис. 2.5

где CR — собственная емкость ротора при накоротко замкнутых полу- 
дисках статора (см. п. 1 § 1.3);

Cs — собственная емкость статора при накоротко замкнутых 
полудисках ротора;

Сяз — взаимоемкость между статором и ротором.
Энергия электрического поля машины (п. 1 § 2.2)

-о ия &

W-- ~ n  1 9—
C slJl

■ C r sU r U s .

Пренебрегая влиянием изолирующего промежутка между полу- 
дисками, можно считать, что при вращении ротора емкости Сц и Cs 
остаются постоянными, а взаимоемкость CRS будет периодически ме­
няться. Поэтому появляющийся в машине вращающий момент

( д Щ  

М в * =  [ д а ) и = а > п л

dLCR S

da

где a — угол поворота ротора.
В цепи ротора появляется ток

, , iqR _ _ u  u ^ r s

1* = - Ж = и з

dCfi

dt =  U S
dCR S

da
—  —  t l  i i  dCRS 
dt 5 da '

где со =  ^  — угловая скорость вращения.
Как видно из выражений для вращающего момента и индуктиро­

ванного тока машины, они сохраняют постоянный знак только при
dCR<.

сохранении знака производной £  . Д ля этого взаимоемкость должна
непрерывно монотонно изменяться, что физически невозможно. В ма­
шине рис. 2.5 Езаимоемкость изменяется от нуля до максимального 
значения и от максимального до нуля дважды за один оборот
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ротора. Д ля сохранения знаков вращающего момента и индуктиро­
ванного тока необходимо использовать переключение — к о м м у т а ­
ц и ю ,  осуществляемую с помощью двух щеток а, скользящих по ободу 
роторного диска и включенных в сеть.

Коммутация должна происходить при перемене знака производ­
ив

ной —f c ,  т. е. при переходе взаимоемкости через максимум, в момент
совпадения положения полудисков ротора с полудисками статора. 
При этом знак вращающего момента

M BP =  URUS^

сохранится из-за одновременного изменения знака Ur , а ток ротора

l a = U s * ^

хотя и изменит свой знак внутри машины, но из-за переключения сохра­
нит во внешней цепи свое направление.

Сказанное не противоречит установленному в п. 1 этого пара­
графа положению о невозможности непрерывного преобразования 
энергии электрического поля в механическую энергию в системе тел 
с постоянными потенциалами (напряжениями). Возбуждаясь от внеш­
него источника постоянного напряжения, такая машина благодаря 
коммутации представляет собой систему с переменным напряжением 
ротора.

Емкостная машина может работать как в генераторном, так и в дви­
гательном режиме, но независимо от режима в ней всегда возникает 
вращающий момент и ток в цепи ротора.

В генераторе используется ток в цепи ротора. Проходя по нагрузке, 
он создает напряжение Ur ротора, которое вместе с напряжением U$ 
создает вращающий момент. Этот момент в генераторе направлен про­
тив вращения, и его преодолевает первичный двигатель, вращающий 
генератор. Отдаваемая первичным двигателем механическая энергия 
преобразуется в генераторе в электрическую.

В двигателе, наоборот, используется вращающий момент, а ток, 
создаваемый машиной, преодолевается встречно направленным током 
сети и результирующий ток равен их разности. Электрическая энер­
гия, отдаваемая сетью, преобразуется двигателем в механическую 
энергию.

Таким образом, емкостную машину постоянного тока независимо 
от того, будет ли она работать в режиме генератора или двигателя, 
осуществить без коммутации невозможно.

§ 2.4. Движение заряженной частицы в электрическом поле

В современной технике широко применяется управление движу­
щимися заряженными частицами с помощью электрического поля. 
Сюда относятся электронные и газоразрядные лампы, электронно- 
ионные приборы, электронные осциллографы, устройства для окраски
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в электрическом поле, для сепарации частиц электрическим полем 
и т. п.

Сила, действующая на частицу с зарядом Q, находящуюся в элек­
трическом поле напряженности Е, равна

f =  QE.

В соответствии с этим уравнения движения заряженной частицы 
с массой т имеют вид:

т =  QEy и т d2z 
dt* - Q E Z,

где Ex, E v и Е г — составляющие вектора напряженности поля по 
координатным осям X Y Z .

Интегрирование этих уравнений при заданной напряженности 
поля как функции координат и заданных начальных условиях дает 
траекторию движущейся частицы.

В простейшем случае движения заряженной частицы вдоль одно­
родного поля (Е х =  Е, Еу =  Ez =  0) при начальной скорости о0, 
совпадающей по направлению с векто­
ром Е, будет происходить вдоль оси X .
Тогда уравнение движения имеет вид:

d? х  л  р
m w  =  Q E .

Интегрирование этого уравнения 
дает выражения:

Vx =  V0 +  ̂ t  и x  =  x 0 +  v 0

где х0 — координата заряженной час-
тицы в начальный момент Рис. 2.6
времени.

Иными словами, заряженная частица движется вдоль однородного 
поля равноускоренно.

Если однородное поле направлено перпендикулярно в: направле­
нию начальной скорости и0 (рис. 2 .6), как это имеет место, например, 
в электронном осциллографе с электрическим отклоняющим полем, то 
уравнения движения при Ех — 0, Еу =  Е  и Е г =  0 будут:

m
dbc
dt2 '

п d?y „ с ,  d2z „0 , m - ^  =  QE  и т ж =  0 .

Их интегрирование дает

dx
''dt

A l =  Q.
dt m

vx =  ~  =  Va, Et и иг =  - , =  0.dz 
' dt '

Таким обра:юм, движение заряженной частицы совершается в ко­
ординатной плоскости X O Y .
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Вторичным интегрированием получаются уравнения траектории 
в параметрической форме, где у0 — ордината частицы в начальный 
момент:

x  =  v0t +  x 0 и У ^У о  +  ̂ t * .

Исключение времени из этих уравнений дает уравнение траекто­
рии:

QE , ч2
0 “ И>= <*“ *«>)•

представляющее собой квадратичную параболу.
В электронном осциллографе движутся не положительно заряжен­

ные частицы, а электроны, что соответствует отклонению электрон­
ного луча не в направлении поля, а в обратном направлении, т. е. 
вниз на рис. 2 .6 .

Электронный осциллограф позволяет наблюдать и записывать на 
фотопленку кривые зависимости напряжения, подаваемого на откло­
няющие пластины для создания электрического поля, от времени. 
Основной особенностью электронного осциллографа является воз­
можность использования его для исследования весьма быстро проте­
кающих процессов, так как электронный луч практически безынер­
ционен.

§ 2.5. Энергия системы контуров с токами

1. Энергия линейной системы контуров с токами

При создании магнитного поля током контура лишь часть работы, 
совершаемой внешними источниками, переходит в энергию магнитного 
поля; остальная часть расходуется на нагрев проводов, на излучение, 
на механическую работу, совершаемую силами поля. Уже созданное 
постоянное магнитное поле не требует затраты энергии для своего 
существования и энергия источника постоянного тока расходуется 
лишь на покрытие джоулевых потерь в контуре.

Пусть в системе п неподвижных контуров, находящихся в среде 
с постоянной магнитной проницаемостью, каждый контур питается от 
своего источника с постоянным напряжением Uk■ Это напряжение в 
процессе установления тока и потокосцепления должно равняться 
сумме напряжения на сопротивлении R k контура и напряжения, пре­
одолевающего э. д. с. индукции

определяемой скоростью изменения потокосцепления 4*1 контура:
<№*

Uk —  ,

где I* и Щ  — ток и потокосцепление контура k  в процессе их уста­
новления до значений /* и
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Тогда работа, совершаемая £-ым источником за бесконечно малое 
время dt, равна

Ukik dt — R ki% dt  +  ikd№%.

Второй член определяет потери энергии на джоулево тепло, тре­
тий — работу d A k источника, идущую на изменение потокосцепления. 
Вся работа, затраченная на создание установившихся значений пото- 
косцеплений во всех контурах системы,

A =  ' Z \ i lid ^ t
о

При достаточно медленном изменении токов можно пренебречь 
излучением и считать, что вся работа А равна энергии №, запасен­
ной в системе контуров. Связь между токами и потокосцеплениями 
определяется как при постоянных токах (п. 1 § 1.8):

xPk =  Lki/i+  2  Mkpip- 
рфк

Согласно закону сохранения энергии, работа, затраченная на 
создание энергии системы, не зависит от порядка установления токов 
и потоков в контурах системы. Если для расчета выбрать порядок, 
когда токи всех контуров пропорциональны друг другу:

где aPk — постоянные, потокосцепление k-то контура будет равно

k == Lkik -|- ^  A’Ikp&pkik " ^kik >

где bk =  L k +  2 M kp akp =  const и p Ф  k.
Тогда энергия системы

г = 2 ? м ч ' ! = 2 6* \  = 2 ' # -
о о

Д ля уединенного контура потокосцепление Т  =  L / и энергия

1 г / _ ¥ /  _  1 , г  —
2 — 2 2L

является квадратичной функцией тока или потокосцепления.
Энергия системы из двух контуров, связанных взаимной индук­

цией, потокосцепления которых определены в п. 1 § 1.8 ,

W  =  :̂  =  Ч 1 '  +  ^  +  М 1 Л

состоит из суммы собственных энергий каждого из контуров и взаим­
ной энергии М / ^ 2, зависящей от расположения контуров. В зависи­
мости от направления токов в контурах член М 1х1г может иметь раз­
ный знак, поэтому энергия системы будет больше суммы собственных
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энергий контуров при совпадении потоков само- и взаимоиндукции 
или меньше при встречном направлении потоков взаимоиндукции. 
Однако суммарная энергия системы контуров с токами всегда поло­
жительна.

Энергия системы нескольких контуров, состоящая из суммы собст­
венных и взаимных энергий контуров,

W =  l 4 r  +  2  A V * / ,
кфр

также всегда положительна.

2. Энергия нелинейного тороида

Оо
Аналогично энергии нелинейного конденсатора \ udp (см. п. 2§2.2)

0
энергия тороида с сердечником из ферромагнитного материала, по 
обмотке которого проходит ток / 0,

'Ро
W =  \ idW* ,

о

где i — устанавливающийся ток до значения / 0.
В зависимости от характера веберамперной характеристики эта

I  ¥энергия может быть меньше, равна или больше энергии -тр- линей­
ного тороида с теми же конечными значениями тока 10 и потокосцеп­
ления 4V

При периодическом изменении тока в обмотке нелинейного то­
роида от / 0 до — / 0 в нем проявляется магнитный гистерезис (см. 
рис. 1.19).

Если перемагничиваемый сердечник тороида имеет среднюю длину I 
и площадь поперечного сечения 5 , то энергия, затраченная за один 
цикл перемагничивания, т. е. за один обход по петле гистерезиса,

HIпостроенной в координатах ¥  и i =  — ,

W r =  §  idV* =  § ™ d  (w B S ) =  §  I S Hd B =  V §  Hd B  =  VSr,

где V — SI  — объем ферромагнетика;
S r — площадь петли гистерезиса.

Так как эта площадь аналитически не вычисляется, то в технике 
пользуются приближенной формулой, установленной Штейнмецом 
экспериментальным путем:

Wr = r\BnauV.

Коэффициент Штейнмеца t] зависит от материала, показатель сте­
пени п — от материала и от величины максимальной индукции В тах. 
Д ля электротехнической стали при 0,25 <  Вшах <  1 тл принимают 
п =  1,6 , а при 1 <  Вшах <  1,6 тл  показатель степени п =  2 .



3. Распределение анергии магнитного поля

Энергия магнитного поля распределена по всему объему, занимае­
мому полем.

Энергия тороида, имеющего w витков, длину средней линии I, 
площадь поперечного сечения 5  (см. рис. 1.14), если считать поле в се­
чении однородным, будет

W =  ± r P  =  ± ™ w B S =  ± H B S l = ™ V ,

где V — SI  — объем тороида и одновременно объем, занятый полем. 
Тогда энергия на единицу объема — плотность энергии —

W  — ^  -  н в  -  т
0 V 2 2 2fj.'

В случае неоднородного поля эти выражения могут быть исполь­
зованы для бесконечно малого объема dV, в пределах которого поле 
может считаться однородным. Для конечного объема V энергия поля

W =  j  H B dV .

Эти формулы, выведенные для однородной изотропной среды, где 
векторы Н и В совпадают по направлению, могут быть записаны и так:

и w = ± ^ m d v .

В таком виде выражение для энергии было постулировано М акс­
веллом для любых линейных и нелинейных сред и полей, как угодно 
изменяющихся во времени и в пространстве. Это обобщение, исполь­
зуемое й теории электромагнитного поля, подтверждается совпадением 
выводов этой теории с опытом.

§ 2. 6. Взаимные преобразования энергии магнитного поля 
и механической энергии

1. Преобразование анергии и обобщенные силы

В системе подвижных контуров с токами работа dA внешних источ­
ников равна сумме изменения энергии магнитного поля dW  системы, 
механической работы d A Mex и энергии потерь d A n, преобразуемой в дру­
гие виды (тепловую и энергию излучения):

dA =  dW  -j- d A мех -Ь dA  п.

Если принять, что движение контуров и изменение токов проис­
ходит бесконечно медленно, то энергия d A n будет содержать только 
тепловые потери сМтспл. Так как механическая работа совершается 
за счет магнитного поля, создаваемого источниками, а доля работы 
источников

d A — й?Лтепл — dW  +Л4мех>
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Пусть в системе контуров, описываемой с помощью обобщенных 
координат, возможно изменение лишь одной из них, например X, 
тогда механическая работа, совершаемая в системе,

d A xex =  FdX,
где F — обобщенная сила.

Исходное уравнение
£ i kdxVt =  dW  +  FdX

может быть исследовано лишь в двух частных случаях, рассматри­
ваемых далее.

1. Если при изменениях, происходящих в системе, потокосцепле­
ния остаются постоянными =  0), исходное уравнение принимает 
вид:

0 = d W  +  FdX.
Источники не совершают работы, связанной с изменениями в си­

стеме, они покрывают лишь расход энергии на нагрев контуров. 
В этом случае

F dX  =  — dW,
т. е. механическая работа совершается за счет убыли энергии си­
стемы.

Таким образом, при постоянных потокосцеплениях в системе она 
стремится под действием возникающих сил занять положение, соот­
ветствующее возможному в этой системе минимуму ее энергии.

2. Если источники поддерживают неизменными токи контуров 
( / ft =  const), то дифференцирование выражения для энергии системы 
дает:

dW = 'd (1 2 =  i  2  I k d W t  
Тогда исходное равенство

% I b(T¥i =  d W + F d X  
может быть приведено к виду:

2dW =  d W +  FdX,
откуда

d W  — FdX.

Это означает, что совершаемая системой механическая работа 
равна половине энергии, отдаваемой источниками; вторая половина 
идет на увеличение энергии системы.

Таким образом, система контуров с постоянными токами под 
действием возникающих в ней сил стремится занять положение, соот­
ветствующее возможному в этой системе максимуму ее энергии. По­
скольку энергия при постоянных токах определяется величиной пото- 
косцеплений, то система стремится занять положение, соответствующее 
максимуму потокосцеплений.

идущая на изменение поля, равна 'Zi^d^Vt (см. п. 1 § 2.5), то
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Так как в реальной системе может быть запасена лишь конечная 
энергия, то такая система при ik =  const также не может служить для 
непрерывного преобразования энергии магнитного поля в механиче­
скую.

Из приведенных соотношений могут быть вычислены обобщенные 
силы, действующие на контуры, находящиеся в магнитном поле. В слу­
чае постоянства потокосцеплений обобщенная сила

\дл ] у =  const

Здесь взята частная производная, так как рассматривается изме­
нение энергии, соответствующее изменению лишь одной из обобщен­
ных координат.

При постоянстве токов контуров выражение для обобщенной силы

F =

отличается от полученного выше. Однако результаты вычисления по 
этим формулам всегда совпадают, так как силы в системе в данный 
момент времени определяются значениями то­
ков и потокосцеилений в этот момент времени 
и не зависят от того, каким изменениям они 
будут подвергаться в дальнейшем.

2. Прибор электромагнитной системы

Примером одиночного контура с током 
может служить прибор электромагнитной си­
стемы (рис. 2.7), состоящий из неподвижной 
катушки А,  в которую при прохождении по ней 
тока втягивается ферромагнитный сердечник В 
в виде фигурной пластинки, установленной на 
оси; на этой же оси укреплена стрелка С, пе­
ремещающаяся по шкале. Противодействующий 
момент создается спиральной пружиной D.
Успокоитель этого прибора — воздушный (на 
рис. 2.7 не показан). Он состоит из закрытой с одной стороны камеры, 
внутри которой может перемещаться легкий поршень, связанный 
с подвижной частью прибора. При ее повороте возникает разность 
давлений воздуха по обеим сторонам поршня, что оказывает тор­
мозящее действие на колебания подвижной части и ускоряет полу­
чение установившегося отклонения; тогда момент успокоения М усп = 0 .

Если в качестве обобщенной координаты взять угол поворота 
а подвижной системы, то обобщенной силой будет вращающий момент

вр W / = c o n St \da  2 j / =  const 2 d a 1

где L  — индуктивность неподвижной обмотки, возрастающая при 
втягивании сердечника.
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Уравнение равновесия подвижной части прибора — равенство вра­
щающего и противодействующего моментов — имеет вид:

Л  dL
2 d a ' ■ka.

Требование равномерной шкалы а  =  kxI  приводит к уравнению:
a 2 dL , dL 2 kk\n u b ' z r ^ k a  или -т- = ----2k\ da  da  a

Следовательно, индуктивность должна изменяться в функции угла 
поворота по следующему закону:

L — 2 kk'i In а  +  const.

Путем придания сердечнику соответствующей формы удается полу­
чить равномерную шкалу, за исключением ее начала, так как по мере 
приближения а к нулю | In а  | стремится к бесконечности.

Прибор электромагнитной системы может быть использован как 
амперметр, если его включить последовательно с приемником; тогда 
ток обмотки прибора равен измеряемому току. При использовании 
прибора в качестве вольтметра он включается параллельно приемнику; 
тогда ток обмотки и показания прибора пропорциональны измеряемому 
напряжению. При этом обмотка амперметра выполняется из относи­
тельно малого числа витков с сечением, рассчитанным на измеряемый 
ток, обмотка вольтметра — из большого числа витков малого сечения,

рассчитанного на малый ток, обеспечиваю­
щий н. с. обмотки, равную н. с. обмотки 
амперметра.

Основным преимуществом прибора элек­
тромагнитной системы, наряду с простотой 
конструкции, является отсутствие токопод- 
вода в подвижную часть.

3. Прибор электродинамической системы

Примером системы из двух контуров с 
токами является прибор электродинамической 
системы (рис. 2 .8), состоящий из неподвиж- 

Рис. 2.8 ной катушки А и подвижной катушки В,
укрепленной на оси, с которой скреплена 

стрелка С, перемещающаяся по шкале. Ток в подвижную катушку 
подводится через спиральные пружины D, служащие также для 
создания противодействующего момента. Успокоитель этого при­
бора — воздушный (см. п. 2 этого параграфа). При повороте подвиж­
ной части индуктивности L] и Ь2 обеих катушек остаются постоянными, 
а взаимоиндуктивность М  изменяется.

Если принять угол поворота а подвижной части прибора за обоб­
щенную координату, то обобщенной силой будет вращающий момент

F =  УИвр = т \
д Х  Jl = C011SI

U l l
/  =  const

—  1г1.
dM 
da ’
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пропорциональный произведению токов обеих катушек. Он уравнове­
шивается противодействующим моментом М пр =  ka.

Прибор электродинамической системы может быть использован 
в качестве амперметра и вольтметра. Например, в амперметре, пред­
назначенном для измерения малых токов, неподвижная и подвиж­
ная катушки соединяются последовательно; тогда 1Х =  / 2 =  /  и, 
следовательно,

г a dÂ i •*-r - = k  а .  da

Требование равномерной шкалы для амперметра а =  k j  опреде­
ляет зависимость взаимоиндуктивности М  от угла поворота, выводи­
мую из уравнения равновесия подвижной части прибора:

«2 dM . dM kk\T-; —  — ka  или -j— =  — , k\ da da a  ’
откуда

M =  kk\ In a  - f  const,
что невыполнимо в начале шкалы, так как | l n a |- » - o o  при а 0 .

При использовании этого прибора в качестве вольтметра он вклю­
чается параллельно нагрузке через добавоч­
ное сопротивление; тогда ток прибора про­
порционален напряжению и его шкала также 1 
не может быть Е!ыполнена равномерной.

Электродинамическая система исполь­
зуется также в ваттметрах; неподвижная 
катушка включается последовательно с наг­
рузкой, и ее ток 11 равен току нагрузки I , а 
подвижная — параллельно приемнику, и ее 0- 
ток / 2 пропорционален напряжению U цепи:
/ 2 =  k%U\ тогда момент вращения будет про- Рис. 2.9
порционален UI,  т. е. мощности Р.

Требование равномерной шкалы для ваттметра a  == kxP  приводит 
к уравнению

W i ^ - k b P .
откуда

M =  a  +  const,
«2

что выполнимо для всей шкалы.
Так как момент вращения амперметров и вольтметров электро­

магнитной и электродинамической систем пропорционален квадрату 
измеряемой величины, полярность их включения, т. е. направление 
тока в них, безразлична, но, как видно из выражения для момента 
вращения, его знак для ваттметра зависит от направлений токов в 
обеих катушках. Поэтому для получения положительного отклонения 
ваттметр должен включаться по схеме рис. 2.9, где точками отмечены 
условные «начала» катушек, указанные на приборе *.

* Н а рис. 2.9 для наглядности катуш ки ваттметра изображены с отступле­
нием от ГОСТ 2. 729 -  68.
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4. Индуктивная машина постоянного тока

В принципе обычная электрическая машина подобна рассмотрен­
ному в п. 3 этого параграфа прибору электродинамической системы, 
состоящему из неподвижной и подвижной катушек, но машина не 
имеет пружин, создающих противодействующий момент, и подвиж­
ная катушка (ротор) может вращаться. Так как процессы в этой си­
стеме вызваны изменением взаимоиндуктивности, такая машина

может быть названа и н д у к т и в ­
н о й .

Индуктивная машина постоянного 
тока, принципиальное устройство ко­
торой показано на рис. 2 . 10, имеет 
цилиндрические стальные магнито- 
проводы статора S и ротора R  с мини­
мальным зазором между ними, слу­
жащие для уменьшения магнитного 
сопротивления путей потока, благо­
даря чему увеличиваются потокосцеп­
ления при тех же токах.

Обмотка Ks  образует поле возбуж­
дения, обмотка ротора K r подключена 
к сети или сопротивлению нагрузки.

Если обмотки статора Ks  и ро­
тора K r обтекаются постоянными 

токами I s  и /# , потокосцепление обмотки ротора и энергия W  си­
стемы, соответственно, равны:

^ R  — M is ,

v a

Рис. 2.10

W +
Il r‘ r M l si R-

При вращении ротора индуктивности L s и LR обмоток статора и 
ротора, если пренебречь влиянием пазов, в которые уложены обмотки, 
остаются неизменными, а взаимоиндуктивность М между ними будет 
периодически меняться. Появляющийся в машине вращающий момент, 
равный производной энергии по углу а  поворота ротора,

ВР  ̂dCL const
_  . dM 
- I  s i  я -da -

а э. д. с. индукции в обмотке ротора

е =  - dt =  -  I s
dM
Ut

dM da 
s da dt

dM

da
где о  =  — угловая скорость вращения.

К ак видно из выражений для вращающего момента и э. д. с., они 
сохраняют постоянный знак только при сохранении знака производ-

" ^М гг , ,ной Для этого взаимоиндуктивность М  должна непрерывно моно­
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тонно изменяться, что физически невозможно. В машине рис. 2.10 
взаимоиндуктивность изменяется от нуля до максимального значения 
и от максимального значения до нуля дважды за один оборот ро­
тора. Чтобы знаки вращающего момента и э. д. с. при этом не меня­
лись, приходится применять переключение с помощью коммутатора, 
обычно выполняемого в виде коллектора. В машине рис. 2.10 он пред­
ставляет собой соединенные с концами обмотки ротора два контактных 
полукольца а, по которым скользят щетки Ь, приключенные к сети.

Коммутация должна происходить при перемене знака производной
т. е. при переходе взаимоиндуктивности через максимум в момент

совпадения осей обмоток статора и ротора. Как видно из выражений 
для вращающего момента и э. д. с., момент сохранит свой знак бла­
годаря одновременному изменению знака / R, а изменившая свой знак
э. д. с. оказывается переключенной и относительно зажимов сети также 
сохранит свой знак.

Работа такой машины не противоречит установленному выше поло­
жению о невозможности непрерывного преобразования энергии маг­
нитного поля в механическую в системе контуров с постоянными то­
ками, так как такая машина, питаясь постоянным током от внешнего 
источника, из-за коммутации представляет собой систему контуров 
с переменными токами.

В соответствии с принципом обратимости Ленца индуктивная 
машина может работать и генератором и двигателем, но независимо 
от режима работы в ней всегда возникают вращающий момент и э. д. с. 
индукции.

В генераторе используется э. д. с. машины, вызывающая при вклю­
чении нагрузки ток I R, который вместе с током / 5 создает вращающий 
момент. Этот момент в генераторе направлен против направления вра­
щения и его преодолевает первичный двигатель, вращающий генера­
тор. Отдаваемая первичным двигателем механическая энергия пре­
образуется генератором в электрическую энергию.

В электрическом двигателе, наоборот, используется вращающий 
момент, а э. д. с. машины преодолевается встречно направленным 
напряжением источника. Электрическая энергия, поступающая от 
источника, преобразуется в механическую работу.

Таким образом, индуктивная машина постоянного тока, независимо 
от того, работает ли она генератором или двигателем, без коммута­
ции неосуществима.

5. Сравнение индуктивной и емкостной машин

В любой — индуктивной или емкостной — идеальной 'электриче­
ской машине без потерь при работе в двигательном режиме энергия W,
запасенная в поле машины, полностью преобразуется в механическую  
работу за половину ее оборота. Тогда мощность машины

P = ^  =  2 nW ,
Т

где Т  — период вращения; п  — число оборотов в единицу времени.
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Это выражение из-за обратимости машин остается справедливым 
и для генераторного режима.

Обычно, сравнивая между собой емкостные и индуктивные машины, 
сопоставляют плотности энергии электрического и магнитного полей 
в зазоре машин, где сосредоточена основная доля энергии поля. 
В емкостной машине удается достичь напряженности поля свыше 
600 кв/см, что соответствует плотности энергии электрического поля

^ ° ¥ = 2.Г , . 'Г ю ■ =  к
Плотность энергии магнитного поля при индукции В — \ тл

в 25 раз превышает плотность энергии в емкостной машине. На этом 
основании делают вывод о преимуществе индуктивных машин над 
емкостными.

Однако нужно сравнивать не плотности энергии магнитного и 
электрических полей в зазоре машин, а отношения энергии, запа­
сенной в рабочем объеме машин, к объему всей машины.

В индуктивных машинах значительную часть их объема зани« 
мает ферромагнитный потокопровод, служащий для замыкания не­
прерывного магнитного потока. Поток же вектора смещения пре­
рывен, начинаясь и кончаясь на заряженных проводниках. Поэтому 
емкостная машина не имеет потокопровода, и рабочий объем между 
взаимодействующими поверхностями составляет значительную долю 
всего объема машины. Таким образом, даже при меньшей плотности 
энергии электрического поля емкостная машина может не уступать 
индуктивной по величине энергии и мощности, приходящихся на 
единицу полного объема машины.

В отличие от индуктивных машин, являющихся машинами от­
носительно невысокого напряжения и больших токов, емкостные 
машины — машины высокого напряжения (сотни и тысячи кило­
вольт) и малых токов.

Индуктивные машины широко применяются во всех отраслях 
техники. Емкостные машины, получившие сравнительно узкую об­
ласть применения, используются при исследовании атомного ядра, 
для окраски в электрическом поле, в электронно-ионной технике, 
для электросепарации и т. п.

§ 2.7. Проводник с током в магнитном поле

1. Сила, действующая на проводник с током в магнитном поле

Возникающие в системе контуров с токами силы нужно рассматри­
вать как результат взаимодействия провода с током с магнитным по­
лем других контуров. Это позволяет определить силы и в том случае, 
когда один из контуров в явном виде отсутствует, например в систе­
мах, содержащих постоянные магниты.
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Пусть элемент dl провода, представляющего часть замкнутого 
контура с током /  (рис. 2 . 1 1), находится в магнитном поле с индук­
цией В. Под действием возникающей силы df элемент занял новое поло­
жение, переместившись на величину dx.

Тогда механическая работа
d A  =  dfdx =  Id4? =  Id<S> — IB dS =  IB [dxd\\ =  Idx  [ЛИ], 

откуда сила, действующая на элемент длины dl провода с током,
di =  I [ d \B \ .

В соответствии с векторным произведением IdlB] направление силы 
связано с направлением тока (dl) и поля (В) правилом правого винта: 
вращение правого винта от тока к полю (по мень­
шему углу) дает направление силы, совпадающее с 
направлением поступательного движения винта.

Д ля провода длиной I

f =  /  $ [d\B\.

Если прямой провод длиной / находится в одно­
родном поле, образуя угол а с направлением поля,то

/ =  B Il  sin а,

а в частном случае прямого провода, перпендику­
лярного направлению поля,

f  =  B Il.

Следует помнить, что магнитное поле действует Рис. 2.11 
непосредственно на ток, а не на провод. Передача 
действия на проЕюд осуществляется за счет связи свободных элект­
ронов с веществом провода. Поэтому это выражение для силы сохра­
няется и в случае, когда ток существует без провода, как, например, 
ток переноса.

2. Прибор магнитоэлектрической системы

В приборе магнитоэлектрической системы (рис. 2.12, «) легкая 
рамка А ,  представляющая собой катушку из w  витков, находится 
в магнитном поле постоянного магнита М ,  снабженного полюсными 
наконечниками и сердечником из мягкой стали. При прохождении 
тока через рамку последняя поворачивается вместе с укрепленной на 
оси стрелкой С, конец которой перемещается по шкале. Противодей­
ствующий момент создается спиральными пружинами D, одновре­
менно служащими токоподводами в подвижную рамку. Д ля создания 
успокоения используется магнитоиндукционный принцип (см. п. 2  
§ 2.3): катушка прибора намотана на алюминиевый каркас, в котором 
во время поворота подвижной части магнитным полем магнита индук­
тируется ток, тормозящий движение.

Обычно в магнитоэлектрических приборах поле в воздушном зазоре 
радиально-однородно (рис. 2 . 1 2 , б): в любом месте в пределах рабочей 
части индукция равна В.
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В этом случае силы, действующие на рамку высотой I и шириной а,
f = w I B l

направлены всегда по касательной к окружности с диаметром а. 
Вращающий момент, действующий на рамку,

M 9V =  f a — w lB a l  =  k l

пропорционален току рамки. Следовательно, такой прибор при про­
тиводействующем моменте М пр =  kLa имеет равномерную шкалу.

О) к С / ^ T j T X  6)

g jb £

Рис. 2.12

Магнитоэлектрический прибор также может быть использован в каче­
стве амперметра или вольтметра.

Как видно из выражения для момента вращения, его знак зависит 
от направления тока в катушке. Поэтому на зажимах прибора пока­
зана его полярность, обеспечивающая отклонение подвижной части 
в нужную сторону.

§  2.8. Заряженная частица в магнитном поле

1. Сила, действующая на движущийся в магнитном поле заряд

Пусть заряд dq движется в магнитном поле индукции В  со скоро­
стью v  =  ^  в направлении оси х. Такой движущийся заряд эквива­

лентен току i = ~ ,  текущему в том же направлении. Н а элемент дли­
ной dx этого тока действует сила

d i  =  i [dxB] = ~  [dxB],

После введения dt  под знак векторного произведения и замены ^  

скоростью v получается выражение для с и л ы  Л о р е н ц а :

df =  dq  [vB],

действующей на движущийся в магнитном поле заряд. Эта сила на­
правлена перпендикулярно плоскости, в которой расположены век­
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торы v и В. Так как на заряд может воздействовать только элек­
трическое поле напряженностью Е, из сопоставления силы этого 
воздействия df == dqE с силой Лоренца di =  dq [vB] видно, что в 
движущемся проводнике возникает электрическое иоле напряжен­
ностью

Е =  [vB].

Из этого выражения видно, что на неподвижный (v =  0) заряд или 
заряд, движущийся вдоль магнитного поля, оно не действует, так 
как при этом Е == [vB] =  0.

Направление вектора Е определяется правилом правого винта: 
вращение винта от вектора скорости к вектору индукции дает напра­
вление электрического поля, совпадающее с направлением поступатель­
ного движения винта.

Следовательно, в проводнике возникает э. д. с.

e==^Erfl =   ̂ [vB] dl.

Это выражение является законом электромагнитной индукции 
в формулировке Фарадея.

В частном случае, широко используемом в технике, когда прямой 
провод движется в однородном магнитном иоле перпендикулярно 
полю и самому себе, э. д. с. в нем

e =  Blv.

2. Движение заряженной частицы в магнитном поле

Наряду с управлением движения заряженных частиц электриче­
ским полем в электронно-ионной технике — электронных осциллогра­
фах, в ускорителях частиц, используемых при исследовании атомного 
ядра, фотоэлектронных умножителях и т. п. применяется также 
управление магнитным полем.

Если в магнитном поле с индукцией В иод действием силы Лоренца 
движется заряженная частица с массой т и зарядом Q, то ее уравне­
ние движения имеет вид:

m g  =  /  =  QE =  Q[v, В].

Раскладывая вектор скорости на две составляющие: Уц, парал­
лельную вектору магнитной индукции, и и_|_, перпендикулярную В, 
и учитывая, что |уцВ] =  0, a [v^B] =  v±B,  можно получить из урав­
нения движения два уравнения:

dv и dv
m 4 t- =  °  и Qv±B — f.

Первое уравнение, решением которого является v\\ =  con‘t, описы­
вает равномерное движение частицы, параллельное направлению век­
тора магнитной индукции В.
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Из второго уравнения следует, что частица движется в плоскости, 
перпендикулярной В, с постоянным ускорением

dv
а =  -_±

dt т

направленным, как и сила f, перпендикулярно составляющей скоро­
сти v : . Как известно, такое движение есть равномерное движение по 
окружности, радиус которой

V2, m v , р __Х _____ X.
а ~~ QB ■

Таким образом, в однородном поле, когда величина и направление 
вектора магнитной индукции неизменны, заряженная частица дви­

жется по винтовой линии, располо­
женной по боковой поверхности пря­
мого кругового цилиндра радиуса R. 
Ось этого цилиндра совпадает по на­
правлению с вектором В.

В частном случае, когда — О, 
заряженная частица движется вдоль 
линии магнитной индукции — вдоль 
поля, причем последнее не оказывает 
никакого действия на движение час­
тицы.

В неоднородном магнитном поле 
при движении заряженной частицы 
в направлении возрастания поля си­
ловые линии будут сходящимися, и 

движение происходит по винтовой линии с уменьшающимся радиу­
сом (рис. 2.13). Вектор магнитной индукции В имеет, кроме про­
дольной В и, еще и поперечную составляющую Вг, направленную 
к оси винтовой линии.

Эта составляющая вектора магнитной индукции создает силу, 
равную Qvj B r и направленную против продольной составляющей ско­
рости 1>ц. Под действием этой силы уменьшается расстояние между 
соседними витками траектории — шаг винтовой линии. Если состав­
ляющая скорости, обусловленная действием этой силы, превысит 
величину и Ц, то частица, продолжая движение по винтовой линии, 
начнет двигаться в противоположном fif направлении с увеличением 
радиуса R  витков, сохраняя направление вращения.

Изучение движения заряженных частиц в магнитном поле пред­
ставляет также интерес для теории северных сияний, магнитных бурь, 
поведения космических частиц в магнитном поле Земли и образования 
радиационных поясов Земли.

Рис. 2.13



Ч А С Т Ь  В Т О Р А Я

ТЕОРИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ И МАГНИТНЫХ ЦЕПЕЙ ПРИ 
ПОСТОЯННОМ ТОКЕ

Г Л А В А  Т Р Е Т Ь Я  

РАСЧЕТ ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

§  3.1. Законы электрических цепей

Простая электрическая цепь состоит из источника и приемника 
электрической энергии. Если приемник представляет собой резистор, 
имеющий сопротивление R или проводимость G (рис. 3.1, а), то ток /  
и напряжение U источника связаны 
законом Ома: а)

l  =  ~  =  GU или U =  ~  =  R I .

Д ля расчета электрических цепей и 
необходимо учитывать направление 
токов и напряжений. Хотя в общем 
случае ток является движением элек- _ , 
трических зарядов разных знаков в 
противоположные стороны, у с л о - Рис. 3.1
в н ы м  п о л о ж и т е л ь н ы м  н а ­
п р а в л е н и е м  тока принято считать направление перемещения 
положительных зарядов, т. е. в приемнике — от положительного за­
жима источника к отрицательному. Если ток идет в противоположном 
направлении, он получает отрицательный знак.

В соответствии с равенством U =  R I  положительное направление 
напряжения совпадает с положительным направлением тока, для 
встречного направления тока напряжение также получает отрицатель­
ный знак. Если направление тока (напряжения) неизвестно, его при­
ходится выбирать произвольно и определять направление в резуль­
тате расчета по знаку тока (напряжения).

В дальнейшем в большинстве случаев для краткости условное 
положительное направление называется просто н а п р а в л е н и е м .

В цепи рис. 3.1, а источник расходует энергию, переходящую 
в сопротивлении в тепло; при этом мощность определяется законом 
Д жоуля — Ленца:

P ^ U l  = R I *  =  GU2.

В системе СИ единицей мощности является в -а  =  вт (ватт).
Примером приемников, преобразующих электрическую энергию 

в другие виды, может служить индуктивный электрический двига­
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тель. Как показано в п. 4 § 2.6, в двигателе возникает э. д. с. индукции «?0, 
направленная навстречу приложенному напряжению, а следовательно, 
и току; кроме того, двигатель имеет, очевидно, внутреннее сопротив­
ление R g. Такого рода приемник может быть представлен в виде схемы, 
показанной на рис. 3.1, б. Аналогичен случай зарядки аккумулятора, 
когда ток направлен против э. д. с. аккумулятора, за счет чего и про­
исходит превращение электрической энергии в химическую.

Таким образом, в этих случаях в цепи действует напряжение U 
источника и встречная э. д. с. <?0 приемника, и выражение для тока 
по закону Ома получает вид:

, U - ё  о

Однако такой приемник можно заменить эквивалентным сопротив­
лением. Так как напряжение UQ на участке цепи с э. д. с. <о0 по вели­
чине равно <э0 и направлено ей навстречу, т. е. U 0 =  — $ 0, эквива­
лентное сопротивление этого участка

п _  <$о Но— J ------- т .

Иногда расчет цепей упрощается, если произвести обратную за­
мену какого-либо сопротивления R 0, по которому проходит ток /  
эквивалентной э. д. с., равной, очевидно,

ё 0 =  - R aI =  - U 0.

Отрицательный знак указывает на то, что эквивалентная э. д. с. 
направлена навстречу току.

Сложная электрическая цепь и ее графическое изображение, назы­
ваемое с х е м о й ,  состоит из в е т в е й. Ветвью называется участок, 
по которому проходит один и тот же ток. Точки, в которых сходятся 
не менее трех ветвей, называются у з л а м и .  В сложной цепи и ее 
схеме всегда имеются несколько замкнутых к о н т у р о в ,  состоящих 
из разных ветвей.

Д л я любого узла на основе принципа непрерывности тока может  
быть написан п е р в ы й  з а к о н  К и р х г о ф а :

2 /* =  О,

т. е. алгебраическая сумма токов в ветвях, образующих узел, равна 
нулю. При этом токи, уходящие от узла, считаются положительными, 
а токи, приходящие к узлу — отрицательными (или наоборот). Напри­
мер, в параллельной цепи с одним источником (рис. 3.2) токи совпа­
дают по направлению с напряжением и для каждого из двух узлов 
цепи можно написать:

— /  -f- Ix -J- / 2 4" / 8 =  0 или / i  —)- /  2 — /  з =  / .
Деление этого равенства на общее для всех ветвей напряжение U 

дает:

Jj — ~й или ^1 +  ^2 +  ^а — б*
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Следовательно, проводимость всей цепи равна сумме проводимо­
стей параллельно соединенных приемников.

Если выразить напряжения на ветвях, образующих любой контур, 
через потенциалы ф узлов, к которым примыкают ветви, то сумма этих 
напряжений

и  ab  +  U Ъс +  • • • +  и  па =  (фа — ф4) -f- (ф4 — фс) -f~ • ■ • +  (фя — фп) =  0 .

Это и есть в т о р о й  з а к о н  К и р х г о ф а :

£ £ /*  =  0 ,
т. е. алгебраическая сумма напряжений на ветвях, образующих контур, 
равна нулю. При этом напряжения ветвей, у которых потенциал пер­
вого по направлению обхода узла выше, чем второго, считаются поло-

—r-C Z H -i
'  ! Ui I

О  О

Рис. 3.2 Рис. 3.3

жительными, остальные — отрицательными. Применяя это правило 
для последовательной цепи с одним источником и учитывая, что все 
напряжения совпадают по направлению с током, для указанного на 
рис. 3.3 направления обхода надо написать:

l / i  +  t/a +  ^a — ^  =  0 или Ux +  U 2 +  U 3 =  U.

Деление этого равенства на общий для всей цепи ток /  дает

Ч± +  иА  +  Ч± =  и. или я 1 +  я г +  я з =  я .

Следовательно, сопротивление всей цепи равно сумме сопротив­
лений последовательно соединенных приемников.

Основной задачей расчета электрической цепи является ее а н а ­
л и з ,  который обычно заключается в определении токов, напряжений 
и мощностей ветвей цепи по заданным их сопротивлениям или про­
водимостям и по заданным источникам электрической энергии. Эти 
задачи имеют однозначное решение, которое для линейных цепей 
может быть получено составлением и решением системы алгебраи­
ческих уравнений с учетом законов Кирхгофа, Ома и Д ж оуля— 
Ленца.

Второй важной задачей расчета цепей является с и н т е з ,  т. е. 
создание цепи с заданными свойствами.
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§  3.2. Источники напряжения и тока и их эквивалентность

В зависимости от принципа действия источники электрической 
энергии можно разделить на источники напряжения (э. д. с.) и источ­
ники тока. Так, например, химические источники электрической 
энергии основаны на возникновении разности потенциалов между 
различными электродами, помещенными в электролит. Эта разность 
потенциалов, наибольшая при разомкнутой цепи, т. е. при холостом 
ходе, и называется э. д. с. ё .  При нагрузке разность потенциалов 
становится меньше э. д. с. ё  из-за появления встречной э. д. с. по­
ляризации и падения напряжения во внутреннем сопротивлении и 
называется напряжением U.

-1 1 Г ----------- !

L____ J  Т _ ___ J

Рис. 3.4

©М] О

____J I_____ J

Рис. 3.5

Индуктивные генераторы основаны на возникновении э. д. с. 
индукции при изменении магнитного поля (см. п. 4§2.6). При нагрузке 
их напряжение U также становится меньше э. д. с. ё  холостого хода, 
в частности из-за падения напряжения во внутреннем сопротивлении.

Таким образом, эти источники являются и с т о ч н и к а м и  
н а п р я ж е н и я ;  при расчете цепей источники напряжения обычно 
заменяются эквивалентной схемой (рис. 3.4), состоящей из последо­
вательного соединения источника постоянной э. д. с. ё  и внутреннего 
сопротивления R B, величина которого учитывает все причины измене­
ния напряжения при нагрузке.

Как было принято, направление напряжения U совпадает с направ­
лением тока / во внешней цепи — от плюса к минусу, что может быть 
учтено индексом i  , т. е. U+. Тогда э. д. с. в источнике, также совпа­
дающая по направлению с током, но текущим в источнике от минуса 
к плюсу, должна быть обозначена £+ .  При холостом ходе

и х л ± = £ + .

При нагрузке можно применить закон Ома, сложив внешнее R  
и внутреннее R B сопротивления:

/ = - А _
1 R+Rb '

откуда
r i  =  u ± = £ + — r , i .
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Обычно это соотношение записывают без индексов:

U = S  — R J ,

но при этом следует помнить о противоположных положительных 
направлениях U и ё .

При внешних сопротивлениях R,  много больших, чем внутреннее 
сопротивление # В( # ! > Я В), напряжение U остается практически 
постоянным (U  я» <*?).при изменении R.

Емкостные генераторы основаны на возникновении тока при изме­
нении электрического поля (см. п. 3 § 2.3). При коротком замыкании они 
отдают во внешнюю цепь весь генерируемый ими внутренний ток J .

При нагрузке, т. е. включении сопротивления, появляется напря­
жение, и ток внешней цепи /  становится меньше J, в частности, из-за 
утечки через несовершенную изоляцию генератора.

Таким образом, этот источник электрической энергии является 
и с т о ч н и к о м  т о к а .  При расчете цепей он обычно заменяется 
эквивалентной схемой (рис. 3.5), состоящей из параллельного соеди­
нения источника постоянного внутреннего тока J  и внутренней про­
водимости G„, величина которой учитывает все причины изменения 
внешнего тока при нагрузке. Тогда напряжение U и ток I  в прово­
димости G нагрузки будут:

и = с Т ё .  " l = O U = J - O . U .

При проводимостях G нагрузки, много больших, чем внутренняя 
проводимость <jb (G >  GB), ток /  нагрузки остается практически неиз­
менным (/ sk J) при изменении G.

При расчете цепей принцип действия реальных источников элек­
трической энергии несуществен и источник напряжения может быть 
заменен источником тока, ему эквивалентным, т. е. таким, который не 
вызовет изменения напряжений и токов остальных участков цепи. 
Аналогично всякий источник тока может быть заменен эквивалентным 
ему источником напряжения. Такие замены в ряде случаев упрощают 
расчеты. Так как каждый из этих источников определяется двумя 
параметрами (см. рис. 3.4 и 3.5), условиями эквивалентности должны 
быть два равенства, например, равенство напряжений при холостом 
ходе Ux. * и токов при коротком замыкании / к 3:

и / « ^ = £ = -/ -
откуда

Таким образом, источник тока, эквивалентный источнику напря­
жения, должен генерировать ток, равный току короткого замыкания 
источника напряжения, и иметь параллельное внутреннее сопротив­
ление, равное последовательному внутреннему' сопротивлению источ­
ника напряжения. Положительное направление тока J выбирается 
таким, чтобы направление тока во внешней цепи осталось тем же.
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При равенстве полезных мощностей Р — UI,  отдаваемых экви­
валентными источниками во внешнюю цепь, полные мощности (т. е. 
вместе с потерями в их внутреннем сопротивлении) Р я источника 
напряжения и Р т источника тока

/> „= < ?/, P t =  J U  =  £ - R I  =  § - P h
Д в  Д в

и их к. п. д., равные отношению полезной мощности к полной их 
мощности,

Р Р Ra Р R*
— р н , ^Т — рт -  R ■ р я -  R Т]н

в общем случае не равны между собой. К. п. д. riH >  Лт при R  >  R v, 
а "Пт >  Т1н при R <i R B и лишь при R  =  R e полные мощности и к. п. д. 
эквивалентных источников становятся одинаковыми.

§  3.3. Линия передачи и работа источника 
на нагружу

В качестве первой, наиболее простой задачи на расчет цепи прак­
тический интерес представляет исследование передачи энергии по­
стоянным током (рис. 3.6, а) от источника с постоянным напряжением

Uj через постоянное сопротив­
ление R 0 обоих проводов линии 
к переменному сопротивлению 
R 2 нагрузки. Если пренебречь 
током утечки между проводами 
линии через несовершенную изо­
ляцию, то ток цепи

/ Ut
R i+ ^ о '

r ? max

По мере уменьшения R 2 ток 
I будет расти от нуля при хо­
лостом ходе (R 2 =  оо) до мак-

/ Uiсимального значения i s 3= i rКо
при коротком замыкании (/?2= 0). 
В дальнейшем ток /  принят за 
независимую переменную и от- 

Рис. 3.6 ложен по оси абсцисс графика
рис. 3.6, б.

Напряжение на сопротивлении R a линии, часто называемое паде­
нием напряжения в линии и равное £/„ =  / У , раСТСТ ЛИНеЙНО С ТОКОМ 
от нуля (холостой ход) до и х (короткое замыкание).

Напряжение на приемнике

i + Ro
R*

вв



при холостом ходе равно £/,; с уменьшением R 2 напряжение Ut  тоже 
уменьшается до нуля при коротком замыкании. График изменения 
U 0 и U2 представляет собой прямую, причем U 2 отсчитывается от оси 
абсцисс, a U 0 — от горизонтали U х =  const.

Мощность, отдаваемая источником энергии в цепь,

Px =  V J
растет пропорционально току.

Мощность, расходуемая в линии (потери),

P 0 =  U0I =  R 0I 2

возрастает пропорционально квадрату тока и при коротком замыкании 
становится равной мощности источника.

Мощность, потребляемая приемником (полезная мощность),
Я1 = { / а/ = Я 1 _ Р 0 =  У1/ _ / ? в/»

равна нулю при холостом ходе ( / =  0 ) и при коротком замыкании 
(U 2 =  0). Из исследования Р 2 (/) на максимум:

§ ? = t / 1 - 2 /?0/  =  0

вытекает, что Р 2 имеет максимум при /  =  Ш-, т. е. при / ? 2 =  R 0.-̂f\Q
Следовательно, при равенстве сопротивлений приемника R % и линии 
До полезная мощность получает максимальное значение:

р _ р /» _W _ Щ
2 тлх (2 R„)z 4Ro'

Зависимости Pi(I), Ро(!) и P-i ( 0  также приведены на рис. 3.6, б.
К- п. д. ri электропередачи равен отношению полезной мощности 

к мощности источника:
n _ P » - 4 l L - 4 l
Т| XV “  щ  ■

Он равен нулю при коротком замыкании и изменяется, как и t /2, 
по линейному закону, стремясь к единице при холостом ходе. При 
передаче максимальной мощности к. п. д. равен 0,5; при этом напря­
жение приемника равно половине напряжения источника.

Из рис. 3.6, б  видно, что мощность Р 2 <  Р 2тах может быть передана 
при двух режимах, отмеченных одним и двумя штрихами, причем в пер­
вом режиме к. п. д. и напряжение на приемнике будут больше, а ток — 
меньше, чем во втором. Следовательно, из всех физически возможных 
режимов работы технически целесообразными будут режимы в левой 
части графика до Р гты при ^ 3 = 0,5.

Режим передачи максимальной мощности применяется в маломощ­
ных линиях связи, так как там низкий к. п. д. роли не играет.

Передача больших мощностей осуществляется при высоких зна­
чениях к. п. д., причем величина оптимального к. п. д ., а следова­
тельно, потерь определяется экономическими расчетами. При этом 
допустимые потери Р 0 выражаются в долях полезной мощности P t :

Ро =  kP b
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где коэффициент потерь k равен 2ч-10%. При передаче мощности 
А, на расстояние I (длина проводов 21) при напряжении U 2 и, следо-

Из этого выражения видно преимущество высокого напряжения: 
при той же передаваемой мощности сечение провода обратно пропор­
ционально квадрату напряжения. Однако с рестом напряжения уве­
личивается стоимость изоляции линии. На практике применяют тем 
большее напряжение, чем больше передаваемая мощность Р 2 и даль­
ность передачи I.

Потери в проводах превращаются в тепло и повышают их темпера­
туру. В нормах для всех типов и стандартных сечений проводов 
указан максимально допустимый ток по условиям нагрева. Поэтому 
полученное по расчету сечение, округленное до ближайшего стандарт­
ного, может быть применено лишь в том случае, когда допустимый 
для него ток равен или больше тока линии; в противном случае при­
ходится выбирать большее сечение.

Первая передача электрической энергии постоянным током была 
осуществлена Ф. А. Пироцким в Петербурге в 1874 г. от генератора 
6 л. с. на расстояние 200 м. В 1880 г. Д. А. Лачинов в статье «Электро­
механическая работа» показал, что при больших расстояниях можно 
сохранить высокий к. п. д. передачи, если увеличить напряжение. 
В 1882 г. Депре построил линию передачи от гидроэлектростанции 
в Мисбахе до Мюнхена длиной 57 км при напряжении около 1000 в, 
с полезной мощностью 0,25 л. с. и к. п. д. 60%.

В последующие годы линии постоянного тока получили распро­
странение только для передачи небольших мощностей на малые рас­
стояния; для дальних и мощных электропередач стал широко приме­
няться переменный ток, позволяющий весьма просто в начале линии 
повышать, а в конце понижать напряжение с помощью трансформа­
торов. В некоторых случаях мощных передач оказалась целесообраз­
ной также передача энергии постоянным током, но при сверхвысоком 
напряжении. В СССР уже ряд лет работает электропередача постоян­
ным током из Волгограда в Донбасс мощностью 720 000 кет при 
напряжении 800 кв.

Полученные выводы можно перенести на задачу о работе источника 
напряжения (см. рис. 3.4.) на переменную нагрузку, заменив напря­
жение и х на э. д. с. ё  источника, сопротивление R 0 линии на внутрен­
нее сопротивление R B источника и обозначив переменную нагрузку R 2 
через R . Следовательно, источник будет отдавать приемнику макси­
мальную мощность при R  =  /?„, но при этом такая же мощность будет 
расходоваться внутри источника. Обычно источники напряжения 
работают в более экономичном режиме, когда сопротивление нагрузки 
в несколько раз превышает внутреннее сопротивление источника.

Ргвательно, токе l 2 — jj-  эти потери

откуда определяется необходимое сечение проводов
.. 2 р1Р2
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§  3.4. Расчет цепей методами преобразования 
и пропорционального пересчета

М е т о д  п р е о б р а з о в а н и я  заключается в замене участков 
цепи более простыми, им эквивалентными, т. е. не вызывающими 
изменения напряжений и токов в остальной части цепи.

При расчете цепи со смешанным, т. е. параллельно-последователь­
ным соединением приемников, питаемой одним источником (например, 
рис. 3.7, а) группа приемников, соединенных параллельно, заменяется

одним, им эквивалентным (рис. 3.7, б), 
! - У _ ! с проводимостью

G12 =  G i-\-G 2-
Группа приемников, соединенных 

I

Рис. 3.7 Рис. 3.8

последовательно, заменяется одним, им эквивалентным (рис. 3.7, в), 

с сопротивлением R =  Ry, +  R3, где = Oij
После замены всей цепи одним приемником определяется его ток /  

при заданном напряжении или напряжение при заданном токе. 
Затем схема постепенно разворачивается в первоначальную цепь 
с попутным определением напряжений и токов отдельных приемников:

U i 2 =  R i 2l> U 3 — R 3 1, I \  — GiU\2 , / 2 =  G2t / 12.

Эту же задачу можно решить м е т о д о м  п р о п о р ц и о ­
н а л ь н о г о  п е р е с ч е т а ,  задавшись током в одной из парал­
лельных ветвей, что позволит определить напряжения и токи всех 
ветвей и напряжение всей цепи U ', отличное от заданного напряже­
ния U. Так как в линейной цепи токи пропорциональны напряжениям, 
для получения правильного результата надо полученные значения 
умножить на U/U'.

Методы преобразования и пропорционального пересчета приме­
нимы для некоторых цепей, не являющихся сочетанием последова­
тельных и параллельных соединений. Их схемы состоят из гак назы­
ваемых т р е у г о л ь н и к о в  (рис. 3.8, а) и трехлучевых з в е з д  
(рис. 3.8, б). Примером может служить неуравновешенный мост 
(рис. 3.9, а). Контуры I-2-3-1 и 2-3-4-2 этой цепи, состоящие из трех
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ветвей, являются треугольниками, узлы 2  и 3 — н у л е в ы м и  
т о ч к а м и  звезд. Расчет такой цепи можно свести к задаче на сме­
шанное соединение, если заменить один из треугольников эквивалент­
ной ему звездой или одну из звезд эквивалентным ей треугольником. 
Так, треугольник RnRzaRai заменен на рис. 3.9, б  звездой RxR^Rg, 
звезда R n R ^ R ^  — треугольником R'uRi3R'3i на рис. 3.9, в. Получив­
шиеся цепи являются уже сочетанием последовательно-параллельных 
соединений и решаются указанными выше путями; затем совершается 
обратный переход к исходной цепи.

Д ля эквивалентности треугольника и звезды (см. рис. 3.8) необхо­
димо и достаточно, чтобы результирующее сопротивление между

Рис. 3.9

каждой парой точек при отключенной третьей точке у обецх цепей 
было одинаковым. Так, для точек / ,  2 при отключенной точке 3

п  I п  . _ ' fii2 +  Я31) /0 , ч
+  — ------- i----- =  fcu + f iM+ * W  (ЗЛ)

Кц Rta +  Rai

Аналогичные уравнения для точек 2, 3 и 3, 1 можно написать, 
пользуясь круговой перестановкой индексов 1 , 2 , 3:

п  I п  _ (̂ 31 +  ̂ 12) . /о
« •  +  « * *  R lt +  R „  +  R n ’ '  )

d i d  _ Ид / qR9 +  Rl — Ru +  Rn +  Rn - (d -3)

Складывая уравнения (3.1) и (3.3) и вычитая (3.2), можно получить 
переходные формулы от треугольника к звезде:

Г >  ____ _________ # 1 2 ^ 8 1 ______

1  ^ 1 2  +  ^ 2 3 + ^ 3 1

и далее по круговой перестановке

Г >  _____________ R 2 3 R 1 2  п  ____  ^ 3 1 ^ 2 3

^ ? 1 2  +  ^ 2 3  +  ^ 3 1  ’  ®  $ 1 2  +  ^ 2 8  +  ^ ? 3 1  '
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Д ля вычисления переходных формул от звезды к треугольнику 
удобно мысленно замкнуть у обеих цепей две одноименные пары точек 
и приравнять проводимости между этой общей точкой и третьей точкой. 
Так, между точкой 2, 3 и тйчкой 1 проводимости (рис. 3.10)

^12  +  б 31 = _1_
О,

1
G2+ G 3

Qi (G2+  Оз) 
^ 1  +  G a  +  G3

и далее по круговой перестановке индексов

<32 (G3 +  G1)
^28 +  ^ 12: 

G31 + G 23 =

O1 +  G2 +  G3 ’

G* ( G i  ~ Н  G 2 )

G i  +  G 2  +  G 3

(3.1')

(3.2')

(3.3')

Решая аналогично предыдущему уравнения (З.Г), (3.2'), (3.3'), 
можно получить переходную 
формулу

' 12-
<jiGa

Gi +  Gj +  Gs ’

и далее по круговой переста­
новке

G 2 G 3G,23 -
И

G31 ■

G 1  +  G j  +  G 3  

G3G1
G i  +  G 2  +  G 3  "

Д а в а я  о б щ у ю  о ц е н к у  м е т о - Рис. 3.10
дам преобразования и пропор­
ционального пересчета в изложенном виде, можно указать на их 
простоту, однако их применение ограничено цепями с одним источ­
ником энергии.

§  3.6. Расчет цепей по законам Кирхгофа

1. Две формы записи законов Кирхгофа

В § 3.1 были даны оба закона Кирхгофа: первый — для узлов и 
втброй — для контуров в следующей симметричной форме записи:

Z / *  =  Q, 2£/* =  о,

т. е. алгебраическая сумма токов т. е. алгебраическая сумма на- 
в ветвях, сходящихся в узле, равна пряжений на ветвях, входящих 
нулю. в контур, равна нулю.



Если между узлами цепи параллельно включены источник тока и 
приемник (рис. 3.11, а), можно объединить внутреннюю проводимость 
GB с внешней G

GB +  G' =  G.

Если в ветви последовательно включены источник напряжения и
приемник (рис. 3.11, б), можно 
объединить внутреннее сопротив­
ление R B с внешним R':

R B +  R ’ =  R.

Тогда для тока /  в выходной 
ветви рис. 3.11, а и напряжения 
U на ветви рис. 3.11, б  можно 
написать:
I =  J — GU, U =  i - R I .

Эти равенства следует понимать 
алгебраически: знак минус сохра­
няется, когда источники отдают 
энергию, т. е. когда при выбран­
ных направлениях напряжений и 
токов и обходе контура J, G 
(рис. 3.11, а) совпадают действи­

тельные направления J  и U, а на рис. 3.11, б  совпадают направле­
ния <3 и / .

Подставляя эти соотношения в первую форму записи законов 
Кирхгофа, можно получить вторую симметричную форму их записи:

£  Jk =  H GkU k,

т. е. алгебраическая сумма вну­
тренних токов источников тока 
в ветвях, сходящихся в узле, равна 
алгебраической сумме токов в 
проводимостях остальных ветвей 
этого узла.

2 #k =  I iR kIk ,

т. е. алгебраическая сумма э. д. с. 
источников напряжения, входя­
щих в контур, равна алгебраи­
ческой сумме напряжений на со­
противлениях ветвей этого кон­
тура.

Так как обычно источники электрической энергии задаются в виде 
источников напряжения, первый закон Кирхгофа записывается в пер­
вой форме, а второй — во второй, и система этих уравнений получает 
следующий несимметричный вид:

2 /*  =  0 , | =

2. Составление уравнений по законам Кирхгофа

Обычно заданными являются величины и направления всех э. д. с. 
источников напряжения и внутренних токов источников тока и зна­
чения всех внутренних и внешних сопротивлений или проводимостей 
цепи, а определяют токи и по ним — напряжения ветвей. Поэтому 
чисЛо неизвестных равно числу р  ветвей схемы и, следовательно,

72



столько же независимых уравнений нужно составить по первому и 
второму законам Кирхгофа.

Так как при составлении уравнений необходимо учесть направле­
ния всех токов, направлениями токов следует задаться. Применяя 
первый закон в первой форме записи, токи, приходящие к узлу и 
уходящие от него, следует брать с разными знаками. Применяя второй 
закон во второй форме записи, э. д. с. и токи, направления которых 
совпадают с произвольно выбранным направлением обхода контура, 
следует считать имеющими положительный знак, остальные — отри­
цательный, или наоборот.

Уравнения, составленные по первому закону Кирхгофа для цепи 
с q узлами, будут независимыми лишь для q — 1 узлов, так как урав­
нение для последнего узла q является 
следствием предыдущих. Следователь­
но, по второму закону Кирхгофа надо 
составить р — (q— 1) =  р — q +  1 
независимых уравнений.

В большинстве случаев можно 
изобразить цепь на плоскости так, 
чтобы она была сочетанием э л е ­
м е н т а р н ы х  к о н т у р о в ,  не 
содержащих внутренних ветвей (рис.
3.12). Уравнения, составленные для 
элементарных контуров, будут, оче­
видно, независимыми, а их число 
равно необходимому (доказывается в топологии — разделе геометрии).

Уравнение для какого-либо другого контура будет, очевидно, 
следствием уравнений для элементарных контуров, охватываемых 
этим неэлементарным контуром. Поэтому выбор элементарных кон­
туров для составления уравнений по второму закону Кирхгофа гаран­
тирует от ошибок, возможных при использовании произвольных кон­
туров цепи.

Например, для цепи рис. 3.12, имеющей р =  6  ветвей, q =  3 узла 
и р  — <7 4 - 1 = 4  элементарных контура, при указанных на схеме 
направлениях э. д. с., токов и обхода элементарных контуров, неза­
висимые уравнения, составленные по первому и второму законам 
Кирхгофа, имеют вид:

Л — ^2 — ^з~Мв =  0 >
— /г +  / 2 — / 4 — / а =  0 ,

=  ̂ i / i
^2 =  ~  R-2̂ 2 4" R 3 1 3 R 4 1 4'

$ 3 — R 3I 3 Кв^в’
0  =  i? 4/ 4 Я Л -

Решая систему уравнений любым известным из алгебры способом, 
находят все неизвестные токи ветвей. Отрицательный знак указывает 
на то, что действительное направление тока обратно выбранному.
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После определения токов по закону Ома вычисляются напряжения, 
а по закону Д ж оуля—Ленца находят мощности.

Достоинством рассмотренного метода является его общность, 
а недостатком — громоздкость решения системы, состоящей из боль­
шого числа уравнений. Поэтому кроме непосредственного использо­
вания уравнений по законам Кирхгофа применяются основанные на 
них излагаемые далее методы расчета сложных цепей, упрощающие 
их схемы (методы наложения и эквивалентного источника энергии) 
и методы, уменьшающие число неизвестных (методы контурных токов 
и узловых напряжений).

§  3.6. Метод наложения

Если для узлов и контуров любой электрической цепи, содержащей 
источники напряжения с э. д. с. ё и <#2, ..., написать уравнения по 
законам Кирхгофа:

Л -Ь^2 +  -- - =  0> R if  1 +  R%f 2 +  ■ • - =  +  ^2 +  • • •»
получается система линейных уравнений, из которой ток каждой ветви 
определяется однозначно.

Если поочередно предположить, что в цепи существует только 
э. д. с. ё х, а остальные равны нулю, затем — только э. д. с. <f2 и т. д., 
можно для каждой э. д. с. вычислить соответствующие ей токи ветвей, 
составив уравнения по законам Кирхгофа при тех же направлениях 
э. д. с. и токов:

/ ; + / ; + • - = о ,  / ? + / ; + . - = о , . . . ,
а д + а д +■ ■ ■ = * i ,  а д + а д ........

Сложение почленно этих уравнений

(^1 +  +•■■) +  (/а +  /а +•■■) +  ■• - =  0 ,
^ 1 (Л  +  ^ 1 + ---)  +  ^ 2 ( / 2 + ^ 2 + - - - ) + - - - == <̂1 +  <̂>2 + - - ‘

даст систему, которая также имеет единственное решение для всех 
неизвестных (1[ +  1[ +  ...), ( / j  +  +  ...) и т. д. Из сравнения 
исходных и только что полученных уравнений, имеющих одинаковые 
коэффициенты и правые части, видно, что решения обеих систем 
должны совпадать и, следовательно,

/1 =  1 \ + 1 \ + . . . ,  / 2 = +  • • • >

т. е. ток каждой ветви цепи равен алгебраической сумме токов этой 
ветви, протекающих под действием каждой э. д. с. в отдельности. 
Это частный случай известного принципа наложения.

На принципе наложения основан м е т о д  н а л о ж е н и я .  Он 
состоит в определении и последующем суммировании, т. е. наложении, 
токов ветвей от каждой э. д. с. в отдельности. При этом остальные 
э. д. с. приравниваются нулю, т. е. нужно мысленно их удалить и 
представить замкнутыми накоротко каждую пару тех точек цепи, 
между которыми действуют эти э. д. с. (например, точки а и b на
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рис. 3.11, 6 ). Тогда от этий Источников в цепй остаются только их 
внутренние сопротивления.

Напряжение на каком-либо участке цепи с сопротивлением R

U =  R l =  R ( r  +  I " + . . . )  =  R I ' +  R I "  +  ... =  U ' +  U "  + ...,

т. е. напряжение на участке цепи равно алгебраической сумме напря­
жений для каждой составляющей тока. Следовательно, и при опре­
делении напряжений может быть применен метод наложения.

Суммируя токи от отдельных групп э. д. с., можно прийти к заклю ­
чению, что метод наложения справедлив также и для токов и для напря­
жений от отдельных групп э. д. с., на которые можно произвольно 
разбить все э. д. с., действующие в цепи.

о) 5) в)

4 U " Ь ;  '

Г) ( г г  ,
m

Т  г
Гг* © » • к 1 О г  С

П *" L П [ W

Рис. 3.13

Метод наложения целесообразно применять в том случ:ае, если, 
приравнивая нулю все э. д. с., кроме одной (или их группы), упро­
щают цепь. Например, для цепи рис. 3.13, а при =  0 или S х =  О 
получаются, соответственно, параллельно-последовательные цепи 
рис. 3.13, б  и в, легко рассчитываемые методом преобразования. При 
этом действительное направление составляющих токов определяется 
направлением э. д. с. и, выбирая произвольно направления резуль­
тирующих токов, при наложении следует совпадающие с ними по 
знаку составляющие брать положительными, и наоборот. Так, для 
направлений токов, указанных на рис. 3.13, а — в,

/1  — Л --Л> 1 2 ~ ---  И ^3 =  ^ 3 +  Л-
Принцип наложения, как видно из его доказательства, основан на 

линейном характере уравнений по законам Ома и Кирхгофа при 
постоянстве коэффициентов уравнений, т. е. сопротивлений цепи.

Очевидно, что принцип наложения справедлив и для случая, 
когда источниками энергии являются источники тока. Применяя 
метод наложения в этом случае и считая, например, несуществующим 
источник в какой-либо ветви, т. е. принимая его внутренний ток 
J =  0, следует представить себе цепь этого тока разомкнутой; тогда 
от источника тока в цепи остается только его внутренняя проводи­
мость GB.

Необходимо отметить, что наложение неприменимо для мощностей, 
так как они являются квадратичными функциями токов и напряжений.
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§  3.7. Метод взаимности

Пусть в первую ветвь Т-образной схемы, состоящей из трех разных 
сопротивлений R u R it R 3> соединенных звездой (рис. 3.14, а), вклю­
чена э. д. с. ё ,  а выходные зажимы замкнуты (рис. 3.14, б).

Направление токов всех ветвей определяется направлением 
э. д. с. ё .

Ток IL распределится между параллельно соединенными второй 
и третьей ветвями обратно пропорционально их сопротивлениям. 
Тогда ток во второй ветви

j __ Ra 1 __ Rs _____^ _______________ __________
2 +  1 +  R̂ Ra +  +/?г) Ra"

- Если поменять местами индексы 1 и 2, очевидно, получится значение 
тока 1 [ в первой ветви при таком переносе э. д. с. ё  во вторую ветвь, 
чтобы ее направление совпало с направлением тока Ii (рис. 3.14, в).

а) 5) в)

. Рис. 3.14

Выражение / 2 симметрично относительно этих индексов, поэтому 
1 \ =  /*■

Как будет показано (см. § 9.3), Т-образная схема эквивалентна 
любой сложной цепи, не содержащей источников энергии и имеющей 
две пары зажимов. Следовательно, установленный п р и н ц и п  
в з а и м н о с т и  для ' Т-образной схемы имеет самый общий 
характер и может быть сформулирован следующим образом: если 
9. д. с. ё ,  действуя в любой ветви сколь угодно сложной цепи, не содер­
жащей других э. д. с., вызывает в другой ветви ток 1 , то перенесенная 
в нее та же э. д. с. вызовет в первой ветви такой же ток 1. Принцип 
взаимности был установлен Кирхгофом.

На принципе взаимности основан м е т о д  в з а и м н о с т и .  Этот 
метод удобно применять для расчета цепей с одной э. д. с., когда ее 
перенос упрощает цепь. Пусть, например, в неуравновешенном мосте 
рис. 3.15, а требуется определить ток в диагонали R, причем источник 
напряжения не имеет внутреннего сопротивления. Направление токов 
во всех четырех сторонах моста определяется направлением э. д. с. 
ё ,  направление тока I в диагонали выбрано произвольно. Перенос 
э. д. с. ё  в эту диагональ (рис. 3.15, б) превращает сложную цепь 
в схему с последовательно-параллельным соединением сопротивлений. 
Так как в цепи рис. 3.15, а направление э. Д. с. и тока в ветви источ­
ника совпадают, направление э. д. с., перенесенной в диагональ,
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должно также совпадать с выбранным направлением тока /  в диаго­
нали (см. рис. 3.15, б). Тогда ток в ветви, где раньше был источник, 
по величине и знаку равен искомому току /  в диагонали.

§ 3.8. Метод эквивалентного источника анергии

Этот метод применяется для определения тока (или напряжения) 
в сопротивлении (проводимости) одной ветви сложной цепи, Если эта 
ветвь содержит источники энергии, их следует считать принадлежа­
щими к остальной части сложной цепи.

Ветвь, не содержащая источников энергии, называется п а с ­
с и в н ы м  д в у х п о л ю с н и к о м ,  так как она включается в цепь 
с помощью двух зажимов. Цепь без этой ветви, условно"" показанная

ч) 5) 3) е)

на рис. 3.16, а прямоугольником А, имеет также два зажима и из-за 
наличия источников носит название а к т и в н о г о  д в у х п о ­
л ю с н и к а .

Д ля обоснования метода сопротивление R  исследуемой ветви, 
согласно § 3.1, заменяется эквивалентной э. д. с. §  =  — R I =  — U 
(рис. 3.16, б), где I и U  — искомые ток и напряжение, совпадающие 
по направлению, после чего применяется метод наложения в два этапа. 
Сначала принимаются в расчет все источники энергии активного 
двухполюсника, а э. д. с. $  замыкается накоротко (рис. 3.16, в). 
Тогда ток / '  ветви равен, очевидно, току / к-в короткого замыкания 
активного двухполюсника, и совпадает , по направлению с током /. 
Затем учитывается только э. д. с. при этом в источниках напря­
жения, включенных в активный двухполюсник, замыкаются накоротко 
э. д. с., а в источниках тока —  размыкаются цепи нх внутренних
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токов (§ 3.6). Активный двухполюсник превращается в пассивный П 
(рис. 3.16, г). Он содержит только внутренние сопротивления источ­
ников и все остальные сопротивления своих ветвей. Пусть эквивалент­
ная проводимость этого двухполюсника относительно его зажимов 
равна GB. Тогда ток ветви для второго этапа, если считать его направ­
ление совпадающим с / ' ,  равен

Действительный ток исследуемой ветви с проводимостью G =  

равен алгебраической сумме токов обоих этапов:

Из аналогии этой формулы с выражением для напряжения источ­
ника тока (см. § 3.2) видно, что активный двухполюсник эквивалентен 
источнику тока (см. рис. 3.5) с внутренним током J , равным току / к 3 
короткого замыкания двухполюсника, и с внутренней проводимостью 
GB, равной проводимости этого же двухполюсника, но без источников 
энергии.

Из выражения (3.4) следует, что при холостом ходе, т. е. при 
G =  0, напряжение на выходных зажимах двухполюсника будет:

Из аналогии этой формулы с выражением для тока источника 
напряжения видно, что активный двухполюсник эквивалентен также 
источнику напряжения (см. рис. 3.4) с э. д. с., равной напряжению 
Ux. х на зажимах разомкнутого двухполюсника (рис. 3.16, д), и внутрен­
ним сопротивлением, равным сопротивлению этого же двухполюсника, 
но без источников энергии (рис. 3.16, е).

В замене сложной цепи со многими источниками энергии одним 
источником напряжения или тока и заключается м е т о д  э к в и ­
в а л е н т н о г о  и с т о ч н и к а  э н е р г и и .  Вместо обычного
расчета заданной цепи решаются две более простые задачи — опреде­
ление U *. х при разомкнутой или / к 3 при короткозамкнутой ветви, 
что упрощает цепь, и определение R B или G„ при отсутствии источников; 
затем найденные величины подставляются в выражения (3.4) или

l "  =  GB6  =  - G BU.

I = G U  =  r  +  I"  =  U ' , - G , U ,
откуда

(3.4)

Искомый ток

R  R ( G  +  GB) R_ R  +  R„

^  Rb

I k. з _ I к. 3 _ Ryfjs. 3в/ к» 3

ИЛИ

I Ux.x
~ R  +  R* • (3.5)

(3.5).
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Примером применения метода эквивалентного источника напря­
жения может служить задача определения тока /  в диагонали ab 
неуравновешенного моста; расчет упрощается при пренебрежении 
внутренним сопротивлением источника, питающего цепь; направление
э. д. с. и выбранные направления токов ветвей указаны на рис. 3.15, а.

Размыкание ветви ab для определения напряжения U x x (см. 
рис. 3.15, в) превращает сложную исходную цепь в последовательно­
параллельную, легко решаемую методом преобразования:

При замыкании накоротко зажимов c u d  для определения сопро­
тивления R B цепи между точками а и b (см. рис. 3.15, г) цепь превра­
щается в параллельно-последовательную, откуда

П  R  1^2 I ^ 3 ^ 4  

R 1 +  R 2 ^  R a + R i  •

Тогда искомый ток

(__^ ---------- \  ц
I _  U х. я __  \ R a- f-R j  R i - h R z J  

R B ~ h R  R i R i  I RaR4  I n  
R i  ~ R 2 R 3 ~ R i

Ток в диагонали будет отсутствовать, если выражение, стоящее 
в скобках, обратится в нуль. Отсюда вытекает у с л о в и е  р а в н о ­
в е с и я  м о с т а :

R1 R 4 — RiRs-

Решая эту же задачу методом эквивалентного источника тока, 
нужно мысленно осуществить короткое замыкание ветви аЬ\ это 
превращает цепь в параллельно-последовательную, и вычисление 
тока I «.а не представляет затруднений.

Методы эквивалентного источника напряжения или тока особенно 
удобны, если надо определить ток /  или напряжение U одной ветви 
при нескольких значениях ее сопротивления R  или проводимости О. 
Такая задача часто встречается в практике, так как нагрузка обычно 
бывает переменной. Тогда в формулах (3.4) и (3.5) изменяют лишь 
значения G и R , оставляя без изменения остальные вычисленные для 
этой цепи величины.

§  3.9. Метод контурных токов

Этот метод, предложенный Максвеллом, можно обосновать, пред­
полагая, что в ветвях цепи последовательно с приемниками включены 
источники напряжения (см. рис. 3.11, б). Примером может служить 
цепь рис. 3.17, рассчитанная в п. 2  § 3 .5  по законам Кирхгофа. Здесь 
внутренние сопротивления источников объединены с сопротивлениями 
приемников и произвольно заданы направления токов ветвей. Чтобы
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обобщить вывод на случай заданных источников тока, их надо заменить 
эквивалентными источниками напряжения.

Каждому независимому контуру приписывается произвольно на­
правленный к о н т у  р н ы й  т о к .  Д ля плоских схем удобно в ка­
честве независимых контуров взять элементарные контуры и придать 
всем контурным токам одно и то же направление, совпадающее с на­
правлением обхода, например по часовой стрелке. Д онтурны е токи, 
проходящие также по внешним ветвям, являются для этих ветвей 
реально существующими, например ток / А =  Д контура А.  Контур­

ные токи внутренних контуров, нап­
ример ток / в контура В, являются 
фиктивными величинами, введенными 
для удобства расчетов. Реальные токи 
внутренних ветвей можно найти как 
разность токов двух контуров, в ко­
торые входит эта ветвь; так как для 
рис. 3.17 выбранное направление 
тока / 2 ветви с совпадает с 1 А, то

/ 2 =  / д - / в .  (3.6)
Взятая по направлению обхода 

алгебраическая сумма всех э. д. с., 
входящих в контур, называется к о н т у р н о й  э. д. с., сумма всех 
сопротивлений контура называется к о н т у р н ы м  с о п р о т и в ­
л е н и е м .  Так, для контуров А и В контурные э. д. с. и сопротив­
ления, соответственно, имеют вид:

^ А ~ ^ \ -- ^2> ^ В ~ ^ 2 у R A =  R  1 +  ^2 И Я в = Д 2 +  /?3 +  Я4-
Сопротивление общей ветви двух контуров называется о б щ и м  

с о п р о т и в л е н и е м ,  например,

R a b  =  Я в а  =  $ 2 -

Тогда вместо уравнения по второму закону Кирхгофа для контура А

~  & г — ~Ь R t h
можно написать:

& а =  R i l  а ~*г а — Ib) — R aI a — R abIb•
В общем виде система уравнений для всех N  =  р  — q +  1 неза­

висимых контуров при их обходе в одном направлении получит вид:

R a I  а  —  R a b I b  —  • • • —  R a m I  n  =  $ А,

—  R b a I  л  +  R & I  в  —  ■ • •  —  R b n 1 n  =  $ b ,

— R n a I a — R n b I b~~- . . jt R n I n = $ n .

В этой системе уравнений члены с контурным сопротивлением 
входят с положительным знаком, члены с общим сопротивлением — 
с отрицательным. Если в каком-либо контуре нет источников э. д. с., 
в правую часть соответствующего уравнения надо подставить нуль;
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если два контура не имеют общей ветви, вместо соответствующего 
общего сопротивления надо также подставить нуль.

Таким образом, вместо системы из р уравнений по первому и 
второму законам Кирхгофа, по методу контурных токов составляется 
система из р — q +  1 уравнений только по второму закону Кирхгофа. 
Так, для цепи рис. 3.17 вместо шести .уравнений (двух по первому и 
четырех по второму законам Кирхгофа) по методу контурных токов 
составляется следующая система из четырех уравнений:

(Ri +  ^ 2) Iл  — R%Iв —
— R?.lа +  (Ri 4- Ri) f в — R3lc

— R J b +  (^з +  Re) l с — — * v
— R J b + (R t + Rh) I d  — 0.

r j d = K

После определения контурных токов находят действительные токи 
ветвей. Ток внешней ветви совпадает с соответствующим положитель­
ным контурным током и противоположен отрицательному. Ток внут­
ренней ветви, определяемый как разность контурных токов (см. 
формулу 3.6), совпадает с направлением большего контурного тока.

Приведенная выше общая система уравнений для контурных 
токов стандартна; поэтому без ее составления можно по схеме цепи 
сразу написать определитель системы уравнений и по нему найти 
контурные токи.

§ 3.10. Метод у8ловых напряжений

Этот метод, также предложенный Максвеллом, можно обосновать, 
предполагая, что меж ду узлами цепи включены источники тока парал­
лельно с приемниками (см. рис. 3.11, а). Примером может служить цепь 
рис.3.18; здесь внутренние прово­
димости источников объединены 
с проводимостями приемников.

По аналогии с методом кон­
турных токов вводятся новые 
понятия, что сделано далее на 
примере цепи рис. 3.18.

У з л о в о й  т о к ,  равный 
алгебраической сумме внутрен­
них токов источников тока в 
ветвях, сходящихся в узле:

J A — J  1 +  ^2 — J 3' J b = — J 1- Рис. 3.18

У з л о в а я  п р о в о д и м о с т ь ,  равная сумме проводимостей 
ветвей, сходящихся в этом узле:

GA = + G 2 -f- G3, Gg =  G i - \ - G i Jr G e.

О б щ а я  п р о в о д и м о с т ь ,  равная проводимости ветви, 
соединяющей два узла:

Gap =  g ba =  G1, Gac =  Gca =  G2.



У з л о в о е  н а п р я ж е н и е ,  например U a ,  равное напря­
жению между узлом А и одним из узлов, принятым за опорный.

Напряжение каждой ветви равно, очевидно, разности узловых 
напряжений узлов, к которым примыкает данная ветвь. Например, 
учитывая направления внутренних токов,
U i  =  U a b  =  U a  —  U в> U 2 = - U д с  =  и а  —  U c ,  U 3 =  U d a  — U d  —  U а - ( 3 - 7 )

Тогда для узла А вместо уравнения по первому закону Кирхгофа 
во второй форме, составленного в соответствии с правилом знаков 
(см. п. 1 § 3.5),

А  +  ^2 — J 3 =  G1U 1 +  Gi U 2 — G.JJ3
можно написать

Ja =  G1 (U a-  Uв) +  G2 (Uа -  Uс) -  G3 (UD -  UA) =
=  (Gi +  G2 +  G3) Ua — G-JJв —  G2Uq —  GsUd =

=  G a U  а  —  G a b U b  —  G a c ^ c  — G a d U d -

Так как один узел принимается за опорный, его узловое напря­
жение обращается в нуль.

В общем виде система уравнений для всех М =  q — 1 независимых 
узлов, т. е. для всех узлов, кроме опорного, получит вид:

G a U а  —  G a b U b  —  • • • —  G a m U m  —  J  а >

— G b a UЛ + GgUg — ... — G b mU m =  J b> /о о\

—  GmaUa —  GMBUB —  •. .-\-GmUm =  J m-

В эту систему уравнений члены с узловой проводимостью входят 
с положительным знаком, члены с общей проводимостью — с отри­
цательным. Если к какому-либо узлу не подключены источники тока, 
в правую часть соответствующего уравнения надо подставить нуль; 
если два узла не имеют общей ветви, вместо соответствующей общей 
проводимости надо также подставить нуль.

Таким образом, вместо системы из р уравнений по первому и вто­
рому законам Кирхгофа, по методу узловых напряжений составляется 
система из q — 1 уравнений только по первому закону Кирхгофа. 
Так, для цепи рис. 3.18 вместо шести уравнений для шести неиз­
вестных напряжений всех девяти ветвей по методу узловых напряж е­
ний составляется следующая система из трех уравнений (за опорный 
взят узел D):

(Gi +  G2 +  G3) Uа — G ^ g  — G.2Uc =  J i +  J 2 — J 3 ,
— Gi Ua +  (Gi -f- G4 -f- Ge) Ug — G^Uc = — J±,

— G-JJ a — G iU  в~\г (G 2 + G t + <j5) U c =  — </2-
Решая эту систему, находят узловые напряжения, затем из выра­

жений вида уравнений (3.7) — напряжения ветвей и из закона Ома — 
токи ветвей.
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Здесь, как и в методе контурных токов, по схеме цепи сразу может 
быть написан определитель системы уравнений и по нему вычислены 
узловые напряжения.

Уравнения, составленные методами контурных токов и узловых 
напряжений, аналогичны, но вместо напряжений в одних участвуют 
токи в других, и наоборот, а вместо сопротивлений — проводимости. 
Целесообразно применять метод, дающий меньшее число уравнений; 
так, при р  — q +  1 <  q — 1, т. е. при р  <  2  (q — 1), следует -при­
менить метод контурных токов, при р >  2  (q — 1) — метод узловых 
напряжений.

Вывод метода узловых напряжений был дан в предположении, 
что между узлами цепи включены источники тока параллельно с прием­
никами (см. рис. 3.11, а). Если же заданы источники напряжения, 
соединенные с приемниками последовательно (см. рис. 3.11, б), можно 
рассматривать каждую ветвь как источник напряжения с той же э. д. с.

(?, но с внутренним объединенным сопротивлением R =  R r +  R'. 
Этот источник напряжения может быть заменен эквивалентным ему

, ёисточником тока с внутренним током • ' = # -  и внутренней проводи­

мостью G =  (см. § 3.2).
Тогда уравнения системы для всех М =  q — 1 независимых 

узлов получают вид, аналогичный уравнению для узла А в системе 
(3.8):

G a U a  —  G a b U b  —  • ••  —  G a m P  м  —  У !  к,
А

где правая часть является алгебраической суммой произведений 
Gk @k для ветвей с источниками напряжения, сходящихся в узле А.

Особенно прост метод узловых напряжений для цепи с двумя 
узлами (рис. 3.19, а). В этом случае один из двух узлов, например В, 
будет опорным, члены с общими проводимостями отсутствуют и из 
системы уравнений останется одно:

GaUa — J a -
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Отсюда определяется узловое напряжение (оно же — напряжение 
всех ветвей)

и  — { л . — ^ Jk
U a  Ga S Gk •

а по нему — токи ветвей.
Если выразить все внутренние токи J k источников тока через 

внутренние э. д. с. i k эквивалентных источников напряжения:

Jk — Gk$k,
получится узловое напряжение для схемы рис. 3.19, б:

U , £ Gkfik
£G* ’

после чего могут быть определены токи ветвей

h  =  Gh { # k - U . 4).

Г Л А В А  Ч Е Т В Е Р Т А Я  

РАСЧЕТ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

§  4.1. Основные сведения

Законы Кирхгофа в первой форме записи ( 2 1к — 0 для узлов и 
=  О для контуров) могут быть использованы и для расчета 

нелинейных цепей. Аналитический расчё*г возможен на основе ана­
литически выраженных зависимостей V  (/). Связь между током и 
напряжением в некоторых случаях выводится теоретически, например 
зависимость /  =  a U */2 в электронной лампе (см. § 23.3), или является 
аналитической аппроксимацией экспериментально полученных вольт- 
амперных характеристик. Трудность получения аналитических зави­
симостей заставляет широко применять графические методы расчета.

§  4.2. Приведение нелинейных цепей к линейным

Такое приведение можно сделать, если нелинейные элементы цепи 
работают в узком диапазоне напряжений и токов, где соответствующие

участки вольтамперных характеристик 
близки к прямым. Пусть это, например, 
имеет место для участков ab и cd харак­
теристик /  и 2 (рис. 4.1) нелинейных резис­
торов и / ? 2 цепи рис. 4.2, а. Так как 
продолжения этих прямых составляют с 
осью токов углы и р.2 и пересекают 
ось напряжений в точках U 01 и — Uoi, 
уравнения прямых получают следующий 
вид:

— 0 Q1-\- k — У а1 +  1, 

u t =  u 0i -f-k tg  -j- Rui%t
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где # д1 и # д2 — дифференциальные сопротивления этих резисторов, 
имеющие постоянные значения на участках ab и cd; k — масштабный 
коэффициент.

Следовательно, каждый такой нелинейный элемент может быть 
представлен в виде эквивалентной схемы, состоящей из последова­
тельного соединения — резисторов / ? л1 или R n  и источника напря­
жения UQi или — U аЪ включенного навстречу внешнему напряжению,

Рис. 4.2

так как последнее должно преодолеть напряжение этого источника. 
В результате нелинейная цепь рис. 4.2, а  заменяется линейной цепью 
рис. 4.2, б. Так как при принятом положительном направлении 
напряжение U 02 второго источника отрицательно, его направление 
совпадает с напряжением U всей цепи. Полученная цепь рис. 4.2, б  
рассчитывается обычными методами. Решение будет правильным 
только в том случае, если токи / х и / г не выйдут за пределы участков 
ab и cd (см. рис. 4.1).

§  4.3. Графические методы расчета нелинейных цепей

Вольтамперная характеристика одиночного нелинейного резистора 
(см. рис. 1.9— 1 . 1 1 ) сразу позволяет определить ток по заданному на­
пряжению или напряжение по заданному току.

П р и  п о с л е д о в а т е л ь н о м  с о е ­
д и н е н и и  любого числа нелинейных и ли­
нейных резисторов вольтамперная характе­
ристика всей цепи строится путем суммирова­
ния ординат характеристик отдельных резис­
торов в соответствии с зависимостью

и = и г  +  и л +  ...
На рис. 4.3 показано такое построение 

для двух последовательно соединенных ре­
зисторов. По характеристике всей цепи для 
заданного значения напряжения £/' опреде­
ляется соответствующий ему ток / ' ,  а по Рис. 4.3 
нему — напряжения U[ и участков цепи.

Если нужно определить ток и напряжения на участках цепи из 
двух приемников только при одном значении напряжения U  всей 
цепи, нет надобности строить вольтамперную характеристику всей 
цепи, следует лишь отложить горизонталь для заданного значения U,
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а бт нее вниз — характеристику U 2 (/) (рис. 4.4, а). Ёе пересечение 
с характеристикой U 1 (/) даст рабочую точку и определит тем самым 
ток Г  цепи и напряжения U't и f/j на участках.

Рис. 4.4, а иллюстрирует также графическое решение задачи опре­
деления тока и напряжения цепи при питании нелинейного резистора 
с вольтамперной характеристикой Ul (I) от источника напряжения 
с нелинейной внешней характеристикой U 2 (/).

I - P P l -

П р и  п а р а л л е л ь н о м  с о е д и н е н и и  нескольких ли­
нейных и нелинейных резисторов вольтамперная характеристика всей 
цепи строится путем суммирования абсцисс характеристик, т. е. токов 
отдельных резисторов:

/==/*  +  / 2 +  . . .

На рис. 4.5 показано такое построение для двух параллельно сое­
диненных резисторов. По характеристике для всей цепи для любого

заданного тока Г  определяется 
напряжение U ', а по нему — 
токи /j и f'i участков цепи. 
Для определения токов ветвей 
только при одном значении 
тока /  всей цепи можно при­
менить упрощенное построение, 
аналогичное рис. 4.4, а  и по­
казанное на рис. 4.4, б  для 
резисторов с теми же вольтам- 
перными характеристиками. Ха­

рактеристика U ( /2) строится влево от вертикали для заданного зна­
чения / .  Ее пересечение с характеристикой U ( / J  определяет напря­
жение U' цепи и токи 1[ и Гг на ее участках.

П р и  с м е ш а н н о м  с о е д и н е н и и ,  например при расчете 
цепи рис. 4.6, а, также строится вольтамперная характеристика всей 
цепи по характеристикам отдельных резисторов (рис. 4.6, б). С помощью 
суммирования абсцисс, т. е. токов / 2 и / 3, строится характеристика 
параллельного разветвления U 23 ( / J ,  затем, суммируя ординаты 
этой характеристики и характеристики U l (/j), т. е. напряжения 
U 23 и и ъ  строят характеристику U ( / г) всей цепи. По этой характе­

h) h 't
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ристике для заданного напряжения U' определяется ток I [ цепи, 
после чего по характеристикам ( / х) и U M ( / х) находят напряжения 
U\ и U'iа участков, а для напряжения U^  по характеристикам Ut  ( /2) 
и U a (/„) — токи !г и I j.

Совершенно аналогичны построения, если цепь со смешанным 
соединением, помимо линейных и нелинейных резисторов, содержит 
источники электрической энергии, например источники напряжения, 
вольтамперные характеристики которых без учета внутренних сопро­
тивлений представляют собой прямые, параллельные оси абсцисс. 
Их ординаты и следует алгебраически просуммировать с ординатами 
вольтамперных характеристик участков (в том числе внутренних

сопротивлений), соединенных последовательно с этими источниками, 
чтобы получить полные характеристики ветвей. При этом необходимо 
соблюдать правило знаков. Так как напряжение всей ветви должно 
преодолевать э. д. с. включенного в ветвь источника, то при э. д. с., 
направленной навстречу току (рис. 4.7, а), нужно при суммировании 
брать ее с положительным знаком (рис. 4.7, б), и наоборот.

После построения аналогичных характеристик для всех ветвей 
подобно предыдущему постепенно строится характеристика всей цепи 
и по заданному ее напряжению обратным построением определяются 
напряжения и токи всех ветвей цепи.

Аналогичным образом решаются задачи при заданных источниках 
тока.

Если любая сложная цепь содержит одну нелинейную ветвь, для 
расчета может быть применен метод эквивалентного источника энер­
гии: вся цепь, кроме нелинейной ветви, заменяется эквивалентным 
источником напряжения или тока, после чего задача сводится к только

Рис. 4.6 Рис. 4.7
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что рассмотренной задаче последовательного или параллельного 
соединения двух элементов — нелинейной ветви и внутреннего сопро­
тивления (проводимости) эквивалентного источника. Это позволит 
определить ток или напряжение нелинейной ветви, после чего может 
быть рассчитана линейная часть цепи.

§  4.4. Метод последовательных приближений

Этот метод, называемый также и т е р а ц и о н н ы м ,  является 
приближенным аналитическим способом решения нелинейных алгеб­
раических уравнений.

В качестве примера рассматривается расчет простой цепи рис. 4.8, 
состоящей из резистора с нелинейным сопротивлением R (I) с заданной 
вольтамперной характеристикой, питаемого от источника напряжения 
с. заданной постоянной э. д. с. §  и нелинейной внешней характери-

Рис. 4.8 Рис. 4.9

стикой, из которой может быть получена вольтамперная характери­
стика его внутреннего сопротивления R B. Вольтамперные характери­
стики могут быть заданы не графически, а аналитически.

Расчет этой цепи может быть произведен по уравнению 

/  — ^
Л+1 Я(/«)+  *„(/«) ’ 

где п — порядковый номер приближения.
Задавшись произвольно нулевым приближением тока / 0, по вольт- 

амперным характеристикам находят соответствующие ему напря­
жения: U 0 на внешнем сопротивлении R 0 и U 03 на внутреннем сопро­
тивлении R 0B. Затем определяют эти сопротивления и суммарное 
сопротивление цепи:

D __^ 0  п __ UOB D I D
•'NO-----7 > А о в ---  ' / ' 0 - Г*'0В|'О 'О

а из исходного уравнения — первое приближение тока
/  9

1 ^ 0 + ^ 0 в

Исходя из этого значения тока, весь ход расчета повторяется для 
определения второго приближения / а и так до тех пор, пока из-за
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сходимости итерационного процесса результат не начнет практически 
повторяться.

Как известно из математики, итерация в зависимости от вида 
характеристик может дать расходящийся процесс. Тогда сходимость 
можно получить на основе исходного уравнения для другой величины, 
например для напряжения на приемнике:

г, R(!n)S
"+1 R(in) +  Rn(fn)'

В случае сложной цепи, например моста с двумя нелинейными 
резисторами (рис. 4.9), исходные уравнения могут быть составлены по 
методу контурных токов. При этом контуры должны быть выбраны 
так, чтобы контурный ток нелинейных ветвей одновременно был их 
действительным током. В противном случае действительный ток 
нельзя находить путем алгебраического суммирования проходя­
щих по нелинейной ветви двух контурных токов, так как принцип 
наложения для нелинейных сопротивлений неприменим.

Правильный выбор контурных токов показан на рис. 4.9. Здесь 
токи нелинейных участков цепи

^2 =  ^й-

Тогда система уравнений получает вид:

(Ri +  R s + R b )  I a - R * h  +  (Ri +  Яв) ' С= о,
— R-Jл +  (R2 +  ^ 4 + Rf,) — (Ri +  Rs) Iс = О,

(Ri +  R 6) I a — (^ 4 + Rf>) l  в (Ri -\- R i  RbA- Re) I c ~  $  ■ ,

Если нелинейное сопротивление R 2 ( /2) с увеличением тока убы­
вает, a R 3 ( /3) — возрастает, можно показать, что для обеспечения 
сходимости итерационного процесса из этой системы уравнений надо 
найти ток 13 =  — 1д и напряжение U 2 =  R 2Ir =  выразив их
через все постоянные заданные величины и нелинейные сопротивления 
R 2 и  R 3. Результаты расчетов целесообразно вносить в табл. 4.1, 
из которой видны последовательность и способ получения отдельных 
величин.

Т а б л и ц а  4.1

Номер
приб­
л и ж е­

ния,
п

! зп
и 3п Иэ 

х ар ак те ­
ристики

о  _ " з л  
*ЗП  ~  /

3 п U 2n
' i n  из 

характе ­
ристики

я  - у *«*2 П }
J 2 П

Г3 (/1 + 11 U2 т  + ь

Закончив вычисления после практической сходимости итерацион­
ного процесса и определив тем самым напряжения и токи нелинейных 
участков цепи, на основе законов Кирхгофа определяют напряжения 
и токи всех линейных участков, например ток 1Х из уравнения
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Г Л А В А  П Я Т А Я

РАСЧЕТ МАГНИТНЫХ ЦЕПЕЙ 

§  5.1. Законы магнитных цепей

Большинство электротехнических устройств (машины, трансфор­
маторы, реле и др.) основано на использовании магнитного поля. 
Главной частью этих устройств является м а г н и т н а я  ц е п ь ,  
т. е. совокупность тел, большей частью ферромагнитных, в которых 
создается магнитный поток намагничивающей силой обмоток, обте­
каемых током, или с помощью постоянных магнитов.

Расчет магнитной цепи заключается в установлении связи между 
магнитным потоком, током в обмотках, числом витков и геометри­
ческими размерами цепи с учетом магнитных свойств материалов, из 
которых она выполнена. Если магнитная цепь состоит из участков 
с постоянными сечениями по их длине, применяется приближенный 
метод, основанный на допущении равномерного распределения потока 
по сечению магнитной цепи.

Самой простой магнитной цепью этого типа является тороид, 
средний диаметр которого значительно больше поперечных размеров 
магнитопровода (см. рис. 1.14). Поток тороида (см. п. 2 § 1.7)

__jxSo)/ w i _ F

ц  S

где F — w l  — намагничивающая сила (н. с.), / — длина средней линии, 
а величина

п 1 1
аналогичная электрическому сопротивлению • у .  называется
м а г н и т н ы м  с о п р о т и в л е н и е м .  Отсюда можно видеть 
аналогию между приведенным выше законом магнитной цепи ф  =  -к-

Кт
и законом Ома для электрической цепи.

Подобно направлениям ё  и /  в электрических цепях нужно ввести 
положительные направления F и Ф в магнитных цепях. За положи­
тельное направление потока принимается то, которое связано с на­
правлением намагничивающего тока правилом правого винта. Поло­
жительное направление и. с. в рассмотренной простой магнитной 
цепи совпадает с направлением потока Ф.

Д ля разветвленной магнитной цепи, например цепи рис. 5.1, а, 
могут быть получены зависимости, аналогичные законам Кирхгофа, 
если заменить токи 1 на потоки Ф, э. д. с. ё  на н. с. F, электрические 
сопротивления R  на магнитные сопротивления R m. Тогда для узлов 
магнитной цепи по аналогии с первым законом Кирхгофа алгебраи­
ческая сумма

2 Ф * = 0
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выражает принцип непрерывности магнитного потока. Д ля контуров 
по аналогии со вторым законом Кирхгофа

£  Fk =  £  RmkQk-

Здесь также должны быть учтены направления Fk и Ф*.
Расчетная аналогия между электрическими и магнитными цепями 

не распространяется на физические процессы. В отличие от э. д. с., 
которая движет в проводниках элементарные заряды, н. с. движения 
не вызывает. В соответствии с законом Д ж оуля — Ленца в электр и-

с) 5)

Рис. 5.1

ческой цепи происходит непрерывная затрата электрической энергии; 
постоянное магнитное поле, раз созданное, не требует энергии для 
своего поддержания. В электрической цепи возможно существование
э. д. с. без тока, когда цепь разомкнута, т. е. R =  оо, в магнитной цепи 
при наличии н. с. всегда существует замкнутый магнитный поток, 
т. е. R m в бесконечность не обращается.

Д ля магнитных цепей представляет интерес как п р я м а я  з а ­
д а ч а  — нахождение потока по заданной н. с., так и о б р а т н а я  
з а д а ч а  — определение потребных н. с. по заданному потоку в одном 
из участков.

§  5.2. Расчет линейных магнитных цепей

В ряде устройств их магнитные цепи работают на практически 
прямолинейном участке основных кривых намагничивания, т. е. 
могут рассматриваться как линейные.

В линейной магнитной цепи магнитная проницаемость участков 
постоянна и, следовательно, их магнитное сопротивление также 
является величиной постоянной. Решение как прямой, так и обратной 
задачи требует предварительного определения магнитного сопротив­
ления участков цепи.

Расчет неразветвленной магнитной цепи постоянного сечения вы­
полняется аналогично тороиду (см. § 5.1); здесь / — также длина 
средней линии. Необходимо отметить, что наличие магнитного рассея­
ния приводит к неравномерному распределению потока вдоль магнит­
ной цепи и расчет крайне затрудняется. В дальнейшем рассматри­
вается только приближенный учет рассеяния.
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Если разветвленная магнитная цепь (рис. 5.1, а  и 5.2, а) представ­
ляет собой соединение призматических или цилиндрических участков, 
выполненных из материалов с различной ц, вычисление магнитных 
сопротивлений участков производится однозначно. Если материал 
всей цепи один и тот же, разделение ее на участки в известных пре­
делах произвольно; средние линии показаны пунктиром.

После определения сопротивлений участков можно весьма наглядно 
изобразить магнитную цепь наподобие электрической, как это сделано 
на рис. 5.1, б для магнитной цепи рис. 5.1, а с  двумя н. с. и на рис. 5.2, б

Рис. 5.2

для магнитной цепи рис. 5.2, а с одной н. с. В таких цепях должны 
быть указаны положительные направления н. с. и магнитных потоков. 
Если не все направления известны, ими следует задаться с тем, чтобы 
в результате расчета определить правильные направления.

Расчет линейной цепи как для прямой, так и для обратной задачи 
выполняется подобно расчету электрической цепи аналогичными 
методами — по зависимостям, аналогичным законам Кирхгофа, мето­
дами преобразования магнитных цепей, контурных потоков, наложе­
ния, взаимности и узловых магнитных напряжений. Так, для цепи 
рис. 5.2, пользуясь методом преобразования, можно написать:

Ф,-

§  5.3. Расчет нелинейных магнитных цепей

1. Нвразватвленная нелинейная (ферромагнитная) цепь

В электротехнике самое широкое применение нашли магнитные 
цепи из ферромагнитных материалов, так как они имеют относительно 
малое магнитное сопротивление. Это позволяет при заданном магнит­
ном потоке соответственно уменьшить н. с. при тех же размерах 
магнитопровода или размеры магнитопровода при той же н. с. Ферро­
магнитные цепи нелинейны, так как их магнитная проницаемость [А 
является функцией напряженности поля. К таким цепям можно при­
менять методы расчета, аналогичные тем, которые были изложены 
п гл. 4-для электрических нелинейных цепей.
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Далее рассматривается наиболее простой, но весьма важный для 
практики графо-аналитический метод расчета о б р а т н о й  з а д а ч и ,  
для неразветвленной магнитной цепи.

Пусть задана та индукция В в, которую надо получить в воздушном 
зазоре электромагнита с участками магнитопровода, выполненными 
из разных материалов (рис. 5.3). Требуется найти необходимую н. с.

По заданным размерам маг-
нитопронода проводится средняя 
линия пути потока во всех участ­
ках и определяется длина каж­
дого из них. Длина d  воздуш­
ного зазора должна быть задана. 
Затем определяется полезный 
поток в воздушном зазоре

ФВ =  ЙВ̂ В,

где Sg — его сечение, прини­
маемое равным сечению полю­
сов, т. е. участков /  и 5.

Поток Ф м в магнитопроводе 
за счет рассеяния у краев воз­
душного зазора несколько боль­
ше:

Ф м =  аФ„

В, тл

Рис. 5.3

где сг — коэффициент рассеяния; величина его зависит от формы 
магнитопровода и лежит в пределах от 1,1 до 1,4.

По индукции в каждом из k участков магнитопровода

находят напряженность поля Н к для каждого из участков по основным 
кривым намагничивания В (Н ) соответствующих материалов (рис. 5.4). 
Д ля воздушного зазора напряженность поля

93



Затем для отдельных участков магнитопровода и для воздушного 
зазора находят н. с.

Fk =  H klk, FB =  H Bd

и их суммированием — полную н. с. F =  2F* +  F„. Д ля магнитной 
цепи рис. 5.3, так как участки /  и 5, а также 2 и 4 одинаковы, полная 
н. с.

F =  FB +  2F1 +  2F2 +  FS.

По найденной н. с. и по заданному напряжению U, питающему 
обмотку, приближенно может быть найдено число витков т. Так как 
длина витков обмотки различна — внутренних меньше, наружных 
больше, то расчет начинается с определения длины среднего витка /ср 
по известным размерам магнитопровода и выбранному расположению 
обмотки. Тогда из закона Ома

1 = - У -plcpW’
S

(где р — удельное сопротивление материала обмотки) определяется 
сечение провода

/oup/ср F9lcv
s — и ~  и  •

По сортаменту проводов выбирают ближайшее большее сечение sc 
провода и определяют сечение провода с изоляцией sH3. После этого 
можно найти число витков по отношению площади окна (за вычетом 
сечения каркаса катушки и пр.) к сечению провода с изоляцией

s 0
w  =  а  — ,.

$ИЗ
где а  — коэффициент заполнения, учитывающий воздушные проме­
жутки, остающиеся между проводами при намотке катушки; его 
величина лежит в пределах от 0,7 до 0,85 и зависит от формы сечения 
провода (для круглого меньше, для прямоугольного больше). Затем 
из приведенного выражения определяется плотность тока в обмотке:

б = — =  и~  sc “  дар/ср •

Если полученная плотность тока превышает допустимую по нагреву, 
то это значит, что размеры магнитной цепи (площадь окна) не позво­
ляют получить заданную индукцию.

П р я м а я  з а д а ч а  расчета этой магнитной цепи — нахож­
дение индукции в воздушном зазоре по заданной н. с. — реш а­
ется графическим методом. В соответствии с указанной в § 5.1 аналогией, 
вольтамперным характеристикам U (/) электрических цепей соответ­
ствуют ампервеберные характеристики F (Ф) магнитных цепей.

Построение характеристик Fh (Ф*) для отдельных участков магнит­
ной цепи производят по кривым намагничивания В к (Нк) материала
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участка. Д ля этого ординаты В к кривой намагничивания умножают 
на площадь сечения участка S k и откладывают B kS k =  Ф* по оси абс­
цисс; абсциссы кривой намагничивания Н к умножают на длину участка 
1к и откладывают Hklk =  Fk по оси ординат. Д ля воздушного зазора 
получается прямая линия, в уравнении которой учитывается, что рассе­
яние увеличивает реальное сечение 
потока по сравнению с сечением S B 
полюсов, примерно в а  раз, т. е. ор­
динаты прямой В в =  ц0Яв умножают 
на 5 ва  и откладывают B BS Ba  =  Ф в 
по оси абсцисс, а абсциссы Н в 
умножают на длину воздушного 
зазора d  и откладывают HBd — FB 
по оси ординат.

Д ля магнитной цепи рис. 5.3 
по ампервеберным характеристи­
кам отдельных участков (одинако­
вые участки / и 5, а также 2 и 4 
можно объединить), суммированием 
н. с. F (ординат) для разных зна­
чений потока (абсцисс) строится ам- 
первеберная характеристика F (Ф) 
всей цепи (рис. 5.5). При этом
целесообразно начать построение для предельного значения потока 
Фт , которое можно вычислить для заданной н. с. F', если пренебречь 
магнитным сопротивлением магнитопровода по сравнению с магнит­
ным сопротивлением R mB воздушного зазора:

Ф„ 'Я» d

Затем по кривой F (Ф) для заданного значения н. с. F' находится 
значение Ф ', а затем искомая индукция в воздушном зазоре

Я ' -  ф '
5 вст ’

а также индукция в любом участке цепи:

2. Разветвленная нелинейная (ферромагнитная) цепь

Пренебрегая рассеянием, решается обратная и прямая задачи 
расчета разветвленной магнитной цепи, изображенной на рис. 5.2, а. 
Каждый из трех участков этой цепи имеет свое сечение S k, среднюю 
длину 1к и выполнен из своего материала. Выбранные направления 
потоков показаны на рис. 5.2, а.

Пусть в о б р а т н о й  з а д а ч е  необходимо найти н. с. F, обес­
печивающую заданное значение индукции В 3 в третьем участке.
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намагничивания 
поля

Сначала находят поток Ф 3 =  B 3S 3, а по кривой намагничивания 
В 3 (На) для материала третьего участка определяют напряженность 
поля Н а и н. с. F3 =  H sl3. Так как участки 2 и 3 соединены парал-р
лельно, то F3 =  F~ =  # 2/2; отсюда вычисляют / / 2 =  - г ,  а по кривой*2
намагничивания В2 (Я 2) находят соответствующее значение магнитной 
индукции В2 и поток Ф2 =  B2S2.

Затем по аналогу первого закона Кирхгофа определяют поток
Ф 1 =  ф 2 +  ф 8, индукцию =  ^  и по кривой

В, (Я х) — напряженность 
Нъ а по ней — н. с. F, = Н ^.  На 
основании аналога второго закона 
Кирхгофа искомая н. с. F =  Fy +
+  F«.

П р я м а я  з а д а ч а  нахож­
д ен и я  В3 по заданной н. с. F' реша­
ется построением ампервеберной 
характеристики всей цепи по ха­
рактеристикам отдельных участков 
Fk (Фк) (рис. 5.6), построенных 
аналогично указанному в п. 1 этого 
параграфа. Сначала сложением 
потоков Ф2 и Ф3 (абсцисс) парал­
лельно соединенных участков для 
одинаковых значений н. с. (орди­

нат) строят кривую F2з (Ф). Затем для последовательно соединенных 
участков /  и 2, 3 складывают н. с. (ординаты) Ft и FM, что дает ам- 
первеберную характеристику F (Ф) всей цепи. По этой кривой для за ­
данной н. с. F' находят поток Ф ', которому на кривой F2S (Ф) соот­
ветствует н. с. Fi3 =  F.t, а для нее по кривой Fa (Ф) определяется по­
ток Ф3, откуда искомая индукция

R' — ф;^ 3  —  с  •*̂3
Аналогия с электрическими цепями может быть использована 

и для расчета более сложных магнитных цепей, например цепей с после­
довательно-параллельным соединением участков, имеющих несколько 
обмоток с токами (см. рис. 5.1). В этом случае должны быть применены 
построения, изложенные в § 4.3 для электрических цепей, содержащих 
источники напряжения.

Расчет потоков рассеяния можно выполнить для некоторых прос­
тых случаев методами теории электромагнитного поля (см. ч. IV).

§  6.4. Расчет цепи с постоянным магнитом

Постоянные магниты применяются в измерительных приборах, 
магнето, электрических машинах без возбуждения постоянным током, 
поляризованных реле, устройствах автоматики и телемеханики и т. д.
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Широкому применению постоянных магнитов способствуют большие 
успехи, достигнутые мировой техникой в деле изготовления высоко­
качественных магнитнотвердых материалов, имеющих большую коэрци­
тивную силу Нс и остаточную индукцию В,.

При изготовлении тороидального магнита после снятия с ферро­
магнитного тороида намагничивающей его обмотки, в нем создают 
зазор d, получая таким образом постоянный магнит длиной I и сечением 5  
(рис. 5 7). Основной характеристикой магнита является часть петли 
гистерезиса, лежащая во втором квадранте, — к р и в а я  р а з м а г ­
н и ч и в а н и я  (рис. 5.8) в координатах 
В (Н) или пропорциональных им величи­
нах Ф (F ), так как Ф =  B S,  a F =  HI.

Рис. 5.7 Рис. 5.8

При отсутствии зазора остаточный поток и индукция в тороиде 
равны соответственно Ф , и В г, а напряженность поля Н  =  0, так как 
при отсутствии обмотки с током по закону полного тока

§ H d \  =  Hl =  wI =  0.

При наличии воздушного зазора также

Н dl =  FH +  FB =  Q или FB =  — FK,

где F„ — н. с. магнита, Fe — н. с. воздушного зазора.
Предполагая сохранение однородности поля в магните и зазоре,

FH =  H J ,  FB==HBd.
Тогда

H j = - H Bd и //„  =  - / / , - f .

Магнитное сопротивление при появлении зазора увеличивается. 
Из-за этого магнитный поток и индукция должны уменьшиться по срав­
нению с Ф , и В г, т. е. рабочая точка на кривой размагничивания 
должна несколько опуститься, где ей будут соответствовать отрица­
тельные значения н. с. F№ и напряженности поля Н№ в сердечнике 
магнита.

Из-за постоянства магнитного сопротивления зазора

р  _ ^
т~  ц S ’
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где SB — сечение зазора; зависимость потока Ф6 в нем от величины н. с. 
Fs =  R mФв изображается прямой линией, проходящей через начало 
координат (см. рис. 5.8) и образующей угол а с осью ординат, опреде­
ляемый соотношением

k i g  a  =  R m,

где коэффициент k равен отношению масштабов по осям абсцисс и орди­
нат. Ее наклон к оси абсцисс тем больше, чем больше R m, т. е. чем 
больше зазор d. Пр» пренебрежении рассеянием потоки Фв и Ф м 
равны между собой и рабочая точка п, определяющая искомый поток 
магнита, лежит на пересечении прямой Фв (— Fe) с кривой размагни­
чивания Ф м (— ^«)-

Таким образом, поток магнита тем меньше остаточного потока Фг, 
чем больше зазор d.

Энергия магнитного поля в зазоре, учитывая соотношение между
И / / и ,

W B =  ^ ~ S sd = ^ s  S J  =  W K,

т. е. равна энергии внутри магнита.
Вопрос о наивыгоднейшем положении рабочей точки п на кривой 

размагничивания определяется энергетическими соображениями — 
магнит должен работать в таком режиме, чтобы энергия магнитного 
поля в зазоре была максимальной.

Эта энергия, пропорциональная в каждой точке кривой размагни­
чивания произведению ее ординаты на ее абсциссу, графически пред­
ставлена как функция индукции в первом квадранте рис. 5.9, где по оси 
абсцисс отложена энергия. Д ля всех магнитнотвердых материалов 
по данным опыта с достаточной степенью точности можно принять, что 
рабочая точка т, соответствующая максимуму энергии, лежит на пере­
сечении кривой размагничивания с диагональю прямоугольника, 
построенного на В г и H z.

В технике применяются также магниты сложной формы с неодно­
родным полем и большим рассеянием, из-за чего их расчет значительно 
усложняется.
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В реальных условиях использования постоянного магнита в его 
зазор вводятся дополнительные детали из магнитномягкого материала. 
Так, например, в зазоре постоянного магнита в измерительном приборе 
магнитоэлектрической системы (см. рис. 2.12) расположены ферро­
магнитные полюсные наконечники и цилиндрический сердечник. 
Введение этих деталей вызывает уменьшение зазора и его магнитного 
сопротивления. Магнитным сопротивлением самих деталей можно пре­
небречь.

Если магниту без деталей соответствовала индукция В 1 (рис. 5.10) 
при k tg a t — R ml, то введение деталей, уменьшив магнитное сопро­
тивление до величины R m2 =  k tg  a 2, из-за гистерезиса увеличит 
индукцию не до точки B'it лежащей на кривой размагничивания, а до 
В2, лежащей на той же прямой ОВ.и но ниже точки В j. Переход к новому 
значению индукции будет происходить по кривой В^аВ^. Если эти 
детали удалить, обратный переход идет по кривой В2йВ]. Кривая 
В 1а В ф В 1 называется ч а с т н о й  п е т л е й  г и с т е р е з и с а .  
Так как практически эта петля очень узка, то ее часто заменяют п р я ­
м о й  в о з в р а т а  B iB 2.

Такие переходы имеют место в электрических машинах с постоян­
ными магнитами, в телефонных индукторах, магнето и т. п. Магнитное 
сопротивление воздушного зазора этих машин изменяется при враще­
нии ротора, так как последний имеет сложную форму.



Ч А С Т Ь  Т Р Е Т Ь Я

ТЕОРИЯ ЦЕПЕЙ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА

Г Л А В А  Ш Е С Т А Я

ЦЕПИ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА

§ 6.1. Периодические напряжения и токи

Основное применение в электротехнике и радиотехнике имеют 
переменные напряжения и токи, являющиеся периодическими функ­
циями времени. М г н о в е н н ы е  з н а ч е н и я  периодических 
напряжений и и токов i повторяются через промежуток времени Т, 
называемый п е р и о д о м :

и (t) =  u ( t - { -T ) ,  i (t) — i (t - { - T ),

где t — время; число периодов в единицу времени f — y  называется
ч а с т о т о й ;  в системе СИ единицей частоты является герц (гц), 
равный одному периоду в секунду.

Электротехника сильных токов использует в основном низкие 
частоты. Промышленной частотой в СССР и Европе является 50 гц, 
в Америке 60 гц, в некоторых областях техники применяют частоты 
в сотни герц и выше. Техника проводной и радиосвязи использует 
широкий диапазон частот от долей герц до 1012 гц. Постоянные э. д. с. 
и токи можно рассматривать как частный случай переменных, частота 
которых равна нулю (f — 0).

Простейшими и широко применяемыми в электротехнических 
и радиотехнических устройствах являются периодические напряжения 
и токи, изменяющиеся по закону синуса. Д ля случая синусоидального 
закона изменения функций разработаны простые методы расчета 
цепей, подобные методам расчета цепей постоянного тока. Если закон 
изменения периодического напряжения и (t) или i (i) отличен от сину­
соиды, эти функции могут быть разложены в ряд Фурье, т. е. представ­
лены в виде суммы синусоид, что позволит при расчетах линейных цепей 
применить метод наложения и свести расчеты к синусоидальным 
функциям.

1. Генератор синусоидального напряжения

Для получения синусоидальных переменных токов в линейных 
цепях э. д. с. также должны изменяться по синусоиде. Простейшим 
генератором синусоидальной э. д. с. может служить прямоугольная 
катушка, вращающаяся с постоянной угловой скоростью в однородном 
магнитном поле вокруг оси, перпендикулярной к направлению линий
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магнитной индукции (рис. 6.1). При этом пронизывающий катушку 
магнитный поток изменяется, и в ней по закону электромагнитной 
индукции индуктируется э. д. с. Цепь нагрузки подключается к гене­
ратору с помощью щеток, наложенных на два кольца, соединенных 
с катушкой.

Пусть в начальный момент времени t — О плоскость катушки 
будет перпендикулярна магнитным линиям (пунктир на рис. 6.2). 
Тогда магнитный поток, пронизывающий катушку, будет иметь м а к ­
с и м а л ь н о е  ( а м п л и т у д н о е )  з н а ч е н и е  Фт. Если угло­
вая скорость вращения катушки с числом витков w равна со, то в момент

У

0 Г

a)i

Рис. 6.2

времени t катушка окажется повернутой на угол a t ,  и мгновенные зна­
чения ее потока и потокосцепления будут равны

Ф =  Ф,„ cos со̂  и W =  шФ =  гюФт cos a t  =  Wm cos

где =  ®Фт — максимальное значение потокосцепления.
Тогда мгновенное значение э. д. с. катушки

d'V
е = ~ ж  =  -

<№т COS <£>t 1ТГ . ,— ^ si n a t.

Величина w*¥m =  представляет собой максимальное значение
э. д. с., которое она получает, когда sin a t  становится равным единице. 
Следовательно,

е =  ё т sin

2. Временные диаграммы

В р е м е н н а я  д и а г р а м м а  магнитного потока и электро­
движущей силы катушки показана на рис. 6.3, а. Максимальная э. д. с. 
индуктируется в моменты, когда поток, пронизывающий катушку, 
равен нулю, так как тогда скорость изменения потока достигает наибо­
льшего значения. Э д. с. равна нулю в моменты, когда поток получает 
максимальное значение, так как при этом поток не меняет своей вели­
чины.
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Как видно из рис. 6.3, а,

откуда
(оГ =  2я,

2л 0 £ (й =  -jr =  2nf.

Величина <а, пропорциональная частоте f  и равная в данном случае 
угловой скорости вращения катушки, называется у г л о в о й  ч а с ­
т о т о й .

Общее выражение для синусоидальной функции времени имеет вид:

а =  А.т sin (ert +  ’M,

где а — мгновенное значение функции; А т — ее максимальное зна­
чение (амплитуда); о  — угловая частота; угол (оз/ 4- г|з)— фаза,

•V и) 

ф /2

Рис. 6.3

а угол ф — н а ч а л ь н а я  ф а з а .  Начальная фаза определяет зна­
чение функции для начального момента времени:

а (0) =  Лm sin гр.

Так, для рассмотренного источника синусоидальной э. д. с.

Ф =  Фт cos Ш =  Фт sin lout e = S ° m sin сat,

начальная фаза потока равна + я /2 ,  э. д. с. — нулю, т. е. магнитный 
поток и э. д. с. с д в и н у т ы  п о  ф а з е  на п/2.

На временной диаграмме, как видно из рис. 6.3, а, положительная 
начальная фаза откладывается от начала координат влево, т. е. в сто­
рону отрицательных значений со/, а отрицательную начальную фазу 
следует откладывать в сторону положительных значений ©/.

3. Векторные диаграммы

Расчеты в цепях с синусоидальными напряжениями и токами весьма 
упрощаются, если вместо синусоид оперировать с и х  и з о б р а ­
ж е н и я м и  — в р а щ а ю щ и м и с я  в е к т о р а м и .
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Пусть NOM  является прямоугольной системой осей координат 
и пусть положительные углы откладываются против направления 
вращения стрелки часов (рис. 6.4). Если нужно найти, например, 
мгновенные значения синусоиды э. д. с. е =  ё т sin со/, то для этого 
можно взять вектор О А,  длина которого равна в выбранном масштабе 
максимальному значению э. д. с. § т\ считать начальным положением 
вектора ОА0 такое, при котором он образует с осью ON  угол, равный 
начальной фазе, т. е. в данном случае совпадает с 0 N \  вращать этот 
вектор в положительном направлении с постоянной угловой скоростью, 
равной угловой частоте со. Тогда угол, который вектор образует с осью 
ON в момент времени /, будет равен соt и мгновенное значение э. д. с. 
е для этого момента времени будет равно проекции Оа вектора ОА 
на ось ОМ: м

Оа =  ОА cos ( у  — co/) =  ^ msin со/ =  е.

Проекция вектора ОА на ось ОМ j  /  а 
для начального момента времени / =  О / /  е 
будет равна нулю, для момента вре-

/

ЙЛ

\ Л \
Ет jA0j N

У /
S

Т I I омени / =  у ,  когда вектор повернет- \ \

ся на угол я /2 , проекция будет равна \  \
<£т ; полный цикл изменений э. д. с. \ ч
получится за один полный оборот 
вектора О А.

Таким же образом можно нахо- Рис. 6.4
дить мгновенные значения потока
Ф =  Ф,„ sin (соt +  тс/2), с той разницей, что для начального момента 
времени вектор ОВ0, изображающий в выбранном масштабе максималь­
ное значение потока Фт , необходимо направить по оси ОМ, так как он 
должен образовать с осью ON  угол +  я/2 , равный начальной фазе 
потока.

Таким образом, можно условиться изображать синусоидальную 
функцию вектором, длина которого определяется максимальным ее 
значением, а направление — ее начальной фазой, при этом положитель­
ная начальная фаза откладывается от горизонтальной оси в сторону 
вращения векторов. В результате получается в е к т о р н а я  д и а ­
г р а м м а ,  показанная для рассмотренного примера потока и э. д. с. 
на рис. 6.3, б.

Векторы, изображающие синусоидальные функции времени, имеют 
совсем другой смысл, чем векторы, изображающие, например, силы 
в механике. Вектор силы дает ее величину и направление в простран­
стве, вектор, изображающий синусоиду, является вращающимся 
вектором, дающим своей проекцией на неподвижную ось мгновенное 
значение синусоиды. Такой вектор чертится в начальном своем поло­
жении, которое дает начальную фазу синусоиды, но, конечно, не 
направление изображаемой величины в пространстве. Подобным векто­
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ром можно изображать любую синусоидально изменяющуюся величину, 
б том числе скалярную — э. д. с., тон, поток и т. п.

Векторные диаграммы особенно удобны при сложении или вычита­
нии синусоид одинаковой частоты. Как известно, результатом будет 
также синусоида той же частоты.

При сложении нескольких синусоид нужно складывать их мгновен­
ные значения, т. е. проекции векторов, изображающих эти синусоиды, 
но так как сумма проекций векторов на какую-либо ось равна проекции 
геометрической суммы этих векторов на ту же ось, то эга геометриче­
ская сумма и будет вектором, изображающим результирующую сину­

соиду. Длина вектора даст амплитуду ре­
зультирующей синусоиды, угол с горизон­
тальной осью — ее начальную фазу.

Так, например, для двух синусоид (рис. 6.5)

£] — $  mi sin (<°̂  “b ^ i)  и e2 =  ^ m2sin ((o/ +  i|>2),

изображаемых векторами 0 А г и 0 А 2, вектор 
ОА, изображающий суммарную синусоиду 

e =  # OTsin(co/‘ +  il)),

Рис. 6.5 будет геометрической суммой векторов 6 A X и
ОА2. Он имеет величину <от и составляет с 

осью ON  угол ф. Так как синусоиды ег и е2 имеют одну и ту же частоту, 
изображающие их векторы вращаются с одинаковой угловой ско­
ростью, углы между ними не изменяются, и результирующий вектор 
сохраняет постоянную длину, вращаясь с той же угловой скоростью.

Аналогично, путем геометрического вычитания, может быть найден  
вектор, изображающий результирующую синусоиду разности двух 
синусоид. Следовательно, алгебраическому суммированию синусоид, 
т.. е. суммированию их мгновенных значений, соответствуют геометри­
ческие действия над изображающими их векторами.

4. Особенности цепей переменного тока

Для цепей переменного тока справедливы законы Ома, Кирхгофа 
и Джоуля — Ленца применительно к мгновенным значениям напряж е­
ний, токов и мощностей для одного и того же момента времени. Однако 
в отличие от пассивной цепи постоянного тока, в которой ток опреде­
ляется приложенным к ней напряжением и ее сопротивлением, в пассив­
ной цепи переменного тока возникают внутренние переменные э. д. с. 
самоиндукции и э. д. с. емкости, которые должны, быть учтены, кроме 
приложенного напряжения, при составлении уравнений по основным 
законам.

Так же, как и в цепях постоянного тока, при составлении уравнений 
по этим законам для цепей переменного тока необходимо задаться 
условным положительным направлением напряжений и токов, хотя 
действительные их направления периодически меняются. По аналогии 
с цепями постоянного тока удобно принять, что положительные направ­
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ления напряжения и тока всей цепи и каждого из ее элементов — рези­
стора, катушки индуктивности и конденсатора — совпадают. Тогда 
мгновенная мощность р =  ui всей цепи и каждого из ее элементов 
будет положительной, когда действительные направления их напря­
жения и тока совпадают, т. е. когда цепь или ее элементы являются 
потребителями энергии, что принято характеризовать положительной 
мощностью.

Выбранные положительные направления для мгновенных значений 
напряжений и токов сохраняются при переходе к векторам — сумме 
(разности) мгновенных значений соответствует геометрическая сумма 
(разность) изображающих их векторов.

Физические и энергетические процессы на участках цепи с сопро­
тивлением, с индуктивностью, с емкостью весьма различны, поэтому 
предварительно они рассматриваются раздельно до изучения цепей 
с их сочетанием.

§ 6.2. Цепь с сопротивлением

Постоянный ток распределяется по всему сечению проводника 
равномерно, т. е. во всех точках его сечения плотность тока одинакова. 
Плотность переменного тока возрастает от оси проводника к его поверх­
ности. Это явление называется п о в е р х н о с т н ы м  э ф ф е к ­
т о м ,  рассматриваемым в ч. IV. Приближенно можно считать, что 
переменный ток в проводнике использует только часть s' его сечения s.

Следовательно, сопротивление R  постоянному току, называемое 
обычно о м и ч е с к и м ,  будет меньше сопротивления г переменному 
току:

D  1 ^  1
R  =  P T < ( ) r  =  r -

Сопротивление г получило название а к т и в н о г о  с о п р о ­
т и в л е н и я  проводника.

Поверхностный эффект проявляется тем сильней, чем больше 
частота, сечение, удельная проводимость и магнитная проницаемость 
проводника. При промышленной частоте (50 гц) и тонких медных или 
алюминиевых проводах поверхностным эффектом можно пренебречь 
и считать активное сопротивление равным омическому.

Пусть к активному сопротивлению (рис. 6.6, а) приложено синусо­
идальное напряжение

u =  Um sin
По закону Ома ток

и Um ■ .
1 =  — =■ —-  sin wt. г г

Ток получает максимальное значение / т  при sin ®г! =  1. Тогда

I m  =  Uf 1 И i - = I m  sinW.

Следовательно, в цепи с сопротивлением г напряжение и ток совпа­
дают по фазе (рис. 6.6, 6.) На векторной диаграмме вектор напряжении
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совпадает по направлению с вектором тока (рис. 6.6, в). Максимальные 
значения напряжения и тока также подчинены закону Ома.

М г н о в е н н а я  м о щ н о с т ь  р  равна произведению мгновен­
ных значений напряжения и тока:

p =  ui =  Um sin u>t ■ Im sin a t  — Umlm sin2 cô  =

- U J m ' - = ^ ±  =  И *  -  ^ c o s  2Ы.

Как видно из этого выражения, мгновенная мощность имеет посто- 
Uml m

янную составляющую — и переменную составляющую, изменя­

ющуюся по косинусоиде д в о й н о й  ч а с т о т ы  2ю с амплитудой
Um̂ m , Кривая мощности также изображена на рис. 6.6, б. Мощность
равна нулю при и =  0 и i =  0, всегда положительна и получает макси­
мальное значение в те моменты, когда напряжение и ток также макси­
мальны.

Среднее значение мощности за период — с р е д н я я  м о щ н о ­
с т ь

т т т
Р  =  у  j  p d t =  J 4ndja. cos 2o)t d t  =MjsLm. f

и о 0
т. e. равна постоянной составляющей мгновенной мощности.

Пользуясь зависимостью между максимальными значениями напря­
жения и тока, выражение для средней мощности можно переписать 
следующим образом:

1 г, , 1 _м 1 ик



Обычно величина переменного тока характеризуется д е й с т в у ­
ю щ и м  з н а ч е н и е м .  Так называется значение постоянного тока 
/ ,  которое дает ту же мощность Р  в том же сопротивлении г:

г! 2= 2  г1’п,
следовательно,

/ =

Аналогично, действующее значение напряжения
и т
V2

Следовательно, мгновенная мощность

p — UI — UI cos 2(at,
средняя мощность

P  — U l  =  г ! 2 =

Энергия, поглощаемая активным сопротивлением,

W =  ^ r i2 d t = ^ г (Im sin (£>t)'ldt =  r l 2t — ̂  sin 2 a t

непрерывно растет. Эта энергия поставляется источником, питающим 
цепь.

§ в.З. Цепь с индуктивностью и цепь с емкостью

Цепь с индуктивностью и цепь с емкостью являются накопителями 
энергии соответственно электрического и магнитного поля. Чтобы 
подчеркнуть эту аналогию, цепь с индуктивностью и цепь с емкостью

__ V ___i  CU2

Ь)

П
и

со

&ст

"т
Q̂ loCU2

Рис.  6.7

рассматриваются одновременно. Величины, определяющие процессы 
в них, — ток в цепи с индуктивностью и напряжение на цепи с емко­
стью — задаются с одинаковой фазой.
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Пусть ток цепи с индуктив­
ностью L (рис. 6.7, а)

i =  / m sin оit.

Тогда потокосцепление 
4f =  Lt =  L /m sin a t  =  Wm sin a t ,  

т. e. совпадает по фазе с током.

Пусть напряжение цепи с ем­
костью С (рис. 6.7, б)

u — Um sin оit.

Тогда заряд 
q = C u  — CUm sin сot =  Qm sin a t ,

т. e. совпадает по фазе с напря­
жением.

Временная диаграмма этих и далее вычисляемых величин изобра­
жена на рис. 6.7, в, причем обозначения кривых показаны соответственно 
слева и справа.

Энергия, запасаемая в элек­
трическом поле,

Энергия, запасаемая в маг­
нитном поле,

т  _  L  ( lm s in  со( f
W  " 2 —  2 “

L I 2 I / 2 0  .
-  -----------------cos

пульсирует с двойной часто­
той 2со около среднего значе- 

L I 2

W ■ Си'1
:~2~

С  (U m s in  соt)2 
2

си* c m  n ,
=  - g -------------g — COS 2 a t

пульсирует с двойной часто­
той 2со около среднего значе-

l* i  - C U 2ния - у .  Увеличиваясь с ростом ния - я - .  Увеличиваясь с ростом
тока за счет энергии источника, 
энергия поля при уменьшении 
тока возвращается источнику.

напряжения за счет энергии 
источника, энергия поля при 
уменьшении напряжения возвра­
щается источнику.

Мгновенная мощность, равная производной энергии по времени,

dWdW

p - ж -
■- a L I 2 sin 2cô P = dt

-a C U 2 sin 2a t

также изменяется с двойной частотой, будучи положительной, когда 
энергия поступает в приемник, и отрицательной, когда приемник 
возвращает энергию источнику.

Средняя мощность
Т

P  =  Y  J P dt =  °<

т. е. процесс колебаний энергии между источником и приемником 
не сопровождается потерями. Максимальное значение мощности

c o l/2 =  Ql a C U 2 =  Qc

называется и н д у к т и в н о и  
м о щ н о с т ь ю .

называется е м к о с т н о й  
м о щ н о с т ь ю .

В системе СИ эти мощности измеряются в р е а к т и в н ы х  
в о л ь т а м п е р а х  (вар).
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Мгновенное значение напря­
жения

р toL/2 sin %itа =  4  — :— 5— =I I т sin (oi 
wL/m2 sin a t cos mt

Мгновенное значение тока

ш CU'1 sin 2Ш

21 m sin со t 

=  coL/m cos a t  =  Um sin

Векторная диаграмма цепи 
с L показана на рис. 6.7, а.

Следовательно, в цепи с L 
ток отстает от напряжения по
фазе на у го л -- .  Так как направ­
ление отсчета этого угла от век­
тора тока к вектору напряжения 
совпадает с направлением враще­
ния векторов, этот угол считает­
ся положительным, т. е.

Максимальное значение на­
пряжения

и Um sin со/

_toCUm2 sin со/ cos Ш __
— 2Um sin ut ~

=  coC£/fflcos соt = I m sin (cof-f-S-).
\ ' 2 .  

Векторная диаграмма цепи 
с С показана на рис. 6.7, б.

Следовательно, в цепи с С ток  
опережает напряжение по фазе на

угол Y -  Так как направление
отсчета этого угла от вектора тока 
к вектору напряжения противо­
положно направлению вращения 
векторов, этот угол считается

яотрицательным, т. е. —

Максимальное зшачение тока

U т — CoL/„

отсюда

и щ =  L'= _ wL-_^2njL =  x l
‘ т ‘

частные
и_т
1т 7 а  С 2 nfC --Хс

играют роль сопротивления применительно к максимальным и дей­
ствующим значениям напряжения и тока. Они называются
индукт ивным сопротивлением емкостным сопротивлением
и в системе единиц СИ измеряются в омах.

Емкостное сопротивление об­
ратно пропорционально емкости 
и частоте; при постоянном на­
пряжении оно равно бесконеч­
ности.

В цепи с емкостью величина

Индуктивное сопротивление 
прямо пропорционально индук­
тивности и частоте; при постоян­
ном токе оно равно нулю.

В цепи с индуктивностью воз­
никает э. д. с. самоиндукции

, di
e^ ~ L dt =■ 

=  — o)LL

L d lm sin (at

=  Um Sin COt

dt
cos a t  =  

я
I

Она равна и противоположна 
по фазе напряжению цепи.

ес =  -

— И ' . cos (at d t  =

шС l m sin cô  ==— Um sin cô

может оыть названа э. д. с. ем­
кости. Она равна и противопо­
ложна по фазе напряжению цепи.
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Отсюда видно, что применять индуктивное или емкостное сопро­
тивления в соотношениях между мгновенными напряжениями и токами 
нельзя, так как

т di . и 1 (“ . ,, . и
и  =  1 Ш и  u = c y dt  и  1 ф Тс -

Соотношения и — —е, полученные в предположении их одинако­
вого положительного направления, аналогичны соотношениям для 
напряжения U и э. д. с. ё  источника энергии без внутреннего сопро­
тивления (см. § 3.2) при выборе для них одинакового направления 
( U ,  =  — £+).

Итак, соотношения в цепи с индуктивностью и в цепи с емкостью 
аналогичны. От зависимостей в одной цепи к зависимостям в другой 
можно перейти, заменяя соответствующие величины по табл. 6.1.

Т а б л и ц а  6.1

Цепь с индуктивностью L и i t W P

Цепь с емкостью С Я i и 0) t W P

§ 6.4. Измерения в цепях переменного тоха

Д ля измерения переменного тока и напряжения могут быть приме­
нены амперметры и вольтметры электромагнитной и электродинами­
ческой систем, рассмотренные в п. 2 и 3 § 2.6. При включении такого 
амперметра в цепь переменного тока его мгновенный момент вращения 
т вр будет пропорционален квадрату мгновенного значения тока i, 
подвижная же часть прибора, очевидно, даст отклонение, пропорцио­
нальное среднему значению этого момента:

т т
a  =  ki у   ̂ mB9dt =  k2 Y  § i 2d t  =  k2P ,

Ь и

т. е. прибор измерит действующее значение тока. Аналогично, вольт­
метры этих двух систем измеряют действующее значение напряжения.

Д ля измерения мгновенных значений переменных токов и напря­
жений применяется о с ц и л л о г р а ф ,  основным элементом кото­
рого является в и б р а т о р  — прибор магнитоэлектрической системы 
(см. п. 2 § 2.7), подвижной частью которой является легкая петелька; 
ее момент вращения и угол отклонения пропорциональны измеряемой 
величине. Вместо стрелки на подвижной части укреплено зеркальце, 
отражающее луч света на движущуюся фотопленку, на которой запи­
сывается временная диаграмма тока или напряжения.

Д ля измерения средней мощности в цепях переменного тока приме­
ним ваттметр электродинамической системы. Как следует из п. 3 
§ 2.6, его мгновенный момент вращения /лвр будет пропорционален

110



мгновенной мощности р =  ui. Тогда отклонение подвижней части про­
порционально ее среднему значению:

г г
a  =  k t y   ̂ mBp d t =  k2 y  ^ p d t  =  k2P ,

о о
т. е. средней мощности.

Для получения положительного отклонения ваттметр следует 
включать по схеме рис. 2.9. В цепях только с индуктивностью и с емко­
стью ваттметр, очевидно, должен дать нулевое показание.

Г Л А В А  С Е Д Ь М А Я

АНАЛИЗ И РАСЧЕТ ПРОСТЫХ ЦЕПЕЙ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА

§ 7.1. Цепь с последовательным соединением участков 
с сопротивлением, с индуктивностью и с емкостью

Г1о закону Омё мгновенное значение тока в цепи с последовательно 
включенными активным сопротивлением г, индуктивностью L и емко­
стью' С (рис. 7.1, а) зависит не только от приложенного напряже­

ния и, но и от возникающих в цепи э. д. с. индуктивности eL и э. д. с. 
емкости ес'-

. “ +  еь + е с u~ L d t ~ c \ idi  
1~  г ~  г

отсюда
u =  n  +  L ^  +  ~  j  i dt,

т. е. приложенное напряжение распадается на три напряжения, из кото­
рых первое Ut — ri преодолевает активное сопротивление цепи, второе
U i ~ L ^ r  уравновешивает противоположную ему по знаку э. д. с.
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индуктивности ei и третье uc = - i-  ^ i d t  уравновешивает проти­
воположную ему по знаку э. д. с. емкости ес.

Задавшись током цепи

i = I m sin (at

и подставив это выражение тока в уравнение напряжений: 

u — r l m sin (at -f- (aLlm cos (at — ̂  Im cos (at,

можно видеть, что отдельные составляющие напряжения представляют 
собой синусоиды и, следовательно, суммарное напряжение также будет 
синусоидой, вектор которой равен геометрической сумме векторов 
составляющих синусоид.

Это построение сделано на рис. 7.1, б для векторов, равных по вели­
чине действующим значениям. Вектор активного напряжения И л — 
—r l  совпадает по фазе с вектором тока / .  Индуктивное напряжение

Ui =  (aLlm cos (at — \JmL sin [ a t  +  y j

опережает ток на ~ и, следовательно, вектор индуктивного напряжения
U i =  (aLl сдвинут относительно вектора тока по вращению векторов 
на тот же угол. Емкостное напряжение

ис =  — ^  I m c o s ( o t = U mCs\n[(at —

и его вектор Uc =  ^ I  противоположен по фазе вектору U l. На
рис. 7.1, б он отложен из конца вектора U /. в противоположную сто­
рону. Замыкающий вектор и есть вектор полного напряжения U.

Необходимо отметить интересную особенность векторной диаграммы 
рис. 7.1, б. При ее построении векторы напряжений на участках цепи 
откладывались в той же последовательности, в какой эти участки вклю­
чены в цепь рис. 7.1, а. Поэтому отдельным точкам векторной диаграм­
мы (0, a, b, d) соответствуют одноименные точки цепи. Такая диаграмма 
может быть названа т о п о г р а ф и ч е с к о й .  Она позволяет сразу 
найти векторы напряжений между любыми точками цепи, соединив 
их прямой линией. На рис. 7.1, б показаны векторы напряжений 
Uri и Ujx на участках rL и LC.

В результате сложения векторов получается прямоугольный 
т р е у г о л ь н и к  н а п р я ж е н и й  с гипотенузой, равной п о л ­
н о м у  напряжению U, катетом, равным а к т и в н о м у  напряже­
нию £/а и катетом Up =  U L — U c ; напряжение Uv называется р е а к ­
т и в н ы м .  На диаграмме рис. 7.1, б преобладает индуктивное напря­
жение (U l >  U с) и поэтому реактивное напряжение совпадает по фазе 
с индуктивным.
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Из треугольника напряжений видно, что

U =  У ' Ш + Щ  =  /  U i + ( U L- U c)2 =

=  ] Л и ) >  +  ( » u  /)*  /  у  r< +  ( » i  

Тогда

Сопротивление ^  называется р е а к т и в н ы м  и обозна­
чается буквой х. Знаменатель выражения для тока

у  — =  l / r 2 +  (*i — *c)2= K / - 24 -x 2 =  z

играет роль сопротивления и называется п о л н ы м  сопротивлением. 
В системе единиц СИ г  также измеряется в омах.

Следовательно,
j  и  _ и

У  г2 +  хг г

Полученные выражения могут рассматриваться как аналог закона 
Ома для переменного тока. Необходимо подчеркнуть, что закон Ома 
в таком виде справедлив только для максимальных и действующих 
значений переменного тока и напряжения. Д ля мгновенных значений
он в таком виде неприменим; написать i =  у  было бы грубой ошибкой,
так как мгновенные значения тока и напряжения не находятся в линей­
ной зависимости.

Здесь полезно сопоставить различные выражения закона Ома для 
этой пепи. Для мгновенных значений

и, —f- В j —(■• С .о
—  1 с , (7.1)Г ’

для векторов, очевидно, можно было бы написать:

l  =  U + t L +  %C ' {72)

где <з(. и §с  — векторы э. д. с. индуктивности и емкости, а для дей­
ствующих значений аналог закона Ома:

/  - — — Л --------------------  ( 7 . 3 )

V r 4 ( h - t cf

Отсюда видно, что физически сущ ест вую щ ие э. д .  с. и н д укт и вн о ст и  
и ем кост и,  входящие в выражения (7.1) и (7.2), в выражении (7.3) 
ф орм альн о  учит ы ваю т ся через реакт ивн ы е соп рот ивлен ия  x l  и  х с . 

Вектор тока сдвинут по фазе относительно вектора напряжения
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на острый угол ср; на диаграмме рис. 7.1, б  вектор тока отстает от век 
тора напряжения. Угол ф может быть определен из треугольника 
напряжений:

. V? , х1 , xL ~ xc  t “ i - 5 c  Ф =  arctg  j f  =  arctg ^  =  arctg  — -—  =  a rc tg ----- ------ .

Если разделить все стороны треугольника напряжений на общий 
множитель / ,  получится подобный ему т р е у г о л ь н и к  с о п р о ­
т и в л е н и й  с гипотенузой г  и 
катетами г и х  (рис. 7.2, а), от­
куда

г =  гсо 5 ф , x =  2 s in 9 ,

z =  V r 2 +  xs.
М г н о в е н н а я  м о щ ­

н о с т ь  цепи равна произведе­
нию мгновенных значений напря- <*_ 
жения и тока: *
p =  ui — ( r l m sin (£>t- f  Xl Im cos coi! —

— XclmCOS coz') sin (i)t =
=  rlm sin2 (dt -)- X^/m sin (>>t COS COt- 

— Xclm sin (01 COS COt.

5)

После подстановки значений sin2 ^  (1 — cos 2(ot) и sinco^x

x c o s  a>t = y  sin 2 a t  выражение для мгновенной мощности получает 
вид

р — ( г Р  — r P  cos 2co;f) - f  xL/ 3sin2 a t  — xc P  sin 2cot.

Первый член правой части есть мгновенная мощность активного 
сопротивления

ра =  г Р  — r P  cos 2сdt.

После подстановки соотношений из треугольника напряжений

р а =  U J  — U J  cos 2сot =  U l  cos ф - f  U l  cos ф sin i2a>t — ~ j .

Эта мощность (рис. 7.3, a) имеет постоянную составляющую 
Р  =  r l s =  U J  =  Ul  cos ф



ч переменную — синусоиду двойной частоты с такой же амплитудой. 
Величина Р  является, очевидно, средней мощностью за период. Она 
называется а к т и в н о й  м о щ н о с т ь ю .  В системе СИ мгновенная 
и активная мощности измеряются в ваттах (вт).

Второй и третий член дают мгновенную мощность индуктивности 
и емкости (см. рис. 7.3, а):

Pl =  XlI2 sin 2co/ =  UlI sin 2at ,

p c ~ — xcI 2 sin 2(ot =  — U c l  sin 2at .
Эти мощности изменяются по синусоидам двойной частоты противо­

положным по фазе, т. е. когда индуктивность отдает энергию, емкость 
ее получает, и наоборот. Среднее значение p i  и рс равно нулю. В сумме 
они дают мгновенную мощность реактивных участков цепи:

Pv =  P l +  Р с =  (xl — Хс) / 2 sin 2 a t  =  x l 2 sin 2toi —
=  U PI sin 2cot =  UI  sin <p sin 2<ot.

Амплитуда синусоиды этой мощности

x /2 =  t /p/  =  Ul  sintp =  Q

называется р е а к т и в н о й  м о щ н о с т ь ю .  В системе СИ реак 
тивная мощность измеряется в реактивных вольт-амперах (вар).

Теперь выражение для мгновенной мощности всей цепи может быть 
преобразовано:

р =  UI  cos ф — UI  cos ф cos 2cot -f- UI  sin ф sin 2<at==

=  UI  cos ф - f  UI  sin ^2a t  -|- ф —

Таким образом, мгновенная мощность р всей цепи имеет постоянную 
составляющую UI  cos ф и переменную составляющую — синусоиду 
с амплитудой UI  (рис. 7.3, б); р равно нулю когда и — 0 или i =  0. 
Так как амплитуда переменной части U1 больше постоянной составля­
ющей UI  cos ф, мощность в определенные промежутки времени стано­
вится отрицательной. Когда мощность положительна, цепь получает 
энергию от источника; когда мощность отрицательна, цепь отдает 
энергию источнику. Очевидно, возврат энергии источнику получается 
за счет энергии поля того из реактивных участков цепи, мощность 
которого больше (для рис. 7.3, б за счет индуктивности). Отдавая 
запасенную в своем поле энергию, индуктивность снабжает энергией 
емкость, отдает часть своей энергии безвозвратно активному сопро­
тивлению, а остаток возвращает источнику. Промежутки времени, 
в течение которых мощность положительна, больше, чем те, при кото­
рых мощность отрицательна.

Амплитуда переменной части мгновенной мощности всей цепи

U I = ZI* =  S

называется п о л н о й  м о щ н о с т ь ю  и измеряется в системе СИ 
в вольт-амперах (ва).

Если умножить все стороны треугольника сопротивлений на общий 
множитель I2, получается подобный ему прямоугольный т р е у  г о -
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л ь н и к  м о щ н о с т е й  (см. рис. 7.2, б) с углом у вершины, рав 
ным ф, гипотенузой, равной полной мощности S —-zP==LII ,  катетом 
равным активной мощности Р  =  r P  =  £//cos<p и другим катетом 
равным реактивной мощности Q =  х Р  =  0 7  sin <р. Из треугольник; 
мощностей видно, что

Полная мощность 5  является характерной величиной для всякой 
электрической установки, любой электрической машины, аппарата, 
линии передачи и т. п. Сечение их проводов рассчитывается на ток / 
таким образом, чтобы провода не перегревались от выделяемого в них 
тепла. Изоляция рассчитывается на напряжение U; сердечник и н. с. 
обмотки электромагнитных механизмов рассчитываются на магнитный 
поток, который также пропорционален напряжению (см., например, 
формулу для @т в п. 1 § 6. 1). Другими словами, любая электрическая 
установка рассчитывается на напряжение и на ток, т. е. на полную 
мощность UI,  средняя же мощность

так как cos <p sS 1. Следовательно, полная мощность есть та макси­
мальная активная мощность, которая может быть получена при данных 
действующих значениях напряжения и тока. Из-за сдвига фаз расчет­
ная (полная) мощность установки используется неполностью. Отсюда 
ясна важность высокого cos ф, называемого к о э ф ф и ц и е н т о м  
м о щ н о с т и .

В общем случае напряжение и и ток i цепи записываются так:

то ф >  0, и ток отстает по фазе от напряжения. Если с
т. е. х  <  0, то ф с  0, и ток опережает напряжение.

Д ля цепи с последовательным соединением сопротивления г и инду­
ктивности L аналог закона Ома и сдвиг по фазе могут быть получены

Аналогично, для цепи с последовательным соединением сопротивле­
ния г  и емкости С , положив (oL =  0:

S =  V  P 2 +  Q2.

UI  cos ф sS UI,

u =  Um sin (<o/ + Ф), i — Im sin (со/ -J-г|э — ф),
где ^  — начальная фаза напряжения;

Ф — разность фаз напряжения и тока.
Если в рассмотренной цепи ( a L > ^ ,  т. е. х =  coL—^  >■ 0,

из выведенных формул, если положить - .

Ф =  arctg  ~  arctg  у  >  0.

и и и



§ 7.2. Ревонанс напряжений

В электрических цепях, содержащих индуктивности и емкости, воз­
можно явление р е з о н а н с а ,  при котором напряжение и ток 
цепи совпадают по фазе. В цепи с последовательным соединением сопро­
тивления, индуктивности и емкости (см. рис. 7.1, а) будет р е з о н а н с  
н а п р я ж е н и й ,  когда

1со L = со С ‘ т. е. xL =  xc ,

так как в этом случае ток и разность фаз напряжения и тока

, __ 1_
, U U “  со С'
/о  =  — 7= = = = = =  =  — , Фп =  arctg ——----- =  0 ., / 1 \ 2 Г ти °  Г

У  г2 +  К “ шс]

Напряжения на участках цепи при резонансе

U '0  =  r l 0 =  r ^ = U ,  U L0 =  x LI 0 =  X- ± U ,  UCo =  * c / o = = y t A

т. е. активное напряжение равно полному, а индуктивное напряже­
ние — емкостному напряжению, так как индуктив­
ное сопротивление xL равно емкостному хс . Если 
xl =  хс >  г, то U Lo =  t/co >  Т°* пРи
резонансе, ограниченный лишь активным сопротив­
лением, при малом г также может получить 
большое значение.

На рис. 7.4 показана векторная диаграмма 
для случая резонанса. Как видно из этой диаг­
раммы и приведенных соотношений, при резо­
нансе цепь, несмотря на наличие в ней индук­
тивности и емкости, ведет себя как активное соп­
ротивление. Ток совпадает по фазе с напряжением 
и получает наибольшее значение. Реактивное 
напряжение

о

U ро~ ■ ULO- U CO= 0 .

Ul

и
Ua--r/ 1

Так как условием резонанса является равен- Рис. 7.4

ство coL =  —̂ то для данных двух величин из трех
(L, С, со) резонанс может быть получен подбором третьей. Итак, 
резонанс будет при

I
0 С02С или или со

V l c  ‘

Индуктивное и емкостное сопротивления при резонансе

V lc
^ L =  ^ c - V£ = р -
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Величина р называется х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  с о п р о ­
т и в л е н и е м  цепи, а ее отношение к активному сопротивлению

f = Q 0

называется д о б р о т н о с т ь ю  цепи (контура). Добротность равна 
также отношению индуктивного или емкостного напряжения при 
резонансе к напряжению всей цепи. Обратная величина

d  =  —  =  —
Qa Р

называется з а т у х а н и е м  цепи. Чем меньше г, а следовательно, 
и d, тем при резонансе больше активная (средняя) мощность

Р  = U~  г .

Мгновенные мощности индуктивности и емкости при резонансе 
равны по величине и обратны по знаку (рис. 7.5):

Pl — XlI 2 sin2co/ и р с =  — xcI 2 s\n2(ot.

Индуктивная QL =  x LP  и емкостная Qc =  ХсР  мощности также 
равны друг другу. Следовательно, при резонансе мгновенная мощность 
рр и реактивная мощность Q всей цепи будут

Pp =  Pi +  Pc =  0 и Q =  Ql — Qc =  0.
Этого следовало ожидать, так как при резонансе, как показано, цепь 
ведет себя как активное сопротивление.

Максимальное значение энергии индуктивности

J _  /  /  г __ JL  Г /  ^ Cm \ 2 ___PI}'-
2  rn—  2 I /—~  \ о Cm j

т. е. равно максимальному значению энергии емкости. Тогда, если 
i =  Im sin <at, то uc =  — Ucm cos и мгновенное значение суммар­
ной энергии индуктивности и емкости равно:

Lia Cul. U sm  ̂ CUb". „  ̂ LPm CU%m
W  =  -J- +  sin2 со/ +  - у 11 cos2 =  = — | ^  =  const.

Отсюда видно, что при резонансе суммарная энергия, запасенная 
реактивными элементами цепи, постоянна и равна максимальной 
энергии индуктивности, равной, в свою очередь, максимальной энергии 
емкости. Колебания энергии индуктивности и емкости противоположны 
по фазе и в цепи происходит полный обмен энергиями между ними. 
Источник не участвует в этом обмене и доставляет лишь энергию актив­
ному сопротивлению цепи.

Таким образом, при резонансе происходит взаимная компенсация 
индуктивных и емкостных сопротивлений, напряжений и мощностей.
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Далее рассмотрен режим, когда напряжение на зажимах цепи 
постоянно, а частота изменяется от 0 до оо.

Ток /  =  0 при со =  0 и с о  =  оои  максимален при резонансе, когда 
со =  м0. Аналогично изменяется активное напряжение U а =  r l  и 
активная (средняя) мощность Р  =  гР ,  но 
кривая Р  (со), очевидно, имеет более 
острую форму, чем кривая /  (со) (рис. 7.6).

Индуктивное напряжение U l — 0 при <о =  0. При со =  оо U L =  U, 
при резонансе Ui.a =  ̂ y -  U. Д ля определения частоты coi, при кото­
рой U l максимально, вместо исследования на максимум величины

со LU UUl =  <hLI =

Y 1 2
'со с ) со2! 2 +■ 1

1
co2Z.C

прош,е исследовать подрадикальное выражение на минимум, взяв его 
производную по со и приравняв нулю:

д_
до) I L2 

Отсюда

со
/ ГГГ2' 2

! +  М с )
2, ' :! - 1  I о / r  Ш 2\  о  ш ‘ 3 Л_ - ш з + 2  2 ^  =  0 .

СОо

/
1 - -

/ г

> с о 0.

Значение U lmM получится после подстановки значения col в общее 
выражение для Ul:

U,
UL, Ло

/
1 -1

Y*
>  и  и , .

Емкостное напряжение U c =  U  при со 
, ,  и

при резонансе Ucо= — q

=  0; i / c =  0 при о) =  оо; 

Ulo- Определение частоты «с , при кото-
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рой Uc  проходит через максимум, и значение Uc  max можно провести 
аналогично предыдущему:

г, _L______ и  и
С “ С V r W  +  W - V

g t  [r2w2C2 — (m2Z.C — 1 )2] =  2г2С2б) +  2 (ша1С  — 1) 2coLC =  0,

Л Г 2L-rzC Г , 1 / г \z
“ с =  У  - Щ с - =  <°° у  1 -  2* С°°’

г? Со __ /?
max — ------ --------------------- - '- j  —  и 1 max*

/  г  \ 2

/ * VI,
Таким образом, наибольшие значения напряжений на индуктив­

ности и емкости равны между собой.
Графики зависимостей Ul (®) и Uc («) показаны также на рис. 7.6. 

При увеличении активного сопротивления г цепи / 0, ULo, U Co, Ul max
и Uc  max уменьшаются, а частоты coi и 
©с удаляются от резонансной частоты

<о0; при r > ~ ^ f  2 ^ -  максимумов нет.
Кривые на рис. 7.6 называются р е - 

к р и в ы м и  или 
х а р а к т е р и с -Рис. 7.7

з о н а н с н ы м и  
ч а с т о т н ы м и  
т и к а м и  ц е п и .

Явление резонанса имеет широкое применение в радиотехнике. 
Например, в ряде устройств используется зависимость режима работы 
цепи с последовательным соединением L и С от частоты и повышение 
тока этой цепи при резонансе.

В электротехнике резонанс напряжений часто является аварийным 
режимом; так при обрыве линии передачи, питающей отключенный 
со вторичной стороны трансформатор Т  (рис. 7.7), может наступить 
резонанс между емкостью

(С1 и С2 — емкости на землю двух участков линии передачи) и индук­
тивностью L первичной обмотки трансформатора, что вызовет недо­
пустимое для изоляции и безопасности установки повышение напря­
жения U x в первичной и, следовательно, U2 во вторичной обмотках 
трансформатора.
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§ 7.3. Цепь с параллельным соединением 
участков с сопротивлением, с индуктивностью 

и с емкостью. Резонанс токов

1. Основные соотношения

При параллельном соединении сопротивления г, индуктивности 
L и емкости С (рис. 7.8, а) мгновенное значение тока i всей цепи, со­
гласно первому закону Кирхгофа, равно алгебраической сумме мгновен­
ных значений токов отдельных приемников:

i  =  га +  h  +  гС =  у  +  ^  и dt  +  С .

После подстановки в это выражение напряжения и =  Um sin a t  
ток Есей цепи представляется суммой 'синусоид:

i =  ̂ y- sin a t  +  sin {a t  — y j  +  a C U m sm ( a t  -f  y j .

Следовательно, ток всей цепи также будет синусоидой, вектор 
которой может быть найден как геометрическая сумма векторов слага­

ющих синусоид. Векторная 
диаграмма для действующих 
значений дана на рис. 7.8, б.

i r Ip

О

Рис. 7.8 

И

к ,U

V 1 /о(1

к ko 0 ка
Рис. 7.9

Активный ток / а =  у  совпадает по фазе с напряжением U,  индуктив­

ный ток I t  =  ~  отстает от напряжения на л/2 , емкостный ток / с =
=  a C U  опережает напряжение на л/2 , реактивный ток / р =  I L — Zc- 
Тогда действующее значение тока всей цепи

а разность фаз напряжения и тока
U

ш== arctg  —-  =  arctg
I 3

со/.
-со CU

г

со L
—  шС

Р е з о н а н с  т о к о в  наступит при

1 ,• I <■’
wL ~  \  L

121



т. е. при условии, аналогичном условию резонанса напряжений. 
Тогда

Векторная диаграмма для случая резонанса изображена на рис. 7.9. 
Так как векторы h 0 и /с 0 равны между собой и направлены противо­
положно, сумма их — реактивный ток — равна нулю. Ток цепи / 0

равен активному току / а0 и совпа- 
1 1 дает по фазе с напряжением. При

фазе, и в цепи происходит полный обмен энергиями между ними. 
Источник не участвует в этом обмене, он доставляет лишь энергию 
активному сопротивлению.

Если в рассматриваемой цепи поддерживать неизменным напряже­

ние U и увеличивать частоту со, активный ток I& — ~г и активная мощ-

U2 ^ Lность Р =  -/г останутся неизменными, индуктивныи ток ^
будет убывать, а емкостный ток / с =  соС£/ — возрастать; при резо­
нансе ILo =  /со- Частотные характеристики цепи показаны на рис 7.10. 
Ток всей цепи

т. е. цепь будет вести себя как активное сопротивление. 
Токи ветвей цепи при резонансе:

Ц/г

II
h
h
Р

Ф

0

(-Ч>) гии емкости, равной, в свою очередь,

f U i )  о Т = = а ) С > Т  т о к и  ~  ^ с о  >  Z 0  =  /,,) соь г

(l,Ua<p) Энергетическая сторона процесса 
W  здесь такая же, как и при резо-

=  / а0, т. е. токи в индуктивности и в 
емкости будут больше тока всей цепи, 
равного току в активном сопротивле­
нии.

нансе напряжений: суммарная энер­
гия, запасенная в полях цепи, по­
стоянна и равна максимальной энер-

-я/?
максимальной энергии индуктив­
ности. Колебания энергии емкости и 
индуктивности противоположны по

Рис. 7.10

получает при резонансе, когда -^-^ =  (о0С, минимальное значение

/ 0= у  =  / а. Фазный сдвиг ф положителен при со <  ш0, равен нулю 

при о) =  Ид и отрицателен при со >  со0.
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В высокочастотных генераторах, усилителях и других радиотехниче­
ских устройствах используется зависимость режимов работы от час­
тоты в цепи с параллельным соединением L и С  и повышение напря­
жения этой цепи при резонансе токов.

2. Дуальные цепи

При сравнении уравнения, написанного для цепи с параллельным 
соединением г, L и С (см. рис. 7.8, а) на основе первого закона Кирх­
гофа,

i = y  +  c %  + z  \ udt

с уравнением для цепи с последовательным соединением г, L и С 
(см. рис. 7.1, а), написанного на основе второго закона Кирхгофа,

u =  ri +  L ^  +  ~   ̂ i d t

видно, что оба уравнения имеют в качестве независимой переменной 
время t и совершенно аналогичны, причем одно получается из другого 
при взаимной замене схемы и величин по табл. 7.1.

Т а б л и ц а  7.1

Парг1ллельное соединение г и
1
г L С

Последовательное соединение и i г С L

Две цепи, в которых напряжения первой цепи ведут себя, как токи 
второй и, наоборот, токи первой ведут себя, как напряжения второй, 
называются д у а л ь н ы м и .  Цепь с L и цепь с С, как видно из § 6.3, 
дуальны. Дуальными являются также цепи с последовательным 
и параллельным соединениями г, L и С, и все выводы, сделанные для 
последовательной схемы, можно перенести на параллельную, если 
заменить величины так, как указано в приведенной таблице. В за­
имная замена напряжения и тока должна, очевидно, производиться 
и для их действующих значений U и / ,  а частота ш для обеих схем 
должна быть одинакова.

Так, например, результаты исследования последовательной схемы 
при U =  const и со =  var, изображенные на рис. 7.6, могут быть цели­
ком перенесены на параллельную схему, работающую при / =  const 
и со =  var, причем кривая, изображающая изменение тока /  цепи, 
будет изображать кривую изменения напряжения U,  кривая U l  — 
кривую 1с и кривая U c — кривую II. Зависимость активной (средней) 
мощности Р == у- от частоты будет такой же, зависимость ф (оз)
будет отличаться только знаком (рис. 7.6, обозначения кривых даны 
справа в скобках). Дуальными будут и векторные диаграммы, что 
можно видеть, например, из сравнения рис. 7.1, б и 7.3, б.
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Общему выражению для емкостного напряжения последовательной 
схемы (см. § 7.2) будет соответствовать общее выражение для индук­
тивного тока параллельной схемы:

выражению для максимумов напряжений Ul  и  U c будет соответствовать 
выражение для максимумов токов / с и II'.

выражению для частоты а>с, при которой U c проходит через максимум, 
будет соответствовать выражение col, при которой II  проходит через 
максимум:

Совершенно аналогичны между собой и режимы работы параллель­
ной цепи при со =  var и U =  const (см. рис. 7.10) и последователь­
ной — при со =  var и 1 — const, если произвести указанную замену 
величин (обозначения кривых даны справа в скобках). Интересно от-

емннки электрической энергии имеют активно-индуктивный характер, 
т. е. работают со сдвигом фаз <р >  0 между напряжением и током. Так, 
электрический двигатель переменного тока может быть представлен 
в виде схемы с параллельным соединением г и Xl (рис. 7.11, а), где 
активная мощность Р,  расходуемая в сопротивлении г, равна сумме

h
I

и т. д.

метить,что при неизменном 
токе напряжение U после­
довательной цепи при ре­
зонансе, когда соц/. =  — =г,

получает минимальное зна­
чение.

3. Повышение коэффициента 
мощности

Рис. 7.11

с
Схема, в которой возмо­

жен резонанстоков, исполь­
зуется в электротехнике 
для повышения коэффициен­
та мощности. Обычно при-
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олезной мощности двигателя и всех потерь в нем, а реактивная мощ- 
ость Q индуктивного сопротивления Xt равна индуктивной мощности 
аигателя, связанной с его магнитным полем.

Источник энергии, питающий такой приемник, а также линия 
ередачи должны быть рассчитаны на полную мощность S =  VI,  
ревышающую среднюю мощность приемника Р =  U I  cos ф. Д ля 
меньшения полной мощности источника и линии передачи путем 
■овышения коэффициента мощности часто применяется параллельное 
юдключение к приемнику батареи конденсаторов, т. е. схема, в кото- 
юй возможен резонанс токов.

На рис. 7.11, б  показана векторная диаграмма этой цепи. Здесь 
\  — ток нагрузки, ф4 — фазный сдвиг, / с — ток батареи конденсато­
ров, который при пренебрежении потерями в них опережает напряже­
мте U по фазе ка угол я /2 , / 2 — ток источника, ф2 — новый фазный 
:двиг. На основании этой диаграммы можно вычислить емкость С 
батареи конденсаторов, необходимой для уменьшения фазного сдвига 
Ф1 до величины ф2:

о к ф1 tg фх —  / . с о э ф !  tg  ф2 =  ^7 (tg Ф1 — tg ф2),

где Р  — средняя мощность приемника.
Отсюда

C =  ̂ j i (tg  Ф1 — tg фя),
при Фа =  0 емкость

=  (f’1‘

§ 7.4. Элементарные методы расчета 
простых цепей переменного тока

1. Эквивалентные схемы

При расчете цепи любой приемник может быть заменен э к в и ­
в а л е н т н о й  с х е м о й  с сосредоточенными параметрами, имек> 
щей равные ток и фазный сдвиг при том же напряжении и той же час-

Рис. 7.12

тоте. Если приемник (рис. 7.12, а) при напряжении U  и частоте /  
Потребляет ток /  с фазным сдвигом ф (рис. 7.12, б), то полное сопротив­
ление г  и полная мощность S  этого приемника и его эквивалентной 
'.хемы будут:

2 = у  и S =  UI = = z l2.
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Первой простейшей эквивалентной схемой является последова 
тельное соединение активного г и реактивного х сопротивлени, 
(рис. 7.12, в для случая преобладания индуктивного сопротивления) 
Тогда активные и реактивные сопротивления, напряжения и мощно 
сти этой эквивалентной схемы соответственно равны:

и могут быть представлены катетами подобных прямоугольных тре-

емника является параллельное соединение активного г' и реактивного х' 
сопротивлений (рис. 7.12, г), не равных г и я эквивалентной ей после­
довательной схемы. Параллельную схему удобней характеризовать

1п р о в о д и м о с т я м и :  а к т и в н о й  g  =  р-,  р е а к т и в н о м

Ь — ~ и п о л н о й  у.  Полная проводимость и полная мощность
приемника и его параллельной эквивалентной схемы соответственно 
равны:

Токи ветвей параллельной эквивалентной схемы, называемые 
активным и реактивным:

изображены на векторной диаграмме рис. 7.13, б. Так как они сдвинуты 
между собой по фазе на угол я /2 , полный ток

Н а рис. 7.13, б  прямоугольный треугольник токов совмещен с т р е 
у г о л ь н и к о м  п р о в о д и м о с т е й ,  а также с треугольнико:

/• =  2 cos(p, jc =  zsinq>, 
и я =  r l  =  U cos ф, Up =  x l  == U sin ф, 
Р  —  г Р  —  S  COS ф ,  <2 =  ЛС/2 =  5 5 Ш ф

5
угольников, гипотенузы ко­
торых равны полным вели­
чинам:

И г =  У г *  +  ха,

u = V v \ + u \ ,
г

п

Треугольники сопротивле­
ний, напряжений и мощнос­
тей изображены на рис. 7.13, а.

Рис. 7.13 Второй простейшей экви­
валентной схемой того же при-

y  =  j j  и S =  UI = y U 2.

Ia =  g U  и / р =  b U ,

I = y u = V  i l + 1 \ =  V i g U f + ( b u y = V g 2+ b 2 u ,
откуда

y  =  V g 2 +  b*.
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ощностей, гипотенуза которого равна полной мощности S,  а 
атеты —активной и реактивной мощностям:

Р =  UI а =  g U 2, Q =  U I p =  bU2.

Все эти треугольники имеют у вершины угол <р и подобны.
Сопротивления и проводимости часто называют п а р а м е т р а м и  

р и е м н и к о в .  Это определение полностью справедливо для 
и у , величины же г, х  и g, b правильней называть п а р а м е т р а м и  
к в и в а л е н г н ы х  с х е м .

Так как последовательная и параллельная схемы эквивалентны 
1ежду собой, активные, реактивные и полные мощности их должны 
5ыть также между собой равны:

P  =  r /2 =  gt;2) Q =  x j 2 ^ b U 2, S  =  z l 2 =  y U 2.

Отсюда могут быть получены п е р е х о д н ы е  ф о р м у л ы  
л  сопротивлений последовательной схемы к проводимостям паралле­
льной схемы:

__r l 2 __  г _  г , __х!г х х  __г / 2 __ 1

ё  ~  и *  ~  г*  ~  Г - +  X2 ’ 0  —  гТ2 —  г 2" —  Г2 +  X2 ’

Аналогичным образом могут быть получены переходные формулы 
эт проводимостей параллельной схемы к сопротивлениям последова­
тельной:

8  __ S  Ь Ь 1
rz^ ¥ ' ~ 8 r + ^ ’ х ~ ¥  Z~ J '

Таким образом, обратными друг другу являются только полные 
:опротивление г  и проводимость у,  активные и реактивные сопротив­
ления и проводимости находятся в более сложной зависимости.

При анализе поведения какого-либо приемника при переменной 
частоте необходимо заменять его эквивалентной схемой, близкой 
физической сущности этого приемника, т. е. схемой, в которой сопро­
тивления, индуктивности и емкости ее элементов могут быть приняты 
тостоянными. Так, в некотором диапазоне частот можно пренебречь 
говерхностным эффектом, и, например, для кольцевого соленоида 
:читать сопротивление г и индуктивность L независящими от частоты, 
определяя их по формулам (см. п. 1 § 1.5 и п. 2 § 1.7):

lx г OI2S2
Г =  р -  И ,

Tie и /2 — соответственно длины провода обмотки и сердечника,
1 Sj и S 2 — их сечения. Пренебрегая током через межвитковые емкости 
юленоида, что допустимо только при низких частотах, следует пред­
ставить соленоид в виде последовательной эквивалентной схемы 

постоянными параметрами г и L (см. рис. 7.12, в). Тогда при тюстоян- 
(ом токе (со =  0) соленоид и его эквивалентная схема будут иметь 
опротивление г, а с ростом частоты со его сопротивление г  =  
= V  г2 +  (сoL)2 будет возрастать, что соответствует действительности, 
'.опротивление параллельной схемы с постоянными параметрами 
' и L' (см. рис. 7.12, г) при со =  0 было бы равно нулю, при со =  оо
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стало бы равным активному сопротивлению, что не соответствует дейст 
вительности. Поэтому параметры г' и L' параллельной эквивалентно 
схемы должны изменяться с частотой.

2. Цепи с последовательным и параллельным соединением приемннкоа

При последовательном соединении нескольких приемников каждьп 
из них удобно заменить эквивалентной схемой, состоящей из последо 
вательного соединения активного г и реактивного х  сопротивлений

Ток всех приемников такой це­
пи одинаков, а мгновенное зна­
чение напряжения, согласнс 
второму закону Кирхгофа, равнс 
алгебраической сумме мгновен­
ных значений напряжений от­
дельных приемников. При пере­
ходе к векторам алгебраическая 
сумма заменяется геометричес­
кой.

В качестве примера на рис. 
7.15, а показана векторная диаг­

рамма для цепи рис. 7.14, состоящей из последовательного соединения 
д в у х  приемников — ОДНОГО С индуктивным характером нагрузки и дру­
гого с емкостным. Векторы напряжения приемников и всей цепи разла­
гаются на составляющие: активные U a — по вектору тока и реактивные 
t/p — перпендикулярно вектору тока. Если разделить все напряжения 
(стороны треугольников напряжений: U-, =  г /, U p — x l ,  U =  z l )  на /,

Рис. 7.14

а)

и / V 2
v 2 ".гр

А u p
U г

U,a с 1

Рис. 7.15

получится подобный рис. 7.15, а многоугольник сопротивлений 
(рис. 7.15, б). При умножении напряжений на I  получится подобный 
рис. 7.15, а  многоугольник мощностей со сторонами Р  =  r P ,  Q =  х Р ,
S  =  г Р  (рис. 7.15, в).

При параллельном соединении нескольких приемников каждый 
из них удобйо заменить эквивалентной схемой, состоящей из паралле­
льного соединения активной g  и реактивной b проводимостей. Н апряж е­
ние всех приемников такой цепи одинаково, а мгновенное значение 
тока цепи, согласно первому закону Кирхгофа, равно алгебраической 
сумме мгновенных значений токов отдельных приемников. При пере 
ходе к векторам алгебраическая сумма заменяется геометрической
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3 качестве примера на рис. 7.17 дана векторная диаграмма для цепи, 
юстоящей из параллельного соединения приемника с индуктивным 
характером нагрузки и приемника с емкостной нагрузкой (рис. 7.16). 
Зекторы тока приемников и всей цепи разлагаются на составляющие:

Рис. 7.17

активные / а по вектору напряжения U и реактивные / р — перпенди­
кулярно вектору напряжения. Если разделить все токи (стороны 
треугольников токов: / а =  gU,  / р =  bU,  /  =  yU)  на U,  получится 
подобный рис. 7.17 многоугольник проводимостей (g, b, у), а при умно­
жении токов на U — подобный многоугольник мощностей (Р  =  g U 2 
Q =  b U \  S  =  г/ t /2).

Из многоугольников рис. 7.15 и 7.17 видно, 
что при последовательном соединении скла­
дываются сопротивления, напряжения и мощ­
ности, а при параллельном — проводимости, 
токи и тоже мощности. Активные величины 
складываются арифметически, реактивные — 
алгебраически, а полные — геометрически.

3. Расчет цепей со смешанным соединением 
приемников методами преобразования и пропорцио­

нального пересчета r--r,*ru ; X
j 223

При смешанном (параллельно-последова- 
тельном) соединении приемников с заданными 
параметрами, питаемых одним источником 
энергии, токи, напряжения и мощности вет­
вей цепи могут быть определены аналити­
чески методом преобразования, заключаю­
щимся в постепенной замене сложной цепи 
более простой, ей эквивалентной. Ход реше­
ния подобной задачи показан на рис. 7.18.
Группа приемников, соединенных парал-
тельно, заменяется одним, активная проводимость которого равна 
'рифметической сумме активных проводимостей приемников, а реактив- 
[ая — алгебраической сумме реактивных. Группа приемников, соединен­

Рис. 7.18
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ных последовательно, заменяется одним, активное сопротивление кото 
рого равно арифметической сумме активных сопротивлений отдельны; 
приемников, а реактивное — алгебраической сумме. После замен! 
всей цепи одним приемником определяется ток при заданном напряже 
нии или напряжение при заданном токе и сдвиг фаз между ними 
Затем схема разворачивается в первоначальную цепь с постепенны?* 
определением напряжений, токов и фа:,ных сдвигов в отдельных при 
емниках.

В процессе решения этой задачи несколько раз приходатся при 
менять переходные формулы от сопротивлений к проводимостям 
и от проводимостей к сопротивлениям.

Рис. 7.19

В качестве примера далее решается важная для электротехники 
задача определения частоты и , при которой в схеме рис. 7.19 наступит 
резонанс токов, т. е. напряжение и ток всей цепи будут совпадать 
по фазе. Д ля этого, очевидно, реактивная проводимость всей цепи 
должна быть равна нулю:

b =  bi  — bc =
coL

откуда

соС
rl +  (aL)*

(0 =
V l c

/ 1 ^  
' i + fcc j

=  0,

Таким образом, в общем случае, когда г х ф  г 2 Ф  • частота
1

о  резонанса в этой цепи отличается от частоты <в0 -
V l c

резонанс;

при последовательном или параллельном соединении L и С. Векторна< 
диаграмма для резонанса в цепи рис. 7.19 изображена на рис. 7.2G 
Реактивные составляющие токов ветвей в сумме дают нуль, и ток все: 
цепи равен сумме активных составляющих.
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Так как в общем случае токи ветвей сдвинуты по фазе не на я /2 , их 
мгновенные мощности, изменяющиеся с двойной частотой, будут 
сдвинуты по фазе на угол, отличный от я , т. е. они не находятся в про- 
тивофазе. Это значит, что в общем случае резонанса полного обмена 
энергиями между индуктивной и емкостной ветвями не происходит.

Интересно отметить частные случаи:

1) при г г =  гйф  У ~  частота (о =  (о0 =  ̂ = :

2) при гг — г% =  j / ~ ' ш =  _5". т - е- резонанс будет при любой 
частоте;

3) при г х >• у  >  г2 или rx <  j / ~ ^ < . г 2 резонансная частота

будет мнимым числом, а это значит, что резонанс в этой цепи не­
возможен.

Расчет подобных цепей может быть произведен также графоанали­
тически — м е т о д о м  п р о п о р ц и о н а л ь н о г о  п е р е ­
с ч е т а .  Он основан на том, что в линейной цепи токи пропорциональ­
ны напряжениям, следовательно, векторная диаграмма напряжений 
и токов, рассчитанная или построенная для одного значения питающего 
цепь напряжения, сохранит свой вид при изменении этого напряжения, 
и лишь масштабы для напряжения и тока изменятся во столько 
же раз.

Например, для цепи рис. 7.21, а, решая задачу графоаналитически, 
целесообразно строить векторную диаграмму, задавшись током первой 
*зетви / t =  la . Затем последовательно вычисляются и в выбранном 
масштабе наносятся на диаграмму векторы в соответствии со своей
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фазой, после чего они складываются графически (рис. 7.21, б):
Uu  =  r1I1 — 8 - 1 =  8e, L/1p =  jc1/ i = 6 - 1 = 6 в ,

^ 1 2 =  U n  4~ U =  1 Об,

/ 2 =  ^  =  - ^ - = 1 ,2 я ,  /3 =  /1 +  /2= 1 а ,
Х12 Q 1

8 Т
t /g a =  == 4  • 1 =  Аву U зр =  Х%1 з =  1 0 * 1  =  10$,

U a =  U 9a -f- f /3p =  10,80, £7 =  £/12 -f-1/3  =  20e.

Таким образом, напряжение всей цепи оказалось равным 20 в 
вместо заданных 120 в. Следовательно, векторная диаграмма рис. 7.21, б 
остается дейтствительной и для заданного напряжения, если увеличить 
масштабы для напряжений и токов в 120/20 =  6 раз.

Г Л А В А  В О С Ь М А Я  

СИМВОЛИЧЕСКИЙ МЕТОД РАСЧЕТА ЦЕПЕЙ

§ 8.1. Символическое изображение синусоидальных функций

С и м в о л и ч е с к и й  м е т о д ,  введенный в теорию переменных 
токов Штейнмецом, является аналитическим развитием векторных 
диаграмм. Он основан на изображении векторов в комплексной пло­

скости и на их записи комплексными числа­
ми. Это приводит к применению для цепей 
синусоидального переменного тока законов 
Ома и Кирхгофа и вытекающих из них ме­
тодов расчета цепей в той же форме, что и 
для цепей постоянного тока. В России сим­
волический метод был введен В. Ф. Митке- 
вичем.

В символическом методе принято исход­
ную ось направлять вертикально и на ней 
откладывать вверх положительные вещест­
венные числа, а по горизонтальной оси вле­
во — положительные мнимые числа (рис. 8.1). 
В дальнейшем эти оси называются о с ь ю  

и о с ь ю  м н и м ы х .  Тогда, например, вра-
изображающий синусоидальное напряжение

u =  U msin (со/4-'Ф)

и составляющий с осью вещественных угол (at +  if), может быть запи­
сан в виде комплексного числа в алгебраической, тригонометрической 
или показательной форме:

(]т =  и ' - f  ju =  U m [COS (a t  +  г|з) -j- j  sin (со* - f  гр)] =
=  U J  =  U me % fat =  Um̂ e;

Рис. 8.1 

в е щ е с т в е н н ы х  
*

щающийся вектор Um,
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здесь j  =  У — 1, и' и и — составляющие, соответственно, по осям 
вещественных и мнимых, Um — м о д у л ь  (величина) вектора, угол 
(<at +  г|)) — его а р г у м е н т ,  а е — основание натуральных лога­
рифмов.

Комплекс е'ш! называют м н о ж и т е л е м  в р а щ е н и я ,  
a Um — — к о м п л е к с н о й  а м п л и т у д о й .  Соответст­
венно

U =  е/ф =  £/е/ф =  U cos q  +  jU  sin t|j =  U'  +  jU "

называют к о м п л е к с н ы м  д е й с т в у ю щ и м  з н а ч е н и е м ,  
в данном примере — напряжения, или к о м п л е к с н ы м  н а п р я ­
ж е н и е м .  На комплексной плоскости оно изображается неподвиж­
ным вектором. *

Для обратного перехода от комплекса Um к мгновенному значе­
нию и следует взять только мнимую часть комплекса (без /), что запи­
сывается следующим образом:

&
и =  Im  Um.

Тогда

и = \ т  U mz!{а,< ̂  =  Im [cos (оэ̂  +  г|з) -f- /s in  (со̂  -)- г|j)] — U m sin  (со̂  - f  гр).

Таким образом, комплекс Um является также изображением (как 
бы символом) синусоиды и, откуда и получил свое название метод, 
заключающийся в замене оригиналов (синусоид) комплексными изоб­
ражениями, в операциях над ними и затем в обратном переходе для 
искомых величин от их изображений к оригиналам.

Геометрическому сложению и вычитанию векторов соответствует 
алгебраическое сложение и вычитание их проекций на оси комплекс­
ной плоскости, т. е. их вещественных и мнимых составляющих. По­
этому геометрическое сложение и вычитание векторов должно быть 
заменено вновь алгебраическим сложением и вычитанием их комплек­
сов. Таким образом, алгебраический характер сложения и вычитания 
мгновенных значений синусоидальных величин сохраняется при замене 
оригиналов комплексными изображениями.

Так как проекция произведения двух векторов не равна произ­
ведению проекций этих векторов, изображение произведения двух 
синусоидальных функций не равно произведению их изображений, 
поэтому прч умножении таких функций нельзя применять символиче­
ский метод.

Производная синусоидальной функции и =  Um sin (сat +  г|з)

J  =  a U m cos (озt +  t|j) =  d)Um sin (<of +  гр +  -j) 

имеет изображение

i  (uf + tiH- •?') , ,  /«о?+ ^  . *
(uUme \ 2 / =  e - ‘ <aUme = ] a U m,
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так как е+ ^ 2 =  ±  /. Полученное изображение равно производной 
изображения исходной функции:

Интеграл той же синусоидальной функции

имеет изображение

/Щ*
m

Ш <o

равное интегралу изображения исходной функции:

Таким образом, однозначное соответствие имеет место также между 
производными и интегралами оригинала и комплексного изображения.

Здесь получен еще один важный результат: дифференцированию 
Оригинала соответствует умножение на  /се его изображения, интегри­
рованию — деление на ja>. Следовательно, интегро-дифференциальному 
уравнению для мгновенных значений соответствует алгебраическое 
уравнение для изображений, т. е. применение символического метода 
приводит к алгебраизации этих уравнений, что крайне упрощает 
расчеты.

Применение символического метода можно показать на примере. 
Так, для цепи с последовательным соединением г, L  и С уравнению 
по второму закону Кирхгофа

при синусоидальном законе изменения напряжения и тока соответст­
вует алгебраическое уравнение

От изображения можно сделать переход к оригиналу — мгновен­
ному значению тока.

§  8.2. Применение символического метода 
для расчета цепей переменного тока

f t  т~\~ L I  т 1т —  0 т ,

откуда комплексное изображение тока

* * J * *
(8 . 1)

134



Выражение (8.2) можно рассматривать как закон Ома в символи­
ческой форме. Тогда знаменатель

г +  jx — г  cos ф +  j z  sin ф =  ze'9 =  Z

может рассматриваться как к о м п л е к с н о е  п о л н о е  с о п р о ­
т и в л е н и е .  Его модуль z равен полному сопротивлению цепи, его 
аргумент ф — сдвигу фаз между напряжением и током цепи. Графи­
чески Z изображается неподвижным вектором с составляющими — 
активным сопротивлением г по оси вещественных и реактивным х — 
по оси мнимых, что показано на рис. 8.2 для случая ф >  0. Соответст­
вующий прямоугольный треугольник является треугольником сопро­
тивлений.

Необходимо заметить, что знак плюс, стоящий в общем выражении 
комплексного сопротивления Z =  г +  jx, сохраняется в конкретном 
числовом выражении при преобладании индуктивного сопротивления 
(ф >  0) и переходит в минус при преобладании емкостного сопротив­
ления (ф <  0).

Величина, обратная полному сопро­
тивлению

1 1-=- =  —  =  г / е - =  у  cos ф —Z zefiг а  а  'Г

— /г/sin ф =  £  — /& =  У,
является к о м п л е к с н о й  п о л ­
н о й  п р о в о д и м о с т ь ю  с моду­
лем у,  равным полной проводимости 
сдвигу фаз между напряжением и током со знаком минус. Графически У 
изображается неподвижным вектором и образует с составляющими — 
активной проводимостью g  по оси вещественных и реактивной b по оси 
мнимых — треугольник проводимостей, что показано на рис. 8.2 для 
случая ф >  0. Вектор У имеет направление, сопряженное с напра­
влением обратного ему вектора Z. Знак минус, стоящий в общем вы­
ражении комплекса проводимости У =  g  — jb, сохраняется в кон­
кретном числовом выражении при ф > 0  и переходит в плюс при
Ф <  0.

Если в символические выражения (8.1) для второго закона Кирх­
гофа и (8.2) для закона Ома подставить значения

1m =  V~2 /e 'w  и U m =  V 2 U e > mt, 

множитель вращения e/W и ] / 2  сократятся и выражения примут вид:

r i j & L i = = U , (8 .1 ')

/ =  — (8. 2' )г +  1* v '

Следовательно, вместо комплексных изображений й т и 1т вра­
щающихся векторов можно применять комплексное напряжение О

, и аргументом ф, равным
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и комплексный ток /, т. е. оперировать с неподвижными векторами. 
Это, очевидно, в равной степени относится к первому закону Кирх­
гофа, и его можно применять в виде:

=  0 вместо 2 / *  =  0.

Таким образом, время t из уравнений выпадает, а закон  Ома и 
оба закона Кирхгофа в символической форме для комплексных напря­
жений, токов, полных сопротивлений и полных проводимостей цепей 
синусоидального тока

} = j = Y U ,  Е Ь = 0 и

получают алгебраическую форму, как и для цепей постоянного тока. 
Необходимо подчеркнуть, что этот вывод сделан для цепи без взаим­
ной индукции.

Отсюда следует, что для расчета линейных цепей синусоидального 
переменного т о т  без взаимной индукции можно применить все изло­
женные в гл. I I I  методы расчета цепей постоянного тока, вытекающие 
из законов Ома и Кирхгофа: метод преобразования, метод уравнений 
Кирхгофа, метод наложения, методы контурных токов и узловых 
напряжений и метод эквивалентных источников напряжения или тока. 
При этом, как указывалось, необходимо оперировать с комплексными 
напряжениями, токами, полными сопротивлениями и проводимостями.

Алгебраические действия над этими комплексами следует про­
изводить в соответствии с выбранными для напряжений и токов поло­
жительными направлениями, совпадающими с положительными на­
правлениями их мгновенных значений и изображающих их векторов. 
По окончании расчетов следует перейти к действующим значениям, 
равным, очевидно, модулям соответствующих комплексов и, если это 
необходимо, к мгновенным значениям искомых величин.

Символический метод применим также для цепей4 с взаимной ин­
дукцией. Особенности их расчета рассмотрены в гл. IX.

Развитие методов расчета цепей постоянного и переменного сину­
соидального тока может быть проиллюстрировано табл. 8.1.

Т а б л и ц а  8.1

Род тока Значения напря­
жений и токов

У читываемые 
ь. д. с.

Используемые 
сопротивления 
и проводимости

Операции

Постоянный
Синусои­
дальный
То же

Действительные
Мгновенные

Действующие
Комплексные

Внешние 
Внешние и 
внутренние 

Внешние 
»

Омические
Активные

Полные
Комплексные

Алгебраические

Геометрические
Алгебраические

Непосредственное применение символического метода к вычисле­
нию по напряжению и току мощности, мгновенное значение которой 
является произведением их мгновенных значений (р =  ш), невозможно
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(см. § 8.1). Однако для вычисления активной, реактивной и полной 
мощности по символическим изображениям напряжения и тока может 
быть использован искусственный прием. Д ля этого комплексное на­
пряжение О =' должно быть умножено на комплекс /, сопря­
женный с комплексным током /  =  /е /№“‘р);

U I  =  f /e 'f /e - 1 (4, -* > =  U l е/т =  UI  cos Ф +  jUI  sin cp =  Р  +  jQ =  S.

Таким образом, вещественная часть комплексной мощности $  
равна активной мощности Р, а мнимая — реактивной Q. При этом 
положительный знак сохраняется для индуктивной мощности и изме­
няется на отрицательный для емкостной. Полная мощность вычис­
ляется, как модуль комплексной мощности:

S  =  |/AP 2- f  Q2.

§ 8.3. Расчет цепей переменного тока 
символическим методом

При расчете цепей по законам Кирхгофа методика составления 
уравнений остается той же, что и при постоянном токе. Д ля заданных 
комплексных э. д. с. и токов должны быть также указаны их поло­
жительные направления, для искомых — ими надо задаться.

Например, для цепи рис. 7.21, а с двумя узлами и двумя эле­
ментарными контурами по первому закону Кирхгофа должно быть 
составлено одно уравнение

/ 1 +  12 — 1-3 =  0-

Два уравнения, составляемые по второму закону Кирхгофа, при 
обходе элементарных контуров Л и В по часовой стрелке, будут

Z,XI х — Z 212 == О, Z 2I .1 -|- Z3/3 — и  =  0.

При постоянном токе ответ со знаком минус указывал на встречное 
направление по сравнению с предположенным, а при переменном токе 
ответ в виде комплекса является окончательным для принятого напра­
вления искомой величины — напряжения или тока. При выборе об­
ратного направления фаза (аргумент) искомого комплекса изменилась 
бы на угол я.

Аналогичным образом составляются и решаются уравнения при 
применении остальных методов, вытекающих из законов Кирхгофа. 
Так, уравнения по методу контурных токов для цепи рис. 7.21, а при 
обходе контуров А и В по часовой стрелке имеют вид:

Z a^a — Z ab b̂ =  0, — 2 Вд/ л +  2 /j/ в — й,
где

Za ~ Z x- \ -Z2, Zb — Z 2-\- Z3, Z ab — Zba — Z2, 

i a — i ъ L — — h-

Символический метод весьма удобен также для решения задач
в. общем виде.
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В электроизмерительной технике широко применяется мост пере­
менного тока (рис. 8.3). Условие равновесия моста постоянного тока 
имеет вид (см. § 3.8):

RiR* =  R?.Ra-

По аналогии условие равновесия моста переменного тока:

Z1Z4 =  Z2Z3 или 21е-'Ч)* =  Zoe^* г3е^а.

Это условие распадается на два :— равенство модулей и аргум ен­
тов левой и правой частей:

Zi24 =  Z2Z3 И ф 1  +  ф 4 =  ф 2 +  фз-

Если модули и аргументы полных сопротивлений трех ветвей известны, 
из этих уравнений могут быть определены модуль и аргумент полного 
сопротивления четвертой ветви.

Вторым примером примене- 0)
ния символического метода для ___
решения задач в общем виде 
может служить задача поддер­
жания в цепи изменяющейся 
нагрузки неизменного по вели­
чине и фазе тока. Например, при 
последовательном соединении 
ламп, применяемом при осве-

I -const

Рис. 8.4

щении аэродромов, должны автоматически замыкаться накоротко за­
жимы перегоревшей лампы, чтобы избежать разрыва цепи J o  при 
этом ток остальных не должен измениться. -«•

Пусть для схемы рис. 8.4, а, питаемой напряжением и  =  const, 
требуется найти условие, при выполнении которого ток /  в правой 
параллельной ветви не будет меняться по величине и по фазе при 
любом изменении сопротивления Z этой ветви.

Общее выражение для комплекса тока 1 может быть НЗЙДеНО мето­
дом эквивалентного источника напряжения. По аналогии с цепью 
постоянного тока

т х
2 +  Z„ •
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Здесь комплекс напряжения (Ух. х между зажимами разомкнутой 
ветви Z (рис. 8.4, б) и комплекс полного сопротивления Z„ цепи отно­
сительно зажимов ветви Z при источнике напряжения, замкнутом 
накоротко (рис. 8.4, в), соответственно равны:

U

а искомы и ток
Zi +  Z2U,  ZB = Zj z2

Zi +  Zs ’

/ = - 2 J J

z + ZjZ2 Z1Z2 +  Z (Zj -f- Z2)
Zi +  ̂ 2

Д ля того чтобы ток /  не зависел от сопротивления Z  нагрузки, 
коэффициент при Z в выражении /  должен быть равен нулю:

%1 +  =  Г1 +  i xl +  Г2 +  1Х2 — О*
Это будет выполнено, если

ri =  r2 =  0 и хг =  — *2, 

т. е. сопротивления Zt и Z2 должны быть чисто реактивными, равными

по величине и противоположными по знаку. Одно из них будет индук­
тивным, а другое — емкостным:

Z1 =  /coL, ZB =  — / - 5* или Zx =  — / 1
соС’

Z2==/(oL,
причем

При этом ток нагрузки

7 =  ̂ - =  const.
А

Если в цепь до разветвления включено индуктивное сопротивле­
ние, а потом — емкостное (рис. 8.5, а), то ток

I
и

jtoL 1
U

У е
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отстает по фазе от приложенного к цепи напряжения на угол я /2 . 
Если индуктивное и емкостное сопротивления поменять местами 
(рис. 8.5, б), то

i й  . и  
1 = -------- = /

V T
т. е. ток /  опережает приложенное к цепи напряжение на угол л/2. 

При изменении Z ток Д до разветвления изменяется и по величине
и по фазе от значения / г =  у- при Z =  0 до / х =  оо при Z =  оо  (ре-
зонанс напряжений).

§ 8.4. Метод дуальных цепей

Метод дуальных цепей, рассмотренный в п. 2 § 7.3 для частного 
случая резонансных цепей, является общим методом. Взаимная замена 
величин при их символической записи должна осуществляться по 
табл. 8.2, вытекающей из табл. 7.1.

Т а б л и ц а  8.2

Последователь­
ное соединение

Параллельное
соединение со и ! L С г 8 Z Y

Параллельное
соединение

Последовательное
соединение

(О \ и С L 8 г Y Z

а) Li

Отсюда можно получить соотношения для дуальной цепи, если 
они даны для цепи исходной. Так, если для исходной цепи в какой- 
либо ветви имеет место короткое замыкание (Z =  0), то в дуальной 
цепи это соответствует холостому ходу ( Y  =  0), и наоборот. При пере­

ходе от исходной цепи к дуальной уравнения по 
первому и второму законам Кирхгофа меняются 
местами.

Основным свойством дуальных цепей является 
неизменность их параметров г, L и С при пере­
менной частоте. Например, в дуальных цепях 
рис. 8.6, а и б численное равенство сопротивле- 

Рис. 8. 6  н и я  и проводимости g 2 +  /о)С2 сохра­
няется при изменении частоты. Этим дуальные 

цепи отличаются от эквивалентных последовательных и параллель­
ных схем, в которых при изменении частоты и постоянстве параметров 
одной схемы параметры другой изменяются (см. § 7.4, п. 1).

Это свойство дуальных цепей позволяет, произведя исследование 
поведения какой-либо цепи при переменной частоте, перенести ре­
зультаты на дуальную цепь, заменив напряжения токами и т. д., что 
и было сделано в п. 2 § 7.3 для резонансных цепей.

При переходе к дуальной цепи не изменяют своей величины мощ­
ности S,  Р  и Q, так как в их выражения входят произведение напря­
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жения и тока, и лишь у реактивной мощности Q =  UJ sin ф изме­
няется знак: индуктивная мощность заменяется емкостной, и на­
оборот.

В качестве примера может быть решена задача создания схем пре­
образования неизменного по величине и фазе тока в неизменное по 
величине и фазе напряжение, т. е. схем, дуальных со схемами, рас-

о)
I--const <э-»~

5)
l^const 

& -*■ ч— II-

U=corst

Рис. 8.7

смотренными в § 8.3. При замене схем и величин по табл. 8.2 полу­
чается схема рис. 8.7, а, дуальная схеме рис. 8.5, а, и схема рис. 8.7, б, 
дуальная схеме рис. 8.5, б. Если

= -  = Vе-со L У L  ’
«С  =  -V

со!

то при неизменном токе /  напряжение О на изменяющейся проводи­
мости Y будет постоянным, т. е.

п  ■ i r-i ■ 1U  =  —  1 ----- ИЛИ 0  =  1 ----------------- -г= т ,

V t  Y t

что получается путем перехода от формул для токов /  исходных це­
пей, приведенных в § 8.3.

Г Л А В А  Д Е В Я Т А Я

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ЧЕТЫРЕХПОЛЮСНИКОВ И ФИЛЬТРОВ 

§ 9.1. Уравнения четырехполюсников

Электрическая цепь, имеющая два входных и два выходных за­
жима, называется ч е т ы р е х п о л ю с н и к о м .  Теория четырех­
полюсников в общем виде рассматривает основную проблему электро­
техники: передачу энергии от источника к приемнику через проме­
жуточное звено — четырехполюсник.

А к т и в н ы е  ч е т ы р е х п о л ю с н и к и  содержат внутри 
себя также источники электрической энергии. Далее сначала рассмат­
риваются п а с с и в н ы е  ч е т ы р е х п о л ю с н и к и ,  не содер­
жащие внутри себя источников энергии. Примером их могут служить 
линия передачи (рис. 9.1, а), трансформатор (рис. 9.1, б), мостовая
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схема (рис. 9.1, в), а также Т-образная (рис. 9.1, г) и П-образная 
(рис. 9.1, д) схемы, к зажимам / ' ,  I" которых подключается источник, 
а к зажимам 2', 2"  — приемник электрической энергии.

га- <5 2"

Рис. 9.1

а)

На рис. 9.2, а изображена в общем виде схема четырехполюс­
ника. Здесь (!]_ и / г — комплексные напряжение и ток на входе четы­
рехполюсника, # 2 и / 2 — комплексные напряжение и ток на его вы­

ходе, Z2 — комплексное сопротивление 
нагрузки, а также показаны выбранные 
положительные направления напряжений 
и токов.

Д ля вывода уравнений, связывающих 
входные и выходные напряжения и токи, 
удобно заменить приемник Z2 с напряже­
нием эквивалентным источником нап­
ряжения без внутреннего сопротивления 
(рис. 9.2, б). Согласно § 3.1, э. д. с. пос­
леднего должна быть равна — 0 2 — — Z2/ 2. 
Тогда можно применить метод наложения 
(см. § 3.6). Считая сначала существующим 
только источник и замыкая накоротко 
зажимы источника — 0 2 (рис. 9.2, в), на­
ходят токи 1[ и / j ,  которые, очевидно, 
будут пропорциональны напряжению

1\ =  У \ \Ux, f<z=Y<i\Ux-

Аналогично, при наличии источника
— (?2 и коротком замыкании О j (рис. 9.2, г)

l l  =  - Y n O t , / , ' = - У и # 2.

Здесь Уш  Уя , Уи , У22 — комплексные
коэффициенты пропорциональности, имею­
щие размерность проводимости; Уц  и У22 

называются в х о д н ы м и ,  а У12 и У21 — в з а и м н ы м и  п р о ­
в о д и м о с т я м и .  Проводимости У12 и У21 определяют токи в ко­
роткозамкнутом выходном или входном контуре при заданном напря­

Рис. 9.2
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жении в другом контуре. При одинаковом напряжении 6гтоки Y 12U 
и У2Х0  по принципу взаимности (см. § 3.7) были бы равны между со­
бой. Следовательно, взаимные проводимости

Y u  =  Y a .

Действительные токи на входе и выходе четырехполюсника 

h  =  i \ Jr i l  =  y n 0 1- Y l2u 2
и

/ 2 =  Д  -f- /2 =  У 21U1 — У 22^2>

Совместное решение этих уравнений дает

j  У ц У ю — У ц У я  п  I Y l i  }11— у  и г~т\г  'г-'21 '21
После введения обозначений

Л = ^ ,  В =  J - ,  C =  - u Y n ~ YaY-^  и D = ^ ,  (9.1)* 21 ^21 '21 '21
получаются у р а в н е н и я  ч е т ы р е х п о л ю с н и к а :

0± =  A U 2-\- B l 2, i l =  CU 2 +  D l 2,

где комплексы А,  В, С, D  называются п а р а м е т р а м и  ч е т ы ­
р е х п о л ю с н и к а .  Между ними существует следующая связь:

A D - B C  =  КцУиу 7 Yl2Y— ■ =  1.
' 1 2 ' 21 ' 2 1

Следовательно, из четырех параметров независимыми являются 
три.

Если входные и выходные зажимы поменять местами (рис. 9.2, <Э), 
т. е. осуществить обратное питание (индекс «о»), уравнения, очевидно, 
получатся аналогичными:

0 W —А £Л(0 -f- В / 2 о, /ю =  С U20 “Ь D /-201
а параметры Л ', В',  С ', D ' определятся из выражений (9.1), если 
индекс 1 заменить индексом 2 и наоборот:

A' =  X^ =  D, В ’ =  ~  =  В, С ' =  Y,nY\  Y2lYl2 -=С,У и  Г 12

0 '  =  рЯ =  Л.
Г12

Следовательно, уравнения четырехполюсника, питаемого со сто­
роны выхода, получают вид:

Uu  =  D U w \ -  В1 2а, /ю  =  С£У2о +  Л /2о.
т. е. отличаются от основных уравнений четырехполюсника тем, что 
параметры А и D  поменялись местами.
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Отсюда следует, что в с и м м е т р и ч н о м  ч е т ы р е х п о ­
л ю с н и к е ,  который со стороны выходных зажимов представляет 
ту же цепь, что и со стороны входных, А == D и А 2 — ВС =  1.

С помощью уравнений четырехполюсника можно определить нагру­
зочный режим, т. е. найти О х и / х для заданных 0 2 и / 2. Очевидно, 
уравнения четырехполюсника могут быть использованы также для 
определения двух любых величин из указанных, если заданы две 
другие.

§ 9.2. Холостой ход и короткое вамыкание четырехполюсника

При холостом ходе ток на выходе / 2х. , =  0 и уравнения четырех­
полюсника дают

X =  Л  £ / 2х X) А х .  X =  C U 2\. X-

При коротком замыкании напряжение на выходе t /2K.3 =  0 и из 
уравнений четырехполюсника вытекает, что

U 1К. 3 =  В1 2К. 3> 1̂К .3 =  7)72к. 3-
Отсюда видно, что параметр А представляет собой отношение 

входного и выходного комплексных напряжений при холостом ходе
четырехполюсника, a D  — отно­
шение входного и выходного ком­
плексных токов при коротком за­
мыкании.

Если при холостом ходе напря­
жение на выходе будет равно на­
пряжению U 2 при нагрузке, а при 
коротком замыкании ток на выхо­
д е — току / 2 при нагрузке, урав­
нения четырехполюсника получают 
вид:

0 i  =  A U 2-\-В 12 =  Ощ х +  7/ik.з, 
i 1= c u 2- \ - D i 2= !1к х -ьЛк.з-

Следовательно, напряжение 0 1 
Рис. 9 .3  и ток / х при любом заданном ре­

жиме ( 0 2, / 2) работы приемника 
могут быть определены путем наложения соответствующих режи­
мов холостого хода и короткого замыкания.

Чтобы осуществить это наложение, надо знать, как расположить 
друг относительно друга векторные диаграммы холостого хода 
(А».*. / 1х х) и короткого замыкания (С/1КЗ, А к.3). Д ля этой цели 
нужно измерить сдвиг фаз а  между векторами 0 2 и / 1х х при опыте 
холостого хода и сдвиг фаз р между векторами и / 2 при опыте
короткого замыкания.

После этого построение ведется в следующем порядке (рис. 9.3): 
строится заданная диаграмма 0 2, / 2, затем под углом ст к вектору f?2
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строится вектор / 1Х х, а под углом <pix х к нему — вектор O ix,x", под 
углом (3 к вектору / 2 строится вектор £71к.3, а под углом <р11ЧЗ к нему — 
вектор / 1К. 3. После этого строятся векторы напряжения 0 1 и тока Д 
на входе как суммы напряжений и токов при холостом ходе и корот­
ком замыкании.

Так как в симметричном четырехполюснике А  =  D ,  то

=  й± =  г г =  г&1ч>*,
/хк.з Dl2 h

т. е. угол сдвига фаз между векторами t ) lx. x и / 1К 3 равен заданному 
углу ф2 сдвига фаз в нагрузке, что сразу определяет взаимное рас­
положение векторных диаграмм холостого хода и короткого замыка­
ния без добавочных измерений.

Указанное применение принципа наложения имеет большое зна­
чение при испытании мощных электротехнических устройств, описы­
ваемых линейными уравнениями, так как позволяет заменить опыт 
нагрузки, требующий источников большой мощности, опытами холо­
стого хода и короткого замыкания при значительно меньшей мощности.

§ 9.3. Определение параметров четырехполюсника

Если известны конкретная схема и сопротивления (проводимости) 
ветвей четырехполюсника, то его параметры могут быть определены 
расчетным путем по входным и взаимным проводимостям. Можно также 
исходить непосредственно из зависимостей, устанавливаемых зако­
нами Кирхгофа.

0—1 1 -  9 — L __1— G5 0“—Г" 1 f  L h n
z, 1 z2 z, * z2

Utx.% , n Y<!

> — 4----------— с5 С

П  y„ к * /

5—----------- J—--- - - -
Рис. 9.4

Далее в качестве примера рассмотрены простейшие схемы четы­
рехполюсников. Так как из четырех параметров четырехполюсника 
независимыми являются три, простейшие схемы должны содержать 
три ветви, т. е. представлять собой соединение звездой (Т-образная 
схема, рис. 9.1, г) или треугольником (П-образная схема, рис. 9.1, д).

Д ля Т-образной схемы при режиме холостого хода (рис. 9.4, а) 
очевидны следующие соотношения:

Uи. x — х ~  ^п^зх. х ==С^2х. xi
при коротком замыкании (рис. 9.4, б)

^ 1К. 3 =  ^ 2^ 2К. 3 +  Z l  ( / 2 К. 3 Т  1 2Ь\ з )  ~  В / 2К. э,

^ 1 к . з ^  ^  2 н.  з У 2 к.  з з '
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Отсюда параметры этого четырехполюсника
А =  I ~h Z 1Y 0, В =  Z i -i~ Z 2 Z tZ 2Y 0,

С =  У„, D =  l + Z 2y 0. (9.2)
Параметры П-образной схемы могут быть определены аналогич­

ным расчетом (рис. 9.1, д). При холостом ходе

U1х. х==^2х.х~Ь х ~  A U 2x. x,
1

f  l x . x  —  У г ^ 2 х .  х “Ь  У  1 ^ 2 ^ 2Х. х

при коротком замыкании
= 2«/

2 0'Н-■ = С£/.2х. х>

£/, =  В /,' 1 к. з —  ^ / 0i  2к. з —  ^ 1 2К. з>

1̂К. з =  72к. з “Ь У iZ q! 2К. 3 — DI  к. 3- 
Отсюда параметры П-схемы

^ = i  +  y 2z 0, b = z 0) c = y 1- b y 2+ ^ 2z 0,
D =  1 +  У1Z0. (9.3)

Подобно тому, как при расчете цепей любой двухполюсник удобно 
заменить простейшим эквивалентным двухполюсником — последо­
вательной или параллельной схемой, можно любой сложный четырех­
полюсник заменить простейшим эквивалентным ему, т. е. Т- или П-схе- 
мой. Решая уравнения (9.2) и (9.3), можно найти параметры этих 
эквивалентных схем, выразив их через параметры четырехполюсника. 

Д ля Т-схемы

Y 0 — C, Z1= A ~ l ’  D ~ l 
Д ля П-схемы

Z 0 =  B, У г = ^ ,  У2 =

С

D — 1

С

А - 1
В

Из этих выражений видно, что схемы, эквивалентные симметрич­
ным четырехполюсникам, сами тоже симметричны, так как, если 
А =  D,  то Zj =  Z2 и F j =  У2.

Если конкретная схема и параметры ветвей четырехполюсника 
неизвестны, его параметры могут быть определены из опытов холо­
стого хода и короткого замыкания при питании и измерениях со сто­
роны входа и со стороны выхода. Эти измерения позволяют опре­
делить комплексы сопротивлений короткого замыкания Z1K. 3 и холо­
стого хода Z jx. x при питании схемы со стороны входных зажимов
V — 1" и Z0
зажимов 2' — 2":

и ^ 2х. х — при питании схемы со стороны выходных

7 , t f l * .  х УФ1Х X—  f*
_  А

^ 1 х .  X
А х .  X

*1Х. Xе ~  с  ’

7 , ^ 1 к . а —  г  е /ф1к*3
_  в

^ 1 к. з
А.К. з

* 1 к . 3 е ~  D ’

7 ^ 2 Х .  X _  - х D
^ 2 Х .  X

^2Х. X
*с 2х. хс ~  Z '

^ к .  з
___^ 2  К. з

^2 К .  3

_? р  У<̂ 2К. 3
—  ^ 2 К .  3е ii

(9.4)
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Как видно из этих выражений, полные сопротивления при корот­
ком замыкании и холостом ходе связаны между собой соотношением:

поэтому из четырех вышеупомянутых опытов необходимы: лишь три, 
а четвертый может служить для контроля.

Параметры четырехполюсника находят по формулам, вытекающим 
из (9.4):

A =  V  Г *— f —  ■ B =  ^ Z 2K3, С =  ~ ,  D -  ВГ 2̂Х.Х 2̂К. 3 Мх.х ' 11 к .  3

§ 9.4. Повторное сопротивление 
и коэффициент распространения симметричного четырехполюсника

В технике электросвязи часто применяются симметричные четы­
рехполюсники и такое согласование их с сопротивлением нагрузки Z, 
при котором сопротивление между входными зажимами также равно Z, 
т. е.

4 1 - 4 1 - 7  
A h

Сопротивление Z получило название п о в т о р н о г о .
Уравнения симметричного четырехполюсника после подстановки

О 2 =  Z /2 примут вид:

йг=а й2 + в12=(а +  !■) й2, },= си2+ л / а= ( c z  +  л)  / а.
Деление первого уравнения на второе дает:

А +  %-

Z  =  CZ +  A Z ’ 
откуда _

г = / ? '
и уравнения четырехполюсника, нагруженного повторным сопротив­
лением, будут иметь вид:

Ог =  ( А + У в С ) С / г ,  i ^ i A  +  V B C )  / а.

Как видно из этих уравнений, равные между собой отношения 
„ /> /,

напряжении и токов -А- на входе и выходе являются комплексным 
и г /г

числом. Последнее может быть представлено в показательной форме:

С\ : 0 Л =  / х: / а =  Л +  J /5 C  =  е1 =  е*+/? =  е“е/?.
Следовательно, у симметричного четырехполюсника, нагруженного 

повторным сопротивлением, выходные напряжение и ток меньше вход­
ных в еа раз, а их фазы — на угол (3. Поэтому а  называется к о э ф -
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ф и ц и е н т о м  з а т у х а н и я ,  Р — к о э ф ф и ц и е н т о м  ф а ­
з ы,  Y =  a  +  /|3 — к о э ф ф и ц и е н т о м  р а с п р о с т р а н е ­
н и я .  Коэффициент р измеряется в радианах, a  — в неперах; одному 
неперу соответствует затухание в е =  2,718... раз.

Так как
1 А — У  ВС

-

е‘< a + V bc А* — ВС
=  a - V b c ,

сЬу =  ^  (ет +  е~т) =  Л, s h у  =  ^  (ет — е ' 1) =  V B C ,

Z A - i -  Л  | £ С  - В ,  -  - ^ - С ,

Y Bc
уравнения симметричного четырехполюсника при произвольной на­
грузке могут быть переписаны в другой форме:

U1 =  c h y U 2 +  s h y Z i sl, / 1 = % ^ (}'2 ,-(-ch у'1г .

§ 9.5. Передаточные функции 
и обратные связи четырехполюсников

Как видно из предыдущего, четырехполюсник можно рассматри­
вать как преобразователь входных величин [Ух или Д в выходные 1У2 
или / 2. Тогда его можно характеризовать п е р е д а т о ч н о й  ф у н ­

к ц и е й  К,  равной отношению выход­
ной величины к входной. Например,©•

Vj
0—1

f i)2

-о
\й2

и*
Ui

или

Рис. 9.5

Очевидно, что первая передаточная 
функция безразмерна, вторая имеет 
размерность сопротивления, третья — 
проводимости.

В ряде электротехнических и автоматических устройств необхо­
димо, чтобы передаточная функция зависела от режима цепи на выходе. 
Д ля этого схема усложняется о б р а т н о й  с в я з ь ю  — дополни­
тельным четырехполюсником, питаемым выходной величиной основ­
ного четырехполюсника, например напряжением 0 2, а выходная ве­
личина дополнительного четырехполюсника, например напряжение 0 3, 
включается последовательно с источником первичного напряже­
ния О  (рис. 9.5).

Пусть передаточная функция четырехполюсника обратной связи

равна £ о =  ^ .  Тогда входное напряжение основного четырехполюс-
и 2
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ика, передаточная функция которого К
Ui

O l = lI± =  u  +  u i =  u  +  k aCji , 
к

ткуда передаточная функция всей системы

_U2 __ К
~  и  ~  \ - к 0к '

Из этого выражения видно, что передаточную функцию л  системы 
можно изменять, регулируя передаточную функцию К 0 устройства 
обратной связи.

§ 9.6. Цепные схемы и электрические фильтры

Ц е п н ы е  с х е м ы  состоят из каскадно включенных четырех­
полюсников, называемых з в е н ь я м и  (рис. 9.6). При этом выход­
ные зажимы каждого предыдущего звена соединяются с входными

Рис. 9.6

последующего. Если все п  четырехполюсника одинаковы и симмет­
ричны, а последний нагружен своим повторным сопротивлением Z, то 
оно будет также входным сопротивлением последнего звена, нагруз­
кой предпоследнего звена, его входным сопротивлением и т. д. Вели­
чина е^' (где Yj =  а х +  /рг — коэффициент распространения одного 
звена схемы), на которую надо умножать выходные величины ка­
ждого звена, чтобы получить входные, также одинакова для всех 
звеньев. В результате Z является повторным сопротивлением всей 
цепной схемы, а ее коэффициент распространения

У =  пу  1 =  n a r +  j n =  ос +  /р .

Тогда уравнения л-звенной цепной схемы будут:

=  ch nyjUn^. i +  sh nyxZ i n+lt =  f)n + 1-fc h  ny1fn+1.

В различных электротехнических устройствах между источником 
энергии и приемником включают э л е к т р и ч е с к и е  ф и л ь т р ы  
в виде четырехполюсников или цепных схем, чтобы пропустить к при­
емнику только токи заданного диапазона частоты.

Фильтры различаются по диапазону пропускаемых частот: низко­
частотные — от 0 до заданного значения со, высокочастотные — от со 
до оо, полосные — от сох до со2, заграждающие — от 0 до сох и от со2 
до оо, причем сох <  со2, т. е. они не пропускают частоты от со; до со2.
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Идеальным был бы фильтр, нагруженный сопротивлением, npi 
всех частотах равным повторному. Кроме того, коэффициент затуха 
ния а  в области пропускания должен быть равен нулю, а вне это* 
области — бесконечности. При этом в области пропускания 0 1 : 0 2 ~ 
=  Д : Д =  е"+/Э =  е/? или и х =  U2, I х =  / 2, Фх =  ф2, т. е. напря 
жение, ток и сдвиг фаз между ними и, следовательно, средняя моих 
ность Р х на входе и Р 2 на выходе равны; вне области пропускания npi

а  =  оо напряжение £/3= 0 и ток / 2 =  0. 
Так как в области пропускания 
P t =  Р 2, потери в идеальном фильтре 
должны отсутствовать, т. е. он дол­
жен состоять из чисто реактивных 
элементов.

Далее даны примеры простейших 
фильтров. На рис. 9.7, а показан 
н и з к о ч а с т о т н ы й  ф и л ь т р ,  
Так как для этого Т-образного симмет­
ричного четырехполюсника Zt =  Z2 — 
=  jo)L и F 0 =  /мС, его параметры 
(в отличие от емкости параметр С 
дается со звездочкой):
Л =  1 + Z 1F 0= 1  — a>2LC,  С =  У0- 

B =  2 Z 1 +  Z \ Y 0 =  2 j<nL — /<o3L2C.
В общем случае (см. § 9.4)

A =  ch v = ;ch ( a - f  /P ) = c h  a c o s p - f  
-f- j  sh a  sin (3,

5)

Рис. 9.7

но в данном случае A — вещественное число, следовательно,
A =  ch a  cos р == 1— сo2LC.  (9.5)

Так как в области пропускания а =  0, ch a  =  1, то А — cos р 
может изменяться в пределах ±  1 и границы области пропускания 
определяются из неравенства

— 1 <  1— ша£ С < + 1 .
Следовательно, фильтр будет пропускать без затухания частоты

л 1 /"2~ОТ ( 0 = 0  ДО (0 =  | /  j £ .

Повторное сопротивление фильтра (см. § 9.4)

г=/| - YV“L iJ?LK = Vi
уменьшается с ростом частоты, начиная со значения ' j / ' 2 ^ п р и  ю = 0

до нуля в конце области пропускания при со..=  | / ~ о с т а в а я с ь  при
этом вещественным, т. е. активным сопротивлением. Поэтому при 
нагрузке повторным сопротивлением входное сопротивление фильтра, 
равное повторному, будет также чисто активным, т. е. для всех частот
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области пропускания фильтр работает в режиме резонанса. При 
бльшей частоте Z становится мнимым и носит индуктивный характер 
рис. 9.7, б).

Если бы нагрузка Z2 на выходе фильтра в области пропускания 
мела бы ту же частотную характеристику, т. е. при всех частотах 
’■2 =  Z, то фильтр в области пропускания был бы идеальным. Однако 
акое согласование, очевидно, невозможно, и фильтр работает с а  =  О 
■олько при ограниченном числе частот.

Вне области пропускания коэффициент затухания а  может быть

эпределен из уравнения (9.5); этот коэффициент от 0 при со =  j / ~ ~
нарастает постепенно, т. е. в области затухания фильтр не является 
идеальным.

О------Т— -----*----- 0J. 1 Y Y
и -  г — О
г, U  i г

0------i--------------- i— 0  &------------ * -----—О

Рис. 9 .8  Рис. 9.9

Вторым примером может служить П-образный четырехполюсник, 
изображенный на рнс. 9.8, у которого =  У2 =  /соС и Z0 =  j a L .  
Его параметр

A =  l +  Y 1Z a= l - a * L C

тот же, что и у рассмотренного Т-образного четырехполюсника, сле­
довательно, он также является низкочастотным фильтром.

Простейший в ы с о к о ч а с т о т н ы й  ф и л ь т р  показан на 
рис. 9.9. Так как у этого Т-образного симметричного четырехполюс­
ника

=  » У . = щ ,
его параметры

B - 2 Z 1 +  Z ! 1 ' , - )JL ( 2 - 5 I C

Так же, как и в первом примере, А — вещественное число, поэтому 
в области пропускания А =  cos р изменяется в пределах

— 1 £^1с ^ + 1- 

Нижний предел соответствует =  2, верхний ^ ^  =  0. т - е.

этот фильтр будет пропускать без затухания частоты от со =  

до ш =  оо при нагрузке повторным сопротивлением.
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Вне области пропускания коэффициент затухания а  может быт?- 
определен из уравнения

А — с h a  cos р =  1 — - 2̂ .

При со =  коэффициент затухания a  =  0, а с уменьшением

частоты становится отрицательным, возрастая по абсолютной вели­
чине, т. е. и этот фильтр в области затухания не является идеальным.

Повторное сопротивление этого фильтра

z=/ i =Y W -S
равно нулю при со =  y^LC  И Увеличивается до ПРИ 01 =  ° ° ’
оставаясь вещественным, т. е. активным сопротивлением. Тогда фильтр 
при нагрузке повторным сопротивлением работал бы в режиме резо­
нанса. Однако такая частотная характеристика нагрузки, т. е. Z2 =  Z, 
при всех частотах невозможна, поэтому фильтр будет работать с |3 ==0 
только при ограниченном числе частот.

П о л о с н ы й  ф и л ь т р  можно получить путем последователь­
ного соединения низкочастотного фильтра, пропускающего частоты до 
со2, и высокочастотного, пропускающего частоты выше сох, причем 
(Oj <  со2. Такой фильтр будет пропускать полосу частот от со, до ш2, 
работая в ней при Z2 =  Z в режиме резонанса.

Обычно в фильтрах всех типов вместо одного звена применяют цеп­
ную схему. Приведенный расчет области пропускания не изменится, 
так как для цепной схемы а =  паг и при a t =  0 коэффициент a  =  0. 
Чем больше число звеньев, тем больше и число частот, при которых 
Z2 =  Z, что вместе с увеличением п в я  раз вне области пропускания 
приблизит фильтр к идеальному. Усложнение схемы звена также 
может улучшить качество фильтра.

Кроме фильтров, рассчитанных на диапазоны пропускаемых ча­
стот, применяются фильтры, пропускающие или задерживающие опре­
деленные частоты. Они рассматриваются в § 13.4.

§ 9.7. Активные четырехполюсники

А к т и в н ы м и  называются четырехполюсники, содержащие ис­
точники энергии. Примерами их могут служить усилитель и линия 
передачи, в разных точках которой включены дополнительные источ­
ники энергии.

Активный четырехполюсник условно изображается в виде прямо­
угольника с буквой А (рис. 9.10, а). Д ля вывода уравнений актив­
ного четырехполюсника удобно заменить приемник Z2 источником 
напряжения (см. § 3.1)

- f / 2 =  - Z 2/ 2
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а)

i применить метод наложения в два этапа. Сначала принимаются 
: расчет только внешние источники I), и — 0 2, источники же э. д. с. 
:нутри четырехполюсника считаются замкнутыми, а источники тока — 
>азомкнутыми, причем от всех источников остаются только внутрен- 
ше сопротивления. Тогда актив- 
ш й четырехполюсник превратится 
j пассивный, изображенный на 
оис. 9.2, б, который, в свою оче­
редь, эквивалентен пассивному 
четырехполюснику рис. 9.2, а. Поэ­
тому для первого этапа наложения

/ ;  =  C t/2 +  D /2J (9.6)

где А,  В, С, D  — параметры пас­
сивного четырехполюсника.

Во втором этапе принимаются 
в расчет все внутренние источники, 
а источники О у и — 0 2 замыкают­
ся накоротко (рис. 9 .10 ,6 ). Пусть 
токи во внешних ветвях при этом
будут / Х1 и I, Тогда токи

Рис. 9.10

входа и выхода активного четырехполюсника оказываются равными

Л = = Л  +  ^ 1 К.З И / 2 =  /  2 +  / 2к . з -

После подстановки найденных отсюда значений 1\ и 1\ в (9.6) 
получаются уравнения активного четырехполюсника:

U ^ A U .  +  B ( / 2 -  / 2К. 3), Л  -  / 1к. , =  C U 2 +  D  ( /2 -  / 2К. 3).

Из этих уравнений видно, что активный четырехполюсник 
рис. 9.10, а эквивалентен пассивному, к входным и выходным заж и­
мам которого подключены ветви с источниками тока / 1К. 3 и / 2К 3. 
(рис. 9.10, б)_, заменяющими все внутренние источники четырехполюс­
ника. Токи / 1К з и / 2К_3 эквивалентных источников тока определяются 
в каждом частном случае расчетом.

Таким образом, расчет цепей с активными четырехполюсниками 
сводится к расчету цепей с пассивными четырехполюсниками.

Г Л А В А  Д Е С Я Т А Я

ЛИНЕЙНЫЕ И КРУГОВЫЕ ДИАГРАММЫ

§ 10.1. Векторные уравнения

При изложении символического метода рассматривался расчет 
цепей с постоянными сопротивлениями или проводимостями. В этом 
случае поведение цепи иллюстрировалось векторными диаграммами
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сопротивлений, проводимостей, токов и напряжений, все векторы кото 
рых были постоянными и по величине и по направлению (фазе).

Однако часты случаи, когда сопротивление или проводимосп 
участка цепи изменяется. Например, линия передачи имеет постоян 
ное сопротивление, сопротивление же нагрузки может изменяться о' 
бесконечности при холостом ходе до нуля при коротком замыкании 
Д ля практики наибольший интерес имеют случаи, когда изменяете} 
модуль или аргумент сопротивления. В этих случаях переменное ком­

плексное сопротивление может быть запи­
сано так:

Z =  p z е7* или Z =  z e ^ ,

где р и q — безразмерные вещественные чис­
ла, в общем случае изменяющиеся в пределах

—  о о ^ р ^  +  оо,

Векторы, изображающие эти переменные 
Рис. 10.1 сопротивления, будут также переменными.

Начинаясь в начале координат комплексной 
плоскости, они своим концом будут перемещаться по тому или иному 
геометрическому месту точек (г. м. т.). Очевидно, что г. м. т. сопро­
тивления pze!9 с переменным модулем pz будет прямая, проходящая 
через начало координат и образующая с осью вещественных угол <р 
(рис. 10.1, а), а г. м. т. сопротивления ге/я<е с переменным аргумен­
том дер будет окружность радиуса г с центром в начале координат 
(рис. 10.1, б). Таким образом, в этих случаях г. м. т. получает вид 
линейной или круговой диаграмм.

Если модуль сопротивления рг <  0 или абсолютное значение аргу-
ИХмента |<7ф | >  это сопротивление из потребителя энергии превра -

щается в ее источник.
Если цепь содержит то или иное переменное сопротивление, то 

при заданном напряжении или токе всей цепи комплексы и векторы 
токов и напряжений ветвей будут также переменными.

Уравнения для комплексов искомых величин, содержащие постоян­
ные и переменные величины, называются в е к т о р н ы м и  у р а в ­
н е н и я м и .  Например, для цепи с параллельным соединением посто­
янной активной проводимости g  и емкости С при переменной частоте со 
и неизменным током /  всей цепи векторное уравнение для напряже­
ния этой цепи имеет вид:

g +  lis>C

Из этого выражения видно, что для определения г. м. т. концов 
вектора 0  нужно сложить постоянный вектор g  с г. м. т. /соС, затем 
выполнить о б р а щ е н и е ,  т. е. найти г. м. т. концов вектора

g'-H<oC и РезУльтат умножить на постоянный вектор / .  Из подобных
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пераций состоит решение и более сложных задач. Поэтому далее 
общем виде рассматриваются эти основные операции, причем векторы 

бозначены большими буквами без точек.

§ 10.2. Действия над кривыми

П р и  с у м м и р о в а н и и  г. м. т. с постоянным вектором ис- 
соднсе г. м. т. сдвигается в направлении постоянного вектора на его 
зеличину. Например, сумма постоянного F и переменного pG вёкто- 
эов, т. е. векторное уравнение

V =  F +  pG,

в общем случае представляет собой прямую, не проходящую через 
начало координат (рис. 10.2).

Складывая постоянный вектор R 0 с окружностью /?е/7р, следует 
переместить центр окружности в конец постоянного вектора R 0. Сле­
довательно, векторное уравнение

V =  R 0 +  Re!*r

представляет собой также окружность, причем при абсолютных зна­
чениях \R'{)\ =  \R\  она, очевидно, проходит через начало координат 
(рис. 10.3, а); при |Яо | <  | R  | начало координат лежит внутри окруж­
ности (рис. 10.3 ,6), а при |( /?о") j >  | R  | — вне этой окружности 
(рис. 10.3, в).

В ы ч и т а н и е  из г. м. т. постоянного вектора сводится к сло­
жению г. м. т. с комплексом вектора, у которого знак изменен на 
обратный (см. рис. 10.2).

П р и  у м н о ж е н и и  г. м. т. на вещественное число k каждый 
вектор исходного г. м. т. удлиняется в k раз и дает подобное г. м. т. 
При умножении прямой pG на k

V =  pGk
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получается та же прямая, проходящая через начало координат. Пр 
умножении прямой F +  pG на k

V =  kF +  pGk,

получается прямая, параллельная исходной и не проходящая чере 
начало координат (см. рис. 10.2).

При умножении окружности Rej49 на вещественное число k
V = k R e igf,

получается также окружность с центром в начале координат, ж  
с радиусом, в k раз большим.

При умножении на k окружности R 0 +  Re'q!, центр которой не 
расположен в начале координат,

V =  kR0 +  k R e * f,

вектор центра окружности R 0 и ее радиус. R  удлиняются в k раз 
(рис. 10.4). При этом обе окружности будут иметь общие касательные, 
исходящие из начала координат.

pf + Чр ? /
V J  л

/ F\  ф /
/ ' А

Л / ' Л

*j о /

Рис. 10.4 Рис. 10.5 Рис. 10.6

При умножении г. м. т. на постоянный комплекс К  ~  помимо 
умножения на модуль k, производится поворот вокруг начала коор­
динат на величину аргумента х в направлении, соответствующем 
знаку я; в результате получается подобное г. м. т.

Д е л е н и е  г. м. т. на постоянный комплекс К  =  k e ’x сводится, 
очевидно, к умножению на обратный комплекс

1 ____1___
К ~  ke* ~  k е  ’

что означает деление на модуль k и поворот в обратную сторону на 
величину аргумента х.

О б р а щ е н и е  вектора F — f t 19 дает вектор
.-if

модуль которого обратен модулю исходного вектора, а аргумент про­
тивоположен по знаку, т. е. направление обращенного вектора совпа-
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ает с направлением вектора, сопряженного с исходным. Таким обра- 
ом, операция обращ ения распадается на две, которые целесообразно 
ыполнять в следующем порядке: нанести на график вектор F, сопря- 
кенный с исходным вектором F, а затем в том же направлении отло-
кить обратный вектор величина которого равна ~  (рис. 10.5).

При обращении прямой pF — pfe/f , проходящей через начало ко­
ординат, получается векторное уравнение прямой, проходящей через 
начало координат и сопряженной с исходной прямой:

V =  — ------ — =  -1-  е~/9pF p f tn  pf e *

Обращение прямой F -f- pG, не проходящей через начало коорди­
нат (рис. 10.6), дает векторное уравнение:

V-  1F +  pG •

На диаграмме рис. 10.6 изображены частные значения векторов:

V оо =  0 и Кр=0 =  j r  =  O A t

а также вектор V =  ОВ при каком-то значении р. Вектор О А образует 
с осью вещественных угол — <р.

А В  =  ОВ —  О A  = F + p G  ~  J  =  F (F + p G )  

и при G =  ge’1 отношение

В  =  - л - Р ° -  : _ _ L _  =  _ p  9. . =  р JL е/(т-т-«) = p  L e t«.
ОВ F{F +  pG) F +  pG F f f

Аргумент у  —  ф —  л ,  равный, очевидно, углу а  между векто­
рами А В  и ОВ, при изменении р сохраняет свою величину постоянной, 
а это значит, что г. м. т. вектора V есть окружность, хордой которой 
является вектор ОА =  Vp = 0- Так как Vp=,ca =  0, эта окружность про­
ходит через начало координат.

Если, согласно сказанному, нанести на график прямую F +  pG, 
сопряженную с обращаемой прямой F +  pG, то направление наиболь­
шего обратного вектора, т. е. диаметра окружности, совпадает с наи­
меньшим исходным вектором, т. е. с перпендикуляром к прямой 
F +  рб.

Следовательно, обращение прямой, не проходящей через начало 
координат, дает окружность, проходящую через начало координат, 
вектор центра которой перпендикулярен прямой, сопряженной с ис­
ходной.

Из только что доказанного вытекает обратная теорема — обраще­
ние окружности, проходящей через начало координат, дает прямую, 
не проходящую через начало координат и перпендикулярную направ­
лению, сопряженному с вектором центра исходной окружности.
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Можно сделать вывод, что векторное уравнение окружности, про 
ходящей через начало координат, может быть записано в двух видах

F +  p G '

Если сдвинуть эту окружность путем сложения с каким-либо по­
стоянным вектором К ,  получается два вида уравнения окружности,, 
не проходящей через начало координат:

При обращении не проходящей через начало координат окруж ­
ности, уравнение которой записано во второй форме, полу­

чается векторное уравнение

При этом взаимообратные точки а и а', b и Ь', с и с ' , d  и d! будут 
находиться на тех же лучах, проведенных из начала координат, а исход­
ная сопряженная 2 и обратная окружность 3 будут, очевидно, иметь 
общие касательные, проведенные из начала координат. Если обход 
исходных точек совершается по часовой стрелке (а, Ь, с, d), обход 
обратных точек (а ', Ь', с', d') происходит в обратном направлении. 
Более длинному вектору, например ОЬ, соответствует более короткийбб', 
а более короткому, например Od, соответствует длинный вектор Od'.

Выше ШЛЯ речь О векторных уравнениях и диаграммах, связываю­
щих отвлеченные величины, и, следовательно, изображаемых в одном 
масштабе. Применяя эти уравнения к цепям переменного тока, полу­
чают СВЯЗЬ между физически разнородными величинами — напряже­
ниями, токами, сопротивлениями и проводимостями, масштабы кото­

V = K + R +  W ?p =  R 0 +  Re/4', (10. 1)

(10.2)KF +  PKG + 1 M +  pN 
F +  pG ~  F +  pG ’

где
R0 =  K  +  R, M =  K F + 1, N =  KG.

/  ходное уравнение и, следова­
тельно, также представляющее 
окружность, не проходящую 
через начало координат.

В соответствии со ска­
занным удобно на диаграмме 
(рис. 10.7) вместо исходной 
окружности 1 нанести окруж ­
ность 2, сопряженную с ис­
ходной, т. е. имеющую сопря­
женный вектор центра, но 
такой же радиус. Затем осу­
ществляется собственно обра­
щение, дающее окружность 3.

имеющее тот же вид, что и ис-

1 F +  pG 
V M + p N '

Рис. 10.7
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рых при изображении на диаграмме не связаны друг с другом и могут 
выбираться совершенно произвольно. Так, например, если сопротивле­
ние Z какой-либо цепи изображается окружностью, не проходящей 
через начало координат, то обратная величина — проводимость У 
изменяется также по окружности, не проходящей через начало коор­
динат и лежащей между теми же касательными, что и окружность Z. 
Тогда выбором соответствующего масштаба можно совместить сопря­
женную окружность Z с окружностью Y .

При решении задач следует сначала составить векторные урав­
нения для искомых величин. Если необходимо знать все промежуточ­
ные величины, нужно строить г. м. т. для каждой из них поочередно, 
например так, как указано в § 10.1. Если необходимо знать лишь г. м. т. 
искомой величины, его строят по ее векторному уравнению. В рассмот­
ренных далее примерах применены оба метода построения.

§ 10.3. Диаграмма для линии передачи энергии к приемнику
В качестве примера применения линейных и круговых диаграмм 

рассматривается передача энергии от генератора с неизменным напря­
жением 0 1 по линии с постоянным сопротивлением Z() =  r0 +  jxQ

к приемнику с изменяющимся сопротивлением Z2, но при постоянном
к о э ф ф и ц и е н т е  мощности cos ф2 == — (рис. 10.8, а). Векторное урав-

Z2
нение тока цепи:

07

Рис. 10.8

l  =  Y U l ^ ^ U 1
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Следовательно, для нахождения г. м. т. концов вектора тока / 
надо: 1) найти сопряженное сопротивление Z всей цепи, сложив по­
стоянное сопротивление Z0 линии с переменным сопротивлением Z; 
приемника; 2) найти проводимость Y  всей цепи, обратив сопротивле­
ние Z; 3) умножить Y  на постоянную величину 0 Х.

Построение показано на рис. 10.8, б. Напряжение О х отклады­
вается по оси вещественных вверх. Комплекс Z0 =  rQ — jx0, сопряжен­
ный с комплексным полным сопротивлением линии Z0, изображен 
вектором ОВ [ОА =  — jx0, А В  =  г0). Этот вектор образует с осью
вещественных угол ф0 =  arctg —, откладываемый в данном случае

г0
по часовой стрелке.

Так как угол сдвига ф2 в приемнике остается постоянным, а изме­
няется только величина z2, то диаграммой Z2 будет прямая В М ,  про­
ходящая через конец вектора Zfl =  ОВ под углом ф2 к оси веществен­
ных. Эта же прямая будет диаграммой Z =  Z0 -f- Z2 относительно 
начала координат. При обращении этой прямой получается диаграмма 
проводимости Y  всей цепи. Согласно доказанной теореме, это будет 
окружность, вектор центра ОС которой перпендикулярен прямой В М , 
т. е. образует угол ф2 с осью мнимых величин. Умножая диаграмму Y  
на вещественное число Ult получают также окружность — диаграмму 
тока цепи /  =  Y U X, чтобы окружности Y  и /  совпадали, надо выбрать 
для тока масштаб в Ux раз больший, чем масштаб для проводимости.

Таким образом, при изменении сопротивления приемника конец 
вектора тока перемещается по окружности тока, образуя с вектором 
напряжения О i  угол ф.  При холостом ходе Z2 =  оо и ток / Х1! =  0, 
например при Z2 =  В М  (r2 =  kM  и — jx2 — Bk) и сопротивлении 
всей цепи Z =  ОМ конец вектора тока /  =- 01  будет на пересечении 
вектора ОМ с окружностью тока. При коротком замыкании Z2 =  О,
сопротивление всей цепи Z =  Z0 =  ОВ и конец вектора тока / к 3 =

____  ' ___  ^ 0

будет на пересечении луча ОВ с окружностью тока: / к 3 =  0 / к.а. 
Таким образом, вектор 1К З является хордой окружности тока и обра­
зует с вектором напряжения О х угол ф0.

Окружность тока может быть построена сразу по вектору тока 
короткого замыкания / к. 3; из его середины проводится перпендикуляр 
и центр С искомой окружности получается на пересечении перпенди­
куляра с прямой OD, проходящей через начало координат и состав­
ляющей угол ф2 с осью мнимых.

Векторное уравнение напряжения на линии

C70 =  Z0/  — 20е^« /.

Следовательно, диаграмма напряжения на линии получится в ре­
зультате умножения окружности тока на z0 и поворота на угол ф0, 
т. е. будет также окружностью. Если для напряжения взять масштаб 
в Zq раз больше масштаба тока, а вместо поворота диаграммы повернуть
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а угол фо в обратном направлении вектор напряжения О г, то окруж- 
ость напряжения совпадает с окружностью тока, а вектор напря­
жения О г — с вектором / к з тока короткого замыкания; тогда напря­
жение на приемнике (У2 может быть найдено на той же окружности, 
ак как (Уо 4- 0 2 =  О г. Так, для случая холостого хода О 0 =  0 и 
г2 =  =  0 / к. з, для тока /  =  01,  О й =  01  и =  / / к. 3, для ко- 
откого замыкания О 0 =  U 1 =  0 1 к 3 и ( / ,  =  0.

Средняя мощность Р х — U J  cos фх всей цепи может быть изобра­
жена перпендикуляром Id на ось мнимых из конца вектора тока /, 
ак как =  const, а в масштабе тока Id  =  /  cos ф ,̂ при этом если п 
■сть масштаб для тока, масштаб для мощности будет равен n U x. Мощ­

ность всей цепи может быть изображена также отрезком 1а, составляю­
щим постоянный угол ф2 с перпендикуляром Id, но так как Id — 
=  l a  cos фа, то теперь масштаб мощности будет равен n U x cos tp2. 
Луч короткого замыкания 0 / к а делит отрезок 1а на две части: /с  и 
са\ из рис. 10.8, б видно, что

_ Ш В  _ M k  _  гл  _  /У 2 _  

са Вт k{ гд П гд Рд

Следовательно, в том же масштабе отрезок 1с равен средней мощ­
ности Р 2 приемника, отрезок са равен средней мощности Р (, потерь 
в линии передачи, а отрезок 1а равен средней мощности Р х всей цепи, 
г. е. мощности генератора.

Из рис. 10.8, б  видно, что Р 2 ~  0 при холостом ходе и коротком 
замыкании и имеет максимум в одной из промежуточных точек; Р 0 =  0 
ф и холостом ходе и непрерывно растет по мере приближения к корот- 
<ому замыканию; Р х =  0 при холостом ходе, проходит через макси- 
*ум и равна Р 0 при коротком замыкании.

Д ля ^непосредственного получения на диаграмме к. п. д. г] =
р  ~[с __  —

= — =  =  следует продолжить линии 0 / к 3 и 01  в обратную сторону,
Р 1 1а

6 Каплянский 161



а также провести через начало координат прямую ОТ  || М т  и разд' 
лить любую горизонтальную линию S T  на 100 частей. Тогда из под; 
бия треугольников ОцТ  и Юа,  а также O S T  и сОа следует

ОТ  __г}Т ас ___д а  ас ___г\Т
Та ~  О а ’ ОТ ~ S T ’ Та ~  S T  ’

1а — ас _  S T  — ц Т  1с _  Я2_ __St)
Та ~  ST ’ Та ~  ~~ 11 _  S ' f  ’

т. е. продолжение луча тока дает на прямой S T  непосредственно велг 
чину к. п. д., соответствующего этому току.

На основании круговой диаграммы могут быть построены рабочи 
характеристики в функции мощности приемника Р 2 (рис. 10.9) и тока 
(рис. 10.10). На рис. 10.9 часть характеристик от холостого хода д< 
максимального значения Р.} тах показана сплошной линией, от макси 
мального значения Р г шак до короткого замыкания — пунктиром.

§ 10.4. Диаграмма для четырехполюсника

Пусть приемник с переменным сопротивлением pZ =  pze/'f питается 
через п а с с и в н ы й  ч е т ы р е х п о л ю с н и к  с параметрами 
А,  В, С, D  от источника неизменного напряжения U x (рис. 10.11, а).

Рис. 10.11

Тогда напряжение на выходе 0 2 =  p Z f 2 и уравнения четырехполюс­
ника получают вид:

О х =  А О г -\- В 12 =  (pZ A В)  / 2,

/1 =  CU 2 D t  2 ~  (p Z C  +  D) 12-

Ток на входе четырехполюсника определяется делением второй 
уравнения на первое:

} __ D -\ -p Z C  t -t
1 B + p Z A  U l ‘

Это векторное уравнение является уравнением окружности, н 
проходящей через начало координат (§ 10.2) Если направить U x п 
оси вещественных (U1 =  Uj),  окружность токов можно построить п 
трем векторам (рис. 10.12):

/ Р  j  __С Г’ ! ___D + Z C  , ,
7 1 ср-о) g  с ' ъ  ^ i (p - co )  —  д  U j ,  y i ( p - i ) — в  +  ZA 1’

162



Первые два вектора являются соответственно векторами токов корот­
кого замыкания и холостого хода, а третий — вектором тока для 
одного из режимов нагрузки. Центр с окружности лежит на пересе­
чении перпендикуляров к хордам в их средних точках, соединяющим 
концы этих векторов.

Пусть четырехполюсник представляет собой Т-образную схему 
й сопротивлениями ветвей Zu  Z0, Z2 (см. рис. 10.11, б), и требуется 
^айти диаграмму токов ветвей при переменном сопротивлении pZ  на­
грузки и постоянном напряжении L\  
источника. Вычислив токи ветвей

j  _______ +  +  P-Z___________  t'j
1 (ZiZ0-\-ZiZ;t-[-Z0Z2) р ( Z i Z Z 0Z)  11

/ -Zj-j-pZ
0 (ZXZ0 +  Z LZ:! +  Zoz2) +  p (ZXZ +  ZoZ) u  1 ’

=  (Z,Zo ■+ Z,z2+ Z0Z °)+ p (ZjZ +  Z0Z)

можно видеть, что г. м. т. концов векто­
ров этих токов являются окружностями,
причем окружности / г и / 0 не проходят через начало координат, а 
окружность / 2 проходит через него. Все эти окружности могут 
быть также построены по трем точкам.

В случае питания сопротивления pZ через а к т и в н ы й  ч е т ы ­
р е х п о л ю с н и к  его система уравнений (см. § 9.7) может быть 
переписана следующим образом:

+  в ! 2к. з =  (pZA +  В) / 2,
Л — Лк. з D I 2к. з =  (pZC  -(- D) / 2.

Ток / х на входе активного четырехполюсника может быть определен 
делением второго уравнения на первое:

(f) l  +  8 1  з) +  о / 2К.з.

Дробь в правой части равенства является уравнением окружности, 
не проходящей через начало координат (см. § 10.2). Умножение этого
г. м. т. на постоянный вектор (]х +  В1 2к. 3 с последующим суммиро­
ванием с постоянным вектором / 1к з — D /24 3 дает для г. м. т. / х также 
уравнение окружности, в общем случае не проходящей через начало 
координат.

Г Л А В А  О Д И Н Н А Д Ц А Т А Я

ЦЕПИ С ВЗАИМНОЙ ИНДУКЦИЕЙ

§ 11.1. Основные соотношения

При рассмотрении цепей, отдельные ветви которых связаны между 
собой взаимоиндуктивностью М  (см. § 1.8), нужно ввести понятие об 
о д н о и м е н н ы х  з а ж и м а х  контуров. Зажимы двух конту­
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ров называются одноименными, если при одинаковом направлении 
токов относительно этих зажимов магнитные потоки самоиндукции 
Ф/. и взаимоиндукции Фм в каждом контуре совпадают по направле; 
нию. Одноименность зажимов контуров, например катушек, зависит ol 
их взаимного расположения и направления намотки.

Из рис. 11.1, а, например, видно, что в катушках 1 и 2 с одинако 
вым направлением намотки одноименными являются зажимы а и i 
(обозначены точками), а также зажимы b u d .  Если сдвинуть катушку i  
в положение, показанное на рис. 11.1, б, потоки взаимоиндукции 
ФМ1 и ФМ2 при том ж е направлении токов окажутся направленными 
навстречу и одноименными должны стать зажимы a n d  (соответственно 
b и с).

Выбирая в обеих катушках положительные направления э. д. с., 
напряжений и токов относительно одноименных зажимов одинако-

Рис. 11.1

выми, при мгновенном значении тока в первом контуре и разомкну­
том втором, мгновенные значения э. д. с. самоиндукции eLl и напря­
жения uLl первой катушки, пренебрегая ее активным сопротивлением:

г —  ^ 11 - ! dil иe u — dt — — L d t ^ — uLl,

и аналогично э. д. с. взаимоиндукции eMi и напряжение иМг второй:

<*4% di.
ем2 = -------j t— =  — М UM2-

Здесь и — потокосцепления самоиндукции первой и взаимо­
индукции второй катушек.

При синусоидальном токе для комплексных величин

U ц  =  — ё  Ll =  0  м2 — — $М2 =  ] (1)М } 1.

Величина ыМ,  имеющая размерность сопротивления, называется 
с о п р о т и в л е н и е м  в з а и м о и н д у к т и в н о с т и ком­
плексное сопротивление взаимоиндуктивности ZM — [ыМ  =  [хм.
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§ 11.2. Последовательное и параллельное соединения 
с взаимной индукцией

П р и  п о с л е д о в а т е л ь н о м  с о е д и н е н и и  к а т у -  
и е к (рис. 11.2, а и б) ток в них один и тот же, а приложенное напря­
жение должно преодолеть все э. д. с. и сопротивления цепи. П р и  
с о г л а с н о  м в к л ю ч е н и и  к а т у ш е к  (см, рис. 11.2, а), 
когда магнитные потоки самоиндукции и взаимоиндукции в обеих 
катушках направлены одинаково, э. д. с. самоиндукции и взаимоин­
дукции имеют одинаковые знаки.

П р и  в с т р е ч н о м  в к л ю ­
ч е н и и  к а т у ш е к  (см. рис.
11.2, б) магнитные потоки самоиндук­
ции и взаимоиндукции направлены 
в противоположные стороны и э. д. с. 
взаимоиндукции имеет знак, обрат­
ный знаку э. д. с. самоиндукции.

Тогда приложенное напряжение 
при обходе контура по принятому 
положительному направлению тока

u =  r1i +  L1 ^ ± M %  +

+  r2i +  L 2 % ± М  +

+  (L1 ± A f ) |  +  r9* +  (La ± M ) §  =

=  (r i + Лг)1 +  (^l +  ^2 —

где г г и r2 — активные сопротивления первой и второй катушек; 
Lx и L2 — их индуктивности, М  — взаимоиндуктивность; верхний 
знак соответствует согласному, нижний — встречному включению. 
Д ля синусоидального напряжения и тока это же соотношение может 
быть записано в комплексной форме:

V  =  (ri +  r2) 1 +  /со (Lx +  L2 ± 2 M ) 1 .

Следовательно, р е з у л ь т и р у ю щ и е  и н д у к т и в н о с т и  
катушек и всей цепи при согласном включении

L j = L 1Jr M,  L.2— L 2-\- М,  L =  Lx - |-Z-2-f-2 М , 

при встречном включении
Ц  =  L1 — M ,  Ц  =  Ь2- М ,  L" =  L1 +  L , - 2 M .

С увеличением Al, например при сближении катушек, результи­
рующие индуктивности при согласном включении увеличиваются, 
три встречном — уменьшаются. При М ~ >  L 2 результирующая индук- 
ивность Ц  второй катушки при встречном включении становится 
трицательной. Эго значит, что вектор индуктивного напряжения U2L 
той катушки получает направление, противоположное векторам
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индуктивного напряжения U lL первой катушки и UL всей цепи; при 
этом, очевидно, U lL >  U 2L и U l L >  UL (рис. 11.3). Таким образом, 
вектор U iL отстает по фазе от вектора тока / на л/2, а на первом участке 
возникает повышенное напряжение, как будто вместо второй катушки 
включен конденсатор; это может быть названо случаем л о ж н о й  
е м к о с т и .  При этом цепь в целом носит индуктивный характер.

Из выражений для результирующих индуктивностей всей цепи 
для согласного L' и встречного L"  включения можно вычислить взаи- 
моиндуктивность

M =  ± ( L '_ L " ) .

В других схемах включения катушек, связанных взаимоиндук­
цией, токи в них в общем случае сдвинуты по фазе; следовательно, 
часть периода потоки самоиндукции и взаимоиндукции в обеих катуш­
ках будут согласными, остальную часть — встречными. Однако при-

/

йп 

Рис. 11.3

нимается, что включение является согласным, если относительно 
одноименных зажимов совпадают выбранные положительные направ­
ления токов.

П р и  п а р а л л е л ь н о м  с о е д и н е н и и  катушек (рис. 11.4) 
их напряжение одинаково. Тогда уравнения равновесия напряжений 
для первой и второй катушек, соответственно, для мгновенных зна­
чений и комплексов имеют вид:

и - й  +  U  § ±  М %  и =  г,?ш +  Ц  § ± М  § ;

U = r J 1 +  j v L j x d z  j слМ12 , ^) =  r2/ 2 +  /coL2/ 2=b /срм/j.

Здесь верхний знак относится к согласному включению (рис. 11.4, а), 
а нижний — к встречному (рис. 11.4, б).

Если пренебречь активными сопротивлениями катушек, из эти)
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уравнений вытекает, что

и — Ц Ц - М *  
l 2 + м

Ц i м

Z-1 +  Z.2 2 М

dii 
~dt '
dh 
dt ’ 

di 
" ' d t ’

U =  j(o

2 *- 
Ц Ц  — М2 

L j + M
. Lt L - M *  

U ~ l (£> Ц +  Ц + 2M I.

Здесь i =  ix +  г2 — мгновенное значение, a i = / 1 +  / s — комплекс 
тока цепи до разветвления.

Следовательно, результирующие индуктивности первой и второй 
катушек и всей цепи при согласном и встречном включении будут:

согласное включение 
LXL2- M *

ц  =

L’ =

Ц - М  ' 

LXL2- M *  
Ц - М  ' 

LXL2- M 2
Ц + Ц - 2 М

встречное включение 
l xl2- m *

L2-\~M ' 

Ц Ц - М *
L i  +  M  ’ 

Ц Ц - М *
Li ~j~ -f- 2УИ J

Ц

LI

1 5
Пусть Lx >  L%. В случае согласного включения результирующая 

индуктивность Lx первой катушки при М  =  L 2 делается равной

/, 0 I

Рис. 11.5

бесконечности; это значит, что э. д. с. взаимоиндукции уравновеши­
вает приложенное напряжение, и ток первой катушки становится 
равным нулю. При М  >  L2 имеет место явление ложной емкости: 
индуктивность L\ становится отрицательной, и вектор тока 1Х этой 
катушки получает направление, противоположное векторам тока / 2 
второй катушки и /  всей цепи (рис. 11.5); вектор [ \  опережает по фазе 
вектор напряжения 0  на я /2 , как будто вместо первой катушки вклю­
чен конденсатор, при этом, очевидно, / 2 >» 1Х и / 2 >  1.

Д ля плавного изменения индуктивности применяют в а р и о ­
м е т р ы ,  состоящие из двух катушек. Меньшая катушка помещена
внутри большей и может поворачиваться (рис. 11.6). При совпадении 
их осей взаимоиндуктивность максимальна: М  =  М тях. При повороте 
М  уменьшается и при прямом угле между осями М =  0. Соединяя 
катушки параллельно и последовательно, можно получить плавное 
вменение результирующей индуктивности в пределах от минималь-
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ного значения при параллельном встречном соединении до максималь­
ного при последовательном согласном включении, т. е. от

£ m in  =  Т  |  ' Г" \ ^m ax == L x -f- 2 М тах •
1 ~Г 2 “г  ш ах

Если уравнять ее максимальное значение при параллельном согласном 
включении с минимальным значением при последовательном встреч­
ном включении, то

Ll L2 ~ jMmax , г о М
L1 + L2-2 M max- Li +  L2 Л И ш .

§ 11.3. Расчет сложных цепей с взаимной индукцией

Расчет сложных цепей со взаимной индукцией можно вести симво­
лическим методом по законам Кирхгофа, так как последние справед­
ливы для любых цепей, но в уравнениях по второму закону Кирхгофа

в выражения для напряжений катушек 
должны быть добавлены комплексные 
напряжения взаимной индукции вида 
±  jaMpqlq.  В соответствии со сказанным в 
§ 11.1 положительный знак у этого ком­
плекса должен быть выбран при совпаде­
нии относительно одноименных зажимов 
направления обхода катушки р и направле- 
ния тока в катушке q. При несовпадении 

( f ^ s ,  I указанных направлений комплекс должен
получить отрицательный знак.

В качестве примера приведена система 
уравнений, составленных по первому и 
второму законам Кирхгофа для цепи 
с указанными на схеме положительными 

направлениями э. д. с. и одноименными зажимами, а также выбран­
ными направлениями токов ветвей и обхода контуров:

Рис. 11.7 

рис. 11.7 в соответствии

— О,

rJ i +  j a L j i — /о Ш /3 — r j 2 — } & L j a :

+  /'/ft»L2/ 2 4 -  r j 9 —  j a L J a  +  / © M / j  - ' г з з̂ coC

Д ля расчета цепей со взаимной индукцией применим также метод 
контурных токов, так как его вывод (см. § 3.9) был основан на втором 
законе Кирхгофа, учитывающем э. д. с. взаимной индукции. Уравне­
ния для контурных токов получают вид:

Z a I  а  —  Z a b I  в  —  ] ® M a b '[b  —  . . .  — Z a n I n  —  n  —  $  а -

где М Ав — взаимоиндуктивность катушек контуров А и В и т. п.. 
а знак выбирается соответственно сказанному выше, Сопротивленш
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взаимной индукции удобно добавить к взаимным сопротивлениям 
контуров:

При этом правило знаков изменяется на обратное: при совпадении 
направлений обхода катушки контура А и тока в катуш ке контура В 
у комплекса j a M ABIB должен быть выбран отрицательный знак, 
и наоборот. Тогда, например, система уравнений для контурных токов 
/л и 1В цепи рис. 11.7 получит вид:

Метод наложения, основанный на линейности уравнений, состав­
ленных по законам Кирхгофа, такж е применим, так как  и при наличии 
взаимной индукции уравнения остаются линейными. Это же относится 
к методу эквивалентного источника энергии при условии, что ток или 
напряжение определяются для ветви, не связанной взаимной индук­
цией с остальной частью цепи.

Метод узловых напряжений для цепей со взаимной индукцией 
неприменим, так как  его вывод основан на первом законе Кирхгофа, 
который не позволяет непосредственно учесть э. д. с. взаимной индук­
ции. В общем случае цепей со взаимной индукцией неприменим и 
метод преобразования, так к ак  он основан на использовании кроме 
второго, такж е и первого закона Кирхгофа.

Широкое применение в электротехнике имеет трансформатор — 
статическое устройство, предназначенное для преобразования вели­
чины переменных напряжений и токов.

Тогда уравнения по второму закону Кирх­
гофа для первичной и вторичной цепей
при показанных на рис. 11 . 8  одноименных зажимах и положительных 
направлениях токов, при которых потоки самоиндукции и взаимоин­
дукции складываются, получают следующий вид:

Z a I a —  ( Z ah  + -  I ^ M ab) I  в —  — (Z an  - i -  1'<^Ma n ) I n — ^ a -

[Vi -f- r2 ~Ь,/ (>iL1 -j- (o L2)] I a — (wL2 — (£>M)] 1 в — wi~b®2,

---[Г2 +  / (ш̂ а — юА1)] /д +  [ Г2 +  r3 +  / (W^2 +  “ ^3 — i B =  — <̂2.

§ 11.4. Трансформатор ties стального сердечника

В простейшем случае он не имеет ферро­
магнитного сердечника и представляет

М

собой две катушки с индуктивной связью 
(рис. 1 1 .8); такие трансформаторы приме- 1
няются в радиотехнике. 1 у г,

L

к первичной катуш ке трансформатора, к 
вторичной катуш ке подключена нагрузка. Рис. 11.8
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где u2 — напряжение на приемнике, а г ъ  L, и r2, — сопротивление 
и индуктивность, соответственно, первичной и вторичной катуш ек.

При холостом ходе вторичная катуш ка разомкнута и ток i1Xi „ 
первичной цепи индуктирует во вторичной э. д. с. взаимоиндукции
£2х.х =  — М • При синусоидальном законе изменения величин
комплекс э. д. с. холостого хода

& 2х. х =  /CoA<f/ 1х. х .

При сопротивлении приемника Z„ = гп +  }хп уравнения трансфор­
матора в комплексной форме имеют вид:

— r j y  - f  j x j y  -f- jXMl 2,
0 =  r 2n} 2 -f- j x 2ni  2 +  j x w i  i-

Здесь xj = &Lb xM =  ©M, a r2n =  r2 - f  rn, x2n =  *.2 4- xa — суммар­
ные активное и реактивное сопротивления вторичной цепи, где 
х2 =  wL2. Из второго уравнения может быть определен комплекс 
вторичного тока:

/ iXM /
2 Г 2 п  +  iX2n 1

Так как  исходные уравнения были составлены в предположении, 
что потоки, пропорциональные токам, складываются, . знак минус 
в этом выражении, связывающем комплексы токов /х и /2, указывает 
на то, что векторы этих токов составляют тупой угол; в пределе, при 
г2п =  0, токи находятся в противофазе. Полученный результат соот­
ветствует правилу Ленца о направлении индуктированного тока.

Переход от комплекса вторичного тока к его действующему зна­
чению дает:

1 _  XMJ1 хм ,1 2 — п г-- - , - „ — ' 1 <
V r2n~t~xin гъп

откуда может быть определен к о э ф ф и ц и е н т  т р а н с ф о р ­
м а ц и и  т о к а

Ь: =  Ь = ___ ХЧ . .
1̂ 2ап

Из этих соотношений видно, что коэффициент трансформации 
тока не является постоянной величиной, а зависит от сопротивления 
приемника. Можно показать, что к о э ф ф и ц и е н т  т р а н с ф о р -
м а ц и и  н а п р я ж е н и я  ku — j~ такж е зависит от сопротивле­
ния приемника.

После подстановки значения /3 в первое уравнение трансформатора 
получается выражение первичного тока:
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откуда видно, как будет изменяться ток 1Х при изменении сопротив­
ления приемника.

В знаменателе выражения для /х стоит результирующее полное 
сопротивление цепи, эквивалентной трансформатору. Результирующее 
активное сопротивление

'  =  ' i +  + „■, - ' a n ^ i  +  ' i' * -2П
состоит из суммы активного сопротивления г г первичной цепи и сопро ­
тивления, вносимого вторичной цепью,

Х"'М гг 2п —  Я / Г  ап»
1 1 п + * ! п

Средняя (активная) мощность, потребляемая трансформатором,

+  =  +  Г2ч ( j ^ J  =  Г1^1 +  Г 2пА>

т. е. равна сумме мощностей первичной и вторичной цепи, а к. п. д. 
трансформатора

V i  r| =  -V -.1 r l \

Результирующее реактивное сопротивление
хм

Х =  Хх —  Х2П =  хг —  х.2
'ЧП I Л2П

состоит из разности реактивного сопротивления первичной цепи хх 
и сопротивления х’г, вносимого вторичной цепью. При индуктивном 
характере нагрузки хП >  0 и вносимое реактивное сопротивление

хм k'x.x
Х<>== k jX2п == I Х2п ^ XXt

,п ^ 1  + Хг + Хп
2п

т. е. х’г <  хи так как коэффициент связи (см. п. 1 § 1 .8)
м X ..

k =  — =  <г 1
VL\i-2 У

Следовательно, результирующее реактивное сопротивление х = 
= х-! — х\ трансформатора при индуктивной нагрузке имеет такж е 
индуктивный характер и эффект ложной емкости невозможен.

При емкостной нагрузке хп =  — хс , и вносимое реактивное сопро­
тивление

Xi =  k) (х2 — хс).
При хс  >  хг сопротивление х[ < 0 . Следовательно, результирую­

щее реактивное сопротивление х >  хг и носит индуктивный характер. 
При Хс <. х2 и достаточно большом значении коэффициента трансфор­
мации тока к] сопротивление х может стать отрицательным, т. е. 
такж е получить емкостный характер.
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Уравнения трансформатора могут быть представлены в следующем 
виде:

=  г 1̂ 1 +  /'<*> (Li — М) +  jo»M (/1 +  /2),

0 =  /"5/2 +  /со (Z-2 — М ) / 2 /со/И (/1 +  /'2) +  Z n/2.

Эти же уравнения по второму закону Кирхгофа являются уравне­
ниями для двух элементарных контуров Т-образпой цепи рис. 11.9 
при принятых на ней направлениях токов; следовательно, трансфор­
матор, т. е. цепь с индуктивной связью, может быть заменен экви­
валентной схемой с кондуктивной связью контуров.

Если значение М лежит между LX и Ьг, например Lx <; М <  L2, 
то L l — м  отрицательно, что эквивалентно емкости; получается 
схема, в которой возможно соотношение U2 >  Ux, что имеет место 
в трансформаторе, повышающем напряжение. При >  М >  L a

емкостный характер получает элемент L2 — М, что делает возможным 
соотношение /х <  /2, имеющее место в трансформаторе, понижающем 
напряжение.

В трансформаторе с одинаковым числом витков катушек (оух =  
=  w2 — w) Llt L} и  M пропорциональны соответственно полным пото­
кам и потокам взаимоиндукции, создаваемым катушками. В этом 
случае разности Lx — М и L2 — М имеют физический смысл, являясь, 
очевидно, и н д у к т и в н о с т я м и  р а с с е я н и я  первичной 
Lsi и вторичной LS2 катуш ек трансформатора (см. п. 1 § 1.8). В та­
ком трансформаторе результирующая н. с.

w1t 1 +  w J 2 =  w ( I 1 +  I 2) = w l 0
пропорциональна току и потоку н а м а г н и ч и в а ю щ е й  в е т в и  
М эквивалентной схемы, а напряжение О0 =  /соМ/0 на зажимах 
этой ветви равно и обратно по знаку э. д. с. =  <?2, индуктируемых 
потоком взаимоиндукции в обеих катуш ках.

§ 11.5. Трансформатор и катушка индуктивности 
со стальным сердечником

1. Трансформатор со стальным сердечником

В электротехнике обычно применяют т р а н с ф о р м а т о р ы  
с о  с т а л ь н ы м  с е р д е ч н и к о м — магнитопроводом 3 с т е р ж  - 
н е  в о  г о  (рис. 1 1 , 10, а) или б р о н е в о г о (рис, 1 1 . 10 , б) типа;
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расположение первичной 1 и вторичной 2 обмоток (катушек) такж е 
показано на рис. 1 1 . 10 .

При применении ферромагнитного магнитопровода та же взаимо- 
индуктивность, благодаря большому значению магнитной проницае­
мости |л стали по сравнению с |л0, может быть получена при меньших 
числах витков w t и w2 первичной и вторичной катуш ек и меньших

о)

i i|

Рис. 11.10

размерах трансформатора, т. е. при малом расходе стали на магнито- 
провод и меди на его обмотки.

Потоки рассеяния, проходящие в основном по воздуху (пунктир 
на рис. 11.10), и соответствующие им индуктивности рассеяния LS1 
и Ls2 также уменьшатся при уменьшении размеров трансформатора. 
Поэтому коэффициент связи возрастет, что следует из его выражения 
для трансформатора с wx =  w2:

h __ М ________М________= __________ 1__________
YL\Li V (М  +  Lsi) (М +  Ls2) 1  / . . LsiLs2 . Lsl-\-Ls2

У *+ М2 + м

В трансформаторе со стальным сердечником может быть достигнут 
коэффициент связи, близкий к единице.

2. Потерн в сердечнике на вихревые токи 
и гистерезис. Эквивалентная схема трансформатора

Периодическое перемагничивание стального сердечника вызывает 
потери на вихревые токи и гистерезис.

В и х р е в ы м и ,  или т о к а м и  Ф у к о ,  называются токи, ин­
дуктируемые в магнитопроводе переменным магнитным потоком, 
созданным н. с. первичной и вторичной обмоток; следовательно, 
вихревые токи такж е являются следствием взаимоиндукции. Для 
уменьшения потерь и размагничивающего действия от вихревых токов 
применяют чаще всего магнитопроводы, состоящие из листов спе­
циальной стали, изолированных друг от друга ; их разделение следует 
производить так, чтобы плоскости листов были направлены вдоль
линий магнитной индукции.

Далее приведен расчет потерь на вихревые токи в листе стали 
толщиной а, шириной Л > й и  длиной I (рис. 1 1 . 1 1 ), пронизываемом 
магнитным потоком, изменяющимся по синусоидальному закону. 
Максимальное значение индукции Вт во всех точках сечения листа 
принимается одинаковым и сопротивление путей вихревых токов
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активным, что будет иметь место при пренебрежении размагничиваю­
щим действием вихревых токов, т. е. магнитным поверхностным 
эффектом (см. § 29.2).

Элементарный контур вихревого тока в виде полого цилиндра 
высотой / с прямоугольным основанием, имеющим длину 2х, ширину,

* * п

И —1---'--- -----—fl-
h 0----

Рис. 11.11 Рис. 11.12

принимаемую равной h, и толщину стенки dx, пронизывается магнит­
ным потоком, максимальное значение которого

Ф xm =  2xhBm.
Действующее значение э. д. с ., индуктируемой в элементарном 

контуре,
~  ыФхт =  2 J/ T  n h B Jx .

Активное сопротивление элементарного контура
• 2 h 

r * ~ 9  t d x -

Тогда мощность, расходуемая в элементарном контуре на вихревые 
токи,

4 я 2
dP B =  —  == —  hlBmf2x2 dx.

rx P

Мощность, расходуемая во всем листе,
а/2

эв = $  dP v =  ~ -h lB amf 3 о б р ' *
о

р
где V =  hla  — объем листа. Отсюда видно, что потери - у  в единице
объема стали пропорциональны квадрату частоты и квадрату тол­
щины листов, и, следовательно, разделение стали магнитопровода на 
тонкие листы приводит к уменьшению потерь на вихревые токи.

В эквивалентной схеме трансформатора необходимо учесть потери 
на вихревые токи добавлением ветви, потребляющей ту же мощность. 
Для этого дополнительное активное сопротивление гв надо включить 
на напряжение U0 намагничивающей ветви М (рис. 11.12 для транс­
форматора с w1 = w2 =  до), так как тогда потребляемая им мощность 
Р ’в будет находиться в квадратичной зависимости от индукции и ча­
стоты, как  и потери на вихревые токи:

/ 1 \2 / 2  \2 
р ,  _  (<йМ10у  _  [ y j  ^  ( y f  яМ Д д З ]

f a  f  а  Г а  Г в /в
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В ели ч и н а  со п р о ти в лен и я  г а должна быть такой, чтобы потери Р в 
нем равнялись потерям Рв в стали на вихревые токи:

2n2w-B'i„fiS'1 я2 а1
------i-™—  = , .  ■ - B U 2V,гъ 6 р т ‘

якуд а

12paifS
a?b

где V, S и b — объем, сечение и средняя длина магнитопровода.
Мощность потерь на г и с т е р е з и с  Р г при частоте f  легко 

получить из формулы Штейнмеца для энергии Wn  затраченной на 
один цикл перемагничивания:

p r =  w Tf = r \ B ! , f ^ 2f v ,

где коэффициент г| зависит от материала, а V — объем магнитопро­
вода. Линейная зависимость этих потерь от частоты в отличие от 
квадратичной зависимости потерь на вихревые токи может быть 
использована для р а з д е л е н и я  с у м м а р н ы х  п о т е р ь  
в с т а л и ,  если они известны для двух частот при одной и той же 
индукции Вт.

В схеме, эквивалентной трансформатору, потери Р г на гистерезис
Щучитываются сопротивлением гг =  - включаемым такж е парал-* I'

лельно намагничивающей ветви (см. рис. 1 1 . 12).
Величина г г определяется аналогично из равенства потерь в со­

противлении и в стали. Если принять последние пропорциональными 
Вт, ТО

'г
откуда

2n;'ai?S г 
Гг =  - ^ ’

т. е,, помимо конструктивных данных, гг зависит от частоты.
Обычно сопротивления г„ и гг объединяются в сопротивление 

в е т в и  п о т е р ь  в с т а л и r0 =  rBrr: (rB +  г г). Важно отметить, 
что при малых потерях в стали сопротивление г0 должно быть велико, 
так как  оно включается в схему параллельно.

Специальные электротехнические стали с малыми удельными поте­
рями на гистерезис и вихревые токи имеют толщину от 0,5 до 0,1 мм\ 
более тонкие листы приходится применять при повышенной частоте. 
В радиоэлектронике и вычислительной технике применяются также 
сердечники из спрессованной смеси ферромагнитного порошка с изо­
лирующим материалом и из ферритов, получаемых спеканием окислов 
магнитных и немагнитных материалов,
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S. Векторная диаграмма трансформатора

Векторная диаграмма при активно-индуктивной нагрузке для 
эквивалентной схемы рис. 1 1 . 1 2  и тем самым для трансформатора 
с Wj =  w2 и со стальным магнитопроводом показана на рис. 11.13.

Нелинейность катуш ек со стальным сердечником (см. п. 1 § 1 .9) при­
водит к тому, что при синусоидальном напряжении ток i0 намагни­
чивающей ветви будет несинусоидальным (см. п. 2 § 14.1). Ввиду 
малости этого тока по сравнению с практически синусоидальными 
токами «1 и i2 при нагрузке трансформатора можно этим явлением

пренебречь, считать все токи синусоидальными и изображать их 
векторами.

Векторная диаграмма строится в соответствии с положительными 
направлениями напряжений и токов, принятыми на схеме рис. 11.9. 
Исходным вектором удобно принять вектор - потока взаимоиндукции 
Ф„,; затем строятся векторы э. д. с. =  б“2, отстающие по фазе от 
Фт на угол я/2. Напряжением О0 =  — $ 1 определяется реактивный 
ток /0Л в намагничивающей ветви и активный /оа — в ветви потерь. 
Эти токи в сумме дают вектор намагничивающего тока /„, опере­
жающий вектор потока Фт  на у г о л  п о т е р ь  б. Вторичный ток
/2 отстает по фазе от своей э. д. с. <f2; первичный ток находят из 
соотношения Д  =  /0 — /2. Первичное 0 1 и вторичное 0 2 напряжения 
определяются выражениями

О

Рис. 11.13 Рис. 11.14

Ui — й 0-\- гХ1Х -j- jatLsyl^ U2 =  — r2l 2 — /<oL„/a.
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Как видно из диаграммы, в трансформаторе с w y = w2 напряжения 
и токи входа и выхода не равны друг другу (U1 =£= U., и 1г =/= /2) и 
соотношения между ними определяются нагрузкой.

4. Линейная теория катушки индуктивности со стальным сердечником

При холостом ходе трансформатора, т. е. при разомкнутой вторич­
ной цепи, его эквивалентная схема упрощается (рис. 11.14, а). Оче­
видно, что трансформатор в этом режиме аналогичен к а т у ш к е  
с о  с т а л ь н ы м  с е р д е ч н и к о ’м,  часто применяемой в электро­
технике. Тогда схема рис. 11.14, а является такж е эквивалентной 
схемой катуш ки, если намагничивающую ветвь характеризовать не
взаимоиндуктивностью М, а равной ей индуктивностью L =  -~—,Кт
где Rm — магнитное сопротивление магнитопровода; в эквивалентной 
схеме катушки г — активное сопротивление обмотки, Ls — ее индук­
тивность рассеяния, га — сопротивление ветви потерь.

Здесь такж е часто пренебрегают нелинейностью L и строят вектор­
ную диаграмму; по сравнению со случаем нагруженного трансфор­
матора погрешность получается большей.

За исходный вектор векторной диаграммы (рис. 11.14, б) удобно 
принять вектор потока Ф,н в магнитопроводе; вектор э. д. с. $  отстает 
на л/2 от Фт . Напряжение {70 =  — $  создает реактивный ток /г 
в ветви L и активный /а в ветви г0, которые в сумме дают вектор I тока 
катуш ки. Напряжение на зажимах катушки

U =  О0-\- r l  -f- j<oLsI .
Из-за наличия потерь в меди и стали сдвиг ф по фазе между напря­

жением О и током / меньше л/2 .
Теория катушки со стальным сердечником, учитывающая нелиней­

ность L, дана в п. 2 § 14.1.

§ 11.6. Резонанс в двух индуктивно связанных цепях

Явление резонанса в связанных цепях широко используется 
в технике связи, в особенности в радиотехнике — в передающих и 
приемных устройствах.

С в я з а н н ы м и  называются цепи, имеющие общую ветвь в дей­
ствительной или эквивалентной схеме. Примером может служить 
и н д у к т и в н а я  с в я з ь ,  осуществляемая при помощи общего 
индуктивного сопротивления (рис. 11.15, а) или путем электромагнит­
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ной индукции — т р а н с ф о р м а т о р н а я  с в я з ь  (рис. 11.15, б). 
Оба эти вида индуктивной связи будут эквивалентны друг Другу, 
если полные индуктивности и L2 обоих контуров соответственно 
равны друг другу , a LVi = М (см. § 11.4).

Степень связи цепей характеризуется коэффициентом связи k, 
который в общем случае представляет собой отношение сопротивления 
общей ветви к корню квадратному из произведения одноименных с ним 
сопротивлений каждого из двух связанных контуров, причем в сопро­
тивление контуров должно быть включено и сопротивление общей 
ветви. Тогда для простой индуктивной связи (рис. 11.15, а)

ДЛЯ трансформаторной СВЯЗИ (рис. 11.15, б) получается известное 
выражение

Пусть резонансная частота обеих цепей рис. 11.15, б  одинакова:

Если пренебречь активным сопротивлением вторичной цепи (г2 =  0), 
то из § 11.4 следует, что реактивное сопротивление всей цепи 
рис. 11.15, б, а следовательно, и эквивалентной ей цепи рис. 11.15, а 
равно:

При частоте со =  со0, х — — оо и 1г — 0, т. е. в разветвленной части 
схемы рис. 11.15, а, эквивалентной исследуемой цепи рис. 11.15, б, 
имеет место резонанс токов. При наличии во вторичном контуре 
небольшого активного сопротивления кривая 1г (со) при и х =  const 
такж е проходит через минимум, но /m in> 0  (рис. 11.16).

В исследуемой цепи происходит резонанс напряжений, и ток 
получает максимальное значение при условии х =  0 , откуда

Если разделить обе части этого равенства на со/ с̂о/  ̂ и учесть 
выражения для резонансной частоты со0 обоих контуров и коэффи­
циента связи к, условие резонанса напряжений получает вид;

<оМ М

У L\Ct

откуда

<|> =  -у=Л=г, со =  — со = - —
V\±k y i  + 6 y \ - k

щ  , , '  . . а  щ===> “  = 7 7 = = , <0 = - т =
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Следовательно, имеются две частоты, при которых величина /( 
максимальна', резонанс напряжений имеет место между левой и раз­
ветвленной правой частью схемы рис. 11.15, а\ причем для меньшей 
из этих частот сопротивление левой части эквивалентной схемы носит 
емкостный характер, а правой — 
индуктивный, для большей часто­
ты — наоборот.

Решение уравнений для этой 
цепи относительно тока / 2 приво­
дит к выводу, что кривая /2 (со) 
при и х — const и малом активном 
сопротивлении такж е имеет два 
максимума при тех же частотах 
со' и со", в  то время как минимума 
эта кривая достигает при частоте, 
несколько большей, со0(рис. 11.16).

Следовательно, в отличие от 
кривой / (со) при U =  const для 
уединенного контура с L и С, имеющей один максимум при последова­
тельном соединении (см. рис. 7.6) или один минимум при параллельном 
соединении (см. рис. 7.10), резонансные кривые, т. е. частотные харак­
теристики /х (со) и /а (со) цепи, состоящей из двух связанных контуров 
с малым активным сопротивлением, имеют два максимума и один 
минимум. Выражения для резонансных частот могут служить для 
нахождения коэффициента связи:

м"-д-со ' 2
Г Ч / '2'

При больших активных сопротивлениях точки резонансов сли­
ваются, и резонансные кривые будут иметь только по одному макси­
муму.

Г Л А В А  Д В Е Н А Д Ц А Т А Я  

ТРЕХФАЗНЫЕ ЦЕПИ

§ 12.1. Основные понятия

М н о г о ф а з н о й  с и с т е м о й  называется совокупность элек­
трических цепей, называемых ф а з а м и ,  в которой действуют синусои­
дальные напряжения одной частоты, отличающиеся друг от друга по 
фазе. Чаще всего применяются с и м м е т р и ч н ы е  многофазные си­
стемы, напряжения которых равны по величине и сдвинуты по фазе

2л ,на угол — , где т — число фаз.
Наибольшее распространение имеет т р е х ф а з н а я  с и с т е м а ,  

созданная русским ученым М. О. Доливо-Добровольским (1891 г.); он 
изобрел и разработал все звенья этой системы — генераторы, транс­
форматоры, линии передачи и двигатели трехфазного тока.
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Простейший т р е х ф а з н ы й  г е н е р а т о р  (рис. 12.1) подобен 
рассмотренному в п. 1 § 6.1 источнику однофазного напряжения; он со­
стоит из трех одинаковых плоских витков или катуш ек, называемых 
ф а з а м и  г е н е р а т о р а ,  вращающихся в однородном магнитном 
поле с равномерной угловой скоростью со вокруг оси, перпендикуляр­
ной к направлению магнитных линий. В каждой фазе следует разли­
чать н а ч а л о  и к о н е ц .  Считая, что все катушки намотаны 
в одном направлении, например по часовой стрелке, можно принять 
за начало начальный зажим катушки или, наоборот, конечный, но 
принятое условие должно быть одинаковым для всех фаз. Цепи на­
грузки подключаются к генератору с помощью щеток, наложенных на

кольца, соединенные с катушками анало­
гично рис. 6.1 (на рис. 12.1 они не пока­
заны).

Три фазы трехфазного генератора рас-
2яположены под углом -д- друг к д р угу ;

первой, или фазой А, можно назвать лю­
бую из трех фаз, второй — фазу В, на­
чало которой Я я сдвинуто в пространстве
относительно начала первой На на угол ^
против направления вращения, третьей — 
фазу С, начало которой Не сдвинуто отно- 

| 1 —  I сительно начала второй HD такж е на 2я/3
I s ' в  том же направлении.

При вращении в фазах будут индукти­
роваться э. д. с .; период Т этих э. д. с. 

обороту. Катушки одинаковы, поэтому 
(амплитуды) э. д. с. фаз будут такж е

Рис. 12.1

соответствует полному 
максимальные значения 
одинаковы. Так как  фазы сдвинуты друг относительно друга в про­
странстве на угол 2л;/3, т. е. на */3 полного оборота, их э. д. с. будут 
сдвинуты во времени на Т/3 — треть периода, что соответствует фаз­
ному сдвигу, равному:

Т _ 2я Т _  2я
03 Т  — Т 'Т  — " Г 1

Если за начальный взять момент времени, когда плоскость первой 
катушки перпендикулярна линиям магнитной индукции (см. рис. 1 2 . 1), 
э. д. с. (отсчитываемая, например, от конца к началу)

eA — S m sin соt
и э. д. с. двух других катушек (отсчитываемые в том же направлении), 
отставая по фазе на углы  2л/3 и 2-2л/3, будут равны:

e f i= ^ msin Uot 2л
т

4п
~з~

Временная диаграмма э. д. с. изображена на рис. 12.2.
Если вектор э. д. с. первой фазы направить по оси вещественных 

комплексной плоскости (рис. 12.3), комплексы э. д. с. симметричной
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гистемы будут иметь вид:

#д = «? , j a = * r '  2т  =  cos ( _  Щ  +  / s in ( _ | i ) ] = ^ ( _ .  ^ _ / 2£ з ),

. Уз '. Ак 
- /  ‘ Г=  #е 3 =  <fe+/. 2 it

3 COS
2 я 2 я 1

Комплексный множитель
. 2я

а 2л 2л-= р 3 ;= cos _|_ysin =  _  _|_у

3 + f s i n T )  =  ^ [ - Y  + j  2- 

, Узi t — 0,5 -f- /0,87

является о п е р а т о р о м  п о в о р о т а  вектора на угол 2п/3 
в положительном направлении. Тогда

/ ifа* =  е 3 =  -- у  

Следовательно,

■ Г з  3
■/V"> а  е

. 6 Я
' т = 1 , а 4: ■ а, 1 +  а +  а2 =  0 .

S A =  S, i B=--a2$ , ёис -=а<о, $ А-] -$ в -{-(9С =  ё'(1-\-а-\-а2) =  0,

т. е. сумма векторов симметричной системы равна нулю. Это значит, 
что равна нулю в любой момент времени и алгебраическая сумма 
мгновенных значений, что можно ви­
деть и из рис. 1 2 .2 , если взять сумму 
ординат трех синусоид для любой 
абсциссы.

Если в цепь каждой фазы генератора включить одинаковые по 
величине и характеру сопротивления (рис. 12.4), то токи фаз будут 
равны по величине и сдвинуты по фазе относительно своих напряжений 
на один и тот же угол <р:

iA =  lm sin (a t  — cp), /B =  /msin (a t  —у  — cp),

tc =  /msin { a t - j - y j .

Они такж е образуют трехфазную симметричную систему векторов.
При ?1еодинаковой нагрузке фаз максимальные значения токов и 

фазные сдвиги будут различны, и система токов будет несиммет­
ричной.
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В электроизмерительной технике и автоматике применяется также 
д в у х ф а з н а я  с и с т е м а ,  векторная диаграмма э. д. с. которой 
показана на рис. 12.5. Хотя э. д. с. S‘l и по величине равны, двух ­

фазная система несимметрична, так как 
г » - »■----- 1 сумма S x +  S 2 4= 0.

С н* са п  Показанная на рис. 12.4 н е с в я -  
U з а н н а я т р е х ф а з н а я с и с т е м а ,

______

Рис. 12.4

при которой отдельные фазы не соединены между собой, на практике 
не применяется — генераторы и приемники с в я з ы в а ю т  или 
в з в е з д у ,  или в т р е у г о л ь н и к .

§ 12.2. Соединение звездой

При соединении генератора звездой вместе соединяются концы 
фаз, образуя н у л е в у ю  ( н е й т р а л ь н у ю )  т о ч к у  0 . К нача­
лам фаз генератора с помощью трехпроводной линии передачи при­
соединяется приемник. Если последний также соединен звездой,

нулевые точки генератора и приемника 
}л могут быть соединены н у л е в ы м

( н е й т р а л ь н ы м )  п р о в о д о м  
(рис. 1 2 .6).

Различают величины, относящиеся 
к фазам генератора и приемника — 
ф а з н ы е  н а п р я ж е н и я  и т о ­
к и ,  и к линейным проводам — л и ­
н е й н ы е  н а п р я ж е н и я  и т о • 
к и. Так как линейные провода соеди­
нены последовательно с фазами генера- 

Рис. 12.6 тора и приемника, линейные токи в звезде
равны соответствующим фазным токам.

Для получения симметричных соотношений между величинами 
следует выбирать положительные направления токов во всех фазах 
единообразно; обычно направляют токи от генератора к приемнику 
(см. рис. 12.6), т. е. в сторону движения энергии. В соответствии с ана­
логом закона Ома (У = ZI положительные направления фазных 
напряжений совпадают с направлением токов. Положительные на-
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фавления линейных напряжений могут быть выбраны произвольно, 
ю такж е единообразно. Произволен такж е выбор направления тока 
1 нулевом проводе.

Если выбрать направление тока в нулевом проводе от нулевой 
очки приемника к нулевой точке генератора (см. рис. 1 2 .6), мгновен- 
юе значение iN и комплекс t N этого тока в общем случае будут:

In - I a +  г'в t'c> I n =  1 а +  1в  +  1с-
На рис. 12.7, а  изображена диаграмма фазных напряжений на 

фиемнике в соответствии с принятым на рис. 12.6 направлением 
гоков, сходящихся в нулевой точке О' приемника. Эта диаграмма назы­
вается т о п о г р а ф и ч е с к о й ,  так как  ее точкам А, В, С, О' 
соответствуют одноименные точки цепи. Векторы и комплексные 
линейные напряжения 0 АВ, О в с , Оса направлены, как это обычно 
принято, от точки, соответствующей первому индексу, к  точке, соот­

ветствующей второму индексу; линейные напряжения равны разности 
соответствующих фазных напряжений:

О  дв == U  д —  Од, Овс =  Ов  —  Ос, О са  =  О с  —  О  А, 

а их мгновенные значения
Uab =  Ua  —  ип, иВс =  Ub —  uc> Uca  =  Uc —  ид-

Из этих соотношений вытекает, что с умма линейных напряж ений  
равна нулю.

Топографическая векторная диаграмма рис. 12.7, а, в которой 
векторы фазных напряжений сходятся в одной точке, соответствующей 
нулевой точке приемника, обычно заменяется диаграммой рис. 12.7, б, 
где эти векторы выходят из этой же точки; так как при этом все век­
торы фазных и линейных напряжений изменяют свои направления на 
обратные, приведенные выше соотношения между напряжениями 
сохраняются.

П р и  с и м м е т р и ч н о й  с и с т е м е  ф а з н ы х  н а п р я ­
ж е н и й  векторы линейных напряжений образуют равносторонний 
треугольник; нулевая точка совпадает с его центром тяжести (рис. 1 2 .8) 
и линейное напряжение

и я =  2 и ф cos 30°= 1/3" t/ф,

г. е. по абсолютной величине линейные напряжения в ]/3~ раз больше 
разных.
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Далее сначала рассматриваются цепи без взаимной индукцик 
между фазами и между фазами и нулевым проводом.

В з в е з д е  с н у л е в ы м  п р о в о д о м  (см. рис. 12.6), есл! 
пренебречь его сопротивлением (ZN =  0), а такж е сопротивление!^ 
линейных проводов, фазные напряжения приемника будут, очевидно 
равны фазным напряжениям генератора; их векторные диаграммь 
совпадут (см. рис. 12.7, б). Следовательно, фазные комплексные токь 
будут определяться фазными комплексными напряжениями генера

А

тора и комплексными сопротивлениями или проводимостями тех ж е 
фаз приемника:

i A =  i ~  =  Y AUA, 1 ъ =  1̂г- =  Y bU в, Ic =  Uf  =  Y c0c,
А ^В *-С

т. е. соединение звездой с  нулевым проводом б е з  сопротивления об есп е­
чивает независимую работу фаз.

При симметричной системе фазных напряжений и одинаковой 
нагрузке фаз система фазных токов будет симметричной и ток f N 
нулевого провода, равный сумме токов, будет такж е равен нулю неза­
висимо от величины сопротивления этого провода.

В з в е з д е  с н у л е в ы м  п р о в о д о м ,  и м е ю щ и м  
с о п р о т и в л е н и е  ZN, в общем случае, когда i N =̂= 0, между 
нулевыми точками генератора и приемника возникает у з л о в о е  
н а п р я ж е н и е  0 N = ZnIn , что вызывает на векторной диаграмме 
(рис. 12.9) смещение точки О', соответствующей нулевой точке прием­
ника, относительно точки 0 , соответствующей нулевой точке генера­
тора. То, что вектор On — ZN1N на рис. 12.9 направлен от 0  к О', 
т. е. против направления объясняется у казанным выше изменением 
направления векторов всех напряжений (см. рис. 12.7 , а и б). В соот­
ветствии с методом узловых напряжений (см. § 3.10)

Л У/Ул+Увйв+Ус йС
N y A+ y B+ y c + YN ’
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’де О а, Ов, Ос — фазные напряжения генератора; Y А, Y в , Yc  — 
проводимости фаз, У х — проводимость нулевого провода.

В з в е з д е  б е з  н у л е в о г о  п р о в о д а  Удт =  0 и

Выражения для узлового напряжения показывают, что Ох будет 
изменяться при изменении нагрузки в любой фазе; вместе с On будут 
изменяться напряжения всех фаз приемника, а

Выражения для О'в и Ос можно получить, пользуясь круговой 
перестановкой индексов:

Приведенный вывод выражений для фазных напряжений на прием­
нике через фазные или линейные напряжения генератора справедлив 
для о бщ его  случая несимметричных систем фазных и линейных 
напряжений.

Примером неодинаковой нагрузки фаз может служить п р и б о р  
д л я  о п р е д е л е н и я  п о р я д к а  с л е д о в а н и я  ф а з  
(рис. 12.10). Он представляет собой три одинаковые по величине 
проводимости, соединенные в звезду, — две лампы накаливания и 
конденсатор; тогда, считая, что проводимости ламп линейны,

где а  — абсолютное значение проводимостей. При симметричной 
системе фазных напряжений генератора, если вектор 0 а направлен

Фазные напряжения на приемнике и токи (см. рис. 12.9) :

О'а  —  0  а —  O n , О ’в  —  О в —  O ff, 0 ’с  =  0 с  —  О х ;

I  а — Уа О'а , I в  — У вР в ,  1 с  =  У сО'с-

следовательно, и все токи. Таким образом, звезда 
б ез  нулевого провода, а также звезда с  нулевым, 
проводом, имеющим сопротивление, не обеспечи­
вает независимой работы фаз.

В случае звезды без нулевого провода фаз­
ные напряжения на приемнике могут быть выра­
жены через линейные напряжения:

С а----------

Рис. 12.10

УВ Ф а  й в ) У С Ф С  ~ 11 а )  _  У АВ У (Р сА

Уа+ гв + ус ~ Уа + Ув + Ус '

У а  — У c = g  =  a > Yu =  jb=^ja,
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по оси вещественных величин ( 0 А =  О), узловое напряжение

U, __ aU  +  j a U  (— 0,5  — /0,87) +  aU  (— 0,5 +  /0,87)
1 а  +  j a  -f- а U (0,62 — /0,13).

Тогда комплексные напряжения на лампах будут:

О'а =  Uа — UN =  О — U (0,62 -  /0,13) =  U (0,38 +  /0,13),
Uc =  Oc  — UN =  U (— 0,5 +  /0,87) — U (0,62 — /0,13) =  £/ (— 1.12 +  /1)

На рис. 12.9 показана векторная диаграмма для рассматриваемой 
цепи. Векторы токов /А и 1С совпадают по фазе с напряжениями 
О ’а и О’с ,  ток 1 ’в  опережает напряжение Ов  по фазе на л/2 .

Действующие значения напряжений на лампах и их отношение 
будут:

U'a =  U ]/ 0 ,38 2 +  0,132 яа ОАО,

U'c =  OVl,l22+l 2 * ^ 1 5 0 ,  ~  — 3,75.
и  А

Поэтому лампа, включенная в фазу С, будет светиться ярче лампы, 
включенной в фазу А, т. е. фазы следуют друг за другом в следующем 
порядке: яркая лампа, тусклая лампа, конденсатор.

П р и  и н д у к т и в н ы х  с в я з я х  между фазами приемника и 
между его фазами и нулевым проводом должны быть учтены э. д. с. 
взаимной индукции. Так, например, для соединения звездой с нулевым 
проводом или без него по схеме рис. 1 2 . 1 1 , а при взаимной индукции 
только между фазами уравнение по второму закону Кирхгофа для 
фазы А приемника будет иметь вид:

О А — (г А +  j®LA) / A -f 1®МСа1с;
уравнения для второй и третьей фаз можно получить путем круговой 
перестановки индексов А, В, С.

Если нагрузка фаз одинакова, т. е. гА = гв =  г с  — г,

то
LA =  Lg — Lc =  L, М Ав =  Мдс =  М са =  М,

о  А —  (г  +  i®L) 1А +  /С°М Ов +  j  с)< ( 12. 1)
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Если, кроме того, нулевой провод отсутствует или при его наличии 
система фазных напряжений симметрична, то сумма токов 1А +  1В +  
+  =  Oi и уравнение ( 12 . 1 ) получит вид:

=  ('■ +  /“ £) U — /wM/A =  [r-f/co {L — M)\ 1А,
г. е. в этом случае цепь рис. 1 2 . 1 1 , а  эквивалентна схеме рис. 1 2 . 1 1 , б  
5ез индуктивных связей, но с индуктивностью фаз приемника, рав­
ной L — М.

Для дальнейшего представляет интерес случай, когда есть нулевой 
провод, а все фазные напряжения генератора равны между собой и 
совпадают по фазе: О а = Ов =  Ос  (так называемая п у л е в а я  
с и с т е м а ) ;  тогда, очевидно, все токи такж е будут равны между 
собой:

1 а  =  1 в  =  1 с  =  1 ,  

и уравнение ( 1 2 . 1) получит вид:
U =  {r-\- /со/.) I =  [r j(a (L-J--2M)] /.

Это значит, что в данном случае цепь рис. 12.11, а эквивалентна 
схеме рис. 12 . 1 1 , в без индуктивной связи, но с индуктивностью фаз 
приемника, равной L +  2М. Ток нулевого провода будет, очевидно, 
равен 3/.

§ 12.3. Соединение треугольником

Чтобы соединить генератор в треугольник, нужно связать конец 
каждой фазы с началом следующей; в результате фазы генератора 
образуют замкнутый контур. При таком соединении симметричного

N v , ! : , Уса
h

7 S * . ° It%  j

Рис. 12.12 Рис. 12.13

генератора с отключенной нагрузкой (рис. 12 . 12) ток внутри него не 
возникает, так как  сумма его э. д. с., образующих симметричную 
систему, равна нулю.

Соединив приемник такж е в треугольник (рис. 12.13), можно 
видеть, что фазные напряжения генератора и приемника одновременно 
являются и линейными, линейные ж е токи iA, iB, ic  — отличны от 
фазных токов iAB, inc, I ca■ Д ля получения симметричных соотноше­
ний между линейными и фазными токами следует выбирать их поло­
жительные направления единообразно. Д ля всех линейных токов 
обычно выбирается направление от генератора к приемнику, для 
фазных — по направлению обхода контура, например, против часовой 
стрелки для приемника (рис. 12.13). Тогда по первому закону Кирх­
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гофа для приемника получаются следующие соотношения для мгно 
венных значений и комплексных токов:

а̂ — ̂ ав— *сд» 1а — 1ав — { сл> 
h  — h c — ̂ ав* 1в =  (в с  — (л8. 
ic  —  icA  —  h e i I c  —  icA  —  1вс-

Д ля генератора соотношения между линейными и фазными токами 
аналогичны. Таким образом, линейные токи равны разностям соот ­
ветствующих фазных токов.

Из полученных соотношений видно, что сумма линейных токов 
равна нулю:

iAJr h Jt - i c  — 0, ^л +  ^в +  ^с =  0-
Д ля симметричной системы фазных токов (рис. 12.14)

/ л =  2/фСО830° =  2 / ф ^ -  =  / 3 '  Уф,

т. е. по абсолютной величине линейные токи в ]/~3 раз больше фазных.
Токи в фазах приемника будут определяться линейными напря­

жениями и сопротивлениями или прово­
димостями фаз приемника:

/ - - и АВ _ _ у  г )1АВ — -J----— г  AB<-JABtf -АН

h c = - ^ -  =  Y йс^йс. лвс

i  С А  =  —  Y  С А & С А -  СА
По приведенным соотношениям фаз- 

рис 12.14 . ' ных токов могут быть определены ли­
нейные токи.

Если пренебречь сопротивлением проводов, напряжения генератора 
будут равны напряжениям приемника и фазы будут  работать неза ­
висимо др у г  от друга : всякое изменение сопротивления какой-либо 
фазы приемника вызовет изменение тока этой фазы и токов двух при­
мыкающих к этой фазе линейных проводов, но никак не отразится на 
токах других фаз.

Если сопротивление линейных проводов не равно нулю 
(рис. 12.15, а), то из-за падения напряжения в них треугольник не 
обеспечивает независимой работы фаз. Изменение, например, сопро­
тивления фазы АВ вызовет изменение фазного тока /АВ, а следова­
тельно, и линейных токов / А и / д .  При этом изменятся падения 
напряжения в линейных проводах А и В, что при неизменных линей­
ных напряжениях на зажимах генератора вызовет изменение напря­
жений на всех трех^ a s a x # приемника; следовательно, должны изме­
ниться такж е токи 1вс  и Iqa тех фаз, сопротивление которых оста­
валось неизменным.

Д ля расчета цепи рис. 12.15, а при заданных линейных напряже­
ниях, помимо методов уравнений Кирхгофа, наложения, контурных
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гоков и узловых напряжений, при отсутствии взаимной индукции 
ложно применить метод преобразования. Треугольник ZAD, ZBc, 
7- с а преобразуют в эквивалентную звезду ZA, ZB, Zc по формулам, 
юответствующим § 3.4 (рис. 12.15, б):

г ,  2 A B Z CA V Z B C Z AB
л Zab+Zbc+ZcS  Z b _ Z ab+Zbc+Zc a ’

7  ZCAZBC
C Zab  +  'ZtfC +  ZCA

Объединяя в каждой фазе сопротивление линии и приемника, 
приводят схему к звезде (рис. 12.15, б), после определения токов

Рис. 12.15

которой возвращаются к цепи рис. 12.15, б, находя фазные и линейные 
напряжения на звезде ZA, ZB, Zc , а затем — к исходному треугольнику 
(см. рис. 12.15, а), чтобы найти его фазные токи.

Приведенные выше выражения для расчета соединения треуголь­
ником справедливы для общего случая несимметричной системы на­
пряжений генератора.

П р и  н а л и ч и и  в з а и м н о й  и н д у к ц и и ,  одинаковой 
нагрузке фаз и симметричной системе напряжений (рис. 12.16, а) 
система фазных токов будет такж е симметричной, тогда

1 АВ  +  1вС  +  1 с А  =  О
и уравнение по второму закону Кирхгофа примет вид:

U ав — {г +/<**£) / +  /со/И/вс +  /мМ/сд =  [л +  / и (L — М )] I as,
т. е. в этом случае цепь рис. 12.16, а эквивалентна схеме рис. 12.16, б  
без индуктивной связи, но с индуктивностью фаз приемника, равной 
L — М.
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§ 12.4. Мощность трохфазных систем и ее измерение

Мгновенная мощность трехфазной системы, как и всякой сложной 
цепи, равна сумме мощностей отдельных приемников, т. е. сумме 
мощностей фаз. Мгновенная мощность симметричной и одинаковс 
нагруженной трехфазной системы

Р =  uAiA - f  uBiB +  uc ic  =  U sin a t  / фт sin (a t — <рф) - f  

+  11фт sin ( a t —Щ  1фт sin (a t  — ~  — фф) +

+  t/0OTsin (a t  — y ) /*msin (Ш- f -  фф) =  у У ф9! /фт {З cos фф —

-  j^cos (2at — фф) - f  cos (2сot — Y  — ффj - f  cos (2a>t — ̂  — Ффj |.

Сумма трех косинусоид, сдвинутых по фазе на угол д-, равна нулю,
в чем можно убедиться, построив и сложив векторы, изображающие 
эти функции. Следовательно,

р =  3 и ф[ф cos фф==Р== const,
т. е. мгновенная мощность симметричной одинаково нагруженной  
трехфазной системы постоянна, тогда как мощность однофазной 
системы изменяется во времени с двойной частотой по сравнению 
с частотой напряжения и тока (см. § 7.1)

Многофазная система, мгновенная мощность которой постоянна, 
называется у р а в н о в е ш е н н о й .  Интересно отметить, что несим­
метричная двухфазная система с равными напряжениями (см. рис. 12.5) 
в случае одинаковой нагрузки фаз такж е является уравновешенной:

p  =  Pi + P2=Urn sin со̂  /т sin (a t — ф)
+ Um sin (a t — л/2) l m sin (a t  — л/2 — ф) =  UmIm cos ф =

— 2Ul cos ф =  /? =  const.
Из-за уравновешенности трехфазные и двухфазные двигатели 

имеют постоянный вращающий момент, тогда как момент однофазных 
двигателей пульсирует с двойной частотой.

Выражение для мощности уравновешенной трехфазной системы 
может быть преобразовано. В симметричной звезде

Р == З иф1ф cos фф =  3  ̂ /л cos фф =" ~\/~3 U л с оэфф.

В симметричном треугольнике
Р = 3 и ф1ф cos фф =  3£/л cos фф =  у г3 £/л/лС05фф.

В обоих случаях выражения для мощности получились одинако­
выми.

Д ля измерения мощности трехфазной симметричной и одинаково 
нагруженной системы достаточен один ваттметр, включенный в одну 
из фаз и измеряющий ее мощность. Аналогично включается однофазный 
счетчик электрической энергии, Д ля получения мощности и, соответ­
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ственно, энергии трехфазной системы показания этих приборов следует 
утроить.

В общем случае несимметричной системы и неодинаковой нагрузки 
мгновенная мощность р  есть величина переменная, т. е. такая система 
является н е у р а в н о в е ш е н н о й .  Средняя мощность этой си­
стемы равна сумме средних мощностей отдельных фаз:

Р =  Р л ~Ь Р в +  Р с=  UА1 a c o s  фа Л- U b I в co s  Фв +  U clс  co s фс-

Следовательно, средняя мощность в данном случае может быть 
измерена тремя ваттметрами, включенными в каждую  фазу, как это 
показано на рис. 12.17, а, для звезды с нулевым проводом (точками 
обозначены условные «начала» параллельных и последовательных 
цепей ваттметров, см. п. 3 § 2 .6).

В случае трехпроводной системы можно ограничиться двумя ватт­
метрами, включенными так, к ак  показано на рис. 12.17, б  для изме­
рения средней мощности трехфазной системы, соединенной треуголь­
ником. Мгновенные мощности, усредняемые первым и вторым ватт­
метрами, соответственно равны:

Pi - U â a, pu  =  uCBi c ‘
Так как «ев =  — “ вс. сумма этих мощностей

Pi + Р п  +  Исв1с =  иАв (г"а в  — 1с  а ) — и в с  (г'сл— iв с ) =
=  Ы л в 1'л в  +  u B c i f l c — ( М л в Ч -  ивс) г с д  =  и д я / л в  +  ы в с г' в с  +  ^са с̂а —

=  Р ав  +  Р в е +  Р с а - 

При переходе к средним мощностям получается, что сумма пока­
заний ваттметров

P i-\ -P  и  =  Р  ав +  Р ве  +  Р са,

т. е. равна мощности системы. Вывод справедлив и для звезды без 
нулевого провода, так как она может быть заменена эквивалентным 
треугольником.

Реактивная и полная мощности симметричной и одинаково нагру­
женной трехфазной системы равны суммам соответствующих мощно­
стей всех фаз:

Q “  ЗС/ф/ф sin  <рф =  |/  3  и л1я sin  фф, S  =  3U q I $  =  Y 3 U a l v
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В общем случае несимметричной и неодинаково нагруженной 
трехфазной системы суммирование реактивных и полных мощностей 
фаз не дает величин, характерных для нагрузки генератора в целом, 
как это было в однофазной цепи с одним источником энергии. Предла­
гаемые в литературе определения реактивной и полной мощностей 
трехфазной несимметричной и неодинаково нагруженной системы 
чисто условны и потому здесь не рассматриваются.

а)

5) }

§ 12.5. Сравнение трехфазных и однофазной оиотем

Сопротивление линейных и нулевого проводов, соединяющих 
генератор и приемник, обычно мало по сравнению с сопротивлением 
фаз приемника, и выводы, сделанные по поводу независимости работы

фаз при соединении звездой и треугольником, 
можно обобщить следующим образом:

1) в звезде с нулевым проводом и в треу­
гольнике токи фаз практически мало зависят 
друг от друга и поэтому эти схемы следует 
применять при неодинаковой нагрузке фаз;

2) звезда без нулевого провода может 
применяться только при одинаковой нагрузке 
фаз.

Необходимо отметить, что схема соеди­
нений генератора и приемника может быть 
различной, и один из них может быть сое­
динен треугольником, другой — звездой без 
нулевого провода.

Представляет интерес сравнение расхода 
металла с удельным сопротивлением р на 
провода однофазной и трехфазной линий пере­
дачи (рис. 12.18) той же мощности Р  на то же 
расстояние I при одинаковом cos ф и том же 
к. п. д ., т. е. тех же потерях в линии Р„ =  
= kP, где k — относительная потеря мощности, 
и одинаковом линейном напряжении U.

Д ля однофазной двухпроводной линии 
(рис. 12.18, а) Р  =  UI0 cos ф; отсюда ток /0, 
потери Рл и сопротивление г0 одного провода:

Л> = Р

Pj, =  kP =  2r0Il, г,
U cos ф 1

— kJL 
° ~ 2  Ц

kU2 cos2 ф 
2Р '

Следовательно, сечение s0 и объем VQ проводов соответственно 
равны:

-яр/ - V a =  2sJ. — A — Рр12 -S° Рг0 2 'kU'ca&q ’ 0 0 1  kU2 cos2 ф ‘

Отсюда видно, что формула для сечения двухпроводной линии 
переменного тока отличается от аналогичной формулы для линии
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постоянного тока (см. § 3.3) наличием множителя cos2 ф в знаменателе, 
приводящему к тем большему увеличению расхода металла, чем ниже 
коэффициент мощности cos ф.

Для трехфазной трехпроводной линии (рис. 12.18, б и в )  
P =  j/ 3  Ul r cos ф и аналогично

г Р____  р = ь р _ 3 г / . =
/ т ~  K ^ c o s q /  л к И - 6 г ^ "  Гт щ  Р  '

а сечение s r и объем Ут проводов:

I Рр1 I/ _  о .  / о р Р12
ST~ P r T — Ш*со&ц> ’ т d feL/2сos2qj '

В знаменателе этих выражений такж е присутствует множитель 
cos2 ф.

Из формул для s0 и sT видна эффективность высокого напряжения 
и большого коэффициента мощности — сечения обратно пропорцио­
нальны квадратам этих величин. Вместе с тем очевидно, что стоимость 
изоляции проводов растет с ростом напряжения. В результате эконо­
мически оптимальное напряжение U оказывается тем выше, чем больше 
передаваемая мощность Р  и длина ! линии.

Соотношение объемов металла линий: однофазной двухпроводной 
V0 и трехфазных — трехпроводной VT и четырехпроводной с нулевым 
проводом половинного сечения Vtn (рис. 12.18, г) будет

V0 ■ V'T: Vtn=  100 : 75 : 87,5.

Таким образом, при одинаковом линейном напряжении звезда 
без нулевого провода и треугольник, очевидно, дают одинаковый 
расход металла на линию передачи и экономию в 25% по сравнению 
с однофазной линией, а нулевой провод половинного сечения вызывает 
перерасход металла, но все же система остается легче однофазной на 
12,5%.

Соединение звездой с нулевым проводом имеет важное преиму­
щество: помимо трехфазных приемников, рассчитанных на линейное 
напряжение, оно позволяет включать однофазные приемники и на 
линейное, и на фазное напряжение.

Если приемники работают при одинаковом фазном напряжении, 
линейное напряжение звезды будет в J/ 3 раз больше, чем треуголь­
ника, что уменьшит расход металла в 3 раза.

Основным преимуществом трехфазной системы по сравнению 
с однофазной является возможность легко создавать вращающееся 
магнитное поле, используемое, в частности, в трехфазных асинхрон­
ных двигателях, наиболее простых по конструкции и в эксплуатации.

§ 12.6. Пульоирующее и вращающееся магнитные поля

Электрические индуктивные машины переменного тока в боль­
шинстве случаев имеют магнитопровод в виде двух коаксиальных 
цилиндров, набранных из стальных листов и разделенных воздушным
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зазором (рис. 12 19). Внешний цилиндр 5  является статором, внут­
ренний R — ротором.

Если по обмотке статора, уложенной в его пазы и распределенной 
на части, например одной трети его окружности (рис. 12.19), будет

ным. Приближенно магнитную индукцию можно считать распреде­
ленной по окружности статора по синусоидальному закону (сплош­
ная линия на рис. 12.20); она имеет максимальные значения Вт по 
оси обмотки и равна нулю на нейтральной линии, перпендикуляр-

постоянным вектором Вт (рис. 12.21), аналогично тому, как ранее это 
было сделано для величин, изменяющихся по синусоиде во времени.

Если по обмотке статора пропускать переменный ток, синусои­
дальное распределение магнитного поля сохранится, но поле будет 
п у л ь с и р у ю щ и м ,  т. е. изменяющимся во времени по синусои­
дальному закону (см. рис. 12.20). Принимая за начало счета времени 
момент, когда индукция по оси обмотки максимальна, пульсирующее

проходи ть постоянный ток, магнитный 
поток, зам ы каю щ ийся через статор , 
воздуш ны й зазор и ротор б уд ет постоян­

н а  оЬмотки

Рис. 12.19 Рис. 12.20

ной к оси обмотки. Такое синусо­
идально распределенное в зазоре ма­
шины поле можно условно изобразить

А

Рис. 12.21 Рис. 12.22
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поле можно условно изобразить вектором Вт cos соt. Согласно формуле 
Эйлера,

Втс о 5^  =  Ч2Вте 1Ш‘ + Ч2Вте~/ш‘- ( 12 .2)
Это значит, что пульсирующее синусоидально распределенное поле 
может быть представлено в виде суммы двух такж е синусоидально 
распределенных полей г/2 Вт, постоянных во времени, но вращаю­
щихся с угловой скоростью со в разные стороны; последнее видно из 
противоположных знаков показателей степени множителей вращения. 
Поле ]/2 Bme/W, вращающееся в положительном направлении вра­
щения векторов, называется п р я м ы м ,  поле V2 Втё ' ш — о б р а т -  
н ы м. Вращающиеся векторы, условно изображающие эти поля, на 
рис. 12.21 показаны для момента начала счета времени.

Разложение пульсирующего поля на два вращающихся исполь­
зуется, например, в однофазных двигателях, где прямое поле, воздей­
ствуя на ротор, приводит его во вращение, а обратное поле экрани­
руется.

В трехфазных машинах на статор наложены три обмотки, пока­
занные в разрезе на рис. 12 .22 , занимающие каж дая треть его 
окружности; следовательно, эти обмотки и их оси сдвинуты в про­
странстве на угол 2л/3. Обмотки обтекаются токами, векторы которых 
образуют симметричную трехфазную систему. Тогда выражение для 
поля первой фазы А совпадает с выражением (12.2) при том же начале 
счета времени.

Пусть обмотка, обтекаемая током второй фазы В, т. е. током, отстаю­
щим от тока первой фазы на угол 2я/3, сдвинута в пространстве 
вперед по направлению вращения прямого поля на тот же угол, что

. 2п
учитывается множителем е 3 . Тогда выражение для поля фазы В по­
лучает вид:

у  Вте ~~а~) -f- J- Вте  V

Аналогично записывается поле третьей фазы С, но так как она 
обтекается током, опережающим по фазе ток фазы А на угол 2л/3, 
и сдвинута в пространстве на тот же угол назад, знаки всех углов 
2я/3 изменяются на обратные.

Результирующее поле определяется наложением полей всех трех 
фаз:

д / (ш'~Тг) I 1 о ' Т  IВте  v +  "2 BmQ \е +~ Вте /ш(+ 16 Вте  /W +

Вте  v 3 j + 2 Вте  v 3

Отсюда видно, что все прямые поля трех обмоток арифметически 
складываются, тогда как обратные поля в сумме дают нуль, и в машине 
возникает в р а щ а ю щ е е с я  п о л е ,  п о с т о я н н о е  в о  в р е ­
м е н и .  Амплитуда вращающегося поля в полтора раза превышает
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амплитуду пульсирующего поля отдельных обмоток, а фаза совпадает 
с фазой прямого поля обмотки первой фазы А.

В трехфазных двигателях вращающееся поле такж е используется 
для приведения во вращение ротора; из-за постоянства мощности 
в трехфазных системах (см. § 12.4) и, следовательно, вращающего 
момента, а такж е отсутствия обратного поля эти двигатели имеют 
значительное преимущество перед однофазными.

§  12.7. Основы метода симметричных соотавляющих

Метод симметричных составляющих, предложенный Фортескью, 
позволяет сравнительно просто рассчитывать несимметричные, в част­
ности, аварийные режимы в трехфазных системах и машинах. До 
предложения этого метода для таких расчетов надо было решать диф­
ференциальные уравнения с переменными коэффициентами или опе­
рировать с сопротивлениями, зависящими от токов.

В общем случае с и м м е т р и ч н о й  т р е х ф а з н о й  с и ­
с т е м о й  в е к т о р о в  называется система, состоящая из трех 
равных по величине векторов, причем каждый вслед идущий вектор 
сдвинут относительно предыдущего на угол =  k2n/3, где k — любое 
целое число. Система Аи Ви Сх (рис. 12.23, а), у которой угол сдвига 
между вслед идущими векторами Pi =  2я/3, имеет прямой порядок 
следования фаз в направлении вращения векторов и называется 
п р я м о й  с и с т  е м  о й. Симметричные системы линейных и фаз­
ных напряжений и токов, рассмотренные выше, были именно прямыми 
системами. Система А2В2С2 (рис. 12.13, в), в которой угол сдвига 
между вслед идущими векторами (32 =  2-2я/3 =  4я/3, имеет обратный 
порядок следования фаз и называется о б р а т н о й  с и с т е м о й .  
Система векторов АаВ0С0, совпадающих по фазе (р0 =  3-2я/3 =  2я , 
т. е. р0 =  0) называется н у л е в о й  с и с т е м о й  (рис. 12.23, б).

2д
Система векторов, сдвинутых по фазе на угол 4 у  =  у  - f  2л,

является такж е прямой системой и т. д. Таким образом, все много­
образие симметричных трехфазных систем сводится к  трем системам, 
изображенным на рис. 12.23.

. 2тг
Пользуясь оператором а =  е 3 поворота вектора на угол 2л/3 в по­

ложительном направлении и приняв за основные вектор А1 прямой
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системы, вектор ,42 обратной системы и вектор Д0 нулевой системы, 
через них можно выразить остальные векторы:

Bi — a2Ai, В% — (iA2, Bq— До, 

Ci — oAi, С 2 =  а 2Д2, Cq — A0.
(12.3)

Пусть задана несимметричная система трех векторов А, В, С. 
Далее доказывается, что каждый вектор этой системы может быть 
представлен в виде суммы трех векторов, являющихся составляющими 
прямой, обратной и нулевой систем:

А — До +  At -f- Д 2»
$  =  A> +  $ i +  fl2> (12.4)

С= С0 4- Ci 4- С2.

Подстановка уравнений (12.3) в уравнения (12.4) дает:

А — +  ^1 ~Ь А 2,
В =  +  а? Ах -f- аА2, ( 12.5)

С =  А0-\-аА1-\-агАг . .

Система уравнений (12.5) решается относительно А0, Аи  Д2 одно­
значно:

Д, =  1/3 (А + В + С),
Аг =  1/3 (А + аВ-{-а2С), (12.6)
Да =  1/3 (А +  а2Ё +  аС).

Отсюда и следует, что несимметричную систему векторов можно 
разложить на три симметричные системы.

Из первого уравнения системы (12.6) видно, что если сумма век­
торов несимметричной системы равна нулю, будут равны нулю и 
векторы нулевой системы. Следовательно, несимметричные системы 
линейных напряжений и линейных токов при отсутствии нулевого 
провода содержат только прямую и обратную составляющие.

Определение симметричных составляющих несимметричной системы 
векторов по выражениям (12 .6) может быть выполнено такж е графи­
чески. Пусть задана несимметричная система векторов фазных напря­
жений ОА, Ов, Ос (рис. 12.24, а). Во все три суммы напряжений 
(см. систему 1 2 .6) вектор ОА входит без изменений, а векторы Ов 
и Ос во  второй и третьей суммах повернуты на угол 2л/3 или 4я/3. 
Следует начертить вектор ив, из его конца (т. е. стрелки) — вектор 
0 А, а из конца 0 А — вектор #с ‘ (рис. 12.24, б). Если вектор Ов 
повернуть на угол 2я/3 и 4п/3 вокруг его конца, примыкающего 
к началу вектора О а, а вектор Ос — вокруг начала, совпадающего 
с концом вектора ОА, суммы векторов по выражениям (1 2 .6) будут
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равны утроенным искомым векторам:
U в +  U а "Ь U с —  3 0  да, &(]в Л 'О ,1 ~Ь °?0с —  3£/дь 

а20  в +  Од -f- gl0 c — 3Ua2-
Далее очевидным построением определяются все векторы трех сим­
метричных систем.

Аналогично производится разложение несимметричной системы 
токов.

Симметричные составляющие несимметричной трехфазной системы 
напряжений и токов могут быть определены экспериментально. 
Например, для измерения нулевой составляющей системы фазных 
напряжений надо однообразно включить на фазные напряжения

трансформаторы малой 
мощности, вторичные об­
мотки которых и вольтметр 
соединяются последова­
тельно (рис. 12.25). Тогда, 
считая для простоты, что 
у трансформаторов коэф­
фициент трансформации 
напряжения равен единице, 
суммарное напряжение, 
измеряемое вольтметром,
U =  U а +  (J в Ос =  3 U0,

т. е. пропорционально нап­
ряжению нулевой системы.

Для измерения напря­
жения прямой последова­
тельности (рис. 12.26)транс- 

форматоры включаются на одинаковые по величине полные со­
противления г — трансформатор фазы А на активное сопротивление

. я
%а =  Л фазы В на активно-индуктивное сопротивление ZB =  ze 3 ,

. Я
фазы С — на активно-емкостное сопротивление Zc =  ze 3 ч тобы 
вторичные токи трансформаторов В и С были сдвинуты по фазе отно­
сительно напряжений Ов и Ос на дополнительные до я  углы — соот- 

2л 2лветственно + и — г,-, что соответствует умножению на операторы
.2711-Г и а2 =  е  3 , вторичные обмотки этих трансформаторов 

включаются так, как показано на рис. 12.26.
Цепи нагрузок всех трех трансформаторов соединяются параллельно 

и замыкаются на амперметр. Последний измеряет суммарный ток

f f , f > и  а 0Г и л
Д  =  ^а +  ^в + А ::г= -2-  +  я —  - f a  ~ г ~ ~ г '

пропорциональный напряжению Uj системы прямой последователь­
ности.
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Если поменять местами нагрузки  фаз В и С, суммарный ток

UC U2■ а -  - =  - -
Z 2

будет пропорционален напряжению Ut системы обратной последова­
тельности.

Рассмотренные схемы называются ф и л ь т р а м и  с и м м е т ­
р и ч н ы х  с о с т а в л я ю щ и х .  Они применяются в схемах защиты 
трехфазных энергетических систем от аварийных режимов, вызываю­
щих несимметрию токов и напряжений отдельных фаз.

Р азлож ен и е на симметричные составляю щ и е позволяет весьм а 
просто реш ать задачи на расчет трехф азны х цепей при од инаковой

ТКг

о
Рис. 12.25

нагрузке фаз с взаимной индукцией между ними при несимметричной 
системе напряжений, что широко используется в теории электрических 
машин. Система напряжений разлагается на симметричные составляю­
щие, для каждой из них находят токи фаз и применяют метод нало­
жения. При этом сопротивление фаз приемника для каждой составляю­
щей может быть различным. Например, для цепи рис. 12.11, соеди­
ненной в звезду с нулевым проводом, сопротивление фаз для нулевой 
системы напряжений (см. § 1 2 .2):

Zo =  т -j- /со (L  -f- 2 М ),

а для прямой и обратной составляющих, являющихся симметричными 
трехфазными системами, сопротивления

Z y =  Z 2 =  r  +  /со (L  —  M )

только для статических устройств, например для трансформаторов. 
Во вращающихся машинах прямая система токов создает магнитное 
поле, вращающееся в одном направлении с ротором, а обратная 
система токов — в противоположном; это приведет к неравенству 
Zj =/= Z2. Таким образом, в общем случае

Zu = т Z2.
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После определения комплексных токов каждой составляющей они 
пофазно суммируются и дают систему действительных токов фаз.

При неодинаковой нагрузке фаз приемника расчет усложняется, 
так как  тогда каж дая из симметричных составляющих системы токое 
зависит от всех составляющих систем напряжений. Эти задачи рас­
сматриваются в литературе, посвященной расчету аварийных режимоЕ 
в трехфазных электрических сетях и системах.

Можно показать, что в самом общем случае несимметрии ср едняя  
мощность всей цепи равна сумме средних мощностей нулевой, прямой 
и обратной составляющих:

Р =  3U0I 0 cos фо -j- W J i  cos ф! -f  3 U2I2 cos ф2.

Г Л А В А  Т Р И Н А Д Ц А Т А Я

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ НЕСИНУСОИДАЛЬНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ 

И ТОКИ В ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ

§ 13.1. Разложение периодических функций в ряд Фурье

До сих пор рассматривались линейные цепи при постоянных 
и синусоидальных напряжениях и токах; синусоидальная форма кри­
вых позволила применить векторные диаграммы и символический метод, 
весьма упростившие расчет цепей.

В электротехнике стремятся к синусоидальной форме периодиче­
ских кривых, так как большинство устройств при этом работает лучше, 
однако на практике кривые несколько отличаются от синусоид. 
В устр о й ств а х  элек тр о н н о й  и вычислительной техники И во МНОГИХ 
других по принципу их действия напряжения и токи должны быть 
несинусоидальными. В этих случаях можно использовать изложенные 
методы расчета цепей при постоянных и синусоидальных напряжениях 
и токах, если разложить периодические несинусоидальные кривые 
в ряд Фурье.

Как известно из математики, периодическая функция / (со/), удов­
летворяющая условиям Дирихле, т. е. имеющая за полный период 
конечное число разрывов первого рода и конечное число максимумов 
и минимумов, может быть приближенно представлена тригонометри­
ческим рядом F (со/). Этот ряд состоит из суммы постоянной составляю­
щей С„ и синусоид разных частот йсо, где k — целые числа, начиная 
с единицы:

П
f  (со/) я »  F (со0  =  С0 +  2  Akm sin (Ш  +  г|э4).

I
Ряд Фурье может быть записан в другой форме: 

п
F (сot) =  С0 +  2  (Akm cos я|)А sin Ш  +  Akm sin %  cos Ш )  =

i
п п

= Cq -j- ^  Вkm sin k(i)t 4* С km cos k<at, 
l i
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где
Bkm— Akm COS И Ckm —  s i n  1|Э*.

Как было доказано Фурье, для получения наименьшей среднеквад­
ратичной ошибки между действительными значениями функций / (со/) 
и соответствующими значениями ряда F (со/)

коэффициенты ряда необходимо вычислять следующим образом:

Вычислив В km и Ckm, можно найти амплитуды Akm и начальные 
фазы 1)5* синусоид, называемых г а р м о н и к а м и :

Ошибка А уменьшается с увеличением числа п членов ряда, стре­
мясь к нулю при п —V ОО.

Постоянная составляющая С0 ряда является, очевидно, средним 
значением функции за период:

+п

Следует отметить, что во всех приведенных интегралах пределы 
интегрирования можно было бы взять от 0 до 2п.

Таким образом, периодическую несинусоидальную функцию вре­
мени, изображенную, например, на рис. 13.1, можно рассматривать 
как  дискретные частотные спектры амплитуды Акт (&со) и начальной 
фазы т]з* (/гсо). Графически эти спектры изображаются в виде двух 
характеристик — амплитудно-частотной (рис. 13.2, а) и фазо-частот- 
ной (рис. 13.2, б).

Когда функция задана графически, разложение в ряд можно выпол­
нить приближенно, заменив интегрирование суммированием подын­
тегральных выражений для конечного числа ординат / (ш/) кривой.2л
Д ля п, равноотстоящих друг от друга на — ординат (см. рис. 13.1), 

следует подставить ~  вместо dwt. Тогда

Akm =  V B lm + Clm, i|’* =  arctg —°kt71

С°~^п J

П п

(13.1)
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Заданная графически кривая может быть такж е разложена в ряд 
Фурье с помощью м е х а н и ч е с к и х  г а р м о н и к о а н а л и -  
з а т о р о в ,  основанных на том, что при обводе анализируемой кривой 
штифтом этого прибора точки его сменной шестерни, соответствующей 
данному номеру гармоники, описывают замкнутые траектории, пло­
щадь внутри которых пропорциональна коэффициентам Bkm и С*т 
этой гармоники. Периодические напряжения и токи могут быть раз-

01
\А,т [1J/T7

ff) w 2 a) J  и  кш
п/б\Ф

I г '
о ' 2ш 

-я/е

со 3to Кш

Рис. 13.2

ложены непосредственно э л е к т р и ч е с к и м и  г а р м о н и -  
к о а н а л  и з а т о р а м и ,  основанными на создании в их схеме 
резонансов для отдельных гармоник.

На практике часто встречаются симметричные кривые; 
ческое разложение их упрощается.

При симметрии относительно оси абсцисс (рис. 13.3)
ординат кривой повторяются 
через половину периода с обрат-

аналити-

значения

f(aJt)
ным знаком:

/

=  / ((о/ +  я) =  — f  (at).

При этом кривая второго 
полупериода, сдвинутая влево 
на я , представляет собой зер- 

Рис. 13.3 кальное отображение кривой
первого полупериода в оси аб­

сцисс. Очевидно, что при сдвиге начала отсчета времени (начала коор­
динат) рассматриваемый вид симметрии сохраняется.

В соответствии с приведенным соотношением в первую форму ряда 
Фурье для подобных кривых могут входить только те гармоники, 
для которых

Акт sin k(l)[t - f  j )  4- t|5ftj  =  Akm sin (kat-j-kn-lftyfr) =  — Akm sin (&o/+i|>*),

а это имеет место только при нечетном k. Следовательно, кривые, 
обладающие указанной симметрией, могут содержать только нечетные
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гармоники и не содержат четных гармоник и постоянной составляю­
щей. В этом случае кривую полностью характеризует один ее полупе- 
риод, и для определения коэффициентов разложения достаточно про­
извести интегрирование за полупериод:

11
Bkm — \ (“ 0  sin kat da t ,  Ckm — ~  ̂ f cos kat da t .

и о

Приближенные формулы (13.1) сохраняют свой вид, но теперь п — 
число ординат для полупериода.

На практике часто встречаются кривые, симметричные относительно 
оси абсцисс, вид которых полностью характеризуется четвертью ее 
периода (рис. 13.4). Если выбрать начало координат в точке Ои  отно­

сительно которой ординаты, соответствующие одинаковым по величине, 
но разным по знаку абсциссам, такж е равны между собой, но обратны 
по знаку:

f i  (a>f) =  — М —“ О,
то во вторую форму ряда Фурье для подобных кривых могут входить 
только те составляющие, для которых

Bkm  s in  ktot  -j- Ckm COS k(oi  =  — Bkm  s in  ( — k a t )  — С  km COS (— k a1 ) .

Так как в отличие от синусов косинусы не изменяют своего знака 
при изменении знака аргумента и, кроме того, рассматриваемая кривая 
симметрична относительно оси абсцисс, в ней не содержатся ни коси­
нусы, ни постоянная составляющая, а могут содержаться только 
нечетные синусы:

Fу (соt) =  Вш  sin a t  -f- Вш  sin Sat - f  sin ba t  - f . . .

Если для подобной кривой сдвинуть начало координат на у  в точку 

0 а (см. рис. 13.4), кривая будет содержать только нечетные косинусы: 

Fz (at)  =  Clm cos a t  +  Сат cos 3 a t  +  C6m cos 5a»/ + . . .
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В этих случаях для определения коэффициентов разложения интег­
рирование достаточно произвести за четверть периода и умножить 
результат на 4/я. Приближенные формулы (13.1) сохраняют свой 
вид, но теперь п — число ординат для четверти периода.

При сдвиге начала координат на угол, отличный от я/2, разложение 
этого вида кривых содержит и нечетные синусы, и нечетные косинусы.

Ряды Фурье для наиболее распространенных в электротехнике 
периодических функций даны в приложении 3.

§ 13.2. Действующее значение и мощность 
при несинусоидальных напряжениях и токах

Действующее значение несинусоидального тока определяется, как 
и для синусоидального тока, по равенству средней мощности перемен­
ного тока и мощности постоянного тока в том же сопротивлении г:

т1
Г/2: 1

О
т. е. действующее значение периодического переменного тока

Т

i =  и  1  j  t* dt
о

является его среднеквадратичным значением за период. После подста­
новки в это выражение значения тока I в виде ряда Фурье:

/ =  " j/ "  Y  ̂ +  Ф1) 4- ■ • ■ 4" I km sin (kdit 4- 'ф*) 4 “ . .  .]2 dt
‘ 0

интеграл может быть представлен в виде суммы интегралов вида:
т

1 ) Xf  J  I l d t  =  na,
О
т г

2) Y  ̂ r i msm ‘2(k(ot +  i k) d t  =  Y ~ l%m [1 — cos 2 (Ш  + ^ k)\dt =

/2
k m  t o

т

3) j   ̂ 2101 km sin k a t  4 - 1}’*) dt =  0,
0
T T

^  T  ̂ Sin sin ((JCtli ~4— ==  ̂ / km}qm'X
0 (i'

X {cos\{k — q) tot +  — T)3? l — COS [ (^ 4 -  q) a t +  tyk +  %\} dt =  0. 
Следовательно,

i  =  1/7г+/| +  / ;+ .
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т. е. д ей ст вую щ е значение тока равно корню квадратному и з  суммы 
квадратов постоянной составляющей  /0 и действующих значений токов 
всех гармоник, и не зависит от их начальных фаз

По аналогии действующее значение напряжения

и = У щ + щ  + щ + . . . + щ + . . . .

Важной характеристикой кривой является с р е д н е е  з н а ч е ­
н и е  е е  а б с о л ю т н о й  в е л и ч и н ы  з а  п е р и о д

Т

t/cp= 4  $ \u\dt.-
о

Например, для синусоиды
г

т 2
и ,  р =  у  \ Um | sin (£>t \ dt =  ̂  \ Umsin (at d t =  ^  Um—-- U 0,9£/.

о S

Для характеристики кривых без постоянной составляющей поль­
зуются несколькими коэффициентами. К о э ф ф и ц и е н т  и с к а ­
ж е н и я  kit равен отношению действующего значения первой гармо-

„ . и 1ники к действующему значению всей кривои: =  - ц ; в случае сину­
соиды ku =  1. К о э ф ф и ц и е н т  а м п л и т у д ы  k:1 равен отно­
шению максимального значения Um к действующему U : &а =

для синусоиды fea =  |^2. К о э ф ф и ц и е н т  ф о р м ы  равен отно­
шению действующего значения U к среднему значению £/ср кривой:

и  л
Аф =  J1—; для синусоиды &ф =  —7= *=«1 , 1 1 .

U C p 2 у I
Мгновенная мощность р  после разложения напряжения и и тока 

i в ряды Фурье получает вид:

р  =  ш =  (U0 -f- 2  ик) (/0 4 - £  г'л) =  о 4" £  ukhi +

4 - 2  Uoik 4" — ukl о “Ь 21

Таким образом, р имеет постоянную составляющую U0Ia и синусо­
идальные составляющие uhik, имеющие частоту 2feco и среднее значение 
Ukl k cos фА. Кроме того, в кривой р содержатся синусоидальные состав­
ляющие вида U0ik и «*/„, имеющие частоту ka, и вида Ukiv, представля­
ющие собой сумму синусоидальных функций частоты (А — q) <а и 
(k +  g) о», среднее значение которых равно нулю. Следовательно, кри­
вая мгновенной мощности имеет весьма сложную форму, но ср едняя  
мощность

P =  U0l 0-\-U1I l COS ■■■-{- U J  k COS фй 4* ■ • •

равна сумме средних мощностей, создаваемых одноименными гармони­
ками напряжения и тока.
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Если при синусоидальном напряжении и токе полная мощность 
S ~ UI и реактивная мощность Q =  (// sin ф имели определенный 
физический смысл как  амплитуды синусоид соответствующих мгновен­
ных мощностей (см. § 7.1), то при сложной форме кривых строгие опре­
деления S и Q дать невозможно, и они могут быть чисто условными, 
При отсутствии постоянных составляющих общепринято определение 
полной мощности как  произведения действующих значений напряжения 
и тока:

S  =  i// =  Vr(f/| + £/! +  . . .  +£/! +  ...)  (П +  Ц +  -. • +  /* +  . . . )
Если по аналогии с активной мощностью под реактивной мощностью 

понимать алгебраическую сумму реактивных мощностей отдельных 
гармоник

Q' =  £ V i sin ф! +  6У  2 sin <p2+  ...-{-£/*/* sin фЛ 

можно показать, что

S > V p *  + Q'\
тогда вводят понятие м о щ н о с т и  и с к а ж е н и я  Т, определяе­
мой из соотношения

S =  V P i J \-Q'2 -)- Т2.

В приближенных расчетах при отсутствии в кривых напряжения 
и тока постоянных составляющих иногда оперируют с э к в и в а ­
л е н т н ы м и  с и н у с о и д а м и ,  имеющими те же действующие 
значения напряжения U и тока I, что и заданные кривые. Эти сину­
соиды должны быть сдвинуты на угол ф, при котором средняя мощность 
будет той же, т. е. UI cos ф — Р. Тогда cos ф называют к о э ф ф и ­
ц и е н т о м  м о щ н о с т и ,  а реактивную мощность определяют 
из треугольника мощностей как

Q’ =  V S 2- P *  =  U1 sin ф.

§ 13.3. Расчет линейных цепей 
при несинусоидальных напряжениях и токах

Если напряжение, приложенное к цепи, имеет сложную форму:

u =  sin (Ш-\- % ),

то ток цепи с активным сопротивлением

l’fl= 7 =  J^Tsinг Jea i
ток цепи с индуктивностью L

U =  {- 5 Ы dt  =  2 Й г  *ш [Ш  +  ^  - т )  -
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ток цепи с емкостью С

ic==Cdi = 2  ~ Г ~ sin (kai + ̂ k+  j ) .  
kd)C

Отсюда видно, что каждой гармонике напряжения соответствует  
своя гармоника тока, вычисляемая независимо от других гармоник.

При пренебрежении поверхностным эффектом активное сопротив­
ление для всех гармоник одинаково. Индуктивное сопротивление kmL
растет, а емкостное ^=г убывает пропорционально порядку гармоники.

Таким образом, для расчета сложных линейных цепей может быть 
применен метод наложения: после разложения кривых заданных напря­
жений и токов в ряд Фурье они записываются в его первой форме 
и задача решается для каждой гармоники в отдельности; при этом сопро­
тивления ветвей для каждой гармоники в общем случае будут раз­
личными. Задачи для отдельных гармоник решаются однотипно и при 
их решении может быть использован весь аппарат теории синусоидаль­
ных токов — векторные диаграммы, символический метод и т. д. 
Затем можно произвести наложение решений для мгновенных значений 
отдельных гармоник — напряжений и токов каждой ветви и вычислить 
их действующие значения и мощность.

Например, в цепи, состоящей из последовательного соединения 
сопротивления г, индуктивности L и емкости С (см. рис. 7.1, а), полное 
сопротивление и угол сдвига фаз для гармоники порядка k будут:

1 Г  9 ( j. Т 1' '“ * ТгсаС * * = У  r2+ [ k(» L- ^ c )  • <P* =  a r c tg ------------- .

Для одной из гармоник эта цепь может оказаться в резонансе; 
тогда, если порядок этой гармоники п, то

racoL =  7̂ C ’ Zn==r’ Фи =  °-

Для остальных гармоник: 
при k <  п

k ( o L < jmС ’ г*> г ’
при k >  п

k u> L > -^ , zk> r ,  ф* > 0 .

Значение индуктивности, при которой происходит резонанс,

I  —_!_

Поэтому если в цепи, питаемой несинусоидальным напряжением, 
увеличивать L, начиная от нуля, в ней будет происходить резонанс
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на отдельных гармониках, начиная с высшей. При достаточно малом г 
ток резонансной гармоники будет относительно большим, и кривая 
I (L) зависимости действующего значения тока от индуктивности, так 
как / =  V 1\ +  Ч • • ■ > будет иметь ряд максимумов, соответствующих

отдельным гармоникам напряжения. 
Аналогичная зависимость получится и 
при изменении емкости.

Д ля расчета более сложной цепи при 
и=1}0*1икт&1п(кшь*фк) i заданном в виде ряда Фурье напряже-

■----------- 1 ■н нии или токе, например изображенной
рис J3 5 на рис. 13.5, целесообразно применять

символический метод. Решая эту задачу 
методом преобразования, сначала подсчитывают комплексное соп­
ротивление всей цепи для отдельных гармоник по заданным г, L и С и 
основной частоте со; для постоянной составляющей оно равно г, для 
гармоники k

-7 -и г I '  ( * kcoC) . ,  г . f  — jkr2(aCZk =  M L  +  — — =  jkuL +  ■
'  1 kcoC

Затем по заданным комплексам гармоник напряжения всей цепи 

вычисляются комплексы h  =  ̂  гармоник тока всей цепи, а после 
этого — комплексы гармоник напряжения правого участка

г — jkr'2<iiC f 
u npk — i +  (kr(0C)* k

и токов в разветвлении. От символической записи легко перейти 
к мгновенным значениям для отдельных гармоник и к мгновенному 
значению всей величины — сумме гармоник, а такж е к действующему 
значению.

Средняя (активная) мощность рассматриваемой цепи равна r l i ,  
где 1а — действующее значение тока ветви с сопротивлением г.

§ 13.4. Влияние параметров цепи на форму кривой 
напряжения или токе. Резонансные фильтры

Гармоники тока £„ цепи с сопротивлением г, независящим от час­
тоты, пропорциональны одноименным гармоникам напряжения и совпа­
дают с ними по фазе; следовательно, результирующие кривые напряж е­
ния и тока г\ буд ут  подобны  (рис. 13.6).

Отношение амплитуды тока гармоники порядка k и амплитуды тока 
основной гармоники цепи с индуктивностью L:

Ikm _ _  Uкт  ,  U\т __  ^ km
11т kotL ' (oL k Uim

будет в k раз меньше отношения амплитуд гармоник напряжения. 
Следовательно, роль высших гармоник в кривой тока будет меньшей,
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ем в кривой напряжения, и кривая индуктивного тока it  б уд ет  ближе 
' синусоиде, чем кривая напряжения  (рис. 13.6).

Отношение амплитуд гармоник тока цепи с емкостью С:
I km ___ ka>CUkm 
l im (liCU im

/2Я cut

удет в k раз больше отношения амплитуд гармоник напряжения. 
Следовательно, роль высших гармоник в кривой тока будет больше, 
ем в кривой напряжения, и кри- 
ая емкостного тока i c  б уд ет  боль- 
ие отличаться от синусоиды, чем 
сривая напряжения.

Свойство цепей переменного 
гока изменять форму кривой ис­
пользуется в электрических фильт­
рах.

Г-о б р а з н ы й  ф и л ь т р  
(рис. 13.7) предназначается для 
уменьшения переменной состав­
ляющей в напряжении и токе 
приемников, питаемых от электри­
ческих генераторов постоянного 
тока и выпрямителей, которые да­
ют на выходе не постоянное, а пульсирующее напряжение (рис. 13.8). 
Считая в первом приближении эти пульсации синусоидальными, 
форму кривой характеризуют коэффициентом пульсации k„, равным 
отношению максимального значения переменной слагающей Um напря-

ит

Рис. 13.6

жения к среднему его значению £/0, т. е. k„ = U о ‘
Пренебрегая активным сопротивлением катушки фильтра и считая,

ЧТО сопротивление конденсатора^ во много раз меньше сопротивления
г  приемника, можно пренебречь пере­
менной составляющей тока приемника 
и сделать расчет для холостого хода.

---1 XI 1:3п  fI I £
I ‘ ь

0 -
I

Рис. 13.7 Рис. 13.*

Постоянные составляющие напряжения и тока сохраняются, так как 
для них сопротивление катушки равно нулю, а конденсатора — беско­
нечности. Амплитуда переменной составляющей напряжения на кон­
денсаторе, а следовательно, и на приемнике

1 ' L =  и т
"мС r I aPLC— l 'Um = со С 1т-

соС
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Поэтому коэффициент пульсации напряжения приемника
и„

1)6 '0 aflLC— 1 ’(of-LC-
т. е. уменьшится в со2LC — 1 раз по сравнению с коэффициентом пул 
сации kn у генератора; для высших гармоник фильтр будет уменьшат 
пульсации еще в большей степени.

Если сглаживающее действие одного Г-образного элемента недост; 
точно, можно включить последовательно несколько ступеней.

Д ля ослабления какой-либо гармоники в кривой тока по сравнение 
с кривой входного напряжения последовательно с приемником можн

включить фильтр с параллельным соедине 
нием катушки индуктивности и конденсатора 
настроенных в резонанс на эту гармонику 
так как сопротивление фильтра для нее 
будет наибольшим.

Для выделения какой-либо гармоники в 
кривой тока по сравнению с кривой вход­
ного напряжения последовательно с приемни­
ком можно включить фильтр с последователь­

ным соединением катушки индуктивности и конденсатора, настроен­
ных в резонанс на эту гармонику, так как сопротивление фильтра 
для нее будет наименьшим.

На рис. 13.9 изображена схема фильтра, предназначенного для 
выделения гармоники порядка q и ослабления гармоники порядка s. 
В контуре Ьс должен иметь место резонанс токов для гармоники поряд­
ка s:

1 /'— z = s(oC ,, 
s c o l 2

а в участке цепи ас  — резонанс напряжений для гармоники порядка q\
_ U

CjdiC2 'm U ■i
jq  coLi -

jquiL2 — j 1 = 0 ,
qiiiC 2

откуда

Li- qWL2C2-\

§ 13.5. Высшие гармоники в трехфаэных цепях

Здесь рассматривается случай, когда причиной появления высших 
гармоник в кривых напряжений и токов трехфазных цепей является 
источник электрической энергии, фазные э. д. с. которого несинусои­
дальны. Так как трехфазные генераторы имеют симметричное устрой­
ство, кривые их э. д. с. симметричны относительно оси абсцисс 
и поэтому содержат только нечетные гармоники.

Сложная форма кривых э. д. с. и токов в трехфазных системах 
как правило, ухудшает работу электродвигателей и других приемни 
ков, вызывает помехи в близлежащих линиях связи и т. п,
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Пусть трехфазная цепь симметрична, т. е. кривые э. д. с. и, соот- 
етственно, токов всех трех фаз имеют одинаковую форму и лишь сдви- 
уты во времени на треть периода всей кривой. В этом случае одно- 
менные гармоники всех трех фаз одинаковы по амплитуде, но сдви- 
уты друг относительно друга по фазе на угол =  &-2я/3, где k — 
эмер гармоники. Следовательно, первые гармоники сдвинуты на 
гол 2я/3, третьи на 3-2я/3, т. е. совпадают по фазе, пятые на 
]— 1) 2я/3, что эквивалентно сдвигу на —2я/3, седьмые на (6+ 1) 2я/3, 
. е. на 2я/3 и т. д. Поэтому гармоники 1,7, 13,... отдельных фаз, 
двинутые по фазе на угол 2я/3, образуют п р я м ы е  с и с т е м ы ,  
ак показано на рис. 13.10, а для первых гармоник э. д. с. трехфазной 

:истемы. Гармоники 5, 11, 17, . . . ,  сдвинутые по фазе на угол — 2я/3, 
образуют о б р а т н ы е  с и с т е м ы  (рис. 13.10, б  для пятых гармо­
ник). Гармоники 3, 9, 15, . . . ,  кратные трем, совпадают по фазе и, следо­

вательно, образуют н у л е в ы е  с и с т е м ы  (рис. 13.10, в для тре­
тьих гармоник).

Не следует смешивать только что рассмотренные системы с симмет­
ричными составляющими несимметричной трехфазной цепи при сину­
соидальном токе (см. § 12.7); там векторы раскладываются на прямую, 
обратную и нулевую системы одной и той же частоты, а здесь же число 
систем каждого вида не ограничено, и каж дая система имеет свою 
частоту. Эти системы имеют следующие свойства, вытекающие из 
рис. 13.10: 1) сумма векторов прямой и обратной систем равна нулю, 
нулевой системы — утроенному вектору; 2) разность двух векторов 
в прямой и обратной системах по величине равна вектору, умноженному 
на У 3, в нулевой системе — нулю. Отсюда вытекает ряд важных 
свойств трехфазных цепей с напряжениями и токами сложной формы.

Если трехфазный генератор, фазные э. д. с. которого содержат все 
три вида гармоник, соединен звездой, гармоники нулевой системы 
ез> е9> е П"~ выпадают из линейных э. д. с ., равных разности фазных, 
а следовательно, и из линейных напряжений. Тогда действующие 
значения фазных и линейных э. д. с. будут соответственно равны:

Рис. 13.10

—  У efj -f- -j- <̂ 7 +  <̂9 +  ^11

их отношение
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Если генератор соединен треугольником, его фазы образуют замкн} 
тый контур, в котором суммируются э. д. с. фаз. Прямые и обратнь 
системы э. д. с. в сумме дадут нуль, сумма гармоник э. д. с. нулевь; 
систем, равная 3 (е3 +  е9 +  в1Ь вызывает ток, потери и п адет
напряжения во внутреннем сопротивлении контура, в точности равнс 
этой э. д. с. В результате в фазных напряжениях генератора, равнь: 
в схеме треугольника линейным напряжениям, гармоники нулево 
системы будут такж е отсутствовать.

При соединении генератора и приемника треугольником или звездо 
без нулевого провода линейные токи трехпроводной линии такж е ь 
могут содержать гармоник, кратных трем, так как по первому закон 
Кирхгофа сумма линейных токов должна быть равна нулю.

Это ограничение отсутствует при наличии нулевого провод; 
(рис. 13.11, а), и в линейных токах появляются такж е гармоники,

а) Генератор Приемник $

"7
-с=>

-cz>
■ c:>

ПриСмник
-C D ---

- O
-CZH

Рис. 13Л1

кратные трем: i3, i9, i15, . . . .  'Гак как ток нулевого провода равен сумме 
линейных токов, то при одинаковой нагрузке фаз суммы токов прямой 
и обратной систем будут равны нулю и в нулевом проводе будут только 
токи нулевых систем. Мгновенное и действующее значение тока нуле­
вого провода соответственно равны:

j/v= 3 (г3 -f- (g +  /15-f-. . . ) ;  /jv =  3J/ Н +  Ц +  4~-• •

При этом узловое напряжение, т. е. напряжение на сопротивлении 
нулевого провода, будет такж е состоять из гармоник, кратных трем.

В системе без нулевого провода (рис. 13.11, б) узловое напряжение, 
равное разности между напряжениями какой-либо фазы генератора 
и одноименной фазы приемника, будет равно:

мдг =  еа 4- +  е15 + . . .  и =  У &з 4- © ii +  4~ • ■ • >

так как  в фазных напряжениях приемника гармоники, кратные трем, 
должны отсутствовать, потому что их нет в кривых тока.

Роль высших гармоник в трехфазных цепях видна на примере дви 
гателя трехфазного тока, работающего на принципе вращающегос? 
магнитного поля: гармоники токов обратных систем создают поля 
вращающиеся в обратном направлении и тем самым уменьшающи< 
полезный вращающий момент двигателя.
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Г Л А В А  Ч Е Т Ы Р Н А Д Ц А Т А Я  

НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА

§ 14.1. Нелинейные элементы 
при переменном токе и методы анализа 

нелинейных цепей

1. Виды нелинейной зависимости

Н е л и н е й н ы е  э л е к т р и ч е с к и е  и м а г н и т н ы е  
е п и переменного тока широко применяются для создания разно- 
эразной аппаратуры. К ней относятся электронные, ионные, ферро- 
агнитные и полупроводниковые приборы, используемые для генери- 
ования, усиления, модуляции, прямого и обратного преобразования 
временного тока в постоянный, умножения и деления частоты, а такж е 
шогие другие устройства. В ряде случаев нелинейность цепей не ис- 
ю льзуется, но должна быть учтена при расчетах.

Д ля электрических нелинейных цепей переменного тока остаются 
'.праведливыми законы Кирхгофа в их первой форме для мгновенных 
значений токов и напряжений (S i =  О, 2ы =  0), для нелинейных 
магнитных цепей — аналоги этих законов для мгновенных значений 
к. с. и магнитных потоков. Уравнения, составленные на основе этих 
законов, в общем случае будут н е л и н е й н ы м и  д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н ы м и  у р а в н е н и я м и .  Эти уравнения общего метода 
решения не имеют, поэтому для расчета нелинейных цепей приходится 
применять приближенные методы (аналитические, графические и гра- 
}юаналитические).

В цепях переменного тока для всех нелинейных элементов основной 
интерес представляет зависимость между напряжением и током, 
лричем она различна для мгновенных и действующих значений этих 
зеличин.

При переменном токе необходимо учитывать и н е р ц и о н ­
н о с т ь  некоторых нелинейных элементов. Например, из-за тепловой 
инерции температура, а следовательно, и сопротивление лампы нака­
ливания, даже при сравнительно низкой частоте (например, 50 гц), 
з течение каждого периода тока остаются практически постоянными. 
Поэтому зависимость и (г) между мгновенными значениями напряже- 
-шя и тока лампы линейна. Вместе с тем зависимость U (/) между 
1ействующими значениями напряжения и тока резко нелинейна — 
«противление накаленной лампы больше, чем холодной, примерно 
i 10 раз. Ввиду линейной зависимости и (/) при синусоидальном напря­
жении ток будет такж е синусоидальным, и в этом случае для действу- 
щ их значений могут быть, с учетом связи U (/), применены векторные
иаграммы и символический метод, что крайне упрощает расчеты.

Однако большинство нелинейных элементов при не слишком высо- 
чх частотах безынерционны и зависимость и (/) оказывается нелиней- 
)й. Поэтому при периодических процессах кривые напряжения и тока 
них по форме различны, например при синусоидальном напряжении
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ток оказывается несинусоидальным, и наоборот. В этом случае следу 
оперировать непосредственно с мгновенными значениями, но ког 
несинусоидальность формы кривой имеет для данной задачи второе' 
пенное значение, в качестве первого приближения применяют вектс 
ные диаграммы и символический метод для эквивалентных синусо 
или для первых гармоник, учитывая нелинейную связь U (/) и опер 
руя с некоторыми усредненными значениями параметров цепи. В эт 
случаях расчет подобен расчету цепей с инерционными элемента1У

В некоторых устройствах применяются нелинейные элемент 
находящиеся под одновременным воздействием постоянного и переме 
ного тока или напряжения. При этом расчеты усложняются, но и зде 
оперируют с мгновенными значениями, если форма кривых сущес 
венна, в противном же случае ограничиваются соотношениям 
между действующими значениями.

Далее рассматриваются зависимости между мгновенными значень 
ями и между действующими значениями напряжения и тока для индуй 
тивных и емкостных нелинейных безынерционных элементов, а такж* 
некоторые явления и устройства, основанные на свойствах подобны) 
элементов. Попутно на этих примерах рассматриваются приемы i 
и методы анализа и расчета нелинейных цепей.

2. Методы анализа нелинейных цепей 
на примере катушки индуктивности со стальным сердечником

Основой большинства электрических машин и аппаратов, применя­
емых в электротехнике низких и повышенных частот, является катуш ка 
со стальным сердечником.

Магнитная проницаемость р. стали не является величиной постояк 
ной, поэтому потокосцепление Т  =  шФ не будет пропорциональн 
току t; зависимость Т  (£) подобна зависимости магнитной индукци 
В от напряженности поля Н и изображается петлей, близкой к гист 
резисной, но с несколько закругленными углами из-за влияния вихр 
вых токов (рис. 14.1, а).
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Если пренебречь активным сопротивлением обмотки катушки,
' при напряжении

u =  t/mcos (at=  sin sin со/1,

е. потокосцепление 'F изменяется по закону синуса с амплитудой 
т = ~  (рис. 14.1, б).

Кривую тока i (/) легко построить г р а ф и ч е с к и м  м е т о  -
о м, определяя для ряда ординат синусоиды Ч*1 соответствующие зна­
н ия г по кривой ¥  (£) (рис. 14.1, построение 1—2—3—4—5—6). Так 
ак кривая тока симметрична относительно оси абсцисс, она содержит 
□лько нечетные гармоники; чем больше насыщение, тем резче выра­
жены в кривой I (/) высшие гармоники, в основном третья и пятая.

Кривую тока можно такж е рассчитывать аналитическим м е т о ­
д о м  м а т е м а т и ч е с к о й  а п п р о к с и м а ц и и  зависимости 
i (Ч*’). Если пренебречь гистерезисом и вихревыми токами, зависимость 
i (Ч*1) совпадает с основной кривой намагничивания (рис. 14.2, а). 
Эту кривую можно приближенно представить, например, следующим 
выражением:

i =  a 4  + bW\
которое при напряжении и =  Um cos соt и, следовательно, синусоида­
льном потокосцеплении ¥  = Ч1-,,; sin соt получает вид:

i =  aWm sin со/ +  №т sin3 соt.
После подстановки

sin3 cut =  - j  (3 sin cot — sin 3<o/), 

i =  [a}¥m +  Ь Ч ^  sin cot — -i- tiWm sin 3(ot =  I lm sin сat — l am sin 3co/.

Таким образом, кривая тока содержит первую и третью гармоники; 
гак как их максимальные значения суммируются, кривая i (/) имеет 
.аостренную форму с амплитудой 1хт +  /зт .

Более точная аппроксимация кривой i (4я) многочленом с большим 
шелом членов

i =  аЧ1- -|- ЬЧ?3 с*¥ъ -j- d4f ‘
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привела бы к появлению в кривой тока такж е и высших гармоник -  
пятой, седьмой и т. д ., что и имеет место в действительности.

Если катуш ка питается синусоидальным током i =  Im sin со.' 
удобней пользоваться зависимостью 4я (i), например представив е 
аналитически на исследуемом участке выражением

Так как  максимальные значения гармоник потокосцепления вычи 
таются, кривая 4я (t) имеет тупую форму (рис. 14.2, б). Напряжение 
к а ту ш к и

т. е. кривая и (t) заострена (см. рис. 14.2, б), причем отношение макси­
мального значения третьей гармоники к первой для кривой напряже­
ния в три раза больше, чем для кривой потокосцепления.

По формулам для действующих значений синусоидального напря­
жения U и тока / может быть определена э к в и в а л е н т н а я  
и н д у к т и в н о с т ь  Lb\ при пренебрежении активным сопротив­
лением катушки

Например, для синусоидального напряжения Uт cos a t  при пре­
небрежении гистерезисом и при принятой выше зависимости t =  aW +  
+  bW3 эта эквивалентная индуктивность

Отсюда видно, что с ростом U, а следовательно, и Чт индуктивность

амперная характеристика U (/) вначале почти прямолинейна, а затем 
угол, образуемый ею с осью тока, уменьшается (рис. 14.3).

Характеристика U (/), снятая при синусоидальном токе, будет 
несколько отличаться от характеристики U (/) при синусоидальнок 
напряжении, но вид ее сохранится.

Если сердечник имеет обмотку из w0 витков, обтекаемую постоянньн 
током /0, и обмотку из w  витков, присоединенную к источнику сину

Чг = тг — /гг3,
после аналогичных преобразований получающим вид: 

¥  =  4 ^  sin со£ -j-¥ 3m sin Sat.

L№и =  ~jj- =  соЧ ,̂,, cos a t  +  З с о cos Зсоt =  Ulm cos a t  +  £/am cos 3cot,

L3 уменьшается, ток I ==—— растет быстрее напряжения и вольт-
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оидального напряжения u =  w ^  (рис. 14.4), зависимость от времени
'агнитного потока Ф, создаваемого обеими обмотками, должна иметь 
ид:

ф  =  ф 0 -|- ф т  sin u>t.

Если мысленно заменить обмотку wQ постоянного тока эквивалент-
о г' Wq Тои, с числом витков w, приняв постоянный ток равным /0 =  — /0, 

;отокосцепления обеих обмоток будут одинаковыми и равными:

Ч*1 =  ьиФ =  а»Ф0 +  ̂ Ф т  sin со/ =  Ч1̂  +  Ч1̂  sin со/.

Тогда, приняв ту же зависимость £ (¥), можно получить выражение 
для мгновенного значения суммы £ токов обеих обмоток:

£ =  b'V3 =  а (Ч1̂  +  Ч1̂  sin со/) +  b (Чг0 +  4fm sin со/)3 =

=  (аЧ0 +  64" +  |  ЬЧ0Ч1п) +  [аЧт +  3 & Ч ^ т  + 1  ЬЧ*т) sin со£ -

— ~ bWgWi, cos 2(0/ — -i- bWH, sin 3a>( =

=  0̂ +  /lmsinco/ + / 2msin — j +  /зя sin (Зсо/ — я ) .

Если считать, что в цепь постоянного тока включен фильтр, не про­
пускающий переменный ток, первый постоянный член полученного

выражения будет током /о этой обмотки, а три остальных члена — 
первой, второй и третьей гармониками тока обмотки w. Более точная 
аппроксимация дала бы такж е гармоники более высокого порядка. 

Отсюда можно сделать следующие выводы:
1) в цепи переменного тока, помимо нечетных, появились четные 

гармоники;
3

2) так как ток Г0 =  а ^ 0-{- ЬЧ^-Ь-^ const, постоянная

составляющая ¥ 0 потокосцеплений уменьшается с ростом переменной 
вставляющей 4fm, что объясняется насыщением сердечника намагни- 
швающей силой обмотки w  переменного тока.
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Эквивалентная индуктивность обмотки переменного тока
1

V 2
соЧ'

Y *  + 9bWi + 6а6Ч" + ^  6*Ч»Ч” + ^  b*V<m +  j  a » -  

Отсюда видно, что:
1 ) характеристики L3 (¥ m), а следовательно, и вольтамперны» 

характеристики U (/) для цепи переменного тока имеют тот же вид

Рис. 14.6

что и без подмагничивания постоянным током, но чем больше ¥0, т. е. 
/0, тем ниже лежит вольтамперная характеристика (рис. 14.5);

2) величиной индуктивности Ьъ цепи переменного тока можно 
управлять, изменяя ¥ 0, т. е. величину постоянного тока /0 (рис. 14.6).

Если задаться синусоидальным током обмотки w, а не напряжением, 
можно, пользуясь, например, аппроксимацией вида ¥  = mi — n i3, 
аналогичным образом показать, что кривая потокосцепления ¥  (/) будет 
содержать постоянную составляющую, нечетные и четные гармоники. 
Очевидно также, что в общем случае напряжению и потокосцеплению 
любой другой сложной формы будет соответствовать ток i (t) такж е сло­
жной формы, содержащий четные и нечетные гармоники, и наоборот.

Если активным сопротивлением г обмотки катушки пренебречь 
нельзя, нелинейное уравнение получает вид:

dV . /1 л 1\T t + r i  =  u. (14.1)

Д ля его приближенного решения может быть применен м е т о л  
г а р м о н и ч е с к о г о  б а л а н с а  в сочетании с аналитической 
аппроксимацией ¥  (i).

Пусть приложенное напряжение и = Um cos at.  Так как крива5 
¥ (г) симметрична относительно осей координат и г =  const, крива) 
г (/) будет симметричной относительно оси абсцисс, т. е. она може
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1ержать только нечетные гармоники, причем в общем случае ряд 
'рье будет бесконечным. Так как приходится ограничиваться неско- 
чими гармониками (обычно двумя-тремя), метод и по этой причине 
тяется приближенным. Пусть, например,

да неизвестными будут две амплитуды (11т и 1ат) и две начальные 
зы (^! и лр2).
Подставив аппроксимацию

исходное уравнение (14.1), после элементарных тригонометрических 
!еобразований, аналогичных выполненным выше, исходное уравнение 
зжно привести к виду:
•т cos a t  =  £  Akm sin ka>t - f  У] B kn cos kat,

де k — номер гармоники, a Akm и 
 ̂ km— алгебраические суммы коэффициен­

т е , соответственно, при всех sin k<at и 
os kmt, являющиеся функциями всех четы- 
iex неизвестных.

На основе гармонического баланса 
еперь можно приравнять слева и справа 
юэффициенты при sin со/, cos со/, sin Зсо/ и 
:os Зсо£, т. е.

I из этих четырех уравнений определить неизвестные 11т, 1зт, -фц г|з3, 
ходящ ие в выражения д л я  Акт и Вкт, а следовательно, и в оконча- 
ельное выраж ение д л я  i (/).

Необходимо заметить, что в уравнение (14.2) войдут гармоники 
ысшего порядка, которые в дальнейшем не учитываются, что является 
ще одной причиной приближенности результата.

Очещщно, что метод гармонического баланса может быть применен 
: для случая, когда и (t) представляет собой несинусоидальную перио- 
.ическую кривую, т. е. сумму гармоник.

Эта же задача может быть приближенно решена методом к у с о ч - 
о - л и н е й н о й  а п п р о к с и м а ц и и  нелинейной зависи- 

юсти гр (0> соответствующей основной кривой намагничивания. Кривая 
! (г) заменяется ломаной прямой (рис. 14.7), и подстановка линейных 
равнений для ее прямых участков в исходное уравнение

вводит к замене этого нелинейного уравнения системой линейных 
>авнений, число которых равно числу использованных прямых участ- 
в. Затем их общие решения припасовываются: величина потокосцеп- 
чия ¥ для конца предыдущего участка приравнивается потокосцепле-

i (/) яа  I lm sin (со/ -Ц— "Фх) +  /эт sin (Зсо/ 4- г|>3),

¥  (г) =  mi — ni2

(14.2)

Рис. 14.7

(14.3)
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нию для начала следующего участка, откуда определяются постоян? 
интегрирования этих линейных уравнений.

Все эти расчеты весьма упрощаются, если прямые участки кусоч 
линейной аппроксимации могут быть взяты совпадающими с o c f  
координат. Далее эта задача решается для тороидальной катуи 
с сердечником из магнитномягкого материала, имеющего почти пря 
угольную кривую намагничивания В (Н) с узкой петлей гистерез:. 
(рис. 14.8, а). В первом приближении ей соответствует прямоуголы 
зависимость ¥  (г) с вертикальным 1-2 и двумя горизонтальными 
и 4-1 участками (рис. 14.8, б).

На рис. 14.9, а показано заданное напряжение и =  Um sin со/ 
Пусть при t = 0 потокосцепление равно — *¥т (рис. 14.9, в). За врем: 
^  его роста на участке 1-2 рис. 14.8, б  до значения + ¥ т  ток i — 
(рис. 14.9, б); при этом уравнение (14.3) и его решение имеют вид

Постоянная интергирования А определяется припасовкой при t = С

Это выражение определяет закон изменения Y  (t) от — до + 4  
(см. рис. 14.9, в). Тогда продолжительность tx этого процесса мож 
быть определена из зависимости:

В

Рис. 14.8 Рис. 14.9

d xV и
=  Um sin W, W ~ ----- - c o s  G)/-f А.at со 1
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куда
i 1 Л  2co'Fm\ ^  =  --arcco s 1 - - ^ ) .

и  п. .

Позже до конца полупериода в соответствии с участком 2-3 
ис. 14.8, б) W =  ¥ т  =  const и уравнение (14.3) получает вид:

ri — Um sin (at, откуда г =  ~  sin со/.

График изменения тока показан на рис. 14.9, б. Из-за прямо-уголь- 
эй аппроксимации кривой намагничивания (см. рис. 14.8, б) в момент 
ремени tl получился скачок тока; в действительности будет иметь место 
ыстрое, но плавное нарастание тока, соответствующее реальной 
;ривой намагничивания (см. рис. 14.8, а).

Во втором полупериоде процесс повторяется с изменением знака.

3. Сегнетоалектрический конденсатор

Зависимость заряда q сегнетоконденсатора от напряжения и подобна 
зависимости смещения D от напряженности поля Е и изображается 
гистерезисной петлей (рис. 14.10, а). При синусоидальном токе

i — l m cos (ot =  ̂ ,  q =  !-^ sin a>t =  Qm sin (at,

т. e. заряд q изменяется по закону синуса с амплитудой Qm= ^  
(рис. 14.10, б).

Кривая напряжения может быть построена графически путем опре­
деления для ряда ординат синусоиды q соответствующих значений

и по кривой q (и) (см. рис. 14.10, б построение 1—2—3—4—5—6). 
В кривой напряжения, симметричной относительно оси абсцисс, содер­
ж атся только нечетные гармоники.

Из сравнения кривых рис. 14.1, б и 14. 10, б видно, что кривая 
; (/) катушки с сердечником подобна кривой и (/) сегнетоконденсатора,
^сли подобны кривые и (t) катушки и i (t) конденсатора. Отсюда выте- 
сает подобие в о л ь т а м п е р н о й  х а р а к т е р и с т и к и
I (I) катушки (см. рис. 14.3) и а м п е р в о л ь т н о й  характери- 
тики I (U) конденсатора (рис. 14.10, в). Следовательно, рассмотренные
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цепи с нелинейной индуктивностью и с нелинейной емкостью д у а л ь т  
как  и линейные цепи с L и С (см. п. 2 § 7.3), что может послужи' 
основанием для построения сегнетоэлектрической аппаратуры, анал 
гичной ферромагнитной. В соответствии с табл. 7.1 для этого нуж( 
заменить индуктивности емкостями, и наоборот, последовательш 
соединения — параллельными, и наоборот, источники напряжения 
источниками тока, и наоборот, активные сопротивления остаются б 
изменений. В таком дуальном сегнетоэлектрическом аппарате буд 
вести себя заданным образом величина, дуальная аналогичной вел 
чине ферромагнитного аппарата; например, ферромагнитный стабил: 
затор напряжения превратится в сегнетоэлектрический стабилизатс 
тока.

§ 14.2. Устройства, основанные на нелинейной зависимости 
мгновенных значений напряжения и тока

1. Ферромагнитный и сегнетоэлектрический утроители частоты

Наличие высших гармоник в кривой тока катуш ек со стальным 
сердечником при синусоидальном напряжении используется для умно­
жения частоты. В схемах, осуществляющих преобразование трехфаз-

А &

N=3(Lj* Lg+...)

Рис. 14.11 Рис. 14.12

ной системы напряжений основной частоты в однофазное напряжение 
утроенной частоты, применяют три одинаковые катуш ки, соединенные 
звездой (рис. 14.11).

При включенном нулевом проводе и пренебрежении его сопротив­
лением и сопротивлениями всех проводов фазные напряжения на к а ­
тушках будут равны синусоидальным напряжениям фаз генератора, 
и форма кривой тока в каждой фазе будет такой же, как показано 
на рис. 14.1, б. Ток 2,v нулевого провода, равный сумме линейных 
токов, будет содержать лишь гармоники, кратные трем:

г'дг =  3 (i’3 +  i 9 +  /i8 +  . . . ) ,  / , v = 3 V  /3 +  /9 +  +  ■ ■ • •

При размыкании нулевого провода из кривых линейных токог 
будут исключены гармоники, кратные трем, и форма кривой ток.' 
изменится; из-за этого э. д. с ., а следовательно, и фазные напряжени: 
и'ф на катуш ках перестанут быть синусоидальными, и в них появятс
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высшие гармоники, которые не скаж утся на синусоидальном законе 
менения линейного напряжения, т. е. гармоники, кратные трем. 
?.йствующее значение напряжений на катуш ках будет:

U* =  VV\ + Щ + Щ + . . .

несмотря на симметрию цепи, появится узловое напряжение

UN =  V +  Ui +  {/}(, + . . . .
Если в нулевой провод будет включена нагрузка (см. рис. 14.11), 

)рмы кривых узлового напряжения и тока несколько изменятся по 
■авнению с вычисленными выше, но по-прежнему они будут содержать 
^ько  гармоники, кратные трем.

Если в фазы схемы рис. 14.11 взамен катушек включить сегнето- 
онденсаторы, ток нагрузки, включенной в нулевой провод, будет 
акж е состоять из гармоник, кратных трем, т. е. и эта схема будет 
строителем частоты.

2. Ферромагнитный удвоитель частоты

Ферромагнитный удвоитель частоты состоит из двух одинаковых 
эднофазных трансформаторов со стальными сердечниками, работаю­
щих с подмагничиванием постоянным током (а и b на рис. 14.12). 
Каждый трансформатор имеет по три обмотки с числом витков wi, 
ш ,  щ .  Одинаковые обмот­
ки обоих трансформаторов а) о) 
соединены последователь­
но. Обмотки w | образуют 
первичную цепь удвоителя 
и питаются переменным 
гоком частоты / от сети,
ЗбМОТКИ W\\ я вляю тся вто- 
оичной цепью  удвои тел я , в 
которую  вклю чается наг- 
эузка; обмотки w0t об тек ае­
мые постоянным током /0, 
служ ат для подмагничива- 
ш я.

Обмотки Wi и w0 транс­
форматоров соединены та- 
сим образом, что если в 
данный момент времени в первом трансформаторе переменная н. с. 
[ервичной обмотки w\ и постоянная н. с. обмотки w0 действуют 
огласно, то во втором трансформаторе они действуют встречно. Н. с. 
каждом трансформаторе изменяется от Fm\n = F0 — F i, т. e. разности 
. с. обмотки w a и максимального значения н. с. F i обмотки W\, до их 
/ммы Fmax = F0 +  F\. Соответствующие этим н. с. магнитные потоки 
'а и Ф ь обоих трансформаторов могут быть определены графически 
) кривой Ф (F), аналогичной основной кривой намагничивания 
ис. 14.13). Из-за несимметрии этой кривой относительно точки х,

Рис. 14.13
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соответствующей среднему значению н. с. F0, при синусоидальном toi 
обмоток w\, а следовательно, и их н. с ., определяемые по этим н. 
кривые Ф а (со/) и Ф й (со/) относительно их среднего значения несимме 
ричны. Поэтому кривая Ф а (со/) потока трансформатора а, кроме пост 
янной составляющей Ф 0 и нечетных гармоник, должна содержа 
четные гармоники:

Ф я (со/) =  Ф 0 +  Фш sin (со/ +  i|)j) +  Ф2т sin (2со/ +  ip2) + . . .  .

Ввиду обратного включения обмотки W] в трансформаторе b е; 
переменная составляющая потока сдвинута по фазе на половит 
периода, т. е. на угол я  для первой гармоники, откуда

Ф„ (со/) =  Ф а (со/ +  я) =  Ф 0 — Ф ш sin (со/ +  ̂ )  +  Ф2т sin (2соt +  %) —. . .

Суммарное потокосцепление вторичной цепи ww
¥ ц  =  дацФа -j- и»||Ф* =  2шц [Ф 0 +  Ф 2Я15Ш (2со/ +  г|52) +

+  Фда sin (4со/ -f- г|?4) +  • • •!

и э. д. с. вторичной цепи 
dV

е \\ — ----- ^  =  -  4©ШцФ2/я co s  ( 2 со/ - f  ty2) -  8сйаУцФ4т cos (4со/ +  ф4) —

— .. .  =  ^ 2m sin 2̂со/ 4- \\\ — -у) +  3 4т sin (4со/ ij>4 — i )  + . . . .

Следовательно, частота основной гармоники этой э. д. с. в два раза 
больше частоты напряжения, приложенного к зажимам первичной 
цепи, т. е. рассмотренное устройство является удвоителем частоты. 

Потокосцепление первичной цепи

¥ i =  вдФа — ш,Ф* =  2w\ [Ф1т sin (со/ +  ipi) +  Фзт sin (Зсо/ +  % )+••■]

и ее напряжение 
dЧ?

U )= -~  — 2<ЛЮ1ФШ cos (со/ ipj) - j-6соШ|Фзт cos (3co/ +  ii)8) +

+  • ■ •=  Uim sin ( a t  ipj +  y ] U3m sin 3̂cd/ г|53 -j- -f-. . .

содержит только нечетные гармоники.
Обычно заданным является синусоидальное напряжение и\, а не ток, 

но это не отразится на рассмотренном явлении удвоения частоты. 
Кривые первичного напряжения и\ (со/) и вторичной э. д. с. ец (со/', 
такж е показаны на рис. 14.13, б.

3. Выпрямление переменных токов

Д ля в ы п р я м л е н и я ,  т. е. для получения из переменног 
то к а  —  п остоян н ого , должны применяться нелинейные резистор 
с несимметричной вольтамперной характеристикой, имеющие о д н о
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: т о р о н н ю ю  п р о в о д и м о с т ь  (см. рис. 1.11). Таким свойст­
вом обладают меднозакисные, селеновые, германиевые, кремниевые 
л другие полупроводниковые вентили, ртутные вентили, газотроны и 
электронные лампы.

На рис. 14.14, а  изображена типичная ампервольтная характери­
стика полупроводникового вентиля, на рис. 14.14, б — характери­
стика идеального вентиля, сопротивле-

Такую характеристику вентиля можно рассматривать, как кусочно- 
линейную аппроксимацию характеристики реального вентиля, что 
позволит применить приближенный аналитический метод для опре­
деления зависимости i (t).

При включении идеального вентиля последовательно с нагрузкой, 
имеющей активное сопротивление г (на рис. 14.15, а  показано условное

изображение вентиля), для прямого полупериода напряжения и = 
= Um sin сot ток

для обратного i = 0 (рис. 14.15, б),  т. е. по цепи идет ток одного направ­
ления. Рассмотренное выпрямление называется о д н о п о л у п е -  
р и о д н ы м.

Мостовая схема из четырех вентилей (рис. 14.16, а) осуществляет 
двухполупериодное выпрямление, так как через нагрузку, включенную 
в диагональ моста, протекает ток одного направления; в течение одного

чие которого равно нулю для прямого 
направления тока и бесконечности — 
цля обратного.

о)

О и

5)

О и

Рис. 14.14 Рис. 14.15

Рис. 14.16

i =  — = -  -  sin at  =  /т sin at ,Г Г  m i
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полупериода ток идет через одну пару выпрямителей, включенных 
в противоположные плечи, во время второго полупериода — через 
вторую пару (рис. 14.16, а). Следовательно, полученное выражение 
для тока одного полупериода будет действительно и для второго полу- 
периода.

Разложение кривой i (t) (рис. 14.16, б) в ряд Фурье (см. приложе­
ние 3) дает:

i (*) =  -£/« —^/m  COS 2(0t — ̂ l m cos Ш —~ 1 т cos 6 (0/—. . . ,
„ 2 ,т. e. помимо постоянной составляющей — l m, равной среднему значению*

кривая тока содержит четные гармоники. Эти гармоники обычно стре­
мятся удалить или уменьшить с помощью фильтров. При однополу- 
периодном выпрямлении среднее значение тока, очевидно, будет вдвое

1тменьше, т. е. равно

4. Ферромагнитные алементы вычислительных машин

Основой ферромагнитных запоминающих элементов электронных 
вычислительных машин является тороидальный сердечник, выпол­
ненный из магнитных материалов, обладающих почти прямоугольной 
предельной (т. е. при очень больших ± H miX) петлей гистерезиса В (Н).

Эта же петля в других масштабах дает зависимость магнитного потока 
Ф от н. с. F (рис. 14. 17, а). При F =  0 в намагниченном ранее сердеч­
нике будет остаточный магнитный поток + Ф , или —Фг.

В вычислительной технике одному из этих состояний, например 
+ Ф Г, приписывают значение цифры 1, а —Ф г — значение 0, т. е. 
такой элемент может «запомнить» одну из этих цифр. С помощьк
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набора подобных элементов можно в двоичном исчислении запомнить 
заданное число в виде ряда из цифр 1 и 0 .

На сердечник наложены равномерно распределенные по нему 
эбмотки, образующие тороидальную магнитную цепь, поток во всех 
сечениях которой одинаков. Одна из обмоток может представлять 
собой провод, расположенный по оси тороида, так как его н. с. также 
)беспечивает равенство магнитного потока во всех сечениях сердечника.

Пусть на тороид наложены две входные обмотки с одинаковым 
■шелом витков Wi — до.2 и одна выходная w3, включенная на исполни­
тельную цепь, причем в нее может быть включен вентиль (рис. 14.17, б). 
На схеме точками показаны одноименные зажимы этих обмоток. Вход­
ные обмотки и w2 питаются равными по величине и продолжитель­
ности импульсами тока -\-1г и —/2, т. е. противоположного направле­
ния, в необходимой последовательности, например показанной на 
рис. 14.17, в. Эти токи создают пропорциональные им импульсы н. с. 
+7^ и —F2, которые должны быть больше ± Fc, соответствующих 
коэрцитивным силам ± Н С-

Пусть под действ-ием предыдущего импульса —F2 сердечник намаг­
нитился в отрицательном направлении. Тогда его магнитный поток 
характеризуется точкой —Фг на предельной петле гистерезиса. Сле­
дующий затем импульс -f/7! перемагнитит сердечник до максимального 
значения + Ф т (рис. 14,17, г); при этом в выходной обмотке проиндук-

йФтируется импульс э. д. с. е3 =  — wa^ j  , посылающей в исполнительную
цепь рабочий импульс тока t3. Средние значения е3 и г3 пропорциональ­
ны изменению потока ЛФ =  ФШ — (—Фг) =  Фт-\-Фг ^ 2 Ф г, так как 
из-за прямоугольного характера предельной петли гистерезиса Ф, лишь 
немногим меньше Ф т.

После окончания импульса Fx произойдет незначительное умень­
шение потока Фт  до значения Ф/, проиндуктированные при этом 
импульс э. д. с. е 3 и импульс тока ia, являющийся в этом режиме поме­
хой, будут незначительными.

Так как следующим импульсом является опять импульс +FX, 
сопровождающее его возрастание потока от + Ф, до + Ф т и затем убы­
вание до + Фг создает также незначительные помехи разных знаков. 
Следующий импульс —F2 вызывает процесс, аналогичный рассмотрен­

ному при импульсе +-Рг, но импульсы рабочего тока и помех изменят 
знаки.

Из изложенного видно, что магнитный элемент работает в режиме 
трансформатора. Поэтому н. с. первичных обмоток и w<L должна 
быть рассчитана не только на перемагничивание сердечника, но и на 
компенсацию размагничивающего действия тока i3 в рабочей цепи, 
т. е. согласно закону полного тока

w-ili =  w2I2 =  Нmlc -j- w3Iзт,

где Hm — максимальное значение напряженности поля;
1С — средняя длина сердечника; 

1зт — максимальное значение рабочего тока.
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Импульсы рабочего тока разного знака, соответствующие цифрам 
1 и 0 , воздействуют на последующие элементы вычислительной машины 

Ехли в рабочую цепь включить вентиль В (см. рис. 14.17, б), по Hei  
будет проходить ток только одного направления, соответствующий 
например, цифре 1. Тогда элемент работает в режиме нагруженной 
трансформатора. Цифре 0 будет соответствовать отсутствие рабочей 
тока, т. е. режим холостого хода трансформатора. Это приведет к воз 
можности облегчения выходной и одной из входных обмоток и умень 
шению средней мощности, потребляемой элементом, что позволи' 
уменьшить его габариты. Кроме того, устранение тока обратного напра 
вления необходимо в тех случаях, когда его н. с. создает помехи в дру- 
гих элементах.

о)

§ 14.3. Явление и устройстве, основанные на нелинейной 
зависимости действующих значений напряжения и тока 

1. Резонанс в нелинейных цепях

Резонанс в цепи, содержащей катушку индуктивности со стальным 
сердечником и линейный конденсатор, называется ф е р р о р е з о ­
н а н с о м . ,  Для его качественного исследования можно пренебречь 
активным сопротивлением цепи, а кривые напряжения и тока сложной

формы заменить эквивалентными 
синусоидами.

Вольтамперная характеристика 
U' (/) цепи с последовательным сое­
динением катушки со стальным сер­
дечником и линейного конденсатора 
(рис. 14.18, а) может быть построена 
на основе кривой Ul (/) для катушки 
и прямой Uc  (/) для конденсатора 
(рис. 14.18, б). Так как напряжения Ul 
и Uc находятся в противофазе, то

U' =  \ Ul Uс |-
Ф е р р о р е з о н а н с  н а п ­

р я ж е н и й  будет при Ul =  Uc \ 
при этом U' = 0. Из-за наличия потерь в цепи и высших гармоник 
действительная вольтамперная характеристика U (/) расположена 
выше теоретической U' (/) и точка феррорезонанса будет вблизи 
точки А, соответствующей минимальному напряжению U0 и значению 
тока /„, При токе, меньшем, чем /0, в цепи преобладает индуктивное 
напряжение, при большем — емкостное.

Плавному повышению напряжения до значения U1 соответствует 
плавное увеличение тока до значения /х (точка I.) Дальнейшее уве­
личение напряжения будет сопровождаться скачком тока до значения 
/2 (точка 2). Последующее повышение напряжения сопровождаете? 
плавным увеличением тока. При плавном понижении напряжения дс 
значения U0 ток снижается до значения /0 (точка А), после чего следуе'
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- С ъ5)

скачкообразное уменьшение его до значения /3, отвечающего переходу 
чз точки А в точку 3. Очевидно, что скачки тока сопровождаются изме­
нением знака угла сдвига фаз в цепи. Если же плавно изменять ток, 
гожно получить все точки характеристики, в том числе и на ее падаю- 
цем участке.

Таким образом, исследуемая линейная цепь в отличие от резонанс- 
юй цепи с постоянными параметрами имеет следующие особенности:
I) резонанс в ней может быть достигнут изменением величины прило­
женного напряжения,  что объясняется происходящим при этом изме­
нением индуктивности; 2 ) при одном и том же напряжении на зажимах 
цепи ток в цепи может иметь три различных значения.

Однако режимы, соответствующие падающему участку 1-Л харак­
теристики, будут неустойчивыми: при случайном увеличении тока 
падение напряжения в цепи станет меньше 
приложенного напряжения-, ток будет воз­
растать до значения, соответствующего 
этому напряжению на правой поднимаю­
щейся части характеристики; при случай­
ном уменьшении тока приложенное напря­
жение окажется недостаточным, и спад 
тока будет продолжаться до аналогичной 
точки на левой части характеристики.

Для цепи с параллельным соединением 
катушки индуктивности со стальным сер­
дечником и линейного конденсатора (рис.
14.19, а) надо построить ампервольтную 
характеристику Г (U) тока в неразветвлен- 
ной части цепи по кривой h.(U) катушки 
и прямой /с (U) конденсатора (рис. 14.19,6); 
ток

r  =  \ h - I c \ ,
так как токи в катушке и в конденсаторе находятся в противофазе. 
Точка, в которой кривая касается оси абсцисс (/' = 0), соответствует 
ф е р р о р е з о н а н с у  т о к о в  (/[. =  /с).

Действительная кривая I (U) пройдет выше теоретической Г (U) 
из-за потерь в цепи и высших гармоник. Точка феррорезонанса токов 
близка к точке А минимального значения тока /0 при напряжении U0. 
При напряжении U <  U0 в цепи преобладает ток емкости, при напря­
жении U >  UQ — индуктивности.

Плавному увеличению тока до значения /t соответствует плавное 
повышение напряжения на зажимах цепи до значения (Уj (точка /). 
Дальнейшее увеличение тока будет сопровождаться скачком напряже­
ния ДО значения U<}J соответствующего точке 2. В последующем с ростом 
тока напряжение будет увеличиваться плавно. Если теперь уменьшать 
ток в цепи, то изменение напряжения будет следовать за изменением 
тока до значения Un, соответствующего точке А, после чего происходит 
скачкообразное уменьшение напряжения до значения U3, соответству­
ющего точке 3.
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Из рис. 14.19, б  видно, что при одном и том же токе на зажимах 
цепи могут быть три различных напряжения, из которых при неизмен­
ном токе цепи устойчивыми будут только режимы на поднимающихся 
участках ампервольтной характеристики. Если же плавно изменять 
величину питающего цепь напряжения, можно получить также все 
точки на падающем участке характеристики, так как тогда обе ветви 
цепи будут независимыми друг от друга.

Необходимо подчеркнуть, что упомянутые скачки имеют место 
на диаграммах для действующих значений, в действительности же 
происходит быстрое, но плавное изменение мгновенных значений этих 
величин.

Впервые явление феррорезонанса было исследовано П. Л. Калан- 
таровым.

Аналогичные явления происходят при с е г н е т о р е з о н а н с е  
в цепях с сегнетоконденсатором и линейной катушкой, дуальных ферро- 
резонансным. Дуальными будут схемы феррорезонанса напряжений 
и сегнеторезонанса токов и схемы феррорезонанса токов и сегнето- 
резонанса напряжений.

2. Ферромагнитный стабилизатор напряжения

В ряде электрических установок при изменении напряжения пита­
ющей сети напряжение на приемнике необходимо поддерживать неиз­
менным. Для этой цели служат различные по своему принципу действия 
стабилизаторы напряжения.

В простейшем ферромагнитном стабилизаторе напряжения 
(рис. 14.20) стабилизированное напряжение £/2 снимается с зажимов 

катушки индуктивности со стальным сердечни­
ком, стабилизируемое напряжение подается на 
зажимы всей схемы, состоящей из последователь­
ного соединения конденсатора и параллельного 
разветвления катушки и цепи нагрузки.

При отключенной нагрузке цепь представляет 
собой схему феррорезонанса напряжений, про­
цессы в которой поясняет рис. 14.21, анало­
гичный рис. 14.18. Ввиду различного наклона

Рис. 14.20 кривых U-l (I) и U i  (/) = и г (I) для токов, боль­
ших резонансного, одному и тому ж е изменению 

тока Д/ соответствует большое изменение ДU 1 напряжения U t  и малое 
изменение ДОг напряжения U2.

По точкам кривых рис. 14.21 можно построить характеристику 
стабилизатора U2 (U^, определяя значения L/x и U2 для одних и тех же 
значений тока (рис. 14.22). Из этой кривой видно, что стабилизирующее 
действие схемы имеет место лишь при напряжениях сети, больших 
некоторого критического напряжения Ula, соответствующего точке 2 
рис. 14.18, б. При уменьшении напряжения и г ниже критического 
происходит скачкообразное понижение напряжения Uz, и оно уже не 
стабилизируется.
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Показателем качества работы стабилизатора является к о э ф ф и 
I и е н т с т а б и л и з а ц и и  dy

, U T  и 2 AU i

dU2 ' U, A U .

пределяемый из характеристики стабилизатора для номинального 
апряжения; чем больше коэффициент стабилизации, тем выше каче­

ство стабилизатора.
Для получения хорошего стаби­

лизирующего действия необходимо, 
чтобы рабочая часть вольтамперной

J2H

Рис. 14.21

■ U)a Uih 
Рис. 14.22

характеристики катушки с ферромагнитным сердечником была воз­
можно более пологой, другими словами, надо работать при большом 
напряжении, т. е. при значительном токе в обмотке катушки. В схеме 
рис. 14.20 большой реактивный ток полностью берется из сети, что 
нежелательно. Этот недостаток может 
быть устранен при использовании в 
схеме резонанса токов (рис. 14.23).
Здесь — катушка с ненасыщенным 
ферромагнитным сердечником, сопро­
тивление которой линейно, L2 — ка­
тушка с насыщенным сердечником,

i
-0

0 - - 0
Рис. 14.23

образующая с линейным конденсатором С2 нелинейный участок схемы. 
В этой цепи ток /, потребляемый из сети, при холостом ходе стаби- 
'«изатора значительно меньше тока нелинейной индуктивности L2.

Построение кривых для этого стабилизатора при режиме холостого 
ода ведется в следующем порядке (рис. 14.24). Из характеристик 
! с 2 (/с2) и Ul2 Ul2) определяются токи, соответствующие одному
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и тому же значению напряжения U2, например U2 (показано пункта 
ром), а по ним — ток / в неразветвленном участке цепи, т. е. в катушк
L,:

] —1 Li 1С 2-
Определив ток / для различных значений напряжения Иъ  строя 

кривую U2 (/). Точка а на этой кривой соответствует резонансу токон 
для меньшего напряжения преобладает емкостный ток, для большего - 
индуктивный. Этот последний участок и используется для стабили 
зации напряжения; ниже точки а происходит срыв стабилизации 

Первичное напряжение
=  Uц  4"

на графике оно показано для зоны стабилизации. Как видно из 
рис. 14.24, при увеличении тока от /" до /' значительному изменению

Рис. 14.25 Рис. 14.26

Аи г напряжения и г соответствует малое изменение AU2 напряже­
ния и 2.

Из кривых Ux (/) и U2 (/) можно вычислить коэффициент стабилиза­
ции и получить характеристику стабилизатора так, как это было пока­
зано выше. Все изложенное соответствует холостому ходу стабилиза­
тора, нагрузка уменьшает стабилизирующее действие.

Общими недостатками всех ферромагнитных стабилизаторов явля­
ется зависимость их работы от частоты, а также наличие высших гар­
моник в выходном напряжении.

Аналогичные стабилизаторы можно построить, используя линей­
ные катушки и нелинейные сегнетоконденсаторы. Например, цепь 
рис. 14.25, дуальная схеме рис. 14.20 стабилизатора напряжения, 
будет стабилизировать ток /2 цепи нагрузки при изменениях входного 
тока /х.

3. Ферромагнитный усилитель мощности

Под усилителем мощности подразумевают устройство, позволяющее 
управлять большой мощностью в рабочей цепи, расходуя малую 
мощность в управляющей цепи. В ферромагнитном усилителе цепь 
управления питается постоянным током.

Принципиальная схема простейшего ф е р р о м а г н и т н о г о  
у с и л и т е л я  показана на рис. 14.26. Катушка индуктивности 
с ферромагнитным сердечником включена в сеть переменного ток, 
последовательно с приемником — активным сопротивлением г. На то;
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ке сердечнике помещена управляющая обмотка цу0, питаемая постоян- 
[ЫМ током.

Если пренебречь высшими гармониками и активным сопротивле- 
ием катушки, ток в рабочей цепи при напряжении U

и
Vr* +  x l '

де xL — реактивное сопротивление катушки.
При включении постоянного тока в управляющую обмотку соз­

дается дополнительное подмагничивание сердечника, уменьшающее
и,

}еличину эквивалентной индуктивности =  —j , а следовательно,
и величину реактивного сопротивления xL = toL3. Таким образом, 
включение постоянного тока вызовет при неизменном напряжении U

увеличение переменного тока и перераспределение напряжения между 
сопротивлением г приемника и сопротивлением xL катушки. При опре­
деленных соотношениях параметров нагрузки и усилителя мощность 
Р  =  г Р  в рабочей цепи может значительно превышать мощность 
Р 0 = г011 расходуемую в цепи управления.

При воздействии на ферромагнитный магнитопровод переменной 
и постоянной н. с. в кривой переменного тока появляются четные гар­
моники (см. п. 2 § 14. 1), а переменный поток, создаваемый рабочим 
током, будет индуктировать переменную э. д. с. в цепи управления. Для 
устранения этих нежелательных явлений ферромагнитный усилитель 
выполняют по схеме рис. 14.27.

Обмотка управления, обтекаемая постоянным током, расположена 
на среднем стержне; ее н. с. F0 направлена в боковые стержни. Рабочая 
обмотка разделена на две одинаковые последовательно соединенные 
секции, расположенные на боковых стержнях; обе секции включаются 
в сеть так, что когда в одном стержне н. с., создаваемые обмотками по­
стоянного и переменного токов, складываются, в другом — вычи­
таются. Поэтому симметрия кривой потокосцепления Y (F) обмотки 
■переменного тока не нарушается, а четные гармоники в кривой тока 
че появляются. Такая схема устраняет также наведение переменной 
к д, с. в управляющую обмотку током рабочей цепи, так как н. с.
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в среднем стержне рабочей цепи, создаваемая переменным током, 
равна нулю.

Семейство характеристик усилителя U L (/) при различной вели­
чине постоянного тока /0 в управляющей обмотке показано н; 
рис. 14.28, где по оси ординат отложено напряжение на рабочей об 
мотке усилителя, а по оси абсцисс, в том же масштабе — произведе 
ние тока / на сопротивление г , т. е. напряжение на приемнике £/„ = г !  
Чем больше постоянный ток в цепи управления, тем характеристика 
будет более пологой, что соответствует меньшей величине магнитно!- 
проницаемости сердечника. Связь между реактивным напряжением U; 
на рабочей обмотке усилителя, активным напряжением U„ на прием­

нике и напряжением U сети переменного тока определяется урав­
нением

u i + m = u \
Это уравнение является уравнением окружности радиуса U с цен­

тром в начале координат. Точки пересечения этой окружности с ха­
рактеристиками усилителя дают связь между постоянным током /0 
в обмотке управления и переменным током / в рабочей обмотке 
(рис. 14.29).

На рис. 14.30 показана зависимость Р  (Р0), где Р  = г Р  — полезная 
мощность рабочей цепи, а Л> = rbI'i — мощность цепи управления

р
(масштаб Р  во много раз превышает масштаб Р0). Отношение —

"о у
называется к о э ф ф и ц и е н т о м  у с и л е н и я  по м о щ ­
н о с т и ;  величина его обычно тем меньше, чем больше полезная мощ­
ность Р. При мощностях порядка долей ватта и сердечниках усили­
теля, выполненных из сплавов типа пермаллой, можно получить уси­
ление, доходящее до 103 раз; если сердечник выполнен из обычной 
трансформаторной стали, то при мощностях порядка нескольких 
десятков ватт коэффициент усиления не превышает 1 0 0 .

В принципе возможно также построить с е г н е т о э л е к т р и ­
ч е с к и й  у с и л и т е л ь ,  например такой, как на рис. 14.31. Здесь 
верхний и нижний электроды сегнетоконденсатора разрезаны попо­
лам, причем разрезы взаимно перпендикулярны. К верхним полуди- 
скам приложено управляющее постоянное напряжение U0, нижние 
полудиски включаются в регулируемую цепь переменного тока. 
В сегнетоэлектрике происходит наложение постоянного электриче­
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ского поля на переменное, благодаря чему диэлектрическая проница­
емость и емкость конденсатора для цепи переменного тока изменяются.

Г Л А В А  П Я Т Н А Д Ц А Т А Я

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ 
И ИХ РАСЧЕТ КЛАССИЧЕСКИМ МЕТОДОМ

§ 15.1. Общие сведения

Процессы в электрических цепях, рассматривавшиеся до сих пор, 
были у с т а н о в и в ш и м и с я  п р о ц е с с а м и .  В этой главе 
изучаются п е р е х о д н ы е  п р о ц е с с ы ,  которые происходят при 
всех изменениях режима электрической цепи — включении, выклю­
чении, коротком замыкании и т. п. Эти процессы не могут протекать 
мгновенно, так как невозможны мгновенные изменения энергии,  запасен­
ной в электромагнитном поле цепи.

В цепях с сосредоточенными параметрами энергия запасается в ем­
костях в виде энергии V2 Cub электрического поля и в индуктивно­
стях в виде энергии V2 Li'i магнитного поля. Из невозможности 
мгновенных изменений энергии на конечную величину вытекает невоз­
можность скачков напряжений ис  на емкостях С и токов iL в индуктив­
ностях L; это определяет начальные условия для цс и iL при переход­
ных процессах. Вместе с тем возможны скачки токов в емкостях и 
напряжений на индуктивностях, а также скачки напряжений и токов 
в сопротивлениях г, так как это сопротивление не запасает электро­
магнитную энергию.

Для расчета переходных процессов в цепях составляется система 
уравнений по законам Ома и Кирхгофа для мгновенных значений 
напряжений и токов. Эта система приводится к одному уравнению для 
одного из напряжений или токов, которое в общем случае линейных 
цепей будет линейным обыкновенным дифференциальным уравнением. 
Порядок этого уравнения можно определить из упрощенной схемы 
цепи, объединяя индуктивности и, соответственно, емкости, соеди­
нения между которыми являются последовательными и параллельными 
или приводятся к ним. Тогда искомый порядок равен числу независи­
мых начальных условий для токов индуктивностей и напряжений на 
емкостях упрощенной схемы. Например, если три индуктивности 
соединены в звезду, объединить их нельзя, но можно задать только два 
независимых начальных условия в виде токов двух индуктивностей, 
так как ток третьей определяется через первые два. Для цепи с после­
довательным соединением г, L и С (см. рис. 7.1, а) уравнение, связы­
вающее напряжение и цепи с током i, будет второго порядка, так как 
начальные значения i и ис  могут быть заданы независимо друг от 
друга:

d l  . d*uc  d u c
L - ц r i -{-ис =  и или L C r C-^-~{-Uc — u, 

гак как i =  C -ц - .
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Как известно из математики, решение линейных дифференциаль­
ных уравнений с постоянными коэффициентами представляет собой 
сумму двух решений, например,

i*= i’ +  i "  +  . . . ,

где i' — частное решение неоднородного уравнения, a i"  — общее" 
решение однородного уравнения, выраженное через постоянные инте­
грирования Аи А2, ... и р х, р 2, ... — корни характеристического 
уравнения для случая, когда все корни различны.

Частное решение Г неоднородного уравнения определяется видом 
функции, стоящей в правой части уравнения, и поэтому называется 
п р и н у ж д е н н ы м .  Для цепей с заданными постоянными или пе­
риодическими напряжениями (токами) источников энергии прину­
жденное решение совпадает с установившимися значениями искомых 
величин и определяется известными из предыдущего методами расчета 
цепей.

Общее решение t" однородного уравнения описывает процесс, про­
исходящий без воздействия внешних источников за счет изменения 
запаса энергии, накопленной в цепи до начала переходного про­
цесса; оно имеет одинаковый вид для любого переходного процесса 
в данной цепи. Это решение называют с в о б о д н о й  с о с т а в ­
л я ю щ е й  п е р е х о д н о г о  п р о ц е с с а .  Так как запасенная 
в цепи энергия при отсутствии внешних источников будет постепенно 
расходоваться, свободная составляющая с течением времени умень­
шится до нуля. Математически это соответствует отрицательным веще­
ственным корням или отрицательным вещественным частям комплекс­
ных корней р к характеристического уравнения, что вызывает убыва­
ние во времени функций вида А^рк‘ .

Сумма принужденной и свободной составляющих г' +  г" = i 
представляет собой искомую величину, в данном примере ток; она 
называется п е р е х о д н о й .

Исходя из выражения для переходной величины, определяют по­
стоянные интегрирования Лъ А2, ... из начальных условий — значе­
ний напряжений ис  (0 ) на емкостях и токов iL (0 ) в индуктивностях, 
которые имели место до начала переходного процесса и, в соответствии 
со сказанным о невозможности скачков, будут теми же и в начальный 
момент переходного процесса.

Переходный ток превращается в принужденный, когда затухнет 
свободный ток. Математически строго это наступит при t = оо, прак­
тически время переходных процессов в большинстве электрических 
цепей исчисляется долями секунды.

В переходном процессе при коротком замыкании цепи свободная 
составляющая равна переходной величине, так как тогда правая ЧЗСТЬ 
уравнения, например приложенное к цепи напряжение, а следова­
тельно, и принужденная составляющая переходной величины будут 
равны нулю. Поэтому при изучении переходных процессов в различ­
ных цепях целесообразно сначала рассмотреть их короткое замыкание, 
а определенный при этом общий вид переходной величины использо­
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вать, как свободную составляющую для других переходных про­
цессов.

Таким образом, методика расчета переходных процессов, называе­
мая к л а с с и ч е с к о й ,  состоит в составлении дифференциальных 
уравнений для цепи, их решении и определении постоянных интегри­
рования из начальных условий.

§ 1S.2. Переходные процессы в цепи с последовательным 
соединением сопротивления и индуктивности

1. Короткое замыкание цепи

При коротком замыкании цепи с последовательным соединением 
г и L (рис. 15.1, а) уравнение переходного тока /, равного в этом слу­
чае свободному току i " , имеет вид:

LS + n' = 0‘
Характеристическое уравнение 

Lp-\-r =  О

имеет корень р  =  — j-, тогда

i =  /" =  АеР‘ — Ае 1 ‘.
Если до момента короткого замы­

кания по цепи шел постоянный
, и0

ток /0 =  v

Рис. 15.1

где Ua — постоянное напряженне цепи (рис. 15.1, б),
это значение тока сохранится и для первого мгновения после замыка­
ния цепи, откуда определяется постоянная интегрирования:

Следовательно,
/(О ) =  10 =  А.

/,,е

Это выражение изображается затухающей кривой — экспонентой, 
ордината которой при t = 0 равна /„. Уменьшение тока t происходит

f
тем быстрее, чем больше к о э ф ф и ц и е н т  з а т у х а н и я  j -

или чем меньше обратная величина т =  у , имеющая размерность вре­
мени и называемая п о с т о я н н о й  в р е м е н и .  По истечении 
времени т с любого момента t переходный ток

l ( t  +  x) =  I<p (< +  т) ■4 К ) .
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т. е. в е = 2,718 ... раз меньше своего первоначального значения. 
Так как

di _ (
dt ~~ т или т = di ’ 

Ш

постоянная времени равна длине подкасательной в любой точке кри­
вой i (см. рис. 15.1, б). За время, равное 4,6 т, переходный ток зату­
хает до значения /пе~1'“ ж  0,01 /0. Так как переходный ток при корот­
ком замыкании равен свободному току и для других переходных про­
цессов в этой цепи, для большинства инженерных задач можно счи­
тать, что переходный процесс за время 4t -г- 5т практически заканчи­
вается. Постоянная времени цепей обычно невелика; для катушек 
без ферромагнитных сердечников она составляет десятые доли се­
кунды.

В короткозамкнутой цепи появляется э. д. с. самоиндукции

поддерживающая ток. Эта э. д. с. возникает при коротком замыкании 
цепи скачкообразно, принимая значение U0 при I = 0 (см. рис. 15.1 б).

Энергия, расходуемая на нагрев сопротивления г цепи за время 
переходного процесса

равна энергии, запасенной в индуктивности до замыкания цепи.
Процессы будут протекать аналогично и при коротком замыкании 

цепи переменного тока, но тогда /0 будет мгновенным значением Тока 
цепи в момент замыкания.

Предполагается, что цепь г , L, отключаясь от источника напряже­
ния U0, замыкается на добавочное сопротивление R без предваритель­
ного размыкания цепи, что можно осуществить с помощью переклю­
чателя, схематически показанного на рис. 15.2, а. Для тока цепи после 
переключения может быть использовано полученное в п. 1 выражение, 
но сопротивление цепи теперь равно г +  R'

Из-за уменьшения постоянной времени ток будет затухать быстрее 
(рис. 15.2, б). Э. д. с. самоиндукции

СО со

U U

2. Замыкание цепи на добавочное сопротивление
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eLподдерживает в цепи t o k i  = —r—g . Значение э. д. с. в первый моментг + к
после переключения

eL (0 ) = r- ~ U 0

больше напряжения U0 во столько раз, во сколько увеличилось сопро­
тивление цепи. Это явление называется п е р е н а п р я ж е н и е м .

Казалось бы, что п р о ц е с с  р а з м ы к а н и я  цепи можно рас­
сматривать как замыкание цепи на добавочное сопротивление R = оо; 
но при этом перенапряжение, а следовательно, и напряжение на вы-

6) 5)

ключателе должно в первый момент равняться бесконечности, чего 
быть не может. В действительности под воздействием возрастающего 
напряжения произойдет пробой промежутка между контактами выклю­
чателя, и в цепь окажется включенным увеличивающееся по мере раз­
ведения контактов сопротивление электрической дуги. Цепь и ее 
уравнение становятся нелинейными, и расчет не может быть выполнен 
элементарным путем. Эта задача является основной в теории выклю­
чающей аппаратуры.

3. Включение цепи на постоянное напряжение

При включении цепи г, L на постоянное напряжение U0 (рис. 15.3, а)
и0принужденным ток i переходный ток

i =  i' +  Г =  у  +  Ле~ ^ *.

Ток до переходного процесса, а следовательно, и в первый момент 
после включения равен нулю:

‘•(0 ) =  ^  +  Л = 0 ,
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отсюда
А = UB

4.0 ил е -т *  = ]
г г  г \

т. е. переходный ток постепенно нарастает до своего окончательного 
значения /0 и тем медленней, чем больше постоянная времени
(рис. 15.3, б); здесь показаны также принужденная и свободная состав­
ляющие переходного тока.

Напряжения на участках цепи

— Г /'
u 3 =  ri =  U 0 \1 —е L j; г di - ~ 1

Ul di о®

Следовательно, в первый момент напряжение цепи целиком сосредото­
чивается на индуктивности и за­
тем постепенно переходит на со­
противление.

4. Изменение сопротивления цепи

Пусть в цепи г +  R, L (рис. 
15.4, а) рубильник то замыкается, 
шунтируя резистор R, то размы­
кается, вновь включая этот резис­
тор, причем промежутки между 
переключениями больше времени 

практического установления процесса. Тогда принужденный ток 
меняется от значения

т Uq . U0
h  =  ~  до /2 =  7+А>'

и переходный ток после замыкания рубильника

- £ ‘

Окончательно

h  —  Л ^ Ь ^ е  L , i i  (0)  —  —  /2,

Ax =  - ( 1 1- / 3).

~ L lh  —1\ Ui — 72) e 
После размыкания переходный ток 

-M i* ,
£2 =-/2 4 -Л 2е L , t2 (0 ) =  72 4- A2 =  I1, откуда Л3 =  /j — /2, 

и окончательно
ГЛЛ{

r2 = / 2 +  ( / i - / 2)e  L .
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График изменения тока в цепи изображен на рис. 15.4, б; процесс 
осле размыкания рубильника устанавливается быстрей, так как 
остоянная времени цепи меньше, чем после замыкания.

5. Включение цепи на синусоидальное напряжение

Пусть цепь г, L включается на синусоидальное напряжение 
= Um sin (соt +  (рис. 15.5, а). Тогда значение напряжения в мо- 

ент включения и (0) = Um sin г|э определяется величиной начальной

фазы гр, которая в этом случае называется также ф а з о й  в к л ю ­
ч е н и я .  Принужденный ток

/' =  ■■■ Um ■ s in  /a t  4 -tb  —  arctg — ) =  —  s in  ( c o i- t - ^  —  ф).
]//•* + (wL)a \ 6 r  )  2  * Т /

Переходный ток

(= г ' +  *" =  у - sin ((о/ +  г|>— ф) +  Ле

i (0) =  sin (гр — ф) -f А = 0 , откуда А =  — sin (г(з — ф ), 

и окончательно

г =  ~  sin (ю^-1-г() — ф) — ^ s i n  (гр — ф) е L‘ .
Переходное напряжение на сопротивлении пропорционально току 

« а =  ri, а на индуктивности

ul  =  L ^  = ~  — Ф +  у )  +  у  L/msin(\|) — ф)е _  L*.

При включении в момент, когда принужденный ток равен нулю, 
например при г|э — ф = 0 ,

i =  sin a t  и uL =  “ - U m sin ( a t  +  — j ,

т. e. свободного тока и свободных напряжений на участках цепи нет, 
и сразу после включения наступает установившийся процесс 
(рис. 15.5, б).

В общем случае на синусоидальные установившиеся напряжения 
т участках цепи и ток налагаются свободные составляющие, значения
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которых уменьшаются по показательному закону. В результате ток 
и напряжения us и ui  в течение некоторых промежутков времени мог\ 
превосходить их максимальные значения /т , Uam и \JLm при устан< 
вившемся режиме, т. е. могут возникнуть большой ток, называемь 
с в е р х т о к о м ,  и п е р е н а п р я ж е н и я .  Их величина завис!
от фазы включения г|) и от постоянной времени т =  у ,  определяющи;
соответственно, начальные значения свободных составляющих и скс 
рость их уменьшения. Так, при включении в момент, когда принуждег

U пныи ток получает максимальное значение 1 т  =  - например пр
1 11 
Ч > -Ф = т .

г '
i=~z  +

Ui =  — ~  и те~ т*.

При большой постоянной времени получается большой сверхток 
(рис. 15.5, в), однако он не может превзойти двойную амплитуду 21 т 
установившегося тока. Аналогично поведение ия = п ; перенапряжение 
же для ul меньше, так как в этом случае г и и[ малы.

§ 15.3. Переходные процессы в цепи с последовательным 
соединением сопротивления и емкости

1. Короткое замыкание цепи

При коротком замыкании цепи с последовательным соединением 
г  и С (рис. 15.6, а)

ri +  uc  =  0 ;
так как i =  C

_dur
dt уравнение для переходного емкостного напряже­

ния ис , равного в этом случае 
его свободному значению ис,  будет

„  dur
г С ^ г + " с = 0-

Характеристическое уравнение
гС р +  1 = 0  

1имеет корень р  =  — ^ , тогда

- ± t  - L  
uc  =  u'c — Aept — Ae гС = Л е т ,

где т = гС — постоянная времени 
этой цепи. Если начальное напря­
жение на емкости было равно {/„, 
оно сохранится и для первого мгно­

вения после замыкания (см. § 15.1), откуда определится постоянна* 
интегрирования:

«с (0 ) =  Л «= £/ в.
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Следовательно, напряжение на емкости убывает по экспоненте 
)ис. 15.6, б):

uc  =  U0e  гС
Ток

.dur  ( 1 ) Uoa- 7 c

эзникает при коротком замыкании цепи скачкообразно, принимая
начение — ~ , я  затем убывает по тому же экспоненциальному закону.
.'ак как это ток разряда, знак его отрицательный.

Энергия, расходуемая на нагрев сопротивления г  за время пере­
ходного процесса,

о° оо 2/

W =   ̂ r i2d t =  J  ^ е ' ^ Л = { с Щ ,  
и и

т. е. равна энергии, запасенной в емкости до замыкания цепи.

2. Включение цепи на постоянное напряжение

При включении цепи г, С на постоянное напряжение U0 (рис. 15.7, а) 
емкость будет заряжаться до принужденного напряжения и'с =  и й.
Тогда переходное напряжение

__ t
uc  =  uc~\- u c  =  U0-}- Ае rC.

Напряжение на емкости до переход­
ного процесса, а следовательно, и в пер­
вый момент после включения равно 
нулю:

ис  (0) =  U0 -f- А =  0, 
откуда А = — UQ и

Ь)

uc  =  U0 — U0e
t_

~гС. ■U0 \ \ - e

т. е. напряжение на емкости постепенно 
нарастает до своего окончательного
значения и тем медленней, чем больше постоянная времени т = гС 
(рис. 15.7, б). Ток зарядки

r duc
dt

— сил 1
гС

гС ои л - гС

ари включении цепи возникает скачком и изменяется по тому же пока­
зательному закону, что и ток разряда, но имеет положительный знак. 
Следовательно, энергия, расходуемая на нагрев сопротивления за
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время переходного процесса, независимо от величины г будет такой же 
как и в случае разряда, т. е. W — 1!2СЩ, и равна энергии, котора 
запасается в емкости при ее зарядке.

Интересно отметить, что при зарядке конденсатора постоянны 
током /„, например от источника тока с пренебрежимо малой внутре! 
ней проводимостью, время зарядки до заданного напряжения L 

с ибыло бы t =  т. е. конечным, а потери в сопротивлении W = r l ,1 о
при малом г  будут малы.

3. Включение цепи на синусоидальное напряжение

При включении цепи г, С на синусоидальное напряжение 
и = Um sin (ш( +  г))), где г|з — фаза включения (рис. 15.8, а), при­

нужденное напряжение на емкости

“с-^с— г Щ т Я sin ( " ' + ' +  arcteS c  " f ):=
V "+Ы

= UCm sin {(Sit-(-!() —ф—у ] .
Переходное напряжение

«с =  и ’с  +  Uc =  UCm sin +  — ф — -5-') +  Ае гС,\ z i

uc (0) =  u cm sin (\|з — cp —j j  +  A =  Q, 

откуда постоянная интегрирования

A =  — Ucm sin ^  —ф—у ) ,
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окончательно

«C  =  ^ C m S i n  +  —  ф —  f'j -  J / cm S in  ф — y j e  rC'

(ереходный ток цепи

1 =  С ~Ж= /fflsin(<a/ +  i|> — ф) + ^ s i n ^  — ф —

При включении в тот момент, когда принужденное напряжение на 
мкости равно нулю, например при 41 — Ф= у>

“с =--Ucm sin at  и i =  /т sin (a t  +  Щ ,

т. е. сразу после включения наступает установившийся процесс.
В общем случае на синусоидальные установившиеся напряжение 

на емкости и ток цепи налагаются свободные составляющие, значения 
которых уменьшаются по показательному закону. В результате ток i 
и напряжения « а = ri и ис  в течение некоторых промежутков времени 
могут превосходить максимальные значения Im, Uam, Ucm• Величины 
сверхтока и перенапряжений зависят от фазы включения г|) и от по­
стоянной времени гС, определяющих, соответственно, начальные зна­
чения свободных составляющих и скорость их уменьшения.

При включении в тот момент, когда принужденное напряжение 
на емкости получает максимальное значение 0 Ст, а принужденный 
ток равен нулю, например при т|з — ф = О,

ис  =  Van sin ( a t  — +  UCrrfi rC,

i =  I a s in c o f - I a L e " ^ .

В этом случае при большой постоянной времени гС получается 
большое перенапряжение на емкости, равное в пределе двойной ампли­
туде 2 Uст. установившегося напряжения на емкости, но малый сверх­
ток (рис. 15.8, б). При малой постоянной времени может получиться

Ur
сверхток г(0 ) =  —— , во много раз превосходящий амплитуду 1т
тока установившегося режима, но тогда перенапряжения на емкости 
практически не будет (рис. 15.8, в).

§ 15.4. Переходные процессы в цепи с последовательным 
соединением сопротивления, индуктивности и емкости

1. Короткое замыкание цепи

Как было показано в § 15.1, решение задачи короткого замыкания 
до определения постоянных интегрирования дает выражение для 
свободной составляющей тока или напряжения в цепи.
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Пусть емкость, заряженная до напряжения Un, замыкается на цеп 
с последовательным соединением сопротивления и индуктивност

(рис. 15.9, а). Тогда уравнение п 
второму закону Кирхгофа будет однс 
родным:

ri 4 . di 
L dt 4  wc — 0 ;

ducтак как i =  C ~df'
dur d2ur

rC 4 t +  LC L
~dfl 4 « c = 0

du‘fc r dtt^ 1
~dP■ +  I dt + LCUc =

или

Характеристическое уравнение

Р2 + Т Р  + 1 с = 0
имеет два корня:

__ г < - i f  г%
Р \ л ~  2 1 '—  У 4L-AL2 L C '

Если ~  Ф  т. е. г ^  2 корни будут различными: р 1Ф р 2- 
В этом случае решение дифференциального уравнения

ис  = A-fiPi1 4  Аьер&,
а ток цепи

du,-
i =  C -^ -  = САхр ^  4  СЛ2р2ер̂ .

В момент t — 0 напряжение на емкости и ток индуктивности, рав­
ный току всей цепи, будут такими же, как и до замыкания:

ис  (0 )=  А\-\- А2== U0, i (0) =  СА1р14- СА̂ Рч =  0, 
откуда постоянные интегрирования

РъУ о лА\=-- PlU0
Р \ ~ Р г ' Pi —  Pi

и, следовательно, ток и напряжения на участках будут:
PxPzCUo
Pi Pi

ĝPi t —  = __ Un

2 L 4La LC

(е р  ̂— ep2#),

ua =  n ,  uc -
Un

l / z 2_ _ l
1 V 4£2 LC

. l*4s>  ■ e pU _1_ e ps< _
Pi Рг Pi — P2

(p8e pi' — pje"»'),

, di 
KL =  i 5  =

L C

U0
( p ^ — p 2e^0-

LC
246



Характер переходного процесса зависит от соотношения между
гараметрами г, L и С цепи.

1 . Если г^>2~уГ~,  корни и Рч будут вещественными, причем
! <  0, р., <  0, | рх | <  | р2 |. Это значит, что все вычисленные выше 
еличины состоят из алгебраической суммы двух экспонент, имеющих 
азные знаки, причем первая экспонента затухает медленней, чем 
торая. В результате (рис. 15.9, б) напряжение конденсатора, начи- 
1ая с U0, непрерывно убывает, оставаясь всегда положительным, так 
сак его первая экспонента положительная и больше второй отрица­
тельной. Ток i цепи и напряжение ыа = ri на сопротивлении, начинаясь 
г нуля, всегда отрицательны, что соответствует току разряда. Напря­
жение uL на индуктивности возникает скачком, принимая значе­
ние — U0; проходит через нуль в момент t0 при равенстве значений 
своих экспонент, т. е. при р ^ 1̂  = р2е р-1(\ откуда

и затем становится положительным. Так как uL пропорционально про­

изводной в момент t — t0 абсолютное значение тока проходит через
du,

максимум. Приравняв производную нулю, можно видеть, что

Ui имеет максимум при t = 2 t0 (см. рис. 15.9,6). Рассмотренный вид 
разряда называется а п е р и о д и ч е с к и м .

Энергетическая сторона апериодического процесса заключается 
в следующем.

Так как напряжение ис  непрерывно уменьшается, емкость отдает 
энергию. Индуктивность с ростом тока накапливает энергию, но, 
начиная с t = t0, ток убывает и индуктивность постепенно отдает 
энергию. В течение всего процесса сопротивление рассеивает потреб­
ляемую им энергию.

2. Пусть г  < .2 ~ Y  ~ . Введя обозначения

г о  1 ,  ЛГ~\ W 
2L  Р ’ LC 0)0 И \  LC 4 1 2 " ® »

можно переписать выражение для корней характеристического уравне­
ния следующим образом:

Л ,2 =  — ^  ± /  Y Ш ~  Ps =  —

Так как <о — число вещественное, корыи рг  и ра будут комплекс­
ными.
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После подстановки значений и р2 и очевидных преобразованы? 
выражения для тока и напряжений на участках получат вид:

• — [е(-Р + /0>К — g(-p —/m)q_ —Чя е~Р< sin (£>t,
2ju>L L J (oZ.

.MlL
2/coua =  ri, uc  =  — [(— P — /со) e(^ P+/“ ) ' - ( - p  + /со) e<-P ~/co>'] =

/ ft __ p- № р/'ш< 4_ p— /Ш< \— 1] p -W IЛ  . - ____ -____ L —__±L̂
—  u oe  l a ,  2/ ^  2

Пусть l  =  ct g 0 = ^ 6, тогда

«С =  £/0e— p* sin oat -f cos с о e -  e* sin (to* +  0). 

Аналогично

« I =  — [(— P +  /и) e < - P + p  — /со) e<-3-/»)<] =

= -^е~ Р * sin (cô  — 6). sm fl '

Ток и напряжения цепи, в которой г = 0 и, следовательно, р = О,
1 - я0 =  — будут: 

V L C '  2 ’ J  *

/ =  — ^ s in c o ^ ,  гг» =  /ч, uc  =  U0 sin (ш0/ + - у ) ,
Л

Следовательно, если бы в цепи не происходило рассеяние энергии, 
ток и напряжения на участках были бы синусоидальными функциями 
времени, т. е. имели бы место так называемые с о б с т в е н н ы е  
н е з а т у х а ю щ и е  к о л е б а н и я ,  угловая частота которых

равна резонансной частоте этой цепи ®o =  y^=g, а период опреде­

ляется по ф о р м у л е  Т о м с о н а :

Т0 =  — = 2л VLC.
0 «о

Для незатухающих колебаний на рис. 15.10 изображены векторная 
диаграмма и график мгновенных значений тока и напряжений на 
индуктивности и емкости, которые аналогичны имеющим место при 
резонансе в цепи с последовательным соединением г, L и С (см. рис. 7.4). 
Следовательно, и здесь происходит полный обмен энергиями между 
С и L.

Если в цепи есть сопротивление г -< 2 , разряд, как видно из

приведенных выражений для тока и напряжений, также носит к о л е ­
б а т е л ь н ы й  характер, но амплитуды тока и напряжений посте­
пенно уменьшаются, так как е ^ с ростом t стремится к нулю.
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Угловая частота этих с о б с т в е н н ы х  з а т у х а ю щ и х  
< о л е б а н и й

(О=  У  “ о — Р ^ ] / "
2 я

1ериод собственных затухающих колебаний Т — — >  Со­
отношение мгновенного значения какой-либо величины, например 

гока, к значению этой величины через период Т :

Д =  е_ Р' sin <02?) : U0
оiL

называется д е к р е м е н т о м  к о л е б а н и я .
На рис. 15.11 изображен график мгновенных значений тока и на­

пряжений для затухающих колебаний.

Энергетический процесс заключается, в основном, в обмене энер­
гиями между емкостью и индуктивностью с непрерывным рассеянием 
энергии сопротивлением. Переходный процесс закончится, когда
энергия yCL/o, первоначально запасенная в емкости, будет целиком 

рассеяна.

3. Если г -*■ 2 j / ^  > частота со
sin at

AL2 О и стоящая

в выражении тока в п. 2  дробь 
ности

sin соЛ _

(О JiH -*0

у .  Раскрытие неопределен-

t cos (at
1 J (d - »0

дает ДЛЯ ЭТОГО К р и т и ч е с к о г о  с лу ч ая  

Характер разряда будет апериодическим.

=  t
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2. Включение цели на постоянное и переменное напряжение

При включении цепи г, L, С на постоянное напряжение 
(рис. 15.12, а) конденсатор будет заряжаться, и его установившеес.' 
напряжение и с  = U0. Тогда

и с  =  ис +  и с  =  UQ - f  A +  A 2e ^ ,
dar

i ~ C  - j p  — САхр^Р11 -f- С A 2p2eP^.

Постоянные интегрирования определяются из начальных условий: 

ис  (0 ) =  “Ь А2 =  0  и / (0 ) =  САуРх -f- СА̂ р  ̂=  0 .
Выражение для ис  (0) отличается от выражения для ис  (0 ) при 

коротком замыкании (п. 1) только знаком перед UQ, выражения для i (0 )

совпадают. Тогда постоянные интегрирования будут такими же, но 
имеющими обратный знак, а следовательно, свободные составляющие 
тока и напряжений при включении также будут отличаться от случая 
короткого замыкания только знаком. Тогда i и uL равны своим свобод­
ным составляющим Г и ы£, напряжение же ис  на емкости представ­
ляет собой сумму принужденной U0 и свободной и'с составляющих; 
поэтому на емкости в периодическом случае возникает перенапряжение, 
равное в пределе 2 U0.

График мгновенных значений для апериодического случая показан 
на рис. 15.12, б, для периодического — на рис. 15.12, в.

При включении той же цепи на синусоидальное напряжение ча­
стоты ход решения остается тем же; переходные ток и напряжения 
на участках будут представлять собой сумму принужденных синусо­
идальных и свободных затухающих составляющих, носящих характер 
апериодический или колебательный с собственной частотой со, в общем 
случае не равной частоте сох. Переходный процесс в отличие от преды­
дущего случая будет зависеть также от момента включения.
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§ 15.5. Переходные процессы в сложных цепях

1. Общий случай сложных цепей

Как было указано в § 15.1, в общем случае разветвленной цепи 
)счет переходных процессов заключается в составлении системы 
^зависимых уравнений по законам Кирхгофа для мгновенных значе- 
дй напряжений и токов ветвей. Затем методом подстановки из одних 
равнений в другие исключаются отдельные неизвестные с тем, чтобы 
кончательное уравнение было дифференциальным уравнением с одним 
гизвестным. Его целесообразно получить или для тока какой-либо 
ндуктивности, или для напряжения на емкости. Это облегчит опре- 
.еление постоянных интегрирования из начальных условий и тогда 
шпряжение на индуктивности и ток в емкости определяются путем 

дифференцирования, а не интегрирования, связанного с появлением 
новых постоянных.

Известно, что в общем случае дифференциальные уравнения с одним 
неизвестным, полученные для любого неизвестного системы, будут 
иметь одно и то же характеристическое уравнение. Для электрических 
цепей это ясно и из того, что уравнения по Кирхгофу должны соблю­
даться для любого момента времени, что возможно, когда свободные 
составляющие имеют одинаковые показатели, т. е. одинаковую зави­
симость от времени, и отли­
чаются только постоянными 
коэффициентами.

Пример расчета переходного 
процесса в сложной цепи

В качестве простого при­
мера сделан расчет переход­
ного процесса при включении 
цепи рис. 15.13 на постоянное напряжение i/o- 
выбирается напряжение и с  на емкости. Уравнения (одно по первому 
и два по второму законам Кирхгофа) имеют вид:

Основным неизвестным

dur

u c +  r 2i2 =  U 0,

dt

(15.1)

(15.2)

(15.3)

Ток t2 определяется из (15.2) и результат подставляется в выраже­
ние для iu  полученное из (15.1):

Г  а

(15.4)

(15.5)
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Затем определяется
dll  =  c (Puc +

1 dar
dt dt2 1 r2 dt '

после чего выражения (15.5) и (15.6) подставляются в (15.3):
L dar

(15.'

Окончательно

_  dur  г, г, d2ur
u c  +  ri C 4 T +  72 Uc~T~Uo +  LC Ж  +  г* dtС =  и  О-

d 4 c , ri r2C +  L dUC , rl + ri Г1 +  Г2-Sf  + - r r r - uc  =  - - U0.dt2 ^  r2LC dt ' r2LC L r2LC

Получилось уравнение второго порядка, что и следовало ожидат* 
так как в цепь включены одна индуктивность и одна емкость.

Принужденное напряжение и ’с  = U0-, если характеристическое 
уравнение

fir2C-\-L _ . fi~\-r2
=  0н 1 r2LC г  1 r2LC

имеет различные корни, переходное напряжение 
и с  =  и с  +  «с  =  U0 +  Ai&lt +  АгеР*‘.

Постоянные интегрирования определяются из начальных условий:

ис  (0 ) =  0 , i (0 ) = , duc  
' dt t=  о

Uo 
r2 '

После определения uc  находят i, затем i2 из (15.4) и it = i — i2. 
В зависимости от соотношения параметров возможен апериодический 
или колебательный процесс.

3. Переходные процвооы в цепях со взаимоиндукцией

В качестве простого примера рассматривается включение трансфор­
матора без сердечника на постоянное напряжение U0. Трансформатор 
нагружен индуктивностью и резистором (рис. 15.14). Система уравне-

вид (см. § 11.4):
• I f  di\

r i h + £i j t- + М % = и „

= 0 ,

где r2 и L2 — суммарные сопротивление и
ИНДУКТИВНОСТЬ ВТОРИЧНОЙ обМОТКИ траНС- р ис [ 5  [ 4

ф о р м а т о р а  и н а г р у з к и .
Для получения дифференциального уравнения с одним неизвест­

ным tj необходимо продифференцировать оба уравнения по t и умно­
жить первое полученное уравнение на La, а второе на М. Тогда вычи­
тание второго из первого дает:

(LiL2-M >)  J  -f - r 3M ^  = 0 ,dt
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после подстановки сюда из выражения (15.7)

М = U0 — rji'1 —L j- J ,
«шчательно

( L j L j  —  М 2) ^  +  ( r xL 2 +  r ^ j )  ^  +  / W i  =  r 2t/0.

Таким образом, получилось уравнение второго порядка. Хотя 
.•свивалентная схема воздушного трансформатора содержит три не- 
бъединяемых индуктивности L,, L2 и М (см. рис. 11.9), но так как 
-jkh в них связаны первым законом Кирхгофа, можно задать только 
за  независимых начальных условия, что и определяет порядок 
равнения.

Дальнейший ход решения ясен, поэтому можно ограничиться об­
щими соображениями. Так как подрадикальная величина в выражении 
корней характеристического уравнения

(rjL2 +  — 4 (LjLjj — М2) r xr2 =  ( r ^  — r2L j)2 +  4r1r2M 2 >  0,
то последнее имеет отрицательные вещественные корни, т. е. процесс 
протекает апериодически. Это ясно также из того, что цепь носит 
индуктивный характер и не имеет емкостей, наличие которых необ­
ходимо для обмена энергиями, т. е. для колебательного процесса.

Начальные условия для токов из-за индуктивного характера цепи 
будут: ix (0 ) =  0 и (2 (0) = 0. Они позволят определить постоянные
интегрирования. Принужденные токи i'i =  y ,  = 0, так как после 
установления в первичной цепи постоянного тока t'| э. д. с. взаимо­
индукции е2 =  — 80 БТ0 РИЧН0Й Цепи индуктироваться не будет.

4. Достоинства и недостатки классического метода

Классический метод расчета переходных процессов привычен, 
так как он является общепринятым в других областях науки и тех­
ники, и нагляден, потому что при преобразованиях видна соответ­
ствующая физическая картина.

Хотя постоянные интегрирования можно находить на основании 
заданных значений функций не только в начальный, но и в любые 
другие моменты времени, необходимость определения постоянных 
интегрирования усложняет использование классического метода. Оно 
особенно затруднительно для уравнений высоких порядков. Кроме 
того, как видно из приведенных примеров расчета переходных про­
цессов в разветвленных цепях, при переходе от цепей, описываемых 
уравнением первого порядка, к системам второго порядка увеличи­
ваются затруднения, связанные с преобразованием системы в уравнение 
с одним неизвестным. При дальнейшем повышении порядка отыскание 
нужных замен, связанное с промежуточным дифференцированием, 
еще более затрудняется.

Так как решение дифференциального уравнения приводит к реше- 
1ию алгебраического характеристического уравнения, естественно
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стремление сразу представить систему исходных уравнений цег 
в алгебраической форме, что и осуществляется в спектральном и оп 
раторном методах (см. гл. XVII).

Г Л А В А  Ш Е С Т Н А Д Ц А Т А Я  

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ

§ 16.1. Устойчивость режима в нелинейной цепи

Переходные процессы в линейных цепях постоянного и периодич* 
ского тока заканчиваются установившимся режимом также постояь 
ного или периодического тока. В нелинейных же цепях возможе! 
периодический ток при постоянном напряжении (см. § 16.3), а также 
явление неустойчивости режима в цепях постоянного тока.

Пусть в установившемся режиме нелинейная цепь постоянного 
тока находится в равновесии—токи и напряжения ветвей цепи по-

6)

стоянны. На практике в цепи возможны кратковременные внешние 
воздействия, выводящие ее из состояния равновесия. Если после пре­
кращения этих воздействий цепь возвращается в исходное состояние, 
равновесие является у с т о й ч и в ы м ,  если не возвращается — 
равновесие считается н е у с т о й ч и в ы м .  В отличие от линейной 
цепи, в которой при заданных условиях возможен только один устой­
чивый режим, нелинейная цепь может иметь несколько состояний 
равновесия — устойчивых и неустойчивых.

Далее задача устойчивости рассматривается на простом примере 
цепи рис. 16.1, а  с последовательным соединением участков с линейным 
сопротивлением R, линейной индуктивностью L и нелинейным сопро­
тивлением с падающей вольтамперной характеристикой (рис. 16.1, б). 
Такую характеристику имеет, например, электрическая дуга. К цепи 
приложено постоянное напряжение U0\ на рис. 16.1, б  нанесена также  
прямая U0 — Ri, пересекающая характеристику дуги в точках I и 2, 
Этим двум точкам соответствуют, очевидно, равновесные режимы по
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эянного тока /, когда по второму закону Кирхгофа

U0= R I  +  U, (16.1)

е U — напряжение на дуге; для точки 1 : / = 1Ъ U = t/lt для точки 2: 
= /2 и U = и ъ.

Пусть ток цепи получил кратковременное приращение Д0£. Ему 
ответствует приращение напряжения на дуге Ааи. Тогда начнется 
реходный процесс, во время которого приращения Ai и Аы изме- 
гются. Ток цепи и напряжение на дуге будут t = / +  At, ы = U +  Аы.
а катушке возникает напряжение L ^  , уравновешивающее ее э. д. с. 
1моиндукции. Тогда

=  #  +  + ы, (16.2)

угкуда
L § = ( U 0- R i ) - u .

Если U0 — Ri >  и, что имеет место на участке 1—2 характери­
стики, L ~  >  0, т. е. ток будет возрастать до значения /2 равновесного 
режима в точке 2. Если ток получит кратковременное значение, мень­
шее, чем /ь или большее, чем /а, то £/0 — Ri <  и, L ^ < 0 , т. е.
ток будет уменьшаться в первом случае до нуля, во втором — до рав­
новесного значения /2- Таким образом, в точке 1 равновесие неустой­
чиво, в точке 2 — устойчиво.

Математический анализ устойчивости упрощается, когда возможны 
лишь малые отклонения Аг тока от положения равновесия. Это позво­
ляет применить м е т о д  м а л ы х  п р и р а щ е н и й ,  считая диффе­

ренциальное сопротивление RA =  ^  нелинейного элемента вблизи 
равновесных точек постоянным. Тогда

Аи =  ~  Ai =  RJiAi

и так как = уравнение (16.2) получает вид:

U 0 — R  (/ —1— Аг) —J— Z. -jp -f- U  -f-R aA i .

Вычитание из него уравнения равновесия (16.1) дает линейное урав­
нение для приращения тока вместо исходного нелинейного уравне­
ния (16.2):

i f +  ( / ? - № )  д — °- 

Характеристическое уравнение и его корень:

Lp + (R + R,) =  0, р =  - * + ^ ,
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и решение для At с учетом его начального значения А0/ будет:

А/ =  Д0г е L (.
Для падающей вольтамперной характеристики нелинейного эл 

мента /?д <  0. Если R +  R  ̂>  0, т. е. угол а,  образуемый прям< 
U0 — Ri  с осью абсцисс, больше угла образуемого касателык 
к характеристике в точке 2 (см. рис. 16.1, б), Ai приближается к нул 
с ростом времени t. Следовательно, точка 2 является точкой устойч 
вого равновесия.

Если R +  Яд с  0, т. е. угол а  меньше угла у, образуемого кас 
тельной к характеристике в точке /, At с ростом ( увеличивается, т. < 
точка 1 является точкой неустойчивого равновесия. Даже весьма мало 
отклонение от нее приведет при At >  0  к переходу в точку 2, a npi 
At <  0 к t = 0, т. е. к погасанию дуги.

Для анализа устойчивости в общем случае сложной цепи постоян­
ного тока, содержащей участки с нелинейными сопротивлениями и 
с линейными R, L и С, можно также пользоваться методом малых при­
ращений.

§ 16.2. Методы расчета переходных процессов

В цепях с сосредоточенными параметрами энергия электрического 
поля в емкостях по существу определяется их зарядами q, энергия 
магнитного поля в индуктивностях — их потокосцеплениями ¥. 
В линейных цепях эти величины пропорциональны соответственно 

анапряжению “c =  -J и току lL =  y ,  откуда из невозможности скачков
энергии, т. е. ее мгновенного изменения на конечную величину 
(см. § 15.1), вытекает невозможность скачкообразного изменения 
как q и ¥, так и ыс и iL. Последнее и использовалось в гл. XV для 
определения начальных условий при расчете переходных процессов.

В нелинейных цепях зависимости q (ис) и Y (t'i) нелинейны; воз­
можны, например при гистерезисе, нулевые значения ис  и iL при 
ненулевых значениях q и и наоборот. Поэтому для определения 
начальных условий на основе невозможности скачкообразного измене­
ния энергии правильней исходить из невозможности скачков q и Ч*. 
Затем, определив зависимости q (t) и Т  (/) и используя кривые q (ис ) 
и V (iL), можно найти зависимости uc (t) и iL (t).

Переходные процессы в нелинейных цепях описываются нелиней­
ными дифференциальными уравнениями. Эти уравнения не имеют 
общего метода решения.

Для решения этих уравнений применяются приближенные анали­
тические, графоаналитические и графические методы. Далее на при­
мерах, имеющих практическое значение, показывается применение 
следующих основных методов, частично использованных ранее при 
анализе установившихся режимов в нелинейных цепях:

1. Деление процесса на последовательные интервалы времени 
внутри которых нелинейное уравнение заменяется линейными уравне 
ниями с постоянными коэффициентами.
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2. Линеаризация второстепенных членов уравнения, преврагцаю- 
1ая уравнение в линейное, с возможностью применения последова- 
ельных приближений.

3. Кусочно-линейная аппроксимация нелинейной характеристики 
оманой прямой, для прямолинейных участков которой составляются

решаются линейные уравнения с последующим припасовыванием 
редыдущих и последующих участков.

4. Аналитическая аппроксимация нелинейной характеристики, 
юзволяющая получить аналитическое решение дифференциального 
'равнения переходного процесса.

5. Графическое интегрирование кривой, построенной таким обра­
зом, чтобы ограниченная ею площадь была пропорциональной вре­
мени, соответствующему каждому значению исследуемой функции; 
этот метод применим для уравнений первого порядка, допускающих 
разделение переменных.

§ 16.3. Метод линеаризации интервалов 
на примере автоколебательной цепи

А в т о к о л е б а т е л ь н о й  ц е п ь ю  называется цепь, в кото­
рой возникают периодические незатухающие колебания (переменный 
ток), хотя она питается от источника постоянного напряжения. Подоб­
ное явление возможно только в нелинейной цепи. Например, периоди­
ческий переменный ток может возникнуть в электрической цепи 
рис. 16.2. Здесь U0 — постоянное напряже­
ние источника, гх — постоянное сопротив- ___ L0
ление, С — конденсатор, N — газоразряд- ® •-----1 I
ная неоновая лампа, которая зажигается | Г| LcT
при напряжении U3 и гаснет при меньшем I С'
его значении £/г.

В этой цепи периодически происходит 0 -------—  ^
зарядка конденсатора до напряжения U3 
и затем разряд на лампу до напряжения ис'
Ur. Таким образом, сопротивление ветви
с лампой меняется от некоторого значения г, когда она горит, до 
бесконечности при ее погасании; поэтому цепь является нелинейной. 
Однако задача может быть линеаризована, если разделить весь период 
на два интервала, для каждого из которых цепь может считаться ли­
нейной, — интервал зарядки и интервал разряда конденсатора. Нап­
ряжение конденсатора при его зарядке от источника Ua (см. п. 2 §15.3)

1
ис  =  и 0+ А е ' ъ ,

где = гхС — постоянная времени, а А — постоянная интегрирова­
ния. В начальный момент ис  (0) = (Уг, тогда

U0+ A  =  Ut и ис  =  и 0 — (UQ— Us) е
I
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В конце зарядки

ис  (h)  =  Uо
следовательно, время зарядки конденсатора

Uo-Ut

( U 0 -

ОНД( 

tt =  тх In

Ur) е
h
т ,  . и я

и0- и з ■
В момент t = tx лампа зажигается и начинается разряд конденсг 

тора на лампу. Если для этого интервала пренебречь, ввиду отне
сительно большой величины гъ  током i0 о 
источника U0 и в  первом приближении считат; 
сопротивление г горящей лампы постоянным 
напряжение на конденсаторе (см. п. 1 § 15.3

t - t i
и с  =  U3e  т* ,

где т2 = гС — новая постоянная времени. 
Так как напряжение конденсатора становится 
равным UT при t = tx + tг, а

_  ii.
Ur =  U3e ъ ,

время разряда конденсатора
и яL =  х. In U г

Период колебательного процесса

Г =  /1 +  /, =  г1С 1п ^  +  гС 1п ^

можно регулировать, изменяя гх и Сх.
На рис. 16.3 изображены кривые изменения напряжения на кон­

денсаторе и на лампе (ис  =  ил), токов ic  конденсатора и гл лампы.

§ 16.4. Методы расчета переходных процессов 
на примере включения катушки индуктивности 

со стальным сердечником на постоянное напряжение

1. Эта задача далее решена м е т о д о м  ч а с т и ч н о й  л и н е ­
а р и з а ц и и  основной кривой Ч*" (i), т. е. без учета гистерезиса, 
а также вихревых токов (рис. 16.4, а). При включении катушки на 
постоянное напряжение UQ уравнение по второму закону Кирхгофа 
имеет вид:

d t + r i - U°-
Если в зависимости i — -j- считать, применительно ко второму члену

уравнения, статическую индуктивность L постоянной, уравнение пре 
вращается в линейное:

f^_i_ Lur — и  
dt ^  L ° ‘
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Более точные результаты даст то значение L, которое приобретает 
одуктивность к концу процесса, когда второй член уравнения велик,
«пример значение L0 =  T3, соответствующее принужденным току‘ О
’0 == U0lr и потокосцеплению (рис. 16.4, а); вытекающая отсюда 
югрешность- во втором члене для начальной части процесса не суще-

5)

Рис. 16.4

ственна, так как тогда п = ^ -Ч г мало по сравнению с первым членом*
уравнения.

Тогда аналогично задаче включения линейной цепи г, L (см. п. 3§ 15.2) 
переходное потокосцепление будет:

¥ =  % ( l - e '  ^),

где постоянная времени т = у .  Зависимость ¥ (/■) показана на
рис. 16.4, б; там же изображена соответствующая ей зависимость i (t), 
построенная для отдельных значений *F по кривой ¥ (i) рис. 16.4, а.

2. Здесь возможно последующее 
уточнение решения м е т о д о м  г р а -  ио 
ф и ч е с к о г о  и н т е г р и р о в а ­
н и я .  Из исходного уравнения следу­
ет, что потокосцепление в каждый мо­
мент времени t равно

t
V(t)  =  \(U0- r i ) d t .  о

о
Поэтому, отложив вниз от ординаты Рис. 16.5

U0 кривую ri (t) (рис. 16.5), построен­
ную на основе полученной зависимости i (t) (см. рис. 16.4, б), можно 
видеть, что ограниченная этой кривой и осью абсцисс заштри­
хованная площадь в принятом масштабе пропорциональна для 
выбранного момента времени tx. Это позволит построить уточненную 
кривую V (t) и, если она заметно отличается от исходной экспоненты 
5ис. 16.4, б, положить ее в основу повторного построения искомой 
зависимости i (t).

3. Эта задача может быть решена также м е т о д о м  п о с л е д о -  
а т е л ь н ы х  р а в н ы х  и н т е р в а л о в  в р е м е н и .  Сначала
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выбирается достаточно малый интервал At (чем он меньше, тем точ 
ность больше), например равный 5—1 0 % постоянной времен 

Lт0 =  — = цепи с параметрами, соответствующими установившеГ П0
муся процессу.

Процесс характеризуется величинами потокосцепления 4я и тока 
в начале и в конце каждого интервала. Величины для конца k-ro интер 
вала удобно давать с индексом k, тогда k — 1 будет индексом величи 
для начала этого интервала, равных их значениям для конца преды 
дущего интервала.

Тогда дифференциальное уравнение цепи

^--\ -r i  — U0, т. е. dW =  (U0 — ri) dt

для k-ro интервала получит следующее приближенное решение для 
приращения потокосцепления за время каждого интервала:

(ДЧ% =  - Ъ . 1 ^  ( и 0- п кл) At.
При использовании основной кривой намагничивания в начале 

первого интервала (t = 0) Ч1' = 0 и i = 0; тогда для него
(ДЧ^ =  U0At =  4V

Соответствующий потокосцеплению ток определяется из 
кривой намагничивания У  (i). Приращение потокосцепления во втором 
интервале

(AW)2 =  V 2 - W x =  (£/0 - r t 1) At,
тогда потокосцепление в конце второго интервала Ч  ̂ = ЧГ1 +  (AlF)2, 
для которого по кривой намагничивания определяется ток /3 и так далее

, и одо практического достижения током значения /о=~ установившегося 
режима. Расчет удобно вести в табличной форме:

к l k - i

k.1о ( Д Ч Ъ

По отдельным точкам — значениям ik из этой таблицы — может 
быть построена кривая t (/) переходного процесса.

4. Эту же задачу можно решить м е т о д о м  к у с о ч н о - л и -  
н е й н о й  а п п р о к с и м а ц и и ,  заменив кривую 'F (г), соответ­
ствующую основной кривой намагничивания, ломаной, состоящей из 
прямых участков (рис. 16.6, а). Вместо нелинейного уравнения

решается линейное, дающее экспоненциальный закон нарастани? 
потокосцепления для каждого прямого участка зависимости Ч'1 (i) 
но с разными постоянными времени. В отличие от метода интервалов
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котором конец предыдущего интервала сразу определяет начало 
ледующего, здесь приходится начало каждого участка припасовать 

концом предыдущего, откуда определяются постоянные интегри- 
ования.

Пусть кривая T (i) аппроксимируется ломаной, состоящей из трех 
частков 0—1, 1—2 и 2—3. Ток и потокосцепление в начале первого 
частка равны нулю, в его конце и начале второго участка /х и гРь, 
конце второго /2 и *F2 и т. д.

Дифференциальные индук- 
dW

о)

ивности L = di постоянные
ля каждого отрезка лома- 
юй, пропорциональны тан­
генсу его угла а  с осью 
абсцисс. Следовательно,
Lx>  L2 >  La (рис. 16.6, б).
При переходе к следующему 
участку дифференциальная 
индуктивность изменяется 
скачком.

Сначала для постоянного 
тока конца переходного про­
цесса 1 =  ~  по ломаной *F (i)
графически определяется со­
ответствующее ему конечное 
значение потокосцепления 1РК.

Выражения для потокосцепления на участках 0—1, 1—2 и 2—3 
линейной аппроксимации очевидны из рис. 16.6, а\ соответственно

W =  Lxi, V =  W10 + Lti, W =  W20 + L,i,

где и определяются пересечением продолжений отрезков /—2 
и 2—3 ломаной с осью ординат.

По второму закону Кирхгофа уравнение для промежутка времени
О <  t <  tu  где ti — время роста потокосцепления ¥ с момента вклю­
чения цепи до значения Ч,1:

ж + г г 1~ и °-

Уравнения для промежутков времени от tx до t2, где t2 соответствует 
росту Y до значения 'Fj, и от t2 до t = оо, т. е. до конца переходного 
процесса, такие же, но в них вместо Lx стоят L2 и L3. Так как принуж­
денное значение потокосцепления для этой цепи равно Чгк, решения 
этих уравнений для отдельных участков и соответствующих промежут- 
шв времени будут:
1.ля 0 < ¥ < Т 1 и 0 < t < t x

Y  =  T K +  i41e ' r ‘ < (16.3)
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ДЛЯ ЧГ1 < Ч Г< Ч Г2 и *г < / < / 2

для Y a < Y < T K
(16.4

ОО

¥ = ^ К +  Л3е ^  " .  (16.Е
Припасовка в точках 0, 1 и 2 из-за невозможности скачков ¥ позволяв 
определить постоянные интегрирования /4lt Ла и Аа путем приравнк 
вания потокосцепления ¥ из уравнения (16.3) нулю для t = 0, и 
уравнения (16.4) — потокосцеплению Ч*̂  для t =  ^ и из уравне

ния (16.5) — потокосцеплению Ч  ̂для t =  t2
А ^ - Ъ ,  Ла =  - С Р  к - ^ ) ,

Л,  =  - ( ¥ * - ¥ , ) .
Тогда уравнения (16.3) и (16.4) после 

подстановки в них, соответственно, t — tx 
и t = ta получают вид:

Г,

г

/ l i t )

К
Ь

f i t )

v,
Л !

// /// /

/У
//У

i-t t 2 t

Рис. 16.7

Lo (̂ 2 — ̂ l)'F (f2) =  ¥ 2 =  ¥ K- ( Y K- Y 1)e
Отсюда определяются моменты времени и
4 , когда потокосцепление получает значе­
ния Ч  ̂ и ¥ 3:

Ч'к * ^ , „ Ч гк - Ч ,1t —  111- 
1 _  r 11V K- ' i v

По этим данным на рис.. 16.7 построена зависимость 4я (t) для всех 
трех участков кусочно-линейной характеристики. Эта кривая имеет 
изломы при tx и t2 из-за изломов кусочно-линейной аппроксимации 4я (i) 
в эти моменты времени. В действительности этих изломов ввиду плав­
ности исходной кривой Ч* (£) не будет. Поэтому кривую Ч1, (t) с изло­
мами следует заменить усредненной плавной кривой, проходящей через 
точки излома, так как соответствующие им точки излома кусочно-линей­
ной аппроксимации расположены на исходной кривой.

Затем по кривой намагничивания 4х (i) можно определить значения 
тока г, соответствующие отдельным значениям кривой ЧГ (t) и по ним 
построить плавную кривую нарастания тока i (t).

5. Эта же задача может быть решена м е т о д о м  а н а л и т и ­
ч е с к о й  а п п р о к с и м а ц и и  з а в и с и м о с т и  Чг (г). Наи­
более простой аппроксимацией является

i =  aWа.

Начальная точка этой зависимости, так же как и кривой Ч* (/), совпа­
дает с началом координат, вторую точку совпадения аналитической 
и графической зависимости удобно выбрать в точке Ч'’,,,
(см. рис. 16.4, а). Тогда



График кривой г' =  яЧ,'1! или 4f= показан на рис 16.4, а 
нктиром.
После подстановки i уравнение цепи получает вид:

о решение относительно t будет:

ткуда находят искомые зависимости f  (/) и г (/):

Y =  M « t h -  и г =  — th2 —,г т г т ’
цгде х= ~ .

§ 16.5. Включение катушки индуктивности 
со стальным сердечником на синусоидальное напряжение

Уравнение цепи при включении катушки со стальным сердечником 
на синусоидальное напряжение имеет вид:

где т|з — фаза включения. Если здесь применить метод линеаризации
. ¥второстепенного второго члена уравнения, приняв t= -^  аналогично

п. 1 § 16.4 и зная на примере линейной цепи (п. 5 § 15.2), что здесь 
зозможны сверхтоки, целесообразно в качестве постоянной статиче- 
:кой индуктивности взять ее значение из кривой W (<) по крайней мере 
;ля амплитудных значений потокосцепления и тока установившегося

Vэежима, т. е. принять L =  ~ .  Тогда получается линейное уравнение• m

налогичное решенному в п. 5 § 15.2, и, следовательно, переходное 
отокосцепление

При включении в момент, когда ^ — <р = — л/2 (рис. 16.8, а), 
три большой постоянной времени наибольшее значение потоко-

—  -f n' =  (7msin((o/ +  ̂ ),

^  +  j  ^  =  Um sin (ш/ + if),
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сцепления будет немногим меньше 2ЧГ,„. По отдельным точкам кр 
вой ¥ (/) и по характеристике (i) (см. рис. 16.4, а) строится кр 
вая i (t) (рис. 16.8, б). Если точка Ym, \т принужденного режима 
кривой 'Р (г) лежит за коленом кривой, сверхток 1тгп может быть весь 
значительным, превышая 1т в десятки раз. Это очень существенно п 
включении трансформатора с разомкнутой вторичной обмоткой, т 
как при этом он эквивалентен катушке. Включение в указанный и 
близкий момент может дать сверхток, превышающий ток при авари 
ном коротком замыкании вторичной цепи.

Ь)

Рис. 16.8

Если в рассматриваемой цепи ее сопротивление г относительно 
велико, второй член ri уравнения может оказаться первостепенным и

dV . diправильней линеаризовать не его, а второй член = Л Д^ ,  считая
динамическую индуктивность £д = const. Тогда задача будет анало­
гична решенной в п. 5 § 15.2, и ток г (t) представится суммой экспо­
ненты и синусоиды. Пользуясь графиком Y (£), по точкам кривой i (t) 
можно построить кривую ¥ (/), полуволны которой будут иметь более 
тупую форму.

§ 16.6. Изображение переходных процессов 
в фазовой плоскости

До сих пор переходные процессы в линейных и нелинейных цепя> 
рассматривались в функции времени. Весьма наглядным являете 
также изображение процессов в ф а з о в о й  п л о с к о с т и ,  по oci 
абсцисс которой откладывается исследуемая величина х, по оси орди

нат — скорость ее изменения г/ =  ̂ .  Они определяют и з о б р а
ж а ю щ у ю  т о ч к у  х, у,  соответствующую данному состоянш 
цепи. При изменении состояния цепи точка перемещается по ф а з о
в о й  т р а е к т о р и и  х (у).

Пусть, например, рассматривается процесс короткого замыканг 
линейной цепи г, L (см. рис. 15.1, а), описываемый дифференциальнь 
уравнением

L % + r i  =  0 .
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Если обозначить ( =  х, ~- =  т, уравнение принимает вид

rx-\-Ly =  0 или x-\-iy =  0,
его фазовая траектория изобразится прямой, проходящей через на- 
ло координат во втором или четвертом квадранте и составляющей

осью абсцисс угол а  = arctg^- (рис. 16.9). Стрелки показывают
травление движения изображающей точки при переходном процессе.

, / а  \ /0оординаты начальной точки ^_0 =  /0 и 1 — 1 = — — или, соот-
г 'а етственно, — /0 и

Тот же процесс в нелинейной цепи с индуктивностью, зависящей от 
ока, описывается таким же уравнением, но в него вместо постоянной

индуктивности L нужно подставить динамическую индуктивность £д. 
Если при токе /0 ее начальное значение L№> L  и с уменьшением тока 
изменяется по кривой, показанной в первом квадранте на рис. 16.9, 
а сопротивление г цепи остается тем же, фазовая траектория будет 
иметь вид, показанный на том же рисунке прерывистой линией.

Процесс короткого замыкания линейной цепи с последовательным 
соединением индуктивности L и емкости С (рис. 16.10, а) описывается 
уравнением

Ls  + h \ ““-°-
В результате дифференцирования этого уравнения и его деле­

ния на L

После введения обозначений
di 1 

1==х' Ш= У и Г с  =  щ
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вторая производная
d4  __ dy __ dy d x __ dy
dt* dt dx di. У dx'

и уравнение принимает вид:

to;;* dx +  у  d y  =  О,

а после интегрирования

сolx2 +  у* =  Л'2 ИЛИ - 4 i -2 +  -̂2 =  1,

где А — постоянная интегрирования, определяемая начальными услс 
виями. Если начальные значения тока цепи i (0) = /0 = х0 и напря 
жения на емкости Uc (0 )=  Uc0, и так как в начальный момент

Как видно из уравнения, фазовая траектория представляет собой 
эллипс (рис. 16.10, б), тем самым изображая незатухающие колебания. 
Очевидно, что вертикальная и горизонтальная полуоси эллипса соот­
ветственно равны:

т. е. вертикальная полуось пропорциональна максимальным значе­
ниям напряжения на индуктивности и емкости, горизонтальная по­
луось равна максимальному значению тока, а их отношение — ча­
стоте со0 незатухающих колебаний.

Изображающая точка х0, у 0 есть точка начала процесса, который 
дальше идет в направлении, указанном стрелкой. В верхней полу­
плоскости y  =  0 , т. е. х увеличивается и изображающая точка
движется слева направо, а в нижней — справа налево, так как у  <  0 
и х убывает. При другой начальной точке, не лежащей на данном 
эллипсе, фазовая траектория будет также эллипсом, но с другими вели­
чинами полуосей. Начало координат в этом случае называется ц е н ­
т р о м  р а в н о в е с и я .

При разряде конденсатора с напряжением U Co на цепь с, г  и /

то

Происходит затухающий колебательны
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процесс и фазовые траектории получают вид спиралей (рис. 16.11, б),
di UCn

по которым изображающая точка движется от точки i =  0 , ^  = — -~
к началу координат, называемому в этом случае у с т о й ч и в ы м  
ф о к у с о м .

О) г

3 5 Э

16.11

При г> 2"|/Г-̂  спирали превращаются в параболические кривые
(рис. 16.11, в), также приходящие в начало координат — у с т о й ­
ч и в ы й  у з е л .

Изображение процессов в фазовой плоскости позволяет решать 
многие задачи линейной и нелинейной электротехники по виду фазо­
вой траектории без решения в общем виде дифференциальных урав­
нений.

Г Л А В А  С Е М Н А Д Ц А Т А Я

РАСЧЕТ ПЕРЕХОДНЫХ ПРОЦЕССОВ МЕТОДАМИ НАЛОЖЕНИЯ, 
СПЕКТРАЛЬНЫМ И ОПЕРАТОРНЫМ

§ 17.1. Метод наложения

1. Интеграл Дюамеля

Расчет переходного процесса при включении линейной цепи на 
напряжение и (t), являющееся любой функцией времени, может быть 
произведен методом наложения, если заменить кривую напряжения 
ступенчатой кривой (рис. 17.1). Тогда можно считать, что в момент 
времени t =  0  цепь включается на постоянное начальное напряжение 
и (0), а затем на ряд смещенных на равные промежутки времени Ах 
постоянных напряжений Аи в общем случае разной величины и имею­
щих положительный знак при возрастании напряжения и отрицатель­
ный при его убывании.
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Ток или напряжение любой ветви при переходном процессе можн. 
найти из суммы токов, вызываемых отдельными постоянными состав 
ляющими напряжения. Для применения этого метода необходим' 
предварительно рассчитать переходный ток или напряжение иссле 
дуемой ветви цепи по заданному постоянному входному напряжена

U0 или току /0 и найти зависиму! 
от времени п е р е х о д н у 1 
ф у н к ц и ю  К  (0 > связывающу1 
искомую и заданную величины 
Например, при включении цепи г, L 
на постоянное напряжение ток

Следовательно, переходная функ­
ция

В данном случае она имеет размерность проводимости и называется 
п е р е х о д н о й  п р о в о д и м о с т ь ю

Г (0 =  7 ( 1- е - 7 ) 1
Lгде т = ------постоянная времени этой цепи.

Для постоянного напряжения, включенного позже на время х, 
переходная проводимость

1 (К ( * - * )  =  -M l - e  х j .

Аналогичным образом определяется любая переходная функция 
К (t). Например, напряжение на индуктивности при включении цепи 
г, L на постоянное напряжение U0 и переходная функция соответ­
ственно равны:

Ui = U 0e~ ^ ‘ ’ К  (0  =  е_ j i '

В этом случае переходная функция безразмерна. Переходная функция 
в принципе сразу определяет выходную величину, так как дает чис­
ленное значение (но не размерность!) выходной величины, когда вход­
ная (U0 или /0) равна единице.

Составляющая переходного тока от напряжения и (0), включаемого 
в начальный момент, равна Y (t) и (0), а от скачка напряжения Аи, 
включаемого в момент х +  Ах, равняется Y (t — х — Ах). В резуль­
тате приближенное значение искомого переходного тока будет:

x = t

i (t) f ^ Y  (t) и (0) |- Yi Y (t — x — Ax) Au.
x = 0
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Точное значение тока i (t) получится при переходе Ах в пределе 
к бесконечно малым промежуткам времени dx.

Тогда
Аи du =  u' (х) dx, где и'  (х) - du (/) 

dt t ~ X
И ток

i ( t )  =  Y !t) «  (0) + jj Y ( t - x ) u ' ( x )  dx.

Это выражение называется и н т е г р а л о м  Д ю а м е л я .  При 
определении напряжения какой-либо ветви в интеграле Дюамеля 
вместо переходной проводимости должна стоять соответствующая пере­
ходная функция.

Далее в виде примера определен ток при включении цепи г, L на

затухающее по показательному закону напряжение и (t) =- Ue т, где 
Т — постоянная времени, характеризующая скорость затухания и (t). 
Переходные проводимости для этого случая даны выше, а

u{0) =  U, и(х) -Ue т, и'{х)- dU {х) _  U_ -  f  
‘ dx Т

После подстановки этих величин в интеграл Дюамеля и интегриро­
вания определяется искомый ток:

М ):

U

U + 1
t -  л:

1 —е

и_
гт — Те Т + Т- Т \ е

U\e — е

г[1 т!

В частном случае, когда т — Т, получается неопределенность, ко­
торая после раскрытия дает:

и  . t e L .

Во всех случаях переходный ток положителен и имеет максимум 
im, определяемый обычным образом. При т = Т

■ — Ч -f/я ег •

Применение метода наложения удобно также в тех случаях, когда 
напряжение, на которое включается цепь, представляет собой кусочно­
аналитическую кривую, имеющую разрывы. При этом переходный ток
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определяется как сумма интегралов Дюамеля за время отдельных 
участков и (/), причем в их первых членах У (t) и (0) напряжение 
и (0 ) равно разности приложенных напряжений после и до разрыва, 
с  которого начинается данный участок.

2. Импульсный интеграл Дюамеля

Метод наложения может быть также применен, если заданное вход­
ное напряжение и (t) представить в виде следующих друг за другом 
прямоугольных импульсов напряжения и (я) малой длительности 
Ал: (рис. 17.2) с последующим наложением выходной величины, напри­
мер тока цепи, от каждого импульса напряжения с учетом его величины 
и сдвига во времени.

Прямоугольный импульс (рис. 17.3) характеризуется интенсив­
ностью S =  U^At, равной произведению амплитуды импульса Uх на

0

U,
at t - a t

11
0 t

-U,
t

\
Рис. 17.3

его длительность At. Импульс с интенсивностью S = 1 называется 
е д и н и ч н ы м .

Один прямоугольный импульс может быть представлен алгебраи­
ческой суммой двух одинаковых скачков постоянного напряжения 
+ U1 и —и ъ  из которых второй возникает на время At позже первого. 
Тогда ток /х (/) от рассматриваемого импульса напряжения в момент t 
определяется с помощью переходной проводимости, которая для пер­
вого скачка равна У  ((), а для второго У  (t — At):

h  (t) =  Y( t ) I h - Y V - A t )  V,.
Если на цепь воздействует единичный импульс напряжения, т. е. 

UxAt = 1 , предыдущее выражение получает вид:

[ у  {t ) - Y ( t - A t ) \  =  U Q - n t zAl)'

При переходе к пределу At -► dt единичный импульс превращается 
в так называемую е д и н и ч н у ю  и м п у л ь с н у ю  ф у н к ­
ц и ю,  а ток

Y ( t ) - Y ( t - h t )

h  (ty-

д t-+dt
h ( 0  — Y' (t).
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Таким образом, аналогично численному равенству переходной про­
водимости Y (/) току от единичного скачка напряжения, при единич­
ной импульсной функции напряжения ток равен производной от Y (/). 
Поэтому Y'(t) называется и м п у л ь с н о й  п е р е х о д н о й  п р о ­
в о д и м о с т ь ю .

Для установления связи между искомым током i (t), заданным на- 
лряжением произвольной формы, разбитым на элементарные импульсы 
ц (х), и импульсной переходной проводимостью, можно идти тем же 
путем, как и при выводе интеграла Дюамеля, но проще это сделать, 
интегрируя его по частям:

/
i (t) =  У (*) и (0) +   ̂Y (t — x) и' (x)t dx =

о t
=  Y (t) и (0) +  У (0) и (t) - Y  (t) и (0) + \Y' (t — x) и (х) dx.

о
Отсюда получается и м п у л ь с н ы й  и н т е г р а л  Д ю а м е -  
л я: i

i (t) =  у  (0 ) и (t) 4 - $ У ' (t — X) и (х) dx.
о

В общем случае в импульсный интеграл Дюамеля вместо и (х) сле­
дует подставить заданную входную величину, а взамен У  (t — х) — 
соответствующую импульсную переходную функцию К' (t — х).

Далее в виде примера решается та же задача — определение пере­
ходного тока i (t) при включении цепи г, L на напряжение и (t) = 

t
= Ue т. Здесь

У (0  =  т (  u(x) =  Ue~7,

Y' (t — х) есть производная функции У (t — х) по ее аргументу 
t — х, или, что то же самое, ее производная по t:

1 -  —Y' (t — x) =  - j -e  * ,

где т =  у — постоянная времени цепи. Из-за наличия индуктивности 
У (0) = 0, ток
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Таким образом получен тот же результат, что и при применении 
первой формы интеграла Дюамеля, но вычисления в данном примере 
несколько упростились.

3. Область применения метода наложения

Из изложенного видно, что метод наложения позволяет найти вы­
ходную величину переходного процесса по заданной или полученной 
путем аппроксимации аналитической зависимости входной величины 
от времени. При этом следует применять ту форму интеграла Дюа­
меля, для которой подынтегральное выражение упрощается. Очевидно, 
что метод наложения применим только в случае интегрируемых функ­
ций.

§ 17.2. Спектральный метод

1. Прямое и обратное преобразование Фурье

В § 17.1 для расчета переходных процессов при включении цепи на 
непериодическое напряжение было применено его разложение на скач­
кообразные или импульсные напряжения с последующим применением 
принципа наложения. Эту задачу также можно решить, если предста­
вить непериодическую функцию в виде суммы гармоник.

Так как каждая гармоника ряда Фурье может быть записана в ком­
плексной форме (см. § 8 . 1 ):

a-k =  Akm sin ( Ш  +  =  Im Акте'ш
(Акт — комплексная амплитуда), весь ряд Фурье может быть также 
записан в комплексной форме:

F(a>t) =  Cn +  l m 2 l Abme!ka‘.
1

Коэффициенты этого ряда, т. е. комплексные амплитуды гармоник, 
могут быть определены из данных в § 13.1 выражений для В^т и С*т :

A k m  = ~ * == A  k m  COS - ) -  ] Л ^ т  s i n  =

=  В к т -\- jCkm =  —  ̂ f  ((&t) (sin k(dt -|- j  COS k(dt) d.<ot =
— Л

—f- л я

= — [ f  (tt>0 (cos kat — j  sin k(&t)d®t =  — ? f (at) du>t.JX 1 jX I
- Л  — Л

Комплексная амплитуда гармоники k периодической функции
9  -гг

/] (со^) = f  (t) с периодом Т = ~

+ L
i + Л  ^  2

=  4  § h ( Q i t ) e - ika,'t d(iil t =  î  [ f (t) e~ dt.
— л

-  2
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Непериодическую функцию можно рассматривать как предельный 
лучай периодической, у которой период Т стремится к бесконечности, 
'огда разница в частоте Дм между двумя соседними гармониками бу- 
ет стремиться к dco. Так как частота основной (первой) гармоники

= Дсо, она также стремится к dco. Частота /гсо! гармоники k должна 
ыть обозначена через со. Тогда общее выражение комплексной ам- 
литуды гармоники частоты со получает вид:

4 *  СО

^  (ш) =  ^  J / (0 е  /ы dt  =  ~  F (/со).
— ОО

Таким образом, воздействие на цепь непериодической функции 
' (t) может быть заменено суммарным воздействием бесконечно боль­
шого числа бесконечно малых гармоник, т. е. спектра Ат (со). Отно­
сительное значение амплитуд гармоник пропорционально комплексной 
функции частоты F (/со), имеющей вид интеграла Фурье:

F(/co) =  +f / ( f ) e - ' " '^
—  СО

и называемой с п е к т р а л ь н о й  х а р а к т е р и с т и к о й  или 
с п е к т р а л ь н о й  п л о т н о с т ь ю  ф у н к ц и и  / (t). Эта 
характеристика может быть записана в показательной форме:

F  (усо) =  /•" (со) е/+ (ш).

Тогда F (со) называется а м п л и т у д н о - ч а с т о т н о й ,  аг|з (и) — 
ф а з о - ч а с т о т н о й  х а р а к т е р и с т и к о й .

Преобразование f  (t) в F (/со), т. е. и р я м о е п р е о б р а з о в а ­
н и е  Ф у р ь е ,  возможно, если интеграл Фурье имеет конечное зна­
чение. Так как | e~/W | = 1, для этого достаточно, чтобы интеграл

- f -  СО

5 j f  ( t )  \dt <  оо ,
—  ОО

чего, например, не будет, если f  (t) — постоянная величина или сину­
соидальная функция.

Первым этапом спектрального метода расчета переходных процессов 
является преобразование оригинала / (t) в его изображение F (/со). 
Если U (/со) является спектральной характеристикой напряжения, 
спектральная характеристика тока / (/со) может быть найдена из закона 
Ома по известному комплексному сопротивлению Z (/со) или проводи­
мости Y (/со) цепи, в общем случае являющимися также комплексными 
функциями частоты. Тогда

1 №  =  ' Т Ш ==У
В общем случае при задании какой-либо функции с характеристи­

кой Z7! (/со), воздействующей на вход цепи, характеристика искомой 
Ьункции выхода

Fn (/со) = К  (joy) F, (/«),



где К  (/<о) — так называемая п е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  
При изменении частоты со передаточная функция изменяется и по вели 
чине и по фазе. В отличие от аналогичной величины — переходно 
функции, которая характеризовала переходный процесс при возде? 
ствии на цепь постоянного напряжения (см. § 17.1), передаточная фун> 
ция К  (/со) характеризует у с т а н о в и в ш и й с я  процесс при сину 
соидальном воздействии.

После определения спектральной характеристики, т. е. изображе 
ния искомой величины, должен быть найден оригинал. Для вывод 
формулы обратного преобразования F (/со) в / (t) может быть такж 
использован переход от дискретного ряда к непрерывному.

Ряд Фурье в комплексной форме имеет вид:
СО

f i М  =  f  (О =  0 > +  1ш У]
о

Учитывая, что мнимая часть любого комплексного числа F

l m F  = —щ -

(F — сопряженный комплекс), после переходов Т —*■ оо, k(al -v со 
и Akm Am (со) = ^  F (/<о) получают следующее значение неперио­
дической функции:

f ( t )  =
U J СО

2я

СО —  СО 1  - } -  CO

 ̂ F (/со) е/ш< da>-  ̂ F (/со) е'ш' d a  = ~  J F (/со) e/m/ rfco.

Постоянная составляющая (со = 0) учтена тем, что нижний предел 
исходных интегралов взят равным нулю.

Это о б р а т н о е  п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е  служит 
для получения искомой функции времени по ее спектральной харак­
теристике.

Необходимо отметить, что отрицательная частота имеет лишь мате­
матический смысл. Она возникла в результате замены синусоид показа­
тельными функциями e±i№‘.

2. Пример применения спектрального метода

В качестве примера рассматривается переходный процесс включения 
цепи г, L на прямоугольный импульс напряжения U продолжитель­
ностью т0. После окончания импульса контур остается замкнутым.

Для упрощения удобно представить импульс существующим с мо­

мента времени — ~ до -4- у  (рис. 17.4, а). Так как вне этого промежутке
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лемени / (/) = 0, интеграл Фурье вычисляется только для

2 2 '

+  Т-°  ^ 2
. /Wdt-- и

- /  со
То

2

+  - ° -  

2

. (dtp . СОТ0

2 U  е  2 —  е 1 2
sin сот0

--2U -
со 2 /

Это и есть спектральная плотность, которая в данном случае веще- 
:твенна и изображается вектором, совпадающим с осью вещественных.

Следовательно, фаза спектральной плотности равна нулю, когда дробь
sin

сот0
--------  положительна, и равна л, когда эта дробь отрицательна. Ам­
плитудно-частотная характеристика, очевидно, равна:

сот0MJf
i/ ( c o ) = 2 £ 7

откуда U (0) = Uт0. Амплитудно-частотная и фазо-частотная харак­
теристика изображены на рис. 17.4, б.

Так как сопротивление цепи Z (/со) = г -f /coL, спектральная ха­
рактеристика тока

, , .  . U (/со) 2 U  . сот0I (/со) =  -а)! ’ = — . , . s i n— . 
u  ' Z (/со) со (г  /соL )  2

Переходный ток находят с помощью обратного преобразования 
Фурье:

+  СО -|- с о

— СО — 00
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что требует вычисления интеграла сравнительно сложной функции 
Решение этой же задачи методом наложения (включение цепи на напрг 
жение U при t = 0 и на — £/при t =  т„) значительно проще.

Если требуется найти напряжение uL (/) на индуктивности, то, та
как

UL =  - ! m-Lr (J,L Г + /0)1

передаточная К. (/со) и спектральная Uj (/со) функции получают ви,

к №  = т т й г 1 Ul (/ш) =  К (/со) U (/Чо)-

Определение искомого напряжения

- f -  ОО

1 I* ZjLUe- t^  cqt0 .
“ПО =  2Н i  7 r a r s m T - dt0

также связано с вычислением интеграла.

3. Область применения спектрального метода

Как видно из изложенного, непосредственное применение спектраль- 
'ного метода имеет следующие ограничения:

1) он может применяться только для абсолютно интегрируемых 
функций;

2 ) этот метод принципиально не учитывает начальных условий, поэ­
тому он применим только для задач с нулевыми начальными усло­
виями.

Некоторые искусственные приемы позволяют обойти эти ограниче­
ния, но при этом расчеты еще больше усложняются. Как было видно 
из рассмотренного примера, наиболее трудным этапом является обрат­
ное преобразование, связанное с интегрированием сложных функций. 
В ряде случаев интегралы не берутся и приходится прибегать к при­
ближенным расчетам. Очевидно также, что спектральный метод как 
разновидность метода наложения применим только для линейных 
цепей.

Ценность спектрального метода заключается в том, что расчет 
переходных процессов сводится к расчету установившихся режимов 
в цепях синусоидального тока и, следовательно, к возможности полу­
чения ответа без составления и решения дифференциальных уравнений. 
Задачи могут быть решены при помощи определенных из опыта или 
заданных аналитически или графически амплитудно-частотных харак 
теристик входных напряжений и токов цепи и передаточных функций 
Этот метод в чистом или приближенном виде широко применяется в тео 
рии автоматического регулирования и радиотехнике.
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§ 17.3. Операторный метод

1. Прямое и обратное преобразования Лапласа

Пусть функция f  (t), равная нулю при t <  0, не удовлетворяет ус- 
ювию абсолютной интегрируемости. Тогда преобразование Фурье к 
(ей неприменимо. Если образовать вспомогательную функцию

Ф (*) =  /(*)е -в<,

'де ст — положительное вещественное число, и взять о достаточно 
большим, Ф (t) для большинства функций f  (t) будет настолько быстро 
убывать на бесконечности, что

+  со

5 j Ф (t) I dt <  оо ,
— со

т. е. условие абсолютной интегрируемости будет выполнено. Тогда 
к Ф (t) могут быть применены преобразования Фурье.

Прямое преобразование после подстановки значения Ф (t) и замены 
нижнего предела — оо на нуль, так как при t << 0  функция / (/) = О, 
получает вид:

СО СО со

5 Ф (t)e->m‘ d t =  \ f ( t ) e - ate~M d t =  \f dt =  F ( o +  jco).
0 0 0

Если обозначить через p  комплексное число а  +  /со, называемое 
о п е р а т о р о м ,  предыдущее выражение будет:

ОО

5 f(t) в- pt dt  =  F(p),
о

здесь в левой части стоит и н т е г р а л  Л а п л а с а .  Полученное 
соотношение называется п р я м ы м  п р е о б р а з о в а н и е м  
Л а п л а с а. С его помощью находят о п е р а т о р н о е  и з о б ­
р а ж е н и е / 7 ^)  о р и г и н а л а /  (t).

Обратное преобразование Фурье для функции F (а +  /со) может 
быть получено из формулы для обратного преобразования F (/со), 
если заменить F (ju>) на F (а + /со) и, соответственно, пределы ±  оо 
на а ±  /оо:

ст- f /со

5 F( o  +  f ( o ) e ,a/d со.
а — jco

После умножения левой и правой частей на е°\ замены dco на равное 

ему j d ( a  +  /со) и подстановки а  +  /© = р  получается о б р а т и  ое 
п р е о б р а з о в а н и е  Л а п л а с а

а +  j  со

i  J  F w e ' d P =i i t ) ,2 n j
а  — /со
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позволяющее найти оригинал по изображению. Связь между оригинз 
лом и изображением условно записывается так:

Как видно из вывода, преобразования Фурье являются частнь; 
случаем преобразований Лапласа для случая, когда комплекс р = о  - 
+  /а» становится мнимым числом j w. Поэтому применимость интеграл 
Лапласа шире, чем интеграла Фурье, так как не накладывается требе 
вание абсолютной интегрируемости функции / (/). Последняя должн. 
лишь удовлетворять условиям Дирихле.

Прямое преобразование Лапласа весьма широко применяете; 
для расчета переходных процессов, так как операции с изображениями, 
как будет видно далее, достаточно просты. Для обратного перехода 
от изображений к оригиналам в большинстве случаев не используется 
сложное обратное преобразование Лапласа, а применяется более про­
стой прием, обоснованный далее.

Рассматриваемый метод получил название о п е р а т о р н о г о .  
Первой работой, в которой применялись преобразования Лапласа для 
решения дифференциальных уравнений, была монография Ващенко- 
Захарченко, опубликованная в 1862 г. В конце XIX века Хевисайд 
впервые успешно применил операторный метод к расчету электромаг­
нитных переходных процессов, но не дал его обоснования. Дальней­
шему развитию и обоснованию операторного метода были посвящены 
многочисленные работы зарубежных и советских ученых — Карсона, 
Вагнера, Эфроса и Данилевского, Лурье и др.

2. Операторные изображения простейших функций

Из основных свойств определенных интегралов вытекают следую­
щие два следствия для изображений. Если известны изображения 
нескольких функций

f i (0 =  Fi (Р), h  (О =  Р2 (р) .........М О  ^  Fn (р),
то

■ 1

т. е. изображение суммы функций равно сумме их изображений.
При А = const

Af(t )  =  AF(p),
т. е. при умножении функции на постоянную величину изображение  
функции должно быть умножено на эту величину.

Изображение постоянной величины
сс

A i f ( p ) =  [ Ae~p/dt =  — — le~p' f  = —,
v ' j  P о p ’

0

т. e. изображением постоянной является она сама, деленная на р.
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Изображение показательной функции
с о  СО

* Ф Р ( Р ) =  J ea l e - p‘ d t =  j  e-U>-a)‘ dt =  —  ^ ’ е - (p-о) / ____]_
о р  — а

о о

Из этого соотношения могут быть найдены изображения следующих 
функций:

1 1 ~ - at _  •_ 1 1 ^1 —е'  р +  а '  • р р +  а р(р  +  а) '

e'mt =  cos сог1 +  j  s in  со/ = —1 ‘ • П — ffil п2 -р  —  /Ш р2 +  С0а '

s in  со/ === — s-, cos сог1■ р2 +  ш2 ’ • р 2 -(- <в2 1

sin (со/-Ь^) =  cosi|) sin со/ +  sin i)5 cos со/ =  у  cos 1 4 -р _si_n ф
р2 +  ш2

s in  со/ е~а‘ =  ~  [е<-а/+ /ш̂  — e (- a- /m)/] =  , 1 .---------  ̂ =
2/ 2/ \р +  а  — /ш р + а  +  /<вУ

(р +  а )2 +  ша ’

cosco/e-a, =  -^[e(-a+/l“ ) 4 e (-°-/“ )/J •' ' - у  '• . + 1
2 \ р +  а  — /ш ^  р +  а +  /<в / 

р +  а
(р +  а)2 +  ш2 '

В справочниках приведены изображения многих других функций.

3. Изображения производной и интеграла функции

Если известны начальное значение / (0) функции f  (/) и ее изображе­
ние / (/) =  F (р ), то изображение производной f  (t) можно получить, 
интегрируя по частям:

ОО СО

=  \ f ' ( t ) e - ptdt  =  \ e~pt d f  (/) =  
о о

оо
=  I е- ptf (t) |“  +  p \ e- "  f  (t) dt  = pF (p ) -  f  (0) =  p [F (p) - Ш ] ,

0
так как | f  (/) &~pt I<=00 = 0 .

Изображение второй производной

f "  0() Ф р [ р Р  (P ) - f ( 0 ) \  - f  (0 )  = p 2\F(p) - Ш  _  ф ]  

и аналогично изображение производной n-го порядка:

Особый интерес для практики представляет случай, когда началь­
ные значения функции и ее производных равны нулю. Тогда

Г  (0 =  PF (Р), г  (0 = P2F (р), . . . , / ( " ) ( / ) =  P*F (р ).
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Изображение 'F (р ) определенного интеграла

\f ( t )  dt  =  y i t )
о

можно найти по известному изображению подынтегральной функции 
/ (0 =?= F {р) из следующего сопоставления:

y ’ ( t )  =  f ( t )  =  F(p)  и Ф '(0 = ^ ( р ) - т р ( 0 ).

Следовательно, так как начальное значение интеграла ф (0) = 0,
t

Fi p)  =  pVip)  и ^ f ( t ) d t  =  4 ( p )  =  ? M .
о

Изображение неопределенного интеграла можно найти, выражая 
его через определенный с переменным верхним пределом t

Ф (0  =  J f Ц) d t =  J f (*) dt +  ■Ф (0 ) = ^  ^ .
6

Таким образом, ненулевые начальные условия учитываются в вы­
ражениях для изображений. При нулевых начальных условиях диффе­
ренцирование и интегрирование оригиналов заменяются умножением 
и делением изображений на оператор р, подобно тому как умножение 
и деление чисел заменяется более Простыми действиями — сложением 
и вычитанием логарифмов чисел.

4. Законы электрических целей в операторной форме

Пусть цепь с последовательным соединением г, L, С при ненулевых 
начальных условиях включается на напряжение и (t). Тогда

L -f- ri. +  ^  ̂ Ldt =  и (t).

Переход от i (t) и и (/) к их изображениям / (р) и U (р) превращает 
интегро-дифференциальное уравнение в алгебраическое:

Lpl  (р) -  Li (0) +  г !  ip) + ' - i ( p )  + ? £E =  Uip) .
Отсюда

ис  (0)
U ( p )  +  L i (  0 ) -  с

r +  L P +  ~

Это выражение представляет собой аналог закона Ома в оператор­
ной форме для переходного процесса при ненулевых начальных усло-
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Виях. В знаменателе стоит о п е р а т о р н о е  с о п р о т и в л е ­
н и е :

-7  / \ I т I 1 LCp2 +  rC p - \ - 1 Z(p)  =  r + Lp +  u -p = - ^ - T -p------ .

Оно может быть получено из комплексного полного сопротивления для 

синусоидального тока Z =  г +  /coL +  заменой /<о на р, что соот­
ветствует переходу от преобразования Фурье к преобразованию Л ап ­
ласа.

В частном случае нулевых начальных условий, т. е, при i (0) =  0 
и и с (0) =  0,

и р \ =  Ш .(Р> г (р) '

В общем случае сложной цепи ее операторное сопротивление имеет 
аналогичный вид:

7 _а0Рй + OlP11"" 1 + • • • + Яд
+ M  ■

Как показано далее (см. § 19.2), степени а и р  могут отличаться не 
больше, чем на единицу.

Операторное сопротивление Z (р) и операторная проводимость
У (р) =  такж е могут рассматриваться как операторные переда­
точные функции. При нулевых начальных условиях передаточной 
является операторная функция К  (р ), на которую надо умножить функ­
цию Fx (р) — напряжение или ток на входе, чтобы получить функцию 
F2 (р), характеризующую выходную величину:

Ft (p) =  K ( p )  F-i (р).
Вид функции К  (р) совпадает с рассмотренной функцией К  (/®). 

Последняя является комплексной частотной характеристикой переда­
точной функции.

Законы Кирхгофа в их первой форме 2 гй =  0 и --= 0 могут быть 
записаны в операторном виде:

2 Ы Р )  =  о, 2 : и „ ( р )  =  0.

Второй закон Кирхгофа в операторном виде для второй формы его 
записи при нулевых начальных условиях и отсутствии взаимной ин­
дукции имеет вид:

2 « М р )  =  2  2* ( p ) h ( p ) .

В общем случае этот закон записывается следующим образом; 

V  ( р )  +  Lkik (0) dz Mkqiq (0 ) ==

"=£[Zk (Р) h  { p )± M kqplg(p)},
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где Lkik (0) и Mkqiq (0) — изображения начальных напряжений, урав­
новешивающих э. д. с. само- и взаимоиндукции;
UCk (®) ~— --------изображение начального напряжения на емкости;
± Mkgplg  (р) — изображения напряжений взаимной индукции. 

Правило знаков дано в § 11.3.
При расчете переходных процессов в сложных цепях операторным 

методом составляется алгебраическая система уравнений для изобра­
жений по законам Кирхгофа или по методам, из них вытекающим: 
наложения, контурных токов, эквивалентного источника и т. д. При 
этом необходимо учесть ненулевые начальные условия. Решение си­
стемы уравнений дает изображения искомых токов и напряжений. Эти 
изображения, как видно из приведенного примера, имеют вид рацио­
нальных дробей.

Д ля перехода от изображений к оригиналам можно использовать 
таблицы, подобные приведенным в п. 2 этого параграфа. При отсут­
ствии этих данных может быть применено обратное преобразование 
Лапласа, а для большинства функций, встречающихся в электротех­
нической практике, — более простое преобразование, основанное на 
теореме разложения.

5. Теорема разложения

В большинстве случаев изображение представляет собой такую ра­
циональную дробь:

Ф (Р) а о Рт  ~Ь a l P m  ~ 1 ~f~ • • • а т  
F ( р )  Ь0 р п  4 -  Ьгр п  - 1 + . . .  +  ’

у которой т  <  п, а к и bk — вещественные числа, а корни ри р ъ  . . . ,  рп 
уравнения F (р) =  0 не кратны и не равны корням уравнения ф (р) =  
=  0. Тогда дробь может быть разложена на простые дроби:

ф ( р ) _______________Ф_(_Р)___________________ А у  А 2 А„
F  (Р)  {р — P i )  (р — Рг )  ■■■ ( р  — Рп )  P — P i  р  —  Рз ' Р — Р п '

Для определения коэффициента Ак следует обе части равенства ум ­
ножить на р — pk:

(р -  ( И к + "  • + + " ' + Ш
и устремить р  к рк. Тогда левая часть превратится в Ак, а правая —

ов неопределенность д-, раскрытие которой дает:

1 - m ( п  Ч l i m  ^  _ Ф (Рк)Аь — Ч> (Pk) п т  — --------------

P ~ Pk T p F ( p )
Следовательно,

п
Ф(Р) V  Ф (Рь) 1
F ( p )  ^ f ( P k )  P - P k  ’
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i так как — L _ d = e p̂  (см. п. 2 § 17.3), то
P — Pk  v д

П
<Р(Р) ^  V  Ф ( Рк )  р Рк ‘
F (р) -ZjF'(P*) ‘I

Это и есть т е о р е м а  р а з л о ж е н и я ,  позволяющая по изоб- 
ажению в виде рациональной дроби найти оригинал, равный сумме 
оказательных функций времени, умноженных на постоянные коэф­

фициенты. Если при этом один из корней F (р ) равен нулю, соответ- 
-■твующая показательная функция превращается в постоянную вели- 
ш ну.

6. Примеры применения операторного метода

Далее приведен ряд примеров расчета переходных процессов с пере­
ходом от изображения к оригиналу по таблицам и теореме разложения. 
Некоторые из этих задач решены другими методами, что позволит оце­
нить эффективность операторного метода.

1. При включении цепи г, L на затухающее по показательному за-
t

кону напряжение и (/) =  Ue г его изображение и операторное сопро­
тивление цепи будут:

Ue г = — Z(p)  =  r + Lp.
Р +  уГ

Изображение тока  
и

1 и
1(Р)- Ш - Р + Т -  L ______ к______

U > 2  (р) r +  Lp /  , 1 \  /  , 1 \  а , /  1 , 1 \  , 1
р+т ) { р+Т)  Р + [ т + Т ) р+ъ

представляет собой рациональную дробь. Корни знаменателя и его 
производная, соответственно, равны:

Pi  =  — Y ’ Рз  =  —  т>  F ' ( Р ) = 2Р +  ( т  +  Т

p ' ( P i ) = | - r '  f ' ( p J = - ( ^ ~ t

и по теореме разлож ения оригинал

и и I -  -  -
L ~т , L -■* U\e т —  е T Jг(0 = - г- ^ те  7 Н--- ту—— р- е г =

т Т ' г  т)  \ [ т )

1то совпадает с решением методом наложения в п. 1 § 17.1.
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2. При включении цепи г, L, С на постоянное напряжение t/0 npi 
нулевых начальных условиях 

Uo
р u a I Uq со

П р ) - , , , 1 Z- ,  . г 1 aL ! г \а . 1 
r  +  i.p  +  c ^ P + L P +  LC \Р  2 l j  ^  LC  \ 2 ly i

Правая часть этого выражения совпадает с изображением sin (at е~а< 
приведенным в п. 2 этого параграфа, если принять

а = 2Т- ®2 =  Гс ~ (г т )2’ 

причем со — вещественное число. Следовательно, ток

/(/) =  ̂ “ е  ̂sin си/,

что совпадает с результатом, полученным в § 15.4 классическим мето­

дом для случая г  < 2  ~ Д ля случая г >  2 'J/' ~ полученное вы­
ражение можно преобразовать, подставив значение со, которое в этом 
случае будет МНИМЫМ ЧИСЛОМ.

Д ля перехода к оригиналу можно такж е применить теорему раз­
ложения. Здесь

Ф(Р) =  Х -  F (Р) =  Р2 +  т  Р +  Г с ’ F> (Р) =  2Р +  т -

Уравнение F (р) =  0 имеет корни

_  _  Л  1 f  II _  J_Р1.2 2L У 4L2 LC.'
Тогда

F' (pm ) =  2 ( -  s i  ±  ] / • £  - T c )  + T  =  ± 2 V  Й  ~  1C 

и оригинал по теореме разложения будет:

I* Чл 
i (i) — р—-■- = -    ̂  r= r- =  -U1 — _ = - (e',,< — ел 0.

K 4L2 LC К 4L3 LC |/ Ш  LC

что такж е совпадает с решением, полученным ранее классическим ме­
тодом.

3. Примером расчета переходных процессов при ненулевых началь­
ных условиях может служить задача на короткое замыкание цепи г, 
L, С, ранее включенной на синусоидальное напряжение и (t) = 
=  Um sin ( с о t +  1]з).

В момент замыкания при t =  0 приложенное напряжение и (/) ока­
зывается отключенным от цепи, т. е. и (0) =  0 и U (р) =  0, а ток цепи
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f напряжение на емкости, соответственно, равны:

i (0) =  /m sin ('ф — ф),

и с  (0) =  Uc m  sin ftp — ф — y ) =  — UCm COS — ф).

огда изображение тока
(cos Ф — ф)

LIm Sin (ф “  ф) Н---------- ----------
Ц р )  = --------------------------- j—  —

r+Lp+c-p
и Ггп

p l m Sin (Ijj — ф) Н— -J -  c o s ( i p - c p )  ^

p2+ T p + ZX F(P)
Знаменатель F (р) этой рациональной дроби и его корни рх и р2 

те же, что и в предыдущей задаче. Тогда по теореме разложения пере­
ходный ток цепи

\ ~ к  + Y  ^ ) / т (3т (^ - ф )  + ̂ с о 5№-ф ) ^  (
I (t) — — ------- — е 1 -+-г2 1V 4I 2 LC

+
4L 2 LC

В зависимости от знака подкоренной величины ток будет иметь 
апериодический или колебательный характер.

4. Примером расчета переходных процессов в цепях со взаимной 
индукцией может служить задача включения трансформатора на по­
стоянное напряжение, решенная в п. 3 § 15.5 классическим методом.

Замена в системе уравнений трансформатора для синусоидального 
тока (см. § 11.4) /со на р, а комплекса приложенного напряжения О
на изображение ^  постоянного напряжения U0, сразу дает систему
уравнений для изображений:

( f i  + LiP) I 1(p) +  M p l2(p)-=Û ,

(r2 +  L2p ) I2(p) + M p l1(p) =  0.
Решение этой системы:

/ (п\ — Ч°._____________ Цр  +  Г2_______________ ф (р)
р (LiZ-2— М 2) р2 +  (riL2 +  r2L1) p - K i r j  П р Г

Уравнение F (р) =  0, помимо отрицательных вещественных корней 
Oi и р2, совпадающих с корнями характеристического уравнения при 
Решений классическим методом, имеет корень р0 =  0, который при под­



становке в формулу теоремы разложения даст принужденный ток /0 -
=  у .  Две другие составляющие тока (t) являются экспонентам

с показателями р^  и p2i.
Знаменатель изображения тока

/2 ( Р ) - (LiL4 — М2) р2 + (/■ -i L2Jr r iLi) р~{-г1г2

не имеет корня, равного нулю, следовательно, ток i2 (t) содержа 
только две экспоненты с теми же показателями.

5. Рассматривая включение цепи г, L на переменное напряжени-
и =  Um sin (mt +  г|з), следует его заменить комплексом Um -  
=  £/т е/(ш/+,}') =  1Уте'а‘, а последний — операторным изображенное

U  ( р )\Г) р -- а̂)

Так как операторное сопротивление Z (р) = Lp г, изображение 
тока

/ /п \ _U  (Р ) ______&т________ __________Um________  _ Ф (Р)
1 Z (р) (р — /(о) (Lp +  г) Lp2 +  (г — /toZ,) р — /tor F (р)'

Корни и производная знаменателя f  (р) имеют вид:

Pi =  M  P2=“ — х> (p) =  2Lp +  r — jaL ,

F' (Pi)=*r +  j®L, F' (р2) =  — r — jaL.
В соответствии с этим теорема разложения дает

• -  г*
нп\ -  - f  Ume -

после чего можно перейти к мгновенному значению тока

1W “  ТГ- г 1 у 7 и  [s in  (ш/ +  Ч>— ф) — sin(^ — ф) е~ ь ' ]У г2 -f (<в£)а ’

совпадающему с решением классическим методом в п. 5 § 15.2.

7. Применение операторного метода

Из теории и примеров видно, что операторный метод, как и класси­
ческий, может применяться для расчета переходных процессов только 
в линейных цепях. Операторный метод имеет следующие достоинства:

1) он обобщает методику составления уравнений и расчета цепей 
при переходных процессах (р =  о  +  /со) и установившихся режимах 
постоянного (р =  0) и синусоидального переменного (р =  /о) токов;

2) благодаря алгебраизации дифференциальных уравнений или 
применению операторных изображений и известных из теории устано-
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ившихся режимов методов расчета цепей, получение уравнения для 
зображения искомой функции весьма упрощается;

3) отпадает необходимость определения из начальных условий 
:)Стоянных интегрирования, свойственная классическому методу; 
’>чальцые условия учитываются в операторных изображениях.

Вместе с тем как  операторный, так и классический методы требуют 
!шения того же самого характеристического уравнения, что затруд- 
1тельно при высокой степени последнего.

Г Л А В А  В О С Е М Н А Д Ц А Т А Я

ОБОБЩЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

§ 18.1. Основные положения

Как было показано, все методы расчета линейных электрических 
цепей основаны на законах Ома и Кирхгофа и аналогичны для устано­
вившихся режимов постоянного и синусоидального тока и для переход­
ных процессов. Они заключаются в составлении и решении системы 
алгебраических уравнений, связывающих напряжения, токи и сопро­
тивления (проводимости) ветвей цепи, причем при постоянном токе это 
реальные величины U, /, R или G, при синусоидальном—символические 
(комплексные) изображения О, /, Z или У, а при переходных режи­
мах — операторные изображения U (р), / (р), Z (р) или У (р). После 
решения системы уравнений для установившихся синусоидальных и 
для переходных процессов осуществляется переход от символических 
и операторных изображений искомых величин к их оригиналам — 
реальным мгновенным значениям напряжений и токов.

В сложных цепях с большим числом ветвей и узлов система урав­
нений содержит большое число неизвестных и ее приведение к урав­
нению с одним неизвестным путем исключения остальных неизвестных 
может оказаться весьма громоздким. Далее вкратце рассматриваются 
основы расчета цепей с помощью обобщенных аналитических и тополо­
гических методов решения систем таких уравнений.

§ 18.2. Метод определителей

Этот известный из курса математики метод особенно удобен для 
решения системы однотипных уравнений, составляемых по методам 
контурных токов или узловых напряжений. Так, полученная в § 3.9 
система уравнений для цепи с jV-контурными токами, переписанная 
для синусоидальных токов с заменой буквенных индексов цифровыми:

Zn f  1 ^12^2 • • ■--ZiNIf\[ =  I
---- 2 2i / i - ) -Z22̂ 2 •••----Z 1^ I f ^ = S i , /«o It

■— Z\'i /1 — ZNJ  —. • • ~b Z\'\jI ,v — <% ,v>
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(.Zu , Z22, ... — контурные сопротивления, Z12, ZlN — общие cc 
противления соседних контуров), имеет однотипные решения для все 
контурных токов. Например, контурный ток

I ! =  д- (Ац!#j +  А21̂ 2 +  • • • +  Ад’1^Л’) •

Здесь определитель системы
Z 11, Z „, • . .  Z 1V

А = Z 211 z 22, . • Z 2V

Z\r I, Z,v2, • ■ 2д',у

а А;к — алгебраические дополнения этого определителя с вычеркну' 
тыми строкой i и столбцом к, умноженные на (—l) iTi.

Далее приводится решение этим методом системы уравнений для 
контурных токов цепи рис. 7.21, а, решенной в § 8.3:

Za â — ZAB! tl =  0, — ZBaI д +  ZBI в =  0 .

Определитель системы:
д _ Z;1, — ZaB _

— Zba> ZB
=  ZAZR-  z\B= (Z ,+ z 2) ( z ,  +  z 3) -  z ; = z  z 2 +  z 2z ,  +  z 8z , .

Алгебраические дополнения

AU =  ZB (—  1 )1+1 =  Z2 +  Z3, A22 =  ZA (—  1)2+2 = Z j  +  Z 2,

Al2 =  = -
Искомые токи

h = L - Zz+Zs 0 + h o

ZAB{— l ) ^ 2 =  z 2. 

z2
Zi Z2 -f- Z2Z3 -f- Z a Zj

f ? z2 Л , zt + z2 
1з =  1 в = ~Е U_1-----д

12—— L + i 3=  — й  4-

и  =

Zi + 22

Zi +  Z2
ZiZ2+  Z2Z3-(- Z3Z] и ,

Zi
ZtZ2 Z2Z3 +  Z3ZJ £/.

§ 18.3. Матричный метод

Матричный метод, использующий матричную алгебру, позволяет 
получать и записывать системы уравнений электрической цепи в ком­
пактной и наглядной форме, удобной такж е для вычислительных ма­
шин.

Далее матричный метод изложен на основе системы уравнений кон­
турных токов (18.1). В такую систему входят три группь 
величин: искомые величины /ь свободные члены и коэффициентt 
Zik при неизвестных. Индексы i и к принимают все значения от 1 до М
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е Л/ — число уравнений, поэтому число коэффициентов Zik равно
2. Первый индекс соответствует номеру строки, второй — номеру 
олбца.

Каждую из групп искомых и свободных величин можно записать 
виде таблицы, называемой с т о л б ц о в о й  м а т р и ц е й ,  от- 
чаемой двойными чертами с обеих сторон или ее условным символом 
5иде одной буквы жирным шрифтом:

1—1 К

i  = и И ё  =

I n <§\'

Таблица коэффициентов Zik должна иметь столько же строк, сколь- 
со и столбцов, т. е. является к в а д р а т н о й  м а т р и ц е й :

Zj.ii 1 N , —  Z\u

г = Z 21, Z2 2, • • • > —  Z2.v

— —  Z.N4, ■ • . T.NN

Хотя запись матрицы Z подобна записи определителя Д, матрица 
является набором отдельных элементов, определитель же равен опре­
деленному числу при данных значениях его элементов.

В матричной алгебре показывается, что при умножении квадратной 
матрицы Z на столбцовую I с тем же числом строк каждый элемент 
произведения получается как сумма попарных произведений всех эле­
ментов строки i квадратной матрицы Z на соответствующие элементы 
столбцовой матрицы I. Следовательно,

h  
L

‘ N

Zlli — z 1.2) . . i —  Z\N
2 2i , Z22, • • , — Z2n

I 1 N 
' 

> 1 N • i Znn

Zn '[ j Z12/2 • •• —Zja//n «*1

Z2i /1 -f- Z j % •. • — Z2nI N = s .

Zf/il 1 ZnxI 2 . . -f- Z.vAz/yv ё  ft
". е. уравнения по методу контурных токов в краткой матричной форме 
записи имеют вид:

z i = 1
то уравнение решается с помощью обратной матрицы Z '1, которая, 
/дучи умножена справа или слева на Z, дает е д и н и ч н у ю  м а - 
P  и  ц у:

Z Z - 1 =  Z - 1Z =  1,
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т. е. матрицу, все диагональные элементы которой равны единии 
а все остальные — нулю. В матричной алгебре доказывается, ч

А щ Д 21, . . • . A tf l

z ' 1 = x
A j2)

<1 ■ ) А дг2
л

A i N> A 2ly ,  . • 1 A AW

где А — определитель исходной матрицы, а А,-* — его алгебраическ 
дополнения. Тогда

z-iz/ = i/ = i = z ig,

т. е. для получения матрицы тока надо умножить Z - 1 на 8 по правила 
умножения матриц:

/' 1 i  +  A 21<tf 2 ■■ +  Адч^л»

{ 2 1
— A

A i2 ^ i  -f- A 2a<? 2 ~t~ • • • +  Ддг2^  N

' I n AlA '<o 1 +  A +  . ■ • 4" Ддгдг<̂  N

Отсюда получаются все контурные токи путем приравнивания одно­
именных строк обеих матриц:

j  1 =  ■д 4~ А21<?2 + . . .  +  Ад'1 JV ) и т. д.

Аналогичным образом решается матричное уравнение YU =  J, 
составленное по методу узловых напряжений (см. § 3.10).

Матричный метод может быть применен и для составления, и для 
решения системы уравнений по законам Кирхгофа. Первые строки 
квадратной матрицы в зависимости от наличия токов и их знака-, входя­
щих в уравнения по первому закону Кирхгофа, состоят из элементов, 
соответственно равных 0, или + 1, или —1. Остальные ее строки, соот­
ветствующие уравнениям по второму закону Кирхгофа, состоят из 
сопротивлений — коэффициентов при токах в этих уравнениях. Умно­
жение квадратной матрицы на столбцовую матрицу токов дает пра­
вую столбцовую матрицу свободных членов всех уравнений, т. е. 
систему всех уравнений по обоим законам Кирхгофа.

Например, система уравнений цепи постоянного тока рис. 3.12, 
полученная в п. 2 §  3.5 по законам Кирхгофа обычным способом, в ма­
тричном методе имеет вид:

1, - 1 , -  1, o, 0, 1 h 0
- 1 , 1, 0, - 1, 1, 0 I , 0

Rv R°, 0, o, o, 0 Is St ~ i 2
0, -— *3> — Ri, 0, 0 Л #2
0, 0, — R3, 0, 0, - R a h
0, 0, o, Ri, - t f a . 0 0
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ли, обозначая квадратную матрицу через А,
А1 =  8, откуда 1 =  А_18.

Отсюда видно, что для определения токов ветвей нужно аналогично 
5тоду контурных токов составить обратную матрицу А-1 из опреде- 
гтеля и алгебраических дополнений, умножить на нее столбцовую 
атрицу g  и приравнять одноименные строки этого произведения и 
олбцовой матрицы токов I.

§ 18.4. Топологический метод

Схема электрической цепи, состоящая из узлов и ветвей, представ- 
•яет собой геометрическую фигуру, свойства которой не зависят от ее 
■еометрических размеров и вида очертаний. Поэтому т о п о л о г и  я — 
раздел геометрии, посвященный свойствам таких фигур, может быть 
использован для анализа электрических цепей непосредственно по 
структуре их схем.

Топологический метод расчета цепей изложен далее без вывода 
основных формул на примере цепи синусоидального тока с источником 
напряжения О, приключенным к одной паре узлов цепи. Тогда ток / 
любой ветви цепи может быть определен с помощью п е р е д а ч и

т 1 l___ £  s iA’k 
й  а

Значение числителя этой дроби будет разъяснено далее. Знамена­
тель А — определитель системы уравнений, связывающих напряжения 
и токи исследуемой цепи (см. § 18.2) — в топологическом методе вы­
числяется без- составления этих уравнений по формуле А =  2  5*А*. 
Тогда

т S  S'kb'k 
ij Sк&ь

где 5* — величина п у т и k по ветвям цепи между произвольно выб­
ранной парой ее узлов, вдоль которого узлы данного пути встречаются 
не более одного раза, равная произведению проводимостей этого пути; 
Sit — величина п у т и  п е р е д а ч и ,  содержащего узлы источ­
ника и ветвь искомого тока, равная произведению проводимостей вет­
вей пути передачи; А* и А* — соответственно а л г е б р а и ч е ­
с к и е  д о п о л н е н и я  п у т и  и п у т и  п е р е д а ч и ,  рав­
ные определителям цепей, остающихся после короткого замыкания 
ветвей этих путей. Алгебраические дополнения равны единице, если 
путь содержит все узлы первоначальной схемы. При вычислении Sk и 
Aft источник напряжения замыкается накоротко.

Произведения, суммируемые в знаменателе и числителе выражения 
У1я Т, вычисляются, соответственно, для всех путей Sk и для всех пу- 
ей передачи S*.

Далее для примера определяется передача в мостовой цепи перемен­
н о  тока (рис. 18,1) от напряжения О источника, подключенного к у з ­
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лам Л и С, к току /4 в ветви с проводимостью У4. Положительное нг 
правление этого тока совпадает с заданным направлением напряжени 
источника.

В этой цепи два пути передачи от узлов А и С источника к ветЕ? 
У4. Величина первого пути передачи по ветви Уа равна = УаУ 
При коротком замыкании этого пути передачи для определения ал г 
браического дополнения А' узлы A, D, С соединяются вместе, образу 
с узлом В одну ветвь, состоящую из параллельно соединенных пров< 
димостей Уъ У, У2. Следовательно,

Aj =  У\ +  У +  У 2-
Величина второго пути передачи по ветвям Ух и У равн

5.а =  УтУУ4. При коротком замыкании этого пути все четыре узл* 
объединяются, а тогда алгебраическое дополне- 

8 ние этого пути передачи Дг =  1.
Пути Sk и их алгебраические дополнения А*, 

определяются для пары узлов В и D. При опре­
делении узлы Л и С источника должны быть 

С закорочены. Тогда соединяются параллельно 
ветви Ki и К2 и ветви Уя и У4. Следовательно, 
первый путь от узла В к узлу D, проходящий 
последовательно по этим двум параллельным 
разветвлениям, имеет величину

5 S 1 =  (K1 +  Ka) ( y a - f J ' 1).

Рис. 18.1 Для определения алгебраического дополне­
ния Aj пути S j его ветви закорачиваются, что 

приводит к объединению всех четырех узлов. Следовательно, Дх =  1.
Второй путь от узла В к узлу D проходит по ветви У, поэтому его 

величина =  У. При закорачивании этого пути и при закороченных 
узлах источника все остальные ветви оказываются соединенными па­
раллельно. Отсюда

A2 ~ Y lJrY2 JT ^3~Ь^4-
В результате передача

T J l _  2Sj&k __ YsYi (Yi + Y+ Y2) + Yi yYt -l
U £ + + (Yi-b Yv+Ya + Yi)

будучи умножена на О, дает искомый ток /4.
В рассмотренном примере цепь проста, из-за чего выгода примене­

ния топологического метода по сравнению с классическими методами 
расчета цепей, например методом эквивалентного источника напря­
жения, не ощущается. Экономия времени получается при расчете слож­
ных цепей, и тем большая, чем сложнее цепь.

Из изложенного видны особенности топологического метода рас 
чета электрических цепей:

1) расчет ведется на основе схемы цепи, ветви которой изобрг 
жаются линиями, характеризуемыми проводимостями;
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2) расчет проводится по формулам для ряда величин, характери- 
ующих топологические свойства цепи, без составления уравнений по 
аконам Кирхгофа;

3) метод применим только для цепей с одним источником энергии; 
ри наличии нескольких источников приходится использовать прин­
ял наложения.

Топологический метод называется такж е методом н е н а п р а в -  
е н н ы х  г р а ф о в .

§ 18.5. Метод направленных графов

Н а п р а в л е н н ы м  г р а ф о м  или г р а ф о м  с и г н а л а  
(азывается совокупность узлов и соединяющих их ветвей, имеющих 
оправление, указываемое стрелкой. Граф не повторяет электриче­

скую цепь, а представляет собой графическое изображение уравнений, 
связывающих величины, характеризующие данную цепь. Узел графа, 
к которому подключена одна уходящ ая ветвь, характеризуется вход-

6)

д) ОЬс

ос I2 2  I /р 

Рис. 18.2

в)

е)
— Ch~ ас 

f • be
Jl

ным с и г н а л о м  — свободным членом системы уравнений (задан­
ным напряжением или током), узел с одной входящей ветвью — вы­
ходным сигналом, т. е. искомой величиной, остальные узлы — дру­
гими неизвестными величинами, которые должны быть исключены 
в процессе решения задачи.

Каждая ветвь характеризуется п е р е д а ч е й ,  являющейся функ­
цией коэффициентов уравнений и равной отношению сигналов выход­
ного (по направлению ветви) узла к входному. К узлам графа может 
подходить и уходить по нескольку ветвей. Тогда сигнал узла равен 
сумме сигналов, приходящих к этому узлу, уходящие сигналы не учи­
тываются .

В качестве первого простого примера составлен граф цепи 
'рис. 18.2, а) на основе символического метода и системы уравнений 
ю методу контурных токов. Искомым пусть будет ток проходящий 
ю сопротивлению Z2.

Уравнение для первого контура имеет вид:

(ZQ-f-Zi) /и — Z J ж —Uv
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откуда

^ i^ z T + z T  ^ 1 +  2о+%Г
Таким образом, первая составляющая тока f LX создается сигнал^ 

0 г через ветвь с передачей
1

Zo-t-Z, ~ а'
имеющей размерность проводимости, а вторая — сигналом /и чер! 
ветвь с передачей

являющейся безразмерной величиной. Тогда уравнение

Iп== a U Ь1 г2 

изобразится графом рис. 18.2, б.

Уравнение для второго контура

— ■Z1/11-j- (Zi-j-Zz) /22 —О,
или

/  —  Z l  /  — c l  ^ " Z i  +  Zs 11 — ^ i i -

где передача
2i

С — Z j +  Z2

изобразится графом рис. 18.2, в. Граф цепи в целом показан на 
рис. 18.2, г. Так как искомый ток /2 =  /22, передача выходной ветв^ 
равна 1.

Как пример составления графа для системы уравнений по закона! 
Кирхгофа, рассматривается схема неравновесного моста переменног 
тока (рис. 18.3). В соответствии с выбранными положительными напра}
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;ениями напряжения О и токов всех ветвей этой цепи, независимые 
равнения по первому закону Кирхгофа имеют вид:

^о= Л+^а> Л =  з̂ =  ^4— I'
lo второму закону Кирхгофа

^  =  Z3/3 +  Z4/4 или —

О =  Z1l l +  Z l - Z j a или / =

О =  Z212—Z j 4 — Zi или >2 =  ̂  14 +  'Г !•£-2 t-2
Граф, построенный по этой системе уравнений, показан на рис. 18,4. 

Его узлами являются сигналы: входной — напряжение 0  цепи и вы­
ходные — все токи. Все узлы связаны между собой ветвями. Ветви 
имеют направление, показанное стрел­
кой, к узлу тока, определяемого его 
уравнением. Например, для тока / — 
ветви имеют направление от узлов то­
ков /3 и /г, стоящих в правой его части;
коэффициенты при них ( д  и — у )  п0 у

величине и знаку равны передачам этих 
ветвей.

Граф неравновесного моста значи­
тельно упрощается, если его построить 
для системы уравнений по методу уз­
ловых напряжений. В общем случае чис- Рис. 18.5 
ло уравнений по этому методу меньше
числа узлов на единицу (см. §3.10). Но в схеме рис. 18.3, где за опорный 
принят узел С, узловое напряжение О а равно заданному напряжению 
источника О, поэтому, хотя мост имеет четыре узла, необходимо со­
ставить лишь два уравнения для узлов В и D:

( Y 1+ Y 2  +  Y ) U b - Y U d - Y 1(J =  0,

- У и в + (Уа+ У л+ У )О в - У . ли  =  0.
Отсюда

п  л  | У л
в Y i + Y ^ + Y  U ^  У, +  У2+ У

/'/ _____i 'j j ________Y
D Ya+ Y t +  Y U +  Y , +  Y4 +  Y Ua

и граф цепи получает вид, изображенный на рис. 18.5, т. е. в отличие 
'.уг графа рис. 18.4 с семью узлами и двенадцатью ветвями для той же
1,епи имеет всего три узла и четыре ветви.

Как видно из приведенных примеров, направленный граф цепи от- 
ичается от самой цепи как по схеме, так и по числу узлов и ветвей, и 
1 висит от метода составления изображаемых им уравнений. Иногда
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граф удается построить по схеме цепи без составления и преобразов; 
ния системы уравнений.

Граф цепи позволяет по заданному входному сигналу — напряж 
нию (току) источника — найти выходной сигнал — ток (напряжени 
приемника. Эта задача может быть решена или последовательным упр 
щением графа, или применением общего выражения для передачи № 
нала.

При упрощении исходный граф преобразуется в эквивалентнь 
граф с одной ветвью, непосредственно связывающей входной и выхо, 
ной узлы. Например, в графе рис. 18.2, г сначала следует устранит 
контур cb.  Исключение из приведенной выше системы контурных токо 
тока /и  дает

1гг =  а с и х-\-Ьс1п .
Соответствующий граф показан на рис. 18.2, д. Как видно, он со­

держит петлю «обратной связи» с передачей Ьс. Так как передача вы­
ходной ветви равна 1, т. е. /2 =  /22, из предыдущего выражения вы­
текает, что

т. е. петля исключается и получается простейший искомый граф 
(рис. 18.2, е), передача которого равна

а с
1 — Ьс'

После подстановки значений а, Ь, с,  выраженных через параметры цепи 
Z0, Zy, Z2, передача получает вид:

Zi
Z0Zi +  Z0Z2 +  Z iZ2 '

Передача, умноженная на Ог, дает искомый ток /2.
В специальной литературе, кроме исключения контура и петли, 

излагаются способы упрощения графов, имеющих более сложную кон­
фигурацию.

Общее выражение для п е р е д а ч и  г р а ф а ,  позволяющее по 
графу цепи и заданному входному сигналу, например напряжению
О источника, непосредственно получить выходной сигнал, например 
ток / одной из ветвей цепи:

G =  1  =  S P »A*
0  А ’

Мэзон вывел на основании теории определителей.
Правая часть этой формулы по структуре аналогична правой ч а т -  

передачи топологического метода, но значение членов числителя дру 
гое. Здесь Я* — в е л и ч и н а  п у т и  по ветвям от узла источник 
к узлу тока по направлению стрелок, вдоль которого отдельные узл 
встречаются не более одного раза, равная произведению передач ве 
вей этого пути. Например, для графа рис. 18.4 величина единственно’
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ути, соединяющего узел О с  узлом /4, Р\ =  Величины двух путей,
. 4

!единяющих узел £/ с узлом /,
г> _J_ 1 z , __ р __J_ Z4 . I __Zi\  __ _ 7Л

Z4 2  Z4Z ’ ^ n l  —  Z 4 ‘ Z 2 ' 1 ' [  Z ] ~  2 2Z -

Знаменатель А выражения для G — определитель исходной систе- 
ы уравнений, который может быть непосредственно по графу вычислен 
э формуле

А =  1 -  2  К т +  2  К тК п -  2  К тК п К Р + . . . .
■десь 2  К т— сумма п е р е д а ч  в с е х  к о н т у р о в  г р а ф а ,  
)авных произведениям передач ветвей, обходимых по направлению 
трелок; 2 К,„К„ — сумма произведений Кт и Кп двух не соприка­

сающихся контуров графа; 2 К тКпКР — сумма произведений К т, 
К п и К Р трех такж е не соприкасающихся контуров графа и т. д. 
Например, передачи контуров графа, показанных на рис. 18.4, равны:

К г =  — 4̂ • 1. =  К 3 =  — j - 1 ,  К 4 =  —  у - j -  1 =  —

* . - 5 - 1 • ( - £ ) < -  ' К - й - ~ Ъ -
Контур Ki  не касается контуров К я и К\- Следовательно, определи­

тель
А =  1 -  К г -  К г  - К 3 - К ,  -  К ,  +  К гК я +  K i K *  =

__ 1 1 2 3 , Z 3 , Z j  , Z j  , Z , Z 3 | Z 3Z j  , Z 3Z ,
—  1  "T" 7  Г  “7  I 7 " г  7  г  - 7-7 T  ~г"Z4 ' Z ~  Z 1 Z2 ^  Z2Z 1 Z4Z 1 Z4Z2 •

Определитель А* части графа, не касающегося k-ro пути, вычис­
ляется по формуле, аналогичной А, но с учетом только тех контуров, 
которые не касаются k-ro пути. Например, для графа рис. 18.4 путь P i 
касается контуров Ki  и К-а, поэтому

Д, =  1 - / С 2- К 3- К 4==1+  §  +  §- +  ! ■

Так как пути Рц и Р ш  касаются всех контуров, Ац =  1 и Аш =  1.
Произведения РкА*, суммируемые в числителе выражения для 

передачи графа G, вычисляются для всех путей искомой передачи. 
Выше в виде примеров были вычислены все величины, входящие

в формулу Мэзона для передачи графа G| =  ~  от узла источника О

к узлу /4 и для передачи Оц =  ~  от Ок/. Следовательно, ток ветви 

Z4 моста

после подстановки значений P i, А, и А
} ____________________ ZZ, -|- ZZ2 -|- ZtZ2 -f- Z2Z3___________________

 ̂ ZZ^Zg-j- ZZiZt -j- ZZgZg-j- ZZ2Z4 ZiZ2Z a Z iZ 2 Z 4-|- ZiZaZ4-{- ZgZ gZ4
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Можно показать, что этот результат совпадает с решением той Ж4 
задачи в § 18.4 топологическим методом.

Ток диагонали Z моста

Д ля получения окончательного результата в это выражение над1 
такж е подставить вычисленные значения входящих в него величин 

Эта задача может быть решена такж е применением формулы Мэ 
зона для графа рис. 18.5 системы уравнений, составленной для это{ 
цепи по методу узловых напряжений.

Величины двух путей от узла источника О к узлу напряжения д о ­
определяющего искомый ток /4, равны

п У г р Yt_________ V
1 ~ У 3+ У 4  +  У '  Yx +  Y » + Y  ■ Y s+ Y 4+ Y  •

Так как оба пути касаются обоих контуров графа, Д| =  Ли =  1.
Передача единственного контура, обходимого по направлению 

стрелок,
к  Y___________ У
Л  Yt + Y , +  Y ' Ya+ Y , +  Y '

Следовательно, определитель

Л =  1 — 1 ( Y r + Y - i + Y ) ( Y a+ Y 4 +  У) •

Тогда по формуле Мэзона передача

. ___________________£ __________ У_____ t
Л и п Y a+ Y t +  Y ^ (Yi + Y z+ Y )  (Y3 +  Y t +  Y)U --  — у 2

U 1 (Кг + У2 + У)(Г3+ К 4+ У 7
Передача, умноженная на О, дает напряжение QD, которое после 

очевидного упрощения и умножения на К4 определяет искомый ток
I (Yi +  Y 2+ Y ) Y sY l +  Y 1Y Y i 
4 (Ŷ  + Y, + Y)(Yi +Yi + Y) -Y^U'

такж е совпадающий с решением этой задачи в § 18.4 топологическим 
методом. При этом вычисления по формуле Мэзона оказались более 
простыми, чем для графа рис. 18.4, составленного на основе системы 
уравнений по законам Кирхгофа.

Из изложенного видны особенности метода графов для расчета элект­
рических цепей:

1. Граф строится по системе уравнений, связывающих напряжения 
и токи цепи или непосредственно по схеме цепи. Он состоит из узлов 
заданных и искомых напряжений и токов, связи между которыми изоб­
ражаются ветвями, характеризуемыми соотношениями сопротивлений 
(проводимостей) ветвей цепи.

2. Вид графа для данной цепи отличается для разных методов 
составления уравнений; граф обычно упрощается при применении ме­
тода узловых напряжений.
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3. Расчет цепи проводится по формулам для ряда величин, харак- 
гризующих схему графа.

Рассмотренные примеры расчета простых цепей не смогли показать 
оеимущества применения метода направленных графов по сравнению 
классическими методами. Экономия времени получается при расчете 
южных цепей, и тем большая, чем сложнее цепь.

Г ЛАВА Д Е В Я Т Н А Д Ц А Т А Я
СИНТЕЗ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ

§ 19.1. Задачи синтеза

Кроме подробно рассмотренного а н а л и з а  процессов в различ­
ных электрических цепях, весьма важной является обратная задача — 
с и н т е з, т. е. построение такой электрической цепи, процессы в ко­
торой протекают заданным образом. Примером синтеза является 
построение схемы и определение параметров двухполюсника с задан­
ным комплексным сопротивлением Z (/со) или заданным операторным 
сопротивлением Z (р ). Другим примером может служить синтез четы­
рехполюсника, который при заданном законе изменения напряжения 
Ui (t) на входе дает на выходе такж е заданное напряжение (t), т. е.
обладает заданной переходной К (t) =  —777 или передаточной К  (р) =«1 (t)
~ i r f p | ФУНК1*ИЯМИ- Задачи синтеза приходится решать в радиотех­
нике, автоматике, вычислительной технике и т. д.

Необходимо подчеркнуть, что задачи синтеза имеют неоднознач­
ные решения, так как заданную характеристику может иметь ряд 
цепей, из которых надо выбрать простейшую. Некоторые задачи син­
теза неразрешимы, потому что не все задаваемые характеристики могут 
быть осуществлены сочетанием элементов типа г, L и С.

В литературе, посвященной ряду областей техники, сложная тео­
рия синтеза рассматривается подробно. Она состоит из предваритель­
ного анализа возможности решения поставленной задачи по виду за­
данной функции Z (р) или К  (р) и в положительном случае — из 
обоснования ряда методов ее реализации в виде электрических цепей.

Далее рассматривается только синтез двухполюсников по задан­
ной функции Z (р) путем представления ее в виде цепной дроби или 
суммы простых дробей, дается понятие о синтезе четырехполюсников 
на примере дифференцирующих и интегрирующих цепей, а также при­
водятся некоторые соображения о синтезе нелинейных цепей.

§ 19.2. Синтез двухполюсников методом цепных дробей

Если искомый двухполюсник представить в виде цепной схемы 
см. § 9.6), его операторное сопротивление может быть подсчитано 
!етодом преобразования и записано в виде цепной дроби. Так, для
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схемы вида рис. 19.1, состоящей из чередующихся «продольных» вей 
вей Zk (р ) и «поперечных» ветвей Yk (р), операторное сопротивлени

Z{p) =  Z1{p) +  1

Za (Р) +
Y i (P) +

(P)  ■ Y« (P)

Если читать это выражение снизу вверх, оно наглядно представляе 
схему цепи, ее ветви и весь ход преобразования.

Отсюда вытекает возможность синтезировать цепь по заданному е(- 
операторному сопротивлению

айРа + + • • ■ +Z{P): bopV + biP^ + .-. + be ’

если привести его к виду цепной дроби путем постепенного деления 
числителя на знаменатель. Частное от деления первого члена числи­

теля на первый член знаменателя равно
%р*~?. Поэтому первый член частного
физически осуществим, если степени 
полиномов числителя а и знаменателя р 
равны или отличаются не больше, чем 
на единицу, так как только тогда этот

Рис ]9 j член получает вид А или Ар,  или j , где
А — постоянная, т. е. представляет со­

бой осуществимое операторное сопротивление — активное г или ин­
дуктивное Lp, или емкостное^!-, или соответствующие проводимости.L р

Пусть, например, операторное сопротивление синтезируемой цепи

Z  ( р )  = _____ pJ..+ .6/i ± j _____
0,01р2 +  0,04р +  0 ,0 3 ‘

Здесь степени полиномов в числителе и знаменателе равны. Ход пре­
образования Z (р) имеет вид:

Z(p)  =  100 +  п *Р + * п, =  100 1 10,01р2 +  0,04р +  0,03 1 0 ,01р2 +  0,04р +  0,03
2р +  5

1 10 0  ^ 0,015р +  0,03 =  10 0  ~1 5
2р +  5 2р +  5

0,015р +  0,03 

Ю 0 + ------ — !----- f----------- .
0 ,0 05 р  ■ 400 _̂______1

0 . 0 1 5 Р +  JQQ
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При сопоставлении этой цепной дроби с цепной дробью Z (р ) для
400 100хемы рис. 19.1 видно, что 100, - j -  и -д— являются активными сопро-

ивлениями; 0,005 р и 0,015 р — операторными емкостными проводи­
мостями, а цепь имеет схему рис. 19.2 с указанными на ней значениями 
.араметров.

Вторым примером может служить синтез цепи, в выражении опе- 
‘аторного сопротивления которой степени полиномов числителя и 
;наменателя отличаются на еди­
ницу: о—I I—j ------1 ь

р ‘ + Ю р 2 +  9 M q . .  ШОом 
Z (Р) р:, + 4р (19.1) \\що/1ам

0,0И5ф
0-

| ИЩ/Зом ^

х _  g|j7/5gTJВажно отметить, что вид Z (р) 
в данном частном случае, когда 
показатели степени р  в полиномах Рис. 19.2
числителя и знаменателя отличают­
ся на единицу и снижаются сразу на две, указывает на чисто реактив­
ный характер цепи. В этом можно убедиться, подставив /о вместо р 
и получив мнимое значение 2  ( ja).

Из преобразования

Z(P) =  P +  ^ q ^  =  P + 1-------- - i------
-р-Н6р 2 + 9  6 12 , 1

Т р + Т ~
18^

12видно, что р и у  р являются операторными индуктивными сопро-
1 5тивлениями, -g-p и y g P ~ емкостными проводимостями, а цепь имеет

- И — т— И -
и / 9 ф  л R0/9SI  ф  

31/152 
• 31/1бги

схему, представленную на рис. 19.3, а с указанными на ней значе­
ниями параметров.

Если расположить полиномы числителя и знаменателя не по нис­
ходящим, а по восходящим степеням р, ход преобразования в цепную 
дробь получит вид:

Z07)=- 9  + 10p* + P‘ _  9 Т *  +  1> 9 , 1
4 р -j-p :s 4р 1 4р +  р3 4р 1 16 , 1

31р 9 6 1 ,  J_ 
60р +  15 

31р
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9 961Отсюда видно, что ^  и являются операторными емкостными со

противлениями, и — индуктивными проводимостями, а цеп
имеет схему, представленную на рис. 19.3, б  с указанными на не 
значениями параметров.

Таким образом, обе схемы рис. 19.3, а и б  решают задачу синтез 
цепи с заданным Z (р ), что подтверждает упомянутую выше неодне  
значность решения задач синтеза.

§ 19.3. Синтез двухполюсников методом простых дробей

В этом методе синтезируемая цепь представляется в виде после­
довательного соединения элементарных участков. Тогда ее оператор­
ное сопротивление Z (р) будет равно сумме их операторных сопротив­
лений. Этими элементами цепи, изображенной на рис. 19.4, являются

1/СР

Lp

4
< '“—Н0

t/Cp

Рис. 19.4

участки с активным сопротивлением г, с индуктивным Lp и с емкост­
ным а такж е участки с параллельным соединением г  и L, г и С, 
L и С. Их операторные сопротивления, соответственно, равны:

rLp
7 + 7 7

Гр Ср

P + L  Г + С р Р + ̂ С
Lp

Ср

L» +  c-p
где ю =  -7= - .

V l c

Таким образом, синтезируемое сопротивление Z (р), заданное в виде 
частного двух полиномов, должно быть преобразовано в сумму сле­
дующих простых дробей:

2  (p) =  r + Lp + Ср
Р +
И.— 1_ —г

Р +
1 г  С р2 +  со2 '

7с

Некоторые члены суммы могут отсутствовать, а некоторые повторятьс* 
с другими параметрами.
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Далее этот метод синтеза рассматривается на примере. Пусть за- 
анное операторное сопротивление

р» +  2р» +  10р3+ 1 4 р «  +  9р +  9
Z( P ) - Р4 +  Р3 +  4р2 +  4 р

Ta& как степень числителя на единицу больше степени знамена­
ми, 'сначала из Z (р ) выделяется составляющая, пропорциональная 
?рвой степени р. Д ля этого числитель делится на знаменатель, как 
■ о делалось в методе цепных дробей:

7 ( п \ - - - п  1 р4 +  6р3 +  1 0 р 2 +  9 р  +  9 __  , у  , ,£\Р)  Р +  р4 +  р3_^4р2 +  4р P +  Z i i p ) .

Выделенная первая составляющая есть операторное индуктивное 
сопротивление Lp, т. е. L =  1 гн. Теперь к оставшейся правой части 

(р) может быть применено разложение на простые дроби, обоснован­
ное в п. 5 § 17.3 при выводе теоремы разложения:

7 I „ \ __ф ( Р) __  Л О I -4l  1 А 2 , Аз  ,
\Р> ~  ТТЛ ~  п _  П " +  'F  (Р) Р — Ро  г Р — Pi  1 Р — Р а 1 Р — Рз г ' " ’

где р0, рц р2, Рз, ••• — корни уравнения F (р) =  0. В рассматриваемом 
примере

F(p)  =  p 4 + p ‘s + 4p*-\- 4р =  р (р2 +  4) (р +  1),

т. е. уравнение F (р) = 0 имеет корни р0 =  0, pli2 =  ±  /со = ± / 2  
и рз =  — 1.

Корень р0 =  0 позволяет выделить простую дробь причем

^  Ф(Ро)___®

9/4Следовательно, вторая составляющая равна , т. е. представ­

ляет собой емкость С0 — у  ф.
Можно показать, что числители простых дробей, соответствующих 

мнимым корням pj =  /со =  /2 и р2 =  —/со =  — /2, вещественны и 
равны между собой, т. е. =  /12. Тогда сумма этих дробей

<4j . А 2 2̂ 4 iP
р — jbi 1 р +  у СО р2 +  О}2

дает третью простую составляющую. Из сопоставления с приведен­
ными выше операторными сопротивлениями элементарных участков 
видно, что она представляет собой операторное сопротивление парал­
лельного соединения Lг и Си  равное

1 р  1 р

ЦСг 
1

где од
УЦСг
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Следовательно,
г  __±_ и / __

1 2Аг И Ll~  со- '

Числители соответствующих простых дробей в общем виде и в ра< 
сматриваемом примере после подстановки в выражение для Z, (,' 
значения р г =  /со =  /2, а такж е третья составляющая, равны

Аг-
2 15-,

. ф (РО__15 2АгР _  8 '

откуда
' F ( P i )  8 ’ Р2 +  « 2 р3 +  4 ’

15
8

15 15 ~1 _  22 “  16
п  1 4 , ,  2 8 15 C i— 1Й— ф, Li— 92 — 1(,г н .

Остается синтезировать Z2 (р), определяемое вычитанием из Zx (р) 
найденных второй и третьей составляющих:

7  р4 -|-6р3 4 - \ 0 р - - ( - 9 р - f 9 9/4 15/4р _  р 
== р4 + Р3 -Ь 4 р 2 _j._4^; р р 2 + 4  “ р + 1  •

Из сравнения этой дроби с приведенным выше выражением опера­
торных сопротивлений видно, что она представляет параллельное сое­

динение г и L, причем

« ^ 7 Г Н И
Ч/9ф

1S/IS гн

----- II—и /I

!ом
г = 1 ом, a L =  \r\ =  1 гн, 

с,— 0  т. е. является четвертой 
последней составляющей 

ч/!5ф Z (р). В результате схема
синтезируемого двухпо- 

рис [д д люсника получает вид,
показанный на рис. 19.5. 

Операторное сопротивление схемы, состоящей из первых трех со­
ставляющих цепи рис. 19.5,

/ „  I 9i 4 I J5/4p_  р ^ + 1 0 р 2  +  9 
^ р  р 2 +  4 р3 +  4р

равно операторному сопротивлению Z (р) по формуле 19.1, синтези­
рованному ранее в § 19.2 методом цепных дробей. Таким образом, эта 
схема, отдельно показанная на рис. 19.6, а, является третьим вариан­
том синтеза Z (р), но полученным методом простых дробей.

Во всех предыдущих примерах рассматривался синтез цепи по 
заданному ее операторному сопротивлению Z (р), однако синтез может

осуществляться и по проводимости этой цепи У ( p )—~z~(p)- ^ Р и этом
Д

простые составляющие А, Ар и будут не последовательно соеди­
ненными сопротивлениями, а параллельно включенными проводи-

2Л ,рмостямн, составляющая же — не параллельно, а последовательно
соединенными L и С.
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Далее в качестве примера синтезируется методом простых дробей 
цепь с тем же Z (р ), что и в § 19.2 (см. выражение 19.1), но по ее за­
данной операторной проводимости

р3 +  4р Р3 +  4р
У(р)

Так как  степень числителя меньше степени знаменателя, а знаме­
натель не имеет корня р0 =  0, составляющие, пропорциональные р
и будут отсутствовать. Знаменатель У (р) имеет две пары мнимых

а)
Пн 11

Ь)

Ц/9ф
Ч/!5ф\

Ф—

0 -
8/Згн 8/5 гн*

3/дф=Я Ь/Пф\
&-

Рис. 19.6

корней р 1Л — ±  / и р34 =  ±  /3, следовательно, Y (р) является суммой 
простых дробей

Y р  I

где
л ... F(Pl) 

1 <р' (P i)

Р3 +  4р

р2+й>Т г р2 + 0)‘з’

F (Рз) .
| 4р 3 20р  |р =  / 16  

со[ =

— Л if , .

t'v;
~ Ф' (Рэ)

= 9.

р3 +  4р
4 р 3 +  20р 16>

Так как  проводимость цепи с последовательным соединением L 
и С равна

1 1 Р  1 _ Р __

Ср 1 + / х

параметры обеих ветвей У (р) будут:

г 1 8 ^ 1  3 ,
—2Л, —'з C l~a>1,L1~  8

L — — 
3 2 А г- гн, 5  А,

"72 Ф'

Следовательно, синтезируемая цепь имеет вид, показанный на 
рис. 19.6, б, — это четвертый вариант синтеза цепи с тем же задан­
ным Z (р).

Синтез цепи можно вести такж е комбинированным методом. Напри­
мер, выделив первый элементарный участок методом простых дробей, 
остаток можно синтезировать дальше методом цепных дробей, причем 
полиномы числителя и знаменателя дроби, представляющей собой
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Zj (p) или Yl (p ), можно расположить по нисходящим или по восхо­
дящим степеням и т. п. Все эти различные ходы расчета могут дать 
новые варианты синтезируемой цепи. При реализации синтезируемой 
цепи из всех вариантов выбирается оптимальный — схема, состоя­
щая из наиболее просто технически осуществимых г, L и С.

§ 19.4. Дифференцирующие и интегрирующие цепи

В качестве простейшего примера синтеза четырехполюсников рас­
сматривается задача создания дифференцирующих и интегрирующих 
цепей, напряжение и2 (t) на выходе которых пропорционально произ­
водной или интегралу напряжения u, (t) на входе. Д ля упрощения 
задачи можно пренебречь выходным током по сравнению с током на

5)
0—I и »->—— 0

^ j ( i )  | ut(t} ^  |u2f£j

О 0 -

Рис. 19.7

входе, т. е. рассмотреть режим холостого хода синтезируемого четы­
рехполюсника.

Напряжение и ток индуктивности и емкости связаны известными 
зав и си м остям и

и -
Л 

' d t ' dt, i - -  С du
d t ’ “ “ И ' dt,

которые и могут быть использованы для решения поставленной за ­
дачи. В большинстве случаев в качестве реактивных элементов при­
меняются конденсаторы, так как катушки индуктивности обладают 
большими потерями, а такж е межвитковой емкостью.

Выходной величиной д и ф ф е р е н ц и р у ю щ е й  ц е п и  дол­
жно быть напряжение, а не ток 1 =  поэтому приходится после­
довательно с емкостью С включить сопротивление г, кривая напряже­
ния на котором повторяет форму кривой тока. С этого сопротивления 
и снимается напряжение выхода « 2 (г) =  ri (рис. 19.7, а). Величина г 
должна быть относительно малой, чтобы напряжение и2 (t) было пре­
небрежимо мало по сравнению с напряжением ис  (t) на конденсаторе. 
Тогда

и2 (t) =  ri  (t) == rC
duJ t )

dt rC
dui(t)

dt

или при нулевых начальных условиях



г. е. рассматриваемый четырехполюсник при сделанных допущениях 
шляется дифференцирующей цепью. Его передаточная функция

В и н т е г р и р у ю щ е й  ц е п и  необходимо последовательно 
: емкостью, с которой снимается напряжение выхода и2 == ис ,  вклю- 
шть сопротивление г  (рис. 19.7, б). Величина г  должна быть относи­
тельно большой, чтобы напряжение ис  на конденсаторе было пренебре­
жимо мало по сравнению с напряжением ri на сопротивлении. Тогда 

; / t

или

«2 (О = М  i V) dt  S ‘Ч 1  dt =  7c \ W dt
" 0 0

I t/,(p)

о

У 2 (Р) гС

т. е. рассматриваемый четырехполюсник при сделанных допущениях 
является интегрирующей цепью. Его передаточная функция

W t __  ^ 2  (Р ) _ . 1

обратна передаточной функции рассмотренной дифференцирующей 
цепи. Следует отметить, что в обеих цепях напряжения и2 (t) на выходе 
получаются значительно меньше напряжений (t) на входе. Этот 
недостаток устраняется применением на выходе усилителей.

§ 19.5. О синтезе нелинейной цепи

В задачу синтеза нелинейной цепи обычно входит подбор нелиней­
ного элемента, обладающего необходимой характеристикой, и пост­
роение цепи, в которой эта характеристика может быть использована.
Пусть, например, при синусои- ____
дальном входном напряжении ^ eL g-
и1 (t) = Ulm sin соt четырехпо: T
люсника на его выходе требуется u,(t) [V  - u2(t)
получить пикообразное периоди- г у  '>
ческое напряжение u2 (t). Известно, 0 ___________ 4 ._______ ©
что при синусоидальном напря­
жении ток катушки с насыщаемым Рис- 19 8 
стальным сердечником имеет пико­
образную форму (см. рис. 14.1). Чтобы получить пикообразное напря­
жение выхода, его надо снимать с сопротивления г, включенного 
последовательно с катушкой (рис. 19.8), причем это сопротивление 
должно быть мало по сравнению с эквивалентным сопротивлением 
катушки.

Величина амплитуды тока цепи должна обеспечить насыщение 
стального сердечника. Из соотношения сопротивлений видно, что 
выходное напряжение будет значительно меньше входного.

307



Приведенные примеры дают лишь общее представление о синтез' 
электрических цепей, отнюдь не исчерпывая всего содержания этот* 
нового и сложного раздела теории цепей.

Г Л А В А  Д В А Д Ц А Т А  Я

ЦЕПИ С РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

§ 20.1. Сосредоточенные и распределенные параметры цепей

Как было показано в гл. I, электрическое и магнитное поле, а также 
превращение электромагнитной энергии в тепло, имеют место в к а ­
ждом элементарном участке любых электрических устройств — индук­
тивных катуш ках, обмотках электрических машин и трансформаторов, 
линиях передачи электрической энергии и т. п. Следовательно, все 
устройства являются ц е п я м и  с р а с п р е д е л е н н ы м и  и н ­
д у к т и в н о с т ь ю ,  е м к о с т ь ю  и с о п р о т и в л е н и е м .

Однако, когда эти устройства рассматриваются в целом, они обычно 
заменяются эквивалентными двухполюсниками или четырехполюсни­
ками с сосредоточенными параметрами г, L и С. Если устройство рабо­
тает при одной частоте, эквивалентные схемы приводятся к простей­
шим — последовательному или параллельному соединению активного 
и реактивного сопротивлений для двухполюсника и к Т-образной или 
П-образной схеме с теми же элементами для четырехполюсника.

Если необходимо провести анализ для некоторого диапазона ча­
стот, эквивалентная схема становится тем сложней, чем шире этот 
диапазон. В общем случае приходится рассматривать цепь такой, 
какая она есть в действительности, т. е. как цепь с распределенными 
параметрами.

Необходимость рассмотрения устройств как цепей с распределен­
ными параметрами возникает такж е в тех случаях, когда анализ 
должен выявить соотношения внутри устройства, например требуется 
определить напряжение и ток в разных точках линии передачи.

Далее методы расчета цепей с распределенными параметрами изу­
чаются на примере однородных линий передач, широко применяемых 
в электроэнергетике и технике электрической связи.

§ 20.2. Уравнения однородной линии

В д в у х п р о в о д н ы х  о д н о р о д н ы х  л и н и я х  ин­
дуктивность и сопротивление линии, а также емкость и проводимость 
через несовершенную изоляцию между проводами можно считать рас­
пределенными равномерно. Эти параметры на единицу длины двух ­
проводной линии, подсчитанные для линий различной конфигурации 
(см. § 1.2, 1.5, 1.7), в дальнейшем обозначены, соответственно, L, г, 
С , g .

Бесконечно малый элемент двухпроводной линии длиной dx может 
быть заменен эквивалентной схемой с параметрами Ldx, rdx, Cdx и
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{dx. На рис. 20.1 эта схема изображена жирными линиями и выбраны 
«правления напряжений и токов. При этом индуктивность и сопро­
тивление являются продольными параметрами линии, а емкость и 
проводимость — ее поперечными параметрами.

В каждом элементе dx линии происходит падение напряжения ^  dx

I утечка тока j^dx,  благодаря чему напряжение и ток в каждой точке
тинии будут функциями не только времени /, но и ее местоположения. 
В общем случае переменных напряжений и токов для элемента, рас-

rdx Ldx

положенного на расстоянии х от конца линии и отмеченного на рис. 20.1 
жирными линиями,

~  dx =  г  dxi +  L d x ^ ,

~ d x .= g d x u  + Cdx*~.

После сокращения на dx получается система уравнений в частных 
производных для мгновенных значений напряжений и токов:

ди . , т di di . ди
^  =  ri + L d t ’ a J = * “ +  c W

решение которой при заданных начальных и граничных условиях 
определит и и г в функции х n t.

При анализе процессов в трехфазной линии каж дая ее фаза может 
рассматриваться, как однофазная двухпроводная линия. Не приводя 
вывода, можно, например, указать, что для симметричной трехфазной 
воздушной линии, провода которой расположены в вершинах равно­
стороннего треугольника и удалены от земли, эквивалентная каждой 
фазе двухпроводная линия имеет индуктивность L, вдвое меньшую, 
а емкость С, вдвое большую, чем двухпроводная линия с таким же 
расстоянием между проводами, как и трехфазная линия. Сопротивле­
ние г эквивалентной двухпроводной линии равно сопротивлению про­
вода одной фазы, а проводимость g  — проводимости одной фазы по 
отношению к земле.
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§ 20.3. Решение уравнений однородной линии 
для установившихся режимов

1. Режим постоянного напряжения

Если к началу линии приложено постоянное напряжение UQl, npi 
установившемся режиме напряжения и токи в линии будут такж е по 
стоянными. При подстановке в уравнения линии вместо переменны? 
мгновенных значений и и i постоянных во времени U0 и /0 в каждог 
точке линии производные по t будут равны нулю и уравнения стану! 
обыкновенными дифференциальными уравнениями, в которых незави­
симой переменной является х — расстояние от конца линии:

Для получения из приведенной выше системы одного уравнения 
с одним неизвестным U0 надо взять производную по х от первого урав­
нения:

Общее решение для напряжения на расстоянии х от конца линии полу­
чает вид:

Отсюда видно, что однородную линию характеризуют две вели-

э ф ф и ц и е н т  р а с п р о с т р а н е н и я .
Постоянные интегрирования определяются из граничных условий, 

которыми могут быть две из четырех величин, например напряжение U01

d*u0 _ r diB

dUи подставить сюда значение - р  из второго:

Если положить, что r g  =  а 2, то

Характеристическое уравнение и его корни имеют вид: 

р2 — а 2 =  0, plt2 =  ±  а.

чины:
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ток/01 в начале линии или U02, /02 в конце линии. Пусть заданы напря- 
;ение Uoi и сопротивление г2 нагрузки и тем самым ток /02 = 
огда для конца линии, т. е. при х =  О,

U02 =  Ai +  А2, p l 2 — Ax — А2,
гкуда

А \ =  2" 02 p f  02)1 Аг — (fJ02 Р^оа)-

Следовательно, напряжение и ток на расстоянии х от конца линии 
зудут:

U0 =  j ( U o i  +  p l  02) ем  +  у  ( и ю -  р /02) е - “ ,

I =  _Lf/ -L J_ ( i  _
' о  2 р / е  I 2  \7 оа  р  j  е  •

Таким образом, напряжение и ток в любой точке линии опреде­
ляются алгебраическими суммами ординат двух экспоненциальных

кривых. Ординаты кривой с е’ * уменьшаются от начала к концу ли­
нии, а ординаты кривой е"“* — от конца к началу. На рис. 20.2 пока­
заны составляющие и суммарные кривые U0 и /0 для случая г2 >  р. 
Если включенное в конце линии сопротивление равно волновому, т. е. 
г2 =  р, вторые члены выражений для Ua и /0 пропадают, и распреде­
ление (/л и /л =  у  вдоль линии представляется одной экспонентой.

Следовательно, в однородной линии постоянного тока происходит 
затухание напряжения и тока вдоль линии, определяемое коэффициен­
том распространения а  =  ]/rg, который в данном случае является 
такж е к о э ф ф и ц и е н т о м  з а т у х а н и я .

2. Режим синусоидального напряжения

Если к началу линии приложено синусоидальное напряжение 
постоянной угловой частоты ю, при установившемся режиме напря­
жение и ток в каждой точке линии будут такж е синусоидальными функ­
циями времени той же частоты. Так как синусоидальные напряжение 
и ток являются частным случаем переменных и и i, в расчетах надо 
учесть все параметры линии рис. 20.1, т. е. г, L, g  и С.
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Применяя символический метод, можно использовать результаты 
расчета для линии постоянного тока (п. 1), заменив продольное сопро' 
тивление г комплексным сопротивлением г +  /®L, а поперечную про­
водимость g  комплексной проводимостью g  +  /шС. Тогда характери­
стиками линии будут в о л н о в о е  с о п р о т и в л е н и е  Z \ 
к о э ф ф и ц и е н т  р а с п р о с т р а н е н и я  у:

Z==Y " g +  jaC  И ?  =  ^ +  /coL) (£ +  /w L ) =  «  +  /Р-

Вещественная часть а  коэффициента распространения является 
к о э ф ф и ц и е н т о м  з а т у х а н и я ,  а мнимая |3 называется 
к о э ф ф и ц и е н т о м  ф а з ы .

При указанном переходе от постоянного тока к синусоидальному 
комплексные напряжения и ток на расстоянии х от конца линии 
получают вид:

0  =  у  (0 ,  +  2/2) е ,1С +  |  ( 0 2 -  Z/2) е чх,

1 =  ^  (#* +  Z/a) e (v -  ~  (£/a- Z/2) e-1*.

Если ввести гиперболические функции

ch  =  у  (e1v-f  е_ТЛ) и sh ух =  ̂ - (e1JC — ё-1* ) ,

выражения для {7 и / будут:

=  f/2 ch ул: Z/2 sh ух, / =  / 2 ch ух +  ^2 sh ух.

Эти уравнения аналогичны уравнениям для однородных симмет­
ричных цепных схем (см. § 9.6), что и следовало ожидать, так как 
однородная линия рассматривалась как  однородная цепная схема 
с бесконечно большим числом элементарных звеньев.

Однородная линия в целом является симметричным пассивным 
четырехполюсником (см. § 9.1). Его уравнения получают из последних 
выражений при х =  I, где I — длина линии:

U =  <T/2ch y l  -{- ZL,sh у/, h  — -J£  +  ¥•

Параметры этого четырехполюсника

A=D  =  c h y l ,  B =  Z s h y l ,  С = ^ Д

подчиняются условию А2 — ВС =  ch2 y l  — sh2 y l  =  1.
Из уравнений линии видно, что напряжение и ток в любой точке 

линии являются такж е функцией частоты со, так как  от нее зависят 
волновое сопротивление Z, коэффициент распространения у  и его со­
ставляющие а  и р. Это значит, что в случае сложной формы кривых 
напряжения и тока, имеющей место в линиях связи, отдельные гар­
моники будут передаваться с разным коэффициентом затухания а ,
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что вызывает нежелательные искажения. Чтобы их избежать, строят 
1инии, у которых £■=£■ Тогда коэффициент распространения

У =  V ( r  + j(oL) (g + ja>C) =-- У  LC  ( { -  - f  /со j  +  /c o j =

= V l c  +  / ю j  =  У rg + /со y " Z c = a - j -  / р

и, следовательно, коэффициент затухания а =  V rg  не зависит от ча­
стоты. Волновое сопротивление такой линии

*=У Ш с-1 /
является вещественным числом, т. е. активным сопротивлением, 
также независящим от частоты. В результате передача будет осущест­
вляться без искажения. Такая линия называемся н е и с к а ж а ю -  
щ е й.

§ 20.4. Бегущие и стоячи? волны

Уравнения линии для режима синусоидального напряжения могут 
быть преобразованы. После введения значения у  = а  — /р и обоз­
начений

О а =  у  Ф г +  ZI,) ^  =

0 B =  j  ( O i - Z l j  е-т*=  в ! е'<х= и в 2е * в е - ^ * )х

комплекс напряжения в линии получает вид:

0  =  0 А +  U B =  U  A , +  и в , & ахе п * в ~ ?х).

Переходя к мгновенному значению напряжения u =  uA-\- uB =

=  V%Uа£*х sw (со̂  +  т|)Л +  $ x ) - \ - V ' 2 U sin м + ф д  — Рх)>
его можно рассматривать как сумму двух составляющих иА и ив, 
зависящих от х и t.

В любой фиксированный момент времени первая составляющая иА 
распределена вдоль линии по закону синуса с амплитудой, которая 
в соответствии с множителем е** возрастает от конца линии к ее на­
чалу, т. е. затухает от начала линии к ее концу. Если в данный мо­
мент времени i' в точке х'

u 'a =  V '2  И  а £ " х' sin ( < и Г  +  г|1Д  +  р * ' ) ,

xf - f
то в точке х" <дс' в момент времени t " —  ?  - 1------ -— , где v  имеет
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размерность скорости,

и A = j/ 2  UÂ X" sin (со t"  +  у А +  fix") =

=  V 2  U Дге*х" sin\(i>t' +  tyA +  ^  x ' +  ($  —

При p — — =  0, т. e. v =
V

u "a

CO

T  ’
--V2 UAfiax" sin (со/' + ijj4 - f  Рд:’ ) =  u'Ae

т. e .  значение напряжения и л  перемещается вдоль л и н и и  со скоро­
стью у =  -р , одновременно затухая. Иными словами, является прямой
волной, бегущей от начала линии к ее концу  (рис. 20.3). Длина X волны, 
т. е. расстояние, на котором фаза 
волны изменяется на 2я , определяется

2л
соотношением рА. =  2л, откуда ^ =  •

Рис. 20.4

Скорость v =  -рг называется ф а з о в о й  с к о р о с т ь ю ,  так как 
с такой скоростью движется точка, для которой фаза остается неиз­
менной. Например, для неискажающей линии, для которой р =  соVLC, 
фазовая скорость

_ы __  1
v ~  Р ~ V lc '

Аналогично, вторая составляющая ив является волной такой же
1  2л ,  содлины А =  -р-, но бегущей вдоль линии со скоростью v==j  от конца 

к началу. Амплитуда этой о б р а т н о й  в о л н ы  в соответствии
— О.Х <с множителем е затухает по мере продвижения волны от конца ли­

нии к ее началу. На рис. 20.4 изображены прямая и обратная волны 
напряжения и их сумма и для одного и того же момента времени.

Так как  выражение комплексного тока / имеет такой же вид, как 
и комплексного напряжения О, ток i такж е можно рассматривать как 
наложение двух затухающих синусоидальных волн iA и гй, бегущих
навстречу друг другу с той же скоростью v — ~  (рис. 20.5).
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Подставив в выражение фазовой скорости для неискажающей 
оздушной линии значения ее емкости С (см. п. 3 § 1.2) и индуктив­
ности L (см. п. 3 § 1.7) на единицу длины:

Vlc 1 ' ] /
M-n]n d я е 1

о 1П А. Vе0Ц0 
г0

4л • 9 • 10» 
V 4 я  • 10“ '  '

. е. фазовая скорость равна скорости света в пустоте. Длина волны 
1ри частоте f  — 50 гц

.  2 я  2яо  v 3 ■ Ю8 СЛл Л л = “д- =  —  =  — =  = 6 0 0 0  о « .р со f 50

воздушных линии, служащихСледовательно, длина современных
для передачи электрической энергии, меньше четверти длины волны. 
В телефонных линиях связи при 
частоте / =  1000 гц длина волны 
составляет 300 км, т. е. в телефонной 
линии может уложиться несколько 
длин волн. Линии, применяемые в 
радиоаппаратуре, работающей при 
высоких частотах, имеют длину, во 
много раз большую, чем длина волны.

В кабельных линиях фазовая ско­
рость, а следовательно, и длины волн 
при тех же частотах будут примерно 
вдвое меньше, так как  диэлектричес­
кая проницаемость изоляции кабеля, 
которую надо подставить в формулу 
для v, близка к 4е0.

Комплексные полные сопротивления для прямых и обратных волн 
равны отношению комплексных действующих значений напряжений 
и токов одноименных волн:

'л 1

(U2 +  ZU) е'1х Un-z, zB=-.-n
e lx Ut\ e~i*

Следовательно, эти сопротивления равны волновому сопротивле­
нию Z линии со знаком плюс или минус и не зависят от сопротивления

„  й гприемника Z2 =  -Л , хотя амплитуды напряжения и тока от него за- 
h

висят.
Обратные волны можно рассматривать как результат отражения 

прямых волн от конца линии. Тогда обратные волны называют о т р а ­
ж е н н ы м и ,  а прямые п а д а ю щ и м и .  К о э ф ф и ц и е н т ы  
о т р а ж е н и я  ВОЛНЫ напряжения qu и волны тока q-t равны отно­
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шению соответствующих комплексных амплитуд отраженной и падаю 
щей волн в конце линии. Тогда из выражений для О а, Ов , ! а и  / 
при х =  0 и из соотношения 0 2 =  Z2/2:

V2 фг — z/2)
Q ,r - V2 Чг- 2 \ 2 Z Z - Z ,

(t>2+2/2) V2
2 4 +

Z2 =  оо.

Z2~i~ Z '

тогда qu =  1

0

т. e. qa =  — qt. При разомкнутой линии 
qt =  — 1, т. e. волна напряжения отражается без перемены знака, 
а волна тока — с переменой знака. Для линии, замкнутой на конце

накоротко, Z2 =  0; тогда q„ = — 1 и 
qi = 1, т. е. волна напряжения отра­
жается с переменой знака, а волна 
тока — без перемены знака. В этих 
двух случаях отражение происходит 
без изменения величины падающего 
напряжения и тока.

Если замкнуть линию на сопротив­
ление, равное волновому (Z2 =  Z), 
отраженных волн не будет. Такое 
с о г л а с о в а н и е  п а р а м е т ­
р о в  л и н и и  и н а г р у з к и  
часто применяют в устройствах связи, 

так как  условие отсутствия отраженных волн близко к условию, 
при котором приемник получает максимальную мощность.

Интересен идеальный случай л и н и и  б е з  п о т е р ь ,  когда

г =  0 и g  = 0. Тогда а  =  0, у  =  /р, р =  « ]/ L C , Z == ^  - -  р. 
При холостом ходе Z2 =  оо, /2 =  0, и уравнения линии получают вид:

Рис. 20.6

и  =  4  ( 0 ф * х +  0 2̂ х) =  и я cos рх,

( U ^ x- U2e  /?*) =  / U* sin рх.

В этом случае распределения напряжения и тока вдоль линии пред­
ставляют собой с т о я ч и е  в о л н ы  (рис. 20.6). В точках линии, 

Xгде х =  0, у ,  X, . . . ,  имеют место пучности напряжения, так как cos |3х 
обращается в ±  1, и узлы тока, так как sin (5х =  0. В точках линии,

) 3 Угде х =  ~ ,  - - ,  - - . . . . имеют место узлы напряжения и пучности тока
(здесь cos рх =  0, a sin Рх == ±  1).

Стоячие волны будут такж е при коротком замыкании линии без 
потерь, и при нагрузке индуктивным или емкостным сопротивле­
нием, т. е. тогда, когда средняя мощность равна нулю. Во всех этих
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лучаях не происходит передачи энергии вдоль всей линии, так как  
узлах, где и =  0 или i — 0, мгновенная мощность равна нулю и 

чергия через эти узлы не передается. Если энергия расходуется в при- 
чнике, в линии или в линии и приемнике, должны существовать бегу­
щие волны напряжения и тока, обеспечивающие процесс передачи 
Сергии вдоль всей линии.

§ 20.6. Распределение напряжения 
и тока вдоль линии

Разложение напряжения и тока на прямую и обратную волны при 
установившемся синусоидальном режиме облегчает анализ явлений. 
В действительности же в каждой точке в каждый момент времени суще­
ствуют одно напряжение и один ток, являющиеся алгебраической 
суммой ординат падающей и отраженной волн для этого момента вре­
мени. Из рис. 20.4 и 20.5 видно, что распределение действительных 
мгновенных значений напряжения и тока носит волнообразный ха­
рактер, и их значения вдоль линии могут отличаться не только по 
величине, но и по знаку.

Д ля практики основной интерес представляет распределение дей­
ствующих значений напряжения V и тока / вдоль линии. Выражения 
для О и / через гиперболические функции (см. п. 2 § 20.3), если поло­
жить Z : Z2 = tho =  th (р, +  /v), можно привести к виду:

0  =  0 ,  (ch ух + L  sh \ =  0 2 —(̂ ?)-,

/ =  /, (ch Y JC + fsh  Ц  =

Квадраты модулей комплексов ch (ух +  сг) и sh (ух +  о)  равны:

1 ch (у* +  а) !а =  I ch2 (ax  +  /p* +  M' +  7'v) | =

=  ~  [ch 2 (ax +  p) +  cos (2px - f  v)] ,

I sh (yx + a) |2 =  ] sh2 (ax + jPx +  n + jv)\ =

=  у  [ch 2 (ou; +  p) — cos(2fk-l- v)].

Следовательно, квадраты действующих значений

U'2 =  Т  ' S h  [ch 2 (ах  +  ц) +  cos 2 (рх +  v)],

12= i  A  tch 2 + ь1) ~ cos 2 ( Р* + •
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Кривые 
значения Z

ch 2 (ах +  р) и cos 2 фх +  v) для некоторого частной 
: Z2, от которого зависят |Л и v, а также сумма этих кри 

вых, характеризующая распредели 
ние U2, и их разность, характера 
зующая распределение /2, прив< 
дены на рис. 20.7. Из этих кривы 
видно, что максимумы и минимум' 
как U, так и /, чередуются почт 
через четверть длины волны, при 
чем максимумы U сдвинуты отно 
сительно максимумов I такж е п о ч т р  

на четверть длины волны. В лини­
ях, длина которых не превышает

О четверти длины волны, при приня­
том соотношении Z : Z% действую­
щее значение тока возрастает, а 
действующее значение напряжения 
убывает в направлении от начала 
линии к ее концу.

§ 20.6. Переходные процессы в однородных линиях 

1. Общее решение уравнений переходного процесса

При включении и выключении линий и изменениях нагрузки, 
а такж е под влиянием атмосферных разрядов в линиях возникают 
переходные процессы. Уравнения, связывающие напряжение и и 
ток I в любой точке линии, были выведены в § 20.2:

ди . . . di 
JT .= r l  +  Lдх dt '■ (20 . 1)

a* — I -  (20-2)

Если продифференцировать первое уравнение по х, а второе по t\

■ Л -  <20-3)
,д2«

д*и di
дх2 Г дх

дЧ
dxd t  '

. ди 
dt С dt* (20.4)

diи подставить в выражение (20.3) значения ^  из (20.2) и-^-^-из (20.4),
получается дифференциальное уравнение в частных производных 
относительно напряжения:

д 2и , „  . , ч ди , , „  д 2и=  r g u  +  (rC + gL) W + LCдх2 дР •
В общем виде решение этого дифференциального уравнения в част­

ных производных весьма сложно. Сравнительно простое решение полу-
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гается для неискажающей линии, у которой

или ir =  aL и g  =  aC,

де а  — постоянная. После подстановки значений г и g  уравнение 
олучит вид:

f ^ L C { ^  + 2a% + a’ u). (20.5)

Решение уравнения для напряжения можно искать в виде
u =  F(x, t) q at,

где F (x, t) — функция координаты и времени. После подстановки 
в (20.5) значения и и его производных

_&F „ _/d2F__Oq ĴL X-a2F\eTat
дх* ():<■> L ’ dt \dt r J e  ’ ~&*~\dt* “  d t '^  a r J e  » 

получается уравнение

g  e - ' - i .C  [ ™ - ia %  + a 'F + 2 a % - la V +  av)
ИЛИ

d2F _ , r dil
dx 2 —  dP •

Оно совпадает с уравнением колебаний струны, имеющим решение 

F(x, t) =  f A(x +  vt) +  fB (x — vt), 

где скорость u =  pL=. Правильность этого решения может быть про­

верена подстановкой.
Таким образом, для неискажающей линии напряжение вдоль ли­

нии изменяется в зависимости от места и времени следующим образом:

u =  [fA(x +  vt) +  fB (х -  vt)] e~at.
Уравнение для тока можно получить из выражения (20.2), если 

подставить r =  aL, g  =  aC, v==y J ^ ’ значения и и учесть, что

dfA (x +  vt) dfA dfA dfB ( x - v t )  dfB
dt ~ V d v t ~ V d x ’ 3 dt — V dx"’

тогда

I  -  [«c (f,  + f e) -  aC (f, + f „) + Co (|| -  * ) ]  e - ' -

- л Г С-  1д- ^ - дМ  e~at
~  V L \ d x  дх ’ 

и окончательно после интегрирования

1 =  ^\Sa (х +  vt) — fB (x — vt) +  Ф (0] e~at,
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где р =  V  ~ — волновое сопротивление неискажающей линии
Ф ( t)— некоторая функция второй переменной — времени.

Подстановка последнего выражения в уравнение (20.1) после упро 
щений приводит к равенству:

д/л , д_[в =  L_ (д] л  __ д] в )  , i
дх ' дх ~ р \ dt dt ) '  р dt ' .

Перейдя к новым переменным х +  vt =  у, х — vt =  г, можно напи 
сать последнее уравнение в виде:

dJ A  _ l . <дк  I дМ  j .  L da>
д у  ' дг  " р \ ду  ' дг  / ' р dt ’

так как  — — 1, то rf? = 0 ,  т. е. Ф(/) =  const. Можно
р V l / c  V l c  d t  w

показать, что ток не содержит постоянной составляющей, следова­
тельно, Ф (t) — 0 и окончательно

i =  J-  [/л (X +  vt) — fB(x — vt)] e“at.

Здесь получен только общий вид функциональных зависимостей 
напряжения и тока от х и t. Конкретный вид функций f A (х +  vt) и 
f B =  (х — vt) будет определяться условиями задачи.

Переходные процессы в однородных линиях можно рассчитать 
такж е операторным методом. Так как  напряжение и ток являются 
функциями двух переменных t и х, их операторные изображения будут 
функциями и оператора р  и х. Тогда уравнения для однородной ли­
нии (см. § 20.2) в операторной форме при нулевых начальных условиях 
имеют вид:

- & Х)- =  (г +  Lp) I (р, х), =  ( g  + Ср) U (р, х).

Таким образом, переход от мгновенных значений и (г) и i (t) к их 
операторным изображениям U (р, х) и I (р, х) превратил дифференци­
альные уравнения в частных производных в обыкновенные дифферен­
циальные уравнения. После решения этих уравнений для перехода 
к оригиналу можно применить обратное преобразование Лапласа.

2. Бегущие волны

Можно показать, что выведенные в п. 1 выражения для и и i пред­
ставляют напряжения и ток линии в виде наложения прямой и обрат­
ной волн, бегущих со скоростью о.

В линии без потерь г =  0, g  =  0, а = 0 н e 'at = 1. Пусть в неко­
торый момент времени t — ^  составляющая напряжения иА — 
=  f A (х. +  v t j  имеет распределение, показанное на рис. 20.8, а. Для

dx
всех точек, для которых х f  vt  =  const или -j- v — 0, напряжение 
этой слагающей имеет одно и то же значение, а это значит, что кривая
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dx
аспределения напряжения иА перемещается со скоростью v =  ~ d t '

е. в направлении конца линии, от которого ведется отсчет расстоя- 
ий. Слагающая ив = f e  (х — vt) представляет такж е волну, но 
гремещающуюся в обратную сторону (рис. 20.8, б). Действительное 
аспределение напряжения равно сумме прямой и обратной волн.

Как видно из выражения для тока, обе его составляющие полу- 
зются с помощью деления составляющих напряжения на волновое 
)противление р, соответственно со знаком плюс и минус и поэтому 
удут подобны последним, но действительное распределение тока 
авно арифметической разности прямой и обратной волн.

При наличии потерь в линии прямая и обратная волны также 
существуют, но множитель е“а< указывает на затухание волн по мере

их движения. Алгебраические суммы напряжений и токов падающей 
и отраженной волн у конца линии должны равняться напряжению « 2 
и току t2 приемника:

. . . .  Wjj А ^2 В 
и 2 =  Ы2Л +  Ы2В> h  ~  hA +  l 2B =  ----------— ,

откуда
2 и 2А =  р*2 +  =  Рг2 +  Рпг2>

т. е. ток i2 в конце линии равен току эквивалентной схемы, состоящей 
из последовательного соединения сопротивления р и п е р е х о д ­
н о г о  с о п р о т и в л е н и я  приемника р„, включенной на на­
пряжение 2ы2Л. После определения тока г2 отраженные волны напря­
жения и тока могут быть определены из соотношений:

“2Д
« 2Д — игА — Ph  и 12в = ----- — •

Например, если линия замкнута на активное сопротивление г2 =  рп,
2 uiA  . г2—р . и2В г2—р .

— ̂ + 77- Ы2В — «2Л Р<2 — *2 В— Т ^ р ‘2А'
Мощность р2 в конце линии, т. е. мощность приемника 

р2 =  и яга =  (и,д  +  и ,в) U?A ~ 2В-= Uf ~ Uf =zp2A~ p‘iB’

авна разности мощностей падающих р2д и отраженных р 2В волн, 
'ри сопротивлении г2 приемника, равном волновому сопротивлению р
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линии, и2В, i-гв и р2в становятся равными нулю, т. е. отраженнь 
волны не возникают, в линии наступает установившийся режим, 
вся мощность падающих волн потребляется приемником.

Для разомкнутой линии г2 =  оо, откуда щ в =  u 2a , 1%в =  — Ц 
для короткозамкнутой линии г2 =  0, откуда и2В =  — w2j4, i2B =  i* 
т. е. в этих случаях отраженные волны имеют ту же величину, что 
падающие, причем с переменой знака в разомкнутой линии отражает, 
волна тока, а в короткозамкнутой — волна напряжения

Энергии магнитного и электрического полей прямых волн иА и 
на участке dx линии

у  i\L d x = Y  UaC dx, 

так как Таким образом, энергии магнитного и электрического
1А С

полей прямой волны на участке линии, а следовательно, и во всей 
линии равны друг другу . Такое же соотношение имеет место и для 
обратной волны. Для результирующих электрического и магнитного 
полей равенства энергий нет.

3. Процесс включения линии

Когда длина линии / мала по сравнению с длиной волны ^ = у ,  
время пробега волны вдоль всей линии

V  ^  V

т. е. много меньше периода 7^ синусоидального напряжения, на кото­
рое включается линия. Поэтому можно пренебречь изменением этого 
напряжения за время начальной стадии переходного процесса вклю­
чения и ограничиться рассмотрением включения линии на постоянное 
напряжение U0, равное в момент включения мгновенному значению 
напряжения их (0). Таким образом, волновые процессы при включе­
нии линии на синусоидальное и на постоянное напряжение при I к 
будут аналогичными.

В качестве примера рассматривается включение на постоянное 
напряжение U0 линии без потерь на основе соотношений, полученных 
в п. 2 этого параграфа. При этом предполагается, что источник напря­
жения имеет относительно большую мощность, т. е. его внутренним 
сопротивлением можно пренебречь. Тогда волны напряжения и тока 
будут отражаться от начала линии так, как  будто оно замкнуто на­
коротко.

После включения разомкнутой на конце линии, т. е. при режиме 
холостого хода, вдоль нее пойдут волны напряжения и тока, пока 
занные на рис. 20.9, а  со стрелкой в направлении их движение
Через время, равное волны дойдут до конца линии и тогда влюбо 

ее точке напряжение будет равно U0, а ток / о — -тг- Затем произойди
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тражение волны напряжения без перемены знака, а тока. — с пере­
чной знака. Отраженные волны пойдут к началу линии, увеличивая
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Рис. 20.9

напряжение до 2U0 и уменьшая ток до нуля (рис. 20.9, б). В начале 
линии такж е произойдет отражение, но теперь волна напряжения U0 
отразится с переменой знака, а 
тока — /0 без перемены. Отражен­
ные волны пойдут опять вдоль 
линии, на которой напряжение 
станет равным t/0, а ток — /0 
(рис. 20.9, в ) .  В результате треть­
его отражения к началу пойдет 
отрицательная волна напряжения 
и положительная волна тока, 
уменьшающие напряжение и ток 
з линии до нуля (рис. 20.9, г ) .
5 момент прихода этих волн к на-
■элу линии вся линия будет без напряжения и тока, как и в началь-
ый момент, после чего процессы начнут повторяться. Время пол-
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лого цикла
Т =  4  — =  4 / V l C

называется п е р и о д о м  с о б с т в е н н ы х  к о л е б а н и й  л и н и f 
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Рис. 20.11
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Используя рис. 20.9, построен график изменения во времени на-
1пряжения и тока в точке, расположенной на расстоянии - j  от начала

линии (рис. 20.10); напря-
а )

Чо

х I

6)

Vo

х I

31Й

2!д жение колеблется от нуля 
до 2 U0, а ток изменяется 
от /0 до — /0.

0 При включении той же
линии, но к концу кото­
рой подключено активное 
сопротивление га, волны 

2i0 напряжения UQ и тока /0 
при t « с  774 будут такими 
же, как  в предыдущем 
случае (см. рис. 20.9, а). 

' Пусть г 2 >  р, тогда коэф­
фициент отражения п от 
конца линии равен отно­

шению отраженной волны к падающей, вычисленному в п. 2:

X L 0 х I 

Рис. 20.12

Р
'гг + Р> 0 ,

и. волна напряжения U0 отразится от конца линии без перемен' 
знака, а волна тока /„ с переменой знака. На рис. 20.11, а показан



апряжение и ток линии после отражения для г2 =  4 р, т. е. для 
=  0,6. Отраженные волны 0,6 L'0 и — 0,6 /0 увеличивают напря­

жение до 1,6 U0 и уменьшают ток до 0,4 /0. После отражения от начала 
инии волна — 0,6 U0 снизит напряжение линии до U0, а волна — 
,6 /0 снизит ток до — 0,2 /0 (рис. 20.11, б). В результате второго отра- 
ения от конца линии напряжение на ней будет 0,64 £/0, а ток 0,16 /0 
>ис. 20.11, в) и т. д.

При включении короткозамкнутой линии ее конец, как  и начало, 
удут отражать волну напряжения с переменой знака, а волну тока — 
ез перемены. При включении такой линии волны напряжения U0
i тока /0 при t <  Т/4 будут такими же, как и в двух предыдущих 
:лучаях (см. рис. 20.9, а). Затем отраженная от конца линии волна
— U0 понизит напряжение линии до нуля (рис. 20.12, а), но после 
отражения от начала волна U0 восстановит его значение (рис. 20.12, б) 
и т. д. Волна тока /0 после отражения от конца линии увеличит ток 
линии до 2/0 (см. рис. 20.12, а), после отражения от начала — до 3 /0 
(см. рис. 20.12, б) и т. д.

В линии с потерями волны напряжения и тока постепенно зату­
хают, а напряжение и ток приближаются к тем значениям, которые 
они должны иметь при установившемся режиме.



Ч А С Т Ь  Ч Е Т В Е Р Т А Я  

ТЕОРИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

Г Л А В А  Д В А Д Ц А Т Ь  П Е Р В А Я

УРАВНЕНИЯ ПОСТОЯННЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ И МАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ

§ 21.1. О теории электромагнитного поля

В любых электротехнических устройствах происходит преобразо­
вание и распространение энергии электромагнитного поля, поэтому 
изучение теории и методов расчета электромагнитного ПОЛЯ имеет 
большое практическое значение.

В теории электрических и магнитных цепей их параметры — со­
противление, индуктивность, емкость — считались заданными. Однако 
для вычисления этих параметров необходимо уметь рассчитывать 
электрические и магнитные поля. Д ля таких явлений, как излучение 
и распространение электромагнитных волн, поверхностный эффект, 
экранирование, понятия цепи теряют смысл, и они могут быть изу­
чены только на основе теории электромагнитного поля.

Изучение сложных явлений в постоянном и переменном электро­
магнитных полях требует составления уравнений электрических 
и магнитных полей в дифференциальной форме и применения относи­
тельно сложного математического аппарата. Поэтому теория электро­
магнитного поля излагается на базе векторного анализа, упрощаю­
щего доказательства и получение следствий из основных уравнений 
поля.

Ограничиваясь задачей расчета электрических и магнитных полей, 
целесообразно, используя аналогию между уравнениями этих полей, 
изучать методы расчета одновременно, классифицируя их по виду 
исходных уравнений.

При решении конкретной задачи по расчету поля при заданных 
начальных и граничных условиях необходимо, выбрав наиболее под­
ходящую для данной задачи систему координат, записать дифферен­
циальные уравнения в этой координатной системе и затем их решить.

§ 21.2. Электромагнитное поле

Электромагнитное поле, представляющее собой вид материи, 
окружает как неподвижные, так и движущиеся электрические заряды  
(токи). Однако электромагнитное поле может существовать, не будучи 
непосредственно связано с электрическими зарядами, например в виде 
излученной электромагнитной волны, движущейся со скоростью света

Электромагнитное поле при макроскопическом рассмотрении, обыч 
ном для электротехники, непрерывно распределено в пространств*
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1ри микроскопическом рассмотрении обнаруживается дискретность 
Груктуры электромагнитного поля, состоящего из фотонов.

Электромагнитное поле обладает энергией и массой, объемная 
потность которой т 0 связана с объемной плотностью энергии W0
^отношением т0 =  ^ ° , где с =  3 - 108 —  — скорость света в вакуум е.

аличие этой массы определяет давление света на освещаемую поверх- 
ость. Так как скорость света велнка, то, несмотря на значительную 
;личину плотности энергии используемых в технике электромагнит- 
ых полей, плотность их массы ничтожно мала по сравнению с плот- 
остью массы любого вещества. Поэтому масса поля в большинстве 

:лучаев не учитывается. Однако существование массы электро­
магнитного поля имеет принципиальное значение как свидетель­
ство материальности поля. Вторым фактом, подтверждающим 
материальность электромагнитного поля, является взаимное пре­
вращение фотона в пару электрон — позитрон, т. е. в частицы 
вещества.

Представление об электромагнитном поле как виде материи, ха­
рактеризующейся приведенными выше свойствами, полностью соответ­
ствует материалистической концепции, введенной еще Фарадеем и 
Максвеллом. Согласно этой концепции, взаимодействие зарядов (то­
ков) осуществляется через материю, окружающую заряды (токи). 
Этой материей является электромагнитное поле, все изменения в кото­
ром происходят с конечной скоростью.

Теория Максвелла (1873 г.) получила окончательное признание 
после работ Герца (1887 г.), доказавшего существование предсказан­
ных Максвеллом электромагнитных волн, после изобретения радио 
А. С. Поповым (1895 г.) и обнаружения П. Н. Лебедевым давления 
света (1901 г.).

Электрическое и магнитное поля неразрывно связаны между собой, 
являясь лишь двумя составляющими единого электромагнитного поля. 
Деление электромагнитного поля на эти две составляющие относи­
тельно, оно зависит от условий наблюдения и возможно только при 
макроскопическом рассмотрении явлений. При движении заряженного 
тела в окружающем пространстве возникает электромагнитное поле, 
и неподвижный наблюдатель обнаружит электрическое и магнитное 
поля по механическим силам, действующим на пробный заряд и маг­
нитную стрелку. Однако наблюдатель с пробным зарядом и магнит­
ной стрелкой, движущийся вместе с заряженным телом, не обнаружит 
отклонения магнитной стрелки, а отметит только воздействие на проб­
ный заряд. Для такого наблюдателя существует только электриче­
ское поле, а магнитное — отсутствует.

При микроскопическом рассмотрении всегда обнаруживаются обе 
стороны электромагнитного поля. Например, при рассмотрении непод­
вижного заряженного тела необходимо учесть такж е магнитное поле 
движущихся по своим орбитам электронов, из которых слагается об- 
дий заряд тела. Однако из-за хаотического расположения этих эле- 
ентарных токов их магнитное поле чрезвычайно быстро убывает 
увеличением расстояния от тела. При макроскопическом подходе
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вокруг неподвижного заряженного тела учитывается только электр! 
ческое поле.

Поскольку можно создать условия, при которых проявляется од| 
из составляющих электромагнитного поля, возможно и раздельн- 
изучение электрического и магнитного полей. Это соответствует таю 
целому ряду практических задач, когда в электротехническом устро 
стве представляет интерес определение только одного из полей.

§ 21.3. Электрическое поле в диэлектрической среде

Расчет электрического поля во многих случаях может быть упрс 
щен введением скалярного потенциала <р, связанного с проекции 
вектора напряженности Е на произвольное направление t соотноше 
нием

В декартовой системе координат

Градиент потенциала grad <р представляет собой вектор, численно 
равный производной потенциала по нормали к эквипотенциальной 
поверхности и направленный в сторону возрастания потенциала:

где п° — орт нормали.
Одним из основных соотношений, характеризующих электроста­

тическое поле, является условие потенциальности поля:

где dt — элемент длины.
Это условие соответствует однозначности потенциала для элект­

ростатического поля, силовые линии которого начинаются и кончаются 
на поверхностях заряженных тел.

Д ля перехода от этой интегральной записи к дифференциальной 
необходимо уменьшить контур интегрирования, стягивая его в точку. 
Однако при этом, независимо от характера поля, интеграл по замкну­
тому контуру, так же как  и поверхность AS, ограничиваемая им, стре 
мится к нулю. Поэтому поле в данной точке характеризуют предело? 
их отношения:

а вектор напряженности поля

или
Е =  — grad ф.

$ E d l  =  0,
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Из курса математики известно, что этот предел представляет со- 
эй проекцию в и х р я  ( р о т о р а )  вектора Е на нормаль к поверх- 
ости A S:

&Edl  
го1л Е =  lim  —A-g~.

AS-* О
оложительное направление нормали связано с направлением обхода
з контуру правилом правого винта.

В декартовой системе координат вихрь вектора

rot Е  -  i I 4- к (*Ё2 .- дМrot Ь —  1 \ д у  д г  1 ^ 1  [ д г  д х }  +  К \ д х  д у  Г

Условие потенциальности поля приводит к
rot„E =  0,

потому что числитель дроби, стоящий под знаком предела в выраже­
нии проекции вихря вектора, равен нулю при любом значении AS. 
Это справедливо для любого направления нормали, поэтому всегда

rot Е =  0.

Равенство нулю вихря вектора свидетельствует о том, что линии 
этого вектора не замыкаются на себя, т. е. не образуют вихрей, 
а имеют начало и конец. Потенциальное поле и безвихревое поле — 
это одно и то же.

Вторым фундаментальным соотношением для электростатического 
поля является обобщенная теорема Гаусса, связывающая смещение D 
с зарядом Q, находящимся внутри замкнутой поверхности 5 :

<§DdS = Q.
Д ля малого объема ДУ, ограниченного поверхностью AS и содер­

жащего заряд AQ, обобщенная теорема Гаусса примет вид:

§ D d S  =  AQ.

Деление обеих частей равенства на объем AV и переход к пределу 
при AV 0 дает:

& D dS &Q
lim  ■■ :-■■■-■ =  lim  -т-r;, 

ду ^  О А1/ д у - .о д У

Предел, стоящий в левой части равенства, к ак  известно из курса 
математики, называется р а с х о ж д е н и е м  ( д и в е р г е н ц и е й )  
вектора D:

& D dS 
div D =  lim  -AV- 0̂ &V

В декартовой системе координат



Предел, состоящий в правой части, представляет собой объемнук 
плотность заряда р. Таким образом, теорема Гаусса в дифференциал! 
ной форме записывается так:

div D =  p.

Если расхождение вектора в данной точке поля не равно нули 
то это означает, что линии вектора расходятся из данной точки ил 
сходятся в ней. Иными словами, эта точка является истоком (началок 
или стоком (концом) линий вектора. Таким образом, последнее равеь 
ство говорит о том, что объемный положительный заряд являето  
истоком вектора смещения, а отрицательный — стоком.

Если расхождение вектора равно нулю, то в данной точке линии 
вектора не начинаются и не кончаются.

Рис. 21.1

Д ля полной характеристики электрического поля в данной точке 
необходимо привести известное выражение объемной плотности энер­
гии

и условия у поверхности раздела двух сред с диэлектрическими про­
ницаемостями и е2:

/1 £*/2 ’ Dn ĵ
вытекающие из соотношений фЕгП =  0 и (§D dS  =  0.

Движущиеся заряды такж е создают электрическое поле. Это поле 
в диэлектрике, окружающем проводники с током, описывается теми 
же уравнениями, что и электрическое поле в пространстве, не занятом 
зарядами (р =  0), т. е.

ro tE  =  0, Е =  — grad ф, d i v D =  0, Wй =  ^ .

Различие между электростатическим полем и электрическим полем 
в окружающем проводники с током диэлектрике заключается в том, 
что в первом из них поверхности проводящих тел являются эквипотен­
циальными, во втором — нет. Это видно из рис. 21.1 для двухпровод­
ной линии. Рис. 21.1, а  соответствует электростатическому полю линии 
при холостом ходе, рис. 21.1, б  — электрическому полю нагруженной 
линии. В первом случае поле нормально к эквипотенциальной поверх­
ности провода, во втором, из-за падения напряжения вдоль провода,
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громе нормальной составляющей Е„, поле имеет еще касательную 
оставляющую Эта составляющая определяется величиной сопро- 
ивления провода. Так как удельное сопротивление металлического 
ровода весьма мало, то в практических задачах касательной состав- 
яющей пренебрегают ввиду ее малости по сравнению с нормальной, 
поле рассчитывают как электростатическое.

В случае однородного диэлектрика (е =  const) теорема Гаусса 
дифференциальной форме может быть представлена соотношением

div D  =  di veE =  ed i v  Е =  р,
1ЛИ

div Е =  —.£
Подстановка Е =  — grad ф приводит к уравнению (см. приложе­

ние 4)
-  div grad ф =  — Дф =

или
Дф =  —

называемому уравнением Пуассона. Здесь Д — оператор Лапласа. 
В декартовой системе координат

Дф =  div grad <p =  ™ (grad <р)х +  ^  (grad q>)y +  £  (grad <p), =

_ d d(f . d d(f . д  дф _б2ф . д2ф д2ф
дх дл: д у  д у  д г  Ъг дх2 д у 2 ' 3za ‘

Общее решение уравнения Пуассона, как это может быть проверено 
подстановкой, имеет вид:

1 С р dV 
^  4яе  3 г ’

где г  — расстояние от точки наблюдения до элемента объема dV с  за ­
рядом pdV.

Д ля пространства, свободного от зарядов (р  =  0), уравнение 
Пуассона переходит в уравнение Лапласа:

Дф =  0.

Значение уравнений Пуассона и Лапласа для расчетов поля в одно­
родной диэлектрической среде заключается в том, что сложное реше­
ние уравнений для векторов Е и D заменяется более простым реше­
нием одного уравнения в частных производных для скалярной вели­
чины ф.

§ 21.4. Электрическое поле в проводящей среде

Электрическое поле создает ток в проводящей среде. Вне источ­
ников энергии это поле потенциально, поэтому для него остаются 
в силе соотношения, выведенные выше:

rotE==0, Е =  — grad ф,
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и для однородной среды, поскольку свободный заряд р = О,
Лф =  0 .

Равенство rot Е =  0 может быть истолковано как  дифференциал! 
ная форма записи второго закона Кирхгофа для контура, не содержа 
щего источников. Действительно, в потенциальном поле при обход 
по замкнутому контуру (^Еа!1 =  0, т. е. сумма напряжений на участ
ках равна нулю.

Вектор плотности тока б в среде с удельной проводимостью ' 
равен уЕ. Это выражение представляет собой закон Ома в дифферен 
циальной форме. Кроме того, вектор 6 удовлетворяет соотношению 
<§6dS =  0, являющемуся интегральной формой записи принципа 
непрерывности тока.

По аналогии с изложенным в предыдущем параграфе это равенство 
приводит к дифференциальному соотношению div 6 =  0, которое 
интерпретируется как  первый закон Кирхгофа в дифференциальной 
форме, так как  отсутствие истоков вектора плотности тока соответ­
ствует тому, что сумма токов (потоков вектора плотности тока), схо­
дящихся в точке, равна нулю.

Применяя закон Д ж оуля — Ленца к бесконечно малому парал­
лелепипеду длиной dl  и основаниями dS,  лежащими на соседних 
эквипотенциальных поверхностях, можно найти элементарную мощ­
ность тепловых потерь dP.  Напряжение между основаниями паралле­
лепипеда dU — Ed\, ток через основание d l  = bdS и, соответственно

dP  =  dU d l  =  Ed\ 6 dS =  E6 dV,
где dV =  dldS  — объем параллелепипеда.

Мощность в единице объема

^  =  Р 0 =  Е 6 = ТЕ*.

Последнее соотношение является законом Д ж оуля — Ленца в диф­
ференциальной форме.

Если рассматриваемый объем содержит такж е сторонние источники 
энергии, т. е. преобразователи различных видов энергии (химической, 
тепловой, механической и т. п.) в электрическую с э. д. с. (?схор =
— §E CTopdl, то электрическое поле постоянного тока не является 
потенциальным, так как  при этом вместо Е следует рассматривать 
сумму Е +  ЕСтор и

ф (Е -)- Естор) d\ =  ё стор.

Теперь законы Ома и Д ж оуля — Ленца в дифференциальной 
форме примут вид:

б =  Т(Е +Естор) И Po=-(E +  ECIop)6==v(E +  ECTOp)2.

Мощность, развиваемая сторонней э. д. с. и отнесенная к единице 
объема,

Р 0 стор =  Есуорв — ТЕсТОр (Е ЕСт0р).
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У поверхности раздела двух сред с удельными пронодимостями 
fx и у 2 имеют место соотношения:

Е ц  —  Е ц  и бл1 =  ^ла-

§ 21.5. Магнитное поле

Основными соотношениями для магнитного поля постоянных токов 
являются закон полного тока

§ H d l  =  /

и принцип непрерывности магнитного потока

§ B d S  =  0.

Замена I — ̂ &dS в законе полного тока дает:

<§Hdl =  $ 6 d S .

Аналогично предыдущему могут быть получены дифференциальные 
соотношения:

ro tH  =  6 и d i vB =  0.

Когда вихрь вектора отличен от нуля, линии этого вектора замы­
каются на себя. Густота линий (плотность вихрей) определяется 
величиной вихря вектора. Таким образом, первое равенство указы ­
вает на вихревой характер магнитного поля. Второе равенство у к а ­
зывает на отсутствие истоков (стоков) магнитного поля, т. е. на отсут­
ствие магнитных масс и непрерывность линий магнитной индукции 
в любых средах.

Д ля области, не занятой токами, т. е. вне проводников с токами,
6 =  0 и основные уравнения

rotH  =  0 и div В —О

аналогичны уравнениям электрического поля в диэлектрической 
среде при отсутствии объемного заряда. В этой области магнитное 
поле может рассматриваться как потенциальное и аналогично элек­
трическому характеризоваться скалярной величиной — магнитным 
потенциалом срт, причем

Н =  — grad срт.
Д ля однородной изотропной среды магнитный потенциал удовле­

творяет уравнению Лапласа
Лфт = 0.

Однако и для области, содержащей токи, т. е. при вихревом харак­
тере магнитного поля (rot Н = б), можно получить уравнения, фор­
мально аналогичные уравнениям электрического поля, если ограни­
читься рассмотрением однородной изотропной среды (^ =  const). 
Установление такой аналогии облегчает расчеты магнитного поля.
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С этой целью вводят вспомогательную векторную величину — в е к ­
т о р н ы й  п о т е н ц и а л  А, определяя его соотношением

В =  rot А.
Такое введение векторного потенциала возможно потому, что дл, 

любого вектора (см. приложение 4)

div rot А =  0

и равенство В =  rot А не противоречит основному соотношении: 
div В =  0.

Равенству В =  rot А удовлетворяет бесчисленное множество век­
торов, отличающихся друг от друга на градиент произвольного скал я­
ра а . Если положить

A' =  A +  grad а ,
то

B =  rot А ' =  rot А +  rot grad oc =  rot А,

так как  всегда rot grad а =- 0. Поэтому для определенного выбора 
вектора А должно быть наложено дополнительное условие, что будет 
сделано далее.

Подстановка В =  rot А в закон полного тока в дифференциальной 
форме дает:

rot Н =  rot — =  — rot В =  — rot rot А.
Н И И

Так как  для любого вектора

rot rot A =  grad div А — ДА,
то

rot Н =  -^ (grad div А — ДА) =  6.

В соответствии со сказанным на векторный потенциал А целесо­
образно наложить условие:

div А =  0.

Тогда для определения векторного потенциала получается урав­
нение Пуассона

ДА =  — (а.6,

аналогичное уравнению для потенциала в электрическом поле. Р аз­
личие лишь в том, что в электрическом поле это уравнение связывает 
скаляры , а в магнитном — векторы и сводится к трем уравнениям 
для составляющих:

i\Ax — — ДЛ^= — цЛу и ААг — — ц.6г.

Общее решение уравнения для векторного потенциала, по анало­
гии с приведенным в § 21.3, имеет вид:



Отсюда следует, что по мере удаления от области, занятой токами,
екторный потенциал убывает не медленнее, чем 1 .

Для линейного тока, равномерно распределенного по сечению 
роводника s, выражение для векторного потенциала может быть пре- 
бразовано:

A —  J L  ? bdV  — JL ? 6s d\ _  С }_d\_
4n J  г ~  4л j  г 4 я  '  r  '

де d\ — элемент длины проводника с током.
С помощью векторного потенциала А можно вычислить магнитный 

поток через поверхность S :
Ф = $ В  dS =  $rot \dS .

По теореме Стокса это выражение преобразуется к виду:

Ф =  <§ АсИ,

где интегрирование ведется по замкнутому контуру I, ограничиваю­
щему поверхность S .

Плотность энергии магнитного поля

W  - НВ- 0 2 •
Т а б л и ц а  21.1

Электрическое поле
Магнитное поле

в диэлектрической среде в проводящей среде

rot Е = 0  
(всегда)

rot Е =  0 
(вне источников)

ro t Н =  6
или 

rot Н =  0

d iv D = р  
или 

div D = 0

d iv  6 =  0 
(всегда)

d iv  В = 0  
(всегда)

D =  eE 6 =  уЕ В==цН

£/l =  £/2 Eft — Нл = н а

D ni — Dnz б/ii =  &пг Вщ — &П2

E =  — grad ф Е =  — grad ф В =  rot А 
или

Н = -  grad фт

Дф = ---- —T e
или

Дф =  0

Лф =  0 
(вне источников)

ДА == —ц.6 
или

д Ф т = о

Р0 =  6Е w  _ н в
Wa~  2~
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У границы двух сред с магнитными проницаемостями и 
напряженность поля и магнитная индукция удовлетворяют равенст 
вам:

Нц =  Hii и В л! =  В я2.
Уравнения, полученные в результате рассмотрения различны; 

полей, для наглядност и сведены в табл. 21. 1 .  Уравнения, стоящи' 
в первых двух строках этой таблицы и определяющие вихри и расхс 
ждения полей, называются у р а в н е н и я м и  М а к с в е л л а .

Из приведенной таблицы видно, что уравнения постоянных э л ек ­
трических и магнитных полей независимы друг от друга. Это подтвер­
ждает указанную возможность их раздельного изучения.

Аналогия и различия между уравнениями различных полей рас­
сматриваются в следующей главе.

Г Л А В А  Д В А Д Ц А Т Ь  В Т О Р А Я  

РАСЧЕТ ПОЛЕЙ ПО УРАВНЕНИЮ ЛАПЛАСА. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОЛЕЙ

§ 22.1. О расчете постоянных электрических и магнитных полей
Д ля расчета постоянных полей, обладающих плоской, осевой или 

сферической симметрией, с успехом можно применять теорему Гаусса 
и закон полного тока в интегральной форме. При расчете более слож­
ных полей приходится обращаться к уравнениям в дифференциальной 
форме (см. табл. 21.1). Как видно из этих уравнений, при известных 
свойствах сред (е, у, [г) каждое из полей характеризуется одной из 
следующих величин:

электрическое поле в диэлектрике — Е , D , <р, 
электрическое поле в проводящей среде — Е , б, <р, 
магнитное поле — Н, В, tpт, А.

Задача расчета поля состоит в определении одной из этих величин 
как  функции координат. Д ля отдельных видов полей должно быть 
задано: распределение зарядов или потенциалы заряженных тел; 
ток или разность потенциалов в проводящей среде; распределение 
токов или разность магнитных скалярных потенциалов. Обратные 
задачи состоят в определении закона распределения зарядов или токов 
по заданному распределению напряженностей или потенциалов полей.

В каждой конкретной задаче должны быть такж е известны конфи­
гурация, размеры и взаимное расположение тел, свойства (е, у ,  |л) 
этих тел и окружающих их сред.

Если требуется рассчитать поле в однородной среде, то исходными 
соотношениями являются уравнения Лапласа или Пуассона. Д ля 
расчета полей в неоднородных средах пользуются уравнениями М акс­
велла.

Много практически важных задач сводится к расчету полей по 
уравнению Лапласа, которым описываются электрическое поле в ди­
электрике вне зарядов, электрическое поле в проводящей среде вне 
источников э. д. с. и магнитное поле вне токов,
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Задача расчета полей по уравнению Лапласа обычно состоит в опре­
снении потенциалов <р или <рт  как функции координат в некотором 
5ъеме по заданным значениям потенциалов на поверхностях, огра­
нивающих этот объем.

При подобных исходных данных, т. е. геометрическом подобии 
>аничных поверхностей и аналогичном распределении потенциалов
i этих поверхностях, решения уравнения Лапласа для различных 
)лей будут также подобными. Поэтому результаты расчета одного 
эля можно перенести на расчет другого с подобными исходными 
энными. На основании табл. 21.1 можно составить таблицу соот- 
етствия величин для полей, описываемых уравнением Лапласа 
габл. 22.1).

Таблица 22.1

Электрическое поле в диэлектрике Е D 8 ф и Q с

Электрическое поле в проводящей 
среде

Е 8 У ф V 1 G

Магнитное поле Н В и ф т и,п ф

Эту таблицу удобно назвать таблицей прямого соответствия вели­
чин, поскольку далее встретится таблица обратного соответствия.

При изучении полей часто пользуются их графическим изображе­
нием, называемым картиной поля. Такое изображение особенно 
удобно для часто встречающихся в практике п л о е к  о п а р а л ­
л е л ь н ы х  и п л о с к о м е р и д и а н н ы х  полей. При плоско­
параллельном поле картина будет одинаковой для всех плоскостей, 
перпендикулярных прямой, вдоль которой потенциал остается неиз­
менным, при плоскомеридианном — во всех плоскостях, проходящих 
через ось симметрии поля.

При расчете полей исходные уравнения необходимо записывать 
в координатной системе, которая должна быть выбрана так, чтобы 
координатные поверхности совпадали с граничными поверхностями 
задачи или были ближе всего расположены к ним. В частности, для 
расчета плоскопараллельных полей применяют декартовы или ци­
линдрические координаты, совмещая ось Z с прямой, вдоль которой 
потенциал оказывается неизменным. Для расчета плоскомеридиан­
ных полей применяют цилиндрические или сферические координаты.

Общий порядок расчета полей состоит в следующем. В зависимости 
от вида задачи выбирают исходное уравнение, записывают его в удоб­
ной системе координат и решают в общем виде. Затем по исходным 
данным и условиям на границе раздела двух сред определяют в случае 
обыкновенных дифференциальных уравнений постоянные интегриро­
вания, а в случае уравнений в частных производных — функции, 
'довлетворяющие граничным условиям.
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§ 22.2. Теорема единственности решения уравнения Лапласа

Для расчета полей большое значение имеет теорема единственное! 
решения уравнения Лапласа, которая формулируется следующи 
образом: из всего множества функций, удовлетворяющих уравнены 
Лапласа, суирствует только одна, удовлетворяющая заданным грани 
ным условиям.

Для доказательства следует предположить, что существуют д* 
функции и ф2, удовлетворяющие уравнению Лапласа во всем объе!У
V и имеющие одинаковые значения на поверхностях S,  ограничивак 
щих этот объем (ф15 = (p2s). Тогда разностная функция ф *  = ф ,  — 4 
на поверхностях S  равна нулю:

ф ! = ф 1 5 - ф 2 5 = о ,

а в объеме V также удовлетворяет уравнению Лапласа и, по предполо­
жению, не равна нулю. Если удастся показать, что эта функция и 
во всем объеме равна нулю, то теорема будет доказана. Применение 
теоремы Остроградского к вспомогательному вектору ф* grad ф* дает:

J div (ф* grad ф*) dV =  <§> ф* grad ф* dS.
Интеграл по поверхностям S, ограничивающим объем V, равен 

нулю, поскольку на этих поверхностях ф| = 0. Следовательно,
jj div (ф* grad ф*) dV =  0 

или в соответствии с формулой векторного анализа (см. приложение 4)
§ [(grad ф*)2 +  ф* div grad ф*] dV =  0.

Но div grad ф* = 0, поскольку ф* удовлетворяет уравнению 
Лапласа. Значит

§ (grad ф*)2 dV — 0.
Так как подынтегральное выражение положительно, то равенство 

выполняется только при условии
grad ty*= 0  или ф* =  const.

Таким образом, разностная функция имеет одно и то же значение
*

во всем объеме, в том числе и на граничных поверхностях, где ф5 = 0. 
Следовательно, во всем объеме фа = ф2, что и требовалось доказать.

Из теоремы единственности вытекает важное свойство функций, 
удовлетворяющих уравнению Лапласа: если две функции совпадают 
на поверхностях, ограничивающих некоторый объем, то они совпа­
дают во всем объеме, независимо от того, что вне указанного объема 
эти функции могут быть существенно различны. Это свойство можно 
проиллюстрировать на следующем примере. Потенциал и напряжен­
ность поля коаксиального кабеля с линейной плотностью заряда т 
совпадают в объеме, ограниченном поверхностями жилы и оболочки, 
с полем заряженной оси с той же плотностью заряда х, поскольку 
потенциалы этих полей совпадают на граничных поверхностях. Вне 
этого объема поле кабеля отсутствует и аналогия между кабелем i

338



ряженной осью нарушается, так как поле заряженной оси сущест- 
ет во всем окружающем пространстве.
Теорема единственности позволяет обосновать возможность сведе- 

!я сложной задачи к более простой при сохранении граничных 
ловий. Она позволяет также обосновать рассматриваемые далее 
:тоды — разделения переменных и зеркальных изображений.

§ 22.3. Метод разделении переменных
Если удачным выбором системы координат удается представить 

отенциал в виде функции одной переменной, то уравнение Лапласа 
ревращается в обыкновенное дифференциальное уравнение, решение 
оторого трудностей не представляет. Если потенциал оказывается 

функцией двух или трех координат, то обычно для решения урав­
нения Лапласа применяют метод разделения переменных, иногда 
называемый методом Фурье.

Согласно этому методу решение уравнения Лапласа представляется 
в виде произведения или суммы произведений функций, каждая из 
которых зависит только от одной координаты. Благодаря этому урав­
нение Лапласа сводится к системе обыкновенных дифференциальных 
уравнений, число которых равно числу независимых переменных. 
После решения этих уравнений составляется решение исходного урав­
нения таким образом, чтобы оно удовлетворяло граничным условиям.

Проще всего можно пояснить метод на примере плоскопараллель­
ного поля в декартовых координатах. Подстановка функции ф (х, у)  = 
= X (*) Y (у) в уравнение Лапласа

д2Ф , д2ф = п  
дх2 ‘ ду2

дает

y g  +  x Z - o .
После деления на XY получается

1 d?X______ _1_
X ‘ dx? ~  У dy2 '

Так как левая и правая части этого уравнения зависят от разных 
переменных, обе части должны быть равны некоторой постоянной К,-

Таким образом, уравнение Лапласа в этом случае сводится к сле­
дующим двум уравнениям:

di ^ ± K X  =  0, % ~ + K Y  =  Q.

Решения этих уравнений можно представить в показательной 
форме или в виде тригонометрических и гиперболических синусов 
и косинусов. При первом сочетании знаков перед К. решения имеют вид:

Х =  А cos kx-\- В sin kx, Y =  Cch ky-\-D sh ky, 
где k =  VK.

При втором сочетании знаков гиперболические и тригонометриче- 
кие функции меняются местами.
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Общее решение уравнения Лапласа выражается в виде суммы час 
ных его решений:

Ф (*. У) =  2  ф! (*. У) =  Ё  Xi W  Y* (У)‘
l  I i  =  1

При первом сочетании знаков
I = п

ф {х, у) =  2  C0S k'X +  Bi s'n (Ci Ь>У “t~ A  sh kiy). 
i =  1

Из теоремы единственности следует, что если удастся подобра1 
значения постоянных Л,-, В ;, С;, D; и ki таким образом, чтобы функци 
Ф (х, у) удовлетворяла заданным граничным условиям, то задач} 
можно считать решенной. Следовательно, решение сводится к опре 
делению указанных коэффициентов по граничным условиям. Знак 
перед К  также выбирается в зависимости от этих условий.

Если потенциал является функцией трех декартовых координат, 
то его представление в виде

Ф (х, у,  г) =  Х (х) Y (у) Z (г)
приводит к трем обыкновенным уравнениям, общий вид решений 
которых также легко найти.

В других системах координат порядок решения уравнения Лапласа 
методом разделения переменных остается таким же.

§ 22.4. Цилиндр в однородном поле

Далее на примере цилиндра и экрана в однородном поле рассмат­
ривается расчет электрических и магнитных полей в цилиндрических

Y координатах методом разделения пе­
ременных.

Проводящий бесконечный цилиндр 
радиуса г х с удельной проводимостью 

= const помещен в проводящую 
среду у2 = const, где было однород­
ное электрическое поле Е0, перпен­
дикулярное оси цилиндра (рис. 22.1). 
Требуется найти поле внутри и вне 
цилиндра.

В практике такого рода задачи 
могут встретиться при изучении 
электрических полей, обусловленных 
блуждающими токами в земле вблизи

зарытых в землю проводящих тел (заземлителеЙ, кабелей, трубо­
проводов и т. п.).

Так как поле является плоскопараллельным, то уравнение Лапласа 
в цилиндрических координатах запишется в виде (см. приложение 5)

г д г [  д г ] ^  г2 даа
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Подстановка q> (г, а) =  R (г) Q (а) приводит к уравнению 

И . ± 1 г Щ\л. R d2Q — О
г d r \ d r ) ' ~  г2 d a 2 ’

ш после умножения на г2 и деления на RQ:
г_ш±  ( dR\ , J  * Q  =  n

R d r \ d r j ' Q  d a 2

Отсюда получают два обыкновенных дифференциальных уравне- 
ия:

L . ± l r M \ - k* ± .* Q ___ м
Л d r \ d r j  ’ Q d a 2 ~

Решением последнего уравнения является
Q=A  cos -f  В  sin ka.

Из условия симметрии картины поля относительно оси X следует, 
что ф (г, а) =  ф (г, — а). Значит, Q (а) должна быть также четной 
функцией, откуда В =  0.

Приняв ось К за линию нулевого потенциала, можно заключить,
что Q(±-^-) =  0, так как ф [г, ±  ~) =  0. Это значит, что k =  1,2 J 1CAIV «'«A Y у  J --- 2
поскольку при любом другом k нашлась бы линия, имеющая нулевой 
потенциал и наклоненная к оси X под углом а  — ± ^ ,  что противо­
речит картине поля (слева от оси У q> >  0, справа ф <  0).

Таким образом,
Q =  Л cos а.

С учетом k = 1 уравнение для R имеет вид: 
d?R_ , ±  dR  _  Я_ =  п
dr2 г dr  г 2

Записав решение в виде степенного ряда
п =  ОО

Я =  2
п — ОО

и подставив его в уравнение для /?, получают соотношение
/1 := ОО

X  (п2— 1) Спгп~г =  0,
П = —00

откуда следует, что
п =  ±  1.

Таким образом,

и решением уравнения Лапласа будет

ф(г, a ) —A ^Cr +  y J  cos a  =  - f y )  cos a .
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Это выражение справедливо для всего пространства, занято! 
полем, но значения М и N вне и внутри цилиндра будут различш 

Внутри цилиндра (0 ^  г ^  гх)

4>i -={Mi r +  41) c o s a ’ 
вне цилиндра (гг ^  г  <  оо)

ф2==(^М2г +  -7 - ]  cos а .

Постоянные Мъ Мъ М2 и N2 определяются из граничных условий 
Из условия г =  0 ,  (0 , а )  =  0  вытекает, что N x =  0 . При г —► ос 
потенциал ф2 равен:

Ф2 =  — Еах — — Ейг cos  а,
значит М2 =  — Е0.

Постоянные Мх и N2 находят из условий на границе раздела двух 
сред (г = гх):

Ea =  Et2, 8ni =  8n2t
имея в виду, что

р  _р  —___ L . д±  к ________ vZi — c-*—  ,  dQL' Qn —  Vh r — У dr ■
Тогда

Eti (/4 ) =  Ef2 ( гг), Мг sin a  =  f — £ 0 +  sin a ,
N2
r ■

Dni ( r 1) =  Dn2(r1), V id e o s  a  =  y 2i — — - f )  cos a ,
\ Г1 I

Y A  =  - v j £ o  +  5 i '4 I /
Отсюда

M  _ _ _  2 Уз p  д/ _ p  Y i ~  Y2 2
M l ~  Y i +  Y* Y 1 +  T2

и окончательные выражения для потенциалов принимают вид:

Ф! = ----- — - Ear cos а  = ----- Е0х,
Y1 +  Y2 Y1 +  Y2 0

Фг =  Еа ( ■ — — г \ cos a .Т 2  о , V i +  Ya r  j

Составляющие напряженности поля в самом цилиндре
р __р  ____^ф1__ ^2 рС , - С Л -  -д х - у 1 + ъ ^о,

Аналогично можно найти составляющие напряженности вне цилиндра.
Интересно отметить, что во всех точках цилиндра напряженность 

Ei имеет одну и ту же величину и направление (см. рис. 22.1); при этом 
если у 2 >  ^1 , то Ei >  £0, и наоборот.
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На основании аналогии уравнений результаты решения настоящей 
Шчи легко перенести на соответствующие задачи расчета электри- 
гского поля в диэлектрике и магнитного поля заменой величин по 
16л. 22.1 прямого соответствия величин. Так, например, напряжен- 
Ьсть поля внутри диэлектрического цилиндра с проницаемостью 

= const, помещенного в однородное электрическое поле напряжен- 
зстью Е0 в  среде с проницаемостью е2 =  const, равна:

F — 2ё2 F 
‘ ex + ej °*

Поле внутри цилиндра однородно и совпадает по направлению 
• внешним полем.

Соответственно, для цилиндра в магнитном поле

Н , = - ^ - Н в.1̂1 “1“ ̂ 2

§ 22.5. Магнитный цилиндрический экран

Магнитные экраны, представляющие собой оболочки из ферромаг­
нитного материала, применяются в основном для защиты электротех­
нических устройств, например изме­
рительных приборов, от влияния 
посторонних магнитных полей. Далее 
рассматривается расчет цилиндричес­
кого экрана.

Ферромагнитная труба с радиу­
сами г у и г г внесена в однородное 
магнитное поле Н0, направленное 
перпендикулярно оси трубы (рис. 2 2 .2 ).
Требуется найти напряженность поля 
Hi внутри трубы, если магнитная 
проницаемость трубы \i2 — const, 
среда вне и внутри трубы — воздух 
(и , =  ц3 =  ( in) и искажением поля на Рис. 22.2
концах трубы можно пренебречь.

Применяя метод разделения переменных, как и в предыдущем 
случае, легко установить, что выражение для скалярного магнитного 
потенциала имеет вид:

Фт =  [Мг  +  у )  cos а .

Внутри трубы (0 <  г <  г г)

фт1 =  ( м ^  +  ~ )  COS а .

В самой трубе (гх ==£ г ^  г2)

фmz =  [M 2r + - ^  cos а .
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Вне трубы ( г 2 С  г  <  оо)

9ms cos а.

Условия г  =  0 и г  ->■ оо соответственно дают — 0 и М3 — — Н 
Остальные постоянные определяются из условий непрерывное! 
касательных составляющих Н и нормальных составляющих В в 
границах раздела сред, т. е. при г  = гх и г  =  г2.

Если учесть, что

Из полученных соотношений можно определить Мх, М2, Nt и N3. 
Однако для расчета поля внутри трубы, где <pml = cos а , доста­
точно знать лишь постоянную

Составляющие напряженности по осям X и Y внутри экрана

Тащм образом, поле внутри трубы однородно и направлено так же, 
как и внешнее.

Эффективность экрана обычно оценивается к о э ф ф и ц и е н т о м  
э к р а н и р о в а н и я  К,  равным отношению напряженности поля 
в полости экрана к напряженности внешнего поля. В рассмотрен-
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то

H a ( r i) — H/2(r i)> — Ма +  т г»11

Я ,2(г2) =  Я ,з(г2), /И2 +  ̂  =  ^ - Я 0,' о м

Н ,=Н а = ~ м , .

Если считать — 1, то

Hi =  — 1-------Н0.



ом случае при относительной магнитной проницаемости экрана

В практике обычно толщина экрана значительно меньше его габа- 
итных размеров. Если обозначить толщину экрана r2 — rt — d 
принять r2 + f\ =  2г, где г  — средний радиус экрана, то

Таким образом, полученная формула позволяет по заданным раз­
мерам экранируемой области г  подобрать толщину d  и магнитную 
проницаемость экрана так, чтобы получить требуемое значение 
коэффициента экранирования.

Например, для ослабления поля в 100 раз (К — 0,01) при г  =  50 мм 
можно взять d  =  1 мм и (а, =  104 или d — 0,5 мм и (д,г = 2 • 104 и т. д.

В тех случаях, когда конфигурация поверхностей, ограничиваю­
щих поля, настолько сложна, что рассчитать поле аналитическими 
методами не удается, прибегают к графическому или эксперимен­
тальному построению картины поля и определению по этой картине 
искомых величин.

Графическое построение картины поля состоит в вычерчивании на 
глаз предполагаемой системы силовых и эквипотенциальных линий 
с последующей проверкой правильности этого построения. Такое 
построение обычно громоздко и весьма приближенно. Более эффек­
тивным и точным является экспериментальное построение картины 
поля.

Экспериментальные методы исследования и особенно моделирова­
ние полей за последнее время получили значительное распространение 
и развитие. В основе моделирования полей лежит аналогия их урав­
нений. Так как наиболее удобно и просто снимается картина электри­
ческого поля в проводящей среде, то с его помощью и моделируются 
как электрические, так и магнитные поля. По экспериментально снятой 
и графически обработанной картине поля можно определить напря­
женность поля в любой точке и интегральные характеристики моде­
лируемых устройств: емкость, индуктивность, электрическое и маг­
нитное сопротивления. Для моделирования обычно применяют прово­
дящие листы или электролитические ванны.

Этот метод применяется для моделирования плоскопараллельных 
полей. Суть метода состоит в том, что к проводящему листу, изобра­
жающему область моделируемого поля, подводится напряжение 
с помощью двух электродов, конфигурация которых подобна гранич­

,  =  ^  >. 1 коэффициент экранирования Но

§ 22.6. Моделирование полей

1. Метод проводящего листа



ным линиям моделируемого поля, и снимается распределение поте1 
циала по поверхности листа. Удельная проводимость электроде 
должна быть значительно больше удельной проводимости листг 
Тогда очертания электродов на листе будут граничными эквипотег 
циальными линиями.

Для создания модели можно применить стальной лист и меднь 
электроды. Однако целесообразней вместо стального листа исполь 
зовать проводящую бумагу, имеющую значительно меньшую удельну: 
проводимость, чем сталь, и любые металлические электроды. В это 
случае изготовление модели не представляет особых затруднений, i

таний электродов) и граничных эквипотенциальных линий модели­
руемого кабеля (очертаний жилы и оболочки) распределение потен­
циала по поверхности листа Б будет подобно распределению потен­
циала в изоляции кабеля.

Для снятия распределения потенциала схема содержит реохорд 
(или реостат со шкалой) Р, индикатор (нулевой прибор) И и контакт­
ный щуп К. Чтобы построить эквипотенциальную линию, нужно 
при некотором положении движка реохорда найти щупом К на листе Б 
серию точек, соответствующих нулевому показанию прибора И. Для 
удобства под проводящую бумагу следует подложить обыкновенную 
бумагу, на которую при нажатии щупа будут также нанесены точки. 
Повторяя эту операцию при различных положениях движка, можно 
построить систему эквипотенциальных линий. Чтобы разность потен­
циалов между любой парой соседних линий была одинаковой, движок 
следует устанавливать через равные промежутки.

По снятым эквипотенциальным линиям (на рис. 22.3, а — сплош­
ные линии) силовые линии могут быть построены графически (пунк­
тирные линии).

Однако силовые линии можно также снять экспериментально. 
Для этого лист проводящей бумаги необходимо обрезать в соответствии

моделирующая установка 
оказывается очень простой.

'- n£ \  Общий порядок модели-
-X \  Д  рования полей и обработки 

экспериментальных данных 
\ | I рассматривается на приме- 

ре моделирования электри- 
(  / i t  ческого поля одножиль­

ного кабеля с деформиро­
ванной оболочкой (рис. 
22.3, а). Электроды Эхи Эг> 
к которым подключено нап­
ряжение U, изображают 
жилу и оболочку кабеля, 
лист проводящей бумаги 
Б — его изоляцию. При 
геометрическом подобии 
граничных эквипотенци­
альных линий модели (очер-

Рис. 22.3
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очертаниями сечения изоляции кабеля, и наложить новые электроды 
з соседние силовые линии, сделав разрез в бумаге между электро- 
ши. На рис. 22.3, б  изображена модель для такого опыта, причем 
>зрез сделан по линии MN, которая приближенно считается силовой 
)нией. Теперь система эквипотенциальных линий на листе, построен- 
1я таким же способом, как и в предыдущем опыте (сплошные линии 
i рис. 22.3, б), будет соответствовать системе силовых линий модели- 
немого поля (пунктирные линии на рис. 22.3, а). По данным этого 
1ыта можно построить графически эквипотенциальные линии моде- 
ируемого поля (пунктирные линии на рис. 22.3, б).

Как при графическом, так и при экспериментальном построении 
)екомендуется строить силовые линии таким образом, чтобы вместе 
: эквипотенциальными они образовали криволинейные квадраты, 
т. е. ячейки, у которых средняя ширина а  равна средней длине Ь. 
Тогда по полученной картине поля можно определить напряженность 
поля в любой точке и емкость на единицу длины кабеля.

Если между жилой и оболочкой кабеля получилось п интервалов 
с равным приращением потенциала Аф, то

A U

и напряженность поля в квадрате с шириной а

Е =  —— --
а па

Для определения емкости кабеля необходимо учесть, что согласно 
теореме Гаусса поток вектора Е на единицу длины кабеля равен 
отношению линейной плотности заряда т к диэлектрической прони­
цаемости е изоляции кабеля:

С другой стороны, из картины поля следует, что элементарный 
поток вектора Е  на единицу длины кабеля между двумя силовыми 
линиями, среднее расстояние между которыми равно Ь, можно пред­
ставить в виде

А Ч е =  ЕЬ.

Если число интервалов между силовыми линиями равно т ,  то

У¥Е =  &*¥ Ет =  ЕЬт — — Ьт = —.с  с ап г

Отсюда с учетом а =  b емкость на единицу длины кабеля

На основании прямого соответствия (см. табл. 22.1) проводимость 
на единицу длины при моделировании поля в проводящей среде
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определяется по формуле

магнитная проводимость на единицу длины моделируемого устройет

Если при моделировании ставится задача определения толь? 
емкости или магнитной проводимости моделируемых устройств, ' 
это можно сделать, не снимая картину поля, на основании очевидны 
соотношений:

-  =  ^  =8 у  р, '
Тогда, измерив сопротивление R между электродами модели и 

зная толщину d  проводящего листа, можно найти
/if_ 1 _ d
и  ~ Ж'

и по известным у ,  е, р определить С' и G;'„.
Для моделирования полей в неоднородных средах модель можно 

изготовить, склеивая тушью или специальным клеем различные сорта 
бумаги с нужным соотношением удельных проводимостей.

2. Метод электролитической ванны

Метод применяется для моделирования как плоскопараллельных, 
так и трехмерных полей и состоит в снятии опытным путем картины 
распределения потенциала вокруг электродов, погруженных в ванну 
со слабо проводящей жидкостью (электролитом). Форма ванны и 
электродов и их взаимное расположение также выполняются в соот­
ветствии с граничными условиями моделируемого поля.

Особенность моделирования в электролитической ванне состоит 
в том, что измерения производятся на переменном токе, так как из-за 
явления электролитической поляризации, возникающей при постоян­
ном токе, наблюдается искажение поля в электролите.

При моделировании плоскопараллельных полей электроды погру­
жаются на всю глубину электролита. Если моделируется плоскомери­
дианное поле, то электроды, изображающие тела вращения модели­
руемого поля, погружаются в электролит так, чтобы ось симметрии 
поля лежала на поверхности электролита. В этих случаях порядок 
снятия системы эквипотенциальных линий не отличается от описан­
ного способа для проводящей бумаги. Траектория контактного щупа 
(зонда) на поверхности электролита отмечается на специальной сетке 
или переносится с помощью пантографа на бумагу.

Если моделируется трехмерное поле, не обладающее осевой сим­
метрией, то электроды погружаются в электролит полностью и система 
эквипотенциальных линий снимается в нескольких параллельных 
плоскостях. В этом случае контактный щуп представляет собой тонкий
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таллический стержень, изолированный по всей длине, кроме неболь- 
зго участка на конце. При погружении в электролит щуп принимает 
тенциал той точки, в которой находится его открытый конец.
Для определения емкости С или магнитной проводимости Gm 

делируемых устройств можно, не снимая картины поля, измерить 
противление R между электродами модели. Тогда искомые величины 
ределяются по формулам:

/>_ 1 б/о л _ 1 Ц/0
b ~ R ' W » '  m~ R ' y Q '

ie j -  — отношение линейных размеров оригинала и модели; у  —
дельная проводимость электролита;

е, р — диэлектрическая и магнитная проницаемости сред модели- 
оуемых полей.

Для моделирования полей в неоднородных средах применяют 
ванны с различной толщиной слоя электролита.

При моделировании полей в электролитической ванне необходимо 
выбирать размеры электродов и расстояния между ними так, чтобы 
они были значительно меньше размеров ванны. Этим снижаются 
погрешности моделирования из-за искажения поля у стенок и дна 
ванны.

В заключение необходимо отметить, что методами проводящего 
листа и электролитической ванны можно моделировать и другие 
физические поля, например, тепловые, гидродинамические и т. д.

Г Л А В А  Д В А Д Ц А Т Ь  Т Р Е Т Ь Я

РАСЧЕТ ПОЛЕЙ ПО УРАВНЕНИЮ ПУАССОНА

§ 23.1. О расчете полей по уравнению Пуассона

Уравнение Пуассона
Аф =  — y  или ДА =  — [хб

применяется для расчета полей в однородных средах в случаях, когда 
задано распределение зарядов или токов.

Прямая задача состоит в определении потенциала ф или А как 
функции координат по известному распределению р или б. Обратная 
задача, состоящая в определении р или 6 по заданным <р или А, ре­
шается дифференцированием функции <р или А.

При решении прямой задачи в общем случае исходным соотноше­
нием является уравнение Пуассона, которое необходимо решить 
в удобной системе координат. Для частных случаев, когда заряды или 
токи распределены в конечном объеме, или д ля  системы бесконечно 
длинных параллельных тел, когда их суммарный заряд или ток равен 
нулю, общее решение уравнения Пуассона известно (§ 21.3, 21.5):

¥ =  1 5 1 $  A= s \ t “ V-
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Различие в расчетах электрических и магнитных полей по ура 
нению Пуассона состоит в том, что в первом случае в уравнение вход: 
скалярная функция <р, через которую напряженность поля выражает- 
как Е — — grad ср, а во втором случае — векторная функция 
связанная с магнитной индукцией выражением В = rot А. Одна 
для плоскопараллельных электрических и магнитных полей существу 
сходство между уравнениями и их решениями.

Действительно, плоскопараллельное магнитное поле может бы 
создано только в том случае, когда векторы плотности тока во вс; 
точках параллельны между собой. Если в декартовых координатах 
имеет составляющую только вдоль оси Z, то и вектор А будет имет 
составляющую только вдоль этой оси. Следовательно, уравнени 
Пуассона в этом случае является скалярным:

д*Аг , <эмг „
дх* +  ду* ~  ^

Сопоставляя это уравнение с уравнением Пуассона для плоско- 
параллельного электрического поля

С>2ф Й2ф ^  р
дх* ' ду2 е 1

можно видеть, что при аналогичном распределении токов 8г (х, у) 
и зарядов р (х, у) решения будут аналогичны. Составляющие магнит­
ной индукции с учетом Ах = Ау =  0 в этом случае равны:

д А г дАу д А г 

х ду dz ~  ду ’

п  __дА v д А г _ д А г
У ~ ~ д г  W  ~  дГ>

Bz =  0.
Составляющие вектора напряженности электрического поля 

р  ___Ё? р  __ __F  ________0
с -* ~  д х ’ д у '  и -

Отсюда следует, что линии векторов В и Е в сооветствующих полях 
будут взаимно перпендикулярны, что наглядно иллюстрируется на 
примерах, рассматриваемых далее.

Если обозначить через С ', т, V и Ф ', соответственно, емкость, заряд, 
индуктивность и магнитный поток на единицу длины, то для плоско­
параллельных электрических и магнитных полей, описываемых урав­
нением Пуассона, можно составить таблицу соответствия величин 
(табл. 23.1).

Т а б л и ц а  23.1

Электрическое поле Р Ф 8 Е D т и С

Магнитное ноле бг
1

и
В Н / Ф 1
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Соответствие, устанавливаемое этой таблицей, существенно отли- 
1ется от соответствия по табл. 22.1 и может быть названо обратным.

Принципиальная разница между таблицами прямого и обратного 
ответствия состоит в том, что в первом случае предполагается подоб- 
'е распределение потенциалов ф и <р„ на граничных поверхностях, 
во втором — зарядов р и токов 6г или, соответственно, потенциалов 
и Аг. Во втором случае имеет место также обратное соответствие 

одобие) картин электрических и магнитных полей. Если плотности 
(рядов и токов, создающих плоскопараллельныё поля, распределены 
однородной среде аналогично, то картины полей подобны, однако 

иловым линиям магнитного поля соответствуют эквипотенциальные 
щнии электрического, и наоборот.

Далее рассмотрен ряд примеров на расчет полей по уравнению 
Пуассона, а также проиллюстрировано положение об обратном соот­
ветствии картин плоскопараллельных электрических и магнитных 
полей.

г
го ' Требуется рассчи-

§ 23.2. Электрическое поле цилиндра с объемным зарядом 
и магнитное поле цилиндра с током

1. Электрическое поле цилиндра с объемным зарядок!

В бесконечном диэлектрическом цилиндре радиуса rCl (рис. 23.1)
распределен объемный заряд по закону р =  р0
тать электрическое поле внутри и вне ци­
линдра, если диэлектрические проницае­
мости ej цилиндра и е2 окружающей 
среды постоянны.

Ввиду того, что граничная поверхность 
представляет собой цилиндр, задачу удобно 
решать в цилиндрических координатах.
Поскольку заданное распределение заряда 
обладает осевой симметрией, то и поле 
этого заряда должно обладать осевой 
симметрией. При этом потенциал ср не

<Эф==0.зависит от координаты а, так как
Цилиндр бесконечен, поэтому потенциал ф 
также не зависит от координаты г, так как
| j =  0, т. е. поле является плоскопарал-
лельным. Следовательно, уравнение Пуас­
сона имеет вид (см. приложение 5):

d
dr Рис 23.1

Это уравнение необходимо рассматривать для двух областей — 
а цилиндре и вне его.
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1) Внутри цилиндра (0 ==£ г  «£ г0)

откуда

, rfqpA Ро
г dr \ dr  j  etr0 ’

ф1 —~ 9 0 ^ /'3 +  Ci ln r  +  C2-
Для определения постоянных Cj и С2 необходимо учесть, что :

оси цилиндра напряженность поля Er_g =  — 0 = ®> так Kl
рг_0 = 0, кроме того, целесообразно принять срг_0 — 0, откуда Сх =  
и С, = 0.

Таким образом, потенциал внутри цилиндра

Напряженность и смещение направлены по радиусу и равны

2) Вне цилиндра г 5= г0, р = 0 и уравнение Пуассона переходит 
в уравнение Лапласа:

l_ d I d<f2\ __л
> ' dr [ r  dr ) ~

откуда
<p2 =  C3 ln г +  С4,

dr

Постоянные интегрирования С3 и С4 определяются из условий на 
границе раздела двух сред: непрерывности нормальных составляющих 
смещения

Вп(Го)  =  Ол (га), | г 0 =  - ^ ,
откуда

п  __  Ро , 2
--------Зе2 Г“’

и непрерывности потенциала

Ч>1 ('"о) =  фа (''о ). “ ^ ^ С з Ь / о + С * ,

откуда
Ро ,а I РоГ ____г®, г2 4-i2L Г2 I n  г
9Sl Г° +  З е / ° |ПГ°-

Следовательно,



Кривые изменения <р, Е, D в предположении ej =  2е2 изображены
э рис. 23.1. В этом случае вектор Е при переходе из цилиндра в окру- 
ающую среду увеличивается скачком в два раза.

Интересно отметить, что поле вне цилиндра совпадает с полем заря- 
енной оси

;е т — линейная плотность заряда, в данном случае ргвная

Представляет интерес рассмотрение аналогичной задачи расчета 
магнитного поля. В однородной среде с магнитной проницаемостью ц2 
расположен бесконечный цилиндр радиуса г0 с магнитной проницае-

буется найти магнитное поле внутри и вне цилиндра.
Так как плотность тока и векторный потенциал имеют составляю­

щие только вдоль оси Z (б = 6г, А = Аг), то внутри цилиндра поле 
описывается уравнением Пуассона:

Эти уравнения полностью аналогичны уравнениям для <рх и <р2 
предыдущей задачи и, следовательно, имеют аналогичные решения:

Постоянные интегрирования /С1( Къ, Ка и Ki  определяются также 
из граничных условий.

В зависимости от выбора начала отсчета векторного потенциала 
его направление может совпадать с направлением тока или быть про­
тивоположным ему. В частности, если принять значение Ах на оси 
цилиндра равным нулю, то Кх =  О, /С2 = 0 и

Л _ М-1̂0 ,а

т. е. направления Аг и 60 противоположны.
Магнитная индукция имеет только составляющую Ва, равную 

(см. приложение 5)

2пе2г ’

__ 2 W o
Т— 3

2. Магнитное поле цилиндра с током

мостью (Xi, по которому протекает ток с плотностью 6==6„—. Тре-

а вне цилиндра — уравнением Лапласа:

Аг =  - ^ ^  +  К г\ п г  +  К „
Аг =  К а In г +  АГ4.
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п __  и ^ 1  р  __
L-) п\ J.. 1 -

Так как А г =  0, то
_ dAj п _ dA2«1— dr > о а2— df ,

Напряженность магнитного поля также имеет только составля1 
щую Нл, равную:

U _ Sal и  _ Bgi
Па\--” » и2---"ТТ-  ■

Сопоставляя эти выражения с соответствующими выражения?, 
предыдущей задачи, можно видеть, что одни получаются из други 
заменой величин по табл. 23.1. Это значит, что и результаты расчет 
магнитного поля могут быть получены из окончательных форму, 
для электрического поля. В частности, можно записать:

D _ ôMl  ̂ D . о̂Цаг<1
“ з^Г* 7~-

Интересно отметить, что в случае р.х =  2ц.а на границе раздела 
(г = г0)

=  25„а,

т. е. в отличие от Е индукция В уменьшается скачком в два раза, что 
и следовало ожидать на основании соответствия е и ^ .  Вне цилиндра 
поле совпадает с полем линейного тока:

j __ 2зт60г|5 д \1%1
3 * е2— 2 яг‘

Как видно, между исходными уравнениями и их решениями в рас­
смотренных примерах существует соответствие по табл. 23.1. При 
этом в электрическом поле векторы Е и D направлены по радиусу, 
т. е. силовые линии представляют собой лучи, эквипотенциальные 
линии ф — const — концентрические окружности. В магнитном поле 
векторы В и Н направлены по касательным к концентрическим окруж­
ностям (силовым линиям), причем линии равных значений векторного 
потенциала также являются концентрическими окружностями. Сле­
довательно, Аг = const представляет собой уравнение силовых линий 
магнитного поля как в проводнике с током, так и вне его.

Как упоминалось, вне цилиндра, где 6 = 0, можно ввести понятие 
скалярного магнитного потенциала фт . Тогда эквипотенциальные 
линии фт = const будут представлять собой лучи.

Таким образом, на этих примерах подтверждено обратное соответ­
ствие картин плоскопараллельных электрических и магнитных полей.

§ 23.3. Электрическое поле и ток в вакуумной лампе

Двухэлектродная вакуумная лампа состоит из цилиндрического 
анода А с внутренним радиусом г0, ДЛИНОЙ I и катода К  в виде нити, 
расположенной на оси цилиндра (рис. 23.2). Требуется найти распре-
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(еление потенциала ср внутри цилиндра и ток / через диод, если между 
шодом и катодом приложено постоянное напряжение U. Искажением 
юля на краях цилиндра для упрощения задачи можно пренебречь.

В предположении нулевой начальной 
корости электронов, отсутствия их столкно­
вений и работы лампы в ненасыщенном 
■ежиме кинетическая энергия электрона в 
(екоторой точке равна работе, совершен- 
гой полем при перенесении электрона от 
катода в данную точку: 

т о 2
- 2 ~  =  еср,

где т, e , v  — масса, величина заряда и ско­
рость электрона, ср — потенциал поля в дан­
ной точке.

Если через диод протекает постоянный ток 
I, то плотность тока переноса между като­
дом и анодом

/6 = 2 л г Г Рис. 23.2

плотность объемного заряда в лампе также постоянна ею времени и 
равна:

________ I _____ al
rV<t'2к1г V 2еср

т
где

2л I V-V  т

Знак минус в этих выражениях соответствует отрицательному 
заряду электронов. Внутри лампы поле описывается уравнением 
Пуассона:

d_
dr

r d(f  | = 
dr

P •_ a I 
e0 e0r V ф

После подстановки в левую и правую части этого уравнения пред­
полагаемого его решения <р = krn получается следующее равенство:

а!kn2̂ 1 =
е0 Y k r n

Последнее равенство справедливо только при условии, выполнения 
двух следующих равенств:

kn%=
откуда

п —
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Следовательно, потенциал между катодом и анодом распределен 
по закону

а/\Чз

причем потенциал катода равен нулю (катод заземлен). Так как в этог 
случае потенциал анода равен приложенному напряжению U, т

откуда

а г о

Таким образом, ток в лампе пропорционален напряжению в степени 
три вторых.

§ 23.4. Магнитное поле двухпроводной линии 
ив проводов прямоугольного сечения

Требуется рассчитать магнитное поле двух параллельных шин 
с постоянными токами / и —/, сечение шин ah, расстояние между

ними b (рис. 23.3). Магнитная про­
ницаемость шин и окружающей среды 
р, = const.

Магнитное поле в шинах описы­
вается уравнением

/

У
I

У  Г2
2/

щ 0 Wa
ш / I

Ь

X

а а

д»А г , д2А г 
дх" ду2 ■ =  — ц,3*.

Вне шин правая часть этого урав­
нения равна нулю.

Следовательно, расчет сводится 
к решению дифференциального урав­

нения в частных производных, что представляет значительные 
трудности. Однако можно сразу записать общее решение:

Рис. 23.3

A‘ = & V - f d v ’
поскольку алгебраическая сумма токов линии равна нулю.

Ток в каждой шине распределен по сечению равномерно, поэтому 
плотность тока в обеих шинах

причем направление б в первой шине противоположно направлению 
во второй. Тогда в декартовых координатах решение принимает вид;

+  OD + 2 2 + оо + Т  а + :

_ /VI Л h ’ 1 1 _U fc.

dx

V 4+ г»

356



или

о

00 2
h

h_
Т

Здесь
rx =  V{X + x y  + (Y+y)*  , г2 =  У ( Х - х ) '  + (У - у ) *

является расстояниями от точки (X, Y, О), в которой определяется 
векторный потенциал Аг (X, Y), до точек (х, у,  о) сечения, соответст­
венно, первой и второй шины. Интегрирование производится по всему 
объему, занятому током: по х и у  — в пределах сечения шин, по z — 
в пределах длины шин.

Интегрирование выражения (23.1) для расчета Аг {X, Y) в шинах 
или вблизи от них затруднительно. Если же рассматривать поле на 
расстояниях, значительно больших, чем поперечные размеры шин, 
гх и л2 можно считать расстояниями до центров шин, тогда интегриро­
вание по х к у  дает, соответственно, а и h.

Таким образом,

Отсюда можно определить составляющие магнитной индукции:

Г Л А В А  Д В А Д Ц А Т Ь  Ч Е Т В Е Р Т А Я  

РАСЧЕТ ПОЛЕЙ ПО УРАВНЕНИЯМ МАКСВЕЛЛА

§ 24.1. О расчете полей по уравнениям Максвелла

Уравнения Максвелла являются универсальными и могут приме­
няться для расчета любых полей. Однако они применяются в основ­
ном для расчета полей в неоднородных средах, так как поля в одно­
родных средах проще рассчитываются по уравнениям Лапласа и 
Пуассона.

На практике задачи расчета полей в неоднородных средах встре­
чаются весьма часто. Неоднородность сред может быть обусловлена 
неоднородностью их структуры и различными условиями по темпера­

00

ИЛИ

d  __п ___________  дАг г> __л
° х ~  дУ  ' У дХ  ’ 2
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туре, влажности, механическим напряжениям и т. д. Кроме того, при 
строгом подходе все задачи расчета полей в нелинейных средах должны 
рассматриваться как задачи в неоднородных средах, поскольку свой­
ства нелинейных сред (е, у  или ц) в зависимости от напряженностей 
в разных точках различны.

К характерным задачам, в которых приходится учитывать неод 
нородность сред, относятся расчеты электрических полей в несовер­
шенной изоляции кабелей и проводов, расчеты токов вокруг заземляю­
щих устройств, расчеты полей в ферромагнитных проводах и экранах 
и т. д.

Как и в предыдущих случаях, важно установить условия подобия 
электрических и магнитного полей в неоднородных средах.

В областях вне зарядов и токов электрические и магнитные поля 
описываются одинаковыми по виду уравнениями:

При выполнении условия геометрического подобия граничных 
поверхностей, одинаковом распределении векторов Е и Н или D, 
б и В на этих поверхностях и одинаковом распределении е, у  и ц реше­
ния уравнений будут аналогичными. Поэтому результаты расчета 
одного поля можно использовать для расчета другого, заменяя соот­
ветствующие величины по табл. 22.1.

Если требуется рассчитать электрическое или магнитное поле 
в неоднородной среде при заданном распределении зарядов или токов, 
то исходными уравнениями являются:

rot Е =  0, div D =  р, D =  еЕ, 
rot Н =  6, div В =  0, В =  цН.

Для плоскопараллельных полей в декартовых координатах:

При одинаковом распределении р (х, у) и (х, у) будут одинаковы 
решения для составляющих Dx и Ну, а также для Dv и — Нх. Если

выполнено и соответствие между составляющими Ех и Ву и составляю­
щими Еу и — Вх. Следовательно, табл. 23.1 и обратное соответствие 
картин плоскопараллельных полей оказываются также справедли­
выми и для неоднородных сред.

Таким образом, при расчете полей по уравнениям Максвелла 
можно переносить результаты расчета одного поля на расчет другого, 
заменяя величины по табл. 22.1 или 23,1 в зависимости от вида соответ­
ствия исходных данных.

rotE =  0, divD =  0, D =  eE, 
rotE =  0, div& =  0, 8 =  -yE, 
rotH =  0, d ivB  =  0, В =  цН.

дНу  дНхWv дНх dBx dBv____ £. == Я __ J___L — П
дх д у  г ' дх ду

к тому же будут одинаковы зависимости е (х, у) и —— г-, то будет
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§ 24.2. Электрическое и магнитное поле в неоднородной среде

Плоский конденсатор (рис. 24.1) имеет заряд Q, расстояние между 
шастинами d, площадь каждой пластины 5 . Требуется рассчитать 
го поле и емкость, если диэлектрическая проницаемость диэлектрика 
•зменяется по закону е = е0 (1 +  kx), при- 
1ем диэлектрик считается идеальным (у =  0),
1 искажением поля у краев пренебрегают.

В прямоугольных координатах исходное 
уравнение имеет вид:

div D ■ дх
dDv dD,

+  Ж  +  ^  =  °-

24.1
Если плоскость YOZ совпадает с одной 

из пластин, то вектор D направлен вдоль 
оси X и Dy = D2 = 0, Dx = D. Следова­
тельно, ^ j  =  0, откуда D = const, т. e. во всех точках поля D имеет
одну и ту же величину и направление. Поскольку заряды в этом 
случае распределены по пластинам равномерно, то

о — §■
Значит, напряженность поля

Вектор Е также направлен вдоль оси X, а его величина умень­
шается с увеличением х (см. рис. 24.1).

Напряжение на конденсаторе 
d

^ £ ^ = ^ - i n ( i + W ) ,
0

U-

откуда емкость
P _ Q  SE0k

U In (1 +  k d )‘

Если k =  0 (диэлектрик однородный), то после раскрытия не­
определенности получается

Полученные результаты можно использовать при решении соот­
ветствующих задач по расчету электрического поля в проводящей 
среде и магнитного поля. Так, если удельная проводимость изоляции 
плоского конденсатора изменяется по закону у  =  у0 (1 +  kx), то 
в соответствии с табл. 22.1 плотность тока утечки 6, как и D, будет 
одинакова во всех точках поля, напряженность Е будет убывать с уве­
личением х, а проводимость утечки

Sy okG-- In (1+ Ы ) '
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Если в магнитопроводе имеется слой длиной d  и сечением 5, маг 
нитная проницаемость которого изменяется по закону == (1 -f- kx) 
то магнитная индукция В  в предположении равномерного распределе 
ния магнитного потока по сечению в этом слое будет одинакова, на 
пряженность Н будет изменяться так же, как Е в электрическом поле 
а магнитная проводимость

Sfi0k
In (1 + kd) -

Представляет интерес рассмотрение электрического поля в кон­
денсаторе для случая, когда е = е0 (1 +  kx), а у  = const, т. е. для 
неидеального неоднородного диэлектрика с постоянной удельной 
проводимостью.

При постоянном поле и, следовательно, при постоянном токе 
/ через конденсатор, плотность тока во всех 
точках поля будет одинакова и равна:

/

во всех точкахНапряженность поля Е 
также будет одинакова:

£ =  —.V
Но тогда электрическое смещение 

D =  гЕ — е0 (1 -f- kx) Е

увеличивается с увеличением х. Очевидно, в этом случае в диэлектрике 
имеются свободные заряды, объемную плотность которых можно 
определить путем решения обратной задачи: найти р (х) по извест­
ному D (х). Решение исходного уравнения р = div D дает

р {х) — — =  е0kE =  const.

Следовательно, заряд распределен в диэлектрике равномерно, 
причем, если k >  0, то р >  0.

На рис. 24.2 изображены зависимости ф, Е, S, р и В в  функции х 
в предположении р >  0. В случае р <  0 линия D имела бы обратный 
наклон.

Следует подчеркнуть, что при включении напряжения объемный 
заряд устанавливается очень медленно, а после отключения так же 
медленно растекается. Поэтому, если конденсатор отключить от источ­
ника и на короткое время соединить его обкладки проводником (раз­
рядить), через некоторое время, на обкладках вновь появится напря­
жение, обусловленное стеканием на них объемных зарядов из диэлект­
рика. Такое явление часто наблюдается в высоковольтных кабелях 
при постоянном напряжении.
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§ 24.3. Магнитное поле ферромагнитной трубы с током 
и электрическое поле заряженной трубы

1. Магнитное поле ферромагнитной трубы

По ферромагнитной трубе (рис. 24.3) протекает постоянный ток 
плотностью б = const. Радиусы трубы г г и г2, ее магнитная прони­

цаемость изменяется по закону |i2 = аг, окружающая среда — воздух. 
Требуется рассчитать магнитное поле тока /.

Исходное уравнение rot Н = 8 в цилиндрических координатах (см. 
Приложение 5):

, „  1 дНг дН. к rotr Н =  - — ---------- =  бг ,

rot„ Н =  

rot* Н

г о а  

дНг _ дН; 
дг дг 

1 д(гН а)

дг

■=б.

- =  б,
_______________ I дНг
г дг г д а

Плотность тока в трубе имеет составляющую только вдоль оси г, 
т. е. 6, = ба =  0, 6г = б. Так как поле является плоскопараллельным 
и имеет осевую симметрию, то Нг = О, Нг =  О,
На =  Н, при этом На зависит только от г.
В результате три уравнения сводятся к 
одному:

откуда
гг б П . п

r H  =  ~ Y  +  с >

„  б г . С
=  2 + 7 -

ВЯ

1/ и 2

Это выражение в общем виде справедливо 
для всех трех областей, однако в каждой из 
них будут различны плотность тока б и пос­
тоянная интегрирования С, и, следовательно, 
различны законы изменения Н. Во внутрен­
ней полости трубы (О г ^  гх) плотность
тока равна нулю, поэтому И1 = —, откуда Рис 24-3
следует, что Сг =  0, так как в противном случае при г -> 0 напря­
женность устремлялась бы к бесконечности. Таким образом, Нг =  О, 
f ix =  0.

В стенке трубы (rx <  г sg г2) #2 =  ~ г  -f
Для определения С2 необходимо воспользоваться условиями на 

границе раздела двух сред — при г  =  гх напряженность Н2 (гг) равна 
напряженности Нх (гу)\

Иг (г1) = ^ г 1 +  ̂  =  Я 1(г1)=  0,

откуда С2 — -  j  Г1
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Следовательно, 
Нг = \ ( г -

Вне трубы (г :

Въ =  \л2Н 2 =  агН2 =  ^ а ( г е — г\).

г2) плотность тока равна нулю, поэтому

Постоянная С3 определяется из условия--
Я 2(/-2) = Я 3 (г,)

или

откуда

Следовательно,

" » = Я 7 '  В
Зависимости Н (г) и В (г) показаны на рис. 24.3. При этом пред­

полагается, что магнитная проницаемость материала трубы при 
г = г2 принимает значение = йг2 >  М-о. вследствие чего при пере­
ходе границы раздела г  — г2 индукция скачком уменьшается от
В2(г2) =  ̂  До 5„ (г*) 2яг2

2. Электрическое поле ааряжеиной трубы
Представляет интерес рассмотрение аналогичной задачи расчета 

электрического поля.
Труба из диэлектрика с проницаемостью е2= у  и радиусами г г

и г2 заряжена объемным зарядом с плотностью 
р = const (рис. 24.4). Требуется рассчитать 
электрическое поле, если окружающая среда — 
воздух.

Исходное уравнение div D = р в цилинд­
рических координатах имеет вид (см. прило­
жение 5):

1 d ( r D r ) . 1 dDa , dD,
~ ' да.дг

Так как поле является плоскопараллель­
ным, обладает осевой симметрией и Dr — D, 
то

1 d (rD)
T ' s r = V'

Это уравнение аналогично исходному 
Рис. 24.4 уравнению предыдущей задачи и может быть

получено из него путем замены Н на D и б на р. 
Так как законы изменения р,2 и е2 взаимно обратны, то выражения для 
электрического поля можно получить из выражений предыдущей
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задачи заменой в соответствии с табл. 23.1 В на Е, и на и / на т.
о

Тогда

Ех =  Di =  О,

D= = i  ( ' ' - ? ) •

n  р  —_—
3 2лг ’ 3 2пяиг ‘

Зависимости D (г) и Е (г) показаны на рис. 24.4. При этом предпо-
Ь алакается, что — < е 0, вследствие чего напряженностью на границе 

г 2

г =  г% делает скачок аналогично индукции В (см. рис. 24.3).
В рассмотренных примерах искомые векторы имели одну состав­

ляющую, зависящую от одной координаты. Поэтому задачи сводились 
к решению обыкновенных дифференциальных уравнений. В общем 
случае приходится иметь дело с системой дифференциальных уравне­
ний в частных производных.

Г Л А В А  Д В А Д Ц А Т Ь  П Я Т А Я  

РАСЧЕТ ПОЛЕЙ МЕТОДОМ ЗЕРКАЛЬНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ

§ 25.1. Метод зеркальных изображений

На практике часто требуется рассчитывать электрические поля 
зарядов, расположенных вблизи поверхностей раздела двух или 
нескольких сред. Трудность этих расчетов состоит в том, что на по­
верхностях раздела появляются наведенные заряды, закон распре­
деления которых неизвестен. Для задач с границами раздела сред 
в виде плоскости, цилиндра или сферы эту трудность удается преодо­
леть применением метода зеркальных изображений.

В соответствии с этим методом исходная сложная задача, в которой 
поле должно рассчитываться в нескольких средах, сводится к экви­
валентным простым задачам расчета полей в однородной среде. По­
скольку при замене сред устраняются наведенные на поверхностях 
раздела заряды, их действие учитывается введением фиктивных заря­
дов. Величина, знак и расположение фиктивных зарядов находятся 
из граничных условий исходной задачи. На основании теоремы един­
ственности решения уравнения Лапласа при одинаковых граничных 
условиях распределение потенциалов (следовательно, и векторов на­
пряженности и смещения) в соответствующих областях сложной и 
простых задач будет одинаково.

Метод зеркальных изображений применим и для расчета магнит­
ных полей, создаваемых токами, расположенными вблизи поверхно­
стей раздела двух или нескольких сред.
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§ 25.2. Электрическое поле точечных зарядов, расположенных 
вблизи плоской поверхности раздела двух сред

1. Точечный заряд и плоская поверхность проводящей среды

Точечный заряд Q расположен в диэлектрической среде с прони­
цаемостью е на расстоянии а от плоской поверхности бесконечной про­
водящей среды (рис. 25.1, а). На ней под действием заряда Q возникает 
заряд противоположного знака, распределенный неравномерно. Тре­
буется определить поле в диэлектрике.

Согласно методу зеркальных изображений исходная задача (см. 
рис. 25.1, а) заменяется эквивалентной (рис. 25.1, б), в которой про-

Рис. 25.1

водящая среда заменена диэлектриком. При этом проводящая пло­
скость должна быть заменена эквипотенциальной плоскостью с тем же 
самым значением потенциала. Ниже эквипотенциальной плоскости 
помещается заряд Q' такой величины и в такой точке, чтобы он вместе 
с заданным зарядом Q создавал в любой точке М этой плоскости один 
и тот же потенциал, который удобно принять равным нулю.

Для получения симметричной системы заряд Q' помещается также 
на расстоянии а от плоскости. Тогда его величина определяется из 
условия

Ум  4п е г  4 я ег *-

откуда Q’ — — Q. Таким образом, заряд Q' является как бы зеркаль­
ным изображением заряда Q.

Так как в исходной и эквивалентной задачах условия в точке рас­
положения заряда Q и на поверхностях ф = 0 совпадают, то на осно­
вании теоремы единственности решения уравнения Лапласа поля 
в верхних полупространствах этих задач одинаковы.

Исходная задача свелась к элементарной задаче расчета поля 
двух разноименных одинаковых по величине зарядов, находящихся 
на расстоянии 2а друг от друга в однородной среде с проницаемостью е. 
Поле, изображенное на рис. 25.1, 6 для исходной задачи (см.
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зис. 25.1, а), в верхнем полупространстве реально, а в нижнем — 
фиктивно.

Для определения поверхностной плотности заряда о на проводя- 
цей плоскости вычисляется напряженность поля у этой плоскости, 
тправленная по нормали к плоскости (на рис. 2 5 .1 ,6  — вниз):

£ =  £+ cos а  +  Е_ cos га,

де £ + =  - ^ ^ -  =  £_— абсолютные значения напряженности поля
каждого из зарядов.

Так как
а аcos а
Г / а 2 + *2’

где х — расстояние от точки М до основания перпендикуляра, опу­
щенного из точки расположения заряда Q на плоскость, то

£ =  2- ^ а —
4л е (а2 +  х2) У  и2 - f  х2 2яе (а2 +  x2)s/! 

Поверхностная плотность отрицательного заряда

о =  — е£' =  — Qa
2я  (о2 +  хг) V»

Сила притяжения заряда Q к проводящей плоскости равна силе 
притяжения между зарядами Q и Q':

Q2
16яес2 ’

Полученные результаты представляют также и технический инте­
рес. Например, электрон, вышедший из катода в вакуумной лампе 
на малое расстояние (порядка молекулярных размеров), при любой 
кривизне поверхности катода может рассматриваться как точечный 
заряд над проводящей плоскостью. Таким образом, видно, что на 
электрон, вышедший из катода, действует сила притяжения к зеркаль­
ному изображению, стремящаяся вернуть его на катод. При очень 
малых расстояниях а эта сила может быть значительной и преобла­
дать над силой, создаваемой полем анода. Этим частично объясняется, 
почему даже при значительном анодном напряжении часть электронов 
возвращается на катод.

2. Точечный заряд н плоская поверхность раздела двух дналектрнков

Точечный заряд Q расположен в однородном диэлектрике с прони­
цаемостью г 1 на расстоянии а от плоской поверхности раздела этого 
диэлектрика с другим однородным диэлектриком, имеющим прони­
цаемость е2 (рис. 25.2, а). Требуется рассчитать электрическое поле 
в обеих средах.

В электрическом поле на поверхности раздела двух диэлектриков 
появляются связанные заряды, влияющие на поле в обеих средах.
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Поскольку распределение этих зарядов неизвестно, рассчитать поле 
методом наложения невозможно. Так как связанный распределенный 
заряд обусловлен точечным зарядом Q, можно свести эту сложнук 
задачу к простой, заменив связанные заряды фиктивными точечными 
зарядами, эквивалентными по своему влиянию на поле в обеих средах 

Величина, знак и расположение фиктивных точечных зарядо) 
определяются из граничных условий исходной задачи. В рассматри 
ваемом случае первая простая задача (рис. 25.2, б) отличается от ис 
ходной тем, что диэлектрик с проницаемостью е2 заменен диэлектри 
ком с проницаемостью е1( а влияние исключенных при этой заменб 
связанных зарядов учтено введением фиктивного заряда распо­
ложенного зеркально заряду Q. Во второй простой задаче (рис. 25.2, в) 
произведена обратная замена сред, а влияние исключенных связан-

М С

ных зарядов учтено тем, что вместо заряда Q введен фиктивный за­
ряд Q2.

Так как в исходной задаче

En=-Et2, Dnl — Dn 2,
то этим же условиям должны удовлетворять поля простых задач.

Напряженности от зарядов Q и Qt в некоторой точке М, лежащей 
у плоскости, соответствующей поверхности раздела диэлектриков, 
в первой среде (см. рис. 25.2, б) равны:

р _ _ _ 0_ р  _ _(3iАтгр.,-2' ^1"4 я е 1г2’ 1 4nei/2 "

Следовательно, суммарная касательная составляющая в этой среде

Etl =  E cos a  +  £ t cos cx =  ̂ i^ | c o s  a .

Касательная составляющая напряженности во второй среде в той 
же точке (см. рис. 25.2, в)

Е(2 =  Е2 cos а =  . г  cos a ,
4леа/-2
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Нормальные составляющие вектора D в точке М равны:

Dnl — D sin а  — D1s in a  =  ̂ j^“i-s in a ,

D„2 =  D sin a  =  sin a .

На основании равенств Etl = Et2, Dnl =  Dni получаются два 
равнения:

Ц ^  = Т '  Q-Qi=Q*>ei e2 
7i3 которых определяются

Q = _28L_q.
61 +  62 ex +  e:2 ^

Таким образом, сложная задача сведена к двум простым. На осно­
вании теоремы единственности потенциал в верхнем полупространстве 
исходной задачи (см. рис. 25.2, а) совпадает с потенциалом в верхнем 
полупространстве первой простой задачи (см. рис. 25.2, б), поскольку 
эти поля имеют одинаковые граничные условия. По той же причине 
совпадают поля исходной и второй простой задач в нижнем полупро­
странстве.

Следовательно, потенциал в точке А (первая среда) исходной за­
дачи (см. рис. 25.2, а)

_. Q I Qi _ Q /_1__ г ei — 8г _ J_\
т 1 4пехгл  ' 4 я е 1г1 4 я е 1 \ r A ' еа +  е2 г^)'

а в точке В (вторая среда)
__ Qa _______ О

4 я е2г2 — 2 я  (ei +  е2) г2 ’

Легко проверить, что в точке М на поверхности раздела, где 
гд =  г1 =  г2, потенциалы во всех трех задачах одинаковы:

Q
фм Ф1Л1 фгЛ1 2 я ( е 1 +  еа) г ’

что и соответствует совпадению граничных условий.
Как следует из выражений для зарядов Qi и Q2, знак заряда Q2 

всегда совпадает со знаком заряда Q, знак же заряда Qx совпадает со 
знаком Q, когда ех >  е2, и противоположен ему, когда ех <  е2. При 
ех = е2 заряды Qx = О, Q2 = Q, а при е2 ;> sx заряд Q, ~  — Q, что 
в частности, соответствует случаю, когда вторая среда является про­
водником (е2 = оо).

§ 26.3. Электрическое nojne линейных зарядов, расположенных 
параллельно поверхностям раздела сред

Полученные соотношения для поля точечного заряда позволяют 
сделать обобщения для более сложных полей. В частности, если 
вблизи плоской поверхности раздела двух диэлектриков расположены п 
точечных зарядов, то на основании принципа наложения потенциал
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поля равен алгебраической сумме потенциалов этих зарядов и и; 
зеркальных изображений. При этом фиктивные заряды (изображения 
определяются для каждого реального заряда такими же соотноше 
ниями, как и для уединенного точечного заряда.

Поскольку любое распределение зарядов (по объему, поверхност 
или линии) может быть представлено как совокупность точечны 
зарядов, то методом зеркальных изображений можно воспользоватьс 
и в этих случаях.

Большое практическое значение имеет расчет полей линейных за 
рядов, расположенных параллельно плоским поверхностям раздел; 
сред (линии передачи вблизи земли или стен зданий и т. д.).

Ч
Рис- 25.3

а)
% а

Б-оо

5 )

__ ±1. JiX.

Рис. 25.4

Пусть бесконечно длинный провод с линейной плотностью заряда т 
расположен параллельно плоскости раздела двух однородных диэ­
лектриков с проницаемостями е* и е2 на расстоянии а  от этой плоскости 
(рис. 25.3).

Согласно методу зеркальных изображений, фиктивные заряды 
(изображения) будут также линейными, а их значения и знаки опре­
деляются по формулам, аналогичным формулам для точечного заряда:

— ̂ 2 Ti = t4 - t T,ех -i-e2 г ,— е1 + т.

Затем по формуле Е -- 2 л ег рассчитываются напряженности от Tj
и т,

Дальнейший расчет проводится, как для поля точечного заряда.
Пусть линейный заряд т расположен параллельно плоским взаимно 

перпендикулярным поверхностям раздела между двумя диэлектри­
ками и между ними и проводящей средой (рис. 25.4, а). Здесь метод 
зеркальных изображений применяется в два этапа. Сначала исходная 
задача сводится к более простой (рис. 25.4, б) заменой проводящей 
среды зеркальным изображением заряда (— т) и диэлектриками ег 
и е2. Затем эта задача аналогично тому, как это делалось для точечного 
и линейного зарядов, сводится к двум простейшим.
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§ 25.4. Магнитное поле линейных токов, расположенных 
параллельно плоским поверхностям раздела сред

Бесконечно длинный провод с током / расположен параллельно 
тоской поверхности раздела двух однородных сред с магнитными 
юницаемостями и щ на расстоянии а от этой поверхности 
ис. 25.5, а). Требуется рассчитать поле в обеих средах.
Эта задача с помощью метода зеркальных изображений также 

эжет быть сведена к двум простым (рис. 25.5, б  и в). При этом вели- 
•шу и направление фиктивных токов 1Х 
/2 можно получить, исходя из усло­

вий на поверхности раздела На — Нп 
i Вп  =  Вп2. Однако выражения для 
этих токов можно записать и на основе 
подобия плоскопараллельных электри-

а) 5)
I1 >1 >12

о о а

М, , ___  Ь - .
М2 V}

О)
'//////////////Л'л

Н-а h х1V

I,
Рис. 25.5

5) I

2 а
1

fj-o Ь-а ы

(1-0
,1
а
'а М
/

2(h-a)

I
7а
1

Рис 25 .С

ческих и магнитных полей, если в соответствии с табл. 23.1 в выраже­
ниях для линейных зарядов заменить т на / и е на —. Тогда

И'
/ _  7 , _  2(11 1 
1 1̂1 + Ца ’ 2 Ml + Ц2

Отсюда видно, что при |i2 >  (хх ток /х имеет то же направление, 
что и ток /; при f̂ i >  Цг — обратное. Направление тока /2 всегда 
совпадает с направлением тока /.

Если провод с током расположен в воздухе вблизи плоской поверх­
ности ферромагнитной среды (|i2 !> f^), то для расчета магнитного 
поля следует ферромагнетик заменить фиктивным током (зеркальным 
изображением), практически равным по величине и совпадающим по 
направлению с током 1. Например, при ц2 = 500 1Х =  0,9961 / «  /.

Пусть провод с током / расположен в воздушном зазоре между 
двумя параллельными плоскостями NN и ММ, являющимися поверх­
ностями раздела воздуха со сталью (рис. 25.6, а). Для расчета поля 
в воздухе следует воспользоваться методом зеркальных изображений, 
при этом магнитную проницаемость стали можно положить равной

369



бесконечности. Тогда влияние стали учитывается введением систем 
фиктивных токов, равных по величине и совпадающих по направл' 
нию с током /. Расположение этих токов подбирается из следуюцц 
соображений.

Первый фиктивный ток располагается зеркально току / относ 
тельно одной из плоскостей (например, ММ), затем реальный ток 
его изображение отображаются во второй плоскости, а эти нов; 
изображения — снова в первой плоскости и т. д. (рис. 25.6, б). Леп 
проверить, что в этом случае реальный ток и его изображения буд'. 
расположены симметрично как относительно плоскости ММ,  так 
относительно плоскости NN. Значит эти плоскости будут эквипотеГ 
циальными, что и соответствует граничным условиям исходной задачи

Теоретически таких изображений будет бесконечное множество 
однако практически для дальнейшего расчета достаточно взять огра­
ниченное их число, так как по мере удаления от воздушного зазора 
влияние фиктивных токов на поле в зазоре уменьшается, и это влия­
ние легко оценить.

Затем магнитное поле в воздушном зазоре определяется как сумма 
магнитных полей, рассчитанных по известным формулам для одно­
родной среды от исходного тока и его изображений.

Рассмотренные примеры имеют практическое приложение при 
расчетах магнитных полей в электрических машинах и других устрой­
ствах, в которых обмотки располагаются.вблизи ферромагнетиков.

В заключение следует отметить, что методом зеркальных изобра­
жений рассчитываются электрические и магнитные поля и в тех слу­
чаях, когда поверхности раздела сред представляют собой сферы, 
цилиндры или совокупность плоскостей.

Г Л А В А  Д В А Д Ц А Т Ь  Ш Е С Т А Я

УРАВНЕНИЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

§ 26.1. Постоянное электромагнитное поле

В любом электротехническом устройстве всегда существуют вза­
имно связанные электрические и магнитные поля. Если эти поля 
постоянны, то они образуют постоянное электромагнитное поле. При 
этом процесс преобразования и передачи энергии определяется не 
отдельно электрическим или магнитным полем, а их совокупностью, 
т. е. электромагнитным полем.

Расчет постоянных электрических и магнитных полей можно вести 
раздельно, так как их уравнения независимы друг от друга. Однако 
при анализе процессов передачи и преобразования электрической 
энергии необходимо рассматривать одновременно электрическое и 
магнитное поля.

В системе источник — линия передачи — приемник можно отме­
тить следующие энергетические процессы. В источнике механическая, 
химическая или другой вид энергии преобразуется в энергию электро­
магнитного поля, вдоль линии происходит передача этой энергии
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з самой линии она преобразуется в тепловую энергию потерь, в при- 
нике — в полезную механическую, тепловую или другие виды энер- 
и. Поэтому очень важно выяснить роль электромагнитного поля 
процессе преобразования и передачи энергии.
Для полей в однородных средах мощность тепловых потерь в еди- 

це объема проводника
Р 0 =  уЕ2,

объемные плотности энергии электрического поля в диэлектрике и 
гнитного поля, соответственно, равны:

е£2 т  pH» 
"МО---  о •

Максвелл предположил, и это в дальнейшем подтвердилось, что 
.'лотность энергии электромагнитного поля

Wa е£2
' 0 1  о •

Рис. 26.1

Как видно, энергия электромагнитного поля в этом случае полно­
стью характеризуется векторами Е и Н и свойствами среды. Однако 
эти выражения, характеризуя распреде­
ление энергии, не дают никаких указа­
ний относительно ее движения. Между 
тем ясно, что передача энергии от ис­
точника к приемнику, как и выделение 
тепла в линии, связана с движением 
энергии электромагнитного поля. По­
этому и движущаяся энергия электро­
магнитного поля должна, очевидно, так­
же определяться векторами Е и Н.

Выражение движущейся энергии че­
рез векторы Е и Н для переменного 
электромагнитного поля было получено 
английским физиком Пойнтингом. Однако это выражение можно 
получить также при рассмотрении преобразования и передачи энер­
гии в постоянном электромагнитном поле.

Далее рассматривается процесс передачи энергии от генератора 
к приемнику сначала на примере идеализированного, а затем реаль­
ного коаксиального кабеля; в них электромагнитное поле заключено 
только внутри объема, занимаемого кабелем.

Если при напряжении U по кабелю протекает ток / и сопротивле­
нием жилы и оболочки кабеля по сравнению с сопротивлением прием­
ника можно пренебречь, то передаваемая мощность

P =  UI.
Пренебрежение сопротивлением жилы и оболочки означает, что 

электромагнитным полем в них можно пренебречь по сравнению с по­
лем в диэлектрике между ними.

Пусть радиус жилы и внутренний радиус оболочки кабеля рис. 26.1 
аковы, что г2 — г г гх. Тогда приближенно можно считать, что
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напряженности £ и Я  во всех точках диэлектрика имеют одинаков 
значения и равны:

Гч—Г,’ n (r2+ ri)'
Отсюда U = Е (г2 — rx), I = Ял (г2 + г х) и мощность 

Р =  UI = £ Я л (r| — r\) =  EHS, 
где 5  — площадь сечения диэлектрика.

р
Таким образом, произведение ЕН характеризует мошност

передаваемую через единицу площади сечения диэлектрика.
Так как вектор Е направлен по радиусу, вектор Н перпендикул>. 

рен ему, а мощность передается вдоль оси кабеля, то произведение Eh
можно рассматривать как векторное. 
Вектор

П =  [ЕН]

называют в е к т о р о м  П о й н т и н -
р

г а .  Из выражения П =  -̂  следует, что
вектор Пойнтинга равен энергии элек­
тромагнитного поля в единицу времени 
(мощности), передаваемой через единицу 
площади сечения изоляции кабеля от 
генератора к приемнику.

С помощью вектора Пойнтинга можно 
описать процессы передачи и преобразо­
вания энергии электромагнитного поля 
в любом электротехническом устройстве. 
Например, в реальном коаксиальном 

кабеле (рис. 26.2) поле неоднородно, и оба провода имеют сопро­
тивление. В жиле и оболочке напряженности электрического поля 
направлены параллельно оси Z кабеля и равны:

р  _________  р  _6^_____ [____
л ~  У ~  y n r ' i  ' *2 V ~~ y n ( r ‘i - r ‘ ) *

Напряженности магнитного поля

I I Г2_И г и  3 —Па1~ 2 л г ‘1 Г’ *2“ 2л ' (г-з — г\) г
направлены перпендикулярно радиусу г в рассматриваемой точке и 
оси кабеля. В изоляции кабеля напряженность магнитного поля

а 2пг ’
а напряженность электрического поля имеет и радиальную, и осевую 
составляющие аналогично полю двухпроводной линии (§ 21.3). При 
этом радиальная составляющая представляет собой напряженность
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тя цилиндрического конденсатора

Вектор Пойнтинга имеет в изоляции осевую Пг и радиальную Пг 
тавляющие, а в жиле и оболочке — только радиальную.
Осевая составляющая характеризует энергию, движущуюся от 
(ератора к приемнику, а радиальная — энергию, поступающую 
-килу и оболочку и превращающуюся там в тепло. Таким образом, 
ергия от генератора к приемнику движется только в диэлектрике 
гжду жилой и оболочкой.

Если в конце кабеля (у приемника) напряжение и радиальная 
оставляющая напряженности электрического поля соответственно 
<авны U и £ ,, то потребляемую приемником мощность можно опреде­
лить как поток вектора П, имеющего осевую составляющую Пг = 
= ЕгНа, через поверхность 5  сечения диэлектрика:

2тг г2 г 2

о

Мощность тепловых потерь в отрезке жилы длиной / определяется 
как поток вектора П, имеющего радиальную составляющую Пп = 
= EzlHai, через боковую поверхность цилиндра = 2я гх/. Поскольку 
составляющая Пп во всех точках этой поверхности имеет одинаковые 
значения:

п  ____ 1 _  р
п  у л г f 2 пг, 2 ул- г\’

ТО

Pi — П,х2 я г х1 =  
где /?! =  —1— — сопротивление отрезка жилы.УЯГ1

Если учесть, что при г  = г2 напряженность а ПРИ
г = г3 она равна нулю, то мощность тепловых потерь в отрезке обо­
лочки равна потоку вектора П, имеющего радиальную составляющую

^ Г2 у п  (г '$  —  г|) 2 л г 2 1

через боковую поверхность цилиндра So = 2л;г3/, т. е.

Р 2 =  Пл22л г  21 =  /2/?2) 

где R2 — — -tJ— ^  — сопротивление отрезка оболочки. Вне кабеляг11 Vi Гц1
электромагнитное поле отсутствует, значит движения энергии там нет.

Проведенный анализ показывает, что энергия от источника к при­
емнику движется в диэлектрике между жилой и оболочкой кабеля, 
!3 диэлектрика энергия электромагнитного поля поступает также 

жилу и оболочку, где преобразуется в тепло. Аналогичным образом

\ n 2rdr=.2nSs - — - . 1̂ r d r
J г l n -

t/Z.
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для двухпроводной линии передачи можно прийти к выводу, что эн' 
гия движется не по проводам, а вдоль проводов в диэлектрике, ок| 
жающем эти провода. Провода определяют направление движеь 
энергии и поглощают часть ее на нагрев.

Итак, движущаяся энергия электромагнитного поля характе 
зуется векторами Е и Н, а именно: их векторным произведен!
П = [ЕН] — вектором Пойнтинга.

Из рассмотренного следует, что вектор Пойнтинга выражает по'> 
энергии электромагнитного поля в единицу времени (поток мощное 
через единицу поверхности, нормальной к направлению pacnpocTf 
нения энергии. Так как Е измеряется в в/м, а Я  в а/м, то вектор Пой 
тинга измеряется в вт/м1.

Таким образом, зная распределение векторов Е и Н в простра: 
стве, можно определить движущуюся энергию электромагнитного пол. 
в каждой точке, а следовательно, и рассчитать передаваемую и затра 
чиваемую на нагрев проводников мощность в любом электротехниче 
ском устройстве. Это еще раз подчеркивает значение расчетов электри­
ческих и магнитных полей.

Нужно отметить, что простое наложение постоянных электриче­
ского и магнитного полей не создает электромагнитного поля. Напри­
мер, если на электростатическое поле конденсатора наложить поле 
постоянного магнита, то, хотя в каждой точке некоторой области 
будут определенные значения Е и Н, векторное произведение этих 
величин нельзя трактовать как вектор Пойнтинга, поскольку здесь 
нет движения и преобразования энергии. Поэтому понятие вектора 
Пойнтинга относится только к электромагнитному полю. Важное 
значение этого вектора становится еще более очевидным при рассмот­
рении переменного электромагнитного поля, с помощью которого 
возможна передача энергии без проводов.

§ 26.2. Полная система уравнений электромагнитного поля 
в дифференциальной форме

Уравнения электромагнитного поля были установлены Максвеллом 
путем обобщения соотношений для постоянных электрических и маг­
нитных полей. Эти обобщения для переменных полей в любых средах 
были не выведены, а постулированы. Полученные таким образом 
уравнения автоматически обращаются в уравнения для постоянных 
полей, если встречающиеся в этих уравнениях производные по вре­
мени величин, характеризующих поле, приравнять нулю. В дальней­
шем, за исключением гл. 32, электромагнитное поле рассматривается 
в неподвижных средах, для которых полная производная указанных 
величин по времени должна быть заменена частной производной.

Действительно, в системе неподвижных координат х, у ,  г  любая 
из этих величин является функцией этих координат и времени /. 
Поэтому для каждой из этих величин, например магнитной индук­
ции В , в общем случае справедливо выражение

dQ (х, у , г, О _<ЭВ d x . d В dy , д В dz , д В 
dt дх dt ду  dt ' dz dt dt ’
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: ^ —составляющие по осям скорости движения среды,
я неподвижных сред эти составляющие обращаются в нуль и

—

dt
Первое уравнение Максвелла является обобщением закона полного 
:а rot Н = 6. Обобщение заключается в том, что под плотностью 
;а следует понимать сумму плотностей всех трех видов тока (про- 
щмости, переноса и смещения), называемую п л о т н о с т ь ю  
) л н о г о т о к а .  Ток смещения возникает при изменении элек-
ического поля. Вектор плотности этого тока 6СМ =  ̂ .  Ток переноса

редставляет собой движение заряженных частиц или заряженных 
ел. Вектор плотности этого тока бпер определяется объемной плотно- 
:тью заряда р движущихся частиц и вектором скорости v  их движения: 

Jnep =  p v . Так как ток смещения может существовать в любых средах, 
ток проводимости — только в проводящей среде, а ток переноса — 
только в диэлектрической среде или в пространстве, свободном от 
вещества, то первое уравнение Максвелла в дифференциальной форме 
записывается в виде:

го1Н =  6 +  6См= 6  +  ̂ ,

где под 8 понимается плотность тока проводимости или переноса.
Второе уравнение Максвелла является обобщением закона электро­

магнитной индукции <^)Edl — — -!?- (§ 1.7). Обобщение заключается
в том, что при изменении во времени магнитного поля электрическое 
поле возникает в любой среде, а не только в проводящем контуре. 

По теореме Остроградского — Стокса от выражения

е <я = _ " _ - ! $ в <й = - У £ dS

легко прийти к дифференциальной форме записи второго уравнения 
Максвелла:

, г  <эвrot Е =  — дТ.dt
Из обоих уравнений Максвелла, относящихся к одному и тому же 

электромагнитному полю, наглядно видна неразрывная связь магнит­
ного и электрического полей — пространственно-временному изме­
нению электрического поля соответствует пространственно-временное 
изменение магнитного поля.

Обобщение теоремы Гаусса и принципа непрерывности магнитного 
потока не изменяет формы записи этих соотношений по сравнению 
с установленными ранее для постоянных полей:

divD =  p и divB==0.

Помимо указанных четырех соотношений, к системе уравнений 
тектромагнитного поля относятся выражения, связывающие между
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собой величины, входящие в эти равенства:
D = t E ,  В =  цН, 6np =  v(E +  ECTOp)t 6nep =  pv.

Система уравнений поля должна быть дополнена выражением р 
энергии электромагнитного поля. Согласно постулату Максвел, 
плотность энергии электромагнитного поля определяется как сум 
плотностей энергии электрического и магнитного полей, прич 
каждая из них определяется по формулам, выведенным для постоя 
ных полей:

К полной системе уравнений электромагнитного поля следуе 
также отнести выражение тепловых потерь в единице объема проводя 
щей среды — закон Джоуля — Ленца в дифференциальной форме:

Таким образом, полная система уравнений электромагнитного 
поля содержит следующие уравнения:

Величины, характеризующие поле (Е, D, В, Н, 6, р) и среду (е, 
|х, у), являются функциями координат и времени. Они непрерывны и 
имеют производные во всех точках, за исключением поверхностей 
раздела двух сред. Условия на границе раздела двух сред в перемен­
ных полях для мгновенных значений величин остаются теми же, что 
и для постоянных.

Можно доказать, что приведенная система уравнений вместе с усло­
виями у поверхностей раздела сред и граничными условиями одно­
значно определяют электромагнитное поле. Доказательство этой тео­
ремы единственности здесь не приводится.

В постоянном поле в проводящей среде из уравнения rot Н = 6 
вытекал принцип непрерывности тока проводимости div 6 = 0; подобно 
этому в переменном поле из первого уравнения Максвелла вытекает 
равенство

являющееся принципом непрерывности полного тока. Зто равенство 
может быть преобразовано к виду:

Р 0 =  6Е

divB =  0, divD =  p 

В =  (хН, D еЕ,
finP =  v(E +  ECTOp), 6nep =  pV,

Г о==-Х- +  Т ’ Ро =  &Е.
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Уравнение

[яется одним из фундаментальных соотношений теории электро­
литного поля. Его интегрирование по объему V дает:

Это равенство называется законом сохранения заряда и физически 
интерпретируется так: ток, выходящий из данного объема, сопровож­
дается соответствующим уменьшением заряда, заключенного внутри 
этого объема.

Таким образом, в уравнениях Максвелла содержатся принцип 
непрерывности полного тока и закон сохранения заряда.

В § 26.1 было показано, что в постоянном электромагнитном поле 
51 энергия, проходящая через единицу поверхности в единицу времени, 

равна вектору Пойнтинга П = [ЕН]. Далее это доказывается в самом 
общем виде для любого электромагнитного поля.

Понятие о потоке энергии в упругих средах впервые ввел Н. А. Умов 
в 1874 г. Применительно к электромагнитному полю представление
о потоке энергии было использовано одиннадцать лет спустя Пойн- 
тингом, доказавшим теорему, представляющую закон сохранения 
энергии в электромагнитном поле.

Пусть в произвольном объеме V, ограниченном поверхностью S, 
электромагнитное поле изменяется во времени. Часть объема V зани­
мают сторонние источники и проводящие тела с постоянной проводи­
мостью у;  в остальной части объема — непроводящая однородная 
среда с у  =  0, е = const и ц =  const.

Энергия электромагнитного поля в объеме V

Так как по теореме Остроградского

$ div bdV =  j  6dS  =  /,

§ 26.3 . Теорема Умова —  Пойнтинга

W =  ~ J (ED +  HB) dV =  \  J  (еЕ* +  цН2) dV,

а ее изменение

17 *  l  'Ш I (sE2 +  nH*) =  $ £(eE* +  [iH») dV
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Из первого и второго уравнений Максвелла вытекает, что 

^  =  r o t H  — 6 и ^ г =  —  r o t E ,

тогда

™ = -   ̂ ( H r o t E - E r o t  H ) d V - J  6EafV.

Так как для любых векторов справедливо равенство (см. при. 
жение 4)

Н rot Е — Е rot Н =  div [ЕН], 

то первый интеграл преобразуется по теореме Остроградского к вид 
 ̂(Н rot Е — Е rot Н) dV =  \ div [EH] dV =  ф [EH] dS.

Второй интеграл
$ 6E dV =  (E +  Е СТйр) E dV =  5 7 (E +  Е иор)М У  -  

— $YECTOp(E +  ECTOp)dV.
Первый член представляет собой тепловые потери Р  во всем объеме, 

второй — мощность Р стор сторонних источников в том же объеме. 
Таким образом,

^ b E d V  =  Р  —  Р стор.
Подстановка полученных результатов в исходное выражение для 

производной от энергии приводит к соотношению

*-§■ = - § [ E H ] d S - P  +  P w r

Введением вектора Пойнтинга П =  [ЕН] и переносом всех членов, 
кроме Р Ст0р, в правую сторону соотношение приводится к виду:

Ястор5=/> +  ̂  +  § П< й .

Последнее равенство называется теоремой Умова — Пойнтинга. Это 
соотношение выражает закон сохранения энергии и говорит о том, что 
мощность сторонних источников, заключенных в объеме V, затрачи­
вается на тепловые потери Р  в проводящей среде, на изменение энер­
гии ~  электромагнитного поля в этом объеме, а часть этой мощности

ф П dS переносится через поверхность S, ограничивающую рассматри­
ваемый объем, и определяется потоком вектора Пойнтинга. Эта мощ­
ность может быть направлена и внутрь объема. Так, например, если
процесс стационарный = 0 j и в объеме V нет сторонних источников
(Рстор 0 ), ТО

P +  § n d S  =  0.

Так как Р  >  0, то < §ndS< ;0 . Иными словами, выделение тепла f 
объеме V в этом случае происходит за счет энергии, входящей чере: 
поверхность 5  внутрь объема V.
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§ 26.4. Электродинамические потенциалы

1. Вывод уравнений для электродинамических потенциалов

Ранее было показано, что расчет постоянных полей во многих слу- 
х упрощается путем введения скалярного ф и векторного А потен- 
лов, являющихся функциями координат и удовлетворяющих соот- 
иениям:

Е — grad ф, B =  rotA,  d i vA =  0.

Расчет переменного электромагнитного поля в случае однородной 
изотропной среды (е = const, ^ = const) также упрощается, если 

1ести так называемые э л е к т р о д и н а м и ч е с к и е  п о т е н -  
и а л ы, зависящие не только от координат, но и от времени. 

Поскольку уравнение div В = 0 сохраняется и для переменного 
юля, электродинамический векторный потенциал А (*, у, 2 , t) по- 
трежнему определяется равенством

В =  rot А. (26.1)

Тогда второе уравнение Максвелла может быть преобразовано:

или

дВ д , . , д\
rotE =  - W = - ¥ rotA==- r o t W

rot(E +  f )  =  0.

Отсутствие вихрей в поле суммарного вектора позволяет, анало­
гично постоянному полю (см. § 21.3), положить

E +  - ^  =  - g r ad«p .  (26.2)

Задача расчета поля с помощью электродинамических потенциа­
лов сводится к нахождению А и ср по заданным 8 и р. Поэтому необхо­
димо установить связь между электродинамическими потенциалами и 
плотностями заряда и тока.

Выражение в первом уравнении Максвелла векторов Н и Е через 
электродинамические потенциалы:

H=*-^rotA, Е =  — ~ ~  gradcp 

приводит к соотношению

j r o t r 0t A  =  6 - e | ( ^ -  +  gradcp

1ли, используя выражение для rot rot А (см. приложение 4),

(grad div А -  ДА) =  6 -  г -  е grad J .
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Перенос членов, содержащих операцию grad, в одну сторону 
венства и умножение на ц дает:

grad (div А +  ец ^  — AA =  fifi — ец

Так как для однозначного определения векторного потенць 
необходимо дополнительное условие, целесообразно положить

div А = - е ц

для постоянного поля ^ 7  =  о) это условие совпадает с установл* 
ным в § 21.5.

Тогда для векторного потенциала получается уравнение
л » д*\ RАА — ец ^  =  — цв,

называемое у р а в н е н и е м  Д а л а м б е р а .
Уравнение для скалярного потенциала получается подстановкой 

значения Е из соотношения (26.2) в третье уравнение электромагнит­
ного поля:

div D =  е div Е =  — е div ^  +  grad <pj =  — е ^  div А — е div grad ф=р.

Так как div grad ф = Аф (см. приложение 4) и div А =  — 
то для скалярного потенциала получается уравнение

д ф - ^ 5 ? =  -  f -

Таким образом, электродинамические потенциалы удовлетворяют 
уравнению Даламбера. Для постоянных полей производные по вре­
мени обращаются в нуль и уравнения Даламбера переходят в уравне­
ния Пуассона.

Для области, где нет зарядов и токов (р = О, 6 == 0), уравнения 
Даламбера упрощаются, переходя в в о л н о в ы е  у р а в н е н и я :

л л д2А . <92фAA =  eu j t i , Аф =  Щ

Волновые уравнения для постоянных полей обращаются в уравне­
ния Лапласа.

Таким образом, задача расчета электромагнитного поля может 
быть сведена к решению уравнения Даламбера или волнового урав­
нения для потенциалов. Напряженности поля Е и Н находят затем 
через ф и А дифференцированием по формулам (26.1) и (26.2).

2. Решение волнового уравнения и уравнения Даламбера

Далее дается решение волнового уравнения на примере поля пере 
менного точечного заряда q (/). Расчет проводится для скалярног 
потенциала.
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Так как поле точечного заряда обладает сферической симметрией, 
есообразно воспользоваться сферической системой координат (г, б,
. поместив точечный заряд в начало координат. Из-за симметрии 
енциал зависит лишь от одной координаты г, т. е.

Ф =  Ф ( r , t )  И J  = g  =  0.

Тогда оператор Лапласа в сферических координатах (см. прило- 
ние 5)

. 1 д2 (/-ф)
ДФ =  7

волновое уравнение
1 Э2 (лф) _ о1, [1п11 3» (/-tp) _  1 (г<р)
г ' дг2 ^ di2 дг2 ~ и2 ' дГ- ’

ж  v = VЩ'
Подобно тому, как это было сделано в § 20.6 для аналогичного 

уравнения длинной линии, решение может быть представлено в виде 
суммы двух частных решений:

Гф — ( t -  -f Ft ( / -f ■£),

где и F2 — произвольные дважды дифференцируемые функции. 
Каждое из двух частных решений называется в о л н о в о й  ф у н к ­
ц и е й  или в о л н о й .

Физический смысл частного решения Ft [ t — £-) заключается в том,

что для точки, движущейся вдоль г со скоростью V  — —_■, функция Fi
У ец

сохраняет свое неизменное значение. Действительно, для такой точки
г  = r0 -f vt и

М '-~ )= М -ггН°"^ -

Иными словами, значение Fx перемещается от заряда в направле­
нии г со скоростью v. Это решение соответствует прямой (падающей) 
волне. Обратная волна, возникающая лишь при отражении от гра­
ницы раздела сред, определяется вторым решением F2 и движется 
с той же скоростью, но в обратном направлении — к заряду.

Таким образом, скалярный потенциал
1 п ! i г \ , 1

Ф =  т М * - т ) +  7 Ч '  +  £

распространяется со скоростью v =  ■—_:, зависящей от свойств среды
V e jLi

i  совпадающей со скоростью света в этой среде.
С той же скоростью, что и потенциал, распространяются значе- 

чя Ей Н, а также энергия электромагнитного поля. Иными словами, 
тектромагнитное поле всегда движется в пространстве со скоростью
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света, что послужило основанием для предположения Максвелла 
электромагнитной природе света, впоследствии подтвержденного о 
том.

Для определения функций Fx и F2, зависящих от закона измг 
ния заряда, можно воспользоваться тем, что формально уравнен 
электромагнитного поля переходят в уравнения статических по/: 
если положить v = оо, так как при этом волновое уравнение пе 
ходит в уравнение Лапласа. Поэтому и решения для переменного пс 
при v  =  оо должны совпадать с решениями для статического по.

При рассмотрении только прямой волны, т. е. при F2 = 0, пок 
циал точечного заряда

Из электростатики известно выражение для потенциала точечног 
заряда

Для совпадения последних двух выражений при v  =  оо следует 
принять

Последнее выражение указывает на то, что значение потенциала 
на расстоянии г  от заряда в данный м'омент времени t определяется

необходимое для распространения электромагнитной волны от заряда 
до точки наблюдения).

Иными словами, значение потенциала запаздывает по сравнению 
со значением заряда. Поэтому ф (г, t) называется з а п а з д ы в а ю ­
щ и м  п о т е н ц и а л о м .

Для объемного распределения заряда в соответствии с известным 
выражением для потенциала в постоянном поле (см. § 21.3):

где г — расстояние от элемента объема с зарядом pdV до точки наблк 
дения,

есть функция t и г. Следовательно,

1 г I гзначением заряда в предшествующий момент времени г — — I——  время,

запаздывающий потенциал определяется формулой
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Аналогично для векторного запаздывающего потенциала вместо 
сражения для постоянного поля

Таким образом, с помощью запаздывающих потенциалов можно 
ассчитывать электромагнитное поле в однородной среде, если задано 
аспределение в пространстве и изменение во времени зарядов или 
оков.

В случае неоднородной среды или заданий векторов Е или Н на 
'граничных поверхностях расчет электромагнитного поля должен 
производиться непосредственно по основным уравнениям Максвелла.

§ 26.5. Основные уравнения электромагнитного поля 
в символической форме

Для синусоидально изменяющихся во времени электромагнитных 
полей целесообразно ввести символическую запись уравнений поля, 
перейдя от действительных векторов поля к их комплексным изобра­
жениям. Такой переход аналогичен описанному в § 8.1. Разница лишь 
в том, что в отличие от рассмотренных ранее скалярных величин — 
тока и напряжения, часть величин, характеризующих электромагнит­
ное поле (Е, Н, D, В, &), является векторами. Мгновенное значение 
синусоидально изменяющегося вектора

Н =  \Нхт sin (at  - f  +  j Нут sin (a t  +  -f  kНгт sin (<a/ +  ^ )

определяется через комплексную амплитуду Hm и временной множи­
тель (множитель вращения) соотношением

Если = i])j, =  -фг, т. е. составляющие вектора Н по координат­
ным осям совпадают по фазе, то направление его с течением времени 
не изменяется. В общем случае составляющие вектора Н сдвинуты 
по фазе, т. е. i^ f и в данной точке конец этого вектора
описывает некоторую кривую. Поэтому графическое изображение та­
кого поля силовыми линиями и эквипотенциальными поверхностями 
имеет смысл лишь для данного момента времени.

Подстановка в основные уравнения поля взамен векторов их ком- 
[лексных выражений и переход к действующим значениям, например

пучают

H =  Jm  (Hme;W).
Комплексная амплитуда Нт  вектора Н выражается через комплекс­

ные амплитуды составляющих по координатным осям:
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• н
Н —-фг, приводит к уравнениям:

rot Н =  бпр+  бСм=7Ё +  /<oD, rot Ё =  — /соВ, 
divD =  p, divB =  0

§ 26.6. Соотношение между токами проводимости и смещения
Деление сред на диэлектрические и проводящие относительно 

зависит от соотношения между токами смещения и проводимост 
Отношение этих токов определяется не только свойствами среды (е, у 
но и скоростью изменения электромагнитного поля во времени. Таг 
для Однородной изотропной среды (е = const, у = const) и синусои 
дально изменяющегося поля Е =  jf:m sin соt отношение действующи? 
значений плотностей токов смещения 6СМ = &D и проводимости 
бпр = уЕ определяется свойствами среды и частотой f:

6СМ _ сое£ сое _ 2я/е
^ 7  _  ~W ~ Т  ~ ~Т~'

Для материалов, обычно используемых в технике в качестве изо­
ляционных, диэлектрическая проницаемость е « ( 1  -f- 10) е„, а удель­
ная проводимость у  «  (10'1в н- 10*11) сим!м. Поэтому даже при наи­
меньшем значении е, наибольшем значении у  и частоте / = 50 гц 
отношение плотностей токов составляет:

6см 2л ■ 50 278
епр 4я ■ 9 ■ 10е ■ 10-11

Таким образом, можно пренебречь током проводимости по сравне­
нию с током смещения и рассматривать диэлектрик как идеальный 
(Y = 0).

В металлах удельная проводимость является величиной порядка 
10’ сим/м, а диэлектрическая проницаемость для переменных полей 
не превышает е = 10 е0. Даже при очень высокой частоте / = 10й гц 
отношение плотностей токов

2л-10“ -10 g
6пр 4я • 9 • 10е • 10? ’ ‘

Поэтому практически при любых используемых в технике часто­
тах в проводниках можно учитывать только ток проводимости.

Г Л А В А  Д В А Д Ц А Т Ь  С Е Д Ь М А Я  

ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

§ 27.1. Явление излучения. Опыты Герца и Попова
В предыдущей главе было  установлено, что переменное электро-

1магнитное поле непрерывно движется со скоростью v  =  - _ и что
У ejJ.

с этой же скоростью движется энергия, характеризуемая векторо; 
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жнтинга. При возрастании и убывании тока в контуре вектор 
■йнтинга в любой точке пространства вокруг контура меняет свое 
правление; при возрастании тока энергия движется от контура, при 
'ывании — к контуру. Однако из решения уравнений Максвелла 
здует, что среднее значение вектора Пойнтинга не равно нулю, что 
сарактеризует явление излучения энергии электромагнитного поля, 
и, как говорят, излучение электромагнитных волн.
Мощность, излучаемая контуром, может быть определена как 

ток среднего значения вектора Пойнтинга через поверхность, 
ватывающую контур.
Излучение связано с конечной скоростью распространения элект- 

омагнитных волн. При бесконечно большой скорости раепростране- 
ия (у = оо) не было бы явления запаздывания и энергия, уходящая 

jt  контура при возрастании тока в нем, полностью возвращалась бы 
кратно при уменьшении тока. При конечной скорости распростране­
ния за время tY возрастания тока в контуре от нуля до максимального 
значения электромагнитная волна достигнет точки, отстоящей от кон­
тура на расстояние = vtv  В это время энергия источника превра­
щается в энергию поля и движется от контура. За время L уменьше­
ния тока от максимального значения до нуля энергия частично воз­
вращается, а электромагнитная волна продолжает свое движение и 
достигнет точки х2 =  хг +  vt2 = v (t} +  4)- ^ ся энергия, запасен­
ная в поле, не успеет возвратиться к источнику, так как для этого 
потребовалось бы время t± 4- /2 >  t2. Поэтому часть энергии будет 
продолжать двигаться от контура вместе с электромагнитной волной. 
Чем выше частота этого процесса, тем излучение больше.

Величина излучаемой энергии, при тех же частоте и токе в кон­
туре, зависит от конфигурации контура. Контур с сосредоточенными 
параметрами, состоящий из конденсатора и катушки индуктивности, 
будет излучать энергию слабо, так как электрическое поле сосредо­
точено в основном в конденсаторе, а магнитное — в катушке индук­
тивности. Электромагнитное поле создается наложением полей рас­
сеяния конденсатора и катушки и потому очень мало. Наоборот, кон­
тур с распределенными параметрами будет излучать энергию сильнее, 
так как его магнитное и электрическое поля распределены в одной и 
той же части пространства, образуя электромагнитное поле. Поэтому 
все антенны представляют собой контуры с распределенными пара­
метрами.

Явление излучения, вытекавшее из теории Максвелла, было им 
предсказано, но на опыте не осуществлено. Герц, экспериментально 
подтвердивший в 1887—1889 гг. теорию Максвелла, использовал 
колебательный контур (вибратор Герца) в виде двух шаров, игравших 
роль обкладок конденсатора (рис. 27.1). Двумя проводниками шары 
были соединены с разрядником, состоявшим из двух маленьких ша­
риков. К большим шарам подводилось высокое напряжение, и они 
заряжались до напряжения, при котором в разряднике создавался 
искровой разряд, имевший колебательный характер, и в проводниках 
возникал ток. На рис. 27.1 изображено электрическое (пунктирные 
'инии) и магнитное (сплошные линии) поля вибратора. После разряда
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возобновлялся процесс зарядки и т. д. Колебательный разряд в виб| 
торе Герца сопровождался излучением электромагнитных во.
В качестве приемного контура Герц использовал подобный же виб[

тор. По длине искры в приемном разряднг 
он судил об интенсивности электромагнитнс 
поля.

Несовершенство метода приема электр 
магнитных волн послужило основанием д  
отрицательной оценки самим Герцем в< 
можностей технического использования изл 
чения. А. С. Попов в 1895 г. изобрел техн 
чески пригодный метод приема электрома 
нитных волн, тем самым положив начал 
радиосвязи.

В качестве индикатора приходящее 
электромагнитной волны Попов использовал 
когерер — трубку, наполненную металли­
ческим порошком. Когерер включался в цепь 
источника э. д. с. В момент прохождения 
электромагнитной волны сопротивление ко­
герера резко падало, и в цепи возрастал ток.

В своем устройстве А. С. Попов впервые 
ввел антенну в виде вертикального провода, 

одним концом соединенного с приемником. Это позволило увеличить 
дальность приема.

Помимо осуществления радиосвязи, Попов указал на возможность 
использования электромагнитных волн для радиолокации.

§ 27.2. Электромагнитное поле диполя Герца

Математическое описание явления излучения проводится на при­
мере элементарного излучателя — э л е к т р и ч е с к о г о  д и п о л я .

Вибратор Герца можно рассматривать как диполь малой 
длины I (рис. 27.2) с перемен­
ными зарядами q и —q. Распо­
ложение диполя относительно 
выбранных декартовой и сфери­
ческой систем координат ясно 
из рис. 27.2.

При расчете поля принимает­
ся: 1) мгновенное значение тока 

dqI =  одинаково по всей длине
диполя; 2) поле определяется на 
расстояниях г, значительно пре­
вышающих длину диполя (г /);
3) диэлектрическая среда одно­
родна и изотропна (е =  const,
fi =  const). Рис. 27.2
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Векторный потенциал линейного тока (см. § 21.5) с учетом запазды-
•1НИЯ

В дальнейшем обозначение аргумента [t — £-j у функции i и, соот- 
тетвенно, у функции q для краткости опускается, т. е.

При условии постоянства тока вдоль длины диполя и при г  I 
.можно принять, что векторный потенциал

A = 4 n r

и направлен параллельно оси диполя, т. е.
Л* =  0, Лу= 0 и Л г =  ̂ .

В сферических координатах г, 0, а

cos 0 = ^ 1 / ,г z 4кг  *

л  л • л а/ sin б .^ e =  - ^ s i n 0  =  - L - t ,
л в= о .

Скалярный потенциал может быть найден из уравнения

divA =  - 6 n f .
Тогда

=  _  _L d iv  а = - -L • ^  =  _  ± . 1 ( ± \  =
dt ejx ец dz 4ле  дг \ г )

__ I д  !  i \ d r __ I I 1 di i \ „
4яе дг \ г ) дг 4 л е  \ г дг г2 / C0S

Производные г и q по г  и t связаны между собой соотношением:
дг __ 1 di d q __ I dq
дг и dt' дг и dt"

Поэтому
дер _  / cos б [ i . 1 di\

‘ 777 ' а* I •dt 4пв \ г2 rxi d t )

После интегрирования по t получается выражение
/ cos 0 / q , i \  
4пе \г2 rvj  ‘

В отличие от постоянного поля скалярный потенциал определяется 
только зарядом, но и скоростью его изменения, т. е. током.
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Напряженность магнитного поля определяется по формуле Н =
= — rot А. В сферических координатах (см. приложение 5)I1

Нг — — rot, А =  — 1
г sin 0

так к а к Л а = 0 и ^  =  0;

д  (А а sin 0) 
дв

д А г
д а

1
г sin 0

дг

W « = - r° taA
д(гА |) 

дг
д А г

дв

_1_
\ir

(j,/ sin 0 di 
4 я  дг

ц/ д (cos 0) 
4яг 50 ]■

Замена производных по г производными по t дает окончательное 
выражение для единственной составляющей вектора напряженности 
магнитного поля:

/ sin 8 / i , 1 di\
4я  г

Таким образом, напряженность магнитного поля определяется 
не только током, как это имело место для постоянного тока, но и ско­
ростью изменения тока во времени. Направление вектора Н показано 
на рис. 27.2.

Напряженность электрического поля определяется через электро­
динамические потенциалы по формуле Е =  — ^ —gradqp. Состав­

ляющие вектора Е в сферических координатах (см. приложение 5)

F — _  1 . дч-
“ dt г sin 0 да, =  0,

так как А„ — 0 д(р 
да, ’ = 0 ;

F  _= —  _
г dt

fj / c o s  0  di 
Anr dt

I cos 0
4 л ё  \ rv  dr

di _  J. +
1*2 л ~

+
dq
dr r 3

21 cos 6 I q
4 я е  r ‘l

lтак как —2 =  ер/,D 2

£ fl =  -
dAji
dt

d(f>
гдв

ц1 sin di
dt

I
4 nr  dt 4 л er \ rv

/ sin 0 / < 3  , i , I

q  ̂ d (cos 0) 
r*j Э0

4 л  e +  Ж  +r*v
В отличие от электростатики напряженность электрического поля 

диполя зависит не только от величины заряда, но и от тока и его произ­
водной по времени.
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Так как Е имеет составляющие по г и 0, а Н — только по а, то век- 
оры Е и Н всегда взаимно перпендикулярны.

Наибольший интерес для практики представляет случай синусои- 
ального изменения тока в диполе; тогда

После подстановки указанных соотношений в выражения для 
составляющих Е и Н получают:

Из приведенных выражений видно, что фаза этой электромагнитной 
волны зависит лишь от радиуса г. Такая волна называется с ф е р и ­
ч е с к о й .

Анализ полученных точных выражений в общем виде представляет 
значительные трудности, поэтому далее исследуются приближенные 
более простые выражения.

В б л и ж н е й  з о н е  при г к можно, пренебрегая малыми 
членами и запаздыванием, получить

Эти выражения для мгновенных значений полностью совпадают
с выражениями для постоянных полей. Магнитное поле определяется 
током, электрическое — зарядом.

Так как ток изменяется по закону синуса, а заряд — по закону
косинуса того же аргумента ш [t —у ] , то Е и Н в любой точке ближ­
ней зоны сдвинуты по фазе на п/2.

Величина вектора Пойнтинга при учете взаимной перпендикуляр­
ности в пространстве векторов Е и Н равна П = ЕН и изменяется во 
времени также синусоидально, но с двойной частотой. Так как в ближ-

Н =  Нл =  Щ г ~а 4пг2 [sin <a[t —

Е, l m2l cos 6 Г 
4 near2 [

/ cos 6 Г . /, г \—  [ Sm c o ( i - - )  

[s in  со ( * — -£-) -f-Е,

§ 27.3. Ближняя и дальняя воны

1ей зоне E<^~3 , а # ~ - 2,то величина вектора Пойнтинга (
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т. е. чрезвычайно быстро убывает с увеличением расстояния. Средне 
значение величины вектора Пойнтинга за период равно нулю, поэтом 
говорят, что в ближней зоне поле имеет реактивный характер, и излу 
чение отсутствует.

Однако такой результат справедлив лишь при пренебрежении с с 
ставляющими, определяющими запаздывание. В действительност 
и здесь имеет место излучение, но доля энергии, не возвращающейс 
к диполю, ничтожна по сравнению с энергией, успевающей возвра 
титься.

Размеры ближней зоны определяются частотой переменного тока
^  , 2nv v в излучающем контуре, так как г <  *• =  —  =  у .

Переменные поля, в которых запаздыванием и излучением можно 
пренебречь, называются к в а з и с т а ц и о н а р н ы м и  п о ­
л я м и .  Эти поля можно рассчитывать методами, изложенными для 
постоянных полей.

Для д а л ь н е й  з о н ы г А, и пренебрежение малыми членами 
в формулах для Н и Е приводит к выражениям:

т, , / sin в 2к г  ! ,  т'Я* =  /т ^ г - х с°8 ( ^ - -

„  • 21 cos 0 . /, г

„  , / sin 0 2nr  /, г
9 =  m 4яёаг2 ' Т  “  ( Т

Величина радиальной составляющей Ег очень мала по сравнению 
с Еп (за исключением точек, близких к 0 = 0, где Еь обращается 
в нуль). Поэтому в дальнейшем учитывается только £6.

Тогда можно записать
т 1 г  1 I  m  ̂ Sin б [ 1 ГЯ „ = Я = - » Г С 0 ! . ( | ~

Г г  1ml S>n в / J г
E‘ =E= Js s r z0Sa(‘ - T

т. е. Е и Н определяются производной от тока диполя и совпадают по 
фазе.

Вектор Пойнтинга имеет единственную составляющую

П ,  =  П  =  £ , Н . = Т Й ^  [ ‘ +  cos 2“  ( '  - т ) ] -

В отличие от ближней зоны Е у  и Н ~ - у ,  а П ~  т. е. убыва­
ет с увеличением расстояния значительно медленнее. Так как получен­
ная величина вектора Пойнтинга всегда положительна, то энергия 
все время движется по радиусу от источника. Поэтому говорят, что 
в дальней зоне поле имеет в основном активный характер.

Отношение
£ 1 Л Г~^
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;меет размерность сопротивления и называется в о л н о в ы м  с о -  
[ р о т и в л е н и е м  с р е д ы .  Для вакуума

p0 =  j/ " ig  = 1 2 0 я ^ 3 7 7  ом.

Из приведенного соотношения между напряженностями электри- 
еского и магнитного полей следует, что для сферической волны спра­
ведливо равенство

е£2 _  цЯ»
2 —  2 '

г. е. энергия электрического поля 
равна энергии магнитного поля.

Из выражений для Е и Н видно, 
что напряженности поля пропорцио­
нальны синусу угла 0:

£ =  £ osin 0, H = H 0 s in 8,

где индекс 0 соответствует 0 =  л 12. В направлении оси диполя (0 =  0 
или 0 =  я) излучения нет, в направлении, перпендикулярном оси 
диполя (0 = я/2, 0 = Зя/2), — излучение максимально.

Зависимость Е или Н от направления обычно изображают поляр­
ными д и а г р а м м а м и  н а п р а в л е н н о с т и ,  на которых 
длина радиуса-вектора, соответствующего углу 0, равна отношению 
Е Н Рис- 27.3 представлена диаграмма направленности для 
диполя Герца в виде двух касающихся д р у г  д р у га  окруж ностей.

§ 27.4. Мощность и сопротивление излучения

Вычисляя мощность излучения диполя как поток среднего значения 
вектора Пойнтинга через поверхность сферы радиуса г, в центре кото­
рой расположен диполь, этот расчет удобно провести для дальней 
зоны. В соответствии с этим

Псо= 1  ^ n d T  =  ̂ g ® J [ l+ c o s 2 c o ( / - ^ ) ] ^ = =  
о о

где I — действующее значение тока.
Учитывая, что вектор Пойнтинга направлен по радиусу л, а в сфе­

рических координатах элемент поверхности dS = rdbrsmbda,  сред­
няя мощность излучения

2л, л

Р =  §  Пср dS =  J do J  /ар ~  sin3 BdB= 2-£p ( j J  /2,

Рис. 27 3
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так как
я  —1
 ̂ sin3 0 dQ =  ^ (cos2 0 — l ) d ( c o s 6 ) = y .

Средняя мощность излучения

Р =  /2#„зл,
где ЯВ81 — с о п р о т и в л е н и е  и з л у ч е н и я ,  
щее способность диполя к излучению:

характеризую

П _
*\И З Л  —  О I

Реальная антенна, в которой ток по длине неодинаков, может быть 
разделена на отдельные участки, рассматриваемые как элементарные 

диполи. Тогда поле всей антенны находят пу­
тем наложения полей отдельных элементарных 
диполей.

Однако для простой длинноволновой антенны 
в виде вертикального провода, заканчиваю­
щегося системой горизонтальных проводов 
(рис. 27, 4), могут быть непосредственно ис­
пользованы полученные выражения.

При условии высокой проводимости земля 
может быть заменена зеркальным изображением 
антенны. Емкостью вертикального провода пре­
небрегают. Ввиду встречного направления токов 

в горизонтальных проводах по отношению к их изображениям эти 
провода в земле практически энергии не излучают. Их назначение 
заключается лишь в увеличении емкости всей антенны. При высоте 
антенны h, значительно меньшей, чем длина волны л, приближенно 
можно принять ток вдоль вертикального провода одинаковым. Тогда 
такая антенна вместе со своим зеркальным изображением соответст­
вует диполю с длиной / = 2/i, а ее сопротивление излучения

Рис. 27.4

(■̂ изл )л; и̂зл 
' 2

2я /2 Л\* 4я /Л\* 
3 р [Х ~  3 Р[ х)  •

Так как для воздуха р = 120л, то

(#изл)л =  160л2 =  1580

Сопротивление излучения пропорционально квадрату отношения 
длины провода к длине волны, поэтому при низкой частоте f  = 50 гц
длина волны к 6000 км настолько велика по сравнению с дли­
ной провода, что излучение практически отсутствует. Поэтому низ­
ший предел частот, используемых в радиотехнике, лежит околг 
150 кгц.
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Г Л А В А  Д В А Д Ц А Т Ь  В О С Ь М А Я  

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ВОЛН

§ 28.1. Плоская волна в диэлектрической ореде

На большом расстоянии от источника, в малой области простран- 
:тва, сферическую волну можно приближенно считать плоской волной, 
\ля которой в каждой точке плоскости, перпендикулярной направ­
лению распространения, напряженности поля имеют одинаковые зна­
чения.

1. Решение уравнений Максвелла для ллоокой волны

Пусть в однородной изотропной непроводящей среде (е =  const, 
|л =  const, у =  0 ) нет свободных зарядов, и поле создается синусои­
дальным током в антенне. Согласно изложенному, напряженности 
поля изменяются во времени такж е синусоидально.

Здесь удобнее выбрать декартову систему координат и расположить 
ее так , чтобы ось Z совпадала с направлением распространения волны. 
Тогда векторы Е и Н  являются функциями только от 2 и г и не зависят 
от координат х и у\

^ = 0  а* = о  ^ = 0  ^ = 0дх и’ ду и’ дх и ’ ду '

Уравнения М аксвелла в символической форме (для действующих 
значений) при отсутствии объемных зарядов и проводимости среды 
имеют вид (см. § 26.5):

rot Н =  /а>еЕ и rot Е = — /cofxH.

В принятой системе координат они переходят в систему уравнений:
dMy . д йЁ
dz

dt  ̂ • a  dE v • г*»— л =  - , а ц Н у ,

0  =  j a eE 2, 0  =  /со|хЙг.
Из последних двух уравнений вытекает, что

£ г =  0 , Нг =  0 .

Следовательно, векторы напряженности поля лежат в плоскостях, 
параллельных координатной плоскости XOY. Если поворотом коор­
динатной системы вокруг оси Z совместить ось X с вектором Ё, 
то Еу =  0, а из уравнений приведенной системы вытекает, что тогда 
Йх — 0 и вектор Н направлен по оси У. Таким образом, в плоской 
волне, так же как  и в сферической, векторы Е и Н  перпендикулярны 
друг к другу .
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Теперь из всей системы остались два уравнения:

М у ■ £ ■ й
1 Г  =  - / (0гЕ*  и - 5 Г  =  —  ja\ iHy.

где по-прежнему v  =  ------- ; скорость распространения волны.

Дифференцирование второго из них по 2 и исключение Ну из обои; 
уравнений приводит к уравнению

еРЁх _  соа а  
d2a — xfl *'

\_

Решением этого уравнения является сумма 

Ёх= А ^ кг +  А ^ к\

где f e = — =  ®Vz\i, Аг и А2 — постоянные интегрирования, опреде­
ляемые граничными условиями.

Из уравнения

Т ? ------
определяется

1 - / “- г  „ !%г\
НУ =  - ] ^ ' ~ З Г ^ щ ^ Л1е ° _ Л а е  ° '  =

=  - ^ ( А е 1 vZ—a2& v г

Соответственно, мгновенные значения напряженностей поля имеют 
вид:

£* =  1/ 2  sin и (/ — ^J-\-A2 s in (a(t +  ^)]>

^ v =  ^ ^ i s i n c o  A 2s m a ( t  + ^ J  .

Первые члены в этих выражениях представляют собой падающую 
волну, распространяющуюся в положительном направлении оси Z 
со скоростью v\ вторые — отраженную волну, движущуюся с той же 
скоростью в обратном направлении и возникающую при отражении от 
поверхности раздела двух сред.

Таким образом,
£* =  £ п<1д+£отр,

Ну =  Нпад -^отр =  ~  (-^пад ^отр))

откуда видно, что напряженности поля в падающей и отраженной вол­
нах связаны соотношениями:

^пад^Р^пад» р/̂ отр1
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Из этих равенств следует, что как в падающей, так и в отраженной 
золнах плотности энергии электрического и магнитного полей равны 
аруг другу :

е£п Л еЕ отр №отр

Д ля синусоидального поля, состоящего из падающей и отраженной 
^олн, равенство энергий электрического и магнитного полей не вы- 
'толняется:

2 ^ 2 ’

так как принцип наложения для энергии неприменим. В частности,

E x  =  { Е пад +  £ о т р )2 Ф  Е п а я  +  £ о тр -

Как уж е указывалось, постоянные А1 и Аг определяются заданием 
Е или Я  на граничных поверхностях: для падающей волны при 2 =  0, 
для отраженной — на границе 
раздела двух сред, от которой 
происходит отражение падающей 
волны.

Если среда однородна и отра­
женной волны нет, то при 2 =  0

(Ех)г-(, — А1 V2 sin соt =
=Е0 V 2 sin at,

где Е0 — действующее значение напряженности электрического поля 
в начале координат. Тогда при г  >  0

Еж =  Ей У 2 sin со it — 

H v =  — \^2 sin a (t  —

т. е. так же, как в дальней зоне диполя, векторы Е й  Н совпадают по 
фазе.

Вектор Пойнтинга имеет лишь составляющую по оси 2:

Пг =  П =  ЕХНУ sin2 со - 1 )  =  f  [  1 +  cos 2 со [t ~ I ) ] >  0 , 

со средним значением
Пср = Е1

Д ля падающей волны

Г 0 =  ̂  +  ^  =  е£ 2 =  цЯ2,

и величина вектора Пойнтинга может быть выражена через плотность 
энергии:

U =  EH =  PH * = ? - W 0 =  vW0,
Г
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а в векторной форме
Г Т = у Г 0.

Это выражение еще раз показывает, что энергия электромагнитноv 
волны движется в направлении оси Z со скоростью v.

Распределение Е, Н и П для падающей волны в некоторый момеш 
времени представлено на рис. 28.1.

2. Преломление и отражение плоской волны 
у поверхности раздела двух сред

Пусть плоская электромагнитная волна движется из среды с про­
ницаемостями е1( |лг в направлении среды с проницаемостями е2, р,2

и падает нормально на плоскую 
поверхность их раздела.

Падающая волна (Епад, Нпад) 
частью отражается от поверхности 
раздела (Еотр, Нотр), частью прони­
кает во вторую среду в виде пре­
ломленной волны (£ пр, Нпр). Соот­
ношения между касательными со­
ставляющими напряженностей 
поля этих трех волн можно уста­
новить из граничных условий:

Рис. 28.2

Так как векторы Е и Н лежат в плоскостях, параллельных пло­
скости раздела обеих сред, то

Ец — £пад -\гЕ,ОТр> Е,. =  Е„

f f t i  —  Н пад “Ь  Н ,

Таким образом,
отр»

12 —  ^  пр»

Ht2=H пр-

Епац "Ь ^отр — Е.- п р отр ' :Нпр-

Напряженности поля в каждой из волн связаны друг с другом 
через волновое сопротивление среды:

'пад" : Pl^n Е0Тр — P i^ O T pi 'Пр- --ргн пр>
где

£ •
Совместное решение этих пяти уравнений дает выражения, связы ­

вающие напряженности отраженной, преломленной и падающей волн:

-'Отр ■
Рз P i р  
pi +  p2 пад’

7 __ ^Р2
пр P i +  Ра

Епа

И = _  £2__Pi LT
отр Pi-hPa пад’

н 2pi
пр ■ н п

' Р 1 + Р 3 ПаД
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При р2 >  рх напряженности Еотр и Епал совпадают по фазе, а Ног? 
I Н„ад  сдвинуты по фазе на л ; при р2 <  plt наоборот, фаза Я отр сох­
раняется, а фаза £ отр изменяется на л. Вектор Пойнтинга для отражен- 
юй волны П0Тр в обоих случаях имеет направление, обратное Ппад.

На рис. 28.2 представлены векторы Еотр, Н отр и П отр отраженной 
;олны для случая р2 >  Pi- В отличие от падающей волны (см. рис. 28.1) 
десь изменился знак Н отр и П отр.

§ 28.2. Плоская волна в проводящей среде!

В соответствии с относительностью деления на диэлектрики и 
проводники (см. § 26.6) здесь под проводящей средой понимается среда, 
в которой можно пренебречь токами сме­
щения по сравнению с токами проводимости.

1. Решение уравнений Максвелла для плоской 
волны

Диэлектрик Й  Проводник| 
ф-. Т=const

£ i 0 .  1̂ - Const i

Плоская волна, распространяющаяся 
в диэлектрической среде, падает нормаль­
но на плоскую поверхность проводящей 
среды (рис. 28.3). Выбранная система де­
картовых координат показана на этом ри­
сунке.

На границе диэлектрик — проводник 
имеет место преломление и отражение 
волны. Далее рассматривается только пре­
ломленная волна, т. е. волна, распростра­
няющаяся в проводящей среде.

Пусть поле изменяется во времени синусоидально и заданы дей­
ствующее значение Н0 и фаза ij)0 напряженности магнитного поля при 
z = 0 , т. е. у поверхности проводящей среды.

Уравнения Максвелла в символической форме для действующих 
значений

rotH  =  yE и rotE  =  — усо^Н

или в декартовой системе координат, учитывая, что в плоской волне 
Е и Н не зависят от х и у:

Рис. 28.3

dz -уЁх, dz

dH*
-■УЁУ,

dE , ■ ] щ Нdz * yt dz

О =  уЁ г , 0  =  /(оц//г,

откуда по-прежнему Ег =  0  и Й2 — 0 .
Совмещение оси X с вектором Ё приводит к Ёу =  0 и Йх — 0. 
Следовательно, и в проводящей среде Е и Н  перпендикулярны друг 

другу.
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Таким образом, остаются два уравнения:

d tiy Р  ■ и- a f - = - y Ех и Tz =  - s^ h v,

из которых, исключив Ех, получают уравнение

<PHV
- ^ -  =  1а>цуНу =  р аНу, 

где р =  V /«M-V- ___

Так как  V i  т0> ВВ°ДЯ обозначение £ =  "|/" можно

выразить р  через k:
p =  ( l + f ) k .

Решением дифференциального уравнения для Ну, как  известно, 
является

Hv =  А 1е-рг +  А2ерг =  А ,е к^ - ' кг +  A2e*V ft*,

где Аг и Ай — постоянные, определяемые из граничных условий. Так 
как второй член растет беспредельно с г, что физически невозможно, 
то А2 — 0  и, следовательно,

Йу =  А 1е~,иьч к *.

Согласно заданному выше, при г =  О

{Hy)z-o =  А1 =  Н0е№°.
Таким образом,

Ну =  Ние~к2е'  Wo-*z>. 
dHy .

Из уравнения — лГ ~ ч Е х определяется Ех\

~  Y  =  J (1 + »  k H ^ < e k* z tk*.

От выражений для комплексных действующих значений Йу и Ех 
можно перейти к мгновенным значениям:

H y  =  V 2 H 0e ~ kz sin ( a t  +  г|>0 — k z ) ,

E X =  V 2  Y  J  Sin +  k z ) ,

1 + / i J  так к ак  ' ■ =  e 4 .V 2
Из этих выражений видно, что в отличие от диэлектрической среды 

в проводящей среде напряженности поля убывают по мере проникно­
вения в глубь среды по экспоненциальному закону. Величина k на­
зывается к о э ф ф и ц и е н т о м  з а т у х а н и я .  Начальные фазы 
напряженностей изменяются пропорционально г, а напряженность 
электрического поля в любой точке проводящей среды опережает по 
фазе напряженность магнитного поля на угол л/4.



На расстоянии в одну длину волны фаза волны изменяется на 2л. 
'ледовательно,

Xk
ткуда

\ =  2пЛ/~ —  =  2  l/~-Д -,У соц-у \ fiiy ’
скорость распространения

o - V - 2 / i g .
Таким образом, в отличие от диэлектрической среды, где скорость 

распространения определяется только свойствами среды, в проводя­
щей среде эта скорость зависит не только от удельной проводимости 
и магнитной проницаемости, но и от частоты.

Вектор плотности тока изменяется так  же, к ак  вектор напряжен­
ности электрического поля, так как  6  =  7 Е.

Волновое сопротивление проводящей среды

2 =  |* = = (1 + /) У Щ  = j / f  е'-<
оказывается комплексным числом. 

Вектор Пойнтинга имеет одну составляющую (рис. 28.3)

Пг =  ЕХНу =  2 | / ~ ^ Я зе- 2* ' s in (со/ +  г|>0— kz) sin +  — kz),

а ее среднее значение за период

n cp =  - | / ^ e - 2ft* c o s - J .

В среде с большой удельной проводимостью (например, в металлах) 
длина волны оказывается очень малой. Малым такж е оказывается и 
волновое сопротивление. М алая величина волнового сопротивления 
означает, что энергия электромагнитной волны в основном сосредото­
чена в магнитном поле, так  как

WoH цЯ» ц 1
W oE еЕ2 г ' t j '

где £ — модуль волнового сопротивления.
Д аж е при очень большой частоте / =  1010 гц для меди (у =  5,7 X

X 107 сим/м; |х =  Цо =  4 л -10 ‘ 7 гн/м; Юе0 =  -т— i - щ - ф/м)

£ = / т  = V2jr  = / г- 1°'7, ; У  = з,74 .ю - ом
№пИ ц 4я1(Г7

т  - - 10 е,
^о£ ®ь2 ___!____ 14 . К)-*

4я9 • 108
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т. е. энергия электрического поля исчезающе мала по сравненш 
с энергией магнитного поля. Поэтому при рассмотрении электромаг 
нитного поля в проводящей среде основное внимание должно уделятьс 
магнитному полю.

На расстоянии одной длины волны напряженность поля умень 
шается в е2* 540 раз. Энергия же уменьшается в 540 раз уж е на pat 
стоянии полуволны. Поэтому на практике считают, что волна прони 
кает в толщу проводящей среды меньше, чем на Х/2 .

Часто вводят условную величину — э к в и в а л е н т н у ю  г л у  
б и н у  п р о н и к н о в е н и я  ст, понимая под ней расстояние, Hi 
котором амплитуда волны уменьшается в е раз. Тогда e~k(! =  е-1, и. 
эквивалентная глубина проникновения

тем меньше, чем больше частота, магнитная проницаемость и удельная 
проводимость среды.

Из изложенного ясно, что все соотношения, выведенные для бес­
конечно протяженной проводящей среды, практически пригодны для 
проводника конечных размеров, если его протяженность в направлении 
распространения волны не меньше половины длины волны. Эти же 
соотношения могут быть использованы и для проводников с криволи­
нейной поверхностью, если длина волны в проводнике во много раз 
меньше радиуса кривизны.

2. Преломление и отражение плоской волны у поверхности раздела 
диэлектрической и проводящей сред

Далее рассматриваются соотношения между падающей, преломлен­
ной и отраженной волнами для того же случая, что и в предыдущем 
пункте (см. рис. 28.3).

Д ля комплексных действующих значений падающей и отраженных 
волн в диэлектрической среде соотношения аналогичны установленным 
для мгновенных значений (см. п. 2 § 28.1):

где р — волновое сопротивление диэлектрической среды.
Д ля преломленной волны — волны в проводящей среде — было 

найдено

Граничные условия по-прежнему выражают равенствами:

^пад “Ь -̂отр Ё„р, Япад Я 0Тр Япр*

Совместное решение последних пяти уравнений дает:
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Так как волновое сопротивление является функцией частоты, то 
з отличие от условий отражения и преломления в диэлектрических 
федах соотношения между падающей, отраженной и преломленной 
юлнами у границы диэлектрической и проводящей сред также зависят 
гг частоты.

В сверхпроводящую среду с бесконечной проводимостью (у =  оо,
1 следовательно, 2  =  0 ) падающая волна не проникает, полностью 
отражаясь от ее поверхности:

^отр ~~~ -̂ пад» £пр =  0 .
Хотя на поверхности сверхпроводящей среды Нпр =  2Йпал, внутри 

напряженность магнитного поля на любом расстоянии г  от поверхно­
сти раздела равна нулю, так как коэффициент затухания k =

= |/Г^ 1-  =  оои

(Япр)г =  =  2 //паде" “ е"'** =  0 .

§ 28.3. Плоская волна в полупроводящей среде

Д ля среды, в которой одновременно учитываются токи проводимо­
сти и смещения (е =  const, ц =  const, у  =  const), уравнения М ак­
свелла в символической форме приобретают вид:

rot Н =  /соеЁ +  уЁ и rot Ё =  — /cojxH.
Если в правой части первого уравнения /<в вынести за скобку, то

rot Н =  /ю (е +  ^ )  Ё =  /(0 ( е - / ^ ) Ё ;

введением к о м п л е к с н о й  д и э л е к т р и ч е с к о й  п р о ­

н и ц а е м о с т и  8 =  е — /— это уравнение приводят к виду, ана­
логичному уравнению для диэлектрической среды (см. §28 .1): rot Н = 
=  /соеЁ. Поэтому результаты расчета, полученные для диэлектриче­
ской среды, могут быть применены и к полупроводящей среде, с заме­
ной диэлектрической проницаемости е комплексной проницаемостью 
ё, учитывающей потери в среде от токов проводимости. 

Соответственно случаю диэлектрической среды
rj

F  __F  р —  № ____ —̂с х — £-ое — 2  ’

где теперь А =  со и Z =  j / ~ =  £е/ф.

Представляя k в виде k =  |3 — /а, можно написать мгновенные
значения напряженностей полей:

Ex — V2 Ей£~лг sin (wt — рz),

Ну =  1/2 Ц- е“м  s in  (cot — — if).
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Из этих выражений видно, что в полупроводящей среде имеет месте 
затухание амплитуды и изменение фазы волны, как  и в чисто проводя 
щей среде.

Возведя в квадрат выражение

и приравняв вещественные части, можно видеть, что
рз — а г =  wze\i.

Из равенства квадратов модулей обеих частей исходного уравнения 
следует, что ______

Ра +  а 2 =  со2ц | А 2 +  £  .

Отсюда ___________________ _____________________________

° = /¥ ( 7 т+Жгг) ■ р - / ¥ ( 7 г+ И -
Соответственно,

« = / !  =  т —k р — ja  ’

и после подстановки значений {5 и а  находят модуль

ISI =  l / —V е3+
и угол сдвига по фазе между Е и Я

2

у2

■vf =  arctg-s- =  arctg
Y

* 1 7  ] Л 7 £ + .
причем 0 sg  а|) ^  я /4 в зависимости от значения е и у.

Все эти формулы при 7  =  0 переходят в выведенные в § 28.1 за ­
висимости для диэлектрической среды, а при е =  0 , что соответствует 
пренебрежению токами смещения, — в уравнения, выведенные в 
§ 28.2 для проводящей среды.

Введение комплексной диэлектрической проницаемости целесо­
образно такж е при рассмотрении электромагнитных волн в диэлектри­
ческой среде без проводимости (у =  0 ), но обладающей потерями 
энергии при изменении поляризации. В этом случае

Dе =  - г -  =  ее 
Ё

где 8  называется у г л о м  д и э л е к т р и ч е с к и х  п о т е р ь .
Аналогично, потери на магнитный гистерезис, вихревые токи и т. п. 

могут быть учтены комплексной магнитной проницаемостью

В



Г Л А В А  Д В А Д Ц А Т Ь  Д Е В  Я Г А Я

ПОВЕРХНОСТНЫЙ ЭФФЕКТ 

§ 29.1. Явление поверхностного эффекта

Переменный ток в отличие от постоянного распределяется неравно- 
ерно по сечению провода — он имеет наименьшую плотность на оси 
ровода и наибольшую у его поверхности. Аналогично распределяется 
еременный магнитный поток в проводящем теле.

С точки зрения теории электромагнитного поля оба эти случая, как 
5удет показано, являются результатом п о в е р х н о с т н о г о  э ф ­
ф е к т а  ( с к и н - э ф ф е к т а ) ,  заключающегося в неравномерном 
распределении электромагнитного поля в проводящей среде из-за за ­
тухания электромагнитной волны.

В гл. 28 было показано, что переменное электромагнитное поле 
быстро затухает по мере проникновения в толщу проводящей среды. 
Это приводит к неравномерному распределению поля по сечению 
провода, а следовательно, к неравномерному распределению тока и 
магнитного потока. В установившемся режиме эти величины имеют 
максимальное значение у поверхности провода.

Поверхностный эффект в большинстве случаев является вредным 
явлением, так как  он увеличивает сопротивление провода переменному 
току и магнитное сопротивление переменному магнитному потоку. 
В некоторых случаях явление поверхностного эффекта используется, 
например, в установках для индукционного поверхностного нагрева и 
закалки.

§ 29.2 . Неравномерное распределение переменного 
магнитного потока в плоском листе

Для уменьшения потерь на вихревые токи и для более рав 
номерного распределения магнитного потока по сечению магнию- 
проводы собираются из отдельных сталь­
ных листов, изолированных друг от друга.

Пусть в плоском листе толщиной а, 
высотой h и длиной I направление магнит­
ного потока совпадает с осью Y (рис. 29.1), 
и магнитный поток изменяется во вре­
мени синусоидально. Как и в расчете 
при равномерном распределении потока 
по сечению (см. § 11.5), принимается, что
/1 > я ,  / > а  и v  =  const. Тогда искаже­
нием поля у краев пластины можно пре­
небречь и считать, что в пластину с двух 
сторон проникает плоская электромагнит­
ная волна, для которой справедливы урав-
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нения § 28.2. Следовательно, опуская индексы х и у,  можно написа1 

Н ^ А ^  +  А.е”*, £  =

где по-прежнему р =  У'"/©^ =  (1 +/) j/ " ^ ip  =  (l -(-/) k.

Соответственно комплексное действующее значение индукции
В =  А111е'рг +  А ^ е рг.

Так как  электромагнитные волны входят в лист с двух сторон
то значения индукции Ё при г  =  d z y  равны между собой; это приводт
к равенству А2 =  Av  

Таким образом,
B =  A!ii (е рг +  ерг)==2 Л1}х ch pz =  6 0 ch рг ,

* =  y £ =  - %  = ~ ~ -^ Р г<
где Ё0 =  2/1 !|и — комплексное действующее значение индукции в се­
редине сечения листа (2 =  0 ).

Среднее значение комплексного действующего значения вектора 
магнитной индукции

а

Д;Р= — f Bd.z =  — Г ch pzdz  =  2 — sh -^  cp a J a J pa 2

Переход от комплексов к действующим значениям требует вычис­
ления модулей комплексов sh pz, ch pz и p:

| sh pz |2 =  sh {kz -j- jkz) sh (kz — jkz) — -h 2 kz 2 cos 2fez ,

/ch pz\2=c\\ (kz +  jkz) ch (kz— jkz) — c-  2-k-^ cos 2k2- ,

\ p \ = V 2 k .
Таким образом,

D n  i  ch 2kz +  cos 2kz -  kBa - y f  ch 2kz — cos 2kz 
B = B o y  — — -2----------- , S = —  J / ------------2----------- ,

^  V"ch ka — cos 6 a .

Наибольшее значение индукция имеет у  поверхности листа:

d d 1 Г  ch ka +  cos ka 
£*e --- t i g  I/ --------- 2 1— ■

Зависимости действующих значений вектора магнитной индукции 
и вектора плотности тока от координаты Z представлены на рис. 29.2.

При значении параметра 1га =  ~уГ^У-а  =  2, что имеет место при 
/ =  400 гц,  fx =  ЮОО(х0, v =  107 сим/м и а =  0,5 мм, отношение
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? =  1,3, но уж е при ka — 4, т. е. а — 1 мм, ^  =  3,7. Поэтому не-
1вномерность распределения магнитного потока по сечению может 
штаться допустимой при значениях ka <  2 .

Мощность потерь на вихревые токи в единице объема листа
р  (си 2кг. с 0 С. 2 к 2 ) - <*к*а2В1 е ch 2fez cos 2kz
Г о — Y _  2(j. '  COSZRZ)—  2ii ch ka — cos ka ‘

Потери во всем листе
a
2

n Г n  к  j  n< a lh k a2 sh k a — sin ka 
P = J  0 ~  CP ~2|л сН11а--соГйа ’

а
~2

a среднее значение потерь в единице объема
р  _ Р __„о со ka sh k a —sin ka

ocp lha  cp 2jn. ch ka — cos k a '

При ka 1 эти потери определяются формулой

Л > с р = у  f V ^ c p ,

совпадающей с выведенной в предположении равномерного распределе­
ния потока (см. § 11.5).

Так как ka =  У  а, то при увеличении частоты для сохранения
той же величины потерь приходится уменьшать толщину листа или 
применять прессованные сердечники из ферритов.

§ 29.3. Неравномерное распределение переменного тока 
в проводе кругового сечения

1. Расчет плотности тока

Пусть по прямому цилиндрическому проводу с радиусом г0 из одно­
родного неферромагнитного материала (ц =  const, 7  =  const) проте­
кает синусоидальный ток с действующим значением 1 и частотой а» 
(рис. 29.3). Требуется найти распределение тока по сечению провода.
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Исходные уравнения в символической форме (см. § 26.5) 

rot Н =  6 , rot Ё =  — /'cofxH 

путем замены Ё =  у  могут быть приведены к виду:

ro tH  =  6 , rot 6 = — /сор/уН.
Исключение напряженности магнитного поля из этих уравнен! 

приводит к уравнению для плотности тока:

rot rot 5 =  — /(0|гу6 .

Но (см. приложение 4) rot rot б =  grad div 6  — Д8  =  —A6 , та 
как  при отсутствии тока смещения div 8  =  0 .
Следовательно,

Дб =  /соцуб.

Вектор плотности тока направлен вдоль оси провода; в цилиндри­
ческих координатах он имеет единственную составляющую б2 =  6 , 
и из-за симметрии зависит только от координаты г.

Опуская в дальнейшем индекс г у плотности тока и используя вы­
ражение оператора Лапласа в цилиндрических координатах для сим­
метричной задачи (см. приложение 5), можно написать исходное урав­
нение для комплексного действующего значения плотности тока:

т - i  i r t r ^ '
или

d*6 . Idb . ь^ -  +  -T ^ -= / “ FVS.

Введя новую переменную х = г У —/со^у, уравнение приводят 
к  виду

d2S . 1 dfi . j. л 
l ^  +  T - S  +  6 =  0 >

являющемуся частным случаем уравнения Бесселя:

d2u . 1  dy . j . п2\ п

Решением уравнения Бесселя будет линейная комбинация функций 
Бесселя первого J n (.к) и второго N„ (х) рода:

у  =  А1 J  л (х) -f- A 2N„ (х) ,
где Аг и А2 — постоянные интегрирования. При п — целом числе 
функция Бесселя первого рода может быть представлена в виде ряда:

00

j  (х)- \  (-» )*'in w —  ^  fc, {n +  k ) , 1^2 J
k = 0

значение n определяет порядок функций Бесселя.
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В рассматриваемом случае п =  0 и решение для плотности тока вы- 
ш аегся через функции Бесселя нулевого порядка:

Ь —  (х) +  ^42N 0 (х).

При х  =  0 функция Бесселя J 0 (0) =  1, з N„ (0) =  оо. Так как 
ютность тока на оси провода (х =  0 ) должна быть конечной, то Л 2 =  0

6 — A-[Jq (х) — 80Jo (х ),

де Аг = Ь0 — плотность тока на оси провода.
Функции Бесселя первого рода от комплексного аргумента явл я­

ется также комплексными:

J  п (х) =  Ьяе \
значения модулей Ь„ и аргументов (i„ табулированы.

Таким образом,
б =  'б0Ь0е'Ро.

На рис. 29.4 представлены зависимости b0 (г V и {50 (г V соцу).
Первая из них для Ь0 =  определя­ло
ет отношение действующих значений 
плотностей токов в данной точке и на 
оси провода, вторая — фазный сдвиг 
между указанными плотностями тока.
Из этих кривых видно, что плотность 
тока на оси провода может быть очень 
малой по сравнению с плотностью тока 
у  поверхности провода, однако в нуль 
никогда не обращается. Сдвиг по фазе 
между этими плотностями может быть 
любым, в том числе 180°, т. е. в проводе 
могут существовать зоны, в которых 
направление токов противоположно.

Д ля установления связи плотности 
тока с величиной тока в проводе

Рис. 29.4

необходимо вычислить комплексное действующее значение тока:
2л г„ г„

/= Ц  б ds =   ̂ d  б  ̂ Ьг d r  =  2л'б0 ^ J 0 {г V  — /“ М-т) t  dr  =

2ix6q 
-  /W У

J 0 (х) xdx,

где хг„ =  ra V — Но
 ̂J 0 (х) xdx =  x J j  (х),

что легко проверить, заменив функции Бесселя соответствующими 
рядами.
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Использование этого соотношения приводит к выражению д.г 
комплексного тока:

/ =  _ ^ о _  ^  ( x J  2пЬ^_  ^  ( ^

— /w(iy У —/cofiv
. я

Так к ак  |/ — / =  е 4, то

и окончательно

б =  б060е/Р» =  / ■ - A .  e '^o-P tr.-ЛЛГ0 о 1Г

где b iro и P iгс — значение модуля и аргумента функции Бесселя пер­
вого порядка у  поверхности провода. Последнее выражение позволяет 
по заданному току, размерам и материалу провода определить плот­
ность тока по модулю и по фазе в любой точке сечения провода.

2. Активное н внутреннее индуктивное сопротивления

Комплексное полное внутреннее сопротивление провода
2  =  R -j- /<oLj,

где в отличие от обозначения г, принятого в ч. III, — активное со­
противление, a Li — внутренняя индуктивность провода (п. 3 § 1.7).

Напряжение на отрезке провода длиной t может быть выражено 
через напряженность поля на поверхности провода:

Zl =  (R +  j<*Ll) l  =  £rJ =  ̂ l ' =

— i - L . . b°ro (por0—р i г0—
Y ' 2яг0 ' blro '

откуда после сокращения на /,

R + j < a L l = ‘ . Л & . . _
л г уу z  о

_ р  га У mjly Ч .  /(Рол0-В1г0- Я/4)
-*<> 2 ‘ Ь1гое

где Ro — -4 ----- сопротивление постоянному току. Отсюда, прирав-лг 5Y
няв вещественные и мнимые части, получают

Го У COLIY о̂г



Д ля постоянного тока внутренняя индуктивность L0; — (см.

. 3 § 1.7). Поэтому

й  =  Ж  ■ & Г =  sin (р-о -
R L'На рис. 29.5 представлены зависимости щ- и от параметра

»V ( W
Таким образом, для данного провода с ростом частоты активное со- 

фотивление # и внутреннее индуктивное сопротивление соLt увели­
чиваются, а внутренняя индуктивность 
Ц уменьшается. ^

Д ля сильно выраженного поверх- ^  
ностного эффекта г0 У^р/у 1 , тогда 
b o r . ^ b i r , ,  fta0 — Pir„ «  я /2 и можно д6 
пользоваться приближенными форму­
лами; gfi

— — г° У hi .  —  ̂У%
2 У"2 о̂г г0 Уш|А.у '

при r0 V юцу =  10  — погрешность не д 
превышает 7%.

Рассчитывая активное сопротивле­
ние провода при больших значениях 
параметра г0У^cufxy, можно принимать это сопротивление равным со­
противлению полого провода с тем же наружным диаметром, но 
равномерным распределением тока по сечению. Толщина стенки та­
кого провода оказывается равной эквивалентной глубине проникно­
вения. Действительно, сопротивление трубы длиной I, толщиной стенки 
с  и внешним радиусом г0

р  __ 1 ,_ р  г0 Усо|1у _  _1_ _ г0 У' йгу 
лгугу 0 2 УУ 1 21^2  '

откуда после сокращения
л/  1С =  I/  --------  «= ■ »= сг.
г  <»HY Y  nf\xy

В заключение следует отметить, что неравномерность распределе­
ния тока по сечению провода не сказывается на величине внешнего 
магнитного потока, а следовательно, и на величине внешней индук­
тивности L e . Это положение следует из закона полного тока, согласно 
которому магнитное поле вне проводника определяется всем током 
провода.

Д ля уменьшения вредного влияния поверхностного эффекта на 
величину активного сопротивления при высокой частоте используется 
провод, свитый из большого числа тонких, изолированных друг от 
друга жил. Жилы скручены между собой так, что каж дая из них по­
следовательно занимает все положения в проводе. При этом каж дая
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из жил сцепляется практически с одинаковым магнитным потоком, 
несмотря на большое общее сечение провода, увеличение сопроти 
ления из-за поверхностного эффекта незначительно.

§ 29 .4 . Эффект близости для двух параллельных шин

Рассмотренное неравномерное распределение магнитного потока 
тока по сечению проводника относится к уединенному проводнику 
Если близко расположены несколько проводников с переменным 
токами, то неравномерное распределение тока в каждом из проводив 
ков будет определяться не только его собственным полем, но и полям1 
остальных проводников. Это явление называется э ф ф е к т о \ .  
б л и з о с т и и  имеет существенное значение для некоторых электро­
технических устройств.

Пусть две плоские шины толщиной а, высотой h а  расположены 
параллельно друг другу на расстоянии b (рис. 29.6). Длина шин

|Y

l^> Ь и искажение поля у концов и краев шин в расчете не учитываются. 
Материал шин обладает постоянными магнитной проницаемостью [х 
и удельной проводимостью у.  По шинам протекают в разных направ­
лениях токи I  частоты ю, одинаковые по величине.

Оси координат указаны на рис. 29.6. Начало координат находится 
посередине между шинами.

При принятых условиях поле является плоскопараллельным и 
вектор Н имеет практически лишь одну составляющую Йу =  Й. Все 
величины являются функцией только одной координаты х.

Так же, как  и в § 29.2, общее решение уравнения для комплексного 
действующего значения напряженности магнитного поля имеет вид:

Й =  А 1е~1>х +  А 2ерх,

где по-прежнему р  =  V /<о(лу.
Из закона полного тока, примененного к двум контурам, один из 

которых охватывает одну шину, а другой — обе шины, следует, что 
напряженность поля между шинами неизменна и равна l/h, а на внеш­
них поверхностях обеих шин — равна нулю из-за взаимной компенса­
ции полей обеих шин.
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Таким образом, для правой шины при х =  Ь/2

Л хе 2 +  Л 2е
ь

- Р  о

и л; =  Ы2 -I- а

Из этих уравнений находят постоянные интегрирования:

1 _  е 2  ра  •
Следовательно,

Вектор плотности тока б имеет лишь одну составляющую б2 =  б, 
поэтому

Д ля левой шины получаются аналогичные формулы.
Из выражения для плотности тока видно, что распределение тока 

по сечению шины несимметрично по отношению к оси симметрии ее 
сечения. Плотность тока больше у внутренней поверхности (рис. 29.7). 
При этом возрастает активное сопротивление шин. Из-за сближения 
прямого и обратного токов уменьшается площадь контура, а следова­
тельно, и его индуктивность.

При одинаковом направлении токов в обеих шинах плотность тока 
будет наименьшей у внутренних поверхностей шин и наибольшей 
у  наружных.

Эффект близости используется в индукционном поверхностном 
нагреве. Если контур с током высокой частоты (индуктор) приблизить 
к поверхности нагреваемого тела, то вблизи поверхности возникает 
индуктированный ток. Из-за эффекта близости путь индуктированного 
в теле тока повторяет форму индуктора, так как индуктированный 
в теле ток находится в противофазе с током индуктора, что качественно 
соответствует рассмотренному примеру. Тем самым создается нагрев 
поверхности в требуемых местах. Этот метод широко применяется для 
поверхностной закалки стальных изделий сложной формы.

Электромагнитные экраны применяются для защиты отдельных 
элементов электрических устройств (электронных ламп, электроиз­
мерительных приборов, проводов, кабелей, и т. п.) от помехонесущего

Г Л А В А  Т Р И Д Ц А Т А Я

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ЭКРАНИРОВАНИЕ

§ 30.1. О расчете электромагнитных экранов
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переменного электромагнитного поля. Возможны два случая: 1) з 
щищаемые элементы находятся внутри экрана, а источники это! 
поля — вне экрана; 2 ) защищаемые элементы находятся вне экран 
а источники — внутри экрана.

В обоих случаях в качестве электромагнитных экранов испол 
зуются металлические оболочки, экранирующее действие которь 
обусловлено поглощением электромагнитного поля в толще экран; 
Экранирующее действие растет с увеличением толщины стенки экран; 
частоты, удельной проводимости и магнитной проницаемости материал 
экрана. При высоких частотах экран обычно изготовляется из хорош 
проводящего материала (медь, алюминий), при низких — исполь 
зуется ферромагнитный материал. Теоретически толщина стенки эк­
рана, согласно п. 1 § 28.2, должна быть того же порядка, что и длина 
волны hnp в материале экрана. Практически толщина стенки экрана 
всегда меньше длины волны Хпр в проводящей среде, так как получаемое 
при этом ослабление поля вполне достаточно для технических целей.

При экранировании от электромагнитного поля основное значение 
имеет величина магнитного поля, наводящего э. д. с. помех. Поэтому 
качество экрана, как и для постоянных полей (см. § 22.4), характери­
зуют коэффициентом экранирования К,  равным отношению напряжен­
ности магнитного поля Н' в защищенной экраном области к напряжен­
ности первоначального поля Н:

Чем сильнее экранирующее действие экрана, тем меньше коэффи­
циент экранирования. Теоретически нельзя получить полного экрани­
рования, поэтому всегда коэффициент экранирования удовлетворяет 
неравенству 0  <  К  С  1 ■

Общий метод расчета экранов в обоих случаях состоит в расчете 
магнитного поля в трех областях: во внутренней полости экрана, 
в толще экрана и во внешней области. Как и в случае постоянного поля, 
общие решения уравнений Максвелла для указанных областей содер­
ж ат шесть постоянных интегрирования; четыре из них определяются 
из граничных условий на двух поверхностях экрана, а две остальные — 
из дополнительных условий, зависящих от характера задачи.

При анализе экранирования от внешнего поля напряженность 
поля в полости экрана не должна обращаться в бесконечность, а вне 
экрана (при большом удалении от него) должна обращаться в выраже­
ние для заданного поля.

При экранировании от поля, создаваемого в полости экрана, зна­
чение напряженности поля для внешней области должно стремиться 
к нулю по мере удаления от экрана.
• Так как в полости экрана и в области вне экрана среда принимается 

однородной, а ее проводимость равной нулю, то rot Н =  0, и расчет 
магнитного поля можно производить как через векторный потенциал 
А, так и через скалярный магнитный потенциал <pm (Н =  —grad <pj, 
для которого справедливо уравнение Лапласа.
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В стенке экрана, где среда также однородна (ц = const, у  =  const), 
'ктор напряженности магнитного поля удовлетворяет уравнению, 
'лучаемому из уравнений Максвелла путем исключения вектора Е:

ДН =  р2Н,

(е по-прежнему р  =  V/®Р7- Аналогичные уравнения получаются 
1Я векторов напряженности электрического поля, плотности тока и 
экторного потенциала. Далее дается пример расчета экрана.

§ 30.2. Тонкостенный цилиндрнчпокий экран 
в однородном поле

В однородном и синусоидально изменяющемся во времени магнит­
ном поле Н0 помещен экран в виде прямого полого цилиндра внешнего 
радиуса rQ с толщиной стенки а, причем а - ^ г 0 (рис. 30.1). Ось экрана 
перпендикулярна направлению магнитного поля. Материал экрана 
обладает постоянной магнитной проницаемостью |х и удельной прово­
димостью у.  Длина экрана велика и ис­
кажение поля у его концов в расчете не 
учитывается. Требуется определить напря­
женность поля в полости экрана. Подобная 
задача была рассмотрена в § 22.5 для по­
стоянного магнитного поля. Как и там, 
здесь используются декартова и цилиндри­
ческая системы координат.

Вектор напряженности магнитного поля 
совпадает по направлению с осью А\ Сле­
довательно, Йоу =  0 , Йог =  0  и HQX — Й0.
Так как поле при принятых условиях плос­
копараллельно, то все величины, характе­
ризующие поле, не зависят от г.

Д ля комплексного действующего значения магнитного потенциала 
справедливы те же уравнения, что и для постоянного магнитного поля, 
поэтому, согласно решенной задаче, магнитный потенциал вне экрана 
определяется выражением

Ф та =  —  ( М з ^ + Т 5)  COS а ,

где по-прежнему М3 и N3 — постоянные величины (см. § 22.5).
Так как при г г0, магнитный потенциал фта =  M3r cos а  =  

=  —HQr cos а  (см. §22 .5), то М3 =  Н0. Д ля дальнейших расчетов удоб­
но положить N3 =  Й0г1к, где х  — безразмерный комплексный к о э ф ­
ф и ц и е н т  о б р а т н о г о  д е й с т в и я  э к р а н а .  Как будет 
видно из дальнейшего, он учитывает влияние вихревых токов в стенке 
экрана на внешнее поле.

По окончательному выражению для магнитного потенциала вне 
экрана

фта =  — Но (г  +  у  и) cos а
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легко определяются комплексные действующие значения составл 
ющих вектора напряженности магнитного поля Нв вне экрана:

Н аг =  —  =  cos а,

^ a . =  - ^  =  ~ H 0 [ l + rl  x js in a .

В полости экрана исходное уравнение для потенциала остаетс 
тем ж е (см. § 22.5), меняются только постоянные интегрирования:

cpmi =  — (A V  +  T1) cos а.

Так как  потенциал на оси экрана не должен обращаться в беско­
нечность, то N± =  0  и

фт! =  — M - j  cos а  =  —  H i  г cos а ,
где Hi — комплексное действующее значение вектора напряженности 
магнитного поля в полости экрана; его составляющие равны:

H i T =  H i  cos ct, H i tL =  — //jsina.
H‘

Введение коэффициента экранирования К  =  —‘ в последние урав-
Я0

нения приводит их к виду:

H i r  =  K H 0 cos a , f i i a =  — K H 0s'm<x.
При расчете магнитного поля в стенке экрана (r0 — a sg  г  «S  г0) 

удобно сначала найти вектор напряженности Е электрического поля. 
Так как  вектор напряженности магнитного поля лежит в плоскости, 
перпендикулярной оси Z и не зависит от г, то из первого уравнения 
Максвелла следует, что вектор Ё имеет единственную составляющую

£* =  0 , Ёу =  0 ,

а в цилиндрических координатах Ег — Еа =  0  и Ёг --- Ё.
Д ля определения напряженности электрического поля в цилинд­

рической системе координат служит уравнение
ДЁ =  р2Ё

или (см. приложение 5)
± . А ( Л  +  ± .^ £
г дг \ д г ] ' Г2 д а а р

Д ля тонкостенного экрана (а г0) можно пренебречь изменением г 
в толще экрана, принимая в любой точке радиус равным г0. Тогда 
предыдущее уравнение примет вид:

дг* +  г * ’ да* ~~Р

Подстановка Ё =  F (г) sin а  позволяет с помощью метода разделе­
ния переменных перейти от уравнения в частных производных к обык-
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5щее решение которого
F (г) =  М 4е-Р ‘г +  iV4ep‘r,

не

стенному дифференциальному уравнению для функции F (г):

Pi =У
Тогда напряженность электрического поля

Ё  =  (M4e-p'r +  N fiP s )  sin а.
Из второго уравнения Максвелла rot Е =  —/со/ыН находят состав­

ляющие вектора напряженности магнитного поля (см. приложение 5):
, а  1 дЁа I дЁ  . л  

ro t' Е =  Т  • Ж  -  “з Г  =  7  • Ш —  ^ Н е г ,  

. дЙ , <9Й, дЁ . й
rota Е — dj  — ду  — — -QJ 1®Неа.,

т а к  как  Ёл — Ёг — 0 .
Отсюда

Йег =  — у А  (УИ4е -Р ‘г +  NjePs) cos а,

Й еа=  - щ  (—  M 4e-p> r +  N 4ep<r) s in  а .

Из граничных условий на поверхностях экрана при г  =  г0 

\̂ Й er =  \i()Hаг и Йео1 =  Йа(1,
при г — г0 — а

1̂ Йег =  \кйН1Г И Йеа=== Й/а.

После подстановки выражений для составляющих вектора напря­
женности магнитного поля и сокращения получается система ур ав ­
нений:

“  /5Г0 (M *e ~Pir° +  N 4еР‘Го) =  НчД> (1 — v ) ,

^  (-  М 4е~^о +  N4eps°) =  ~ Й а( 1 + и), 
1

.  /СО (r0=a )  [ M £ - p^ r° - a) +  iV4eP-('-«-fl)] = ц 0К Н 0,

р1 [ _  M4e-P.^-«) +  ̂ 4eP'(r« - Q)] =  — К Й 0.
1Щ

Введением новых обозначений

д. M4e - p‘ <r* - e> Л/4еР‘ <г« - “) N/И .=— ------------■, N. = —^ ---------- и т =  — р1г„5 /cotVo 5 10)Цаг0 ц 0

415



и заменой в знаменателе третьего уравнения г0 — а ~  г0 систему пр* 
образуют к виду:

М ье~Pi“ +  Л/5ер‘а =  — Й 0(\— я),

- М 5е-р>° + М ъеР* =  — -£(\ + х ) ,

Mb-\-Nb — — KHq,

— Мъ +  Nb =  — ^  Н0.

Из этой системы находят коэффициент экранирования

ch Pi<2 + (\tn + ~j sh P i f t  

и коэффициент обратного действия экрана

Для практически выполняемых экранов обычно удовлетворяется 
условие | р  | г0 = г0]/аГ^7 1. В этом случае

Из приведенного расчета видно, что если первоначальное поле од­
нородно, то ослабленное поле в полости экрана также однородно и 
совпадает по направлению с первоначальным, но сдвинуто от него по 
фазе, так  как коэффициент экранирования — комплексное число.

С ростом частоты экранирование усиливается, т. е. коэффициент 
экранирования убывает. При м =  0 и ц =  цв он обращается в еди­
ницу и, следовательно, экранирования не будет; при со = 0  и стальном
экране, когда |i >  (i0, К  может быть значительно меньше единицы.
Электромагнитное экранирование в этом случае переходит в магнит­
ное, обусловленное преимущественным прохождением постоянного 
магнитного потока в толще экрана. Величины р и т  одновременно с ча­
стотой стремятся к нулю, а коэффициент магнитного экранирования

и

К

к
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ремится к пределу: 

Ко =  Н т
р~*°п ch pa  + - i -  (m  +  —  ̂sh pa  1 + i  —  • m- о  ^ 1 2 \ 1 m ] H 2 (i0

a  1 (i a  ' 
~r̂  2 ‘ Ho ’ r0

Полученное выражение д'йя коэффициента магнитного экранирова- 
iя совпадает с выведенным выше (см. § 22.5) при ц ^ > ц 0 и а < г 0. 
гйствительно, переход к обозначениям настоящего параграфа и пре- 
гбрежение малыми величинами приводят к

К а
^  Г, ( ' о - а ) » ! J _ . i i  . о.

Ш>\ r l l  Цо I. >"i J 2 Цо 'о

Коэффициент магнитного экранирования растет с увеличением маг­
нитной проницаемости материала экрана и толщины его стенок.

Г Л А В А  Т Р И Д Ц А Т Ь  П Е Р В А Я

ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ ПОЛИ

§ 31.1. О расчете переходных процесоов 
в электромагнитном поле

Вопросы исследования переходных процессов в электромагнитном 
поле приобретают в связи с развитием импульсной техники все большее 
практическое значение. Импульсные процессы широко используются 
в радиолокации, радионавигации, телевидении и многоканальной 
связи, а такж е в быстродействующих электронных вычислительных 
машинах, которые могут производить десятки тысяч вычислений 
в секунду.

В настоящее время длительность импульсов достигает 10 8—10~10 сек. 
При столь кратковременных импульсах особое значение приобретает 
влияние вихревых токов на импульсный процесс. Расчет этого влияния 
связан с расчетом проникновения практически скачкообразно изме­
няющегося внешнего электромагнитного поля в проводящие тела, 
иначе говоря, с расчетом переходных процессов в электромагнит­
ном поле.

Переходные процессы в электромагнитном поле можно рассчиты­
вать как  классическим методом, так  и методами наложения, спектраль­
ным и операторным. Далее приведены два простейших примера, имею­
щих важное практическое значение.

В отличие от электрических цепей с сосредоточенными параметрами, 
где искомые величины (напряжения и токи) являются функциями 
только времени, в электромагнитном поле напряженности электриче­
ского и магнитного полей являются функциями и координат, и вре­
мени. Поэтому при использовании классического метода здесь при­
ходится решать дифференциальные уравнения в частных производных 
и определять вид решения и постоянные интегрирования на основании
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начальных и граничных условий. В частном случае, когда напряж« 
, ность зависит только от одной координаты, расчет переходных nf  

цессов в поле сходен с расчетом переходных процессов в длинн! 
линиях (см. § 2 0 .6 ).

t - 0

§ 31.2. Установление магнитного потока в пластина

Пусть пластина (см. рис. 29.1), для которой был рассмотрен п 
верхностный эффект при синусоидальном внешнем поле, находит* 
в поле, изменяющемся практически скачкообразно. На практике тако 
режим наблюдается в сердечниках импульсных транс<|юрматоров, есл 
считать, что скорость установления тока в обмотке и его поля значи 
тельно превышает скорость установления магнитного потока в сер' 
дечнике.

Для определения мгновенного значения магнитного потока в пла­
стине необходимо знать индукцию в каждой точке пластины в любой 
момент времени. Удобней сначала рассмотреть процесс убывания маг­

нитного потока, т. е. случай, когда до 
момента t = 0 ток в обмотке, образующей 
поле, был постоянным, и напряженность 
в любой точке как  вне, так и внутри плас­
тины равна Не, а в момент t = б  ток в об­
мотке, а значит и напряженность вне плас­
тины, скачком изменились до нуля. В этом 
случае, очевидно, определяется свободная 
составляющая переходного процесса.

При скачкообразном изменении тока 
поле в проводящей пластине скачком изме­
ниться не может, так как при изменении 

,магнитного потока в пластине возникают 
вихревые токи, которые в соответствии 

с правилом Ленца создают магнитный поток, препятствующий изме­
нению внешнего потока. Поэтому в момент t =  0 во всех точках пла­
стины напряженность равна Не и только на поверхности пластин равна 
нулю (рис. 31.1), поскольку вне пластины она стала равной нулю.

По окончании переходного процесса напряженность поля (при­
нужденная составляющая) и поток в пластине будут равны нулю.

Для расчета Н (z, t) в переходном процессе необходимо решить 
исходное уравнение, которое в этом случае будет таким же, как  в § 28.2:

& я  дН

Применяя метод разделения переменных и полагая Н (г, t) = 
=  Z (г) -Т (/), можно получить следующие два обыкновенных диффе­
ренциальных уравнения:

"a

/*■

/ / С

4

x r  __ ч1-----------

V\V N
3 £=«

Рис. 31.1

1 d2Z о vii  d T  2
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Их решения соответственно равны:
Z =  A cos mz +  В sin тг,

— — t 
Г  =  Се w  .

Тогда частное решение исходного уравнения будет (см. § 22.3):

Нк (z, t) =  ZkTh =  (A * cos mkz +  Bk sin т кг) C*e w  .

Д ля определения постоянных интегрирования Ak, Bk, С* и m* 
необходимо использовать граничные условия.

Из условия симметрии поля относительно плоскости XOY выте­
кает, что

Н(г,  t) =  H ( 2, /),
откуда следует, что Вк =  0.

' Следовательно, общее решение
2

W (2 , 0  =  2 ] W C0Sk
где Dk = АьСк. В момент / =  0

Н{г, 0 ) =  2  Dk cos mkz.
k

Распределение напряженности в момент t == 0 изображается кривой 
прямоугольного вида, которая аналитически может быть представ­
лена следующим рядом Фурье:

и /  т  4  и  (— 1)п+1 2 л — 1Н(г,  0 ) = - Н .  2
п=  I

где п =  1, 2, 3 ... В отличие от ряда Ф урье, приведенного в приложе­
нии 3 для кривой прямоугольного вида, здесь из-за сдвига на л /2 
начала координат вместо синусов появились косинусы с чередованием 
знаков.

Значит, коэффициенты Dk и тк равны:
п  4 Не ( - 1 ) л+1 2/1— 1
D* = - ^ - - k r r .  ■"•

Вводя обозначение .4
Р а2ун ’

искомое решение можно записать в виде:
: =  ОО

п = ]

По этой формуле можно определить напряженность в каждой 
точке пластины для  любого момента времени, На рис. 31 .1  пунктир­
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ными кривыми показан характер распределения Н для некоторых м 
ментов времени 0  <  tx <. t2 <  i3.

Мгновенное значение магнитного потока

Ф(/) =  2 Л ц $  И (г, ()dz =
О

СО
__ 8hjiHe ■у (—  1)я+1 (2я_п»а< а ■ 2я — 1 
~  я и  (2п - 1 ) 2 е я а г

п  =  с о

я а (2/х— 1)Я  ̂ 2
п = |

Учитывая, что

( - 1Г 1 sin ——тг— зт =  1 ,

а магнитный поток, который был в пластине до начала переходного 
процесса,

ф 0 =  \iHjih,
можно записать

л =  со
ф (0 8 Y  1Ф (‘> — 8 X  1 С-Г2и —
Фо л2 ^  (2ге— I)2 с

П = 1
ИЛИ

^  =  0.81 ( е *  +  4  е -9р/ +  ^  е -а5Р< +  •••).

Отсюда видно, что для р/ ^  0,5 относительное убывание магнитного 
потока можно рассчитывать с погрешностью менее 1 % по формуле

т £ - 0 3 1 е - * .

По аналогии с переходным процессом в цепи г, L при ее коротком 
замыкании и включении на постоянное напряжение (см. § 15.2) отно­
сительное нарастание магнитного потока в пластине при скачкообраз­
ном изменении напряженности внешнего поля от нуля до Не опреде­
лится выражением

п. — СО

Ф (?) _1 ___ 8 V  1 .—  оя—п«я<
Фо я 2 Li (2п— I)2

п= 1

поскольку в этом случае установившийся поток будет равен Ф 0. 
Д ля Рt 0,5

Ф (0 .
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ФМ/Фа

При рассмотрении переходного процесса по упрощенной формуле
i коэффициент затухания условно можно принять р Тогда
i полученных выражений следует, что процесс установления магнит- 
эго потока определяется толщиной 
ластины, ее удельной проводимостью 
магнитной проницаемостью.
Графики относительного убывания и 

(арастания магнитного потока представ- 
[ены на рис. 31.2. Из них видно, что
шачение равно 0,98 при нарастанииФо
и 0,02 при убывании, когда р/ =  3,5.
Следовательно, можно считать, что маг­
нитный поток практически устанавли­
вается за время

0,8

0,6

О

у̂ст — 3,5
a2y\i

я 2 = 0,35a2vfi.

1
1
1 /\ /
\/

Г\.
/ \/ \ 1 >

\N

///

Поток достигает 0,5 Ф 0 при р/ =  0,5, 

т. е. за время t0t5 = у / УсТ.

I г
Рис. 31.2

з at

Для стальной пластины, имеющей а  =  0,5 мм, у  == 107 ■
=  1000 N.

у̂ст = 1 .1  мсек, о̂,5 =  0,157 мсек.
Полученные выражения показывают, что время установления 

потока можно уменьшить за счет уменьшения толщины а пластины 
или удельной проводимости у материала. Уменьшение магнитной про­
ницаемости |i невыгодно, поскольку это уменьшит поток в установив­
шемся режиме. Поэтому в импульсных трансформаторах обычно 
выполняют сердечники из феррита, имеющего малую удельную про­
водимость, или из очень тонких стальных пластин.

§ 31.3. Установление тока в проводе кругового сечения

Провод кругового сечения радиуса г0, длины I подключается к по­
стоянному напряжению U0. Требуется определить плотность тока 
в каждой точке провода в любой момент времени и закон установления 
тока, если магнитная проницаемость материала провода ц =  const, 
его удельная проводимость у  =  const.

Можно считать, что в момент включения напряжения (t =  0) 
напряженность электрического поля вне провода установится прак­
тически мгновенно по сравнению с процессом установления поля 
в проводе. Из условия равенства касательных составляющих Е на
поверхности провода (г =  г0) напряженность Е0 и соответствую­
щая ей плотность тока 60 — уЕй также установятся практически 
мгновенно.

421



Внутри провода (г <  г„) в момент включения плотность тока рав 
нулю, поскольку мгновенное изменение тока на конечную величи1 
сопровождалось бы мгновенным изменением магнитного потока и эне 
гии на конечную величину, что невозможно.

По аналогии с § 29.3 можно записать уравнение, описывающ< 
процесс установления электрического поля в проводе:

М  . _1_ й  д б
dri ~' г  д г “ " ^  dt'

Представив решение в виде
б (r , t )  =  R(r)T(i ) ,

получают
1 d?R . 1  dR 1 dT ,
R ‘ dr2 rR ' dr ~  T W  dt m '

Отсюда
-40-t T =  Ce vn .

Полагая x = rm, уравнение для R можно свести к уравнению 
Бесселя нулевого порядка

* * л . ±  ^ Д - 0 - П  
dx* +  х ' dx +  *  ’

решение которого
/? =  y41J 0 (mr) +  y42N0 (mr).

Так как  при г  -> О N0 (0) -*■ оо, то Л 2 =  0.
По окончании переходного процесса во всех точках провода уста­

новится плотность тока 60. Поэтому общее решение можно записать 
в виде:

mk
8 (r . 0  =  +  =  (mftr) е w  ■

k к

• Д ля определения постоянных интегрирования Dk и тк необходимо 
обратиться к начальным и граничным условиям. В момент / =  0

б (г, 0) =  6 fl +  2 -D feJ o(mftr). 
k

На поверхности провода в этот момент б (г0, 0) =  б0. Это значит, 
что при г  = г0

J ] D kJ 0 (m*ro) =  0 , 
k

откуда следует, что mkr0 — xlih, где xok — корни функции Бесселя 
нулевого порядка. ,

Следовательно,
m _хвкт-к — — ■'а
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Во всех точках сечения 0 г <  г0 в начальный момент плотность 
<а равна нулю (рис. 31.3). Значит

2 l DkJ 0(tnkr) =  - 8 0. (31.1)
k

Для определения коэффициентов Dk ряда функций Бесселя необ- 
>димо воспользоваться следующим свойством этих функций.

Если хор и — корни функции J 0 (*), то при р  =  q 
1
\ x J 0 (ХдрХ) Jo (ХддХ) dx ~ 2  (А'о;<) 1

1 при р ^  q значение этого интеграла равно нулю.
Кроме того,

§ * J 0 (х) dx — хJ ,  (х).

Умножая на ^  J d ^ 0p^ ]  обе части выражения (31.1) и интегрируя 
в пределах от 0  до 1 , можно получить

или с учетом указанных свойств

ч ~2 (х ор) — ~~ J i  (х ор)-
Отсюда

260DB
Таким образом 

б(г, 0 = fio[l-
I (Х0 р )

Jo U o p ^ le - '* - a 1где p =  -г— .
ruVM'

Характер распределения плотности тока в проводе для моментов 
времени 0 <  ^ <  t2 <  t3 показан на рис. 31.3.

Ток в проводе
2л г0

И б (г, t) г dr  — 2п8Л 1 — rd r  =

=  2я6„ dr  =

С учетом /0 =  ягЦ60 относительное изменение то к ! в проводе
i 1 л 1 — X2 К/



Первые три корня функции Бесселя нулевого порядка рав 
* 01 =  2,41, xoi =  5,52 и х03 =  8,65.

В соответствии с этим

i -  =  1 — О,692е-5-7«0' — 0,131 е-30’5̂  — 0,053е_ 75& —.. . .* О
Для значений р / > 0 ,1  можно принять 

~ =  1 — 0,692е-5 -78р' .
'о

График относительного нарас­
тания тока показан на рис. 31.4

8 (г, t)

L/lt

Ч /
s '

У

У /I/

0,8 

О,В 

0,4

\ /  \ /
1 /

/ \/ \/ \| ч

///
/

___

Рис. 31.3

0,2 ОЛ 0,8 a t  

Рис. 31.4

сплошной кривой. При р/ =  0,0 ток достигает 98% установившегося 
значения. Значит, практически время установления тока можно 
принять

* у с т = ^  =  0 ,6 ЛоУМ-

Для стального провода г0 =  0,5 мм, у  =  107 - 1— , ЮОО(д.0,
tycT— 1 ,88  мсек.

Д ля медного провода г„ — 0,5 мм, время /уст =  0,107 тек .  
Очевидно, относительное убывание тока после отключения напря­

жения (при сохранении замкнутого контура) определится выраже­
нием

+-= 0 ,69 2 е -6>78Р' +  0 ,13 1е-30-5̂  +  0 ,053е-75̂  + . . . ,
'0

что графически изображено на рис. 31.4 пунктирной кривой.
Интересно отметить, что при убывании тока его плотность у поверх­

ности провода равна нулю, а на оси — максимальна в течение всего 
переходного процесса.

Из рассмотренного следует, что процесс установления тока в про­
воде определяется его радиусом, удельной проводимостью и магнит­
ной проницаемостью.
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Г Л А В А  Т Р И Д Ц А Т Ь  В Т О Р А Я

ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ДВИЖУЩИХСЯ СРЕДАХ 
И ОСНОВЫ МАГНИТОГИДРОДИНАМИКИ

§ 32.1. Электромагнитное поле в движущихся средах

Как было указано в § 26.2, уравнения Максвелла для движущихся 
эед получаются из аналогичных уравнений для неподвижных сред 
утем замены частных производных по 'времени полными производ- 
ыми, определяющими изменение данной величины в точке, движ у­
щейся со скоростью v вместе со средой.

Из векторного анализа известно, что в так называемой символиче­
ской векторной форме записи для любой скалярной величины а:

%t = %+(vgTaA)a,  

для векторной величины А:
d\ дА I / j i  * 
dl = W + (v Zrad)A-

В первом случае (v grad) а =  v grad а, во втором (v grad) Х ф  
Ф  v grad А.

В большинстве технических задач выполняются следующие усло­
вия: 1) скорость движения среды у значительно меньше скорости света 
с  (v с), что позволяет пренебречь членами высшего порядка малости 
и не требует привлечения теории относительности, 2 ) характеристики 
среды — диэлектрическая и магнитная проницаемости и удельная 
проводимость — являются постоянными величинами.

1. Уравнения влектромагнитнвго поля 
в движущейся проводящей среде

Для неподвижной проводящей среды уравнения Максвелла 
(см. § 26.2) имеют вид:

rotH  =  vE, rotE  =  — div В =  0.

Для проводящей среды, движущейся со скоростью v, замена част­
ных производных полными дает

rot Н' =  уЕ\ Е' =  — — (vgrad) В ', div В' =  0,

где штрихованные значения векторов относятся к движущейся среде, 
т. е. к  системе координат, движущейся вместе со средой.

В силу принятых условий
(v g rad )B ' =  v div В' — rot [vB '], 

и уравнения Максвелла принимают вид:

rot Н' =  уЕ ', rot (Е' -  [vB ']) =  — - J -  , div В' = 0 .
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Сопоставление этих уравнений с уравнениями для неподвижь 
среды показывает, что В' =  В и Е' — IvB'] =  Е; следователы 
у р а в н е н и я  М а к с в е л л а  д л я  д в и ж у щ е й с я  п р  
в о д я щ е й  с р е д ы  могут быть записаны через величины вектор 
поля в неподвижной системе координат:

rot H =  y (E +  [vB]), rot Е =  — div В =  0.

Из этих уравнений следует, что движение проводящей среды i 
изменяет магнитного поля, а электрическое поле изменяется на вел1 
чину Еи =  [vBl — поля, возникающего при движении проводяще 
среды в магнитном поле, в полцом соответствии с выведенным в п. 1 § 2 .8

2. Уравнения алектромагнитного поля 
в движущейся диэлектрической среде

Уравнения Максвелла для неподвижной диэлектрической среды 
. (см. § 26.2):

t-o t H = ^ ,  r o tЕ =  — di v D =  p, d iv B = 0 .

Д ля среды, движущейся со скоростью v и введении для нее штри­
хованных значений векторов, эти уравнения приобретают вид:

1 и / tiD' dD' . i
rot H = “5T =  ~W + (v grad) D ’

t C / <®' dB' , ,4D ,rot E =  (v grad) В ,

d iv D ' =  p, d iv B ' =  0 .

Преобразование, аналогичное приведенному в п. 1 этого параграфа, 
приводит к уравнениям:

rot (H' +  [vD ']) =  ̂ -  +  pv,

rot (Е' fvB ']) =  — , 

d iv D '= p , d iv B ' =  0 .

Сопоставление с уравнениями для неподвижной среды приводит 
к соотношениям

E =  E '- [ v B ' ]  ) D' =  D +  e [v B ']  \
H =  H '-f [v D 'J  J ИЛИВ' =  В —fifv D '] j

Отсюда можно выразить штрихованные величины через нештрихо­
ванные:

D '= D  -f  в [vB '] =  D +  е [vB] —ец  [v [vD ']] =  D -f-e [vB] —

- e f i  {v (vD ') — vaD'} =  D +  e (VB]— {v (v D ')~  v2D'}.
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Так как по принятому выше условию скорость света с =

I последними членами, пропорциональными квадрату малого отно- 
юния можно пренебречь, и тогда

D' =  D +  e [vB ].

Аналогично получается соотношение

В' =  В — fi[vD].
Таким образом, у р а в н е н и я  М а к с в е л л а  д л я  д в и ­

ж у щ е й с я  д и э л е к т р и ч е с к о й  с р е д ы ,  выраженные че­
рез значения векторов в неподвижной системе координат, получают вид:

rotH  =  “|- +  e 4 [ vB] +  Pv j div (D +  е [vB]) =  0 \ 

r o tE = = - §  +  n | [ VD] j И d iv ( B - , i [ v D ] ) = 0

Появление новых членов в этих уравнениях означает, что магнит­
ное поле создается не только изменением электрического поля во 
времени, но и движением намагниченной среды и движением вместе со 
средой свободных зарядов, а электрическое поле определяется, поми­
мо изменения магнитного поля во времени, еще движением поляризо­
ванной среды.

§ 32 .2 . Магнитогидродинамические явления и их значение

В последние годы интенсивно развивается м а г н и т о г и д р о ­
д и н а м и к а  — теория явлений, происходящих при движении про­
водящей жидкой или газообразной среды во внешнем магнитном поле.

Движение проводящей среды в магнитном поле, в отличие от рас­
смотренного в § 32.1 п. 1 движения без внешнего поля, сопровождается 
появлением токов, создающих дополнительное магнитное поле. Взаи­
модействие этих токов с суммарным магнитным полем обусловливает 
особый характер движения среды. Расчет этого движения и составляет 
основную задачу магнитогидродинамики.

Магнитогидродинамические явления имеют место в космосе, так 
как звезды, солнце и ядра планет представляют собой жидкие и газо­
образные среды, движущиеся в магнитном поле, в динамике межпла­
нетных ионизованных газовых сред, например в ионосфере Земли, 
находящейся в земном магнитном поле. В условиях космоса даже малые 
силы электромагнитного характера могут вызвать заметные резуль­
таты, так как  время' действия этих сил весьма велико.

Последние годы характеризуются все большим использованием 
магнитогидродинамических явлений для прямого преобразования 
тепловой энергии в электрическую в магнитогидродинамических 
генераторах, не имеющих вращающихся частей и заменяющих систему 
котел — турбина — генератор. Магнитогидродинамические явления 
используются также в работах по созданию управляемой термоядерной
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реакции, насосов для расплавленного металла, плазменных реакти 
ных двигателей космических аппаратов и т. п.

Теория магнитогидродинамических явлений создается для .обще! 
случая сжимаемой среды, т. е. газа , плотность р (ранее этой и 
буквой обозначалась объемная плотность заряда) которого пер< 
менна; для жидкости используется та же теория при р =  const.

Общая задача магнитогидродинамики требует совместного решени 
уравнений электромагнитного поля в движущейся проводящей сред 
(§ 32.1 п. 1) с уравнениями гидродинамики, дополненными членами 
соответствующими силам электромагнитного происхождения.

§ 32.3. Основные уравнения магнитогидродинамики

Выведенные в § 32.1 п. 1 уравнения электромагнитного поля в дви­
жущейся проводящей среде удобно записать в ином виде, исключив 
из них вектор напряженности электрического поля, так  как  в даль­
нейшем основной интерес будет представлять магнитное поле.

Применение операции rot для обеих частей первого уравнения и 
подстановки вектора Е из второго уравнения дают:

^  ^ rot rot Н +  rot [vB] =  — ^ (grad div H — ДН) +

+  rot [vBJ = -^  ДН - f  rot [vB] 

при div H =  0. Так как  В =  (иН, то

=  — ЛН-fro t  [vH ], 
d t  у ц  1 1 1

Основными уравнениями гидродинамики для среды с плотностью 
вещества р, движущейся со скоростью v, являются уравнение непре­
рывности и уравнение движения.

У р а в н е н и е  н е п р е р ы в н о с т и

5  + div (ри) =  0

отражает закон сохранения массы — изменение ее в данном объеме 
равно массе, прошедшей через поверхность, ограничивающую этот 
объем.

У р а в н е н и е  д в и ж е н и я  (уравнение Навье — Стокса)

Р %  ==— grad р  +  pg + pvAv  +  F 

отражает закон Ньютона — произведение массы на ускорение равно
действующей силе. Здесь все члены отнесены к единице о Фма, ^>-
вый член правой части соответствует силе, возникающей из-за гра­
диента давления, второй член — силе тяжести, где g — ускорение 
силы тяжести; третий член — силе вязкости, где v — кинематический 
коэффициент вязкости; четвертый член — силе F электромагнитного 
происхождения.
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Выражение для F может быть получено из приведенного в § 2.7 п. 1 
лражения для силы df, действующей в магнитном поле на элемент 
»ка idl; ток i — 6dS протекает в объеме dV = dldS\

р __^  __ГАП‘1
F dV ~  dldS

Д ля сжимаемой среды основные уравнения гидродинамики должны 
ыть дополнены: у р а в н е н и е м  с о с т о я н и я ,  связывающим 

1ежду собой плотность р, давление р  и температуру Т:

Р =  Р(Р, Т),
и у р а в н е н и е м  т е п л о в о г о  б а л а н с а ,  связывающим теп­
ловую энергию WT единицы массы, плотность р и полное количество 
тепла а  в единице объема, обусловленное теплопроводностью, вязкостью 
и электрическим током:

dW т р dp
Р ^ г  =  - ^  +  «■ v dt р dt 1

В большинстве случаев основную роль играет теплопроводность. 
Тогда а  =  рДТ, где р — коэффициент теплопроводности.

Последние два уравнения должны приниматься во внимание лишь 
тогда, когда изменение давления, плотности и температуры оказывают 
существенное влияние на движение проводящей среды, как  это, на­
пример, имеет место при рассмотрении магнитогидродинамических 
явлений в плазме (см. § 32.5).

Таким образом, п о л н а я  с и с т е м а  у р а в н е н и й  м а г ­
н и т о г и д р о д и н а м и к и  состоит из следующих уравнений:

f  =  > H + r o t [ v H ] ,

J  +  d iv (pv) =  0 ,

p g  =  — grad p  +  pg +■ pvAv +  [6B],

p =  p ( p, T),
dWT p dpР -З Г  =  -  ■ +  « .  r  dt p dt

§ 32.4. Электродинамические и механические следствия

Как видно из системы уравнений магнитогидродинамики, процессы 
зависят от скорости среды и от ее проводимости. Так как значения 
скорости и проводимости среды в различных устройствах меняются 
в весьма широких пределах, решение этой системы уравнений в общем 
виде крайне сложно. Далее рассматриваются два предельных случая, 
между которыми находятся действительные режимы.
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При очень медленном движении среды v  ж  0 первое из приведенны 
выше уравнений принимает вид

Щ =  -  ЛИ,dt уц

аналогичный уравнению теплопроводности или диффузии. Множител1

— можно рассматривать как  коэффициент диффузии магнитного поля
Д ля простейшего случая, когда Н зависит лишь от одной коорди­

наты, т. е. Н =  Н (х, t), дбщее решение этого уравнения, как  сумма 
(интеграл) частных решений, имеет вид:

со __ ^

Н (х, t )=   ̂ е w  (Ак cos kx-{- Bk sin kx) dk,
—  CO

где параметр k и постоянные интегрирования Ak и B k определяются 
из начальных и граничных условий.

Из приведенного видно, что в медленно движущейся среде магнит­
ное поле диффундирует (просачивается) через вещество от точки к точке, 
постепенно затухая в толще проводящей среды. Затухание магнитного 
поля может быть объяснено частичной взаимной компенсацией в дан­
ной точке полей, просачивающихся из разных точек и имеющих раз­
личные направления. Постоянная времени затухания т =  , т. е.

пропорциональна произведению ур,, кроме того, т пропорционально 
квадрату размера L области, занятой токами. Так, для однородной
сферы радиуса R точный расчет дает постоянную времени т =  .

Таким образом, в случае очень больших проводящих масс магнитное 
поле весьма медленно проникает через вещество. Поэтому в земных 
условиях, даж е при большой удельной проводимости, постоянная 
времени затухания магнитного поля незначительна. Например, для 
медной сферы радиусом 1 м она составляет около 7,3 сек. Но в условиях 
космоса постоянная времени может достигать очень больших значе­
ний. Д ля магнитного поля Солнца по вычислениям Каулинга 
х =  Ю10 лет.

2. Среда е большой проводимостью

При у  ~  т. е. для движущейся среды с чрезвычайно большой 
(теоретически бесконечной) удельной проводимостью, исходное урав­
нение переходит в

f = r o t [ v H | .

Раскрытие вихря векторного произведения

rot [vH] =  (Н grad) v — (v grad) Н +  v div H — H d iv  v

1. Медленное движение среды
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эи divH =  0 дает

=  (Н grad) v — (v grad) Н — Н div v 

ли, согласно изложенному в § 32.1,

^  +  ( v g r a d ) H = ^  =  (H grad) V —Н div v. (32.1)

Преобразуя div (pv) по формулам векторного анализа (см. прило­
жение 4), можно записать уравнение непрерывности:

откуда
— +  р div v +  v grad р == О, 

di w  =  - | . | - ~ | g r a d P.

Подстановка этого выражения в уравнение (32.1) приводит к ра­
венству

f  =  ( H g r a d ) v + ^ - ^  +  | v g r a d p  =  ( H g r a d ) v + ^ - § .

Делением всех членов этого равенства на р и переносом последнего 
члена в левую часть равенства, можно прийти к уравнению

- ( > < ) ' ■
Пусть в движущейся жидкости выделена произвольная линия, 

все точки которой перемещаются вместе с частицами жидкости. Оче­
видно, что с движением жидкости длина такой линии изменяется. 
Если в начале элемента длины 61 такой линии скорость жидкости 
равна v, то скорость в точке, соответствующей концу элемента дли­
ны 61, будет v +  (б 1 grad) v. Следовательно, изменение элемента длины 
за время di  будет d (61) =  (61 grad) \di, а скорость изменения

-  (61) =  (61 grad) v.

Из последних двух уравнений видно, что изменение векторов
и
— и 61 во времени происходит по одному и тому же закону. Если
в начальный момент эти векторы совпадали по направлению, то они 
останутся параллельными друг другу и в дальнейшем, а величины их 
будут изменяться пропорционально друг другу . Иными словами, если 
две бесконечно близкие частицы жидкости в начальный момент времени 
находились на одной силовой линии, то они всегда останутся на ней.
Величина — будет изменяться пропорционально расстоянию между

этими частицами.
Применительно к точкам, находящимся на любом конечном рас­

стоянии, это означает, что каж дая силовая линия перемещается вместе
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с находящимися на ней частицами жидкости. Другими словами, дв? 
жение магнитного поля сопровождается движением сверхпроводник 
жидкости с той же скоростью.

Таким образом, в отличие от жидкости с конечной проводимостьн 
скорость которой меньше скорости движения магнитного поля, в свер; 
проводящей жидкости магнитное поле как  бы «вморожено» в движ)
щуюся сверхпроводящую жидкость, а величина— изменяется в каж

дой точке пропорционально растяжению силовой линии. Д ля несжи 
маемой жидкости р =  const и пропорционально растяжению силовое 
линии будет меняться сама напряженность поля Н.  В результате, при 
перемещении во времени «жидкого замкнутого контура» он не будет 
пересекать силовых линий. Следовательно, магнитный поток через 
любую поверхность, опирающуюся на жидкий контур при движении 
жидкости, остается неизменным, и в таком контуре не наводится э. д. с.

Из общих уравнений можно показать, что в проводящей среде 
с очень большой проводимостью, движущейся во внешнем магнитном 
поле напряженностью На, возникают магнитогидродинамические 
волны, распространяющиеся со скоростью

Положительный знак соответствует волнам, идущим в направлении 
внешнего поля, отрицательный — в обратном направлении. При задан­
ном внешнем магнитном поле эта скорость зависит только от свойств 
среды — ее плотности и магнитной проницаемости — и не зависит ни 
от частоты, ни от амплитуды. Скорость распространения магнитогидро­
динамической волны весьма мала по сравнению со скоростью распро­
странения электромагнитной волны. Так, например, при Ва =  1 тл, 
р, =  [А0 =  4 я -1 0 “7 гн/м и р =  103 кг/м3 скорость распространения 
магнитогидродинамической волны составляет всего лишь а  =  28,2 м/сек.

Возникновение магнитогидродинамических волн оказывает суще­
ственное влияние на работу магнитогидродинамических генераторов, 
двигателей и насосов.

Плазма является своеобразной средой, свойства которой резко 
отличаются от свойств ранее рассматривавшихся проводящих и диэлек­
трических сред, и имеющей особое значение д ля  всей магнитогидро­
динамики.

Плазма представляет собой сильно ионизованный газ и состоит из 
нейтральных молекул, положительных и отрицательных ионов, в боль-

s. Понятие о магиитогидродинамических волнах

§ 32.5. Плазма и аффект сжатия 

1. Плазма и еа овойства
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инстве случаев электронов; суммарный объемный заряд практически 
шен нулю. Из-за большой концентрации положительных и отрица- 
■льных зарядов плазма обладает большой проводимостью.

Плазма возникает при разряде в газах и при нагреве газа.
Г а з о р а з р я д н а я  ( н е и з о т е р м и ч е с к а я )  п л а з м а  

эзникает при различных видах разряда в газах и заполняет целые 
бласти разрядного промежутка, например все пространство между 
лектродами в низковольтной дуге, главный канал в искровом раз- 
)яде и молнии и др.

Степень ионизации в большинстве искусственно создаваемых раз­
рядов не очень велика, однако в космических условиях ионизация 
может быть почти полной.

В газоразрядной плазме все заряженные частицы находятся в уско­
ряющем электрическом поле, создающем разряд и дающем энергию 
для их хаотического движения. Число столкновений электронов 
с частицами газа, при которых электроны отдают большую часть 
энергии, весьма мало по сравнению с числом упругих столкновений, 
при которых электроны из-за их малой массы могут отдать лишь ни­
чтожно малую часть своей энергии. Поэтому средняя кинетическая 
энергия нейтральных частиц газа очень мала по сравнению со средней 
кинетической энергией электронов.

В газоразрядной плазме нет термодинамического равновесия, что 
вызывает неустойчивость плазмы. Состояние газа в виде неизотерми­
ческой плазмы поддерживается лишь за счет энергии проходящего 
через нее разрядного тока. При исчезновении внешнего электрического * 
поля газоразрядная плазма быстро исчезает — происходит д е и о н и ­
з а ц и я  г а з а .

Упорядоченная скорорть заряженных частиц плазмы в электриче­
ском поле очень мала по сравнению со скоростями хаотического дви­
жения. Поэтому вводят условное понятие о температуре Те электрон­
ного газа, определяемой из условия, что средняя энергия хаотического

з
движения электронов равна ~^kTe, где k — постоянная Больцмана.

И з о т е р м и ч е с к а я  п л а з м а  возникает при очень высоких 
температурах, достаточных для термической ионизации газа. Такая 
плазма находится в термодинамическом равновесии и не исчезает, 
предоставленная самой себе. Число рекомбинирующих в единицу 
времени заряженных частиц равно числу частиц, возникающих в ре­
зультате ионизации. В такой плазме средние энергии различных частиц 
одинаковы. Изотермическая плазма существует, например, в веществе 
звезд, обладающих высокой температурой.

Удельная проводимость ионизованного газа зависит от длины сво­
бодного пробега между двумя соударениями и, следовательно, опре­
деляется температурой, плотностью и степенью ионизации. Чем больше 
плотность, тем больше проводимость. Однако для полностью ионизо­
ванного газа удельная проводимость практически не зависит от плот­
ности. Величина удельной проводимости в зависимости от указанных 
параметров лежит в пределах 1 ч- 10е сим/м.
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2. Эффект сжатия

Тлеющий разряд при низком давлении газа и малом токе разряд 
заполняет все пространство между электродами. При больших давл 
ниях и токах происходит «отшнуровывание» разряда, когда весь ра 
рядный ток проходит по узкому каналу — «шнуру», как это имее 
место, например, при искровом разряде в воздухе при атмосферно 
давлении. Отшнуровывание разряда представляет собой сложно 
явление, до сих пор еще полностью не исследованное.

Одной из причин отшнуровывания разряда является его падающа! 
характеристика и  (i) или Е (б). Разряд стремится протекать при наи­
меньшем напряжении и наибольшем токе, т. е. при наименьшей на 
пряженности поля и наибольшей плотности тока. При том же значении 
разрядного тока напряженность поля будет меньше, когда ток сосре­
доточен в тонком канале — шнуре, чем в случае заполнения разрядом 
всего междуэлектродного пространства, так  как  шнуру соответс-^ует

лем — э ф ф е к т  с ж а т и я  ( п и н ч - э ф ф е к т ) .  Пусть разряд 
происходит в цилиндре, ось которого совпадает с осью Z цилиндричес­
кой системы координат (рис. 32.1). Плотность тока имеет единствен­
ную составляющую по оси Z и ввиду аксиальной симметрии, зависит 
только от расстояния от оси: 6 г =  6 г (г). Тогда, применяя закон 
полного тока к окружности радиуса г, при условии симметрии 
задачи, можно найти единственную составляющую напряженности 
магнитного поля:

Согласно изложенному в § 32.3, сила, действующая на единицу 
объема, находящегося на расстоянии г от оси и равная

F =  n[6H],
У

имеет единственную радиальную составляющую

направленную к оси 1.
Под действием этой силы все заряженные частицы приобретают 

составляющую скорости в направлении к оси Z. Поэтому давление газа

Z
большая плотность тока и, следовательно, 
меньшая напряженность поля.

// N.\

Другой причиной является высокая тем­
пература газа в канале разряда, достигаю­
щая нескольких тысяч градусов, имеющая

■ п л п ь л п т  тт 1 л л  П И П 1Т Г .И Т 7 0  т ю  л л и  ( / о н о  т т о  л п а л .наибольшее значение на оси канала. Это обес­
печивает наибольшую удельную проводи­
мость на оси канала, где и сосредоточивается 
основная доля тока.

Рис. 32.1 Кроме указанных причин имеет место сж а­
тие шнура тока собственным магнитным по-

Г
 ̂ б ,г dr, откуда б 2 =  ^  + ^ '

О
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зрастает по мере приближения к оси. В равновесном состоянии
дН,
'дгd-P — — F — —дг ~~ Г ' ~

На | н  дН % j
г “Г п а "Л, I I

куда после интегрирования

р =  р 0 —  и J  Hj d r  — Н%

десь р0 — давление на оси, так как при г — 0  напряженность поля 
Ц*)г-о — 0- Такое распределение давления влечет за собой увеличе- 
!йе плотности тока по мере приближения к оси Z. Таким образом,

магнитное поле тока разряда концент­
рирует разряд около оси.

Движение заряженных частиц к оси 
приведет к возрастанию плотности час­

тиц у  оси, пока оно не скомпенсируется диффузией, направленной 
от оси и обусловленной градиентом плотности. При равновесии 
радиальная составляющая плотности тока будет равна нулю, а состав­
ляющая вдоль оси Z возрастает по сравнению с вызванной внешним 
электрическим полем, так как  проводимость растет вместе с плот­
ностью газа.

В полностью ионизованном газе, что соответствует условиям космо­
са, ввиду независимости проводимости от плотности,"бозрастание давле­
ния газа с уменьшением расстояния от оси не повлечет за собой увели­
чения плотности тока, создаваемого внешним электрическим полем.

В этом случае будет иметь место еще одно явление — о б р а т н ы й  
п о в е р х н о с т н ы й  э ф ф е к т .  Пусть газ ионизован внутри 
цилиндра радиуса га и двумя круглыми плоскими электродами 
(z =  ±  za) (рис. 32.2). При подключении постоянного напряжения 
к электродам между ними создается электрическое поле с напряжен­
ностью Е, но устанавливающийся ток из-за обычного поверхностного
эффекта пойдет ли!нь в тонком слое у боковой поверхности цилиндра. 
Возникает магнитное поле и с ним сила, действующая на газ в направ­
лении к оси Z. Движение газа со скоростью v в магнитном поле создает 
дополнительное электрическое поле напряженностью Е„ =  [vB], на­
правленное против внешнего поля.
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Так как при сжатии магнитным полем температура газа раст 
по мере приближения к оси, то это влечет за собой дополнительш 
увеличение градиента давления, а следовательно, скорость v раст' 
по мере приближения к оси. Поэтому встречное индуктирован» 
поле Еи такж е растет с уменьшением расстояния от оси, а результ 
рующеё поле оказывается наименьшим на оси. Соответственно этом 
плотность тока будет наибольшей на оси, уменьшаясь с увеличь 
нием г. В этом и заключается явление обратного поверхностной 
эффекта. На рис. 32.3 представлены зависимости давления, плотное™ 
тока и напряжённости электрического поля от радиуса. Кривые по­
строены в относительных координатах, индекс «О» соответствует зна 
чениям величин на оси.

Эффект сжатия имеет большое значение для управляемой термо­
ядерной реакции, для магнитогидродинамических двигателей и т. п.

Рис. 32.4

§ 32.6. Магнитогидродинамический генератор и двигатель

Магнитогидродинамический генератор, принципиальная схема ко­
торого приведена на рис. 32.4, представляет собой канал К  с двумя 
стенками из изоляционного материала; две другие стенки Э металли­

ческие и являются электродами. По 
каналу в магнитном поле возбуж­
дения, направленном перпендику­
лярно оси канала, движется прово­
дящ ая среда. При движении в маг­
нитном поле в ней возникает элек­
трическое поле Е == EvB], перпен­
дикулярное направлению движения 
и направлению поля возбуждения. 
Это индуктированное электриче­
ское поле определяет э. д. с. гене­
ратора, снимаемую с электродов Э.

При работе с газообразной средой тепловая энергия предварительно 
преобразуется в энергию движения нагретого газа, а последняя пре­
образуется в генераторе в электрическую. Работа генератора на на­
грузку связана с появлением силы на единицу объема F =  [SB], направ­
ленной против движения плазмы. Таким образом, увеличение нагрузки 
генератора сопровождается уменьшением скорости плазмы в канале.

Магнитное поле возбуждения, необходимое для работы магнито­
гидродинамического генератора, так же как  и в обычных индуктивных 
генераторах, сохраняет свою энергию постоянной: в электрическую 
энергию она не преобразуется.

Магнитогидродинамический генератор обратим, т. е. при подаче 
напряжения постороннего источника на электроды Э, ток в проводя­
щей среде взаимодействует с полем возбуждения и среда ускоряется; 
машина работает в двигательном режиме. Например, в электрореак- 
тивных двигателях космических аппаратов плазма выбрасывается 
в окружающее пространство, что создает тягу  силой отдачи выбрасы­
ваемых частиц.
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Для перекачки жидкого металла применяются такж е насосы трех- 
зного тока. В них, аналогично вращающемуся магнитному полю 
.1. § 1 2 .6 ), создается бегущее поле, увлекающее за собой индуктируе- 
je  им токи в жидком металле, а следовательно, и сам металл.

Подобные машины могут быть использованы и в генераторном 
гжиме.

Аналогично магнитогидродинамическим машинам возможно созда- 
ие э л е к т р о г и д р о д и н а м и ч е с к и х  м а ш и н ,  основан- 
(ых на движении непроводящих сред в электрическом поле.

* * *

Развитие теоретических основ электротехники тесно связано с реше­
нием проблем современной физики и развитием всех отраслей техники. 
Существует еще много теоретических вопросов, решение которых имеет 
важное значение для практических задач электротехники. Например, 
в связи с широким использованием в технике нелинейных элементов, 
в частности полупроводников, ферромагнитной и сегнетоэлектрической 
аппаратуры, первостепенное значение приобретает дальнейшая раз­
работка теории нелинейных цепей и расчета электромагнитных полей 
в нелинейных средах. С развитием импульсной техники и быстродей­
ствующих вычислительных машин особую роль приобретают методы 
исследования переходных процессов как в линейных и нелинейных 
цепях, так и в электромагнитном поле. В связи с развитием .теории 
автоматического регулирования и технической кибернетики необхо­
димо дальнейшее развитие методов синтеза электрических цепей, 
а также методов исследования случайных процессов в электрических 
цепях.

Вопросы прямого преобразования тепловой энергии в электриче­
скую, создания управляемых термоядерных реакторов, электрореак- 
тивных двигателей космических аппаратов и т. п. требуют дальнейшего 
углубления теории электромагнитного поля в движущихся средах, 
магнитогидродинамических и электрогидродинамических процессов 
и методов их расчета.

Наличие вычислительных машин, позволяющих быстро решать 
сложные математические задачи, открывает новые возможности в раз­
работке аналитических методов расчета. Вместе с тем сохраняет свое 
значение развитие методов электрического моделирования и экспери­
ментального исследования электромагнитных и электромеханических 
процессов.

Одной из важнейших проблем современной науки является раскры­
тие строения электромагнитного поля, что, несомненно, должно вы­
звать революцию в технике.

Нет сомнения, что в ближайшие годы перечисленные проблемы 
получат значительное развитие. Поэтому будущим инженерам и 
научным работникам в области электро- и радиотехники для успеш­
ного решения стоящих перед ними задач необходимо непрерывно 
совершенствовать свои знания, что возможно только на базе глубокого 
изучения теоретических основ электротехники.
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П р кл о же ни я

И риложение

Связь между единицами в системах СИ, СГСе0 и СГСц0

Наименование величины

Система СИ
Число единиц, равное^ 
единице в системе СИ, 

в системах

наимено­
вание

обозначе­
ние СГСе0 СГСДо

НЬЮТОН н 106 10»
Э н ер ги я ......................................................... джоуль дж 10» 10?
М ощность..................................................... ватт вт 107 Ю7
З а р я д ..............................  ................... кулон к со о ф КГ1

— к '«* 3- 10s 10-»

Потенциал, напряжение, з. д. с. . . вольт в ^  ■10"а 108

Напряженность электрического 
поля ............................................................. — в/м

r l0 ‘ ‘ 10»

Емкость .......................................... . . . фарада ф 9- 101* 10-»
Диэлектрическая проницаемость . . - ф/м 9- 10» 10-и
Т о к ................................................................ ампер а 3- 10» 10-1

Сопротивление .......................................... ом ом 1 . 1 0 - . . 10»

Проводимость .......................................... сименс сим 9- 1011 10-»
Напряженность магнитного поля - а/м 12я • 10? 4п- 10-з

Магнитный поток ............... ... вебер вб 1 . 1 0 - 10*

Магнитная и н д у к ц и я ........................... тесла тл 1 . 1 0 - . 10‘

Индуктивность...................................... ... генри гн Х .ю - . . 10»

Магнитная проницаемость ............... — гн/м 10’

Намагничивающая с и л а ....................... ампер а 12я • 10» а о 1

Магнитный момент ............................... вб'М ,12л О
1
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П р и л о ж е н и е  2

Дольные и кратные единицы

При пользовании единицами, ббльшими или меньшими, чем основные, при­
ято определять единицы в десятичной системе, т. е. соотношение с основной 

диницей выражается числом 10я , где п может принимать любые целые значения. 
Для производных единиц приняты обозначения в виде букв, которые ставят пе- 
1ед обозначением основной единицы.

j.

Соотношение 
с основной 
единице/t

Обозначения

Соотношение 
с основной 
единицей

Обозначения

м еж ду­
народные

р ус­
ские

Произ­
ношение

межд у- 
народные

р ус­
ские

Произ­
ношение

ю « м мг мега К Г * С с_ санти

108 к К кило 10-3 т м МИЛЛИ

10а h г гекто ю - « И мк микро

10 ' D дк дека 10-12 -  Р п пико

10-1 d д деци
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П р и л о ж е н и е

rot а

Формулы векторного анализа

div grad ф =  Дф, 
rot grad <р =  0, 
div rot а =  О, 

rot rot a =  grad diva — Да, 
div (фа) =  a grad ф +  ф div a, 

div [ab] =  brot a — arotb.

П р и л о ж е н и е  5 

Дифференциальные операции векторного анализа 

Цилиндрические координаты  (г, а , г)

0ra d  а>__—  е  -4- —  . ^ е  4 - ^ е&a1<t-dr е,+  Л д2 **
д  ( r a j  _  _1_ да, 

дг г д а
/1 даг даЛ , ( д а г _ д а Л  , Г ±

~ \ 7 -  да ~  dz } *  +  {дг  d r j a +  |_r

rfiv, =  I  . д Л- ~  • — 1 4-
г дг г да дг 1

1 д/  <э<р\ , 1 а*ф ,
А<Р -  г ' дг\ д г} +  г* ‘ да> +  дг* '

Сферические координаты (г, в, а)

дф . 1 дф . 1 дф grad ф= ^  еЛ + т  • ^  е6 + 7 е т  . ^  е.,

<— Г 1 . д (g« sin в) _  1 . to* 1 е i f _ L_. . tor .
[ r  sin в 30 r sin в ' да ] Т I г sin в да

1 д (raJ  1 с I [ 1 д 1 даг\с
”  7" ' Зг J ^ '+‘ L r dr г дв J *’ ~

1 д(ггаг) j 1 д (sin вае) . 1 да„ 
d i v a - rS • df дь +  т е ' д а '

1 д» ( Л ф ) 1 д  I ■ с, дф\ , 1 &Ч
7  ‘ ~дг*~ +  гг sin 6 ' дв Г  дв j  +  гг sin*b ' да?'
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