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Vorwort zum ersten Bande. 

Geordnet nach der Zeitfolge ihrer ersten Veröffentlichung sind 
In dem vorliegenden Bande diejenigen in den Jahren 1865-1887 ver
öffentlichten wissenschaftlichen Abhandlungen des Unterzeichneten in 
neuem Abdrucke vereinigt worden, welche auf die Flächen kleinsten 
Flächeninhalts Bezug haben. 

Der Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften in 
Berlin spreche ich für die Liberalität, mit welcher dieselbe den Ab
druck der im Jahre 1871 auf Kosten der Königlichen Akademie ge
druckten Preisschrift "Bestimmung einer speciellen Minimalfläche" 
mir gestattet hat, meinen ehrerbietigsten Dank aus. 

Vor dem Abdrucke sind alle Abhandlungen einer wiederholten, 
sorgfältigen Durchsicht, beziehungsweise Bearbeitung unterzogen 
worden: überall da, wo es wünschenswerth erschien, einen Ausdruck, 
der mich weniger befriedigte, durch einen anderen zu ersetzen, bin 
ich bemüht gewesen, einen besseren an die Stelle zu setzen. AusseI' 
wenigen Druckfehlern habe ich nur eine kleine Zahl von Ungenauig
keiten zu berichtigen gefunden. 

Die bei Gelegenheit des Neudruckes zu einzelnen Abhandlungen 

hinzugefügten Anmerkungen und Zusätze sind am Schlusse des Bandes 
vereinigt. Da im Texte der Abhandlungen auf diese Zusätze nicht 

verwiesen werden konnte, erlaube ich mir, an dieser Stelle auf die

selben hinzuweisen. 

Die verehrliche Verlagsbuchhandlung ist allen meinen, die äussere 

Ausstattung betreffenden Wünschen mit der grössten Bereitwilligkeit 
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entgegengekommen. Die diesem Bande beigegebenen vier lithographi
schen Figurentafeln verpflichten mich zu besonderem Danke. 

Bei der Correctur der einzelnen Druckbogen dieses Bandes bin 
ich von Herrn Dr. Die s tel in dankenswertber Weise unterstützt 

worden. 

Göttingen, im Januar 1890. 

H. A. Schwarz. 
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Ueber die Minimalfläche , deren Begrenzung 
eines regulären von vier Kanten als ein 

Tetraeders gebildetes räumliches 
gegeben ist. 

Vierseit 

Im April 1865 von Herrn Ku m me r der Königlichen Akademie der Wissenschaften zn Berlin 

mitgetheilt. Monatsberichte der Königlichen Akademie der Wiesenschaften zn Berlin, Jahrgang 
1865, Seite 149-153. 

Mit der in den kleinsten Theilen ähnlichen Abbildung der Ge
sammtoberflächen der regelmässigen Polyeder auf die Kugel hängt 
eine Anzahl von Minimalflächen zusammen, auf denen unendlich viele 
Gerade liegen, welche einander zum Theil schneiden. 

Zu diesen Flächen gehört als einfachste unter ihnen die durch 
vier Kanten eines regelmässigen Tetraeders gehende und innerhalb 
dieser Begrenzungslinie kleinste Fläche, welche aus der conformen 
Abbildung der Oberfläche eines Würfels auf die Kugel entspringt. 

(Die Modelle, welche gleichzeitig mit der Mittheilung dieses Auf
satzes an die Königliche Akademie derselben vorgelegt worden sind, 
werden durch die auf den Figurentafeln 1, 2 und 3 enthaltenen Zeich
nungen veranschaulicht.) 

Bezeichnen ~, n die rechtwinkligen Co ordinaten eines Punktes in 
der Ebene, X, Y, Z die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im 
Raume, so stellen bekanntlich die Gleichungen 

2~ 2n 
X = ;2+ n2+1 ' Y = ;2+ n2+1' 

die Fläche einer durch Verwandlung mitte1st reciproker Radien aus 
dieser Ebene entstandenen Kugel dar, auf welche die Ebene in den 
kleinsten Theilen ähnlich abgebildet wird. 

S c h war z, Gesammelte Abhandlungen. I. 1 
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Das Integral 

p+qi =J~+PJi d(;+'l/i ) 
o Vl - 14(;+'l/i)4+(;+'l/i)8' 

dessen Umkehrung zwölfdeutig ist, bildet die Ebene (;, '1/) in den 
kleinsten Theilen ähnlich auf ein Netz ab, welches entsteht, wenn die 
Oberfläche eines Würfels auf die Ebene (p, q) unendlich oft ausge
breitet wird und welches alsdann diese Ebene zwölffach bedeckt. 

Durch die Substitution 

)1+2V3(;+'l/i)9_(;+'l/q( = 1l'2 
11-2 "13(; + 'l/i)2_(; + 'l/it I 

verwandelt sich dieses Integral in 

. 1 f dll' 
p+q~ = 2V27 Vp,(p,2-1) ' 

so dass diese Abbildung nur von e 11 i p ti s c h e n Functionen abhängig 

ist, und zwar von den lemniscatischen mit dem Modul vi. 
Die conforme Abbildung auf die Kugel ist hierbei eine derartige, 

dass alle Kanten des Würfels, die Diagonalen und Mittellinien seiner 
Seitenflächen sich auf Theile grösster Kreise abbilden und dass jedem 
Punkte der Würfeloberfläche, welche man aus der Ebene (p, q) durch 
Zusammenfalten herstellt, nur ein Punkt der Kugel entspricht und 
umgekehrt. 

Jeder in den kleinsten Theilen ähnlichen Abbildung der Ober
fläche einer Kugel auf eine Ebene, bewirkt durch eine Gleichung von 
der Form 

dX9+ dY2+ dZ2 = dp9+ dq9 , 
~ 

entspricht, wie Herr J. Weingarten im Crelle-Borchardt'schen 
Journal Bd. 62, S. 160 gezeigt hat, eine bestimmte Minimalfläche durch 
die Gleichungen 

( iJX iJX) dx = ~ -dp--dq iJp iJq , 

( iJY iJY) dy = ~ -dp--dq iJp iJq , 

( iJZ iJZ) 
dz = ~ iJp dp - iJq dq . 

Setzt man 



von vier Kanten eines regulären Tetraeders gebildet wird. 3' 

Vl-14(g + 1]iY+ (g + 1]q = r (cos «p +i sin «p), 

wo also r, cos «p, sin «p algebraische Functionen von g und 1] sind, so 
findet man für den Hauptkrümmungsradius ~ der Minimalfläche und 
für die Differentiale der Co ordinaten eines Punktes derselben die 
Gleichungen 

(g2+ "l+1)2 
~ = ~.-2--' 

1 . 
dx = 21,2 [(1- g2+ 1]2) (cos 2«p dg + sin 2«p d1])- 2g 1] (sin 2«pdg - cos 2«p d1])]' 

1 
dy = 2r2 [(1+ g2_1]2 )(sin2«p ag- cos 2«p d1]) - 2g 1] (cos 2«p dg + sin 2«pdl1)], 

1 
dz= 21'2 [ 

Das Modell I (siehe die Zeichnung auf Taf. 1.) stellt dar einen 
einfach zusammenhängenden Theil M der Minimalfläche, welcher einer 
Seitenfläche des Würfels entspricht. Das Gestell, die Umgrenzung, 
ist aus schwachem Draht gefertigt, der in die Form der Seiten eines 
räumlichen Vierseits ABC D gebogen ist und vier Kanten eines 
regelmässigen Tetraeders darstellt. Diese vier Geraden auf der 
Fläche entsprechen den Seiten des Quadrats. Das Flächenstück selbst 
ist dargestellt durch eine dünne Haut von Gelatine, welche vor den 
zu ähnlichen 'Zwecken angewendeten Lamellen von Glycerinseifen
wasser den Vorzug der Beständigkeit in trockenem Zustande hat. 

Die Fläche geht durch den Mittelpunkt des Tetraeders hin
durch, in welchem sich die Mittellinien desselben, die geraden Ver
bindungslinien der Mitten seiner Gegenkanten schneiden. Von diesen 
steht die eine J K normal auf der Fläche, während die beiden anderen, 
E Fund G H, wie aus der Discussion der angegebenen Gleichungen 
hervorgeht und wie das Modell zeigt, ganz auf der Fläche liegen; sie 
entsprechen den Mittellinien des Quadrats. 

Ein besonderes Interesse erhält die Fläche durch ihre Fortsetzung, 
weil sie die Eigenschaft hat, aus lauter congruenten Theilen zu be
stehen, von denen einen Modell I darstellt. 

Indem man zwei Exemplare des Modells I in geeigneter Weise 
längs einer Kante zusammenhält, kann man sich überzeugen, dass 
dieselben längs dieser Kante in allen Punkten gemeinschaftliche Tan
gentialebenen haben. 

Sechs Rolche in einer Ecke zusammenstossende Theile, welchen 
1* 
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drei, In derselben Ecke des Würfels zusammenstosseJ,lde Quadrate ent
sprechen, stellt das lVlodell II dar. (Siehe die Zeichnung auf Taf.2.) 
Errichtet man auf den sechs gleichseitigen Dreiecken, in welche ein 
regelmässiges Sechseck (2, 4, 6, 8, 10, 12) durch seine drei Hauptdia
gonalen (2-8, 4-10, 6-12) getheilt wird, abwechselnd nach der einen 
und nach der andern Seite regelmässige Tetraeder, so bilden die von 
den Ecken des Sechseckes ausgehenden Tetraederkanten, welche nicht 
Seiten desselben sind, das Gestell für das Modell II. 

Zwei Exemplare des Modells II, in entsprechender Weise anein
ander gehalten, zeigen den weiteren Verlauf der Fläche. 

Das Modell IU (siehe die Zeichnung auf Taf.3.) veranschaulicht, 
wie sich die Fläche von den Ecken des Modells II aus fortsetzt, die 
nicht Ecken jenes Sechseckes sind, und zeigt, wie dieselbe theilweise 
in sich zurückkehrt. 

Zwei gegenüberliegende Seitenflächen eines regelmässigen Oktae
ders fasse man als Grundflächen desselben auf und denke sich auf 
die anderen Seitenflächen desselben regelmässige Tetraeder von gleich 
langer Kante aufgesetzt. Die sechs nicht in den Grundflächen des 
Oktaeders liegenden Kanten desselben und deren Gegenkanten in den 
einzelnen Tetraedern liegen auf der Fläche und bilden das Gestell 
für das Modell III. Das durch zwei gleichseitige in den Grundflächen 
des Oktaeders liegende Dreiecke begrenzte, zweifach zusammenhän
gende Flächenstück , welches durch dieses Modell dargestellt wird, 
enthält ausser den genannten Geraden noch sechs Gerade, Mittellinien 
jener Tetraeder, und liegt ausserhalb des Oktaeders, in dessen inneren 
Raum die Fläche auch in ihrer Fortsetzung nicht eintritt. Denkt 
man sich auf die beiden Grundflächen des Oktaeders regelmässige 
Tetraeder von gleich langer Kante aufgesetzt, so tritt auch in diese 
die Fläche nicht ein. Von den Kanten die s e r Tetraeder liegt keine 
auf der Fläche. In Bezug auf die vier Seitenflächen derselben ist die 
Fläche sich selbst congruent; man kann auf dieselben wieder Oktaeder 
aufsetzen, in welche die Fläche nicht eintritt - und erhält durch 
Fortsetzung dieser Construction einen kanalförmig abgegrenzten Raum, 
der sich von jedem der zuletzt erwähnten Tetraeder aus, sowie den 
denselben entsprechenden Tetraedern, nach vier Richtungen spaltet, 
im Endlichen zum Theil in sich zurückkehrt und sich nach jeder 
Richtung hin ins Unendliche erstreckt. Dieser Raum liegt auf ein e r 
Seite der Fläche; auf der anderen Seite liegt ein ihm congraenter; 
die Fläche tritt nnr in die vom ganzen Ranme noch übrig bleibenden 



von vier Kanten eines reguläreu Tetraeders gebildet wird. 5 

Tetraeder ein. - Auf diese Weise erhält man eine vollständige Er
füllung des Raumes durch Aneinanderlagerung regelmässiger Oktaeder 
und Tetraeder. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dass sich die Fläche in periodi
scher Wiederholung durch den ganzen unendlichen Raum verbreitet, 
ohne dass ihre Continuität an irgend einer Stelle unterbrochen wird 
und ohne dass sie sich selbst schneidet oder (reelle) Knotenpunkte 
bekommt. 



Bestimmung einer speciellen Minimalfläche. 

Eine von der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 4. Juli 1867 gokrönte 
Preisschrift. Nebst einem Nachtrage und einem Anhange. 

Die physikalisch-mathematische Klasse der Königlich Preussischen 
Akademie der Wissenschaften hat für das Jahr 1867 folgende mathe
matische Preisfrage gestellt: 

"Es soll irgend ein bedeutendes Problem, dessen Gegenstand 
"der Algebra, der Zahlentheorie, Integral-Rechnung, Geometrie, 
"Mechanik und mathematischen Physik' angehören kann, mit Hülfe 
"der elliptischen oder der Abelschen Transcendenten vollständig 
"gelöst werden. (( 

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit einer, wie der Verfasser 
glaubt, nicht ganz unwichtigen Aufgabe, welche der Forderung der 
Akademie insofern wenigstens entspricht, als deren vollständige Lö
sung mit Hülfe der elliptischen Fnnctionen erhalten wird. 

Bei dem Versuche, durch ein von vier geraden Strecken gebil
detes Vierseit die kleinste Fläche zn legen, ergibt sich, dass diese 
Aufgabe in gewissem Sinne vollständig gelöst werden kann, wenn 
dieses Vierseit eine durch zwei gegenüberliegende Ecken gehende 
Symmetrie- Ebene besitzt. 

Werden die vier Seiten dieses Vierseits gleich lang angenommen, 
und jeder der vier Winkel als 600 = t~, eine Annahme, welche der 
Untersuchung sich zuerst darbietet und in gewissem Sinne als ein
fachste und nächstliegende Specialisirung der allgemeinen Aufgabe 
angesehen wer den kann - von welchem Gesichtspunkte aus wird sich 
in der Folge herausstellen, .- so ergibt sich, dass in diesem Falle 
nicht nur die Coordinaten eines Punktes der Minimalfläche sich durch 
elliptische Integrale ausdrücken lassen, deren obere Grenzen einfache 
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algebraische Functionen zweier unabhängigen Variabeln sind, sondern 
dass auch die analytische Gleichung der Fläche selbst sich durch 
elliptische Functionen der Coordinaten rational ausdrücken lässt. 

Der vorliegende Fall scheint einer der ersten zu sein, in welchem 
Betrachtungen, die von einer gegebenen Begrenzungslinie ausgehen, 
in Verbindung mit der Theorie der elliptischen Functionen zu einer 
analytischen Gleichung der durch diese Begrenzungslinie gehenden 
Minimalfläche führen. 

Dieser Umstand ermuthigte den Verfasser, veranlasst durch die 
für das Jahr 1867 gestellte mathematische Preisfrage, die nachste
hende Arbeit der Königlichen Akademie vorzulegen. 

Der er s te Theil derselben beschäftigt sich 
mit der Untersuchung einer Minimal:fläche, welche durch viel' 
Kanten eines räumlichen Vierseits geht, innerhalb desselben 
einfach zusammenhängt und keinen singulären Punkt besitzt, 

ferner 
mit der Integration der durch die vorangegangene Untersuchung 
sich ergebenden Differentialgleichung für den angegebenen ein
fachsten Fall. 

Der z we i t e Theil enthält 
die Anwendung der Theorie der elliptischen Functionen auf 
diesen speciellen Fall, sowie einige besondere Untersuchungen, 
zu welchen derselbe Veranlassung gibt und durch welche die 
I/üsung der Aufgabe zu einem gewissen Abschlusse gebracht wird. 

Der ganzen Untersuchung werden zu Grunde gelegt die für die 
Theorie der l\'Iinimalflächen fundamentalen Entwickelungen, welche 
Herr W eie I' s t ras s in dem Monatsbericht der Akademie vom October 
1866 veröffentlicht hat. Die in dem ersten Theile dieser Mittheilung 
[So 612-625], welcher bis jetzt allein vorliegt, enthaltenen Sätze 
werden im Folgenden als bekannt vorausgesetzt und wird durch An
gabe der Seitenzahl auf dieselben verwiesen werden. 
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Erster Theil. 

Es sei ein von vier geraden Strecken gebildetes räumliches Vier
seit ABC D gegeben, welches eine durch die Ecken A und C gehende 
Symmetrie-Ebene besitzt. Durch dasselbe sei eine Minimalfläche gelegt. 

Es wird angenommen, das gegebene Vierseit begrenze auf dieser 
Fläche ein in seinem Innern von singulären Stellen freies, einfach zu
sammenhängendes Stück derselben, welches mit M bezeichnet werden 
möge. Ferner wird angenommen, dass bei der getroffenen V oraus
setzung über die Gestalt des gegebenen Vierseits die Symmetrie-Ebene 
der Begrenzungslinie von M zugleich eine Symmetrie -Ebene des 
Flächenstücks M selbst sei. 1) *) 

Dieses vorausgesetzt, denke man sich das betrachtete Flächen
stück M in den kleinsten Theilen ähnlich abgebildet auf eine Halb
ebene u, in der die imaginären Theile der complexen Grösse tt positiv 
sind (Fig. 1.), so dass der Umgrenzungslinie der Fläche in der Ebene 
die Axe des Reellen entspricht. - [A. a. O. S. 612.] 

Fig. 1. 

,u 

;U(OI 

U('t) uw: U(2J ll{31 

,uj(O) , 

!1..t1 

Diese Halbebene möge die ob e I' e heissen uml der geometrische 
Ort der Grösse u sein; die andere, u n t e reHalbebene sei der geo
metrische Ort der zu u conjugirten complexen Grässe Ul' 

Die vier Punkte, welche den Ecken A, B , C, D der Fläche ent
sprechen, seien um' um' U(3l' U(4l' Liegen dieselben alle vier im End
lichen, so entspricht der unendlich entfernte Punkt der Halbebene u 
einem Punkte der Fläche, in welchem sie den Charakter einer algebrai
schen Fläche hat; derselbe ist dann im engeren Sinne kein singulärer. 

*) Diese Nummern beziehen sich auf die in dem Anhange zu dieser Abhand
lung enthaltenen mit denselben Nummern bezeichneten Anmerkungen. 
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Wird die Halbebene U durch die rationale Function ersten Grades 

v = u-u(1) auf eine Halbebene v in den kleinsten Theilen ähnlich 
U-U(3l 

abgebildet, so entsprechen den Punkten U = tt(1l' tt(2ll U(all U(4) beziehlich 
die Punkte v = 0, V(211 00, v(4)' (Fig.2.) Es ist zu erwarten, dass bei 

Fig.2. 

, , 
.. --------~-~--- ... ~ , 

:v , 

_<X>_~ ___ 'V_""'-"") __ O;:...: __ :!;.'" -+ 00 

dieser Abbildung der Durchschnittslinie der Minimalfläche mit ihrer 
Symmetrie-Ebene eine durch den Punkt v = ° gehende, auf der Axe 
des Reellen senkrechte Gerade entsprechen wird, während je zwei 
Punkten der Fläche, welche in Bezug auf die Symmetrie-Ebene sym
metrisch sind, in der Abbildung zwei Punkte entsprechen, welche in 
Bezug auf diese Gerade symmetrisch sind. Es wird daher angenom
men, dass die vier singulären Punkte eine solche gegenseitige Lage 
haben, dass v(!I) = -V(2l ist, oder dass 

U(4)-U(1) 

U(!ll- tt(3) 

Die Formeln des Herrn W eie I' s tl' ass sind nun [a. a. O. S. 616] 

x = xo+'Jt jCG2 (U)-H2 (U»)llU, 
lto 

y = Yo+'Jt jiCG2(U)+H2(U»)dtt, 
Uo 

Z = $0+ 'Jt !2G(U) H(tt) dtt, 
110 

wo mit Uo irgend ein bestimmter Punkt der oberen Halbebene be
zeichnet ist, welchem der Punkt Xo' 'Uo, 1$0 der Fläche entspricht, und 
wo der vorgesetzte Buchstabe 'Jt andeutet, dass nur der reelle Theil 
der folgenden Function genommen werden soll. 

Es mögen diese Formeln folgendermassen geschrieben werden; 
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x = Xo+tf (G2(u)-H2(u))du + lzf (G;(1/l)-H~(ul))duu 
'/((0) u1(O) 

y = Yo+ t ji(G2(U) +H2(U)) du -lz fi (G~ (ul) + H~ (u1)) duo 
~oo U~ 

Z = Zo+tj 2G(u)H(u)dzt +tj 2Gl(Ul)Hl(ttl)dul' 
U(O) U1(O) 

worin Uu tl1(Ol' Gl(ttl ), H/u l ) die conjugirten Werthe zu 
U, U CO ) , G (tt) , R (u) bezeichnen. Di,e Veränderlichkeit von 

u ist auf die obere, diejenige von u l auf die untere Halbebene be
schränkt. 

Die Functionen G(u), H(u), Gl(U1 ), HICUl) haben für alle Werthe 
ihrer Argumente den Charakter ganzer rationalen Functionen, mit 
Ausnahme uer Werthe u(1)' U (2) , U (3) und U (4)' 

Es ist nun die Bedingung aufzustellen, welcher diese Fnnctionen 
genügen müssen, damit uen Strecken U(l) ••• U C2l ' um···· U C3l ' tl (3)'" U C4l 

und U(4) ••• U(J) der Axe des Reellen auf der Fläche gerade Linien ent
sprechen, welche sich unter uen vorgeschriebenen Winkeln an ein
ander anschliessen. 

Die Axe des Reellen gehört sowohl zu dem Gebiete von u als zu 
dem von Uu auf derselben ist tt l = u und dU l = du. 

Die Cosinus der Winkel, welche die der Strecke um'" tl'(2) ent
sprechende Seite AB des gegebenen Vierseits mit den Coordinaten
axen biluet, seien a, ß, r; das Linienelement der Fläche werde mit 
ill bezeichnet, so müssen, wenn der Grösse u nur solche Werthe bei
gelegt weruen, welche der Strecke u(1) ... tt(2) angehören, und U1 = U, 

dU I = du gesetzt wird, die Gleichungen bestehen 
dx = adl, dy = ßdl, dz = rdl. 

Es ergibt sich dl = (GGl+HH1)du. 
Hieraus folgen die Gleichungen 

G2_H2+ G~-H~ - 2a(GGl+HH1), 
i (G 2+ H2)-i(G~ + H:) - 2ß(GGl+HH1 ), 

2GH+2G1 H1 - 2rCGGl +HH1 )· 

Wird ~ = 8, ~1 = 81 gesetzt [a. a. O. S. 618], wo also sund 
1 

SI conjugirte Grössen sind, so folgt 

G2(1_s2)+ G~Cl-s~) = 2aGGl1+8S1), 
iG2(1+s2)-iG~(1+s~) = 2ßGG1(1+ss1 ), 

2G2S+2G~sl = 2rGG~(1+ss1)' 
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Die Eliminationsgleichung für diese in Bezug auf G und GI ho
mogenen Gleichungen ist 

oder 

a 

ß 
I' 

1-8~ 

-i (1+ s~) 
2s1 

= 0, 

! S- 8 l 2i(ssl+1)/a(S+8J+ß-i-1 + I' (SSI- 1)! = O. 

Der Factor 8S1 + 1 wird fitr conjugirte Werthe von S und SI nie
mals gleich Null. 

Die Gleichung 
S-8 

a(s+sJ+ß-.-1 +r(ssl-1) = 0 
'/, 

ist in Bezug auf, S und in Bezug auf 81 vom ersten Grade. Als 

GI . h . 11 C h ( b' S + SI d 8 - SI eIC ung emer ree en urve angese en wo eI 2- un 2t 
die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen Punktes der Curve 
sind), stellt dieselbe einen Kreis dar, welcher den um den Punkt 
S = 0 mit dem Radius 1 beschriebenen Kreis in zwei diametral 
gegenüberliegenden Punkten schneidet und dem daher bei der Pro
jection auf die Kugel [a. a. O. S. 618J ein grösster Kugelkreis 
entspricht. 

Zunächst gelten diese Gleichungen nur für die Strecke um ..• U(2)' 

Für die folgende Strecke u(2)'" u(s) nehmen die Constanten a, ß, I' 
andere, von der Richtung der folgenden Seite des gegebenen Vierseits 
abhangende Werthe an, so dass für diese Strecke zwischen 

H d BI 
8 = G 1m SI = G 

1 

wieder eine Gleichung ersten Grades besteht, welche jedoch von an
deren Constanten abhängt. 

Aus den obigen Gleichungen folgt 

dx+idy = (G~-H2)du = (a+ßi) GG1(1+ss1 ) du , 
dx-idy = (G~-H~)du = (a-ßi) GG,(l+ss, ) du , 

mithin ist längs der Strecke um ... u(2) 

(a-ßi)(G:-H2) = (a + ßi)(G2_H~). 

Vermöge <liesel' Gleich~mg ist der Quotient ~I als Function von 
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8 und 81 bestimmt. Wird nämlich H = G· 8, FII = GI' 81 gesetzt, 
so ergibt sich 

G~ a + ßi + (a -ßi)S2 
G2 = IX-ßi+(IX+ßi)8~' 

Nun ist in Folge der zwischen 8 und 81 bestehenden Gleichung 

Wird also 

G2 = i C:: JI. tP (u) , 

gesetzt, so ergibt sich aus der letzten Formel, dass längs der Strecke 
um ... U(2 ) tP t (u I ) = tP (u) zu setzen ist, d. h. die Function tP (u) stimmt 
auf einem Theile der Axe des Reellen mit ihrer conjugirten tPI(u) 
überein , - ihr Werth ist demnach längs der ganzen Strecke reell. 
Derselbe Schluss lässt sich für jede Strecke der Axe des Reellen 

machen, mithin stimmt die Function i G2. :: längs der ganzen Axe 

des Reellen mit ihrer conjugirten überein. Wenn daher das Gebiet 
der Veränderlichkeit von u über die Axe des Reellen hinaus auf die 
untere Halbebene ausgedehnt wird, so ist die Function tP1(U I ) die ana
lytische Fortsetzung der Function tP (u), oder es ist für alle Werthe 
von u tPt(u) = tP(U).2) 

Da diese Function in beiden Halbebenen eindeutig erklärt ist, 
längs der Axe des Reellen nur reelle Werthe hat, mithin auch in 
der Umgebung jedes singulären Punktes der Axe des Reellen ein
deutig fortsetzbar ist, so ist die Function cIJ (u) überhaupt eine ein
deutige analytische Function ihres unbeschränkt veränderlichen Argu
mentes. 

Es handelt sich nun darum, die Variable 8 in geeigneter Weise 
durch eine analytische Gleichung als Function von u zu definiren. 
Zu diesem Zwecke möge ein aus der Grösse 8, beziehungsweise aus 
den in Bezug auf die Grösse u genommenen Ableitungen der Grösse 
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s zusammengesetzter Ausdruck "qJ'(s) = F(u) aufgesucht werden, 
welcher für alle Punkte der Axe des Reellen mit seinem conjugirten 
"qJ'JSl) = F 1(uJ übereinstimmt und für alle im Innern der oberen 
Halbebene liegenden Werthe von ~~ den Charakter einer rationalen 
Function hat. 

Diese Function F (u) ist für reelle Werthe von u nothwendig 
reell, in der Umgebung jedes singulären Punktes der Axe des Reellen 
eindeutig fortsetzbar und daher eine eindeutige Function von u, wenn 
das Gebiet dieser veränderlichen Grösse auf die ganze Ebene ausge
dehnt wird. Mithin ist für alle Werthe von tt FI(u) = F (u), also 
auch "qJ'Js) = "qJ'(s). 

Wenn nun 8 und 81 zu demselben reellen Werthe von u gehören, 
so muss "qJ'(s) = "qJ'1(St) = "qJ'(8t ) sein. Die Grösse 8 1 ist längs jeder 
einzelnen der vier von den singulären Punkten gebildeten Strecken 
eine rationale Function ersten Grades von 8, während die Constanten 
dieser Function für die verschiedenen Strecken verschieden sind. 

Um von _ diesen Constanten unabhängig zu werden, wird die Auf
gabe gestellt, einen aus der Grösse s, beziehungsweise den Ablei
tungen derselben gebildeten Ausdruck zu bestimmen, welcher unge
ändert bleibt, wenn für das Argument 8 irgend eine rationale Function 

ersten Grades von 8, g1 8 + g2 mit constanten Coefficienten gesetzt wird. 
3 8 + 4 

Eine solche Function wird erhalten, wenn 8 als Function der 
unabhängigen Variablen u angesehen wird und aus der Function 

t = °018 + 0°2 die Constanten nach und nach durch Differentiation 
3 S + • 

entfernt werden. Dies ergibt den Ausdruck 3) 

d2 dt ( d dt '5 "qJ'(t /u) = -log - - l ---100'-, du· du 2 du b du 

d 2 d8 ( (l ds '\ = du' log du - ~ du log du) = "qJ'(s, u). 

Man setze "qJ'(8, u) = "qJ'(s) = F(u). Diese Function von u ist 
für alle Punkte der oberen Halbebene und der Axe des Reellen mit 
Ausnahme der singulären eindeutig definirt. Die conjugirte Function 
Ft(u l ) ist in gleicher Weise für alle Punkte der unteren Halbebene 
eindeutig definirt und stimmt für alle Punkte der Axe des Reellen 
mit F(u) überein. Die Function F(u) ist mithin in der Umgebung 
jedes Punktes eindeutig fortsetzbar und ist deswegen eine eindeutige 
Function von u. 
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Hiernach ergeben sich folgende Formeln 4) 

f . 1-s2 

X = xo+m ~ (dS )2 W(u)ds, 
80 du 

- f 1+s2 

Y = Yo+ m - (dS \2 w(u)ds, 
80 du) 

2is (;=; W(u) ds, 

während 

«p(u) und ~2 log ;= - t (! log ;=} = YJ'(s) = F(<<) 

eindeutige Functionen von u sind, die für reelle Werthe von u gleich
fans reell sind. 

Die Differentialgleichung YJ'(s) = F(u) muss sich so integriren 
lassen, dass die für reelle Werthe von u zwischen der Grösse sund 
der conjugirten SI bestehende bilineare Gleichung die Form 

hat, wo a, (J, r reelle Zahlen bedeuten, welche für alle Werthe von 
u längs jeder der vier durch die singulären Punlde gebildeten Strecken 
der Axe des Reellen constant sind. 

Es möge nun geseb::t werden 

s = uJ, W(u) = u··, 
wo h eine reelle Zahl, m eine positive oder negative ganze Zahl 
bedeutet. 

Unter diesen Voraussetzungen ist 

x = ! m Ii(U-J-u+<l')Um+ldtt, 
o 

y = ! m I - (u-eJ + u+<l') u ... +! du, 
o 

z = ! m I2ium+tdu. 
o 
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Soll dem Werthe u = 0 ein im Endlichen liegender Punkt der 
Fläche entsprechen, so müssen diese Integrale für tt = 0 endlich 
bleiben. Diese Bedingung ergibt 

-8+m+l>-1, 8+m+l>-1, m+l>-1. 

Der kleinste Werth, den 'In haben kann, ist -1. Der Exponent 8 
darf seinem absoluten Betrage nach 'In + 2 weder erreichen, noch 
übersteigen. 

Wird zu Polarcoordinaten übergegangen und u = 1'· elf", u1 = r. e-itp 

gesetzt, wo cp alle zwischen 0 und 71: liegenden Werthe annehmen 
kann, so ergibt sich 

r-8 .. r 8 
Ist nun 8 positiv, so ist für r < 1 m + 2 _ 0 grosser als m + 2 + d" 

Für kleine W erthe von r ist bis auf Grössen mit dem Factor rm +2+8 

Wenn u einen Halbkreis mit kleinem Radius r um den Punkt 
u = 0 beschreibt, so beschreibt x + yi näherungsweise einen Kreis-

1 ?,m+2-8 

bogen, dessen Radius gleich -. --- und dessen Centriwinkel d' m+2-d' 

gleich (m + 2-8) 71: ist und zwar ist der Sinn der Drehung hierbei 
der entgegengesetzte. 

Dem Werthe cp = 0, der positiven Hälfte der Axe des Reellen, 
entspricht die Gerade 

z = 0, 

dem Werthe cp = 71:, der negativen Hälfte der Axe des Reellen, ent· 
spricht die Gerade 

z = 0, 

dieses sind also zwei in der Ebene z = 0 enthaltene gerade Linien, 
von denen die erste mit der zweiten den Winkel (m+ 2-8)71: bildet. 

In dem Punkte x = 0, y = 0, z = 0 schliesst sich unter allen 
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Ebenen die Ebene z = 0 der Fläche am innigsten an, denn die Coor
dinate z eines Punktes der Fläche ist für kleine Werthe von r von 
der Ordnung der Grösse r"'+2, x + yi ist dagegen von der Ordnung der 
Grösse rm+2-O. 

Die Gleichung 

wird identisch befriedigt für jeden Werth von rp, welcher der Gleichung 
(m + 2) rp = mt geritigt, wo n eine ganze Zahl ist. Dies zeigt an, 
dass es zwischen den beiden Werthen rp ==== 0 und rp = n noch m + 1 
Werthe ftir rp gibt, fiir welche die Gleichung z = 0 identisch be
friedigt wird. Diesen entsprechen m + 1 gerade Durchschnittslinien 
der Fläche mit der Tangentialebene im Punkte x = 0, y = 0, z = O. 

In den m + 2 durch dieselben gebildeten Sectoren ist z abwech
selnd positiv und negativ; die erwähnten Geraden sind demnach ei
gentliche Schnittlinien der Fläche und der Tangentialebene. Soll nun 
die Fläche ganz auf der einen Seite der Tangentialebene liegen, 
während rp von 0 bis n wächst, und dies ist die einfachste Annahme, 
so muss m = -1 gewählt werden. Unter dieser Annahme ist ~ eine 
zwischen 0 und + 1 liegende Zahl und der Winkel 

(m +2-~)n = (l-~)n 

ist kleiner als n. -
Die angegebenen Formelu zeigen, wenn m = -1 gesetzt wird, 

dass je zwei Punkte der Fläche, welche den Annahmen 

l' = ro, rp = !n-rpo, und "= 1'0' rp = !n+rpo 

entsprechen, in Bezug auf eine Ebene, welche auf der Tangential
ebene senkrecht steht und den Winkel (1-~) n hälftet, symmetrische 
Punkte sind. Diese Ebene ist demnach eine Symmetrie -Ebene der 
Fläche. 

Wird die Fläche um den Punkt x = 0, y = 0, z .= 0 herum 
fortgesetzt, d. h. werden der Grösse rp auch negative Werthe beige
legt, sowie solche, die grösser sind als n, so ergibt sich, dass je zwei 
Punkte der Fläche, welche den Annahmen 

" = "0' rp = + rpo und "= "0' rp = -rpo 
entsprechen, in Bezug auf die Gerade, welche dem Werthe rp = 0 
entspricht, symmetrisch liegen, dass also diese Gerade eine Symmetrie
axe der Fläche ist. 5) 
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Filr die Annahmen 1\ = "0' fJJl = 2% + fJJo ergibt sich 

Zl = ZO' x 1+yJ = (xo+ yoi) e-2(1-<l')ni, 

in Worten: Durch eine Drehung der Fläche um die z -Axe und zwar 
um den Winkel 2 (1-~) % in negativem Sinne gelangt die Fläche mit 
sich selbst zur Deckung. 

Ist nun ~ eine Irrationalzahl , so wird die Fläche sich um d~n 
singulären Punkt unendlich oft herumwinden, ohne sich zu schliessen. 

Dagegen wird dieselbe, wenn ~ eine rationale Zahl ist, ~ = lL, wo 
q 

11 und q ganze Zahlen bedeuten, welche keinen gemeinsamen Factor 
haben, nach q Umläufen von tt um den Punkt tt = 0 in sich selbst 
übergehen. Es hat hierbei x + yi in entgegengesetzter Richtung q-p 
Umläufe um den Punkt x + yi = 0 gemacht und der Punkt x = 0, 
y = 0, z = 0 ist, wenn q-p > 1, ein (q-p-l)facher Windungs
punkt der Fläche. 

Soll also die Fläche nicht die Singularität eines Windungspunktes 
besitzen, so ist p = q-1 zu setzen. 

Die einfachsten Annahmen sind hiernach q = 2 und q = 3. 
Bei der ersten Annahme hat die Fläche keine Singularität in dem 

betrachteten Punkte; die Tangentialebene z = 0 enthält zwei sich 
rechtwinklig schneidende gerade Linien der Fläche, welche in diesem 
Punkte, wie jede Minimalfläche in allen nicht singulären Punkten, eine 
satteIförmige Gestalt besitzt. Die .beiden Geraden sind Symmetrie
axen der Fläche und die beiden Ebenen, welche durch die Normale 
der Fläche gehen und die Winkel der Geraden halbiren , sind Sym
metrie-Ebenen der Fläche. 

Aehnlich verhält es sich in dem Falle q = 3, p = 2. Die Tan
gentialebene schneidet aber aus der Fläche d I' e i Gerade aus, welche 
sich unter Winkeln von 600 schneiden. Die Fläche liegt abwechselnd 
auf der einen und auf der andern Seite der Tangentialebene, die Ge
raden sind Symmetrieaxen, die Ebenen, welche die Winkel zweier 
benachbarten Geraden halbiren und die Normale der Fläche enthalten, 
sind Symmetrie-Ebenen der Fläche. 

Aus der obigen Annahme für sund «t>(tt) erhält man ein allge
meineres Flächenelement mit derselben wesentlichen Singularität, wenn 
man setzt 

s = uJ (aO+a1u + a2u2+ .. ), 
«t>(u) = u-1(bo+b1u + b2u2 + .. ), 

während zugleich alle Constanten a und b reelle Werthe haben. 
Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 2 
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Unter dieser Voraussetzung entsprechen der Axe des Reellen 
in der u-Ebene zwei unter dem Winkel (1-d'):n: sich schneidende 
gerade Linien, welche Symmetrieaxen der entstehenden Fläche sind. 

Sind die Coefficienten derjenigen in den Klammern stehenden 
Potenzen von u, deren Exponenten ungrade Zahlen sind, sämmtlich 
gleich Null, so bleibt auch die Eigenschaft der Fläche erhalten, 
Symmetrie - Ebenen zu besitzen, welche die Normale der Fläche ent
halten und den Winkel zweier auf einander folgenden Geraden halbiren. 

In der Folge wird angenommen werden, dass die gesuchte Mi
nimalfläche in den Ecken die Beschaffenheit habe, welche durch Func
tionen der im Vorhergehenden angegebenen Natur analytisch ausge
drückt wird. 

Es bleibt noch zu untersuchen, welche Natur die Function ifJ (u) 
für unendlich grosse Werthe von u hat. 

Für u = 00 hat s den Charakter einer rationalen Function, weil 
dem Punkte u = 00 nach der Annahme ein nicht singulärer Punkt 
der Fläche entspricht. 

Die Normale der Fläche sei in diesem Punkte nicht parallel der 
z-Axe; dann gilt für unendlich grosse Werthe von u eine Entwicke
lung von der Form 

in welcher a1 von Null verschieden ist. Wird für 1.- die Grösse v 
u 

eingerührt, so ergibt sich 

ifJ(u) ifJ C ~) c:; ds = C~:;c::) ds = 

~: ist aber endlich für v = 0, damit also dem Werthe v = 0 ein 

im Endlichen liegender bestimmter und nicht singulärer Punkt der 

Fl" h t h . h ifJ C !) f" l' O' dl' h ac e en sprec e, muss SlC ---4- ur 1m v = emer en lC en 
v 

bestimmten Grenze nähern, d. h. die Function (J) (u) wird für unendlich 

grosse Werthe von u unendlich klein von der Ordnung der Grösse ~. 
tt 
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Die einfachste Annahme, welche für die Function tI> (u) gemacht 
werden kann, wenn dieselbe in jedem singulären Punkte unendlich 
gross erster Ordnung und für u = 00 unendlich klein vierter Ord
nung werden soll, ist daher 

Was nun die Function 

d2 ds ( d dS)2 F(u) = 'iJf(s) = -log--l- -log-. du2 du ~ du du 

anbetrifft, so hat dieselbe, wenn wie oben 

s = u"(ao+ alU + .. ) 
gesetzt wird, für alle dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen 
Werthe von 1t die Entwickelung 

1-d'2 1 I_d'2 a 1 F(u) = ____ ._+ ___ 1 .-+C+Cu+ ... 
2 u2 0 ao u 0 1 , 

In welcher die Coefficienten C rational und mit reellen Zahlencoeffi
cienten aus den reellen Grössen a und der Zahl d' zusammengesetzt 
sind; sie sind mithin reell. 

In dem Falle der Symmetrie verschwinden in dieser Entwickelung 
alle Glieder, welche Potenzen von u mit ungradem Exponenten ent
halten, und es ist 

F( -u) = F(u). 

Diese Entwickelungen bleiben bestehen, wenn statt s eine ra
tionale Function ersten Grades von s gesetzt wird, was in dem hier 
zu betrachtenden Falle einer Drehung des Coordinatensystems x, y, z 
gleichkommt. 6) 

Werden daher in den vier Ecken nur solche Singularitäten zuge
lassen, wie die betrachteten, und wird vorausgesetzt, dass die vier 

singulären Punkte u(I)' U(2)' U(3l' U(~l die einzigen Verzweigungspunkte 
in dem betrachteten Gebiete sind, so wird F (u) in dem betrachteten 
Gebiet für keinen endlichen Werth von u: mit Ausnahme der singu
lären unendlich gross. 7) 

Für unendlich grosse Werthe VOn u beginnt die Entwickelung 
von F(u,) nach Potenzen von u-1 mit einem Gliede von der Ordnung 

2* 
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U-4, wenn der unendlich grosse Werth von U kein singulärer ist. Ist 
dagegen dieser Werth ein singulärer und hat s die Entwickelung 

s = u-r(co+c l • ~ + .. ), 

so beginnt die Entwickelung von F(u) mit dem Gliede 1~~. 
Im vorliegenden Falle eines räumlichen Vierseits ist hiernach die 

Function F (u) eine rationale Function, deren Nenner das Product 
[(U-U(I))(U- Um )(tt-U(3)) (U-U(4))Y und deren Zähler eine ganze Func
tion vierten Grades von U ist. 

Die Constanten derselben sind dadurch bestimmt, dass die Func
tion F(u) in dBn singulären Punkten die vorgeschriebenen Entwicke
lungen besitzen und bei geeigneter Wahl der unabhängigen Variablen u 
in den Punkten U(I) und U(3) der Symmetriebedingung genügen muss. 

Werden beispielsweise zu singulären Punkten gewählt v = 0, +1, 
00, -1 und sind die entsprechenden Winkel des Vierseits ABO D 
beziehlich IXln, IX2 n, IXsn, IX2 n, so ist zu setzen 81 = 1- IX I , 82 = 1-IX2 , 

8s = 1- IXs, 

F(v) = A+Bv2 + Ov4 
• 

v2 (v2 -1/ 
Aus den bekannten Anfangsgliedern der für· die Umgebungen der 

Werthe v = 0, 00, ±1 geltenden Entwickelungen der Function F(v) 
ergibt sich 

A = 1-8~ -2-

Die Differentialgleichung 'IJf(s) = F(u) , in welcher die Function 
F(u) auf die 'angegebene Weise bestimmt ist, sei jetzt zur Integration 
vorgelegt. Es handelt sich also darum, eine hinreichende Anzahl von 
Eigenschaften ihres Integrals zu ermitteln. 

Nach der Entstehungsweise der Function 'IJf(s, u) (siehe oben 
S. 13) bleibt 'IJf(s) als Function von tt ungeändert, wenn für seine 
rationale Function ersten Grades von s mit constanten Coefficienten 
gesetzt wird, Ist daher sein particuläres Integral der vorgelegten 

Differentialgleichung, so ist auch t = 001 S + CO2 ein Integral und zwar 
ss+ 4 

das allgemeine Integral der Differentialgleichung, denn es enthält 
ebensoviele willkürliche Constanten, wie die Ordnungszahl der Diffe-
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rentialgleichung Einheiten, nämlich drei. Zur allgemeinen Integration 
der Differentialgleichung genügt daher die Auffindung eines particu
lären Integrales. 

Die gegebene Differentialgleichung bleibt im Wesentlichen auch 
ungeändert, wenn statt des Argumentes u eine rationale Function 
ersten Grades desselben als neue unabhängige Variable eingefiihrt 
wir<l. Es gilt nämlich, wenn v eine rationale Function ersten Grade::; 
von u ist, die identische Gleichung 

( dv \2 
Wes, u) = du) wes, v). 

Aus <ler Differentialgleichung 

d2 ds ( d dS)2 W(s) = -log--.1 --log- = F(u) dn2 du 2 du dn 

folgt, dass für alle der oberen Halbebene angehörenden Werthe von 

. All . 1 d· u-, t· d 1 ds C n, mit usua llne ( er smgu ären, 1e.Je unc lOH -a og -d den haraktel' 
n tt 

einer rationalen Function hat, und dass, wenn diese Function für einen 
nicht singulären Werth n = Uo unendlich gross wird, die nach Po
tenzen \'on tt - tto fortschreitende Entwickelung derselben die Form 
haben muss 

In jedem an<lern Falle wiirde rlämlich die Function Wes) für 
lt = Uo unendlich gross werden, während die Function F (n) in der 
Umgebung jedes nicht singulären Werthes von u den Charakter einer 
ganzen Function besitzt. 

Die Annahme 

ergibt 

d ds -2 
du log du - --+ Cl(U-UO) + .. u-Uo 

s = ~~+c+c (U-u )+ ... u-uo 1 2 0 

Die angegebene Eigenschaft der Function ~ log :: zeigt also, 

dass der geometrische Ort aller Werthe eines particulären Integrals 
s der Differentialgleichung, vorausgesetzt, dass die Veränderlichkeit 
des Argumentes U auf die obere Halbebene beschränkt wird, ein ein-
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fach zusammenhängender Flächentheil ist, welcher in seinem Innern 
keinen Windungspunkt enthält. 

Für die Umgebung jedes nicht singulären Punktes U o der Axe 
des Reellen gibt es eine nach Potenzen von u -Uo mit ganzen Expo
nenten fortschreitende Reihe mit reellen Coefficienten, welche für alle 
dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe von u-uo 

convergirt und, für 8 gesetzt, der Differentialgleichung genügt. 
Hieraus folgt: Jedes particuläre Integral der Differentialgleichung 

beschreibt entweder eine geradlinige Strecke oder einen Kreisbogen, 
wenn das Argument u sich längs einer keinen singulären Punkt ent
haltenden Strecke der Axe des Reellen bewegt. 

Für die Umgebung eines singulären Werthes U o ' welchem der 
Exponent 0 zugehört, gibt es ein particuläres Integral der Differen
tialgleichung, welches folgende für alle dem absoluten Betrage nach 
hinreichend kleinen Wel'the von U-tto convergil'ende Entwickelung hat 

III der die Coefficienten c sämmtlich reell sind. 
Es geht hieraus hervor, dass auch für die singulären Werthe von 

tt der Werth jedes particulären Integrals der Differentialgleichung 
sich einem be s tim mt e 11 Werthe nähert. Ferner zeigt das angege
bene Functionenelement, dass bei diesem particulären Integrale den 
beiden durch den singulären Punkt U o getrennten Strecken der Axe 
des Reellen in dem Gebiete VOll s zwei geradlinige Strecken ent
sprechen, welche mit einander den Winkel O'1t bilden. 

Mit Ausnahme der Integrale 0,8 + 02 und O,S-'+ O2 entspricht 
also dieser Ecke bei jedem anderen particulären Integrale eine von 
zwei Kreisbogen gebildete Ecke, deren Tangenten in dem gemein
samen Punkte mit einander den Winkel O'1t einschliessen. 

Wenn daher die Veränderlichkeit des Argumentes u auf die obere 
Halbebene beschränkt wird, so ist das Gebiet aller Werthe eines 
particulären Integrales s der Differentialgleichung ein von vier Kreis
bogen begrenzter einfach zusammenhängender Theil der Ebene und 
zwar sind die Winkel in den Ecken dieses Kreisbogenvierecks der 
Reihe nach gleich (1-"J '1t, (1- '(2) '1t, (1- '(3) '1t, (1- '(2) '1t. 

Es gibt auch solche particuläre Integrale, für welche das ent
sprechende Kreisbogenviereck in Bezug auf eine durch zwei Ecken 
gehende gerade Linie symmetrisch ist. Wenn, wie bei der obigen 
Bestimmung, v = 0, +1, 00, -1 die singulären Werthe sind, so führt 
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zu emem solchen symmetrischen Kreisbogenviel'eck das zur Ecke A 
gehärende Functionenelement 8) 

s = CVI-UI(1+CIV2+C2V4+ ••• ) = 6. 

Wird dieses Element als Ausgangselement zu Grnnde gelegt, so 
ergibt sich durch eine geometrische Betrachtung, dass das fi.'agliche 
Kreisbogenviereck der Gestalt nach durch die angegebenen Be(lin
gun gen schon bestimmt ist. 

Ist abc d (Fig. 3.) ein in Bezug auf die Diagonale ac symmetl'i-

Fig.3. 

sches Kreisbogenviereck mit zwei geradlinigen Seiten ab und a d, 
dessen Winkel der Reihe nach gleich (l-aJ:n:, (1-a2 ):n:, (l-as ):n: 
und (1-a2):n: sind, so entsteht durch die Tangenten b t und cf des 
Bogens b c ein geradliniges Viereck ab f c, in welchem zwei Seiten b f 
und tc einander gleich und die Winkel in den Ecken a, bund c ge
geben sind. Hierdurch ist das geradlinige Viereck abt c, mithin auch 
das symmetrische Kreisbogenviereck abc d, der Gestalt nach unzwei
deutig bestimmt. 

Ist In der lVIittelpunkt des Kreises, von welchem b c ein Bogen 
ist, und ist n n' die durch a gehende auf m a rechtwinklige Sehne 
dieses Kreises, so ist Cl der Mittelpunkt, an = r der Radius eines 
Kreises, welcher von den vier Seiten des Kreisbogenvierecks abc d in 
diametral gegenüberliegenden Punkten geschnitten wird. 

Dieser Radius r ist reell, endlich und von Null verschieden, wenn 
gleichzeitig folgende Bedingungen erfüllt sind 

a1+ 2a2+ as < 2, 
-a1+ 2a2+ "3> 0, 

"1+2a2-aa> 0, 

0< a l < 1, 

0< "!< 1, 
o <as< 1. 
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Für jedes eigentliche, d. h. nicht ebene, räumliche Vierseit , welches 
eine durch zwei Ecken gehende Symmetrie-Ebene besitzt, sind diese 
Bedingungen erfüllt, wenn alle Winkel < '1t gezählt werden. 

Durch geeignete Verfügung über die Constante 0 in dem Func
tionenelemente 6 kann bewirkt werden, dass, wenn 8 = 6 gesetzt 
wird, der dem Gebiete von 8 zugehörende Radius r die IJänge 1 erhält. 

Unter dieser Voraussetzung hat die zwischen 8 und 81 für jeden 
reellen Werth von v bestehende Gleichung die Form 

in welcher a, ß, 'Y reelle Zahlen bedeuten, welche fiir das Innere jeder 
der vier Strecken - 00 ••• -1, -1··· 0, 0··· + 1, 1·.· + 00 constant 
sind und beim Uebergange von einer Strecke zur folgenden sprung- . 
weise sich ändern. Es ist hiernach die friiher (S. 14) gestellte, auf 
die Integration der Differentialgleichung 1p' = F sich beziehende 
Forderung erfUllt. 

Wird nun in den Formeln auf S. 14 

«P (v) = V (10 1 v2 ) 

gesetzt und fUr 8 das aus dem Elemente 6 bei geeigneter VerfUgung 
iiber die Constante Centspringende particuläre Integral der Diffe
rentialgleichung 1p'( s, v) = F (v) eingeführt, während die Veränder-
1ichkeit des Argumentes v auf die obere Halbebene beschränkt wird, 
so stellen jene Formeln ein einfach zusammenhängen
des Flächenstiick M dar, welches inj edem seiner Punkte 
die ch arakteristis ch e Eigens c haft der Minimalfläch en 
b esi tzt, du rch ei n von vi erg e ra d en Strecke n ge bildete s 
Vierseit begrenzt wird und in seinem Innern von sin
gulär en Ste lIen frei is t. 

Die Seiten des begrenzenden Vierseits bilden mit einander der 
Reihe nach die Winkel a l '1t, a~'1t, aa'1t und a 2 '1t. Ueberdies besitzt 
dieses Flächenstiick M und daher auch seine Begrenzung eine durch 
zwei gegenüberliegende Ecken gehende Symmetrie -Ebene. Die Be
grenzungslinie der durch jene Formeln bei der angegebenen Beschrän
kung des Arguments dargestellten Minimalfläche ist daher dem gege
benen räumlichen symmetrischen Vierseit ABO D ähnlich. 

Durch geeignete Verfügung iiber die Constante Cl kann bewirkt 
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werden, dass jene Begrenzung mit dem gegebenen Vierseit auch der 
Grösse nach übereinstimmt. 

Die Differentialgleichung iJi'( s, v) = F CL') hat vi e I' singuläre 
Werthe des Arguments. Durch eine algebraische Transformation des 
Arguments (z. B. durch v2 = t) kann jedoch die Anzahl der singu
lären Punkte auf d I' ei gebracht werden. Die Function s ergibt sich 
dann in Bezug auf die neue Variable als Quotient zweier Lösungen 
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, welche mit der 
bekannten Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe über
einstimmt. 

Unter allen VOll vier geraden Strecken gebildeten in Bezug auf 
eine Ebene symmetrischen räumlichen Vierseiten besitzen die grösste 
Symmetrie diejenigen, deren vier Seiten gleich lang und deren vier 
Winkel gleich gross sind. Hierbei ist die Grösse dieser Winkel 
innerhalb der Grenzen 0 und t 1t noch willkürlich. 

Mit Rücksicht auf eine früher (S. 17) angestellte Specialunter
snclnmg liegt es nun sehr nahe, die Winkel des räumlichen Vierseits 
gleich 60° oder ! 1t anzunehmen. Diese Annahme fUhrt zu dem im 
Eingange erwähnten speciellen Falle, dessen nähere Untersuchung die 
Hauptaufgabe der vorliegenden Abhandlung bildet. 

Werden zu singulären Punkten v = 0, + 1, co, -1 gewählt, so 
ergibt sich, da 

1- ~2 
--2--

(1+v 2? 
iJi'(s, v) = i8' v2 (1-v2)2' 

Wird dagegen die Halbebene v durch die Function 

. l-u 
v=~'l+u' 

z-v 
U =-:--

t+v 

5 
T8' 

auf die Fläche eines mit dem Radius 1 um den Punkt u = 0 be
schriebenen Kreises abgebildet [a. a. O. S. 616], so sind die nenen 
singulären Punkte + 1, i, -1, -i, und es ergibt sich 

iJi'( ) " 16u2 

s, u = -{'tl' (I~ u'Y-' 
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Es wird nun dazu geschritten werden, diese Differentialgleichung 
m endlicher Form zu integriren. 

Der Differentialgleichung 

(1+ V2)2 
P'(s,v) = ls' v2 (1_v2 )2 

lässt sich durch eine Reihe von der Form 

s = C'Evt(1+clv2+c2v4+ .. ) = 0 

genügen, in welcher E = ei "" ist, die Constanten c bestimmte reelle 
positive Werthe haben und worin C eine willkürliche Constante be
deutet. Die Reihe 1 + Cl v2+ C2 v4+ .. convergirt für alle Werthe von 
v, deren absoluter Betrag den Werth 1 nicht überschreitet. 

Es sei 0 0 der Werth der Reihe für v = + 1. Der geradlinigen 
Strecke v = O· .. + 1 entspricht die geradlinige Strecke (j = O· .. C 0 0 c 
oder ab (Fig. 4.), der Strecke v = 0·· ·-1 die geradlinige Strecke 

, 
, , 

~-------, 

. , , 
I 

, , 
I 

Fig.4. 

\ 

\ 

o = 0·· ,Clioc2 oder ad. Dieses sind zwei Seiten eines regelmässigen 
Sechseckes ab q c r d. Werden um d und b mit d b als Radius zwei 
von bund d ausgehende Kreisbogen beschrieben, welche sich in c 
schneiden, so ist das hierdurch entstandene Kreisbogenviereck abc d, 
dessen Winkel sämmtlich gleich in sind, das der oberen Halbebene v 
entsprechende Gebiet des aus dem Elemente (j entspringenden parti
culären Integrales s. 
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Der Differentialgleichung 

lässt sich durch eme Reihe von der Form 

s = C'tt(1+c;u4+c;u8+ .. ) - s' 

mit reellen positiven Coefficienten c' genügen, welche für alle Werthe 
von u, deren absoluter Betrag den Werth 1 nicht überschreitet, con
vergirt. 9) Das Gebiet des particulären Integrals s' ist daher in Bezug 
auf vier gerade Linien symmetrisch, welche durch den Punkt s' = 0 
gehen und von denen jede mit der vorhergehenden den Winkel in: 
bildet. Hierdurch ist die Gestalt dieses Gebietes unzweideutig be
stimmt, da überdies bekannt ist, dass die Begrenzung desselben aus 
vier Kreisbogen besteht, deren Tangenten in den Ecken des von den
selben gebildeten Kreisbogenvierecks den Winkel in: einschliessen. 

Werden um die Ecken klmn eines Quadrates (Fig.5.) als Mittel-

Fig.5. 

punkte und mit der Seite des Quadrates als Radius vier Kreise be
schrieben, so ist die allen vier Kreisen gemeinschaftliche Fläche abc d 
dem eben betrachteten Gebiete ähnlich. Die Winkel dieses Kreis
bogenvierecks sind nämlich gleich in, weil zwei Kreise, von denen 
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jeder durch den Mittelpunkt des andern geht, sich unter einem Winkel 
von !,,; schneiden. 

Der durch die Ecken des Quadrates gehende Kreis wird von den 
vier construirten Kreisen in diametral gegenüberliegenden Punkten 
geschnitten. 

Die Constante 0' möge reell und positiv gewählt und durch ge
eignete Verfügung über ihre Grösse möge bewirkt werden, dass das 
Gebiet des particulären Integrals s' einem Quadrate k l 'In n entspricht, 
dessen halbe Diagonale Ok die Länge 1 hat. 

Die Grösse 
Oa pa-pO \13-1 
Ok = -ok-= V2 

möge im Nachfolgenden der Kürze wegen mit a bezeichnet werden. 
Ausser in den Punkten a, b, c, d und k, l, 'In, n schneiden sich die 

vier Kreise noch in vier Punkten c, f, g, h. Dem Mittelpunkte 0 des 
Quadrates entspricht der Werth s' = 0, die Richtung der Strecke Oa 
der positiven Richtung der Axe des Reellen in der Ebene 8'. 

Hiernach ergeben. sich für die complexen Grössen 

welche durch die Punkte 

a, b, c, d, c, f, g, h 

geometrisch dargestellt werden, die Werthe 

a1 - a, a2 - ai, as - -a, 
1 ~ 1 ~ 

a5 - -a' a s -

a1 • a5 - -1, a2 • as -
-a' a7 

+1, as· 07 

- Ci' 
- -1, 

a8 = -a-' 
a4 • a'8 = +1. 

Eb . di F t· , . t d· F t· s' - a1 
~ enso WIe e une IOn S IS le une Ion -,--s-a5 

läres Integral der Differentialgleichung 

also auch von 

16u2 

"'P(s, u) = T5-g. (1-u4Y' 

. (1+ V2)2 
"'P(s, v) = i-g· v2 (1_v2 )2 , 

ein particu-

und zwar hat dieses Integral als Function von v genau die oben für 
das particuläre Integral (1 angegebene Entwickelung. Denn es ent

s'-at 
sprechen den beiden Kreisbogen ab, a d bei dem Integrale -, -s -a5 
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zwei vom Nullpunkte ausgehende ganz im Endlichen liegende gerad
linige Strecken, während andrerseits das Integral 6 das einzige ist, 
dem diese Eigenschaft zukommt. 

Es kann daher durch geeignete Bestimmung der in dem In
tegrale 6 noch verfügbaren Constante C bewirkt werden, dass 
s' - al 'th" a5 6 - a l • d -,-- = 6, ml Ins = --1- WIr • s -as 6-

Aus diesen Gleichungen ergibt sich, da das Integral 6 für die 
ganze Umgebung des Punktes v = 0, beziehungsweise tt = + 1, er
klärt ist, die analytische Fortsetzung des Integrales s' in der ganzen 
Umgebung des Punktes u = + 1! während dasselbe durch die obige 
Entwickelung zunächst nur für das Innere des durch die Punkte 
u = ± 1, ± i gehenden Kreises erklärt ist. 

Wenn v um den Punkt v = 0, mithin u um den Punkt u = + 1 
in positiver Richtung einen Umlauf macht, so geht nach dem ersten , , 
Umlauf 6 in 6. Ef , also s, - a, in s, - al • ES, nach dem zweiten 6. Ef 

. S -as s -as 

in 6'E, s:-al • E2 in s:-al ' E über. Nach dem dritten Umlauf nimmt 
s -ai s -as , s -a 

6 . E wieder den anfänglichen Werth 6, _, __ 1 • E den anfänglichen 
, s-~ 

Werth s, -al an, womit der Cyclus geschlossen ist. 
s-as 

Es ergibt sich folgende Tabelle 

-a t /2' IV , 

aß-al 1/2- a7-al a _aS-al , 102 :I 
= -ay 'E, -- = - -avtJ·E. as- a5 a7-a5 y2 ' (1,8- a5 -

Dem Werthe v = + 1 entspricht tt = i, s' = a" 6 = vi . E. Nach 

einem positiven Umlauf von v um den Punkt v = ° entspricht dem 

Punkte v = + 1 der Werth 6 = vi' Bei der analytischen Fort-

setzung des Integrals s' um den Punkt u = + 1 geht also, wie die 
Tabelle zeigt, der Werth s' = at für den Punkt u = + i nach dem 
ersten Umlauf der Variablen tt um den Punkt u = + 1 in den Werth 
a7 , nach dem zweiten in den Werth a4 und nach dem dritten '.Vieder 
in den anfänglichen Werth as über. Es entsprechen also dem Werthe 
u = + i ausser dem Werthe s' = a2 noch die Werthe a7 und ai , 

welche in Bezug auf den Punkt u = + 1 zu derselben Gruppe ge
hören. Analogerweise entsprechen dem Werthe u = - i ausser dem 
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Werthe s' = a~ in Bezug auf den Punkt u = + 1 noch die Werthe 

s'-a 
Aehnlich wie das Integral _, __ I = 6 sind gebildet die Integrale 

s -a5 

s'-as -,--, 
s -a, 

Aus der Betrachtung dieser Integrale folgt, dass bei dem Umlauf 
von u um den Punkt u = + i der Werth von s' für den Punkt 
u = -1, s' = as , libergeht in a8 und in a" und dass der W erth 
s' = a, flir den Punkt u = + 1 in a3 und in a8 übergeht. Dagegen 
gehören in Bezug auf den Punkt u = - i flir den Werth u = + 1 
die Werthe a1) as, as, flir den W erth ~~ = -1 die Werthe as , all as 

zu derselben Gruppe. 
Hieraus ergibt sich, dass die acht Werthe a1 bis 08 in zwei Ab

theilungen zu je vier zerfallen. Die Werthe all as, a6, a8 entsprechen 
den Werthen u = +1 und u = -1, die Werthe a2 , a4 ,- a5 , a7 hin
gegen den Werthen u = + i und u = -i. Dies führt zur Betrach
tung des Productes 

dessen Zähler für die Werthe u = ± 1 und dessen Nenner für die 
Werthe u = ± i verschwindet. 

Der erste Factor dieses Productes ist gleich 6; seine dritte Po
tenz hat also in der Umgebung des Werthes v = 0, beziehungsweise 
u = + 1, den Charakter einer ganzen Function und wird für ~t = + 1 
unendlich klein von der Ordnung der Grösse (u-1)2. 

Für die drei andern Factoren ergeben sich die Werthe 

Das Product derselben ist also gleich 

1 6 s+(aV2)S 
a-. (26)3_ aS 

e 6+aV2e 
=--. 

V26-aE ' a 

und besitzt als rationale Function von 6 S flir die Umgebung des 
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Punktes v = 0, also auch für die Umgebung 
den Charakter einer ganzen Function. 

des Punktes u - + 1 

Hieraus folgt, dass die dritte Potenz des 
stehenden Productes 

( s'-a s'-a s'--a S'-a)3 ____ 1. _____ 8. ____ 6. ____ S 
, f I , S -a s -a s -a s ·--a 5 7 2 4 

aus vier Factoren be-

X (s') 

für die Umgebung des Punktes u = + 1 den Charakter einer ganzen 
Function besitzt und für diesen Punkt unendlich klein wird von der 
Ordnung der Grösse (u - W. 

Sind nun u = tto und s' = s~ zwei zusammengehörende Werthe 
von u und s', so gehört zu dem Werthe u = Uo ' i der Werth 
s' = s~. i. Wird dieser Werth für s· in den Ausdruck für X (s') ein
gesetzt, so ergibt sich mit Hülfe von Relationen wie der folgenden 

der Satz: Gehört zu dem Werthe u = tto der Werth X (s') - X (s~ ), 
so gehört zu dem Werthe u = uo' i der Werth 

X(s') = X(s' .i) = _1_. 
o X (s~) 

Hieraus folgt, dass die Function X (s') in der U mge bung des Punktes 
u = + i den Charakter einer rationalen Function besitzt und für 
diesen Punkt von der Ordnung der Grösse (u-it2 unendlich gross wird. 

Durch Fortsetzung dieses Schlusses ergibt sich, dass die Function 
X (s') in allen singulären Punkten den Charakter einer rationalen 
Function besitzt. Daher ist die Function X (s') selbst eine rationale 

( 1_u2)2 IO) 
Function von u und zwar gleich Co' 1+u2 • 

Der Werth von Co ergibt sich aus dem Paare zusammengehö

render Werthe u = 0, s' = ° 

Also ist s' eine algebraische Function von u und zwar ist, wenn 
s' = s gesetzt wird, 

[.(s-a1)(s-aS)(s-a6)(S-as)]3 = (1-2 V3S2-s4'f = (1-u:\2 
.(s-a5 )(s-a7 )(s-a2 ) (s-a4 ) 1+ 2 V3S2-84 ) 1+ u ) 

die zwischen u und s bestehende algebraische Gleichung. 
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Fortan möge die"Grösse s ausschliesslich das particuläre Integral 
s' sowie dessen analytische Fortsetzung bezeichnen und zwar möge 
dieselbe zur unabhängigen Variablen gewählt werden. 

Um die auf S. 14 für die Coordinatell eines Punktes der Mini
malfiäche aufgestellten Formeln auf den vorliegenden Fall anwenden 
zu können, ist nur an die Stelle der in denselben vorkommenden 
mit u bezeichneten Grösse die zuletzt mit v bezeichnete einzusetzen. 
Dann kommt in diesen Formeln die" Grösse v nur in der Verbindung 

tP(v). (~:J vor, und zwar ist nach dem Vorhergehenden 

tP(v) = v (1~V2) 
zu setzen, wo Cl eine reelle Constante bedeutet. 

Wird nun durch die Gleichung v = i 11-u die Grösse u einge+u 
führt, so ergibt sich 

( dv "Y G ( dv \2 20 i (dU 'f 
tP(v) TB) = v(1 1 v2 ) TB) = 1_lu' TB)' 

und diese Grösse ist jetzt noch durch sauszudrücken. 
Es ergibt sich 

(~=1 •.. 8) 

Nun sind alle in den erwähnten Formeln vorkommenden verän
derlichen Grössen durch die Variable s, beziehungsweise deren con
jugirte So ausgedrückt. Wird noch der reellen Constante Cl der Ein-

fachheit wegen der Werth - ~r;; beigelegt und derjenige Zweig der 
3v3 

analytischen Function 1 , welcher für s = 0 den Werth 
\'1_14s4+s8 

+ 1 besitzt, mit g: (s) bezeichnet, so ergeben sich für die Co ordinaten 
eines Punktes der zu betrachtenden Minimalfiäche folgende Ausdrücke 

x = !(1-s2 )g:Cs)ds+!C1-s:)g:CS1)dso 
o 0 

y = ji(1+s2 )g:(s) ds + r -i(l+ s:) g:(sJ dso 
o • 0 

CA) ß = J 2s g: (s) ds + J2s1 g: (SI) dsu 
o 0 

g:(O) = +1. 
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Wird die Veränderlichkeit der Variablen 8 auf das Innere und 
die Begrenzung des Kreisbogenvierecks abc a (Fig. 5.) beschränkt und 
werden den Variablel1 8 und 8, nur conjugirte Werthe beigelegt, so 
stellen die Gleichungen (A) ein reelles, einfach zusammenhängendes 
von vier geradlinigen Strecken begrenztes Flächenstiick lJI dar, 
welches in jedem seiner Punkte die charakteristische Eigenschaft der 
Minimalflächen besitzt; die vier Seiten des begrenzenden Vierseits 
haben gleiche Länge und jeder der vier 'Winkel desselben beträgt 60°. 

Sobald die analytische Fortsetzung dieses Flächenstiickcs mit in 
Betracht gezogen wird, fällt die übel' das Gebiet der Grösse 8 ge
machte beschränkende Voraussetzung fort und es sind danIl die in 
den Gleichungen (A) angedeuteten Integrationen fiir jede der beiden 
unabhängigen Variablen 8 und 8, einzeln auf demselben Wege auszu
fiihren. 

Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 3 
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Zweiter Theil. 

Die durch die Formeln (A) (S. 32) dargestellte Fläche soll nun 
näher untersucht werden. 

Die Integrale, durch welche die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes dieser Fläche ausgedrückt sind, sind hyperelliptische von der 

Irrationalität Vi _14s4+ S8 abhängende Integrale erster Art. 
Die Integrale von der Form 

J 2sds 
Vl-14s4+ S8 ' 

welche in dem Ausdrucke für die Coordinate z vorkommen, fiihren 
durch die Substitution S2 = t auf das elliptische Integral 

während diejenigen Integrale, durch welche die Coordinaten x und y 

ausgedrückt sind, durch dieselbe Substitution in die hyperelliptischen 
Integrale 

J (l-t)dt 
2Yt(1-14t2+t4 ) , 

und die conjugirten übergehen. 

J i (l+t)dt 
2 yt(1-14t2+t4 ) , 

Auch diese Integrale lassen sich durch geeignete Substitutionen 
auf elliptische zurückführen. 

Leg end I' e hat gezeigt, dass die von einer Quadratwurzel 

Vx(1-x2)(1-k2x2) abhängenden Integrale auf elliptische führen. 
Dasselbe hat Ja c 0 bi fiir die von der Quadratwurzel 

yx (i-x) (1-k2 x)(1-l2 x) (1- k2 l2 x) 

abhängenden Integrale nachgewiesen. 
Es sei R (x) eine ganze Function fünften Grades. Die fünf W ur

zeIn der Gleichung R(.x) = 0, von denen nicht zwei einander gleich 
sind, mögen in irgend einer Reihenfolge mit a1 , a2 , -ag, a., as be
zeichnet werden. Eine Wurzel, etwa all werde herausgegriffen und 
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der Reihe nach von don iibrigen Wurzeln subtrahirt. Hierdurch ent
stehen die Wurzeldifferenzen a'2--all a3-a" (t.--(t" a5-a,. 

Wenn es nun möglich sein soll, durch eine lineare Substitution 
des Arguments die Function R(x) in die specielle von Ja c 0 bi ange
gebene Form zu setzen, so muss es möglich sein; aus den fünf Wur
zeln eine solche herauszugreifen, dass das Product zweier der entste
henden Wurzeldifferenzen gleich dem Producte der beiden anderen 
Wurzeldifferenzen ist; es muss also, für eine gewisse Wahl der 
Wurzeln flie Gleichung bestehen 11) 

Das Integral 

(a2 -et,)(as-aJ = (a,-a,)(a5-a, ). 

f x-a -h2 --:=='== dx 'IR (x) 

geht, wenn diese Gleichung erfüllt und h durrh die Gleichung 

h' = (a 2-a1 )(aS -a,) = (ai -a,)(a5-a, ) 

bestimmt ist, durch die Substitution 

V'ii 

in ein elliptisches Integral über. 
Wenn der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen, WIe 1m vorlie

genden Falle R (t) = t (1-14 t2+ t'), nur solche Potenzen der unab
hängigen Variablen enthält, deren Exponenten ungrade Zahlen sind, 
können die fünf Wurzeln stets und zwar in zwiefacher Weise so an
geordnet werden, dass die obige Gleichung erfüllt ist. 

Diese beiden Anordnungen sind 

a1=0, a2=2 + '13, as=2-V3, a.=-(2-V3), a5= -(2 +\/3); h'= +1 
und 
a1=0, a2= 2 +'13, a8= -(2-'13), a.=2-V3, a5= -(2 +'13); h4=_1. 

Es führen also die Integrale 

und f (Lf it) dt 
2 Vt (1-14t2+ t<) , 

oder 
f (1 +- S2) 'J (s) ds und /(1 +- ist) 'J (s) ds 

durch die Substitutionen 
a* 
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auf elliptische Integrale. 

(Unter Vr und V - i sind hier und im Folge11l1en stets die 'Verthe 
l+i 1-i -- und -_- zu verstehen.) 
V2 \/2 

Es sind also die drei Coordinaten x, V, z eines beliebigen Punktes 
der Fläche darstellbar als Summen je zweier elliptischen Integrale 
erster Art, deren obere Grenzen algebraische Functionen zweier un
abhängigen Variablen sund S1 sind. 

Die Integrale 

f 2xdx 
Vl-2gx4+ x8 ' 

führen für jeden Werth von 9 durch Substitutionen der angegebenen 
Form auf elliptische. Im vorliegenden Falle, wo 2g = 14, gibt es, 
wie beiläufig bemerkt werden mag, ausser diesen fünf Integralen noch 
acht andere, bei denen eine solche Zurückführung auf elliptische Inte
grale durch analoge sehr einfache Substitutionen möglich ist. 

Nun handelt es sich darum, unter den Integralen erster Art, 
welche durch einfache Substitutionen direkt auf elliptische Integrale 
führen, drei auszuwählen und für die folgenden Betrachtungen zu 
Grunde zu legen. 

Hierzu eignen sich vor allen andern die drei Integrale 

weil die durch die Substitutionen 

s' = t, (!~f~) = t', (l+ V :s'{=t" 
s-V~ ) 

aus denselben hervorgehenden elliptischen Integrale die seI b e Form 

f dt 
• r--=---= erhalten. 
vl-14t2+t4 

Wird nämlich 

= s', l+V-is " ---=- = s s-Vi 
gesetzt, so entspricht, vorbehaltlich einer später zu treffenden Zeichen-



Bestimmung einer speciellen Minimalfläche. 37 

bestimmung, einem U ebergange von s in s' ein U ebergang von 
2s~(s)ds in V-i(1-is2)~(s)ds oder in 2s'~(s')ds'. 

Einem Uebergange von s in s' entspricht ein Uebergang von s' 
in s" und von s" in s; ebenso entspricht einem U ebergange von s in 
s" ein solcher von s' in s, von s" in s'. 

Es möge nun die zu betrachtende Fläche auf ein neues Coordi
natensystem bezogen werden, welches mit dem vorigen die Z-Axe ge
mein hat und gegen dasselbe in der Richtung von der positiven 
Y-Axe nach der positiven X-Axe um 45° gedreht, ist. 

Für die Coordinaten x', y', z' eines beliebigen Punktes der Fläche 
in Bezug anf das neue Coordinatensystem ergeben sieh dann die 
Ausdrücke 

x' = x-=.y = rV-i(1-is2)~(s)ds+ IV~(l+is~)~(sl)dsl1 
V2'0 . II 

(A') x+ y /' y' = '~/'-2-- - fV{(1+is2)~(s)ds+. V=i(l-is~)~(sl)dsl1 
v 0 u 

12s~(s)ds + f2s1~(sJdsl' 
o 0 

, 
z= 

Hierin bedeuten ~ (s) und ~ (sJ wie in den Formeln (A) diejenigen 
Zweige der analytischen Functionen 

1 

Vl-14s~+ s~ , 

welehe fiir s - 0 und SI = 0 den Werth + 1 haben. 

Es ist niitzlich, der Discussion dieser Formeln eme nähere Be
trachtung des Integrales 

J 2sds 
J2s~(s)ds = Vl-14s4+-~-

vorangehen zu lassen, weil mit dessen Eigenschaften die Eigenschaften 
der zu untersuchenden Fläche aufs Engste zusammenhängen. 

Die einzigen singulären Werthe für die Integrationsvariable s 
sind bei diesem Integrale die Wurzeln der Gleichung 1-14 S4+ S8 = o. 

'V3'-l b . h Wird der Werth von .--~- wie oben mit Ct ezelC net, so sind 

sämmtliehe Wurzeln 
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1 . i 1. i 
a, -' a~ -' -Cf --' -al --a' 'a' , a' , a' 

Für jerlen Punkt der Ebene, mit Ausnahme dieser acht singulären, 
hat die Quadratwurzel Vl-14s4+sij zwei Wel'the. 

Um diese von einander zu unterscheiden, denke man sich in der 

Ebene s viel' geradlinige Schnitte ausgeführt, VOll a bis ~, von 
1 i a 

ai bis ~, von -a bis -- und von -ai bis --. (Fig.6.) 
a a a 

, , 
, 

\ 

.1"'" 

Fig.6. 

' ......... 

Dann kann die Verzweigung der Werthe der Quadratwurzel 
\11-1484+88 durch eine über diese Ebene ausgebreitete zweiblättrige 
R i e man n' sehe :Fläche dargestellt werden, deren zwei Blätter längs 
der erwähnten Verzweigungs schnitte in einander übergehen. 

Unter dem Werthe der Quadratwurzel fii.r einen dem ob e ren 
Blatte dieser Fläche angehörenden Punkt S = So möge derjenige 
Werth der Quadratwurzel verstanden werden, welcher bei stetigem 
U ebergange von s aus dem Punkte So in den Punkt 0, wobei s keinen 
der vier Verzweigungs schnitte überschreiten darf, übergeht in den 
Werth + 1. Dieser Werth der Quadratwurzel möge ohne Marke oder 

mit + Vl-14s~+s: lIDd der reciproke Werth desselben mit ~(so) be
zeichnet werden. Der entgegengesetzte Werth der Quadratwurzel, 
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der mit -Vl-148~+ s~ zu bezeichnen ist, geht unter denselben Be
dingungen in den Werth -1 übel' und geh(irt hiernach dem ent
sprechenden Punkte des u nt e ren Blattes der Fläche an, 

Durch diese Bezeichnung, welche im Folgenden festgehaltell werden 
soll, sind die beiden Wel'the der Quadratwlll'zel für alle Punkte der 
Ebene s, welche nicht jellell Schnitten angehörcll, VOll cinulll1L'r unter
schieden, Längs der Schnitte selbst hat in jedem Punkte die Quaclrat

wurzel Vl-14 s'+ S8 und also auch die Funetion l} (8) zwei entgegen

gesetzt gleiche Werthe und es sind daher - Vl--=I4 s'+ s" und -l} (8) 
die analytischen Fortsetzungen von vr=--14-;i+-~8 nnd l} (8), sobald 8 

einen diesel' Schnitte überschreitet. 
Damit es möglich Sül, auch die lntegralfullction 

für das obere Blatt der Ebene als eine eindeutige Funetioll der oberen 
Grenze zu definiren, mögen die erwähnten viel' Schnitte übel' die 

P k 1 i 1 i h' dl" L' , 11T ll' I un te -, -, --, - -- maus gera llUg u1S lllS L llelH lC 1e ver-a (t' a a 
längert und diese Verlängerungen als viel' zu den friiheren Schnitten 
hinzutretende neue Schnitte angesehen werden. Wird dann festge
setzt, dass der Integrationsweg keinen clel' Selmitte überschreiten 

darf, so hat das Integral j802s l} (s) ds für jeden nicht auf einem der 
o 

Schnitte liegenden Punkt So einen endlichen, von der Gestalt cles In-
tegrationsweges unabhängigen Werth. Falls 80 ein Punkt eines 
Schnittes ist, ist noch anzugeben, ob der Integrationsweg für einen 
im Punkte s = 0 gedachten Beobachter auf der ncgatiyen (rechten) 
oder auf der positiven (linken) Seite des Schnittes mündet; dies möge 
durch die dem Integralzeichen beigefügte Marke - oder +, also durch 
_[80 oder +[80 angedeutet werden, 

t 0 '0 

Unter den gemachten Voraussetzungen gelten die Gleichungen 

Durch die Substitution S2 = geht das betrachtete Integral in 

das elliptische Integral f. / ~-= übel', Werden die halben 
V 1-14t2+ t~ 
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Perioden dieses Integrals mit ro und ro' bezeichnet, also 

j a
2 dt "11 dt 'f1 dt 

ro = 2 0 V1"": 14t2+ ti ' ro = 2l 0 V1 + 14t2+t~ = 2~ a2 v- (1-14t2+ t4 ) • 

wobei den Quadratwurzeln ihre positiven \Verthe beigelegt werden, 
so ergeben sich folgende Werthe für das Integral f2s ~ (s) ds 

I I 

j "a= _0) J\/i - -~: J'- ro' Ja-- ro'· 1'- ro+ro' 1a- -~+ ro' 2' -2' -2' -, - 2' -2 . 
o 0 a (t 0 0 

Hiernach sind die in Fig.7. und Fig. 8. dargestellten Schemata 
fiir die Integralfunctionen 

j802s ~ (s) ds und 1802S ~ (s) ds 
o ±a 

entworfen. Mit Hülfe derselben ist es leicht, den Werth des Integrals 

J812S~(S)dS bei beliebig gestaltetem Integrationswege anzugeben, 
80 

wenn die beiden Grenzen So und S1 unter den Werthen 

o + +. + 1 +~ +1 +. +d+," , - a, - al, - a' - CI, ,- ,- ~, - V - ~ 

Fig.7. 
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Fig.8. 

"" 

\. 

", "" 

~~' '\(t/I 

1 7'w,: 
",/ ... 

--/' 
--' 

............... 

enthalten sind und von dem Integrationswege, der nur an die Bedin
gung geknüpft ist, durch keinen der singulären Punkte zu gehen, 
bekannt ist, welche der acht Schnittlinien er der Reihe nach und in 
welcher Richtung er jede einzelne derselben durchschneidet. 

Die drei Integrale 

mit derselben unteren Grenze 0, derselben oberen Grenze s und dem
selben Integrationswege , können, wie oben (S.36) angegeben, durch 
die Substitutionen 

1+ yrs , 
---== = s, s-y-i 

1+ V-is " s-yr = s, 

auf drei Integrale derselben Form f 2s ~ (8) ds, aber mit verschiedenen 
lmteren lmd oberen Grenzen und dem entsprechend verschiedenen In
tegrationswegen zurückgeführt werden. 

Durch die Substitution 1+ ~~-s. = s' entspricht 
s- -~ 
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dem Punkte 

8 = 0, ./";" ./-' 1 i i 1. . 
--y~, -y -ti -a, + -a i + a, --, + -,' --, a~, -at a a a 

der Punkt 

s' = - 'Ir, -- V - i , o· - (t + ~. - ~ + ~ + a' ai ai 1 , , a' a' a' , ,-, a 

W· d a+s Ir ---
1-as 

6 gesetzt, so ist 

a + s' , -1- '13 . i 
i-aB' = 6 = 6'--2--' 

Die geometrische Interpretation dieser Gleichungen ist folgende. 

Durch die Function la ~ = 6 wird die Ebene s auf eine Ebene 6 -as 
conform abgebildet, so dass dem Punkte s = ~ der unendlich ferne a _ 
Punkt, dem Punkte s = -Cl der Nullpunkt der Ebene 6 entspricht. 
Beschreibt der Punkt s eine Linie, so beschreibt der Punkt 6 eine 

entsprechende Linie. Ebenso ist di~ Gleichung s' = 1 +. yr s. geo-
S-y-~ 

metrisch zu deuten. Einer bestimmten Linie s entspricht also eme 
bestimmte Linie 6 und eine bestimmte Linie s'. In gleicher Weise 
entspricht der Linie s' eine Linie 6'. Die Gleichung 

, -1-\l3.i 
o = ~'--2--

sagt aus, dass die Linie 0' aus der Linie 11 durch Drehung derselben 
um den Punkt 11 = 0 und um einen Winkel von 2· i:n; oder 2· 1200 

in positivem Sinne erhalten werden kann. 
Zu jedem Integrationswege von s kanu also durch eine einfache 

Constructiou der entsprechende Integrationsweg von s' bestimmt 
werden. 

Bei einer Wiederholung dieser Construction geht s' in s", s" in s 
über. Durch dieselbe Construction bei entgegengesetztem Sinne der 
Drehung in der Ebene (j geht s in s", s" in s', s' in s über. Die 

Werthe s = -a, s = + ~ sind die einzigen, für welche s' = s" = s. 
a 

Es ist oben S. 37 bemerkt worden, dass abgesehen vom Vor
zeichen 

V-i(1-is2 )ij(s)ds unu 2s'ij(s')ds' 

mit einamler iibereinstimmen i eR ist nun <He Bestimmung des Vor-
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zeichen:; auszuführen. Der Anfang der Integrationen ist bestimmt 
durch S = 0, ~ (0) = + 1. Bis auf kleine Grössen höherer Ordnung, 
die hier nicht in Betracht kommen, ergibt sich fii.r die Umgebung des 
Werthes s = 0 

V-i(1-is2)~(s)ds = V-ids; s'.= -Vr, ds' = -2ids, ~(s') = +-1, 
mithin 2s' ~ (s' ) ds' = - V - i ds. Es ist also fii.r die U mge bung des 
Werthes s = ü, s' = _\Ii' 

V-i(1-is2)~(s)ds = -·2s'~(s')ds', 

und ebenso zeigt sich, dass unter derselben Voraussetzung 

VT (1+ is2 ) ~ (s) ds = -2s"~ (s") ds" ist. 

W erden nun unter s~ und s~ die zu s' und s" conjugirten Grössen 
verstanden und wird statt s und SI s'" und s~' gesetzt, so gehen die 
Gleichungen (A') über in 

x' = - f8'_.2S~ (s)ds - f8~ 2sl~(sl)ds() 
-Vi -V-i 

B) y' = - f8"~S~(S)dS- f8~_ 281~(s,)ds)) 
-V-i -Vi 

wobei die Functionen ~ (s) und ~ (81 ) die oben erklärte Bedeutung 
haben. Zwischen den oberen Grenzen s' S" s", bestehen die Gleichungen 

1+ VTs'" , 
---=8 ", ,1-' , 
S -y-~ 

1+ V[s' " ---- - s , \/-. - , 
S -y-~ 

1+ vrs" ", ---- = s ",/-. , s -y-~ 

und diesen Gleichungen entsprechend sind die auf die Integrations
variable s sich beziehenden Integrationen auf correspondirenden Wegen 
auszufiihren. Durch Vertauschung von i mit -i und von s' s" s", mit 
s~ s~ s~' ergeben sich die entsprechenden Gleichungen zwischen den 
letztem GrÖssen. Die auf die Integrationsvariable SI sich beziehenden 
Integrationen sind ebenfalls auf correspollmrenden Wegen auszuführen. 

Durchläuft die Variable s", die geradlinige Strecke von s = 0 
bis s = -a und entsprechend die Variable s~' die geradlinige Strecke 
von SI = 0 bis SI = -a, so liegen auch f'iir die Variablen s', s" und 
s~, s~ die Integrationswege ganz in dem ohern Blatte der Ebene und 
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endigen im Punkte -a. Fiir die Coordinaten des dem Werthepaare 
S = -a, SI - -a entsprechenden Punktes der Fläche ergeben sich 
die Werthe 

x' = -ro, y' = -ro, z' - ro. 

Es möge nun gesetzt werden 

x' = -ro+x", y' = -ro+y", z' = ro+z", 

so ergeben sich für x", y", z" dieselben Integralausdriicke wie in den 
Formeln (B) für x', V', ,l, nur mit dem Unterschiede, dass nun die 
unteren Grenzen der sechs Integrale einander gleich, nämlich gleich 
-a geworden sind. Auch sind diese Formeln zeichenrichtig, wenn die 
Veränderlichkeit von s", beschränkt wird, z. B. auf das Innere des 
Kreisbogenvierecks (t bc d. (Fig. 5. S. 27.) 

Bei der getroffenen Wahl des Coordinatensystems bildet die N 01'

male der Fläche in dem Punkte x" = 0, y" = 0, z" = 0 und iiber-

haupt in jedem den Werthepaaren s = - a" SI = - a und s = ~, a 
1 

SI = - entsprechenden Punkte 
a 

der Fläche mit den positiven Rieh-

tungen der Coordinatenaxen gleiche Winkel. 
Wird nun statt der Grösso s die Grösse 6 eingeführt, so er-

gibt sich 

1 (15+~)(15-a)d15 
-2V2-' V 11 (1+ 2~2 63~(j&) , 2s'ij (s) ds 

mit der Bestimmung, dass für positive Werthe von 15, welche kleiner 
als V2 sind, der Quadratwurzel ihr positiver \Verth beizulegen ist. 

Wird 6 = T2 gesetzt, und mit f (T) derjenige Zweig der Fnnction 
1 

-~i·-V~:- 2~2- T6_Tu 

bezeichnet, dessen Werth für T = 0 positiv ist, so ist 

und es kann der Werth des Integrals 

für alle die Grösse vt dem absoluten Betrage nach nicht iiberschrei-
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ten<1en Werthe v:on -ro in eine nach Potenzen yon To mit ganzen positiyen 
Exponenten fortsehreitende unbe<1ingt eOllvergil'ende Reihe entwickelt 
wer<1en. 

Wenn die zu s', s", s'" gehörelHlen Werthe yon -r mit -r', -r", -r 
bezeichnet werden, so ergibt sich 

, "2 -1 + y'3. i 
-r = 'u, -r = -rE 'wo 13 = --2--' 

Die zu -r conjugirte Grösse möge mit -rl bezeichnet und statt x", V", z" 
m1ige fortan wieder x, V, z gesetzt werden, da eine Verwechselung 
mit den in den Formeln (A) (S. 32) enthaltenen ebenso bezeichneten 
Grössell nicht zu befürchten ist. Dann ergibt sich unter Berücksich
tigung der Gleichungen fCu) = f(-r), f(-rc 2 ) = f(-r) folgendes System 
von Gleichungen: 

x = f( -13 + \/2-r2+ -r4 E~) f(-r) (h + {( _132+ \ß-r~ + -r~ 13) f (-r,) d-rl1 
o • 0 

V = j(-c2+\/2-r2 +-r4 E)f(-r)d-r + r(-E+y'2T~+-r~E2)f(-rI)d-rl' 
o • 0 

z = f(-1+y'2-r2+-r4 )f(-r)d-r +f(-1+\/2-r~+-r:)f(-rJd-r1l 
o 0 

(C) 

1 1 
f(-r) = V ,fCO) = + ."r· V2 . 1+ _7_. -r8 _-r12 v2 

2 \'2 

Aus diesen Gleichungen ist, so lange -r und 'Cl auf die Umgebung der 
Werthe 'C = 0, 'Cl = 0 beschränkt werden, jede Zweideutigkeit ver
schwunden. Für die Co ordinaten x, y, z ergeben sich Reihenentwicke
lungen, welche nach Potenzen von -r und -r1 mit ganzen positiven Ex
ponenten fortschreiten und für alle in der Umgebung der Werthe 
'C = 0, 'Cl = 0 liegenden Werthe von -r und -rl unbedingt convergiren. 

Diese Entwickelungen erweisen sich als sehr geeignet zur nä
heren Untersuchung der Beschaffenheit des in der Umgebung des 
singulären Punktes x = 0, y = 0, z = 0 liegenden Elementes der 
Fläche. 

Geht nämlich 'C in 'CE und gleichzeitig 'Cl in 'CI E2 über, so geht 
z in x, x in y, y in z über; die Fläche ist daher in Bezug auf die 
drei Coordinaten x, y, z symmetrisch und gelangt durch eine Drittel
drehung um die Axe x = y = z mit sich selbst zur Deckung. 

Wird 'C mit 'Cl vertauscht, so geht x in y, y in x über, während 
zungeändert bleibt. Also ist die Ebene x = y eine Symmetrie
Ebene der Fläche. 
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Geht 't in _.'t, 't1 in -'tl über, so gehen x, y, z über in -x, 
-y, _·z: der Punkt x = 0, y = 0, z = ° ist also ein Mittelpunkt 
der Fläche. 

Diese Sätze gelten zwar zunächst nur für solche Werthe von 't 
und 't1 , welche in der Umgebung der Werthe 't = 0, 'tl = ° liegen, 
und für das Flächenelement , welches durch die erwähnten innerhalb 
dieses Gebietes convergenten Reihenentwickelungen definirt ist; in
dessen sind diese Sätze sofort auf die ganze Fläche ausdehnbar, welche 
die analytische Fortsetzung dieses Flächenelementes ist. 

Diese Fläche wird gebildet von dem Inbegriff aller derjenigen 
Punkte des Raumes, in deren Umgebung simultane, d. h. durch Ver
mittelung derselben Zwischenwerthe erhaltene analytische Fort
setzungen der eben erwähnten Reihenentwickelungen fUhren. 

Es sind nun die Anfangsglieder dieser Entwickelungen ins Auge 

zu fassen. Diese sind, abgesehen von dem Factor -V~, beziehungs-
welse 

8't + 82't j , 82't + 8'tj , 't + 't1 ; 

alle anderen Glieder enthalten die Variablen 't oder 't1 m der dritten 
oder in einer höheren Potenz als Factor. 

Hieraus folgt, dass der Punkt x = 0, y = 0, z = ° ein ein
facher Punkt des betrachteten Flächenelementes ist, dass die Ebene 
x + y + z = ° in diesem Punkte die Tangentialebene des Flächenele
mentes ist und dass der Abstand eines dem Punkte x = 0, y = 0, 
z = ° benachbarten Punktes des Flächenelementes von dieser Tan
gentialebene in Bezug auf 't und 't1 , also auch in Bezug auf x, y, z 
eine kleine Grösse dritter Ordnung ist. 

Weil das betrachtete Flächenelement in dem Punkte x = 0, 
y = 0, z = ° eine Punktsingularität nicht besitzt, so wird dasselbe 
von jeder diesem Punkte hinreichend nahe liegenden und der Tan
gentialebene x + y + z = ° nicht parallelen Geraden in nur einem, 
dem Punkte x = 0, y = 0, z = ° benachbarten Punkte geschnitten. 

Aus den Gleichungen (C) (S.45) ergibt sich 

x+y+z = f3V2't2f('t)d't+[3Il2't~f('tl)d'tj' 
o '0 

oder, wenn 'ts = p-, 't~ = P-j gesetzt wird, 

1 \/2 (x + y + z) 
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Die Summe der bei den elliptischen Integrale auf der rechten 
Seite dieser Gleichung kann nur dann gleich Null sein, wenn die 
Summe ihrer oberen Grenzen p- + P-l = $3+ ~~ den Werth Null hat. 
Dies ergibt folgende Werthsysteme: 

n;' 
$ = f".e6 , 

an'" 
$ = r'e-O-, 

61"&1' 

$ = f"·e-O-, 

n;' -6 
$1 = r·e 

$1 = f"·e 

$1 = f"·e 

snt' 
--6-

5ni --.-
in welchen r eine veränderliche (reelle) Grösse bezeichnet. 

Diesen Werthsystemen entsprechen auf der Fläche drei in der 
Tangentialebene x + y + z = 0 enthaltene, einander unter Winkeln 
von 60° schneidende gerade Linien, die Durchschnitte der Ebenen 

y = 0, z + x = 0; z = 0, x + y = 0; x = 0, y + z = o. 
Jede dieser Geraden ist eine Symmetrieaxe uer Fläche. Dies 

folgt z. B. fiir uie Gerade z = 0, x + y = 0 aus uer Eigenschaft, 
dass die Ebene x = y eine Symmetrie-Ebene und der Punkt x = 0, 
y = 0, z = 0 ein Mittelpunkt des betra~hteten Flächenelementes ist. 

Der Ausdruck für den Abstand eines Punktes des Flächenele
mentes von der Tangentialebene x + y + z = 0 zeigt, dass die durch 
die drei Geraden gebildeten sechs Sectoren ues Flächenelementes ab
wechselnd auf der einen und auf der anderen Seite der erwähnten 
Tangentialebene liegen. Es tritt somit für dieses Flächenelement die 
oben (S. 17) beschriebene Singularität (q = 3, p = 2) auf. 

Für die Co ordinaten des dem Werthepaare s", = 0, s~' = ° ent
sprechenden Punktes ergeben sich, vorausgesetzt, dass uie Integra
tionsvariablen S und SI sich auf gerauem Wege von -a bis ° be
wegen, die Werthe (vgl. S. 44) 

X = (iw-lw')+(~w+tw') - w, 
y = (lw+tw')+(tw-tw') = w, 
z = -!w -lw - -w. 

Es ist also der Punkt x = w, y = w, z = - wein Punkt der 
Fläche. Zur näheren Untersuchung des in der Umgebung dieses 

. Punlrtes liegenden Elementes der Fläche ist es nützlich, auf die For
meln (A') (S.37) zurückzugehen, wobei x-w = x', y-w = y', 
8 + w = 8' zu setzen ist. 
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Für die Co ordinaten x', '!I', z' ergeben sich aus diesen Formeln 
Reihenentwickelungen, welche nach Potenzen von 8 und 81 mit ganzen 
positiven Exponenten fortschreiten und fiir alle Werthe dieser Grössen, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als a, unbedingt convergiren. 

Durch Vertauschung von 8 und 81 ergibt sich auch hier die Sym
metrie in Bezug auf die Ebene x' = y'. 

Wenn gleichzeitig 8 mit - 8, 81 mit - 8 1 vertauscht wird, so geht 
x' in -x', y' in - y' über, während z' ungeändert bleibt. Es folgt 
hieraus, dass die Z'-Axe (x' = 0, y' = 0), mit welcher die Normale 
der Fläche im Punkte x' = 0, '!I' = 0, z' = ° zusammenfällt, für das 
Flächenelement eine Symmetrieaxe ist. Also ist auch die Ebene 
x' + '!I' = ° eine Symmetrie-Ebene dieses Flächenelementes. 

Die Ebene z' = ° ist die Tangentialebene des Flächenelementes 
im Punkte x' = 0, '!I' = 0, z' = 0. 

Die Gleichung z' = J 28 ~ (8) d8 + f 281 ~ (81) d81 zeigt, wenn durch 
o' ·0 

die Substitutionen 82 = t, 8~ = tl zu elliptischen Integralen überge-
gangen wird, dass die Gleichung z' = ° nur dann befriedigt werden 
kann, wenn 82+ 8~ = ° ist, d. h. wenn 

8 = t·.yr, 
oder 

8 = r· 'I - i, 8 1 = r· vr 
gesetzt wird, wo r eine veränderliche (reelle) Grösse bezeichnet. 

Diesen Annahmen entsprechen zwei der Tangentialebene z' = ° 
und dem Flächenelement gemeinsame gerade Linien z' = 0, y' = ° 
und z' = 0, x' = 0, welche zugleich Symmetrieaxen des Flächenele
mentes sind. Wird nämlich 8 = V· '1[, 81 = VI' y=I gesetzt, worin 
V und VI conjugirte Grössen bedeuten, und dann V und VI vertauscht, 
so geht '!I' in -y', z' in -z' über, während x' unverändert bleibt, 
woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt. 

In dem Punkte x' = 0, y' = 0, z' = ° tritt also der oben S. 17 
betrachtete Fall (q = 2, p = 1) ein. 

Mit Zuhülfenahme dieser Betrachtungen ist es möglich, auf ana
lytischem Wege eine annähernde Vorstellung von der Gestalt desje
nigen Theiles der Fläche zu gewinnen, welcher bei Beschränkung der 
Veränderlichkeit der Variablen 8 und 81 auf das Kreisbogenviereck 
abc d durch die Formeln (A') auf S. 37 unter der Bedingung darge
stellt wird, dass den Variablen 8 und 8 1 stets conjugirte Werthe bei
gelegt werden. 
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Der Begrenzung entsprechen nach den Sätzen, welche sich für 
das dem Werthepaare 8 = -a, 8, = -a entsprechende Flächenele
ment ergeben haben und welche durch die soeben gewonnenen Sym
metriebeziehungen vervierfacht werden, vier gerade Strecken, welche 
gegen die Ebene z' = 0 unter 45° geneigt sind und deren Projectio
nen auf diese Ebene die Länge 2ro haben. Der geometrische Ort der 
Projection x' + y' i eines reellen Punktes dieses Flächenstückes auf die 
Ebene z' = 0 ist das von den Projectionen der erwähnten Strecken 
gebildete zwischen den Parallelen x' = - ro, x' = + ro und y' = - ro, 

y' = + ro liegende Quadrat. Für positive den Werth ro nicht über
schreitende Werthe von x' und von y' ist der Werth der Coordinate 
z' auch positiv und nirgends grösser als ro. 

Dies kann dadurch bewiesen werden, dass, nachdem das Gebiet 
von 8 in erwähnter Weise beschränkt worden ist, die Gebiete der 
Werthe, welche die Integrale 

unter dieser Voraussetzung annehmen können, als begrenzte Flächen
theile der Ebene geometrisch dargestellt werden. 12) 

Aus dem Gesagten ergibt sich, dass das betrachtete Flächenstück 
aus vier congruenten Theilen besteht, drei auf einander senkrecht 
stehende Symmetrieaxen, zwei auf einander senkrecht stehende Sym
metrie-Ebenen besitzt und der äusseren Gestalt nach mit dem zwischen 
den Ebenen x' = -ro und x' = + ro, y' = -ro und y' = + ro lie
genden Stiicke des hyperbolischen Paraboloides ro· z' = x'· y' grosse 
Aehnlichkeit hat. Beide Flächenstücke haben die Begrenzungslinie, 
die Symmetrieaxen, die Symmetrie -Ebenen und in neun Punkten 
auch die Tangentialebenen gemeinsam. 13) 

Für die Grösse des Hauptkrümmungsradius in einem beliebigen 
Punkte der Fläche ergibt sich der Werth 

Derselbe wird in keinem reellen Punkte der Fläche gleich Null, er
langt seinen kleinsten Werth 1 für 8 = 0, 8, = 0 und wird unendlich 
gross in den vier Ecken. 

Da für die analytische Fortsetzung des eben betrachteten Flächen
stückes die vier Geraden, welche die Begrenzung desselben bilden, 

S c h w a. r z, Gesammelte Abhandlungen. 1. 4 
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Symmetrieaxen sind, so ergibt sich, dass der reelle Theil der durch 
die Formeln (A'), (B), (C) bei unbeschränkter Veränderlichkeit der 
unabhängigen Variablen dargestellten analytischen Fläche aus lauter 
Stücken zusammengesetzt werden kann, welche dem eben betrach
teten congruent sind. 

Dieser Umstand erleichtert die Anfertigung eines Modelles, 
welches dazu dient, eine anschauliche V orstellung der Gestalt des 
reellen Theiles der Fläche, soweit derselbe in einem begrenzten Theile 
des Raumes enthalten ist, zu vermitteln. 

Bei nicht zu geringer Ausdehnung zeigt ein solches Modell eine 
deutliche Per~odicität der Fläche in der Richtung jeder der drei 
Coordinatenaxen. 

Uebergang zu den elliptischen Functionen. 

Es wurde bereits bemerkt, dass es möglich sei, das System der 
Formeln (B) durch eine Aenderung des Coordinatenanfangs so umzu
gestalten, dass die Integrale, durch welche die Coordinaten eines be
liebigen Punktes der Fläche ausgedrückt werden, dieselbe untere 
Grenze - a erhalten. 

Es ergibt sich (vergl. S.43-45) 
s' s' 

X = - f 2sg:(s)ds-f I 2s1 g:(sl)dsl , 
-a -a 

(D) 
s" s" 

y = - f 2sg:(s)ds-f I ~81g:(8Jd81' 
-a -a 

Durch die Substitutionen 8'9 = t', 8~9 = t~ u. s. w. gehen diese 
Formeln, wenn vom Vorzeichen abgesehen wird, in die folgenden über: 

x - f11 dt +ft: dtl 

- I Vl-14t'+t4 2 V'1-14t9
1 +t:' a a 

t" dt t~ 

(E) y=t Vl-14t2+t4+,t Vl-~~t~+t~' 
(" dt ft~' dtl 

Z = t Vl-14t'+t' + a' Vl-14t~+t~' 
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Hierbei bestehen zwischen den oberen Grenzen die Gleichungen 

( 1 + \;;r; V t"')2 = t' 
yt'" -y-i 

Cl±-V-i yt;")2 = t' 
Vt~'-V[ u 

( 1+ y-=1, \jf")2 = t" 
yt"'-y{ , 

( 1+ \jt yt7') = t". 
Vt~' -y-i 1 

51 

Die elliptischen Integrale, durch welche in den Formeln (E) die 
Co ordinaten x, y, z ausgedrückt sind, lassen sich vermöge des Addi
tionstheorems wirklich addiren und zwar ist 

worin ((t, t1 ) eine algebraische Function von t und t1 bedeutet, welche 

durch t, tu Vl-14t2+t\ Yl-14t:+t~ rational ausgedrückt ist. 
Es ist also 

x = ffCt', tU, 
(I~ 

f fCt", tn 
y= , 

(12 

f
fCt"', t'!.~) 

Z= 

a2 

Durch die Gleichung 

ist die obere Grenze t als eine elliptische Function von u definirt. 
Wird diese Function mit 'IjJ (u) bezeichnet, so genügt dieselbe der 
Differentialgleichung 

'IjJ'(uy = 1-14'IjJ(uY+ 'IjJ(U)4 

und der Anfangsbedingung 'IjJ(O) == 2-Y3, während 'IjJ'(O) den Werth 
Null hat. Es ist mithin 'IjJ(u) eine grade Function ihres Argumentes 
oder es ist 'IjJ (-u) = 'IjJ Cu). 

Die obigen Gleichungen ergeben also 

'IjJ(x)=f(t',t;), 'IjJ(y) = ((t", t~), 'IjJ(z) = ((t"" t~'). 

Weil die Grössen t', t", t; und t'; algebraische Functionen von t'" und 
t;" sind und die Function ( eine algebraische ist, so ist es möglich, 
die beiden Grössen t'" und t~' zu eliminiren und es ergibt sich als 
Resultat der Elimination eine Gleichung 

4* 
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F( 1/1 (x), 1/1 (y), 1/1 (z)) = 0, 

worin Feme ganze rationale Function der <1rei Argumente 1/1 (.r) , 
1/1(Y) und 1/1(z) ist. In Worten: 

Es gibt eine in Bezug auf elliptische Functionen 
der drei Coordinaten rationale und ganze Function, 
welche für alle Punkte der betrachteten Fläche den 
Wer t h Null hat. 

Dieser Satz spricht die analytische Natur der vorgelegten Fläche 
aus. Für alle endlichen Werthe des Arguments haben die elliptischen 
Functionen den Character rationaler Functionen; also sind die un
endlich entfernten Punkte des Raumes die einzigen, in welchen die 
Fläche aufhört, den Charakter einer algebraischen Fläche zu besitzen. 
Hiermit hängt zusammen: Während im Allgemeinen diejenigen Flächen, 
deren Co ordinaten als Integrale algebraischer Functionen zweier va
riablen Parameter dargestellt sind, die Eigenschaft haben, jedem Punkte 
des Raumes beliebig nahe kommen zu können, gibt es im vorliegenden 
Falle keinen einzigen bestimmten Punkt des Raumes, welchem die 
Fläche unendlich nahe kommen kann, ohne durch denselben hindurch
zugehen. 

Diese analytische Gleichung, welche die vorgelegte Fläche in 
ihrer ganzen unendlichen Ausdehnung darstellen muss, und welche 
auf dem angegebenen Wege erhalten werden kann, stellt dieselbe je
doch nicht rein dar, sondern ist mit ausserwesentlichen, der vorliegenden 
Untersuchung fremden Factoren behaftet, welche auch durch Adjunc
tion von 1/1' (x) , 1/1'(Y) , 1/1'(z) nicht sämmtlich entfernt werden können. 
U eberdies enthält die auf dem angegebenen Wege zu erhaltende 
Gleichung den Factor, welcher die Fläche selbst und nur diese dar
stellt, in einer höheren als der ersten Potenz. 

Die Ursachen hiervon sind folgende: Die elliptische Function 1/1 (u) 
ist eine doppelt periodische Function mit den beiden Fundamentalpe
rioden 2m und 2m'. Die obige Function F bleibt daher ungeändert, 
wenn an die Stelle von z z + 2m, z + 2m' gesetzt wird. Nun ist aber, 
wie sich bald zeigen wird, der Punkt x = xo, y = Yo' z = zo+ 2m 
im Allgemeinen ni c h t ein Punkt der Fläche, wenn der Punkt 
x = xo' Y = Yo' z = Zo ein solcher ist. 

Daher muss die Gleichung F = ° einen Factor haben, welcher, 
für sich gleich Null gesetzt, die in der Richtung der Z - Axe um 2m 
verschobene Fläche darstellt. 
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Dass die durch mechanische Elimination zu erhaltende Gleichung 
F = 0 die vorgelegte Fläche mehr als einmal darstellen muss, d. h. 
dass sie den Factor, welcher die Fläche allein darstellt, in einer hö
heren als der ersten Potenz enthalten muss, folgt daraus, dass der
selbe Punkt . der Fläche für mehr als ein Werthepaar t'" und t~' er
halten wird. 

Es ist daher ein anderer Weg einzuschlagen, welcher nothwendig 
zu einer unzerlegbaren analytischen Gleichung der vorgelegten 
Fläche führt. 

Die Aufgabe, die gereinigte Gleichung der Fläche darzustellen, 
ist identisch mit der folgenden: 

Alle zu einem beliebig gegebenen Werthepaare x = xo' 11 = 110 

gehörenden Werthe z zu ermitteln und als Wurzeln einer analytischen 
Gleichung zusammenzufassen, welche nur diese Werthe zu Wurzeln 
hat und zwar jeden derselben als einfache Wurzel, wenn durch de:ij 
betreffenden Punkt der Fläche nur ein einfaches Flächenelement hin
durch geht. 

Die angegebene Aufgabe wird zunächst für das Werthepaar 
x = 0, 11 = 0 gelöst, für welches ein zugehörender Werth von z, 
nämlich z = 0, bekannt ist. 

Mit anderen Worten: Wenn 8'" und 8~' von den Werthen 
8 = -a, 8 1 = - a ausgehend, beliebige Wege beschreiben, welche 
Wege sind zulässig, damit das Resultat der auf den entsprechenden 
Wegen s', 8;; 8", s~ ausgeführten Integrationen sowohl für x als für 
y den Werth Null ergebe, und welche Werthe kann z hierbei er
langen? 

Eine jede Integration auf einem beliebigen Wege kann zerlegt 
werden in eine geschlossene Integration, bei welcher die Endpunkte 
der Integrationswege wieder 8 = -a, 8 1 = -a sind, und in eine 
Integration, bei welcher die Integrationswege , welche sich auf die 
Variablen s", und 8~' beziehen, von 8 = -a, 81 = -a ausgehen und 
keinen der Querschnitte überschreiten. Hierbei muss jedoch ein ein
maliges Umkreisen des Punktes - a gestattet werden, damit die End
punkte 8"', 8~' der Integrationswege ebensowohl in dem unteren als 
in dem oberen Blatte der Ebene liegen können. 

Es sind daher zunächst die Werthe derjenigen gleichzeitigen 
Aenderungen zu ermitteln, welche die Coordinaten x, 11, z durch eine 
Integration auf einem ge s chI 0 s sen e n Wege erfahren. 
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Ist das Ergebniss einer solchen Integration auf geschlossenem 
Wege für die Coordinaten x, y, z beziehungsweise 2.Q,1' 2.Q,2' 2.Q,a, so 
bilden diese Grössen für die drei Co ordinaten ein System zusammen
gehöriger Perioden: wenn die Fläche parallel zu sich selbst in der 
Richtung der drei Coordinatenaxen beziehlich um diese Grössen ver
schoben wird, so gelangt dieselbe mit sich zur Deckung. 

Die Aenderungen, welche durch eine Integration auf einem ge
schlossenen Wege herbeigeführt werden, lassen sich nun nach der all
gemeinen Theorie der Integrale algebraischer Functionen durch Ad
dition und Subtraction aus den Ergebnissen solcher Integrationen 
zusammensetzen, bei welchen der geschlossene Integrationsweg ausseI' 
dem Punkte s = -a nur noch je einen der sieben andern singu
lären Punkte umschliesst. 

Da jedoch der Umlauf um einen dieser Punkte ersetzt werden 
kann durch einen Umlauf in entgegengesetzter Richtung um alle 
"ijbrigen, so ist es nur nöthig, für sechs solche geschlossene Integra
tionen, bei welchen der Integrationsweg den Punkt - a und je einen 
von sechs singulären Punkten umschliesst, das System der gleichzei
tigen Aenderungen, welche die drei Coordinaten durch eine solche 
Integration auf geschlossenem Wege erfahren, zu ermitteln. 

Es gehe s", = s von einem in der Nähe des Punktes - a liegen
den Punkte des oberen Blattes aus und beschreibe eine einfache ge
schlossene Linie (Fig. 9.), welche in ihrem Innern nur die beiden 

Fig.9. 

singulären Punkte - a und _1:.. enthält und die von - a ausgehende 

Schnittlinie nur einmal und z~ar in ihrer Verlängerung über _1:.. 
a 

hinaus in positivem Sinne durchschneidet. Der Werth der Quadrat-
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wurzel wird hierbei nicht geändert; das Integral f 2s 'jJ (s) ds erhält 
auf diesem Wege den Zuwachs -2m'. 

Der entsprechende Weg, den s' beschreibt (Fig. 10.), schliesst die 
Kreisbogenstrecke von - abis ai ein und zwar erlangt das Integral 
12s''jJ(s')ds' auf diesem Wege den Zuwachs -2m. 

Der Weg, den s" beschreibt (Fig. 11.), durchschneidet die von 

Fig. 10. Fig. 11. 

- a ausgehende Schnittlinie und tritt in das untere Blatt der Ebene 

ein. Das Integral f 2s" 'jJ (s") ds" nimmt auf diesem Wege um + 2m zu. 
Die im unteren Blatte liegenden Theile der Integrationswege sind 

in den bezüglichen Figuren punktirt gezeichnet. 
Die Coordinaten x, y, z erhalten demnach, wenn s den angege

benen Weg beschreibt, die gleichzeitigen Aenderungen 
1 

s -a···--a 

x +2m 
y -2m 
z -200'. 

Hieraus ergeben sich durch cyclische Vertauschung die Werthe 
der Aenderungen, welche die Coordinaten erfahren, wenn seinen 
Umlauf um die Kreisbogenstrecken -a··· ai und -a··· -ai voll
führt. Dieselben sind enthalten in der Tabelle 

1 
s -a···-- -a·· ·a~ -a··· -a~ 

a 

x +2m -2m -2m 
, 

y -2m -2m 
, 

+2m 
z -2m 

, 
+ 2m -2m 

(1) (2) (3) 
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Wenn hingegen seinen Weg beschreibt, welcher die geradlinige 
Strecke von -a bis + a in positiver Richtung umgibt (Fig. 12.), 

Fig.12. 

so umgeben die entsprechenden Wege von s' und s" die Kreisbogen-
i i 

strecken, welche von -a nach -- und +- führen (Fig. 13, 14.), a a 
Fig. 13. Fig. 14. 

und es erlangen die drei Integrale 

f2s~(s)ds, f2s'~(s')ds', f2s"~(s")ds" 
beziehlich die Aenderungen 

0, -2m + 2m', -2m -2m', 

die Co ordinaten x, '11, z mithin die Aenderungen 
+ 2m-2m', + 2m + 2m', O. 

Hieraus ergibt sich folgende Tabelle 

s -a .. ·+a i ~ -a···-- -a .. ·+-a a 

x 2m -2m' 2m + 2m' 0 

'11 2m + 2m' 0 2m -2m 
, 

z 0 2m - 2m' 2m +2m' 

(4) (5) (6) 
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Durch Vertauschung von x und y ergeben sich nun die entspre
chenden Aenderungen, welche die Coordinaten durch Integrationen in 
Beziehung auf die Variable 8~' = 81 auf denselben geschlossenen 
Wegen erfahren. 

Diese Aenderungen sind aus folgenden Tabellen zu entnehmen. 

8 

x 
y 

x 
y 
z 

1 
-a··· ---

a 

-2m 

+ 2m 

-2m 
, 

(7) 

-(I'" +a 

2m + 2m' 

2m -2m' 

0 

(10) 

-(1. ··m -a···-m 

-2m 
, 

+2m 

-2m -2m' 

+2m -2m 

(8) (9) 

i i 
-a··· ---~- -a··· +--a a 

0 2m-2m' 

2m + 2m 
, 

0 

2m -- 2m 
, 

2m + 2m' 

(11) (12) 

Die vier Tabellen ergeben zwölf verschiedene Systeme gleich
zeitiger Aenderungen der Co ordinaten durch Integrationen auf ge
schlossenen Wegen. 

Durch Addition der Systeme (1) und (7) wird fiir die Co ordinaten 
x, y, z das Periodensystem 0, 0, -4m' erhalten. Es ist also - 4m' 

und also auch 4m' eine Periode für die Cool'dinate ,8', d. h. ist x = xo, 

y = Yo, z = ,8'0 ein Punkt der vorgelegten Fläche, so ist jedesmal 
auch x = xo' y = Yo' ,8' = ,80 -4m' ein Punkt der Fläche (im analy
tischen Sinne), also auch x = :X:o' y = Yo' z = zo+ 4nm' wo n eine 
positive oder negative ganze Zahl bedeutet. Dieser Punkt wird er-

1 
halten durch n malige Einschaltung der die Punkte - a und -

a 
umgebenden geschlossenen Integl'ationswege in den Weg, auf welchem 
der Punkt x = xo' y = Yo' z = Zo erhalten worden ist. 

Auch 4m ist eine solche Periode für die Coordinate z. 
Durch Addition der Systeme (5) und (6) und Subtraction des 

Systemes (10) ergibt sich nämlich für x, y, z das Periodensystem 
0, 0, 4ro. Also sind 4m und 4m' unabhängige Perioden für die Coor
dinate z und analogerweise auch für die Co ordinaten x und y. 
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Die reelle Periodicität der Fläche zeigt deutlich das Modell 
derselben. 

Mit Hülfe dieser Periodensysteme ist aus dem obigen System ein 
vollständiges System zusammengehöriger Perioden herzustellen, aus 
welchem sich in Verbindung mit den unabhängigen Perioden alle an
dern Periodensysteme herleiten lassen. 

Aus dem Systeme der Aenderungen (1) bis (12) sind zunächst 
auszuscheiden die Systeme (7) bis (12), weil dieselben aus den ent
sprechenden Systemen (1) bis (6) durch Hinzufügung von ± 4co, ± 4co' 
hergeleitet werden können. Von den übrig bleibenden Systemen 
können dann noch ausgeschieden werden die Systeme (4) bis (6), weil 
dieselben durch Verbindung je zweier der übrigen und die unabhän
gigen Perioden zusammengesetzt werden können. Es bleiben also nur 
noch die Systeme (1), (2) und (3) übrig, welche durch die folgenden 
ersetzt werden können 

x 
y 
z 

2co 
2co 
2co' 

2co 
2co' 
2co 

2co' 
2co 
2co. 

Wenn daher eine Integration auf geschlossenem Wege Aende
rungen der Coordinaten zur Folge hat, so haben dieselben beziehlich 
folgende Werthe 

2.Q" = 4m,fiJ + 4n,ro'+ 2p co +2qco + 2rfiJ', 
2.Q,2 = 4m2 co + 4n2 co' + 2p fiJ + 2q co' + 2r co , 
2.Q,s = 4m3 co + 4ng fiJ' + 2p fiJ' + 2q co + 2r fiJ , 

und zwar bedeuten die Grössen mund 11, positive oder negative ganze 
Zahlen einschliesslich der Null, während die Zahlen p, q, r einzeln 
entweder den Werth 0 oder 1 haben. Es ist auch ersichtlich, wenn 
die sechs ganzen Zahlen mund n, sowie die drei ganzen Zahlen 
p, q und r beliebig angenommen werden, dass für jede solche An: 
nahme geschlossene Integrationswege angegeben werden können, für 
welche das System der gleichzeitigen Aenderungen der Coordinaten 
mit dem durch die obigen Gleichungen bestimmten Periodensystem 
übereinstimmt. 14) 

Es ist bereits erwähnt worden, dass alle Wege der Integrations
variablen s'" = s und s~' = s, zurückführbar sind auf einEm ge
schlossenen Integrationsweg und auf einen solchen Integrationsweg, 
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welcher keine der ausgeschlossenen Linien überschreitet, wobei jedoch 
ein einmaliges Umkreisen des Punktes -a offen gelassen werden muss. 

Um nun alle diejenigen Werthe von z zu bestimmen, welche dem 
Werthepaare x = 0, y = 0 entsprechen, sind zunächst diejenigen 
Werthepaare von 8 und 81 aufzusuchen, für welche x und y gleich
zeitig den Werth Null haben können. 

Es war, abgesehen vom Vorzeichen, 

f t' dt' Jt: at' x - + ~1;:;;===.=; 
- ,/1_14t'2+ t'4 "1-14t'2 + t'4 . 

aB V aB V 1 1 

Damit die Summe dieser Integrale den Werth Null habe, ist noth
wendig, dass t' = t~; dies folgt aus dem Umstande, dass die Umkeh
rungsfunction des Integrals 

f t dt 

U = aB Vl-14t2+ t4 ' 

die elliptische Function tjJ(u) , eine grade Function ist (vgl. S.51). 
Aus demselben Grunde muss, damit y den Werth Null haben könne, 
t" = t: sein. 

Daher müssen für alle diejenigen Werthe von 8 und 81 für welche 
x und y den Werth Null haben, gleichzeitig die beiden Gleichungen 

erfüllt sein. Diese Gleichungen lassen sich auch in die Form setzen 

und zwar ist dann jeder Factor dieser beiden Gleichungen, für sich 
gleich Null gesetzt, die Gleichung eines Kreises. 
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Fig. 15. (Fig. 6. auf S. 38.) 

\ 

\ 

-" ... ----_"-'::'.f"', 
1 i 

-a' -- , 
a 

Der Kreis A - 0 geht durch die Punkte a , ai , 

" " 
B - 0 

" " " " 
-a, -a~, +~ 

a' 
~ +--a' 

1 i -- , +-a a' 
,) )) 0 - 0 

" )) " " 
a, -ai, 

)) " 
D - 0 

" " " " 
-a, + ~ i ai, , 

a Cl 

Die Schnittpunkte je eines der Kreise A, B 
Kreise 0, Dergeben sämmtliche Wurzeln, welche 

mit je einem der 
dem vorgelegten 

Gleichungssysteme genügen. 
Es sind demnach die Auflösungen der obigen Gleichungen fol· 

gende acht Paare 

8 =-a 8= +a 

81= -a 

8 = a~ 8 = -ai 

81 =-a'b 81 = 

1 
8=+

a 
1 

8=+-
1 a 

8= 
'b 

a 
'b 

8=--
1 a 

1 
8 =--

a 

1 
8=--

1 a 
'b 

8=-
a 

81= 
a 

oder alle acht singulären W e~the von 8 nebst den jedesmaligen 
jugirten Werthen von 81 , 

con-
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Unter diesen Werthepaaren von 8 und 8 1 , für welche allein x 
und y gleichzeitig den Werth Null haben können, sind nun diejenigen 
auszuwählen, für welche wirklich x und y bei geeigneter Wahl der 
Integrationswege den Werth Null annehmen. 

Es werde begonnen mit dem Werthepaare 8 = --(t, 81 = - rr. 

Alle Werthe, welche x und y für diese Werthe von 8 unt1 8 1 erhalten 
können, sind enthalten in den Formeln auf S. 58 

x = 41111 ro + 4n l ro' + 2pro + 2qro + 2rro', 
y = 4m2 ro + 4n2 ro' + 2p ro + 2qro' + 21'ro. 

Damit x = 0 sei, muss zunächst r = 0, 11,1 = 0 sein, ferner 11 + q == 0 
(mod.2), ml = -!(P+q)i damit y = 0 sei, muss q = 0,112 = 0 
sein i weil q = 0 und p + q == 0 (mod, 2), so muss p = 0 sein, da p 
nur den Werth 0 oder 1 haben kann. Es sind also für das Werthe
paar 8 = -a, 8 1 = -a alle zu den Werthen x = 0, y = 0 gehö
renden Werthe von Z III der Formel 

Z = 4mro + 4nro' 
enthalten. 

Es möge nun das Werthepaar 8 = + ~, 81 = + ~ lllS Auge 
a a 

gefasst werden. Jeder vom Punkte 8 = - a ausgehende und in dem 

Punkte s = + ~ endigende Integrationsweg kann zusammengesetzt 
a 

werden aus einem geschlossenen Integrationswege und einem solchen, 
der ~eine der ausgeschlossenen Schnittlinien überschreitet, Dies gilt 
in Bezug auf den Weg von s und SI' aber nicht auch in Bezug auf 
die gleichzeitigen Wege von s', s", s;, s~. 

Wenn die Integrationswege die Gestalt haben, welche die Fi
guren 16 und 17 zeigen, so erlangen die Co ordinaten folgende Werthe 

Fig. 16. Fig. H. 
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8 81 

X 
, 

-w +w 
, 

'!J 2w + w 
, 

2w-w' 
z 

, 
-w +w 

, 

Sowohl bei der Addition dieser Werthe als auch bei der Sub
traction derselben ergeben sich solche Werthe der Coordinaten, welche 
dieselben durch Intt;lgrationen auf geschlossenen· Wegen auch für die 
Werthe 8 = -a, 81 = -a erlangen können. 

Daher sind alle Werthe, welche z für s = ~ und 81 = ~ an-. a a 
nehmen kann, wenn x und '!J den Werth Null haben, auch in diesem 
Falle in der Formel 

z = 4mw + 4nw' 

enthalten. 
Wenn hierin mund n den Werth Null haben, so entspricht dem 

Werthepaare 8 = ~, 81 = ~ ebenso wie dem Werthepaare s = -a, 
a a 

8 1 = -a der Punkt x = 0, '!J = 0, z = ° der Fläche und es ist 
daher zu untersuchen, ob vielleicht durch diesen Punkt auch zwei ver
schiedene Flächenelemente hindurchgehen, von denen eins dem Punkte 

8 = 81 = - a und das andere dem Punkte 8 = 81 = + ~ entspricht. 
a 

Bei näherer Betrachtung zeigt sich, dass dieses nicht der Fall 
ist, dass vielmehr jenes zweite Flächenelement mit dem ersten zu
sammenfällt und dass daher die Fläche in sich selbst zurückkehrt. 

Dies lässt sich wie folgt beweisen. 
Wird in den allgemeinen Gleichungen (A') auf S. 37 gleichzeitig 

1 
8= --, 

VI 

1 
8 =--

I V 

gesetzt, so gehen g:(8) und g:(81 ) beziehungsweise In -v!g:(v1 ) und 
-v'g:(v) über. Die EntscheidUtig über das Vorzeichen kann hierbei 
z. B. aus der Betrachtung des Werthepaares 8 = \{[, VI = -0 
gewonnen werden. Durch Ausführung der angegebenen Substitution 
ergibt sich nun, dass die Differentiale der Co ordinaten von den 
Grössen V und VI in genau derselben Weise abhängen, wie von den 
Grössen 8 und 8 1 , Hieraus folgt aber, dass die beiden den Punkte
paaren 
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8 = -a, 1 
81 = - a und 8 = -, 

a 
1 

8 =-
1 a 

entsprechenden Flächenelemente einander congruent sind. 

63 

Da nun, wie oben gezeigt wurde, die Integrationswege so gewählt 
werden können, dass zwei Punkte dieser beiden Flächenelemente zu
sammenfallen, während die für die benachbarten Punkte geltenden 
Entwickelungen übereinstimmen, so ergibt sich beiläufig der Satz: 
Entspricht einem Werthepaare 8 = 8(0)' 81 = 81(0) ein Punkt der 
Fläche, so kann derselbe Punkt der Fläche auch erhalten werden für 
das Werthepaar 

1 1 
8= 8 1 = 

Hierin liegt die Berechtigung für die oben (S. 53) unbewiesen ge
lassene Behauptung, dass die durch mechanische Elimination zu er
haltende Gleichung der Fläche den Factor, welcher die Fläche dar
stellt, in einer höheren als der ersten Potenz enthalten muss. 

Für die Betrachtung der übrigen Werthepaare 8 und 81 sind die 
oben (S. 55-57) zur Ermittelung aller Systeme gleichzeitiger Perioden 
aufgestellten Tabellen von Nutzen, nur sind die dort gegebenen Werth
systeme für den gegenwärtigen Zweck durch 2 zu theilen. 

Es möge nun das Werthepaar 
1 1 

8 = - a' 81 = a 

betrachtet werden. Die gleichzeitigen Aenderungen der Coordinaten, 
auf die es hier ankommt, setzen sich zusammen aus den Systemen 
i (1) und I (7), wie folgende Tabelle zeigt. 

x 

'!J 
e 

I !Cl) I !(7) I Hl)+H7) I Hl)-H7) 

-m 

-m 
, 

-m -m 
, 

o 
o 

-2m' 

+ 2m 
-2m 

o 

Durch Addition ergibt sich für x, '!J, e das System 0, 0, - 2m'. 
Während also x und '!J in ihre anfänglichen Werthe zurückkehren, 
hat e seinen Werth um -2m' geändert. 

Das durch Subtraction sich ergebende Werthsystem 2m, - 2m, 0 
wird durch Hinzufügung des Systemes (7) - 200, 200, - 200' auf das 
System 0, 0, - 2m' zurückgeführt. 
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Dem Werthepaare x = 0, y = 0 einerseits und 
1 1 

s = -- 8 = --a' I a 

andrerseits können daher bei beliebigen Integrationswegen nur solche 
Werthe von z entsprechen, welche durch die Formel 

z = 2ro'+4mro+4nro' 
ausgedrückt werden. 

Genau dieselben Werthe von z und genau dieselben Flächenele
mente werden für das Werthepaar 8 = a, 81 = a unter der Bedin
gung, dass x = 0, y = 0 ist, erhalten. 

Dem Werthepaare 
1 1 

entspricht also der (bei der gegenwärtigen Interpretation der vorge
legten Gleichungen imaginäre) Punkt der Fläche x = 0, y = 0, 
z = -2ro'. 

Werden nun die Substitutionen 
1 

8 =
VI' 

angewandt, so gehen die Functionen g:(8) und g:(8J beziehlich über 
in -V~g:(VI) und -v4 g:(v), und es ergeben sich aus den Gleichungen 
(A') (S. 37) die folgenden 

dx' = 

dy' = 

dz' = 

-v -i(1-iv2 )g:(v)dv- yr (l+iv~)g:(vJdvI' 
- yr (1+iv2 )g:(v)dv-Y -i(l-iv~ )g:(v l ) dvp 

2vg: (v) dv + 2vI g:(v l ) dvl • 

Beschreiben nun v. und VI um die Punkte V = -a, VI = -(( 

kleine Kreise, in Folge dessen g:(v) und g:(vl ) in -g:(v) und -g:(vl ) 

übergehen, und wird dann V mit 8, VI mit 81 vertauscht, so unter
scheiden sich diese Formeln von den aus den Gleichungen (A') sich 
ergebenden Ausdrücken für dx', dy' und dß' nur dadurch I dass die 
beiden Ausdrücke für dz' entgegengesetzte Vorzeichen haben. Hier
aus folgt, da dx' und dy' unverändert geblieben sind, während dz' in 
-dz'l. übergegangen ist, dass die Ebene z' = -ro' (im analytischen 
Sinne) eine Symmetrie - Ebene der Fläche ist. Mit anderen Worten, 
es folgt aus der vorhergehenden Entwickelung, dass, wenn x = xo, 

y = Yo' z = Zo ein Punkt der Fläche ist, auch der Punkt XI = xO' 

YI = Yo' ZI = -2ro' -Zo im analytischen Sinne der Fläche angehört. 
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Nun ist nach dem Obigen auch x = x" y = y" z = Zl + 4w' = 2w' -Zo 

ein Punkt der Fläche, also ist aueh die Ebene z = w' im analytischen 
Sinne eine Symmetrie-Ebene der Fläche. Es wird sich bald Gelegen
heit bieten, von dieser Eigenschaft der Fläche Anwendung zu machen, 
auch wird sich später eine Bedeutung dieser Eigenschaft für eine reelle 
Fläche ergeben, welche aus der betrachteten durch Biegung entsteht. 

Inzwischen wird es keinem Bedenken unterliegen, auch für die 
imaginären Gebilde, welche im analytischen Sinne zu der durch die 
Gleichungen (A'), (B), (C) dargestellten Fläche gehören, die Sprache 
der Geometrie beizubehalten. 

Es bleiben nun noch zu untersuchen die Werthepaare 

i 
-ai i 

8 - m 8 - 8 - S -a a 

-ai t 
ai i 

81 - 81 = 8 1 = 81 = a a 

Für Integrationswege von 8 und 8 1 , welche in diesen Punkte
paaren endigen, können x und y nicht gleichzeitig gleich Null werden. 
Es genügt, diese Behauptung für eins dieser Werthepaare als richtig 
zu erweisen, weil dieselbe dann auch für das conjugirte Werthepaar 
gilt und durch die oben benutzten Substitutionen 

1 
S =-

v ' 1 

1 
8 =--

I V 

auf die beiden andern Werthepaare übertragen werden kann. 
Für 8 = ai, 81 = -ai ergeben sich für die Coordin~ten die zu

sammengehörigen Aenderungen t(2) und H9) (s. oben S. 55 u. 57). 
Oder es sind bei beliebigem Integrationswege die Werthe der Coor
dinaten 

x = 4m1 w + 4n l w' + 2p w + 2q w + 2r w' - rw + r' w , 
y = 4m2 w + 4n2 w'+ 2pw +2qw'+ 2t'w -rw'-r'w', 

worin rund r' nur die Werthe +1 oder -1 haben können. 
Damit x = 0 sei, ist erforderlich 

r = 0, n l = 0, 2(p+Q)-r+r'= 0 (mod.4). 

Damit y - 0 sei, ist erforderlich 

P = 0, m2 = 0, 2q-r-r' == 0 (mod.4). 
S c h war z, Gesammelte Abhandlungen. 1. 5 
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Die Congruenzen 

2q-" +,,' == 0 (mod. 4) 
2q-,,-,,' == 0 (mod.4) 

sind jedoch nicht verträglich mit einander, weil 2,,' nicht congruent 
o (mod.4) ist. 

Es sind also alle Werthepaare von 8 und 81' für welche x und y 
gleichzeitig den W erth Null erlangen, die vier reellen 

1 1 
8 - -a 8 - +- 8 = 8 - a a a 

1 1 
81 = -a 81 = +- 81 = 8 1 = a a a 

und alle Werthe, welche z annehmen kann, wenn sowohl x als auch 
y den Werth Null hat, sind enthalten in den beiden Reihen 

4mw+4nw', 
2w'+4mw+4nw', 

in welchen mund n beliebige positive oder negative ganze Zahlen 
bedeuten. Andererseits kann aber auch die Co ordinate z unter den 
angegebenen Bedingungen jeden dieser Werthe wirklich annehmen. 

Die erste Reihe entspricht den beiden Werthepaaren 

1 1 
8 = -a, 81 = -a und 8 = +-, 81 = +-. a a 

Durch jeden so bestimmten Punkt geht nur ein einziges Flächenelement, 
dessen Tangentialebene in diesem Punkte der Ebene x + y + z = 0 
parallel ist. Alle diese Flächenelemente sind einander congruent und 
befinden sich in paralleler Lage. 

Die zweite Reihe entspricht den beiden Werthepaaren 

1 
8 =-a' 

1 
8 = -- und 8 = a, 81 = a. 

1 a 

Durch' jeden so bestimmten Punkt geht ebenfalls nur ein einziges 
Flächenelement , dessen Tangentialebene in diesem Punkte der Ebene 
x + y-z = 0 parallel ist. Auch diese Flächenelemente sind einander 
congruent und befinden sich in paralleler Lage; dieselben sind auch 
den vorher erwähnten Flächenelementen congruent, befinden sich aber 
gegen dieselben in symmetrischer Lage. 

Hieraus folgt, dass die vorgelegte Fläche in Beziehung auf die 
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einzelnen Co ordinaten die Grössen 2m und 2m' nicht zu Perioden be
sitzt, dass daher eine Gleichung derselben, welche durch solche ellip
tische Functionen der Coordinaten rational ausgedrückt ist, deren 
Fundamentalperioden 2m und 2m' sind, nothwendigerweise ausser der 
vorgelegten Fläche noch deren Verschiebungen um 2m, 2m', 2m + 2m' 
III der Richtung jeder der drei Coordinatenaxen darstellen muss. 

Aus der Gleichung de~ Fläche 

F(1/J(x) , 1/J(Y) , 1/J(z)) = ° 
können noch folgende Schlüsse gezogen werden. Die Grösse 1/J (15) ist 
eine algebraische, mithin stetige Function von 1/J (x) und 1/J (y) mit 
Ausnahme der Werthepaare, für welche dieselbe unter unbestimmter 
Form erscheint; 1/J (x) und 1/J (y) sind eindeutige stetige Functionen 
von x und y, mit Ausnahme der Werthe x = co, y = 00, also ist 
1/J (15) eine stetige Function von x und y; 15 ist eine stetige Function 
von 1/J (15). Hiermit ist der Satz bewiesen: Mit Aus nah m e der 
Werthe, für welchez unbestimmt oderunendlich ist, ist 
z eine stetige Function der endlichen Argumente x 
und y. 

Es mögen jetzt alle diejenigen Werthe von 15 aufgesucht werden, 
welche zu einem Werthepaare x = xo, y = Yo gehören, das dem 
Werthepaare x = 0, y = ° benachbart ist, für welches also Xo und 
Yo gewisse Grenzen nicht überschreiten. .]\fit andern Worten, es 
werden die Co ordinaten 15 sämmtlicher reeller und imaginärer Durch
schnittspunkte aufgesucht, in welchen eine der Z - Axe parallele Ge
rade die Fläche schneidet, unter der Voraussetzung jedoch, dass diese 
Gerade der Z - Axe sehr nahe liegt. Da die Grösse 15 eine stetige 
Function von x und y ist, und das Werthepaar x = 0, y = ° nicht 
zu den ausgenommenen gehört, so sind die gesuchten Werthe von z 
nur sehr wenig verschieden von denen, welche sich für x = 0, y = ° 
ergeben haben. Da durch jeden Durchschnittspunkt der Z -Axe mit 
der Fläche nur ein einziges einfaches Element der Fläche hindurch
geht, so entspricht jedem Durchschnittspunkte der Z - Axe mit der 
Fläche auch nur ein benachbarter Durchschnittspunkt der ihr pa
rallelen Geraden mit der Fläche. 

Ist nun 15 = 15 die dritte Co ordinate des Durchschnittspunktes 
der Geraden x = xo ' y = Yo mit dem durch den Punkt x = 0, 
y = 0, 15 = ° gehenden Flächenelement , - bis auf Grössen dritter 
Ordnung ist 150 = -(xo+ yJ, - so gehört wegen der Symmetrie der 

5* 
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Fläche in Bezug auf die Ebene z = 00' (siehe S. 65) auch der Punkt 
x = xo, y = Yo, z = 200' -Zo zu diesen Durchschnittspunkten , und 
zwar ist derselbe der Durchschnittspunkt der Geraden mit dem durch 
den Punkt x = 0, Y = 0, z = 200' gehenden Flächenelement. 

Es sind daher die dritten Coordinaten a 11 e r Durchschnitts
punkte der Geraden x = Xo' Y = Yo mit der Fläche dargestellt durch 
die beiden Reihen von Werthen 

z = zo+ 4m 00 + 4noo', 
z = 2oo'-zo+4moo+4noo', 

in welchen den Grössen mund n alle Systeme ganzzahliger positiver 
und negativer Werthe einschliesslich der Null beizulegen sind. 

Diese Behauptung ist zwar zunächst nur für alle diejenigen 
Werthe von Xo und Yo bewiesen, deren absoluter Betrag gewisse 
Grenzen nicht überschreitet, indessen erstreckt sich die Gültigkeit 
derselben auf alle Werthe von Xo und Yo, für welche z überhaupt be
stimmte Werthe hat. 

Die zweifach unendlich vielen Wurzeln sind nun durch eine ana
lytische Gleichung zusammenzufassen, d. h. es handelt sich darum, 
eine analytische Gleichung für z aufzustellen, deren sämmtliche 
Wurzeln einfache sind und durch die heiden Formeln 

zo+ 4moo + 4n 00' 
und 

200' -zo+ 4moo + 4n 00' 

dargestellt werden, wenn z = Zo eine Wurzel der Gleichung ist und 
m und n alle ganzzahligen positiven und negativen Werthe einschliess
lich der Null beigelegt werden. 

Die elliptischen Functionen 1f; (u), welche durch die Differential
gleichung 1f;'(u? = 1-141f;(uY+1f;(u)f definirt werden, haben die Fun
damentalperioden 200 und 200'. Die aus denselben durch Vertauschung 
von u mit iu hervorgehenden elliptischen Functionen 1f;au) = tp(u) 
haben also die Fundamentalperioden 400 und 400'. 

Es ist tp'(U)2 = !(1-14tp(uy+ tp(U)4) und u ein Werth des 

Integrales 

j fP(U), fP'(u) dt 

u = () <'() VHl-14t2+ t4 ) • 
lf'O,fPO 

Für das Integral f.1 dt ergibt sich folgende kleine Ta-
vHl-14t2+ t4 ) 

belle (vgL S.40) 
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Ja2 ji,2 ja2 f-i,2 ji,2 -i,2 
t = m, I = m', . = m'; I = - m', . _ = m; f. _ = - m, 

0, T O'T 1,~Vs O,T 1,~V3 I,~VS 

Die Wahl der unteren Grenze in dem Integrale u kann nun so ge
troffen werden, dass die Gleichung tp(u) = tp(uo) die Wurzeln hat 

U= uo+4mm+4nm', 
u = 2m' -uo+4mm +4nm', 

und zwar ist dieses der Fall für tp(O) = 1, tp'(O) = V3i, Wird 
nämlich der Integrationsweg vom Punkte 

t = 1, VH1-i4t2+ t4 ) = V3i 
um den Punkt t = a2 herum in den Punkt t = 1 zurückgeführt, 
wobei die Quadratwurzel in - V3 i übergeht, so hat das Integral 

j l,-iVS 
_ den Werth 2m', Für eine bestimmte obere Grenze ist daher, 

1, da 
wenn ein Werth des Integrales Uo ist, auch 2m' - Uo ein Integral-
werth; es besteht daher für die Function tp die Gleichung 

tp(2m'-~t) = tp(u) , 

und die Gleichung tp (u) = tp (uo) hat in der That die angegebenen 
Wurzeln, von denen jede eine einfache Wurzel der Gleichung ist, 

Für die so bestimmte Function tp (u) gilt nun folgende Tabelle 

tp (0) - 1, 

tp (m) - i, 

tp( -m) - -i, 

tp(m + m') = 0, 

tp(m-m') = 00, 

tp(m"+u) = -tp(m"-u), 

tp(m') 

~( -m') 

tp( -u) 

tp (2m) 

2-V3, 

2+V3, 
1 

tp(u) 

-1, 

tp(2m + u) = -tp(u), 
1 

tp(2m-u) = - tp(U)' 

In diesen Gleichungen, deren Herleitung aus dem 'Integralaus
drucke für u mit keiner Schwierigkeit verbunden ist, bedeutet m" 
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die Summe m + m', während mund m' die auf S. 40 erklärte Bedeu
tung haben. 

Die oben (S. 52) gefundene Gleichung der vorgelegten Fläche 
hatte die Form 

F(1/1(x) , 1/1(Y) , 1/1(s») = 0, 

worin F eine ganze rationale Function bedeutete und die elliptische 
Function 1/1 durch die Gleichungen 

1/1'(uY = 1-141/1(u)2+1/1(u)\ 1/1(0) = 2-\13 
bestimmt war. 

Nun besteht zwischen der Function 1/1 und der Function rp die 
Gleichung 

es tritt daher 
1/1(u) = rp(2u+m'), 

F(rp(2x+m'), rp(2y+m'), rp(2s+m'») = 0 

an die Stelle der früheren Gleichung der Fläche. 
Nach dem Additionstheoreme der elliptischen Functionen kann 

rp(2u + m') durch rp(u) und rp'(u) rational ausgedrückt werden. Bei 
der Vertauschung vonu mit 2m'-u wirdrp(u) nicht geändert, während 
rp'(u) in -rp'(u) übergeht; da nun bei dieser Vertauschung auch 
rp (2u + m') seinen Werth nicht ändert, so ist rp (2u + m') rational durch 
rp(u) ausdrückbar und es tritt daher an die Stelle der Gleichung 
F = 0 eine Gleichung von der Form 

FJ rp(x) , rp(y) , p(s») = 0, 

worin F i eine ganze rationale Function ihrer Argumente ist. Der 
unzerlegbare , in Bezug auf p(x), p(y) und p(s) rationale Factor 
dieser Gleichung, welcher, für sich gleich Null gesetzt, die vorgelegte 
Fläche darstellt, möge bezeichnet werden mit 

f(p(x), p(y) , p(s») = o. 
Wenn diese Gleichung wirklich nur die vorgelegte Fläche dar

stellt, d. h. den Inbegriff aller der Flächenelemente , welche durch 
simultane analytische Fortsetzungen aus einem einzigen entspringen, -
und die Auffindung einer solchen Gleichung der Fläche ist das End
ziel dieser Untersuchung - so muss dieselbe folgende Eigenschaften 
haben. 

1. Diese Gleichung kann p(x), p(y) und p(s) einzeln nicht in 
höherem Grade enthalten, als in dem ersten. Andernfalls würden 
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sich, wenn x = xo' Y = Yo gesetzt wird, für fJJ(z) mehr als ein Werth, 
also für z mehr als zwei in Bezug auf 4w und 4w' nicht congruente 
Wurzeln ergeben, und dies steht mit der Voraussetzung im Wider
spruch. 

2. Die Fläche ändert sich nicht, wenn von den drei Co ordinaten 
x, y, z irgend zwei mit einander vertauscht werden, also ist ihre 
Gleichung symmetrisch in Bezug auf fJJ (x), fJJ (y), fJJ (z). 

Aus diesen beiden Gründen muss die Gleichung der Fläche die 
Gestalt haben 

f( fJJ(x) , fJJ(Y) , fJJ(z») = 
A + B [ fJJ (x) + fJJ (y) + fJJ (z)] + 0 l fJJ (y) fJJ (z) + fJJ (z) fJJ (x) + fJJ (x) fJJ (y)] + 

+DfJJ(x)fJJ(Y)fJJ(z) = 0. 

Die Verhältnisse der Constanten A, B, 0, D werden durch fol
gende Bedingungen bestimmt. 

1. Der Punkt x = 0, Y = 0, Z = ° ist ein Punkt der Fläche. 
2. Der Abstand eines dem Punkte x = 0, y = 0, Z = ° be

nachbarten Punktes von der Tangentialebene der Fläche in diesem 
Punkte, deren Gleichung x + y + Z = 0 ist, ist eine kleine Grösse 
dritter Ordnung. 

3. Der Punkt x = w, y = w, Z = -w ist ein Punkt der 
Fläche. 

In der Entwickelung von f nach Potenzen von x, y, Z muss also 
das von x, y, Z unabhängige Glied den Werth Null haben und die 
Glieder zweiter Ordnung müssen, wenn x + y + Z = 0 gesetzt wird, 
verschwinden. 

Es ist fJJ(O) = 1; fJJ'(O) = \)3 i; fJJ"(O) = -3. Die Entwicke
lung von f beginnt mit folgenden Gliedern 

f = A+3B+30+D 
+i\)3(B + 20+ D)(x + Y +z) 
- HB + 20 + D) (x2+ y2+ z2)-3(0 + D)(yz + zx + xy) 
+ Glieder dritter und höherer Ordnung. 

Dies ergibt die Gleichungen 

1.) A+3B+30+D = 0, 

2.) (B + 20 + D)(x2+ y2+ (X+y)2) + 2(0 + D)(xy-(x + y)2) = 0. 

Die Gleichung 2.) lässt sich in die Form 

2(B+0)(x2+xy+y2) = 0 



72 Bestimmung einer speciellen Minimalfiäche. 

setzen; es ist mithin G = - B und in Folge der Gleichung 1.) 
D = -A. 

Der Punkt x = ro, y = ro, z = - ro soll ein Punkt der Fläche 
sein; es ist <p(ro) = i, <p(-ro) = -i; dies ergibt die Gleichung 

3.) A+Bi+C+,Di = 0, 
oder A+Bi-B-Ai = (l-i)(A-B) = 0, 

hiernach ist also B = A zu setzen. Wird A = 1 gesetzt, so ergibt 
sich unter den angegebenen Voraussetzungen die Gleichung 

f( <p(x), <p(y), <p (z)) = 1+ [<p (x) + <p (y) + <p (z)]- [<p(y) <p(z) + <p(z) <p(x) + 

+<p(x)<p(Y)1-<p(x)<p(y)<p(z) = o. 

Hiermit ist jedoch noch keineswegs bewiesen, dass diese Gleichung 
wirklich die vorgelegte Fläche darstellt. Aus den angestellten Be
trachtungen geht auch nicht hervor, dass diese Gleichung eine Mini
malfläche darstellt. Denn bei der Herleitung wurde die Voraussetzung 
gemacht, dass jener unzerlegbare in Bezug auf <p(X) , <p(y) und <p(z) 
rationale Factor, welcher die Fläche darstellt, nur diese Fläche und 
jeden einfachen Punkt derselben nur einmal darstelle. 

Die Richtigkeit dieser Voraussetzung muss aber erst bewiesen 
werden. Dies ist die Aufgabe der folgenden Untersuchung. 

Es ist mit Strenge erwiesen, dass zwischen <p(x), <p(y), <p(z) eine 
algebraische Gleichung bestehen muss, welche für alle Punkte der 
Fläche befriedigt wird. Es ist jetzt zu untersuchen, welche Eigen
schaften die Grösse <p(z) als Function von <p(x) und <p(y) besitzt. 

Es sei x = xo, y = Yo, z = Zo ein Punkt der Fläche. Es werde 
<p(xo) = Po, <p(Yo) = qo' <p(zo) = ro gesetzt. Aus dem durch diesen 
Punkt gehenden Flächenelemente können andere hergeleitet werden, 
für welche wieder x = xo' y = Yo ist und z einen der Wertheo 

zo+ 4mro + 4nro' 
oder 

2ro' -zo+ 4mro + 4nro' 

annimmt; für alle diese Punkte hat <p(z) den Werth ro. Wenn aber 
<p(z) als Function von <p(x) und <p(y) betrachtet werden soll, so sind 
nicht bloss die analytischen Fortsetzungen ins Auge zu fassen, bei 
denen x wieder in xo , y wieder in Yo zurückkehrt, sondern alle die
jenigen, bei denen <p(x) in <p(xo) und <p(y) in <p(Yo) zurückkehrt, und 
es ist zu untersuchen, welche Werthe <p(z) hierbei erhält. 

Die Werthe von z für 
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x = xO+4m1 ro + 4th ro' 
y = yo+ 4m2 ro + 4nzro' 

73 

sind wegen der Periodicität der Fläche dieselben wie fUr x = xo, 

y = y~; rp (z) hat also für alle diese Punkte den Werth ro• 

Es ist nun zu untersuchen, ob für die Werthsysteme 

x = 2ro'-xo I x = Xo I x = 2ro'-xo 

y = yo Y = 2ro' -yo y = 2ro' -Yo 

die Coordinate z auch noch dieselben Werthe erhält. 
Wie früher (S. 65) gezeigt wurde, ist die Ebene z = ro eine 

Symmetrie-Ebene der Fläche, und, da bei cyclischer Vertauschung von 
x, y, z die Fläche sich nicht ändert, so sind auch x = ro' una y = ro' 
Symmetrie -Ebenen derselben. Hieraus folgt aber, dass die Coordi
nate z auch für die obigen Werthsysteme von x und y nur solche 
Werthe annehmen kann, welche in den beiden Reihen 

z = zo+4mro +4nro' 
z = 2ro'-zo+4mro+4nro' 

enthalten sind. Es ist demnach für alle Werthe von x und y, für 
welche rp(x) = Po, rp(y) = qo ist, rp(z) = ro. 

Also ist rp(z) = t· eine eindeutige Function von rp(x) = p 
und rp(y) = q und, da rp(z) eine algebraische Function dieser Grössen 
ist, so ist r eine I' a t ion ale Function von p und q. Derselbe Schluss. 
lässt sich für p und q machen und es ist daher jener unzerlegbare 
Factor f(p, q, r) = 0 in Bezug auf jede dieser drei Grössen vom 
ersten Grade. Alle oben gemachten Schlüsse sind daher berechtigt. 

Die gefundene Gleichung 

in welcher die elliptische Function rp durch die Differentialgleichung 

rp'(ul = t(1-14rp(u)2+rp(ul) und die Anfangsbedingungen rp(O) = 1, 

rp'(O) = V3 i bestimmt ist, ist also in der That eine unzerlegbare 
Gleichung der vorgelegten Fläche. 

Für den nachfolgenden Theil der Untersuchung, dessen Aufgabe 
in der Hauptsache nur noch darin bestehen kann, die Richtigkeit der 
ausgesprochenen Behauptung im Einzelnen aposteriori darzuthun, ist 
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es nützlich, statt der elliptischen Function qJ eine andere A. einzu
führen, durch deren Einführung überdies die Gleichung der Fläche 
noch etwas vereinfacht wird. 

Dies geschieht durch die Substitution 

A. = ~,l+qJ 
i 1- qJ '. 

durch welche das Integral 

A.+i 
qJ = A.-i' 

mit der Bedingung, dass bei der Integration der Endwerth von 

;2 . V!,t!+ ~l2+! 

pos i ti v sein muss, übergeht. Diese Umformung gewährt zugleich 
den V ortheil , dass für alle reellen Werthe von u die Grösse A. stets 
auch reell ist. 

Es gelten die Formeln 

J1=00 J1=1 
ro = = , 

1=1 1=0 
J1=~ J1=00 ro' = 1/8 = , 
1=0 1=il/s 

und für die Function leu) ergibt sich folgende Tabelle (vergl. die 
Tabelle für qJ(u) auf S. 69) 

l(u+4ro) = leu), l(u+4ro') = leu), l(2ro'-u) = leu), l(ro' - u) = l(ro'+u), 

l(O) - 00, l( ro') - V3i, 
l(ro) - 1, l(-ro') - -V3i, 
l(-ro) = -1, l(-u) - - leu) , 

l(ro + ro') = -i, l (2ro) - 0, 

l(ro -ro') = i, l(2ro+u) = -1 
leu)' 

l(") -1 l(2ro-u) = 1 
ro +u = l(ro"-u), A.(u) , 

Für die Umgebungen der Werthe ). = 00, u = 0 gelten die 
Entwickelungen 
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2 1 10 1 u=-·----·-+ .. · 
'1/3 Ä 9'1/3 Ä3 

215 
Ä = --=.----__ . tt + ... 

'1/3 u 6'1/3 

Wird Ä(x) mit Ä, Ä(Y) mit (L, Ä(z) mit v bezeichnet, so gelten 
in Bezug auf Ä, (L, v dieselben Schlüsse, wie auf S. 72 und 73 für 
p, q, r. Es gibt also eine Gleichung der Fläche, welche die Grössen 
Ä., (L, v rational enthält, in Bezug auf jede einzelne derselben vom 
ersten Grade ist und die Form hat 

Die Bestimmung der Verhältnisse der Coefficienten in dieser 
neuen Gleichung kann entweder durch Umformung der früher gefun
denen Gleichung der Fläche oder auf folgende Weise direct ausge
führt werden. 

Wenn x = xo, !I = !1o, Z = Zo ein Punkt der Fläche ist, so ist 
auch x = -xo, Y = -Yo' Z = -Zo ein solcher. Es muss also die 
Gleichung der Fläche F = 0 in sich zurückkehren, wenn Ä, (L, v 
gleichzeitig durch - Ä, - (L, - versetzt werden. 

Die Gleichung F = 0 hat also entweder die Form 

A,+C,((Lv+vÄ+Ä(L) = 0 oder B,(Ä+(L +v) + D,Ä(Lv = o. 
Die Entscheidung darüber, in welcher dieser beiden Formen die 
Gleichung der Fläche zu suchen sei, ergibt die Bedingung, dass der 
Punkt x = 0, Y = 0, z = 0 ein einfacher Punkt der Fläche ist, in 
welchem dieselbe die Tangentialebene x + y + z = 0 besitzt, eine 
Eigenschaft, welche nur den durch die erste dieser beiden Formen 
dargestellten Flächen zukommt. 

Der Werth des Verhältnisses A,: 0, ist bestimmt durch die Be
dingung, dass der Punkt x = w, y = w, z = - wein Punkt der 
Fläche ist. Da ÄCw) = 1, Ä(--w) = -1 ist, ergibt sich C, = A" 
Wird nun A, = 1 gesetzt, so folgt 

F(Ä, (L,v) = l+(Lv+vÄ+Ä(L. 

Die Gleichung der vorgelegten Minimalfläche ist 
also in ihrer einfachsten Gestalt 

(Lv + vÄ + A(L + 1 = 0, 

und zwar bedeuten die drei Grössen A, (L, v dieselben 
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elliptischen Functionen der drei rechtwinkligen Coor
dinaten x, y, (3, mit welchen sie durch die Gleichungen 

j oo dt 
z - ====-

- da t'+ 9.t2+ S 
V V1" 2 1" 

ver bund en sind. Die In tegr ati onen sind hierbei so a us
zuführen, da;ss der Endwerth von 

positiv wird, im Uebrigen eine jede auf beliebigem 
Wege. 

Die Coordinaten x, y, z haben hier dieselbe Bedeutung in Be
ziehung auf die Fläche, wie in den Gleichungen (C) (8. 45) und (D) 
(8. 50), jedoch nicht dieselbe Bedeutung, welche den Grössen x, y, z 
in den Gleichungen (A) (8. 32) beizulegen ist. 

Es ist auch zu bemerken, dass reellen Werthen von x, y, z stets 
wieder reelle Werthe von il, [.L, v entsprechen. 15) 

(Wenn il, [.L, v als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes ge
deutet werden, so stellt die Gleichung F(il, [.L, v) = 0 ein einschaliges 
Rotationshyperboloid dar, dessen Rotationsaxe die Gerade il = [.L = v 
ist und auf dessen Asymptotenkegel die Coordinatenaxen liegen.) 

Es ist nun der Nachweis zu führen 
erstens, dass die durch die' Gleichung F(il, [.L, v) = 0 deflnirte 

Fläche der partiellen Differentialgleichung der Minimalfl.ächen wirklich 
genügt, und z w ei t e n s, dass diese Fläche alle diejenigen geraden 
Linien enthält, welche auf der durch die Gleichungen (C) und (D) 
definirten Minimalfläche liegen. 

Um zu zeigen, dass die Fläche F (il, [.L, 'v) = 0 in der That der 
partiellen Differentialgleichung der Minimalflächen genügt, scheint es 
zweckmässig zu sein, um weitläuflgere Rechnungen zu vermeiden, die 
letztere in der Form 

~+~ = ax + aY = 0 
(/1 (/2 ax ay 

zu wählen, wo (/1 und (/2 die Hauptkrümmungsradien in einem Punkte 
der Fläche, X und Y die Ausdrücke 
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bedeuten, wenn mit p und q die partiellen Ableitungen 

az 
p = ax' 

az 
q= -

ay 

für diesen Punkt der Fläche bezeichnet werden. 

77 

Zur Vereinfachung der Rechnung möge für die gegenwärtige 

U t h t tt 1 II P,1 VI d t tt 2 2 2 n ersuc ung s a ", P" v - __ , -_-, - __ uu sax, y, Z Xl' Yl' Zl 
vB V3 VB 

gesetzt werden. 
Dann ist die Gleichung der Fläche P,lVl+ Vll l+ llP,l+ 3 = 0, und 

es ist 

also 

[ dll JI 1'1 1 1) 1 9 dX
1 

= "I = (li + (li + ) u. s. w. 

Wenn nun die Marke 1 wieder weggelassen wird, so ist 

100 dl 

x= .i VW+ 1)W+9); 

l'9 = (l'+l) (l9+ 9); 

Hieraus ergibt sich durch partielle Differentiation in Bezug auf 
X und y 

v'. ~ = 3-1L~.l' 
Bx (l + p,)2 , 

_ az _ 3_p,9 l' 
P - ax - (l+p,f'7' 

, az 
V·-= 

ay 

(3-p,9)l' (3-p,2)l' 
- V(3-p,2)ll'2+(3_l l )2p,'2+(l+p,)iV '2 = vy-' 

Y __ --:::::::=q===~ _ (3-l9 )p,' 
Vp2+ q2+1 - VM-' 
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Werden für l'2, /t'2, V '2 ihre durch l und /t ausgedrückten Werthe 
gesetzt, so ergibt sich 

M = 243 + 126(l2+ /t2) + 288l/t + 27 (l4+ /t4) + 108 l 2 /t2+ 96 W /t + l/tS) + 
+14 (l4/t2+ l2/t4) + 32l3/t3+ 3l4/t4. 

Nun ist. 

Der im. Zähler stehende Ausdruck hat den Werth 

+ 288 l2 /t + 576 l/t2- 864/t3 

- 288l5 - 9614 /t + 96 l2 /t3+ 288l/t4 

+ 96l6 /t -64l5/t2_32l4/t3 

+ 32l6/t3- 32l5 /t4 

= 32 (3_l2 ) (3·- l/t )[(3 + l2 )(3 + /t2) + 4A./t] Cl -/t). 

Also ist 

ax = 16. (3-l2)(3-/t2)(3-l/t)[(3+l2)(3 +/t2) +4l/t] .(l- ) 
ax MVM /t. 

Durch Vertauschung von l mit /t wird hieraus der Werth von 

aaY erhalten. Die linke Seite der vorigen Gleichung geht dann in a Y 
y ~' 

die rechte in ihren entgegengesetzten Werth über und es ist daher 
die Gleichung 

ax + aY = 0 
ax ay 

für alle Punkte der vorgelegten Fläche befriedigt. 
Es besitzt also in der That die durch die Gleichung F(l, /t, v) = 0 

dargestellte Fläche die charakteristische Eigenschaft der Minimal
flächen, dass ihre mittlere Krümmung überall gleich Null ist. 

Es ist nun zu zeigen, dass auf der Fläche F = 0 auch gerade 
Linien liegen. 

Wird z = 0 gesetzt, also v = 00, so muss /t + l = 0 sein. 
Für l(x) werde -l(-x) gesetzt, so ergibt sich die Gleichung 

l(y) = l( -x). 
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Sämmtliche Werthe von y, welche diese Gleichung befriedigen, sind 
enthalten in den beiden Formeln 

y = -x+4mw+4nw', 
y = 2w'+x+4mw +4nw'; 

in Worten: Die Ebene z = ° schneidet die Fläche F = ° in den 
beiden Schaaren von Parallellinien, welche durch die Gleichungen 

z=O, x+y= 4mw+4nw', 
z = 0, y-x = 2w'+4mw+4nw' 

gegeben werden. 
Im vorliegenden Falle ist nur die erste dieser Schaaren reell und 

zwar, wenn n den Werth Null hat. 
Statt durch die Ebene z = ° konnte auch durch die Ebene 

B = 4m w + 2n w' geschnitten werden. 
Solcher Geraden liegen drei durch den Punkt x = 0, y = 0, z = ° 

gehende in der Tangentialebene der Fläche in diesem Punkte. 
Wird z = ± 2w, also v = ° gesetzt, so ergibt sich aus der 

Gleichung der Fläche 

J..fL+1 = 0, 
-1 

J.. (y) = J..(x)' 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind enthalten In den beiden 
Formeln 

y = 2w +x+4mw+4nw', 
y = 2w+2w'-x+4mw +4nw'. 

Denselben entspricht ebenfalls eine Schaar von Parallelen. 
Wird z = - w, also v = -1 gesetzt, so besteht zwischen J.. 

und fL die Gleichung 
-(J..+fL)+J..fL+1 = 0. 

Diese Gleichung lässt sich in zwei Factoren (J..-1)(fL-1) = ° 
zerlegen, wird also identisch durch J.. = 1 und durch fL = 1 befriedigt, 
d. h. durch die Systeme 

und durch 

x = w+4mw+4nw', 
x = 2w'-w+4mw+4nw', 

'!I = w+4mw+4nw', 
'!I = 2w'-w+4mw+4nw'. 
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Die Ebene z = - ro schneidet also die Fläche in zwei Syst emen 
von parallelen Geraden, von denen das eine der Y-Axe, das andere 
der X-Axe parallel ist. 

Eine analoge Eigenschaft hat die Fläche in Bezug auf die Ebene 
z = + ro. 

Wird x = ro, y = -ro, also l = 1, f" = -1 gesetzt, so wird 
die Gleichung der Fläche für jeden Werth von v, also auch für jeden 
Werth von z befriedigt. Die Fläche enthält also die der Z-Axe pa
rallele Gerade x = ro, y = -ro. 

Es bleibt noch übrig zu zeigen, dass die Fläche in Bezug auf 
den Punkt x = ro, y = ro, z = -ro die auf S. 17 u. 48 näher ange
gebene Symmetrie besitzt. 

Es möge gesetzt werden 

x = ro+x', Y = ro+y', z = -ro+z', 

so ergibt sich vermöge der Gleichungen 

, -1 +1 
l(ro+x) = l(x'-ro) = l(ro-x') , 

-1 +1 
l (ro + t/) = l (y' -ro) = 1(ro-y') ' 

-1 +1 
l(-ro+z') = Tcro+z') = A(-ro-Z')' 

dass die Gleichung ]'(l, f", v) = ° in sich selbst zurückkehrt, wenn 
statt 

gesetzt wird 

oder 

oder 

oder endlich 

-x~, 

-x~, 

y~, 

y~, z~, 

-y~, z~, 

y~, -z~, 

-y~, -z~, 

-x~, -z~. 

Durch diese Eigenschaften wird aber die Symmetrie der Fläche lU 

Beziehung auf den Punkt x' = 0, y' = 0, z' = ° charakterisirt. 

Es entsteht nun die Frage, ob die vorgelegte Fläche singuläre 
Punkte besitzt. 
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Die Bedingungen für dieselben sind 

aF 0 aF = 0 aF = O. 
F = 0, ax = 'ay 'az ' 

oder 

,W+vl+lp,+l = 0, (p,+v)l' = 0, (v+l)p,' = 0, (l+p,)v' = O. 

Für (p, + v) = 0 ergibt sich aus F = 0 entweder l = 00, oder 
p,v +1 = O. Den Wurzeln der Gleichungen p, + v = 0, p,v +1 = 0, 
p, = ± 1, v = :::;: 1 entspricht kein singulärer Punkt der Fläche, weil 

~: und ~: für diese Werthe nicht zugleich den Werth Null er

langen können. Auch der Annahme p, + v = 0, l = 00 entspricht 
kein singulärer Punkt der Fläche, wie sich ergibt, wenn die Gleichung 
der Fläche in die Form 

gesetzt wird. 

l+p,v 
p,+v+ l = 0 

Wenn daher die Fläche singuläre Punkte besitzt, so können die
selben nur hervorgehen aus dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen 

l'= 0, p,' = 0, v'= O. 

Die Wurzeln der Gleichung l' = 0 sind l = ± ~, ± i va. Werden 
\,,3 

diese Werthe in die Gleichung der Fläche eingesetzt, so ergeben sich 
die Gleichungen 

'j, 

± Va (p, + v) + p,v + 1 = 0, 

± i Va (p, + v) + p,v + 1 = 0, 

von denen die erste durch die Werthepaare 

die zweite durch die Werthepaare 

'j, + Ir 
p, = :::;: va' v = - i v 3 und p,- ±iVa, v = :::;:J3 

befriedigt wird. 
Andere Verbindungen von Werthen, für welche 

aF aF aF 
ax' By' az 

gleichzeitig verschwinden, genügen der Gleichung der Fläche nicht. 
!:lch walZ, <>.sammelt. Abhandlung.n. I. 6 



82 Bestimmung einer speciellen Minimalffäche. 

Die Werthsysteme 

il= ±~ 
\/3 ' 

±~ 
\/3 

"+ i\/3, "+i\/3, 

p,= +~ ± iV3, +~ "+ iV3, - V3 ' - V3 ' 

v = +~ "+ i V3, "+ iV3, + _7_ 

- V3 ' - V~ , 

sind also die einzigen, welchen singuläre Punkte der Fläche F = 0 
entsprechen. Für diese Punkte, von denen übrigens keiner reell ist, 
ergibt sich 

Gelegentlich mag hierbei erwähnt werden, dass auch die Fläche 
zweiten Grades 

(X-xoY+(Y-YO)2+(Z-ZoY = 0 

der partiellen Differentialgleichung der Minimalflächen (im analyti
schen Sinne) genügt. 16) 

Es wurde bemerkt, dass aus den Gleichungen, welche die ellip
tischen Functionen 1/1 (x), 1/1 (y), 1/1 (z), deren Fundamentalperioden 2m 
und 2m' sind, als algebraische Functionen zweier variablen Parameter 
ausdrücken, durch Elimination eine Gleichung der Minimalfläche 

erhalten werden könne. 
Wenn nun auch ein in Beziehung auf die Grössen 'l/J (x), 'l/J (y), 

'l/J (z) unzerlegbarer Factor dieser Gleichung ins Auge gefasst wird, so 
stellt derselbe dennoch, wie bereits erwähnt wurde, ausser der vor
gelegten Fläche noch deren Verschiebungen um 2m, 2m', 2m + 2m' in 
der Richtung jeder der drei Coordinatenaxen, sowie auch die Ver
schiebungen dieser Verschiebungen dar. 

Es entsteht nun die Frage, wie viele der hieraus zusammensetz
baren 4·4· 4 = 64 parallelen Verschiebungen zu einer neuen Lage 
der Fläche führen, für welche dieselbe also nicht mit sich selbst 
coincidirt. 

Es gibt acht solcher Verschiebungen, welche durch folgendes nur 
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Verschiebungen um reelle Strecken enthaltende Schema dargestellt 
werden können: 

x y z x y z 

0 0 0 2w 2w 2w 
0 2w 2w 2w 0 0 

2w 0 2w 0 2w 0 
2w 2w 0 0 0 2w 

Aus diesen acht Verschiebungen, welche in zwei Gruppen zu je vier 
und in vier Gruppen zu je zwei zerfallen, können alle anderen durch 
Hinzufügung solcher Verschiebungen, bei welchen die Fläche in sich 
selbst zurückkehrt, zusammengesetzt werden. 

Ist nun die Gleichung der ursprünglichen Fläche F(l, IL, v) = 0, 
so sind die Gleichungen ihrer sieben Verschiebungen 

F(l -~ -~) =0 F(-~ " -~) =0 F(-~ -~ v) = 0 , IL' v ' Ä ' 1"'" V ' Ä ' IL ' , 

F(-~ -~ -~).= 0 F(-~ 11. v) = 0 F(l -~ v) = 0 
Ä ' IL 'v ' Ä ' 1"'" "IL ' . ' 

F ( l, IL, - ~ ) = o. 

Diejenige Gleichung, welche ausdrückt, dass das Product der 
linken Seiten dieser acht Gleichungen den Werth Null hat, stellt 
also die acht verschiedenen Flächen zugleich dar und steht somit auf 
gleicher Stufe mit dem betrachteten Factor der Gleichung 

F( 1/J(x) , 1/J(Y) , 1/J(z)) = O. 

Das Product der acht Ausdrücke F ändert seinen Werth nicht, 

wenn l mit - ~ vertauscht wird; dasselbe ist also rational aus

drückbar durch l - ~. Ebenso zeigt sich, dass jenes Product seinen 

Werth nicht ändert, wenn l mit ; vertauscht wird; dasselbe ist 

also auch durch A + ~, mithin auch durch 

rational ausdrückbar. 
6* 
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Wird nun 

[l- ~J = !p(x), [~- ~J = !q(y), [v- ~J = !r(z) 

gesetzt, so ergibt sich, wenn die Gleichung F (l, ~,v) = 0 in Bezug 
auf p, q, r rational gemacht wird: 

w(p, q, r) = (qr + rp +pq)2-4pqr(p + q + r)-12pqr = O. 

Zwischen den Co ordinaten x, y, z und den Grössen p, q, r be
stehen dann die Gleichungen 

während sich 

erweist. 

100 dt 
x = 'l/4t(t+3)(t+4) ' 

p 

100 dt 
Y = q 'l/4t(t+3)(t+4) , 

z = {:4t(t+d~)(t+4)' 

(Die Gleichung w(p, q, r) = 0 stellt, wenn p, q, r als Parallel
co ordinaten eines Punktes gedeutet werden, eine Fläche vierten 
Grades dar, für welche der Punkt p = 0, q = 0, r = 0 ein drei
facher Punkt ist und die drei durch diesen Punkt gehenden Geraden 
q = 0, r = 0; r = 0, p = 0; p = 0, q = 0 Doppelgerade sind. 
Diese Fläche ist daher ein specieller Fall derjenigen, welche unter 
dem Namen der Steiner'schen Römer:fl.äche bekannt ist.) 

Der Zusammenhang zwischen den in der obigen Darstellung auf
tretenden und den J a co b i' sehen elliptischen Functionen ist aus fol
gender Tabelle, in welcher aB die Grösse 2- V3 bezeichnet, ersichtlich. 
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Der U ebergang zu der durch die Gleichung 

definirten elliptischen Function gJu, welche Herr W eie r s t ras s In 

seinen Vorlesungen über die Theorie der elliptischen Functionen zu 
Grunde legt, kann im vorliegenden Falle durch die Substitution 
gJU = P (u) +! vermittelt werden. 17) Es ergibt sich dann 

el = !, e2 = - i , es = - % ; e1 - es = 4, e2 - es = 1; 

g2 =~, gs = ~~o. 

Die Grössen 2ro und 2ro' sind zugleich für die Function gJU ein Paar 
Fundamentalperioden, auch ist gJ (ro) = e17 gJ (ro') = es. 

Die Aufgabe, eine elliptische Function ((u) zu bestimmen, von der 
Eigenschaft, dass alle Wurzeln der Gleichung (( u) - (( ul ) = 0 für 
jeden Werth von Ul durch die beiden Reihen von Werthen 

U = u1+ 2mro + 2nro', 
U = uo-ul +2mro +2nro', 

gegeben werden, wo den Grössen mund n alle ganzzahligen Werthe 
beizulegen sind, hat die speciellen IJösungen 

gJ' U + gJ'uo (l(U) = gJ (luo -u) und f~(u) = -"---------''
gJU - gJUo 

Für die Function bOU gelten nämlich die Gleichungen 

gJ(-U) = gJu, 
folglich 

folglich 

4(gJu+gJuo +gJ(uo-u)) = I bo'u+gJ'Uo !2 = I gJ'(Uo-U)+gJ'uo /2 
I gJ U - gJ Uo I I gJ (Uo - U) - gJ Uo I . 

Aus dieser Gleichung ergibt sich, wenn die Zeichenbestimmung 
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durch Betrachtung des Werthes u = tuo oder mit Hülfe der für die 
Umgebung des Werthes u = 0 geltenden Reihenentwickelung ausge
führt wird, dass 

gJ'(uo- u) + gJ'uo 
gJ(uo-u) - gJUo 

fP'u + S{)'Uo =----. 
gJU - gJUo 

Zwischen den beiden Functionen fl(U) und f2(U) besteht die 
Gleichung 

oder es ist 
, + ' "(1) 2 '(1 ) ~ gJ Uo = gJ '2 Uo + gJ 2,,-U-,O"--:-_7 

8JU -&{)Uo S{)'(fu.) gJ(fuo-u)-gJ(tuo)' 

Wird in den vorstehenden Gleichungen statt U überall tu und 
statt Uo ro' gesetzt, so ergibt sich, dass die Function f2 (tu) dieselben 
Fundamentalperioden besitzt und genau für dieselben Werthe von U 

unendlich gross und zwar unendlich gross erster Ordnung wird, Wie 

die Function leu). Hieraus folgt, dass 

leu) = 0'f2(tU) +01, 

Aus den für die Umgebung des Werthes 'U = 0 geltenden, nach Po
tenzen von U fortschreitenden Reihenentwickelungen 

2 1 5 
leu) = -=::-' -- -~-- • U+·" v3 u 6V3 ' 

folgt, 

gJ (tu) 

dass 0 = - ~r~' 01 = 0 ist, dass also zwischen leu) und 
2 v3 

die Gleichung besteht: 

l u) = _ --.!_. gJ'Cf u) . 
( 2 '13 gJ Cfu)-es 

Nun bestehen, wenn der Modul k durch die Gleichung 

k =' /e2 es 
V ei-es 
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Hieraus ergibt sich für leu) der Ausdruck 

l(u) = 2_.cosa~u.ßamu, k=t.18) 
'13 sm am u 

Es folgen hier noch die Werthe einiger Constanten. 

k = t, k' = Vi; 1 1-{i? t l = -2 . -, /- = 0,017972383; 
1+ vk' 

K' 

h = (q) = e7:1'; = e- li % = t l + 2 (t l )5+ .. = 0,017972387,19) 

t' ro' K' 
---;- = -. = K = 1,27926157, 
~ rot 

ro - 1 .K = !K = 0,842875, ro' = ro· t' = i .1,078258. 
'leI -es 

Es liegt nun nahe, em räumliches Gebilde aufzusuchen, für 
welches die beiden Eigenschaften, welche für die vorgelegte Minimal
fläche der reellen geometrischen Deutung entbehren, - nämlich dass 
dieselbe durch eine Verschiebung um 4n ro' in der Richtung einer der 
Coordinatenaxen mit sich selbst zur Deckung gelangt, sowie dass die
selbe in Bezug auf die Ebenen z = ± ro' sich selbst symmetrisch ist, 
eine reelle Bedeutung erhalten. 

Hierzu wird auf das Gleichungssystem (C) (S.45) zurückge
gangen. 

Die Ausdrücke für die drei Co ordinaten ergeben reelle Werthe, 
wenn das Gebiet von t' und t'1 auf die Fläche eines mit dem Radius 
vt um den Nullpunkt beschriebenen Kreises beschränkt wird und den 
Grössen t' und t'1 conjugirte Werthe beigelegt werden. 

Die letztere Beschränkung ist keine nothwendige, vielmehr ge
hören alle diejenigen Punkte im analytischen Sinne zu der vorge
legten Fläche, welche sich für irgend ein Werthepaar t', t'1 ergeben. 

Während bei der Annahme t' = P + qi, t'1 = p-qi die Werthe 
der Coordinaten das Doppelte der reellen Theile der drei Integral
functionen darstellen, stimmen dieselben bei der Annahme t' = P + qi, 
t'1 = - P + qi mit den doppelten imaginären Theilen der drei Integral
functionen überein, wenn in beiden Fällen den Variablen p und q nur 
reelle Werthe beigelegt werden. 
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Bei der letzteren Annahme haben also die drei Coordinaten jedes 
Punktes des auf diese Weise entstehenden Flächenelementes rein 
imaginäreWerthe; wird daher x = xl·i, Y = Yl·i, Z = zl·i gesetzt, 
so entspricht dem genannten Flächenelemente x, y, z, von welchem 
nur der Punkt x = 0, Y = 0, Z = 0 reell ist, ein reelles Flächen
element xp Yn Zl' 

per Fläche nun, welche die analytische Fortsetzung dieses 
Flächenelementes ist, kommen die Eigenschaften zu, in Bezug auf die 
Ebene Zl = + w'i sich selbst symmetrisch zu sein und durch eine 
Verschiebung um -4w'i längs jeder der drei Coordinatenaxen mit sich 
selbst zur Deckung zu gelangen. 

Es entsteht nun die Frage nach den anderweitigen Eigenschaften 
dieser Fläche. 

Zunächst ist zu bemerken, dass die analytische Gleichung dieser 
Fläche gefunden wird, indem ,in der Gleichung der Minimalfläche 

Ä(Y)Ä(Z)+Ä(Z)Ä(X)+Ä(X)Ä(y)+l = 0 

an die Stelle von x, y, z, xli, y1i, Zli gesetzt wird. 
Denn diese Gleichung wird identisch befriedigt durch die nach 

Potenzen von 'I: und '1:1 fortschreitenden Reihen, welche sich für x, y, Z 

aus dem Systeme der Gleichungen (C) (S. 45) ergeben, unabhängig 
davon, welche Werthe 'I: und '1:1 haben, wenn nur die Reihen für die
selben convergiren. 

Das Bestehen dieser Gleichung für ein FI,ächenelement genügt 
aber zu dem Schlusse, dass diese Gleichung auch für alle analyti
schen Fortsetzungen desselben gelte. 

Hieraus geht hervor, dass die betrachtete Fläche ebenfalls eine 
Minimalfläche ist. 

Ist nämlich F ( X, y, z) = 0 die Gleichung einer Minimalfläche, 
so ist, wenn c einen constanten Factor bedeutet, für die Fläche 
F ( CX, cy, cz) = 0 die partielle Differentialgleichung der Minimal
flächen befriedigt, und zwar identisch für jeden Werth von C; die
selbe ist also auch für c = i erfüllt. 

Wird nun zu denjenigen Gleichungen zurückgegangen, welche die 
Coordinaten als Functionen von 8 und 81 ausdrücken, siehe die For
mern (A) auf S. 32 [vergl. Monatsberichte 1866 S. 619] 

dx = (1- 82 )g:(s)ds + (1-s~HM81)d81> 
dy = i(1+s2)g:(s)d8-i(1+s:H~I(sl)dsl' 
dz = 28 g:(s)ds + 2s1 g:l(SI) dSl 
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so ergibt sich, dass bei dem Uebergange von x, y, z in xli, Yli, zli 
g:l(Sl) mit -g:l(Sl) zu vertauschen ist. 

Dies ergibt 

idxl = (1-s2) g: (s) ds- (l-s~) g:l(Sl) dSl , 
idYl = i(1+s2)g:(s)ds+i(1+s~)g:1(sl)dsl' 
idz1 = 2sg:(s)ds 2S1g:1(Sl)dsl. 

Durch diese Formeln wird jedem Punkte xo' Yo' Zo der ursprüng
lichen Minimalfläche , der einem bestimmten Werthepaare s, SI ent
spricht, ein bestimmter Punkt Xl' Yl' Zl der neuen Minimalfläche zu
geordnet, der demselben Werthepaare s, SI entspricht. 

Ist X(x-xo) + Y(Y-Yo) + Z(z-zo) = 0 die Gleichung der Tan
gentialebene In einem Punkte xo, Yo' Zo der ursprünglichen Fläche, 
ist also 

Xdx+ Ydy+Zdz = 0, 

so zeigen die obigen Gleichungen, dass auch 

ist, dass also die Tangentialebenen in entsprechenden Punkten beider 
Flächen parallel sind. 

Das Quadrat der Länge des Linienelementes 

dxl + dyl+ dal = dl2 

hat den Werth 

denselben Werth hat auch das Quadrat der Länge des Linienelementes 
dl~ der neuen Minimalfläche. Aus der Gleichung dl~ = dll ergibt 
sich aber, dass die neue Minimalfläche eine Bi e gun g s fl ä ehe der 
ursprünglichen ist. 20) 

Die neue Minimalfläche enthält endlich auch gerade Linien. Wird 
z. B. S = SI gesetzt, so ist g:(s) = g:l(Sl) und es ergibt sich dXl = 0, 
dZl = 0 i also liegt eine der y 1- Axe parallele Gerade ganz auf der 
Fläche. - Diese Gerade ist eine Biegung derjenigen Curve, welche 
bei der ursprünglichen Fläche in der Symmetrie-Ebene x' = y' liegt. 
Ebenso liegen auf der neuen Fläche geradlinige Vierseite , welche 
zwei Symmetrie -Ebenen haben und zwar sind zwei ihrer Winkel 
rechte Winkel, während die beiden andern 60° betragen. 
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Den geradlinigen Strecken von 8 = 0 bis 8 = ± a; 81 = 8 ent
sprechen auch auf der Fläche geradlinige Strecken, welche die Länge 
-V2w'i haben und zu den Seiten der auf der Fläche liegenden Vier
seite gehören. 

Betrachtungen, welche den früher (S. 50) angestellten ganz analog 
sind, erleichtern die Herstellung eines Modelles der neuen Fläche, 
durch welches die Periodicität und die Symmetrie derselben zur An
schauung gebracht wird. 21) 
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Nach trag. 

Der Verfasser der Abhandlung: "Bestimmung einer speciellen 
Minimalfläche" hat sich in der Folge mit einigen allgemeineren Proble
men beschäftigt, welche über das in der genannten Abhandlung ge
stellte Ziel hinausgehen, aber zu der in derselben gelösten Aufgabe 
in eine gewisse Beziehung gebracht werden können. 

Da die Behandlung dieser Probleme dem Verfasser auch an und 
für sich einiges Interesse darzubieten scheint, die in jener Abhand
lung dargelegte Methode sich auch auf diese Probleme erstreckt 
und zu ihrer vollständigen Lösung ausreicht, so erlaubt sich derselbe, 
der physikalisch-mathematischen Klasse der Königlichen Akademie in 
dem vorliegenden Nachtrage die Ergebnisse seiner Untersuchungen 
mitzutheilen. 

(Der J\lIittheilung waren beigefügt einige Drahtgestelle nebst 
Hülfsmitteln zur Herstellung der betreffenden Seifenblasenflächen nach 
der Vorschrift des Herrn PI at e a u. 22) Diese Seifenblasenflächen 
führen zu einer anschaulichen Vorstellung über die Gestalt mehr oder 
minder ausgedehnter Theile derjenigen Minimalflächen , von welchen 
die Rede ist.) 

Wenn man von den Formeln ausgeht (vergl. S. 32) 

dx = _(1 ___ s_2 )_d_s + ..o..(l_-~s~=) d=s~t 
VR(s) VRt(sJ ' 

dy -

dz = 

i(1+s2 )ds 
VR(s) 
2sds 

VR(s) 
+ 

i (1+ s~) dS I 

VRI(st) 
2st dSt ---=, 

VRt(sl) 

worin R(s) = 1-14s4+s8 , RJst) 1-14s~+s~, und man setzt an 
die Stelle der Function R(s) irgend eine andere ganze Function achten 
Grades von s, so erhält man wieder eine Minimalfläche , aber es 
werden derselben im Allgemeinen zwei für die obige specielle Fläche 
charakteristische Eigenschaften fehlen, nämlich erstens, dass auf der 
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Fläche gerade Linien liegen, zweitens, dass die Gleichung der Fläche 
durch elliptische Functionen der Co ordinaten rational ausdrückbar ist. 

Die vorliegende Mittheilung beschäftigt sich damit, solche Flächen 
aufzustellen, bei denen R (s) eine ganze Function achten Grades ist 
und der Minimalfläche die genannten beiden Eigenschaften erhalten 
bleiben. 

Bei der Annahme R(s) = 1-1484+88 entsprechen, sobald den 
beiden Quadratwurzeln VR(8) und VRrC8.) für 8 = 0, 81 = ° dasselbe 
Zeichen gegeben wird, wenn man 8 = ~ + TJi setzt, wobei ~ und TJ 
zwei reelle Variable bezeichnen, den beiden Geraden ~ = ± TJ und 
dem Einheitskreise ~2+ TJ2 = 1 auf der Minimalfläche gerade Linien. -
Die acht Wurzeln von R (s) = ° liegen symmetrisch in Bezug auf die 
beiden Geraden ~ = ± TJ und den Kreis ~2+ TJ2 = 1. (Mit anderen 
Worten: Ist 80 = ~o+TJoi eine Wurzel der Gleichung R(8) = 0, so 

sind jedesmal TJo + ~o i, -TJo - ~o i, :~ + TJ02i drei andere Wurzeln der-
60 + TJo 

selben Gleichung.) 
Betrachtet man die doppelt zu denkende Fläche eines Quadranten 

des Einheitskreises in der Ebene 8 (Fig. 18.) als eine einfach zu-

Fig.18. 

sammenhängende Fläche mit sechs Ecken und einem Windungspunkte, 
so entspricht demselben die durch sechs Kanten eines räumlichen 
Sechsseites gehende Minimalfläche. (Fig. 19.) Je drei auf einander 

Fig.19. 

folgende Seiten des Sechsseites stehen auf einander senkrecht; die je 
vierte ist der ersten parallel. Im vorliegenden Falle haben alle sechs 
Seiten des erwähnten Sechsseits gleiche Länge und werden daher 



94 Bestimmung einer speciellen Minimalfiäche. Nachtrag. 

durch diejenigen sechs Kanten eines Würfels gebildet, welche übrig 
bleiben, wenn von den zwölf Kanten desselben die zweimal drei in 
zwei Gegenecken desselben zusammenstossenden Kanten weggelassen 
werden. Im Mittelpunkte des Sechsseits befindet sich derjenige Punkt 
der Minimalfläche , in welchem die Tangentialebene die Fläche in 
einer Curve mit einem dreifachen Punkte - hier in drei Geraden -
schneidet. 

Wählt man nun innerhalb des Quadranten einen anderen Punkt 
So = rJPui und wählt zu den acht Wurzeln von R(s) = 0 beziehlich 

roe'Pui, roe('Po+"')i, (! "'-'Po); roe , (f"-'Po)i roe , 

1 . ~ e('Po+mi ~ eCi"-'Po)i 1 (Jl."-'P); - e'Po' -e' 0 
r ' r ' r ' r ' 0 0 0 0 

so findet jetzt gleichfalls Symmetrie der Wurzeln in Bezug auf die 
genannten Linien statt. (Fig. 20.) 

Fig.20. 

Dann entsprechen diesen Linien auf der Minimalfläche wiede'r 
gerade Linien und zwar ist die Begrenzung der Fläche ein räumliches 
Sechsseit , welches allgemein erhalten wird, wenn von den zwölf 
Kanten eines rechtwinkligen Parallelepipedon zweimal drei Kanten 
fortgelassen werden, die in zwei gegenüberliegenden Ecken zusammen
stossen. (Fig. 21.) 

Fig. 21. 

.. + ....... _ ... . 
! i 
: : 
• I 1 I · . • I I I 
I I 
I I 
I • 

I : 
/J ...... -...... + .. 

Es ist hiernach die Aufgabe lösbar: Durch sechs Kanten eines 
rechtwinkligen Parallelepipedons, welche ein Sechsseit der angegebenen 
Art bilden (Fig. 21.), eine Minimalfläche zu legen, auf welcher durch 
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jenes Sechsseit ein einfach zusammenhängendes in seinem Innern von 
singulären Stellen freies Flächenstück begrenzt wird. Auch hier be
findet sich im Mittelpunkte des Sechsseites derjenige Punkt der Fläche, 
welcher dem Windungspunkt entspricht. Werden nun die Grössen 

x ~ Y, x~y, z zu Coordinaten gewählt, so sind die entsprechenden 
\12 \12 

Integrale als elliptische Integrale erster Art darstellbar und es lassen 
sich dann für diese Fläche im Wesentlichen dieselben Schlüsse machen, 
wie für die in der erwähnten Abhandlung betrachtete speciellere 
Fläche. Es gibt eine in Bezug auf elliptische Functionen der Coor
dinaten rationale Gleichung der Fläche, nur sind hier die Moduln 
der elliptischen Functionen, deren Argumente die Co ordinaten 
x+ y X-Y . d . d hi d -_-, ---, z sm , von eman er versc e en. 

\12 \12 
Zur Herleitung der von ausserwesentlichen Factoren befreiten 

Gleichung der Fläche kann eine analoge Methode dienen, während die 
Coefficienten aus den Anfangsgliedern von Potenzentwickelungen zu 
bestimmen sind. 

Von dieser Fläche treten zwei Fälle als specielle auf, nämlich 
tpo = 0 und tpo = in oder 1"0 = 1. 

Es werde zunächst qer erste Fall näher betrachtet. 
Ist tpo = 0, so ist das Sechsseit symmetrisch in Bezug auf eine 

durch zwei gegenüberliegende Ecken gehende Ebene und es entspricht 
der Geraden von 8 = 80 bis 8 = +1 auf der Fläche eine Gerade, so 
dass der von 80 bis 8 = +1 geradlinig aufgeschnittenen Fläche des 
Quadranten (Fig.22.) eine von einem geradlinigen räumlichen Fünf
seit begrenzte Minimalfläche entspricht. Fig. 23 zeigt zwei solche 

Fig.22. Fig.23. 

Fünfseite ; der dem singulären Punkte 8 = 80 entsprechende Punkt 
der Minimalfläche liegt in der Mitte der gemeinschaftlichen Seite. 
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Der ganzen Fläche des Einheitskreises entsprechen vier solche 
Fünfseite , welche in Fig. 24 vereinigt sind. 23) Die Gestalt der Ver
einigung, welche der in der Abhandlung betrachteten Fläche entspricht, 
zeigt mit den auf der Fläche liegenden geraden Linien Fig. 25. 

Fig.24. Fig.25. 

r 
3 

i 
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Für den allgemeineren Fall enthält R(s) eine willkürliche Con
stante r o ; vermöge derselben kann bewirkt werden, dass man als 
Umgrenzung den zusammenhängenden Zug von acht Kanten eines 
beliebigen geraden quadratischen Prismas vorschreiben kann. 

Lässt man r o gleich 1 werden, rücken also die singulären Punkte 
auf ± 1, ± i, so wird das Prisma unendlich lang, die elliptischen In
tegrale verwandeln sich in circuläre beziehungsweise in logarithmische, 
und die Gleichung der Fläche geht über in die bekannte von Herrn 
S cherk gegebene, deren einfachste Form ist24) 

eS = cosx. 
cosy 

Man kann aber leicht in die Gleichung dieser Flächen noch eine 
Constante mehr einführen, wenn man die Forderung der Symmetrie 
der Wurzeln in Bezug auf die bei den Geraden ; = ± 1] fallen lässt 
und dafür die Forderung der Symmetrie der Wurzeln in Bezug auf 
; = 0, 1] = 0 hinzufügt. Man wähle zu Wurzeln der Gleichung 
R(s) = 0 . 

auf 1] = 0: ±ro' ±l; auf; = 0: ±r1i, ±~i. ro r 1 

Die Gleichung der Fläche ist dann ebenfalls durch elliptische Func
tionen der Co ordinaten rational ausdrückbar. Es tritt nun an die 
Stelle des quadratischen Prismas im vorigen Falle das gerade Prisma 
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mit, beliebiger rechteckiger Grundfläche. Nun kann man etwa ro gleich 
1 werden lassen, so wird dieses Prisma nach der einen Seite hin un
endlich lang; die Gleichung der Flä~he hängt dann in Bezug auf x 
von elliptischen, in Bezug auf y und z aber von Exponentialfunc
tionen ab. 

Es werde nun der Fall betrachtet, in welchem fPo = i-:1t, d. h. wo 
auf der Geraden ~ = 1'] viermal je zwei der Wurzeln zusammen
fallen. Es ist zunächst klar, dass dieser Fall identisch ist mit dem, 
wo 1'0 = 1, d. h. wo auf dem Einheitskreise viermal zwei Wurzeln 
zusammenfallen. (Fig. 26.) 

Fig. 26. 

Von jenem Sechsseit, von dem oben die Rede war, erhalten nun 
nur zwei Seiten eine endliche Länge; das dritte Seitenpaar , welches 
sich an diese zu beiden Seiten anschliesst, erhält eine unendliche 
Länge. Eine der Figur 24 analoge Zusammensetzung von vier solchen 
Flächen fiihrt zu vier parallelen Kanten eines beiderseits unendlich 
langen Parallelepipedons mit rhombischem Querschnitt. Die ellipti
schen Integrale verwandeln sich in circuläre beziehungsweise in lo
garithmische; die Gleichung der Fläche ist daher rational ausdriickbar 
durch Exponentialfunctionen der Co ordinaten und hat in der ein
fachsten Form die Gestalt 

erz = cos (ax + ßy) 
cos (ax - ßy) , 

worin r = ./ 2aß __ ist und a und ß willkürliche reelle Constanten 
va9+ ß2) 

bedeuten. 
Auch diese Gleichung ist zuerst von Herrn S c her kaufgestellt 

worden. 

Es werde jetzt der Fall betrachtet, in welchem fiir den Werth 

s, = 0 der Quadratwurzel V BJs,) der entgegengesetzte Werth bei

gelegt wird wie der Quadratwurzel V R (s) fiir den Werth s = 0 und 
Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. r. 7 
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an die Stelle von x, y, z beziehlich xli, Yli, zJ gesetzt wird. In 
diesem Falle entsprechen den Geraden ~ = 0, f} = 0 von s = 0 bis 
zu den Windungspunkten gerade Linien auf der Minimalfläche ; dem 
Einheitskreise entspricht in diesem Falle eine ebene Krümmungslinie. 
Wird die Fläche des Einheitskreises aufgefasst als vom Mittelpunkte 
aus geradlinig bis zu den Windungspunkten aufgeschnitten (Fig. 27), 

Fig. 27. 

so entspricht dieser Fläche ein zweifach zusammenhängendes Minimal
flächenstück , welches einerseits von einem Quadrate, andrerseits von 
einer ebenen Krümmungslinie begrenzt ist, deren Ebene der Ebene 
des Quadrates parallel ist. 

Man erhält dieses Flächenstück, wenn man einen mit einer Hand
habe versehenen in die Form eines Quadrates gebogenen Draht 
(Fig. 28) in die Seifenlösung taucht und parallel dem Fliissigkeits
spiegel heraushebt. Am Drahte bleibt ein Minimalflächenstück hängen, 
welches denselben mit dem Flüssigkeitsspiegel verbindet und auf dem 
letzteren überall senkrecht steht. Ist die Höhe des Quadrates ii.ber 
dem Flüssigkeitsspiegel gleich dem vierten Theile der Diagonale des 
Quadrates geworden, so erhält man ein Stück der am Schluss der 
erwähnten Abhandlung (S. 90) betrachteten Bi e gun g s fl ä c h e. 
Fig. 29 zeigt die auf diesem Flächenstücke liegenden geraden Linien. 
(Nach dem Herausheben des in Fig.29 abgebildeten Drahtgestelles 

Flg.28. Fig.29. 

: lJJ" I 

f+------------ 21'2 i -----------~ 
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aus der Seifenflüssigkeit muss die in n e re sich bildende aequatoriale 
Lamelle mit etwas Löschpapier durchbrochen werden.) Wird die 
Grösse ro verändert, so bleiben die genannten auf die Begrenzungen 
sich beziehenden Eigenschaften erhalten und es wird eine variable 
Constante in die Aufgabe eingeführt; das Verhältniss des Abstandes 
jenes Quadrates von dem Flüssigkeitsspiegel zu der Seite des Qua
drates wird variabel und kann innerhalb gewisser Grenzen jeden 
Werth annehmen. 

Die Curve auf dem Flüssigkeitsspiegel nähert sich dem Ansehen 
nach einer fast kreisförmigen Linie um so mehr, je höher der Draht 
gehoben wird; sobald jedoch eine gewisse Grenze überschritten wird, 
hört die Gleichgewichtslage auf stahil zu sein, jene nahezu kreisför
mi ge Linie verengert sich mehr und mehl', das Flächenstück löst sich 
vom Flüssigkeitsspiegel ab und geht in die ebene Lamelle, die Fläche 
des Quadrates selbst über. Es ist dieser Vorgang ganz demjenigen 
analog, bei welchem ein kreisförmig gebogener Draht an die Stelle 
des Quadrates tritt und für welchen man die mathematischen Ver
hältnisse kennt. 25) 

Es ist auch hier möglich, noch eine Constante mehr in die Auf
gabe einzuführen, indem zu Wurzeln gewählt werden 

An die Stelle des Quadrates tritt dann ein Rechteck und es ist somit 
innerhalb gewisser durch die Möglichkeit der Constantenbestimmung 
bedingter Grenzen die Aufgabe lösbar: 

Zwischen den Begrenzungslinien der oberen und unteren End
fläche eines rechtwinkligen Parallepipedons ein zweifach zusammen
hängendes Minimalflächenstück auszuspannnen. 

Geht 1'0 in 1 über, so ergibt sich dieselbe Fläche wie oben S. 97. 
Geht ro und r1 in 1 über, so ergibt sich eine von Herrn Sc her k 
aufgefundene Fläche, deren Gleichung in ihrer einfachsten Form die 
Gestalt hat 

7* 
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Man denke sich, dass die in Fig. 30 mit a und b bezeichneten 

Fig.30. 

a a 

Strecken ins Unendliche gedickt werden; die nach dem Herausheben 
dieses Drahtgestelles aus der Seifenflüssigkeit sich bildende Querla
meile muss mit einem Streifen Löschpapier durchstossen werden. -
Vergleiche : Va n der Me n sb r u g g he : Discussion et l'ealisation ex
perimentale d'une surface pat-ticuW:re a courbure moyenne mdle. Bulletins 
de l' Acadhnie J'oyale de Belgique. Brttxelles, 356 annee, 26 serie, tome 21. 

p. 552-566.) 
Geht r o und 1'1 in 0 über, so erhält man 

ax = (1-s2)ds + (1-s~) aS I 

S2 - S2 
I 

dy = 
i(1+ S2) as 

+ 
i (1 j- s:) dS I 

S2 S· 1 

dz = 
2sds ± 2s1 dS1 

7- 82-
1 

1 
(; + SI)' x= ---s + S 1 

~ . ± (~-is ) Y= --+18 
S Si' 

1 

z= 210gs ± 2 log SI' 

Die Gleichung der Fläche ist, wenn die oberen Zeichen gewählt 
werden, 

(ixY+ (}y)2 = (t)2. (etz + e-tzr, 

wenn hingegen die unteren Zeichen gewählt werden, und Xl' i, Yl' i, 
Zl' i an die Steile von x, 11, z gesetzt wird, 
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Dieses sind die Gleichungen der Rotationsfläche, welche durch 
Rotation einer Kettenlinie um ihre Directrix als Axe entsteht, und der
jenigen geradlinigen Schraubenfläche, welche zugleich Minimalfläche ist. 

Wird an die Stelle von S2 und s~ im Nenner der obigen Glei
chungen S2. e-rri und s:· erd gesetzt, so erhält man durch Elimination 
die Gleichung einer Minimalfläche, welche von Herrn Sc her k gegeben 
worden ist und die obigen beiden als specielle Fälle in sich enthält. 26) 

Geht bloss 1'0 oder bloss r1 in ° über, so tritt der Fall ein, dass 
die Gleichung der Fläche in Bezug auf die eine Co ordinate von ellip
tischen Functionen, in Bezug auf die anderen bei den aber von Expo
nentialfunctionen abhängt. Dieselben können, wenn 1'1 = 0 ist, als 
specielle Fälle der dem Gestelle Fig. 30 entsprechenden Fläche auf
gefasst werden, wenn nur ei 11 Paar, etwa aas Paar der mit a bezeich
neten gegenüberliegenden Strecken, 111 das Unendliche verlegt wird. 

Während der Fall, dass auf einer der Geraden ~ = ± 'I] vier 
Wurzeln der Gleichung R(s) = ° liegen, und die vier andern sym
metrisch auf dem Einheitskreise liegen, dur eh eine Drehung des Coor
dinatensystems auf einen der sehon betrachteten Fälle zurückgeführt 
wird, erfordert der Fall, dass alle acht "'Wmzeln auf einer der Linien 
liegen, eine besondere Betrachtung. Es werde angenommen, dass die 
acht Wurzeln auf dem Einheitskreise liegen um1 zwar symmetrisch 
zu den Geraden ~ = 0, 'I] = 0, ~ = ± '1]. Ferner werde angenommen, 
dass keiner der Punkte auf eine dieser Linien selbst falle. Es ent
spricht dann der Fläche ei)1es Quadranten der Ebene s, in welchem 
g positiv ist und '1]2 < g2 ist, wenn dieselbe längs der Peripherie des 
Einheitskreises von den Windungspunkten aus aufgeschnitten wird, 
ein von einem geradlinigen räumlichen Sechsseit begrenzter Theil 
einer Minimalfläche. Fig. 31. Eine' Vereinigung zweier solcher Sechs
seite zeigt Fig. 30. 



102 Bestimmung einer speciellen Minimalfiäche. Nachtrag. 

Das Problem enthält eine willkürliche Constante; dieselbe kann 
dazu benutzt werden, dem Verhältniss der Länge und Höhe der beiden 
Rechtecke, aus denen das in Fig. 32 abgebildete Gestell zusammen
gesetzt ist, einen vorgeschriebenen Werth zu geben. Lässt man die 
Symmetrie in Bezug auf ~ = 0, '1'/ = 0 fallen, so erhält das Problem 
noch eine verfügbare Constante mehr, welche dazu benutzt werden 
kann, den beiden Rechtecken verschiedene Länge zu geben. 

Lässt man je zwei Wurzeln auf den Geraden ~ = ± '1'/ zusammen
fallen, so erhält man bei passender Wahl des Co ordinaten systems die 
S c her k' sche Fläche 

4sinz = (eX_e-X)(eY-e-Y), 
zu deren Darstellung Herr Yan der Mensbrugghe das in Fig. 32 

Fig. 32. (Fig. SO. auf S. 100.) 

a a 

abgebildete Gestell angegeben hat. Die in dieser Figur mit a und b 
bezeichneten Strecken hat man sich hierbei in das Unendliche versetzt 
zu denken. 

Lässt man die Symmetrie in Bezug auf die Geraden ~ = ± '1'/ 

fallen, und behält nur diejenige in Bezug auf die Geraden ~ = 0, 
'1'/ = 0 bei, so kann man durch gerade Begrenzungslinien einen ganz 
im Endlichen liegenden Theil der Fläche nicht abgrenzen, es bleiben 
jedoch der Fläche die ebenen Krümmungslinien. 

Man kann nun wieder zwei Paare singulärer Punkte zusammen
fallen lassen, und den obigen Schlüssen analoge machen; worauf hier 
jedoch nicht näher eingegangen werden soll. 

Setzt man nun R(s) = 1-s 8 , so ergibt sich, wenn man sich die 
ganze Ebene durch geradlinige Schnitte von s = 0 bis zu den Punkten 
S4 ="-1, und von den Punkten s' = +1 bis ins Unendliche aufge
schnitten denkt, sodass die Function s--4 R (s) längs dieser Schnitt
linien ausser dem Werthe Null nur negative Werthe annimmt, ein 
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zweifach zusammenhängendes von zwei gleich grossen Quadraten be
grenztes Minimalflächenstück ; die Quadrate liegen in parallelen Ebenen, 
die Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte steht auf denselben senkrecht 
und die Seiten des einen Quadrates sind den Diagonalen des andern 
parallel. 

Ein allgemeineres von zwei solchen Quadraten begrenztes zwei
fach zusammenhängendes Minimalflächenstück würde man erhalten, 
wenn man den acht Wurzeln eine der Figur 33 entsprechende Lage 

Fig.33. 

I 
@ 

I 
gäbe. Die Gleichung dieser Flächen ist jedoch, wie es scheint, ra
tional durch elliptische Functionen der Coordinaten nicht ausdrückbar. 

Die Untersuchung des Falles 

R(8) = (1_82)8. (1+82) 

möge hier übergangen werden. 

Es bleibt nun zuletzt noch der Fall einer Erörterung zu unter
ziehen, in welchem das Werthepaar 8 = 0 und 8 = 00 zu den acht 
Wurzeln gehört und die sechs andern Wurzeln symmetrisch um diese 
heiden vertheilt sind. 

Es sei 
~~ I~ Ir 

fJ = e8 und E = e" - -t+t i v3 , 

und die acht Wurzeln seien 

0, fJ, fJ3, fJs, fJ7, fJ9, fJl1, 00, R (8) = 8 (1+ 86 ) , (Fig. 34.) 
Fig.34. 

o 
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so ist jede der Co ordinaten x und z als Summe zweier elliptischen Inte
grale erster Art darstellbar, die vermöge des Additionstheorems addirt 

werden können. Ebenso i:;;t - ~ x + t V3 y als Summe zweier elliptischen 
Integrale erster Art darstellbar, denn man erhält 

Wird nun t-;,' statt S, gesetzt, so geht das mit ds, multiplicirte 
Differential in 

t2 2 
E- Ldt 
VR(t ,) I 

über; beide Differentiale lassen sich durch einfache algebraische Sub
stitutionen in elliptische umformen. Es hat daher auch diese Fläche, 
es mag für positive Werthe von sund s, VR(Sl) mit demselben oder 

mit entgegengesetztem Zeichen wie V R (s) gewählt werden, wobei im 
letztern Falle x, y, z beziehlich durch x,i, y1i, z,i zu ersetzen sind, 
die Eigenschaft, dass ihre Gleichung in Bezug auf elliptische Func
tionen, deren Argumente lineare Functionen der Co ordinaten sind, ra
tional ausgedrückt werden kann. 

Man kann in die Aufgabe noch eine Constante mehr einführen, 
indem man zu Wurzeln wählt 

O e± 'Po i e( tn±'Po)i (tn±'Po)i " , e , 00. (Fig.35.) 

Die Fläche besteht aus lauter congruenten Theilen, deren Begrenzung 
von emem geradlinigen Sechsseit gebildet wird. (Fig. 36.) 

Fig.35. Fig.36. 

Werden zu den acht Wurzeln gewählt 
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wird also R (s) = s (l-s~) gesetzt, so ist die Gleichung der Fläche 

Fig.87. 

durch elliptische Functionen von t V3x-ty, y, z rational aus
drückbar , wie eine analoge Betrachtung zeigt, wenn s, durch - t~' 

ersetzt wird. Auf der Fläche liegen in parallelen Ebenen congruente 
gleichseitige Dreiecke, deren Projectionen auf diese Ebenen die Figur 38 

Fig. as. 

ergeben, und welche emen gewissen Abstanc1 von einander haben. 
Auch auf den in der erwähnten Abhandlung betrachteten Flächen 
lassen sich ringförmige Flächenstreifen angeben, welche von zwei 
gleichseitigen Dreiecken begrenzt RilHl u]](l zwar auf der ursprüng
lichen Fläche unu auf ihrer Biegungsfliiehe auf je eine Weise. vVird 
die Seite des gleiehseitigcn DreicekR zur Einheit gewählt, so ist der 
Abstand der beiden Ebenen in diesen beiden Fällen 

1 1 
\)6 und 2\)6· 

Im Allgemeinen scheinen die Gleichungen dieser Flächen, bei be
liebigem Abstande der Ebenen der beiden Begrenzungsdreiecke ra
tional durch elliptische Fnnctionen der Coordinaten nicht ausgedrückt 
werden zu können. Dagegen kommt diese Eigenschaft wieder allen 
den Minimalflächen zn, deren Begrenzung als zwei gleichseitige, die 
Begrenzung der parallelen Endflächen eines geraden dreiseitigen 
Prismas bildende Dreiecke gegeben sind. In diesem Falle sind die 
Wurzeln der Gleichung R(s) = 0 
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1 1 1 2 
-8, -8, 00. 

1'0' r'o 1'0 
(Fig.39.) 

Fig. 39. 

Der Quadratwurzel VR(81) ist für positive Werthe von 81 < 1'0' 81 = 8, 

das entgegengesetzte Zeichen beizulegen wie der Quadratwurzel 

VR(8) = '18(1-083+86 ), an die Stelle von x, y, z ist xli, Yli, fJ1i 
zu setzen, und die Constante 1'0 ist der Bedingung gemäss zu be
stimmen, dass der Abstand der beiden Dreiecke zu der Seite der
selben ein gegebenes innerhalb der durch die Möglichkeit dieser Con
stantenbestimmung bedingten Grenzen liegendes Verhältniss hat. 

Die Gleichung der Fläche ist rational in Bezug auf elliptische 

Functionen der Co ordinaten x, -! x + t '13 y, z. 
Dem Einheitskreise entspricht eine ebene Krümmungslinie, deren 

Ebene eine Symmetrie-Ebene der Fläche ist. 
Werden zu den Wurzeln der Gleichung R (8) = 0 gewählt die 

Werthe 
1 1 

--8 
1'0' 1'0' 

Fig.40. 

und wird für positive Werthe von 8 und 81 der Quadratwurzel V R (81 ) 

der entgegengesetzte Werth beigelegt wie der Quadratwurzel V R (8) = 
V8 (1+ C83+ S6), so entspricht dem Kreissector 8 = 1'e"", 0 <r< 1, 
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o < cp < i:n:, ein von fünf geraden Linien begrenztes Minimalflächen
stück. Eine Gruppe von sechs solchen Fünfseiten zeigt Figur 41. 

Lässt man 1'0 gleich 1 werden, so erhält die Fläche in beiden 
Fällen eine in Bezug auf Exponentialfunctionen der Co ordinaten ra
tionale Gleichung. 

Um von der Gestalt eines Theiles dieser Flächen eine anschau
liche Vorstellung zu gewinnen, denke man sich in denjenigen Seifen
blasenflächen , welche den in den Figuren 41 und 42 abgebildeten 

FiS'. 41. Fig. 42. (Fig. 36. auf S. 104.) 

" ] 
J a 

a 

Drahtgestellen entsprechen, die in diesen Figuren mit a bezeichneten 
Seiten in das Unendliche versetzt. 

Die Resultate der obigen Betrachtungen kurz zusammenfassend 
können wir also folgende Sätze aussprechen. 

1. Es gibt eine grössere Anzahl von Minimalflächen , für welche 
die Function iY (s) in den Formeln (D) des Herrn W eie r
s tr ass [Monatsberichte 1866 S. 619] gleich ist dem reciproken 
Werthe der Quadratwurzel aus einer ganzen Function achten 
Grades von s, und welche die doppelte Eigenschaft haben, 
erstens, dass die Gleichung derselben durch elliptische Func
tionen, deren Argumente lineare Functionen der Co ordinaten 
sind, rational ausdrückbar ist, zweitens, dass es möglich ist, 
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auf diesen Flächen durch gerade Linien endliche Stücke der 
Fläche abzugrenzen. 

H. Die einfachsten Begrenzungen, welche man wählen kalln, hängen 
zumeist auf 'einfache Weise mit den Kanten eines rechtwinkligen 
Parallelepipedons oder eines geraden regelmässigen dreiseitigen 
Prismas zusammen. 

HI. Durch vi e r geradlinige Strecken lässt sich aber unter allen 
diesen Flächen nur auf den beiden speciellen in der genannten 
Abhandlung näher betrachteten Minimalflächen ein endliches 
Stück der Fläche voJlständig begrenzen. 

Endlich sei es gestattet, auf fünf Polyederoberflächen hinzuweisen 
(Fig. 43, 44, 45, 46, 47.), welche durch die Lage ihrer acht Ecken von 

Fig.43. Fig.44. Fig.45. 

Fig. 46. l'ig. 47. 

der symmetrischen Vertheilung derjenigen acht Werthe von s, für 
welche die obige ganze Function achten Grades gleich Null wird, ein 
anschauliches Bild gewähren. 21) 
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Anhang 
enthaltend 

Anmerkungen und Zusätze. 

Zu der Zeit, als die Abhandlung: "Bestimmung einer spe
ciellen Minimalfläche" verfasst wurde, und bis zu dem Tage der Ein
sendung derselben an die Königliche Akademie (28. Februar 1867) 
war die im 13ten Bande der Abhandlungen der Königlichen Gesell
schaft der Wissenschaften zu Göttingen in einer Bearbeitung des 
Herrn K. Hat t end 0 r ff veröffentlichte, vom 6. Januar 1867 datirte 
Abhandlung R i e man n' s: "U eber die Fläche vom kleinsten Inhalt 
bei gegebener Begrenzung" dem Verfasser noch nicht zugänglich und 
hatte derselbe auch von dem Inhalte dieser Abhandhmg zu jener Zeit 
noch keine Kenntniss. 

Im Artikel 18 dieser Abhandlung wird dieselbe Minimalfläche be
trachtet, deren geometrische Eigenschaften bereits in einer in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahrgang 1865 S. 149-153, *) 
enthaltenen Mittheilung erörtert sind und deren genauere Untersuchung 
die Hauptaufgabe der vorliegenden Schrift bildet. 

Unter Bezugnahme auf die erwähnte Mittheilung aus dem Jahre 
1865 ergeben sich die auf S. 32 angegebenen Ausdrücke für die Coor
dinaten eines beliebigen Punktes der zu betrachtenden speciellen Mi
nimalfläche unmittelbar aus den von Herrn W eie r s t ras s in den 
Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahrgang 1866 S. 619, ge
gebenen Formeln (D), wenn die in diesen Formeln mit ~(s) bezeich
nete Function durch die Gleichung 

2 
~(s) = Vl- 14s4+ S8 

bestimmt wird. (Vergl. auch Monatsberichte der Berliner Akademie, 
Jahrgang 1867 S. 511 u. 512.) 

*) Siehe S. 1-5 dieses Bandes. 
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Dieser Weg ist jedoch in der der Königlichen Akademie vorge
legten Abhandlung nicht eingeschlagen worden, vielmehr sind alle in 
derselben enthaltenen Entwickelungen von dem jener Mittheilung zu 
Grunde liegenden Gedankengange völlig unabhängig durchgeführt. 

Es folgen nun hier einige Anmerkungen und Zusätze, welche sich 
auf einzelne Stellen theils der Hauptabhandlung, theils des Nachtrages 
zu derselben beziehen. 

Zu S.8. 
1) Diese Annahme wird durch den Satz auf S. 24 nachträglich 

gerechtfertigt. Zu folgendem Schlusse hingegen: "Durch die Sym
metrie - Ebene der Begrenzungslinie wird auch die Minimalfläche in 
zwei symmetrische Hälften getheilt, da die beiden Theile wieder Mi
nimalflächen mit symmetrischen Begrenzungen sind und zu jeder Be
grenzung nur ein e Minimalfläche gehört" - (vergl. " U eber die Mi
nimalfläche, deren Begrenzung von einem doppeltgleichschenkligen 
räumlichen Viereck gebildet wird". Eine von der philosophischen 
Fakultät der Georgia Attgusta am 4. Juni 1867 gekrönte Preisschrift. 
Von Arthur Schondorff. Göttingen 1868. S.8) - ist·zu be
merken, dass die Behauptung "zu jeder Begrenzung gehört nur eine 
Minimalfläche" nicht allgemein richtig ist. (Vergl. Sitzungsberichte 
der Naturforschenden Gesellschaft zu Halle. 1869. S. 12.) - Die ge
nannte Preisschrift des Herrn Sc h 0 n d 0 r ff beschäftigt sich unter 
Benutzung der Resultate R i e man n' s mit der Lösung derselben Auf
gabe, welche auch in einem Theile der vorliegenden Abhandlung 
(S.8-25) Gegenstand der Untersuchung ist. 

Zu S. 12. 
2) Eine weitere Ausführung dieses Schlusses enthält der Aufsatz 

des Verfassers: "Ueber einige Abbildungsaufgaben". Borchardt's 
Journal Bd. 70. S. 106 u. 107. *) 

Zu S. 13. 
S) Vergl. in dem in der Anmerkung 2) erwähnten Aufsatze S. 116 

und die Berichtigung zu dieser Stelle: Borchardt's Journal Bd. 71. 
S. IV. 

Zu S. 14. 
') Aehnliche Formeln hat Herr Enneper gegeben: Schlömilch's 

Zeitschrift 1864. Bd. 9. S. 107. 

*) Abgedruckt im zweiten Bande der vorliegenden Ausgabe. 
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Zu S. 16. 
5) Es gilt überhaupt der Satz: Je d e auf eIne m S Hi c k e 

ein e r ]VIi ni mal fl ä ehe 1 i e gen d e Ger ade ist ein e S y m m e
trieaxe der Minimalfläche, welche durch analytische 
Fortsetzung dieses Stückes entsteht. Der Beweis dieses 
Satzes kann mit Hülfe der Schlussweise geführt werden, auf welche 
m Anmerkung 2) hingewiesen ist. 

Zu S. 19. 
6) Vergl. Artikel 8 der oben erwähnten Abhandlung R i e man n' s. 

Zu S. 19 . 
. 7) Die auf S. 18 und hier gemachten Annahmen und V oraus

setzungen werden durch den Satz auf S. 24 nachträglich geL'echtfertigt. 
Es kann übrigens auch von vornherein bewiesen werden, dass eine 
Minimalfläche unter gewissen Voraussetzungen in der Nähe einer von 
zwei geradlinigen Strecken gebildeten Ecke keine andere Beschaffen
heit haben kann als eine solche, welche durch Entwickelungen von 
der angegebenen Form analytisch ausgedrückt wird, sowie, dass die 
für die Functionen w(u) und F(u) angegebenen Bestimmungen nicht 
nur die einfachsten, sondern zugleich die einzigen sind, welche im 
vorliegenden Falle mit den anderweitigen Forderungen der Aufgabe 
sich im Einklange befinden. Hiermit hängt auch der Beweis des 
Satzes zusammen, dass durch ein von vier geraden Strecken 
gebildetes räumliches Vierseit nur eine einzige Mini
malfläche gelegt werden kann, welche von demselben 
vollständig begrenzt wird und in ihrem 1nnern von 
si n g u I ä ren S tell e n fr ei ist. 

Auf die Beweise dieser Sätze, welche auch zu dem von Herrn 
W eie l' s t ras s in den Monatsberichten der Berliner Akademie, J ahr
gang 1866 S. 856 veröffentlichten Satze führen, gedenke ich bei 
einer andern Gelegenheit zurückzukommen. 

Zu S.23. 
8) Unter den gemachten Voraussetzungen ist diese Entwickelung 

für alle dem absoluten Betrage nach die Einheit nicht überschreiten
den Werthe von v unbedingt convergent und stellt für diese Werthe 
von v einen Zweig der Function s analytisch dar. Der Beweis der 
Convergenz kann mitte1st derselben Schlussweise geführt werden, 
welche Herr W eie r s t ras s zum Beweise des im 51 ten Bande des 
Crelle-Borchardt'schen Journals auf den Seiten 43 und 44 angegebenen 
Lehrsatzes in seinen Vorlesungen anzuwenden pflegt. 
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Es ist (vergL S.20) 

UI'( ) d2 1 ds 1 Cd 1 dS\2 _ F( ) _ 1 1-b~ 2 1-b! 1 b:-b; 
r s,v = dv2 ogdv -2" dv ogdv) - V -2"-r+ (1_V2)2+i!T_v2 

= ,\-. 1-0; +A +A v2+ A v4+ ... +A v2n+ ... 
~ v2 0 I 2 n 

Vi< 1; An = 2 (1-b:)n + t[4-4b: + b:-o~] = 

- 2(1-b!)n+a2 (2-al -2a2-a8 ) + 

+ t(al + as)( -al +2al +aS ) + (al +2a2-aS )' 

Also ist An für jeden positiven Werth von n, n = 0 einschliesslich, 
positiv (s. S. 23). 

Setzt man nun 

so erhält man nach der Methode der unbestimmten Coefficienten 
: ~ 

AI+!a; A 2+al a2 

al = -4~bl' aa= ~~' ... 

allgemein: es sind die gesuchten Coefficienten aga n z e Functionen 
der gegebenen Coefficienten A mit pos i t i v e n Zahlencoefficienten; 
sie sind demnach eindeutig bestimmt und haben sämmtlich positive 
Werthe. Es handelt sich nun darum, nachzuweisen, dass die so für 
die Grösse r erhaltene Reihe convergirt, wenn v2 < 1 ist. 

Man setze zur Vergleichung 

1'* = bl -1 +2_~1-b~ = _ 1-bl +a'v+a'vS+a'v5+ ... 
V 1-vl V I I a , 

so ist a~ = 2(1-b) und 

dr* ___ 1 r*2 
dv "2 

also ist 
A~ = 2(1-b2)n+4-4b-2bl +2bbl ; 

A~-A .. = 2(b:-b2)n + !j[(2-bI Y-b!] +4[b: + b1 b-2bll. 

Nun ist [(2-b,)2_b!] positiv, wei12-b l >1, bß <1 und b kann so 
klein angenommen werden, dass b! + bl b - 20 positiv ist, wozu bloss 



Bestimmung einer speciellen MinimalHäche. Anhang. 113 

nöthig ist 8 < 2 8~8 zu nehmen. Dann ist A~ beständig grösser als 
1 

An und daher auch a~ für jeden Werth von n grösser als an; d. h. es 
ist an< 2 (1-8) und die für r gefundene Reihe convergirt, wenn 

v2 < 1. Hieraus ergibt sich, dass die Grösse :~ eine Entwickelung 

von der Form C.81v"Cl(1+b1v2+b2v4+ ... ) besitzt, in welcher die 
Coefficienten b1 , b2 • •• sämmtlich positiv und beziehlich kleiner sind 
als die entsprechenden Coefficienten in der Entwickelung von 

ds* 
dv = C· 81v"c1(1-v2 )"-1. 

Durch Integration der beiden Reihen für :: und ~:* ergibt sich, 

dass die Glieder der Reihe für s sämmtlich beziehlich kleinere Coeffi
cienten haben als die entsprechenden Glieder der Reihe für s*. Da 
nun die Reihe für s* einschliesslich für v = +1 unbedingt convergirt, 
so convergirt auch die Reihe für s einschliesslich für diesen Werth. 

Zu S. 27. 
9) Der Beweis dieses Satzes ist dem in der Anmerkung 8) an

gegebenen ganz analog. Die Coefficienten c' sind beziehlich kleiner 
als die entsprechenden Coefficienten der Entwickelung von 

1'U Cdu_ 
o V1-u4 ' 

Zu S. 31. 
10) Denn für jeden im Innern des durch die Punkte u = ± 1, 

u = ± i gelegten Kreises besitzt die Function X (s') als Function der 
Variablen u den Charakter einer ganzen Function, und nimmt, da sie 
eine rationale Function von (j3 mit reellen Zahlencoefficienten ist, auf 
der Peripherie dieses Kreises nur reelle Werthe an. Es ist daher 
möglich, den Bereich des Argumentes u über das Innere des erwähnten 
Kreises hinaus auf das Aeussere desselben auszudehnen und zwar 
so, dass je zwei Werthen von u, u' = 61' ewi, u" = 61-1 • e1/Ji conjugirte 
Werthe der Function entsprechen. 

Zu S. 35. 
11) Das Bestehen oder Nichtbestehen einer solchen Gleichung gibt 

überhaupt die Entscheidung über die Möglichkeit oder Nichtmöglich
keit, die von der Quadratwurzel aus R(x) abhängenden hyperellipti
schen Integrale durch eine Substitution zweiten Grades auf elliptische 

Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. I. 8 
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zurückzuführen. S. eine Abhandlung des Herrn K ö ni g s be r ger m 

Borchardt's Journal Bd.67. S. 72, 73 u. 77. 
Zu S. 49. 

12) Die conforme Abbildung der Ebene der complexen Grösse s 

durch die Integralfunction 18 2s"J (s) ds zeigt Fig.48, in welcher auch 
o 

diejenigen Linien, welche den in Fig. 49 dargestellten Kreisbogen ent
Fig.48. 

,./ 
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Fig. 49. (Fig. 7. auf S. 40.) 
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sprechen, ersichtlich sind. Das auf geradem Wege von 0 bis 
(V2 -1) y~ erstreckte Integral J2s ~ (s) ds hat den Werth i· 0,1615 ... , 
alle Punkte mw + nw', wo m· und n ganze positive oder negative 
Zahlen bedeuten, sind Windungspunkte erster Ordnung für die die 
Werthe des Integrales geometrisch darstellende Fläche. Aus den auf 
den Seiten 36 und 37 angegebenen Beziehungen ergibt sich, dass die 
durch die Integrale 

fV-i(1-is2)~(s)ds und Jy~ (1+is2)~(s)ds 
o 0 

vermittelten conformen Abbildungen der Ebene der complexen Grösse 
s ebenfalls durch die Figur 48 dargestellt werden können, wobei dann 
aber das punktweise Entsprechen zwischen den Figuren 48 und 49 
natürlich ein anderes ist. Siehe Fig. 50. 

Die Figuren 51 abc zeigen die conformen Abbildungen des achten 

Fig.60. 

Fig 51 a. Fig. 51 b. Fig. 61 c. 

Theiles des Kreisbogenvierecks abc d in Fig. 5 S. 27 durch die drei 
Integrale 

f2s~(s) ds, J Y -i (1-is2)~ (s) ds, J yr (1+ is2 ) ~ (s)ds. 
o 0 0 

Hierbei ergibt sich, dass die Summe dieser drei (in den Figuren 
schraffirten) Flächenräume genau gleich ist der Fläche eines Recht
eckes, dessen Seiten t wund -l w'i sind. Von diesem Ergebniss wird 
in der Anmerkung 21) Anwendung gemacht. 

8* 
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Zu S. 49. 
13) Die nahe Uebereinstimmung der äusseren Gestalt beider 

Flächenstücke zeigt sich auch bei der Vergleichung des Flächeninhalts 
derselben, dessen Bestimmung, wie später gezeigt werden wird, sowohl 
für das betrachtete Stück M' des hyperbolischen Paraboloides als 
auch für das von demselben Vierseit begrenzte Stück M der Minimal
fläche wirklich ausführbar ist. Hierbei ergibt sich (vgl. den Inhalt 
der Anmerkung 21), dass der Flächeninhalt von M' in der That grösser 
ist als der Flächeninhalt von M, ein Resultat, welches freilich vorher 
zu erwarten war, - dass indessen der Unterschied beider sehr ge
ring ist, da derselbe nur etwa 8~O des Flächeninhalts von M beträgt. -
In der erwähnten Anmerkung sind beide Flächenstücke auch noch in 
einer andern Hinsicht mit einander verglichen. 

Zu S. 58. 

14) Die Bestimmung eines vollständigen Systemes zusammenge
höriger Perioden für die drei Co ordinaten x, y, z lässt sich dadurch 
sehr erheblich abkürzen, dass die 2(> + 1 = 7fach zusammenhängende 
R i e man n sche Fläche, welche die Verzweigung der Quadratwurzel 
Vl-14s4+ S8 geometrisch darstellt, durch 2(> = 6 Querschnitte in 
eine einfach zusammenhängende Fläche zerschnitten wird und die 
Periodicitätsmoduln an diesen Querschnitten aufgesucht werden. Es 
mögen die Querschnitte a" b1 ; a2 , b2 ; aal ba sowie die dieselben verbin
denden Schnittlinien c so gewählt werden, wie es Figur 52 angibt. 

Fig.52. 

Dann ergeben sich die Periodicitätsmoduln des Integrales 
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an den Querschnitten· a l a2 aa bl b2 ba 

beziehlich gleich 0 0 4m -2m -2m + 2m'. 

Nun gehen beim Uebergange von S in s' und s" die Indices 1 2 3 
cyclisch über in 2 3 1 und 3 1 2, es ergibt sich daher folgendes 
System 

a l a2 aa bl b2 bs 

x 4m 0 0 +2m' -2m -2m 

'!J 0 4m 0 -2m +2m' -2m 
z 0 0 4m -2m -2m +2m' 

Dasselbe System ergibt sich für die auf die Variable SI sich bezie
henden Integrale, nur sind bezüglich der Querschnitte al , a2 , bl , b2 

die Indices 1 und 2 mit einander zu vertauschen; hingegen ergibt 
sich genau dasselbe System, wenn statt der Variablen SI eine andere 
complexe Variable s' eingeführt wird, die mit derselben durch die 
Gleichung SI' S' = -1 verbunden ist. Vergl. die Mittheilung des Herrn 
W eie r s t ras s in den Monatsberichten 1867 S. 511-518. 

Die durch das Integral J 2s'fJ (8) ds vermittelte conforme Abbil
dung der durch Querschnitte in eine einfach zusammenhängende ver
wandelten R i e man n sehen Fläche, welche die Verzweigung von 'fJ (8) 
darstellt, zeigt Fig. 53. Hierbei ist zu bemerken, dass die zu diesem 

Fig.53. 

Zwecke getroffene Wahl des Querschnittnetzes aus Fig. 52 entnommen 
werden kann, wenn man sich in dieser Figur folgende Veränderungen 
vorgenommen denkt. Den Querschnitt as lasse man in eine gerade 
Linie, die Querschnitte a1 und a2 in die betreffenden Kreisbogen über
gehen; zu den Querschnitten bl und b2 wähle man die durch den Null
punkt gehenden die Axe des Reellen unter 45° schneidenden Geraden, 
zu dem Querschnitte b3 den Einheitskreis, und lasse endlich auch die 
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Schnittlinie C2 auf den Einheitskreis rücken. Die Theile der Ebene 
des Integrals, welche in der Figur 53 schraffirt sind, entsprechen dem 
oberen, die nicht schraffirten dem unteren Blatte der R i e man n
sehen Fläche. Verg!. R i e man n: Theorie der Ab e I sehen Functionen. 
Borchardt's Journal Bd. 54. S. 143. 

Zu S. 76. 
15) Einer Mittheilung von befreundeter Seite verdanke ich fol

gende genauere Formulirung dieses Satzes: " Werden den Grössen 
A, ft, v nur reelle Werthe beigelegt und wird zugleich die Veränder
liehe t der Bedingung unterworfen, bei der Integration nur reelle 
Werthe zu durchlaufen, wobei derselben jedoch der Uebergang vom 
Negativen zum Positiven durch den Unendlichkeitspunkt in der einen 
und in der andern Richtung gestattet ist, so stellen die angegebenen 
Gleichungen alle reellen Punkte der Fläche dar." 

Zu S. 82. 
16) Man vergleiche die "Notiz über die algebraischen Minimums

flächen" von Herrn Gei s er, Mathematische Annalen von Clebsch 
und Neumann Band 3. S.530-534. (1871.) 

Zu S. 86. 
17) Hinsichtlich der elliptischen Function gJu vergleiche man: 

W. B i er man n: Problemata quaedam m,echanica functionum 
ellipticarum ope soluta. Diss. inaug. Berlin 1865. 

H. F. Müll er: De transformatione functionum ellipticarum. 
Diss. inaug. Berlin 1867. 

C. Sc h wer i n g: De linea brevissima in elliptica paraboloide 
sita. Diss. inaug. Berlin 1869. 

L. K i e per t: De curvis quarum arcus integralibus ellipticis primi 
generis exprimuntur. Diss. inaug. Berlin 1870. 

Zu S. 88. 
18) Nach bekannten Formeln über Transformation zweiter Ord

nung (siehe Her mit e: Sur Za theorie des fonctions elliptiques. Comptes 
rendus 1863, Tome LVII. p. 617) ist 

sin am [(1+ k) x, 21+YkkJ _ (1+ k) sin am x 
1+ksin2 amx 

cosam[(1+k)X, 21+VkkJ _ cosamx·ßamx 
1+ksin2 amx 

[ 2 yTc ] 1 cos am x . .l am x 
also cotgam (1+k)x, 1+k = 1+k' smamx 

Wird hierin k = ! gesetzt, so erhält man die Formel im Text. 
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Zu S. 88. 
19) Diese für numerische Rechnungen sehr brauchbare Formel für 

den Werth des Ja c 0 bischen q 

h = (q) = t.t + 2 (P,)5+ 15 (t,1l+ 150 (t.t)18+ ., . 

wenn .t die Grösse 1-~~ bezeichnet, hat Herr Weierstrass In 
1+ vk' 

seinen Vorlesungen seit 1862 mitgetheilt. Man findet dieselbe auch 
in dem Werke des Herrn Schellbach: Die Lehre von den ellipti
schen Integralen und Theta -Functionen. Berlin. 1864. S. 60. 

Zu S.90. 

20) Nach einem Satze des Herrn Ossian Bonnet gibt es zu 
jeder Minimalfläche eine andere, welche eine Biegungsfläche derselben 
ist, während gleichzeitig den Krümmungslinien der einen Fläche die 
Asymptotenlinien der andern entsprechen und umgekehrt. In einer 
solchen Beziehung stehen die beiden in der vorliegenden Abhandlung 
betrachteten speciellen Minimalflächen zu einander. Der Uebergang 
von den Coordinaten x, y, $ zu den Coordinaten XU Y17 $1 kann auch 
dadurch geschehen, dass an die Stelle von ~ (s) in den Formeln des 
Herrn W eier stras s (Monatsberichte 1866 S. 619) -i~(s) gesetzt 
wird. Diese Substitution ist ein specieller Fall derjenigen, bei welcher 
eai~(s) an die Stelle von ~(s) tritt. Es ergibt sich hierbei eine zweite 
Minimalfläche, welche eine Biegungsfläche der ersten ist, da bei dieser 
Substitution das Quadrat des Linienelementes der Fläche ungeän
dert bleibt. 

Beide Flächen haben in entsprechenden Punkten parallele N or
malen. Die den früheren Krümmungslinien entsprechenden Curven 
sind isogonale Trajectorien der neuen Krümmungslinien und zwar 
schneiden sich die Curven unter dem Winkel t ce. Die reelle Grösse 
ce kann als ein variabler Parameter aufgefasst werden: Es ist da
her möglich, mit Ausnahme der Ebene, jede Minimal
fl ä c h e auf s te ti g eWe i ses 0 z u bi e gen, das s sie w ä h ren d 
der Bi egung Minimal fläche ble i bt, un d zwar b es chrei bt 
jeder Punkt während der Biegung eine Ellipse, wenn 
ein P unk t der F I ä c h e fes t geh alte n wir d. Dieser festgehal
tene Punkt ist der Mittelpunkt aller von den verschiedenen Punkten 
während der Biegung beschriebenen Ellipsen. Man kann auch zeigen, 
dass diese Biegung der Minimalflächen die einzige ist, bei welcher 
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dieselben Minimal:f:I.ächen bleiben. Gute Dienste leistet bei der Be
trachtung dieser Biegungen diejenige conforme Abildung der Minimal
:f:I.ächen auf eine Ebene, bei welcher den Krümmungslinien zwei Sy
steme orthogonal sich schneidender Parallellinien entsprechen. Den 
Satz, dass auf einer Minimal:f:I.äche die beiden Schaaren Krümmungs
linien ein zweifaches System isometrischer Linien bilden, verdankt 
man ebenfalls Herrn Ossian Bonnet. 

Es ist auch möglich, aus einer Minimal:f:I.äche und einer einzigen 
solchen Biegung derselben, welche, ohne derselben congruent oder 
symmetrisch zu sein, wieder eine Minimal:f:I.äche ist, durch eine ein
fache geometrische Construction alle anderen Biegungs:f:I.ächen zusam
menzusetzen, welche wieder Minimal:f:I.ächen sind. 

Es folgt hier eine kurze Angabe der bezüglichen Literatur. 
E. B eltrami: Sulle proprieta generali delle super(icie d' area 

minima. Mem. dell' Accademia delle Scienze dell' Istituto di 
Bologna. Serie 2. Tom. VII. 1868. 

O. Bonnet: Comptes rendus 1853. Tome XXXVII. p. 532; 
Liouville, Journal de mathematiques, Deuxieme Serie, Tome V. 
1860, p. 1'74, 227, 228; Journal de l' Ecole polytechnique, 
Cahier 42. (1860). 1867. p. 7-15. 

E. B 0 ur: Journal de l' Ecole polytechnique, Cahier 39', 1862, 
p. 97, 114. 

E. Catalan: Comptes rendus 1855. Tome XLI. p. 1019; 
Journal de l'Ecole polytechnique, Cahier 37, 1858, p. 130. 

E. B. Christoffel: Borchardt's Journal, Bd. 67 S.218. 
1867. 

A. Enneper: Schlömilch's Zeitschrift, Bd.9 S.107. 1864; 
Nachrichten von der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu Göttingen 1871. No. 1. S.14-23. 

K. Pet e r so n: U eber Curven und Flächen. (Moskau. A. L an g.) 
Leipzig 1868. F. Wagner. (Deutsche Bearbeitung einiger 
vorher in russischer Sprache veröffentlichten Abhandlungen.) 
S. 66 und 72. 

J. Weingarten: Borchardt's Journal, Bd.62. S.164. 1862. 
Zu S. 91. 

21) Zusatz. Die oben erwähnte Abhandlung R i e man n' s "U eber 
die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung" enthält 
in den Artikeln 6 und 7 einen sehr interessanten Satz über die Be
stimmung des Flächeninhalts eines beliebigen Theiles einer Minimal:f:I.äche. 
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Die Gleichungen 

x = X+X', Y = Y+Y', fJ = Z+Z', 

in denen X, Y, Z Functionen einer complexen Variablen bezeichnen, 
für welche dX 2+dY2+dZ2 identisch den Werth Null hat, und in denen 
X', Y', Z' die zu X, Y, Z conjugirten Grössen bezeichnen, stellen 
eine Minimalfläche dar. (Vergl. Monatsberichte 1866 S. 614: 

(Cu) = 2X, g(u) = 2Y, heu) = 2Z.) 

Die Functionen X, Y, Z vermitteln drei conforme Abbildungen dieser 
Fläche. Nun ergibt sich das Quadrat des Linienelementes der Fläche 

dx2+dtl+dz2 = 2(dX.dX'+dY·dY'+dZ.dZ'), 

dasselbe ist also doppelt so gross als die Summe der Quadrate der 
entsprechenden Linienelemente in den Ebenen der drei Grössen 
X, Y, Z. "Da die Linearvergrösserung bei der Abbildung in irgend 
einem Punkte nach allen Richtungen dieselbe ist, so erhält man die 
Flächenvergrösserung gleich dem Quadrat der Linearvergrösserung". 
"Daher ist auch das Flächenelement in der Minimalfläche gleich der 
doppelten Summe der entsprechenden Flächenelemente in jenen Ebenen. 
Dasselbe gilt von der ganzen Fläche und ihren Abbildungen in den 
Ebenen der X, Y, Z." 

Wird dieser Riemannsche Satz auf die untersuchte Minimal
fläche angewendet, indem 

X = j2sij(s) ds, Y = !V-i(1-is2)ij(s)ds, Z = f '.1[(1+ is2 )ij(s)ds 
o 0 0 

gesetzt und die Variable s auf das Innere des achten Theiles des 
Kreisbogenvierecks abc d beschränkt wird, wie in der Anmerkung 11), 
so ergibt sich als Summe der Flächenräume in den Ebenen X, Y, Z 

J~ I' 
-4WW~. 

Das Doppelte hiervon beträgt -!ww'i; der dem Kreisbogenvierecke 
abc d entsprechende Theil M der Minimalfläche hat einen achtmal so 
grossen Inhalt (-4ww'i): Der Flächeninhalt von M ist also 
genau ebensogross wie derj enige eines Periodenparal
lelogramms der Functio n ~u. 

Diese Bestimmung des Flächeninhaltes von M gestattet nun eine 
Vergleichung mit dem Flächeninhalt des zwischen denselben Grenzen 
enthaltenen Theiles M' des hyperbolischen Paraboloides w·' = x'· y' t 
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Der Flächeninhalt dieses Theiles des Paraboloides wird ausgedrückt 
durch das Doppelintegral 

4Ol2JIJ\I1+x2+1I2dXd1l = 4Ol2'[iV3+i ln (2+V3)-l-gn] 
o o. 

= 4Ol2·1,28079 
dagegen hat das betrachtete Stück M der Minimal-

fläche den Inhalt - 4Ol2 't'i = 4Ol2.1,27926 
Der Unterschied beträgt also 4Ol2 ·O,00153 

oder weniger als 8~0 des Inhalts der verglichenen Flächentheile. 
Die Kleinheit dieses Unterschiedes fordert dazu auf, die Grösse 

der Abweichung des betrachteten Stückes der Minimalfläche von dem 
Paraboloid auch noch in anderer Hinsicht zu untersuchen. Zu diesem 
Zwecke wurden in die gefundene Gleichung der Minimalfläche die 
Werthe x = l ol, 11 = l ol eingesetzt und mit Hülfe derselben wurde 
ein zugeh.örender Werth - So von s berechnet. Bei der Substitution 
nu = 40lv ist mit hinreichender Näherung, vergl. S.88 und Jacobi, 
Fundamenta p. 184, 

(1 h2 cos3v) + .--
lu - cot v. (1+2hcos2v+2h4 cos4v). cosv. 

( ) - g (1- 2h cos 2v + 2k4 cos 4v) (1- k2. si~ 3v ) , 

h = 0,017972387 
log vulg k = 0,25460576-2 

u = lOl, v = arc (220 30'); 

smv 

log vulg l (lOl) = 0,4052541; log vulg l (so) = 0,1666935. 

Hieraus hat sich ergeben 

vo = arc (34°56'20~1) und So = Ol·0,77642. 

Es sind also angenähert 

x = tol, 11 = iOl, s = -Ol·0,77642 

die Co ordinaten eines Punktes der Minimalfläche ; bei dem Para
boloid entspricht denselben Werthen von x und 11 der Werth 
s = -Ol·O,75. Der Unterschied beider Ordinaten beträgt also 

ol • 0,02642; es beträgt also an dieser Stelle der parallel der 
s-Axe gemessene Abstand beider ]'lächen nur wenig mehr als 1r\' ol. 

Grösser zeigt sich der Unterschied in den Werthen der Haupt
krümmungsradien. Beiden Flächen ist der Punkt x = ol, 11 = ol, 
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Z = -/lJ gemeinsam; der Hauptkrümmungsradius der Minimalfläche 
in diesem Punkte hat die Länge 1 (vergl. S. 49), derjenige des hy
perbolischen Paraboloides hingegen hat in demselben Punkte die Länge 
/lJ = 0,863. 

Zu S. 9.2. 
22) J. P la t e a u: Recherehes experimentales et theoriques sur les 

figures d'equilibre d'une masse liquide sans pesanteur. Septieme Serie. 
§. 44. Memoires de l' Academie royale de Belgique. Tome XXXVI. 
(1866). Poggendorff's Annalen Band CXXX. S. 275. 

Zu S.96. 

23) Das in Fig. 24 (S. 96) abgebildete Gestell ist auch von Herrn 
P 1 a te au (Recherehes experimentales etc. Dixü:me Serie. §. 43. Me
moires de l' Acadbnie royale de Belgique. Tome XXXVII. [1868]) be
schrieben und abgebildet worden. Es darf jedoch aus dem von Herrn 
P 1 a t e au beschriebenen physikalischen Vorgange nicht geschlossen 
werden, dass, wenn die Höhe jenes quadratischen Prismas beträchtlich 
grösser ist als die Seite der Grundfläche, durch jenes Achtseit mehr 
als e i ~ einfach zusammenhängendes von demselben vollständig be
grenztes, im Innern von singulären Stellen freies Minimalflächenstück 
gelegt werden kann, für welches die beiden Symmetrie -Ebenen des 
Achtseits ebenfalls Symmetrie-Ebenen sind; denn eine genauere Unter
suchung führt zu dem Resultate, dass durch ein solches Achtseit nur 
ein einziges Minimalflächenstück gelegt werden kann, welches die an
gegebenen Eigenschaften besitzt. Dieses Minimalflächenstück enthält 
auch den Mittelpunkt des quadratischen Prismas. Die Nichtüberein
stimmung des Ergebnisses des Expe~imentes mit diesem rein mathe
matischen Satze ist dadurch zu erklären, dass in dem angegebenen 
Falle geringe Abweichungen der Begrenzungslinie von der mathema
tisch definirten Gestalt sehr beträchtliche Aenderungen der Gestalt 
des durch die Begrenzung bestimmten Minimalflächenstückes zur Folge 
haben können, während andererseits diese Veränderlichkeit der Grenze 
bei dem Experimente ihre Erklärung darin findet, dass genau genom
men der Draht, aus welchem das Gestell gebildet ist, eine endliche 
Dicke hat und also eigentlich nur die röhrenförmige Oberfläche der 
am Drahte adhärirenden und denselben mantelartig umgebenden 
Flüssigkeitsschicht in Betracht zu ziehen ist. 

Zu S. 96. 
24) Scherk: Acta societatis Jablonovianae. Vol. IV. p.205. 1832. 

Crelle's Journal Bd. 13. S. 185. J. Platea u: Recherehes expbimen-
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tales ete. Dixieme Serie: Resultats obtenus par les geometres 7 et verifica
tions experimentales. §. 40. 

Zu S. 99. 
115) Li n deI ö f et M 0 i g n 0 : Le~ons sur le caleul des variations. 

Paris 1861. No. 102-105. 

Zu S. 101. 
26) Man vergleiche den Inhalt der Anmerkung 20). Setzt man in 

den Formeln (D) des Herrn W ei e r s t ras s (Monatsberichte 1866 
S.619) statt ~(s) 2e"is-2 so ergibt sich: 

x-yi = 

z -

-2(eais-1 + e-"is1 ) , 

2 eailns+2e- ai lns l' 
2 cos a ·ln (SSI) + 2i sin a ·ln (SS;I), 

Aus diesen Formeln ergibt sich durch Multiplication und Division 

X 2+y2 = 8cos2a+4(ssl+S-ls;I), 

x + yi e"i ss + e-ai __ = __ 1 ____ • SS-1 
x-yi e-aiSSl+eai l' 

ferner, wenn (1 X)2 + (i y)2 = ,.2, sin a = a, cos a = b gesetzt wird 

S'SI= (Vr2+a2+Vr2-b2Y, S-I' S;1 = (yr2+a2_\jr2_b2Y, 
1 = (Yr2+a2+Yr2_b2).(Yr2+a2_Yr2_b2), 

SSI+ 1 = 2(Yr2+a2+Yr2_b2).Yr2+a2, SSI+ 1 Yr2 +a2 

8s1-1 = 2(Vr2+a2+Yr2_b2).Yr2_b2, SSI-T = yr2 _b2 ' 

S'S;1 = _ a(ssl- 1)+ib(ss,+1). x+yi 
a(ssl-I)-ib(sSI+1) x-yi' 

iln(s.s;l) = n-2arctg(~. vr2+a2)_2arctgJL 
a Vr2 -b2 x ' 

1 bl ('/-2-2 ,/~b2) t (b Yr2+ a2
) x "4 z = n y r + a + y r - - a· arc g - . -==- + a· arctg -

a Yr2 _ b2 Y , 

r2 = (i x)2+ (!y)2. 

Diese Fläche, deren Gleichung wie im Text erwähnt zuerst von Herrn 
Sc her k gegeben worden ist, stellt also nach dem Inhalte von 
Anmerkung 20) die allgemeine Biegungsfläche der auf S, 100 erwähnten 
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Rotationsfläche der Kettenlinie dar, unter der Bedingung, dass diese 
Biegungsfläche wieder eine Minimalfläche sein soll. 

Zu demselben Resultat gelangt Herr O. B onnet in seiner im 
Journal de l' Ecole polytechnique, Cahier 42, 1867 abgedruckten Preis
schrift : Memoire sur la theorie des surfaces applicables a une surface 
donnee. (1860) p. 9-15. 

Auch in anderen der in Anmerkung 20) citirten Abhandlungen der 
Autoren Bonnet, Bour, Catalan und Enneper werden diese 
Flächen untersucht. 

Zu S. 108. 
27) Diese Polyederoberflächen sind so beschaffen, dass sie drei 

oder vier Symmetrie-Ebenen besitzen und so gewählt, dass die Summe 
der in jeder Ecke zusammenstossenden Kantenwinkel drei Rechte be
trägt. Die conforme und eindeutige Abbildung der Kugeloberfläche 
auf die Oberfläche dieser Polyeder wird vermittelt durch das Integral 

Man vergleiche hierüber: Monatsberichte 1865 S. 150 *); 1870 S. 791. 
Borchardt's Journal Bd. 70 S. 119. **) 

Die conforme Abbildung der Kugel und also auch der Minimal
fläche selbst auf die Oberfläche des betreffenden Polyeders ist hierbei 
eine solche, dass den Krümmungslinien der Minimalflächen zwei 
Schaaren von auf einander senkrechten Geraden entsprechen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass die Bestimmung des Flächen
inhalts von solchen Theilen der in dem Nachtrage betrachteten Mini
malflächen, welche von geradlinigen Strecken begrenzt sind, nach dem 
in der Anmerkung 21) angeführten R i e man n sehen Satze ebenfalls 
anf die Bestimmung der Perioden von elliptischen Integralen zurück
geführt wird. 

*) S. 2 dieses Bandes. 
**) Die beiden letzten Abhandlungen 

Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 
B2U B2 U 

Bx2 + By2 = 0 

unter vorgeschriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. 

und 
Ueber einige Abbildungsaufgaben. 

sind abgedruckt im zweiten Bande der vorliegenden Ausgabe. 



Fortgesetzte Untersuchungen über specielle 
MinimaIßächen. 

Im Januar 1872 von IIerrn Kummer der Königlichen Akademie der Wissenschaften -zu Berlin 
mitgetheilt. Monatsberichte der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin , Jahrgang 
1872, Seite 3-27. 

Eine der Aufgaben, welche Ger gon n e bezüglich der Bestimmung 
von Minimalflächen unter vorgeschriebenen Grenzbedingungen im 7ten 
Bande seiner Annales de Mathematiques (1816) gestellt hat, ist folgende: 

Coup er un cube en deux parties, de teIle maniere que la sec
tion vienne se terminer aux diagonales inverses de deux faces 
opposees, et que l'aire de cette section, terminee a la surface 
du cube, soit un minimum? 

Donner, en outre, l'equation de la courbe suivant laquelle la 
surface coupante coupe chacune des autres faces de ce cube? 

In demselben Bande der Annales stellt Ted e n a t in zwei Aufsätzen 
eine Schraubenfläche als Lösung der angegebenen Aufgabe hin, gleich
zeitig äussert jedoch bereits Ger gon nein verschiedenen Anmer
kungen bezüglich der Richtigkeit dieser vorgeblichen Lösung gewich
tige Bedenken, welche in der Behauptung gipfeln: Nichts beweist, 
dass die von Ted e na t gefundene Minimalfläche diejenige ist, durch 
welche die gestellte Aufgabe gelöst wird. 

Die Ted e na t sche Lösung ist unrichtig, weil dieselbe eine der 
bei dieser Aufgabe auftretenden Grenzbedingungen , in deren Auf
stellung sich a. a. O. eine Lücke vorfindet, unerfüllt lässt, indem die 
von der Variation der Grenzen abhängenden Glieder der ersten Va
riation nicht gleich Null sind. 

Hiernach ist auch eine neuerdings aufgestellte Behauptung "es 
sei von den Ger gon n eschen Aufgaben nur die einfachste, die auf 
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die Schraub enfl.äche führe, von Ted e na t gelöst worden Ii, zu be
richtigen. 

Der Königliche"o. Akademie beehre ich mich, in dem vorliegenden 
Aufsatz eine Untersuchung mitzutheilen, aus welcher unter anderem 
hervorgeht, dass durch die angegebene Ger gon n esche Aufgabe zwei 
(zu einander symmetrische) Minimalfl.ächen bestimmt werden, welche 
den aus der Aufgabestellung sich ergebenden analytischen Bedin
gungen genügen und welche zugleich specielle Fälle derjenigen Mini
malfl.ächen sind, die in dem Nachtrage zu meiner im Jahre 1867 der 
Königlichen Akademie vorgelegten Abhandlung "Bestimmung einer 
speciellen Minimalfl.äche ii *) betrachtet werden. 

1. 

Nach einer von Gauss herrührenden Formel (Werke Bd. V 
S. 65) besteht die Variation hS, welche der Flächeninhalt eines ein
fach zusammenhängenden, von einer in sich zurückkehrenden Linie L 
begrenzten Flächenstückes S bei einer Variation dieses Flächenstückes 
erfährt, im Allgemeinen aus zwei Theilen. Während der erste dieser 
beiden Theile ein über alle Elemente von S zu erstreckendes Doppel
integral ist, dessen Element die mittlere Krümmung der Fläche an 
der betreffenden Stelle als Factor enthält, ist der zweite Theil ein 
über alle Elemente der Begrenzungslinie L zu erstreckendes einfaches 
Integral. 

Bezeichnet dL die Länge eines Elementes der Begrenzungslinie 
L, p die Richtung der Tangente einer dem Flächenstücke S angehö
renden Linie, welche von dem Elemente dL in das Innere von S führt 
und auf diesem Elemente perpendicular steht, wobei die Richtung vom 
Rande aus nach innen als positiv angenommen wird, bezeichnet ferner 
he die absolute Grösse der Verschiebung des Elementes dL und 
hp = he· cos (p, he) der Grösse und Richtung nach die Projection dieser 
Verschiebung auf das Perpendikel p, so ist der zweite Theil der Va
riation des Flächeninhalts des Stückes S das über alle Elemente dL 
der Begrenzungslinie L zu erstreckende Integral 

-J hp . dL = - J he· cos (p, he) . dL. 

Soll die Fläche S die Eigenschaft haben, innerhalb vorgeschrie
bener Grenzen einen möglichst kleinen Flächeninhalt zu besitzen, so 

*) Siehe S. 92-108 dieses Bandes. 
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muss die erste Variation dieses Flächeninhalts gleich Null sein, wor
aus bekanntlich geschlossen wird, dass die mittlere Krümmung des 
Flächenstückes überall den Werth Null haben muss. 

Ist nun die Begrenzungslinie L des gesuchten Flächenstückes 8 
in allen ihren Theilen gegeben, so ist die Variation oe für alle Punkte 
derselben gleich Null, also ist auch für alle Punkte der Begrenzung 
die Grösse op = oe· cos (p, oe) gleich Null, und es liefert daher das 
über die Begrenzung von 8 zu erstreckende Integral - f op . dL in 
diesem Falle keinen Beitrag zur Variation 08. Wenn hingegen die 
Begrenzungslinie oder ein oder mehrere Theile derselben nicht selbst 
gegeben sind, sondern an die Stelle derselben gegebene Flächen 
treten, auf denen die nicht gegebenen Theile der Begrenzung L 
liegen sollen, beziehungsweise frei variiren können, während es sich 
erst noch darum handelt, diejenige Gestalt der nicht gegebenen Theile 
der Begrenzungslinie zu ermitteln, für welche die Fläche 8 einen 
möglichst kleinen Flächeninhalt besitzt, so tritt zu der Hauptbedin
gung , dass die mittlere Krümmung in jedem Punkte des Flächen
stückes 8 gleich Null sein soll, noch die Grenzbedingung hinzu: 
U eberall , wo die Begrenzungslinie nicht selbst vorgeschrieben ist, 
sondern an deren Stelle eine gegebene Fläche F tritt, auf welcher 
die Fläche 8 endigen soll, muss für den Fall des Minimums längs 
der Endigung der Factor cos (p, oe) gieich Null sein; mit andern 
Worten: es muss in allen Punkten des auf der Fläche Fliegenden 
Theiles der Begrenzung von 8 die Tangentialebene von 8 mit der 
Tangentialebene von F einen rechten Winkel einschliessen. 

Die Grenzbedingungen , denen die Fläche 8 für den Fall des Mi
nimums genügen muss, können also folgende Form erhalten: Die 
Fläche 8 soll nlängs gegebener Linien L endigen", oder ngegebene 
Flächen F rechtwinklig treffen" oder endlich nlängs gegebener Linien 
L endigen und gegebene Flächen F rechtwinklig treffen." 

Zu denjenigen Aufgaben, bei welchen die Grenzbedingungen die 
zuletzt angegebene Form erhalten, gehört auch die specielle im Ein
gange erwähnte Aufgabe Ger gon n e' s. Die Bedingung des Recht
winkligstehens hat Ger gon n e, als derselbe die Aufgabe stellte, wohl 
nicht gekannt, vermuthlich weil zu jener Zeit das Rechnen mit Doppel
integralen , wenn auch die Grenzen derselben zu variiren sind, nicht 
hinreichend entwickelt war; es würde indessen nicht schwer gewesen 
sein, für den speciellen Fall der Ger gon n eschen Aufgabe die Grenz
bedingung des Rechtwinkligstehens auch ohne Zuhülfenahme der 
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Gau s s ischen Formel mit Hülfe der Formel 

herzuleiten, weil es bei dieser Aufgabe hinreicht, nur solche Varia
tionen ins Auge zu fassen, bei denen die veränderlichen Theile der 
Begrenzungslinie in denselben der z-Axe parallelen Ebenen bleihen. 

(Vergl. Gauss Werke Bd. V S. 58 Art. 21.) 
Dass aber Ger gon ne richtig erkannt hat, zu welcher Gruppe 

von Aufgaben die in Rede stehende specielle Aufgabe gehört, geht 
daraus hervor, dass derselbe in einer Anmerkung (Annales Tome VII. 
p. 153) sich folgendermassen ausdrückt: Le probleme general, dont 
celui - ci est un cas particulier, serait le suivant: Deux portions de 
courbes, isolees l'une de l'autre, se terminant de pa~t et d'autre a 
deux surfaces courbes, aussi isolees l'une de l'autre etant donnees; 
faire passer par ces deux courbes une surface dont l'etendue, com
prise entre elles et les deux surfaces donnees , soit la moindre 
possible? 

Es verdient bemerkt zu werden, dass die Aufgabe, eine einfach 
zusammenhängende Mi~imalfläche zu bestimmen, welche vorgeschrie
benen Grenzbedingungen der angegebenen Art genügt, nicht immer 
eine bestimmte ist. Abgesehen davon, dass es Fälle gibt, in denen 
durch dieselbe Begrenzungslinie mehr als ein e einfach zusammen
hängende Minimalfläche gelegt werden kann, welche in ihrem Innern 
von singulären Stellen frei ist, gibt es Fälle, in denen unendlich viele 
Minimalflächen allen Bedingungen genügen. Man braucht z. B. nur 
an den Fall zu denken, in welchem eine von einem variablen Para
meter abhängende Schaar von Minimalflächen von einer röhrenförmigen 
Fläche, welche auf den einzelnen Flächen der Schaar Flächenstücke 
von endlicher Ausdehnung begrenzt, orthogonal durchsetzt wird. 
Denkt man sich nun diese Röhrenfläche gegeben, so ist ersichtlich, 
dass es unendlich viele einfach zusammenhängende Flächenstücke gibt, 
welche der erstbetrachteten Schaar angehören und welche demnach 
mit der Eigenschaft, dass die mittlere KrÜmmung in jedem Punkte 
derselben den Werth Null hat, die Eigenschaft verbinden, die gege
bene Fläche rechtwinklig zu treffen, woraus sich übr!gens ergibt, dass 
alle diese Flächenstücke gleichen Flächeninhalt haben. 

Sc h war z. Gesammelte A bhandluugen 1. 9 
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2. 

Der einfachste Fall der im Vorhergehenden erwähnten allgemei
neren Aufgabe tritt offenbar dann ein, wenn die Linien L ger ade 
Linien und die Flächen F E ben e n sind. In diesem Falle treten 
folgende beiden Sätze in Kraft: 

1. Jede auf einem Stücke einer Minimalfläche liegende Gerade 
ist eine Symmetrieaxe der durch analytische Fortsetzung dieses 
Stückes entstehenden Minimalfläche. 

II. Wenn auf einem Stücke einer Minimalfläche eine ebene Curve 
liegt, längs welcher die Tangentialebene der Fläche und die 
Ebene der Curve miteinander einen rechten Winkel ein
schliessen, so ist die Ebene dieser Curve eine Symmetrie-Ebene 
derjenigen Minimalfläche, welche durch analytische Fortsetzung 
dieses Stückes entsteht. 

Diese beiden Sätze, auf welche ich gelegentlich der Untersuchung 
einer speciellen Minimalfläche (vergl. Monatsberichte 1865 S. 152) *) 
geführt worden bin, sind specielle Fälle eines allgemeineren Satzes, 
dessen Kenntniss ich einer gütigen mündlichen Mittheilung des Hrn. 
W eie r s t ras s verdanke und von dem ich in der Folge eine wich
tige Anwendung machen werde. 

Mit Hülfe ,dieser Sätze habe ich versucht, folgende Aufgabe zu 
lösen: 

"Gegeben ist eine zusammenhängende geschlossene K e t t e, 
"deren Glieder von geradlinigen Strecken, oder von Ebenen, 
"oder von geradlinigen Strecken und von Ebenen gebildet 
"werden; gesucht wird ein einfach zusammenhängendes, in sei
"nem Innern von singulären Stellen freies Minimalflächenstück, 
"welches von den geradlinigen und von den ebenen Gliedern 
"der Kette begrenzt wird und die letzteren rechtwinklig trifft." 

Die vorstehende Aufgabe ist für den Fall, dass die Glieder der 
Kette nur von geradlinigen Strecken gebildet werden, in allgemeinster 
Weise von Hrn. Weierstrass gelöst worden (Monatsberichte 1866 
S. 855 u. 856). Die Untersuchungen Riemann's über dieselbe Auf
gabe liegen in einer Bearbeitung des Hrn. Hat t en d 0 r ff vor. (Abhandl. 
der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen Bd. 13) 

Die Functionen, welche Hr. Weierstrass mit G(u) und H(u) 
bezeichnet hat, genügen auch in dem hier angegebenen Falle einer 

*) Siehe S. 1-5 dieses Bandes. 
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und derselben linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren 
Coefficienten rationale Functionen von u sind, übereinstimmend mit 
dem von Hrn. W ei er s tra ss a. a. O. angegebenen Resultate. Wäh
rend aber die Determinante G(u) ·H'(u)-H(u). G'(u) in den Fällen, 
in welchen die erwähnte Kette nur geradlinige oder nur ebene Glieder 
enthält, eine rationale Function von u ist, hat für den allgemeinen 
Fall, in welchem die Kette geradlinige und ebene Glieder enthält, 
erst das Quadrat dieser Determinante die Eigenschaft, eine rationale 
Function von u zu sein. 

In dem einfachen Falle, in welchem die Kette aus zwei gerad
linigen Strecken und einer Ebene, oder aus zwei Ebenen und einer 
geradlinigen Strecke besteht, führt jene Differentialgleichung auf die 
bekannte Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. 

In dem allgemeinen Falle tritt hingegen, was nicht übersehen 
werden darf, zu denjenigen Werthen des Arguments, welche für die 
Differentialgleichung wes e n tl ich singulär sind, noch eine gewisse 
Anzahl aus s er wes e n tl ich singulärer Werthe hinzu. 

3. 

Wird die Gergonnesche Aufgabe (vergl. den im Eingange dieses 
Aufsatzes wiedergegebenen Wortlaut der ursprünglichen Fassung der
selben) so verstanden, dass überhaupt die erste Variation des Flächen
inhalts der gesuchten Fläche gleich Null sein soll, so lässt diese Auf
gabe une n d li c h vi eIe Lösungen zu, wie ich in der Folge zeigen 
werde. Um indessen von vorn herein von der Art und Weise des 
Auftretens von unendlich vielen Lösungen in einem solchen Falle eine 
deutliche Vorstellung zu gewinnen, kann man die Aufgabe dadurch 
etwas vereinfachen, dass man an die Stelle des Würfels in der Ge r
gon n e sehen Aufgabe einen geraden Kreiscylinder treten lässt, dessen 
Oberfläche und dessen Inneres in Bezug auf ein rechtwinkliges Coor
dinatensystem durch die Bedingungen 

gegeben sein möge. Den beiden Diagonalen der Ger gon ne sehen 
Aufgabe mögen die Geraden 

y = x, e = in; y = -x, z = -in 

entsprechen. Dann genügen die im Innern dieses Cylinders liegenden 
Stücke der durch die Gleichungen 

9* 
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tg(2n+l)z = (_1)".1L, 
X 

X tg(2n+l)z = (_l)n._ 
?I 

dargestellten rechts und links gewundenen Schraubenflächen für jeden 
ganzzahligen Werth der Zahl n den vorgeschriebenen Bedingungen, 
die beiden geraden Linien zu enthalten und die gegebene Cylinder
fläche rechtwinklig zu treffen. 

Der Flächeninhalt S dieser Stücke wird gegeben durch die Formel 

S = nJR y1+ (2n+lyr2 • dr 
o 

und erlangt unter den angegebenen Voraussetzungen seinen kleinst
möglichen Werth für n = O. (Vergl. die Aufsätze Ted e n a t' s 1m 
7ten Bande der Annales.) 

Bezüglich der Ger gon n e sehen Aufgabe beschränke ich nun die 
Untersuchung auf den Fall, welcher dem Werthe n = 0 bei der so
eben betrachteten einfacheren Aufgabe entspricht, in welchem also die 
im Vorhergehenden betrachtete Kette nur vi er Glieder enthält, 
nämlich zwei geradlinige Strecken, welche mit zwei Ebenen abwech
seln. (Vergl. die spätere Fassung, welche Ger gon n e seiner Auf
gabe gegeben hat.) 

Zur Lösung der so sich ergebenden Aufgabe führt nun folgende 
Betrachtungsweise. 

Es sei S ein einfach zusammenhängendes zwischen den Ebenen 
zweier gegenüberliegenden Seitenflächen a'b und c'd des gegebenen 
Würfels (Tafel 4 Fig. 1.) liegendes und diese Ebenen längs der Linien 
ab' und cd' rechtwinklig treffendes Stück einer Minimalfläche, welches 
in seinem Innern von singulären Stellen frei ist und dessen vollstän
dige Begrenzung von den genannten beiden Linien ab' und cd' und 
von den beiden (nicht parallelen) Diagonalen ac und b'd' eines anderen 
Paares gegenüberliegender Seitenflächen des Würfels gebildet wird. 
Diese vier Theile der Begrenzung von S mögen der Kürze wegen mit 
(e), (f), (g), (h) bezeichnet werden. Es handelt sich darum, aus den 
angegebenen Eigenschaften das Flächenstück S und die Gestalt der 
in den Ebenen a'b und c'd liegenden Linien (e) und (f) analytisch zu 
bestimmen. 

Vermöge der angegebenen beiden Symmetriegesetze kann das 
Flächenstück S über seine Begrenzung hinaus analytisch fortgesetzt 
werden. An dieses Flächenstück S denke man sich zunächst die 
symmetrische Wiederholung desselben in Bezug auf die Ebene a'b, 
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nämlich das Flächenstück SI angefügt. Hierauf denke man sich an 
die beiden Flächenstücke 8 und 811 welche längs der Linie (e) mit 
einander zusammenhängen und daher in ihrer Vereinigung ein eben
falls einfach zusammenhängendes Flächenstück 8 + 81 bilden, die sym
metrischen Wiederholungen der beiden Flächenstücke 8 und 8, in Be
ziehung auf die geradlinigen Strecken (h) und (h), angefügt, welche 
mit 87 und 82 bezeichnet werden mögen. Es fallen dann die Ebenen 
der Linien (f)7 und (1')2 mit der Ebene be' und die Ebenen der Linien 
(e)7 und (e)2 mit der Ebene ad' zusammen, während gleichzeitig die 
vier Flächenstücke S7' S, S, und S2 in ihrer Vereinigung wieder ein 
einfach zusammenhängendes Flächenstück bilden. Denkt man sich 
nun dieses Flächenstück über die Linie (e)7+ (e)2 hinaus analytisch 
fortgesetzt, d. h. in Bezug auf die Ebene dieser Linie symmetrisch 
wiederholt, wobei die Wiederholungen von 87 S S, 82 beziehlich mit 
S6 S5 84 83 bezeichnet werden mögen, so bilden die acht Flächenstücke 
8 bis 8n von denen Sa S4 87 dem Flächenstücke 8 congruent, die vier 
andern demselben symmetrisch sind, ein einfach zusammenhängendes 
Flächenstück M, dessen Inneres von singulären Stellen frei ist. Die 
einzelnen Theile der Begrenzung dieses Flächenstückes haben paar
weise parallele Lage, während gleichzeitig die Normalen der Fläche 
in entsprechenden Punkten correspondirender Begrenzungstheile pa
rallel sind. (Den Fl1:ichenstücken 8 81 82 ••• 87 entsprechen in Fig. 2 
auf Tafel 4 beziehlich diejenigen Flächenstücke, welche mit 8 1 2 ... 7 
bezeichnet sind.) 

Wenn daher die Punkte des Flächenstückes M in der bekannten 
Weise durch parallele Normalen auf die Fläche einer Kugel bezogen 
werden, so bedeckt die diesem Flächenstück entsprechende einfach 
zusammenhängende sphärische Fläche T' die Kugelfläche vollständig 
und zwar in der Weise, dass geschlossen werden kann, es sei die 
Fläche T' durch Querschnitte aus einer mehrfach zusammenhängenden 
R i e man n schen Kugelfläche T entstanden. 

Hieraus folgt, dass die in den allgemeinen, die analytische Dar
stellung der Minimalflächen betreffenden Formeln (D) des Hrn. 
Weierstras s (Monatsbel'. 1866 S. 619) auftretende Fnnction ~(s) 

eine al ge b r ais c he Function ihres Argumentes ist. Eine einfache 
Abzählung zeigt, dass sec h s Querschnitte erforderlich sind, um die 
geschlossene Fläche T in eine einfach zusammenhängende Fläche T' 
zu zerschneiden i es gehört daher die Function ~ (s) nach der R i e
rn an n schen Eintheilung der algebraischen Functionen in Klassen zu 
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einer Klasse, bei der die Zahl, welche die Ordnung des Zusammen
hangs der die Verzweigung der Function geometrisch darstellenden 
Fläche ausdrückt, gleich sie ben und die Anzahl der linear von ein
ander unabhängigen Integrale erster Art gleich d r e i ist. In dem 
vorliegenden Falle müssen die Integrale, deren reelle Theile die drei 
Co ordinaten eines beliebigen Punktes von M sind, 

u = j(1-s2 )ij(s)ds, v = ji(1+s2 )ij(s)ds, w = j2sij(s)ds 

- wobei u, v, w nicht dieselben Grössen bezeichnen, die in der Ab
handlung des Hrn. W eie r s t ras s mit u, v, w bezeichnet sind -
drei Integrale er s te r Art sein und da zwischen den drei Differen
tialen du, dv, dw die identische Relation 

besteht, so sind diese Integrale h y per eil i p ti sc h e. Mit andern 
Worten, die Function ij(s) ist in dem vorliegenaen Falle gleich dem 
reciproken Werthe der Quadratwurzel aus einer ganzen Function 
ach t enGrades von s. Wird diese ganze Function mit! R (s) be
zeichnet, so ergibt sich 

ij(s) 
2 

- VR(s) , 

Die drei Strecken ab, ad, aa' mögen beziehungsweise die posi
tiven Richtungen der X-, y- und s-Axe bezeichnen, und s möge gleich 
~ + 'l'/i gesetzt werden, so folgt aus der Bedingung, dass den beiden 
Geraden ~ = ± '1'/ auch auf der Minimalfläche gerade Linien ent
sprechen sollen, dass die acht Wurzeln der Gleichung R (s) = 0 in 
Beziehung auf die bei den Geraden ~ = ± '1'/ symmetrische Lage haben, 
und zwar überzeugt man sich durch geometrische Betrachtungen, dass 
im vorliegenden Falle diese Wurzeln sämmtlich auf den beiden Ge
raden ; = 0 und '1'/ = 0 liegen müssen. Man hat also 

R(s) = O(r:-s*)(r;-s*) 

zu setzen, wo r1 und r2 zwei reelle positive Grössen bezeichnen und 
"1<"2 sein möge. Der Constanten 0, welcher ein reeller positiver 
Werth beizulegen ist, möge der Einfachheit wegen der Werth 1 ge
geben werden, wodurch zugleich auch über die absolute Grösse der 
Hauptkrümmungsradien in den dem Werthe s = 00 entsprechenden 
Punkten des Flächenstückes S verfügt ist, 
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Denkt man sich nun in die Fläche desjenigen Quadranten der 
Ebene, in welchem ; positiv und 'YJ9 <;9 ist, längs der Axe des Reellen 
11 = 0 vom Punkte s = 0 bis zum Punkte s = r l und vom Punkte 
8 = 00 bis zum Punkte s = r2 zwei Einschnitte gemacht, so ent
spricht dem hierdurch entstandenen einfach zusammenhängenden Ge
biete ein von zwei geraden Strecken und von zwei ebenen Krfunmungs
linien begrenztes einfach zusammenhängendes Stück einer Minimal
fläche. Dem die Punkte 8 = r l und 8 = r 2 verbindenden Theile der 
Axe des Reellen entspricht auf der Minimalfläche eine der y-Axe pa
rallele gerade Linie, welche eine Symmetrieaxe des betrachteten 
Flächenstiickes ist. Diese Gerade verbindet diejenigen beiden Punkte 
der Begrenzung desselben, welche den Punkten 8 = r l und 8 = r2 

entsprechen und die Eigenschaft haben, dass durch dieselben ausser 
der erwähnten Geraden noch zwei andere Asymptotenlinien der Fläche 
hindurchgehen, welche, wenn R (8) = 1-1484+ S8 gesetzt wird, eben
falls geradlinig sind, diese Eigenschaft jedoch im allgemeinen Falle 
nicht haben. 

Da die Projection.en der erwähnten beiden ebenen Krfunmungs
linien auf die Ebene z = 0, wie eine einfache Rechnung zeigt, nur 
dann gleiche Länge haben, wenn das Product r l · r 2 den Werth 1 hat, 
so ist für den vorliegenden Fall r 9 = r;l zu setzen und es haben in 
Folge dessen die acht Wurzeln der Gleichung R (s) = 0 auch in 
Bezug auf die Kreislinie ;2+ 'YJ2 = 1 symmetrische Lage. 

Dieser Kreislinie entspricht dann auf der Minimalfläche eine 
gerade Linie, welche mit den beiden geraden Strecken der Begren
zung, deren Mittelpunkte sie verbindet, rechte Winkel einschliesst ; 
diese Gerade ist ebenfalls eine Symmetrieaxe des Flächenstückes S. 

Wird der Constanten r l irgend ein zwischen 0 und 1 liegender 
reeller Werth 1· beigelegt, so liegt das betrachtete Flächenstück ganz 
innerhalb eines geraden quadratischen Prisma, auf dessen Oberfläche 
die Begrenzung dieses Flächenstückes liegt. Sowohl die absolute 
Länge der einzelnen Kanten des erwähnten Prisma, als auch das 
Verhältniss 1: der Höhe desselben zur Seite der quadratischen Grund
fläche sind innerhalb des angegebenen Intervalles eindeutige Functio
nen von r und zwar gehört auch umgekehrt zu jedem Werthe dieses 
Verhältnisses 1: nur ein einziger zwischen 0 und 1 liegender Werth 
von r. 

Bezeichnet man die halbe Seite jenes Quadrates mit Wl , die halbe 
Höhe des Prisma mit Ws, so ergibt sich unter Benutzung der Ja c 0 b i-
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schen Bezeichnungsweise 

W 1 = V 2r . K lI Ws = 2r2.Ks , 
2(1+r4 ) 

unter der Voraussetzung, dass den zugehörenden Moduln k1 und ks 

die Werthe 

beigelegt werden. 
Soll nun das quadratische Prisma in einen Würfel übergehen, 

also W 1 = Ws sein, so ergibt sich, wenn r = tg h' gesetzt wird, für 
den Winkel l' der Werth ?7° 8' 31 ~ 28; einen Winkel von dieser Grösse 
schliesst die Normale der Fläche in den den Werthen s = rund 
s = r-t entsprechenden Punkten mit der z-Axe ein. Für diesen Werth 
von r ergibt sich beiläufig W 1 = Ws = 1,39704, während für die 
Grösse des Flächeninhalts des betrachteten Stückes S der Werth 
w~ . 4,93482 gefunden wird. 

Es ist hierbei zu bemerken, dass, wenn n eine ganze positive 
Zahl bedeutet, auch die Bedingung W t = (2n + 1) W3 zu einer Lösung 
der Ger gon n eschen Aufgabe in dem oben angegebenen allgemei
neren Sinne führt, und hiermit ist bewiesen, dass die gestellte Auf
gabe, wenn dieselbe in diesem Sinne verstanden wird, unendlich viele 
Lösungen zulässt. 

4. 

Aus der vorhergehenden Untersuchung ergibt sich unter anderem, 
dass die gefundene Minimalfläche zu denjenigen speciellen Minimal
flächen gehört, welche in dem Nachtrag zu meiner Abhandlung "Be
stimmung einer speciellen Minimalfläche" *) betrachtet werden. Die be
sondere Eigenschaft dieser Flächen, dass die auf rechtwinklige Coor
dinaten bezogene Gleichung derselben rational ausdrückbar ist durch 
elliptische Functionen, deren Argumente ganze lineare Functionen der 
Co ordinaten sind, kommt daher auch der im Vorhergehenden gefun
denen Minimalfläche zu. 

Das Verfahren, welches in der genannten Abhandlung zu der 
Gleichung 

*} Siehe S. 92-102 dieses Bandes. 
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geführt hat, lässt sich noch etwas vereinfachen und gleichzeitig so 
verallgemeinern, dass dasselbe überhaupt auf den Fall, in welchem 
die acht Wurzeln der Gleichung R(s) = 0 in Bezug auf die drei 
Linien ~ = 0, fJ = 0, ~2+ fJ2 = 1 symmetrisch liegen (wobei die 
Lage derselben dann von zwei variablen Parametern abhängt), allge
meine Anwendung findet. Das Hauptergebniss, zu dem ich gelangt 
bin und welches. mir der Beachtung nicht unwerth zu sein scheint, 
besteht nun darin, dass, wenn von einigen Grenzfällen abgesehen 
wird, von denen in der Folge die Rede sein wird, die Gleichung aller 
jener Flächen in dieselbe specielle Form gesetzt werden kann, z. B. 
in die angegebene, in welcher dann die drei Grössen A., lL, v wieder 
elliptische Functionen der rechtwinkligen Cool'dinaten eines beliebigen 
Punktes der Fläche bedeuten, wo bei indessen die Constanten, durch 
welche diese elliptischen Functionen näher bestimmt werden, im All
gemeinen für die drei Functionen verschieden sind. 

Es ist nicht wesentlich, die angegebene specielle Form der 
Gleichung beizubehalten, vielmehr scheint die Gleichung 

in welche jene durch die gleichzeitigen Substitutionen 

übergeht, vor derselben in gewisser Hinsicht einige V orzüge zu 
haben. 

Ausgehend von den bereits erwähnten Formeln (D) des Hrn. 
W eierstra s s setze man 

. 2 
g:(s) = V R(s) , 

R(s) = A[i(l+ S2)T' [2s12+ B[2s]2[1_s2 ]2+ Oll-s2]"[i(1+ S2)]\ 

wobei die Coefficienten A, B, 0 reelle Werthe haben, welche später 
genauer bestimmt werden sollen, und ~ransformire die drei Integral
functionen 

mitteIst der. ]'ormeln 

U-Uo = f (1-s2)g:(s)ds, 
V-Vo = fi(l+ sa)5(s)ds, 
W-Wo = J2sg:(s)ds 
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l 
T 

V 1-82 

-n i(l+ 82 ) , 

in welchen Ä, p" v drei neue veränderliche Grössen und l, 1n, n drei 
Constanten bezeichnen, deren Product den Werth 1 hat. Dann er
geben sich die Gleichungen 

Fasst man nun die oberen Grenzen Ä, p" v dieser drei Integrale 
als Functionen der complexen Grösse 8 auf, so sind 

x-xo = ffi(u-uo) , y-Yo = ffi(v-vo) , z-zo = ffi(w- wo), 

wo der vorgesetzte Buchstabe ffi andeutet, dass der reelle Theil der 
nachfolgenden Grösse genommen werden soll, die mit den Gleichungen 
(D) des Hrn, We i e rs t ras s übereinstimmenden Gleichungen der 
Minimalfläche, 

Andererseits werden aber gleichzeitig durch dieselben drei 
Gleichungen, wenn die unteren Grenzen der drei Integrale als con
stant, die oberen_ Grenzen derselben als veränderlich betrachtet werden, 
drei elliptische Functionen Ä, p" v bestimmt, deren Argumente bezieh
lieh die drei Grössen u-uo' v-vo, W-Wo sind, 

Es wird nun behauptet, dass, wei1ll die drei Grössen l, p" v in 
dem letzteren Sinne als Functionen von u, v, w betrachtet werden, 
die Gleichung 

l·p,·v = 1 

1) überhaupt eine Minimalfläche darstelle, vorausgesetzt, dass die 

d 'G" b'h' u v w 1 ht' rel rossen u, v, w eZIe ungsW81se --;-, --;-, --;- a s rec Will-
~ ~ ~ 

klige Coordinaten eines Punktes im Raume gedeutet werden, 
und dass 

2) die durch diese Gleichung dargestellte Fläche im Allgemeinen 
und bei angemessener Bestimmung der durch die Integration 
eingefUhrten Constanten mit der durch die Gleichungen (D) des 
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Hrn. W eie I' s tr ass dargestellten Minimalfläche übereinstimme, 
falls die in jenen Gleichungen auftretende Function lj (s) durch 
die Festsetzung 

2 
lj(s) = YR(s) 

bestimmt wird und an die Stelle der Grössen te, v, w die Coor
dinaten x, y, z treten. 

Von diesen beiden Behauptungen soll zunächst die erste bewiesen 
werden. Es seien ,t, p" v drei elliptische Functionen der rechtwin
kligen Coordinaten x, y, z, mit denen dieselben durch die Gleichungen 

verbunden sind. 
Betrachtet man nun die Coordinate z emes beliebigen Punktes 

der durch die Gleic4ung ,t p,v = 1 dargestellten Fläche als Function 
von x und y, beziehungsweise von ,t und p" so erhält man durch eine 
ziemlich einfache Rechnung für die mittlere Krümmung der Fläche in 
diesem Punkte den W erth 

1 1 ax aY -+-=-+-= 
()1 ()2 ax ay 

= M~M {(1). ;2 _(2).,t2+(3)· :. _(4).p,2+(5).~ -(6). V2 1, 
wo zur Abkürzung mit M der Ausdruck 

und mit (1) bis (6) beziehlich die Ausdrücke 

(1) = 2b"e"-a(b'+ e'), 

(2) = 2be-a"(b'+ e'), 
(3) = 2e"a" -b(e' + a'), 

(4) = 2ea-b"(e'+a'), 

(5) = 2a"b" -e(a' + b'), 

(6) = 2ab-e"(a' +b') 

bezeichnet sind. 
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Denkt man sich aber für die nenn Constanten abc diejenigen 
Werthe eingesetzt, welche sich aus den Gleichungen, durch welche 
Ä., p., v als elliptische Functionen von u, v, werklärt worden sind, 
ergeben, wenn u = x, v = y, w = z gesetzt wird, so sind die Aus
drücke (1) bis (6) sämmtlich identisch gleich Null, und es stellt daher 
die Gleichung Ä.. p. . v = 1 unter den angegebenen Voraussetzungen 
im analytischen Sinne eine Minimalfläche dar. Damit jedoch behauptet 
werden kann, dass diese Gleichung für die hier in Betracht kommen
den Fälle im Allgemeinen wirklich eine reelle Fläche und nicht bloss 
eine Gleichung zwischen drei veränderlichen Grössen darstelle, ist 
eine weitere Untersuchung erforderlich, welche zweckmässig mit dem 
Beweise der zweiten der obigen beiden Behauptungen verbunden wird, 
zu dem ich jetzt übergehe. 

Die hier zu betrachtenden speciellen Minimalflächen können, wenn 
von Grenzfällen abgesehen wird, in drei Gruppen eingetheilt werden, 
jenachdem die die Verzweigung des Integrales 

f 8 ds 

VR(s) 

geometrisch darstellende von ebenen Flächen gebildete Pol y e d e 1'

o bel' fl ä c h e *) 
I. ein rectanguläres Prisma begrenzt, 

oder 
II. einen körperlichen Raum begrenzt, dessen Oberfläche von vier 

gleichschenkligen Dreiecken und vier Paralleltrapezen ge
bildet wird, 

oder 
II!. ein doppelt zu denkendes geradliniges ebenes Achtseit ist. 

Den Ecken dieser Polyeder entsprechen jedesmal die Wurzeln 
der Gleichung R (s) = 0 und diejenigen Punkte der Minimalfläche, 
durch welche drei von einander verschiedene Asymptotenlinien hin
durchgehen. Die Winkel, welche die in diesen ausgezeichneten Punkten 
der Fläche construirten Normalen der Fläche mit den Co ordinaten
axen einschliessen , kann man als variable Parameter ansehen, durch 
welche eine. specielle Fläche innerhalb jeder der drei Gruppen näher 
bestimmt wird. 

Wenn nun die Richtungen jener Normalen für die drei Gruppen 
durch die Tabelle 

*) S. die Figuren 43, 44 und 45 auf S. 108 dieses Bandes. 
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x y Z 

I ± cos a ± cos ß ± cos l' 

\ 
± sina 0 ± cos a I II 

± sinß 0 ± cos ß 

III I ± cos a I_! si~~ I. __ O_{ 

± sin ß I ± cos ß! 0 ~ 
gegeben werden, wobei für die erste Gruppe zwischen den Winkeln 
a, ß, l' die Relation cos2 a + cos2 ß + cos2 'Y = 1 besteht und für den 
Fall der dritten Gruppe die Annahme. gemacht werden soll, dass 
a + ß < tn, während überhaupt für alle hier vorkommenden Winkel 
die Werthe 0 und tn als Grenzfälle vorläufig ausgeschlossen werden, 
so werden die Coefficienten A, B, C abgesehen von einer denselben 
gemeinschaftlichen multiplicativen Constante c, welche positiv oder 
negativ sein kann, durch die Tabelle 

A B C 

I sin~ a 

II 

III +1 

bestimmt. 
Wenn für eine der ersten oder der zweiten Gruppe angehörende 

Fläche A = B ist, so kann dieselbe auch als der zweiten,' beziehungs
weise der ersten Gruppe angehörig betrachtet werden, wie sich durch 
eine Drehung des Coordinatensystems um 45°, bei welcher die z -Axe 

ungeändert bleibt, und gleichzeitige Verwandlung von s in s· 'Ir ergibt. 
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Damit nun die Grössen u, v, w gleichzeitig reelle Werthe an
nehmen, müssen gewisse Bedingungen erfüllt sein, welche in folgender 
Uebersicht, in der sich die Zeichen < und < stets auf reelle Grössen 
beziehen, zusammengestellt werden. 

1. Gruppe. 

Werden die drei Constanten l, m, n durch die Gleichungen 

l _ smy 
- sinß' 

slna 
m = siny' 

n = s~n~ 
Slna 

b'estimmt, so kann man 

v = JP,d~ , 
1 P, 

setzen und zwar hat man, um für den Fall c = +1 alle reellen 
Punkte der Fläche zu erhalten, den Grössen Ä, p" v alle der Bedin
gung Ä p,v = 1 genügenden reellen Werthsysteme beizulegen, wobei 
ein Uebergang von den p~sitiven zu den negativen Werthen sowohl 
durch den Werth Null als auch durch den Werth 00 geschehen kann. 

Für den Fall c = -1 setze man, mit cp, 1/J, X drei neue ver
änderliche Grössen bezeichnend, welche nur reelle Werthe annehmen 
sollen, 

mit der Bedingung, dass die drei Grössen cp, 1/J, X dem absoluten Be
trage nach beziehlich drei durch die Gleichungen 

t cos a 
CPo = arc g cos ß cos y , 

cos ß 1/J = arctg ---'--
o cos y cos a ' 

t __ c_os_y:...-;o
'V - arcg 
M - cosacosß 

bestimmte Grössen CPo' 1/Jo, Xo nicht überschreiten dürfen. Um alle 
reellen Punkte der Fläche zu erhalten, hat man den Grössen cp, 1/J, X 

alle mit dieser Bedingung verträglichen reellen Werthsysteme beizu
legen, für welche die Summe g; + 1/J + X = 0 ist, wobei indessen diesen 
Variablen ein Umlauf um die extremen Werthe durch das Imaginäre 
hindurch zu gestatten ist. 
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Ir. Gruppe. 

v = f~ ;, 
mtga 

(l, m, n reell) 

III. Gruppe. 

u=JOO~~, v =I~d~; w = JV ~~; (l,m,n reell) 
Ä 0 ~ ntga 

E = +1; - 00 < Ä < + 00; - 00 < ~ < + 00; - n tg a < v < + n tg a 

Es ist nun die Identität der beziehlich durch die Gleichungen 

X-Xo = ffi(u-uo), y-Yo = ffi(v-vo) , Z-Zo = ffi(w-wo) 

einerseits und 

Ä'~'V = 1, x = u, y = v, z = w • 
andererseits dargestellten beiden Minimalflächen nachzuweisen, jedoch 
ist es nicht erforderlich, diese Uebereinstimmung für jede einzelne 
der drei Gruppen besonders darzuthun, vielmehr genügt es, wenn 
dieser Beweis für eine derselben gefilhrt wird. 

Für die erste Gruppe z. B. kann dieser Beweis wie folgt geführt 
werden. Man setze unter der Annahme, dass eden Werth +1 
habe und dass auch den drei Constanten l, m, n der Werth 1 bei
gelegt werde, 

A = 0, v = 00. 

Diese Werthe bestimmen auf der Minimalfläche A'!L' v = 1 eine der 
y -Axe parallele Gerade, für deren einzelne Punkte die V ariable ~ 
folgende einfache geometrische Bedeutung hat. In einem beliebigen, 
dem W erthe ~ entsprechenden Punkte dieser Geraden denke man 
sich die Normale der Fläche construirt, so ist ~ gleich der trigono
metrischen Tangente des Winkels, den diese Normale mit der z-Axe 
einschliesst. 
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Bei der durch die Formeln (D) des Hrn. Weierstrass darge
stellten Fläche entspricht eine der y - Axe parallele Gerade der An
nahme s = 81 , da im vorliegenden Falle die der Function iJ(s) con
jugirte Function iJJsJ die Eigenschaft besitzt, dass iJl(S) = -iJ(s) 
ist, oder dass für reelle Werthe der Variablen s der reelle Theil der 
Function iJ (8) gleich Null ist. 

In diesem Fall bedeutet die Grösse s, von welcher y durch die 
Gleichung 

abhängt, die trigonometrische Tangente der Hälfte desjenigen Winkels, 
den die Normale der Fläche in dem dem Werthe s entsprechenden 
Punkte mit der z - Axe einschliesst. Da nun die soeben betrachtete 
Gleichung durch die Substitution 

!-t = 1.:ss2 in Y-Yo = j;-
übergeht, so ist es möglich, über die durch die Integration einge
führten Constanten so zu verfügen, dass die durch die beiden oben 
angegebenen Gleichungssysteme dargestellten Minimalflächen nicht 
nur jene der y-Axe parallele Gerade gemeinsam haben, sondern dass 
überdies längs derselben die Normalen beider Flächen zusammen
fallen. 

Nun tritt aber folgender allgemeine Satz, dessen Kenntniss ich 
einer mündlichen Mittheilung des Hrn. W eie r s t ras s verdanke, und 
von welchem die im Vorhergehenden erwähnten beiden Sätze nur 
specielle Fälle sind, in Kraft: 

"W e~n zwei Minimalflächen eine Linie gemeinsam haben und 
"wenn überdies längs dieser Linie die Normalen beider Flächen zu
"sammenfallen, so gehören beide Flächen nebst ihren analytischen 
"Fortsetzungen einer und derselben Minimalfläche an und jedes Stück 
"der einen der beiden Flächen fällt in seiner ganzen Ausdehnung mit 
"einem entsprechenden Stücke der andern zusammen." 

Hiermit ist nun die Identität jener beiden Flächen dargethan und 
die· Richtigkeit' der oben ausgesprochenen beiden Behauptungen in 
allen ihren Theilen bewiesen. 

Die gefundene Minimalfläche , welche allen aus der Ger gon n e
schen Aufgabe hervorgehenden analytischen Bedingungen, soweit die
selben mit dem Verschwinden der ersten Variation zusammenhängen, 
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genügt, kann mit gleichem Rechte als zur ersten wie zur zweiten 
Gruppe gehörig angesehen werden. Betrachtet man dieselbe als zur 
zweiten Gruppe gehörig, so hat man, um mit den früher getroffenen 
Annahmen vollständige Uebereinstimmung herzustellen, 

1 
a = r, ß = r, E = -. -f

sm r 

zu setzen, wo r einen Winkel bezeichnet, der angenähert gleich 
670 8' 31~28 ist. Die Gleichung der Durchschnittslinie (e) der gefun
denen Minimalfläche mit der Seitenfläche a'b des Würfels nimmt dann 
die Form 

1 
Ä,·v =-

tLo 

an, wo tLo = m tg r zu setzen ist. Hiermit ist auch der in dem 
zweiten Theile der Ger gon n eschen Aufgabe enthaltenen Forderung 
genügt. 

5. 

Bei der vorhergehenden Untersuchung sind diejenigen Fälle 
ausgeschlossen worden, in welchen einer der in Betracht kommenden 
Winkel den Grenzwerth 0 oder in erreicht, ebenso der Fall der 
dritten Gruppe, in welchem a + ß = in ist. Diese Grenzfälle erfor
dern insofern eine besondere Betrachtung, als die vorhergehende 
Untersuchung sich nicht ohne Einschränkung auf dieselben erstreckt. 

Wenn bei der zweiten Gruppe Eden Werth +1 hat, erfordert 
der U ebergang zu dem Grenzwerthe a = 0 bloss eine Aenderung der 
constanten Grenze desjenigen Integrales, durch welches die Variable 
v ausgedrückt ist. Hat hingegen Eden Werth -1, so gebe man vor 
dem U ebergange zu dem Grenzwerthe a = 0 den drei Constanten 
l, m, n die Werthe 

l = i sina, 
1 m--- sina' n =-i, 

ändere die constante Grenze des Integrals, durch welches u ausge
drückt ist, in passender Weise und fUhre hierauf den Grenzübergang 
aus, der nun mit einer Schwierigkeit nicht weiter verbunden ist. 

In ähnlicher Weise hat man zu verfahren, wenn bei der dritten 
Gruppe einer der beiden Winkel a oder ß in seinen Grenzwerth Null, 

Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. 1. 10 
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oder wenn bei der zweiten Gruppe einer der beiden Winkel a oder ß 
in den Grenzwerth l'1t übergeht. 

Das Gemeinsame dieser Fälle besteht darin, dass von den drei 
in Betracht kommenden Integralen nur eins ein elliptisches bleibt, 
während die beiden andern in cyclometrische, beziehungsweise loga
rithmische übergehen. 

Etwas anders verhält es sich hingegen mit denjenigen Grenz
fällen, in welchen die Function ff (s) in eine rat ion ale Function 
von s übergeht. Für diese Fälle behält die vorhergehende Unter
suchung gewissermassen nur zur Hälfte Geltung, insofern dieselbe 
zwar auf den Fall E = +1, nicht aber auf den Fall E = -1 An
wendung findet, wie sich aus dem Anblick der folgenden beiden Ta
bellen ergibt, welche die Gleichungen der diesen Grenzfällen ent
sprechenden Minimalflächen enthalten. (Siehe S. 147 und 148.) 

Indem ich mir erlaube, hinsichtlich des Literaturnachweises auf 
den Anhang zu meiner mehrfach erwähnten Abhandlung "Bestimmung 
einer speciellen Minimalfläche" Bezug zu nehmen I bemerke ich nur 
noch zum Schlusse, dass je zwei der betrachteten Minimalflächen, 
welche sich nur durch das Vorzeichen des Factors E von einander 
unterscheiden, in der Beziehung zu einander stehen, dass jede eine 
Biegungsfläche der andern ist, während gleichzeitig den Asymptoten
linien der einen Fläche die Krümmungslinien der andern Fläche ent
sprechen, eine Beziehung, auf welche bekanntlich Hr. 0 s si a n Bon n e t 
zuerst aufmerksam gemacht hat. 
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U eber ein Modell eines Minimalflächenstückes, 
welches längs seiner Begrenzung vier gegebene 

Ebenen rechtwinklig trifft. 

Eine im Febrnar 1872 von Herrn K n m me r der Königlichen Akademie der Wissenschaften 

zn Berlin gemachte Mittheilnng. Monatsberichte der Königlichen Akademie der Wissenschaften 

zn Berlin, Jahrgang 1872, Seite 122-123. 

Hr. Kummer zeigte ein von Hrn. ,Professor Schwarz in Zürich 
angefertigtes Gypsmodell einer Minimalfläche vor, deren Begrenzung 
durch eine Reihe von vier Ebenen gebildet wird, auf denen sie überall 
senkrecht stehen muss. 

Die von Hrn. Prof. Schwarz zuerst allgemein gestellte und be
handelte Aufgabe Minimalflächen zu finden, deren Begrenzung 
durch eine Kette von geraden Linien und von Ebenen gegeben ist, 
m. s. den Monatsbericht der Sitzung vom 18. Januar d. J. *), bietet 
namentlich in dem Falle, wo die Begrenzung durch eine Kette von 
Ebenen allein gegeben ist, einige Schwierigkeiten für die geometrische 
Anschauung dar, da es scheint, als ob die so zu begrenzenden Flächen 
jedes gegebene Maass der Kleinheit überschreiten könnten. Aus 
diesem Grunde wandte ich mich an Hrn. Professor Schwarz mit der 
Bitte mir darüber einige Aufklärungen zukommen zu lassen. Der
selbe überschickte mir hierauf das vorliegende Modell **), in welchem die 
Begrenzung durch folgende vier in der bestimmten Reihenfolge zu 
nehmende Ebenen gegeben ist: 

x+z-w = 0, y-z-w = 0, X-Z+w = 0, y+z+w = 0, 
w = -OJ'i = 1,078258. 

*) Siehe S. 130 dieses Bandes. 
**) Siehe Fi~. 54 auf der folgenden Seite. 
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Die dieser Begrenzung angehörende Minimalfläche ist diejenige, welche 
Hr. Prof. Schwarz in seiner von der Akademie gekrönten und her
ausgegebenen Preisschrift : Bestimmung einer speciellen Minimalfläche 
S. 80-83 *) als Biegungsfläche der von vier Kanten eines regulären 
Tetraeders begrenzten Minimalfläche behandelt hat, und zwar ist das 
von den obigen vier Ebenen begrenzte Stück der Minimalfläche genau 
die Biegung des zwischen vier Kanten des regulären Tetraeders lie
genden Stückes der ursprünglichen Fläche. 

Fig. 54. 

Die in dem Modell mit ihrer Begrenzung dargestellte Fläche ist 
auch die einzige Fläche, welche den analytischen Bedingungen genügt, 
dass sie Minimalfläche sei, dass sie die vier Ebenen in der angegebenen 
Aufeinanderfolge überall rechtwinklig treffe und in ihrem Innern 
keinen singulären Punkt enthalte. Hr. Schwarz hat nun auch unter
sucht, ob diese Fläche auch wirklich ein Minimum darstellt, d. h. ob 
sie kleiner ist, als alle unendlich nahen Flächen, welche denselben 
GrenzbedIngungen unterworfen sind, und hat gefunden, dass dies in 
der That nicht der Fall ist, und dass überhaupt in dem Falle, wo 
die Begrenzung nur durch Ebenen vorgeschrieben ist, die Minimal
flächen , welche diese Ebenen überall rechtwinklig treffen, niemals 
wirkliche Minima in dem Sinne sind, dass ihre zweite Variation stets 
positiv sei, oder dass sie kleiner seien als alle unendlich nahe lie
genden Flächen, welche durch dieselben Ebenen begrenzt sind. 

*) Siehe S. 88-91 dieses Bandes. 



Beitrag zur Untersuchung der zweiten Variation 
des Flächeninhalts von Minimalflächenstücken 
im Allgemeinen und von Theilen der Schrauben-

fläche im Besonderen. 

Im October 1872 von Herrn Ku m m e r der Königlichen Akademie der Wissenschaften zn 
Berlin mitgetheilt. Monatsberichte der Königlichen Akademie der Wissenschaften zn Berlin 
Jahrgang 1872, Seite 718-785. 

Die Beantwortung der Frage, ob einem Stücke Meiner Minimal
fläche unter gewissen Grenzbedingungen die Eigenschaft des Mini
mums wirklich zukomme oder nicht, hängt im Allgemeinen davon ab, 
ob für jede in Rücksicht auf jene Grenzbedingungen zulässige Va
riation des betrachteten Flächenstückes die z w e i te Variation 628 
des Flächeninhalts S desselben pos i ti v ist, oder ob es auch solche 
Variationen desselben gibt, für welche diese zweite Variation negative 
Werthe oder den Werth Null annimmt. 

Unter Bezugnahme auf eine ähnliche die Brachistochrone be
treffende Formel von Lag ra n ge (Theorie des fonctions analytiques, 
Seconde partie, chap. XIII.) hat Ted e n at (Annales de Mathema
tiques par Gergonne, Tome VII. p. 284) für die erwähnte zweite Va
riation eine Formel aufgestellt, welche bei Anwendung der jetzt üb
lichen Bezeichnungsweise in die folgende übergeht: 

as as ({li 2 
z = f(x,y), p = ax' q = ay' S = JJ v1+p +tdxdy, 

6x = 0 6y = O' 628 =jj6p2+6q9+(Q6P_P6Q)2 dxdy. 
" (1+ p2+ Q2)t 

Durch diese Formel wird die Frage über den Ein~ritt des Mini-
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mums in denjenigen Fällen bejahend entschieden, in welchen das sphä
rische Bild des betrachteten Stückes der Minimalfläche auf einer 
Halbkugelfläche Platz findet, während gleichzeitig entweder die ganze 
Begrenzung von M bei der Variation als fest betrachtet wird, oder 
doch die Theile der Begrenzung, welche nicht als fest betrachtet 
werden sollen, nur auf solchen Cylinderflächen variiren dürfen, deren 
erzeugende Geraden auf der Ebene des jene Halbkugelfläche begren
zenden Kreises senkrecht stehen. Unter diesen Voraussetzungen ge
währt nämlich die Variation nur einer der drei Co ordinaten Resultate 
von hinreichender Allgemeinheit. 

Hierbei wird selbstverständlich vorausgesetzt, dass die aus der 
Forderung des Verschwindens der er s t e n Variation hervorgehenden 
Bedingungen für das betrachtete Flächenstück M erfüllt sind. Diese 
Voraussetzung soll auch in dem Nachfolgenden gemacht werden. 

Zu den mit Hülfe der angegebenen Formel zu erledigenden Fällen 
gehören beispielsweise diejenigen, in welchen die Begrenzung aus 
vier, ein räumliches Vierseit bildenden Kanten eines regelmässigen 
Tetraeders (vergl. Monatsbericht vom April 1865, S. 149) *) oder aus 
acht Kanten eines rectangulären Parallelepipedons besteht (vergl. des 
Verfassers: Bestimmung einer speciellen Minimalfläche , Nachtrag, 
S. 87) **), oder von zwei Geraden und zwei Ebenen gebildet wird, 
welche die in dem Monatsbericht vom Januar d. J. S.9 u. 10***) 
näher beschriebene, einer Ger gon n eschen Aufgabe entsprechende 
gegenseitige Lage haben. In dem letzten Falle ist aber, wenn das 
in der zu jener Mittheilung gehörenden Figur ****) abgebildete Flächen
stück S in Betracht gezogen wird, die Co ordinate x als Function von 
y und z zu betrachten. 

Ebenso lässt sich die erwähnte Frage mitte1st der angegebenen 
Formel entscheiden, wenn das Flächenstück Meiner Sc h rau b e n
fl ä ch e angehört und sich ganz auf einer Seite der Axe derselben 
befindet, vorausgesetzt, dass die Theile der Begrenzung, welche nicht 
als fest betrachtet werden sollen, an Oberflächen von Rotationscylin
dern gebunden sind, deren Axe mit der Axe der Schraubenfläche zu
sammenfällt. 

Hierdurch wird zugleich eine Vermuthung bestätigt, welche 

*) Siehe S. 1-5 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 96 dieses Bandes. 

***) Siehe S. 131 dieses Bandes. 
"'***) Tafel 4. Fig. 1. 



des Flächeninhalts von Minimalflächenstücken. 153 

Hr. Plateau mit folgenden Worten ausgesprochen hat: Je suis porte 
a C!.'oire que l'heli/(olde gauche a plan directeur n'a pas de limite de 
stabilite, du moins lorsgu'il est compris, a l'etat laminaire I dans un sy
steme solide compose d'une portion de l'axe et d'une helice rattachee a 
celui -ci par des portions droites; en effet, celui que j' ai realise avait 
deux spires completes, et il etait parfaitement stable. (Sur les figures 
d'equilibre d'une masse liquide sans pesanteur. XIme Serie. § 27. 
Memoires de l'Academie royale de Belgique. T. XXXVII. 1868.) 

Die Forderung, dass das sphärische Bild des betrachteten Flächen
stückes ganz auf einer Halbkugel Platz finden müsse, enthält aber 
eine Beschränkung, welche in der Natur der zu beantwortenden Frage 
nicht begründet ist, und es gestattet daher jene Formel in den Fällen, 
in welchen die angegebene Bedingung nicht erfüllt ist, über den Ein
tritt des Minimums kein Urtheil; z. B. wenn es sich darum handelt, 
zu ermitteln, ob die in dem Monatsberichte vom Januar d. J. auf 
S. 9 *) angegebenen Schraubenflächen unter den dort näher beschrie
benen Grenzbedingungen in jedem Falle die Eigenschaft des Minimums 
besitzen oder nicht. 

Es soll daher in dem Folgenden ztmächst die zweite Variation 
~2 S in einer andern Form berechnet werden, welche unter einer ge
wissen Voraussetzung ebenfalls die Beurtheilung des Vorzeichens ge
stattet und zugleich für eine allgemeinere Anwendung geeignet ist. 

Das von Hrn. Weierstrass (Monatsberichte 1866 S.619) an-
gegebene Gleichungssystem (D) 

dx = ffi[(1-s2)~(s)ds], 

dy = m[i(l+s')ff(s)ds] , 
dz = ffi [2s~ (s) ds] 

ergibt für jede Wahl der Function ff (s) eine bestimmte Minimalfläche, 
sobald festgesetzt wird, dass für einen bestimmten Werth der com
plexen Variabeln s die Co ordinaten x, y, z vorgeschriebene Werthe 
haben sollen. Ein bestimmtes Stück M dieser Fläche erhält man, so
bald die Veränderlichkeit von s auf einen begrenzten Bereich T be
schränkt wird. 

Ebenso erhält man, wird ~(s) + E®(S) an die Stelle von ~(s) 

gesetzt, wo E eine reelle Veränderliche bezeichnet, die nur kleine 
Werthe annehmen soll, und ® (s) eine für den Bereich T erklärte 

*) Siehe S. 131 dieses Bandes. 
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willkürliche Function von s bedeutet, deren Allgemeinheit In ange
messener Weise beschränkt ist, unendlich viele dem Flächenstücke. M 
benachbarte Flächenstücke, welche ebenfalls Minimalflächen angehören 
und welche als Variationen des Flächenstückes M angesehen werden 
können. Alle diese Minimalflächen haben in entsprechenden Punkten 
parallele Normalen. Bezeichnen X, Y, Z die Co sinus der Winkel, 
welche die zu dem Werthe s gehörende Normale der Fläche mit den 
Coordinaten-Axen einschliesst, so gelten die Gleichungen: 

X 2+P+Z2 = 1, XdX+YdY+ZdZ = 0, 

Xdx+Ydy+Zdz = 0, 

(dX)2+ (dY)2+ (dZ)2 = 4dsds1 
(SSI+ 1Y' , 

in welchen SI die zu der Variabeln S conjugirte complexe Grösse be
zeichnet, deren Gebiet ein dem Bereiche T in Bezug auf die Axe des 
Reellen symmetrischer Bereich Tl ist. 

Bestimmt man nun eine Function G(s) durch die Bedingung, dass 
@(s) deren dritte Ableitung ist, so erhält man bei angemessener 
Bestimmung der in die Function G(s) eingehenden Constanten, wenn 
beim Uebergange von iY(s) in iY(S)+f@(S) X, y, z in X+fOX, 
y + f oy, Z + fOZ übergehen, aus dem Formelsysteme (E) des Hrn. 
Weierstrass (a. a. O. S.619) die Gleichungen 

OX = at[(1-s2)G"(s)+2sG'(s)-2G(s)], 
oy. at [i(1+ S2) G"(s)-2is G'(s) + 2i G(s)] , 
oz = at[2sG"(s)-2G'(s)], 

welche, wenn ox, oy, oz als Coordinaten eines Punktes gedeutet 
werden, eine Minimalfläche darstellen. Denkt man sich in dem dem 
Werthepaare s, SI entsprechenden Punkte dieser Minimalfläche die 
Tangentialebene construirt und auf dieselbe vom Coordinatenanfange 
ein Perpendikel gefällt, so erhält man, in Uebereinstimmung mit der 
von Hrn. Weierstrass (a. a. O. S.624) gegebenen Gleichung der 
Minimalflächen in Ebenencoordinaten , für die Länge dieses Perpen
dikels den Werth 

Xox+Yoy+Zoz = at[2G'(s)-14S1 G(s)] = 21j1(s,sJ. 
+SSI 
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Die Verschiebung eines beliebigen Punktes von M, welche den 
Coordinatenänderungen E6x, E6y, E6z entspricht, kann in zwei Com
ponenten zerlegt werden, von denen die eine in die Tangentialebene 
dieses Punktes fällt, während die andere auf derselben senkrecht 
steht. Die letztere Componente, welche hier allein in Betracht kommt, 
besitzt in Folge der vorhergehenden Gleichung die Grösse 2E1/I(S, SI)' 

Nun sind aber nicht allein diejenigen Variationen von M zu be
trachten, welche genau oder näherungsweise wieder Minimalflächen 
sind, sondern überhaupt alle in Rücksicht auf die Grenzbedingungen 
zulässigen Variationen. 

Man denke sich daher, was für den vorliegenden Zweck hin
reichend allgemein ist, eine Variation von M dadurch herbeigeführt, 
dass jeder Punkt in der Richtung der Normale der Fläche um die 
Grösse E' W (s, SI) verschoben wird, wo w (s, SI) eine stetige differentiir
bare Function der beiden Argumente S, SI bedeutet, welche für jedes 
den Bereichen T, Tl angehörende Paar conjugirter Werthe von sund 
SI einen reellen Werth hat. 

Unter dieser Voraussetzung ergeben sich, wenn die auf die va
riirte Fläche sich beziehenden Grössen zur Unterscheidung mit dar
über gesetzten Strichen bezeichnet werden, die Gleichungen 

di = dX+Ed(w.X), dy = dY+Ed(w.Y), di = dZ+Ed(w.Z) 

und, wenn zur Abkürzung das Quadrat der Länge des Linienelementes 

dii;2+dfj2+ diS = A· ds2+B·ds. dsl + O· ds~ 
gesetzt wird, 

wo ~'MS1) die zu ~ (s) conjugirte Grösse bezeichnet. 
Setzt man nun 

S = ; + "li , SI = ; -"li, 

so erhält man für das Element des Flächeninhalts S den Werth 
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Wird nun zu der angegebenen Voraussetzung noch die Voraussetzung 
hinzugefügt, dass die Integrationsbereiche für die Flächeninhalte S 
und S übereinstimmen, so ergibt sich die zweite Variation des 
Flächeninhalts aus der Gleichung 

Aus dieser Gleichung geht zunächst hervor, das s die z w e i te 
V a r i a t ion zwar von der Gestaltung des sphärischen Bildes von 
M abhängt, nach welchem das Gebiet, über das die Integration zu 
erstrecken ist, sich richtet, dagegen ganz unabhängig ist von 
der speciellen Wahl der Function ~(s), welche die Be
s 0 n der h e i t der an al y ti s c h e n Mi ni mal fl ä c heb e d i n g t, von 
we Ich e r M ein S t ü c k ist. 

Setzt man w gleich einer Constanten, d. h. geht man zu den be
nachbarten ä q u i dis t an t e n Flächen über, so sind die Ableitungen 
von w gleich Null und es ist S-S negativ und zwar gleich dem Pro
ducte aus 82 w2 und der negativen Grösse des sphärischen Bildes 
(curvatura integra) von M, ein Satz, welchen Steiner auf anderem 
Wege bewiesen und nebst daraus zu ziehenden Folgerungen im Jahre 
1840 der Königlichen Akademie mitgetheilt hat. (S. Monatsbericht 
vom April 1840 S. 118.) Wenn daher die vorgeschriebene Begrenzung 
des Flächenstückes M von einer Fläche gebildet wird, welche der 
geometrische Ort der längs der Begrenzungslinie dieses Flächen
stückes construirten Normalen desselben ist, so besitzt das betrach
tete Flächenstück für diese Grenzbedingung ni c h t ein Minimum von 
Flächeninhalt. Aus demselben Grunde tritt auch in dem Falle, in 
welchem die Begrenzung nur durch Ebenen vorgeschrieben ist, für 
die Minimalflächen , welche diese Ebenen überall rechtwinklig treffen, 
ein Minimum des Flächeninhalts nicht ein. (Vergl. Monatsbericht vom 
Febr. d. J. S. 123.) *) 

*) Siehe S. 150 dieses Bandes. 
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Wird mit 1/J eine reelle Function von ; und fj bezeichnet, welche 
der partiellen Differentialgleichung 

a2 1/J a2 1/J 8", 
a;2 + afj2 + (1+ ;2+ "n2 = 0 

genügt, nebst ihren ersten Ableitungen endlich, stetig und eindeutig 
ist und im Innern des Integrationsbereiches nicht gleich Null wird, 
vorausgesetzt, dass eine solche Function existirt, so gestattet der in 
der Gleichung für 028 unter dem Integralzeichen stehende Ausdruck 
folgende Umformung: 

In Folge dieser Umformung zerfällt das Doppelintegral für 028 
in zwei wohl zu unterscheidende Theile. 

Der erste derselben ist wieder ein über dasselbe Gebiet zu er
streckendes Doppelintegral , welches nur dann den Werth Null an
nimmt, wenn w = c·1/J gesetzt wird, in jedem andern Falle aber 
einen positiven Werth besitzt. 

Der zweite Theil ist ein über den Rand des Integrationsgebietes 
zu erstreckendes einfaches Integral, dessen Element, wenn dl ein 

Element der Begrenzungslinie des Integrationsgebietes und a", die 
ap 

partielle Ableitung von 1/J genommen in Bezug auf die Richtung der 
inneren Normale dieser Begrenzungslinie bezeichnet, die Gestalt 

w2 a1/J --.-.dl 
1/J ap 

annimmt. 
Den bisherigen Entwickelungen liegt die Voraussetzung zu Grunde, 

dass das Integrationsgebiet für den Flächeninhalt der Variation des 
Flächenstückes M mit demjenigen für den Flächeninhalt von M selbst 
übereinstimmt. 

Diese Voraussetzung ist aber, wenn die Grenzbedingungen, denen 
das Flächenstück M genügen soll, auch eine Flächenbegrenzung ent
halten, im Allgemeinen nicht erfüllt, da bei dieser Annahme die 
Grenzen des Doppelintegrals , durch welches jener Flächeninhalt aus
gedrückt ist', im Allgemeinen von E abhängen. Es muss daher für 
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diesen Fall zu dem gefundenen Ausdrucke für ~2 S noch ein Ergän
zungsglied hinzugefügt werden. Wenn dL ein Element der Begren
zungslinie von Mund R* den Krümmungsradius des auf diesem 
Elemente senkrechten Normalschnittes der begrenzenden Fläche be
zeichnet, positiv oder negativ gerechnet, jenachdem der Krümmungs
radius dem Innern von M zu- oder abgewandt ist, so ist dieses Er
gänzungsglied das über die Begrenzung zu erstreckende Integral 

Es ergibt sich also schliesslich für die zweite Variation des 
Flächeninhalts von M folgende Gleichung 

hB S = f f[ (~~ - : . ~r j + (~; - ; . ~: j] d~ d~ -
-f WB (~ • ;; + l~!St VfJ(s) fJt(St)) Vds . ds1• 

Wenn nun die Begrenzung von M als fest angenommen wird, so 
sind nur: solche Variationen dieses Flächenstückes in Betracht zu 
ziehen, bei welchen die Begrenzung nicht geändert wird, die Variation 
W also längs des ganzen Randes gleich Null ist. 

Unter dieser Voraussetzung erhält das in dem Ausdrucke für 
~2 S vorkommende Randintegral den Werth Null. Es sind dann drei 
Fälle zu unterscheiden. 

I. Wenn es eine den angegebenen Bedingungen genügende 
Function 1/J gibt, welche weder im Innern noch auf dem Rande des 
betrachteten Bereiches gleich Null wird, so hat die zweite Variation 
des Flächeninhalts für alle in Rücksicht auf die Grenzbedingungen 
zulässigen Variationen einen pos i t i v e n Werth und es besitzt daher 
das betrachtete Flächenstück M wirklich ein Minimum von Flächen
inhalt. 

Dieser Satz lässt sich dahin erweitern, dass der Schluss auf das 
Eintreten des Minimums auch dann noch gestattet ist, wenn eine den 
übrigen Bedingungen genügende Function 1/J bekannt ist, welche zwar 
in einzelnen Punkten oder längs einzelner Theile der Begrenzung des 
Integrationsbereiches gleich Null, für das ganze Innere und für einen 
Theil des Randes desselben aber von Null verschieden ist. 

n. Wenn der Bereich T so beschaffen ist, dass es eine Function 
1/J gibt, welche, ohne im Innern von T den Werth Null' anzunehmen, 
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am ganzen Rande dieses Bereiches den Werth Null hat, so ist die 
Untersuchung der zweiten Variation allein nicht hinreichend, um zu 
entscheiden, ob ein Minimum des Flächeninhalts eintritt oder nicht. 
Denn wenn w = 1/J gesetzt wird, so wird 02 S gleich Null. 

Im Allgemeinen wird in diesem Falle ein Minimum nie h t ein
treten, weil die d r i t te Variation 

03 S = -48\Rff~' (~ ,( _d~ dn 
~(s) as) (1+ SS,Y 

im Allgemeinen einen von Null verschiedenen Werth besitzt. 
III. Wenn es aber möglich ist, die angegebene partielle Diffe

rentialgleichung so zu integriren, dass die Function 1/J am ganzen 
Rande eines Th eil e s des Integrationsbereiches gleich Null, im Innern 
dieses Theiles aber von Null verschieden ist, so kann mit Sicherheit 
behauptet werden, dass für diesen Bereich ein Minimum nie h t 
eintritt, denn es kann in diesem Falle die zweite Variation nicht 
bloss gleich Null werden, sondern auch ne g at iv e Werthe an
nehmen. 

Es kommt daher alles darauf an, zu untersuchen, welcher der 
drei Sätze in einem gegebenen Falle Anwendung findet; für diese 
Untersuchung lässt sich indess eine allgemeine Regel nicht wohl 
aufstellen. 

Da die partielle Differentialgleichung, welcher die Function 1/J 

genügen muss, durch die Formel 

1/J = m [G/(s) - 1 2s, G(s)] +SS, 

allgemein integrirt wird, da jeder solchen Function 1/J eine der ur
sprünglichen Minimalfiäche unendlich benachbarte Minimalfläche ent
spricht, welche gieselbe längs der Linie, längs welcher 1/J = 0 ist, 
schneidet, und da die Eigenschaft des Minimums für jeden Bereich 
gilt, für welchen eine solche Function 1/J von Null verschieden bleibt, 
so ergibt sich die vollkommene Analogie der Lösung der hier betrach
teten Aufgabe mit der von Ja c 0 bi herrührenden Lösung der ent
sprechenden Aufgabe, welche die geodätische Linie auf einer krummen 
Fläche betrifft; denn wie in jenem Falle die Schnittpunkte mit un
endlich benachbarten geodätischen Linien, so ergeben in diesem Falle 
die Schnittlinien mit unendlich benachbarten Minimalflächen die ent

scheidenden Kriterien. 
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Zur Untersuchung der Eigenschaften der Integrale der partiellen 
Differentialgleichung 

kann dieselbe Methode dienen, welche R i e man n In seiner Disser
tation zur Untersuchung der Eigenschaften der Integrale der Diffe
rentialgleichung 

02U 02 U 

Ox2 + oy2 = 0 

angewendet hat und welche von Hrn. H ein r ich Web er auf den 
Fall der Differentialgleichung 

02 U 02 U 
ox2 + oy2 +k2u = 0 

ausgedehnt worden ist. (Math. Annalen von Clebsch und Neumann, 
Bd.1, S.1.) 

Setzt man in der Formel für 1/1 an die Stelle von G (s) specielle 
Functionen, z.B. s, s(logs+C), s(C1 ·S·+C2 ·s-A), so erhält man spe
cielle Bereiche, wie die Fläche einer Halbkugel, einer Kugelzone, 
eines Sectors einer Kugelzone u. a., längs deren Begrenzung eine 
Function 1/1 gleich Null werden kann, ohne im Innern derselben den 
W erth Null anzunehmen. Jedem T h eil e eines solchen Bereiches 
entspricht nach dem Satze I ein Minimum des Flächeninhalts des 
betreffenden Stückes einer Minimalfläche. 

Bei der Untersuchung der Kugelzonen gelangt man zu denselben 
transcendenten Gleichungen, auf welche Hr. Li n deI ö f durch die 
Untersuchung der zweiten Variation des Flächeninhalts von Zonen 
der Rotationsfläche der Kettenlinie geführt worden ist. (Sur les li
mites entre lesquelles le catenolde est une surface minima. Acta soc. 
scient. Fennicae, tom. IX., Helsingfors 1871.) 

Mitunter kann man durch passende Zusammensetzung eine Function 
1/1 bilden, mit deren Hülfe entschieden werden kann, welcher der drei 
angegebenen Fälle für ein gegebenes Stück einer Minimalfläche eintritt. 

Wenn es sich z. B. darum handelt, zu untersuchen, ob das Flächen
stück , welches durch das in dem Monatsbericht vom April 1865 auf 
S. 152 beschriebene Modell II*) veranschaulicht wird, innerhalb des 

*) Siebe S. 4 dieses Baudes und die Figur auf Tafel 2. 
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als fest gedachten die Begrenzung bildenden Zwölfseits ein Minimum 
von Flächeninhalt besitzt, so entspricht bei geeigneter Wahl des 
Coordinatensystems, auf welches dieses Flächenstück bezogen wird, 
wenn man s = r (cos ffJ + i sin ffJ) setzt, die Function 

1- r2 V2 2 + r2 3' 7 + 5r2 6 
.1, = --+-.--·r sm3m+r'----.r cos6m 
'I' 1 + r2 9 1 + r2 'Y 1 + r2 'Y 

den Bedingungen des er s te n der obigen drei Sätze, vorausgesetzt, 
dass dein Coefficienten r ein positiver Werth von hinreichender Klein
heit beigelegt wird. -

Die entwickelte allgemeine Formel für ~2 S soll nun zur Beant
wortung folgender Frage benutzt werden. 

Unter welchen Bedingungen besitzt der von zwei geraden Strecken 
und von zwei Schraubenlinien begrenzte, einfach zusammenhängende 
Theil der Schraubenfläche x + y tg z = 0, welcher zwischen den 
Ebenen 

z = -att = -lH und z = +att = +lH 

und zugleich innerhalb der Cylinderfläche x2+ y2 = R2 liegt, ein Mi
nimum von Flächeninhalt? und zwar 

er s te n s unter der Voraussetzung, dass die ganze Begrenzung 
desselben als fest betrachtet werden soll, 

z w ei t e n s unter der Voraussetzung, dass nur die beiden ge
raden Strecken der Begrenzung als fest betrachtet werden, während 
die beiden andern Begrenzungstheile auf der Cylinderfläche variiren 
dürfen. 

Aus den Formeln (D) des Hrn. W eie r s t ras s ergibt sich die 
Schraubenfläche x + y tg z = 0, wenn man 

1 1 
~(s) = -2' '2' 

~ S 

setzt und die Bedingung stellt, dass die fünf Variabeln ~, ffJ, x, y, z 
gleichzeitig den Werth Null annehmen sollen; das betrachtete Stück 
der Schraubenfläche erhält man, wenn man die Veränderlichkeit der 
Variabeln ~ und ffJ auf die Gebiete 

- att < ffJ < + att , - ß < ~ < + ß 

beschränkt, wo ß den Werth log(R+V1+R2) bezeichnet, also 

R = !(l-e-ß) ist. 
Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. 1. 11 
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Man setze G(s) = s (i- S-l), wo A = ;" zu wählen ist, so er-
gibt sich 

wenn 
U(~, A) = A(eAe + e-le)(ee + e-e)-(eA~-e-Ae)(ee-e-e) 

gesetzt wird. 
Die Function U genügt den Gleichungen 

au _ 
D(-~,A) = U((J,A), o(J = W-1)(eA~-e-Ae)(ee+ee)i 

für wachsende positive Werthe von ~ nimmt daher diese Function 
beständig zu, wenn A grösser als 1 ist, dagegen beständig ab, wenn 
A kleiner als 1 ist, während dieselbe, wenn A gleich 1 ist, den con
stanten Werth 4 hat. 

Wird nun er s te n s die ganze Begrenzung als fest angesehen 
und ist a gleich t oder kleiner als t, d. h. ist die Höhe H des be
trachteten Flächenstückes gleich der Höhe eines halben Schrauben
ganges oder kleiner, so nimmt die Function '1/J innerhalb des zu be
trachtenden Bereiches nur pos i t iv e Werthe an, und es besitzt daher 
in diesem Falle das betrachtete Flächenstück für jeden Werth von R 
ein Minimum von Flächeninhalt. Dieses ergibt sich übrigens auch 
daraus, dass das sphärische Bild desselben in diesem Falle ganz auf 
einer Halbkugelfläche Platz findet. 

Ist hingegen a grösser als t, also ,t = 21" kleiner als 1, so gibt 
es jedesmal zwei entgegengesetzt gleiche Werthe von ~, für welche 
U((J, A) gleich Null wird. Es gibt also in diesem Falle eine Grenze 
ßo, unterhalb welcher ß, und also auch eine Grenze Ro, unterhalb 
welcher R liegen muss, damit auf das betrachtete Flächenstück der 
Satz I Anwendung finde. 

Für einige Werthe von a enthält die folgende kleine Tabelle die 
zugehörenden Grenzwerthe für R und für das Verhältniss des Cy
linderdurchmessers zur Höhe eines Schraubenganges. 

A 1 Ro Ro : '1t a -2a-

1 1 00 00 "2" 

! 2 2 0,63662 3" 

1 ! V3 0,55133 

i i [lN3 +l)]t 0,50820 

00 0 1,50888 0,48029 
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Wenn nämlich a von t bis + 00 wächst, so nimmt die einzige 
positive Wurzel ßo der Gleichung U(ßo, A) = 0 beständig ab und 
zwar bis zu einem Werthe b = 1,1996786···, welcher der Gleichung 

(eb + e-b)_b(eb_ e-b) = 0 

genügt; diesem Werthe entspricht Ro = 1,50888. 
Aus der vorangegangenen Untersuchung folgt also: 
Das betrachtete Stück der Schraubenfläche besitzt innerhalb 

seiner Begrenzung ein Minimum des Flächeninhalts, wenn U (ß, 2~) 
pos i t i v ist. 

In dem Grenzfalle U (ß, ;,,) = 0 ergibt sich für w = 'IjJ 82 S = 0, 
83 S = O. Die Entscheidung der Frage, ob in diesem Falle ein Mi
nimum eintritt oder nicht, erfordert daher die Prüfung der vi e r t e n 
Variation für die Annahme w = 'IjJ. 

Ist U(ß, 2~) negativ, so besitzt das betrachtete Flächen
stück innerhalb seiner Begrenzung ni c h t ein Minimum von Flächen
inhalt. -

Wenn z w e i t e n s nur die beiden ger ade n Strecken der Be
grenzung als fest angesehen werden, während die beiden andern Be
grenzungstheile auf der Cylinderfläche x2+ y2 = R2 variiren dürfen, 
so ist die Variation w nur für fP = ± (1st, nicht aber für Q = ± ß 
gleich Null zu setzen. Die Bedingung, dass U(ß, ;,,) positiv sei, ist 
in diesem Falle für das Eintreten des Minimums zwar nothwendig, 
aber nicht hinreichend. 

Es ergeben sich folgende Gleichungen: 

R* = i R . (e ß + e-ß)" = !(eß - e-ß) (e ß + e-fJ )" , 

( 

11* 
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Setzt man nun Ä = :a und w = 'I/J, so ist ~2 S positiv, gleich 

Null, oder negativ, jenachdem U (ta' 21X) negativ, gleich Null, oder 
positiv ist. Umgekehrt: das betrachtete Stück der Schraubenfläche 

besitzt ein Minimum von Flächeninhalt, wenn U (!a , 21X) n e g at i v ist. 

In dem Grenzfalle U (!a ' 21X) = 0 ist, da für die Annahme 
w = 'I/J auch ~3S gleich Null wird, die Untersuchung der vierten 
Variation erforderlich, um zu entscheiden, ob ein Minimum eintritt 
oder nicht. 

Wenn IX gleich t oder grösser als t ist, so ist die Function 

ua" ,21X) für jeden reellen Werth von ß positiv; mit anderen 
Worten: ist die Höhe H des betrachteten Flächenstückes gleich der 
Höhe eines halben Schraubenganges oder grösser, so besitzt dasselbe 
unter den angegebenen Grenzbedingungen nicht ein Minimum von 
Flächeninhalt. 

Hieraus folgt, dass die in dem Monatsbericht vom Januar d. J. 
auf S. 9 angegebenen Schraubenflächen *), sobald der ganzen Zahl n 
ein von 0 und :""'1 verschiedener Werth beigelegt wird, unter den 
daselbst angegebenen Grenzbedingungen ein Minimum von Flächen
inhalt ni c h t besitzen. 

Ist hingegen IX kleiner als t, mithin Ä = L grösser als 1, d. h. 
enthält das betrachtete Flächenstück weniger als einen halben Schrauben
gang, so nimmt die Function U (ßJ., -}) für wachsende positive Werthe 
von ß beständig ab und wird, sobald ß einen gewissen Werth ß~ über
schritten hat, negativ. Wenn daher R grösser ist als ein durch 
die Gleichungen 

von IX abhängender Grenzwerth R~, welcher nebst dem Verhältnisse 
H: 2R~ für einige Werthe von IX aus der Tabelle: 

*) Siehe S. 132 dieses Bandes 
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IX IX' 3600 I }. -
2
1
" I R' 0 H:2R~ 

1 1800 1 00 0 2" 

1200 !V5 
2,.,; 

= 0,93664 1 ~ 3V5 "3" 

1 900 2 !V2 
,.,; 

1,11072 "4 2V2 -

! V V3-1 
,.,; 

1,22393 1 600 3 --- -6" 3V V3-1 

0 00 0 
,.,; 

1,30935 00 
2 ·1,1996786 -

entnommen werden kann, so besitzt das betrachtete Flächenstück em 
Minimum von Flächeninhalt. 

Aus der vorstehenden Tabelle ergibt sich, dass die auf S. 9 des 
Monatsberichts vom Januar d. J. *) angegebenen Schraubenflächen, 
für welche, wenn 2n + 1 = ± 1 gesetzt wird, die hier mit IX bezeich
nete Grösse den Werth i hat, unter den daselbst angegebenen Grenz
bedingungen ein Minimum des Flächeninhalts besitzen, wenn R grösser 
als ! V2 ist, dass dieses aber nicht der Fall ist, wenn R kleiner als 
t V2 ist. 

Wenn man an die Stelle von x, y, z, R beziehlich }. -1 x', }.-1 y', 
}.-1z', }.-lR' setzt und hierauf zur Grenze}. = 00 übergeht, so tritt 
an die Stelle des betrachteten Stückes der Schraubenfläche die Fläche 
emes ebenen Rechteckes 

x, 0 y'2 = R'2 ,,/2 < (-21 _)2. =, <, '" J. 

Die beiden Seiten x' = 0, z' = ± t,.,; dieses Rechteckes werden als 
fest betrachtet, die beiden andern Theile der Begrenzungslinie dürfen 
auf der Cylinderfläche X'2+ y'2 = R'2 variiren. 

Ist R' grösser als die positive Wurzel der Gleichung 

(eb+e-b)_b(eb_e-b) = 0, 

also grösser als b = 1,1996786··., so besitzt jenes ebene Flächen
stück ein Minimum von Flächeninhalt, ist dagegen R' kleiner als diese 
Wurzel, so gibt es benachbarte, denselben Grenzbedingungen genügende 

*) Siehe S. 132 dieses Bandes. 
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Flächenstücke , welche einen noch kleineren Flächeninhalt als jenes 
Rechteck haben. 

Dieses Resultat kann man auch auf anderem Wege direct her
leiten, indem man an die Stelle der Ebene x' = 0 eine die beiden 
Geraden x' = 0, z' = ± tn enthaltende Fläche x' = 8'W(Y', z') 
setzt, eine Formel für den Flächeninhalt des von den beiden Geraden 
und von der Cylinderfläche X'2+ y'2 = R'2 begrenzten Stückes dieser 
Fläche aufstellt und diesen Ausdruck nach Potenzen von 8 entwickelt. 
An die Stelle der Function 'ljJ in den bisherigen Entwickelungen tritt 
die Function 

'ljJ' = ffi(eY'+S'i+e-eY'+S'i») = (eY' + e-Y') cosz'. 

Setzt man R' = bund W = 'ljJ', so ergeben sich die Gleichungen 
c)'2 S = 0, c)'3 S = 0, während c)'4 Seinen n e ga t i v e n Werth erhält. 
In diesem Falle tritt also auch an der Grenze ein Minimum des 
Flächeninhalts ni c h tein. -

Die gewonnenen Untersuchungsergebnisse sind einer interessanten 
Veranschaulichung fähig. 

Wenn man auf experimentellem Wege mitte1st der Plateau
schen Glycerinseifenflüssigkeit und geeigneter Vorrichtungen eine 
Seifenwasserlamelle herstellt, welche einem den in Betracht gezogenen 
Grenzbedingungen genügenden Stücke einer Minimalfläche entspricht, 
so wird diese Lamelle sich nur dann im Zustande der Stabilität be
finden, wenn das betrachtete Flächenstück im mathematischen Sinne 
unter Voraussetzung jener Grenzbedingungen wirklich ein Minimum 
von Flächeninhalt besitzt. Wenn es daher irgendwie gelungen ist, 
durch eine Seifenwasserlamelle für einen Moment ein Minimalflächen
stück zu realisiren, welchem ein Minimum des Flächeninhalts nicht 
zukommt, so wird sich dieser Umstand dadurch zu erkennen geben, 
dass jene Lamelle in der Lage, in welcher sie sich in jenem Momente 
befindet, nicht zur Ruhe gelangt, sondern sich von derselben allmählig 
immer mehr entfernt, bis sie eine von der ursprünglichen Gestalt 
vielleicht sehr verschiedene stabile Gleichgewichtsgestalt erlangt hat. 

Ist hierbei die Vorrichtung, welche die Seifenwasserlamelle den 
Grenzbedingungen anpasst, so beschaffen, dass ein Theil derselben 
beweglich ist, entsprechend einem in den Grenzbedingungen enthal
tenen Parameter, so lässt sich die Grenze, bei welcher die Stabilität 
aufhört, auf experimentellem Wege ermitteln. Für den Fall einer 
Zone der durch Rotation einer Kettenlinie um ihre Directrix entste-
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henden Fläche hat bekanntlich Hr. P 1 a t e au eine solche Unter
suchung wirklich ausgeführt. (Sur les figures d'equilibre d'une masse 
liquide sans pesanteur. Vme Serie. § 2, 3, 11, 15. VIIme Serie. 
§ 21, 22. Xme Serie. § 29. Wegen allgemeiner hierher gehörender 
Bemerkungen vgl. XIme Serie § 33, 34. Memoires de l' Academie 
royale de Belgique. T. XXXIII-XXXVII. 1860-68.) Durch Ver
gleichung mit dem theoretisclien Ergebnisse erhält man ein Urtheil 
über das Mass der grösseren oder geringeren Genauigkeit, mit der es 
gelungen ist, den mathematischen Bedingungen durch das Experiment 
zu entsprechen. 

Bei den Experimenten, welche ich angestellt habe, entspricht der 
Cylinderfiäche x 2+ tl = R2 ein Glascylinder, die beiden geraden 
Strecken der Begrenzung werden durch zwei Drähte von der Länge 
des inneren Cylinderdurchmessers vertreten, welche durch passende 
Führungen in einer zur Cylinderfiäche senkrechten Lage erhalten 
werden. Wird der Apparat in die Flüssigkeit getaucht und wieder 
herausgezogen, so zeigen sich bei Anwendung geeigneter V orsichts
massregeln die beiden Drähte durch eine die innere Cylinderwandung 
rechtwinklig treffende Lamelle mit einander verbunden, welche die 
Gestalt der Fläche eines ebenen Rechteckes oder eines Theiles einer 
Schraubenfiäche besitzt, jenachdem die beiden Drähte parallel einge
stellt sind oder nicht. Durch Aenderung des Abstandes der beiden 
Drähte und des Winkels, den dieselben mit einander bilden, können 
dem Verhältnisse H: 2R und der Grösse IX verschiedene Werthe bei
gelegt werden. Wenn die Stabilitätsgrenze überschritten wird, so 
degenerirt die erwähnte Lamelle in zwei ebene halbkreisförmige La
meIlen, welche je einen der beiden Drähte mit der inneren Cylinder
wandung verbinden. Sowohl wenn IX gleich 0, als auch wenn IX gleich 
t gesetzt wurde, ergab sich zwischen den auf experimentellem Wege 
bestimmten Stabilitäts grenzen für das Verhältniss H: 2R und den 
theoretischen Werthen der obigen Tabelle eine befriedigende Ueber
einstimmung; genauere Messungen anzustellen muss ich Physikern über
lassen. 
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Znerst im XIX. Jahrgange der Vierteljahrsschrift der Natnrforschenden GeselIschaft in Zürich, 
S. 243-271, veröffentlicht. Ein zweiter, einige Aendernngen enthaltender Abdrnck erschien im 
80. Bande des Jonrnals für reine nnd angewandte Mathematik, S. 280-300. ' 

Die Variationsrechnung zeigt, dass dasjenige Flächenstück, welches 
unter allen von derselben Randlinie begrenzten Flächenstücken mög
lichst kleinen Flächeninhalt hat, in jedem seiner Punkte gleich grosse 
und entgegengesetzt gerichtete Hauptkrümmungsradien besitzen muss. 
Da nun auch umgekehrt allen Flächen, deren mittlere Krümmung in 
jedem ihrer Punkte gleich Null ist, die Eigenschaft zukommt, dass 
sich Stücke derselben abgrenzen lassen, welche unter allen je von 
denselben Randlinien begrenzten Flächenstücken den kleinsten Flächen
inhalt besitzen, so werden die in Rede stehenden Flächen überhaupt 
Flächen kleinsten Flächeninhalts oder kurz Mi ni mal fl ä c h e!l ge
nannt. Die Titel einer grossen Anzahl von Abhandlungen, welche 
sich auf diese Flächen beziehen, findet man, zumeist mit einer mehr 
oder weniger ausführlichen Inhaltsangabe in den Einleitungen der 
beiden Schriften: 

"Ueber die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begren
zung. « Eine Abhandlung von Be rn h a r d R i e man n. Bear
beitet von 'K. Hattendorff. 13. Bd. der Abhandlungen der 
Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen. 1867. 
"Sulle proprieta generali delle superficie ~'area minima.« Mem. 
deI prof. E. B e lt r ami. Memorie dell' Accademia delle Scienze 
delI' Istituto di Bologna. Serie 2. Tomo VII. 1868. 

und in den beiden Werken: 
Tod h u n te r, History of the Progress of the Calculus of Va
riations I Cambridge and London I 1861. 
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J. PI at e au, Statique experimentale et theorique des Liquides, 
Gand et Leipzig, 1873. 

angeführt, auf welche hier verwiesen wird. 
Der Umstand, dass die Bedingung für das Eintreten des stabilen 

Gleichgewichtszustandes einer flüssigen Lamelle, auf welche äussere 
Kräfte nur längs des Randes einwirken, übereinstimmt mit der Be
dingung, dass diese Lamelle innerhalb der Begrenzung, an welcher 
sie adhärirt, ein Minimum von Oberfläche besitze, ist von Herrn 
PI at e au mit glücklichstem Erfolge dazu benutzt worden, um Stücke 
von Minimalflächen , deren Begrenzung in mannigfaltiger Weise vor
geschrieben werden kann, auf physikalischem Wege zur Anschauung 
zu bringen. Die grosse Vergänglichkeit der aus gewöhnlichem Seifen
wasser gebildeten Lamellen legte den Wunsch nahe, zu dem angege
benen Zwecke eine Flüssigkeit benutzen zu können, deren Lamellen 
längere Zeit andauern. Dieser Forderung entspricht in hohem Grade 
eine Flüssigkeit, welche Herr PI a te a u bereiten gelehrt hat und 
welche unter dem Namen des PI at e au schen Glycerinseifenwassers 
bekannt ist; mitte1st desselben gelingt es auf die einfachste Weise, 
Stücke von Minimalflächen durch flüssige Lamellen zur Anschauung 
zu bringen, welche unter günstigen Umständen stundenlang andauern. 

Besonderen Anspruch auf Dank hat Herr PI at e au sich neuer
dings auch dadurch erworben, dass derselbe seine zahlreichen Unter
suchungen über den Gleichgewichtszustand der Flüssigkeiten, die 
Früchte jahrelanger vom schönsten Erfolge gekrönter Forschungen, in 
Verbindung mit einer eingehenden Würdigung der einschlägigen Ar
beiten anderer Physiker und Mathematiker, gesammelt in zwei Bänden 
unter dem oben angeführten Titel, allen denen leicht zugänglich ge
macht hat, welche nicht die Gelegenheit haben, diese inhaltreichen 
Abhandlungen aus den Schriften der belgischen Akademie, in welchen 
sie zuerst veröffentlicht worden sind, kennen zu lernen. 

Die Mittheilung der vorliegenden Miscellen geht aus dem Wunsche 
hervor, zur Verbreitung des Interesses für die in so mannigfacher 
Beziehung merkwürdigen Minimalflächen etwas beizutragen. Herr 
W. F i e dIe r erwies dem Verfasser die Ehre, der jüngst erschienenen 
zweiten Auflage der deutschen Ausgabe der Analytischen Geometrie 
des Raumes von G e 0 r ge S alm 0 n einen Auszug aus dem Folgenden 
als Anhang beizugeben. 

I. 
Einen wichtigen Schritt zur Erforschung geometrischer Eigen ... 
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schaften der Minimalflächen that Herr 0 s si a n Bon n e t (siehe dessen 
Abhandlung: Liouvilles Journal, 2. Serie, Tome V. p. 221-252, 1860), 
indem derselbe die bekannte durch parallele Normalen vermittelte 
Beziehung der Punkte einer krummen Fläche zu den Punkten einer 
Kugelfläche vom Radius 1 der Untersuchung der Minimalflächen zu 
Grunde legte. Es ergab sich hierbei (1. c. p. 227, Formel 53) das 
folgenreiche Resultat, dass das Quadrat des Linienelementes einer 
Minimalfläche an jeder Stelle dem Quadrate des entsprechenden Linien
elementes der Kugelfläche proportional ist. Herr 0 s si a n Bon ne t 
zog hieraus den Schluss, dass die den Meridianen und Parallelkreisen 
der Kugelfläche entsprechenden Linien einer Minimalfläche sich nicht 
nur stets rechtwinklig schneiden, wie bereits Herr Minding im 
Jahre 1849 gefunden hatte (Journal für Mathematik, Bd. 44, S.70), 
sondern dass dieselben, was noch mehr besagt, ein System sogenannter 
isometrischer Linien bilden, d. h. solcher Linien, welche die Fläche in 
unendlich kleine Quadrate zu theilen vermögen, - und dass überhaupt 
jedem Systeme von isometrischen Linien auf der Kugelfläche ein 
System isometrischer Linien auf der Minimalfläche entspricht. Nun 
ist aber mit jedem Curvensystem auf einer Fläche, welches dieselbe 
in unendlich kleine Quadrate zu theilen vermag (vergl. Liouvilles 
Journal, Tome XII. p. 294, 1847), eine conforme Abbildung dieser 
Fläche auf eine Ebene verbunden, bei welcher jeder von den beiden 
das Curvensystem bildenden Schaaren von Curven auf der Fläche 
eine Schaar paralleler Geraden in der Ebene entspricht. Mit Rück
sicht auf die Gau s s ische Auflösung der Aufgabe: die Theile einer 
gegebenen Fläche auf einer anderen gegebenen Fläche conform, d. h. 
in den kleinsten Theilen ähnlich, abzubilden, enthält daher die von 
Herrn Ossian Bonnet gegebene Formel nicht allein den Satz, dass 
bei der durch parallele Normalen vermittelten Zuordnung der Punkte 
einer Minimalfläche und einer Kugelfläche entsprechende Linienele
mente an jeder Stelle einander proportional sind, sondern auch den 
Satz, dass durch die erwähnte Zuordnung jede der beiden Flächen 
auf die andere conform abgebildet wird. Denn nach dem Ergebnisse 
der Gau s s ischen Untersuchung sind diese beiden Sätze vollkommen 
äquivalent und jeder derselben ist eine unmittelbare Folge des Satzes, 
welcher in der erwähnten 0 s s i an Bon ne t schen Formel seinen ana
lytischen Ausdruck findet. 

Man kann den angeführten und einige andere allgemeine Sätze, 
welche Minimalflächen betreffen, auf einfache Weise ableiten, indem 
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man die unabhängigen Variablen p, q, als deren Functionen die recht
winkligen Coordinaten x, y, z eines Punktes der Minimalfläche be
trachtet werden, so wählt, dass die Curven p = const. mit der einen, 
die Curven q = const. mit der anderen Schaar der Krümmungslinien 
der Fläche zusammenfallen. Bezeichnen X, Y, Z die Co sinus der 
Winkel, welche diejenige Richtung der Normale der Minimalfläche in 
dem Punkte x, y, z mit den Coordinatenaxen bildet, welche mit der 
Richtung des der Krümmungslinie p = const. angehörenden Haupt
krümmungsradius ~ der Fläche in diesem Punkte zusammenfällt, so 
erhält man in Folge des Parallelismus des Elementes einer Krümmungs
linie und seines sphärischen Bildes und des bekannten Verhältnisses 
der Längen beider (vergl. einen Aufsatz von Rodrigues, Correspon
dance sur l'Ecole polytechnique, vol. III. p. 162, 1815, und einen Auf
satz des Herrn We in gar te n, Journal für Mathematik, Bd. 62, 
S.160-165, 1862) 

( BX BX) 
dx = ~ B P dp - Bq dq , 

( BY BY) dy = ~ -dp--dq Bp Bq , 

( BZ BZ) dz = ~ -dp--dq . Bp Bq 
Setzt man hierauf 

so ist wegen der Orthogonalität der Curven p = const. und q = const. 
F = 0, und man erhält, wenn dl die Länge eines Linienelementes 
der Minimalfläche , dL die Länge des entsprechenden Linienelementes 
der Kugelflä che X 2 + P + Z2 = 1 bezeichnet, 

dl2 = (dx)2+ (dy)2+ (dZ)2 = ~2(Edp2+ Gdq2) = 

= ~2[(dX)2+(dY)2+ (dZlJ = ~2dL2. 

Diese Gleichung sagt aus, dass bei der durch parallele Normalen 
vermittelten Beziehung der Punkte einer Minimalfläche zu den Punkten 
einer Kugelfläche vom Radius 1 die erstere auf die letztere conform 
abgebildet wird und dass hierbei die lineare Vergrösserung an jeder 
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einzelnen Stelle dem reciproken Werthe des Hauptkrümmungsradius 
gleich ist. Weil die Ausdrücke für dx, dy, dz vollständige Differen
tiale sein müssen, so müssen dieselben der bekannten Integrabilitäts
bedingung genügen. Stellt man diese Bedingung für die drei Aus
drücke auf, so erhält man mit leichter Mühe die Gleichungen 

a 
aq ((JE) = 0, 

a ap ((JG) = O. 

Hieraus folgt, dass (JE eine Function von p allein, (JG eine Function 
von q allein ist. Führt man daher mitte1st der Gleichungen 

zweI neue Variable ein und wählt diese zu unabhängigen Variablen, 
bezeichnet dieselben auch der Einfachheit halber wieder mit p, q, so 
hat man zu setzen 

Hieraus ergibt ~ich der von Herrn 0 s si a n Bon n e t zuerst ausge
sprochene Satz (Comptes rendus 1853, Tome 37. p. 532), dass eine 
Minimalfläche durch ihre beiden Schaaren von Krümmungslinien in 
unendlich kleine Quadrate getheilt werden kann, oder mit anderen 
Worten: Jede Minimalfläche kann in der Art auf eine Ebene conform 
abgebildet werden, dass den beiden Schaaren Krümmungslinien zwei 
Schaaren von parallelen Geraden (p = const., q = const.) entsprechen, 
und zwar ist das Vergrösserungsverhältniss bei dieser Abbildung der 
Quadratwurzel aus der Länge des Hauptkrümmungsradius in dem be
trachteten Punkte der Minimalfläche .. umgekehrt proportional. Bei 
dieser Abbildung entspricht zugleich jeder Asymptotenlinie der Mini
malfläche, welche die Schaar der Krümmungslinien unter 45° schneidet, 
und überhaupt jeder isogonalen Trajectorie der Krümmungslinien eine 
gerade Linie. Man kann den obigen Satz auch aussprechen wie folgt: 
Der Abstand zweier unendlich benachbarten Krümmungslinien einer 
Minimalfläche ist überall der Quadratwurzel aus dem Hauptkrümmungs
radius der Minimalfiäche direct proportional. 

II. 

Führt man nun mit Herrn Weierstrass (Monatsberichte der 
Berliner Akademie 1866, S. 618) die complexen Grössen 
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X+Yi 
1-Z = 8, 

X-Yi 
---=8 1-Z 1 

als neue Variable ein, von welchen die erste durch einen Punkt der 
XY-Ebene geometrisch dargestellt wird, welcher bei der stereographi
schen Projection der Kugelfläche vom Punkte X = 0, Y = 0, Z = 1 
aus auf die Aequatorebene Z = 0 dem Punkte X, Y, Z der Kugel 
entspricht, so erhält man 

Z = 881-1 
881+ 1 ' 

dp 2+dq2 

~ 

Da nun ds· dS I das Q~adrat der Länge des Linienelementes in der 
Ebene bedeutet, deren Punkte die complexe Grösse 8 geometrisch dar
stellen, und da die Länge dieses Linienelementes der Länge des 
Linienelementes in der Ebene der complexen Grösse p + qi propor
tional ist, wie die vorstehende Gleichung lehrt, so ist jede der beiden 
Ebenen eine conforme Abbildung der anderen, also ist die complexe 
Grösse 8 entweder eine Function des complexen Argumentes 11 = P + qi, 
oder des complexen Argumentes 01 = P - qi. Man kann also, indem 
man nöthigenfalls q mit -q vertauscht, allgemein 

setzen, wo fund fl zwei conjugirte analytische Functionen bezeichnen. 
Drückt man alle übrigen Grössen durch die Grössen s, SI' 11, 01 ,aus, 
so erhält man 

~ = ~(1+S8 )2. dl1 . dl11 

4 1 d8 ds I ' 

dl2 = ~(1+88 y. (dl1\2. (dl1 I \2. dsds 
4 1 ds ) d8 I ) 1 , 

dx = ! (1_s2 ) (~;)2 ds + ! (1- 8:) (:~1) dsu 

dy = ! (1+s 2 ) (~:)2 ds- ! (1+s~) (~~1) dsl , 

dß = 1 (dl1j2 -s - ds+ 2 ds 

(Vergl. die Abhandlung des Herrn E n n e per, Zeitschrift für Mathe
matik 1864, Band IX, S. 107.) Betrachtet man nun s und SI als un-
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abhängige Variable, während ~(s) eine F.unction von s bezeichnet, 
welche durch die Gleichung 

(dd)2 
t dS = ~(s) 

bestimmt ist, so ergibt sich, wenn der vorgesetzte Buchstabe ffi be
deutet, dass der reelle Theil der nachfolgenden complexen Grösse 
genommen werden soll (vergl. Monatsberichte 1866, S. 619), 

x = ffi fS(1-S2)~(S)dS, 
So 

y = ffi fSi(1+S2)~(S)dS, 
So 

z = ffifs2S~(S)dS, 
So 

dl2 = dx2+dy2+dz2 = (1+SS1)2~(S)~1(sl)ds.dsp 

~ = H1+ss1fv'~(s)'~Jsl)' wo ~JSl) die zu ~(s) conjugirte com
plexe Grösse bezeichnet. Zu jeder Function ~ (s) des complexen Ar
gumentes s gehört in Folge dieser Formeln eine Minimalfläche und 
zwar ist diese Fläche, wie Herr W eie r s t ras s nachgewiesen hat 
(a. a. O. S. 621), stets dann und nur dann eine algebraische Fläche, 
wenn die Function l'Y(s) die dritte Ableitung einer algebraischen 
Function von s ist. 

Weil die Gleichungen für dx, dy, dz in Bezug auf die Function 
~ (s) linear sind, so erhält man, wenn man nach der Reihe für ~ (s) 
setzt qJl(S) , qJ2 (s), qJl(S) + qJ2(S) , folgenden allgemeinen Satz: Ordnet 
man die Punkte zweier Minimalflächen F 1 und F 2 in der Weise eiri
ander zu, dass die Normalen beider Flächen in entsprechenden Punkten 
einander parallel sind, und construirt zu jedem Paare entsprechender 
Punkte von F1 und F2 einen dritten Punkt, dessen Co ordinaten be
züglich die Summen der gleichnamigen Co ordinaten der beiden ent
sprechenden Punkte sind, so beschreibt auch dieser dritte Punkt eine 
Minimalfläche und die Tangentialebenen in entsprechenden Punkten 
der drei Minimalflächen sind einander parallel. Dieser Satz wurde 
im Jahre 1865 von Herrn W eie r s t ras s den damaligen Mitgliedern 
des an der Berliner Universität bestehenden mathematischen Seminars 
mitgetheilt. Dass bei der angegebenen Construction jede der drei 
Minimalflächen auf die beiden anderen conform abgebildet wird, ergibt 
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sich sowohl aus der Proportionalität der Längen entsprechender 
Linienelemente der drei Flächen, als auch daraus, dass jede derselben 
durch parallele Normalen auf die Kugelfläche conform abgebildet wird. 

III. 

Ersetzt man die Function ~ (s) durch ea.i ~ (s), wo a eine reelle 
Grösse ist, und dem entsprechend ~l(Sl) durch e-ai~l(Sl)' so erhält 
man, da die Länge des Linienelementes der Minimalfläche hierbei 
nicht geändert wird, eine Bi e gun g s fl ä ehe der vorigen Fläche, 
welche wieder eine Minimalfläche ist. *) Hierbei entsprechen die Krüm
mungslinien der Biegungsfläche einer Schaar von Curven, welche die 
Krümmungslinien der ursprünglichen Fläche unter dem Winkel i a 
schneiden, denn es geht dt1 in e{-aido über. Die reelle Grösse a kann 
als ein variabler Parameter aufgefasst werden: Es ist also möglich, 
Theile einer Minimalfläche auf stetige Weise mit einem variablen Pa
rameter so zu biegen, dass dieselben während der Biegung beständig 
Minimalflächen bleiben. Jede Schaar von Curven, welche die Krüm
mungslinien der ursprünglichen Fläche unter demselben constanten 
Winkel schneiden, wird bei dieser Biegung einmal zu einer Schaar 
von KrÜIDmungslinien. Auch gilt der Satz, dass die bei der Multi
plication von ~ (s) mit ea; entstehenden Biegungen einer Minimalfläche 
die einzigen Biegungen derselben sind, bei welchen sie die Eigenschaft, 
Minimalfläche zu sein, beibehält. 

Denkt man sich während der Biegung, indem man a als variabel 
betrachtet, einen Punkt des gebogenen Flächentheiles festgehalten, 
was durch passende Verfügung über die durch die Integration einge
führten Constanten erreicht wird, so geht die Biegung den obigen 
Formeln zufolge in der Art vor sich, dass die Tangentialebenen in 
allen entsprechenden Punkten parallel sind und dass die Tangenten 
je zweier entsprechenden Linienelemente mit einander den Winkel a 

einschliessen. Jeder Punkt des Minimalflächenstückes beschreibt 
während der Biegung eine Ellipse, deren Mittelpunkt der festgehaltene 
Punkt ist. 

Einen speciellen Fall dieser Biegung, welcher dem Werthe 
IX = ± in entspricht, kennt man durch eine kurze Mittheilung des 
Herrn Ossi an Bonnet seit dem Jahre 1853 (Comptes rendus Tome 37. 
p. 532). Bezeichnen ~, ~, ~. die Co ordinaten des dem Punkte x, '!I, z 

*) Siehe S. 119 dieses Bandes. 
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unter der Voraussetzung a = - tn nach der Biegung entsprechenden 
Punktes, so erhält man einerseits die Gleichungen 

d~ = -ffi[(1-s2)i~(s)dsJ, 

d~ = + ffi [(1 + S2) ~ (s) ds J, 
d~ --:- ~ffi[2si~(s)ds], 

andererseits ergeben sich aus den Gleichungen 

d~2+ d~2+ d~2 = dx2+ dy2+ dz2, 
d~dx + d~dy+ d~dz = 0, 
Xd~ + Y d~ + Z d~ = 0 

bei richtiger Bestimmung des Vorzeichens folgende Ausdrücke 

d~ = Zdy-Ydz, d~ = Xdz-Zdx, d~ = Ydx-Xdy. 

Hierbei erhält man beiläufig den Satz, dass die auf der rechten Seite 
der vorstehenden Gleichungen stehenden Ausdrücke vollständige Diffe
rentiale sind, was einer bekannten Form der partiellen Differential
gleichung der Minimalflächen entspricht. (Lagrange, Oeuvres com
pletes Tome 1. p. 356.) 

U eber den allgemeineren Fall der Biegung einer Minimalfläche 
unter der Bedingung, dass sie die Eigenschaft behält, Minimalfläche 
zu sein, vergleiche man 0 s s i an Bon n e t , Journal de l'Ecole poly
technique, Cah.42, (1860) 1867 p. 7-15 und die Monographie: !,Ueber 
Raumcurven und Flächen (( von K. Pet e r s 0 n, Leipzig bei Franz 
Wagner, 1868, S. 66 und 72. 

IV. 
Bezeichnet man die drei Grössen 

x+~i = f8(1-S2)~(S)dS, 
80 

y+~i = fSi(1+S2)~(S)dS, 
So 

z+~i = fS2S~(S)dS 
So 

beziehlich mit U, V, W und führt statt s irgend eine Function t von 
s als neue unabhängige Variable ein, so erhält man folgenden Satz: 
Sind U, V, W im Sinne der neueren Functionentheorie drei Functionen 
derselben complexen Grösse t, welche die Eigenschaft besitzen, dass 
die Summe der Quadrate ihrer Ableitungen 
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( dU\2 (dV\2 (dW\2 
dt)+ dt)+ dt) 

identisch gleich Null ist, so stellen die Gleichungen 

x = ffiU, y = ffiV, z = ffiW, 
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wenn .'C, y, z rechtwinklige Punktcoordinaten bezeichnen und der Buch
stabe ffi die oben erklärte Bedeutung hat, in allgemeinster Weise eine 
Minimalfläche dar. Diese Gleichungen stehen übrigens mit den von 
Monge (Application de l'Analyse a la Geometrie, edition de M. 
Liouville p. 219 et 220) gegebenen auf derselben Stufe. 

Werden die drei complexen Grössen U, V, W in drei Ebenen 
durch Punkte geometrisch dargestellt, so ergeben sich drei conforme 
Abbildungen der betrachteten Minimalfläche auf diese drei Ebenen. 
Da nun den Curven, in welchen die Minimalfläche von der Ebenen
schaar z = const. geschnitten wird, in der Ebene der complexen 
Grösse Weine Schaar von parallelen Geraden entspricht, welche 
die in dieser Ebene liegende Axe des Reellen rechtwinklig schneiden, 
so bilden die Curven z = const. (Niveaucurven) nebst ihren ortho
gonalen Trajectorien, den Curven des stärksten Falles, ein isometri
sches Curvensystem auf der Fläche. Dieser Satz gilt unverändert für 
alle Curven, in welchen eine Minimalfläche von irgend einer Schaar 
von parallelen Ebenen geschnitten wird, und deren orthogonale Tra
jectorien. 

Bezeichnet man die zu den Grössen U, V, W conjugirten com
plexen Grössen mit U1 , V1 , ~, so ergibt sich 

Man verdankt R i em an n eine interessante geometrische Inter
pretation dieses Satzes. (S. Art. 7 der oben erwähnten Abhandlung.) 
Nach der obigen Formel ist zunächst das Quadrat der Länge des 
Linienelementes der Minimalfläche gleich der halben Summe der Qua
drate der Längen der entsprechenden Linienelemente in den Ebenen 
der complexen Grössen U, V, W Da nun die Linearvergrösserung 
bei der conformen Abbildung in irgend einem Punkte nach allen Rich
tungen dieselbe ist, so ist die Flächenvergrösserung gleich dem Qua
drate der Lip.earvergrösserung. Al so ist das FI ä ch e n el emen t 
der Minimal fläche gl e ich der halben Summe der en t
sprechenden Flächenelemente In den Ebenen der com-

Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. 1. 12 
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plexen Grössen U, V, W, und dasselbe gilt von ganzen 
Flächentheilen der Minimalfläche und deren conformen 
Ab b i 1 dun gen i n den E ben end erG r ö s sen U, V, W Werden 
nun die Flächenelemente in diesen Ebenen beziehungsweise durch 
dx· d!, dy· dt), dz· d3 bezeichnet (wobei zu bemerken ist, dass diese 
Prodl1cte in Folge der soeben getroffenen Festsetzung nicht mehr die
selbe Bedeutung haben, wie vorher), so wird durch den angegebenen 
Satz die Berechnung des Flächeninhalts eines gegebenen Stückes M 
einer Minimalfläche auf die Berechnung des Integrales 

t! ! (dx . d! + dy . dt) + dz . d3) 

zurückgeführt. (Man vergl. die Formel 5 des Art. 6 der citirten Ab
handlung.) 

Dieses Doppelintegral geht aber, wenn die Integration in Bezug 
auf x, y, z ausgeführt wird, in das über die Begrenzung von M zu 
erstreckende einfache Integral 

t !(xd! +ydt) + zd3) 

über, welchem man auch die Gestalt 

X, Y, Z 

tf x, 1'11, z 

dx, dy, dz 

geben kann. 
Das Element des letzteren Integrals kann nun wie folgt geome

trisch interpretirt werden. 
Man verbinde die Endpunkte eines Elementes dl der Begrenzung 

von M durch geradlinige Strecken mit dem Coordinatenanfang und 
bezeichne den Flächeninhalt des hierdurch entstandenen Dreiecks mit 
df; fXJ sei der Neigungswinkel der Ebene dieses Dreiecks gegen die 
Tangentialebene von M an der betrachteten Randstelle. Dann ist 

X, Y, Z 

1 x, '11, z - cos fXJ • df. 

dx, dy, dz 

Denkt man sich diese Construction für alle Elemente der Begren
zungslinie von M ausgeführt, so bildet die Gesammtheit der Dreiecke 
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eine bestimmte Kegelfläche , deren Seiten den Coordinatenanfang mit 
allen Punkten der Begrenzungslinie von M verbinden. Tritt nun der 
specielle Fall ein, dass diese Kegelfläche gegen die Minimalfläche 
längs der Begrenzung unter constantem Winkel ro geneigt ist, so ist 
der Flächeninhalt des Minimalflächenstückes gleich dem Producte aus 
dem Flächeninhalt des betrachteten Stückes der Kegelfläche und dem 
Cosinus des Neigungswinkels beider Flächen gegen einander. Insbe
sondere ist der Flächeninhalt des Minimalflächenstückes dem Flächen
inhalt des betrachteten Stückes der Kegelfläche gleich, wenn jener 
Winkel überall gleich Null ist. 

Diese den Flächeninhalt von Minimalflächenstücken betreffenden 
Sätze, von welchen specielle Fälle (L i nd e I ö f -]\f 0 i g n 0, Calcul des 
variations p. 210-212, 1861) schon seit längerer Zeit bekannt sind, 
lassen sich> auch sehr einfach auf mehr geometrischem Wege beweisen, 
wenn man eine Schaar ähnlicher und ähnlich gelegener Minimalflächen
stücke betrachtet und die Differenz des Flächeninhalts zweier unend
lich benachbarten in doppelter Weise ausdrückt. 

v. 
Setzt man in den Formeln, durch welche die Grössen U, V, W 

eingeführt wurden, für d~, d~, d5 ihre durch X, Y, Z, dx, dy, dz aus
gedrückten Werthe, so ergeben sich die, wie mir scheint, bemerkens
werthen Gleichungen 

U = X+ij(Zdy-YdZ), 

V = y + ij(Xdz-ZdX) , 

W = Z+ij(Ydx-Xdy), 

welche zu einer expliciten Lösung folgender Aufgabe führen: Es soll 
eine Minimalfläche analytisch bestimmt werden, welche durch eine 
beliebige vorgeschriebene analytische Linie hindurchgeht und längs 
dieser Linie in jedem Punkte eine vorgeschriebene Normale besitzt, 
deren Lage sich längs der gegebenen analytischen Linie nach einem 
gegebenen analytischen Gesetze ändert. 

Denkt man sich nämlich die Coordinaten x, y, z eines beliebigen 
Punktes der vorgeschriebenen Linie und ebenso X, Y, Z, die Cosinus 
der Winkel, welche die vorgeschriebene Normale in dem betrachteten 

12* 
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Punkte mit den Coordinatenaxen bildet, als analytische Functionen 
einer reellen Variablen t gegeben, so dass also die Gleichungen 

identisch befriedigt sind, so sind die Functionen U, V, W für die 
reellen Werthe von t, abgesehen von additiven rein imaginären Con
stanten, auf welche es hier nicht ankommt, eindeutig bestimmt und 
befriedigen die Gleichungen 

XdU+YdV+ZdW = 0, (dUY+(dV)2+(dWY = ° 
identisch. 

Weil aber die Functionen U, V, W analytische Functionen der 
Variablen t sind, so haben dieselben auch für alle complexen Werthe 
von t, welche diese Variable als Argument der analytischen Func
tionen x, y, z, X, Y, Z annehmen kann, eine bestimmte Bedeutung, 
während die Gleichungen 

unverändert bestehen bleiben. Wenn man nun der Variablen tauch 
diese complexen Werthe beilegt, so stellen die Gleichungen 

x' = al U , y' = al V, z' = al W 

eine Minimalfläche dar, welche die vorgeschriebenen Eigenschaften 
besitzt. 

Aus dem Vorhergehenden kann auch der Schluss gezogen werden, 
dass es unter den angegebenen Voraussetzungen nur eine einzige Mi
nimalfläche giebt, welche den gestellten Bedingungen genügt. Denn, 
betrachtet man an Stelle der Grösse t wieder die Grösse 

X+Yi 
s = 1-Z 

als unabhängige Variable, so sind die Functionen U, V, W des com
plexen Argumentes s in Folge der obigen Gleichungen längs einer 
Linie, nämlich für diejenigen Werthe von s, welche den vorgeschrie
benen Normalen entsprechen, durch die gestellten Bedingungen dem 
Werthe nach bis auf additive rein imaginäre Constanten, welche will
kürlich angenommen werden können, bestimmt. Nach einem bekannten 
Satze der Theorie der analytischen Functionen, dessen Voraussetzungen 
im vorliegenden Falle erfüllt sind, ist aber eine Function complexen 
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Argumentes vollständig bestimmt, sobald deren Werthe längs emer 
Linie gegeben sind. 

Hieraus ergibt sich folgender allgemeine Satz: Wenn zwei Mini
malflächen eine Linie gemeinsam haben und wenn längs dieser Linie 
die Normalen beider Flächen zusammenfallen, so fallen beide Flächen, 
beziehungsweise deren analytische Fortsetzungen, in ihrer ganzen 
Ausdehnung mit einander zusammen. 

Dieser Satz, dessen Kenntniss ich einer gütigen mündlichen Mit
theilung des Herrn W eie r s t ras s verdanke, enthält als specielle 
Fälle folgende beiden Sätze: 

1. Jede auf einem Stiicke einer Minimalfläche liegende ger ade 
Linie ist eine Symmetrieaxe der durch analytische Fortsetzung dieses 
Stückes entstehenden Minimalfläche. 

2. Wenn auf einem Stücke einer Minimalfläche eine ebene Curve 
liegt, längs welcher die Tangentialebene der Fläche und die Ebene 
der Curve mit einander einen rechten Winkel einschliessen, so ist die 
Ebene dieser Curve eine Symmetrie - Ebene derjenigen Minimalfläche, 
welche durch analytische Fortsetzung dieses Stückes entsteht. 

Eine Anwendung dieser Sätze enthält ein in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie vom Jahre 1872, S. 3-27 veröffentlichter 
Aufsatz des Verfassers. *) 

Die allgemeine Aufgabe, durch eine vorgeschriebene Linie eine 
Minimalfläche zu legen, deren Normalen längs der Linie ebenfalls vor
geschrieben sind, ist schon vor längerer Zeit von E. G. B.i ö r li n g, 
später von den Herren Ossian Bonnet und Mathet in Angriff 
genommen worden. 

Mit Hülfe der obigen Formeln kann man leicht alle Minimal
flächen bestimmen, welche zugleich geradlinige Flächen sind. 

Wählt man nämlich eine beliebige geradlinige Erzeugende einer 
geradlinigen lVIinimalfläche zur x -Axe, die diese Erzeugende und die 
derselben unendlich benachbarte Erzeugende rechtwinklig schneidende 
Gerade zur z-Axe eines rechtwinkligen Coordinatensystems, so ist es 

stets möglich, eine Constante a so zu bestimmen, dass z = a· JL x 
die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloides darstellt, welches 
die Minimalfläche längs der Geraden y = 0, z = 0 berührt. Man 
hat also zu setzen 

*) Siehe S. 126-148 dieses Bandes. 
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-0, X 
Y = 0, Z = 0, X = 0, Y = l'=' Z = V ' 

V a t + XU aB + Xl 

oder besser 

0, -1 1 
x=-;-·sin(ti), y=O, z=O, X=O, Y=--(-t') ' z= -;-.tg(ti), 

'b cos 'b 'b 

und erhält dann ohne Mühe 

z = a arctg JL 
X 

als Gleichung der Minimalfläche selbst. Hieraus ergibt sich der Satz: 
Jede geradlinige Minimalfläche ist entweder eine Ebene oder eine 
Schraubenfläche, deren erzeugende Geraden von der Axe der Schrauben
fläche rechtwinklig geschnitten werden. 

Für diesen Satz gibt es eine Anzahl verschiedener Beweise, 
welche man den Herren O. Bonnet, Catalan, M. Roberts, 
S er r e t u. A. verdankt. 

Man kann nun die Lösung d~r allgemein gestellten Aufgabe für 
einige specielle Fälle durchführen. 

1. Es wird die Minimalfläche gesucht, welche das hyperbolische 
Paraboloid 28 = a (X2_ y2) längs der Schnittlinie desselben mit dem 
Rotationscylinder xu+ yl = 1 berührt. 

Die gesuchte Fläche ist eine al g e b r ais c h e. 
2. Für welche Minimalfläche ist eine Par a bel eine geodätische 

Linie? 
Man erhält dieselbe transcendente Fläche, für welche Herr C a

tal a n (Comptes rendus, Tome 41. p. 1022, 1855; Journal de l'Ecole 
polytechnique, Cah. 37. p. 160-163, 1858) eine geometrische Con
struction gegeben hat. 

3. Für welche Minimalfläche ist eine E 11 i p se eine geodätische 
Linie? 

Man erhält eine transcendente Fläche, auf welcher eine einfach 
unendliche Schaar von Raumcurven vierten Grades liegt, von denen 
jede einen isolirten Doppelpunkt besitzt. *) Die sphärischen Bilder 
dieser Curven vierten Grades sind confocale sphärische Kegel
schnitte. 

*) Längs jeder Curve der Schaar wird die betrachtete Fläche von einem Kegel 
zweiten Grades berührt, dessen Mittelpunkt mit dem isolirten Doppelpunkte der Curve 
zusammenfällt. (Späterer Zusatz. 1875.) 
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VI. 

Die Aufgabe, durch eine geschlossene analytische Linie Leine 
Minimalfläche zu legen, auf welcher diese Linie ein in seinem Innern 
von singulären Stellen freies, einfach zusammenhängendes Flächenstück 
begrenzt, ist, wenn man von dem trivialen Falle absieht, in welchem 
die vorgeschriebene Linie L eine ebene Curve ist, bis jetzt noch in 
keinem einzigen Falle gelöst worden, obwohl Gergonne im Jahre 
1816 die Aufmerksamkeit der Mathematiker gerade auf diese Aufgabe 
hingelenkt und im 7. Bande seines Journals (p. 68) eine bestimmte 
Aufgabe dieser Art gestellt hat. 

Die analoge Aufgabe hingegen, bei welcher die vorgeschriebene 
Linie L von einer Anzahl geradliniger Strecken gebildet wh.'d, ist .in 
der neu esten Zeit von Riemann und Weierstrass in vollster 
Allgemeinheit gelöst worden. Die Veröffentlichung der von Herrn 
We i e r s tr ass benutzten Untersuchungsmethode steht noch bevor. 
Von den Untersuchungen Ri em a nn' s auf diesem Gebiete gibt die 
oben erwähnte posthume Abhandlung Kunde. 

In Bezug auf die specielle Minimalfläche , deren Begrenzung als 
ein von vier Kanten eines regulären Tetraeders gebildetes Vierseit 
vorgeschrieben ist, sei verwiesen auf eine in den Monatsberichten der 
Berliner Akademie vom Jahre 1865 (S. 149-153) enthaltene Mit
theilung *) und auf die Monographie des Verfassers: Bestimmung einer 
speciellen Minimalfläche. **) Berlin 1871. 

VII. 

Die einzige unzerlegbare Fläche zweiten Grades, welche im ana
lytischen Sinne als eine Minimalfläche aufgefasst werden kann, ist die 
Kugelfläche, deren Radius gleich Null ist. Die.Frage aber, welches 
die unzerlegbaren algebraischen Minimalflächen des nächst höheren 
Grades, beziehungsweise der nächst höheren Klasse sind, sieht noch 
ihrer Beantwortung entgegen. 

Von den Punktsingularitäten, welche eine algebraische Minimal
fläche haben kann, und dem Verhalten einer solchen Fläche im Un
endlichen handelt ein Aufsatz des Herrn Gei s er, Mathematische 
Annalen, Band 3, S. 530-534 (1871). 

Die Minimalflächen , für welche die eine Schaar der Krümmungs-

*) Siehe S. 1-5 dieses· Bandes. 
**) Siehe S. 6-125 dieses Bandes. 
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linien eine Schaar ebener Curven ist, haben die Eigenschaft, dass 
auch die andere Schaar der Krümmungslinien von ebenen Curven ge
bildet wird. Zu diesen Flächen, welche von Herrn 0 s s i a n B 0 nn e t 
(Comptes rendus, Tome 41. p. 1058, 1855) analytisch bestimmt worden 
sind, gehört auch eine algebraische Minimalfläche neu n t enGrades, 
welche nur als ein Grenzfall in den 0 s s i a n B 0 nn e t sehen Formeln 
enthalten ist und deren Gleichung Herr E nn e per aufgestellt hat. 
(Zeitschrift für Mathematik, Bd. IX, S. 108, 1864.) 

Man erhält diese Fläche, wenn man in den obigen Gleichungen 

~~, also auch ~ (s) einer reellen Constante gleichsetzt. Die beiden 

Schaaren der Krümmungslinien dieser Fläche werden von ebenen Curven 
dritten Grades gebildet, während die isogonalen Trajectorien derselben 
Raumcurven dritten Grades sind. Diese Fläche hat ferner die Eigen
schaft, . auf stetige Weise in sich selbst verbiegbar zu sein; denn 
setzt man 8' ea; statt 8, 8 1 ' e-ai statt 811 so wird die Länge des Linien
elementes der Fläche nicht geändert und hieraus folgt die Richtigkeit 
der aufgestellten Behauptung. 

Die Eigenschaft, auf stetige Weise in sich selbst und folglich 
auf eine Rotationsfläche verbiegbar zu sein, kommt allen Minimal
flächen zu, bei welchen ~ (s) = C· 8",-2 ist, wo C eine beliebige, m 
eine reelle Constante bezeichnet, denn die Länge des Linienelementes 
dieser Flächen wird durch die Substitution von 8' ecd für sund 
81 ' e- ai für Sl nicht geändert. Die der Annahme ~ (s) = C· sm-2 ent
sprechenden Minimalflächen sind zugleich die einzigen Minimalflächen, 
welche die angegebene Eigenschaft besitzen. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergibt sich vielleicht am ein
fachsten aus folgend~r U e berlegung. 

Wenn eine Minimalfläche so gebogen wird, dass sie nach der 
Biegung wieder eine Minimalfläche ist, so wird in jedem ihrer Punkte 
weder die mittlere Krümmung noch das Gau s s ische Krümmungsmass 
geändert, also haben die Hauptkrümmungsradien in jedem Punkte der 
Fläche nach der Biegung dieselbe Grösse wie vor der Biegung. Hier
aus folgt, dass das durch parallele Normalen erhaltene conforme 
sphärische Bild eines Stückes der Minimalfläche durch die in Rede 
stehende Biegung weder in den kleinsten Theilen noch im Ganzen 
bezüglich Gestalt und Grösse geändert wird; denn das Vergrösse
rungsverhältniss hat für jeden Punkt der Minimalfläche vor und nach 
der Biegung denselben Werth. Das erwähnte sphärische Bild kann 
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also, wenn es überhaupt seine Lage auf der Kugelfläche ändert, zu
folge einer bekannten Eigenschaft congruenter sphärischer Figuren, 
nur eine D I' eh u n g auf der Kugelfläche erfahren. 

Hat nun eine Minimalfläche die Eigenschaft, auf stetige Weise 
in sich selbst verbiegbar zu sein, so wird bei einer solchen Biegung 
der Fläche in sich selbst, bei welcher, um eine gebräuchliche Aus
drucksweise anzuwenden, alle Punkte eines Stückes der Fläche ihre 
Lage nur unendlich wenig ändern, das sphärische Bild dieses Flächen
stückes eine unendlich kleine Drehung auf der Kugelfläche erfahren. 
Hieraus folgt, dass das sphärische Bild jeder auf der Minimalfläche 
liegenden Linie, welche bei dieser Biegung in sich selbst gebogen 
wird, ein Kreis sein muss, welcher bei jener Drehung sich selbst ent
spricht. Alle diese Kreise bilden eine Schaar von Parallelkreisen 
der Kugel. Wählt man nun, was stets möglich ist, das Coordinaten
system so, dass den beiden Polen dieser Parallelkreise die Werthe 
s = 0 und s = 00 entsprechen, so ergibt sich, dass bei j e der Bie
gung der Minimalfläche in sich selbst die Grössen s, 81 in 8' eai, 81 ' e-a' 

übergehen, wo a eine reelle Grösse bezeichnet. Denn es gibt ausser 
den diesem Uebergange entsprechenden Drehungen keine andere, bei 
welcher jeder der erwähnten Parallelkreise in sich selbst übergeht. 
Da nun auch das Quadrat der Länge des Linienelementes der Fläche 

bei der Vertauschung von s, 81 mit 8· eai, 81 ' e-ai ungeändert bleiben 
muss, weil die Fläche der Annahme zufolge in sich selbst verbogen 
wird, so muss der absolute Betrag von ~ (s) eine Function des abso
luten Betrages von 8 allein sein und hieraus folgt ~ (8) = O· 8"'-'J, 

wo 0 eine beliebige, m eine reelle Constante bezeichnet. 
Dieselbe Frage nach den Minimalflächen , welche Biegungen von 

Rotationsflächen sind, ist auf anderem Wege von B 0 urin seiner 
Preisschrift über die Biegung der Flächen (Journal de FEcole poly
technique, Cah. 39. p. 99-109 [1860] 1862) beantwortet worden. 

Den Meridianen und den Parallelkreisen der Rotationsflächen ent
sprechen bei der vorhin getroffenen Wahl des Coordinatensystems die 
Curven, längs denen beziehungsweise der reelle und der imaginäre 
Theil von i log s constant ist. 

Gibt man der Zahl m den Werth 0, so erhält man alle ohne Ge
staltsänderung der einzelnen Theile in sich verschiebbaren Minimal
flächen, welche also zugleich Schraubenflächen sind. Für m = 0 unq 
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reelle Wert he von 0 ergibt sich die durch Rotation einer Kettenlinie 
um ihre Directrix als Axe entstehen~e Minimalfläche. Für m = 0 
und rein imaginäre Werthe von 0 ergibt sich die oben erwähnte ge
radlinige Schraubenfläche. Die Gleichung der für m = 0 und f'ur 
beliebige Werthe von 0 sich ergebenden Minimalflächen ist zuerst von 
Herrn S ehe r k im Jahre 1831 in der Beantwortung einer von der 
Ja bIo n 0 w ski sehen Gesellschaft gestellten Preisfrage aufgestellt 
worden. 

VIII. 

Ebenso wie man nach allen geradlinigen Minimalflächen fragen 
kann, kann man die Au,fgabe stellen, alle Minimalfläehen zu bestimmen, 
welche eine einfach unendliche Schaar anderer vorgeschriebener Linien 
enthalten. Diese Aufgabe ist für den Fall, dass die vorgeschriebenen 
Curven Kr eis e sein sollen, von Herrn E n n e per gelöst worden, 
welcher in einem Aufsatze "Die cyclischen Flächen" (Zeitschrift f'lir 
Mathematik, Bd. XIV, S. 393-406, 1869) zu folgendem Ergebnisse 
gelangt ist: Wenn eine Minimalfläche die Eigenschaft besitzen soll, 
eine einfach unendliche Schaar (reeller) Kreise zu enthalten, so müssen 
alle diese Kreise in parallelen Ebenen liegen. Ein Auszug aus der 
eben angeführten Abhandlung ist in den" Göttinger Nachrichten " vom 
Jahre 1866 (Nr. 15 vom 11. Juli, S.243-249) abgedruckt, welcher 
die allgemeine Gleichung aller Minimalflächen, auf denen eine Schaar 
reeller Kreise liegt, in einfacher Gestalt enthält. Auch der letzte 
Artikel der mehrfach erwähnten posthumen Abhandlung Riemann's 
handelt von diesen Flächen. Mit Ausnahme der Rotationsfläche der 
Kettenlinie haben dieselben die Eigenschaft per iod i s eh zu sein, 
sie besitzen eine Symmetrie-Ebene, enthalten unendlich viele einzelne 
gerade Linien und haben unendlich viele Asymptoten-Ebenen. Längs 
jedes Kreises der Schaar wird jede dieser Flächen von einem Kegel 
zweiten Grades berührt und zwar sind diese Kegel für jede dieser 
Flächen concyclisch, d. h. bei jeder solchen Fläche schneiden dieselben 
beiden Schaaren von parallelen Ebenen die Tangentialkegel zweiten 
Grades in Kreisen. Der Schaar der auf der Minimalfläche liegenden 
Kreise entspricht daher bei der durch parallele Normalen vermittelten 
conformen Uebertragung der Minimalfläche auf die Kugel eine Schaar 
von confocalen sphärischen Kegelschnitten. Die Function {j (s) er
hält für diese Flächen bei passender Wahl des Co ordinaten systems 
die Gestalt 



Miscellen aus dem Gebiete der Minimalßächen. 187 

o 
iY(8) = V ' 8 (8-cotg6J8(8+tg6) 

wo 0 und 6 zwei reelle Constanten bezeichnen. Je zwei Flächen 
dieser Art, für welche 0 denselben Werth hat, während die beiden 
Werthe von c sich zu t '1t ergänzen, sind solche Biegungen von ein
ander, dass den Krümmungslinien der einen Fläche die Asymptoten
linien der anderen entsprechen. Die dem Werthe 6 = ± t '1t ent
sprechende Fläche ist daher in der Art auf sich selbst abwickelbar, 
dass den Krümmungslinien die Asymptotenlinien der Fläche ent
sprechen und umgekehrt. 

Auf eine Fläche dieser Art führt auch der in dem Nachtrage zu 
meiner Abhandlung "Bestimmung einer speciellen Minimalfläche" auf 
S. 92 *) angegebene, aber nicht näher untersuchte Fall, in welchem 
die Function ~ (8) durch die Gleichung 

bestimmt ist, denn dieser Fall geht in den vorher erwähnten über, 

wenn an Stelle der Grösse 8 die Grösse 11-8 . i als unabhängige 
+8 

Variable eingeführt wird. 

IX. 

Wie die Betrachtung der Minimalflächen überhaupt bei einem 
Probleme des Minimums angefangen hat, so kann man die Beb'ach
tung jeder speciellen Minimalfläche mit der Beantwortung einer Frage 
des Minimums beendigen. 

Wenn nämlich eine Minimalfläche gegeben ist, also eine analy
tische Fläche, welche in jedem ihrer Punkte gleich gros se und ent
gegengesetzt gerichtete Hauptkrümmungsradien besitzt, wie kann man 
auf derselben eine oder mehrere Linien wählen, welche ein zusammen
hängendes Stück M der Fläche begrenzen, um sicher zu sein, dass 
dieses Flächenstück M unter allen von denselben Randlinien begrenzten 
und diesem Flächenstück unendlich benachbarten Flächenstücken den 
kleinsten Flächeninhalt besitzt? 

Die Beantwortung dieser Frage hängt davon ab, ob die zweite 
Variation des Flächeninhalts für alle Variationen des Flächenstückes 

*) Siehe S. 103 dieses Bandes. 
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M, welche die Begrenzung desselben ungeändert lassen, positiv ist, 
oder ob dieselbe für einige dieser Variationen auch den Werth Null 
oder negative Werthe annehmen kann. 

Eine nähere Untersuchung dieser zweiten Variation, welche in 
den Monatsberichten der Berliner Akademie, Jahrgang 1872, S. 718, *) 
veröffentlicht ist, hat zu dem Ergebnisse geführt, dass jene Entschei
dung über das V orzeichen unabhängig ist von der speciellen Function 
g: (s), welche die Besonderheit der Minimalfläche bedingt, von welcher 
M ein Stück ist. Die erwähnte Entscheidung hängt vielmehr nur von 
der Gestaltung des sphärischen Bildes ab, welches dem Flächenstücke 
M bei der durch parallele Normalen vermittelten Zuordnung entspricht, 
und fällt daher für alle Minimalflächenstücke , welche dasselbe sphä
rische Bild besitzen, in gleichem Sinne aus. Z~gleich hat jene Unter
suchung zu dem Satze geführt, dass die in Rede stehende zweite 
Variation stets dann und nur dann beständig positiv ist, wenn es ein 
zusammenhängendes Minimalflächenstück gibt, welches dem betrach
teten Flächenstücke M in der ganzen Ausdehnung des letzteren un
endlich benachbart ist, mit demselben aber keinen Punkt gemein hat. 

Gibt es daher einen Punkt P, welcher in keiner Tangentialebene 
des Flächenstückes M enthalten ist, so braucht man nur für den 
Punkt P als Aehnlichkeitspunkt ein dem Flächenstück M unendlich 
benachbartes ähnliches und ähnlich gelegenes Flächenstück zu con
struiren und man kann dann dem vorher erwähnten Satze zufolge 
schliessen, dass das Flächenstück M unter allen unendlich benach
barten, denselben Grenzbedingungen genügenden Flächenstücken den 
kleinsten Flächeninhalt besitzt. 

Allgemein gilt folgender Satz: Ein bestimmtes Stück einer Mi
nimalfläche besitzt unter allen von denselben Randlinien begrenzten 
und ihm unendlich benachbarten Flächenstücken stets dann und im 
Allgemeinen auch nur dann den kleinsten Flächeninhalt, wenn es ein 
dem betrachteten Flächenstücke durch parallele Normalen Punkt für 
Punkt entsprechendes Minimalflächenstück IDl gibt, dessen sämmtliche 
Tangentialebenen von ein und demselben Punkte des Raumes einen 
von Null verschiedenen Abstand haben. 

x. 
Es ist bisher nicht gelungen, für jede gegebene Begrenzungslinie 

L die Frage zu beantworten, ob es nur ein einziges oder ob es meh

*) Siehe S. 151 dieses Bandes. 
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rere Flächenstücke gibt, welche von der Linie L begrenzt sind, in 
ihrem Innern keine singulären Stellen enthalten und je unter allen 
ihnen unendlich benachbarten Flächenstücken den kleinsten Flächen
inhalt besitzen. Eine interessante mit dieser Frage zusammenhängende 
Untersuchung hat Steiner angestellt. (Journal für Mathematik 
Bd. 24, S. 239 Anm., 1842.) *) Diese Untersuchung bezieht sich auf 
zwei von derselben Randlinie begrenzte Flächenstücke, für welche bei 
passender Wahl des Coordinatensystems gleichzeitig die eine Coor
dinate eine eindeutige Function der beiden andern ist. Unter dieser 
Voraussetzung ergibt sich, dass jedenfalls ein emder beiden Flächen
stücke die Eigenschaft des Minimums nie h t zukommt. 

Die im Vorhergehenden erwähnten auf die zweite Variation be
züglichen Lehrsätze gelten unter der Voraussetzung, dass bei der 
Variation des betrachteten Flächenstückes die Begrenzung desselben 
als fest betrachtet wird. Lässt man diese Voraussetzung fallen, so 
eröffnet sich der Forschung ein bisher noch wenig betretenes Gebiet, 
dessen Schwelle folgender, ebenfalls von S t ein e r (Monatsberichte 
der Berliner Akademie, Jahrgang 1840, S. 118) **) herrührender Satz 
bezeichnet: Unter allen zu einem Minimalflächenstücke äquidistanten 
Flächenstücken besitzt das Minimalflächenstück selbst nicht den 
k lei n s t e n, sondern den g r ö s s t e n Flächeninhalt. 

Unterstrass bei Zürich, im December 1874. 

*) Jacob Steiuer, Gesammelte Werke, Baud 11, S. 298. 
**) Ja c 0 b S te i n er, Gesammelte Werke, Band 11, S. 176. 



U eber diejenigen Minimalflächen , 
einer Schaar von Kegeln zweiten 

gehüllt werden. 

welche von 
Grades ein-

Journal für reine und angewandte Mathematik, Band 80, S 801-814. 

Die Minimalflächen , welche eine Schaar reeller Kreise enthalten, 
haben die Eigenschaft (vergl. Art. VIII der Miscellen )*), längs dieser 
Kreise von einer Schaar concyclischer Kegel zweiten Grades berührt 
zu werden. Jede solche Fläche wird nämlich längs jedes auf ihr lie
genden Kreises von einem Kegel oder Cylinder zweiten Grades be
rührt und alle dieselbe Fläche einhüllenden Kegel zweiten Grades 
we:r;den von denselben bei den Schaaren paralleler Ebenen in Kreisen 
geschni tten. 

Eine analoge Eigenschaft besitzen die Minimalflächen, welche eine 
Ellipse oder eine Hyperbel als kürzeste Linie enthalten; denn auf 
diesen Flächen liegt ebenfalls eine einfach unendliche Schaar von al
gebraischen Curven, nämlich von Raumcurven vierten Grades, und 
längs jeder von diesen Curven werden die erwähnten Flächen von 
einem Kegel zweiten Grades berührt. Diese Kegel sind, wie in dem 
vorher angeführten Falle, concyclisch. 

Die vorliegende Abhandlung beschäftigt sich in ihrem ersten 
Theile mit der Aufgabe: Alle Minimalflächen zu bestimmen, welche 
von einer Schaar concyclischer Kegel zweiten Grades umhüllt werden. 

Dass mit der Lösung dieser Aufgabe zugleich alle Minimalflächen 
gefunden sind, welche die Eigenschaft haben, überhaupt von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades umhüllt zu werden, wird in dem 
zweiten Theile bewiesen. 

*) Siebe S. 186 dieses Bandes. 
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I. 
Zwei Flächen zweiten Grades sollen concyclisch genannt werden, 

wenn sie die Eigenschaft haben, von denselben beiden Schaaren von 
parallelen Ebenen in Kreisen geschnitten zu werden. 

Sind zwei Flächen zweiten Grades rp und 1/1 concy~lisch, so haben 
alle mit ihnen zu demselben Büschel gehärenden , d. h. die Schnitt
linie derselben enthaltenden Flächen zweiten Grades die Eigenschaft, 
von denselben Ebenen, welche die Flächen rp und 1/1 in Kreisen 
schneiden, ebenfalls in Kreisen geschnitten zu werden. Ein solches 
Büschel concyclischer Flächen zweiten Grades ist; allgemein zu reden, 
durch die Eigenschaft charakterisirt, dass dasselbe stets eine Kugel
fläche enthält, welche nur dann durch eine Ebene vertreten wird, 
wenn alle Flächen des Büschels mit der unendlich fernen Ebene des 
Raumes dieselbe Linie gemein haben. 

Ist insbesondere die Fläche rp eine Kegelfläche und die Fläche 1/1 
eine derselben unendlich benachbarte concyclische Kegelfläche, so ent
hält die durch die Schnittlinie beider Flächen hindurchgehende Kugel
fläche den Mittelpunkt des Kegels rp. 

Bei einer einfach unendlichen Schaar concyclischer Kegel zweiten 
Grades kann daher jedem Kegel der Schaar eine Kugelfläche zuge
ordnet werden, welche den Mittelpunkt dieses Kegels enthält und zu
gleich durch die Schnittlinie desselben mit dem unendlich benachbarten 
Kegel der Schaar hindurchgeht. 

Man erhält also folgenden Satz: Wenn eine Minimalfläche die 
Eigenschaft hat, von· einer einfach unendlichen Schaar concyclischer 
Kegel zweiten Grades umhüllt zu werden, so berührt jeder von diesen 
Kegeln die Minimalfläche längs der Schnittlinie mit einer durch seinen 
Mittelpunkt hindurchgehenden Kugelfläche. 

Wenn aber von einer Minimalfläche eine a\lf derselben liegende 
Linie und in jedem Punkte eines Stückes dieser Linie die Normale 
der Minimalfläche gegeben ist, so ist hierdurch, wie aus dem Inhalt 
des Art. V der erwähnten Miscellen hervorgeht, die Minimalfläche 
selbst in ihrer ganzen Ausdehnung unzweideutig bestimmt. 

Mit Hülfe der a. a. O. hergeleiteten Gleichungen kann man all
gemein diejenige Minimalfläche bestimmen, welche von einem Kegel 
zweiten Grades längs der Schnittlinie desselben mit irgend einer durch 
seinen Mittelpunkt hindurchgehenden Kugelfläche berührt wird. 

Zu diesem Zwecke mögen als unabhängige Variable zwei ver-
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änderliche Grössen u und v eingeführt werden, welche mit den ellip
tischen Kugelcoordinaten auf gleiche Linie zu stellen sind. 

Wo in dem Folgenden die Angabe des Moduls nicht ausdrücklich 
in die Bezeichnung aufgenommen ist, soll k = sin E, k' = COS E ge
setzt werden, während K, K' die bekannte Bedeutung haben. 

Setzt man unter Anwendung der G ud e r man n sehen Bezeich
nungsweise 

X = cnudnvi Y = -k'snu Z =~. k'snvi 
dnucnvi' dnucnvi' i dnucnvi' 

. t X + Yi . F t' dIA t . so IS 1-Z eme une IOn es comp exen rgumen es u + m = w, 

denn es ergibt sich 

X+Yi ,/1-k'. j1+k' . ") 1-k' I 
1-Z = V 1+11' sm am -2-(u+v~+K+Kz , l+k'f' 

und es bestehen die Gleichungen 

X2 + yz + Z2 = 1; 
X 2 Y2 Z2 

;'+1 +T+k'z +T = 0; 
X 2 Y2 Z2 

p.+1 +·p.+k'2 +EL = 0; 

Diese Gleichungen stellen, wenn das eine Mal u, das andere Mal v 
als variabler Parameter angesehen wird, zwei Schaaren confocaler 
sphärischer Kegelschnitte dar, deren Brennpunkte durch die Gleichungen 

x = ± sin E, Y = 0, Z = ± cos E 

bestimmt sind. Um alle Punkte der Kugeloberfiäche und, allgemein 
zu reden, jeden nur einmal zu erhalten, hat man der Variablen u alle 
Werthe von -2K (excl.) bis +2K (incl.) und der Variablen v alle 
Werthe von - K' bis. + K' (beide Werthe incl.) beizulegen. 

Man gebe nun der Variablen v einen constanten Werth und denke 
sich von einem Punkte des Raumes, dessen Coordinaten xo' '!Jo, /Go 

sind, auf alle Tangentialebenen des Kegels 

X 2 Y 2 Z2 
P. + 1 + p. + k'Z + EL = 0 

Perpendikel gefällt. Wenn x', y', z' die Co ordinaten eines beliebigen 
Punktes eines solchen Perpendikels bezeichnen, so bestehen die 

Gleichungen 
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, X 
x -xo = ~. I' +1 ' 

, Y 
y -yo = ~. I' + k'2 , 

in welchen ~ eine veränderliche Grösse bezeichnet. Der geometrische 
Ort dieser Perpendikel ist die Kegelfläche 

welche der Kegelfläche 
X 2 Y2 Z2 

1'+1 +~+k'2 +~ = 0 

in der Weise durch Reciprocität entspricht, dass zu jeder Tangential
ebene jedes der beiden Kegel eine auf dieser Tangentialebene perpen
diculare Seite des andern Kegels gehört. 

Betrachtet man die Grösse v als variablen Parameter und xo, Yo' Zo 

als Functionen desselben, so stellt die Gleichung 

(I' +1) . (x' - XO)2+ (I' + k'2) . (y' _YO)2+ 1" (z' -ZO)2 = 0 

eine Schaar concyclischer Kegel zweiten Grades dar, welche von den 
beiden Schaaren von Ebenen 

sin E • x' + cos E • Z' = const., sin E • x' - COS E • Z' = const. 

in Kreisen geschnitten werden. 
Der Grösse v denke man sich jetzt wieder einen constanten Werth 

beigelegt und bestimme die Durchschnittslinie des Kegels 

mit einer durch den Mittelpunkt desselben hindurchgehenden Kugel
fl ä c h e. Die allgemeine Gleichung einer solchen Kugelfläche hat die 
Gestalt 

(x' -xo)2+ (y' _YO)2+ (z' -ZO)2 = a'(x' -xo) + ß'(y' -Yo) + r'(z' -zo), 

wo a', ß', r' drei constante, d. h. von der Variablen u nicht abhän
gende Grössen bezeichnen. 

Führt man in diese Gleichung die oben für x' - xo' y' -Yo, z' -zo 
gefundenen Ausdrücke ein, so erhält man, wenn man den Ausdruck 
1-k2 sn2 usn2 vi zur Abkürzung mit N bezeichnet, 



194 Minimalfläehen mit einer Sehaar einhüllender Kegel zweiten Grades. 

Zum Zwecke der Vereinfachung kann man nun 

a' = a· 8, ß' = ß· 8, r' = r· 8 

setzen und der Grösse 8 den Werth i c~dns vi. beilegen. 
snm Vt 

Setzt man hierauf 
x'-Xo = axl+ßX2+rXs, 
Y'-Yo = aYl+ßY2+rys, 
z'-zo = azl+ßz2+rza, 

so erhält man für die neun Grössen Xl' •• Za folgende Ausdrücke: 

sn vi cn vi k'2 cn2 u 
Xl = idnvi'~-

__ k'. snucnusnvicnvi 
Yl iN 

k' cnucnvi 
Zl = - . --w-' 

_ k'. sn u cn u sn vi cn vi 
x2 = iN' 

Ys -

sn vi cn vi dnvi sn2 u 
i '--W-' 

snucnvidnvi 
N 

k' cnucnvi 
- "---w-' 
sn ucnvi dnvi 

N 
i cnvi dnvi 1 

sn vi . N' 

Mit Hülfe der vorstehenden Gleichungen erhält man die Coordi
naten x', y', z' eines beliebigen Punktes der Schnittlinie des Kegels 

(ll-+1).(x'-xo)2+(ll-+k'2)·(Y'-Yo)2+ll-.(z'-zo)2 = 0 

mit der Kugel 

(x'-xo?+ (y' -yo)2+ (z'-zo)2 = [a (x'-xo) + ß (y' -Yo) +r (z'- zo)]' 8 

ausgedrückt als Functionen einer veränderlichen Grösse u. 
Soll nun eine Minimalfläche diesen Kegel längs der Schnittlinie 

desselben mit der Kugel berühren, so sind für X, Y, Z die vorhin 
angegebenen Ausdrücke zu setzen, durch welche diese Grössen als 
Functionen derselben veränderlichen Grösse u erklärt werden. Der 
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Grösse v ist überall derselbe, von der Grösse u unabhängige Werth 
beizulegen. 

Es würde nicht schwierig, aber etwas weitläufig sein, die Be
stimmung der Functionen U, V, W mit Hülfe des in Art. V der 
Miscellen angegebenen Formelsystems wirklich auszuführen; es em
pfiehlt sich daher, zur Bestimmung dieser Functionen einen anderen 
Weg einzuschlagen. 

Die Functionen U, V, W sind in Bezug auf die constanten 
Grössen a, ß, r ganze lineare und homogene Functionen; man kann 
daher setzen 

U = a Ul + ß U2 + r Ua , 

V = a Vi + ß V2 + r Va , 
W = aW;+ßw.+rWa, 

und hat nun die neun Functionen Ul ••• Wa zu bestimmen. 
Berücksichtigt man, dass die für 

Yl = X2 , Zl = Xa , Z2 = Ya 

gefundenen Ausdrücke, wie aus dem Additionstheorem hervorgeht, 
beziehlich mit den reellen Theilen der Functionen 

'k' 
- ~2 • dn(u+vi), -k'.cn(u+vi), sn(u+vi) 

übereinstimmen, so liegt es nahe, 

* 
ik' . 

Vi - -Vdn(u+m), Wl = -k' cn (u +vi) 

'k' U. = - ~k2 dn(u +vi), * W2 = sn (u + vi) 

Ua = -k'cn(u+vi), Va - sn(u+vi), * 
zu setzen, unter diesen Annahmen Ull ~, W3 zu berechnen und nach
träglich zu prüfen, ob das auf diese Weise bestimmte System von 
Functionen allen gestellten Bedingnngen genügt. 

Aus der Gleichung XdUl+YdVl+ZdWl = 0 erhält man 

dUl = ik'2 sn2(U+vi)du, 

und auf analoge Weise findet man 

dV2 = icn2(u+vi)du, 
dW3 = -i dn2 (u +vi)du; 

es sind also Ul , V2 , W3 elliptische Integrale zweiter Art. 
Die auf diese Weise bestimmten drei Functionensysteme genügen 

13* 
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bei p~ssender Bestimmung der unteren Grenzen der zuletzt erwähnten 
drei Integrale, beziehungsweise der drei Constanten xo , Yo, Zo allen 
gestellten Bedingungen. 

In der That, bildet man zunächst für jedes einzelne der drei 
Functionensysteme die Summe der Quadrate der in Bezug auf u ge
nommenen Ableitungen, so ergibt sich, dass diese Summe identisch 
gleich Null ist. 

Ebenso ergibt sich, dass die Gleichung 

dU2dU3+dV2dV3+dW2dWa = 0 

und die durch cyclische Vertauschung der Indices 1, 2, 3 aus der
selben hervorgehenden Gleichungen identisch befriedigt sind. Es be
steht also identisch die Gleichung (dU)2+ (dVY+ (dWY = O. 

Da auch die Gleichung X dU + Y dV + Z d W = 0 für jedes der 
drei Functionensysteme identisch erfüllt ist, weil dieselbe zur Be
stimmung von dU1 , dV2 , dWa benutzt worden ist, so bleibt nur noch 
zu zeigen, dass die reellen Theile der drei Integrale 

aiJUk'2 sn2 (u + vi) du, ßiJucn2 (u + vi) du, -riJu dn2 (u + vi) du 

bei passender Bestimmung der unteren Grenzen derselben, oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, bei geeigneter Verfügung über die noch 
disponiblen Constanten x o, Yo' Zo für reelle Werthe von u beziehlieh mit 

~+a~, ~+ß~, ~+r~ 
übereinstimmen. 

Wenn man von der Bezeichnung 

und von dem für die Function E(w) geltenden Additionstheorem 

E(u + vi) = E(u) + E(vi)- k2 snu sn vi sn (u + vi) 

Gebrauch macht, so erhält man . 
sn vi cn vi dn vi sn2 u 

ffiiE(u + vi) = iE(vi) + k2 • --~~--,~, 

" •• 2 

= iE(vi)+k2 • sn.mcn.v~ _k2 • sn.mcn.m. cn u 
~dnm ~dnm N' 

'E(') . cn vi dnvi . cnvidnvi 1 = ~ m +~._---~._--.-
sn vi snvi N' 
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Setzt man nun w = u + vi und 

11 k'2 . k'2 '2 sn vi cn vi I 
Xo = a Y·V·E(m)-V·v-k. idnm' 

1 . k'2 
'!Jo = ß { - ik2 . E (m) + k2 . v I, 

{ 1 .. cn vi dn vi I z = y ----;-.E(v~)-'t---.-
o 't snm ' 

wobei zu bemerken ist, dass diese drei Grössen zwar von dem Werthe 
des Parameters v, nicht aber von der veränderlichen Grösse u ab
hängen, so ergibt sich 

ffiaiJW k'2 sn2 w· dw = xo+ ax l , 

o 

IDß;JW 2 d ß ill • cn w· w = '!Jo+ '!J2' 
o 

ffi-riJw dn2 w·dw = zo+rzs· 
o 

Hieraus geht hervor, dass unter den getroffenen Festsetzungen die 
reellen Theile der drei Functionen U, V, W für reelle Werthe von u 

beziehlich mit x', V', z' übereinstimmen, und hiermit ist bewiesen, dass 
die für die Functionen U, V, W aufgestellten Ausdrücke allen ge
stellten Bedingungen genügen. 

Die vorstehende Untersuchung hat also zu folgendem Ergebniss 
geführt: 

Setzt man 

Jw k'· 
U = ai k'2 sn2 wdw-ß k: dnw-rk'cnw, 

o 

k'· I W 
V = -a k: dnw+ßi cn2 wdw+r snw , 

o 

W = -ak'cnw+ ß snw-r iJwdn2 wdw, 
o 

wo a, ß, r drei reelle Constanten sind und w = u + vi eine unbe-
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schränkt veränderliche Grösse bezeichnet, so stellen die Gleichungen 

x = ffiU, y = ffiV, z = ffiW 

in rechtwinkligen Punktcoordinaten eine periodische Minimalfläche 
dar. Diese Minimalfläche wird von dem Kegel zweiten Grades 

längs der Schnittlinie desselben mit der Kugelfläche 

berührt, und zwar gilt dieses für jeden reellen Werth von v. Die 
Grössen Xo' Yo' Zo sind durch die oben angegebenen Gleichungen 
(S. 197) bestimmt. 

Es ist also der Satz bewiesen: 
Je deM in i mal fl ä c h e, w e 1 c he von ein e m K e gel z w e i t e n 

Grades längs der Schnittlinie desselben mit einer durch 
sei n e n Mit tel p unk t hin dur c h geh end e n K u gel fl ä c heb e
rührt wird, wird von einer einfach unendlichen Schaar 
c oncyclis cher Ke gel zwei ten Gra de s eing eh üll t. 

Hiermit ist die oben gestellte Aufgabe in allgemeinster Weise 
gelöst. 

Man kann nun einige specielle Fälle beziehungsweise Grenzfälle 
der allgemeinen Lösung ins Auge fassen. 

1. Die Meusniersche Schraubenfläche ergibt sich als ein 
k2 

Grenzfall der der Annahme IX = k'2' ß = 0, 'J' = 0 entsprechenden 

Minimalfläche. Lässt man nämlich K + tu an die Stelle von tu treten 
und setzt 

W = k'2. snw 
1 dnw' 

so ergibt sich beim Uebergange zur Grenze k = 1 nach ausgeführter 
Elimination die Gleichung der S c h rau ben fl ä ehe 

Yl+Zl·tgx1 = O. 

Setzt man dagegen 
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d. h. b ie gt man die der Annahme IX = ~:2' ß = 0, 'Y = 0 ent

sprechende Minimalfläche in der Weise, dass sie ihre Eigenschaft 
Minimalfläche zu sein nicht verliert und dass den Krümmungslinien 
der ursprünglichen Fläche die Asymptotenlinien der Biegungsfläche 
entsprechen, so zeigt sich, dass die auf die angegebene Weise ent
stehende durch die obigen Gleichungen dargestellte Biegungsfläche 
die Ellipse 

x; = 0, 

enthält, welche eine geodätische Linie der Fläche ist. Die Punkte 
dieser Ellipse entsprechen den rein imaginären Werthen der Grösse w. 

2. Setzt man IX = 0, ß = k, 'Y = 0, so erhält man 'für v = K' 
eine H y per bel, welche eine geodätische Linie der dieser Annahme 
entsprechenden Minimalfläche ist. Es ergibt sich nämlich für 

x2 = ffikU2 , Y2 = ffikV2 , Z2 = ffik~, v = K', 

3. Die der Annahme IX = 0, ß = 0, 'Y = 1 entsprechende Mi
nimalfläche ist durch die Eigenschaft charakterisirt, dass auf derselben 
eine E 11 i p s e liegt, welche eine kürzeste Linie der Fläche ist. 

Setzt man nämlich 

so erhält man für den Werth v = 0 

Z= o. 

Aus diesem speciellen Falle kann man zwei Grenzfälle herleiten, in
dem man den Modul k in die Grenzwerthe k = 0 und k = 1 über
gehen lässt. 

Für k = 0 erhält man die Minimalfläche, welche durch Rotation 
der K e t t e nl in i e um ihre Directrix als Axe entsteht. 

V or dem U eber gange zur Grenze k' = 0 setze man 

und lasse K + w an die Stelle von w treten i dann erhält man für 
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limk' = 0 

x4=ffit(eW _e-W ), Y4=ffil(eW -e-Wr, z4=ffil!4wi+i(e2W _e- 2W)I. 

Die durch diese Gleichungen dargestellte Minimalfläche enthält die 
Parabel 

und die C y cl 0 i d e 

X4 = 0, Y4 = i(1-cos2v), Z4 - -i(2v + sin2v) , X = 0 

als geodätische Linien. 
Die Raumcurven vierten' Grades des allgemeinen Falles werden 

in diesem Grenzfalle durch Par a beln, die einhüllenden Kegel werden 
durch einhüllende par abo li s c h e C y I i n der vertreten. Es ist also 
die durch die vorstehenden Gleichungen bestimmte Minimalfläche 
identisch mit derjenigen transcendenten Minimalfläche , für welche 
Herr Ca tal a n im 37. Hefte ,des Journal de l'Ecole polytechnique 
p. 160-163, 1858 (Comptes rendus, Tome XLI. p. 1022, 1855) eine 
geometrische Construction gegeben hat. 

4. Setzt man a = sin c, ß = 0, r = cos c, so schneiden die 
einhüllenden Kegelflächen und die denselben zugeordneten Kngel
flächen einander in Kr eis e n, nnd zwar liegen alle diese Kreise in 
parallelen 'Ebenen. Die getroffene Festsetzung führt also zu den im 
Eingange erwähnten Flächen, und man erhält den Satz; 

Wenn eine Minimalfläche einen Kegeloder Cylinder 
zweiten Grades längs eines Kreisschnittes berührt, so 
enthält dieselbe eine einfach unendliche Schaar von 
Kreisen, welche in parallelen Ebenen liegen. 

II. 

Im Vorhergehenden ist gezeigt worden, dass es eine von vi e r 
Parametern (a, ß, r, k) abhängende Mannigfaltigkeit von Minimal
flächen gibt, welche die Eigenschaft haben, von einer Schaar concy
clischer Kegel zweiten Grades umhüllt zu werden. 

Man kann nun die Frage aufwerfen, ob es ausser diesen Minimal
flächen überhaupt noch andere Minimalflächen gibt, welche von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades eingehüllt werden? 

Um diese Frage zu beantworten kann man folgenden Weg ein
schlagen. 
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Wenn irgend eine Fläche von einer Schaar von Kegeln zweiten 
Grades umhüllt wird, so wird dieselbe von jedem Kegel der Schaar 
längs der Schnittlinie desselben mit dem unendlich benachbarten Kegel 
der Sch~ar, also, allgemein zu reden, längs einer Raumcurve vierten 
Grades berührt, welche in dem Mittelpunkte der Kegelfläche einen 
Doppelpunkt besitzt. Eine solche Curve kann stets erklärt werden 
als Schnittlinie der Kegelfläche mit einer durch ihren Mittelpunkt hin
durchgehenden Fläche zweiten Grades. Legt man nun im Wesent
lichen die im Vorhergehenden benutzte Bezeichnungsweise zu Grunde 
und setzt v = va' f-Lo = k'2 tg2 am Vo i, Xo = Yo = Zo = 0, so bedeuten 

z 
(1'

f-Lo 

die Co ordinaten eines beliebigen Punktes einer Kegelfläche zweiten 
Grades. Dieser Kegel sei ein Kegel der Schaar, und es sei 

AX'2+By'2+ Cz'2+2Dy'z'+ 2 Ez'x'+ 2 Fx'y' = ax'+by'+ cz' 

die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, welche durch die Schnitt
linie jener Kegelfläche mit der unendlich benachbarten Kegelfläche der 
Schaar hindurchgeht. Auch in diesem Falle erhält man für die Punkte 
der Schnittlinie die Grösse (I durch elliptische Functionen der unab
hängig veränderlichen Grösse n rational ausgedrückt. 

Werden nun durch die Gleichungen 

U = x'+ij(ZdY' - Ydz') , 

V = Y'+ij(XdZ'-ZdX'), 

W = Z'+ij(Ydx'-Xdy') 

drei Functionen U, V, Weines complexen Argumentes 2t = w be-

t · t . d d AbI 't dU d V d W . I F s Imm , so sm eren eI ungen dw' dw' dw ratlOna e unc-

tionen elliptischer Functionen der Grösse w; die Functionen U, V, W 
sind also elliptische Integrale. 

Es entsteht jetzt überhaupt die Frage: Welche Bedingungen 
müssen erfüllt sein, damit auf der durch die Gleichungen 

x = ffiU, y = ffiV, z = ffiW 

bestimmten Minimalfläche eine Schaar von algebraischen Curven 
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liege, zu welcher die für reelle Werthe von W sich ergebende Curve 
gehört? 

Um diese Frage zu beantworten bezeichne man die zu U, V, W 
conjugirten complexen Grössen mit U17 VI' W;. Dieselben sind Func
tionen einer complexen Grösse wl und zwar entsprechen conjugirten 
Werthen der Argumente W, WI conjugirte Werthe von U, U17 V, VI' 

W, WI • 

Nach diesen Festsetzungen stellen die Gleichungen 

die in Rede stehende Minimalfläche ebenfalls dar, vorausgesetzt, dass 
den beiden Argumenten wund wl stets conjugirte Werthe beigelegt 
werden. 

Wird dagegen zwischen den beiden Argumenten wund W I eme 
bestimmte Relation 

",,(w, wJ = 0 

festgesetzt, der zufolge jede der beiden Variablen eine Function der 
andern wird, so stellen die vorsteh~nden Gleichungen nicht mehr eine 
Fläche, sondern nur noch eine Linie dar, da die Ausdrücke auf der 
rechten Seite in Functionen eines Argumentes übergehen. 

Es soll nun angenommen werden, diese Linie sei eine algebraische 
Raumcurve, d. h. es wird vorausgesetzt, dass zwischen den drei Coor
dinaten x, '!J, s zwei von einander unabhängige Gleichungen 

G(x,'!J,s) = 0, H(x,'!J,s) = 0 

bestehen, wo G und H zwei ganze Functionen bezeichnen. 
Aus der Berücksichtigung des Umstandes, dass dG und dH für 

denselben Werth von ~:l gleich Null sein müssen, ergibt sich dann 

eine dritte Gleichung 

( aG dU aG dV aG dW) (aH dU l aH dVI aB dW1 ) 

ax ' dw + a'!J . dw + as 'dw . ax' dW I + ay 'dwi + as . dW l 

_(aG .dUI + aG .d~ + aG .d~). (aH. dU + aH. dV + aH. dW)=O 
ax dW I a'!J dW l as dW l ax dw a'!J dw as dw ' 

deren Coefficienten rationale Functionen elliptischer Functionen von 
wund W I sind. 

Jede der drei Grössen x, '!J, s ist also eine algebraische Function 
von snw und sn wl ' 
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Denkt man sich diese algebraischen Functionen in eine der beiden 
Gleichungen G = 0 oder H = 0 eingesetzt, so ergibt sich auch 
zwischen sn w und sn w1 eine algebraische Gleichung. 

Hieraus folgt : Jede der drei Gleichungen 

stellt dar eine lineare Relation zwischen elliptischen Integralen mit 
demselben Modul, deren obere Grenzen algebraisch von einander ab
hängen, und algebraischen Functionen dieser Grenzen; es ist also die 
zwischen sn w und sn W1 bestehende algebraische Relation eine solche, 
welche eine T r ans f 0 r m at ion eines elliptischen Integrales in ein 
ebensolches mit demselben Modul, vermehrt um eine algebraische 
Function, vermittelt. Also besteht unter den angegebenen Voraus
setzungen nach einem von Ab e I aufgestellten Lehrsatze zwi::;chen den 
Grössen W und W 1 selbst eine lineare Relation 

w1 = m·w+n. 

Der Multiplicator m ist an die Bedingung geknüpft, rational zu sein, 
wenn er reell ist; imaginär kann derselbe nur dann werden, wenn der 
Modul k zu denjenigen gehört, für welche complexe Multiplication 
stattfindet. Aus diesem Grunde kann m nicht von dem Parameter 
der algebraischen Curvenschaar abhängen und hat daher für alle 
Curven der Schaar denselben constanten Werth +1, wie für die der 
Annabme W 1 = w entsprechende Curve der Schaar. Die Grösse n 
aber ist von dem Parameter der Schaar abhängig. Da wund w1 con
jugirte Werthe haben, wenn der entsprechende Punkt der Fläche 
reell ist, so ist der Grösse n ein rein imaginärer Werth beizulegen. 

Hieraus folgt: 
Wenn die durch die Gleichungen x = ffi:U, '!J = ffi:V, z = ffi:W 

bestimmte Minimalfläche eine Schaar algebraischer Curven enthält, zu 
welcher die für W1 = w sich ergebende Raumcurve vierten Grades 
gehört, so entsprechen diese Curven der Annahme W = U + vi, 
v = const. 

Damit aber für jeden constanten Werth von v und für reelle 
Werthe der veränderlichen Grösse u der Annahme w = u + vi eine 
auf der Minimalfläche liegende al g e b r ais c h e Curve entspreche, 
muss die Bedingung erfüllt sein, dass die reellen Theile der drei 
Functionen V, V, W algebraisch von snu abhängen. Anderer
seits ist das Erfülltsein dieser Bedingung hinreichend, um schliessen 
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zu können, dass jedem constanten Werthe der Grösse v eine auf der 
Minimalfläche liegende al g e b ra i sc h e Curve entspricht. 

Die gestellte Aufgabe, alle Minimalflächen zu finden, welche von 
einer Schaar von Kegeln zweiten Grades umhüllt werden, gestattet 
nun folgende Lösung. 

In Folge der Gleichung 

X+Yi ,/l-k'. jl+k'( . K K") 1-k' I 
1-Z = V l+V Slll am -2- U +Vo2 + + ~'l+k' i 

ist der Ausdruck auf der linken Seite eine analytische Function des 
Argumentes zt = w. Diese Gleichung vermittelt demnach die con
forme Abbildung der Kugeloberfläche X2+ P+ Z2 = 1 und damit 
zugleich der Minimalfläche auf die Ebene, deren Punkte die Werthe 
der complexen Grösse w geometrisch darstellen. Der Axe des Reellen 
in der w-Ebene entspricht der sphärische Kegelschnitt 

X 2 Y2 Z2 
X 2+Y2+Z2 = 1, --1 +--k'2 +- = 0, ~o = k'2tg2 amvoi. 

~o+ ~o+ ~o 

Durch dieselbe Gleichung ist auch das sphärische Bild der der Linie 
w = u + vi, v = const., auf der Minimalfläche entsprechenden Curve 
bestimmt, und zwar entspricht dieser Linie der sphärische Kegelschnitt 

X 2+ Y2+ Z2 = 1, X2 + Y2 + Z2 ° k'2 t 2 (+) . !t+1 ~ + F ---;- = ,~= g am Vo v 1, 

welcher zu dem vorher betrachteten c 0 n f 0 c a I ist. 
Wenn demnach die durch die Gleichungen x = ~U, Y - ~v, 

z = ~ W dargestellte Minimalfläche längs jeder Linie, welche der 
Annahme 

w = u+vi, v = const. 

entspricht, von einem Kegel zweiten Grades berührt wird, so ist 
dieser Kegel mit dem für v = 0 sich ergebenden Kegel zweiten 
Grades c 0 n c y c li s c h. 

Wenn mithin eine Minimalfläche die Eigenschaft hat, von einer 
Schaar von Kegeln zweiten Grades umhüllt zu werden, so sind diese 
Kegel concyclisch. 

Die in dem ersten Theile der vorliegenden Abhandlung unter
suchten Minimalflächen sind demnach die einzigen Minimalflächen, 
welche die Eigenschaft haben, von einer Schaar von Kegeln zweiten 
Grades umhüllt zu werden. 

Unterstrass bei Zi"irich, 1875. 



U eber einige nicht algebraische Minimalflächen, 
welche eine Schaar algebraischer Curven 

enthalten. 

Journal für reine nnd angewandte Mathematik, Bd. 87, S. 146-160. 

Die bis jetzt genauer untersuchten nicht algebraischen Minimal
flächen, welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten *), besitzen 
folgende Eigenschaften: 

1. Die transcendenten Functionen, von welchen die ana
lytische Bestimmung dieser Flächen abhängt, sind bei passender Wahl 
der unabhängigen Variablen entweder Log a r i t h me n, oder e II i p
tis ehe In t egr ale er ster un d zwei ter Art, welche zu reellen 
Invarianten 92 und 98 gehören. 

2. Längs jeder Curve der auf einer dieser Flächen liegenden 
Schaar algebraischer Cürven hat der reelle oder der imaginäre Be
standtheil des in Betracht kommenden Logarithmus, beziehungsweise 
elliptischen Integrals e r s t e r Art, einen co n s t an t e n Werth. In 
Folge dieses Umstandes gestattet jede der erwähnten Flächen eine 

*) 1. Die Me u s nie r sehe Schraubenfläche , 
2. die durch Rotation der K e t t e n li nie um ihre Directrix als Axe ent

stehende Rotationsfläche, das C at e n 0 i d PI a t e a u' s , 
3. die von Herrn Ca tal an aufgefundene Minimalfläche , welche eine Schaar 

von Parabeln enthält, 
4. die von R i e man n und von Herrn E n n e per untersuchten Minimalflächen, 

welche eine Schaar von B; r eis e n enthalten, 
5. die Minimalflächen , welche von einer Schaar von K e gel n z weit e n 

G rad e s umhüllt werden. Diese Flächen enthalten die unter 1. bis 4. angeführten 
als specielle Fälle, beziehungsweise als Grenzfälle. (S. den diese Flächen betreffen
den auf S. 190-204 dieses Bandes abgedruckten Aufsatz.) 
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solche conforme Abbildung auf eine Ebene, dass der Schaar von alge
braischen Curven, welche sie enthält, in jener Ebene eine Schaar von 
parallelen Geraden entspricht. 

3. Die erwähnten Flächen sind einander pa a r w eis e zug e
o r d n e t, in der Art, dass von je zwei einander zugeordneten Flächen 
jede eine Bi e gun g s fl ä c h e der andern ist, während den Krümmungs
linien der einen die Asymptotenlinien der andern entsprechen und 
umgekehrt. Hierbei stehen die auf den Flächen eines Paares liegenden 
zwei Schaaren von algebraischen Curven in der Beziehung zu ein
ander , dass die Curven der einen Schaar die Biegungslinien der 
ort h 0 gon ale n T ra j e c tor i e n der Curven der andern Schaar sind 
und umgekehrt. 

Man kann nun die Aufgabe stellen: 
Alle nicht algebraischen Minimalflächen zu be

stimmen, welche eine Schaar algebraischer Curven 
enthalten. 

Ein e n T h eil der Lösung dieser allgemeinen Aufgabe enthält 
die vorliegende Abhandlung. 

1. 

Es seien x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen 
Punktes einer gegebenen algebraischen Curve, X, Y, Z die Cosinus 
der Winkel, welche eine Normale dieser Curve im Punkte x, y, z, 
deren Lage sich längs der Curve nach einem gegebenen algebraischen 
Gesetze ändert, mit den Coordinatenaxen einsphliesst. 

Es wird vorausgesetzt, es seien x, y, z, X, Y, Z gegebene ra
tionale Functionen zweier Variablen t, -r, zwischen denen eine un
zerlegbare algebraische Gleichung von der Form F(t, -r) = 0 besteht, 
in der Weise, dass auch umgekehrt t und -r als rationale Functionen 
von x, y, z, X, Y, Z dargestellt werden können. Alle Coefficienten 
werden als reell vorausgesetzt. 

Wird nun mitte1st des im Art. V der Miscellen *) angegebenen 
Systems von Gleichungen eine Minimalfläche bestimmt, welche die 
gegebene Curve enthält, und deren Normale in jedem Punkte dieser 
Curve mit der vorher erwähnten Normale der Curve zusammenfällt, 
so sind die Grössen sund tr(s), von denen die analytische Bestimmung 

*) Siehe S. 179 dieses Bandes. 
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dieser Minimalfläche abhängt, durch die Grössen t, 't rational aus
drückbar, wie aus den Gleichungen 

S= 
X+Yi 
l-Z' 

t'Y(S) = dx+i(Zdy-Ydz) = dy+i(Xdz-Zdx) = dz+i(Ydx-Xdy) 
(1-s2)ds i(l+ s2)ds 2sds 

hervorgeht. 
Hieraus folgt, dass die durch die beiden Grössen s, t'Y (s) be

stimmte Klasse von algebraischen Functionen unter der durch die 
Grössen t, 't bestimmten Klasse e n t haI te n ist. 

Im Allgemeinen, d. h. wenn die Functionen x, y, z, X, Y, Z 
nicht speciellen Bedingungen genügen, wird es auch umgekehrt mög
lich sein, die Grössen t, 't rational durch die Grössen sund t'Y (s) aus
zudrücken. Unter dieser Voraussetzung wird, wenn SI und t'Y1(SJ die 
zu sund t'Y(s) conjugirten complexen Grössen bezeichnen, auch S1 und 
t'YlS1) rational durch t und 't und umgekehrt t und 't durch S1 und 
t'Y1(S1) rational ausdrückbar sein, und es wird hierdurch eine rationale 
Transformation zwischen s, t'Y (s) einerseits und Sll t'Y/S1) andererseits 
erhalten, welche eindeutig umkehrbar ist. 

11. 

Wenn eine Minimalfläche ein e 8 c h aar algebraischer Curven 
enthält, so bestimmt jede Curve der 8chaar in Verbindung mit der 
auf der Kugel vom Radius 1 durch parallele Normalen ihr entspre
chenden Curve eine bestimmte Klasse von algebraischen Functionen, 
unter welcher die durch die Grössen sund t'Y (s) bestimmte Klasse 
enthalten ist. 

Das Umgekehrte findet nicht immer statt; denn, wenn z. B. die 
Minimalfläche eine algebraische Fläche ist, so kann man auf derselben 
in unendlich mannigfaltiger Weise eine 8chaar von algebraischen 
Curven wählen, so dass die durch die einzelnen Curven der 8chaar 
bestimmten Klassen von algebraischen Functionen in der durch sund 
t'Y (s) bestimmten Klasse nie h t enthalten sind. 

Es kann aber auch der Fall eintreten, dass auf einer nicht alge
braischen Minimalfläche eine 8chaar von algebraischen Curven liegt, 
welche in der durch sund t'Y (s) bestimmten Klasse nie h t enthalten 
sind. (8. das Beispiel 3 des Art. IV.) 

Im Folgenden wird nun der Fall etwas genauer untersucht, in 
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welchem die algebraische Klasse jeder auf der Minimal
fläche liegenden Curve der Schaar unter der durch s 
und ~ (s) b es tim mt e n al g e br ais c h e n K las see n t haI t e n ist. 

Ist diese Bedingung erfüllt, sos i n d, wenn die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes einer Curve der Schaar x, y, z, und des demselben 
entsprechenden sphärischen Bildes X, Y, Z in der im Art. I ange
gebenen Weise durch zwei Grössen t, 1: rational ausgedrückt werden, 
für jede Curve der Schaar die beiden Grössen t und 1: 

durch die beiden Grössen s und ~(s) rational ausdrückbar. 
Beweis. Zwischen den Grössen s, ~(s), x, y, z, X, Y, Z, 

[T, V, W bestehen ausser den bereits angeführten folgende Gleichungen 

x = ffiU, y = ffiV, z = ffiW, 

dU = (1-s2)~(s)ds, dV = i(1+s2)~(s)ds, dW = 2s~(s)ds, 

dU=dx+i(Zdy-Ydz), dV=dy+i(Xdz-Zdx), dW=dz+i(Ydx-Xdy), 

Xdx + Ydy +Zdz = 0, XdU+YdV+ZdW = 0, (dU)2+(dV)2+(dW)2=0, 

X 2+ Y 2+Z2 = 1, 

X-i . _d~W:-;;-. d--",y-:;---;;-d V· dz 
- dx2+ dy2+ dz2 , 

dU.dx+dV.dy+dW.dz = dx2+dy2+dz2, 

Y= i. dU·dz-dW·dx Z= i. dV·dx-dU·dy 
dx2 + dy2 + dz2 , dx2 + dy2 + dz2 

Wenn nun die Coordinaten x, y, z eines beliebigen Punktes einer der 
Schaar angehörenden Curve durch die beiden Grössen s und ~ (s) ra
tional ausdrückbar sind, so sind in Folge der vorstehenden Gleichungen 
auch die Grössen X, Y, Z rational durch s und ~ (s) ausdrückbar, 
und hieraus ergibt sich, in Folge einer bezüglich der Grössen t, 1: 

getroffenen Voraussetzung, dass auch die Grössen t und T: rational 
durch die Grössen s und ~ (s) ausdrückbar sind, was in dem oben 
ausgesprochenen Satze behauptet wurde. 

Unter der angegebenen Voraussetzung gibt es also eine Schaar 
rationaler eindeutig umkehrbarer Transformationen zwischen s, ~ (s) 
einerseits und SI' ~l(Sl) andererseits, da, wie im Art. I ausgeführt 
wurde, jede Curve der Schaar eine solche Transformation nach 
sich zieht. 

Folglich gibt es auch eine Schaar rationaler eindeutig umkehr
barer Transformationen der zwischen s und ~ (s) bestehenden alge
braischen Gleichung ins ich seI b s t. 

Hieraus ergibt sich nach einem Lehrsatze, welchen ich in dem 
Aufsatze "U eber diejenigen algebraischen Gleichungen zwischen zwei 
veränderlichen Grössen, welche eine Schaar rationaler eindeutig um-
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kehrbarer Transformationen in sich selbst zulassen ii *) bewiesen habe, 
dass die Grössen s und ~(s) entweder rationale Functionen 
oder ein d e u t i g e e 11 i p t i s c he Fun ct ion e n e III er u n a b
hängigveränderlichen Grösse sind. 

III. 

Wenn ~ ~, ~ ~, dd ~ I' a ti 0 n ale Functionen elller unabhängig 

veriinderlichen Grösse t sind, so ist nothwendig und hinreichend, da
mit die zugehörende Minimalfläche eine Schaar algebraischer Curven 
enthalte, dass, wenn mit 

~Avlog(t-tv)' ~Bvlog(t-tv)' ~Cvlog(t-tv) 

die in U, V, W vorkommenden logarithmischen Glieder bezeichnet 
werden, die Gleichungen 

in der t-Ebene dieselbe Schaar algebraischer Curven dar
stellen. 

Damit diese Gleichungen die seI b e Curvenschaar darstellen, ist 
nothwendig und hinreichend, dass 

~A,,lOg(t-t,.), ~Bvlog(t-tv)' ~Ovlog(t-tv) 

in constantem I' e e 11 e m Verhältnisse stehen. MitteIst einer Coordi
natentransformation kann man in diesem Falle bewirken, dass nur 
W, nicht aber U und V logarithmische Glieder enthält, dass also alle 
Coefficienten A, und B. gleich Null sind. 

Damit die Gleichung 

au Cv log (t -tv ) = const. 

eine Schaar al g e b I' ais c her Curven darstelle, ist nothwendig und 
hinreichend, dass alle Coefficienten 0. entweder reelle oder rein ima
ginäre Werthe haben und dass die Verhältnisse je zweier unter ihnen 
I' at ion a 1 sind. 

IV. 

Es sollen nun mmge specielle Fälle von nicht algebraischen Mi
nimalflächen genauer untersucht werden, welche der im Art. III ins 
Auge gefassten besonderen Art angehören. 

*) Abgedruckt im zweiten Bande der vorliegenden Ausgabe. 

Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. 1. 14 
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1. Die Functionen U und V werden für z we i Werthe t' und t" 

von tunendlich gross er s t e r Ordnung. 
In diesem Falle erhält man (t-t')2. (t-t7 als gemeinsamen Nenner 

d d · A d" k dU dV dW S t t er rel us ruc e ----a:t' ----a:t' -----;rt. e z man nun 

dW ." (t-c l )· (t-c2 ) 

7ft = ~coco (t-t'Y· (t-t7 ' 

so ist in Folge der Gleichung 

dU+idV. dU-'tdV, = _ (dW)2 
dt dt dt 

dU+idV 
dt 

dU-idV 
dt 

zu setzen. Damit nun U und V, also auch U + iV und U-iV ein
deutige Functionen von t seien, ist nothwendig und hinreichend, dass 
die beiden Gleichungen 

erfüllt sind. Man kann also 

setzen und erhält dann, von additiven Constanten abgesehen, 

U 'V '2 1 U'V "2 1 
+~ = -co' t-t" -~ = -co' t-t" , 

. c~c~ t-t" 
W = ~ t"-t' log t-t' . 

In diesem Falle stellen die Gleichungen 

x = ffiU, y = ffiV, z = ffiW 

die Me u sn i e r sche Schraubenfläche oder die durch Rotation der 
Kettenlinie um ihre Directrix als Axe entstehende Rotationsfläche 

dar, jenachdem die Grösse t~~ C~t' einen reellen oder einen rein ima

ginären Werth hat. 
2. Die Functionen U+iV und U-iV werden für zwei Werthe 

von t, nämlich für t = 0 und für t = 00, unendlich gross z we i t er 
Ordnung. 

Setzt man in diesem Falle 
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so sind z w e i Anordnungen zulässig: 

dU +idV /2 (t-CS )2(t-r-1 )(t-C2 ) 

--;u- = Co • tS , 

dU-idV "2 (t-C,)2(t-C1 )(t-C2 ) 

-a;r- =Co '- tS -' 

. C~ t-cs 
S=~-;;-'--' 

Co t-c, 

Damit nun U und V keine logarithmischen Glieder enthalten, müssen 
die Gleichungen 

C!+2(Cl+CZ)CS+ClC2 = 0, 
c!+2(C1+C2)C,+C1C2 = 0 

erfüllt sein, aus denen sich 

Cs = - (c1+ c2 ) + Vc~ + C1 C2+ c:, 

c, = -(Cl+C2)-VC~+ClC2+C: 

c:+4c1 cS+c: = 0, 

c! + 4c2c,+ c: = 0 

Cs = - (2-VS)Cll 

C, = - (2-VS)c2 

ergibt. Der in W vorkommende Logarithmus von t hat den Coeffi
cienten 

Hat dieser Coefficient einen reellen oder einen rein imaginären Werth, 
so enthält die zugehörende Minimalfläche eine Schaar algebraischer 
Curven des vi e r te n Grades, welche der Curvenschaar 

~ log t = const., beziehungsweise ~ i log t = const. 
entspricht. 

Unter den auf die angegebene Weise bestimmten, von zwei we-

sentlichen Constanten, nämlich den Verhältnissen ~ und ~?, abhän-
C2 Co 

genden Minimalflächen ist eine einfach unendliche Mannigfaltigkeit 
durch die Bedingung ausgezeichnet, dass die Grösse W ausser dem 
logarithmischen Gliede nur Potenzen von t mit geradem Exponenten 
enthalten soll. 

Damit dieses eintrete, ist in Folge der Gleichungen 

c1+c9+CS+c, = -(C1+C2 ) I C1+C2+CS+C4 = (vs-I)(C1+C2 ) 

nothwendig und hinreichend, dass C2 = - Cl gesetzt werde. 
14* 
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In diesem Falle kann man ohne Beschränkung der Allgemeinheit 

Cl 1, c2 -1, Cl 
V3+ 1 

C2 
V3+ 1 

- - -
V2 - V2 

V3-1 V3-1 
CS 1, C, -1 ca --- C, - ---- - -

V2 V2 

setzen, während das V erhältniss c~: c: willkürlich bleibt. Setzt man 
auch noch c~ = c~ = 1, so erhält man folgende specielle Gleichungen 

u = tW+ r2 ), 
V = 2i(t+r1 ), 

u = tW-t-2), 
V = 2v2i(t +rl ), 

W = t i W- r2 )-2ilogt, 

, t-1 

W = tiW-t-2)-4ilogt, 

, t2-v2,t-1 
s = ~ t+1' s = ~ , 

t2+ V2' t-1 

Aus den Gleichungen auf der linken Seite ergeben sich, wenn 
t = r, e",i gesetzt wird, die folgenden 

x = t (r2+ r-2) cos2rp, y = -2(1'-1'-1) sinrp, ß = - t (r2+1,-2) sin2rp+ 2rp, 

, re""-l 
S=~'-.-, 

re""+l 

Diese Gleichungen stellen, wenn rp = (2n +1) tn gesetzt wird, für 
jeden ganzzahligen Werth von n eine Par ab e I dar. Alle diese Pa
rabeln liegen auf dem parabolischen Cylinder 

y2 = -8(x +1). 

Da für die angegebenen Werthe von rp der absolute Betrag der 
Grösse s gleich 1 ist, so liegen die längs jeder von diesen Parabeln 
construirten Normalen der Minimal:f:l.äche in der Ebene der betreffen
den Parabel. Die durch die obigen Gleichungen dargestellte perio
dische Minimal:f:l.äche wird daher von dem parabolischen Cylinder 
y2 = -8 (x +1) längs dieser Parabeln berührt. Die erwähnten Pa
rabeln sind geodätische Linien der Minimal:f:l.äche. 

Für jeden constanten Werth von rp stellen die obigen Gleichungen 
ebenfalls eine Parabel dar, welche Schnittlinie der Ebene 

x s-2rp 0 
cos 2rp + sin 2rp = 
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mit dem parabolischen Cylinder 

y~ x 
8 sin2 q; = cos-2!p-1 

ist. Längs jeder Parabel der Schaar wird die Minimalfläche von einem 
parabolischen Cylinder 

y2 z-2!p 
-. -+x+--+1 = ° 8sm2!p tg!p 

berührt. Für den Werth r = 1 stellen die obigen Gleichungen eine 
in der Ebene y = ° liegende C y cl 0 i d e dar, welche eine geodätische 
Linie der Minimalfläche ist. 

Aus dem Gesagten geht hervor, dass die betrachtete Minimal
fläche dieselbe ist, auf welche Herr Ca tal a n im Jahre 1855 geführt 
wurde und für welche derselbe eine geometrische Construction ge
geben hat. Lässt man U, V, W, in -iU, -iV, -iW übergehen, so 
geht aus dieser Fläche eine andere hervor, welche eine Biegungs
fläche derselben ist. 

Auf dieser durch die Gleichungen 

x = ! (r 2_r-2 ) sin 2!p, y = 2 (r + r-I ) cos!p, z = ! (r2 _t·-2 ) cos 2!p-2log r 

dargestellten Minimalfläche liegt eine Schaar von Raumcurvcn vi e r t e n 
Grades, in welchen die Rotationscylinder 

x2+ (z + 2 log t·)" = Hr2-r-2 )" 

von den parabolischen Cylindern 

l' + r-1 

y2 = 4-;'_r-1 (z +210gr) + 2 (r + r-I )2 

geschnitten werden. 
Im Punkte x = 0, y = 0, z = -Hr2-t,-2)-2logr berühren 

sich beide Cylinder; in diesem Punkte besitzt daher ihre Schnittlinie 
einen Doppelpunkt. Längs jeder Curve der Schaar wird die Minimal
fläche von einem Rotationskegel 

x2+ [z+Hr2 -r·-2 ) +210gr]2 = -!(t'_r-I )2 y2 

berührt. Die z -Axe ist eine Doppellinie der Fläche. Dasselbe gilt 
bezüglich der y-Axe, von welcher der zwischen y = - 4 und y = + 4 
liegende Theil mit reellen Flächenelementen zusammenhängt. Die 
Endpunkte dieser Strecke sind uniplanare Doppelpunkte der Fläche. 
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Ueberhaupt besitzen alle Minimalflächen , zu welchen die auf der 
link en Seite der obigen Entwickelungen zu Grunde gelegte Anord
nung führt, uniplanare Doppelpunkte, welche den Werthen t = Cl und 
t = C2 entsprechen. - . 

Die Gleichungen auf der rechten Seite der obigen,Entwicke
lungen (S. 212) führen zu einer periodischen Minimalfläche , welche 
von den Ebenen 

s = 2(2n+l)n 

in geodätischen Linien geschnitten und längs dieser ebenen Curven 
von der Cylinderfläche 

berührt wird.' 
Lässt man auch bei dieser Fläche U, V, W beziehlich in -iU, 

-iV, -iW übergehen, so erhält man eine durch folgende Gleichungen 
bestimmte Minimalfläche 

x = l(r2+r-2 ) sin2!p, 

y = 2 '12 (r + r-l ) cos !p , 

z = t(r2-r-2 ) cos 2!p -4log r. 

Für jeden constanten Werth von r stellen diese Gleichungen eine 
Raumcurve vierten Grades dar, welche Schnittlinie des elliptischen 
Cylinders 

[Hr2:r-2)T + [: t2~~g2) r = 1. 

mit dem parabolischen Cylinder 

r+r- l 

y2 = 8--_-dz+Hr2 -r-2 ) + 4logr] r-r 
ist. Dem Werthe r = 1 entspricht eine ebene Curve vierten Grades 

x2 -2(!y)2+(iY)' = 0, z = 0, 
welche eine geodätische Linie der Minimalfläche ist. 

Die z -Axe ist eine Doppellinie der Fläche. 
3. Ein Beispiel für den Fall, in welchem die Function W sich 

an d r ei Stellen logarithmisch verzweigt, nämlich für die Werthe 
t = -1, t = +1 und t = 00, ist das folgende: 

3 +6t2-t' 
s = t, ij(s) = (1_t2)8 , 

. 3t+t5 4t2 

V = ~. (1_t2 )2' W = log (1-t2 ) + (l-t l ?' 
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Die algebraischen Curven der Minimalfläche entsprechen den in der 
t-Ebene liegenden confocalen Lemniskaten, deren Brennpunkte 
die Punkte t = -1 und 't = + 1 sind. 

Dieser specielle Fall unterscheidet sich von allen andern meines 
Wissens bisher genauer untersuchten nicht algebraischen Minimal
flächen , welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten, dadurch, 
dass die algebraischen Klassen, welche durch irgend zwei der Schaar 
angehörende Curven bestimmt werden, im Allgemeinen von einander 
ver s chi e den sind. Die Co ordinaten eines beliebigen Punktes jeder 
Curve der Schaar sind darstellbar als eindeutige elliptische Functionen 
einer veränderlichen Grösse, aber die zugehörende absolute Invariante 
ändert sich beim Uebergange von einer Curve der Schaar zur un
endlich benachbarten. 

In diesem Falle sind also die auf der Minimalfläche liegenden 
algebraischen Curven in der durch 8 und ij (8) bestimmten algebrai
schen Klasse ni c h t enthalten. 

V. 
Die allgemeine Untersuchung wird jetzt an der Stelle wieder 

aufgenommen, wo dieselbe durch die Betrachtung specieller Fälle 
unterbrochen wurde. 

Im Art. Ir ist gezeigt worden, dass die Grössen 8 und ij (8) 
unter den daselbst angegebenen Voraussetzungen entweder rationale 
Functionen oder eindeutige elliptische Functionen einer veränderlichen 
Grösse sind. 

In diesem Artikel wird nun der Fall genauer untersucht, in 
welchem die Grössen sund ij (s) eindeutige elliptische Functionen 
eines Argumentes u sind. 

Aus demselben Grunde, aus welchem die Coefficienten der zwi
schen t und T bestehenden algebraischen Gleichung als reell voraus
gesetzt worden sind, kann man von der Annahme ausgehen, dass die 
Invarianten g2 und ga der elliptischen Functionen ßJU und r'u, durch 
welche t, T, 8 und ij(s) rational ausgedrückt werden, reelle Werthe 
haben. 

Unter dieser Voraussetzung entsprechen conjugirten Werthen 
t, t1 auch conjugirte Werthe u, u1 des Argumentes, und es hat daher 
die Differenz U -U1 einen rein imaginären Werth, welcher mit 2vi be
zeichnet werden möge. Da nun jede der rationalen eindeutig umkehr
baren Transformationen der zwischen 8 und ij(8) bestehenden Gleichung 
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in die zwischen 81 und ~1(8J bestehende Gleichung für die Grösse 
U - u1 einen co n s ta n t e n Werth ergibt, - die Schlussfolgerung ist 
der in dem angeführten Aufsatze angewandtcn völlig analog - so 
kann die Grösse v als Parameter der auf der Minimalfläche liegenden 
Schaar algebraischer Curven angesehen werden. 

Die Gleichung U-U1 = 2vi stellt, wcnn v als veränderlicher Pa
rameter angesehen wird, in der 1,t-Ebene eine Schaar von par a 11 eIe n 
Ger ade n dar, längs denen der imaginäre Bestandtheil der Grösse 
U einen constanten Werth hat. Weil aber die Grösse U als eine 
Function des complexcn Argumentes 8 angesehen werden kann und 
in Folge dessen die Minimalfläche auf die u-Ebene conform allgebildet 
wird, so bilden die auf der Minimalfläche liegenden der Schaar ange
hörenden algebraischen Curven nebst ihren orthogonalen Trajectorien 
ein isometrisches Curvensystem auf der Fläche, mit anderen 
Worten, die erwähnte Curvenschaar vermag nebst der zu ihr ortho
gonalen Curvenschaar die Minimalfläche in unendlich kleine Quadrate 
zu theilen. 

Setzt man nun U = u' + vi, wo u' eine veränderliche Grösse be
zeichnet, welche zunächst nur reelle Werthe annehmen soll, so ergibt 
sich aus der Voraussetzung, welche bezüglich der auf del' Minimal
fläche liegenden Curven der Schaar gestellt worden ist, und aus dem 
für die Function pu geltenden Additionstheorem , dass die reellen 
Theile der drei Functionen U, V, W fiir jeden constanten Werth von 
v rationale Functionen von pu' und g;/u' sein müssen, 

Denn für jeden constanten Werth von v sollen die Gleichungen 

x = ffiU, y = ffiV, z = ffiW 

eme algebraische Curve darstellen, welche die Eigenschaft besitzt, 
dass die Co ordinaten eines beliebigen Punktes derselben durch 8 und 
~ (8), also auch durch pu und p'u rational ausdrückbar sind. Da nun 
u = u'+ vi ist und p(u'+ vi) sowohl als ~o'(u'+ vi) in Folge des für 
diese Functionen geltenden Additionstheorems durch Sou' und p'u' ra
tional ausdrückbar ist, so sind auch die reellen Theile von U, V, W 
für jeden constanten Werth von v rationale Functionen von pu' 
und yp'u'. 

Damit dieses eintritt, ist nothwendig und hinreichend, dass z w e i 
Bedingungen erfüllt sind: 

er s t e n s, dass in den für die Umgebung irgend eines Werthes 
u = Uo geltenden Entwickelungen von U, V, W nach Potenzen von 
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u-uo filr k ein e n Werth von Uo ein mit dem Factor log (u- uo) be
haftetes Glied auftrete, mit anderen Worten, dass die Functionen 
U, V, lV kein Integral d r i t t e r Art enthalten; 

z w e i te n s, dass die Coefficienten der in den drei Functionen 

U, V, JV vorkommenden mit :': ' beziehungsweise mit u multipli

cirten Glieder re in im a gin ä r e Werthe haben. 
Be w eis. Bezeichnet U1 die zu der Grösse U conjugirte Grösse, 

welche eine Function der zu der Grösse lt conjugirten Grösse U1 ist, 
so gilt, vorausgesetzt, dass den Grössen u und U1 zunächst nur con
jugirte Werthe beigelegt werden, die Gleichung 

Setzt man nun u = u' + vi, u1 = tt' - vi, so soll nach der V oraus
setzung für jeden constanten Werth von v U + U1 eine rationale 
Function von f'Ju' und f'J'U' sein; man erhält also die Gleichung 

U + ~ = R (f'Jtt', f'J'u') , 

in welcher R eine rationale Function bezeichnet, deren Coefficienten 
analytische Functionen des Parameters v sind. 

Man kann jetzt die Voraussetzung, dass der Variablen u' nur 
reelle Werthe beigelegt werden sollen, fallen lassen, weil alle in Be
tracht kommenden Functionen analytische Functionen sind. 

Hieraus folgt, dass die Grösse U + U1 als Function der jetzt un
beschränkt veränderlichen Gl'össe u' betrachtet für alle endlichen 
W crthe dieser Grösse den Charakter einer rationalen Function besitzt. 
Aus diesem Grunde ist U + U1 an k ein e I' Stelle logarithmisch 
verzweigt. 

Es kann aber auch die Grösse U an keiner Stelle logarithmisch 
verzweigt sein. 

Enthielte nämlich die für die Umgebung irgend eines Werthes 
u = Uo geltende, nach Potenzen von u - tto fortschreitende Entwicke
lung von U das Glied 0 log (u - uo)' so würde die für die Umgebung 
des Werthes u' = Uo - vi geltende Entwickelung von U das Glied 
Olog[u'-(uo-vi)] und die für die Umgebung desselben Werthes gel
tende Entwickelung von U1 das Glied - 0 log [u' - (uo - vi)] enthalten 
müssen. Hieraus würde folgen, dass die für die Umgebung des 
Werthes U 1 = Uo - 2vi geltende Entwickelung von U1 das Glied 
-0 log [u1 - (uo - 2vi)], und die für die Umgebung des Werthes 
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U = UO,l + 2vi geltende Entwickelung von U als Glied 

- 01 log [U-(UO,l +2vi)] 

enthalten müsste, wenn UO,ll 01 die zu den Grössen uo, 0 conjugirten 
Grössen bezeichnen. 

Da nun die Function U innerhalb jedes Periodenparallelogramms 
jedenfalls nur an einer en dlic hen Anzahl von Stellen logarithmisch 
verzweigt sein kann, so besitzt dieselbe für den Werth u = UO,l + 2vi, 
wenn v nicht s p e c i e 11 e Werthe annimmt, den Charakter einer 
ganzen Function. Es muss also 01 und demnach auch 0 gleich 
Null sein. 

Hiermit ist der er s t e Theil des obigen Satzes bewiesen. 
Weil die Functionen U, V, W unter den angegebenen Voraus

setzungen an keiner Stelle logarithmisch verzweigt sind, besitzen die
selben die Gestalt 

(A+Bi) :': + (0+Di)u+R1(SJu,glu), 

wo .A, B, 0, D reelle Constanten sind und BI eine rationale Function 
bezeichnet. 

Der reelle Theil dieses Ausdruckes erhält, wenn U = u' + vi ge
setzt und die Veränderlichkeit von u' und v auf re eIl e Werthe be
schränkt wird, nach dem für die elliptischen Integrale zweiter Art 
geltenden Additionstheoreme die Gestalt 

.A <5'(u') + B' <5'(vi) 0' D R [ (') '(') (') '( ')] <5 (u') ~ <5(vi) + U - v + 2 6{) U ,SJ U ,SJ m ,SJ m , 

wo R2 eine rationale Function bezeichnet. 
Dieser Ausdruck ist, wenn der Grösse v ein constanter Wertb 

beigelegt wird, nur dann eine doppeltperiodische Function von u', 

wenn A und ° einzeln. gleich Null sind. 
Es muss also sowohl A als auch ° gleich Null gesetzt werden. 
Hiermit ist der zwei t e Theil der oben aufgestellten Behauptung 

bewiesen. 
Die Aufgabe: 
"Alle nicht algebraischen Minimalflächen zu be

stimmen, welche eine Schaar algebraischer in dem an
gegebenen Sinne mit den Grössen sund g:(s) in dieselbe 
Ri emannsche Klas se ge hörender Curven en thalten," 
ist daher mit Ausnahme des Falles, in welchem sund g: (s) durch 
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dieselbe veränderliche Grösse t rational ausdrückbar sind, allgemein 
zurückgeführt auf folgendes algebraische 

Problem: 

Durch Gleichungen von der Form: 

U = i(Au+A' ~':)+Fl(gJUdlJ'U), 

V= i(Bu+B' :':)+F2 (gJu, gJ'U) , 

W = i( Ou + 0' ::) +Fs(gJu, gJ'u) , 

in w el c h e n .A . .. 0' r e elle C 0 n s t a n te nun d F 1 , F 2 , Fa r a
tionale Functionen bezeichnen, sollen drei linear unab
hängige Functionen U, V, W derselb~n unbeschränkt 
veränderlichen Grösse U bestimmt werden, welche die 
Eigens chaft haben, das s die Sum me der Quadrate ihrer 
A ble i tun gen iden tis ch gle ich Null ist. 

Die Function gJu ist mit ihrer Ableitung SIJ'U durch die Gleichung 

(gJ'uY = 4gJuS-g2 gJu-ys 

verbunden, in welcher g2 und gs zwei r e e 11 e Grössen bezeichnen. 
Die Constante der Integration ist durch die Bedingung 

gJ(O) = 00 

bestimmt. 
Von der Function gJu hängt die Function <5u durch die Diffe

rentialgleichung 

ab und ist durch die Bed.ingungen <5'(0) = 1, <5"(0) = 0 eindeutig 

bestimmt. Die Function :':, ein elliptisches Integral z w ei te r Art, 

betrachtet als Function des elliptischen Integrals e r s t er Art u, ist 
durch die Gleichung 

<5'u dlog<5u 
<5u = du 

bestimmt. 
Wenn es gelungen ist, drei Functionen U, V, W den Bedin-
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gungen des obigen Problems gemäss zu bestimmen, so stellen die 
Gleichungen 

x = ffiU, y = ffiV, z = ffiW, 

wie sich aus dem Additionstheorem ergibt, eine Minimalfläche dar, 
welche eine Schaar algebraischer Curven enthält. Jeder Geraden der 
u-Ebene, längs welcher der imaginäre Bestandtheil der Grösse u 

einen constanten Werth hat, entspricht eine Curve der Schaar. 
Unter derselben Voraussetzung stellen die Gleichungen 

x = ffiiU, y = ffiiV, z = ffiiW 

eine z w e i t e Minimalfläche dar, welche eine Biegungsfläche der vo
rigen ist und welche ebenfalls eine Schaar algebraischer Curven ent
hält. Jeder Geraden der u -Ebene, längs welcher der re elle Be
standtheil der Grösse u einen constanten Werth hat, entspricht eine 
algebraische Curve auf dieser zweiten Minimalfläche. 

Be m e r k u n g. Der einfachste Fall der im letzten Artikel be
trachteten Minimalflächen ergibt sich, wenn die mit U, V, W bezeich
neten Functionen der Bedingung unterworfen werden, innerhalb jedes 
Periodenparallelogramms nur für zwei Werthe des Argumentes u und 
zwar von der ersten Ordnung unendlich gross zu werden. Eine nähere 
Untersuchung zeigt, dass in Folge der übrigen Bedingungen des 
Problems die Differenz dieser beiden Werthe eine halbe Periode sein 
muss. Als allgemeine Gleichung der durch die angegebene Bedingung 
charakterisirten Minimalflächen ergibt sich bei passender Wahl des 
Coordinatensystems 

Es ist hierbei vorausgesetzt, dass die drei Wurzeln e1 , e2 , es der 
Gleichung 4s3-;-g2s- ga = 0 reelle Werthe haben und dass 

(e1 -e2 )(e2 -eS ) = .1 
ist. Die betrachteten Flächen, welche von den Ebenen z = const. 
in Kr eis engeschnitten werden, stimmen mit den von R i e man n und 
von Herrn Ennep er untersuchten eine Schaar reeller Kreise enthal
tenden Minimalflächen überein. 

Göttingen , 1875. 



Sur les surfaces a courbure moyenne nulle sur 
lesquelles on peut limiter une portion finie de 
la surface par quatre droites situees sul' la 

surface. 

Ln le 9. Avril 1883. Comptes rendus de I'Academie des scieuces, Tome XCVI. p. 1011. 

'A 1'occasion d'un Memoire recemment publie par M. le Dr 
E d 0 u a r d Neo vi u s, de Helsingfors, et intitule: Determination de 
deux surfaces speciales periodiques cl courbure moyenne nulle, qui con
tiennent un nombre infini de lignes dt·oites et en meme temps un nombre 
infini de courbes geodesiques planes, je demande a l' Academie la per
mission de presenter les remarques suivantes. 

Les surfaces a courbure moyenne nulle sur lesquelles on peut 
limiter une portion finie par quatre lignes droites formant quatre 
arMes d'un tetraedre offrent cette propriete bien remarquable, que, 
dans le cas general, la surface est composee d'un nombre infini de 
parties egales entre elles; car chaque ul'oite situee sur une surface 
a courbure moyenne nulle est nn axe de symetrie de la surface, qui 
peut ainsi etre deduite par le prolongement analytique de chacune 
de ses portions. 

Dans le cas general, il est aise de voir que, dans chaque portion 
finie de l'espace, il entre un nombre infini de repetitions des quadri
lateres a surface courbe en question. 

Mais il y ades cas d'exception. J'ai trouve qu'il n'y a que 
cinq surfaces a courbure moyenne nulle sur lesquelles on puisse li
miter entierement une portion finie de la surface par quatre lignes 
droites, et qui jouissent, en outre, de la propriete que, dans chaque 
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portion finie de l'espace, il n'entre qu'un nombre fini de repetitions 
d'un tel quadrilatere a surface courbe. 

Pour ces cinq surfaces, toutes les lignes droites qu'elles con
tiennent sont paralleles aux axes de symetrie d'un cube. On pourrait 
sansdoutededuire ce resultat du travail deM.Camille Jordan sur 
les groupes de mouvements. J'y suis arrive par une voie toute 
differente. 

J'ai etudie deux de ces cinq surfaces dans mon Memoire intitule: 
Determination d'une surface speciale a courbure moyenne nulle. Berlin, 
1871. *) 

La troisieme est l'objet du beau travail de M. Neovius, qui 
ne laisse presque plus rien a desirer sur la question. 

La quatrieme et la cinquieme de ces surfaces n'ont pas ete etu
diees jusqu'a present d'une maniere approfondie. 

Les equations de ces cinq surfaces peuvent etre donnees au 
moyen de fonctions elliptiques des coordonnees rectangulaires. 

Je serais heureux que l'Academie voulut bien m'autoriser, dans 
la prochaine seance, a mettre sous ses yeux quelques experiences a 
l'aide d'un liquide glycerique compose d'apres une methode nouvelle, 
et a lui montrer quelques modeIes qui se rattachent aces cinq sur
faces speciales. 

*) Voir p. 6 de ce torne. 



TI eber ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts 
betreffendes Problern der Variationsrechnung. 
Festschrift zum siebzigsten Geburtstage des Herrn Karl Weierstrass. 

Acta societatis scientiarum Fennicae, tomus XV. p. 315-362. 

Zum 31 sten October 1885. 

Hochverehrter Herr Professor! 

Um Ihnen zu dem Tage, an welchem Sie auf siebzig Lebensjahre 
zurückblicken, durch eine wissenschaftliche Arbeit eine Freude zu bereiten, 
habe ich die Beschäftigung mit einer Frage wieder aufgenommen, deren 
Bearbeitung Sie vor zwanzig Jahren einigen Ihrer Zuhörer empfohlen 
haben. 

Das Ergebniss, zu welchem ich durch Anwendung von Schlussweisen, 
die von Ihnen ausgebildet worden sind, gelangt bin, enthalten die folgenden 
Blätter; ich bitte Sie, dieselben ,als ein Zeichen dankbarer Gesinnung 
freundlich aufnehmen zu wollen. 

Verehrungsvoll 

H. A. Schwm'$. 
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Erster Theil. 

U eber Minimalflächenstücke , 
welche bei unverändert 'gelassener Begrenzungslinie 

ein Minimum des Flächeninhalts besitzen. 

1. 

Zwei une ndli c h ben ach barte Mini malfl äc henst üc k e. 

Eine Minimalfläche ist eine analytische Fläche, welche die Eigen
schaft besitzt, dass in jedem Punkte derselben die beiden Haupt
krümmungshalbmesser der Fläche gleich gross und entgegengesetzt 
gerichtet sind. 

Es sei M ein ganz im Endlichen liegendes, von einer endlichen 
Anzahl von Stücken analytischer Linien begrenztes, einfach zusammen
hängendes, in seinem Innern keinen singulären Punkt enthaltendes 
Stück einer Minimalfläche. Der Flächeninhalt dieses Flächenstückes 
werde mit S, seine Begrenzungslinie mit L, die Länge eines Elementes 
dieser Begrenzungslinie mit dL bezeichnet. 

Es sei lVI' ein dem Minimalflächenstücke M in der ganzen Aus
dehnung desselben unendlich benachbartes Minimalflächenstilck, be
züglich dessen analoge Voraussetzungen erfüllt sind, wie für das 
Flächenstück M. Es wird vorausgesetzt, dass die beiden :I!'lächen
stücke Mund M' keinen gemeinsamen Punkt besitzen. 

Der Flächeninhalt des Flächenstückes M' werde mit S', die Be
grenzungslinie desselben mit L' bezeichnet. 

Durch die beiden unendlich benachbarten Begrenzungslinien L 
und L' sei eine krumme Fläche F gelegt, so dass die Curven L und 
L' die vollständige Begrenzung eines auf dieser Fläche liegenden 
gürtelförmigen Flächenstreifens , eines G ü r tel s von unendlich 
schmaler Breite bilden. Diese Fläche F werde als ge g e ben ange
sehen. Der betrachtete Gürtel werde mit G bezeichnet. 

Es bezeichne d.IJ den auf der Fläche F gemessenen unendlich 
kleinen geodätischen Abstand des Curvenelementes dL von der Curve 
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L', oder die Breite des Gürtels G an der betrachteten Stelle. Das 
Product dV· dL bedeutet die Grösse des Flächeninhalts eines Recht
ecks mit den Seiten dV und dL, d. h. die Grösse des Flächeninhalts 
eines Elementes des Gürtels G, welche mit dF bezeichnet werden soll. 

Es besteht also die Gleichung 

(1.) dF = dv·dL. 

Längs jedes Elementes dL der Curve L grenzt je ein Element 
des Gürtels G an je ein Element des Flächenstückes M. Der von 
den Ebenen dieser beiden Flächenelemente gebildete Flächenwinkel, 
dessen Grösse allgemein zu reden mit der Lage des Elementes dL 
längs der Curve L sich ändert, werde mit w bezeichnet. 

Den gestellten Voraussetzungen zufolge kann das Flächenstück 
M' als eine Variation des Flächenstückes M angesehen werden, bei 
welcher für jedes Element dL der Randlinie die Grösse der Ver
schiebung auf der Fläche F in einer zur Richtung dieses Elementes 
senkrechten Richtung dV beträgt. 

Nach einer von Gau s s aufgestellten Formel (Werke Band V, 
Seite 65) ergibt sich für die Differenz der Flächeninhalte der beiden 
Flächenstücke M' und M die Formel 

(2.) S'-S = - fCOSW'dV.dL = - fCOSW.dF, 

wobei die Integration längs aller Theile der Begrenzungslinie des 
Flächenstückes M, oder, was dasselbe bedeutet, über alle den Gürtel 
G bildenden Elemente der Fläche F zu erstrecken ist. 

2. 

Be tr ac h tung e in er S chaar von M in i malfläc hen stücken. 
Herleitung des Fundamentalsatzes. 

Es sei gegeben eine von einem Parameter abhängende, einfach 
unendliche S c h aar von Minimalflächenstücken 

M, M', M", .. M*, 

welche so beschaffen sind, dass keine zwei zu verschiedenen Werthen 
des Parameters gehörenden Flächenstücke dieser Schaar einen ge
meinsamen Punkt besitzen, und dass für je zwei unendlich benach
barte Flächenstücke dieser Schaar die in dem vorhergehenden Art. 
angegebenen auf die Flächenstücke Mund M' sich beziehenden V or
aussetzungen erfüllt sind. 

Schwarz, Gesammelte Abhandlungeu. I. 15 
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[Der einfachste Fall einer solchen Schaar von Minimalflächen
stücken wird offenbar dann erhalten, wenn man voraussetzt, dass alle 
der Schaar angehörenden Flächenstücke e ben, und dass die Ebenen, 
denen dieselben angehören, einander par all e I sind.] 

Es bezeichne F zugleich den Flächeninhalt der von den Curven 

L L' L" .. L* , " , 
den Begrenzungslinien der Flächenstücke 

M M' M" .. M* , " , 
gebildeten Fläche F. Es wird vorausgesetzt, dass diese Fläche von 
einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer Flächen gebildet werde. 

Die Bedeutung des im Art. 1 erklärten Winkels ro und des Flächen
elementes dF möge in der Weise ausgedehnt werden, dass die 
Formel (2.) des Art. 1 für je zwei unendlich benachbarte Minimal
flächenstücke der betrachteten Schaar Geltung erhält. 

Den gestellten Voraussetzungen zufolge besitzt die Grösse ro 
innerhalb jedes einzelnen der vorher erwähnten Stücke analytischer 
Flächen, aus denen die Fläche F besteht, für jeden Punkt nur einen 
Werth, welcher sich innerhalb dieses Flächenstückes mit der Lage 
des Flächenelementes dF nicht anders als stetig ändern kann. 

Aus der Formel (2.) des Art. 1 ergibt sich durch Anwendung 
derselben auf je zwei unendlich benachbarte Flächenstücke der be
trachteten Schaar und durch Integration in Bezug auf den Parameter 
der Schaar, wenn S* die Grösse des Flächeninhalts des Minimal
flächenstückes M* bezeichnet, die Gleichung 

(3.) S* -S =-J Jcos ro· dF. 

Bei dem auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Doppel
integrale ist die Integration über alle der Fläche F angehörende Ele
mente dF zu erstrecken. 

Wird nun die specielle Annahme gemacht, dass die Curve L * 

sich auf einen Punkt reducirt, wobei S* in 0 übergeht, während die 
Fläche Feine schalenförmige Gestalt erhält, so geht die Gleichung (3.) 
über in 

(4.) S = J Jcosro.dF, 

aus welcher sich in Folge der Gleichung F = f J'dF die Formel 
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(5. ) F-S = 11(1-cos ro) dF 

ergibt, welche für die folgende Untersuchung von wesentlicher Be
deutung ist. 

3. 
Einführung einer neuen Bedingung. Erweiterung des 

Geltungsbereiches des Fundamentalsatzes. 

Einer im vorhergehenden Art. gestellten Voraussetzung zufolge 
sollen keine zwei Minimalflächenstücke der betrachteten Schaar, welche 
zu verschiedenen Werthen des Parameters gehören, einen gemein
samen Punkt besitzen. Aus diesem Grunde bilden je zwei unendlich 
benachbarte Minimalflächenstücke der betrachteten Schaar und der 
die Begrenzungslinien derselben verbindende gürtelförmige Streifen 
der Fläche F zusammengenommen die vollständige Begrenzung eines 
einfach zusammenhängenden Theiles des Raumes, einer körperlichen 
Sc haI e von überall unendlich kleiner D i c k e. 

Die Gesammtheit derjenigen Theile des Raumes, welche von allen 
auf die angegebene Weise durch die betrachtete Schaar von Minimal
flächenstücken bestimmten körperlichen Schalen eingenommen werden, 
bildet einen einfach zusammenhängenden Theil des Raumes, welcher 
die Gesammtheit aller den Minimalflächenstücken der betrachteten 
Schaar angehörenden Punkte enthält, und dessen vollständige Begren
zung von dem Minimalflächenstücke M und der Fläche F gebildet wird. 

Dieser linsenförmig gestaltete Raumtheil möge mit R' bezeichnet 
werden. 

Es wird nun die Festsetzung getroffen, die betrachtete Schaar 
von Minimalflächenstücken soll so beschaffen sein, dass der Abstand 
je zweier unendlich benachbarten Minimalflächenstücke der Schaar 
(die Die k e der vor her betrachteten körperlichen Schale) i n der 
ga n zen Aus d e h nun g die s e r F I ä c h e n s t ü c k e einschliesslich 
des Randes derselben eine unendlich kleine Grösse der seI ben Ord
nung ist. 

In Folge dieser Festsetzung ist der Schluss gestattet, dass der 
in dem vorhergehenden Art. erklärte Winkel ro nicht für jeden Punkt 
der Fläche F den Werth Null haben kann, ohne dass diese Fläche in 
ihrer ganzen Ausdehnung mit dem Minimalflächenstücke M zusammen
fällt. Letzteres ist aber mit den gestellten Voraussetzungen nicht 
vereinbar. 

15* 
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Der Formel (5.) des vorhergehenden Art. zufolge besitzt daher 
die Fläche F, weil das Doppelintegral 

j j(l-cos ro)ilF 

einen von Null verschiedenen positiven Werth hat, grösseren 
Flächeninhalt als das Minimalflächenstück M, 'mit welchem die Fläche 
F die Begrenzungslinie L gemein hat. 

Wie eine einfache Ueberlegung ergibt, gilt dieselbe Schlussfol
gerung für j e d e einfach zusammenhängende, von der Linie L be
grenzte und aus einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer 
Flächen bestehende Fläche Fr, vorausgesetzt, dass alle Punkte dieser 
Fläche dem Raume R' angehören, und dass dieselbe nicht in ihrer 
ganzen Ausdehnung mit dem Mjnimalflächenstücke M zusammenfällt. 

Die in den beiden vorhergehenden Artikeln angestellten Betrach
tungen lassen sich nämlich bei angemessener Erweiterung der zu 
Grunde gelegten Voraussetzungen ohne Schwierigkeit so verallge
meinem, dass die zunächst für die Fläche F hergeleitete Schlussfol
gerung für jede den angegebenen Bedingungen genügende Fläche Fr 
Geltung erhält. Bei dieser Verallgemeinerung, auf welche hier nicht 
näher eingegangen zu werden braucht, kommt nicht allein der Fall 
in Betracht, in welchem die Fläche Fr mit einem oder mehreren Mi
nimalflächenstücken der Schaar Flächentheile von endlicher Ausdeh
nung gemeinsam hat, sondern auch der Fall, in welchem die Schnitt
linien der Fläche Fr mit einigen der Schaar angehörenden Minimal
flächenstücken in getrennte Theile zerfallen. Für die auf die letztere 
Verallgemeinerung bezügliche Untersuchung ist das im Art. 1 be
trachtete ein f ach zusammenhängende Minimalflächenstück M durch 
ein me h r fa c h zusammenhängendes Minimalflächenstück zu ersetzen, 
dessen Begrenzungslinie aus mehreren getrennten Theilen besteht; 
ebenso sind an die Stelle des einen im Art. 1 betrachteten gürtel
förmigen Flächenstreifens m ehr er e solche Flächenstreifen zu setzen. 
Auf die nähere Ausführung dieser Verallgemeinerung, durch welche 
das Wesentliche der in den Artikeln 1 und 2 entwickelten Schluss
folgerungen nicht berührt wird, gehe ich hier nicht näher ein. 

4. 
And ere Be grün dung des Fundamen talsatzes. 

Die im Art. 2 hergeleitete Formel (4.) S = f f cos ro . dF kann 

auch hergeleitet werden wie folgt. 
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Man denke sich die der betrachteten Schaar angehörenden Mini
malfiächenstücke in F 1 ä c h e n eIe me n te zerlegt und betrachte eine 
durch die Begrenzung eines dieser Flächenelemente gelegte r öhr e n
f ö r m i g e Fläche, welche die Minimalflächenstücke der betrachteten 
Schaar rechtwinklig durchschneidet. Diese Fläche begrenzt auf allen 
Flächenstücken der betrachteten Schaar, welche von derselben durch
schnitten werden, Flächenelemente von gleich grossem Flächeninhalt, 
weil für jedes dieser Flächenstückchen die auf den U ebergang des
selben in ein unendlich benachbartes von derselben röhrenförmigen 
Fläche begrenztes Flächenstückehen sich beziehende erste Variation 
des Flächeninhalts gleich Null ist. 

Dieser Satz ist in dem Werke von E. La m a rl e, Exposition geo
metrique du calcul differentiel et integral (Memoires couronnes et autres 
memoires pub lies pm' l' Academie de Belgique, in 8vo, Tome XV. Bruxelles 
1863, p. 576) meines Wissens zuerst ausgesprochen worden. 

Bezeichnet dS den Flächeninhalt eines dieser Flächenelemente 
und aF den Flächeninhalt eines der Fläche Fangehörenden, von der 
betrachteten röhrenförmigen Fläche begrenzten Flächenelementes , so 
besteht, jenachdem der im Vorhergehenden erklärte Winkel m an der 
betrachteten Stelle kleiner oder grösser ist als ein Rechter, die erste 
oder die zweite der beiden Gleichungen 

as = cos m . dF , dS = - cos m . dF. 

Durch Integration ergibt sich hieraus, wenn die Integration über 
alle Flächenelemente dF erstreckt wird, aus welchen die Fläche F 
besteht, die Formel (4.) des Art. 2. 

5. 
Analytis ch er B ew eis de s Fundam entalsatzes. 

Die vorstehenden Untersuchungen stützen sich grösstentheils auf 
geometrische Betrachtungen. Mit Hülfe des folgenden Systems von 
Formeln kann die Richtigkeit derselben Schlussfolgerungen auf ana
lytischem Wege nachgewiesen werden. 

Es mögen u, v, B drei reelle stetig veränderliche Grössen, 
x, y, z drei gegebene reelle analytische Functionen der 

Grössen u, V, B bezeichnen, welche innerhalb des zu betrachtenden 
Gebietes Q der von einander unabhängigen Variablen u, v, B den Cha
rakter ganzer Functionen besitzen. Die Grössen x, y, z bedeuten die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes Pi für jeden dem betrach-
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teten Gebiete Q angehörenden Werth von E ist der geometrische Ort 
dieses Punktes P allgemein zu reden ein Stück einer krummen Fläche; 
für jedes dem betrachteten Gebiete Q angehörende Werthepaar u, v 
ist der geometrische Ort des Punktes P allgemein zu reden ein Stück 
einer krummen Linie. 

Die Grössen A, B, 0, D, D', D", E, F, G, H, I, K sollen durch 
folgende Gleichungen erklärt werden: 

a2x a2y a2 z 
D = A au2 + B au2 + ° au2 , 

, ~x ~y ~z 
D = A au av + B au av + ° auav' 

" a2 x a2y a2z 
D = A av2 + B av2 + 0 av2 ' 

E = CaX \2 + cay \2 + CaZ\2 
au) au) au) , 

H = ax ax + ay ay + az az 
au ai au aE au aE' 

F = ax ax + ay ay + az az 
au av au av au av ' 

I ax ax ay ay az az 
= av aE + av aE + av aE' 

G = CaX\2 Cay\2 + CaZ)2 
av) + av) av' K = C~:J + C~~)2 + C~:J. 

Für das Quadrat der Länge des Linienelementes einer von dem 
Punkte mit den Coordinaten x, y, z beschriebenen Linie ergibt sich 
der Ausdruck 

dx2+ dy2+ dz2 = Edu2+2Fdudv + Gdv2+2HdudE +.2IdvdE + KdE2 • 

Es wird vorausgesetzt, dass die beiden Grössen Hund 1 be
ständig den Werth Null haben; mit anderen Worten es wird voraus
gesetzt, dass die einfach unendliche Schaar der Flächen E = const. 
von der zweifach unendlichen Schaar von Raumcurven u = const., 
v = const. 0 r t h 0 gon al durchsetzt wird. Ferner wird vorausge
setzt, dass die Grössen EG-F 2, K für kein dem zu betrachtenden 
Gebiete Q angehörendes System von Werthen u, v, Eden Werth Null 
annehmen. 

Wird die Veränderlichkeit der Grössen u, v, E auf solche Werthe 
beschränkt, welche eine gegebene ana1ytische Gleichung 

E = f(u, v) 

befriedigen, wobei vorausgesetzt werden soll, dass die Function f(u, v) 
für alle in Betracht kommenden Werthe der Argumente u, v den 
Charakter einer ganzen Function besitzt, so ist der geometrische Ort 
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des Punktes P allgemein zu reden eine gewisse krumme Fläche F, 
und zwar wird die Grösse des Flächeninhalts dF eines Elementes 
dieser Fläche gegeben durch die Formel 

dF = V[ E+X(~)J[ G+X(~~JJ- (F+X~ ~~JdUdV 
- VEG-F2+X[E(~~J-2F~: ~~ +G(~:)ldUdv. 

Ohne dass die Allgemeinheit der Untersuchung beeinträchtigt 
wird, kann vorausgesetzt werden, dass die Determinante 

Bx By Bz 
Bu au au 
Bx By Bz A ax B ay 0 az N Bv av av - -+ -+ -as as as 
Bx By Bz 
(f6 (f6 BE 

für alle dem zu betrachtenden Gebiete Q angehörenden Werthe der 
unabhängigen Variablen u, v, seinen pos i ti v e n Werth habe. In 
Folge der Gleichungen 11 = 0, 1= 0 ergibt sich N2 = (EG- F2 ) X, 
also ist N = 'l/EG-p2. 'l/K, wobei jeder von diesen Quadratwurzeln 
ihr pos i t i ver Werth beizulegen ist. 

Wird festgesetzt, dass die positiven Richtungen der Normalen 
der den Gleichungen s = const., s = f( t~, v) entsprechenden Flächen 
diejenigen sind, in welchen der Parameter s zu nimm t, so haben die 
Cosinus der Neigungswinkel, welche die positive Richtung der N or
male eines Elementes der Fläche s = const. mit den positiven Rich
tungen der Coordinatenaxen einschliesst, beziehlieh die Werthe 

1 ax A 1 ay B 1 az c 
'l/K (jS- 'l/EG-P2' yK aB 'l/EG-F2' yK a; 'l/EG-F2' 
und es ergibt sich für den Cosinus des Winkels m, welchen die po
sitive Richtung der Normale der Fläche s = f(u, v) im Punkte P mit 
der positiven Richtung der Normale der durch den Punkt P hindurch
gehenden Fläche s = const. einschliesst, die Gleichung 

VEG-F2+X[E(~~).-2F:: ~: +G(;:J].'l/Kcosm-

Bx + Bx ~ 
Bu BE Bu 

Bx + Bx ~ 
Bv B~ Bv 

Bx 
a; 

By+~~ 
Bu BE Bu 

~+~~ 
Bv BE Bv 

By 
a; 

~+~~ 
Bu BE Bu 

~+~~ 
Bv BE Bv = N = 'l/EG-F2. 'l/X. 

Bz 
a-: 
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Es ergibt sich also bei angemessener Zerlegung des Flächenstückes 
F in Flächenelemente die Formel 

,/ EG-F2+K[E(~\-2F~ ~+ G(~\2]. cosrodudv _ V ov) ou ov ou) 

= cosrodF = VEG-F 2dudv, 

deren geometrische Bedeutung evident ist. 
Der Winkel ro ist hierbei den getroffenen Festsetzungen zufolge 

stets ein s p i t zer Winkel. 
Der Werth der Grösse EG-F2 hängt im Allgemeinen nicht bloss 

von den Werthen der Grössen u, v, sondern auch von dem Werthe 
des Parameters 8 ab. Wenn aber jedes der betrachteten Flächen
stücke 8 = const. ein M in i mal fl ä c h e n s t ü c k ist, so ist, wie in 
dem Nachfolgenden gezeigt werden soll, der Werth der Grösse
EG-F2 von dem Werthe der Grösse 8 unabhängig. 

Der analytische Ausdruck der Bedingung, dass für jede der be
trachteten Flächen 8 = const. die beiden Hauptkrümmungshalbmesser 
der Fläche gleich gross und entgegengesetzt gerichtet sind, ist die 
Gleichung 

ED"-2FD'+ GD = O. 

In Folge der Gleichungen H = 0, I = 0 ergibt sich 

D= VEXr:::ff2 [ oX 02 X + oy 02 y + OZ 02~J 
VK 08 ou2 08 ou2 08 ou2 , 

D'= VEG-F2 [OX 02X oy 02 y OZ 02Z ] 
V K (ii OU OV + 08 OU OV + (ii OU ov ' 

D"= VEa::::J!2 [ OX 02 X oy 02 y OZ 02 Z] 
V K (ii ov2 + (ii OV~ + (ii ov2 , 

es bestehen also die Gleichungen 
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Hieraus folgt, dass 

~(EG-F2) = 0 as ' 
dass also die Grösse EG-F2 und mithin auch der Ausdruck für die 
Grösse des Flächeninhalts dS eines Elementes der Fläche c = const., 

dS = VEG-F2dttdv, 

von dem Werthe des Parameters c unabhängig ist. 
Die Richtigkeit der Gleichung 

dS = cos ro . dF 

ist hierdurch analytisch dargethan. 
Derjenige Theil des unbegrenzten Raumes, welcher die Gesammt

heit aller den lVIinimalflächenstücken der betrachteten Schaar ange
hörenden Punkte und ausser diesen keine anderen Punkte enthält, 
möge mit R bezeichnet werden. 

Bei der vorstehenden Herleitung ist die einschränkende V oraus
setzung zu Grunde gelegt, die betrachtete Fläche F sei so beschaffen, 
dass, wenn der Gleichung dieser Fläche die Form c = fett, v) gegeben 
wird, der Parameter c als Function der beiden unabhängigen Va-
1'iablen tl, v für alle in Betracht kommenden Werthepaare tt, v den 
Charakter einer ga n zen Function besitzt. Es bietet keine Schwierig
keit dar, die Geltung der Formel (4.) des Art. 2 

S = J J cos ro . dF 

von dieser einschränkenden Voraussetzung zu befreien, wenn bei an
gemessener Abänderung der Erklärung des Winkels ro an folgenden 
Bedingungen fest gehalten wird: 

1. Die vollständige Begrenzung der Fläche F und die vollstän
dige Begrenzung des lVIinimalflächenstückes ]\11 wird gebildet von der 
aus einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer Linien beste
henden Linie L. 

2. Die Fläche F besteht aus einer endlichen Anzahl von zusam-
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menhängenden Stücken analytischer Flächen, welche in ihrem Innern 
von singulären Stellen frei sind. 

3. Die Fläche F und das Minimalfl.ächenstück lVI bilden die voll
ständige Begrenzung eines oder mehrerer Theile des Raumes, welche 
sämmtlich Theile des Raumes R sind. 

6. 

An wend u n g de s F un damentalsatze s. 

Durch das in den vorhergehenden Artikeln erläuterte Beweisver
fahren kann einer Forderung genügt werden, welche, wenn von dem 
Falle eines e ben e n Flächenstückes abgesehen wird, meines Wissens 
bisher noch in keinem Falle ihre Erledigung gefunden hat. 

Fiir ein (gewissen Bedingungen genügendes) Mini
malflächenstück M soll der Nachweis geführt werden, 
dass dieses Flächenstück wirklich kleineren Flächen
inhalt S besitzt, als jedes andere aus einer endlichen 
An z a h I von S t ü c k e n an a I y t i sc her F I ä c h e n b e s te he n d e, 
von derselben Randlinie begrenzte, demselben unend
lich benachbarte Flächenstück F. 

Bezüglich dieser Forderung bemerke ich Folgendes: 
Ein lVIinimalfl.ächenstück, für welches der im Vorstehenden gefor

derte Nachweis gelingen soll, darf nicht ein ganz beliebiges sein; 
denn es gibt unendlich viele Minimalflächenstücke, für welche bei un
verändert· geiassener Begrenzungslinie die zweite Variation des 
Flächeninhalts einen n e g a t i v e n Werth erhalten kann, wie ich in 
einer in den Monatsberichten der Königlich Preussischen Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin vom Jahre 1872 veröffentlichten Ab
handlung: "Beitrag zur Untersuchung der zweiten Variation des 
Flächeninhalts von Minimalfl.ächenstücken im Allgemeinen und von 
Theilen der Schraubenfl.äche im Besonderen (( *) gezeigt habe. 

Die Bedingung: "Die zweite Variation des Flächeninhalts eines 
solchen Flächenstückes soll bei unverändert gelassener Begrenzung 
desselben negative Werthe ni c h t annehmen können (( ist zweifellos 
eine not h wen d i g e ; aber es darf aus dem Umstande, dass diese 
Bedingung für ein bestimmtes lVIinimalfl.ächenstück M erfüllt ist, nicht 
ohne Weiteres der Schluss 'gezogen werden, dass dieses Flächenstück 
wirklich kleineren Flächeninhalt besitzt, als jedes andere, von der-

*) Siehe S. 151-167 dieses Bandes. 
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selben Begrenzungslinie begrenzte, ihm unendlich benachbarte Flächen
stück. Denn bei einem Probleme der Variationsrechnung ist über
haupt die Untersuchung der in Betracht kommenden zweiten Variation 
allein, wie Herr We i e r s t ras s nachgewiesen hat, im Allgemeinen 
nie h tau sr eie h end, um mit Sicherheit auf das Eintreten eines 
Maximums oder Minimums schliessen zu können. 

In dieser Hinsicht bedürfen einige in der erwähnten Abhandlung 
aus dem Jahre 1872 ausgesprochene Behauptungen einer noch einge
henderen Begründung. 

In der That kann der geforderte Nachweis mitteIst des in den 
vorhergehenden Artikeln dargelegten Beweisverfahrens für jedes Mi
nimalfiächenstück M geführt werden, für dessen bei d e Seiten eine 
das Flächenstück M enthaltende Schaar von Minimalfiächenstücken 
construirt werden kann, welche so beschaffen ist, dass der Ab s t an d 
je zweier unendlich benachbarter Flächenstücke der Schaar überall 
eine unendlich kleine Grösse der seI ben Ordnung ist. 

Denn unter dieser Voraussetzung ist es möglich, auf der ein e n 
Seite des Minimalfiächenstückes M einen Raum R', auf der an der e n 
Seite desselben einen Raum R" abzugrenzen, so dass der aus den 
beiden Räumen R' und R" bestehende Raum, welcher mit R bezeichnet 
werden soll, ausser der Gesammtheit derjenigen Punkte, welche den 
Minimalfiächenstücken der beiden Schaaren angehören, keine anderen 
Punkte enthält. 

Es gilt dann der Satz: Jede nicht in ihrer ganzen Ausdehnung 
mit dem Minimalfiächenstücke M zusammenfallende, aus einer end
lichen Anzahl von Stücken analytischer Flächen bestehende, zusam
menhängende Fläche ]', deren vollständige Begrenzung von der Be
grenzung des l\finimalflächenstückes M gebildet wird, und welche so 
beschaffen ist, dass alle Punkte dieser Fläche dem Raume R ange
hören, besitzt g r ö s se ren Flächeninhai t, als das Minimalflächenstück M. 

Ein Beweis für die Richtigkeit dieses Satzes ergibt sich un
mittelbar aus der Formel (5.) des Art. 2 

F-S =J J(l- cos ro)dF, 

welche den in den vorhergehenden Artikeln enthaltenen Ausführungen 
zufolge für jede den angegebenen Bedingungen genügende Fläche F 
Geltung hat. 
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7. 
Geometrische Deutung einiger eine Schaar von Minimal

flächenstücken betreffender Formeln. 

In der im vorhergehenden Art. angeführten Abhandlung habe ich 
gezeigt, dass die Frage, ob es möglich ist, zu einem Minimalflächen
stücke M ein in der ganzen Ausdehnung desselben unendlich benach
bartes Minimalfiächenstück zu construiren, welches mit dem Minimal
flächenstücke M keinen Punkt gemein hat, fur alle Minimalflächen
stücke , welche dasselbe s p h ä r i s c heB i 1 d besitzen, in gleicher 
Weise zu beantworten ist. 

Von den Bezeichnungen, welche ich in dieser Abhandlung ange
wendet habe, werde ich auch in dem Nachfolgenden Gebrauch machen. 

Es bezeichnen die Grössen 8, 81 die beiden complexen veränder
lichen Grössen: 

8 = ~+'I1i, 

als deren Functionen die Coordinaten eines beliebigen Punktes emer 
Minimalfläche betrachtet werden. Siehe die Abhandlung des Herrn 
Weiers trass: Ueber die Flächen, deren mittlere Krümmung überall 
gleich Null ist, Monatsberichte der Berliner Akademie vom Jahre 
1866, Seite 618. 

Es bezeichnen ~, '11 die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes 
in derjenigen Ebene, auf welche die Fläche der Hülfskugel mit dem 
Radius 1 durch stereographische Projection conform übertragen wird. 

Es bezeichnet T dasjenige Stück dieser Ebene, welches dem zu 
betrachtenden Minimalflächenstücke M entspricht. 

Wenn nun die lineare partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 

ein particuläres Integral besitzt, welches sich im Innern des Bereiches 
T regulär verhält, im Innern und längs des Randes dieses Bereiches 
nur reelle und zwar überall endliche, von Null vers chi ed ene 
Werthe annimmt, so lässt sich stets eine einfach unendliche Schaar 
von Minimalflächenstücken angeben, zu welcher das betrachtete Mini
malflächenstück M gehört, und welche die Eigenschaft besitzt, dass 
der Abstand je zweier unendlich benachbarter der Schaar angehörender 
Minimalflächenstücke überall eine unendlich kleine Grösse derselben 
Ordnung ist. 
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Bezeichnen nämlich 
x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten eines beliebigen Punktes 

P des Minimalflächenstückes M, 
X, Y, Z die Cosinus der Winkel, welche die Normale des Flächen

stückes M im Punkte P mit den positiven Richtungen 
der Coordinatenaxen einschliesst , 

x + E d'x, y + E d'y, z + E d'z die rechtwinkligen Co ordinaten eines 
Punktes P' eines beliebigen Minimalflächenstückes M' der 
Schaar, wobei d'x, d'y, d'z von der Grösse E, dem Para
meter der Schaar, unabhängig sind, 

so ergibt sich, wenn festgesetzt wird, dass die Normale des Flächen
stückes M' im Punkte P' der Normale des Flächenstückes M im Punkte 
P par all el sein soll, folgendes System von Gleichungen 

Xdx+ Ydy +Zdz = 0, Xdd'x+Ydd'y +Zdd'z = 0, X8x +Yd'y+Zd'z = 2"", 

d'x = 2 X"" + (1_s2) a"" + (1-s2) a"", Y8z-Zd'y = i (1-s2) a"" -i(1-s2) a"" 
as I aSI as I as1 ' 

8y = 2y",,+i(1+s2) aa"" -i(l+s~) aa"", Zd'x-Xd'z=-(1+s2) aa"" - (l+s~) aa"", 
S SI S SI 

.S> 2Z 2s a"" 2 a"" Xd' Yf 2 . a"" 2 . a"" 
uZ = "" + as + SI aSI ' y - uX = tS as - tSI asI' 

(d'x-2X""y+ (d'y-2y",,)2+ (d'z-2Z""y = 4(1+ SSJ2 aa"" aa"" = 
S St 

= (1+;2+1]2)2[(~%)2+(~~)J, 

d'x·dx+d'y·dy+d'z·dz = (l+ssIY(~(s) ~~ dS+~I(SI)~~ dSt), 

d'x . dX + d'y . d Y + d'z . dZ = 2 d"". 

In diesen Gleichungen bezeichnet "" das erwähnte particuläre 
Integral der angegebenen partiellen Differentialgleichung. 

Die Bedeutung der Functionen ~(s), ~JSI) ist a. a. O. erklärt. 
Aus dem vorstehenden Systeme von Gleichungen ergibt sich, dass 

die Richtung der Strecke mit den Coordinaten d'x, d'y, d'z einen rechten 
Winkel einschliesst mit der Richtung derjenigen im Punkte mit den 
Co ordinaten X, Y, Z die Hülfskugel X 2+P+Z2 = 1 berührenden 
Geraden, welche der Fortschreitung in der durch die Gleichung 

d"" = aa"" ds + aa"" dSI = ° 
S SI 

bestimmten Richtung entspricht. 
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Betrachtet man die Schaar der auf dieser Hülfskugel liegenden 
Curven, längs welcher die Function 'ljJ einen constanten Werth be
sitzt, construirt zu dieser Schaar die Schaar der orthogonalen Tra
jectorien und bezeichnet mit dq die Länge eines Linienelementes der 
durch den Punkt mit den Co ordinaten X, Y, Z gehenden, auf der 
Kugel X2+ P+Z2 = 1 liegenden orthogonalen Trajectorie der Curven
sclwar 'ljJ = const., so ergibt sich 

wenn mit ~~ die in der Richtung des betrachteten Curvenelementes 
genommene partielle Ableitung der Function 'ljJ bezeichnet wird. Wird 
nun die Festsetzung getroffen, dass die Richtung, in welcher die 
Bogenlänge q zunimmt, diejenige sein soll, in welcher die Function 'ljJ 

ebenfalls zunimmt, so stimmt diese Richtung mit der Richtung der
Jemgen Strecke überein, deren Coordinaten 

hx-2X'ljJ, 

sind, während die Grösse 2 ~~ die L ä n g e dieser Strecke ergibt. 
Die Richtung dieser Strecke steht zu der Richtung desjenigen dem 
Flächenstücke Mangehörenden Curvenelementes, welches im Punkte P 
der durch die Gleichung 

bestimmten Fortschreitungsrichtung entspricht, in der einfachen Be
ziehung, dass die HaI b i run g s I i nie des durch diese beiden Rich
tungen bestimmten Winkels der Ta n gen t e einer der beiden durch 
den Punkt P hindurchgehenden A s y m p tot e n 1 i nie n des Minimal
flächenstückes M par all e 1 ist. Mit anderen Worten: Die beiden 
mit einander verglichenen Richtungen sind in Beziehung auf den zu 
dem Punkte P des Minimalflächenstückes M gehörenden Du p in schen 
Kegelschnitt zu einander co nj u gi rt. 

Der geometrische Ort desjenigen Punktes, dessen rechtwinklige 
Coordinaten beziehlich die Grösse 

2Y'ljJ, 2Z'ljJ 
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haben, ist die F u s s pu n k t fl ä c he einer Minimalfläche , welche letz
tere sich als geometrischer Ort eines Punktes erweist, dessen recht
winklige Co ordinaten beziehlich ~x, oy, oz sind; der Coordinatenan
fangspunkt ist hierbei der PoL 

Da die Grösse 1j; der Voraussetzung zufolge für kein dem Bereiche 
Tangehörendes Werthepaar ;, 'I] gleich Null wird, so liegt der Coor
dinatenanfangspunkt in kein e r der Tangentialebenen des dem Be
reiche T entsprechenden Stückes dieser Minimalfläche, welches mit roc 
bezeichnet werden möge. 

Es ergibt sich hieraus folgender Lehrsatz. 
Ein bestimmtes Stück Meiner Minimalfläche besitzt unter allen 

von denselben Randlinien begrenzten und ihm unendlich benachbarten 
Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt, wenn es ein zusammen
hängendes dem betrachteten Flächenstücke M durch parallele Normalen 
Punkt für Punkt entsprechendes l\'Iinimalflächenstück W( gibt, dessen 
sämmtliche Tangentialebenen von einem uud demselben Punkte des 
Raumes einen von Null verschiedenen Abstand haben. *) 

8. 
Unterscheidung dreier Fälle. Tragweite der durch die 

Betrachtung derselben zu treffenden Entscheidung. 

Durch das in den vorhergehenden Artikeln entwickelte Beweis
verfahren ist die Frage über das Eintreten des Minimums des Flächen
inhalts bei unverändert gelassener Begrenzungslinie für alle diejenigen 
Minimalflächenstücke M in positivem Sinne entschieden, deren sphäri
sches Bild einem Bereiche T entspricht, für dessen Inneres eines der 
particulären Integrale der partiellen Differentialgleichung 

o21j; o21j; 81j; 
~+ o'Y/ + (1+ ;2+'I]2l = 0 

sich regulär verhält und nur reelle, endliche, von Null verschiedene 
Werthe annimmt; die letztere Bedingung muss hierbei zunächst auch 
für alle Punkte der Begrenzung des Bereiches T gestellt werden. 

Es entsteht nun die Frage nach dem diesem Entscheidungsgrunde 
beizulegenden Grade der Allgemeinheit. 

In der im Art. 6 angeführten Abhandlung habe ich d I' e i Fälle 
unterschieden, ohne den Beweis dafür anzutreten, dass durch dieselben 
die Gesammtheit aller Fälle erschöpft wird, welche in Bezug auf die 

*) Siehe S. 188 dieses Bandes. 
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Entscheidung der vorliegenden Frage eintreten können. Es sind dies 
folgende drei Fälle: 

I. Es gibt ein particuläres Integral der angegebenen partiellen 
Differentialgleichung, welches in Bezug auf den betrachteten Bereich 
allen aufgestellten Bedingungen genügt. 

II. Es gibt ein particuläres Integral der angegebenen partiellen 
Differentialgleichung, welches zwar im Innern des betrachteten Be
reiches den aufgestellten Bedingungen genügt, aber längs der ganzen 
Begrenzung desselben den Werth Null annimmt. 

III. Es gibt ein particuläres Integral der angegebenen partiellen 
Differentialgleichung, welches so beschaffen ist, dass dieses Integral 
für einen Theil des betrachteten Bereiches den Bedingungen des 
vorhergehenden Falles (II.) genügt. 

Tritt für ein gegebenes Minimalflächenstück M der er s t e Fall 
ein, so besitzt dasselbe, wie durch das in den vorhergehenden Artikeln 
entwickelte Beweisverfahren erhärtet wird, in dem angegebenen Sinne 
wirklich ein Minimum des Flächeninhalts. 

Tritt für das betrachtete Minimalflächenstück M der d I' i t te Fall 
ein, so gibt es unendlich viele, dem betrachteten Minimalflächenstücke 
unendlich benachbarte, von derselben Randlinie begrenzte Flächen
stücke , welche k lei n er e n Flächeninhalt haben als das Minimal-, 
flächenstück M. Es tritt also in diesem Falle für das betrachtete 
Minimalflächenstück ein Minimum des Flächeninhalts ni c h tein. 

Der z we i te Fall ist für die vorliegende Untersuchung als 
GI' e n z fall anzusehen, dessen Eintreten eine besondere Untersuchung 
erfordert. 

Der Nachweis , dass durch die angeführten drei Fälle die Ge
sammtheit aller Fälle erschöpft wird, welche in Bezug auf die Ent
scheidung der vorliegenden Frage eintreten können, scheint nicht ohne 
ein genaueres Eingehen auf einige Eigenschaften derjenigen reellen 
Functionen zweier Argumente geführt werden zu können, welche, wenn 
p (~, 'I'}) eine gegebene Function dieser beiden Argumente bezeichnet, 
die in dem betrachteten Bereiche nur pos i t i v e Werthe annimmt, 
einer partiellen Differentialgleichung von der Form 

a2 u a2 u 
at2 + (f2 + p(~, 1J)' u = 0 

5 'YJ 

genügen. Diese Untersuchung bildet den Gegenstand des zweiten 
Theiles der vorliegenden Abhandlung. 
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Zweiter Theil. 

Integration der partiellen Differentialgleichung 
a2u a2 u ax2 + ay2 + p . u = 0 

unter vorgeschriebenen Bedingungen. 
9. 

Stellung der Aufgabe. 

241 

Es sei gegeben ein ebener, zweifach ausgedehnter, zusammenhän
gender, ganz im Endlichen enthaltener Bereich T, dessen vollständige 
Begrenzung von einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer 
Linien gebildet wird. 

Die den Bereich T geometrisch darstellende R i e man n sehe 
Fläche, welche ebenfalls als gegeben betrachtet wird, kann einfach 
oder mehrfach zusammenhängend, ein blättrig oder mehrblättrig sein; 
im letzteren Falle wird vorausgesetzt, dass dieselbe nur eine endliche 
Anzahl von Blättern und nur eine endliche Anzahl von Windungs
punkten besitzt. 

In der Ebene des Bereiches T denke man sich ein rechtwinkliges 
Coordinatensystem angenommen und bezeichne mit x, y, beziehungs
weise mit ;, 'I'J die auf dieses Coordinatensystem bezogenen recht
winkligen Coordinaten einer beliebigen Stelle (x, y), beziehungsweise 
(; , 'I'J) des Bereiches T. 

Es bezeichne p = p (x, y) eine geg eben e, für jede Stelle (x, y) 
des Bereiches T eindeutig erklärte, stetige Function der Grössen x, y. 

Unter der Voraussetzung, dass diese Function nur pos i t iv e 
Werthe annimmt, welche den Werth P an keiner Stelle übersteigen, 
• handelt es sich darum, zu untersuchen, ob es möglich ist, die partielle 

Differentialgleichung 
a2 w a2 w 
ax2 + ay2 + p . w = 0, 

a2 w a2 w 
oder, wenn der Ausdruck ax2 + ai zur Abkürzung mit Liw be-

Sc h w ",. z. Ge ... mmelte Abhandlnngen. I. 16 
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zeichnet wird, die partielle Differentialgleichung Aw + p . w = 0 für 
den Bereich T gewissen vorgeschriebenen Bedingungen gemäss zu 
integriren . 

. Hierbei wird gefordert, die Function w soll für alle dem Innern 
und der Begrenzung des Bereiches T angehörenden Stellen stetig 
bleiben, eindeutig erklärt sein und nur reelle Werthe annehmen; die 

partiellen Ableitungen der Function w, ~:' ~; sollen im Innern 

des Bereiches T nicht längs einer Linie unstetig sein. 
Die Hauptfrage , auf deren Beantwortung es ankommt, ist die 

folgende: Gibt es eine für den betrachteten Bereich T allen angege
benen Bedingungen genügende Function U', welche im Innern und 
längs der ganzen Begrenzung dieses Bereiches nur positive, von 
Null ver s chi e den e Werthe annimmt? 

10. 

Ein i g e als be k an nt v 0 I' aus zu set zen d e H ü lf s sät z e. 

In Folge der bezüglich des Bereiches T gestellten V oraus
setzungen ist es möglich, wie ich in einer in den Monatsberichten der 
Königlich Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 
Jahre 1870 veröffentlichten Abhandlung *) bewiesen habe, die partielle 
Differentialgleichung AU! = 0 für den Bereich T gewissen' vorge
schriebenen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen gemäss zu integriren. 

Insbesondere ergibt sich aus einem in dieser Abhandlung ge
führten Beweise, dass es, wenn mit (x, y), (~, 'YJ) irgend zwei von ein
ander verschiedene Stellen des Bereiches T bezeichnet werden, stets 
eine Function G = G (x, y; ~, 'YJ) der vier Argumente x, y , ~ , 'YJ gibt, 
welche folgende Eigenschaften besitzt: 

1. Als Function der beiden Argumente x, y betrachtet genügt 
die Function G (x, y; ~, 'YJ) der partiellen Differentialgleichung AG = O. 

2. Bei der Annäherung der Stelle (x, y) an die Stelle (~, 'YJ) wird 
die Function G (x, y; ~, 'YJ) in derselben Weise logarithmisch unstetig, 
wie die Function 

*) Ueber die Integration der partiellen Differentialgleichung 

82u 82u 
8x2 + 8y2 = 0 

unter vorgeschriebenen Grenz- nnd Unstetigkeitsbedingungen. Abgedruckt im zweiten 

Bande der vorliegenden Ausgabe. 
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Die Grösse m bezeichnet hierbei eine bestimmte ganze Zahl, welcher, 
wenn die Stelle (~, 'Y/) nicht mit einem Windungspunkte des Bereiches 
T zusammenfällt, der Werth 0, andernfalls, wenn p- die Ordnungszahl 
dieses Windungspunktes bezeichnet, der Werth p- beizulegen ist. 

3. Längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T wird die 
Function G (x, Y i ~, 'Y/) gleich Null. 

In Folge dieser Eigenschaften besitzt die Function G (x, Y ; ~, 'Y/) 
zugleich die Eigenschaft, für alle dem Innern des Bereiches T ange
hörenden Stellen (x, y) nur pOS i t iv e Wel'the anzunehmen und ihren 
Werth nicht zu ändern, wenn die beiden Stellen (x, y) und (~, 'Y/) mit 
einander vertauscht werden. 

Wird nun mit f (~, 'Y/) eine für alle Stellen (~, 'Y/) des BereichesT 
eindeutig erklärte, stetige Function der beiden Argumente (~, 'Y/) be
zeichnet, so ergibt die Formel 

(6.) w = w(x, y) = 2: ffl'(~, 'Y/) G(~, 'Y/i x, y)d~d'Y/, 
T 

wenn die Integration über den Bereich T erstreckt wird, ein parti
culäres Integral der partiellen Differentialgleichung 

(7. ) Aw +f(x, y) = 0, 

welches für alle dem Innern und der Begrenzung des Bereiches T 
angehörenden Stellen eindeutig erklärt ist, stetig bleibt und längs der 
ganzen Begrenzung dieses Bereiches gleich Null wird. Die Ablei-

Bw Bw • d' I d B . h T . ht I" . tungen ax' ay sm 1m nnern es crelC es 111C angs emer 

Linie unstetig. 
Durch die angegebenen Eigenschaften ist dieses particuläre Inte

gral der partiellen Differentialgleichung Llw + ( (x, y) = ° ein d e u t i g 
bestimmt. 

Auf die Beweise dieser Sätze, welche ich für die folgende Unter
suchung als bekannt voraussetze, gehe ich hier nicht näher ein. 

11. 
Voraus s etzung der Existenz eIner für den Bereich T 
den gestellten Bedingungen genügenden Function w, 
welche für keine Stelle dieses Bereiches den Werth 

Null an ni m m t. F 0 I ger u n gen. 

Wenn vorausgesetzt wird, dass für den Bereich Tel n e Function 
w existirt, welche für diesen Bereich im angegebenen Sinne die par-

16* 
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tielle Differentialgleichuug Liw + p . W = 0 befriedigt, und welche so
wohl im Innern, als auch längs der ganzen Begrenzung des Bereiches 
T nur positive, von Null verschiedene Werthe annimmt, so kann ge
schlossen werden wie folgt. 

Es bezeichne Wo = Wo ( x, y) eine für den Bereich T der Diffe
rentialgleichung Liwo = 0 genügende Function, welche längs der 
ganzen Begrenzung dieses Bereiches mit der Function W übereinstimmt. 
Es gibt stets eine' und nur eine einzige solche Function und zwar 
nimmt dieselbe für alle Stellen des Bereiches T nur positive, von 
Null verschiedene Werthe an. 

Die Function W -wo, welche längs der ganzen' Begrenzung des 
Bereiches T den Werth Null hat, genügt für den Bereich T der par
tiellen Differentialgleichung Li (w - wo) + p . w = 0 und nimmt 1m 
Innern dieses Bereiches ebenfalls nur positive Werthe an. 

Der grösste Werth, welchen der Quotient W-Wo innerhalb des 
W 

Bereiches T annimmt, werde mit q bezeichnet. Die Grösse q ist 
kleiner als 1. 

Man denke sich nun für den Bereich T die Functionen W 1 , W 2 , ws, .. " 
wn-17 W", ... deren Anzahl unbegrenzt ist, durch die Bedingung be
stimmt, dass die Function w" der partiellen Differentialgleichung 

(8.) Liw,,+ p. W .. _1 = 0 (n = 1, 2,3 ... 00) 

genügen und längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth 
Null haben soll. 

Aus der Formel (6.) des Art. 10 ergibt sich, wenn 

p(;,'1/)'Wn-l(;''1/) 

an die Stelle von f(;, '1/) gesetzt wird, dass die Function w .. (x, y) im 
Innern des Bereiches T nur positive Werthe annimmt, wenn die 
Function W"_l(~' '1/) dieselbe Eigenschaft besitzt. Da nun die Function 
Wo (~ , '1/) dieser Bedingung entspricht, so nimmt jede der Functionen 
w1 , W2, Ws, ••• W .. , ••• im Innern des Bereiches T nur positive Werthe an. 

Aus dem Systeme von Gleichungen 

Li(w-wo)+p·w = 0 
Li(w-wo-wJ+p'(w-wo) = 0 

(9.) Li (w-wO-W1-W2 ) + p. (w-WO-w1 ) = 0 
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ergibt sich, da jede der Functionen w-WO-wI-,· ·-Wn längs der 
ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth Null annimmt, durch 
wiederholte Anwendung der Formel (6.) des Art. 10, dass jede dieser 
Functionen im Innern des Bereiches T nur positive Werthe annimmt. 

Aus der Beziehung 10 - Wo < qw ergibt sich in Folge der Glei
chungen (9.) unter wiederholter Anwendung der Formel (6.) des 
Art. 10 folgendes System von Ungleichheiten 

(10.) 

10- 100 -101 < q. (10-100 ) 

w-wo -- ZU I -W2 < q. (w-Wo-w l ) 

w-w -zu -. ·-u: <q·(w-w -zu -' '-"lV ) o 1 n 0 1 n-l • 

Für jeden Werth des Index 11 besteht also die Beziehung 

(11. ) 

Hieraus folgt, da die Grösse q k 1 ein er als 1 ist, dass. die aus den 
Functionen wo, W I , w2 ' ' •• gebildete unendliche Reihe 

100+ wI + w2+· .. + wn+· .. in info 

für alle dem Bereiche T angehörenden Stellen (x, y) unbedingt und in 
gleichem Grade convergirt. Die Function 10, deren Existenz voraus
gesetzt wurde, ist die Summe dieser Reihe. 

12. 

Weitere Folgerungen. 

Die Function Wo ist eindeutig bestimmt durch diejenigen Werthe, 
welche die Function 10 längs der Begrenzung des Bereiches T an
nimmt; dasselbe gilt von jeder einzelnen der Functionen Wp 10., ... wn • •• 

Man kann nun die Werthe, welche eine stetige re~lle Function 
Uo = Uo (x, y) der beiden Argumente x, y längs der Begrenzung des 
Bereiches T annehmen soll, willkürlich vorschreiben und die partielle 
Differentialgleichung Liuo = 0 für den Bereich T so integriren, dass 
die Function uo(x, y) dieser vorgeschriebenen Grenzbedingung genügt. 

Wenn mit k der kleinste, mit 9 der grösste unter allen denje-

nigen Werthen bezeichnet wird, welche der Quotient Uo ~x, y~ längs 
. Wo x, y 

der Begrenzung des Bereiches T annimmt, so nimmt auch im Innern 
des Bereiches T von den beiden Functionen u 0 (x, y) - kwo (x, y), 
tto (x, y) - glO 0 (x, y) die erste an keiner Stelle einen negativen, die zweite 
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an keiner Stelle einen positiven Werth an. Denkt man sich nun für 
den Bereich T die Functionen U1 , U2 , us ' .•• U", • •• bestimmt, welche 
aus der Function Uo auf dieselbe Weise hervorgehen, wie die Func
tionen Wn W 2 , W 3 , ••• w" .. aus der Function Wo hervorgegangen sind, 
so ergibt sich, dass im Innern des Bereiches T von den beiden Func
tionen u"-kw,,, u"-gw,, die erste an keiner Stelle einen negativen, die 
zweite an keiner Stelle einen positiven W erth annimmt. 

Hieraus folgt, dass die unendliche Reihe 1to + U 1 + u2+ ... + tt .. + ... 
für alle Stellen des Bereiches T unbedingt und in gleichem Grade 
convergirt. Die Summe dieser Reihe, welche mit U = U ( x, y) be
zeichnet werden soll, ist eine Function, welche in Folge der Gleichung 

(12.) u(x, y)-uo(x, y) = 2~ Ifp(;, 'YJ)u(;, 'YJ) G(;, 'YJi x, y)d;d'YJ 
T 

für den Bereich T der partiellen Differentialgleichung Llu + p . u = 0 
genügt und längs der Begrenzung dieses Bereiches mit der Function 
Uo (x, y) übereinstimmt. 

Hieraus ergibt sich folgender Satz: 
Wenn es eine Function 10 gibt, welche für den betrachteten Be

reich T in dem erklärten Sinne der partiellen Differentialgleichung 
Llw + p . w = 0 genügt und nur positive, von Null verschiedene Werthe 
annimmt, so ist es möglich, diese Differentialgleichung für den be
trachteten Bereich so zu integriren, dass das Integral derselben längs 
der Begrenzung des Bereiches T mit einer beliebig vorgeschriebenen, 
längs dieser Begrenzung stetigen Function übereinstimmt und im 
Innern des Bereiches T den angegebenen Bedingungen genügt. Durch 
die vorgeschriebenen Bedingungen ist dieses particuläre Integral der 
angegebenen partiellen Differentialgleichtmg ein d eu ti g bestimmt. 

13. 
Einführung der Specialisirung Wo = 1. 

Wenn die im Art. 11 gestellte Voraussetzung jetzt wieder fallen 
gelassen und es als noch unentschieden betrachtet wird, ob diese Vor
aussetzung erfüllt ist, so kann man gleichwohl, ausgehend von einer 
beliebig getroffenen Festsetzung über diejenigen Werthe, welche eine 
Function Wo (x, y) längs der Begrenzung des Bereiches T annehmen 
soll, für den betraGhteten Bereich T eine unendliche Reihe von.' :E:unc
tionen wo, WH w2, ••• w" ... bestimmen, welche die Eigenschaft haben, 
dass die Function w" für jeden positiven Werth des Index n längs 
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der ganzen Begrenzung des BereichEls T den Werth Null annimmt 
und der partiellen Differentialgleichung AWn + 1) . U'n_l = ° in dem an
gegebenen Sinne genügt, während Awo = ° ist. 

Die einfachste Annahme, von welcher man ausgehen kann, ist, 
dass der Function Wo längs der ganzen Begrenzung und demzufolge 
auch für das Innere des Bereiches Tein co n s ta nt e r Werth und 
zwar der Werth 1 beigelegt wird. 

Diese Annahme soll der folgenden Untersuchung zu Grunde gelegt 
werden. 

Es wird also angenommen, dass für den betrachteten Bereich T 
eine unendliche Reihe von Functionen wo, 101 , W2 , •.• 10", .. , bestimmt 
sei, welche den Bedingungen 

Wo = 1, Aw1+p·wO = 0, Aw2+p'W1 = 0, .. ·Awn+p·W,,_1 =0"" 

genügen. Mit Ausnahme von Wo ist jede dieser Functionen Wn der 
ferneren Bedingung unterworfen, längs der ganzen Begrenzung des 
Bereiches T den Werth Null anzunehmen. 

14. 

E r k 1 ä I' U n g der G r ö s sen w,,,, n' v'n,,,, W" . 

Unter Zugrundelegung der Annahme, dass die Functionen 
Wo, WI , W2 , ••• tU", . .. die in dem vorhergehenden Art. erklärte Be
deutung haben, sollen, wenn 111, n irgend zwei ganze positive Zahlen 

bezeichnen, einschliesslich der Null, mit w'",n un!1- v'",n die durch die 
Gleichungen 

(13.) W =ffl!W 11' dxdy, V =ffC GW,",-- aWn + GaWm?aWn ) dxdy 
1ll,n 'In n m,n ax ax y y 

T T 

erklärten Grössen bezeichnet werden, wobei die Integrationen über den 
Bereich T zu erstrecken sind. 

Es sollen nun einige zwischen den Werthen dieser bestimmten 
Integrale bestehende Beziehungen hergeleitet werden, welche für die 
folgende Untersuchung von wesentlicher Bedeutung sind; zugleich ist 
der Nachweis zu führen, dass das mit Vm,n bezeiehnete Doppelintegral 
für jede Combinatiou m, n der beiden Indices die Eigenschaft besitzt, 
unbedingt convergent zu sein. 

I. Weil das Doppelintegral 
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nur positive Elemente enthält, so hat jedes Doppelintegral 

f fp~OW"-l dxdy, 
T' 

bei welchem die Integration über einen T h e i1 T' des Gebietes T er
streckt wird, einen endlichen Werth, welcher kleiner als Wo,"-l ist. 

In Folge der Gleichungen p. W .. _ 1 = -L1w" , Wo = 1 geht das 
Doppelintegral 

m ein einfaches, längs der Randlinie (T') des Bereiches T' zu er

streckendes Int~gral über, nämlich in das Integral f ~:.. dl, wenn 
(T') 

dl die Länge eines Elementes dieser Randlinie, a;; den Werth der in 

der Richtung der Normale zu dem Randelemente dl genommenen par
tiellen Ableitung der Function w.. bezeichnet. Als positive Richtung 
dieser Normale wird hierbei diejenige fixirt, welche von dem betrach
teten Randelemente zu inneren Punkten des Bereiches T' führt. 

Das Integral.! aa:" dl hat hiernach stets einen endlichen, den 
(T') 

Werth der Grösse Wo n-1 nicht übertreffenden Werth. , 
Der getroffenen Festsetzung zufolge ist der Bereich T' eIn 

T heil des Bereiches T. Die Wahl des Bereiches T' ist einzig der 

Beschränkung unterworfen, dass die Grösse aa:" trir jeden Punkt 

der Begrenzung desselben einen endlichen bestimmten Werth haben muss. 
In dem Folgenden wird der Bereich T' der Bedingung gemäss 

gewählt werden, dass die Gesammtheit der dem Innern dieses Be
reiches angehörenden Stellen (x, y) übereinstimmt mit der Gesammt
heit derjenigen Stellen (x, y), für welche der Werth einer der er
klärten Functionen w .. (x, y) grösser ist, als eine von Null verschiedene 
positive, hinsichtlich ihrer Kleinheit keiner Beschränkung unterlie
gende Grösse C ... 

Ist insbesondere die Function p (x, y) eine an al y t i s c h e Function 
ihrer beiden Argumente, so ist auch die Gleichung der Begrenzungs
linie des auf die angegebene Weise erklärten Bereiches, w .. (x, y) = E .. , 

eine analytische Linie von endlicher Länge, welche, wenn einzelne 
Werthe der Grösse E.. ausgeschlossen werden, die Eigenschaft besitzt, 

dass für jeden Punkt derselben die Grösse a~ einen endlichen be

stimmten Werth hat. 
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H. Wird dem Index m der Werth n beigelegt und das Gebiet 
T' durch die Bedingung w" (x, y) > Sn erklärt, so ergibt sich die 
Gleichung 

Jw ~dl+ff[(~ '{ +(j!~ \2JdXd. 
n ov ox ) oy ) y 

(T') T' 

Da das Randintegral , dessen Werth Sn.! ~t:n dl nicht grösser ist als 
(T') 

Sn WO,.-ll für lim c. = 0 ebenfalls den Grenzwerth Null hat, so ergibt 
sich, weil beim U ebergange zur Grenze S" = 0 der Bereich T' in 
den Bereich T übergeht, die Gleichung 

Durch die vorstehende Gleichung ist zugleich der Nachweis er
bracht, dass das mit V;"n bezeichnete bestimmte Integral, dessen Ele
mente sämmtlich positiv sind, die Eigenschaft besitzt, unbedingt con
vergent zu sein. 

Aus der unbedingten Convergenz der beiden , der getroffenen 
Festsetzung zufolge mit V;", '" und V;"" zu bezeichnenden bestimmten 
Integrale ergibt sich als Folge der Beziehungen 

dass das mit V;",,, bezeichnete bestimmte Integral die Eigenschaft, 
unbedingt convergent zu sein, ebenfalls besitzt. 

UI. Wenn unter Beibehaltung der im Vorhergehenden unter U. 
angegebenen Erklärung des Bereiches T' für p. Wm der Ausdruck 
-dWm+1 gesetzt wird, so ergibt sich 

=fw oWm±~ dl +ffC oWm~ _?Wn _ + oWm+! OW,.) dxdy 
n ov OX ox oy oy . 

(T') ')." 
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Da der Werth des Randintegrals 

f oWm+l dl 
W. OV ' 

(T') 

welcher nicht grösser als E. Wo, ... ist, für lim E .. = 0 ebenfalls den 
Grenzwerth Null besitzt, so ergibt .sich, weil für lim En = 0 der Be
reich T' in den Bereich T übergeht, die Gleichung 

(15.) 

Den Erklärungen der Grössen W""n' Vm, ... zufolge ändert keine 
dieser beiden Grössen bei der Vertauschung beider Indices ihren 
Werth, es besteht daher die Gleichung 

(16.) 

Andererseits hat in Folge der Gleichung (15.) auch die Grösse 
-w..-l,m+t den Werth Vn,m+t' Hieraus ergibt sich die Gleichung 

(17.) 

Durch Wiederholung der Schlussweise , welche von der Grösse 
W .. ,n zu der Grösse Wm+t,n-l geführt hat, ergibt sich die Gleichung 

Wird nun die Grösse Wm+n,o zur Abkürzung mit -w:.+n bezeichnet, 
so ergibt sich 

(19.) 

Es bestehen also für jeden ganzzahligen Werth von k, welcher 
kleiner ist als n, die Gleichungen 

!f(OW, ow,,_ + oWl OW,,) dx d = 
ox OX oy oy y 

T 
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15. 

Einführung der Constante c. 

Der bekannte Satz, dass die Discriminante einer d e fi ni te n 
binären quadratischen Form stets einen pos i t iv e n von Null ver
schiedenen Werth besitzt, kann dazu angewendet werden, um eine 
Beziehung zwischen den absoluten Beträgen der über denselben Be
reich T auszudehnenden drei Doppelintegrale 

herzuleiten, eine Beziehung, deren Kenntniss für die folgende Unter
suchung von Wichtigkeit ist. 

Die Grössen rp, X bedeuten zwei reelle, für alle Stellen (x, y) des 
Bereiches T eindeutig erklärte Functionen der beiden Argumente x, y, 
welche die Eigenschaft haben, erstens, dass die über den Bereich T 
ausgedehnten Doppelintegrale A, B, C unbedingt convergent sind, 
zweitens, dass der Quotient der beiden Functionen rp und X nicht einer 
Constanten gleich ist. 

Unter den angegebenen Voraussetzungen ist die binäre quadra
tische Form 

eine d e fi n i t e, weil das Doppelintegral, dessen Werth mit dem Werthe 
der quadratischen Form iibereinstimmt, für kein von dem Werthe
paare a = 0, ß = 0 verschiedenes Paar reeller Werthe der Grössen 
a, ß gleich Null wird. Hieraus ergibt sich also die Beziehung 

(21. ) AC-B2 >0 oder IBI<YA·YC. 
Wenn rp = Yii· W n , X = yp. wn+1 gesetzt wird, so erhalten 

A , B, C beziehlich die W erthe ~,,' ~n+1' W 2n+2' Es besteht dem
nach zwischen diesen drei Grössen die Beziehung 

(22.) 

Durch eine ganz analoge Schluss weise ergibt sich aus der Gleichung 

J J[(acaw,,:XßWn+J)2 + (a Caw,,;/w .. +1))2]aXdy -
T 
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die Beziehung 

(23.) 

Durch Verbindung der beiden Beziehungen (22.) und (23.) er
gibt sich 

(24.) W 1 < W ~ < Ws < ... < Wn < Wn+! < ... 
Wo . W, W 2 W n_ 1 Wn 

Wird nun der Werth des Quotienten ;n mit C. bezeichnet, so 
0-1 

wird jedem den angegebenen Bedingungen genügenden Bereiche T 
eine unbegrenzte Anzahl beständig zunehmender Constanten Cl' C2 , Ca, 

••• Cn , • •• zugeordnet. 
Die 0 b e re G ren z e dieser constanten Grössen, eine für den be

trachteten Bereich T in Bezug auf die zu Grunde gelegte positive 
Function p charakteristische Constante, möge mit C bezeichnet werden. 

Dass die Grössen CI) C2 , Cs' ••• Cn' ••• eine bestimmte endliche obere 
Grenze besitzen, kann folgendermassen bewiesen werden. 

Es bezeichne 9 den g r ö s s te n unter allen denjenigen Werthen, 
welche die Function 101 innerhalb des Bereiches T annimmt. Unter 
dieser Voraussetzung erlangt keine der Functionen 

101- g1O<), w2-gwll ••• 1On-gw._1 , ••• 

im Innern des Bereiches T einen positiven Werth, mithin haben die 
Grössen 

W2n-gW2n-1 = ! jP1O,JWn-gwn_l ) dxdy, 
T 

vV2n+!-gWzn =! !P1On+!(W, .. -gwn_,)dXdy, 
T 

negative \V ert~e, folglich ist jede der beiden Grössen C2n , CMl kleiner 
als die Grösse g. Hieraus ergibt sich aber, dass die obere Grenze C 

der Constanten Cl' C2 , cs , ... Cn , ••• einen endlichen Werth besitzt. 

16. 

Einführung der Grösse Q. 

Aus der im vorhergehenden Art. abgeleiteten Beziehung zwischen 
den Werthen der mit A, B, C bezeichneten drei Doppelintegrale er
gibt sich, wenn 

cP = P (x, y) Wn:;, (x, y \ X = G (x, y; ~,'17) 
V Wz" 
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gesetzt, und der grösste Werth der Function p (x, y) mi~ P, der grösste 
Werth, den das Doppelintegral 

f f G2 (x, y; g, 'I}) dxdy 
T 

annehmen kann, mit .Q, bezeichnet wird, dass die durch die Gleichung 

W\i;'I}) = iTtf fp(x,y)Wn:;l~,llG(x,y;~,'I})dXdY 
h T V • 

bestimmte Grösse W nC~, 'I}) stets kleiner ist als die Grösse 
V~n 

mithin für alle Werthe des Index n kleiner ist als die Grösse 

-21 VP.Q" welche mit Q bezeichnet werden möge. TtC1 

Bezeichnet R den grössten unter allen denjenigen Werthen, welche 

die Grösse Q = V(x"':~y+ (y-'I}Y unter der Voranssetzung annimmt, 
dass jede Stelle (x, y) des Bereiches T mit jeder anderen Stelle (~, 'I}) 
dieses Bereiches combinirt wird, und wird mit i1' die Zahl der Blätter 
derjenigen R i e man n schen Fläche bezeichnet, welche den Bereich T 
geometrisch darstellt, so ergibt sich 

R G(x, y; ~,'I}) < log-, I! .• JI!=RJ~=2n CR) 
.Q, < i1' log2 Q QdQdfi, 

I!=o ~=O 

.Q, < t !L R2 Tt. 

17. 

Untersuchung der Convergenz der Reihe wO+W1+W2+'" 

Al~S der in dem vorhergehenden Art. bewiesenen Eigenschaft der 

Grösse -~ /w.. ,für keinen Werth des Index n die Grösse Q zu über
V W 2n 

schreiten, ergibt sich, dass die Reihe 

(25.) w=w(x, y; t) = wO+w1(x,y)t+w2 (x, y)t2 + ... wn(x,yW+ '" ininf. 

für alle Werthe der Grösse t, deren absoluter Betrag kleiner ist als 

~, . unbedingt und zugleich für alle dem Bereiche Tangehörende c 
Stellen (x, y) in gleichem Grade convergirt. 

Die Richtigkeit dieses Satzes folgt aus dem Umstande ~ dass die 
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einzelnen Glieder der angegebenen Reihe (25.) dem absoluten Betrage 
nach beziehlich kleiner sind als die Glieder der Reihe 

während der Quotient zweier auf einander folgenden Glieder dieser 

letzteren gleich "1('2"-1 C2n ' t ist, der Grenzwerth dieses Quotienten für 
lim 11 = 00 also den Werth c· t hat. 

Mitteist der Formel (6.) des Art. 10 ergibt sich, wenn an die 
Stelle der Function t'(~,'I]) der Ausdruck tp(~,'I])w(~,'I]; t) gesetzt 
wird, dass die Function w = w (x , y; t) für alle Werthe der Grösse 

t, welche kleiner als ~ sind, in dem früher angegebenen Sinne die 

partielle Differentialgleichung Llw + t P . w = 0 befriedigt. 
Hieraus folgt, dass, wenn die Grösse c k 1 ein e r als 1 ist, die 

im Art. 9 aufgestellte Frage in bejahendem Sinne zu beantworten ist, 
weil in diesem Falle der Grösse t der Werth 1 beigelegt werden kann. 

18. 

Untersuchung der Convergenz ell1lger unendlicher 
Pro duct e. 

Aus der im Art. 16 bewiesenen Eigenschaft der Grösse w .. 
V~n' 

für jeden Werth des Index n kleiner zu bleiben, als eine bestimmte 
endliche Grösse Q, ergibt sich ferner, wenn in der Gleichung 

der eine der beiden Factoren ,/ w.. des unter dem Integralzeichen 
V~n 

stehenden Ausdruckes durch Q ersetzt wird, dass die Beziehung besteht 

J Jp .;w" Qdxdy> 1. 
T V W2n 

Hieraus folgt, dass die Grösse 

W n _ J J P w" dx dy 
VW2n T VW2" 

für jeden W erth des Index n grösser ist als die Grösse ~, und dass 

die Grösse :! für jeden Werth des Index n grösser ist als Q12 • 

2" 
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Da die Grösse -~~ den Werth 
~n 

besitzt, welcher beständig abnimmt, wenn der Index n zunimmt, und 
da diese Grösse beständig grösser ist als die von dem Werthe des 

Index n nicht abhängende Grösse Q12 , so besitzt die Grösse --tP für 
2. 

lim n = 00 einen bestimmten endlichen von Null verschiedenen Grenz-
werth, mit anderen Worten, das unendliche Product 

dessen Factoren sämmtlich kleiner sind als die Einheit, ist unbedingt 
convergent. 

Hieraus folgt unter Berücksichtigung der Beziehung 

c2 C __ n_<_n <1, 
C2n- 1 C21t C2n 

dass auch das unendliche Prodnct TI" (;n ) unbedingt convergent ist. 
2n 

Die Factoren des letzteren unendlichen Productes können nun in 
der Weise in unendlich viele Gruppen von je unendlich vielen Fac
toren zusammengefasst werden, 

~.~.~.~.~ ... 
c2 c4 c8 C'6 C32 

Ca C6 Cu C24 x--·--·-·--.· . 
C6 C'2 C24 C48 

x~.~. C20 ••• 

c'o C20 C'O 

C7 C14 x-·-··· 
C14 C28 

dass sich die Gleichung 

ergibt. Es ist also auch das unendliche Product 

TI (C 2n- 1 ) 
n c 
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unbedingt convergent; folglich besitzt, da 

C2n-l_<~ < 1 
c c 

ist, das unendliche Product TI (C 2n ') dieselbe Eigenschaft. 
" C / 

Hieraus ergibt sich aber die unbedingte Convergenz des unend-
lichen Productes 

19. 

Einführung der Functionen iV" und der Grössen ID3m • 

Der Fall c = 1. 

Wenn die Functionen itln und die Grössen ID3m durch die Gleichungen 
W n cn itln , w,. = cm ID3m erklärt werden, so bestehen die Gleichungen 

1 
Llitl"+-p·itln_ 1 = 0, c 

In Folg~ der unbedingten Convergenz des unendlichen Productes 

TI (Sc) nähert sich der Werth der Grösse ID3m für unbegrenzt wach-
" c 

sende Werthe des Index m beständig abnehmend einem bestimmten 
von Null verschiedenen 
werden soll. 

Grenzwerthe, welcher mit )ill bezeichnet 

Es ergibt sich 

f fp· itlndxdy = ID3", f fp· itlm itl. dx dy - ID3m+n' itln< Q VID32n • 

T T 

Aus der Gleichung 

f fp (itl"- W"H)2 dx dy = ID32n - 2ID32"H+ ID32n+2k 

T 

wird zunächst gefolgert, dass der Werth des auf der linken Seite 
dieser Gleichung stehenden Doppelintegrales für jeden beliebig grossen 
positiven ganzzahligen Werth der Grösse k unendlich klein wird für 
unendlich grosse Werthe des Index n. Folglich wird auch das 
Doppelintegral 

f./P2 (itln -itln+kY dxdy, 
T 
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dessen Werth kleiner ist als P(~2n-2~2nH+~2n+2k) = (>n' für un
endlich grosse Werthe des Index n unendlich klein. Hieraus ergibt 
sich als eine Folge der Gleichung 

tun+1 (x, y)-tunH+I (x, y) 

= 2~C! !p(;,'Y/)[tun(;,'Y/)-tuftH(;,rJ)]G(;,'Y/; x,y)d;d'Y/ 
T 

bei Anwendung des im Art. 15 bewiesenen Hülfssatzes, dass 

Also wird der absolute Betrag der Differenz 
tu .. +1 (x, y)-tu .. H+I(x, y), 

wenn k eine beliebig grosse positive ganze Zahl bezeichnet, für un
endlich grosse Werthe des Index n für alle dem Bereiche T ange
hörenden Stellen (x, y) in gleichem Grade unendlich klein. 

Hieraus ergibt sich aber, dass die Functionen tu .. (x, y) für unend
lich grosse Werthe des Index n gegen eine bestimmte Grenzfunction 
convergiren, welche mit tu = tu (x, y) bezeichnet werden soll. 

Diese Grenzfunction tu genügt in dem früher angegebenen Sinne 

für den Bereich T der partiellen Differentialgleichung L1tu + 1.p . tu = 0 
C 

und nimmt längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T den Werth 
Null an. 

Es ist hiermit der Satz bewiesen: Wenn die bei Zugrundelegung 
der Function p für den betrachteten Bereich T sich ergebende Con
stante eden Werth 1 besitzt, so gibt es stets eine Function tu, welche 
für den Bereich T der partiellen Differentialgleichung Li tu + P . tu = 0 
genügt, welche längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T den 
Werth Null, im Innern desselben aber nur positive Werthe annimmt. 

20. 

Die Constante 1. als Minimum. Folgerungen. 
c 

Es bezeichne u = u (x, y) eine stetige, für alle dem Bereiche T 
angehörenden Stellen (x, y) eindeutig erklärte Function der beiden 
Argumente x, y, welche, ohne beständig gleich Null zu sein, längs der 
ganzen Begrenzung des betrachteten Bereiches den Werth Null an
nimmt und für welche das über den Bereich Tausgedehnte Doppel
integral 

Schwarz, Gesammelt. Abhandlungen.!. 17 
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J J [ (~: 'j + (~; )2 ] dx dy 
T. 

eine bestimmte Bedeutung hat. 
Wenn die Werthe der beiden Doppelintegrale 

zur Abkürzung beziehlich mit Jo(u) und JJu) bezeichnet werden und 
mit w, unter der Voraussetzung, dass der Grösse t ein positiver Werth 

beigelegt wird, welcher kleiner ist als ~, die im Art. 17 (25.) er-
c 

klärte Function w ( x , y; t) bezeichnet wird, so besteht die Gleichung 

welche sich aus der Identität 

(27.) ( au)2 (au)2 t 2 (au u .aW)2 (au u aW)2 - + - - pu = ---- + ---- + ax ay ax w OX ay w iJy 
a (U2 aw) a (UD aw) u2 +- -- +- -- --(Llw+tpw) OX w ax ay w ay w 

durch Integration ergibt. 

Der Gleichung (26.) zufolge ist der Werth des Quotienten ~:~:~ 
für jede den angegebenen Bedingungen genügende Function u grösser 
als die Grösse t. Hieraus ergibt sich zunächst der Satz: Unter den-

jenigen Werthen, welche der Quotient ~: ~: j unter den angegebenen 

Bedingungen annehmen kann, gibt es keinen Werth, welcher kleiner 

als ~ ist. c 
Bezeichnetw = W(x, y) die im Art. 19 erklärte Function, so er-

gibt sich in Folge der Identität 

(28.) (~)2 + (~)2 _ ~PW2 = 
OX oy c • 

~(w~)+~(w~)-w(L1w+~pw) OX OX iJy ay c 

durch ein Verfahren, welches dem im Art. 14 dargelegten Schluss
verfahren analog ist, die Gleichung 
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1 
JtCIV) -- Jo (IV) = O. c 

Hieraus folgt: Der Werth der Grösse ~ ist der k lei n s t e unter 

denjenigen Werthen, welche der QuotientC ~;~:j unter den angege

benen Bedingungen annehmen kann. 
Bei gewissen auf den betrachteten Bereich T sich beziehenden 

Problemen der Variationsrechnung führt die Untersuchung der in Be
tracht kommenden zweiten Variation zu der Frage, ob ein über diesen 
Bereich auszudehnendes Doppelintegral 

für alle, den angegebenen Bedingungen genügenden Functionen u nur 
positive Werthe annimmt, oder ob es auch solche Functionen u gibt, 
für welche dieses Integral den Werth Null oder negative Werthe 
annimmt. 

Diese Frage kann, wenn die Function p den im Art. 9 angege
benen Bedingungen genügt, nach dem Ergebnisse der vorstehenden 
Untersuchung wie folgt beantwortet werden. 

I. Wenn die bei Zugrundelegung der Function p für den be
trachteten Bereich sich ergebende Constante c k lei n e r ist als 1, so 
nimmt das Doppelintegral J(u) für alle Functionen, welche den an
gegebenen Bedingungen genügen, pos i t iv e Werthe an. 

II. Wenn diese Constante den Werth 1 besitzt, so nimmt das 
Doppelintegral J (u) ausser positiven Werthen auch den Werth Nu 11, 
aber keinen negativen Werth an. 

II!. Wenn die Constante c g r ö s s e r als 1 ist, so nimmt das 
Doppelintegral J(u) ausser positiven Werthen und dem Werthe Null 
auch negative Werthe an. 

Es bezeichne v = v (x, y) ein für alle Stellen (x, y) des Bereiches 
T eindeutig erklärtes, den im Art. 9 angegebenen Bedingungen ge
nügendes particuläres Integral der partiellen Differentialgleichung 
Llv+p'v = O. 

Bezeichnet E eine reelle Constante, so ergibt sich 

J(v + EU)-J(V) = E2 J(U). 

Hieraus folgt, dass die Grösse J(v) kleiner ist als jede der Grössen 
J(v + EU), wenn c < 1 ist. Ist c = 1, so besteht für alle Werthe von 
E die Gleichung J(v +ew) = J(v). Ist endlich c> 1, so gibt es unter 

17* 
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den Werthen, welche die Grösse J (v + cu) annehmen kann, sowohl 
solche, welche grösser sind als J(v), als auch solche, die kleiner sind 
als J(v). 

21. 

Stetige Aenderung des Werthes der Constante e 
bei stetiger Verkleinerung des Bereiches T. 

Mit T und T' mögen zwei den angegebenen Bedingungen genü
gende Bereiche bezeichnet werden, welche zu einander in der Bezie
hung stehen, dass der Bereich T den Bereich T' als T h eil enthält. 
Derjenige Bereich, welcher sich ergibt, wenn aus dem Bereiche T alle 
Stellen ausgeschieden werden, welche dem Innern des Bereiches T' 
angehören, möge mit T", die den beiden Bereichen T' und T" gemein
same Begrenzungslinie möge mit (T') bezeichnet werden. 

Es seien e und e' die unter Zugrundelegung der Function p für 
. die beiden Bereiche T und T' sich ergebenden charakteristischen Con
stanten. 

Bezeichnet tJ = IJ (x, y) eine Function, welche für den Bereich T' 
dieselbe Bedeutung hat, wie nach dem Inhalte des Art. 19 die Func
tion ttJ für den Bereich T, und wird festgesetzt, dass der Function 
IJ (x, y) für die dem Bereiche T" angehörenden Stellen (x, y) der Werth 
Null beigelegt werden soll, so ergibt sich die Gleichung 

ff( olJ OU olJ OU 1) 2 [ 1 ] = 2c --+---,-plJu dxdy+c J(u)--J(u) OX ox oy oy e 1 e' 0 , 

T' 

in welcher die Function u die im Art. 20 erklärte Bedeutung hat. 
Bezeichnet jetzt dl die Länge eines Elementes der den Bereichen 

T' und T" gemeinsamen Begrenzungslinie (T'), ~~ die in der Rich

tung der Normale dieses Elementes genommene partielle Ableitung, 
wobei diejenige Richtung dieser Normale als positiv betraehtet wird, 
welche in das In n e r e des Bereiches T' führt, so ergibt sich 

1 JOIJ [ 1 ] (29.) J1(IJ+cu)-7Jo(lJ+cu) = -2c ua;dl+c2 J1(u)-crJo(u) . 
(T') 

Die Function u kann, weil die partielle Ableitung ~~ weder 

längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T', noch längs eines 
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Theiles derselben den Werth Null annimmt, stets so gewählt werden, 

dass das IntegralJ u ~~ dl einen von Null verschiedenen Werth erhält. 
(T') 

Hieraus ergibt sich, dass die Grösse 
1 

J1 (\.1 + cu)---,- Jo (\.1 + cu) c 

bei passender Wahl der Grösse c und der Function u auch ne g a

tive Werthe annimmt; der Quotient ~:~~!::~ nimmt demnach auch 

solche Werthe an, die k lei n e I' sind als die Grösse 1;-; also ist die 

G " 1 kl' I d' G" 1 'th' "c 1 I rosse - emer a s 1e rosse -', m1 m e grosser ase. 
C C 

Hieraus folgt: wenn der Bereich T' ein T h eil des Bereiches T 
ist, so ist die unter Zugrundelegung der betrachteten Function p für 
den Bereich T' sich ergebende Constante c' k lei n e r als die unter 
Zugrundelegung dieser Function für den Bereich T sich ergebende 
Constante c. 

Es soll nun bewiesen werden, dass bei einer stetigen Verkleine
rung des Bereiches T der Werth der Constante c sich ebenfalls stetig 
ändert. 

Für den Bereich T denke man sich die im Art. 19 erklärte 

Function \tl = \tl (x, y) bestimmt, welche, wenn die Grösse ~ mit t c 
bezeichnet wird, im angegebenen Sinne der partiellen Differential-
gleichung dlU + tp· \tl = 0 genügt und längs der ganzen Begrenzung 
des Bereiches T den Werth Null annimmt. Es werde nun, wenn c 
eine von Null verschiedene positive Grösse bezeichnet, deren Kleinheit 
keiner Beschränkung unterliegt, derjenige Theil des Bereiches T, für 
welchen Iu (x, y) > c ist, mit T' bezeichnet. Dieselbe Bedeutung, welche 
die Functionen w" = 10" (x, y) und die Grössen W", r,,,, c für den Be
reich T besitzen, möge den Functionen v" = v,,(x, y) und den Grössen 
V"' <, c' für den Bereich T' zukommen. 

Für alle dem Bereiche T' angehörenden Stellen (x, y) gilt, da die 
Function \tl fUr keine dieser Stellen den Werth Null annimmt, dem 
Inhalte des Art. 17 zufolge die Gleichung 

\tl = c(vO+VJ+V2t2+vstS+ ... ), 

aus welcher sich durch Integration ergibt 

J !P\tldXdy = C(VO+V1t+V2t2+V3t3+".)-
T' 

= c V (1+ e't + Cf ef t2+ Cf Cf cf t3+ ... ) o 1 12 123 • 
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W enn ~' den Werth des Doppelintegrals auf der linken Seite 
dieser Gleichung bezeichnet, so ergibt sich, weil jede der Grössen < 
kleiner als c' und die Grösse c' t = ~ kleiner als 1 ist, c 

~'(c-c') < E~C. 

Da lim~' für lim E = 0 von Null verschieden ist, so folgt, dass 
die Grösse c - c' für unendlich kleine Werthe von E ebenfalls unend-
1ich klein wird. 

Bezeichnet nun T* einen beliebigen Bereich, welcher den Bereich 
T' als Theil enthält und selbst wieder ein Theil des Bereiches T ist, 
und bezeichnet c* den Werth der diesem Bereiche in Bezug auf die 
Function p entsprechenden charakteristischen Constante, so ergibt 
sich aus zweimaliger Anwendung des zu Anfang dieses Art. bewie
senen Satzes, dass zwischen den Werthen der drei Constanten c', c*, c 
die Beziehung c' < c* < c besteht. 

Hiermit ist der Satz bewiesen: 
Bei jeder stetigen Verkleinerung des Bereiches T ändert sich der 

Werth der diesem Bereiche in Bezug auf die Function p entsprechenden 
charakteristischen Constante c ebenfalls stetig. 

22. 

Anwendung auf den Fall p 
8 

(1+ x2+ y2)2' 

Wenn die Function p durch die Gleichung p = -(1 ~~)2 be+x +y 
stimmt und x + yi = S, x- yi = SI' W = 1/1 gesetzt wird, so geht 
die partielle Differentialgleichung Llw + p . w = 0 über in 

a2 1/1 21/1 
as aSI + (1 + SSI )2 = 0, 

deren allgemeines Integral, wenn mit G(s) , GI (SI) zwei Functionen 
der bei den complexen Grössen s, SI bezeichnet werden, durch die 
Gleichung 

gegeben wird. 
Wird die Bedingung gestellt, dass jedem Paare conjugirter 

Werthe s, SI ein reeller Werth der Grösse t/J entsprechen soll, so muss 
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die ]'unction GI (SI) mit der zu der Function G (s) gehörenden conju
girten Function des conjugirten complexen Argumentes übereinstimmen. 

Die Form der betrachteten partiellen Differentialgleichung bleibt 
ungeändert, wenn auf dieselbe die gleichzeitigen Substitutionen 

as'-b 
S = b1s'+ a1 ' 

angewendet werden. Hierbei bezeichnen s', s~ zwei complexe ver
änderliche, a, a1 , b, b1 vier reelle oder complexe constante Grössen, 
welche letzteren der Bedingung unterworfen sind, dass die aus den
selben gebildete Grösse aa1+ bb, nicht gleich Null sein darf. Damit 
jedem Paare conjugirter Werthe der Grössen s, SI ein Paar conju
girter Werthe der Grössen s', s: entspreche, sind den Grössen a, a1 ; 

b, b1 zwei Paare conjugirter Werthe beizulegen. 
Durch die Gleichungen 

wird ein eindeutiges Entsprechen zwischen den Punkten der x y-Ebene 
und den Punkten der Kugelfläche X 2+Y2+Z2 = 1 vermittelt. Es 
entspricht daher jedem der betrachteten Bereiche T ein gewisser 
sp härischer Bereich, welcher das s p h ä I' i sc heB i I d desselben ge
nannt werden kann. 

Durch die angegebenen Substitutionen wird in Folge der Gleichung 

dX2+ dY2 dZ2 = j:dsds 1 = --.!ds'ds: 
+ (SSI+1Y (s's~ +1)2 

nur die Lage, nicht die Gestalt dieses sphärischen Bildes verändert. 
Der Gesammtheit aller gleichzeitigen Substitutionen (s, s'), (sn s:) 

entspricht unter den bezüglich der Grössen a, all b, b1 gestellten Be
dingungen die Gesammtheit aller D reh u n gen der Kugelfläche 
X 2+ Y2+Z2 = 1. 

Bei Zugrundelegung der im Vorstehenden bezüglich der Function 
p gemachten Annahme ist es daher möglich, von der über der xy
Ebene ausgebreiteten R i e man n schen Fläche, durch welche der Be
reich T geometrisch dargestellt wird, zu dem sphärischen Bilde der
selben überzugehen und die Ergebnisse der im Vorhergehenden ange
stellten Untersuchungen, insbesondere die aus dem Werthe der Grösse 
c zu ziehen den Schlussfolgerungen auf das sphärische Bild zu über
tragen. 



264 Ueber ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts 

Durch Einführung der Grössen S, SI als unabhängiger Variablen 
erhält die partielle Differentialgleichung der Kugelfunctionen nten 

Ranges die Gestalt 

a2 X" + n(n+l) X" _ 0 
asas1 (1+ SSI)2 - . 

Hieraus folgt, dass jede der partiellen Differentialgleichung 

~+~-=O 
as aSI (1+ SSI)2 

geni:igende Function eine Ku ge lfu n ct ion er s t e n Ra n g 'e s ist. 
Durch Specialisirung der Function G (s) kann man unendlich viele 

specielle sphärische Bereiche erhalten, von welchen jeder einzelne so 
beschaffen ist, dass eine bestimmte Kugelfunction ersten Ranges für 
diesen Bereich den im Art. 8 unter H. angegebenen Bedingungen 
geni:igt. 

Bei Zugrundelegung der Function p = -(1 ~~)2 hat die Con+x+y 
stante c fär alle diese Bereiche den Werth 1. 

. l_x2 _ y2 

Wenn G(s) = t S gesetzt wird, so ergibt sICh 1jJ = -1 ---z+~. +x y 
Dem Bereiche 1jJ > 0 entspricht in diesem Falle die Fläche einer 

Halbkugel. 
Nach dem Inhalte des Art. 21 folgt hieraus, dass für jeden Be

reich T', dessen sphärisches Bild ein T heil einer Halbkugelfläche 
ist, der Werth der charakteristischen Constante c' kleiner als 1 ist. 

Wenn der Werth der unter Zugrundelegung der Function 

p = -(1 ~~)2 fi:ir einen Bereich T sich ergebenden Constante c +x +y 
grösser als 1 ist, so ist es auf unendlich mannigfaltige Weise mög-
lich, einen Theil T' dieses Bereiches so abzugrenzen, dass das sphä
rische Bild desselben ein Theil einer Halbkugelfläche ist, dass also 
die dem abgegrenzten Bereiche T' entsprechende charakteristische 
Constante c' kleiner als 1 ist. 

Ebenso ist es auf unendlich mannigfaltige Weise möglich, eine 
von einem Parameter abhängende, die beiden Bereiche T und T' ent
haltende Sc haar von Bereichen zu construiren, so dass fi:ir je zwei 
unendlich benachbarte Bereiche dieser Schaar die Voraussetzungen des 
im vorhergehenden Art. bewiesenen Lehrsatzes erfi:illt sind. 

Bezeichnet T* einen beliebigen Bereich dieser Schaar und c* die 

diesem Bereiche in Bezug auf die Function p = (1 + x~ + y2 Y ent-
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sprechende Constante, so folgt, dass die Grösse e* j e den zwischen 
e' und e liegenden Werth annimmt. 

Es ist also der Satz bewiesen: Wenn die bei Zugrundelegung der 

Function p = -(1 ~~)2 für einen bestimmten Bereich T sich er-
+x+y 

gebende charakteristische Constante e grösser als 1 ist, so ist es auf 
unendlich mannigfaltige Weise möglich, von diesem Bereiche einen 
Theilbereich T* abzugrenzen, für welchen die unter Zugrundelegung 
derselben Function p sich ergebende Constante e* den Werth 1 besitzt. 

In Hinblick auf den im Art. 19 bewiesenen Lehrsatz ist somit 
der Nachweis geliefert, dass die im Art. 8 betrachteten drei Fälle 
die Gesammtheit aller Fälle erschöpfen, welche in Bezug auf die Ent
scheidung der gestellten Frage eintreten können. 

SchI uss. 

Einige den Grenzfall betreffende Bemerkungen. 

23. 

Den Bedingungen des Grenzfalles entsprechende Mi
nimalflächenstücke, für welche die Eigenschaft des 
Minimums im gewö hnlichen Sinne zu be stehen aufhö rt. 
Verallgemeinerung des von Herrn Lindelöf zuerst unter-

suchten speciellen Falles. 

Wenn für ein Minimalflächenstück M der im Art. 8 unter II. an
geführte Grenzfall eintritt, so kann die Frage aufgeworfen werden, 
ob, beziehungsweise in welchem Sinne für dieses Flächenstück unter 
der Voraussetzung, dass die Begrenzungslinie desselben unverändert 
gelassen wird, ein Minimum des Flächeninhalts eintritt. 

Zur Beantwortung dieser Frage kann man sich der Gleichung 
(5.) des Art. 2 und der Formeln des Art. 7 bedienen. 

Unter Wiederaufhebung der Bedingung, dass die Function 1/J auch 
längs der ganzen Begrenzung des Bereiches T nur von Null verschie
dene Werthe annehmen soll, möge in den Formeln des Art. 7 für die 
Function 1/J das den Bedingungen des erwähnten Greuzfalles genügende 
particuläre Integral der partiellen Differentialgleichung 

a2 1/J a2 1/J 81/J 
a~2 + a'YJ2 + (1+~2+'YJ2Y = 0 
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gesetzt werden. Die Veränderlichkeit der Grössen ~,'I'] werde auf den 
Bereich T, die Veränderlichkeit' des Parameters 15 auf solche Werthe 
beschränkt, deren absoluter Betrag eine gewisse von Null verschiedene 
positive Grösse s' nicht überschreitet. 

Für jeden hinreichend kleinen Werth der Grösse 15' stellen unter 
den angegebenen Voraussetzungen die Gleichungen 

x' = X+Ed'X, y' = Y+Ed'y, z' = Z+Ed'Z, 

wenn x', y', z' die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes bedeuten, 
eine Schaar von l\Enimalflächenstücken dar, welche so beschaffen ist, 
dass für je zwei unendlich benachbarte Minimalflächenstücke dieser 
Schaar die im Art. 1 angegebenen Bedingungen erfüllt sind. 

Die Gesammtheit derjenigen Tangentialebenen des Minimalflächen
stückes M, deren Berührungspunkte der Randlinie dieses Flächen
stückes angehören, umhüllt allgemein zu reden eine gewisse a b
w i c k e I bar e geradlinige Fläche, welche mit <ll bezeichnet werden 
möge. Die erzeugenden Geraden dieser Fläche fallen mit den den 
Tangenten der Randlinie des Flächenstückes M im Du p insehen Sinne 
co n j u gi I' te n Tangenten dieses Flächenstückes zusammen. Für 
jeden Punkt der Randlinie ist die letztere Tangente, mithin auch die 
durch diesen Punkt hindurchgehende geradlinige Erzeugende der 
Fläche <ll, der Strecke mit den Coordinaten d'x, d'y, d'z parallel. 

In Folge der Gleichungen 

Xdx+Ydy+Zdz = 0, Xdd'x+Ydd'y+Zdd'z = 0, Xd'x+Yd'y+Zd'z = 0, 

von denen die beiden ersten für alle Stellen (~, 1]) des Bereiches T 
erfüllt sind, während die dritte nur längs der Begrenzung desselben 
Geltung hat, ist die abwickelbare Fläche <ll eine ein hüll end e 
Fläche der betrachteten Schaar von Minimalflächen. 

Die Gesammtheit aller Punkte der Fläche <ll, welche den dem 
Intervalle -15' < 15 <s' angehörenden Werthen des Parameters 15 ent
sprechen, bildet allgemein zu reden eine endliche Anzahl gürtelför
miger Flächenstreifen r, von welchen jeder aus einer endlichen An
zahl von Stücken analytischer Flächen besteht. 

Die Gesammtheit der Flächenstreifen r und die den Werthen 
15 = - E', 15 = E' entsprechenden Minimalflächenstücke der betrach
teten Schaar bilden zusammengenommen die vollständige Begrenzung 
eines ganz im Endlichen liegenden Theiles des Raumes, welcher mit 
R bezeichnet werden möge. 
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In Folge der Gleichung (5.) des Art. 2 gilt folgender Satz: Jedes 
zusammenhängende, aus einer endlichen Anzahl von Stücken analyti
scher Flächen gebildete Flächenstück F, dessen vollständige Begren
zung mit der Begrenzung des Minimalflächenstückes M zusammenfällt, 
und dessen innere Punkte s'ämmtlich dem In ne rn des Raumes R 
angehören, hat gr ö s s er e n Flächeninhalt, als das Minimalflächen
stück M. 

Die Geltung des vorstehenden Satzes erstreckt sich nicht ohne 
Weiteres auch auf solche Flächenstiicke, welche zwar aus dem Raume 
R nicht heraustreten, jedoch mit den der Begrenzung desselben ange
hörenden Theilen der Fläche <P Flächenstreifen von endlicher Aus
dehnung gemeinsam haben. 

Es kann nämlich der Fall eintreten, dass für ein den Bedingungen 
des Grenzfalles genügendes Minimalflächenstück M der reelle Theil 

der complexen Grösse ~~S) (~~ J längs der ganzen Begrenzung des 

Bereiches T dasselbe Vorzeichen besitzt. Wenn diese Bedingung er
füllt ist, so liegen alle Theile der Fläche <P, aus denen die Flächen
streifen r bestehen, auf der seI ben Seite des Minimalflächenstückes 
M, und es gibt unendlich viele aus dem Raume R nicht heraustretende, 
im Uebrigen den gestellten Bedingungen genügende Flächenstücke F*, 
deren Flächeninhalt mit dem Flächeninhalte des Minimalflächenstückes 
M der Grösse nach übe r ein s tim m t. 

Jedes diesel' Flächenstücke F* besteht aus einem Minimalflächen-
stücke M* der betrachteten Schaar und einer endlichen Anzahl gilrtel

förmiger Flächenstreifen r*, welche Theile der Begrenzungsfläche des 
Raumes R sind, und durch welche die Begrenzungslinie des Minimal
flächenstückes M* mit der Begrenzungslinie des Minimalflächenstückes 
M in Verbindung gebracht wird. Hierbei hat der zu dem Minimal
flächenstücke M* gehörende Werth 05* des Parameters 05 dasselbe V or-

zeichen, wie der reelle Theil der c<!mplexen Grösse 'J~S) (~~ ) längs 

der Begrenzung des Bereiches T. 
Da die mittlere Krümmung der die Flächenstreifen r* bildenden 

Flächenstücke einen von Null verschiedenen Werth hat, so ist es 
möglich, durch solche Variationen dieser Flächenstücke , welche die 
Begrenzung derselben unverändert lassen, den Flächeninhalt der
selben zu ver k lei n ern. In dem betrachteten Falle gibt es also 
unendlich viele, zusammenhängende, dem Minimalflächenstücke M un
endlich benachbarte, von derselben Randlinie begrenzte Flächenstücke, 
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welche k lei ne ren Flächeninhalt besitzen als das Minimalflächen
stück M. 

Die beste Veranschaulichung der vorstehenden Betrachtungen ge
währt der von Herrn Li n deI ö f in seinem Lehrbuche der Variations
rechnung *) behandelte und durch Figuren erläuterte specielle Fall 
eines von zwei Parallelkreisen begrenzten zweifach zusammenhängenden 
Theiles eines Ca t e no i d s. 

Dieser mit den Hiilfsmitteln der Variationsrechnung zuerst von 
Herrn Li n deI ö f untersuchte classische specielle Fall entspricht, 
wenn mit C eine reelle Constante bezeichnet wird, den Annahmen 

1 
~(s) = 2s2 ' G(s) = s(logs + C). 

Der Bereich T ist in diesem Falle ein zweifach zusammenhän
gendes von zwei concentrischen Kreisen begrenztes Ringgebiet ; die 
Fläche <I> wird von den J\lIantelflächen zweier Rotationskegel gebildet, 
deren Mittelpunkte und deren Axen zusammenfallen. 

Es bietet keine Schwierigkeit, fiir passend gewählte Theile solcher 
Minimalflächen , welche von einer Schaar von Kegelflächen zweiten 
Grades eingehüllt werden **), eine analoge Untersuchung durchzu
führen. An die Stelle der bei den Rotationskegel treten hierbei zwei 
Kegel zweiten Grades, welche eine gemeinschaftliche Hau p t e ben e 
besitzen und von denselben beiden Schaaren paralleler Ebenen in 
Kreisen geschnitten werden. 

24. 

Den Bedingungen des Grenzfalles entsprechende Mini
malflächenstücke, für welche die Eigenschaft des Mi

ni m ums une in ge sc h r ä n k t be s te h e n bl e i b t. 

Einem Minimalflächenstücke M, welches der im Art. 8 unter 11. 
angegebenen Bedingung genügt, kann dessenungeachtet die Eigenschaft 
zukommen, k I e in e ren Flächeninhalt zu besitzen, als alle anderen 
Flächenstücke , deren vollständige Begrenzung mit der Begrenzung 
dieses Minimalflächenstückes übereinstimmt. 

*) Le«;ons de calcul des variations, par L. Lindelöf, Paris 1861, p. 204-214. 

Vergl. auch die Abhandlung: Sur les limites entre lesquelles le catenoide est une 
surface minima. Par L. Li n deI ö f. Acta societatis scientiarum Fennicae, tomus IX., 

Helsingfors 1871. (Mathematische Annalen, Band II, Seite 160.) 

**) Siehe S. 190-204 dieses Bandes. 
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Es wird hierbei als selbstverständlich betrachtet, was übrigens 
auch bisher stillschweigend als selbstverständlich betrachtet worden 
ist, dass mit dem Minimalflächenstücke M nur solche Flächenstücke 
verglichen werden, welche ohne Aufhebung des Zusammenhanges ihrer 
Theile und bei ungeändert gelassener Begrenzung durch continuirliche 
Variationen in das Minimalflächenstück M übergeführt werden können. 

Beispiele solcher Minimalflächenstücke , welchen in dem angege
benen Sinne ein Minimum des Flächeninhalts zukommt, ergeben sich, 
wenn unter der Voraussetzung, dass A. eine positive constante Grösse 
bezeichnet, welche k lei n er als 1 ist, 

1 
{j(s) = -2' » , G(s) - s(i-s-J.) 

~s 

gesetzt wird. *) 
Durch diese Angaben wird für jeden Werth der Constante A. ein 

einfach zusammenhängendes Flächenstück , ein von zwei geraden 
Strecken und von zwei Schraubenlinien begrenzter Theil einer 
Sc h rau ben fl ä ehe der Gestalt nach bestimmt, für welchen bei un
verändert gelasseuer Begrenzung die zweite Variation des Flächen
inhalts zwar den Werth Null, aber nicht negative Werthe an
nehmen kann. 

Jeder der vier Theile, aus denen die Begrenzung eines solchen 
Minimalflächenstückes besteht, ist eine Asymptotenlinie desselben. Die 
Fläche <P besteht aus zwei singulären Geraden und zwei abwickelbaren 
Schraubenflächen , deren Rückkehrkanten die der Begrenzung des Mi
nimalflächenstückes angehörenden Schraubenlinien sind. 

Die vorstehende Abhandlung hat während eines Ferienaufenthaltes 
des Verfassers in dem gastlichen Finnland die Form erhalten, in 
welcher dieselbe vorliegt. 

Der finnländischen Gesellschaft der Wissenschaften spreche ich 
für die Auszeichnung, welche sie dieser Arbeit durch Aufnahme der
selben in ihre Acta hat zu Theil werden lassen, den gebührenden 
Dank aus. 

*) Siehe S. 161 und 162 dieses Bandes. 



Ueber specielle zweifach zusammenhängende 
Flächenstücke , welche kleineren Flächen-
in haI t besitzen, als alle benachbarten, von 
denselben Randlinien begrenzten Flächenstücke. 

Der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zn Göttingen vorgelegt am 2. Juli 1887. 
Abhandlungen der König!. Ges. d. Wiss. zu Göttingen. Band 84. 

Die im Jahre 1761 von Lag r an g e gestellte Aufgabe, unter allen 
von derselben Randlinie begrenzten Flächen diejenige zu bestimmen, 
welche den kleinsten Flächeninhalt besitzt, hat zu einer grossen Zahl 
von Untersuchungen Veranlassung gegeben. 

Den ersten Schritt zur Lösung der genannten Aufgabe hat L a
g r a n g e selbst gethan, indem er mit Hülfe der von ihm begründeten 
Variationsrechnung feststellte, dass die gesuchte Fläche einer be
stimmten partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung genügen muss. 

Wie Me u s nie r bemerkte, ist diese Differentialgleichung analy
tischer Ausdruck der Bedingung, dass die mit t I e r e Kr ü m m u n g 
der zu bestimmenden Fläche in jedem Punkte derselben den Werth 
Null haben muss. 

Dem Sprachgebrauche, mit dem Worte Minimalfläche' eine 
krumme Fläche zu bezeichnen, deren mittlere Krümmung in jedem 
ihrer Punkte gleich Null ist, schliesse ich mich an. 

Das von Lagrange gefundene Resultat hat viele Jahre später 
durch die Abhandlung "Principia generalia theoriae figurae fluidorum 
in statu aequilibrii", welche Gau s s im Jahre 1829 der hiesigen Ge
sellschaft der Wissenschaften vorgelegt hat, eine wesentliche Vervoll
ständigung erfahren. In dieser Abhandlung hat Gau s s zum ersten 
Male Variationen von Doppelintegralen , bei denen auch die Grenzen 
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als veränderlich angesehen werden, in Betracht gezogen, hierdurch für 
die Untersuchungen über Minimalflächen ein höchst wichtiges, unent
behrliches Hülfsmittel geschaffen und alle, die Flächen kleinsten 
Flächeninhalts betreffenden Fragen, deren Beantwortung nur die Unter
suchung der er s t e n Variation des 'Flächeninhalts erfordert, voll
ständig erledigt. 

Mit der allgemeinen Integration der von Lag ra n ge aufgestellten 
partiellen Differentialgleichung der Minimalflächen sowie mit der Auf
findung allgemeiner Eigenschaften dieser Flächen haben sich viele 
Mathematiker beschäftigt; in Frankreich und Belgien ]\1: 0 n g e, L e
gendr e, Ch. Dup in, M. Robe rts, O. Bon n et, E. L amar le, in 
Italien Brioschi, Beltrami, Dini, in Schweden und Norwegen 
E. G. Björling, S. Lie, inDeutschland Minding, Weingarten, 
Weierstrass, Riemann. 

Die beiden letztgenannten Mathematiker haben auch die Aufgabe 
behandelt, ein Minimalflächenstück zu bestimmen, dessen Begrenzung 
von einer vorgeschriebenen, aus geradlinigen Strecken bestehenden 
Randlinie gebildet wird. Für eine Reihe specieller :B'älle habe ich 
diese Aufgabe vollständig durchgeführt, auch einige Fälle behandelt, 
in welchen die Begrenzung des zu bestimmenden Minimalflächenstückes 
nur zum Theil von gegebenen geradlinigen Strecken, zum andern 
Theile aber von Curvenstrecken gebildet wird, welche der Bedingung 
unterworfen werden, in gegebenen Ebenen zu liegen. 

Von den Schriftstellern, welche ausser den Genannten zur Auf
findung specieller Minimalflächen und zur genaueren Kenntniss der 
Eigenschaften derselben beigetragen haben, erwähne ich hier Sc her k, 
Catalan, Enneper, L. Kiepert, L. Henneberg, A. Herzog, 
C. Schilling, E. R. Neovius. 

In Folge eines von Gau s s ausgegangenen Vorschlages wurde 
von der philosophischen Facultät der hiesigen Universität für das 
Jahr 1831 eine die Rotationsfläche kleinsten Flächeninhalts betreffende 
Preisaufgabe gestellt, für deren Bearbeitung GoI d sc h m i d t den 
ausgesetzten Preis erhielt. In der gekrönten Preisschrift wird die 
durch Rotation einer Kettenlinie um ihre Directrix als Axe ent
stehende Minimalfläche , welche nach einem von P 1 a t e au ausgegan
genen Vorschlage den Namen Ca te no i d erhalten hat, genauer unter
sucht. Insbesondere wird die Frage erledigt, welche Bedingung er
füllt sein muss, damit es möglich sei, durch zwei Parallelkreise einer 
Rotationsfläche z w e i von einander verschiedene Catenoide zu legen, 
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unter welchen Bedingungen durch beide Kreise nur ein Catenoid, 
oder überhaupt k ein Catenoid gelegt werden kann. Auf diejenigen 
Fragen, deren Erörterung mit der Untersuchung des Vorzeichens der 
Werthe zusammenhängt, welche die z w e i te Variation des Flächen~ 
inhalts einer von zwei Parallelkreisen begrenzten Zone eines Catenoids 
annehmen kann, geht Goi d sc h m i d t nicht ein. 

Durch die Untersuchungen, auf welche im Vorstehenden hinge
wiesen wurde, hat indessen die Frage nach der k lei n s t e n F I ä ehe 
- die Frage nämlich, ob den gefundenen Flächen wirklich die Eigen
schaft zukommt, dass geeignet ausgewählte Stücke derselben den 
kleinsten Flächeninhalt haben, sei es unter allen von derselben Rand
linie begrenzten Flächenstücken überhaupt, sei es unter allen von der
selben Randlinie begrenzten Flächenstücken , welche dem zu betrach
tenden Flächenstücke une nd li c h nah e liegen - eine erschöpfende 
Beantwortung nicht gefunden. 

Der Grund hiervon liegt in dem Umstande, dass bei jeder Auf
gabe der Variationsrechnung das Verschwinden der ersten Variation 
des betrachteten Integrals zwar ein not h wen d i g e s El-forderniss 
ist, wenn der Werth dieses Integrals unter den vorgeschriebenen 
Grenzbedingungen ein Minimum oder Maximum sein soll, dass aber 
ausserdem noch an der e Bedingungen erfüllt werden müssen, welche 
bei den besprochenen Untersuchungen über Minimalflächen unberück
sichtigt geblieben sind. 

Den ersten Versuch, die hiernach in der Theorie der Flächen 
kleinsten Flächeninhalts noch vorhandene Lücke auszufüllen, hat 
meines Wissens Ted e n at im Jahre 1816 gemacht, indem derselbe 
eine Untersuchung über das Vorzeichen der z w e i te n Variation des 
Flächeninhalts eines Minimalflächenstückes anstellte, bei welcher ihm 
eine die Brachistochrone betreffende von Lag r an ge herrührende 
Untersuchung zum Vorbilde diente. Die Anwendung der von T e
den a t aufgestellten Formel ist aber auf solche Minimalflächenstücke 
beschränkt, für welche eine der drei rechtwinkligen Coordinaten eines 
beliebigen Punktes dieses Flächenstückes eine eindeutige Function der 
beiden andern rechtwinkligen Coordinaten desselben Punktes ist. 

Später hat Cl e b s eh allgemein die zweite Variation eines viel
fachen Integrals in einer für die Beurtheilung ihres V orzeichens ge
eigneten Form dargestellt, ohne jedoch die Ergebnisse seiner Unter
suchung auf specielle Aufgaben anzuwenden. (Journal für Mathematik, 
Band 56.) 
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'Einen ferneren Beitrag zur Untersuchung des Vorzeichens der 
zweiten Variation des Flächeninhalts von Minimalflächenstücken lieferte 
S t ein e r in einer im Jahre 1840 der Berliner Akademie der Wissen
schaften gemachten Mittheilung, in welcher derselbe aus seinen allge
meinen Untersuchungen über äquidistante Flächenstücke die Folgerung 
zog, dass unter allen zu einem Minimalflächenstücke äquidistanten 
Flächenstücken das Minimalflächenstück selbst nicht den k lei n s te n, 
sondern den g r ö s s te n Flächeninhalt besitze. 

Von der Beschäftigung S t ein e r s mit den Flächen kleinsten 
Flächeninhalts gibt auch der in der Abhandlung "U eber das Maximum 
und Minimum bei den Figuren in der Ebene, auf der Kugelfläche und 
im Raume überhaupt" im Jahre 1842 veröffentlichte Satz Zeugniss, 
dass im Allgemeinen zwischen gegebenen Grenzen nur eine einzige 
Fläche möglich sei, welche ein Minimum von Flächeninhalt besitzt. 
(Gesammelte Werke, Band 2, Seite 298.) 

Dieser Satz kann zwar in der Allgemeinheit, mit welcher S t ein e r 
denselben ausgesprochen hat, nicht aufrecht erhalten werden; denn es 
lassen sich Fälle in beliebig grosser Zahl angeben, in welchen durch 
dieselbe Begrenzungslinie mehr als ein Minimalflächenstück voll
ständig begrenzt wird, welches in seinem Innern von singulären Stellen 
frei ist und im Widerspruch mit dem von S te i ne rausgesprochenen 
Satze unter allen ihm hinreichend nahe liegenden und von derselben 
Randlinie begrenzten Flächenstücken wirklich den kleinsten Flächen
inhalt besitzt. Wenn aber zu dem Wortlaute des von S tein e r aus
gesprochenen Satzes ausdrücklich die Einschränkung hinzugefügt wird, 
dass bei der Zugrundelegung eines bestimmten Systemes von recht
winkligen Co ordinaten eine der drei Co ordinaten aller Punkte jedes 
der zu betrachtenden Flächenstücke eine eindeutige Function der 
beiden andern Coordinaten derselben Punkte ist, so bleibt sowohl die 
Behauptung S te i ne r s, als auch der von S t ein er angegebene Be
weis derselben unverändert bestehen. 

Eine wesentliche Förderung erfuhr die Frage nach der kleinsten 
in vorgeschriebener Weise begrenzten Fläche durch Herrn Li n deI ö f. 
Derselbe hat in seinem im Jahre 1861 erschienenen Lehrbuche der 
Variationsrechnung im Anschlusse an eine Untersuchung über die 
zweite Variation des Flächeninhalts von Zonen des Catenoids, welche 
durch Parallelkreise begrenzt werden, einige das Catenoid betreffende 
specielle Lehrsätze veröffentlicht., welche über die in Rede stehende 
Frage viel Licht verbreiten und mir bei meinen eigenen Arbeiten über 

Schwarz, Gesammelte Abhandlungen. 1. 18 
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Minimalflächen von grösstem Nutzen gewesen sind. Die Lehrsätze, 
zu denen Herr Li n deI ö f gelangte, ergaben einerseits eine vollstän
dige theoretische Erklärung für einige Versuche, welche PI a t e a u 
kurze Zeit vorher über die Grenze der Stabilität flüssiger Lamellen 
von specieller Gestalt angestellt hatte, und enthielten andererseits den 
an speciellen Beispielen geführten Nachweis , dass es Fälle gibt, in 
welchen ein Stück einer Minimalfläche nie h t kleineren Flächeninhalt 
besitzt, als alle ihm hinreichend nahe liegenden Flächenstücke, welche 
von derselben Randlinie begrenzt werden. Durch die von Herrn 
Lindelöf angestellte Untersuchung war somit, obgleich dieselbe sich 
nur auf eine specielle Fläche bezieht, thatsächlich bewiesen, dass das 
Verschwinden der ersten Variation des Flächeninhalts eines Flächen
stückes nicht ausreicht, um den Schluss zu gestatten, dieses Flächen
stück besitze unter allen ihm hinreichend nahe kommenden, von der
selben Randlinie begrenzten Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt, 
dass vielmehr das Eintreten des Minimums noch von dem Erfülltsein 
anderer Bedingungen abhängig sein müsse. 

Die analoge Frage bezüglich der kiirzesten Linien auf krummen 
Flächen hatte Ja c 0 b i durch die Betrachtung unendlich benachbarter 
geodätischer Linien und der Schnittpunkte derselben mit einander zur 
Entscheidung gebracht. Es war daher zu erwarten, dass die Ent
scheidung der gestellten Frage für ein bestimmtes Minimalflächenstück 
durch die Betrachtung eines geeignet auszuwählenden Minimalflächen
stückes würde gewonnen werden können, welches dem zu unter
suchenden unendlich benachbart ist. Diesen Gedanken hatte bereits 
eie b s eh in allgemeinerer Fassung in einer im Jahre 1858 veröffent
lichten Abhandlung "U eber die Reduction der zweiten Variation auf 
ihre einfachste Form i( (Journal für Mathematik, Band 55, Seite 273) 
ausgesprochen. 

In einer Abhandlung "Beitrag zur Untersuchung der zweiten Va
riation des Flächeninhalts von Minimalflächenstücken im Allgemeinen 
und von Theilen der Schraubenfläche im Besonderen" *), habe ich 
versucht, die Frage, innerhalb welcher Grenzen einem Stücke einer 
gegebenen Minimalfläche die Eigenschaft des Minimums des Flächen
inhalts wirklich zukomme, auf Grund einer Untersuchung der zweiten 
Variation des Flächeninhalts eines Minimalflächenstückes, dessen Rand
linie bei der Variation als unveränderlich betrachtet wird, zu beant-

*) Siehe S. 151-167 dieses Bandes. 
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worten. Die Ergebnisse, zu welchen die in dieser Abhandlung mit
getheilte Untersuchung geführt hat, sind richtig; aber der Beweis der 
Richtigkeit, insbesondere der Nachweis, dass durch die in dieser Ab
handlung angegebenen Kriterien die Entscheidung darüber, ob für ein 
bestimmtes Minimalflächenstück bei unverändert gelassener Randlinie 
ein Minimum des Flächeninhalts eintrete, oder nicht, in allen Fällen 
getroffen werden könne, in welchen zu dieser Entscheidung s chI i e s s
li c h die Betrachtung der zweiten Variation des Flächeninhalts aus
reicht, bedurfte einer ziemlich umfangreichen Umarbeitung. 

Ein Theil der der Variationsrechnung eigenthümlichen Beweis
methoden hat nämlich, soweit diese Beweismethoden bis vor etwa zehn 
Jahren Gemeingut der Mathematiker waren, durch eine von Herrn 
W eie r s t ras s herrührende principielle Einwendung ihre vermeint
liche Beweiskraft eingebüsst, so dass es sich als unumgänglich noth
wendig herausgestellt hat, nach Aufstellung eines vollständigen Sy
stemes von Bedingungen, deren Erfülltsein für das Eintreten eines 
Maximums oder Minimums nothwendig ist und hinreicht, einige Haupt
lehrsätze der Variationsrechnung in neuer, einwurfsfreier Weise zu 
begründen. 

Dass und wie dies geschehen könne, hat Herr W eie r s t ras s 
für eine grosse Zahl von Aufgaben der Variationsrechnung in seinen 
Vorlesungen auseinandergesetzt und dadurch einen Weg gezeigt, auf 
welchem man, wie zu hoffen ist, dahin gelangen wird, für alle Pro
bleme der Variationsrechnung die bisher gebräuchlichen nicht voll
kommen befriedigenden Methoden durch andere, einwurfsfreie zu er
setzen. 

Die Schwierigkeiten, welche sich der Erfüllung derselben Forde
rung für die hier in Betracht kommende Frage der Flächen kleinsten 
Flächeninhalts entgegenstellten, schienen über Erwarten gross zu sein. 
Ueberdies handelte es sich darum, einige allgemeine Lehrsätze über 
particuläre Integrale einer gewissen Art von linearen partiellen 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung, von der früher nur ganz 
specielle Fälle eingehend untersucht worden waren, aufzustellen und 
zu beweisen. 

In einer Abhandlung "U eber ein die Flächen kleinsten Flächen
inhalts betreffendes Problem der Variationsrechnung'i *), habe ich die
jenigen Untersuchungen zusammengestellt, welche schliesslich zur 
Ueberwindung dieser Schwierigkeiten geführt haben. 

*) Siehe S. 223-269 dieses Bandes. 

18* 
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Ein Hauptergebniss dieser Untersuchungen besteht darin, dass die 
Entscheidung über die Frage, ob ein bestimmtes Minimalflächenstück 
kleineren Flächeninhalt besitzt, als alle demselben benachbarten, von 
derselben Randlinie begrenzten Flächenstücke, oder nicht, - wenn von 
einem Grenzfalle, dessen Eintreten eine besondere Untersuchung er
fordert, abgesehen wird, - stets von einem passend zu wählenden 
particulären Integrale einer bestimmten li~earen partiellen Differential
gleichung zweiter Ordnung abhängig gemacht wird. 

Für die Auffindung eines solchen particulären Integrals lässt 
sich eine allgemeine Regel nicht wohl aufstellen; dagegen lassen sich 
specielle particuläre Integrale dieser Differentialgleichung in beliebig 
grosser Zahl angeben, mit deren Hülfe die Entscheidung in unendlich 
vielen speciellen Fällen durchgeführt werden kann. 

Die nachfolgende Abhandlung hat zum Gegenstande die Unter
suchung specieller zweifach zusammenhängender Minimalflächenstücke 
M*, deren Begrenzung gebildet wird von zwei regelmässigen Poly
gonen mit je einem Umlauf, mit gleich langen geradlinigen Seiten 
und gleich grosser Seitenzahl. Es wird vorausgesetzt, dass diese Poly
gone in parallelen Ebenen liegen und zu einander eine solche Lage 
haben, dass die geradlinigen Strecken, welche entsprechende Ecken 
beider Polygone verbinden, auf den Ebenen derselben senkrecht stehen. 

Die Seitenzahl dieser Polygone werde mit n, die Grösse ~ werde 
n 

mit (x, die Länge des Radius des einbeschriebenen Kreises nIit L, die 
Hälfte des Abstandes der Ebenen beider Polygone werde mit H be
zeichnet. Die zu untersuchenden Minimalflächenstücke werden in ihrem 
Innern als von singulären Stellen frei vorausgesetzt. Ferner wird 
von der Voraussetzung ausgegangen, dass die n + 1 Symmetrieebenen 
der Begrenzung der Minimalflächenstücke M* zugleich Symmetrie
ebenen dieser Minimalflächenstücke selbst sind. 

Nächst der analytischen Bestimmung der Minimalflächenstücke M* 
und der Untersuchung der Gestalt derselben bestehen die Aufgaben 
der nachfolgenden Untersuchung in der Ermittelung des Intervalles, 

auf welches die Veränderlichkeit des Verhältnisses f beschränkt ist, 

in der Beantwortung der Frage, wie viele von einander verschiedene 
Minimalflächenstücke M* bei gegebenen Werthen der drei Grössen 
n, L und H existiren, endlich in der Ermittelung derjenigen Minimal-
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flächenstücke M*, welche unter allen benachbarten von denselben 
Randlinien begrenzten Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt be
sitzen. 

Eine vollständige Lösung der vorstehenden Aufgaben ist meines 
Wissens bisher noch für keinen endlichen Werth der Zahl n gege.ben 
worden. Fiir den Grenzfall n = 00 ergibt sich der von GoI d
sc h m i d t und von Herrn Li n deI ö f untersuchte Fall. 

Untersuchungen, welche sich auf einen Theil der gestellten Auf
gaben beziehen, sind für die Fälle n = 3 unu n = 4 in dem Nach
trage zu der Schrift des V erfassers"Bestimmung einer speciellen 
Minimalfläche ii *) enthalten. Eines der Hauptergebnisse dieser Unter
suchung besteht darin, dass die Gleichung derjenigen JVIinimalflächen, 
von welchen die Flächenstiicke M* Theile sind, für die Fälle n = 3 
und n = 4 rational durch elliptische Functionen der Co ordinaten aus
gedrückt werden können. Die wirkliche Aufstellung dieser Gleichung 
ist für den Fall n = 4 in dem Aufsatze des Verfassers "Fortge
setzte Untersuchungen über specielle Minimalflächen ii **) enthalten. 

Ein aus dem Nachlasse R i e man n' s herrührendes Fragment "Bei
spiele von Flächen kleinsten Inhalts bei gegebener Begrenzung" (Ge
sammelte Werke, Seite 417-426) durch uessen Bearbeitung der Her
ausgeber der R i e man n sehen Werke, Herr H. Web er, sich An
spruch auf den Dank der Mathematiker erworben hat, handelt eben
falls von zweifach zusammenhängenden JVIinimalflächenstücken, welche 
bei angemessener Specialisirung in die vorhin charakterisirten Minimal

flächenstiicke M* iibergehen. Eine am Schlusse der Bearbeitung dieses 
Fragmentes für den Fall n = 3 von Herrn H. \V e be rausgesprochene 
Vermuthung findet durch eine im Nachfolgenden mitzutheilende all
gemeinere Untersuchung ihre Bestätigung. 

1. 

Analyti sehe Be stimm u n g de I' Mini m al flä eh en s tii c k e M*· 

Diejenige Ebene, in Bezug auf welche jede der beiden Randlinien 

eines der zu betrachtenden Minimalflächenstiicke JVI* zu der anderen 
Randlinie desselben symmetrische Lage hat, werde zur Ebene z = 0, 
die Gerade, welche uie Mittelpunkte beider n -seitigen Polygone ent-

*) Siehe S.97-99, 105 und 106 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 126-148 dieses Bandes. 
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hält, werde zur z-Axe eines Systems rechtwinkliger Punktcoordinaten 
gewählt, auf welches das betrachtete Flächenstück M* bezogen wird. 

Der Coordinatenanfangspunkt 0 soll Mit tel pu n k t des Flächen
stückes M* genannt werden, obwohl diese Benennung mit der gewöhn
lichen Bedeutung des Begriffes eines Mittelpunktes nur für den Fall, 
dass die Zahl n eine grade Zahl ist, übereinstimmt. Die Coordi
natenebenen x = 0 und y = 0 mögen so gewählt werden, dass der 
Mittelpunkt einer Sei te eines der beiden das Flächenstück M* be
grenzenden Polygone die Coordinaten 

x = L, y = 0, 
erhält. 

Von den n +1 Symmetrieebenen des Flächenstückes M* ist eine, 
nämlich die Ebene z = 0, ausgezeichnet; sie möge A e qua tor e ben e 
des Flächenstückes M* genannt werden. 

Von den übrigen n Symmetrieebenen des Flächenstückes M* 
werden vorzugsweise die Ebenen 

y = 0 und x sin a - y cos a = 0 

in Betracht gezogen. 
Die Gesammtheit derjenigen Punkte des Flächenstückes M*, deren 

Co ordinaten den Bedingungen 

genügen, bildet ein einfach zusammenhängendes Flächenstück, welches 
zum Unterschiede von M* mit M bezeichnet werden soll. 

Die Begrenzung des Flächenstückes M wird gebildet von der ge
radlinigen Strecke 

x = L, O<y <Ltga, Z= H 

und von drei krummlinigen Strecken. Von diesen letzteren liegt je 
eine in einer der drei Symmetrieebenen 

y = 0, Z = 0, xsina-ycosa = O. 

Jede dieser drei krummlinigen Strecken ist daher ein Theil einer 
KrÜIDmungslinie des Flächenstückes M*. 

Die vier Ecken des Flächenstückes M mögen mit a, b, c, d be
zeichnet werden und zwar bezeichne a den Eckpunkt , dessen Coor-
dinaten 

x = L, y = 0, 
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sind, b bezeichne die auf der positiven Hälfte der x-Axe des Coordi
natensystems liegende, c die auf der Geraden 

x sin a - y cos a = 0, fJ = 0 
liegende Ecke i d bezeichne den Eckpunkt, dessen Coordinaten 

sind. (Fig. 55). 

x = L, y = L tg a, fJ = H 

, , , 

h 
! 
! 

dH""':~_1 

Fig.55. 
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Die Begrenzung des Minimalflächenstückes M wird hiernach ge
bildet von einem Stücke ab einer in der Ebene y = 0 liegenden 
Krümmungslinie, einem Stücke bc einer in der Aequatorebene fJ = 0 
liegenden Krümmungslinie, einem Stücke cd einer in der Ebene 

x sin a-y cos a = 0 

liegenden Krümmungslinie und von der geradlinigen Strecke da. Die 
letztere ist, wie jede Gerade auf jeder krummen Fläche, ein Stück 
einer Asymptotenlinie des Flächenstückes M. Längs der Curven
strecke ab wird die Ebene y = 0, längs der Curvenstrecke bc wird 
die Ebene z = 0, längs der Curvenstrecke cd wird die Ebene 

x sin a - y cos a = 0 

von dem Minimalflächenstücke M re eh t w in k 1 i g getroffen. 
Die Aufgabe, das Minimalflächenstück aus den angegebenen Eigen

schaften analytisch zu bestimmen, ist daher ein specieller Fall der 
allgemeineren Aufgabe: Gegeben ist eine zusammen~ängende ge
schlossene K e t t e, deren Glieder von geradlinigen Strecken, oder von 
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Ebenen, oder von geradlinigen Strecken und von Ebenen gebildet 
werden; gesucht wird ein einfach zusammenhängendes, in seinem Innern 
von singulären Stellen freies lVIinimalflächenstück, welches von den ge
radlinigen und von den ebenen Gliedern der Kette begrenzt wird 
und die letzteren rechtwinklig trifft. *) 

In dem vorliegenden Falle besteht die erwähnte Kette aus ein e r 
geradlinigen Strecke und d r e i Ebenen. Eine besonders einfache Lö
sung der gestellten Aufgabe ergibt sich durch die Betrachtung zweier 
conformen Abbildungen des Minimalflächenstückes M. 

Für die Begrenzung des Minimalflächenstückes M* ist der Punkt 
a ein sogenannter Umkehrpunkt der Normale, da die geradlinige 
Strecke da im Punkte a mit der Ebene y = 0 einen rechten Winkel 
einschliesst und die Ebene y = 0 eine Symmetrieebene des Flächen
stückes M* ist. 

V om Punkte a gehen ausseI' der die Strecke da enthaltenden 
Geraden noch zwei Asymptotenlinien des Flächenstückes M* aus, deren 
Tangenten im Punkte a mit dieser Geraden und mit einander Winkel 
von 60° einschliessen. Die Punkte bund c sind nichtsinguläre Punkte 
des Minimalflächenstückes M*. In Folge dessen wird bei derjenigen 
conformen Abbildung des Minimalflächenstückes M auf eine Ebene, bei 
welcher den Krümmungslinien und den Asymptotenlinien des Minimal
flächenstückes gerade Linien entsprechen, dem Flächenstücke M die 
Fläche eines Paralleltrapezes a' b' c' d' zugeordnet, dessen Winkel a' b' c', 

b' c' d' rechte Winkel sind. Die Seite a' b' dieses Paralleltrapezes ist 
daher der Seite d' c' parallel, der Winkel c' d' a' ist gleich der Hälfte 
eines rechten Winkels und der Winkel d' a' b' beträgt 135°. (Fig 56.) 

Fig. 56. 

Es erscheint zweckmässig, bei der folgenden Untersuchung die 
Bezeichnungsweise möglichst beizubehalten, welche in der Abhandlung 
"Miscellell aus dem Gebiete der Minimalflächen 11 **) erklärt ist, und 

*) Siehe S. 130 dieses Bandes. 
**) Siehe S. 168-189 dieses Bandes. 
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von der ich bei friiheren Untersuchungen über Minimalflächen wieder
holt Gebranch gemacht habe. Demzufolge werde die complexe Grösse, 
welche durch einen Punkt in der Ebene des Paralleltrapezes a' b' e' d' 
geometrisch dargestellt wird, mit 6 bezeichnet. Der Punkt b' werde 
zum Nullpunkte, die Richtung der Strecke b' e' zur positiven Richtung 
der Axe des Reellen in der 6-Ebene gewählt. Das Gebiet aller der
jenigen Werthe der complexen Grösse 6, welche durch die dem Innern 
und der Begrenzung des Paralleltrapezes a' b' e' d' angehörenden Punkte 
geometrisch dargestellt werden, werde mit L: bezeichnet. Die zu der 
Grösse 6 conjugirte complexe Grösse werde mit 6, bezeichnet. Der 
Krümmungsradius in einem beliebigen Punkte des Minimalflächen
stückes M*" dessen Coordinaten x, y, z sind, wird mit Q, die Cosinus 
der Winkel, welche die positive Richtung der Normale des Flächen
stückes ]\11* in diesem Punkte mit den positiven Richtungen der Coor
dinatenaxen einschliesst, werden mit X, Y, Z bezeichnet; die Grössen 
8, 8, und die Functionen ~ (8), ~,(8,) (siehe die Abhandlung des Herrn 
Weierstrass "Untersuchungen über die Flächen, in denen die 
mittlere Krii.mmung überall gleich Null ist;: Monatsberichte der Ber
liner Akademie, Jahrgang 1866, Seite 618) sind <lurch die Gleichungen 

( d6)2 
~(8) = t dS ' 

erklärt. Es wird festgesetzt, dass die positive Richtung der Normale 
des Minimalflächenstückes l\f* im Punkte b mit der positiven Richtung 
der x-Axe des Coonlinatensystems übereinstimmen soll. Durch diese 
Festsetzung ist die positive Richtung der Normale für alle Punkte des 
Minimalflächenstückes M* unzweideutig bestimmt. Dem Punkte b ent
spricht der Werth 8 = 1, dem Punkte edel' Werth 8 = ecxi, dem 
Punkte d der Werth 8 = O. Dem Punkte a entspricht ein zwischen 
o und 1 liegender Werth der Grösse 8, welcher mit R bezeichnet 
werden möge. 

Die Bogenzahl des Winkels, welchen die positive Richtung der 
Normale des Minimalflächenstückes M* im Punkte a mit der negativen 
Richtung der z-Axe des Coordinatensystems einschliesst , ist hiernach 
gleich 2 arc tg R. 

Von dem Werthe des Par a met er s R hängt die Gestalt der 

Flächenstücke M* hauptsächlich ab. Um daher einen Ueberblick über 
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die Gesammtheit der verschiedenen Gestalten zu gewinnen, welche die 
Minimalflächenstücke M* für denselben Werth der ganzen Zahl n an
nehmen können, ist es erforderlich, dem Parameter Ralle Werthe 
des Intervalles 0 < R < 1 beizulegen. 

Für das in Betracht gezogene Minimalflächenstück ·M hat die 
Grösse R einen bestimmten Werth. 

Den Punkten der Curvenstrecke ab entsprechen die Werthe 
s=r, R<r<1. 

Den Punkten der Curvenstrecke bc entsprechen die Werthe 
s = e'f!i, 0 < rp < a. 

Den Punkten der Curvenstrecke cd entsprechen die Werthe 
s = r· eai, 1 > r > O. 

Den Punkten der Geraden da entsprechen die Werthe 
s = r, O<r<R. 

Bei der durch parallele Normalen vermittelten conformen Abbil
dung des Minimalflächenstückes M* auf die Hülfskugel X 2+YiI+Z2 = 1 
entspricht dem Minimalflächenstücke M die Fläche eines sphärischen 
Dreiecks, dessen Ecken beziehlich die Coordinaten 

x y Z 
1, 0, 0, 

cos a, SIn a, 0, 
0, 0, -1 

haben. Der Fläche dieses sphärischen Dreiecks entspricht in der 
Ebene, deren Punkte die Werthe der complexen Grösse s geometrisch 
darstellen, die Fläche eines Kreissectors 

s = r e",i, 0 < r < 1 , ° < rp < a, 

welche mit S bezeichnet werden möge. (Fig.57.) Die den Ecken 
Fig. 57. 

(c) 
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a, b , c, d des Minimalflächenstückes M entsprechenden Punkte der 
s-Ebene sind in dieser Figur beziehlich mit (a), (b), (c), (d) bezeichnet. 

Die conforme Abbildung der Fläche S des Kreissectors in der 
s-Ebene auf die Fläche ~ des Paralleltrapezes a' b' c' d' in der 6"-Ebene 
wird vermittelt durch die Function 

J8 -Oidlogs 
6"= 1 V(R-+R")-(S"+8")' 

und zwar ist hierbei der Wurzelgrösse 

ihr Hauptwerth, der Constanten 0 ein positiver Werth beizulegen. 
In Folge der zwischen den Grössen 6", S, g: (s) bestehenden Ab

hängigkeit ergibt sich für die Function g:(s) der Ausdruck 

g:(8) = _ t og 8-2 
, 

V(K"+R")-(S-+8") 

wobei der Wurzelgrösse ihr Hauptwerth beizulegen ist. 
Da die Grösse' 0 2 einen reellen Werth hat, so besteht für alle 

dem Intervalle R < 8 < R-1 angehörenden Werthe der Grösse 8 die 
Gleichung g:l(S) = g:(8). 

Durch Abänderung der L ä n ge der Längeneinheit für. das recht
winklige Coordinatensystem, auf welches das Flächenstück M* bezogen 
wird, kann nun bewirkt werden, dass die Constante 0 einen beliebigen 
positiven Werth erhält. Die Freiheit, über den Werth dieser Grösse 
zu verfügen, kann zur Vereinfachung des Ausdruckes für die Function 
g: (8) benutzt werden. Aus diesem Grunde möge angenommen werden, 
es sei die Länge der Längeneinheit des Coordinatensystems so gewählt, 
dass die Constante 0 den Werth V2 erhält. Dieser Annahme zufolge 
ergibt sich für die Function g: (8) der Ausdruck 

mit der Bestimmung, dass der Quadratwurzel ihr Hauptwerth beizu
legen ist. 

Das betrachtete Minimalflächenstück M wird mithin, wenn die 
Veränderlichkeit der Grösse 8 auf das Gebiet S beschränkt wird, 
durch folgende Formeln analytisch dargestellt: 
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x = ffiU, 

(A.) '!J= ffiV, 

z = ffiW, 

Die im Vorhergehenden erklärten Grössen L und H sind mit 
dem Parameter R durch die Gleichungen 

(B.) 

verbunden; den Wurzelgrössen sind hierbei ihre positiven Werthe 
beizulegen. Zur Bestimmung der in dem Ausdrucke für die Grösse 
U vorkommenden Constanten sowie der unteren Grenzen der drei 
Integrale, durch deren reelle Theile die Coordinaten x, y, z eines be
liebigen Punktes des Minimalflächenstückes M ausgedrückt werden, 
kann die Bemerkung dienen, dass die Co ordinaten des dem Werthe 
s = R entsprechenden Punktes ades Flächenstückes M beziehlich 
die Werthe 

x = L, '!J = 0, 
haben. 

Bei angemessener Ausdehnung des Bereiches der Veränderlich
keit der complexen Grösse s wird durch die Formeln (A.) nicht allein 
das Minimalflächenstück M, sondern auch das Minimalflächenstück M* 
analytisch dargestellt. 

Es möge zunächst derjenige Bereich ins Auge gefasst werden, 
welcher durch symmetrische Wiederholung des Bereiches S in Bezug 
auf die Axe des Reellen in der s-Ebene entsteht. Hierbei soll ange
nommen werden, dass dieser Bereich, welcher mit Si bezeichnet werden 
möge, mit dem Bereiche S längs eines Theiles der Axe des Reellen 
der s-Ebene und zwar längs der Strecke R < s < 1, nicht aber längs 
der Strecke ° <s < R zusammenhänge. (Fig. 58.) 
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Fig. 58. (Fig. 57. auf S. 282.) 

(c) 

Die symmetrische Wiederholung des Bereiches 2 in Bezug auf 
die Axe des Imaginären der 6"-Ebene möge mit ~I' die symmetrische 
Wiederholung des Minimalflächenstückes M in Bezug auf die Ebene 
y = 0 möge mit MI bezeichnet werden. Wird die Variabilität der 
Grösse s auf das Gebiet SI beschränkt, so ist ~I der Bereich der 
complexen Grösse 6" und die Formeln (A.) stellen das Minimalflächen
stück MI analytisch dar, welches ein Theil des Minimalflächenstückes 
M* ist. 

Durch symmetrische Wiederholung des Gebietes S + SI in Bezug 
auf den Einheitskreis der s - Ebene entsteht ein in der s - Ebene lie
gendes einfach zusammenhängendes Gebiet, welchem ein durch symme
trische Wiederholung des aus den beiden Minimalflächenstücken M 
und MI bestehenden Flächenstückes in Bezug auf die Aequatorebene 
z = 0 entstehendes Minimalflächenstück entspricht. 

Auch dieses Minimalflächenstück ist ein Theil des lVIinimalflächen
stückes M*. Auf diese Weise ist die Variabilität der Grösse s = l' eflii 

auf ein Gebiet ausgedehnt worden, welches charakterisirt ist durch 
die Festsetzung, dass die beiden reellen veränderlichen Grössen rund 
Cf! unabhängig von einander alle den Intervallen 

O<r<+co, 

angehörende Werthe annehmen sollen, jedoch mit Ausschluss derje
nigen Werthepaare, für welche e n t w e der Cf! = 0 und 0 < r < R 

ode I' Cf! = 0 und R-1 < r < co ist. 
Es liegt nun nahe, die Veränderlichkeit der complexen Grösse 

s = r e'Pi auf ein Gebiet S* auszudehnen, welches in seinem Innern 
und auf seiner Begrenzung all e reellen unO. complexen Werthe ent
hält. Hierbei wird FolgendeR festgesetzt: Dem Innern deR Bereiches 
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S* sollen angehören alle diejenigen reellen und complexen Werthe 
der Grösse s, für welche der Werth der Function 

(R""""-s-)(l-R"s") = (R-n+R")-(s-'+s") 

nie h t ne ga t i v ist. 
Die Gesammtheit der Werthe, für welche die angegebene Function 

ne ga t iv e Werthe hat, mit andern Worten, die Gesammtheit der 
Werthe der Grösse s, für welche s" positiv und kleiner als Rn, oder 
positiv und grösser als K" ist, bildet die Beg ren z u n g des Be
reiches S*. Wenn es darauf ankommt, bei der Bezeichnung des Be
reiches S* zugleich den Werth des Parameters R anzugeben, auf 
welchen dieser Bereich sich bezieht, so wird der Werth des Para
meters R in Klammern zu dem Zeichen S* hinzugefügt werden, so 
dass S*(Ro) den zu dem Werthe R = Ro gehörenden Bereich S* be
zeichnet. Der Bereich S* kann durch eine die s-Ebene übeorall lücken
los und einfach bedeckende, zweifach zusammenhängende R i e man n
sche Fläche geometrisch dargestellt werden. Die den Bereich S* 
geometrisch darstellende einblättrige Fläche unterscheidet sich von der 
schlichten s -Ebene durch 2n geradlinige Schnitte, von welchem die 
eine Hälfte den Punkt s = 0 mit den Punkten, für welche s" = R" 

ist, verbindet; die übrigen n geradlinigen Schnitte erstrecken sich 
von den Punkten aus, für welche sn = R- ist, bis ins Unendliche, 
während die Rückwärtsverlängerungen derselben durch den Null-Punkt 
hindurchgehen. Wird die Veränderlichkeit der complexen Grösse s 
auf das Gebiet S* ausgedehnt, mit der Festsetzung, dass die Grösse 
s die Begrenzung des Bereiches S* nicht überschreiten darf, so stellen 
die Gleichungen (A.), vorausgesetzt, dass der Wurzelgrösse 

V(R->I+ R .. )-(S ...... + sft) 

ihr Hauptwerth beigelegt wird, das Minimalflächenstück M* in der 
Weise analytisch dar, dass jedem dem Innern des Bereiches S* ange
hörenden Werthe der complexen Grösse s ein und nur ein dem Innern 
des Minimalftächenstückes M* angehörender Punkt zugeordnet wird 
und umgekehrt. Wird die Veränderlichkeit der Grösse s auf den 
innerhalb des Einheitskreises der s-Ebene liegenden Theil des Gebietes 
S* beschränkt, so stellen die Gleichungen (A.) die auf der positiven 
Seite der Aequatorebene s = 0 liegende Hälfte des Minimalflächen
stückes M* analytisch dar. Die dem Einheitskreise der s-Ebene ent
sprechende in der Ebene z = 0 liegende krumme Linie, durch welche 
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das Minimalflächenstück M* in zwei zu einander symmetrische Theile 
getheilt wird, soll A e qua tor des Flächenstückes M* genannt werden. 
Die vorhin betrachtete Curvenstrecke bc ist ein Theil dieses Aequators. 

Bemerkung. Bei den vorstehenden Entwickelungen ist voraus
gesetzt worden, dass die Zahl n einen ganzzahligen positiven Werth 
habe, der grösser als 2 ist. Diese Voraussetzung kann nachträglich 
abgeändert werden, z. B. wenn die Veränderlichkeit der Grösse sauf 
den Bereich S beschränkt und die Festsetzung getroffen wird, dass, 
während der Grösse n nur reelle Werthe beigelegt werden, die grösser 
als 2 sind, den Potenzen sn und s-n ihr Hauptwerth beigelegt werden 
soll. Denn unter diesen Voraussetzungen behalten die Gleichungen 
(A.) auch für andere Werthe des Exponenten n, als ganzzahlige, eine 
bestimmte Bedeutung und es werden durch dieselben bestimmte lHi
nimalflächenstücke analytisch dargestellt. 

2. 
Einführung der Grössen )8', )8",~, %, 9l', 9l". 

Es ist zweckmässig, ausser den bestimmten Integralen, welche im 
V orhergehenden mit L und H bezeichnet worden sind, noch vier an
dere zu betrachten, welche durch folgende Gleichungen erklärt werden. 

Die geometrische Bedeutung der Werthe dieser bestimmten Inte
grale (vergl. die Figur auf S. 288) ist folgende: 

Die Coordinaten des Punktes b sind 

x = L-)8', y = 0, z = O. 

Die Coordinaten des Punktes c sind 

x = L -)8" cos a , y =~, z = O. 

Zwischen den Grössen )8', )8", ~, %, L bestehen die Gleichungen 

(D.) ~'+% = ~"cosa, ~+~"sina = Ltga. 

Diese Gleichungen sind der analytische Ausdruck der Bedingung 
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dafür, dass die Coordinaten x und y ihre Werthe nicht ändern, wenn 
die Variable s von einem der Begrenzung des Bereiches S angehö
renden Werthe So ausgehend die ganze Begrenzung des Bereiches S 
durchläuft und in den Werth So zurückkehrt. 

Die Grössen L, H, )8', .)8", ®, % sind analytische Functionen des 
Parameters R, eindeutig erklärt mit dem Charakter ganzer Functionen 
für alle dem Innern des Intervalles 

angehörenden Werthe desselben. 
Fig. 59 stellt unter Zugrundelegung der Annahme, dass der 

Fig. 59. 

ganzen Zahl n der Werth 4, dem Parameter R der Werth V~i 1 bei

gelegt wird, in den Flächenstücken Q und QI die orthographischen 
Projectionen der beiden Minimalflächenstücke M und MI auf die Aequa
torebene z = 0 dar. 0 bezeichnet den Mittelpunkt des Minimal
flächenstückes M*. 

Die Curvenstrecke Cl bestellt einen Theil des Aequators, die 
Punkte a", d", d~ stellen die orthographischen Projectionen der Punkte 
a, d, d l auf die Aequatorebene dar. Unter derselben die Zahl n und 
den Werth des Parameters R betreffenden Annahme, welche zu der 
in der mehrfach angeführten Schrift nBestimmung einer speciellen 
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Minimalfläche" *) beschriebenen Minimalfläche führt, ist auch die in 
Fig. 60 dargestellte Skizze entworfen. 

Fig. 60. (Fig. 55. auf S. 279.) 

z 
d Ltg« 

1 
I 
I 

~ 
I 

I 
! 

d" ",,: :----_1 

Es soll zunächst bewiesen werden, dass der W erth des Quotienten 

:" beständig ~unimmt, wenn der Parameter R zunimmt, und dass die 

Grösse :" alle W erthe von 0 bis 00 durchläuft, wenn dem Parameter 

Ralle Werthe von 0 bis 1 beigelegt werden. Die Richtigkeit des 
ersten Theiles der vorstehenden Behauptung ergibt sich daraus, dass 
der Ausdruck 

ro"2~(~) 
t<J dR .$8" 

durch das Doppelintegral 

( E) . .$8" d@3 _ @3 d.$8" = 
. dR dR 

_JIJ" n(R-n- Rn) (r-1 _ r) cos x(r- + rn + 2 cos nX)d log rdX 
- 0 0 R(VR n+Rn+r-+rnY(VR n+Rn-2cosnxY 

darstellbar ist, dessen Elemente sämmtlich positiv sind; es nimmt also 

der Werth des Quotienten :" stets gleichzeitig mit dem W erthe des 

Parameters R zu und ab. Die Richtigkeit des zweiten Theiles der 
aufgestellten Behauptung ergibt sich aus den Grenzwerthen 

1· @3 0 l' @3 1m ro" =, 1m roll = 00. 
(R=O) t<J (R=l) t<J 

*) Siehe S. 88-91 und S. 98-99 dieses Bandes. 
Sc h w .. r z, Gesammelte Abhandlungen. I. 19 
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In Folge der Gleichung 

(5 + 58" sin a = L tg a 

ändert sich, wenn R beständig zunehmend alle Werthe von 0 bis 1 

durchläuft, auch der Werth jedes der beiden Quotienten ~ und 

~' stets in demselben Sinne; der'.Werth des Quotienten ~ nimmt b~,
ständig zu und zwar von 0 bis tg a; der Werth des Quotienten ~ 
nimmt beständig ab, und zwar von sec a bis zu O. 

Eine ganz analoge Betrachtung lässt sich für den Werth des 

Quotienten :" anstellen. Der W erth desselben nimmt, wenn R be

ständig zunehmend alle dem Intervalle 
O<R<l 

angehörenden Werthe durchläuft, beständig zu, und zwar von Null 
bis zu einer gewissen durch die Gleichung 

bestimmten Grösse g. In Folge der Gleichung 

58'+ ~ = 58" Cosa 

nimmt der Werth des Quotienten ::. hierbei beständig ab und zwar 

von dem Werthe cos a bis zu dem Werthe cos a-g. 
Hieraus ~olgt, dass auch der Werth des Quotienten 

58' 58' 58" 
[; = 58"'[; 

hi b · b t" d' b' t il . d d b'd F t 58'. 58" er el es an Ig a ll1mm ,we Je er e,r el en ac oren 58'" L 
diese Eigenschaft hat. Der Quotient ~ nimmt hierbei alle dem 

Intervalle von 1 bis 0 angehörenden Werthe an. 
Wenn die Abstände der Punlrte bund c des Minimalfl.ächen

stückes M* vom Mittelpunkte desselben mit 9!' und 9!" bezeichnet 
werden, so bestehen die Gleichungen 

(F.) 9!' = L-58' = (5cotga+~, 9!" = Lseca-58" = @)coseca, 

und es lässt sich als ein Ergebniss der vorhergehenden Untersuchung 
der Satz aussprechen: 

Wenn der Parameter R stetig zunehmend alle Werthe des Inter-
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valles 0 < R < 1 durchläuft, so durchlaufen auch die Quotienten 

ebenfalls stetig zunehmend alle Werthe desselben Intervalles. 

3. 

Untersuchung der durch die Functionen U, V, W ver
mittelten conformen Abbildungen des Gebietes S. 

Die durch die Gleichungen (A.) erklärten Functionen U,' V, W 
des complexen Argumentes s vermitteln drei conforme Abbildungen 
de:;; Gebietes S, zu deren Veranschaulichung die in den Figuren 61, 
62 und 63 dargestellten Skizzen dienen können. In diesen Skizzen 

Fig. 61. 

r---------· .. --
• · • · · I · , 
f 
°r-" . , 

L.. ... _ .. _ •• _____ • 

(ci) 

(CJ 

(c) 

Fig.62. 

Fig. 63. 

! , 
I 
I , 
• • , , · -------~ 

(cl. ) 

(ci) 

bezeichnen u, v, W die durch die Functionen U, V, W vermittelten 
19* 
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conformen Abbildungen des Bereiches S, beziehungsweise des Flächen
stückes M, dagegen Ull Vll W 1 die durch dieselben Functionen ver
mittelten conformen Abbildungen des Bereiches SI' beziehungsweise 
des Flächenstückes MI. Die den Punkten a, b, c, d des Flächenstückes 
M bei diesen drei Abbildungen entsprechenden Punkte sind mit 
(a), (b), (0), (d) bezeichnet. 

Von den drei Gebieten U, V, W enthält keines in seinem Innern 
einen singulären Punkt. Aus der Gestalt der Begrenzungslinie des 
Gebietes Wergibt sich, dass der Werth der Coordinate z für jeden 
Punkt des Flächenstückes M dem Intervalle ° < Z < H angehört, und 
den Werth H nur für die der geradlinigen Strecke da angehörenden 
Punkte annimmt. Es ergibt sich hieraus, dass alle Punkte des Mini
malflächenstückes M*, welche keiner der beiden Begrenzungslinien 
desselben angehören, z w i s c h enden beiden Ebenen z = - Hund 
z = + H liegen. 

Diese Skizzen sind unter Zugrundelegung derselben Annahme 
entworfen, wie die in den Figuren 55, 59, 60 auf den Seiten 279, 288, 
289 dargestellten Skizzen. Auf Grund der in der Schrift "Bestimmung 
einer speciellen Minimalfläche" *) angegebenen Rechnungsergebnisse 
haben sich für die Grössen L, H, ~', ~", S, ~, m', m" folgende W erthe 
ergeben: 

L = 0,7624, H = 0,5391, ~' = 0,2284, ~"= 0,5391, m" = 1 0095 
\E = 0,3812, ~ = 0,1528, ffi' = 0,5340, ffi" = 0,5391, ffi' , . 

Die Strecke (d)(a) in der Figur 61 hat die Länge 0,5960, 

" " (a)(b) " " "62",, " 0,5960, 
" " (b)(c) " " " 63 "" " 0,4214. 

Die krummlinigen Theile der Begrenzungen der Bereiche U und 
V sind zu einander symmetrisch. Diese Eigenschaft besteht, wenn 
der Zahl n der Werth 4 beigelegt wird, Idr jeden Werth des Para
meters R. Für andere Werthe der Zahl n sind diese Curven, wie 
eine nähere Untersuchung zeigt, symmetrisch -affin. 

Der Krümmungsradius der krummlinigen Theile der Begrenzungen 
der Bereiche U und V in den dem Punkte c entsprechenden Punkten 

hat die Grösse ! V2 = 0,3536. 
Die Figuren 55, 59, 61, 62, 63 beziehen sich auf dieselbe Längen

einheit. Nach einem von Riemann herrührenden Lehrsatze beträgt 

*) Siehe S. 88 und S. 115 dieses Bandes. 
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der Flächeninhalt des Flächenstückes M die Hälfte der Summe der 
Flächeninhalte der Bereiche U, V, W. 

4. 
Herleitung eines Hülfssatzes. 

Es mögen 8, 81 zwei complexe veränderliche Grössen, denen nur 
conjugirte Werthe beigelegt werden sollen, f(8), F (81 ) zwei analytische 
Functionen derselben, x, y zwei reelle veränderliche Grössen bezeich
nen. Es wird vorausgesetzt, dass zwischen den Grössen 8,81, X, Y die 
Gleichung 

bestehe. 
Bei der geometrischen Darstellung der complexen Grössen 8, 81, 

X + yi ergibt sich im Allgemeinen eine punktweise Beziehung derje
nigen Bereiche auf einander, deren Punkte die Werthe der complexen 
Grössen 8, S1' X + yi geometrisch darstellen. Diese drei Bereiche mögen 
beziehlich mit S, Sv Q bezeichnet werden. 

Die Beziehung des Bereiches Q auf den Bereich S ist nur dann 
eine in den kleinsten Theilen ähnliche, wenn sich entweder die Function 
F(S1)' oder die Function f(s) auf eine Constante reducirt. Jenachdem 
der erste oder der zweite dieser beiden Fälle eintritt, ist die conforme 
Abbildung eine in den kleinsten Theilen gleichstimmig oder ungleich
stimmig ähnliche. 

Die durch die angegebene Gleichung vermittelte Beziehung zwi
schen den betrachteten drei Bereichen kann, auch wenn keine der 
beiden Functionen F(s,), fes) sich auf eine Constante reducirt, in ähn
licher Weise durch Zuhülfenahme von Hülfsvorstellungen der An
schauung näher gebracht werden, wie dies im Falle der durch eine 
Function complexen Argumentes vermittelten conformen Abbildung 
geschieht. 

An die Stelle der Aehnlichkeit tritt hierbei Affinität der 
kleinsten Theile der auf einander bezogenen zweidimensionalen Gebiete. 

Es ergibt sich auf diese Weise eine gewisse Verallgemeinerung 
des Begriffes derjenigen Riemannschen Flächen, durch welche con
forme Abbildungen zweidimensionaler Bereiche auf einander veran
schaulicht werden. Während bei diesen letzteren die Singularitäten 
vorzugsweise in dem Auftreten von W i n dun g s p unk t e n bestehen, 
können bei den hier zu betrachtenden Flächengebilden auch U mfal
tun gen auftreten. 
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Wenn die Betrachtung auf den Fall beschränkt wird, in welchem 
die beiden Functionen ((s) und F(sJ innerhalb der Gebiete S, S, den 
Charakter ganzer Functionen besitzen, so sind nur diejenigen Stellen 
als singuläre zu bezeichnen, für welche die Beziehung 

I ('(s) I = I F'(s,) I 
besteht. Hierbei wird an der Voraussetzung festgehalten , dass die 
Grössen s, s, nur conjugirte Werthe annehmen sollen. 

Der Fall, in welchem die vorstehende Gleichung für alle Paare 
zusammengehörender Werthe der Grössen s, s, erfüllt ist, kann als 
Ausnahmefall von der Betrachtung ausgeschlossen werden. In diesem 
Falle ergibt sich nämlich, wenn mit F,(s) die zu der Grösse F(s,) 

conjugirte complexe Grösse bezeichnet wird, dass der Quotient ~~~)) 
für alle W erthe des Argumentes s den absoluten Betrag 1 hat, sich 
demnach auf eine Constante e20i reducirt. 

In Folge dieser zwischen den Functionen ('(s) und F~ (s) beste
henden Beziehung ergibt sich die Gleichung 

F,(s) = e20i((s) + 0', 

wo 0' eine Constante bezeichnet. Es ergibt sich dann, wenn mit 
(,(s,), 0; die zu den Grössen ((s) ,C' conjugirten complexen Grössen 
bezeichnet werden, dass die Gleichung besteht 

x+yi = ((s) +e-20i(,(s,) +0; = e-Oi!ii((s) +e-Oi(,(sJI + 0;. 

Hieraus ergibt sich aber, da die Klammergrösse für alle in Be
tracht kommenden Werthepaare s, s, reelle Werthe hat, dass das den 
z w ei dimensionalen Gebieten S, S, entsprechende Gebiet Q nur ein 
ein dimensionales ist und sich auf eine geradlinige Strecke reducirt. 
Wenn also von diesem Falle als einem Ausnahmefalle abgesehen wird, 
so ist die Gleichung 

I ('(s) I = I F'(s,) I 
innerhalb des betrachteten Gebietes mit Einschluss der Begrenzung 
desselben nur in einzelnen Punkten oder längs einzelner Linien erfüllt. 

Jeder im Innern des Gebietes S liegenden Linie, längs welcher 
diese Gleichung erfüllt ist, entspricht die Rückkehrcurve einer Fa I te 
des Gebietes Q, d. h. einer Linie, längs welcher zwei übe r einander 
liegende Theile des Gebietes Q, eine Falte bildend, mit einander zu-
sammenhängen. Ein Windungspunkt tritt in der, das Gebiet Q geo-
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metrisch darstellenden Fläche nur dann auf, wenn innerhalb des Ge
bietes S die Gleichung 

('(s) = F'(sJ = 0 

befriedigt wird. 
Analogerweise , wie zwischen gleichstimmiger und ungleichstim

miger Aehnlichkeit, kann auch zwischen gleichstimmiger und ungleich
stimmiger Affinität der kleinsten Theile unterschieden werden. Zwi
schen den in der Umgebung eines bestimmten Werthes s liegenden 
Theilen des Gebietes S und den entsprechenden Theilen des Gebietes 
Q findet gleichstimmige oder ungleichstimmige Affinität statt, jenach
dem ('(s) dem absoluten Betrage nach grösser oder kleiner als 
F'(sJ ist. 

Die Ordnungszahl des Zusammenhanges des Bereiches Q ist gleich 
der Ordnungszahl des Zusammenhanges des Bereiches S. 

Es besteht also der Hülfssatz: Wenn die Gleichungen 

I ('(s) I = I F~(s) I, f'(s) = 0 

innerhalb des Gebietes S an keiner Stelle befriedigt werden, so ent
spricht diesem Gebiete S in Folge der Gleichung 

ein in seinem Innern keinen Windungspunkt und keine Umfaltung ent
haltendes Gebiet Q, für welches die Ordnungszahl des Zusammen
hanges gleich ist der Ordnungszahl des Zusammenhanges des Ge
bietes S. 

5. 
Anwendung des Hülfssatzes. Erklärung des BereichesQ*. 

Der im Vorhergehenden bewiesene Hülfssatz kann dazu dienen , 
die Gestalt der orthographischen Projection des Minimalflächenstückes 
M* auf die Aequatorebene z = 0 zu untersuchen. Wenn x, y, U, V 
die in den Gleichungen (A.) erklärten Functionen bezeichnen, so be
steht die Gleichung 

x+ yi = ffiU +iffiV. 

Wird die Grösse x + yi auf die Form fes) + F(Sl) gebracht, so 
ergibt sich 
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Bei der Beschränkung der Veränderlichkeit der complexen Grösse 
s auf das Gebiet S* sind die Punkte des Einheitskreises die einzigen, 
für welche die Gleichung 

I f'(s) I = I F'(Sl) I 
befriedigt ist. Innerhalb des Gebietes S* liegt keine Wurzel der 
Gleichung f'(s) = O. Das Gebiet Q*, welches dem Gebiete S* bei 
der durch die Gleichung 

x+ yi = ffiU +iffiV = ((s) +F(Sl) 

vermittelten Beziehung entspricht, ist demnach ein zweifach zusam
menhängender Bereich, welcher in seinem Innern keinen Windungs
punkt, wohl aber eine dem Einheitskreise der s-Ebene entsprechende 
F alt e enthält. 

Wird die Veränderlichkeit der complexen Grösse s auf dasjenige 
Gebiet S beschränkt, welchem das Minimalflächenstück M entspricht, 
so ist das entsprechende Gebiet Q ein einfach zusammenhängender in 
seinem Innern keinen singulären Punkt enthaltender Bereich, welcher 
einen Theil der Ebene, deren Punkte die complexe Grösse x + yi geo
metrisch darstellen, d. h. die Aequatorebene z = 0, lückenlos und 
einfach bedeckt. Den der Begrenzung des Flächenstückes M ange
hörenden Curvenstrecken ab, cd und der ge~aden Strecke da ent
sprechen die geradlinigen Theile al/b, cd", dl/a" der Begrenzung des 
Gebietes Q (Figur 64). Die der Begrenzung des Flächenstückes M 

Fig. 64. (Fig. 69. auf S. 288.) 



Ueher specielle zweifach zusammenhängende Minimalflächenstücke. 297 

angehörende Curvenstrecke befällt mit der der Begrenzung des Be
reiches Q angehörenden Curvenstrecke b c zusammen. 

Das Gebiet Q* besteht aus 4n Flächenstücken, von denen die eine 
Hälfte dem soeben beschriebenen Flächenstücke congrue~t, die andere 
Hälfte zu demselben symmetrisch ist. Durch die Substitutionen 

s 11 seal, 

geht x + yi in (x + yi) e2al über. Bei den Substitutionen 

s tt ; , 
1 

bleibt x + yi ungeändert. Bei der Vertauschung von s und Sl geht 
x + yi in x-yi über. 

Die beiden Begrenzungslinien der das Gebiet Q* geometrisch 
darstellenden zweiblättrigen Fläche sind zwei regelmässige den Rand
linien des Minimalflächenstückes M* congruente n-seitige Polygone. 

Zwischen dem Minimalflächenstücke M* und dem Gebiete Q* be
steht ein punktweises gegenseitig eindeutiges Entsprechen. Aus den 
die Gestalt des Gebietes Q* betreffenden Untersuchungen ergibt sich, 
dass das Minimalflächenstück M* ausserhalb eines Cylinders liegt, 
dessen erzeugende Gerade der z-Axe des Coordinatensystems parallel 
sind und dessen Leitlinie mit dem Aequator des Flächenstückes M* 
zusammenfällt. 

6. 
Unter suchung d er Ge stalt de s Ae quators. 

Die den Aequator des Minimalflächenstückes M* bildende in der 
Ebene z = 0 liegende Curve besitzt n durch den Mittelpunkt von M* 
hindurchgehende Symmetrieaxen. Die Schnittpunkte der Symmetrie
axen mit dem Aequator können S ehe i tel desselben genannt werden. 

Die Punkte bund c der Begrenzung von M sind zwei solche 
Scheitel, deren Abstände vom Mittelpunkte mit 9!' und 9!" bezeichnet 
wurden. Der Abstand eines beliebigen Punktes des Aequators vom 
Mittelpunkte kann der zu diesem Punkte gehörende Rad i u s genannt 
werden. 

Um zu beweisen, dass dieser Radius n Minima und n Maxima 
besitzt, welche für die Scheitel des Aequators eintreten, genügt es, 
darzuthun, dass, wenn ein Punkt P die Curvenstrecke b c des Aequa-
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tors durchläuft, der zu diesem Punkte gehörende Radius beständig 
zunimmt. Dies kann wie folgt gezeigt werden. 

Der geometrischen Bedeutung der Grösse s zufolge, deren abso
luter Betrag für die Punkte des Aequators den Werth 1 hat, bestimmt, 
wenn s = e'Pi gesetzt wird, die Grösse ln + 9' den Unterschied der 
positiven Richtung der Tangente des Aequators in dem, dem Werthe 
9' entsprechenden Punkte P und der positiven Richtung der x -Axe 
des Coordinatensystems. Der Krümmungsradius ~ des Aequators in 
dem Punkte P stimmt überein mit dem Hauptkrümmungsradius des 
Minimalflächenstückes M* in demselben Punkte und zwar ergibt sich 

~ = ~(9') = 2 V K" + B" - 2 cos n9' 

Wenn die Grösse 9' stetig zunehmend alle Werthe von 0 bis a 
durchläuft, nimmt die Länge des Krümmungsradius von dem Werthe 

bis zu dem Werthe 

beständig ab. Es sind daher die Werthe, welche die Grösse d~ (9') 
d9' 

für die dem Intervalle 0 < 9' < a angehörenden Werthe der Grösse 9' 
annimmt, ne gati v. 

Es bestehen nun, wenn x, y die Coordinaten des dem Werthe 
s = e'Pi entsprechenden Punktes P des Aequators bezeichnen, folgende 
Gleichungen: 

dx = - ~ (9') sin 9' d9' , dy = ~ (9') cos 9' d9' , 

(G.) 
cos9'dx+sin9'dy = 0, cos9'dy-sin9'dx = ~(9')d9', 

x = 91'-lf/J~<x)sinxdx, y =lf/J~(x)cosxdX, 
o 0 

Wird für 91' sein Werth 

gesetzt, so ergibt sich 
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x = cotg IX J'I' Q (X) cos X dX + co sec IX Ja Q (X) cos (IX-X) dX, 
o 'I' 

X sin IX - Y cos IX = Ja Q (X) cos (IX-X) iJx, 
'I' 

X cos cp + y sin cp = 

= cosec IX [J'" Q (X) cos X cos (IX-cp) dX + Ja Q (X) cos cp COS (IX-X) dX J, 
o 'I' . 

Y cos cp-x sincp = 

= cosec IX [J'" Q (X) cos X sin (IX-cp) dX- faQ (X) sin cp cos (IX- X) dX J. 
o 'I' 

Durch theilweise Integration kann die letzte der vorstehenden 
Gleichungen übergeführt werden in die folgende 

y cos cp-x sin cp = 

= - cosec IX [1'1' sin X sin (IX-cp) dQ (x) + Ja sin cp sin (IX- x) dQ (x) J, 
o 'I' 

aus welcher sich ergibt, dass die Grösse y cos cp-x sin cp für alle dem 
Intervalle 0< cp < IX angehörenden Werthe der Grösse cp pos i ti v e 
Werthe besitzt. 

Das Integral 

Ja Q (X) COS (IX- X) dX 

'I' 

bedeutet den Abstand des Punktes P des Aequators von der Symme
trieaxe X sin IX-y cos IX = O. 

(H.) 

Es bestehen die Gleichungen 

X2+y2 = (xcoscp+ysincp)2+(ycoscp-xsincpY, 

d ( . ) . dcp x cos cp + y sm cp = y cos cp-x sm cp, 

:cp(YCosCP-xsincp) = -(xcoscp+ysincp)+Q(cp), 

!!..1/-2-2 _ () y cos cp-x sincp 
d yx+y - Q CP.I • 

cp yX2 + y2 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich, da die Ableitungen 

:cp (x cos cp + y sin cp ) 
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für die dem Intervalle 0 < rp < a angehörenden Werthe der Grösse rp 
pos i t i v sind, folgender Satz: Weim die veränderliche Grösse rp 

stetig zunehmend alle Werthe des Intervalles 0 < rp < a durchläuft, 
so durchläuft jede der beiden Grössen 

\jx9+ y2 und x cos rp + '!J sin rp 

ebenfalls stetig zunehmend alle Werthe des Intervalles von 9!' bis 9!". 
Die Gleichungen 

p = x cos rp + '!J sin rp , q = '!J cos rp-x sin rp 

sind, wenn den Grössen p, q die Bedeutung des Radius vector, der 
Grösse rp beziehungsweise der Grösse t n + rp die Bedeutung des Polar
winkels beigelegt wird, die Polargleichungen der Fusspunktcurve des 
Aequators und der Fusspunktcurve der Evolute des Aequators für 
den Coordinatenanfangspunkt als PoL 

Der Aequator des Minimalflächenstückes M* ist eine einfache, 
geschlossene, co n v ex e Curve. 

7. 
Einführung der den Minimalflächenstü'cken M*(R) ähn

lichen Minimalflächenstücke i«*(R). 

Um die Gesammtheit der Gestalten besser überblicken zu können, 
welche das Minimalflächenstück M* für verschiedene Werthe des Pa
rameters B annehmen kann, ist es zweckmässig, ausser dem Minimal
flächenstücke M* ein demselben ähnliches und in Bezug auf den Coor
dinatenanfangspunkt als Aehnlichkeitspunkt ähnlich liegendes Minimal
flächenstück W zu betrachten. 

Es wird hierbei festgesetzt, dass, wenn x', y', :l .die Co ordinaten 
eines Punktes von ~*, x, '!J, s die Co ordinaten des entsprechenden 
Punktes von M* bezeichnen, die Gleichungen 

, x 
x == L' 

I '!J 
'!J=L' 

, s 
z=L 

bestehen sollen. Wenn es nöthig ist, bei der Bezeichnung i4l* den 
Werth des Parameters R anzugeben, auf welchen dieses Flächenstück 
sich bezieht, so soll derselbe in Klammern gesetzt zu dem Zeichen 
i«* hinzugefügt werden, so dass i«*(Ro) dasjenige Minimalflächen
stück ~* bezeichnet, welches dem Werthe Ro des Parameters ent
spricht. 
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Die Begrenzung jedes Minimalflächenstückes ~* (R) besteht aus 
zwei getrennten Theilen; jeder dieser Theile ist ein regelmässiges, 
einem Kreise vom Radius Ein s umschriebenes n - seitiges Polygon. 

Der Abstand jedes dieser beiden Polygone von der Aequatorebene 

ist gleich dem Werthe des Quotienten ~. 
Es soll nun bewiesen werden, dass, wenn R1 , R2 zwei der Be

dingung 
0<R1 <R,<1 

genügende Werthe des Parameters R bezeichnen, der Aequator des 
Minimalflächenstückes ~* (R,) den Aequator des Minimalflächenstückes 
~*(Rl) völlig ums chliesst. 

Hierzu reicht es aus, darzuthun, dass, wenn die Grössen p, x, y 
die im vorhergehenden Artikel erklärte Bedeutung haben, für jeden 
dem Intervalle 

O<IP<a 

angehörenden Werth der Grösse IP die Grösse 

p x cos IP + Y sin IP Xx + Yy 
-y;= L = L ' 

als Function des Parameters R betrachtet, stets gleichzeitig mit dem 
Werthe des Parameters zunimmt und abnimmt. Um diesen Nachweis 
zu führen, kann man von den Gleichungen 

(J.) 

x = L-}8" cos a + j"('(x) sinXdX, 

" 
y = Ltga-}8"sina- j"('(x)cosxdx 

" ausgehen, aus welchen sich 

p = x cos IP + Y sin IP = Xx + Yy 

- Lsecacos(a-IP)-}8"cos(a-IP)+ j"('(x)sin(X-IP)dx 

" und, wenn der Werth des Integrals 

ja (' (X) sin (X -IP) dX 
". 

mit :.t (IP) bezeichnet wird, 



302 Ueber specielle zweifach zusammenhängende MinimalHächenstücke. 

P ~" [ %( )] (R.) L = secacos(a-cp)-y cos(a-cp)- ~;, 

ergibt. 

Der erste der beiden Bestandtheile der Grösse i ist von dem 

Werthe des Parameters Runabhängig; jeder der beiden Factoren des 
zweiten Bestandtheiles hat die Eigenschaft, dass sein absoluter Be
trag abnimmt, wenn der Werth des Parameters R zunimmt. Von 

~" dem Factor y wurde dies bereits bewiesen. Dass auch der zweite 

Factor dieselbe Eigenschaft besitzt, kann wie folgt gezeigt werden. 
Die Grösse % (cp) erlangt den grössten Werth, den dieselbe für die 
dem Intervalle ° < cp < a angehörenden Werthe der Grösse cp an
nehmen kann, für den Werth cp = 0, nämlich den Werth 

In Folge der Gleichung 

% +~' = ~1/ cos a 

ist ;" stets kleiner als cos a, mithin ist um so mehr %~!) kleiner 

als cos (a - cp), folglich hat die Grösse 

cos (a-cp) _ 'l:~!) 

stets einen positiven Werth. Der Ausdruck 

ist gleich dem Werthe des Doppelintegrals 

f lf" n (R .... - RIO) (r-1-r) sin (X-cp) (r-+ r"+ 2 cos nx) d log rdX 

o R(VR-tO+R"+r-+r"Y(VR-+R"-2cosnxY' rr 

dessen Elemente sämmtlich positive Werthe haben. Es nimmt aus 

diesem Grunde der Quotient %~!), als Function des Parameters R 

betrachtet, stets gleichzeitig mit dem Parameter zu und ab. 
Hieraus ergibt sich, dass die Grösse 

LP = Xx+Yy --y;-



Ueber specielle zweifach zusammenhängende Minimalflächenstücke. 303 

als Function des Parameters R betrachtet, beständig zunimmt, wenn 
R beständig zunehmend alle Werthe des Intervalles 0 < R < 1 durch
läuft. Da für alle dem Innern des Intervalles 0 < R < 1 angehö
renden Werthe des Parameters die Ableitungen 

d ( ~") a ( ~ (tp) ) dR L und aR cos (a-tp) ---w-
von Null verschiedene negative Werthe haben, so besteht der Satz: 

Für alle Werthe der Grösse tp und für alle dem Innern des Inter
valles 0 < R < 1 angehörenden Werthe des Parameters R hat die 
partielle Ableitung 

a [Xx+YY] 
aR ~-

von Null verschiedene positive Werthe. 
Aus diesem Satze ergibt sich, dass die Fusspunktcurve des 

Aequators des Minimalflächenstückes ~*(R2) die Fusspunktcurve des 
Aequators des Minimalflächenstückes ~n* (R I ) ga n zum s chI i e s s t, 
vorausgesetzt, dass für beide Fusspunktcurven der Coordinatenanfangs
punkt zum Pol gewählt wird. Als eine unmittelbare Folge dieser 
Beziehung der beiden betrachteten Fusspunktcurven ergibt sich, dass 
auch der Aequator des Minimalflächenstückes ~*(R2) den Aequator 
des Minimalflächenstückes ~1* (R I ) g an zum s chI i e s s t. 

Bei dem Uebergange zu dem Grenzwerthe R = 0 ergibt sich 
für jeden Werth der Grösse tp 

lim Xx+ Yy = O. 
(R=O) L 

Beim U ebergange zu dem Grenzwerthe R = 1 ergibt sich für 
die dem Intervalle 

0< tp < 2a 

angehörenden Werthe der Grösse tp in Folge d~r Gleichung (K.) 

lim XxL+Yy = seca cos (a-tp). 
(R=l) 

Bei diesem Grenzübergange geht also die Fusspunktcurve des 
Aequators in eine aus n Kreisbogen gebildete krumme Linie über. 

Durch die vorstehende Untersuchung ist zugleich der Nachweis 
geführt, dass die Gesammtheit der Curven, welche die dem Intervalle 



304 Ueber specielle zweifach zusammenhängende Mini 00 alflächenstücke. 

o < R < 1 entsprechende Sc h aar von Minimalflächenstücken ~* 
mit der Aequatorebene gemeinsam hat, die Fläche eines einem Kreise 
mit dem Radius 1 umschriebenen regelmässigen Polygons von n Seiten 
lückenlos und einfach erfüllt. 

8. 
H 

Untersuchung des Ganges des Quotienten L 
in dem In t e r v alle Ro< R < 1. 

Flä c h enst ü cke kl ein st en Flächeninhai t s. 

Der Quotient f hat sowohl für unendlich kleine Werthe von 

R, als auch für unendlich kleine Werthe von 1-R ebenfalls unendlich 
kleine Werthe, wie eine besondere Untersuchung ergibt. Für alle 
dem Intervalle 0 < R < 1 angehörenden Werthe des Parameters R 
nimmt der Quotient ~ ausschliesslich positive Werthe an und besitzt, 

als Function des Parameters R betrachtet, den Charakter einer ganzen 
Function. 

Hieraus folgt, dass es unter allen Werthen, welche der Quotient 
H L annehmen kann, vorausgesetzt, dass der Grösse n stets derselbe 

Werth beigelegt wird, einen gr ö s s te n Werth giebt, welcher mit w 
oder, wenn auch der Werth der Grösse n angegeben werden soll, mit 
wen) bezeichnet werden möge. 

Der Ausdruck 

(L.) I d eH) dH dL 
L dR L = L dR -H dR = D(R), 

welcher eine analytische Function des Argumentes R ist, und für· alle 
dem betrachteten Intervalle angehörenden Werthe desselben ebenfalls 
den Charakter einer ganzen Function besitzt, muss daher in diesem 
Intervalle mindestens für ein e n Werth des Argumentes den Werth 
Null annehmen. Wie eine besondere Untersuchung ergibt, ist 
lim D(R) = - 00. 

(B=l) 

Im Folgenden wird bewiesen werden, dass die Gleichung D(R) = 0 
in dem angegebenen Intervalle nur eine einzige Wurzel besitzt. Einst
weilen aber möge, indem die Frage, ob die Gleichung D(R) = 0 in 
dem betrachteten Intervalle nur eine, oder mehr als eine Wurzel be
sitzt, vorläufig noch unentschieden gelassen wird, angenommen werden, 
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dass Bo die dem Inneren des Intervalles 0 < B < 1 angehörende, dem 
Werthe 1 zunächst liegende Wurzel der Gleichung D(B) = 0 
bezeichnen solle. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich, dass die 
Function D(B) für alle dem Intervalle Bo< B < 1 angehörenden 
Werthe des Parameters R n e g a t i v e Werthe hat lmd dass daher 

der Quotkht f beständig abnimmt, wenn die Gl'össe R beständig 

zunehmend alle diesem Intervalle angehörenden Werthe durchläuft. 
Es soll nun bewiesen werden, dass jedes Minimalflächenstück 

~~, welches einem dem Intervalle Bo < B < 1 angehörenden Werthe 
des Parameters entspricht, k lei ne l' e n Flächeninhalt besitzt, als alle 
demselben hinreichend nahe kommenden, von denselben Randlinien 
begrenzten Flächenstücke. 

Der Beweis für die Richtigkeit dieser Behauptung kann auf 
Grund der Entwickelungen geführt werden, welche in der Abhandlung: 
"U eber ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts betreffendes Problem 
der Variationsrechnung" *) enthalten sind. Diesen Entwickelungen 
zufolge kommt es nur darauf an, eine für das in Betracht kommende 
Gebiet S* (B) der partiellen Differentialgleichung 

~+~t/J_ = 0 os OS1 (1 + SS1)2 

genügende Function t/J (s, SI; B) der beiden complexen Grössen s, SI zu 
ermitteln, welche für conjugirte complexe Werthe dieser Grössen im 
Inneren des Gebietes S* (B) sich regulär verhält und sowohl im InJreren, 
als auch längs der Begrenzung dieses Gebietes nur positive, von Null 
verschiedene Werthe annimmt. Sobald die Existenz einer solchen 
Function dargethan ist, ist es möglich, zu dem betrachteten Minimal
flächenstücke ~*(B) eine Schaar benachbarter MinimaIflächenstücke 
zu construiren, welche so beschaffen sind, dass der Abstand je zweier 
unendlich benachbarten Minimalflächenstücke der Schaar in der ganzen 
Ausdehnung dieser Flächenstücke einschliesslich des Randes derselben 
eine unendlich kleine Grösse derselben Ordnung ist. 

Für die hier betrachteten Minimalflächenstücke ~*(B) ergibt 
sich nun eine solche Schaar durch die U eberlegung, dass die den 
Werthen des Parameters B, welche dem Intervalle Bo< B< 1 an
gehören, entsprechenden Minimalflächenstücke ~* seI b steine solche 

*) Siehe S. 223-269 dieses Bandes. 
8 eh war z. Gesammelte Abhandlungen. I. 20 
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Schaar von l\Iinimalflächenstli.cken bilden, so dass es sich also nur 
darum handelt, den Nachweis zn filhren, dass je zwei benachbarte, 
dieser Schaar angehörende Flächenstilcke der angegebenen Bedingung 
wirklich Genüge leisten. Diese Erwägung führt zu der Bestimmung 
einer Function 

(M.) a [XX + Yy + zZJ 
1jJ(8, 81 ; R) = aR L ' 

welche dem unendlich kleinen Abstande zweier unendlich benach
barten Minimalflächenstücke der Schaar an der dem Werthepaare 8, 81 

entsprechenden Stelle proportional ist. 
Filr die Werthepaare 

8 = e'fJ;, 

fii.r welche die Grösse Z den Werth 0 erhält, geht die durch die vor
stehende Gleichung erklärte Function in die Function 

über, welche im Art. 7 untersucht wurde. Es ergibt sich also aus 
der a. a. O. angestellten Untersuchung, dass die Function 1jJ (s, 81 ; R) 
längs des Einheitskreises der 8 - Ebene nicht bloss fii.r die dem Inter
valle Bo <: R <: 1, sondern für alle dem Intervalle 0 <: R <: 1 ange
hörenden Werthe von R positive, von Null verschiedene Werthe hat . 

. Längs der ganzen Begrenzung des Bereiches S* (R)ist der Werth 
der Function 

Xx+Yy 
L 

von dem Werthe des Parameters Runabhängig. 
Filr die Werthe 

8 = 81 = f, O<r<R 

ergibt sich beispielsweise 

x = L, y= 0, Xx+Yy _ X 
L -. 

Wird für die eine der beiden Begrenzungslinien des Bereiches 
S* (R) s" = r", fii.r die andere s'" t·-n gesetzt, wo O~;; f < R an
zunehmen ist, so ergibt sich, da die Grösse z an den beiden Begren-
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zungen beziehlich die Werthe H, - H, die Grösse Z beziehlich die 
Werthe 

annimmt, dass der Werth der Function 1fJ(s, SI; R) sich längs der Be
grenzung des Bereiches S* (R) auf den Werth 

reducirt. 
Wird nun die Veränderlichkeit des Parameters R auf das Inter

vall Ro < R < 1 beschränkt, so hat D(R) negative, von Null verschie
dene Werthe; es ergibt sich also, dass die erklärte Function 1fJ(s, SI; R) 
sowohl längs des Einheitskreises , als auch längs der ganzen Begren
zung des Bereiches S*(R) positive Werthe hat. 

Hieraus kann nun geschlossen werden, dass die erklärte Function 
1fJ (s, SI; R) im ganzen Bereiche S* (R) nur pos i t i v e, von Null verschie
dene Werthe annimmt. 

In Folge der durch die Gleichung 

1fJ(s;\s-l;R) = 1fJ(s,sl;R) 

ausgedrückten Eigenschaft der betrachteten Function 1fJ(s, SI; R) genügt 
es, diesen Schluss für alle diejenigen Werthe der complexen Grössen 
s, SI zu ziehen, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist. 

Angenommen, es erhielte die erklärte Function 1fJ(s, SI; R) inner
halb desjenigen Theiles des Gebietes S* (R), welcher innerhalb des 
Einheitskreises der s-Ebene liegt, negative Werthe. Dann müsste die 
Gesammtheit derjenigen diesem Gebietstheile angehörenden Stellen, 
für welche 1fJ(s, SI; R) < 0 ist, einen oder mehrere zusammenhängende 
Bereiche bilden, von denen jeder ein Theil der Fläche des Einheits
kreises wäre. Jeder dieser Bereiche müsste in Bezug auf die partielle 
Differentialgleichung 

ein G ren z b er e ich, d. h. ein solcher Bereich sein, in dessen Innerem 
sich ein particuläres Integral dieser Differentialgleichung regulär ver
hält und von Null verschieden bleibt, während dasselbe längs der 
ganzen Begrenzung dieses Bereiches den Werth Null annimmt. Die 

20* 
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Fläche des Einheitskreises ist ein solcher Grenzbereich , wie die 
Function 

zeigt. 
Nach einem im Art. 21 der erwähnten Festschrift bewiesenen 

Satze kann aber ein Bereich, welcher in Bezug auf die angegebene 
Differentialgleichung ein Grenzbereich ist, niemals T he i 1 eines an
deren Bereiches sein, der in Bezug auf dieselbe Differentialgleichung 
gleichfalls ein Grenzbereich ist. 

Hieraus folgt, dass die Annahme, die Function 1/1(s, SI; R) könne 
für einen dem Intervalle Ro< R < 1 angehörenden Werth des Para
meters R im Inneren des innerhalb des Einheitskreises der s-Ebene lie
genden Theiles des Bereiches S*(R) negative Werthe annehmen, un
zulässig ist. 

Die Function 1/1(s, SI; R) kann hiernach für die dem Intervalle 
.Ro< R < 1 angehörenden Werthe des Parameters R im Inneren des 
Gebietes S*(R) negative Werthe überhaupt nicht annehmen. 

Auch den Werth 0 kann eine solche Function 1/1 (s , SI ; R) im 
Inneren des Bereiches S* (R) nicht annehmen, Denn es besteht der 
Satz, dass ein particuläres Integral der angegebenen partiellen Diffe
rentialgleichung, welches im Inneren eines gewissen Bereiches sich 
regulär verhält und negative Werthe nicht annimmt, den kleinsten 
Werth, den dasselbe überhaupt für einen Punkt dieses Bereiches an
nehmen kann, stets in einem Punkte der Begrenzung dieses Bereiches 
annimmt, 

Der kleinste Werth, den die erklärte Function 1/1(s, SI; R) für 
Punkte des Bereiches S* (R) annehmen kann, ist daher der Werth 

1-R2 D(R) 
1+R2 '-V' 

welcher den gestellteu Bedingungen zufolge von Null verschieden uml 
positiv ist, 

Hiermit ist bewiesen, dass jedes der betrachteten Minimalflächen
sti:icke ~*, welches einem dem Intervalle Ro < R < 1 angehörenden 
Werthe des Parameters R entspricht, kleineren Flächeninhalt besitzt, 
als jedes andere, demselben hinreichend nahe kommende, von denselben 
Randlinien begrenzte Flächenstück. 

Diese Eigenschaft kommt selbstverständlich auch den Minimal-
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flächenstücken M* zu, welche einem der betrachteten Minimalflächen
stücke ~* ähnlich sind. 

9. 

Untersuchung des Ganges des Quotienten f in dem 

Intervalle O<R<Ro' 

Es handelt sich nun darum, den Gang des Quotienten ~ in dem 

Intervalle 0 < R < Ro zu untersuchen. 
Es bezeichne E eine veränderliche Grösse, deren Veränderlichkeit 

auf kleine positive Werthe beschränkt ist. Es ist, wenn dem Para
meter der Werth R = Ro - E beigelegt wird, das Vorzeichen der 
Grösse D(Ro-E) zu bestimmen. 

Die Grösse D(Ro-E) kann nicht constant den Werth Null haben, 
denn es ist D(R) eine analytische Function des Parameters R. Es 
kann aber auch die Grösse D (Ro- E) nicht ne g a t i v sein. Denn, ge
setzt, es wäre D(Ro-E) negativ, so würde die Function 'IjJ(s, SI; Ro- E) 
längs des Einheitskreises der s-Ebene und längs der ganzen Begren
zlmg des Bereiches S*(Ro-E) positive Werthe haben. Es würde 
hieraus gerade so, wie im vorhergehenden Artikel, gefolgert werden 
können, dass die Function 'IjJ(s, SI; Ro-E) auch im ganzen Inneren des 
Bereiches S*(Ro-E) positive Werthe annehmen müsste. Dann würde 
aber eine der angegebenen partiellen Differentialgleichung geniigende 
lmd im Inneren des Bereiches S* (Ro) sich regulär verhaltende Function, 
nämlich die Function 'IjJ(s, S1; Ro-E), existiren, welche im Inneren und 
längs der ganzen Begrenzung des B~reiches S* (Ro) nur positive, von 
Null verschiedene Werthe annähme; es könnte in Folge dessen der 
Bereich S* (Ro) kein Grenzbereich sein. Wegen dieses Widerspruches 
ist die Annahme, dass D(Ro-E) < 0 sei, unzulässig. Hieraus folgt, 
dass D(Ro-E) einen positiven Werth haben muss. Es entspricht 
also, da D(Ro-E) > 0, D(Ro+E) < 0 ist, dem Werthe R = Ro ein 

M a xi m u m des Quotienten ~. 
Gesetzt nun, es läge in dem Intervalle 0 < R < Ro eine, oder 

mehr als eine Wurzel der Gleichung D(R) = O. Unter dieser Vor
aussetzung möge die diesem Intervalle angehörende, dem Werthe Ro 

z un ä c h s t liegende Wurzel mit R~ bezeichnet werden. Die Function 
D(R) nimmt fiir die dem Intervalle R~ < R < Ro angehörenden 
Werthe des Parameters nur positive Werthe an. Die dem Wert.e 
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R~ entsprechende Function W(s, SI; R~) besitzt der früheren Ermitte
lung zufolge längs des Einheitskreises der s-Ebene positive, von Null 
verschiedene Werthe, längs der ganzen Begrenzung des Bereiches 
S* (R~) hingegen würde dieselbe den Werth Null annehmen. Es kann 
aber die Function W(s, SI; R~) weder im Inneren des Bereiches S*(R~) 
beständig positive Werthe, noch für einzelne Theile dfeses Bereiches 
negative Werthe annehmen. Das Erstere würde der Eigenschaft des 
Bereiches S* (Ro) , ein Grenzbereich zu sein, widersprechen, da die 
Function Wes, so; R~) im ganzen Inneren und überdies längs eines 
T h eil es der Begrenzung des Bereiches S* (Ro) positive Werthe an
nehmen würde, was bei einem Grenzbereiche nicht eintreten kann. 
Das Letztere würde unvereinbar sein mit dem Satze, dass für die 
angegebene Differentialgleichung kein T heil eines Grenzbereiches, 
nämlich des Inneren, beziehungsweise des Aeusseren des Einheitskreises, 
gleichfalls eip. Grenzbereich sein kann. 

Es ist hiermit dargethan , dass die transcendente Gleichung 
D(R) = 0 überhaupt keine dem Inneren des Intervalles 0< R < Ro 

angehörende Wurzel besitzt; folglich hat die Function D(R) für die 
diesem Intervalle angehörenden Werthe des Parameters R pos i ti v e 

Werthe. Der Quotient f nimmt daher, wenn der Parameter R stetig 

zunehmend alle Werthe des Intervalles 0 < R < Ro durchläuft, eben
falls beständig zu, erreicht seinen grössten Werth (J) für R = Ro, 

und nimmt, wenn R stetig zunehmend alle Werthe des Intervalles 

Ro < R < 1 durchläuft, beständig ab. Der Quotient ~ nimmt hier

nach jeden positiven Werth, welcher kleiner als (J) ist, für zwei und 
nur für zwei dem Intervalle 0 < R < 1 angehörende Werthe des Pa
rameters R an. 

Für alle dem Intervalle 0 < R < Ro angehörenden Werthe des 
Parameters R hat die Function Wes, SI; R) längs der ganzen Begren
zung des Bereiches S* (R) ne ga t i v e, längs des im Inneren des Be
reiches liegenden Einheitskreises pos i t i v e Werthe. 

Hieraus folgt, dass im Inneren jedes dieser Bereiche S*(R) zwei 
geschlossene Linien liegen, längs welcher die Function W( s, SI; R) den 
Werth Null annimmt. Eine dieser beiden Linien liegt innerhalb, die 
andere liegt ausserhalb des Einheitskreises der s-Ebene. Die Gesammt
heit derjenigen, dem Inneren des Bereiches S*(R) angehörenden Stellen, 
für welche die Function W (s, SI; R) positive Werthe oder den Werth 
Null annimmt, bildet für die angegebene Differentialgleichung einen 
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Grenzbereich. Da dieser Grenzbereich ein Theil des Bereiches S*(R) 
ist, so ergibt sich auf Grund der in der Schrift !) U eber ein die Flächen 
kleinsten Flächeninhalts betreffendes Problem der Variationsrechnung <i 

enthaltenen Entwickelungen,*) dass unter den dem Intervalle 0< R < Ro 

entsprechenden Minimalflächenstücken ~* (R) kein einziges die Eigen
schaft besitzt, kleineren Flächeninhalt zu haben, als alle jhm hin
reichend nahe liegenden, von denselben Randlinien begrenzten Flächen
stücke. 

Den beiden Curven innerhalb des Gebietes S* (R), längs welcher 
die Gleichung 1/J (s, SI; R) = 0 erfüllt ist, entsprechen zwei auf dem 
Minimalflächenstück ~* (R) liegende und in Bezug auf die Aequator
ebene desselben zu ~inander symmetrische Curven, welche mit C(R) 
bezeichnet werden mögen. Längs der Curven C(R) wird das Minimal
flächenstück ~* (R) von. den ihm unenülich benachbarten, der be
trachteten Schaar angehörenden Flächenstiicken g e s c h n i t t e n. 

Der geometrische Ort der Curven C(R) ist eine krumme Fläche 
<1>, welche von den dem Intervalle 0< R < RQ entsprechenden Mini
malflächenstücken ~* (R) ein geh ii.ll t wird. 

Die Hiillfläche <I> wird begrenzt von den beiden Begl'enzungslinien 
des 1VIinimalflächenstückes ~* (RQ). 

]'iir kleine Werthe des Parameters R besteht die Gleichung 

L = ~. r(i-)r(~) Rt n- 1 (1+(R») 
n r(++~) , 

in welcher (R) eine Grösse bezeichnet, welche für unendlich kleine 
Werthe des Parameters R ebenfalls unendlich klein wird. 

Unter derselben Voraussetzung besteht, wenn (lie Veränderlich
keit der Grösse S der Beschränkung unterworfen wird, dass für 
limR = 0 auch 

ist, die Gleichung 

1 
yg:(s) 

in welcher 

*) Siehe S. 259 dieses Bandes. 



312 Ueber specielle zweifach zusammenhängende Minimalflächenstücke. 

eme Grösse bezeichnet, welche für alle unendlich kleinen Werthe der 
beiden Grössen 

ebenfalls unendlich kleine Werthe hat. 
Hieraus ergibt sich, dass ein Minimalflächenstück ~n*(R) dem 

der Gleichung 

nr(~ +~) 
~(s) = - r(i-)f(f) RS-z 

entsprechenden Ca te no i d um so näher kommt, Je kleinere Werthe 
dem Parameter R beigelegt werden, wenn bei diesem Grenzübergange 
die Betrachtung auf einen solchen T h eil des lVIinimalflächenstückes 
~~l*(R) beschränkt wird, für welchen die angegebene, die G-rösse 

I 

betreffende Voraussetzung zutrifft. 
Hieraus folgt, dass die erwähnte Hüllfläche <P in demjenigen 

Theile, welcher unendlich kleinen Werthen des Parameters R ent
spricht, näherungsweise dieselbe Gestalt besitzt, wie der die betrach
tete Scham' ähnlich liegender Catenoide einhüllende Rotations -Kegel, 
dessen Gleichung 

Bezeichnet b die einzige positive Wurzel der Gleichung 

deren Werth angenähert 1,1996786 ... ist, so wird der Wel'th der 
Constante c durch die Gleichung 

eb_e-b 
- -2 - = 1,50888··· 

bestimmt. 
Die Hüllfläche <P enthält hiernach den Mittelpunkt aller der be

trachteten Schaar angehörenden Flächensti.lcke; derselbe ist ein com
scher Doppelpunkt der Fläche <P. Die Gleichung 
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ist die Gleichung desjenigen Kegels, welcher die Fläche <t> im Coonli
natenanfangspunkte einhüllend berührt. 

Es besteht also die Hüllfläche <t> aus zwei trichterförmig gestal
teten, in Bezug auf die Aequatorebene zu einander symmetrisch lie
genden Theilen, welche im Coordillatenanfangspunkte mit einander 
zusammenhängen. 

Die Betrachtungen, welche Herr L in deI ö f in seinem Lehrbuche 
der Variationsrechnung auf den Seiten 210-214 in Bezug auf eine 
Schaar ähnlich liegender Catenoide mit gemeinsamem Mittelpunkt an
gestellt hat, gestatten eine sinngemässe Anwendnng auf die dem 

Intervalle 0< R < Ro entsprechenden Minimalflächenstücke ~n* (R). 

·Werden zwei giirtelförmige Streifen der Hüllfläche <t>, welche 
einerseits von je einer der Begrenzungslinien des Minimalflächenstückes 

~n*(Ro), andererseits von je einer der beiden Curven C(R) begrenzt 
werden, durch das gürtelfö).'mige, von den beiden Curven C(R) begrenzte 
Stück des Flächenstückes ~l*(R) mit einander verbunden, so entsteht 
ein zweifach zusammenhängendes Flächenstück, welches mit "IJf(R) be
zeichnet werden möge. 

Das Flächenstück "IJf(R) hat für jeden dem Intervalle 0< R < Ru 
angehörenden Werth des Parameters R mit dem Minimalflächenstücke 
~1* (Ro) die Begrenzung gemeinsam und besitzt e ben sog r 0 s sen 
Flächeninhalt, wie dieses. Da das Flächenstück "IJf(R) nicht in seiner 
ganzen Ausdehnung ein 1VIinimalflächenstiick ist, so gibt es in belie
biger Nähe desselben solche Flächenstilcke, welche von denselben 
Randlinien begrenzt werden und k lei n e ren Flächeninhalt haben, 
als das Flächenstück 1JF(R). Aus dem Umstande, dass diese Flächen
stücke dadurch, dass dem Parameter R ein dem Werthe Ru hilll'eichend 
nahe kommender Wertk beigelegt wird, dem Flächenstücke ~1* (Ru) 
in der ganzen Ausdehnung desselben beliebig nahe gebracht werden 
können, ergibt sich, dass dem Minimalflächenstücke ~1* (Ro) die Eigen
schaft ni c h t zukommt, kleineren Flächeninhalt zu besitzen, als all e 
ihm hinreichend nahe kommenden, von denselben Randlinien begrenzten 
Flächenstücke. 

Hieraus folgt: 
Die dem Intervalle Ro < R < 1 entsprechenden 1VIinimalflächen

stücke ~* (R) und M* (R) sind die ein z i gen, den betrachteten 
Schaaren von ]\!Iinimalflächenstilcken angehörenden Flächenstiicke, 
welche die Eigenschaft haben, kleineren Flächeninhalt zu besitzen, als 
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alle denselben hinreichend nahe kommenden, von denselben beiden 
regelmässigen n-seitigen Polygonen begrenzten Flächenstücke. 

Aus der vorstehenden Untersuchung hat sich ergeben, dass, wenn 
R, einen dem Intervalle 0 < B, < Bo angehörenden Werth des Para
meters R bezeichnet, es stets einen und nur einen dem Intervalle 
Ru < R2 < 1 angehörenden Werth R2 des Parameters gibt, für welchen 

das Verhältniss ~ denselben Werth besitzt, wie für den Werth 

R = R,. Die beiden zweifach zusammenhängenden l\tIinimalflächen

stücke ~~t* (BI) und ~n* (R 2 ) haben di esel be Begrenzung, aber nur 
das l\tIinimalflächenstitck ~n* (R2 ) ist ein Flächenstück kleinsten Flächen
inhalts. 

10. 
U e bel' ga n g zu der GI' e n zen = 00. 

Werthe der Grössen Ro und m fÜ.r den Fall n = 4. 

Der U c bergang zu der Grenze lim n = 00 kann, vorausgesetzt, 
dass die Vel'änderlichkeit der Grösse s auf das Gebiet 

R< I s I <R-l 

beschränkt wird, auf Grund der folgenden Formeln ausgeführt wel'den. 

(N.) 

Fitl' lim n = 00 bestehen die Gleichungen: 

lim R-t I1 L = lr'+R, 
lim IH 11 0: (s) = - S-2 , 

lim R-l" Y 

lim R-t" z 

= ffi(S-'+ S), 
= ffii(s-'_ S) , 

= ffi210g (S-I). 

Bei diesem Gl'enzübergange geht also jedes l\tIinimalflächenstiick 

~t*(R) in eine dem Gebiete 

R< I s I <R-1 

entsprechende Zone desjenigen Catenoids über, welches der durch die 
Gleichung 

bestimmten Function 0: (s) entspricht. Für diesen Grenzfall, welcher 
experimentell von PI at e a u, mit den Hülfsmitteln der Variationsrech· 
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nung zuerst von Herrn Li nd el ö f untersucht wurde, ergibt sich 

H 21ogR-1 

L = R-1+R' 
Der vorstehende Ausdruck erlangt seinen grössten Werth 

ro(oo) = 0,662744.. fiir log R-1 = log R;;-l = 1,1996786·· 
Ro = 0,30129 .. = tg 16046'1",5. -

Durch die Experimentaluntersuchungen PI a te a u' s ist die U eber
einstimmung festgestellt worden, welche auf diesem Untersuchungs
gebiete zwischen dem Ergebnisse der theoretischen Untersuchung und 
dem Ergebnisse des Experiments besteht. 

Dieselben Zahlen, welche theoretisch die Grenze l;estimmen, bis 
zu welcher gewissen Minimalflächenstiicken in dem angegebenen Sinne 
die Eig~nschaft des kleinsten Flächeninhalts wirklich zukommt, be
stimmen zugleich die Grenze der Stabilitä't fliissiger Lamellen, deren 
Gestalt durch geeignete Vorkehrungen mit der Gestalt jener Minimal
flächenstiicke zur Uebereinstimmung gebracht worden ist. 

Um eins der Hauptergebnisse der in der vorliegenden Abhandlung 
mitgetheilten Untersuchung fiir einen anderen Werth der Zahl n, als 
den Grenzwerth n = 00, mit dem Ergebnisse von speciell fiir diesen 
Zweck anzustellenden Experimenten vergleichen zu können, habe ich 
fiir den Fall, in welchem die Begrenzung der MinimalflächenstHcke 
~* von zwei Qua d I' a t engebildet wird, also fiir den Fall n = 4, 
die Gleichung D(R) = ° näherungsweise aufgelöst und den grössten 

Werth ro, welchen der Quotie~t f fHr den angegebenen Werth der 

Zahl n annehmen kann, näherungsweise bestimmt. Ohne an dieser 
Stelle auf die Einzelheiten der Rechnung einzugehen, theile ich hier 
nur das Endergebniss derselben mit. 

Unter der Voraussetzung, dass der Zahl n der Werth 4 beigelegt 
wird, ergibt sich fHr die Grösse Ro der Werth 

Ro = 0,43188·· = tg (23°::U'31" .. ) , 

fiir die Grösse ro der Werth 

ro (4) = 0,720146 .. 

Da die Grösse 

{'j-1 = </2 0,517638 .. 
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grösser ist als 0,43188··, so besitzt das den Werthen 

n = 4, R = Va- t 
{'i 

entsprechende Minimalflächenstilck ~* kleineren Flächeninhalt, als 
alle demselben hinreichend nahe kommenden, von denselben beiden 
Quadraten begrenzten Flächenstücke.*) 

*) Siehe S. 99 dieses Bandes. 



A.nmerkungen und Zusätze zum ersten Bande. 

Bestimmung einer speciellen Minimalfiäche. 

Die zu dieser Abhandlung gehörenden, schon bei der ersten Ver
öffentlichung zu derselben hinzugefügten Anmerkungen befinden sich 
in dem auf den Seiten 109 -125 dieses Bandes abgedruckten Anhange. 
Zur leichteren Auffindung wird im Nachstehenden für jede dieser 
Anmerkungen angegeben, anf welcher Seite dieselbe zu finden ist. 

Zu Seite 8, Anm. 1) siehe Seite 110 dieses Bandes. 

" ,,12, Anm. 2)" "110,, " und Seite 66-68 

" 

" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 

des zweiten Bandes der vorliegenden Ausgabe. 
" 13, Anm. 3) siehe Seite 110 dieses Bandes und Seite 78 

des zweiten Bandes der vorliegenden Ausgabe. 
" 14, Anm. 4) siehe Seite 110 dieses Bandes. 
I) 16, Anm. 5)" "111,, ," 
" 19, Anm. 6)" I) 111" " 
" 19, Anm. 7)" "1.11,, " 
" 23, Anm. 8)" ,,111-113 dieses Bandes. 
" 27, Anm. 9)" ,,113 dieses Bandes. 
" 31, Anm.10) " "113,, " 

Zusatz zu Seite 32, Zeile 1-4 von unten. 

Die Function g:( s), von welcher in dieser Abhandlung an einigen 
Stellen Gebrauch gemacht wird, hat für den betrachteten speciellen 
Fall nicht völlig analoge Bedeutung, wie die in der Abhandlung 
des Herrn W eie I' s tr ass "Untersuchungen über die Flächen, in de
nen die mittlere Krümmung überall gleich 0 ist" (Monatsberichte der 
Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrgang 1866, 
Seite 619) für Minimalflächen im Allgemeinen erklärte Function g:(s).
Um Uebereinstimmung der beiden Bezeichnungen herbeizuführen, müsste 
in allen Formeln der Abhandlung ,.Bestimmung einer speciellen Mi-



318 Anmerknngen und Zusätze zum ersten Bande. 

nimalfläche", in denen von der Bezeichnung ~ (s) Gebrauch gemacht 
wird, -~ ~ (s) an die Stelle von ~ ( s) gesetzt werden. 

Zu Seite 35, Anm. 11) siehe Seite 113 dieses Bandes. 
/) I) 49, Anm.12) I) I) 114" I) 

" ," 49, Anm.13) /) " 
116 I) " 

" !, 58, Anm.14) 
" " 

116 
" " 

Zusatz zu Seite 75, Zeile 3 von unten. 

Ob die Gestalt der an dieser Stelle oder die Gestalt der auf 
Seite 137 dieses Bandes mitgetheilten Gleichung der untersuchten 
Minimalfläche einfacher ist, kann dahingestellt bleiben. 

Zn Seite 76, Anm.15) siehe Seite 118 dieses Bandes. 

" ,,82, Anm. 16) " ,,118 " " 
" ,,86, Anm.17) J, /) 118 " " 
" " 88, Anm.18) " ,,118 " " 
" ,,88, Anm.19) " ,,119 " " 

" " 
89, Zeile 1-3 von unten, und 

" I) 9O, 
" 

4-6 von oben siehe die Anmerkung zu Seite 32 
auf Seite 317 dieses Bandes. 

" " 
90, Anm.20) siehe Seite 119 dieses Bandes. 

n " 
91, Anm.21) 

" " 
120 

" " 
n " 

92, An111.22) 
" " 

123 
" " 

Zusatz zu Seite 95, Zeile 16 von oben. 

Die Gleichung aller dieser Flächen kann in die Form A fJ, v = 1 
gesetzt werden. Siehe Seite 136 und folgende dieses Bandes. 

Zu Seite 96, Anm.23) siehe Seite 123 dieses Bandes. 
" ,,96, Anm.24) )) ,,123 " " 

Zusatz zu Seite 99, Zeile 8 von oben. 

Eine genauere hierauf bezügliche Untersuchung ist In den Arti
keln 8, 9 und 10 der Abhandlung "Deber specielle zweifach zusam
menhängende Flächenstücke , welche kleineren Flächeninhalt besitzen, 
als alle benachbarten, von denselben Randlinien begrenzten Flächen
stücke 'I, Seite 304 und folgende dieses Bandes, enthalten. 

Zu Seite 99, Anm.25) siehe Seite 124 dieses Bandes. 
" ,,101, Anm.26) " ,,124 " /) 
" " 103, Zeile 12 von ~tnten siehe Seite 187 dieses Bandes. 
" ), 108, Anm.27) siehe Seite 125 dieses Bandes. 
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Zusatz zu Seite 111, Anm.5). 
Der an dieser Stelle ausgesprochene Lehrsatz und em mit dem

selben in naher Verbindung stehender Lehrsatz (siehe Seite 130 die
ses Bandes, Zeile 6-14 von oben) war Gegenstand einer dem Phy
siker J. Plateau im Jahre 1870 vom Verfasser gemachten briefli
chen Mittheilung, welcher dieser hochverdiente Forscher grosses In
teresse entgegengebracht hat. Siehe J. Plateau, Statique experimentale 
et theorique des Liquides sounds aux seules (orces moleculaires, tome 1. 
p.235-236. 

Zttsatz zu Seite 12R, Anm.23). 
Siehe das m der vorhergehenden Anmerkung angeführte Werk 

von J. Plateau, tome 1. p.229-230. 

Fortgesetzte Untersuchungen über specielle Minimal
flächen. 

Zusatz zu Seite 126, Zeile 2 von unten. 
Man sehe die von Hat te nd 0 r ff verfasste Einleitung zu der 

posthumen Abhandlung Riemann's: Ueber die Fläche vom klein
sten Inhalt bei gegebener Begrenzung, Abhandlungen der Königlichen 
Gesellschaft der Wissenschaften zu Göttingen, Band 1~, Seite 6. 

Zu Seite 129, Zeile 1 von unten. 
~ 

Dieser Satz ist, wenn ich nicht irre, zuerst von E. La m a r I e 
ausgesprochen worden. Siehe Seite 229 dieses Bandes. 

Zu Seite 130, Zeile 6-14 von oben. 
Siehe die Anmerktmg zu Seite 111. 

Zusatz zu Seite 131, Zeile 17 von oben. 
Ist der Bereich des Argumentes u, welchem das betrachtete ein

fach zusammenhängende Minimalflächenstiick entspricht, eine von der 
Axe des Reellen der Ebene (u) begrenzte Halbebene , so sind die 
ausserwesentlich singulären Werthe des Argumentes u die Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung mit reellen Coefficienten. 

Bezeichnet (die Zahl der Aufeinanderfolgen gleichartiger Ket
tenglieder (die Zahl der Folgen), 

w die Zahl der Aufeinanderfolgen ungleichartiger Ket
tenglieder (die Zahl der Wechsel), 

so ist die erwähnte algebraische Gleichung vom Grade 

f+i~v-4. 
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Der angeführte Lehrsatz gestattet, wie ich gefunden habe, fol
gende Verallgemeinerung: 

Wenn die im Artikel 2 (siehe Seite 130 dieses Bandes) angege
benen Grenzbedingungen der Art nach aufrecht erhalten werden, wo
bei jedoch an die Stelle ein e l' zusammenhängenden geschlossenen 
Kette eine gewisse An z a h 1 zusammenhängender geschlossener Ket
ten treten kann, während an die Stelle des ein fa c h zusammenhän
genden lVIinimalflächenstückes ein lVIinimalflächenstück tritt, für wel
ches die Ordnungszahl des Zusammenhanges den Werth r hat, so ist 
die algebraische Gleichung, deren Wurzeln die ausserwesentlich Slll

gulären Werthe des Argumentes ergeben, yom Grade 

f+!w+4r-8. 

Bei der Bestimmung dieses Grades ist von mir nur der Fall be
rii.cksichtigt worden, in welchem das betrachtete lVIinimalflächenstück 
in dem Sinne z w e i von einander yerschiedene Seiten besitzt, dass 
es ohne U eberschreitung der Randlinie nicht möglich ist, durch ste
tigen U ebergang von einer Seite des Flächenstückes zur anderen zu 
gelangen. In dem betrachteten allgemeineren Falle tritt an die Stelle 
der Halbebene für den .Fall des einfach zusammenhängenden lVIinimal
flächenstückes eine von r übereinanderliegenden Halbebenen gebildete 
R i e man n sche Fläche, welche in ihrem Inneren, allgemein zu reden, 
2r-2 Windungspunkte erster Ordnung besitzt. 

Herr W. Dyck, welchem ich die angeführte Formel für die An
zahl der ausserwesentlich singulären Werthe des Argumentes u mit
getheilt habe, hat durch Anwendung einer ihm eigenthümlichen Be
trachtungsweise (siehe lVIathematische Annalen, Band 32, S. 472-512) 
gefunden, dass sich die Geltung dieser Formel auch auf den Fall solcher 
lVIinimalflächenstiicke erstreckt, für welche es möglich ist, bei stetigem 
Fortschreiten im Inneren des Flächenstückes ohne Ueberschreitung des 
Randes von jeder der beiden Seiten des Flächenstückes auf die an
dere Seite überzugehen. Die Bedeutung der Zahl r ist hierbei ent
sprechend den a. a. O. Seite 483-485 angegebenen Formeln (4) und (7) 
zu modificiren. 

Den ausserwesentlich singulären Werthen des Argumentes ent
sprechen, allgemein zu reden, solche Punkte des lVIinimalflächenstückes, 
durch welche mehr als zwei Asymptotenlinien hindurchgehen. 

Die einfachste Art solcher Punkte ist auf Seite 17 dieses Bandes 
(Zeile 7-13 von unten) beschrieben. Lässt man die Voraussetzung 
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fallen, dass die Constanten a und b in den Reihen, durch welche die 
Grössen sund (lj ( t~ ) ausgedrückt werden, reelle Werthe haben, so 
besitzt das entsprechende Minimalflächenstück im Allgemeinen nicht 
mehr die Eigenschaft, dass die drei Haupttangentencurven, welche 
durch den dem Werthe 1(, = 0 entsprechenden Punkt des Minimalflä
chenstückes hindurchgehen, ger ade Linien sind. 

Die hierbei sich ergebende Singularität eines Minimalflächenstückes 
entspricht einer ein fa c h e n Wurzel der erwähnten algebraischen 
Gleichung, vorausgesetzt, dass diese Wurzel mit keinem derjenigen 
singulären Werthe des Argumentes zusammenfällt, denen eine Eck e 
des betrachteten Minimalflächenstückes entspricht. 

Höhere Singularitäteu können dadurch entstehen, dass entweder 
zwei, oder mehrere Wurzeln der erwähnten algebraischen Gleichung 
mit einander zusammenfallen, oder dadurch, dass eine oder mehrere 
dieser Wurzeln mit einem derjenigen Werthe des Argumentes zu
sammenfallen, welchen eine Eck e des betrachteten Minimalflächen
stückes entspricht. 

Sehr interessante nähere Ausführungen hierüber enthält eine Ab
handlung des Herrn E. R. Neovius: "Untersuchung einiger Singu
laritäten, welche im Innern und auf der Begrenzung von Minimal
flächenstücken auftreten können, deren Begrenzung von geradlinigen 
Strecken gebildet wird. ,. Acta societatis scientiarum Fennicae, tomml 
XVI, p.531-553. 

Zusatz zu Seite 137, Zeile 15 von oben. 

In einer im 14ten Bande der Zeitschrift "The Quarterly Journal 
of pure and applied Mathematics p.190-196 (1876)" veröffentlichten 
Abhandlung "On a special sU1face of minimmn area" beschäftigt sich 
Herr Ca y 1 e y mit folgender Aufgabe: 

We may enquire wheter tltere exists a surface of minimum area 

~/)here the determining equations are 

( ,dA. ) 
Ä. = dx' &e .. 

A.'2 = aA.4 +bA.2 +c, 
p,'2 = ap,4+bp,2+ c, 
V'2 = av4 +bv2+c, 

S eh war z. Gesammelte Abhandlungen. I. 21 
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Herr C ay I e y spricht sich über das Ergebniss seiner Untersu
chung folgendermassen aus: I find that the coefficients a, b, c must 
satisfy four homogeneous quadric equations, which, in fact, admit of si
multaneous solution, and that in tM'ee distinct ways, viz. assuming a = 1, 
the solutions are 

a 1, b 10 
C 1, - - 3' -

a - 1, b - -2, c - 1, 

a 1, b 2 
C 

1 - - -3' - -3 
that is, 

which gives Schwarz's surface; 

which, it ii easy to see, gives only x + y + z = const.; and 

l'2 = l4_fl2_+ = (l2-1)(l2+-t), 

which is a surface similar in its nature to Schwarz's surface. 
Hierzu kann Folgendes bemerkt werden. 
Wenn von der Gleichung 

dnrch die Substitutionen 

l _ 1+l1 

- l-l l ' 

zu der Gleichung 

1+ P-I 
P- = -1--' 

-P-l 

übergegangen wird, so geht die Differentialgleichnng 

l'2 = al4 +bl2+c 

in die Differentialgleichung 

4l;2 = (a+b+c) l~+4(a-c)l~+ (6a-2b+6c) l~ + 4(a-c) ll+ (a+b +c) 

über, welche in den drei von Herrn Ca y I e:r aufgefundenen Fällen 
folgende Formen annimmt: 

I. l~2 = t(l:+A!+l), 

H. l: = ± All 

II~. l~2 =; AI (l~ + II + 1). 
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Wenn in dem letzten dieser drei Fälle Al = A~, fi'l = fi':, VI = V: 
gesetzt wird, so zerfällt die Gleichung. Al fi'l VI = 1 in die beiden 
Gleichungen .1.2 fi'2 V 2 = +1 und A2 fi'a Va = -1, während die Differen
tialgleichung die Form A~2 = i (.1.: + .1.: + 1) annimmt. 

Hieraus ergibt sich also, dass zwar in dem d r i t t e n der von 
Herrn Ca y I e y betrachteten Fälle die betrachtete Gleichung, so bald 
die bei der Integration der Differentialgleichungen auftretenden In
tegrationsconstanten bestimmte Werthe erhalten haben, z w ei von 
einander der Lage nach verschiedene analytische Flächen darstellt, 
dass aber beide analytische Flächen - von der absoluten Grösse der 
einzelnen Theile abgesehen - gen a u die sei beG e s tal t besitzen, 
wie in dem ersten der von Herrn C a y 1 e y betrachteten Fälle, also 
dieselbe Gestalt, wie die in der Abhandlung: "Bestimmung einer 
speciellen Minimalfläche" untersuchte Minimalfläche , beziehungsweise 
wie die durch Biegung derselben entstehende Fläche. 

Zusatz zu Seite 137, Zeile 18 von oben. 

Man verdankt Herrn W ein gar t e n die Entdeckung einer· be
merkenswerthen Eigenschaft der in dieser Abhandlung untersuchten 
speciellen Minimalflächen. 

Diese speciellen Minimalflächen bilden nämlich, wie Herr W ein
garten gefunden hat, die allgemeinste Familie von Minimal:Bä
ehen, deren Gleichung, unter der Voraussetzung, dass x, 'IJ, z die 
rechtwinkligen Co ordinaten eines Punktes der Fläche bezeichnen, in 
die Form 

gesetzt werdell: kann, wo I eine Function von x, ID eine Function 
von 'IJ, .8 eine Function von z bedeutet. 

Siehe die Abhandlung des Herrn W ein gar t e n: "U eber die 
durch eine Gleichung von der Form I + ~ +.8 = 0 darstellbaren 
Minimal:Bächen", Nachrichten von der Königlichen Gesellschaft der 
Wissenschaften und der Georg -Augusts -Universität zu Göttingen, 
Jahrgang 1887, Seite 272-275. 

21 * 
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Beitrag zur Untersuchung, der zweiten Variation des 
Flächeninhalts von MinimaIßächenstücken im Allgemei
nen und von Theilen der Schraubenßäche im Besonderen. 

Zusatz zu Seite 151. 

Hinsichtlich dieser Abhandlung ist auf das hinzuweisen, was auf 
den Seiten 234, 235, 274 und 275 dieses Bandes bezüglich dieser Ab
handlung gesagt ist. 

Zusatz zu Seite 152, Zeile 17 von oben. 

Das Minimalflächenstück M (siehe Seite 3 und Seite 33 dieses 
Bandes) besitzt nicht nur unter allen demselben hinreichend nahe 
liegenden, von demselben Vierseit begrenzten, einfach zusammenhän
genden Flächenstücken , sondern überhaupt unter all e n, von diesem 
Vierseit begrenzten, einfach zusammenhängenden Flächenstücken den 
kleinsten Flächeninhalt. Dies kann auf folgende Weise bewiesen 
werden. 

Die Oberfläche des Tetraeders A. B OD (siehe Tafel 1), dessen 
vier Kanten A.B, BO, OD, DA die vollständige Begrenzung des Mi
nimalflächenstückes M bilden, theilt den unendlichen Raum in zwei 
Theile, das Innere und das Aeussere des Tetraeders. 

Das Innere des Tetraeders möge mit R bezeic,hnet werden. 

Man denke sich nun eine Schaar von Minimalflächenstücken con
struirt, welche de~ Raumtheil R lückenlos erfüllt und welche der 
auf S.227 dieses Bandes angegebenen Forderung entspricht. 

[Eine solche Schaar ergibt sich zum Beispiel durch Translation 
des Minimalflächenstückes M parallel der z-Axe des Coordinaten
systems, also parallel der Richtung der Strecke IK.] 

Durch die auf S.235 dieses Bandes angegebene Beweisführung 
wird nachgewiesen, dass das Minimalflächenstück lJ1. kleineren Flä
cheninhalt besitzt, als jedes andere, von demselben Vierseit begrenzte, 
einfach zusammenhängende Flächenstück F, dessen Punkte ohne Aus
nahme dem Inneren, beziehungsweise der Begrenzungsfläche des Raum-, 
theiles Rangehören. 

Dieselbl'l Eigenschaft des Minimums besitzt nun das Minimalflä· 
chenstück M gegenüber all e n einfach zusammenhängenden, von dem
selben Vierseit A.B 0 D begrenzten Flächenstücken F, auch wenn 
Theile diesel' Flächellstücke ausserhalb des Raumtheiles R liegen. 
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Denn es ist stets möglich, an die Stelle der Gesammtheit aller aussel'
halb R liegenden Theile eines der betrachteten Flächcnstiicke F, 
ohne Aufhebung des Zusammenhanges dieses Flächenstückes ein e b e
ne s Flächenstück , oder mehrere ebene Flächenstilcke treten zu las
sen, welche ganz in der Begrenzungsfläche Jes Raumtheiles R liegen, 
und deren Gesammtflächeninhalt kleiner ist all' der Gesammtflächen
inhalt der ausserhalb des Raumtheiles H liegenJen Theile des be
trachteten Flächenstückes F. 

Ein ganz analoger Beweis fiihrt zu dem analogen Ergebnisse für 
die übrigen auf Seite 152 dieses Bandes, Zeile 9-17 von unten, auf
gezählten Minimalflächenstücke. 

Wegen einiger Einzelheiten hei diesem Beweise nehme ich Bezug 
auf die im 'Capitel VI der Dissertation des Herrn F. Bohnert, 
",Bestimmung einer speciellen periodischen Minimalfläche , auf welcher 
unendlich viele gerade Linien und nnen(Uieh viele ebene geodätische 
Linien liegen," Göttingen 1888, enthaltenen näheren Amifiihrungen. 

Zusatz .~'u Seite 154, Zeile 9 von oben. 

Zur Vervollständigung dieses Systems yon Gleichungen können 
folgende Gleichungen dienen: 

{ssl+1)2dX = (1-s~)ds+(1-s2)dsl' 

(ssl+1)2dY = -i(l+s~)ds+i(1+s2)dsll 

(ssl+1)2dZ = 2s1 ds + 2sds1• 

Zusatz zu Seite 168, Zeile 18 von obe'/f;. 

Durch eine anderweitige Untersuchung .hat sich ergeben, dass 
das betrachtete Stück Jer Schraubenfläche auch in diesem Grenzfalle 
noch die Eigenschaft hat, kleineren Flächeninhalt zn besitzen, als 
alle demselben hinreichend nahe liegenden, yon derselben Randlinie 
begrenzten Flächenstilcke. Siehe Seite 269 dieses Bandes. 

Miscellen aus dem Gebiete der Minimalflächen. 

Zusatz zu Seite 168, Zeile 9 von oben . 

.. ,Allen Flächen, deren mittlere Kriimmung in jedem ihrer Punkte 
gleich 0 ist, kommt die Eigenschaft zu, dass sich Stücke derselben 
abgrenzen lassen, welche unter allen, je von denselben Randlinien 
begrenzten Flächenstücken den kleinsten Flächeninhalt besitzen. ,: 
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Die Richtigkeit dieser Behauptung kann durch folgenden Beweis 
dargethan werden. 

Es sei Po ein nicht singulärer Punkt einer krummen l!'läche, 
deren mittlere Krümmung in jedem ihrer Punkte gleich 0 ist. Man 
betrachte ein, den Punkt Po in seinem Inneren enthaltendes Stück 
dieser Fläche, welches so beschaffen ist, dass es erstens keinen sin
gulären Punkt enthält, zweitens, dass die in den Punkten dieses 
Flächenstückes nach derselben Seite hin construirten Normalen mit 
der Normale im Punkte Po s p i t z e Winkel einschliessen. 

Man denke sich nun eine Sc h aar von Flächenstücken construirt, 
welche aus dem betrachteten Flächenstücke durch eine Translation 
entsteht, bei welcher alle Punkte desselben gerade Linien beschrei
ben, die der im Punkte Po construirten Normale paralleL sind. 

Diese Schaar von Flächenstücken erfüllt einen gewissen Theil R 
des. Raumes. 

Hierauf denke man sich ein convexes Polyeder construirt, wel
ches den Punkt Po in seinem Inneren enthält und dessen Oberfläche 
ganz im Inneren des Raumtheiles R' liegt. Der von diesem Polyeder 
begrenzte Theil des Raumes werde mit R bezeichnet. 

Der im Inneren des Raumtheiles R liegende einfach zusammen
hängende Theil M des betrachteten Flächenstückes besitzt kleineren 
Flächeninhalt, als alle einfach zusammenhängenden, von derselben 
Randlinie begrenzten Flächenstiicke. 

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieser Behauptung ist ganz ana
log dem Beweise, welcher in der Anmerkung zu Seite 152 (siehe 
Seite 324 dieses '"Bandes) angedeutet ist. 

Zusatz zu Seite 175, Abschnitt III. 
Gibt man dem Parameter Cf. den Werth tr, so gehen x, y, z be

ziehlich in -x, -y, -z über; jedes einfach zusammenhängende Mi
nimalflächenstück geht also, wenn der Parameter Cf. das Intervall 
O· .. tr durchläuft, in ein anderes iiber. welches dieselbe Gestalt be
sitzt, wie das S pie gel b i I d des ursprünglichen. 

Hieraus ergibt sich der Satz: Jedes einfach zusammenhängende 
Minimalflächenstück kann durch Biegung auf stetige Weise in die 
Gestalt seines Spiegelbildes iibergeführt werden", so dass dasselbe 
während der Biegung nicht aufhört, ein Minimalflächenstück zu bleiben. 

Zusatz zu Seite 178. 
Die Bestimmung der Grösse des Flächeninhalts jedes bestimmten 
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Minimalflächenstückes M wird durch die an dieser Stelle mitgetheilte 
Formel grundsätzlich auf die Berechnung eines einfachen, längs der 
Begrenzung des Flächenstückes M zu erstreckenden Integrals zurück
geführt. Diese Zurückführung auf ein einfaches Integral hat der 
Verfasser aus dem in R i e man n' R posthumer Abhandlung "U eber 
die Fläche vom kleinsten Inhalt bei gegebener Begrenzung" (B er n
hard Riemann, Gesammelte Werke, Seite 289-291) mitgetheil
ten Lehrsatze hergeleitet und eine geometrische Deutung dieses ein
fachen Integrals mittelst der Flächenelemente einer Kegelfläche hin
zugefügt. 

Die Betrachtung der Kegelfläche , deren Mittelpunkt mit dem 
Coordinatenanfangspunkte zusammenfällt, gewährt zugleich bei Zu
hülfenahme einer Schaar von Minimalflächenstücken , welche zn dem 
gegebenen in Bezug auf llen Coordinatenanfangspunkt als Aehnlich
keitspunkt ähnliche Lage haben, die Möglichkeit, mit fast elementa
ren Hülfsmitteln zu beweisen, dass die Bestimmung des Flächenin
halts eines Minimalflächenstückes all g e m ein auf die Berechnung 
eines einfachen Integrals tfcos ro df zurii.ckgefii.hrt werden kann, WIe 
am Schlusse des Abschnittes IV der Miscellen (siehe Seite 179 die
ses Bandes) angegeben worden ist. Hierbei kann zugleich eine von 
Gau s s herrührende Formel (vergl. in Bezug auf diese Formel das 
auf Seite 127 dieses Bandes Gesagte) angewendet werden. 

In der Abhandlung von Mi eh a el R 0 b e r t s SUt· les surfaces dont 
les rayons de courbure sont egaux, mais diriges en sens opposes, Liou
ville, Journal de MathCmatiques pures et appliquees, tome XI, p.300-312, 
findet man ebenfalls eine auf die Bestimmung des Flächeninhalts von 
Minimalflächenstücken sich beziehende Formel (p.304, ligne 4 en 
descendant), in welcher nur einfache Integrale vorkommen. Auf diese 
Formel findet indessen eine im Art. 2 der posthumen Abhandlung 
Riemann's über Minimalflächen (Bernhard Riemann, Gesam
melte Werke, Seite 285, Zeile 7 von oben) enthaltene allgemeine 
Behauptung Anwendung. 

Dass die Bestimmung der Grösse des Flächeninhalts eines Mini
malflächenstückes allgemein auf die Berechnung eines ein fa ehe n 
Integrals zurückgeführt werden kann, ergibt sich ohne Weiteres, 
wenn eine von J'e 11 e t t im Jahre 1853 mitgetheilte Formel auf ein 
Minimalflächenstück angewendet wird. ( J. H. Je 11 e t t, Bur la sur
face dont la courbure moyenne est constante, Liouville I Journal de Ma
thematiques pures et appliquees, tome XVIII, p.163-167.) 
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Diese Formel besagt Folgendes: 
Ei:l mögen x, y, z die rechtwinkligen Co ordinaten eines beliebigen 

Punktes eines Flächenstückes hezeichnen, wobei die Coordinate z als 
Function der beiden anderen Co ordinaten x und y betrachtet werden soll. 

Den Grössen p, q, ?', S, t, P, ~ + ~ , ~, '1/, dS, S ist die durch die 
1 2 

Gleichungen 

az az 
p = ax' q = ay' 

P = z-px- qy , ~+~ = -.--i~-tq2)1~-2~C{s+C!_+p~t_ 
Vl+p2+ q2 R1 Rz (l+pz+t)~' 

~ = -"-pP-xVl+p2+t, '1/ = -qP-yVi+p2+cl 
dS = Vi +-1)2+ qZdxdy, S = ! !Vl+P2-+r/dXdy 

erklärte Bedeutung beizulegen. 
In dem angegebenen Doppelilltegl'ale ist die Integration übel' alle 

Elemente des betrachteten Flächenstückes zn erstrecken. 
Unter diesen Voraussetzullgen besteht <lie Gleichung 

(a~-+~)dXdY = P(~+~)dS-2dS, ax ay R1 Rz 

aus welcher sich durch Integration ergibt 

Hierbei ist das Doppelintegral auf der rechten Seite der vor
stehenden Gleichung über alle Elemente des betrachteten Flächen
stückes , das einfache Integral in dem aus der Herleitung der For
mel sich ergebenden Sinne über alle Elemente der Begrenzungslinie 
zu erstrecken. 

Wird die vorstehende, von Je 11 e t t gegebene Formel auf ein 
Minimalflächenstiick angewend6t, so ergibt sich der angegebene Satz. 

Derselbe Satz kann auch auf folgende Weise bewiesen werden. 
Man denke sich für jeden Punkt des betrachteten Flächenstückes die 
Normale construirt und von diesem Punkte aus nach derselben Seite 
des Flächenstiickes hin eine Strecke von der Länge habgetragen. 
Wird der körperliche Inhalt des auf diese Weise entstehenden Körpers 
mit JT bezeichnet, so ergibt sich 
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Andererseits ergibt sich fiir dieselbe Grösse V der Ausdruck 

V = ihS+thffp(~-+-i-)dS+th2ff;~ + 
~1 2 1 2 

XYZ 

+Ft f x y z 
ax dydz 

x Y ZI 
I x Y z i. 

dXdYdZI 
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In dieser Gleichung bedeuten X, Y, Z Jie Cosinus der Winkel, 
welche die Normale der Fläche mit den Richtungen der Co ordinaten
axen einschliesst. Die Grösse P hat den Wel'th P = Xx + Yy + Zz. 
Die Doppelintegrale sind ii.ber alle Elemente des betrachteten Flächen
stii.ckes, die einfachen Integrale sind über alle Elemente der Begren
zungslinie desselben zu erstrecken. 

Durch Vergleichung der Coefficienten der mit 7t und mit h2 mul
tiplicirten Glieder ergeben sich die Gleichungen 

Von diesen beiden Gleichungen ergibt di~ erste, wenn ~ +~ = 0 
1 2 

gesetzt wird, die auf Seite 178 dieses Bandes angegebene Formel 
fiir den Flächeninhalt eines Minimalfiächenstückes. 

Die zweite Gleichung, welche als eine Verallgemeinerung einer 
anderen in der~elben Je 11 e t t sehen Abhandlung mitgetheilten Gleichung 
angesehen werden kann, fUhrt zu dem Ergebniss, dass für jedes 
Minimalfiächenstück die Berechnung des Werthes des Doppelintegrals 

f f :~, allgemein auf die Berechnung des Werthes eines einfachen 

Integrals zurückgeführt werden kann. 
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Zusatz zu Seite 179, Abschnitt V. 

Man vergleiche hiermit die ausführliche Darstellung, welche Herr 
G. Darboux über dieselbe Untersuchung gegeben hat. (G. Dar
b 0 u x, Le~ons sur la theorie generale des surfaces et les applications 
[Jeometriques du calcul infinitesimal, Premiere Partie, Livre III, Chap. VIII, 
p. 388-404. Paris 1887.) 

Zu Seite 183, Zeile 6 von unten. 

Die Frage nach der niedrigsten Klassenzahl für reelle algebraische 
lVlinimalflächen ist von Herrn L. He n n e b erg beantwortet worden. 
Siehe die Abhandlung desselben: Bestimmung der niedrigsten Klassen
zahl der algebraischen lVIinimalflächen, Annali di Matematica pura ed 
applicata IIa serie, tOlllO IXo, p. 54-57. Man vergleiche auch die 
Abhandlung des Herrn S .. Li e: Beiträge zur Theorie der Minimal
flächen, Mathematische Annalen, Band 14, Seite 354, und die Abhand
lung des Herrn R. S tu l' m: Rein geometrische Untersuchungen über 
algebraische Minimalflächen, Journal für reine und argewandte Mathe
matik, Band 105, Seite 117. 

Die Frage nach der niedrigsten Ordnungszahl für reelle alge
braische Minimalflächen ist von Herrn S. Li e der Beantwortung 
näher gebracht worden. Siehe die vorhin angeführte Abhandlung 
desselben a. a. O. Seite 395. 

Zusatz' zu elen Seiten 186 und 187. 

Siehe Seite 200 und Seite 220 dieses Bandes. 
Die Aufgabe: Alle Minimalflächen zu bestimmen, welche ome 

Schaar reeller Kr eis e enthalten, gestattet folgende Lösung. 
In Folge der Eigenschaft der gesuchten l\finimalflächen, eine 

Schaar reeller algebraischer Curven zu enthalten, ist die Funetion 
g::(s) für jede derselben eine algebraische Function des Argumentes s. 
Hieraus ergibt sich zunächst der leicht zu beweisende Satz, dass 
jede der gesuchten Minimalflächen von der unendlich fernen Ebene 
des Raumes' überhaupt nur in ger ade, n Linien geschnitten werden 
kann, dass insbesondere keine diesel' Flächen den une~dlich fernen 
imaginären Kreis der Kugel enthält. Da nun die bei den unendlich 
fernen Punkte jedes Kreises auf dem unendlich fernen Kugelkreise 
liegen, und da diese analytische Linie eine u n zer 1 e g bar e Curve 
zweiten Grades ist, so können die unendlich fernen Punkte der Kreise, 
welche auf einer der gesuchten Minimalflächen liegen, eine unendlich 
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ferne Linie der Fläche nicht erzeugen. .Je zwei unendlich benach
barte Kreise der Schaar müssen daher die sei ben unendlich fernen 
Punkte besitzen. Mit anderen Worten: .T e zwei unendlich benachbarte 
Kreise der Schaar müssen in parallelen Ebenen liegen. Hieraus ergibt 
sich, dass jede der gesuchten Minimalflächen längs jedes Kreises der 
Schaar von einem Kegel oder Cylinder zweiten Grades beriihrt wird. 
Durch diese Eigenschaft ist aber die Gesammtheit aller Minimalflächen, 
welche eine Schaar reeller Kreise enthalten: bestimmt. (Siehe Seite 200 
dieses Bandes.) 

[Man vergleiche den zuerst von Herrn G- eis e l' für algebraische 
Minimalflä~hen ausgesprochenen Satz (Mathematische Annalen, Band 3, 
S. 530-534), welcher für alle Minimalflächen, die eine Schaar reeller 
algebraischer Curven enthalten, mit der näheren Bestimmung gilt, 
dass keine dieser Flächen mit der unendlich fernen Ebene des Rau
mes den unendlich fernen Kugelkreis gemeinsam hat.] 

Ebenso kann die Aufgabe gestellt werden: Alle Minimalflächen 
zu bestimmen, welche eine Schaal' reeller Par a beln enthalten. Alle 
bis jetzt bekannten Minimalflächen ) welche eine Schaar reeller Para
beln enthalten, werden längs jeder Parabel der Schaar von einem 
Cylinder berührt. Herr Studiosus P e c h e hat dem Verfasser einen 
Beweis für den Satz mitgetheilt, dass jede Minimalfläche, welche eine 
Schaar reeller Parabeln enthält, die angegebene Eigenschaft besitzt. 
Durch diese Eigenschaft ist die Gesammtheit aller lVIinimalflächen, 
welche eine Schaar reeller Parabeln enthalten, bestimmt. .J ede Mini
malfläche nämlich, welche eine reelle Parabel enthält und längs der
selben von einem CyliIider berithrt wird, hat die Eigenschaft, eine 
Sc h aar reeller Parabeln zu enthalten. 

Man kann diese Flächen ohne Ausnahme durch einen angemesse
nen Grenzübergang aus denjenigen Minimalflächen erhalten, welche 
von einer Schaar von Kegeln zweiten Grades umhüllt werden. 

Zu den Minimalflächen , welche eine Schaar reeller Parabeln ent
halten, gelangte Enneper, von der Aufgabe ausgehend: Alle Mini
malflächen zu bestimmen, welche die Eigenschaft besitzen, dass bei 
der durch parallele Normalen vermittelten conformen Abbildung der 
Minimalfläche auf die Kugel den Meridianen der Kugelfläche eine 
Schaar von e ben e n Curven der Minimalfläche entspricht. 

(A. E n ne per: U eber Flächen mit besonderen Meridiancurven, 
Abhandlungen der Königlichen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Göttingen, Band 29, Seite 49-50.) 
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Bei geeigneter Wahl des CoordinatensystemR wird Hit, diese 
IHinimalfiächen die Function ~(s) durch die Gleichung 

~ (s) = -2~2- + ai (} - -ta) 
be:,;timmt, in welcher a und b zwei reelle Constanten bezeichnen. Die 
Ebenen der Parabeln schlieRsen bei jeder von diesen lVIinimalfiächell 
mit einer festen Ebene einen Winkel von constanter Grösse ein. 

Man vergleiche die Abhandlung des Herrn Hj almar Tallq vist 
" Construction eines Modelles einer speciellen l\1inimalfiäche. ii (Öfver
sigt af Finska Vetenskaps-Societetens Förhandlingal', B. 31.) 

Zlt Seite 188, . Ende des A.bschnittes IX. 

Siehe Seite 224-240 dieses Randes. 

U eber diejenigen Minimalflächen, welche von einer Schaal' 
von Kegeln zweiten Grades eingehüllt werden. 

Zu Seite 200, Zeile 9 - 25 von oben. 

Siehe den Zusatz zu den Seiten 186-187 auf Seite 330 die
ses Bandes. 

U eber Clmge nicht algebraische Minimalflächen , welche 
eme Schaal' algebraischer Curven enthalten. 

Zlt Seite /209, Zeile 1 von oben. 

Siehe Seite 2135 des zweiten Bandes der vorliegenden Ausgabe. 

U ebel' em die Flächell kleinsten Flächeninhalts betl'ef
fendes Problem der Variationsrechnung. 

Zusatz zu den Seiten 229-2/34. 

Der Fundamentalsatz 

F - S = ./J'c1- cos (jJ) dF 

kann auch wie folgt analytisch bewiesen werden. 
Es bezeichne Cf! (x, y, z) einen Zweig einer analytischen ..Function 

der rechtwinkligen Coordinaten x, y, z des Punktes P, eindeutig erklärt 
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mit dem Charakter einer ganzen Function für alle, einem gewissen 
Theile R des Raumes angehörenden Punkte P. 

Es bezeichne e einen variablen Parameter und es seI 

f{J(X,y,z) = e 

die Gleichung einer Schaar von Flächenstücken der s e 1 ben constanten 
mittleren Krümmung. 

Der angegebenen Voraussetzung zufolge geht durch jeden Punkt 
P des Raumtheiles R ein einziges Flächenstiick der Schaar hindurch. 

Wird 

a 
ay ffJ(x,y,z) = ffJ2(X,y,Z) - ffJ,: 

a az ffJ (x, Y, z) = ffJa ( x, Y, z) = ffJ3' 

gesetzt, so besteht fitr alle, dem Gebiete B angehCirenden Punkte P 
die Gleichung 

ax aY az 
ax + ay- + az - = A., 

wo Ä. eine Constante bezeichnet. 
Es bezeichne 
B' einen von einer endlichen Anzahl von Stücken analytischer 

Flächen begrenzten Theil des Gebietes R, 
V' das Volumen desselben, 
F' den Flächeninhalt der Oberfläche des Gebietes B',' 
dV' = dx dy dz die Grösse eines Elementes des Volumens V', 
dF' den Flächeninhalt eines Elementes der Oberfläche des Ge-

bietes B', 

Die Grösse (l) werde erklärt als der Winkel, den die nach aussen 
gerichtete Normale in einem Punkte der Oberfläche des Gebietes B' 
mit der positiven Richtung der Normale de~ durch denselben Punkt 
hindurchgehenden Flächenstückes der betrachteten Schaar einschliesst. 

Aus der Gleichung 

dV' (iJX iJY aZ)d d d 
Ä. = ax + ay + az x y z 
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ergibt sich durch Integration über alle Elemente des Gebietes B' die 
Gleichung 

lV' = JJ cos ro dF', 

wobei auf der rechten Seite dieser Gleichung die Integration über 
alle Elemente dF' der Oberfläche des Gebietes B' auszudehnen ist. 

Es kann nun der Fall eintreten, dass ein Theil der Oberfläche 
des Gebietes B' von einem Flächenstücke S der betrachteten Schaar 
gebildet wird, während längs dieses Theiles der Oberfläche des Ge
bietes B' der Winkel ro den Werth 0 hat. Wird mit dF" ein Element 
desjenigen Theiles F" der Fläche F' bezeichnet, welches übrig bleibt, 
wenn das Flächenstück S von der Oberfläche F' weggenommen wird, 
so ergibt sich, wenn die Grösse des Flächeninhalts des Flächenstückes 
S ebenfalls mit S bezeichnet wird, 

lV' = S + JJcosrodF". 

Bezeichnet nunmehr dF den Flächeninhalt eines Elementes eines 
dem Flächenstücke S benachbarten Flächenstückes F, welches 

1) innerhalb d~s Gebietes B liegt, 
2) von derselben Linie L begrenzt wird, von welcher das Flächen

stück S begrenzt wird, und welches 
3) die Eigenschaft besitzt, mit Hinzunahme der Fläche F" ein 

Volumen von der Grösse V' zu begrenzen, 
so ergibt sich 

lV' = fJcosrodF + !!cosrodF", 

und durch Subtraction 

S = ffcosrodF. 

Folglich besteht, wenn die Grösse des Flächeninhalts des Flächen
stückes F ebenfalls mit F bezeichnet wird, der Satz 

F- S = f!(l-cosro)dF. 

Zu diesem Beweise ist Folgendes zu bemerken: 
Für den Fall, dass die constante mittlere Krümmung der Flächen

stücke der betrachteten Schaar den Werth 0 hat, ist der Grösse l 

der Werth 0 beizulegen und die dritte der angegebenen Bedingungen 
fortzulassen i es ergibt sich dann aus dem Vorstehenden ein neuer· 
Beweis für den auf Seite 227, Zeile 1 von oben, mitgetheilten Fun
damentalsatz. 
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Ist hingegen die constante mittlere Krümmung der Flächenstücke 
der betrachteten Schaar nicht gleich 0, so ergibt sich aus dem V or
stehenden ein Beweis für einen neuen, die Flächen constanter mitt
lerer Krümmung betreffenden Lehrsatz. 

"Das betrachtete, von der Linie L begrenzte, einer Fläche con
stanter mittlerer Krümmung angehörende Flächenstück S, welches unter 
Zuhülfenahme eines beliebigen, von derselben Linie L begrenzten 
Flächenstückes F" einen körperlichen Raum von dem Volumen V' 
begrenzt, besitzt k lei ne ren Flächeninhalt, als alle anderen, dem 
Flächenstück S hinreichend nahe liegenden, von derselben Randlinie L 
begrenzten Flächenstücke F, welche unter Hinzunahme des Flächen
stückes F" einen körperlichen Raum von demselben Volumen V' be
grenzen." 

Man kann nun' folgende Frage aufwerfen. 
Eine Fläche constanter mittlerer Krümmung sei gegeben. 
Die Begrenzungslinie L eines bestimmten, einfach zusammen· 

hängenden Stückes S dieser Fläche sei zugleich die Begrenzungslinie 
eines zweiten, einfach zusammenhängende.n Flächenstückes F", welches 
ausser den Punkten der gemeinsamen Begrenzungslinie L mit dem 
Flächenstücke S keinen Punkt gemeinsam hat, im Uebrigen aber 
keiner Beschränkung unterliegt. 

Die Grösse des Volumens des von den Flächenstücken Sund F" 
begrenzten körperlichen Raumes werde mit V bezeichnet. 

Man betrachtet alle einfach zusammenhängenden, von einer end· 
lichen Anzahl von StUcken analytischer Flächen gebildeten, dem 
Flächenstücke S hinreichend nahe liegenden, von der Randlinie L 
begrenzten Flächenstücke F, welche mit dem FlächenstUcke F" zusam· 
men einen körperlichen Raum begrenzen, dessen Volumen die Grösse 
V hat. 

Unter welchen Bedingungen besitzt das betrachtete Flächenstück 
S kleineren Flächeninhalt als alle übrigen, den angegebenen Bedin
gungen genügenden Flächenstücke F? 

Eine erschöpfende Antwort auf diese Frage ist meines Wissens 
bisher noch nicht gegeben worden. Durch die angeführte Schlussweise 
wird die angegebene Frage wenigstens für ein e n T heil der in Be
tracht kommenden Fälle in bejahenden Sinne beantwortet. Insbeson
dere besitzt das Flächenstück S stets dann die angegebene Eigen
schaft des Minimums, wenn das sphärische Bild des Flächenstückes S 
ganz in dem Inneren einer Halbkugel Platz findet. 
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Zusatz' zu Seite 241. Zweiter Theil. 
Die in dem zweiten Theile dieser Abhandlung mitgetheilten Unter

suchungen haben durch Herrn E. Picard eine bemerkenswerthe Aus
dehnung erfahren. Man sehe dessen Abhandlung: "Sur une classe d'equa
tions lineaires aux derivees partielles du second ordre, (( Acta mathematica, 
tome XII, p. 323-338, sowie die in den Comptes rendus des seances 
de l'Academie des sciences de Paris, Deuxieme semestre 1889, p. 499-
501, enthaltene Mittheilung desselben Gelehrten: "SUt· la determination 
des integrales de certaines equations aux derivees partielles par leurs va
leu?'s sur un contout·." 

Zusatz zu Seite 268, Zeile 16 von oben. 
Ein ganz im Endlichen liegendes, zweifach zusammenhängendeR 

Stück Meiner Minimalfläche , welche von einer Schaar von Kegeln 
zweiten Grades eingehüllt wird, sei so beschaffen, dass längs jeder 
der beiden Begrenzungslinien desselben die Fläche von je einer Ke
gelfläche der Schaar berührt wird. 

Die Untersuchung, unter welchen Bedingungen dieses Flächen
stück kleineren Flächeninhait besitzt, als jedes andere, demselben 
hinreichena nahe liegende unil von den~elben Begrenzungslinien be
grenzte Flächen stück, kann wie folgt geführt werden. 

Auf Grund der, auf den Seiten 192-198 dieses Bandes mitge
theilten Formeln gehe man von dem betrachteten zweifach zusam
menhängenden Minimalflächenstücke M zu dem sphärischen Bilde 
desselben und von diesem zu der conformen Abbildung des Flächen
stückes M auf die Ebene (w) über, deren Punkte die 'Verthe der 
complexen Grösse 10 = u+vi geometrisch darstellen. 

Ohne Beeinträchtigung der Allgemeinheit der Untersuchung kann 
man annehmen, dass das dem Flächenstücke M entsprechende Gebiet 
der Ebene (10) von einem Parallelstreifen 

gebildet wird, wobei 
v' < v <v" 

-K'< v' < 0 < v"< K'. 

Hierauf gehe man zu einer speciellen Minimalfläche der auf S.197 
und S. 198 dieses Bandes betrachteten von drei Parametern a, ß, r 
abhängenden Schaar von Minimalflächen über, indem man 

a = 0, ß = 0, r = 1 

setzt. Diese specielle Minimalfläche hat die Eigenschaft, dass die Mit-
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telpunkte aller der betrachteten Schaar angehörenden Kegelflächen auf 
einer Geraden, nämlich auf der Geraden Xo = 0, Yo = 0 liegen. 

Das dem betrachteten Minimalflächenstücke M entsprechende, der 
zuletzt betrachteten speciellen Minimalfläche angehörende Flächen
stück möge mit illC bezeichnet werden. 

Wenn nun die dritten Co ordinaten der Mittelpunkte der den 
Werthen v = v', v = v" entsprechenden einhüllenden Kegel bezieh
lich mit z~ und z; bezeichnet werden, wenn also 

, _ lEe ,.)_. cnv'idnv'i "_ lEe ".)_. cnv"idnv"i 
Zo -. v z z· , . 'Zo -. v ~ ~ ". 

~ sn v ~ ~ sn v ~ 

gesetzt wird (siehe S. 197, Zeile 5 von oben), so sind drei Fälle 
möglich: 

1. z~ > Z:, H. z~ = z~, IH. z~ < z~. 

In dem er s t e n dieser drei Fälle schneiden alle Tangentialebenen 
des Flächenstückes illC die z-Axe ausserhalb der Strecke z~<zo<z~. 
Jeder dieser Strecke angehörende Punkt hat daher von allen Tan
gentialebenen des Minimalflächenstückes IDl einen von 0 verschiede
nen Abstand und es besitzt daher - siehe den auf Seite 188 und 
auf Seite 239 dieses Bandes ausgesprochenen Lehrsatz - das Mini
malflächenstück M ein Minimum des Flächeninhalts. 

Der z w e i t e der angegebenen drei Fälle entspricht dem auf 
Seite 240 dieses Bandes unter II angegebenen Grenzfalle. (Siehe 
auch Seite 158 und Seite 265 dieses Bandes.) 

In diesem Falle besitzt das Minimalflächenstück IDl nie h tein 
Minimum des Flächeninhalts. Das Minimalflächenstück M besitzt, 
insofern auf dasselbe die auf Seite 267 dieses Bandes angegebene 
Schlussfolgerung Anwendung findet, ebenfalls nicht ein Minimum des 
Flächeninhalts. Die beiden Kegelflächen , welche das Minimalflächen
stück M längs der Begrenzung desselben berühren, bilden zusammen
genommen für das Minimalflächenstück M die auf Seite 266 dieses 
Bandes in Betracht gezogene Hüllfläche <1>. 

Der dritte der angegebenen drei Fälle entspricht dem auf den 
Seiten 159 und 240 dieses Bandes in Betracht gezogenen dritten 
Falle; es tritt daher in diesem Falle ein Minimum des Flächeninhalts 
nich tein. 

In Folge des Umstandes, dass die Entscheidung darüber, wel-
Sc h war z. Gesammelte Abhandlungen. I. 22 
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cher von den drei Fällen eintritt, nur abhängt von den Coordinaten 
z~ ,und z~ der Mittelpunkte derjenigen beiden Kegel, von denen das 
betrachtete Minimalflächenstück M längs seiner Begrenzung berührt 
wird, kann dieser Entscheidung folgende geometrische Form gegeben 
werden. 

Man denke sich zwei, von den Mittelpunkten p~ und p~ der den 
Werthen v = v', v = v" entsprechenden Kegel ausgehende, der z
A~e des Coordinatensystems parallele Strahlen p~ Q' und P: Q" con
struirt. Es werde festgesetzt, dass die Richtung des Strahles P~ Q' 
mit der negativen, die Richtung des Strahles P~Q" mit der po
si t i v e n Richtung der z-Axe übereinstimmen soll. 

Beide Strahlen fallen mit den ausgezeichneten Hauptaxen der 
betrachteten beiden Kegel zusammen. 

Denkt man sich nun die beiden Mittelpunkte P~ und P: durch 
eine geradlinige Strecke verbunden, so hat der Linienzug Q' P~ P: Q" 
~ine der folgenden drei Gestalten: 

Fig.'65. Fig.66. 

Q" Q" 

Po~ I 

I ~P" 
" 

p~.---_....:. P.,' 
o 

Q' Q' 

1. H. 
Jenachdem die Winkel Q' P~ P: und P~ P: Q" 

spitze, rechte, 
Winkel sind, tritt der erste, der zweite, oder 
angeführten Fälle ein. 

Fig.67. 

Q" 

IH. 

oder stumpfe 
der dritte der drei 

Für den Fall des Catenoids fallen die beiden Strahlen P~ Q' und 
P: Q" in dieselbe Gerade, nämlich in die Rotationsaxe des Cate
noids, und es geht das angegebene Unterscheidungsmerkmal genau 
in dasjenige über, welches für Zonen des Catenoids zuerst von Herrn 
Lindelöf angegeben worden ist. 
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