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ПРЕДИСЛОВИЕ 

* 
Настоящая книга предпазначена для лиц, владеющих дифферен

циальным и интегральным исчислением и векторной алгеброй; основы же 

векторного анализа излагаются в тексте 'по мере надобности. 

Основной целью этого курса является выяснение фuзическо~о смыел,а 

и содержания основных положений теории электричества; по сравнению 

·с этой целью формально-логической стройности, строгости и общности 
изложения отводилась лишь соподчиненная роль. 

Tar, например, изложение теории диэлекгриков и магнетиков (главы 
П и У) базируется на основных представлениях электронной теории, 

в.1ивающих наглядное физическое содержание в формулы классической 

э.зектродинамики. Чтобы не затмевать физичес1юго содержания теории 

rромозд1шми математическими выкладками, я удовольствовался при 

этом упрощенной нартиной явлений (уподобление молекул диэлентрика 

диполям, а моленул магнетика - элементарным постоянным токам), xom 
нонечпо справедливость основных положений теории с этими специаль

ными- предположениями отнюдь не связана. 

Не стремясь н полноте изложения, я опускал даже сравнительно 

важные вопросы, если они выпадали из общей нити изложения. 

В особенности это относится к тем явлениям, теория которых носит 

до сих пор преимущественно феноменологический характер (термо

эле1,тричесние яв·:ення, явление Хол,ла и сродные ему, гистерезис и 

вообще 'свойства ферромагнетиков и т. д.). Впрочем, опущена также 

теория электролиза; в главе VII изложены лишь начатки электромаг

нитной теории света; за подробностями отсылаем читателя к спе

циальньш курсам. С другой стороны, на некоторых вопросах (например 

в теории диэлентринов и магнетиrюв) я позволил себе остановиться 

несколько подробнее, чем это обыкновенно принято. Технических 

приложений теории я не излагал, но стремился по возможности под

готовить читателя к непосредственному переходу к изучению при

ила,цной теории электричества,. 



• х ПРЕДИСЛОВИЕ 
-----·----------

Второй том курса будет в основном посвящен, во-первых, система

тическому изложению электронной теории, и, во-вторых, явлениям 

в движущихся средах. Нроме того ко второму тому отнесены неното

рые дополнительные вопросы, не нашедшие себе места в томе первом, 

нак например элентродинамина анизотропных сред и вывод выраже

ний пондеромоторных сил из основных уравнений поля. 

Ввиду неразработанности руссной научной mep,mtнo.iuiuu я при

нужден был ввести два новых термина: ,,сторонняя" электродвижущая 

сила (eingepragte Kraft, § 28) и "магнетик" (§ 39). Нроме того я по

зволил себе уклониться от общепринятого, но устарелого и нерацио

нального словоупотребления терминов "свободный" и "связанный" 

заряд (§ 20). Наконец Гауссову (симметрическую) систему единиц 

в отличие от электростатической и электромаrнитной я называю про

сто абсолютной системой (без прилагательного). 

Большинство помещенных в нниге задач составляет органическую 

часть текста; решения многих за.дач необходимы для понимания по

следующего изложения. 

В заключение не могу не выразить глубоной признательности 

проф. Л. И. Маидел.ьшта.,,1у, советами которого я широко пользовался 

при написании книги; с его разрешения я заимствовал из читаемого 

им лекционного I{ypca общий план изложения главы 2-й и первой 

половины главы 4 й. В частности возведение во главу угла учения 

о магнитном поле зююна пондеромоторного взаимодействи.н э.~е..~1енто1 

тока позволило, по моему мнению, значительно упростить вывод 

основных уравнений магнитного поля тонов. 

Я: чрезвычайно благодарен также проф. Л. Н. Шпильрейну и аспи

рантам 1 МГУ А. А. Андропову и М. А. Jleoнmoвiiчy, внимательно 
просмотревшим ру~;оппсь и корректуры и снабдившим меня рядом 

ценных указаuий, и аспирантке JH. П. Свешииковой, составившей 

решения задач. 

И. Е. Тлмм. 

·)(-



Список важнейших обQавачевиit. 

В е к т о р ы обозначаются жяряы_w 

·прямым шрифтом (например R); та же 
бухва свет.11ш1 шрифтом означает ч II с -
.1 е и II о е з и а ч е ни е соответствую

щего вектора (например R). 
ИитеrраJ1ы .1юбоll кратности обозиа-

-чаются одним едииствеииы&1 знаком S 
(кроке первых 28 страниц) и разли

чаются .11иmь обозначением ЭJ1емеита 

интегрирования: 

А-работа. 

А - вектор-потеuцяu. 

В - магнитная индукция. 

С - ЭJ!еКтрОАИНаМиЧеская ПОСТОЯВ• 

-пая= скорости света в вакууме. 

С-1) емкость, 2) циркуляция век-
·тора. 

D - электрическая ищукция. 

е - э.11ектрический варя.11;. 

Е - иапряжеияость эJ1ектрнч. по.11я. 

<.fj - иа11:ряzеиие. 

<fjcmp - сторонняя электродвижущая 

·СЯ.lа. 

f - ПJIОТИОСТЬ СВ.11. 

F - СИJ1а (пондеромоторная). 

Н - напряженность маrиитиого поля. 

1-1) единичный вектор по оси х, 

· 2) п.11отвость поверхностных токов. 

1 - иамагииченве (единицы объема). 

10 - постоянное иамагивчеяие. 

j-1) е.11;ннвчиый вектор по оси у, 

:'2) п.11отиость тока (объекноrо). 
J - си.1а тока. 

k - 1) постоянная Бо.1ьцмаяа, 

э.11емент объема (трехкратного иатег

ра.па) - dУ, 

э.11емент поверхности (двукратного 

иатегра.11а) - dS, 
элемент .1яияи (ординарного интеr

рыа)-ds. 

3нак р означает иитегра.1 по 
з а м к н у т о й поверхности и.1я по 
замкнутому контуру. 

О смысле индексов а и q у знаков 
grad, diy и т. д. см. стр. 53-55. 

2) вошовое чяс.10. 
к - единичный вектор по оси z. 
К - мQМент количества .11;виzеиия. 

L - кривая, в частности за:и:кнутыlf 
контур. 

L,, - коэфициеит самоии~укции. 
L,k - коэфицвеит взаимноlf индук-

ции (i# k). 
т -(фиктивный) магнитный заряд. 

М - магнитный момент. 

n - едииичиый вектор иорма.11и. 

N -1) по1·ок вектора, в частности 

электрического; 2) чис.110 110.11еку.11 в е,;11-

иице объема. 

N -1) единичный вектор, 2) мо-

мент пары си.11, 

о - угловая скорость прецессии. 

р - э.11ектрвческий момент диполя. 

Р - работа сторонних э.11ектро,;ви-

жущих сн.11. . 
Р --1) по.11яризация (еАИницы объ

ема), 2) ве~tтор Герца. 
Q - теп.110, выде.11яемое током в еди

ницу времени. 
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R - сопротив.11ение. 

R - рв.,11,иус вектор. 

r - вектор кратчо.йшеrо расстояния 

от зада.иной оси. 

rls - э.11емент длины. 

S - поверхность. 

S - вектор Пойнтппга. 
f; -время. 

t - единичный касме.11ьпый вектор. 

:,; - 1) азимут, 2) по.11яризуемость 

е,11,ин11цы объема. 

а, ~' 1- направ.11яющие уr.11ы. 
~ - по.11яризуемость мо.11еку.11ы. 

:о - диэ.11ектрическая постоянная. 

д - полярный угол. 

х - 1) магнитная восприимчивость, 

2) Аинейнв.я п.11отность заряда. 

). - 1) коэфициент з.11ектропровод
ности, 2) )I..IIИHII, ВО.IIПЫ. 

µ - магнитная проницаемость. 

р - (объемаая) П!IОтность электри

чества. 

Т- 1) в.бсо.11ютная температура., 

2) период колебаний. 
п - скорос1ь. 

U - потенциа.11ьная функция маг-

нитного ПО.IIЯ ТОКОВ, 

v - скорость. 

V-объем. 

IV - П.IIОТНОСТЬ энергии. 

п· - энергия. 

р ... - ( объемная) п.11отность магнит-· 

пых зарядов (фиктивных). 

а - пдотность поверхностных элек

трических зарядов. 

а.11 - п.1отность поверхностных маr-

нитвых зарядов (фиктивных). 

t - пдотность (масса е,циницы объ-

ема). 

ер - электрическии пот.енциа.11. 

Ф - магнитный поток. 

ф - м~trнитный ск11..11ярный потенциал .. 
Чf - ПОТОК 1110.ГНИТНОЙ ИН,11,УКЦИИ. 

<о - циклическая частота. 

ы, О - теJ1есный угол. 



ВВЕДЕНИЕ 

* 
Согласно современным воззрениям электричество состоит из не

.делимых частиц или атомов электричества: электронов ( атомов отри
цательного электричества) и протонов (атомов положительного электри

чества). Заряды электронов и протонов, отличаясь своим знаком, 

QДиllаковы по абсолютной величине и равны 4,77 .10-1° абс. эл.-стат. 
единиц электричества ( или 1,59 · 10-19 ку лоно в); :масса же электронов 

примерно в 2000 раз :меньше :массы протонов(9,О· 1О-2s i и 1,66.10-24 i). 
::Эти частицы электричества представляют собой основную и единствен·· 

ную субстанцию, из которой построены все без исключения :матери

альные тела. Нейтральные в электрическом отношении тела кажутся 

таковыми только потому, что они состоят из равного числа электро

нов и протонов, влияние противоположных зарядов которых взаимно 

нейтрализуется (по крайней :мере, на расстояниях, достаточно больших 

по сравнению с расстоянием :между отдельными электрическими части

цами, входящими в состав нейтрального тела). Отрицательный заряд 

тела соответствует избытку числа находящихся в нем электронов над 

числом: протонов, положительный - недостатку электронов. Перерас

пределение электрических зарядов и, в частности, электрический ток 

,обусловливаются перемещением атомов электричества и притом большей 

частью электронов, а не протонов, ибо в состав атомов химических 

.элементов всегда входит некоторое число "внешних" электронов, 

,сравнительно слабо связанных с :массивной центральной частью атома 

,и сравнительно легко от него отщепляющихся. 

Псходя из этих представлений современная физика ставит своей 

:.Jадачей определить электрическую структуру всех встречающихся в 

природе веществ (число, расположение и характер движения входя

щих в состав их электрических частиц) и вывести законы всех физи

ческих и химических явлений из основных законов взаимодействия 

электрических зарядов. Единственная область явлений, остающаяся 

,пока независимой от электродинамцки, законы которой должны быть 

1. И. Т а и м. Оевовы теории апектричества, том 1. 
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поэтому включены в число основных физических законов, суть .явле

ния тяготения. 

Первым шагом на пути к разрешению указанной задачи должно

быть выяснение законов взаимодействия электрических зарядов, зако-

нов электромагнитного поля. Громадное большинство применяемых на. 

практике способов наблюr,енин и измерения слишком грубы для того, 

чтобы с их помощью можно было обнаружить существование отдель-

ных атомов электричества. Наименьшие электрические заряды, доступ

ные наблюдению с помощью этих способов, содержат в себе многие· 

миллионы и миллиарды частиц электричества, отделенных друг от· 

друга ничтожными расстояниями. При таком суммарном или мак р о-· 

с к о п и ч е с к ом 1 изучении электрических явлений в масштабе, до

ступном непосредственному наблюдению, мы можем, не внося сколько

нибудь существенной ошибки в результаты рассуждений, вовсе не 

учитывать атомистического • строения электричества и пользоваться 

представлением о непрерывно протяженных электрических зарядах. 

Иными словами, мы можем считать, что электрические заряды сплош-· 
ным, непрерывным образом заполняют заряженные участки материаль

ных тел (так называемые "объемные заряды"). Упрощан таким обра

зом нашу задачу, мы лишь следуем примеру механики. Ввиду того~ 

что изучение механики весомых тел при учете атомистической струк

туры вещества связано ~о значительными математическими трудно

стями, теория упругости, гидродинамика и аэродинамика оперируют 

с идеализированным представлением о непрерывно протяженных мате-

риальных телах. В известных, и притом довольно широких, пределах 

подобная замена вполне законна, и результаты, полученные при рас

смотрении непрерывных сред, оказываются применимыми к реаль

ным телам прерывного строения. 

Следуя историческому ходу развития электродинамики, мы начнем· 

с и:зложения макроскопической теории электромагнитных явлений~ 

основанной на представлении о ·непрерывном распределении электри

ческих зарядов. По накоплению известного количества сведений мы 

перейдем к параллельному изложению ми кр о с к оп и ческой тео

рии, основанной на учете атомистического строения электричества (так

называеман "электронная теория"), и покажем, что приближен'ные 
макроскопические законы суммарных явлений выте1,ают из более точ

ных микрос1юпических законов явлений элементарных. 

t Греческое «макрос» - большой и «скопейи» - видеть. 

* 



I. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ НЕПОДВИЖНЫХ ВАРНДОВ В ОТ
СУТСТВИИ ДИЭЛЕКТРНВОВ. НА ЧАЛА ВЕКТОРНОГО А.НАЛИВА 

* 
§ 1. Иаков Ку дона. - В этой главе мы будем предполагать, что в 

электрическом поле неподвижных зарядов, кроме проводников электри

чества, никаких других материальных тел нет. 

В основе теор и и электростатического поля лежит закон Ну лона, 

являющийся обобщением данных опыт а. Этот закон, как известно, 

гласит, что ~!3~ помещенных в однородную среду (в частности в 
вакуум) заряженны;. Та7!~_бесконечно малых.р:;~зм~ров (два. 

т_о '! е~ ч НЬI i зар~да) .. отталкиваю~ся~ е~~ заряд~:~ их одноименны, и ' 
притягиваются, если они раэноименны, причем сила их взаимо.действия !' 

е е 
пропорциональна R1 

\: 
. • . Е 12 

F 
е1 е2 

(f)~· 1 
с 1ъ12 ----~~~ 

где е1 и е2 суть заряды первого и второго тела, Rи - расстояние 

между ними и, наконец, Е есть диэлектрическая постоянная, характе

ризующая свойства среды, в коюрую помещены рассматриваемые 

тела. 

В настоящей главе мы ограничиваемся рассмотрением электроста

тического поля в вакууъ1е, соответственно чему положим Е = 1, так 

что формула (1) примет вид 

F 
е1 е2 (f)--· 

R122 
1' 

Нонечно, абсолютный вакуум не осуществим на опыте и в эвакуируе

мых сосудах всегда остается некоторое, хотя бы и ничтожное количе

ство вJздуха. Однако это вовсе не значит, что законы электрического 

поля в вакууме недоступны опытному исследованию. Изучал измене

ния характера поля по мере уменьшения давления воздуха, :можно 

установить тот предел; к которому стремятся свойства поля ( например, 
силы взаимодействия зарядов) по мере приближения к абсолютному 
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вакууму. Эти предельные свойства (предельное значение силы) оче

видно и будут характеризовать собою поле в абсолютном вакууме. 

Впрочем, как показывает опыт, при уменьшении плотности воздуха от 

нормальной до достижимого на опыте предела свойства поля изме

няются столь незначительно, что если нет нужды в особой точ -
ности, то этими изменениями можно в большинстве случаев вовсе пре

небречь и считать, что свойства поля в воздухе тождественны со 

свойствами поля в вакууме. 

Выражаемая формулой (1 ') обратная пропорциональность силы 

взаимодействия зарядов квадрату их расстояния :может быть непо

средственно проверена на опыте. Что же касается зависимости этой 

силы от величины зарядов, то дело обстоит несколько сложнее, 

ибо самая величина зарядов в свою очередь :может быть определена 

только путем измерения силы их взаимодействия. Однако, если число 

зарядов не меньше четырех, то искомая зависимость все же может 

быть проверена путем последовательного измерения попарных сил 

взаимодействия :между ними. Предположим для простоты, что при 

этих измерениях исследуемые заряды всякий раз помещаются на одном 

и том же расстоянии друг от друга ( остальные же заряды устра
няются). При этом условии из уравнения (1') вытекают соотношения: 

где F,,. есть сила взаимодействия зарядов е, и ek. Таким образом от

ношение ~ ( а также и отношения ~, ~ и т. д.) может быть 
е1 е1 е1 

определено из двух не за в и с им ы х рядов измерений ( сил F 13 и F 23 , 

с одной стороны, и сил Fн и F 24 - с другой). Совпадение результатов 

этих независимых измерений и дает нам право утверждать, что каж

дый ·заряд :может быть охарактеризован некоторым постоянным числом 1• 

так, чтобы сила F,k была пропорциональна произведению е1 ek. 
Конечно, путем измерения сил взаимодействия можно определить 

е. 
только о т н о ш е н и е величин зарядов ....!... , единица же заряда может 

ek 
быть выбрана по произволу. В абсолютной системе единиц единица 

заряда выбрана таи, чтобы при измерении сил и расстояний в си

е е 
стеме CGS фактор пропорциональности :между F и R 1 

: равнялся 

единице, т. е. чтобы осуществлялось р а в е н с т в о 

F·- е,е2 . 
-в2 

12 

12 

2 
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Стало быть, абсолютная единица электричества есть такое количество 

электричества, которое действует на равное ему количество электри

чества, находящееся на расстоянии 1 см, с силой в 1 дину. В прак
тической же системе единиц за единицу электричества принят кулон: 

1 кулон = 3 . 109 абс. единиц электричества 1 • 

Что 1шсается знака зарядов, то чисто условно принято считать 

положительными те заряды, которые появляются на стекле при нати

рании его шелком или фланелью, а стало быть и те, которые оттал

киваются этими зарядами на стекле. 

Из уравнения (2) следует, что в абсолютной системе единиц раз

мерность [1] электрического заряда е, т. е. зависимость единицы заряда 

от единиц длины (L), времени (Т) и массы (М), равна 

1 3 

[eJ =[RJ/FJ =L·J!MLT-2= М2 i2-т-1. 

Весьма существенно, что закон Rулона (l) или (2) справедлив 

толь к о для взаимодействия точечных зарядов, т. е. заряженных тел 

бесконечно малых размеров. Только в этом случае самое понятие 

расстояния между зарядами имеет вполне определенный, однозначный 

смысл и только в этом случае взаимодействие заряженных тел не за

висит от их формы. Rонечно, поюпие бесконечно малого нужно по

нимать в этом случае, как и всегда в физике, не в строго математи

ческом смысле слова. В физике выражение "бесконечно малая" (или 

,,бесконечно большая") величина всегда понимается в смысле "доста

точно малой" (или "достаточно большой") величины, достаточно малой 

по отношению к некоторой другой вполне оп редел е н н ой физи

ческой величине. Встречаясь с термином "бесконечный" всегда необ

ходимо давать себе ясный отчет в том, какая именно величина взята 

каждом отдельном случае в качестве мерила. 

1 3а'llетим, что помимо той абсолютной (Гауссовой) системы единиц, которой мы 

бу.в;ем пользоваться в настоящей в:нпrе, по.11; названием «абсоJIЮтной системы:~, в фи

зике и технике часто понимаются .11;ве .11;ругих системы е.11;иниц - электростатическая и 

э.1ектромагнитиая. Соотношение меж.11;у этими системами бу.11;ет рассмотрено в § 38; 
пока же .11;остаточно! заметить, что [абсолютные (Гауссовы) единицы э л ев: три ч е

е к их величин (заря.11;, напряженность поля, потенциал, сила то:ка и т. А·) совпа.11;ают 

с единицами электростатическими, а абсолютные е.11;иницы м а г н и т н ы х величин 

(напряженность магнитного поля, коэффициент самоин.11;ув:ции, магнитный момент) - · 
с _ единицами электромагнитными. 

Далее и в отношении практических еJ1;Иииц необходимо различать меж.11;у та.в: на

зываемыми «абсолютными» и «меж,в;уиародными» практическими еJ1;Иницами (см. § 38). 
В этой книге мы бу.в;ем пользоваться только первыми нз этих еJ1;Иниц. 
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I В формулировке закона Нулона бесконечная :малость (то

\чечность) раз:м:еро~ заряженных те-л понимается в 
j,с:м:ысле достаточнои их :малости по отношению ко 

j в э а им н ом у рас ст о я ни ю этих тел; достаточной в том смысле, 
\ что при данном ря.сстоянии тел и при з а д ан н о й т о ч п о ст и 

и з м е р е н и й сила их взаимодействия уже не из:м:еняетсл при даль

~ейшем уменьшении их размеров и при произвольном изменении их 
: ф"оi!~~ы:·ьо~~ол~ну мы . пока ограничиваемся манроскопически~ рас
смотрением явлений, мы должны помнить, что физически бесконечно 

малый или "точечный" заряд может в действительности содержать 

в себе чрезвычайно большое число отдельных электронов и протонов. 

Так, например, если бы возникла необходимость определить силу 

электрического взаимодействия двух заряженных электричеством звезд, 

то, несмотря на громадные размеры звезд, м~ были бы в праве считать 

их точечными зарядами, ибо при колоссальном расстоянии между 

звездами размеры и фоrма их не могут сколько-нибудь существенно 

сказаться на силе их взаимодействия. С другой стороны, два заряжен

ных бузиновых шарика радиуса О, 1 см, находящиеся на расстоянии 

0,5 см друг от друга, не могут считаться точечными зарядами, и закон 
Кулона к ним непосредственно не применим. Чтобы определить силу 

их взаимодействия, нужно мысленно разбить эти шарики на беснонечно 

:малые (т. е. достаточно :малые по сравнению с расстоянием в 0,5 сА1) 

элементы объема и определить по закону Нулона взаимодействие 
между зарядами каждой пары этих элементов объема. Сила взаимо

действия между шариками будет равна равнодействующей этих элемен

тарных сил 1. 

При определении равнодействующей электрических сил нужно, ко

нечно, принять во вин.мание, что силы эти суть векторы, и применять 

к ним правила векторного исqисления. Мы будем обозначать векторы 

жирным шрифтом, а их численную вслиqИ:ну - светлым. Так, напри

мер, R12 будет обозначать радиус-вектор, проведенный из точки 1 в 
тоqку 2, а R1 2 -численную величину расстояния :между точками 1 и 2 
Очевидно, что R 21 = - R 12 , а R21 = Лз 2 • При записи закона Ну лона 

(2) в векторной форме необходимо отличать силу F12 , с которой заряд 

е1 действует на заряд е2 , от силы F 21 , с которой заряд е2 действует на 

Г t В основе втого вычисления лежит допущение, что сила взаимодеi!ствия двух 

J (точечных) зарядов пе зависит от того, подвергаются m эти за.ряды воздействию 

J друтих за.рядов или нет. Это предположение вместе с утверждением, что равнодей
/ ствующа.я электрических cи.JI равна векторной сумме этих cи.JI, составJiяет содержание 
:.. принципа на JI ожени я и JI и с у п ер поз и ц и !1 электрических пoJieii. Принцип 
· этот является обобщевием данных опыта. 
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.эаряд е1 , ибо эти силы равны по величине, но обратны по направлеuцю 

_(F 21 =-F12). Если заряды е1 и е2 одноименны по знаку (отталкивание), 
-то направления векторов F 12- и R12 совпадают между собой, так что 

F = е1 е 2 R12 = е1 е2 R 
12 R 2 В R з 12, 

12 12 12 

3 

R 
ибо численная величина вектора ____!_!_ равна единице, а произведение 

- R12 

,е1 е2 положительно. Очевидно, что это уравнение остается справедли

-вым и для разноименных зарядов, ибо в этом случае произведение 

-е1 е2 отрицательно, а сила F12 направлена обратно вектору R12 (при-

-тяжение ). Наконец, очевидно, что 

Отметим в заключение, что решающее значение в вопросе о спра

;ведливости закона Кулона, как и вообще любого закона, лежащего в 

-основе того или иного отдела теоретической физики, имеет не только 

.непосредственная проверка этого закона, но также, что гораздо суще

етвеннее, и согласие с опытом всей совокупности выводов теории, одним 

из исходных пунктов которой являе-rся этот закон. 

:§ 2. ~лектрпческое поле. - Если в точку Р, находящуюся 

-расстоянии R от заряда е, внести "пробный" заряд е', то можно 

-обнаружить силу, действующую на этот пробный заряд и обусло-

.вленную присутствием заряда е. Сила эта о б н ар у ж и в а е т с я 

-только при наличии второго (пробного) заряда и можно считать, 

что она и в о з ни к а е т лишь при наличии об о и х .зарядов е' и е. 
Однако изуqение электрических явлений чрезвычайно облегчится, если 

-исходить из представления, что как в точке Р, так и во всех точках 

пространства, окружающего заряд е, все г да существует электриче

ская сила, обусловленная присутствием этого заряда, вне зависимости 

.от того, проявляется ли существование этой силы в воздействии ее на 

другой (пробный) заряд (в случае на.11ичия такового) или же ни в чем 

'Пе проявляется (в случае отсутствия других зарядов). 

Пространство, в котором существуют электрические силы, обнару

:живающиеся при внесении в него электрических зарядов, называется 

электрическим поле м: В дальнейшем мы будем исходить из предста

,мения, что всякий заряд возбуждает в окружающем пространстве 

.электрическое поле. Пока мы остаемся в пределах электростатики, по

:нятие поля может рассматриваться, как понятие чисто условное, 
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введенное лишь для удобства описания электрических явлений. Однако

перейдл к учению о переменном электромагнитном поле, в частности~ 

к учению об электромагнитных волнах, мы убедимся, что понятие поля 

имеет глубокий физический смысл и что электромагнитное поле есть 

физическая реальность. 

Согласно закону Кулона сила, действующая на "пробный" заряд е' 

при внесении его в поле других зарядов, пропорциональна. величине

этого пробного заряда е'. Поэтому ~1!.J!.~---э_лtЭ_кт_риче~ItОГО поля будут 
в.о.о.щ~е <>ЩЮ.Д..~~~-~- е~_и, определена в каждойJ точке этого поля ёила,. 
Д~!f~Твую~ал _ _!Iа ~ОЪl_~~-~-Н~~ -~Н~!. едИНИЧНЫЙ ПОЛОЖИТеЛЬНЫЙ ~_рJЩ. 

:Эта сила, действующая на заряд е'= 1, на.qываетсл .!1ап..Р.!!.~--~н
I ностью или напряжением или силой электрического

t · п о л.л или же просто электрическим вектором, и обозначается обычно
\,буквой Е. Мы будем пользоваться первым из этих терминов, сохранив. 
термин "напряжение" для совершенно иного попятил разности 

потенциалов и линейного интеграла вектора Е (см. § 28). 
Как следует из закона Кулона (3), напряженность поля точечного, 

заряда е на расстоянии R от этого зщшда равна 
-·-···-- -· ---·--, 
r е , 
IE- R 1 
I - юз !' \ ____ __,.u,.: ____ 1_ 

где !!, _~_СТ!>_ рад_иус-вектор, проведенный из заряда е в рассматривае
м,ую _ точку поля. Напрлженiюсть поля двух или нескольких зарядов 
равна векторной сумме напрлженностей поля каждого из этих зарядов 

в отдельности. 

Необходимо помнить, что напряженность или сила поля Е вовсе

не лвллетсл силой в обычном, употребляемом в механике, смысле этого

слова. Механическая или, как ее иногда называют, по н дер о и о

т о р на л сила F (от латинского "пондус" =вес, ,,пондеромоторный"= 
движущий весомые тела), действующая на заряженное тело, опре

деляется пр о и з в е д е н и е м силы поля Е на заряд тела е: 

F=eE .• 

Соответственно этому в абсолютной системе единиц напряженность. 

или сила поля Е имеет размерность ( см. стр. 5) 

[Е] = [F] = 1;fL;-2 = мi L--4- т-1. 
[е] м2 L'if-1 

/ --- - -- -- --- - - - j 
На основании соотношения (5) одна из основных задач электро-

статики - определение механических сил взаимодействия заданной си-
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стемы зарядов - сводится к определению пол я Е этих зарядов. 

Замt:Jтим при этом, что определить поле электрического вектора Е" 

как и вообще о п р ед е л и т ь п о л е любого вектора, з н а ч и т 

определить значение вектора в каждой точке этоr() 

пол я. В дальнейшем мы рассмотрим способы теоретического вычи

сления электрических полей, в отношении же экспериментального изу

чения этих полей отметим следующее. 

Экспериментальное изучение электрического поля может быть осу

ществлено внесением в него пробного заряда известной величины i,r 
измерением пондеромоторных сил F, действующих на. этот заряд в. 

различных точках пощr. Однако самый факт внесения в поле пробного. 

заряда, вообще говоря, изменяет характер этого поля, ибо силы полл 

пробного заряда вызывают перераспределение зарядов на находящихся 

в поле проводниках (электростатическая индукция), сдвиг этих провод

ников и т. д. Чтобы избежать этого искажения первоначального ха

рактера полл, IIеобход11,мо производить измерения с помощью . б е с к о
н е ч но малых пробных зарядов, т. е. зарядов столь малых" 

что вызываемое их присутствием изменение распределения зарядов при 

заданной точности наблюдений не может сказаться на результатах: 

измерения. Говоря о пробных зарядах, мы в дальнейшем всегда будем 

предполагать, что это условие выполнено ( если не оговорено про

'тивное ). 
§ 3. Поток вектора. Теорем:а Гаусса. - 1. Если известно распо

ложение зарядов, то поле Е этих зарядов может быть определено путем 

суммирования Rулоновых полей типа (4), возбуждаемых каждым И3 

элементов этих зарядов в отдельности. Такого рода непосредс'гвенrю~ 
суммирование, вообще говоря, требует в каждом отдельном случа~ 

довольно сложных вычислений. Во многих случаях задача эта может

быть, однако, чрезвычайно облегчена применением некоторых теорем" 

трактующих об общих свойствах электрического поля, к рассмотрениl() 

которых мы теперь и перейдем. Предварительно мы же введем важно~ 

вспомогательное понятие потока вектора. 

В поле произвольного вектора а выделим мысленно бесконечно

малую плоскую площадку dS, т. е. площадку столь малую, что В() 

всех ее точках вектор а с заданной степенью точности остается по

стоянным по величине и направлению. Проведем нормаль к этой пло

щадке и условимся одно из направлений этой нормали n считать. 

положительным или внешним, а другое - отрицательным или внутрен· 

ним. Если задано направление обхода контура площадки, то напра

вление положительной нормали мы будем выбирать так, чтобы нормаль. 

.)Та образовывала вместе с контуром пр а в о в и нто в у ю систему. Это 
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..значит, что при повороте ручки буравчика правой нарезки по напра

-шrению заданного обхода контура острие буравчика пойдет по п о л о

ж и тельной нормали (рис. 1 ). Обратно, если задано направление 

. .внешней нормали, то мы будем соответственным образом выбирать 

+ n направление положительного обхода контура 

площадки. 

Наконец, если направление обхода контура 

и направление нормали к его плоскости за

+S 

даны независимо друг от друга, то мы будем 

для краткости говорить, что направление об-

1 
1 
1 
1 

хода и направление нормали составляют пр а· 

вовинтовую систему, если они удовле

творяют упомянутому условию, и лев овин

то в у ю систему, если они ему не удовлетво

ряют. 

-n Направление нормали мы будем характе-

Рис. 1. ризовать совпадающим с ней единичным век

тором n (n= 1). 
П о то к о м в е кт о р а а через бесконечно малую ПJiощадку dS на· 

.:зывается велuчина 

1 ··--·--· . ~ ---i_ 

i dN = an dS\ а cos ( a,n) dS = ~ndS, (:се) 6 

.где а есть значение вектора на площадке dS, 

. по наuравлению n. Площадка dS выбрана 

именно для того, чтобы вектор а 

имел на этой площадке одно опре-

деленное значение. 

ЧтоGы определить поток век

тора через поверхность конеч

ных размеров нужно разбить ее 

на бесконечно малые площадки dS 
так, чтобы не только вектор а 

оставался постоянным на каждой 

площадке, но чтобы и самые пло-

щадки могли считаться плоскими 

(рис. 2). Одну из сторон поверхно
сти S назовем внутренней, а дру

а an - слагающая: его 

нами бесконечно малой 

n 

а. 

с 

Рие. 2. 

гую - внешней, и выберем соответственным образом направление 

внешних нормалей к каждому из элементов dS. Потоком N вектора 

.а через поверхность S называется алгебраическая сумма потоков a"dS 
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через отдельные элементы этой поверхности. Это суммирование тожде

.етвенно с операцией нахождения определенного интеграла 

N= ~~a"dS 
8 

и называется и н те гр и р о в ан и е м п о п о в ер х н о с т и S. Оно обоз
начается двойным интегралом потому, что поверхность имеет два из-

11ерения. Однако для упрощения записи мы в дальнейшем будем 

обозначать двукратные интегралы, как и интегралы однократные, од

ним единственным знаком интеграла: 

N=~andS. 7 
8 

-:---·--------

Во избежание же недоразумений условимся во всех поверхностных и 

только в поверхностных интегралах обозначать элемент интегрирования 

через dS. 
Данное величине N название потока вектора взято из гидродина

_мики. В гидродинамике изучается векторное поле скорости жидкости: 

в каждый данный момент с каждой точкой. заполненного жидкостью 

пространства связано определенное значение вектора скорости v, а 

именно то значение этой скорости, которым обладает находящийся в 

-этой точке элемент жидкости. Поток 

вектора скорости жидкости через эле

мент поверхности dS 

6' 

есть не что иное, как объем жидко

.ети, протекающий через этот элемент 

за единицу времени в направлении 

.внешней нормали к dS. Действительно, 

.за единицу времени каждый элемент 

жидкости переместится на расстояние 

v; стало быть через площадку dS 
пройдут все те и только те частицы 

n 

dS 

Рис. з. 

жидкости, которые в начале рассматриваемого промежутка времени 

<1анимали цилиндрический объем с основанием dS и образующими v 1 

t Для простоты предполагаем, что скорость т не зависит от времени и постоянна 
на всем протяжении этого цилиндра. В противном с.1у'!ае ука3авные рассуждения 

вужво применить не к единице времени, а к элементу времени dt, за время которого 
~отои: через площади:у dS равен vndS·dt. 
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(см. рис. 3). Объем этоrо цилиндра действительно равен v,.,dS, ибо 
высота его равна v,.. Если векторы v и n образуют тупой угол, то 

\ v,. < О l! поток жидкости отрицателен. Это значит, что жидкость про
; текает через dS в напрамении, обратном внешней нормали n. 

Поток жидкости через· конечную поверхность · S равен очевидно 
потоку вектора скорости v через эту поверхность: 

N=S v"dS. 7' 
8 

Часто приходится вычислнть поток вектора через замкнутые по-' 

верхности (поверхность шара, куба и т. д.). При интегрировании по 

з а м к в у той поверхности мы будем отмечать это обстоятельство 

кружком у знака интеграла, так что, например, поток жидкости 

через замкнутую поверхность S запишется следующим образом: 

N= ff. v"dS. 
8 

8 

ОчевИдно, что поток этот равен количеству жидкости, вытекающей 

в единицу времени из объема, ограаиченного замкнутой поверхностью S. 

Рис. 4. 

Если N < О, то это значит, что 
П внутрь поверхности втекает больше 

жидкости, чеи вытекает из нее. 

~...),,,..---[ 2. После этих пояснений воз-
вратимся к электрическому полю и 

вычислим поток вектора напряжен

ности поля Е через бесконечно 

малую ПJiощадку dS. 
Предположим сначала, что поле 

Е возбуждается точечным: зарядом е, 

находящимся в точке О, и что ПJIО

щадка dS перпендикулярна радиусу
вектору R, проведенному к вей из 
заряда е (рис. 4 ). На основании 
уравнения (4) получим: 

9 

Так как по условию dS перпендикулярно к В, то cos(R,n)= 1 
в зависимости от того, совпадает ли направление R с направлением 

внешней нормали n или же прямо противоположно ем:у. В первом 
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случае из точки О будет видна внутренняя сторона площадки dS, во 
втором - внешняя. Следовательно 

е 
dN=± R 2 dS. 

Перпендичлярная радиусу-вектору В площадка dS совпадает с эле
ментом шаровой поверхности радиуса R с центром в точке О. Если 

обозначить через dO тот телесный уголь, под которым dS виден из О, 
то, как известно, 

dS=WdQ 
и, стало быть, 

dN=+edQ. 

Если, накочец, условиться приписывать телесному углу dO, под которым 
площадка dS видна из точки О, положительный знак, если из О видна 
внутренняя сторона dS, и знак от- • 
рицательный, если видна ее внешняя 

сторона, то можно написать 

', dN = Ь',.dS = edQ. 10 

Весьма существенно, что это 

простое соотношение остается спра

ведливым и в том случае, если пло

щадка dS не перпендикулярна ра
диусу-вектору В. Действительно, 

уравнение (9) справедливо при лю-
бой ориентации площадки dS. Про- / ад 
изведение же сов (R,n)·dS равно О ' 
проекции площадки dS на поверх- е 
ность, перпендикулярную R (рис. 5),l '1\~l" Cl(O '{{,.) Рис. 5. 

причем эта проекция положительна, 

если из О видна внутренняя сторона площадки dS (угол (R,n) острый), 
и отрицательна, если видна ее внешняя сторона. Итак 

dN = ;
2 

cos(R,n) dS=+ ; 2 dS', 

где dS' есть абсолютная величина перпендикулярной к В проекции 

площадки dS. Очевидно, что эта проекция dS' видна из точки О под 
тем же телесным углом (10, как и самая площадка dS, и что 

dS'=R 2d0, 
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Следовательно, 
dN=+edQ. 

Если, наконец, согласно упомянутому условию мы припишем углу dQ 
определенный алгебраический знак, то мы вновь придем к фор-

муле (10). • 
Итак, в поле точечного заряда е поток электрического вектора Е 

через произвольно ориентированную площадку dS зависит, помимо 

величины этого заряда, только от того телесного угла, положительного 

или отрицательного, под которым эта площадка видна из занимаемой 

зарядом точки О 1• 

3. Обращаясь к потону N вектора Е через конечную поверхность S, 
получим 

N= \ E"dS=e s dQ=eQ, 
·s s 

11 

где О есть (положительный или отрицательный) телесный угол, под ко

торым видна из заряда е вся поверхность S, т. е. телесный угол, обра

зованный радиус- векторами, про-

Рис. 6. 

веденными из е к краевой линии 

этой поверхности (рис. 6). Чрезвы
чайно существенно, что в том слу

чае, если поверхность _ S замкН}'Та, 

угол этот может иметь только одно. 

из двух значений: 4тr и О. 

Действительно, точечный эаряД. 

может быть расположен либо вну

три замкнутой: поверхности, либо 

вне ее. Рассмотрение же точечного 

заряда, расположенного на са.мой 

поверхности, лишено физического 

смысда, ибо пользоваться предста

влением о точечном заряде можно 

лишь при условии, что действитель

ные размеры заряда малы по сравнению с расстоянием его до рассма

триваемых точек поля. Представление же· о точечном заряде, рас-

I Как явствует И3 вывода формуJiы (10), она яВJiяется СJiедствие111 того обстоя

теJiьства, что напряженность поля Е направJiена радна.пьно и при удаJiепни от sаряр;а 

убывает по тому же закону ( обратно пропорционадьно R2), по которому изменяете.я 

теJiесный )'ГOJI dQ, соответствующий данной пJiощадке dS. Поэтому ДJiя всех вообще 
центральных поJiеЙ, обратных квадрату расстояния (например, поJiя тяготения, поJiя 

магнитных полюсов и т. д.), также будут справед.швы формуJ1Ь1, анаJiогичные уравне

нию (10) и всем непосредственно вытекающим из него уравнениям. 



§ 3] ТЕОРЕМА ГАУССА 15-

положенном на поверхности, поток электрического вектора череs: 

которую мы определяем, этому условию очевидно не удовлетворяет. 

Если· заряд расположен внутри замкнутой поверхности 8, то эта· 
поверхность окружает его со всех сторон и, стало быть, видна из 'нег()· 
под углом О = 4п. Следовательно в этом случае 

N= fP Е"d8=4пе. 
s 

Если же заряд е находится в точке О, лежащей вне замкнутой по

верхности S, то из О можно провести к поверхности 8 пучок каса

тельных (рис. 7). Совокупность 

этих касательных образует ко· 

нус, соприкасающийся с 8 вдоль 
некоторой замкнутой линии L, 
которая разделит поверхность S 
на две части S1 и . Si· Обе эти 

части поверхности S будут вид-
ны из точки O под ОДНИМ И тем 
же телесным углом, соответству

ющим раствору касательного ко

нуса, причем, однако, одна из 

этих частей будет видна с ее 

внутренней стороны, а другая'-

с внешней. Таким образом ча- О 

стям поверхности 81 и 8 2 будут 

соответствовать углы 01 и ~l2 , 

равные по величине и противо-

Р.ис. 7. 

положные по знаку. Стало быть и потоки электрического вектора,. 

через 81 и 82 будут равны по величине и противоположны по знаку,.. 
и в сумме дадут нуль. Таким образом поток вектора Е через всякуIО· 

замкнутую поверхность, не охватывающую заряда е, равен нулю: 

N=pE"d8=0. 
8 

12: 

Оба этих возможных случая (заряд внутри и вне поверхности) 

.могут быть охвачены одной единственной формулой 

N=p Е" d8=4пе, 
8 
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-еми только условиться понимать в этой формуле под е величину за

ряда, расположенного в н у т р и поверхности S и стало быть полагать 
,е равным нулю, если заряц расположен вне этой поверхности. 

4. Отличающаяся чрезвычайной простотой формула (13), выведенная 
нами для поля, возбуждаемого одним единственным точечным зарядом, 

,остается справедливой и для поля произвольной системы электричес

ких зарядов. Действительно, любая система зарядов может быть раз

..11ожена на совокупность элементарных (точечных) зарядов. Пусть Е 

есть напряженность результирующего поля всей системы зарядов, а 

Е,-напряженность поля i-го элементарного заряда е;. Тогда 

и 

Стало быть, 

14 

uричем последняя сумма распространяется только на те заряды, кото

рые расположены внутри поверхности S. Эта формула выражает собой 
_,фундаментальную т е о р е м у Г а у с с а: в произвольном электростати-

ческом поле (в вакууме) поток электрического вектора Е через про

'Извольную замкнутую поверхность равен умноженной на 4п величине 

, .заряда, расположенного внутр и этой поверхности. Эта величина за
\ ряда есть коне,чно алгебр а и чес к а я сумма всех зарядов, находн
j щихся внутри S, 
L 

§ 4:. Некоторые 11рим.ененпя теорем.ы Гаусса. - Применение 

теоремы Гаусса чрезвычайно упрощает решение ряда задач электро

~татики, Рассмотрим некоторые примеры, резу ль татами решения кото

-рых нам придется пользоваться в дальнейшем. 

Э.~Екmри.иескае _,_ни(_,1!.Ц.tl1ШМСJШQ.. .. ЗQ,JUJJ)JCaшoй беспоие~шай .лло~ 
.:~Е_~и. - Заряд бесконечной плоскости, общая величина которого бес

конечна, характеризуется по верх но ст но й плотностью заряда 

.з, т. е. зарядом, приходящимся на единицу площади поверхноети. 

Нонечно, строго говоря, заряд всегда занимает известный объем и 

не может быть сосредоточен на бесконечно rонкой (геометрической) 

поверхности. Однако слой заряда, толщина которого достаточно маnа 

по сравнению с его расстоянием от исследуемых точек поля, можно 

-ечитать зарядом поверхностным с тем же правом, с каким мы расс:м:а-

-триваем заряды точечные. 
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Приступал к решению поставленной задачи, отметим прежде всего, 

что напрлженность поля равномерно заряженной бесконечной плос

кости Р по соображениям симметрии должна быть перпендикулярна 

этой плоскости и должна иметь прямо противоположные направления 

по обеим сторонам от нее: она направлена от плоскости Р, если ее 

заряд положителен (рис. 8), и к плоскости Р, если он отрицателен. 

Численная же величина напряженности Е в различных точках поля 

может зависеть лишь от расстояния их от плоскости Р и должна 

быть одинаковой во всех точках любой плоскости, параллельной Р. 

Е---

~. 
s, 

-----Е 

Рис. 8. 

Выделим мысленно в поле плос1юсти Р прлмую приз:му основания 

S' с образующими, перпендикулярными Р, и предположим сначала, 

что призма эта не пересекается плоскостью Р. Так как·:внутри призмы 

нег зарядов, то поток электрического вектора Е через ее поверхность 

S должен по теореме Гаусса равняться нулю 

N= р EndS=O. 
s 

\f_ д:е}'!:О й -~01!.~. _001:0 к __ ~:Г~O!.JIQЖ€.:r . бытъ.<.1~!>!::1.11~еJJ~ .. l!~!'.ОСJ>еА~ЬВ-~~~l1.О.J 
Поток через переднее основание призмы равен Е1 cos(Epn1)S', а че-
рез заднее Е2 cos (Е2 , n 2) S', где Е1 и Е2 суть значения вектора 

- Е у соответствующих оснований призмы, а n1 и n 2 суть внешние нор

мали к этим основаниям. Поток же вектора Е через боковую поверх

ность призмы равен нулю, ибо Е параллельно этой поверхности и 

~тало быть cos (Е, 11) = О. Таким образоъ1 

N = { Е1 cos (Е1 , n1) + Е2 cos (Е 2 , n2) \ S' = О. 
:2 rl. Тамм. Основы теории мектричества, том 1. 
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Так как Е1 и Е2 параллельны друг другу, а направления нормалей, 

n1 и n2 прямо противоположны, то cos (Е1 , nJ = - cos (Е2, n2), и~ 

стало быть, из N = О следует, что 

Так нак полQжение оснований призм~ может быть выбрано произ

вольным образом, тg из этого равенства следует, что во ~сех точках: 

ограниченного плоскостью Р полупространства вектор Е постоянен µо, 

Рис. 9. 

величине, а так как он 

постоянен и по напра

влению, то, следователь-

но, 

~=соnв~.-1 
В другом же полупро

странстве вектор Е бу · 
дет, очевидно, иметь ту 

же величину и противо

положное направление. 

Чтобы определить чис· 

ленную величину векто

ра Е поместим рассма

тривавшуюся нами приз

му так, чтобы она пере

секалась плоскостью Р, т. е. чтобы ее основания были расположены 

по разным сторонам этой плоскости (рис. 9). Поток вектора Е через 
се поверхность буд~т попрежнему выражаться уравнением 

но на этот раз внутри призмы будет находиться заряд а S', располо

женный на вырезаемом . призмой из заряженной плоскости Р участк~ 
площади S'. Стало быть, по теореме Гаусса 

Так -как по разным сторонам плоскости Р вектор Е имеет одинаковуD 

величину и противоположное направление, то Б1 Б2=Б и cos(E1, n1)= 
= cos (Е2 , n2). Таким образом из последнего уравнешш следует 
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Но сов (Е1 , n1) равен + 1 в зависимости от того, заряжена ли плос

кость положительно (а> О) или отрицательно ( а < О). Следовательно, 

во всех точках поля беснонечной плоскости 

: E=2тrJal, '1 : 15 
1 -~--·-·---· 

где J а I есть абсолютная величина плотности заряда этой плоскости. 

Заметим, что так нак вектор Е имеет противоположные напраме

ния по различным сторонам заряженной плоскости, то из (15) следует, 
что при прохождении через эту плосность вектор Е изменяется снач

ном на 4тта. 

Рис. 10. 

Постараемся теперь выяснить, почему при удалении от заряженной 

бесконечной плоскости напряженность ее поля не убывает, а остается 

постоянной. Пусть точни А, А', А" лежат на одном перпендикуляре 
н плосности Р (рис. 1 О). Рассмотрим напряженность поля, возбуждае
мого в этих точках зарядами двух элементов плоскости d81 и d82, 

расположенными симметрично относительно перпендикуляра ОАА' на 

расстоянии R от его основания О. В более удаленных от плоскости 

точнах напряженность полей Е1 и Е2 наждого из этих зарядов в от
дельности будет меньше, чем в более близких, но зато и угол между Е1 
и Е2 убывает при удалении от плоснос~и. Поэтому, несмотря на умень
шение слагаемых Е1 и Е2 при удалении от плоскости, величина их 

равнодействующей Е может благодаря уменьшению угла между ними 

не тольно убывать, но и увеличиваться в зависимости от соотношения 

2• 



,, 
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между расстояниями R и О.А. или О.А'. Очевидно, что если точка .А 

близка к О, то равно.:(ействующая всех зарядов плоскости в этой ТОЧI{е 

определяется почти исключительно зарядами, расположенными вблизи О, 

ибо напряженности полей удаленных зарядов направлены почти парал

лельно плоскости Р и в сумме дают нуль или почти нуль. По мере же 

удаления точки .А от О параллельность эта нарушается, равнодей

ствующая далеких зарядов увеличивается, а равнодействующая близ

ких - уменьшается. В результате, как показывает непосредственное 

вычисление, напряженность результирующего поля всех зарядов бес

конечной плоскости вовсе не меняется при удалении от этой плос1юсти. 

Вычисления этого мы приводить не будем, ибо результат его (ур. 15) 
был уже найден нами путем применения теоремы Гаусса. 

3 Ад А ч А 1. - Поверхность бесконечно длинного кругового цилиндра 

равномерно заряжена элеr{тричеством так, что на единицу его длины 

приходится заряд ;t. Доназать, что поле внуrри цилиндра Е, и поле 

вне цилиндра Е, вырзжаются следующими формула11ш: 

Е =2xr 
е 1·2 , 16 

где r есть вектор кратчайшего расстояния рассматриваемой точки поля 

от оси цилиндра. Показать, что скачок электрического вектора при 

прохождении через поверхность цилиндра равен 4тта. 

3 Ад А ч А 2. - 3аряд е равномерно распределен на шаровой по

в е р х н о с т и произвольного радиуса. Доказать, что поле внутри и вне 

шара выражается соответственно формулами 

eR 
Е.= вз, 17 

где R есть радиус-вектор, проведенный из центра шара в рассматри
ваемую точку поля, т. е. что поле вне равномерно заряженной ша

ровой поверхности таково, нак если бы весь ее заряд был сосредоточен 

в ее центре. Показать, что скачок вектора Е при прохождении через 

заряженную поверхность шара равен 4тта. 

3 Ад А ч А 3. - Заряд е равномерно распределен с плотностью р по 

шаровому об ъ ем у радиуса а. Показать, что поле Е. вне шара таково, 

как если бы весь заряд шара был сосредоточен в его центре, и что поле 

Е, внутри шара прямо пропорционально расстоянию от центра шара: 

R~a, 
eR ) 

Е.=яз; l 
eR 18 

R~a, К=-; ( 
, аз ) 
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ИЛИ, 

R~a, 

R~a, 

1...1 ) 
'' f 

Отметить, что в этом случае в~ктор Е всюду непрерывен. 

21 

18' 

В предыдущем мы в ряде. отдельных случаев убедились, что скачок 

электрического вектора при прохождении через поверхностный заряд 

плотности а равен 4rта. Во всех этих случаях вектор Е у заряженной 

поверхности был перпен,r:икулярен к ней. Понажем теперь, что нор

м аль на я слагающая вектора Е испытывает скачок 4тrа при про

хождении через л ю-

6 у ю заряженную по- n 
верхность вне зависи

мости от формы этой 

поверхности и от на

личия или отсутствия 

зарядов вне ее. 

Пусть поверхност

ная плотность заряда 

в рассматриваемой точ-

ке произвольной по-

Рис. 11, 

верхности S равна а. Нак известно, в том случае, если заряд распре

делен по поверхности неравномерно, то плотностью его в данной точ

не поверхности называется предел 01 ношения 

. де de 
cr ~~~~дS=dS' 19 

где де есть заряд элемента поверхности дS. 

Построим около рассматриваемой точки заряженной поверхности 

прямую призму с образующими dl, перпендикулярными поверхности. 

Пусть эта призма вырезает из поверхности элемент dS столь малый, 

что его можно считать плоским и равномерно заряженным (рис. 11 ). 
Выберем произвольным образом направление n внешней нормали к 

элементу dS. Поток вектора Е через поверхность призмы равен 
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rде Е1 и Е2 суть значения электрического _вектора у внутреннего и 

внешнего (по направлению нормали n) оснований призмы, E1n и Е2n
.их проекции на нормаль n, а N' есть поток вектора Е через боковJ ю 
поверхность призмы. На основании теоремы Гаусса получим 

N =(E2n -Е1п)d8 + N' =4паd8. 

Будем теперь уменьшать высоту призмы dl, не изменяя при этом ее 
·основания dS. Величина потока N' через безгранично уменьшающуюся 
боковую поверхность призмы стремится :к нулю :как бесконечно малая 

второго порядка (по сравнению с N), так что общий поток вектор:~ 

через поверхность призмы сводится в пределе к потоку через ее 

основания: 

откуда 

20 

Стало быть, нормальные слагающие вектора Е в двух смежных точках 

1. поля, разделенных поверхностью S, действительно разнятся друг от 

\ друга на 4тrа. 
1----·§ 5. Проводники в влектростатическом: поле. - Физический 
смысл изучения поля поверхностных зарядов :коренится в том обстоя

тельстве, что в случае эле:ктро~татичес:кого равновесия за р яд ы п р о

в о д н и :к о в с о с р е д о т о ч и в а ю т с я в весьма тонком п о в е р х н О"

ст но м слое их, который в громадном большинстве случаев можtю 

с достаточной точностью считать бесконечно тонким. Ведь и непосред

ственно ясно, что если сообщить металлическому телу, например, от

рицательный заряд (избыток электронов), то благодаря взаимному от

талкиванию элементов этого заряда (электронов) они сосредоточатся 

на его поверхности. Строгое же доказательство этому утверждению 

можно дать на основании того факта, что в случае эле:ктростати']:е

ского равновесия электрическое п о л е в н у т р и п р о в од н и к о в р а в

н о нулю\ 
Действительно, проводник есть тело, отличающееся следующим 

СВОЙСТВОМ: е~ .Б_!~~~_ii-либо ТОЧКе внутри ПрОВОДНИ:Ка НаПЕfIЖЩЩQСТЬ 
ЭЩ)I_<!j>ИЧеС:КОГО ПОЛЯ Е ОТЛИЧНа· ОТ нуля:; то-·iГпроводн:ике ВОЗ_Н!f~ет 

~~лeirl'J)_ичe~!<!!!i 1'91', т .. е. движение зарядов. Это свойство можно рас
сматривать, :как определение термин а "пр овод ни :к эле :к..; 

т р и ч е ст в а". С точки зрения электронной теории важнейшего класса 

проводников (металлов) это свойст_во объясняется тем, что если металл 

t См., впрочем, стр. 191. 
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:находитсJJ в твердом (или жидком) состоянии, то часть электронов, 

.яходящих в сос:гав его атомов, отщепляетсн от этих атомов. Оставшиеся 

после отщепления этих "свободных" электронов положительuые ионы 

.метl!,Лла образуют собой его твердый скелет (кристаллическую решетку), 

,в . промежутках же между ионами находятся "свободные" электроны 

,в форме своего рода "электронного газа". Сколь угодно слабое внешнее 

.:электрическое поле вызы.вает движение этих "свободных" электронов 

в направлении действующих на них с11л, т. е. вызывает элеltтрический 

·ток 1. Ток этот длится до тех пор, попа напряженность поля внутри 

.проводника не станет равной нулю, т. е. пока поле зарядов, перерас- · 
,пределившихся по объему проводника, не скомпенсирует внешнего поля. 

Раз элеh-грический вектор внутри проводника равен нулю, то равен 

rнулю и поток .этого в.ектора через любую замкнутую поверхность, рас

.положенную внутри проводника •. Стало быть, по теореме Гаусса, равен 
нулю и заряд, расположенный внутри всякой такой поверхности. А это l 
·и значит, что в случае электростатического равновесия зарядов внутри 

.проводников нет (вернее, что положительные и отрицательные заряды 

вuутри них взаимно нейтрализуются) и что все заряды расположенl>_!_: 

яа их поверхности. 

Таким обраэо.м поле заряженного металлического цилиндра или 

:шара определнется теми же формулами (16) и (17), как и поле соот-

1ветствующих заряженных поверхностей. В согласии с упомянутым 

,общим законом из этих формул, в частности, следует, что внутри ме

таллического заряженного шара или цилиндра Е = О. Что же касается 
·Формулы (20), то для случая зарядов, расположенных на поверхности 
·проводников, формула эта значительно упрощается. Так как внутри 

:проводников Е = О, то формул11 эта принимает вид 
- --· --... -- --1 

Е,.=4па, ; 
1
..-.-~. -чп i, ti,.. 

iv 21 

1'де Е есть значение электрического вектора в _ непосредственной бли

:вости от поверхности проводника, а n ..,... направление внешне й нор
мали к его поверхности. Таким образом в случае электростатического 

,равновесия нормалыщя слагающая напряженность поля вблизи про

водника определяется то л ь к о плотностью а заряда на прилегающем 

.элементе его поверхности и вовсе не зависит от распределения зарядов 

_в других участках поля и т. п. 

ПР им Ер. Q.11.J!.eдe..t,Jmъ no..te А~ежЗу пластииами бескоиечио~о n..toc
-кo,o кондеиса.!JШJШ.-..:- Поле между пластинами- .бесконечного плоского.-. 

~ .. ~<- ~ ----------

t По,11;робвее механизм тока бу,11;ет рассмотрев в § 29, 
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конденсатора по соображениям симметрии должно быть направ

лено перпендикулярно его пластинам и должно быть постоянным 

во всех точках любой параллельной им плоскости. Нак и в рассмот

ренном уже случае поля бесконечной плоскости из этого обстоятель

ства следует, что поле между пластинами конденсатора однородно, 

т. е. что вектор Е постоянен по величине и направлению во всех 

точках этого поля. Согласно же уравнению .(21) численная величина 

вектора Е у поверхности пластин должна равняться 

Е=4тт\а/ 22 

(ввиду того, что Е,. = +: Е). Стало быть, таково будет значение Б и 
во всем пространстве между пластинами. 

-- --

+ 
А 

Рис. 12. 

-

в 

Очевидно, что в уравнении (22) 
под а можно понимать плотность по

верхностного заряда как положитель

ной, так и отрицательной пластин 

конденсатора. Так как, с другой сторо

ны, вектор Е имеет в пространстве 

111ежду пластинами одно вполне опре

деленное значение, то, следовательно, 

в случае электростатического равно

весия абсолютная величина плотности 

заряда на обеих пластинах должна 

быть одинаковой. 

Все эти результаты можно также 

непосредственно получить из уравне

ния (15). Поле Е конденсатора есть 

равнодействующая полей Ел и Ев 

двух заряженных бесконечных плоскостей, а именно внутренних по

оерхностей пластин конденсатора А и В. Стало быть, Е = Ел + Ев, 
причем Ел= 2тт /ал/ и Ев= 2тт /ав /. Как явствует из рисунка 12, 
внутри каждой из металлических пластин векторы Ел и Ев напра

влены прямо противоположно, а между пластин одинаково. Так ШJ.К 

внутри пластин Е должно равняться нулю (проводник!), то Ел= Ев и, 

стало быть, ав =-ал= а. Поэтому в пространстве между пластин 

Е = 4тт /а/, что и требовалось доказать. 
В § 13 (формула 77') мы покажем, что у поверхности пластин 

-конденсатора к он е ч н ы х размеров поле тоже перпендикулярно плас

тинам и равно +4 ттз. Если расстояние между пластинами мало по сравне
нию с их размерами, то в центральной части конденсатора поле будет 

практически однородным. Стало быть, фор.мула (22) будет применима 
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ко всем точкам поля между пластин конденсатора, достаточно удален

.ным от его краев. 

В случае конденсатора конечных размеров общий заряд е rшждой 

пластины конечен и (средняя) плотность поверхностного заряда их равна. 

где S поверхность пластины. Таким образом уравнение (22) прини

мает вид: 

Е _4пе_ -s 

3 Ад А ч А 4. - Показать, что в полости цилиндрического нонденса

тора (два конаксиальных цилиндра) напряженность поля определяетсл 

формулой (16): 

Е 21.. 
=-1' r2 , 

гд-э 1. есть заряд единицы длины внутреннего цилиндра, причем заряд 

па внешнем цилиндре равен - "!.. 

3 Ад А ч А 5. - Показать, что в полости шарового конденсатора (две 

концентрических сферы) поле определяется формулой (17): 

FJ= ~ 3 R, 

где е есть заряд внутренней сферы, причем заряд внешней сферы ра

вен - в. 

§ 6. Преобразование поверхностного интеграла в объемный. 

Дивергенция. - Нак мы видели, теорема Гаусса в ряде случаев дает

nозможность сравнительно просто определить поле заданной системы 

зарядов. Однако это удаетсн, вообще говоря, лишь при условии изве

стной симметрии расположения зарядов. В противном случае с по

мощью формулы Гаусса (14) можно определить лишь поток вектора Е 
через замкнутую поверхность. Чтобы получить возможность определять. 

значение самого вентора Е в каждой точке полн, необходимо преобра

зовать интегральное выражение (14) в дифференциальное уравнение. 

Чтобы подготоnить это преобразование, мы предварительно покажем, 

что поток вектора через замкнутую поверхность может быть предi 
ставлен в форме интеграла по ограниченному этой поверхность11 
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-объему. Эта весьма важная теорема векторного анализа носит название 

-теоремы Гаусса. В отличие от рассмотренной нами теоремы Гаусса (14), 
·трактующей о свойствах электростатического поля; мы будем условно 

назынать ее второй теоремой Гаусса. 

1. Предположим, что вектор а является непрерывной функцией то•ши, 
·т. е. что значения вектора а в бес.конечно близких точках поля бес

ж:онечно мало отличаются друг uт друга. Если ввести произвольно 

--ориентированную систему декартовых координат х, у, z, то как сам 

..вектор а, так и его слагающие аа,, а11 , а. выразятся в этом случае непре
рывными функциями координат точки х, у, z. Во всем дальнейшем мы 
,-будем предполагать, если не оговорено пр01ивоположное, что все рас

-ематриваемые нами векторы являются непрерывными функциями точки, 

i)a" i)a" i)a" 
:111 что производные ~, ~ , ~ и т. д. имеют в каждой точке поля 

оС оу oZ 

t-nполне определенное конечное значение 1• 

Рассмотрим поток dN непрерывного вз.нтора а через поверхность 

-6есконечно малого параллелепипеда и выберем для удобства вычисле

ний направление осей 

z 

'11------1 
dг 

1 

i ,'2------n 
1 ,' 
1 " k-_: ___ _ 

у 

координат х, у, z так, 
чтобы они совпадали 

с ребрами этого парал

лелепипеда длины dx, 
dy, dz (рис. 13). Ин
теграл 

dN= р a"dS 

сведется в этом слу

чае к сумме значений 

Р14с. 13. подынтегрального вы-

ражения на каждой 

йtЗ шести граней параллелепипеда, ибо каждая из этих ~·раней бес.но
.печно мала и значение векrора а на ней можно считать постоянным. 

Рассиоrрии сначала поток ве.нтора а через две параллельных грани 

I и 2; перпендикулярных оси х. Поток через переднюю грань 2 равен 

t Введенное вами в§ 3 понятие потока вектора через поверхность также имеет 
'Опреде.1:еяныli смыс.11 .11ишь при о.преде.11еиных допущениях о непрерывности вектора 

-.{иитеrрируе:vость ero). 
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где а2 есть значение а на грани 2, поток же через заднюю грань t 
равен 

гда а1 есть значение а на грани 1, ибо внешняя нормаль к этой грани 
направлена прямо противоположно оси х-ов. Стало быть, общий поток 

через грани 1 и 2 равен 

Разность а2., - а1" есть приращение с.1iагающей вектора а" при изме
нении координаты х на расстояние dx между гранями 1 и 2. С точ
ностью до бесконечно малых второго порядка приращение это равно 

аа 
~где, ввиду бесконечной малости параллелепипеда, под -ах"' можно по-

нимать значение этой производной в его центральной точке. Таким 

образом общий поток через обе грани, перпендикулярные оси х, 

,равен 

~а; dxdydz. 

Для потоков через пары граней, перпендикулярных осям у и s 1 

;получим ана,югично 

aall аа 
~ dy dx dz и а:-- dz dx dy. 

Складывая полученные выражения, получим общий поток вектора 
:а через все 6 граней элементарного параллелепипеда: 

23 

Стоящую в скобках сумму производных вектора а по осям коор

.динат принято для краткости обозначать символом div а: 

аа,,, aall aas 
diva= -ах +aii+· az 24 

{ читай "дивергенция а", смысл слова см. дальше). Если кроме того 

.ввести для бесrюнечно малого элемента объема обозначенные d V: 

dV = d.x dy dz, 
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то выражение потока dN примет вид 

dN = р andS=diva,(lV. 23' 

2. Эту формулу, выражающую поток вектора а через поверхность 
бесконечно мал ого параллелепипеда, не трудно обобщить для 

поверхности произвольной формы и размеров. Рассмотрим произволь

ную замкнутую поверхность 8. Разобьем ограниченный ею oбъe:lll 

V системой взаимно перпендикулярных плоскостей на совокупность 

бесконечно малых кубических элементов. Нонечно, крайние, смежные 

с поверхностью S, элементы объема вообще говоря не будут иметь куби
ческой формы; однако путем дальнейшего дробления их можно достиг

нуть того, чтобы грани нрайних кубиков с любой степенью точности 

совпадали с заданной поверхностью S. Вычислим с помощью уравнения 
(23') поток вектора а через поверхность каждого :кубика, лежащего 

внутри S, и сложим полученные выражения: 

1 dN = ! diva·dV = 111}' diva· dV. 

В этом уравнении тройной интеграл означает, что суммирование 

подынтегрального выражения должно быть произведено по всем эле

ментам трехмерного объема V, заключенного внутри поверхности S. 
Однако в дальнейшем мы для упрощения записи будем обозначать 

интегралы любой кратности одним единственным 

з на I{ ом ~; различение же интегралов различной нратности будет 
достигаться различным обозначением элементов интегрирования: 

элемент объема (трехнратного интеграла)- d V, 
элемент поверхности (двукратного интеграла) - dS, 
элемент линии (ординарного интеграла)- ds. 
Грани всех элементарных кубиков, составляющих в совонупности 

объем V, могут быть разделены на два класса - грани внешние, 

совпадающие с элементами поверхности S, и грани внутренние, отгра
ничивающие смежные нубини друг от друга. Очевидно, что в сумму ~ dK 
поток вектора а через каждую в н у т р е н н ю ю грань войдет дважды: 

при подсчете потока через поверхность куби:на, лежащего по одну 

сторону от этой грани, и при подсчете потока через поверхность 

нубика, лежащего по другую сторону от нее. Так :как нормаль к грани, 

внешняя по отношению к первому кубику, противоположна нормали 

I{ той же грани, внешней по отношению ко второму кубику, то оба 
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потока через эту грань будут иметь противоположные знаки. Следо

вательно все члены суммы ~ dN; относящиеся ко внутренним граням, 

е()нратятся, и сумма эта сведется к сумме потоков вектора а через 

QДНИ лишь вне ш ни е грани кубиков, совпадающие с элементами 

поверхности S. Таким образом I dN оказывается равным потоку N 
вектора а через :заданную поверхность S, и, стало быть, 

\ 

IN= i ctndS= lf' diva.dV. ,о 
о 

25 

Это уравнение выражает собою (вторую) 1 е о р е м у Г а у с с а: по

-ток вектора а, являющегося непрерывной функцией точки, через 

произвольную замкнутую поверхность 'S равен интегралу дивергенции 

-этого вектора по объему V, ограниченному этой поверхностью. 
3. Если поверхность S столь мала, что во всех лежащих внутри нее 

точки div а можно считать величиной постоянной, то в уравнении 

{25) div а можно вынести за знак интеграла. Стало быть, поток dN 
через бесконечно малую замкнутую поверхность S пр о и з в о л ь н о й 

формы выражается тою же формулой (23'): 

как и поток через поверхность элементарного параллелепипеда. Так 

как эта формула справедлива лишь в предельном случае бесконечно 

.малой поверхности, то правильнее записать ее в следующей форме: 

. . р andS 
d1va=L1m дV 

дV-+0 

26 

Правильнее всего считать эту формулу определением понятия 

дивергенции: дивергенция вектора а в данной точке поля есть пре

дел, к которому стремится отношение потока вектора а через про

изоольную окружающую эту точку поверхность к величине ограни

ченного этой поверхностью объема д V (при уменьшении д V до нуля). 
Из этого определения дивергенции следует, что значение ее вовсе не 

sависит от выбора системы координат, т. е. что дивергенция вектора 

-есть истинный скаляр. Исходя из (26) и воспользовавшись (23') мы 
в частном случае декартовых иоординат очевидно вновь придем 

R (24). 
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4. Отметим в занлючение, что в гидродинамике дивергенция скорости 
жидкости v имеет непосредетвенное физическое значение. Действи
тельно, в каждой точке жидкости div v: 

р v"dS 
div v = Lim ---=-

4 V-+o дJl 

согласно (8) равна рассчитанному на единицу объема количеству 

жидкости, вытекающей из элемента объема d V, окружающего рас

сматриваемую точку. Название дивергенция, что значит расхождение

/ 
/ 

/ 

Рис. 14. 

или расходимость (по-латыни). 

было избрано для этой величины 

именно потому, 'IТО жидкость 

растекается или расходится И3 

тех и только тех точек или 

участков занимаемого eIQ пр.о

странства, в которых div v > О. 
Очевидно, . что ·в этих точках 

должны быть расположены ис

точники жидкости. По аналогии 

те точки поля произвольного 

вектора а, в которых div а.=,6 о. 
принято называть и с т о к а м и. 

этого поля. 

Численная же величина div а, 
называется силой ил и обил ь

н о ст ь ю истоков поля; в 

зависимости от знака диверген

ции сила истоков может быть нак положительной, так и отрицатель

ной. Иногда отрицательным истокам поля дают название ст о к о в 

поля. 

Пр им ер. Дано, что вектор а в каждой точке поля направлен 

параллельно или антипараллельно радиусу-вектору R, проведенному 

и 3 точки О. Определить div а~ 
Применим с этой целью формулу (26) к элементу объема d V, вы

резаемому из шарового слоя, ограниченного сферами радиуса R и 
R + dR, конусом с центром в О, который пересекается с этими сфе
рами по дугам меридианов а и а+ da, и дугам параллельных кругов 

· 3 и 3 + d3 (рис. 14). Так как по условию вектор а3араллел~.!z_ то 
поток его через боковую (образованную конусом) поверхность объема 
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dV равен нулю. Далее, так как вырезаемый конусом элемент dS по.,.. 
верхности сферы радиуса R равен 

dS= Rd3-Rвin 3 da=R2 sin 3 d3 da, 

то поток вектора а через него равен 

a"dS=-a RR2 sin 3 d3 d2, 

где а в есть слагающая а по направлению R ( а в = + а), ибо внеш

няя нормаль к dS направлена обратно радиусу-вектору R. Поток же, 

z 

.... -..... -..... - -
dz 

у 

х 

Рис. 15. 

через элемент поверхности сферы радиуса R + clR вплоть P,Q величинп 
второго порядка малости равен, очевидно, 

aRR2 sin 3 d3 da + ;)~ (aRR2 sin 3 d3 da.)dR. 

Таким образом: 

р andS =;)~(ан В2) sin 3 da. dR. 

С другой стороны, 

dV = dS-dR=R2вin II dl> da. clR,. 
так что 

-~ 2Т 

3 Ад А ч А 6. - Дано, что поле вектора а обладает аксиальной сим

метрией относительно оси z. Это значит, что в цилиндрической си

стеме координат r, а., z (см. рис. 15) значение слагающих а,., а", а~ 
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-вектора а по направлению возрастания этих координат зависят лишь 

-от r и z, но не от азимута а. 
Показать, что если кроме того ~;~ектор а всюду перпендикулярен 

,оси симметрии z ( а2 = О), то 

{liV а,= _!__ с) (rar) = даr + ~ • 
r c)r c)r ,. 

§ 7. Истоки электрическоrо поля. Поверхностная диверrен

~ия. -1. Поверхностный интеграл, входящий в выражение (14) пер
вой теоремы Г а у с с а, может быть преобразован с помощью второй 

теоремы Га у с с а (25) в интеграл по ограниченному поверхностью S 
,объему V 

.j; EndS=S div E·dV = 4тr;е,. 
~s v • 

28 

Однаио преобразование ,)ТО nоз~южно лишь в том случае, если 

-div Е !1~~{)1', опре.деленное. конечное значение во всех точках заклю

ченного внутри поверхности S объема V, т. е. если вектор Е конечен 

И непрерЫВ.Е)Н ~,. ::!ТОМ . Qбp~Jt!e, В ЧаСТНОСТИ, В П у ТрЙ ~~~0J)XHOCTll 8 Не 
должно -быть ни точечных зарядов конечной величины, ни поверхно
<СТНЫХ зарядов конечной поверхностной плотности. Ибо напряжение 

,rюля точечного заряда при R-+ О стремится к бесконечности ( см. 
ур. 4) и, помимо того, самое направление вектора Е при R=O ста
'Новится неопределенным; вдоль же заряженных поверхностей нару

шается непрерывность вектора Е - его нормальная слагающая испы

·тывает скачок 4тrа (ур. 20). 
В про чем, самые понятия точечного и поверхностного зарядов имеют 

.1ишь вспомогательное значение и были введены нами лишь для удоб-

· сmа рассмотрения поля зарядов на расстояниях, достаточно больших 

по сравнению с размерами самих зарядов. Изучая же поле вблизи или 

даже внутри зарядов, мы должны вернуться к представлению об объемноl\I 

распределении зарядов. Предположим, например, что заряд е, рассматри

вавшийся нами как точечный, в действительности равномерно распределен 

по объему шара произвольно малого, но конечного радиуса а. В этом слу

чае поде вне и внутри шара определяется уравнениями (18), из коих 
явствуеr, что вектор Е конечен и непрерывен во всех точках поля 

{в частности при R = а, т. е. на поверхности шарового заряда, обе 

формулы (18) дают для Е одно и то же значение Е0 = Е, = :
2 

) • 

3-оот результат имеет общее значение: во всех случаях объем

ного распре д еле ни я заряда с конечной плотностью электриче-
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·ский вектор Е всюду конечен и непрерывен. Действи

тельно, в этом случае из каждой лежащей в·Jутри заряда точки Р 

как из центра можно описать сферу достаточно малого, но все же 

,конечного радиуса а так, чтобы сферу эту можно было считать заря

женной равномерно. Во всех точках этой сферы поле зарядов самой 

,еферы конечнп и непрерывно согласно уравнениям (18), поле же за
'РЯдов, находнщихся вне сферы, конечно и непрерывно потому, что эти 

:заряды находятся на нонечном расстоJIНии от внутренних точек сферы. 

·Стало быть, и результирующее поле всех зарядов конечно и непре

рывно. 

Итак, в случае объемного распределения зарядов, расположенных 

:внутри поверхности S, преобразование поверхностного интеграла 

,в объемный .в уравнении (28) всегда допустимо. Напомним, что в об

щем случае неравномерного распределения зарядов о б ъ е м н о й 

:плотностью заряда в данной точке называется предел отношения 

.заряда де, находящегося в окружающем эту точку объеме д V, н не

.личине этого объема ( сравни ур. 19): 

L
. де de 

p=лi~дv=av• 29 

тде буквой р, как и всюду в дальнейшем, обозначена объемная плот-

1ность заряда. Стало быть, заряд de элемента объема d V равен 

de=pdV, 

• 
.а общий заряд, находящийся в конечном объеме V, равен 

!е =jpdf'~. 
у 

у 

Внося это выражение в (28), получим: 

s divEdV= j4ттpdV. 

291 

28' 

Равенство этих интегралов должно иметь место вне зависимости от 

выбора обдасти интегрирования V, что возможно лишь в том случае, 
~ели их подынтегральные выражения равны друг другу в каждой · 
'1.'очке пространства. Стало быть 

1'div.i-' . 4;р·~-\ 7 
\. ~ 

30 
:З. И. Т а 1111. Основы электричества, то11 1. 
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или, в декартовой системе координат, 

1 

\ ~Е"'+ ~r.:,+ ~Е~ =4п. 
i~X ~у ~.s р 
1 

[гл. 11 

• 11( •. 

Это дифференциальное уравнение является одним из основных ура

внений как электроетатики, так и всей вообще электродинамики. 

Оно позволяет определить дивергенцию электрического вектора в 

каждой точке поля по величине объемной плотности заряда 

в э то й ж е точке 1 в н е з а в и с и м о с т и от распределения зарядов 

в иных участках поля. И обратно, чтобы определить плотность заряда 

в данной точке поля, достаточно знать значение дивергенции Е в этой 

точке поля. Пользулсь внеденной в прошлом параграфе термино

логией, можно сказать, что и с то к и э л е кт р и ч е с к о г о по л л 

находятсл в тех и только тех точках поля, в которых находлтсл 

э л е кт р и ч е с к и е з а р яд ы, причем сила или обильность этих 

истоков (в случае объемного распределения зарядов) равна 4пр. 

2. Хот.!! с точки зрения излагаемой нами макроскопической теорик 

все заряды суть непрерывно распределенные объемные заряды, однако 

в тех случалх, когда толщина занимаемого зарядом слол мала по 

сравнению с доступными измерению расстояниями, удобно сохранить 

предстамение о поверхностных зарядах. В первую очередь это отно

сится к поверхностным зарядам проводников. Так как при прохожде

нии через заряженные поверхности вектор Е меняется скачком (ур. 

20), то поверхности эти носят название по в ер х но ст ей раз

р ы в а электрического Ректора. Очевидно, что на поверхностях 

разрыва дифференциальное уравнение (30) неприменимо (что явствует 
также из оговорок, сделанных в начале этого параграфа) и долЖН() 

быть заменено уравнением (20): 

Это уравнен.пе. J.I~.ываетшд Q.ГJl.!!Л.!!..'!.н.ы.м_ у ~ ,11 о .в в..е:к...ДЛJI .век
тора Е и ямяетсл в сущности не чем иным, :как предельной формой 

уравнfния (30) для зарядов, расположенных бесконечно тонким слоем. 
Так как нам в дальнейшем неоднократно придется встречаться 

е подобного рода соотношениями, мы докажем здесь следующую об-

t Т. е. в сущности по величине заряда, нахо,;ящегося в бесконечно ма.а:0111 объе111е-~ 

окружающем эту точку (см. ур. 29). 
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щую теорему. Пусть щчюторый вектор а всюду непрерывен и ко

нечен и всюду удовлетворяет уравнению 

- div а = 4тrр, А 

где р есть всюду конечная плотность некоторого "заряда" е (например, 

электрического), определлемал уравнением типа (29). Рассмотрим не

который заряженный слой конечной толщины dl, внутри которого а 

по условию остается непрерывным (рис. 16). Если, оставлял неизмен

ным заряд слол, уменьшать его толщину dl до нулл, то непрерыв

ность вектора а нарушится и уравнение (А) в пределе примет на 

заряженной п о в е р х н о ст и вид: 

в 

где а есть поверхностная плотность заряда, определлемал уравнением 

типа (19), а а1 " и а2,. - зн.а
ченил нормальных слагающих 

вектора а по различным сто

ронам: заряженной поверх

ности. 

Чтобы доказать справед

ливость этого утверждения 

рассмотрим цилиндрический 
Рис. 16. 

участок заряженного слол с основанием dS'. Помножал (А) на dV 
и интегрируя по объему этого участка, получим на основании (29') и 
теоремы Га у с с а (25): 

S diva·dV= A;a"dS=4ттS pdV=4п!1e, 
v :!18 v ·'"" 

где de есть общий заряд выделенного участка, а S - ограничивающая 

·его поверхность. Повторял рассуждения, приведшие нас в § Ч к фор
муле (20), убедимся, что 

f a"dS =_(а2,. - а1,.) dS' + N' = 4пdе, 
8 

где :N' есть поток вектора а · через . боковую поверхность рассматри
ваемого участка слол. При переходе к пределу dl---+- О, N' обращается 
в нуль, так что разделив это уравнение на dS' получим: 

de 
а2,. - а1 ,. = 4тt dS' = 4па, 

т. е. уравнение (В), что и требовалось доказать. 

: . 
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Итак, ( В) есть предельная форма уравнения (А). Ввиду этого ска----:ОК -~ор_мал~}):ОЙ --~_?уающей DрQИ3ВО.ЛЬНОГО Векто_ра ,~ IJ~ ~ 0.0_13ерХНОСТИ 
разрыва часто на_з_ыщ1.1от n о верх н о с тн ой д и в е р r е н ц.м.~.М, этого 
вектора .. в· оiли~ие от объем н ой диве р r е н ц и и, определяемой 
уравнением (26), поверхностная дивергенция обозначается через Div 
с загдавной (а не строчной) буквы D 1: 

31 

Стало быть, доказанную нами теорему можно символически записать 

следующим образом·\---·, .- . _ _ .. 
·a1va=4ттn-+Diva=4ттa. 1'\ 
• - 1"' • - \1 1 

32 

Наконец, пользуясь введенной в предшествующем параграфе тер

минологией, можно назвать поверхности разрыва нормальной слагающей 

вектора а п о в е р х н о ст н ы м и и с то к а м и этого вектора. 

Уравнения (30) и (20) вполне достаточны для решения так назы

ваемой "обратной" задачи электростатики: дано поле электрического 

вектора Е, определить распределение (объемных и поверхностных) 

зарядов. В частности, расположение поверхностных зарядов опреде

ляется расположением поверхностей разрыва вектора Е. Однако для 

решения "прямой" задачи - дано распределение зарядов, определить 

электрическое поле, - этих уравнений недостаточно, ибо с помощью 

о д н о г о дифференциального уравнения (30) нельзя определить т р и 

елагающих Е"', Е11 , Е2 вектора Е. Для решения "прямой" задачи 

эдектростатики необходимо воспользоваться таюке и некоторыми иными 

евойствами электростатического поля, к рассмотрению которых мы 

теперь и перейдем. 

-щ. Работа алектрических сил. Потенциал. -1. Работа сил 

электрического поля, совершаемая при перемещении заряда е на отре

зок ds, равна 
еЕ cos (Е, ds) ds = еЕ ds. 

В частности работа А при перемещении ds е д и н и ч н о r о п о

л о ж и т е л ь н о r о заряда равна 

A=Eds. 33 

t Заметим, что значение Div а не зависит от выбора напраР.11еиня иорма.1и n 
в: поверхности разрыва., ибо хотя при изменении ее на.прав.1ення знав: проекций век

тора. а на иаправ.11ение n и меняется на обратяыif, однако о,;новремеино с этим 

.сторона. поверхности, ранее считавшаяся 1-й (т. е. внутр е ин е lt по отношеиню 
:к n), ,11;0.1жна. будет именоваться 2-ii, и обратно. 
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Работа, совершаемая при перемещении единичного положительного 

заряда по конечному пути L, равна 

331 

где знак L у интеграла означает, что необходимо вычислить сумму 

значений подынтегрального выражения для всех элементов линии L. 
Эта операция называется и н те г р и р о в а н и е м п о л и н и и L. 

Работа электрических сил на данном пути L, вообще говоря, мо

жет зависеть как от положения начальной и конечной точек пути, так 

и от его формы. Однако, как мы сейqас покажем, электростатическое 

поле н еподви жн ы х зарядов обладаеr той чрезвычайно важной 

особенностью, что р а б о та с ил этого поля на п у т и м е ж д у 

двумя произвольными точ-

к а ми з а в и с и т т о л ь к о о т п о

л ожени я этих ·точек и вовсе 

не зависит от формы пути. 

Силовые поля, обладающие этой осо

бенностью, называются 1 полями кон-

сервативными 

ными. 

или по т е н ц и ал ь-

N 

м 

Заметим, что в поле потенциаль- q 
пом работ а сил поля на всяком за- Рис. 17. 

р 

мкнутом пути д~>Л:1f(_IJ_a равнять- ( ,u.,~i:. и., ;Jё ut,,,.,,,i 

с я нулю. Действительно, веяний замкнутый путь MNPQM можно 
произвольным образом разбить на две части MNP и Р QM (рис. 1 7). 
Работа на пути PQM равна, очевидно, взятой с обратным знаком 

работе на том же пути при прохождении его в обратном напра

влении от М к Р, которая в свою очередь в потенциальном поле по 

условию равна работе на пути MNP. Стало быть, общая работа 

на всем замкнутом пути MNPQM равна нулю, что и требовалось 

доказать. 

Обратно, если работа сил поля на всяком замкнутом пути равна 

нулю, то работа этих сил на пути между двумя произвольными точ

ками М и Р от ф:>рмы этого пути не зависит, т. е. поле это потен
циальное. Действитедьно, рассмотрим два произвольных пути MNP и 
111 QP, ведущих из М в Р (рис. 1 7). Составим из них замкнутый путь 

t При том, выполняющемся р;ля э.пектростатичесв:ого. поля, ус.повив, что по.пе 

стационарно (постоянно во времени), и что силы ;~~;ействующие на помещенное в по.пе 

те.10 зависят лишь от по.11ожения, но не от скорости этого те.па. 
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MNPQM. Работа на этом замкнутом пути по условию равна нулю. 

Стало быть, работа на участке пути MNP равна взmой с обратным 

знаком работе на пути PQM, или, иными словами, равна работе на 

пути MQP, что и требовалось доl\азать. 
Итак, равенство нулю работы на пpr~JЩJI~~.«?;М11)l~51WJ~OM пути 

есть необходимое и достаточное условие независимости работы от 

формы пути и может считаться отличительным признаком потенци

ального поля. Вообще поле пр о из в о ль ног о вектора Е, вне зави

симости от его физического смысла (сила, скорость и т. д.), является 

полем потенциальным в том и только в том случае, если при л ю б о м 

е 

' ' ' ' ' 

Р.ис. 18. 

' ' ' 

' 
' \ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

выборе замкну тог о пу

ти интегрирования L 

, fP. Е ds=O., . , \, 

L '-

2. Переходя к доказа

тельству потенциального ха

рактера электростатическо

го поля рассмотрим снача

ла работу элеl{трических 

сил в поле элементарного 

(точечного) заряда е. Рабо-
' 

та этих сил при бесконеч-

но малом перемещении ds 
,,пробного" единичного по

ложительного зарлда равна 

(рис. 18) 

е е е 
А= Eds = f{з Rds = R 2 ds cos (R, ds) = R 2 dR, 

где dR есть проекция перемещения пробного заряда ds на проведен
ный из возбуждающего поле заряда е радиус-вектор R. Нак явствует 
из чертежа, dR есть вместе с тем приращение числен н ого значе
ния радиус-вектора R, т. е. увеличение расстояния пробноrс:,, заряда 

от заряда е. Поэтому работа А может быть представлена в форме 

полного дифференциала с к ал я р н о й функции точки (- ~ ) : 

35 

где R есть численное значение радиуса-ве:ктора R. Следовательно, 
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работа, совершаемая при перемещении единичного ., положительного 
::заряда из точки Р1 в точку Р2 по конечному пути L, равна (рис. 19) 

А= J Е ds=- ~ а(;)=-(;2 -;J, 35' 
L L .. , 

0
1.1~.t ,; 

"1.•Цс ~ ( е. .. с , .. i " ( .. • ; r, , 

·где R
1 
и R2 суть расстояния начальной и- конечной точек пути от 

::заряда е. Таким образом работа электрических сил на произволь

ном пути действительно зависит только от положения начальной 

1'И конечной точек этого пути, и ста-

.ло быть, вовсе не зависит от формы 

·пути. Так, например, работа элек

·трических сил на пути L' (рис. 19) 
~равно работе на пути L: избыточ-
вал работа, совершаемая на пути L' 
'При перемещении пробного заряда ---
:за пределы сферы .радиуса R2 , ном

денсируется отрицательной работой, 

совершаемой при последующем при

,ближении пробного заряда к заря

-ду е на последнем участке пути L'. 

I 
И!!Lи, п9лe_..шLIJШ!!Ш!:1.QГ.Q_~~

мeн:i:1*..нoro_-т,0Jf~ШU'.Q--~.i)m 

ii°o'7xe п;тенциаль~ое. Оче~идно, что 
,сумма потёiщИ'альнь1х полей 1 есть 
·тоже поле потенциальное, ибо ее- е 

..ли работа слагаемых сил не зави- Рис. 19. 

«сит от формы пути, то и работа 

·равнодействуюшей от нее тоже не зависит. Так как поле произволь

:ной СИСТЮ1Ы зарЯДОВ МОЖНО рассматрИВ::J.'1'?!~Су;111у П():7IеЙ КажДОГО ... 
rИЗ элементов этих зарядов, то, стало быть, всяиое электростатическое 
поле есть поле потенiiиальн_ое, ·т:"е. раб"ота" ~ил, этогополя:-~а-дан~~;--
;11ути зависит лишь от положения начальной и конечных точек пути. 

3. Это обстоятельство дает возможность ввести в рассмотрение чрез-
• 1Вычайно важное понятие потенциала электростатического поля. ~ 

.. деление: р а з н о ст ь ___ п о т е н ц и ал о в между двумя точками э л е к -
-трос"т а"т-йчес;·о-; о ~ о л я- "р а в н а" в з я т о"й ,,', .. ё .. ,, о'б'i:>' ат";~ м 
. ~!а~к~~:~ J':~Ii тi.~:с·о. в е pji~iio.A35)!~dJijii:iiiii~JL~...2}:..~t!.~.~ 
) /щ. е н и_и _ ~ д_~Jf,Я .. '!JIJH' .. Q .. ,. пол • .о.~ ~.Jд.Л.~д.ОJ~q .. ,,,..2,,1!..РД/!.~."И! первой 

I Суммой векторных полей мы бy,;eill' называть такое поле, в itaж,;oii точ~tе ito
-:I'Qpoгo ве~tтор поля равен сумме ве~tторов слагаемых полей. 
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ТQ_~во Jn'OW7IO. При этом предполагается, что при перемещении 

пробного единичного заряда все заряды, возбуждающие поле, оста

ются неподвижными 1. 

Стало быть, разность потенциалов dtp между двумя бесконечно. 

близкими точками, отделенными расстоянием ds, равна 

dtp=-A=-Eds, 36, 

разность же потенциалов tp-tp0 между двумя точнами Р и Р0, нахо

дящимися на конечном расстоянии друг от друга, определяется инте-

гралом 
р 

tp- fo=-5 Eds, 
Ро , 

36'" 

причем этот интеграл может быть взят по л ю б о м у пути, соединяю

щему точки Р0 и Р. Очевидно, что п_<шятие разности потенциалов, 

име~т_о,11ределенный. однозначный смысл лишь ввиду доказанной нами, 
независимости работы электрических сил от формы пути или, <что, 

сводится · к тому же, ввиду того, что н"апряженность Е э л е кт р О:~ 
ст ат и чес к ого по,1я удовлетворяет условию (34). ;,.~~ , 

Очевидно, что потенциалу tp0 произвольной точки поля Р0, всегда: 

можно приписать любое наперед выбранное значение. Это соответ

ствует тому обстоятельству, что путем измерения работы может быть. 

определена лишь р аз н о ст ь потенциалов двух точек поля, но не· 

абсолютная величина потенциала. Однако, как только финсировано значе

ние потенциала в какой-либо одной точне поля, значения его в о всех. 

остальных точнах поля однозначно определяются уравнением (36'). 
Обычно аддитивную постоянную в выражении потенциала выбирают 

так, чтобы потенциал tp
00 

бесконечно удаленных точек поля равнялся 

нулю 2. При этом условии потенциал tp произвольной точни поля Р

определится следующим выражением: 

р со 

tp=tp00 - ico Eds= iP Е ds. 36" 

t Если перемещение е д и и и ч и о г о пробного за.ря,,1,а может вызвэ.ть смещение, 

зарялов, возбуждающих поле (на.пр., пугем электростатической индукции на провод

никах), то падле.кит измеvять иепосредственяо лишь ту работу, которая соверш&ется, 

при перемещении бесконечно (т. е. достаточпо) малого пробного заряда. Работа же 

при перемещении е ,11; и и и ч н ого за.ряда вы ч и с .11 я е т с я из резу.11ьтатов этих

измерении. 

2· В11рочем практичес:ш при э.1ектрических измерениях обычно по.11агают равны111с; 

иу.11ю потенциал зем.11и. 
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Таким образом потенциал точки Р бfД(:)Т . равен ~аботе, совершае- . 
- --- ----~··-•'• • '•s,-,-· --"'-'-....С.-'-•·-·• v,,,,.P __ ______ 

мои силами. .. .nQJUI.Dри.~удалеwщ еди.ничного 11одо.дщте,льщ>rо . заряда из 
точки Р в бесконечность. 

В поле элементарного (точечного) заряда е разность 11отенциалов. 
между точками Р и Р0 согласно (35') и (361) равна 

37 

В этом случае для того, чтобы удовлетворить· условию 'Рсо = О до

е 
статочно, очевидно, положить tp0 = R- ; тогда потенциал поля точеч-· 

о 

ного заряда е на расс1'оянии R от него окажется равным 

4. Потенциал поля произвольной системы 

е1 , е2 , ••• е" равен оqевидно сумме потенциалов 

этих зарядов в отдельности: 

4=n 
{1 е. 

tp= l.J н , 
•=• 1 

,: 111 11 
~( 37F' 

точечных зарядов. 

полей каждого из. 

38-

где R, есть расстояние точки поля, обладающей потенциалом q;, от 
заряда е1• Нонечно, как эта, так и предшествующ~.ОЕ!~-~-,-~~
смысл лишь в тех тоqках пол~асстояния ко1'орых от_.....u.точеqных" 

_ .._ ·-~~,.,.."-- -~~~-.,,..,...,..._~-·- ·""-'м;l"'c..,...~~,;1.-,.~~ll; 

зарядов е, велики по сравнению с истинными размерами этих за--
рядов-:····--·. . .. ,., ... ---s- .• ··• .. -~. . . , ...... ~.--·--<.• 

~луqае поверхностных зарядов заряд каждой поверхности мо
жет быть разложен на совокупность элементарных зарядов de беско-· 
неqно малых элементов поверхности dS: 

de=adS. 

Заменяя в уравнении (38) е, qерез de, и переходя от суммирования: 

к интегрированию по всем элементам всех заряженных 11оверхностей,. 

полуqим потенциал поля поверхностных зарядов: 
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В поле объемных зарядов роль элементарных зарядов будут играть 

:заряды de = р d V бесконечно малых элементов объема d V и выраже
.пие потенциала (37) примет вид 

ер= iP~, 40 
где R есть расстояние точки поля, обладающей потенциалом r.p, от 
~лемента объема d V. 

Отметим, что хотя R и входит в знаменатель подынтегральных 

.выражений в формулах (39) и (40), все же выражения эти остаются 

конечными во всех точках поля объемных и поверхностных зарядов. 

Рассмотрим, например, формулу (40) и введем систему сферических 

координат R, {}, а с центром в исследуемой точке поля ({} - поляр

ный угол, а- азимут). Эле.мент объема dV выразится в этих коорди
натах, как известно, следующим образом: 

d V = Ш sin {}d а d{} dR 

1и формула (40) примет вид 

ер= 5 i ~ pR sin {}d а d3 dR, 

·причем подынтеrральное выражение остается конечным и при R = О. 

Ввиду того, однако, что формулы (39) и (39') выведены нами из 
-формул (37 11

) и (38), имеющих смысл лишь для конечных значений R 
е 

·( ибо при R ------> О ер = R стремится к бесконечности), а . также ввиду 

-особой важности формул (39) и (40), мы выведем их в дальнейшем 

еще и другим способом, независимым от только что изложенного, и 

.покажем, что они применимы ко всем точкам поля поверхностных и 

-объемных зарядов. 

5. Потенциальный характер электростатического поля может быть 
.доказан и без обращения к закону Нулона путем рассуждений, 

-основывающихся на законе сохранения энергии и невозможности 

вечного движения. Действительно, предположим, что при перемещении 

·пробного заряда по какому-либо замкнутому пути L в поле н e
n d д в и ж н ы х зарядов ( см. примечание к стр. 40) силы этого поля 

~овершают . положительную рабо1'у .А. Так как по возвращению 

пробного заряда в исходное положение в с я система возвращается _ 
~<:_ход.ное положени!J, то повторяя обход пути L произвольное 
'Число раз, мы всякий раз получали бы работу .А, т. е. осуще-
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~твили бы вечный двигатель. Если же при обходе пути L силы 
поля совершают отрицательную работу, то стоит лишь изменить 

:направление обхода на обратное, чтобы получить работу положитель

ную. Таким образом работа сил поля на всяком замкнутом пути 

должна равняться нулю, из чего, как мы видели, следует, что работа 
.этих сил на произвольном пути зависит лишь от положения его 

начальной и конечной точек. Стало быть, понятие разности электри-

ческих потенциалов двух 

точек, определяемое урав

нением (36) 

dcp =-А=-Е ds, 

имеет в произвольном элек

тростатическом поле вполне 

определенный о д н о з н а ч

н ы й смысл. 

пр им ЕР. ОпредеАuтъ 
nomeUЦUaA 110АЯОUnОЛЯ . 

. Предполож~м, 'ч;·о два 
равных точечных заряда 

противоположных знаков 

+ е и - е находятся на рас

~тоянии 1 друг от друга, 

причем вентор 1 направ

-е L 

' ' 

R, 

' ' ' 
+е 

Рис. 20. 

р 

лен о т .о т р и ц ат е л ь н о r о з ар яд а к п о л о ж и т е л ь. н о м у (рис. 

20). Вектор р 

p=el 41 

носит название м о м е н та этих зарядов. Потенциал обоих зарядов 

в произвольной точне поля F' равен 

Если расстояние l между зарядами + е и - е мало по сравнению 

~ расстояниями этих зарядов от исследуемых точек поля, то совонуп

ность зарядов + е и -- е носит название д и п о л я или биполя, что 

значит "двойной полюс". 

В этом случае можно положить 
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где а есть угол между направлением момента диполя и радиусом 

вектором R, проведенным от диполя к точке Р (рис. 20). Ввиду 

малости расс11ояния l безразлично, из какой именно точки диполн 

проведен этот радиус-вектор R. Таким образом потенциал диполя 

принимает вид: 
-.-,....,.·~-~-,-.- . \ 

\ 

el cos а р cos а pR \ 
, (fl = R2 : = в2 = вз . \ 

·, 
' 
! 

3 Ад А ч А ~.Исходя из уравнения (36') показать, что потенциал 
потi заряженных бесконечных плосrюсти и цилиндра определяетса 
соответственно следующими формулами: 

плоскость: ffi = (flo - 2пах (х- координата, перпендикулярная 

плоскости), 

. ( ({),=(fl~ 
цилиндр. t _ r (r - расстояние от оси цилидра, а r 1 -

(fl е - (fl о - 2х lg r 
1 

радиус цилиндра), 
. --· - ~ -

где (fl
0 
есть значение потенциала на соответствующей заряженной по

верхности. Отметить, что в обоих этих случаях удовлетворить усло

вию <р 00 = О невозможно 
3 Ад А ч А 8. - Показать, что потенциал поля шара радиуса а, равно

мерно заряженного электричеством по всему своему объему с объем

ной плотностью р, при условии (fl со О равен 

где 

4паз 
е=-3-Р 

(R~a), 

есть общий: заряд шара, а R- расстояние от его центра. 

· '-.!J!~ Ем:кость. Единицы потенциала и ем:кости. В абсолютной 

системе единиц единица потенциала определяется следующим образом: 

разность потенциалов двух точек поля равна единице, если при 

перемещении абсолютной единицы зар11да из одной точки в другую 

силы поля совершают единицу работы, т. е. работу в один эрг. Раз

мерность же потенциала (fl равна, очевидно: 

работа М,L2 ,т-2 -1.. -1.. · 
((fl]= - i з =М2L2т-1. 

заряд 

м2 L2т-2 
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Абсолютная единица потенциала слишком велика по сравнению 

е теми разностями потенциалов, с которыми обычно приходится иметь 

дело на практике. Поэтому практической единицей потенциала слу

жит вольт: 

1 
1 вольт= 

300 
абс. единиц потенциала. 

Одна из характернейших особенностей электростатического поля 

состоит в том, что в случае электростатического равновесия поте н

ц и ал поля имеет постоянное значение на всем протя

жении J{аждого отдельного проводника 1• Действительно, 

в случае электростатического равновесия напряженность поля внутри 

проводников равна нулю (§ 5). Так как любые две точки проводника 
можно соединить линией, целиком лежащей в этом проводнике, то, 

стало быть, разность потенциалов этих точек, определяемая линейным 

интегралом вектора Е (ур. 36'), равна нулю, что и требовалось докаsать. 
Это обстоятельство дает возможность говорить просто о по т е н

ц и ал е п :Р...? в,~д; н~ ~ е. Ю!~АОЙ .. !!::!_. Щ'Q..I'O!I.e}{). ll .. ~JШJ\!RO.~Чi~.:-
11ёcкoм поле. 
·.:«- - ... -+• ...... 
Емкостью уединенного проводника, т. е. проводника, 

бесконечно удаленного от -всех остальных . проводНикь~;·11rоrывается 
вёличй.на заряд;;·--потребного д;~ ·;о~бщ"ения этому проводнику'потен..: 
~иaJia., ___ ~oj~!,I~ Пр~ этом--·предполагается, что аддитивная 
постоянная в выражении потенциала выбрана так, чтобы в бесконеч

ности потенциал равнялся нулю. 

Заметим, что емкость уединенного шара (в абсолютных единицах) 

численно равна его радиусу. Действительно, потенциал поля шара 

е е 
-радиуса а и заряда е равен ер= R . На поверхности шара R =аи q; = а · 
Таково же значение потенциала и внутри всего шара. Стало быть, 

потенциал шара будет равняться единице пр~, а это и значит, 

что емкость а шара равна а: 

Из этого уравнения явствует, что в абсолютных единицах емкость 

должна иметь размерность длины. Действительно 

t Разу-11еется, при ус.11овии отсутствия «сторонних» э.11ектро,1вижущих сн.11 хи11U1Че
-<:коrо, термического п т. п. происхоЖ,J;еввв (см. § 28). 
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Таким образом в абсолютной си стеме един и ц ем кость 

и з м е р я е т с я в е д и н и ц ах д л и н ы, причем емкость в 1 см равна 
емкости уединенного шара радиуса в 1 см. 

Так как практическая единица заряда (кулон) в 3, 109 раз больше~ 

а практическая единица потенциала (вольт) в 300 раз меньше соот

ветствующих абсолютных единиц, то практическая единица емкости -
ф ар ад а - в 9. 1011 раз больше единицы абсолютной: 

1 фарада= 9 · 1011 см ( абс. единиц емкости). 

Эта единица емкости столь велика, что обычно емкость выра

жается либо в сантиметрах, либо в микрофарадах (миллионных долях 

фарады): 

1 микрофарада= 9. 1 os см. 

Если проводник не уединен; то потенциал, приобретаемый им при 

сообщении ему определенного заряда, существенно зависит от формы 

и расположения других проводников. Обусловливается это тем, 'lГ<> 

поле зарнженного проводника вызывает перераспределение зарядов 

на всех соседних с ним проводниках, в том числе конечно и на не

заряженных (электростатическая индукция). По достиже

нии равновесия заряды проводников располагаются на них так, что· 

внутри всех проводников результирующее поле индуцированных заря

дов и заряда индуцирующего равно нулю (условие электростатиче

ского равновесия, см. § 5 ). Конечно, этот процесс связан · с пере

распределением заряда и на самом индуцирующем проводнике. Таким 

образом потенциал заряженного проводника оказывается суммой по

тенциалов собственного перераспределившегося заряда этого провод

ника и зарядов, индуцированных им на других проводниках. Опреде

ление зависимости этого результир~ющего потенциала (f), а вместе-

с тем и емкости проводникщ С= 1 , ) от формы и расположения ,, е,, -- ,,, 
смежных с ним проводников свяgапо вообще говоря со значителr.ными 
математическими трудностями. 

Если,. oдн~o_,_,P~..!1.~~~~.~r!.,!!д~~.llli.ШЩll_~~~IJff!! 
_оо сравнен.!f~-~--.Р~~~т..о.~-~--~~ЛiдУ .. Hlf!',lft (~~~Т.!)М:~-'!~!(_1!_!_.0.[>ОJЭОД[~ 
_l_!_~ae:rca, -~~.!..О..Р.О~ 1:0 .. еъшос:rъ _;)Т_Qй. системы проводников: 
лишь в незначительной степени зщ~исит от наличия или отсутствия 

~Пков 'в ок~~~ем_ их_'пр?сiранст~е:-ч:;.;бы''убедИтьСя-

~ 
этом, заметим, что п о л н а я независимость системы проводников от 
асположения и электрического состояния всех пос:оронних провод

иков достигается путем э л е кт р о ст ат и ч е с к о и з а щ и т ы их" 
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т. е. путем заключения их в металлическую оболочку. Заряды, рас

положенные вне оболочки, не влияют на электричр.ское состояние

пространства внутри нее, ибо поле этих зарядов в этом пространстве· 

компенсируется полем зарядов, индуцированных ими на внешней 

поверхности оболочки. Действительно, будь оболочка полностью запол

нена металлом, т. е. образуй она сплошной проводник, напряженность. 

поля внешних зарядов ( включая заряды, расположенные на внешней 

поверхности оболочки) во всех внутренних точках проводника должна 

была бы равняться нулю. Очевидно, что она останется равной нулю, 

и по удалении из проводника его внутренних участков. 

С другой стороны, заряды проводников, расположенных внутрm 

оболочки, индуцируют на ее внутренней поверхности заряд, равный. 

им по величине и противополож

ный по знаку, в чем можно убе

диться, применив первую теоре· 

:му Гаусса к 2амкнутой поверх

ности S, прояеденной в толще 

оболочки (рис. 21 ). Во веем внеш
нем пространстве результирую· 

щее поле зарядов, расположен

ных внутри оболочки и на ее 

внутренней поверхности, равно Р.ис. 21. 

, нулю. Ибо оно равнялось бы ну-

/ 

лю, будь это внешнее пространство сплошь заполнено :металлом (в: 
случае оболочки бесконечной толщины), и не может стать отличным_ 

от нуля при удалении части металла. 

Итак, металлическая оболочка полностью устраняет зависимость. 
электрического состояния внутреннего пространства от пространства. 

внешнего и обратно, ибо пространства эти оказываются разделенными 

толщей металла, в котором поле равно нулю. Поэтому электростати
ческая защита всегда применяется при точных измерениях для. 

устранения внешних воздействий на электрические измерительные

приборы, аппараты и т. д. 

В случае конденсатора, состоящего, например, из двух изолирован~ 
ных проводников (,,обкладок"), совокупность этих обкладок составляет 

аочти или совсем замкнутую оболочку. Поэтому поле зарядов, рас

положенных на внутренних поверхностях обкладок конденсатора~ 

сосредоточивается в пространстве между обкладками и вне его 

обладает лишь незначительной интенсивностью 1, и стало быть, лишь. 

I На.против, по.11е варщов, распо.11оженных на внешних поверхностях oбua,J;Olt 

кощеисатора, в пространство между этими обuаАв:ами почти пе проникает. 
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в незначительной степени индуцирует заряды на окружающих конден

еатор телах. Только благодаря этому_ обстоятельству и можно _isoвo ... 
рить об емкости конденсатора вне зависимости от расположения окру
жающих е!о J_1роводников. При этом под емкостью конденсатора, в от~ 
личие от емкости уединенного проводника, нужно, конечно, понимать 

отношение заряда е, находящегося на внутренней поверхности каждой 

из его обкладок, к разно ст и потенциалов Cfi2 - Cfii этих обкладок 1: 

0=--е __ 
Cfl2-Cfl1 

42 

Предоставляем читателю доказать, что в случае электрического 

равновесия заряды внутренней поверхности каждой из обкладок кон

денсатора равны по величине и противоположны по знаку. 

3 Ад А ч А 9. - Показать, что емкость О плоского, цилиндрического 

и шарового конденсаторов равна соответственно: 

/-' 

плоский конденсатор 

цилиндрический 
" ' 

С" , 

, f 

шаровой 
" 

rде S есть поверхность пластин :конденсатора, а d - их взаимное 

расстояние; l - длина, а r 1 и r 2- радиусы внутрен-:его и внешнего 

цилиндра, и, наконец, R 1 и R2 суть радиусы внутренней и внешней 

шаровой поверхности. 

Пр и м Е ч л н и Е. - Так как емкость цилиндрического конденсатора 

пропорциональна его длине l, то можно говорить о "емкости единицы 
длины конденсатора" О*, равной 

• О 1 
(;*=-=--· 

l 2 1 !:!. g ,., 
{)чевидно, что 

е х 
C*=----=---

l(t2-Cfl1) Cfl2-Cfl1 
42' 

rде х есть заряд единицы длины конденсатора. Нонечно, понятие 

-емкости, едпницы ,длины (как впр(}чем и приведенное .выражение 

I А не к потенциалу обкладки. 
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.для О) можно применять лишь в том случае, если длина ·конденсатора 

настолько велика по сравнению с расстоянием :111ежду его обкладками, 

что можно вовсе исключить из рассмотрения конечные участки кон

.денсатора, в которых поле его существенно искажается; лишь в этом 

-слу;µе _С пропорционально l. 
(§ 10) Поверхности уровня. Градиент. -1. Рассмотрим однознач-
·, .../ 

~ 1( ~пgе@!!!~ поле какой-либо скалярной величины ер, т. е. 

пространство, в каждой точке которого ер имеет определенное значе

ние, являющееся однозначной и непрерывной функцией положения 

{координат) этой точки: 

r.p=f(x, у, z). 

Таким полем является, например, поле температуры неравномерно 

нагретого тела (ер= t), поле плотности неоднородного тела (ер=~. 

поле электростатического потенциала и т. п. 

Пусть скаляр ер имеет в точке Р0 значение ер0 и пусть при пере

.мещении ds по направлению вектора s :мы приходим из точки 

Р0 в точку Р, где скаляр ер имеет значение ер •• Приращение ер 

пр~ этом перемещении равно dcp = ({). - ер 0. Предел отношения этого 
приращения d'JI к численной величине перемещения ds обозначается 

через i'lep и называется п р о и з в одно й с к ал я р а ер в точке Р0 
<IS 

по направлению s: 

-'- = Lim ( <IC!i) 
<IS о ds-;.O 

r.pR-'JIO 
ds 

43 

Qчевидно, что значение этой производной существенно зависит от 

выбора направления s и что ее ни в коем случае нельзя смешивать 

-с обыкновенной частной производной по скалярному параметру s . 

.::(ля изучения зависимости производной :: от направления диф
ференцирования s, рассмотрим те точки поля в которых Ч1 имеет 

-одинаковое значение, равное, например, ер0 • Совокупность этих точек, 

.вообще говоря, . образует собой поверхность 1, которая называется 

поверхностью уровня ил и эк в и поте н ц и аль ной поверх

ностью. Аналитически поверхность эта характеризуется уравнением 

rp==f(:r, у, z)='-Po· 

I Помимо участков пространства, в которых rp = const., искдючение могут со

()ТаВJiять те точ[tц поля, в которых значение rp достигает максимума ШIИ мивимума. 

Ес.111 rp есть э.11е&тростатичес&иii потенциал, то это может иметь место только в 

-точках расположения электрических зарядов (см. примечание к стр. 104). 

-4.• И. Тамм. Основы теории в~чN~тричества, том 1. 
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Проведем ряд поверхностей уровня, соответствующих значениям

сналяра tp, равным tp0, tp0 + Лtр, tp0 ± 2.ltp и т. д. (рис. 22). В поле то
чечного заряда или заряженного шара поверхности уровня элентро-

I 

lf)o-д(fJ 
Рис. 22. 

статического потенциала представляют собой нонцентричесние сферы, 

в поле заряженного бесконечного цилиндра - конаксиальные цилиндры 

и т. д. Вообще же, в более сложных случаях, последовательные зкви-

" 

-~LI 

Рис. 23. 

потенциальные поверхности различны не тольно по свое111у положению 

и размерам, но и по своей форме. Однако во всяком случае q.о-вер

х н о с т ь к аж д о г о п р о в о д н и к а является эквипоте1щиальной 
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п о IJ е р х н о с т ь ю, ибо потенциал проводнина в элентростатичесном 

поле постоянен на всем его протяжении (§ 9). 
2. Обозначим через n нормаль к поверхности уровня ip = ip0 , напра

вленную в сторону в о з раст ан и JI ip, и понажем, что знал произ-

а~р . 
водную - по направлению этой нормали, можно определить значение 
-···· ..... ____ an ----· . .. ..... .. ... . . .. . ... ... . .. ···-······ 
_ор_о_11~~о_Щ!О_~~~ра ip по.410_ бом у направл_(:)~~1.0. -~·--

Пусть поверхность уровня, проходящаJI через лежащую в напра

влении s точну Рв, пересекает нормаль n (или ее продолжение 

в обратном направлении) в точне Р,. (рис. 23). Значение ip в точне Р" 

равно значению ip в точне Ps (ip,. = ip,) и 

р р _ Р0Р" 
O s - cos (s, n) · 

Поэтому 

( aip) = Lim ({)в - ({)о =cos(s, n) Lim ip,.- ip0 = ( а~) cos (s, n) 
as о РоР ,-н~. РоРв PoPn-нl Pol' n ап о 

или, опускал индекс О, 

Вектор, численно равный :: и направленный по направлению нор-
___ ·---~·-·~----~- ....... __ ....., 

~1!.__._~О!J~~-ости _ур<щня ~ -~торону_ возрастания .<fl,. ll_()~II1' 1ia--: 

зьание градиента cr,_aJJ:_J_Ipa_l{);. -·--------..,._.._..,_____..,-~~-·-=- --- -

r gi·ad ip = :: n. 45 

Поэтому уравнение (43) может быть записано таи: 

aip d . -
;)s ! grad <р • cos (s, n) = gra~s ip. 

':"" 
•. ,r i' t; .' 44~ 

Стало быть, ~.....JР. .. до. .. нащш».l!.Е~IIИю_ ~- ___ равна лроенции 
Fентора градиента ip на. направление s, Если в частности воос;и , 

··систему денартовых ноординат х, У, z, оси ноторой направлены па
раллельно единичным векторам 1, j, k, то согласно уравнению (44') 
получим 

46 

4* 
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··7 
grad ({) = i i'I(!) + j i'I(!) + k i'l:p • { 

ах i'ly i)z ' 
·-----.-.-·{' 

[гл. 1 

46' 

Из уравнения (41') следует, как это впрочем и непосредственно 
явствует из рисунка 23, что направление градиента n есть. направление 
наиболее быстрого возрастания скаляра r.p, а направление ( - n) есть 

направление столь же быстрого убывания (!). В направлениях же, 

перпендикулярных n, т. е. касательных к поверхности уровня, значе-

.N ние r.p вовсе не изменлетсл (t~ =О)· 

f[Гfld tjJ n . 

Чтобы наглядно изобразить зависи

S мость значения производных ({) от на

правления, проведем из данной точки Р0 
два равных и противоположных вектора 

grad ({) и - grad ЧJ и опишем вокруг 
каждого из них нак вокруг диаметра 

шаровые поверхности S и S' (рис. 24 ). 
---"'i:;!~E::=---tpo Тогда абсолютная величина производной 

Рис. 24. 

t~ в точке Р O по произвольному напра
влению s изобразится отрезком Р?в 

луча, проведенного из Р O в направлении 

s, ибо угол P0P8N равен 900 и 

EPs=PNcos (s, n)=grad (!)•COS (s, n).:- d 
О D ~ 

Аяалоrичное соотношение справедливо 

и длл того случал, когда s направлено 

в сторону шаровой поверхности S'. Поверхность, касательная к сфе

рам S и 8' в точке Р0, есть, очевидно, поверхность уровня. 

3. ИтаR, если известно поле скаляра ({), то в каждой точке этого 
поля можно определить вектор grad (/), перпендикулярный к поверх

ностям уровня этого скаляра. Если провести систему о рт о г о н аль

н ы х т рае кт ори й поверхностей уровня, т. е. систему линий, пер

пендикулярных этим поверхностям (на рис. 22 эти линии обозначены 
пунктиром), то в каждой точке поля направление градиента 

будет совпадать с направлением этих линий. Поэтому орто ;'Опальные 

траектории поверхностей уровня носят название линий гр а

д J-t: е н та. 

Если проводить поверхности уровня таR, чтобы значения qi на 

1юследовательных поверхностях возрастало бы в арифметической 
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. прогрессии: ~=~о, ~0+ д~, ~о+ 2д~ и т. д. {рис. 22), то расстоянил 
смежных поверхностей при достаточно малом д~ будут обратно про

порциональны численным значениям градиента. Действительно, если 

измеренное по нормали расстояние между смежными поверхностями 

уровня обозначить через дп, то из приближенного соотношения 

Л~= ~~ • дn=grad ~ · дп 
~п 

при посто.янном д~ следует: 

const 
gi·ad~=~· 

Поэтому при указанном способе черчения поверхностей уровня густота --------------------------·--· .. - . . . ·-· - -- . --·-··--
их расположения д~ет приближенное представление . о численной ве-
·личиНе градиента.-· ·,. .. .. .. -· 

~4.Заметим в заЮiючении, что если скаляр ~ выражен в функции 
от другого скаляра ф, являющегося функцией точки [ ~ = f ( ф )], то 
при любом выборе направления дифференцирования s 

~1' ~~ ~ф ~~ 
grads ~ = -~ = ~ф ~s = ~ф grads ф. 

Следовательно, 

" grad <р = ~ g1·ad ф, 47 

что вполне соответствует формуле обычного дифференцирования функ

ции от функции. 

ПР и м ЕР I. Гpa1ueitm чис.л,енной вед,uчины радиуса вектора R. -
Прежде всего заметиl\I, '!ТО численная величина радиуса вектора R 
есть скалярная фуннция 

положения д в у х т о -
ч е н: начальной точки 

радиуса вектора О и его 

конечной точки Р (рис. 

25). Мы будем назы-

вать первую И3 этих 

точен: ,, то ч н: ой ист о-
н:а", а вторую-,,точн:ой наблюдени.я", ибо нам часто при

дется рассматривать радиус-векторы, проведенные из истонов пол.я 

.(например, элен:тричесн:их зарядов) в ту "точку наблюдения", в кото
рой определяется значение потеациала или напряженности поля. 

При определении значения grad R в зависимости от условий задачи 
необходимо различать два случал: 1) точка истока О фиксирована 
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и R рассматривается как функция положения точки наблюдения Р, 

и 2) точка Р фиксирована и R рассматривается как функция поло

жения точки истока О. Значение grad R, соответствующее первому 

случаю, мы будем обозначать через grada R, а соответствующее вто

рому - через gradq П 1. 

Определим сначала grada R, т. е. предположим, что точка истока О 

фиксирована. Направление grada R, т. е. направление наиболее бы

строго возраетания расстояния R при возможных перемещениях 

точки Р, совпадает очевидно с направлением радиуса вектора R из О 
в Р. Численная же величина производной R по этому направлению, 

очевидно, равна единице, ибо при перемещении точки Р по напра

влению R на отрезок ds расстояние R возрастает на ту же вели
чину ds. Стало быть grada R есть единичный вектор, направленный 

по R, т. е. 
R 

gradaR= в· 

Что же :касается gradq R, то он должен быть направлен обрат

н о R, ибо расстояние R tr о з растает наиболее быстро при пере

мещении точни О в противоположную от Р сторону (рис. 25). 
Численная же величина gradч R, очевидно, тоже равна единице, 

так что 

1 ·gradqR=- RR=-gradaR. [ 
I i 
i ' \•...- .. 

Определив татшм образом grad R, мы можем с помощью ( 47) 
определить градиент любой скалярной фуннции f (R) от численной 
величины R: 

~Г(R) 
grad ( ( R) = dB g1·ad R; 49 

численная величина этого вектора равна: 

I grad f (R) / = 1 d~~i)\ · 

В частности, . 

(1) R '1) gradq R = l{З = - grada \R · 49' 

-- --.. ,.---·-·-~. 

Наконец, чтобы -определить дивергенцию градиента произвольной 
функции f(R), заметим, что gradj(R) удовлетворяет требованиям, 

I Ин.1рксы а и q соответствуют немецким терминам Aufpunkt (- точка наб.1ю

деяия) и Quellpunkt (= точка истока). 
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поставленным по отношению к вектору а при выводе 

.и в частности явллется функцией точки наблюдения, 

,полагалось относительно а. Полагая в (27) 

формулы (27), 
как то пред-

( 1-t}-!-) и t-: 
rJ.rt. Cl 

д( R д( 
а= grada f(R)=дR R, aR = дR' 

'-· . 

получим непосредственно: 

. . 1 д ( Q д() д2( 2 д( 
d1vgradf(R)- R2"дR R"дR - °dR2+ R°dR · 4911 

Дивергенция grad/(R) имеет то же значение, ибо, нак можно убе

.диться вычислением в денартовых ноординатах, 

divq gradq f (R) = -div а (- grada f (R)) = div а grada f (R). 

ПРИМЕР П. Вь~разитъ потен1,иал диполя (41') в функции 

.-Qm g ra.d ( JJ · Потенциал диполя ( стр. 43, рис. 20) равен 

1 
:Выражение в скобнах есть приращение скаллра R при перемеще-

нии на отрезок l точки истока радиуса вектора R, проведенного из 
диполя (ист о к пол я) в точку наблюдения Р. Ограничиваясь при до-

,стагочно малом l первыми производными от ( ~), получим 

1
2 

- ~
1 

= l gradq (~) = -1 grada (~)· 

:.:.L-
Внося это в выражение для r.p, получим на основании (41): 

50 

----- ' ----- ___ _, 

·что ввиду (49') совпадает с (41'). 
ЗАДАЧА 10.-Доказать формулу (48) путем непосредственного 

вычисления слагающих gradR в декартовых координатах, выразив 

предварительно Il в фуннции от координат х, у, z их', у', z' точек О и Р. 
3 Ад А ч А 11. - Показать, что если Ь есть постолнный по вели

·чине и направлению вектор, то 

grada (bR) = Ь; {Ь = const). 51 



56 ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ НЕПОДВИЖНЫХ ЗАРЛДОВ [гл. Е 

~· Градиент влектростатического потенциала. Линии си.'I~ 

Уравнение Пуассона.-1. Применим полученные результаты к потен

циалу электростатического полл и будем теперь под скаллром (fl· 

понимать именно этот потенциал. Из формулы (36): 

следует 

d'f = - Е ds = - Е8 ds 

д:!1 
--'--=-Ев. 
;)s 

Сравнивал это уравнение с уравнением ( 44') получим: 

Е, = - grads 'f · 

Так как это равенство проекций векторов Е и - grad tp. должно Иr«)ТЬ. 
место при любом выборе направленил s, то и самые векторы эти 

должны быть равны друг другу: 

E=-grad 'f, 52• 

откуда на основании уравн нил ( 46) следует: 

Е = - д'f Е = - д'f Е = - д({) • 
"' дХ ' 11 ;)у ' z дZ 

52•~ 

l Таки. 111 ·. образом . _!.:ап. р К Ж е·н_н О СТ Ь Э Л е КТ р О Ст а Т И Ч е С К ОГО• 
полл Е ра~н_а, ()Трll_Цатещ,ному градиенту электростl:!,

т и~ч е] ~,о г Q-Д.O . .J:J~ ~.[.~
0

, __ r.p. Так как градиент потенциала на--
.... ~и 'c~.;r-,\_ 

правлен в сторону его возрастания, а численнал величина градиента 

лвляетсл мерой быстроты этого возрастанил, то можно сказать, ч'то
напрлженность электрического полл есть мера быстроты спаданил 

потенциала или, просто, что она равна с п а д у п о т е н ц и ал а,. На

правление напрлженности полл совпадает с направлением ортогональа

ных т_раеr,торий эквипотенциальных поверхностей. Так как направление· 

напрлженности полл в свою очередь совпадает с направлением элек

трических сил, действующих на положительный заряд, то ортогональные 

траектории эти (линии градиента) получили название линий электри

ческих сил или силовых линий. 

2. Очевидно, что через каждую точку поля, в которой Е =I= О, можно 
провести одну и только одну силовую линию. В каждой такой точке Р 

вектор Е имеет вполне определенное направление. Отложив из Р 

произвольно малый отрезок в направлении Е мы придем в точку Р' ,
в которой вектор Е может иметь иное направление, чем в Р. Отло--
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жив из Р' произвольно малый отрезок в соответствующем направле

нии, :мы придем в новую точку Р", в которой :можем опять повторить 

ту же операцию, и т. д. Полученная таRИм образом ломаная линиrе 

в пределе, при беспредельном уменьшении составляющих ее отрезков,. 

совпадает с искомой силовой линией. 

Чтобы получить аналитическое уравнение силовых линий доста

точно написать, что элемент длины ds силовой линии параллелен 

напряженности поля Е, т. е. что слагающие его по осям координат. 

dx, dy, dz пропорцион~f!Ы слсJ,гающим Е"'! Еу, Е. вектора Е: 

\ d.r, dy dz \ 
i Еа:=в11 = Ez. 
; 

53: 

Интеграл этой системы дифференциальных уравнений и будет пред

ставлять собой уравнение силовой линии. В выражение интеграла 

входят три произвольных постоянных, что соответствует возможности 

произвольно выбрать координаты х0 , у0, z0 той точки поля, через ко

торую :мы желаем провести данную силовую линию. 

Создатели современной теории электромагнитного поля Фарадей 

и Максвелл пытались объяснить электромагнитные явления деформа-

циями и вихревыми движениями особой всепроникающей гипотетиче
ской среды -- эфира, и полагали, что силовые линии совпадают 

с осями деформации (или осями кручения), испытываемой эфиром 

в элеюрическо:м поле. Однако к началу ХХ столетия выяснилась. 

полнал несостоятельность механистической теории эфира и в настоя

щее время, пользуясь понятием "силовых линий", нужно помнить, что 

понятие это имеет условно-вспомогательное значение, и что силовые

линии служат лишь для графического изображения направления, 

электричес1юго вектора. 

3. Впрочем подобно тому, как при подлежащем способе черчения 
эквипотенциальных поверхностей густота их расположения может слу

жить :мерой величины градиента потенциала, т. е. мерой напря

женности поля (см. стр. 53), подобно этому и силовыми линиями· 

:можно воспользоваться для той же цели. 

Нанести на чертеж все силовые линии, проходящие через каждую 

точку поля и заполняющие собой все занимаемое полем пространство,_ 

конечно, невозможно. Обыкновенно силовые линии чертятся с таким 

расчетом, чтобы в любшr участке полл число линий, пересекающих 

перпендикулярную к ним площадку единичной поверхности, было по· 

возможности пропорционально численной величине напряженности 

поля на этой площадке. В таком случае густота расположения сило

вых линий :может служить мерой напряженности поля. При этоj\t 



!18 ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ НЕПОДВИЖНЫХ ЗАРЯДОВ [гл. 1 

,.-'Число линий, пе е их п оизвольный элемент поверхности dS, 
. удет очевидно пропорционально произведению численной величины 

~

' вектора Е и проекции элемента dS на пл_ осность, перпендикулярную 
к Е. Это произведение Е dS cos (Е,п) равно n~QК:Ъt ufщтора, Е »ерез 
лемент dS. Поэтому вместо термиНа "iюток вектора через данную 

поверхность" употребляют иногда выражение "число силовых линий, 
ересекающих данную поверхность". Это число линий считается поло

жительным или отрицательным в зависимости от того, пересенают ли 

силовые линии данную поверхность в направлении положительной 

·(внешней) или отрицательной (внутренней) нормали к ней. 

Отметим, что при указанном способе черчения силовых линий 

,общее число этих линий, пересекающих люб у ю замкнутую поверх-

1юсть S должно быть пропорциональным алгебраической сумме заря

дов, расположенных внутри S, ибо согласно теореме Гаусса (14) 
,сумма этих зарядов пропорциональна пото1,у вектора Е через S. При 
этом, конечно, определяя число линий, пересекающих S, мы каждую 
из них должны брать с надлежащим знаком (+или - ). 

В частности, число силовых линий, пересекающих любую несодер

жащую зарядов поверхность, равно нулю. Иными словами (положи

·тельное) число линий, 'выходящих из ограниченного поверхностью 

объема, равно (отрицательному) числу линий входящих в него. 

-Отсюда следует, что в свободных от зарядов участках поля силовые 

..линии не могут ни начинаться, ни оканчиваться. С другой стороны, 

.линии эти не могут также быть замкнутьн,ш. В противном случае 

.линейный интеграл f E,rls по 1шждой из замкнутых линий сил L 
L 

был бы отличен от нуля (ибо элементы ds линий сил параллельны Е 

и, стало быть, подынтегральное выражение существенно положительно), 

{
что противо.реч .. и_т ур.авнени_ ю (34). Стал·о.· б.ыт.·ь,~.в эл. е ~-TJl..1'.~_-. 
~ком поле линии сил либо начинаются и оканч~ 

ваю"т'с'я-·на '"э.л"~;·т·р;-;·~с·к~~ 'iа.ряДах·;--ji'й'бб уход·ят в 
б 1:Лf1ПУТiёчi(о~с Уь:-- . . .. . .. ·- .. . . .. · .. · · 
-------------· Для иезамкн,·тых линии существует впроqем еще третья возможность: они могут 

при безrраниqноv про:~;олжении, не пересекаясь и не замыкаясь, всюду плотно запол

нять некоторый оrраниqениыи уqастов: прос~ ранства. С такого рода м а r н н т н ы ми 
силовыии линиями мы познакомимся в ~ .;4. О.1.нав:о для силовы{ линиr. э 1 е кт р о· 

ст ат и q е с к о r о поля эта возмо кность иск.1ючена. Ибо линия, заполняющая иеко

торыи у•1асток простра11ст11а, должна при достатопом пр1:~;олжении как )Годно близко 

подходить к ранее пройденным ею тоqкам. Если Р и Р' суть две таких бескоиеqно 
р• 

,близких точки на подобной силовой линни L, то интеграл S Е, ds по этой mнии 
р 
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-бу.tет существеннJ положителен и будет обладать к он е ч н о й величиной. Вместе 

с тем, если только вектор Е конечен, он должен отличаться лишь н а б е с к о н е ч н о 

III алую вел и ч пи у от интеграла р E,ds по з а м кнутом у контуру, образован

ному отрезком РР силовой ли·ши L и бесконечно малым отрезком прямой, соеди

няющей Р с Р. Но последний интеграл согласно (34) равен пулю, т. е. отличается 
Р' 

на ii: о н е ч ну ю величину от S Е8 ds. Этим противоречием и доказывается невоз
Р 

можность существо11ан11я СИJiовых дипий указанного тина. 

Таким образом, если для простоты отвлечься от линий сил, об а 

конца которых лежат в бесконечности, то для получения правильной 

картины поля достаточно очевидно от каждого элемента зарлда 

провести число линий, пропорциональное ВРличине этого заряда. 

4. Возвращаемся к уравнению (52'), устанавливающему свлзь между 
потенциалом электростатического поля и напряженностью этого по;ш. 

Это уравнение можно преобразовать так, чтобы получить соотношение 

между потенциалом и плqтностью заряда. Для этого нужно образо

мть дивергенцию обеих частей этого уравнения и воспользоваться 

затем формулой (30): 

d1v grad <р = - div Е = - 4тrр. 54 

В декартовых координатах выражение div grad <р принимает согласно 
(23) и (46) следующий вид 

_ _flиверrенциJI граJJ.иента скаляра, равная сумме его вторых произ

.водн:ых по осям декартовых координат, иногда называетс.1!.~..J!.= 

~.2TQ.r.Q-C,Шl.J1.Щ}a ( сравни ур. Лапласа 56') ;- обозначается через .l<p 
-или ~2<р. Смысл п следнего обозначения, которым :мы будем пользо

.ватьсл в дальнейшем, выяснится в следующей главе. Итак, 

55' 

-:rак что уравнение (54) может быть записано следующим образом: 

56 
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Это дифференциальное уравнение носит название уравнен и я 

11 у а с с он а. В тех участках поля, где нет электрических зарядов, 

уравнение это обращается в следующее: 

(р=О) 
i)2(fl i)2(fl i)2(fl 

v2
(fl=c).z:2+c)y2+ c)z2= 0· 36' 

Этот частный вид уравненmr Пуассона нUсит насвание уравнен ил 

Лапласа 1• 

Уравнение Пуассона дает возможность определить потенциал полл 

объемных зарядов, если известно расположение этих зарядов. Реше

ние (интеграл) этого дифференциального уравнения (при определенных 

граничных условиях) должно очевидно совпадать с выведенной нами 

ранее формулой ( 40): 

В дальнейшем мы докажем это непосредственным вычислением. 

Пока же отметим, что для решения некоторых задач удобнее исхо

дить не из интеграла ( 40), а непосредственно из дифференциального 

уравнения (56). 

ПР им ЕР. Определитъ п.,~отностъ термоионною тока между двумя 

бесконечными плоскими ЭАектрода .. JtU в вакуу.11~е. Пример этот на применение 

уравнения Пуассона взят не из электростатики, а из учения о токе, и имеет большое 

значение для теории катодных (усилительных) ламп. 

Известно, что накаленные металлы испускают со своей поверхности в окружаIQ

щее пространство поток свободных электронов. Если к двум металлическим электро

дам приложить определеdную разность потенциалов и раскалить отрицательНЬIЙ 

электрод (катод), то непрерывно испускаемые катодом электроны будут притягиваться 

к поверхности положительного электрода (анода). Поток электронов, двигающихся от 

катода к аноду, эквивалентен электрическому току. Ток этот называется терм о

и он н ы м током. 

Выберем оси декартовых координат так, чтобы начало их находилось на катоде, 

а ось х бЬIJia перпендикулярна плоскости электродов и направлена к аноду.- Примем 

потенциа.11 катода равным нулю, а потенциал анода равным 'Ра· Из соображений 

симметрии явствует, что эквипотенциальные поверхности параллельны электро-

др д~р 
дам; поэтому ду = c)z = О и уравнение Пуассона в пространстве между электродами 

, принимает вид: 

57 

I Уравнения (56') и (56) были изучены ЛаПJiасом н Пуассоном главным образом 
в связи с и~ледованием поля тяготения весомых: масс. Как легко убедиться, уравне

ниями этого типа определяется потенциал любого силового поля, возбуждаемого рас

положенными в нем центрами сил (весо111Ые массы, э.110ктрические заря,~~ы, магнитные 

полюсы) по закону обратной пропорционадьности квадрату расстояния. 
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ECJIИ обозначить через п число электронов, приходящихся на единицу объем& 

в пространстве между электродами, а через е - а б с о л ю т и у ю величину заряда 

.э.'lектрона, то плотность заряда в этом пространстве будет равна 

р =-1ie. 

Нреднодожим для простоты, что испускаемые катодом эдектроиы при выходе из 

его поверхности не обладают никакой начальной скоростью 1. На пути от катода 

к апо.~;у си.лы электрического ноля совершат над электронами заряда - е работу -
-(- е)'Ра = Cfa, которая очевидно перейдет в квиетическую энергию движения 

.электронов. Обозначая через v скорость эдектроиа на расстоянии х от катода, а 

через 'Р nотенциаJ1 на том же расстоянии, получим 

mv2 
-2-=е<р, 57' 

где т есть масса электрона. Наконец, плотность j электрического тока, т. е. заряд, 

:протекающий за единицу времени через перпендикулярную току (т. е. nернеидикуляр

·ИУЮ оси х) площадку в 1 сд2, равна очевидно 

j = euv, 57" 

лбо nv есть чисдо электронов, проходящих за единицу времени через эту ндоща.цку. 

В от.1ичие от р, 1t и v, j есть величина постоянная, не зависящая от х, ибо но 

достижению стационарного состояния через любую параллельную электродам плос

кость проходит очевидно одинаковое число электронов. 

Псключ11м из уравнения (57) все неизвестные функции х' а, кроме 'Р· Прежде всего 

Но из (57') следует 

-ста.10 быть, 

Вводя обозначение 

:получим 

d2r: . _-1.:_ ут 
-· =41tJ<p 2 -- • 
3х2 2е 

г

A.=9:tv ~. 
:lc 

2 • 

I В деиствительиости они обладают начальными СКflростями, средиЯJI величина 

,которых мала по сравнению со скоростью, приобретаемой электронами на пути 

,к аио)(у под действием но.1я эдектродов (при обычных условиях опыта). 
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Кан: Jiепю убедиться подстановн:ой, то из решений этого nфференциального уравне
ния, н:оторое согласно усJiовию задачи обращается но. катоде в нуJiь в н:роме того 

с)ф 
удоВJiетворяет ус.11овню t; при х=О, а;= О, равно 

2 4 

'!' =(Aj) з х з. 58 

ЕС.11и обозначижь расстояние анода от н:атода через l, то при х = Z 'Р доJIЖио

обро.щаться в 'Ра· CтaJIO быть 

откуда 

2 4 

'f'a=(Aj)"з z з, 

3 

. 1 '!'а i 
J= А 1i 

...:...--.. , 

з 

= ..!_ ~ /"2е 'Ра 2 
9:t V т z2 fi8' 

Таким образом nJiотность термоионного тока не подчиняется закону Ома, о. ро.

стет пропорциоиа.в:ьно степени З/2 приложенного к ЭJiектродам напряжения 'Ра В· 

обратно пропорциона.11ьно н:вадрату расстояния между вими. Это отличие з·о.коиов 

термоионного тон:а от законов тока в мeтO.JIJiax обусJiов.швается двоян:ого рода при

чинами. Во-первых, ЭJiен:троны в метал:Jiах испытывают стоJiкновения с положитеJIЬ

ными ионами, образующими твердыil сн:еJiет металла, тогда кан: электроны в ван:ууме 

.в;вижутся лишь под ВJiияиием cnJI элен:трическоrо поJiя. Во-вторых при термоионво.

токе в пространстве между ЭJiектродами находятся .1ишь свободные элен:троиы, заряд 

которых не н:омпенсируется зарядом поJiожитеJiьвых ионов, н:о.н: это имеет место в. 

меты.1ах, всJiе,11;ствие чего пoJie этого, то.в: называемого «пространственного заряда» 

искажает ПOJie эJiен:тродов. 

Отметим, что формуJiо. (58') перестает быть справедливой при больших п.11отно

стях тон:о.. При повышении потенциаJiа о.пода наступает момент, когда все выделяе.11ые

катодом ЭJiен:троны немедленно же увJiен:аются в: аноду. Дадьвейшее повышение по

тенциала анода не может очевидно повести в: увешчепию шотност11 тон:а, н:отора.~r 

таким образом ,11;остиrает постоянного значения (тон: насыщения). 

,3 Ад~ А j_g_ - Пусть R означает расстояние данной точЮI про

странства от ~~торой произвольно выбранной начальной точни Р. 
1 

Показать, что скаляр ф = R удовлетворяет уравнению Лапласа 

[v' (~):о-_/ 59 

2 При мыых разностях потенциадов между эден:тродами тон: даJiек от насыще

ния и чисJiо эJiен:тронов, приходящих на анод в единицу времени, мaJio по сравнени!() 

с числом ЭJiен:троиов, выдеJiяющихся из н:атода. Избыточные элен:троны образуют при 

этом па внешней поверхности н:ато.щ (х = 0) слой или «обJiако» эJiектронов, из кото
рого отдельные ЭJiектроны диффундируют частью обратно в катод, частью в простран

ство между эJiектродами, откуда они увJiекаются ПОJiем в: в.воду. Самый же с.1011 

этот в цеJiом неподвижен, что может иметь место Jiишь при Е = :~ = О. 
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§ 12. Дифференциа.'Iьный оператор Гам:ильтона "набла". Про
сrранственные производные. -1. В предыдущеы мы познакомились. 
с рядом дифференциальных операций над векторами и скалярами: обра

зование дивергенции вектора (26), градиента скалщ.1а ( 45), и наконец,. 

дивергенции градиента скаляра (55). 
В дальнейшем нам придется встретиться еще с целым рядом других 

дифференциальных выражений. 

Оперирование этими выражениями может быть упрощено и уло

жено в простую и стройную схему введением в рассмотрение с им в о

л и чес к ого дифференциального оператора Гамиль

тон а. Оператор этот обозначается знаком v (читай "набла"); в де-

нартовой системе координат он имеет вид: 

60· 

где i, j и k ~уть единичные векторы по осям х, у, z. Иными словами,.. 
v есть в е кт о р н ы_ й оператор, слагающие которого по осям координат· 

равны: 

60" 

Этот символический венторный оператор соответствует в векторном, 

анализе знаку производной d обычного анализа. Подобно тому, как 

в обычном анализе дифференциал функции можно формально считать. 

произведением знака дифференциала d на дифференцируемую функ
цию, так путем помножения скаляров и векторов, являющихся функ

циями точки, на символический оператор v мы получаем пр о стран-
с т ~ е н н ы е п р о и з в о д н ы е этих величин. 

Так, например, произведения v на скаляр r.p нужно очевидно поло
жить равным 

vr.p = (1 ~ + j ~ + k-~-) r.p = 1 i)r.p + j i)ч; + k i)r.p . 
i)x i)y i)z i)x i)y i)z 

Стало быть согласно ( 461
) 

V(f)=grad(fl. 6J 

Таким образом vr.p действительно может быть названа простран

ственной производной от r.p, ибо согласно § 10 вектор grad ({) вполне

характеризует изменения, испытываемые скщmром С!) при перемещении 
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.,, точки наблюдения" (т. е. при изменении координат х, у, z). Подобно 
:этому и другие выражения, включающие в себя оператор v, тоже 
характеризуют собой те или иные соотношения между значениями 

екалярных и векторных функций в смежных точках пространства. 

С известными ограничениями, о которых ниже, можно образовы

вать произведения v с другими векторами и скалярами так, как если 

,бы v был истинным, а не символическим вектором. Нак и при поль

зовании знаком дифференциала при этом предполагается, что опера

тор v "действует" лишь на те величины, которые стоят вправо 

от него. 

Так, например, скалярное про.изведение символического веrпора v на 
произвольный nектор а равно 

_ + + . _ да.,+д0у+Ш2 va-v"a" V1PY V2
11z-dX fy дZ' 

·т. е. согласно (23) 
va=cliv а. G2 

Нвадрат вектора v равен 
d d d d d d ;)2 i,2 ;)2 

V
2
=f"

2 
+V11

2
+v,/=dXdX +;)уду +dZdZ =;)х2 +;)у2 +дZ20 

Поэтому раскрывая смысл произведения v(vr.p) по правилам векторной 
"1.Лгебры: 

Ь (Ь:р) = b2r.p, 
получим 

·что совпадает с ранее выведенным уравнением (55'). 
Совершенно иной смысл имеет выражение grad div а: 

Оно вовсе не равно v2a, подобно тому каr, при оперировании с обыч
.ными векторами 

П,,rражение же v2a имеет очевидно следующий с111ысл: 

-а2а с)2а -а2а 

v2a = (vv) а= ;)х2 -1- с)у2 + i)z2' 
63 
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т. е, представллет собой вектор, слагающая: которого, например, по 

<>си х равна 

( 2 ) - 2 - .12а., + .12а., + .12а.,. 
V а .,-V а.,- .1х2 .1у2 .1z2 631 

.Конечно v2qi И v2a нельзл смешивать С (vqi)2 И (va)2; так, например, 

Помимо скаллрного произведенил символического вектора V на 
вектор а можно образовать и векторное произведение этих векторов, 

к:оторое принлто обозначать через rot а или curl а (читай ротор а или 
~ кёрл а. или вихрь а): 

[ va) = rot а= curl а. 64 

{)ба эти обозначенил одинаково распространены, мы будем пользо

ватьсн первым · из них. Слагающие вектора rot а по осам координат I 

<>чевидно имеют сдедующие значенил 

t - r J - - .\az .la, ro "а.- va .. -V,Pz-vzau-.1y - .1z' 

t [ ] .la" .laz rO t,R= va ,=vza.,-v.,az= .\Z -~' l 
1 

641 

} 

Подробнее · об этой весьма важной пространственной производной нам 
придетсл говорить в § 32. 

Известные формулы векторной алгебры: 

[b(bqi)]=O, Ь[Ьа]=О, [b[ba]l=b(ba)-(bb)a 1 

<>стаютсл справедливыми и при замене вектора Ь символическим нек-

7ором v (при любых а и ({1 ): 

г-[v(vqi)]=[v-gradqil_=1·otgradqi=O, } -.,.· 
6

~ 
\ v[va]=vrota..:_d1vrota=O, • u 

, __ ._!~JvaJJ = v (va)-v2a и.11и rotrot а= grad div a-v2a. ; 

I В правой части последнего уравнения можно конечно изменить порядок со-
11ножите.11ей, щщример, так: [Ь [Ьа]) = (аЬ) Ь - а (ЬЬ). Однако при замене Ь на v 111,1 
.,1;0.1ЖИЬ1 з1шисать это уравнение так, чтобы все диффереициSJiьиые операторы v стояли 
п е р е ;,; АИффереицируемым векторо11 а. 

5. В, Та 11 11. Основы теории аnектрвчества, том I. 
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В справедливости этих соотношений легко убедиться непосредственнык 

вычислением в декартовых координатах. Так, например, 

. c}rot"a c}rot,a c}rot.a с} ('c}az с}а,) 
d1vrota=-- +--+--=- --- + c}z, с}у с}.г c}L' с}у c}z 

2. Итак, поскольку оператор v входит сомножителем в произведения~ 
содержащие в себе лишь один единственный истинный скаляр или 

вектор, постольку произведения эти можно преобразовать по обычным: 

правилам векторной алгебры. Однако, если в произведение входят 

два или несколько истинных скаляра или вектора, то правила эти 

становятся неприменимыми и нуждаются в видоизменениях. Совер

шенно то же имеет место и в обычном анализе при символическок 

умножении алгебраических величин на знак дифференциала d; подобно 
тому как 

d(срф)=ф dcp + ер dф, 
так и в случае умножения произведения скаляров или векторов на v 
операция дифференцирования должна быть выполнена над к аж д ы • 
из сомножителей в отдельности. Так, например, при дифференцировании 

произведения двух скаляров или скаляра и вектора получаем:: 

v (срф) = ф·(V<р) + ер (vФ) или grad (ер·~)= ф grad ер+ (flgrad ф, } 
66

. 
v( ера)= ер (va) + а (vcp) или div (ера)= ер div а+ а grad ер, 
[V(<fa)] = ер [va] + [(N) aJ или rot(<pa)= ер rota + [grad ср·а]: 

В справедливости этих соотношений можно убедиться непосредствен

ным вычислением. Так, например, 

v~(({)ф) = 1 с}~ (срф) +j с}: (fФ)+ k~;(({-ф) = 

=i ( ч~~: +Ф~:) +j ( f tt +Ф:) +k( ,~~ +Ф~~)= 
= ч~ (vФ):+ Ф (vcp). 

Несколько сложнее обстоит дело при пространственном дифферен

цировании произведения двух векторов. 
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Обратимся прежде всего к выражению 

v [abj =div [аЬ]. 

Для обычных векторов спраnедливы соотношения: 

с [аЬ] = Ь [са] =-а [сЬ]. 

При замене вектора с дифференциальным оператором v можно предпо
.южить, что v [аЬ) должно быть приравнено к сумме в;,.ражений .. ----

ь [va] и -а [vb], 

ибо в обычном анализе производная от произведения равна сумме 

двух членов, в к~ждом щ; которых дифференцированию подвергается 
лишь один из сомножителей. Действительно, непосредственным вычис

лением, которое мы предоставляем провести читателю, можно убе

диться, что 

... 
т. е. что 

v[ab)=b[vaJ-a[vbJ, } 

\ div [аЬ] ~ Ь rota-a rot Ь, 
-· --- -------- -~--~~ .. - - -~-

67 

Нак известно при вычислении произведения трех векторов с ( аЬ) 
неоходимо выполнить скалярное перемножение векторов а и Ь 

II реж де по11шож.ения их на с. Соответственно этому и выражение 

, (аЬ) s= grad (аЬ) 

не может быть представлено в виде суммы двух членов, в каждом 

из которых диффfJренцируется лишь один из сомножителей. Можно по

казать далее, что такого рода преобразование невыполнимо также и 

по отношению н выражению 

lv [аЬ]] =rot [аЬ]. 

Оба этих выражения могут быть, однано, представлены в виде суммы 

ч е т ы р е х членов, в каждом из которых дифференцированию подвер
гается лишь один из векторов а и Ь. 

3. Нам остается еще рассмотреть скалярный оператор av, получаемый 
скалярным помножением произвольного вектора а на оператор Гамиль

тона v, стс,ящий спр а в а от а (в отличие от va = div а): 
д д д 

av=a"'i)x + а11 i)y +a•I./ 68 
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В частном случае, при 

нахождению производной 

а=1, 
i) 

- по 
i)a 

операция av эквивалентна очевидно 

направлению единичного вектора а. 

Вообще же говоря, выполнение операции av над произвольной функ
ции тоqн:и эквивалентно помножению производной от этой фушщии, 

взятой по направлению вектора а, на численную величину вектора а; 

иными словами, 

i) 
av=a-· 

i)a 
68' 

Действительно, выполнял операцию av над произвольным скаляром 
ер, получим скаляр 

д!f i)cp дер 
av·cp=a"i)x + а" i)y + а3 i)z=B·Vff 

или на основании ( 44') 

av • ff = а grad ш = а д!f 
т i)a' 

в полном согласии с (68'). Выполнял же операцию av над произволь
ным вектором Ь получим вектор 

р 

Рис. 26. 

av·b=a.,~b +а,,~-~+ а}Ь, 68" 
о-Х оу oZ 

а 

слагающая которого, например, по оси 

х'ов, очевидно, равна 

=аv·Ъ.,. 

С другой стороны, производнад 

вектора Ь по произвольному напра

влению а может быть определена пу-

тем следующего геометрического по

строения. Пусть значения вектора Ь 

в двух близких точках Р и Р' равны 

соответственно Ь и Ь', причем направление отрезка Р Р = да совпа
дает с направлением а (рис. 26). Если разность между Ь и Ь' равна дЬ, 

i)b 
то производная i)a будет равна 

i)b =Lim Ь'-,Ь =Lim дЬ · 
i)a РР'-+О РР да-+О да 

68"' 



§ 12) ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ 69 

i}b 
Таким образом направление вектора ;}а совпадает с предельным на-

правлением вектора дЬ, но, вообще говоря, отлично от направления 

векторов а и Ь. 

Далее, если координаты точек Р и Р' отличаются друг от друга 
на дх, ду, де, то с точностью до величин второго порядна малости 

Внося это в предшествующее уравнение и приняв во внимание, что 

дх ду Д;; . 
ppi=cos(x,a), PP'=cos(y,a), ppr=cos(z,a), 

получим: 

<1Ь . Ь' - Ь ;}Ь ;}Ь ;}Ь 
-=L1m РР' =cos(x,a)~+cos(y,a)" +cos(z,a)._· 
iJn, РР'-+О • оХ оу oZ 

Помножал это равенство на а и сравнивая результат с (68"), убе
димся, что 

что и требовалось доказать. 

Таким образом, если вектор а достаточно. мал, то с точнос1ью до 

неличин второго порядна малости av · q; и av · Ь равны соответственно 

приращению скаляра ~ и вектора Ь при перемещении "точки наблю

дения" на отрезок, равный по величине и направлению вектору а. 

4. Элементарные операции пространственного дифференцирования 

сводятся к образованию градиента, дивергенции, ротора и производной ~Ь 
<)а 

Все эти операции имеют определенный геометрический смысл и по

тому и н в ар и а н т н ы по отношению к преобразованию системы ко

ординат. Иными словами значение выражений 

d d
. ;}Ь 

gra ~. 1v а, rot а, <)а 

не зависит от выбора координатной системы. В отношении диверген -

ции, градиента и :: это явствует из замечаний, сделанных в связи с 
формулой (26), и из определения понятия градиента (§ 10) :\1 

производной вектора по произвольному направлению а (ур. 68"'); 
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инвариантность же ротора будет доказана впоследствии [см. § 32, в 

частности ур. (174'). Все соотношения между дифференциальными 

выражениями, выведенные нами в настоящем параграфе, тоже носят 

инвариантный характер. Ибо, хотя при доказательстве их мы всякий 

раз и пользовались определенной (декартовой) системой координат, 

однако, в самые соотношения эти входят лишь и н вар и ан т н ы е 

выражения grad ер, div а, rot а и т. д. Стало быть форма этих соотноше

ний не может изменяться при переходе к иным системам координат. 

3 Ад А ч А 13. -Показать, исходя из (41'), что напряженность полп 
диполя момента р равна 

Е- 3 (pR)R _ _!_ 
- R5 вз• 

69 

и что в сферической системе координат R, 3, а с центром в диполе и 
полярной осью, параллельной р, слаrающие вектора Е равны 

ER = 2р cos 3 Е,. _ ~sin t} Е O вз ' \/ - вз ' а:= . 
691 

~ § ~~ Teopena Грина. Потенциал объеnных и поверхностных 
зарядов. -1. Чрезвычайно важнал теорема векторного анализа, так 

называемая теорем а Грин а, может быть получена из формулы 

Га у с с а (25): 

если положить в ней 

а= ф grad ер = ф vep, 

где ф и ер суть два произвольных скаляра. Согласно (66) и (55) 
diva=ф divg radcp + grad ф·grad ер=фV2({1 + (vcp) Сvф). 

Далее, 
с)ш 

а = Ф g1·ad ш = ''' _.r • 
" • "т 't'i)n 

Поэтому из (25) следует: 

J tФv2ep + (vep НvФ)} а v = f Ф :~ as, 10 
....___.......----···--·----··----·----------

где интеграл правой части должен быть взят по заr,шнутой поверх-

ности S, ограничивающей область интегрирования V. Эта формула и 

выражает собою т е о р е м у Г р и н а. 
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Для некоторых целей удобно преобразовать формулу (70), заменив 
в ней ф на <р и обратно, и вычтя полученное таким образом уравне

ние из (70); в результате получаем: 

Как указывалось, применение теоремы Га у с с а ограничено тре

бованием непрерывно-сiи -вектора- а И-К()НеЧНОСТИ ,, его' ПёрвыiJ!.§из--, -
водных 1:Гооластй и_нтегрирования: У.- Поэтому теорема Гр и на непо
-средственно применима лишь, к конечным- и непрерывным скалярным 
функцилмточни··- ф" ·- и' ер; , обладающим в области интегрирования v 
производными· 1:го _и,2:го порядна. 

"'2:-пimчестве первого применения теоремы гр и н а мы приведем вы
вод выражений (39) и (40) для потенциала поверхностных и объемных 
зарядов, основанный на уравнении Пуассон а (56) и свободный от 
тех недостатнов, которыми обладает приведенный ранее вывод этих 

выражений из формулы для потенциала точечного заряда ( см. стр. 42). 
Поставим себе задачу определить значение электричесного потен

циала <р в некоторой точке поля Р. Обозначим расстояние произволь

ной точки поля от точки Р через R. Положим в теореме Гр и н а 

(70') ф = ~ и примем во внимание уравнение (59): 

\,,.: 

и уравнение П у а с с он а (56): 

Внося эти значения в формулу Грин а (70') получим, по делению 

на-4п: 

71 

Предположим сначала, что во всем рассматриваемом нами объеме V, 
вмючающем в себя точку Р и ограниченном поверхностью S,_!,!Отен
циал ер и его производные являются непрерывными функциями точки. 
,---.. _____ ,,,.-, ,.,,··-·1 ,, ---
Сналяр же ф = R и его процзводные непрерывны и ~.онечны во всем 
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пространстве, кроме точки Р. Так как теорема Грин а применима 

только к таним участнам пространства, в которых оба скаляра qi и ф и 
их производные непрерывны, то точку Р необходимо исключить из. 

области интегрирования V. Опишем с этой целью вщ,руг Р сферу В0 
(рис. 27) произвольно малого радиуса R0 , и применим формулу (71) 
к объему V', заключенному между внешней поверхностью S и поверх
ностью сферы В0 (рис. 27): 

S 1-av = _!__ А: {qi ~ (!)- _!_ i)qi}as, 
R 4тт~+s i)n R R i)n 

V' о 

где индекс S + 80 у знакя. поверхностного интеграла означает, ЧТ() 

v' 

Рис. 27. 

и 

n интеграл этот должен быть распро

странен .на поверхности S и 80 • Рас
смотрим подробнее интеграл по по

верхности 80• 

Внешняя по отношению к объему 

интегрирования Р' нормаль к поверх

ности сферы 80 направлена к ее цен
тру и прямо противоположна радиусу 

вектору R0• Поэтому на поверхно

сти 80 

• i): iI=~i)~ (1) = в:2 
d(jl d(jl 
i)п=-дв· 

Внесем эти значения в поверхностный интеграл уравнения (71 'j и при
меним затем так ня.зываемую "теорему о среднем" интегрального 

исчисления: 

_!__ А: { m ~ ( _!_ ) - _!__ i)qi } dS - __!_ А: { _у_ + _!__ дf } dS -
4тт ~ • i)n R R_i)n - 4тт :У80\ R0

2 R0 i)ll -

1 { 1 - 1 (~i)} А: 
= 4тт в02 ({! + R

0 
i)R ~.dS, 

где ( :~-) и ~ суть некоторые средние значения величин :~ и qi на 
поверхности сферы 80• Так как р dS равен общей поверхности сферы ..-----,_,_ .. __ ,. 
4ттR02, то правая часть уравнения равна 

~+в0 (:1) · 
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Будем теперь стремить к нулю радиус Во, стлгйван сферу 80 в точку 
Р. При этом последний член приведенного выражения обратится 

в нуль, а среднее значение потенциала ер на поверхности бесконечно 

малой сферы может быть принято равными значению потенциала ер Р 

в ее центре Р. Таким образом 

Следовательно в пределе при R0 - О уравнение ( 71 ') принимает вид:: 

[ 1. dV=ep +__!__ А-' {ер~ (__1_)- __1_ (дtр)}а8 J R Р 4п .118 дn R R дn 
v 

или, по перенесе~ии tJЛенов, .. . ···-·-···-· ~\[ 

г~-· ·= s 1.. d V + __!__ А-' {_!. дер - ер i (__1_)} d8 \ 
I Р R 4п ~ R дn дn R ' \ " 
\ v . 
j..;;.-:-.... _.. ________ , .... -~·------~·- ----

. ' 

где объемный интеграл может быть распространен на весь ограничен

ный поверхностью S объем JТ, ибо при R0 --+- О V' стремится к V, 
а подынтегральное выражение остается конечным и при R = О ( съt. 
стр. 42). 

Итак, потенциал ер в точке Р, лежащей внутри объема V, в ко

тором ер и его первые и вторые производные конечны и непрерывны~ 

опреде.л.яетсл потенциалом объемных зарядов, расположенных в V, 

( сравни ур. 40) и значениями ер и ~: на ограничивающей объем V 

поверхности 8. 
3. Предположим теперь, что хотя потенциал ер и остается конечным 

и непрерывным в объеме V, но что сплошность (непрерывность) гра

диента ер может нарушаться на отдельных "по в ер хн о ст я х раз -
рыв а", т. е" что значения grad r.p по различным сторонам поверхности 

разрыва отличаются на rюнечную величину (изменение grad ер скачком). 
Мы увидим, что физический смысл этого предположения сводится " 
допущению наличия внутри V заряженных поверхностей. 

Предположим сначала, что внутри V существует лишь одна и 

притом незамкнутая поверхность разрыва 81• Выберем произвольным 

образом направление положительной нормали к ней и обозначим ее

временно не через n, как обычно, а через N (рис. 28). Проведем. 
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.затем замкнутую поверхность 8/, охватывающую 81 (на рис. 28 8/ 
обозначена пунктиром); тогда формулу (72) можно будет, очевидно, 

примениrь к объему V', заключенному между поверхностлми 8 и 8/ 

Рис. 28. 

При этом входлщий в (72) поверхностный. 
интеграл распадетсл на два интеграла: 

по поверхности 8 и по поверхности 81 '. 

Будем теперь стлгивать поверхность 8/ 
так, чтобы она все плотнее прилегала 

к 81• В пределе 8/ совпадет с 8 1 и 

интегрирование по 8/ сведетсл к д в у -
кратном у интегрированию по поверх

ности разрыва 81 : один раз по внутрен
ней ( относительно нормали N), а другой 
раз по внешней стороне этой поверхности: 

~~~s. 4~ f s,' { ~ :: - f а~ ( ~ ) } dS = 

= 4~ 1 s, { ~ :: - f а~ ( ~ ) } 1 d8 + 4~ 1 s, { ~ :: - f а~ ( ~ ) } s dS, 

rде индексами 1 и 2 отмечены значенил подынтегральных выражений 
соответственно с внутренней ( относительно нормали N) и внешней 

,стороны поверхности разрыва 81• В этом урав-
пении под n нужно понимать, очевидно, нормаль, 
внешнюю по отношению к объему интегрирова

вил V', т. е. направленную из V' к 81 • Иными 
словами, с внутренней стороны от 81 под n 
нужно понимать направление n1, :а с внешней

направление Bz (рис. 29). Так как n1 параллельно 

N и антипараллельно n2, то 

·и 

N 

Рис. 29. 

где ( d(!)) и ( ~:Р,) суть значенил производной f по нормали N с 
aN 1 а~ 2 

внутренней и внешней сторон поверхности 81• Обозначал соответству

ющие значенил потенциала f через f 1 и f 2 и внося полученные 
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выражения в предшест13ующее уравнение, мы, по приведении членов, 

получим: 

Так как согласно нашему предположению потенциал (fl всюду не

прерывен, то значения его (f/1 и (f/2 по обеим сторонам поверхности 

~динаковы и первый член правой части уравнения (73) обращается: 

в нуль. Стало быть, если ввести обозначение: 

( _i)(fl) ~(~) =-4па, 
i)N 2 i)N i 

то правая часть уравнения (73) примет вид: 

I ;a8-
s, 

Вместе с тем при совпадении 8/ с 81 объем V1 совпадает очевидно 
с объемом V, ограниченным поверхностью 8, так что уравнение (72) 
принимает вид: 

t. --. r pdV +. s ad8 +_!__ ~ {_!_ i)(fl - ~ (_!_)} dS· f., 72' J R R 4п :У. R i)n (fl i)n R l \ 
V s, S j \ 

J 

Таиово, ёталобь1тi:, ;~ражен~~ ·~~;е~циала, если вну~jн~ .оiрJничен
ного поверхностью S объема V имеется незамкнутая поверхность 81 

разрыва сплошности градиента (f/· Если таких поверхностей несколько, 

то к каждой из них можно применить приведенные рассуждения, так 

что в этом случае под вторым членом правой части фор111улы (72') 
нужно понимflть с ум м у интегралов по всем поверхностям разрыва, 

лежащим внутрь V. Формула эта применима, наконец, и к случаю 

замкнутых поверхностей разрыва, ибо всякую замкнутую поверхность 

можно разложить на две незамкнутых. 

4. IIервый член выражения (72') представляет потенциал объем
ных зарядов, расположенных в объеме V, нторой же его член должен 
быть очевидно истолкован, как потенциал поверхностных зарядов, рас

пределенных с плотностью а по поверхности разрыва 81 ( сравни 
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уравнение 41 ). Это толкование вполне совпадает с ранее получен

ными результатами. Действительно, если по прежнему обозначить 

произвольно выбранную положительную нормаль к 81 не через N, а 

через n, то (74) примет вид: 

( д(f) - (d(f) = - 4тта. 
дn 2 дn I 

74' 

Но согласно (52) 
дqi 

Е=--, 
n дn 

где Ев есть нормальная слагающая напряженности поля. Стало быть, 

уравнение (74') может быть записано следующим образом: 

Е1 ,. - Е1,. = 4тта. 

Сравнивая это с уравнением (20) мы убеждаемся, что величина cr, 
определяе~~......n@!!Ш~!!!!ем....t'ZJ')._ .це.п~:r.~и:r:~льн() _ _E~_8.I::I~.E!10'!"~oc1:!l. элек- _ 
.-трического заряда на поверхности 81• Таким образом мы вновь при-

ходи:и к выводу, что i~'оверхности разрыва норм аль ной слагаю

-~-е й градиента потенцИ8..1!с~д,.~:_щ~uост.ц.ра11рьр1~ EJ _физически 
равнозначны заряженным поверхностям, причем скачок этой слагаю-

..... д. -..... ·-· - ~-- - . --.,·,-... -~~ ....... · .. ,..,~.·- ..... . 
щей д: пропорционален плотности заряда поверхности. 

Обратимся, наконец, к -~~~~;~-~~у ;;~;ну" выражения (72'), предста
вляющему собой интеграл по пограничной поверхности S объема V 
и выражающему зависимость значений потенциала qi в объеме V от 

значений этого потенциала и его первых производных на погранич

ной поверхности этого объема. 

Член этот вовсе выпадет из выражения потенциала, если мы под 

объемом интегрирования V будем понимать все бесконечное про

странство (т. е. удалим ограничивающую V поверхность S в бесконеч
ность) и при этом наложим на qi и его производные следующие гра

ничные условия: в бесконечности qi стремится к нулю не медленнее, 

1 
чем R , а его первые производные по координатам не медленнее, 

1 
чем~ т. е. 

Rqi и ~·2grad qi при R-+ со 
75 

остаются конечными. 

Первым из этих условий мы уже пользовались в § 8, приравнивал 
нулю значение потенциала в бесконечности (уравнение 36"), второе же 
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условие непосредственно связано с первым. Физически оно означает, 

что в бесконечности напряженность Е электрического поля равна 

нулю, т. е. что все заряды находятся в конечной области простран-
З--------... -- -- . - . 

-ства. Вб всем дальнейшем :мы будем называть потенциалом электроста-

тического поля то - и только то - решение уравнения п у а с с о на, 
которое удовлетворяет условиям (75) 1. 

Покажем теперь, что при наложении условий (75) и удалении 
граничной поверхности S в бесконечностБ последний член выражения 
(72') действительно обращается в нуль. Выберем в качестве поверх
ности S сферу радиуса R с центром в точке Р. Внешняя нормаль 
к этой сфере совпадает с радиусом вектором R, так что 

Из условия (75) следует, стало быть, что подынтегральное выраже
ние интересующего нас интеграла при R-+ OJ стремится к нулю 

1 
не медленнее, чем вз , тогда как поверхность интегрирования растет 

пропорционально лишь В2• Стало быть, интеграл этот при В____. OJ 

-стремится к нулю и (72,) принимает вид (если опустить у f индекс Р): 

=ipdV+ fadS 
f в в' . 76 

где В есть ;,расстояние элемента объемного заряда р d V или заряда 

поверхностного а dS от точки поля, обладающей потенциалом f, и где 
интегрирование должно быть распространено по всему пространству, 

занятому зарядами. 

Из изложенного явствует, что поверхност~й интеrрал_в_ !Рор:мхле 

(7_2'~.Х-~~'!Ывае!. .. ,Щ>.Л~ ~а.Рядов; леЛ_t~~~.Х..!~~-.0.0:.Ь~~-О~!~!~~р~~-ания V. 
Напомним, что во всем предыдущем нами предполагалось, что как 

сам потенциал, так и его первые производные (градиент) всюду 

к он е ч н ы. Бесконечность градиента f. (т. е. ска•юк потенциала) озна
чала бы бесконечную напряженность электрического поля, что физи

чески бессмысленно. Но~~чнос!ь __ ~Р~!!~I,IJ'~--~д:Jначает д е,п I!Д,Р.~:.. 
внос т ь f, что и предполагалось нами во всем предшествующем. 
\"'"' - . 

1 3а. исuючевием, конечно, тех сJiучаев, когда усJiовно вво;~~;ятся в рассмотрение 

.аарящ, простирающиеся в бесконечность, и:аи:, например, беси:овечвые заряженные 

JUОСИ:ОСТЬ, ЦИJIИВАр И Т, П, 
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Впрочем в § 15 мы вернемся к вопросу о поверхностях разрыва по

тенциала с несколько иной точки зрения. 

Если размеры заряда е, занимающего объем V1, настолько :малы по 

сравнению с расстоянием его В до рассматриваемой точии поля Р, что 

расстояние всех элементов заряда :можно считать одинаковым, то 

потенциал этого заряда в Р будет равен 

что совпадает с выражением (37") потенциала точечного заряда. 
5. В предшествующем мы убедились, что зна-

чение потенциала зависит лишь от скачков н о~р

:м аль ной (а не тангенциальной) слагающей 

градиент~ на поверхности разрыва. Весьма су

щественно~ однако, что непрерывность та н r е А· 
циальных слагающих gradf вообще ни на 
наких поверхностях раэрыва нарушаться не :мо

жет. Действительно, допустим противное, и пусть 

вдоль поверхности 81 (рис. 30) нарушается непре
рывцость тангенциальных слагающих gradqi. 
Это значит, что если Р1 , Р2 и Р/, Р2' суть две 

Рис. зо. пары разделенных поверхностью 81, но бесконечно 
близких друг другу точек, го приращение потен

циала на пути Р 1Р 2 отличается на к он е ч ну ю величину от прираще

ния его на бесконечно близком пути Р/Р2'. С другой сторон~, ~ 
конечности ГР,адиента'f приращение потенциала на беснонечно :малых от

рёэнах-Р'1Р1 и Р1F:'i{есконечно :мало. Стало быть, приращение потен
циала на замкнутом пути Р1Р/Р2'Р2Р1 должно отличаться от 
нуля. Другими словами из сделанного нами допущения следует, что 

потенциал ({) не однозначен и что работа поля при перенесении 

пробного заряда по замкнутому пути отлична от нуля, что в электро-, 

статическом поле невозможно (§ 8). 

I
'/ Итак, при любом выборе поверхности S, танген~иальные _к ней 
слагающие grad ({), а стало быть, и ~ н r е н ц и аль н ы е_ с л а__!!!,_;:_ 

~~~ э JI е кт р и ч е с_~_.О!.О.~~-~-!-°2-~-~~~~.а~ т с а. н е и р е р ы - .. 

/ 
в н ы :ми. Иными словами, если t есть единичный веитор, лежащий 
в ка~ТёЛЬIЮ°iГ-''плоскости к произвольной поверхности slt то 

77 
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где Е21 и Е11 суть значения слагающих вектора 1~ по направлению t 
по различным сторонам поверхности 81• 

В частности, так как напряженность поля внутри проводников 

равна нулю,· то тангенциальная слагающая Е у их внешней поверх

ности тоже должна равняться нулю. Стало быть, у поверхности 

проводников электрический вектор направлен нор

мально к их поверхности (Е=Е8) и уравнение (21) может быть. 

, эаписано следующим образо~.. .. ... · t 

1 Е = 4тrcrn. ! 77r 
\ 

§ 14. Тиш1чные задачи злектростатики. - Введение понятия 

потенциала значительно облегчает решение задач электросrатики, ибо· 

задача определения векторного пол я электрической напряжен

носrn Е сводится к определению п о л я с к ал я р а <р; иными словами, 

определение т р е х функций точки ( слагающих вектора Е) сводится к 
определению о д н о й только функции ер. 

Зная плоrносtь объемных и поверхностных зарядов можно опреде

лить потенциал поля (формула 76);,<2~ра.тно, зная градиент потенциала 

ер по дивергенции этого градиента. v.2((1 и uo. величине скачков его . 
нор111альной слагающей на поверхностях разрыва можно однозначно

определить распределение зарядов (формулы 56 и 7 41
). 

Однако практически, конечно, нево5можно измерить плотность за-· 

рядов или градиент потенциала во всех точ1шх поля. Поэтому экспери

ментатору приходится фактически иметь Jl!.)ЛO с задачами иного типа. 

а именно: {-' 5 '> ·, ;·,1~·2, ·;,;i~a.. t: t" (. · 1• · 
Дано расположение и форма всех находлщих61 в поле проводни-· 

ков, оп редел и т ь поле этих проводников и рас п редел е ни е 

зарядов по их пбв~рхпости, е с л и и з в е с т н ы л и б о п о те н -
циал каждого проводника (задача А), либо общий за-· 

ряд каждого проводника (задача В). Объемные заряды пред

полагаем отсутствующими, ибо заряды проводников сосредоточены 

на их поверхности (§ 5), а диэлектриков мы в этой главе не раз

сматривае:м. 

Покажем прежде всего, что и этими, на первый взгляд весьма 

обще формулированными условиями, электростатическое поле, а стало· 

быть, и распределение зарядов, определяется од н о з н а ч н о. 

Предположим противное, и пусть ср и q/ суть две различных функ
ции точни, удовлетворяющие условиям задачи А или В. Ввиду отсут

ствия объемных зарядов, как ср, так и ср' должны удовлетворять во. 

всем пространстве уравнению Лап да с а (56'); стало быть, и разность и~ 
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удовлетворяет тому же уравнению: 

v'qi"=O. 

Полагая в формуле Грин а (70) ф = qi = qi", мы таким образом получим 

79 

тде интегрирование предполагается распространенным по всему лежа

щему вне проводников пространству V, так что под S нужно пони
мать совокупность поверхностей всех проводниЕов. 

Так как при решении задачи А qi и qi' должны принимать на S 
наперед зЩiанные значения, то qi" на всех поверхностях S равно нулю. 
Стало бь~ть, 

5 v (vqi")2 dГ =0. 79' 

Ввиду положительности подынтеrральн·ого выражения из этого ра

венства следует, что vqi" = gradqi'' во всем пространстве равно нулю, 

т. е., что qi" = const. Так как кроме того на поверхностях проводни
.ков qi" обращается в нуль, то оно равно нулю и повсюду. Стало быть, 

qi=qi', 

чем и доказывается однозначность решения зад11чи А. 

Обращаясь к задаче · В заметим, что на поверхности каждого 

проводника потенциалы qi и qi', а стало быть, и ч," должны иметь по

,стоянное значение. Значит для поверхности к аж дог о проводника 

можно написать 

Но на поверхности проводников согласно (21) 

;) ;) , 
Е =-_j=4па и Е '=- ~=4тtа' 

" ;)1i " ;)п ' 

где а и а' суть плотности зарядов проводников, ~оответствующие ре

шениям qi и qi'. Стало быть, 

;)• " ;) ;) 1 
.-!. = ~ - _:f. = 4па' - 4па 
;)п ;)n dtt 
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и 

р ({1" :,, dS = 4ттtр'' { р ii dS - р adS } = 4ттtр" ( в' - е) = О, 

где е и е' суть значения общей величины заряда проводника, соответ

-ствующие решениям tp и tp'; согласно условию В е и е' должны 
равнятьсн наперед заданной величине. Так как приведенное рас

еуждение применимо к поверхности к а ж д о r о проводника, то вся пра
вая часть равенства (79) обращается в нуль, откуда, как и в случае 

:задачи А, следует, что 

Та~:им образом различные решения задачи В могут отличаться лишь 

несущественной аддитивной постоянной в выражении пщенциала, ко-

7орая впрочем обратится в нуль, если наложить в бесконечности условия 

(75). Не трудно, наконец, убедиться_, 
что если для части проводников за

.даны условия типа А, а для осталь

ных - условия типа В, то решение 

.задачи остается одиозна чным. 

Итак, однозначность решения за

дач электростатики А и В нами 

доказана. Впрочем, нахождение са

.маго решения представляет вообще 

говоря значительные математические 

трудности. Однако, если нам удастся 

. накюr-либо способом найти выраже-

.... ·· 

Рис. 31 . 

ние для tp, удовлетворяющее поставленным условиям А или В, то 

теорема об однозначности позволяет заключить, что найденное выра

жение есть единственное и ПOTOl!lf истинное решение задачи. Умелое 

пользование этим обстоятельством весьма облегчает рассr.ютрение ряда 

пробле~, электростатики, что мы можем здесь иллюстрировать, к сожа

__лению, лишь на одном единственном примере, пользуясь при этом для 

упрощения понятием точечного заряда. 

ПР им ЕР. Точечный зарлд е на:еодится на расстоянии d от бес1.о
нечною проводника, занимающе~о мвое nОАуnространство (рис. 31). 
-Определить поле в правом полупространстве и плотность зарлдов, 
индуцированных зарядом е на поверхности t~роводника. - Этот пример 

подходит под тип рассмотренных выше задач, ибо общий заряд е про

водника, несущего "точечный" заряд, задан, постоянный же потенциал 

-бесконечного проводника r.южет быть условно принят равным нулю. 

Стало быть, этими условиями решение задачи определено однозначно. 
-.6. Освовн теории э.пектричес'l'Dа, то~ 1. 
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Чтобы найти это решение предположим, что на продолжении перпен

дикуляра, опущенного из е на поверхность проводника, находитсл на. 

расстоянии d от этой поверхности заряд - е, и затем мысленно устраним 

самый проводник. Тогда плоскость, совпадавшая ранее с поверхностью

проводника, будет обладать требуемым потенциалом нуль. Ибо все точки 

этой плоскости будут равно отстоять от равных по величине и проти

воположных по знаку зарядов + е и - е. Стало быть, поле с о в о -
к у п н о с т и этих зарядов в п р а в о м полупространстве удовлетворяет· 

условиям задачи, из чего на основании теоремы однозначности CJie-

(i 

р 

Рис. 32. 

и' 
дует, что поле это в пр а в ом по

.1упространстве то ж д ест в е н н о 

с искомым полем зарлда е и зарядов, 

индуцированных им на поверхности 

бесконечного проводника. 

Таким образом· наша задача све

дена к весьма простой задаче опре

деления поля двух точечных зарядов 

+ е и - е. Определив напряжен

ность поля, мы затем по фор:муле

(21 J можем найти и распределение 
индуцированных зарядов на поверх-

ности проводника. Соответствую

щих выкладок мы приводить не 

будем, результаты их изображены 

Графичесни на рис, 31 С ПОМОЩЬЮ· 
силовых линий. Нонечно внутри проводника по.1е равно нулю, так

что в .'1 ев о :м полупространстве поле зарядов + е и - е (пунктирные

линии) не совпадает с полем заряда е и проводника. 

Приведенный пример представляе1'1'собой частный мучай применения. 

общего "м е т о д а и з о б р аж е н и й ", на изложении которого мы здесь. 
останавливаться не можем. 

§ 15. Двойной влектрический м:oii, - Результаты этого параграфа 
понадобятся на!1 лишь в связи с рассмотрением двойных м а г н и т н ы х 

слоев или листков в главе IV, так что чтение этого параграфа можно
отложить ДО § 35. 

Пусть две весьма близких и параллельных друг другу поверхности 

81 и S/ (рис. 32) заряжены электричество)! противоположного знака 
и притом так, что плотности зарядов а и а' на противолежащих. 
элементах обеих поверхностей равны по величине и противоположны 

по зsаку (а= - а'); положим для определенности, что а > О. Если
расстояние между 81 и Si' исчезающе мало по сравнению с расстоя-
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~.1:1~м этих поверхностей до рассматриваемых точек поля, то совокуп

ность по~рхностей 81 и 8/ называется д в ой н ы :м эле кт р и чес к им 
сдоем. Потенциал этого слоя в некоторой точке поля Р согласно (76} 
будет равен: 

r adS \ а' d8 s ( 1 1 ) ер= J -R + 1 R' = а R - Ii' d8, 
s, ~ 8.' s, 

где R и R' суть соответственно расстояния. точки Р от эд~мента d8 
положительно заряженной поверхности 81 и от противолежащего ему 

элемента отрицательной поверхности 8/. Но ( ~ - ~.,) есть прира
щение численной величины радиуса вектора R, проведенного от рас
сматриваемого элемеI:lта двойного слоя в точку Р, при перемещении 

начальной точки этого вектора от отрицательной поверхности к поло

жительной. Пусть n есть направление нормали к двойному слою, на

правленной от отрицательной его стороны к положительной, и пусть l 
есть толщина слоя (расстояние между 81 и 81 '). Повторяя рассужде
ния, приведшие нас в § 10 к формуле (50), убедимся, что 

1-~ = nlgradq (~ }=-nlgrada (1) · 
Внося это в предшествующее ур~нение и вводя обозначение: 

т=аl, 80 
получим: 

cp=-J тng~ad .. (~)-as. 
s, 

81 

Таково окончательное выражение потенциала двойного слоя1 , в ко

тором предполагается, что радиус вектор R проведен о т с л о я 

в u.смедуемую точну п9ля Р. Величина т, равная произведению 

плоwости заряда поверхностей слоя на толщину с;юя, называется 

:м о щ но ст ь ю 1:1 л и м о :м е нто м с л о я; мы будем пользоваться пер

вым термином, сохранял второй для обозначения другого пон.я

тия (§ 35). 

I Очевидно, что двойной з.11ектрический с.1ои кожно расскатриватъ как совокуп

ВQСТЪ пара.uе.1ыщх норма.аи n диnoJteli JJIИIIН Z, зарJЦЫ которых распо.1аrаются по 

uoaefXJIOCTB с.11оя с n.1отностъю а (сравни уравнение 50) . 
.,. 
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Если мощность слоя 't' постоянна на всем: его протяжении - такой 

слой называется о д н о р од н ы м - то потенциал его tp принимает вид: 

81' 

Это выражение допускает чрезвычайно простое геометрическое истол-

1ювание. На основании (49') подынтегральное выражение можно пред
ставить в виде: 

( 
1) nR 1 - пgrada В dS = вз dS = вz cos (R, n) dS. 

Из сравнения выражений (9) и (10) (стр. 12 и 13), следует, что 

по крайней мере по абсолютной величине 

1 
R

2 
cos {R, п) dS = dQ, 

где dQ есть тот телесный угол, под которым элемент двойного с.1юя dS 
виден из точки Р. Что же касается знака, то в рассматриваемом слу

чае, в отличие от § 3, R считается направленным от элемента dS к 
точке Р; стало быть, cos(R, n) будет положительным, если из точки Р 
видна положительная сторона элемента двойного слоя dS, и отрица
тельным в обратном случае (ибо n направлено по условию от отрицатель
ной к положительной поверхности слоя). Условимся считать телесный 

у г о л dQ п о л о ж и т е л ь н ы м, е с л и и з Р в II д н а п о л о ж и т е л ь -
н а я с т о р о н а элемента dS, и отрицательным в обратном случае. 
Тогда уравнение (81 ') 11южно будет записать следующим образом: 

tp=• \ сШ=:2, 
,., s, 

82 

где под Q нужно понимать алгебр а и чес к у ю сумму телесных углов, 

под которым видны элементы поверхности двойногб слоя из точки Р. 

Если все эти элементы поверхности видны из Р с одной и той же, 

например положительной, стороны, то абсолютная величина Q равна 

.очевидно тому телесному углу, под которым впден из Р весь двойной 
слой, или, что то же самое, под которым виден из Р к он тур этого 

слон. Если же весь слой в целом этому условию не удовлетворяет, то 
его всегда r~южно разложить на несколько частей, этому условию 

удо~етворяющих. Ввиду этого содержание уравнения (82) можно 
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выразить следующ1ш образом: потенциал одно род н о r о д в о й -
ного слоя в точке Р равен произведению мnщности 

ело.я • на взятый с надлежащим знаком телесный 

у r о л О, под к от о р ы м виден из Р к он тур это r о с JI о я. 
Особенно просто выражается потенциал з а м к н у т о r о двойного 

слоя (напр., сЛDя, расположенного по поверхности сферы). Rак было 

показано в § 3, всякая замкнутая поверхн0сть видна под углом + 4тт 
из всех точек, лежащих внутри этой поверхности, и под углом О из 

всех внешних точек ( см. в частности рис. 7). Стало быть, потенциал 

замкнутого двойного ·слоя равен нулю во все:м внешнем пространстве и 

равен + 4тrt во всех точках, охватываемых слоем; знак потенциала зави
сит от того, какая сторона слоя (положительная или отрицательная) об

ращена вовнутрь. Таким образом напряженность поля заl\шнутого слоя 

равна нулю (ибо grad(fl = О); потенциал же поля испытывает при 

прохождении через поверхность слоя сначок 4m. 
Существенно, что точно такой же скачок 4тrt испытывает и потен

циал любого н е 3 а м кн у то г о слоя при прохождении через его 

поверхность. Чтобы убедиться в этом, дополним мысленно рассматри -
ваемый слой до полной замкнутости вторым слоем равной мощности. 

При бесконечно малом перемещении точки наблюдения с одной стороны 

исходного слоя на другую потенциал находящегося на конечном рас

стоянии дополнительного слоя остается практически постоянным, тогда 

как потенциал замкнутого слоя в целом· (исходный слой плюс до
полнительный) изменяется на 4тr,. Стало быть, скачок этот равен скачку 

потенциала исходно го слоя. 

Итак, п от е н ц и ал _всякого ( как замкнутого, так и незамкнутого) 

двойного слоя испытывает на его поверхности скачок 

4тт.; очевидно, что скачок этот направлен от отрицат1tльной стороны 

слоя к положительной, т. е. что потенциал слоя возрастает при про

хождении через слой по направлению положительной нормали n. 
Иными словами, двойной слой является п о в е р х н о ст ь ю раз р ы в а 

сплошности п от е н ц и ал а, так что если ({11 есть значение потенцила 

у отрицательной, а ({12 - у положительной стороны слоя, то 

83 

Строго говоря, говорить о скачке потенциала и поверхности раз

рыва можно лишь в отношении бесконечно тонких двойных слоев; 

толщиной же реальных электрических слоев можно пренебрегать лишь 

на достаточно больших расстояниях от них. Однако, если ·rол

щина слоя мала по сравнению с требуемой точностью измерения 
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расстояний, то в ряде случаев удобно пользоваться представлением о 

бесконечно тонком слое несмотрл на то, что, как указывалось на стр. 77, 
напряженность полл на поверхностлх разрыва потенциала обращается 

в бесконечность, т. е. терлет физический смысл. Пользуясь результа

тами. следующего параграфа 1\!ОЖно кроме того показать (что мы пре

.доставляем сделать читателю), что электрическая энергия двойного 
елоя в пределе, при бесконечно малой его толщине, тоже стремитьсл 

н бесконечности. 

Впрочем мы в дальнейшем вовсе не будем пользоваться предста

влением о двойном эле Ii три чес к ом слое и соответственно этому 

б у д е м в с е r д а п р е д п о л а r ат ь, ч т о н е п р е р ы в н о с т ь э л е к -
трического потеннциала q:, нигде не нарушается. 

Теория же двоiiно.rо электрического слоя иможена наъш эдесь лишь 

для того, чтобы подготовить изучение двойных м а г н и т н ы х слоев 

в § 35. 
Заметим, что потенциал двойного слоя может быть непосредственно 

определен из ! формулы (73). Если 8 1 есть поверхность разрыва 

спдошности потенциала, то первый член правой части этой форму.riы: 

не обращается в нуль. Обозначив согласно (83) скачок потенциала 

через 4п-: и приняв во внимание, что 

мы непосредственно приходим к формуле (81). 
Заметим далее, что на каждой из заряженных поверхностей, составлл

а:р 
ющих в совокупности двойной слой, производная , испытывает· с~гла-

о n 
сно (7 4') скачек+- 4па. Однако скачки эти равны по ведичине и противо
положны по знаку, так что при переходе с одной стороны слоя на 

другую а({), а ю1есте с тем и En, остаютсл непрерывными. 
ап 

Упо~1янем в за1:.'lюченuн в качестве примера об одном случае, когда по.1ыование 

понятием .в;войпоrо э.1ектрическоrо с.юя может оказаться удобным. 

При прохож11;еяни тока через э.11ектроJ1ит при иввеетных условиях (завиеяйtих от 

материала э.'!ектро11;а, хи11ической природы з.11еsтролита и т. д.) иаб.11ю.в;аются 88J!е11ия 

так называемой по .11 яр из а ц и и э .11 е кт род о в (не смешивать с по.11яризо.цией ,11;и

э.11е&триков, о которой бу11;ет_ иттu речь в сдедующеu главе!): си.110. прохо)tящеrо через 
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.-э.1ектро.1ит тока при иеизмеиной разности 1Iотвициа.1юв, 11ри.11оже11ной 11звне к э.11ектро.1;ам, 
с течением времени у.меиьmается и может упасть пр,,штически .1;0 ну.в:я. .Яв.в:ение это 

можно исто.11коватъ с.11е.1;ующим образом. Пре;що.в:ожим, что ионы, яв.в:яющиеся иосите

.1ями тока в эJ1ектро.11ите, например анионы (отрицательные ИОЮ,1), по.цоця и: ·притsги 

вающе-му их по.11ожите.11ьиому э.в:ектро.11.у пе отдают е11у своего зарща, .как это бывает 

обычно, а .11иmь распо.11агаются CJioeм у поверхности этого з.1ехтро.1;11,. Этому с.1ою 

..варяжеивых отрнцате.11ьных ионов бу.11;ет противостоять с.11ои по.11ожите.11ьных заря.п;о 

.на поверхности по.1ожите.11ьпого э.11ект1щ11;а (см. ,Рис. 33). Таким образом у этой 
uоворхиости образуется .mойяой з.11еи:трический слой, заря.11; и мощность которого 

буJ.УТ расти до тех пор, пока скачок потепциа.11а , 11 - ft = 4m в этом с.1ое не станет 
l)&BИЬIII при.в:оzеивой иввне равности потенциа.в:ов. Tor.11;a ток через раствор .ирвкра

:тв'l'СЯ, ибо все изме.иевие потенциuа бу.11;ет сосре,11;оточено .umь в тонком ~войиом 
,с.аое у по.в:ожите.u:ьного з.в:ектро.п;а, во всей же оста.11ьиой то.в:ще раствора потеициа.11 

,примет постоsпиое зиачеиие и иапряж<Jп• 

вость по.1я Е станет равной HJJIIO (з.1ектро

-статическое равновесие). На нижней части 

рве. 33 иаиесевы зиачеивs потевциыа иа·раз
. .в:ичянх расстояниях- от э.11ектро.11;ов .11;0 обра

зования .11;во1Iного слоя (ор.11;ииаты сп.аошвой 

.аривоii) и после его образования (пунктирная 

кривая). 

То.БИII образоv образование .l;ВОИИОГО 

·CJioя может обус.11овить П6.11яризацию з.1еnро

_.1;ов. Впрочем это яuеиие моsет обуСJ1ов.1н

ваrься также и рs.11;ом причин совершенно 

.иного ро.1;0.. 

·§ 16. 3ие:,:rии ·uект-.. пчес,в:оrо 
110.1.я. Для создания электрического 

,поля ,нужна эаз-рата известной звер

гии - химической ( гальванический эле
мент, аккумулятор), механической( элек

-тризация трением, динамомашина) и т. 

+ 

,, 
\\ 
11 
11 
11 , , 

d 

--<р+ 

1 •-- - ---- f/J-
~~~·~~~~~......Jl--~.1..----:r 

'--- d---' 
Рис. 33. 

д. Заз-раченная энергия, ко-

.нечно, исчезнуть не может и должна переходить в некоторую иную 

форму энергии - мы говорим, что она переходит в зверrию элек

·трического поля, или просто в элщсrричес1tую энергию .. При·. иечез
новении поля (например, при разряде заряженных проводников) .э.пек

·трическая энергия эта .как таковая исчезает, переходя в энерmю теп

.ловую (нагревание проводников током), механическую (электрQМОтор) 

и т. д. 

1. Подсчитаем, в качестве первого простейшего примера, электриче
·скую энергию заряженного конденсатора емкости О. До зарядки копден

-сатора каждая из его обкладок электрически нейтральна, т. е. содержит 

'В себе равное количество положительного и отрицательного электри

'Чества. Будем заряжать конденсатор, отнимая электричество определен-
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ного знака от · одного из его обкладок и перенося его на другую. 

Практически это осуществляется, как известно, соединением пластик 

конденсатора проводом, в который: включен источник эле«тродвижущей 

силы, например, гальванический: элемент: элемент этот перекачивает

электричество из одной обкладки в другую, пока разность потенциалов. 

этих обкладок не достигнет известной величины. Пусть в некоторый 

момент этого процесса потенциалы обкладок достигли значений <f1 и

({)~, причем q12 > <f1• Перенос следующей порции эле«тричества de с первой 
обкладки на вторую сопровождается о т р и ц ат е л ь н о й работой сил 

электрического поля, равной dA = de ( ({11 - ((1 2) (см.§ 8). Очевидно, что 
"внешние" по отношению к полю конденсатора электродвижущие силы 

элемента, преодолевающие силы этого поля, совершат при этом поло

жительную работу: 

dАвиш = - dA = de ( ({1 2 - ({11). 

Воспользовавшись формулой (42), получаем: dАвнш= е~~- Общая же 
работа, затраченная на доведение заряда пластин от нуля, скажем до, 

е', будет очевидно равна: 

ede е12 

ст'= 20· 
е=о 

Работа эта совершается за счет уменьшения химической энергии· 

гальванического элемента и переходит в энергию электрического поля 

заряженного конденсатора. Обозначал эту последнюю энергию чере3' 

W и принимал во внимание ( 42), полуqим ряд следующих выражений. 
для W: 

\. 
84-

где знак акцента у е нами опущен. 

2. В качестве второго примера подсчитаем энергию двух точечных-
зарядов е1 и е2 , находящихся на расстоянии R12 друг от друга. Всякое 

изменение взаимного расстояния зарядов сопровождается работой 

электрических сил. Предположим например, что заряд е2 остаетСJГ 

неподвижным, тогда как заряд е1 перемещается в поле заряда е2 
е 

из точки Р1 в точку Р/. Если q11 = R 2 есть значение потенциала поля 
12 

заряда е2 в точке Р1 , а <f1 + d<f1 -его значение в точке Р/, то ра-
бота электрических сил при этом: перемещении равна: 

A=-e1d<f1• 
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Работа эта :может очевидно совершаться лишь за счет убыли элек-

тричесной энергии W этих зарядов. Стало быть 

откуда 8& 

Ввиду того, что наблюдению доступны лишь изменения энергии,_ 

а не ее абсолютная величина, :мы для простоты опустили )десь адди

тивную постоянную интегрирования, от взаимного расположения за

рядов независящую ( сравни сказанное о собственной энергии заря

дов в конце этого параграфа). В связи с этим :ыы, одна.но, должны быть.

готовы к тому, что единственно учитываемая нами переменная часть.

энергии W может принимать и отрицательные значения 1• 

Н тому же вырз.жению для W пришли бы мы, конечно, рассма
тривая перемещение заряда в2 в поле неподвижного заряда е1 пли, 

наконец, одноэременное перемещение обоих зарядов. 

Обозначая через (() 2 потенциал заряда е1 в точне, занимаемой за-

рядом е2 ( (() 2 = .;1
-), 11южем вместо (85) написать: 

• 12 , 

У доб нее же всего )заимную элентрическую энергию зарядов е 1 и е2;

записать в симметричной форме: 

·-

o;i;a - • -=---·--~--
8~,

;) 

3. Чтобы определить энергию системы ti точечных зарядов е; (i = 1,_ 
2 · · · · п) мы очевидно для каждой qары этих зарядов должны написать.
выражения типа (85') или (85) и сложить все эти выражения. Собирая 
затем все члены, в которые входит сомножитель ek, убедимся, что-

коффициент при е,,, который мы обозначим через ~ cpk, будет равен: 

где cpk, есть потенциал заряда е1 в точке, занимаемой зарядом ek. 

I ЕСJи sа.ря,;ы е1 и e:i! имеют противопо.пожные sнав:п. 
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Выражение в скобках предстамяет собой очевидно значение потен

диала поля всей системы зарядов в точке, занимаемой зарядом ek или, 

.вернее, потснци:~л всей системы зарядов кроме самого заряда ek ( потен

.циал ~kk заряда ek в мнимаемой им самим точке поля в выражение 

.-для q;ik не входит, да и вообще физического смысла не имеет, ибо 

-ооращается в бесконечность). Итак, взаимная энергия системы п 

.зарядов равна: 

k=n 

W= ~ ~ ektfk• 86 
k=! 

тде fk есть потенциал поля в точке, занимаемой зарядом ek • 

. Чтобы выявить зависимость TV от взаимного расстояния зарядов 

iЮСпользуемся формулой (38), которая в наших теперешних обозначе
;пиях запишется следующим образом: 

n 

{i =ftk), 

"Где суммирование должно 'быть распространено по всем индексам 
:мроме i = k. Внося это в (86) получим: 

J.i=l=k). 86' 

,фор)tулу эту можно конечно получить и непосредственно из выра

~жения (85) взаимной энергии пары зарядов. Поямение же коэффи-

1 
циента 2 перед знаком суммы объясняется тем, что в су:,~му эту 

~нергия каждой пары зарядов входит дважды; так например· в ней 

член е1е2 так и ~ е2е1 
встретится как R , равныи ему член -

1
:,- . 

12 ~21 

Rак и всегда при пользовании представлением о точечных зарядах, 

нужно помнить, что приведенные формулы могут применяться лишь 

в тех случаях, когда заряды системы отделены друг от друга рассто

яниями, достаточно большими по сравнению с размерю,ш этих зарядов. 

Чтобы освободиться от этого ограничения перейдем к разсмотрению 

объемных и поверхностных зарядов. Разлагая систему этих зарядов 

.на совокупность элементарных зарядов pd J' и crd V, применяя к по-
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. еледним формулу (86') и переходя от суммирования к интегрированию, 

\ 15 1-r j W= 2 pcpdV +2 J IJ'f dS, 
l ---- - -- -----·- --

получим: 

87 

где rp есть значение потенциала поля всех объемных и поверхностных 
зарядов в элементе объема -d V или элементе поверхности dS. 

4. Хотя и может казат1:-ся, что ур-ие (87) представляет собой только 
видоизменение ур-ия (86), соответствующее замене представления о то
течных зарядах представлением о зарядах объемных и поверхностных, 

однако в действительности уравнения эти разнятся по своему с оде р

жанию, так что значения электрnческой энергии W, опр~щетrемые 
е одной стороны ур-ием (86 ), а с Другой ур-ием (87), с· у щ ест в ·е н n о 
<>tли«iаются друг от друга. 1{ этdму мnроеу мы еще возвратийея 

в дальнейшем, пока же перейдем к выполн~ниtо 11ад ур-пем (87J'-itре38Ы
чайно важно1·0 преобразования. 

Чтобы подготовить это преобразование ПОJIОЖИМ в теореме ГрЯ'на 

( 70) ф = rp. nриняв во внимание, что VCfl = gradrp = - Е . и что 
V 2(fl=-4пp, получим: 

5 
~, 

(- ер-4пр+Е2) dV = рер ~dS, 
v s+s,' 

rде поверхностный интеграл должен быть распространен, во-первых, 

по поверхности 81, ограничивающей извне объем интегрировашт ''V, 
и, во-вторых, по noвepxнoC'lttti,S\', выделяющей из этого объема мо
гущие лежать ·в Ireм заряженные поверхности Si, т. е. поверхности 
разрыва градиента ер ( сравни § 13). Что же касается потенциала ер, то 

no соображеяитr, изложеняым на стр. 7 7, мы считаем его всюду не

прерывным, т. е. отказЬIВ&емея от .рассмотрения двойных э.лектрических 

-слоев. 

Нак и при выводе формулы (72'), будем стягивать поверхности 8/ 
еп.лоть до совпадения их с uоверхиостям:и раврыва S1; повторяя ыреж

ние рассуждения и ПОJIЬЗУЯСЬ обозначенияп § 13, получим, по.аагая 
1Р1 = ер2 = ер: 
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или, ввиду (74), 

i'ltp i ~im f ({) i'ln dS = 4тт ([)OdS. 
s, ...... s, 8.' 8, 

Внося это выражение в предшествующее уравнение, мы после разде

ления обеих его частей на 8тт и перестановки членов получим: 

88 

Первые два члена правой части этого равенства аналогичны выражению, 

(87) энергии W, однако интегрирование распространено в данном 

случае не по всем находящимся в поле зарядам, а лиш~ по тем из них~ 

которые находятся внутри объема V. Сумма этих членов нс совпадает 
со взаимной энергией зарядов, находящихся внутри У, пбо значение 

потенциала ({) зависит также и от расположения зарядов вне V. 
Предположим, однако, что интегрирование распространено по пол

н о м у п о л ю; под этим выражением понимается, что а) область 

интегрирования У охватывает все взаимодействующие заряды и Ь) что 

граница этой области S проходит вне поля, т. е. что напряженность. 
поля Е = - grad([J на поверхности 8 равна нулю. В этом случае по
следний член правой части формулы (88) обращается в нуль, первые 

же два становятся равными полной энергии поля W; стало быть, для_ 
полного поля (88) принимает вид: 

Заметим при этом, что граница 8 нашего поля может в отдельны~ 
случаях лежать на конечном расстоянии от системы зарядов; так на

пример, граница полного поля зарядов, заключенных в металличес1юй 

оболочке (рис. 22), проходит внутри этой' оболочки. Вообще же говоря 
под полным полем нужно и можно понимать все безграничное про

странство, ибо при удалении граничной поверхности S в бесконечность, 
подинтегральное выражение последнего члена формулы (88) убы:вает 

1 
согласно (75) не медленнее, чем лs, тогда как поверхность интегриро-

вания S растет пропорционально R 2; поэтому при R ...... OJ этот член 

обращается в нуль. В целом ряде дальнейших выводов мы подобного 

рода рассуждений, уже встречавшихся на:м в § 13, повторять не будем,_ 
а будем кратко ссылаться на тот факт, что интеграл по о гр а-
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ничивающей полное по_ле поверхности S обращается 
,1! ну ль. 

5. Итак, электрическая энергия полного поля равна: 

тv= 8~I в2аv. 89 

С· матем ат и чес 1, о й 1очки зрения это уравнение представляет 
<Собою лишь преобразованную форму уравнения (87) и совершенно ему 
.эквивалентно. Однако формально математическое преобразование урав

:нениii весьма часто открывает возможность совершенно новой физ и

ч е с 1- ой ин тер прет а ц и и выражаемых ими соотношений. Уравнение 

-(89) выражает электрическую энергию в виде бесконечной сумr.1ы 

1 
-слагаемых, каждое из которых равняется 8тт E 2d V и относится к опре-

.деденному элементу объема dV. Поэтому в уравнение это можно вложить 
-следующий физпческой смысл: носителеr.1 · электрической энергии 

является электрическое поде, причеъ1 энергия поля л о к ал и з о в а н а 

в пространстве та~,, что в каждой единице объема содержится коли

чество энергип 1с, равное 

1 
m=-E2 

8тт ' 
89' 

где Е есть напряженность электрического поля в данном элементе объ

·ема. Величина iv 11южет быть названа о б ъ е 111 н о й п л о т н о с т ь ю 

.электрической э н е р г и и. 

Напротив, уравнения (86) и (86') могут быть непосредственно истол
-нованы в том смысле, что электрическая ·энергия есть энергия в за и -
м о д е й ст в и я электрических зарядов, и притом взаимодействия на 

расстоянии ( actio in distans, дал ъ но действие); так например, 

уравнение (86') выражает общую энерrию систе~1ы зарядов в виде суммы 
энергий взаимодействия каждой пары из них. Очевидно, что при таком 

истолковании отметается всякая возможность локализации энергии 

в определенных участках пространства. 

Создатели теории эдектромагнитного поля Фарадей и Маl\сведд 

вкладывали в уравнения (89) и (89') совершенно конкретное физиче
еное содержание. С точки зрения созданноii ими 111еханистической 

теории эл.-магн. ямений возбуждение электрического поля сводится 

к возникновению деформаций гипотетической упругой среды - эфира; 

электрический вектор Е есть мера этой деформации, а энергия элек

трического поля есть не что иное, как упругая энергия деформирован-

1юго эфира. ltar; пзвестно из теории упругости, в каждом элементе 
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объема деформированного тела заключается определенное rюличеств(} 

упругой энергии, пропорционал:ьное нвадрату величины деформации 

этого элемента. Стало быть объемная плотность упругой энергии эфира 

в элентрическом поле должна быть пропорционадьной нвадрату напря

женности поля Е, что вполне согласуется с (89'). 
В настоящее время можно .считать установленным, что подобное 

механистичесное истолнование электричесних явлений не выдерживает 

нритини фантов. Однако самое представление о лонализации элентри

чесной энергии в пространстве с объемной плотностью w, инымк 

словами предстаВЛQНИе о том, чтq элентричеснал энергия есть энергия 

элентричесного пол л, сделалось прочным достоянием науни. Ионечно 

благадаря полной :математичесной энвивалентности уравнений (87} 
и (89), оба эти уравнения, а стало быть и оба приведенные истодно

вания их, одинаково хорошо согласуются с данными опыта. Однако 

эЮ1ива.пентность этих у~щвнений и:мееr место лишь в э л е н т р о ст ат и

ч е с к о :м r:юле. Перейдя к изучению переменных элентромагнитных 

полей, и, в частности, к изучению элентромагпитных волн, мы познано

ми:мся с явлениями, ноторые могут быть истолкованы лишь на основе 

допущения о лонализацип энергии в электромагнитном поле. 

6. Вернемся теперь к вопросу о различном содержании уравнений 

(86) и (86') с одной стороны, и уравнений (87) и (89) с другой. Что 
эти уравнения разнятся по своему содержанию явствует хотя бы из 

того обстоятельства, что энергия W, определяемая уравнением (89 ), 
не может принимать отрицательных значений (ибо в2 > О), тогда как 

ее 
согласно (86') энергил взаимод~йствил двух точечных зарядов R~ 

]2 

отрицательна, если заряды эти разнои:менны. Обясняется это тем, что а 

уравненилх (86) и (86') учитывается лишь взаимодействие ряда "точеч
ных." зарядов, но не в з а и м о д е й с т в и е о т д е л ь н ы х э л е 111 е н т о 1$ 

каждого таного з а р яд а м е ж д у с о б о й. Действительно, если мы 

имеем дедо, например, лишь с одним единственным "точечным" зарядом 

е1 , то .Qыраженил (86) и (86') обратятся. в нуль, тогда как выращеuия 
(87) и (89) будут иметь отличное от нуля и притоъr положителън;ое 

значение, равное так называемой "с о(> ст венной э не р r и и" за
ряда е1 • В том, что эта собственная энергия всегда положительна,. 

можно убедиться дибо непосредственно из уравнения (89), либо из того 
обс~лтельства, что приписывал заряду е неноторЬJй объем, разбиваа 

его на эдементы de; и вычислял энергию взаимодействия этих эле

м:ещов, :мы :получим сумму п о л о ж и т ел ь н ы х выражений типа 

de, qs,. ( _ 
ибо все юементы одного и того же заряда имеют одинаковыи 

Ru. 
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знак). Собственная энергия заряда зависит конечно от его размеров. 

и равна той работе, которую совершили бы силы взаимного отталки

вания между элементами заряда, если бы эти элементы разлетелись. 

в стороны и удалились. в бесконечность. 

Рассмотрим в заключение полную (т. е. собственную и взаимную). 

энергию двух зарядов е1 и е2 • Пусть каждый из этих зарядов в отдель-· 

ности возбуждает соответственно поле Е1 и Е2 , так что результи

рующее поле Е обоих зарядов равно: 

и 

Полная энергия зарядов е1 и е2 согласно (89) будет равна 

ИЛИ 

90· 
где 

90~ 

суть собственньiе энергии зарядов с;:·· п ·е2~ а ·· 

90'" 

есть их взаимная энергия. Из 

следует 

так что 

Таким образом положительная собственная энергия зарЯдов всегда,. 
больше (или в крайнем случае равна) их взаимной энергии, могущей;. 
иметь нак положительные, так и отрицательные значения. 

Справедливость этого положения явствует впрочем и непосред
ственно из того обстоятельства, что собственная энергия заряда соот

ветствует взаимо,J;ействию его собственных элементов, среднее расстояни~ 
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-которых друг от друга меньше, чем расстояние их до эдементов дру

rого заряда. 

При всех возможных перемещениях зарядов, не нарушающих их 

формы и размеров, собственная энергия зарядов остается постоянной. 

Поэтому при этих перемещениях члены W 11 и W22 можно считать адди
·тивны11ш постоянными в выражении энергии W, изменения которой 
.всецело определяются изменением взаимной энергии зарядов W12 • При 

достаточно больших -расстояниях между зарядами выражение (90") 
.для тr12 сводится очевидно к выражению (85) (см. задачу 15, стр. 98). 

Чрезвычайно важно отметить, что э н е р г и я электрического поля, 

не обладает свойством ад д и т и внос т и, т. е. что энергия 

nоля Е, являющегося суммою двух полей Е1 и Е2 , вообще говоря 

не равна сумме энергий слагаемых полей ( если только W12 не равно 

нулю). В частности при возрастании напряженности поля в п раз 

:энергия поля возрастает в п2 раз. 

ПР и 111 ЕР 1. Полная эмктрическал энер~ия сuсте.щ,а заряженных про
{Jодников. - Пусть в поле расположено п проводников; обозначим со

-ответственно через S,, tf, и е, поверхность, потенциал и общий заряд 

i-ого проводника. Предполагал, что все заряды расположены на по

верхности проводников, так что р = О, и приняв во внимание, что 

лотенциал каждого проводника постоянен на всем его протяжении, 

получим из (87): 

Интеграл а по поверхности проводника равен его обще:\rу за

,ряду е,; поэтому 

п 

TV =-} ~ е1 :р 1 • 91 

i=1 

:'3ту формулу, выражающую полную энергию заряженных 

n р о в одни к о в, не нужно смешивать с вполне аналогичной фор-

111улой (85), выражающей в за им н у ю энергию то ч е ч н ы х за

_р яд о в. Заметим, что вырашение (84) энергии конденсатора является 
частным случае~~ формулы (91)1. 

I Пре;,;лагаем читателю в качестве упражнения непосре;,;ственным вычпсление:11 

убщпться на конкретных примерах плоского, цплив;,;рнческоrо II шарового кон;,;енсатора 

-в тож,;естве аяачений эяерrин, по.1учае111ых по формуде (84) с о,;нотт стороны, и по фор_ 
-му.1е (89) с ,:ругой. 
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ПР им ЕР II. Энер~ил точечно~о зарлда и дипод,л во внешнем эд,ех

·трическом поле. - Часто приходится рассматривать работу электриче

ских сил при перемещениях некотороrо заряда е в заданном "внешнем" 

поле других зарядов, остающихся при этом неподвижными. Rак 

юаимнал энергия этих "внешних" зарядов, так и собственная энергия 

-их и заряда е остаются при этом неизменными; переменная же часть 

энергии поля, за счет которой совершается работа электрических сил, 

носит назооние "энергии заряда е во внешнем поле". Она равна, оче

видно, 

W=er.p, 92 

.где 'f есть потенциал внешнего поля в точке, занимаемой зарядом е. 

Формула (86) представляет собой частный случай формулы (92). 
Если во внешнем поле находятся два заряда е > О и е' = - е 

(рис. 20), образующие диполь бесконечно малой длины l, то энергия 
.этих зарядов во внешнем поле равна 

тде 1 и 1t' суть потенциалы в н е ш н е г о поля в полюсах диполя. Нс 

,е точностью до величин второго порядка малости 

:Р = t' + :r l = ер' + l grad 'f = 'f ' - IE. 

·Стало быть, 

П'=-еlЕ=-рЕ, 92' 

где р есть момент диполя (см. ур. 41), а Е-напряженность внеш
него поля. Rонечно, в этом выражении не учитывается взаимная 

.энергия зарядов диполя, величина которой изменяется лишь при: из

.менепии длины диполя l. 
3 Ад А ч А 14. -Показать, что (собственная) электрическая энергия 

.заряженного шара радиуса а равна 

е2 
W=-2a' 

,если заряд е распределен по поверхности шара ( проводник), и что 

3е2 

W=-
5a' 

.если он равномерно распределен по всему о б ъ е м у шара. 

? . И. Т а м м. Основы теории с:tJJе1~ичества, том 1. 
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3 л д л ч л 15. Показать, что если расстояние между зарядами 

е1 и е2 достаточно велико по сравнению с их размерами ( точе•шые
заряды), то выражение (90") взаимной энергии W12 этих зарядов сво

дится к выражениям (85) и (85'). 
§ 17. Пощ:r,ером:оторны:е сиJп,1.-1. По данному в § 2 определению· 

основная величина, характеризующая электричесlQОО поле - его напря

женность Е - равна рассчитанной на единицу заряда .· пондеромоторной 
(механической) силе, действующей в данной точке поля на пробный 

заряд (заряженное тело). При этом нужно, конечно, иметь в виду, что 

си..'lа, действующая на какой-либо заряд определяется, очевидно, на

пряженностью того поля, в которое п ом е щ е н этот заряд, а не 

того полн, которое возбуждается им: самим. Стало быть, говоря, на· 

пример, что сила, действующая на точечный заряд е равна 

l'=eE 
.,-·\_...··~.· 

(сравни ур. 5), !IЫ должны понимать под Е напряженность поля,. 

возбуждаемого всеми зарядами системы · !< е о :м ~ самого заряда е. 

В случае точечного заряда, это впрочем самоочевидно, ибо напря

женность его поля в занимаемой им точке пространства обращается. 

в бесконечность. 

___]~o_Qoc_-Q ••. ~---8~Й~J'~Y10~~0.. .. 1!a поверхностные за р ~-~-~-· 
тре_оУ.~Lf.~ециального исследования. Йбо напряженность поля Еи:меет 
по. обеим ~аj'{'-зарJiжёййоif . поверхности различные значения 
(ур. 20) и, стало быть, значение вектора Е на самой поверхности 

остается неопределенным. 

В случае одного единственного уединенного проводника все элек-· 

трические силы сводятся ко взаимному отталкиванию элементов заряда 

этого проводника. Ввиду того, что взаимно отталкивающиеся элементы 

заряда не могут покинуть проводника, к поверхности проводника 

будут приложены пондеромоторные силы, стремящиеся ее растянуть 1 ~ 

Подобного же рода силы будут очевидно приложены и к поверхности. 

неуединенного проводника, помещенного в произвольное электроста

тическое поле. Чтобы определить величину этих сил разс:мотрим не

который элемент dS поверхности проводника. Напряженность поля. 

с вне ш ней ст о р он ы элемента dS, согласно (78), равна 

Е=4паn 

t ЕСJ1п сообщить э.11ектрп11ескпй зарщ 111Ш1ьвому пузырю, то по,; ВJ1nяввем этих. 

си.1 оттыв;пваввя пузырь бу,1;ет расширяться АО тех пор, пока. ови ве уравновесятся 

св.1амн поверхвоствого ват1tжевня в разницей ,.;ав.1евпя воз,1;уха внутри и вве пузыря. 
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-(где а- плотность его заряда) и направлена нормально к его поверх

ности; внутри же проводника Е = О. Однако Е есть напряженность 

результирующего поля всех имеющихся зарядов, в TO!I[ числе н 

заряда самого эдемента dS: 
Е=Е'+Е", 

где Е' есть поле элемента dS, а Е" - поле остальных зарядов. В 

двух смежных точках, лежащих по разным сторонам элемента dS, 
поле этих зарядов будет, очевидно, одинаковым, поле же Е' будет 
иметь одинаковую величину Е, но различное направление (рис. 34 ). 
Стало быть, с внешней стороны 

элемента dS Е = Е + Е" = 4тта, 
а с внутренней Е = Е - Е" = О, 
откуда Е = Е' = 2 rта. 

Сила, испытываемая зарядом 

adS элемента dS, определлетсл 

полем Е" зарядов, лежащих вне 

этого элемента, и, стадо быть, 

ращш 

1 
E'adS=2пa2dS= 

2 
EadS. ----Таким образом н а е д и н и ц у 

Е=о 

Рис. !14. 

поверхности проводника действует пондеромоторнан 

\ 1 . 1 \ 
{ f =2па2 =-2Еа= 8пЕ2, 
\ . ------·---~-~- ___ , __ . 

s 

сила (: 

93 

наuравленная по внешней нормали к этой поверхности. Эту величину f 
можно, очевидно, назвать п о в е р х н о с т н о й п л от н о с т ь ю п о н д е-

- ,- - ·- . ,~~-- --~-----~---· ---
ром от о р н ы х сил. 

~---Рассмотрим еще для полноты случай объемного распределения заряда 

с плотностью р, хотя в электростатическом поле в отсутствии диэлектриков 

этот случай неосуществим 1• Если элеn-трические заряды неразрывно 

связаны с элементами d V объема некоторого тела так, что переме

щение заряда р d JТ возможно лишь при соответствующем перемещении 
элемента тела dJl и обратно, то на каждый элемент этого тела будет 
действовать сила 

93' 

1 31 исuючевием иео.в;вороАВых прово.в;виков, внутри которых деilствуют сто
роияие зJе&тро.в;вижущие си,11,1 (см. § 28); ва этом с.,учае мы остаиавJ1иватьея не 
4у.в;ем. 

7• 
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где Е есть напряженность поля в элементе d V. Ибо хотя поле Е сла
гается из поля зарядов, лежащих вне d V, и поля заряда самого 

элемента d V, 0;1.нако, напряженность поля бесконечно малого объем -
но r о заряда р d V бесконечно мала даже. внутри самого этого за

ряда и стремится 1t нулю при беспредельном уменьшении его раз

меров. Проще всего убедиться в этом, приняв для простоты, что 

элемент d V имеет форму шара, так что поле его определяется 

формулой (18'). 
Из (93') следует, что объемная плотность . ПOHД13pQMOT_Qp_I.J_ЫX 

сил равна: -- -,··=рЕ. -\ 
_,___---. 

93" 

2. Хотя приведенные формулы и достаточны для опред~ления понде
ромоторных сил электрического поля, однако, часто оказыва~тсл более 

удобным опреде.r11пь величину этих сил путем рассмотрения изменений 

э н ер r и и пол я. Перемещение тел в электрическом поле сопрово

ждается, вообще говоря, как изменением энергии W этоге поля, тю, 

и работой А пондеромоторных сил поля. Если при этом не происходит 

преобразования других форм энергии (тепловой, химической и т: д., 

см. ниже), то работа пондеромоторных сил А должна, очевидно, совер

шаться за счет изменения aw энергии под11, так что 
D) A=-HV. 94 

Исходя из этого соотношения, мы и определили в прошлом пара

графе энергию поля W; обратно, знал W, мы на основании (94) ъiо
жем определить работу А, а, стало .быть, и величину совершающих 

эту работу пондеромоторных сил. 

В качестве простейшего примера определим этим способом силы 

взаимного притяжения пластин плоского конденсатора. Энергия этого 

1юнденсатора ря.вна (см. ур. 84 и результаты решения задачи 8, 
стр. 48): 

е2 2пе2d 
пr=-==--· · 20 S 

При разд в и r ан и и пластин, т. е. увеличении их расстояния ll, 
совершаетс11 работа 

· 2пе2 

A=-aW=-8 aa. 

С другой стороны, если f есть сила притяжения, испытываемая наж

дой единицей п ове рхно сти пластины конденсатора, а F- об
щая сила, действующая на всю поверхность пластины S, то 

A=-F.td=-fS,ad. 
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Приравнивал полученные выраженил, найдем: 

2пе2 

Р = f 8=. 8 = 2тт:, 2 ,S, 

где а есть плотность -6арлда на поверхности пластин, что вполне со

гласуетсл с (93). 
В предыдущем мы нелвным образом предполагали, что при сме

щении пластин конденсатора заряд их е остается постоянным. Мы 

получили бы совершенно иное значение величины дW предположив, 
что не зарлд, а р аз н о с т ь п о те н ц и а JJ. о в пластин конденсатора 

q,2 - r.p1 остаетсл постолнной при их смещении. На основании (84) и 
( 42) для конденсатора любой формы имеем: 

( е2) е2 е 1 . '\ 
e=const; д,W=д 20 =- 202 д0=- 2 (1.fJ2-1.fi1)2дO; J 

1.f)2-f1=COnst; д'!'W=г{{c(r.p2-1.fJ1)2}={(r.p2-1.fJ1)2дO; ~ 

J 

95 

т. е. 

д W=-дW=A '!' • . 

Таким образом сопровождающие перемещение обкладок :конденса

тора измененил его электричес:кой энергии при е = const и при 

!р2 - r.p1 = const равны по величине, но противоположны по зна:ку. 

Объясняется это тем, что разность потенциалов обкладок конденсато

ров может оставаться неизменной при перемещениях этих обкладок 

(изменении емкости) лишь в том случае, если эта разность потен

циалов поддерживается неизменной некоторыми с тор о н н и м и эле :к

т р од в и ж у щи м и с ил а м и неэлектростатического происхожде

нил (§ 28), совершающими при изменении а некоторую добавочную 
работу. (Это имеет, например, место при присоединении обкладок 

конденсатора к полюсам гальванического элемента.) Действительно, 

ввиду соотношения ( 42): 

изменение емкости О при постоянном q,2 - rp1 должно сопровождаться 

изменением заряда конденсатора е: 

Т. е. перенесением заряда де С ОДНОЙ ИЗ обкладо:к :КОНденсатора на 
другую. При прохождения этого заряда де через включенный между 

обкладками :конденсатора гальванический элемент, химическая энер1ия 
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этого элемента, как мы увидим в главе Ш, уменьшается, а электро

движущие силы элемента rfj совершают работу P=r/]te. 
В разомкнутой цепи, состоящей из элемента и liонденсатора, 

6'=•.р2 -(!) 1 и, стало быть, 

или, ввиду (95), 
P=(f2 -f1) ае= (({12 -f1)2aO 

P=2a'rW=A+д9W. 95· 

Таким образом при ({12 - ({11 = const работа А пондеромоторных сил 
поля совершается не за счет энергии поля W, а за счет химической 
энергии гальванического элемента (или энергии другого источника 

сторонней электродвижущей силы). В частности, пол о житель на я 

работа пондеромоторных сил А сопровождается п р и р а щ е н и е м 

электрической энергии W, происходящим танже за счет энергии галь
ванического элемента. 

Таким образом формула (94) справедлива лишь при условии, что 
перемещение тел в электрическом поле не сопровождается работой 

сторонних электродвижущих сил неэлектростатическоrо происхожде

ния. Rроме того условием применимости формулы (94) является, оче

видно, д о с т ат о ч н а я м ед л е н н о с т ь п е р е tti е щ е н и я тел, а 

именно столь малая спорость перемещения, чтобы в каждый данный 

момент процесса электрическое состояние системы могло бы быть 

описано уравнениями электростатики (т. е. бесконечно мало отлича

лось бы от равновесного). 

В следующей главе, основываясь на формуле (94), мы выведем из 
выражения энергии значение пондеромоторных сил в общем случае 

наличия произвольной диэлектрической среды. 

§ 18. Нер:тойчивость злектрических систем. Связи. -1. Для 
э.11ектрической теории строения материи чрезвычайную важность пред

стамяет вопрос о возможности у ст о й ч и в ы х конфигураций элек

трических зарядов. ~ели материя состоит из электрических зарядов -
электронов и протонов, - и если система таких зарядов не может нахо

диться в устойчивом ст а т и ч е с к о м равновесии, то в атомах и моле

кулах всех тел заряды эти должны находиться в состоянии непрерыв

ного движения. 

Для наших целей достаточно будет доказать неустойчивость ста

тической системы т о ч е ч н ы х зарядов, хотя соответствующие поло -
жения применимы и к зарядам объемным 1 . Из формулы (94) следует, 

[: 

t В частности, для того чтобы объяснить устоiiчивость самих электронов и про
онов, необхоJ1,имо допустить существовuие CИJI неэ.11ектрическоrо происхоZ,J.еиия, про

ятствующи)J: раЗJJетанию э.11ементов этих зарЯАОВ ПОА влиянием взаимного отта.1кивания. 
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-что электрич~kа.Я __ энергия W с.ис.~_рд,!!9..!!,, в.r.v.~щ~ __ l!Qдk __ цg_r_eя-. 
J!-!1-~~Jl~~=-Ш!Щ>rnи _at.Qj ___ ~il~'J.'J}!f.1>!, ибо убыль энергии W равна 
работе, совершаемой силами поля. На освоиании общих положений 

механики условием у ст о й ч и в о r о равновесия является м и н и м у м 

потенциальной энер1'ПЙ, -ёта.ло' 6ытъ, в данном случае минимум элек
·трической энергии W. Энергия системы точечных зарядов, согласно 

·( 86'), равна 

11 является функцией координат х., !/;, s, всех зарядов системы l';, ибо 

R,1c = V (х,-х,.)2 + (У, -yk)2 + (z, -z,J2 . 
.Для того, чтобы функция W обладала минимумом, необходимо, во-пер
вых, чтобы первые проивводные W по всем координатам всех заря
дов обращались в нуль, и, во-вторых, чтобы вторые производные от П' 

по координатам :I\, !!,,, zh были положительны 1 : 

для любого h. 

Но 

где vh означает диффере~щиальный оператор, соответствующий про

странственному дифференцированию по координатам X1i, yh, zh за-

i i) +k i) • i) 
~\= - -+.J--

i)xh ~" i)z" 

{ сравни ур. 60). Очевидно, что при h =# i и k ==j:. k 

v 2
(-

1 )-о· " R,1c - ' 

~ели же k=i, либо если h=k, то это соотношение все же остается 
справедливым в виду (59). А раз так, то 

c12W c12w c12w 
vh2 w =--,.-2+ ~+'2=0. 

о.Т1, оу" oZh 

------ ------------- ----
1 Усдовия, которы111 ,а;олжиы }'дов.,1етворять 

t):tW 
~· вас 3десь не интересуют. 
ох1оу1 

провзво11,J1ые типа 
i'ltW 

--- в clx,i'lxk 
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Таким образом требование, чтобы все вторые производные JV по коор-:--

1 
динатам были положительными,.· невыполнимо, энергия W не мож. ет 
обладать :минимумом и, стало быть, у с то й ч и в а я с т ат и ч е с к а я 

конфигурация электрических зарядов невозможна. 

Это положение носит .название теоремы Ир н шоу (Eц.renshaw 1). 

Физический смысл этой теоремы станет нсным, если мы вспомним~ 

что одноименные заряды притягиваются с возрастающей силой вплоть. 

до совпадения друг с другом, т. е. вплоть до взаимной нейтрализации 

или уничтожения, разноименные же оrrалкиваются вплоть до удаления 

в бесконечность. 

2. Можно считать твердо установленным экспериментально, что рас
стояние между частицами электричества ( электронами и положитель
ными ядрами) 2, входящими в состав атомов :материальных тел, весьма 
велико (порядка 10-s см) по сравнению с размерами самих частиц 

( не свыше 5 · 1 О - 12 см). Поэтому каждый атом можно считать систе

мой то ч е ч н ы х зарядов, к которой применима приведенная форму

лировка теоремы И р н ш о у. Так как с другой стороны атомы хими

ческих элементов представляют собой несомненно устойчивые системы, 

то следовательно по ст р о е н и е :м а те р и и и з э л е кт р и ч е с к и х 

ч а с т и ц в п р ед ел ах э л е кт р о ст ат и к 11 н ев о з м о ж н о и 

ат о м до л ж е н п р ед с та в ля т ь с о б о й д и на м и ч е с к у ю с н

с тем у. Соответствующее этому выводу представление об устойчивом: 

периодическом (или ква.··ш-периодичес1юм) движении электрических ча

стиц '1 недрах атомов щ~жит в основе современной теории материи 

и находит себе подтверждение в целом ряде физических JI!J.)Ieний з. 

Правда, представление это связано со значительными ПI"нципиальнымк 

трудностями, ибо ускоренное движение электрических зарядов согласно 

законам электродинамики неразрывно связано с излучением электро-

t Основывмсь на том, что электрический потенциал 'f во всех свободных от 

зарщов участках поля удоВJiетворяет уравнению Л а п л а с а (56'), можно совершенно 
аналоmчным образом показать, что во всех этих участках поля значения потенциала 'f 
не могут обладать ин максимумом, ни минимумом. 

t В сущности ядра атомов (за ис1tJiючением щра водорода) состоят в свою оче

редь из и е с к о л ь к и х протонов и электронов; однако в виду ма.~ости размеров 

этнх 1-дер (не свыше 5.10- 12 с.к) каждое такое сложное ядро в целом иожно рас

сматривать как одну электрическую частицу. 

з Доказательство теоремы Earenshaw основывается в сущности лишь на обратной 
пропорциональности ква.1.рату расстояния CНJI взаимодействия между точками систеМЬI, 

так что теорема. эта применима и к .111атериа.1ьным точкам, тяrотеющим по закону 

Ньютона (солнечная система). Устойчивость со.шечной системы также обеспечивается 

лишь д в п же и и е м планет. 
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магнитной энергии (волн), т. е. не может быть устойчивым. Однако зто· 

противоречие повело не к отказу от динамической модели атома, а 

к отказу от классическО!i . злек!р_одинамики. в по,льзх :устр~l!~ 
'это противоречие теории кв11!1тов. 

Можно бьuо бы искать выход и:~ ука3анноrо противоречия в пре.шо.1ожении~ 

что закон К у д о н а перестает быть применимым к эдементарным зарщо.м, нахо,1;я

щимся на чрезвычайно мWlых расстояниях ,1;pyr от .11;pyra, и что такни образом тео

р_емо. И р н m о у к внутриатомным во.ря.11;а111 неприJiожима. О.11;но.ко ря.11; эксперимен-· 

нuьных исс.11е,1;ований (в особенности изучение рассеяния сz-.11учей при прохоЖJJ;ении 

111 через материю) поко.за.10, что Ку.11онов паков взаимо.11;ействия то ч е ч и ы х варя
.11;ов остается справедливым .11;0.же при с/5.nижении э.11ектрических частиц .11;0 расстояний 
11оряАКа 10- t2 с.м, тогда как норма.11ьное расстояние этих частиц в о.томах соответ

ствует прим~рно 10-s с.к. Но.конец те же исС.11е.11;ования доказали несостояте.11ьность 

статической моде.ш о.тома Дж. Дж. То 111 с о и а, о которой будет упомянуто в СJ1е

.3.ующе11 паро.rро.фе. 

3. Обратимсл к макроскопической теории электростатических лвлений,
составляющей основной предмет изложения настоящей главы. Согласно 

'fеореме Earensha w чисто электростатические системы не могут быть 

устойчивыми. Чтобы избежать, однако, рассмотренил скрытого движенил 

элементарных зарлдов, макроскопическая злектростатическал теорил 

пользуетсл формальным представлением о добавочных силах или с в л

з л х не з л е н т р о ст ат и ч е с к о г о пр о и с х о ж де н и л, обеспечиваю

щих требуемую устойчивость заряженных систем. В зтом отношении 

существует полная аналогия электростатики с механикой, широко поль

аующейся представлениями о связях, осуществляемых с помощью опор, 

закрепленных &ей, нерастяжимых нитей и т. д. Нонечно, подобно тому 
как при дальнейшем изложении механики раскрывается физический ме

ханизм связей (силы упругости), так и перед дальнейшим развитием 

теории электричества встает задача раскрыть физический смысл фор

мально введенных сил связей нез,1ектростатического происхождения. 

В пределах электростатики достаточно близкое первое приближе

ние к действительности может быть достигнуто введением в рассмотре

ние двух основных родов связей, соответствующих. во-первых, и де

а льны м про води икам и, во-вторых, идеальным ди зле к тр икам_ 

Что касается проводников, то явно не упоминал об этом мы фактически , 
пользовались во всем предыдущем: допущением, что на поверхности 

~~о-~одников существуют некот9_рые ~силы 1183,JIQКТ~-flfIO-· 

исхождения, препятствующие выход~ш~;_ов эа п~>Ве~I}9сть црово.k.. 

"ника:--деиствитёльно;--·толъко'-эти- силы обеспечивают устойчивость 
сh-С'l'емы заряженных проводников; в противном случае наличие, на

пример, уединенного заряженного проводника было бы невозможным --
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злементы его заряда под влиянием взаимного отталкивания разлетелись 

бы в стороны и удалились в бесконечность. Впроче1t1 в предшествую

щем параграфе эти силы связи были нами учтены при выводе 

пондеромоторных сил, действующих в электрическом поле на поверх

ность проводников; пользуясь терминологией механики, мы можем 

назвать эти силы реакциями связей. 

Свойствам диэлектриков будет посвящена следующая глава. 

* 



П. ДИЭЛЕКТРИКИ 

* § 19. Диале.ктрвки cJ .квазиупруrи111и циподями.-1. Диэлектрики-

непроводники электричества 1 ; поэтому мы можем предположить, что 

в нормальном состоянии атомы или молекулы диэлектриков, в отличие 

от атомов металлов, электрически нейтральны, т. е. что от них сво

,бодные электроны не отщепляются 2 • 

Равнодействующая электрических сил, действующих на нейтральную 

молекулу в однородном (Е = const) электрическом поле, очевидно, 
равна нулю; поэтому центр тяжести молекулы диэлектрика в однородноъ1 

поле остается неподвижным. Однако электрические частицы противопо

ложных знаков, входящие в состав молекул диэлектрика, должны под 

воздействием сил поля смещаться в противоположные стороны. :Можно 

получить достаточно точное описание целого ряда макроскопических 

явлений в диэлектрике, если исходить из следующего упрощенного пред

ставления: каждая молекула диэлектрика состоит из одного положитель

ного и одного отрицательного зарядов + е, при отсутствии внешнего 

электрического поля столь близко расположенных друг к другу, что 

заряды эти взаимно нейтрализуются. При возникновении же внешнего 

поля заряды эти под воздействием сил поля несколько раздвигаются, 

причем расстояние l между ними растет пропорционально внешнему 

полю Е. Иными словами, заряды эти образуют диполь, момент которого 

р паралледен и пропорционален полю Е: 

p=el=~E, 97 

t В сущности все жиэдектрики обладают некоторой, хотя и весыш малой прово

.1.икостью, так что понятие идеадьиоrо непроводяпка является .1ишь первым приб.1иже

ние11 к деиствите.1ьности. 

i Впрочем мноrие твердые диэ.1ектрики построены не из нейтрадьиых 110.1екр, 

а из заряженных ионов, расподожеяных в уз.1ах кристаддической решетки. Тем пе 

менее и к подобным диэдектрикам основные по.1ожеяия излаrаемой теории все же 

остаются применимыми, ибо перемещение заря,;ов в этих диэлектриках сводится 

11: по.1Яризации отдеJIЬПЬIХ ero ионов. Разумеется в Бристал.1ическнх аиизотропПЬ1х 

сре.-ах уравнения подя приобретают ииоfl вид. 
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где коэффициент пропорциональности ~ зависит от природы диэлек

трика. Этот процесс возникновения диполей в моле~улах диэлектрика 

называется П-0-Л J_I--P}I~-a}!:и:_ёJГTi'i°элe i< т р ик~~:~~!(О~фф11~~ент т:··_ 
по_~яризуемостью его молекул. 

Формула (97) сводится, очевидно, к предположению, что между 

зарядами молекулы действуют некоторые силы неэлектростатического 

происхождения, которые в с о в о к у п но ст и с Нулоновым притяже----~--~-=--------------нием этих зарядов оказываются эквивалентными квазиупругой силР-, 

пропорциональной расстоянию между зарядами. Вели•шну этих квази

упругих сил можно охарактеризовать соответствующим коэффициентом 

упругости У.. Пусть квазиупругая сила F, действующая на каждый из 
зарядов, равна F = 1.l; уравновешивающая ее сила внешнего элентри
'lеского поля равна еЕ. Стало быть, 

Y.l=eE. 
Но согласно (97) 

стало быть 

Согласно теореме Earenshмv лишь введение подобных неэлектро

статиqеских , сил может обеспечить устойчивость эле1,тростатuческой 
:моделu :молекулы. Действительно, если бы между зарядами :молекулы. 

дейст1;1овали лишь Кулоновы силы взаимного протяжения, равновесие 

этих зарядов, например, в однородном внешнем поле не могло быть. 

устойчивым. Малейшее нарушение равновесия, например, путем раздви-

гания зарядов, влекло бы за собой уменьшение их взаимного притя

жения, и, стало быть, дальнейшее удаление их друг от друга под 

воздействием внешнего поля вплоть до разлетания зарядов в противо-

положные стороны. Наоборот, сближение зарядов влекло бы за собой 

возрастание _сил притяжения и в результате приводило бы к столкнf'

вению зарядов и взаимной их нейтрализации. 

Может показаться произвольным, что неэлектростатическое взаимо-

действие зарядов предполагается подqиняюшимся закону именно ква

зиупругих сил, а не какому-либо иному. Однако в пользу этого допу

щения можно привести следующие соображения. Сила взаимодействия. 

зарядов F, являющаяся любой конечной и обладающей конечными 
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производными функцией их расстолнил l, 1 :может быть разложена 

ll ·рлд Тейлора: 

. F(l) = l!'tl0 ) + F'(l
0

) (l - l0) + 1"''(l0) (l - lo)
2 + · · · 

2 

Ec.ilи расстояние 10 соответствует равновесию зарядов при отсутствии 

внешних сил, то первый член разложения F(l0 ) обращается в нуль, 

-так что при достаточно малых отклонениях от положения равн(щесил 

.можно ограничиться вторым членом, пропорциональным этому отклоне

нию (l - l0), т. е. 1шазиупругой силой 

f- . { ) 

В настоящем параграфе мы делаем дополнительное допущение, что 

в отсутствии внешнего поля момент диполя р равен нулю, т. е. что 

·в положении равно весил l = l0 = О. Однако от этого последнего допу
щени11 легко освободиться, рассматривал молекулу диэлектрика нак 

комбинацию квазиупругого диполя и диполя твердого с постоянным 

~юментом .Р = el0 ( см. § 23). 
2; Простейшей моделью квазиупругого диполя лвллетсл разрабо

'Таннал Дж. Дж. Т о м с о н о м в 1904 г. модель атома водорода. 

Т ом с он предполагал, что положительный заряд ядра атома 

J>авномерно распределен по объему шара, радиус которого а значи

'Тельно превышает радиус отрицательного электрона. Пред.полагалось 
далее, что электрон может проникать внутрь ядра. При этих 'условиях 

устойчивое равновесие атома водорода, состоящего из одного ядра: и 

,одного электрона, соответствует нахождению электрона в центре ядра; 

при этом внешнее поле атома равно нулю. При смещении· же :)лек
трона из центра положительной сферы на расстояние R, меньшее 
радиуса сферы а, на электрон действует согласно (18') квазиупругая 
электричеснал сила, пропорциональная смещению В. 

Устойчивость этой ст ат и чес к о й модели атома не· противоречит 

положениям, установленным в предшествующем параграфе,' ибо' модель 
эта построена из неточечных зарядов 2. Впрочем, как уже упоминалось, 

эксперимента:льные исследования (в частности исследования' расселнил 
а-луq:ей) показали, что размеры элементарных электричес«их частиц 

i Кулоновы силы этому условию не удовлетворяют, ибо при Z = О они обращаются 
11 бесконечность. 

II Впрочем и в дтом случае необходимо в согласии с теоремоИ Earenshaw допу

стить существование сил веэлек вческого п овсхождеввя п еп с в 

Т&ВИЮ дJleM0BT08 ЗВряца ПО.110:аtИТЕ'JlЬПО Сф0f,Ь1 iИ~!ТJ~ОВОВ) ПОА BJIJIЯHИ0111_;'~~ 
.отта.пкпвавия. 
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ничтожно малы по сравнению с их взаимными расстояниями в атоме, 

и тем самым доказали несостоятельность модели Томсона. Однако при 

изучении основных яВJiений поляризации диэлектриков можно пользо-

ваться нак этой, так и любой другой упрощенной моделью диполя. 

Чтобы выяснить современное представление о механизме взаимодей-

ствия зарядов, формально описываемом введением нвази-уnругих· свя

зей, рассмотрим простейший из всех атомов, атом водорода. Можно 

считать установленным, что атом водорода состоит из тяжелого ядра 

(протона), вокруг которого в нормальном (невозбужденном) состоянии 

атома обращается по нругу электрон (дин а м и ч е с к о е, а не стати

ческое равновесие). Так как период обращения электрона вокруг 

, 
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' ' ' .... ........ 

·-е 
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Рис. 35. 

ядра чрезвычайно мал (порядка 

1 О - н сек.), то свойства водорода 
в электростатических и не слишком 

быстро меняющихся переменных 

----Е полях должны определяться сред

ним положением электрона в атоме 

за время одного его полного обо

рота. При равномерном обращении 

электрона по кругу среднее его по

ложение совпадает с центром круга, 

т. е. с ядром:, так что в среднем 

поле электрона и поле ядра взаимно нейтрализуются. При возникно

вении же внешнего поля Е орбита электрона под воздействием сил этого 

поля деформируется (пунктирная линия на рис. 35 соответствует тому 
случаю, когда вектор Е лежит в плоскости орбиты). При этом среднее 

положение электрона, отмеченное на рисунке крестиком, перестает сов

падать с положением ядра, так что атом приобретает электрический 

момент, т. е. поляризуется. При не слишком сильных полях мы со

гласно вышесказанному можем считать величину этого момента про

порциональной внешнему полю Е, т. е. можем считать водородный 

атом нвазиупругим диполем. 

3. :Электрическое состояние диэлектрика может быть охарактеризо
вано величиной его п о л я р и за ц и и. Поляризацией единицы объема или 

просто поЛJiризацией Р называется векторная сумма электрических мо

ментов р всех диполей, находящихся в единице объема диэлектрика 1 : 

P=Ip. 98 

t В то• с.1учsе, ecJJи поллризация е,1;ивицы объема иераввомервв, вектор Р вуzво, 

очевцио, опре,1;е.11ить, как пре,1;е.1: отвоmевия суммы моментов .авпо.11еii, иа.хо,1;ящихся 

в э.11е11евте объема d V, в: ве.11вчвве этого э.пемевта (при d v-o). 
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Если диполи диэдектрика квазиупруги, то момент р каждого диподл 

пропорционмен и параллелен напрлженности пол.я Е; стало быть и 

сумма этих моментов Р также пропорциональна и пармлельна Е 1 ~ 

98' 

Коэффициент пропорциональности 11 J11ежду Р и }~ носит назнанис по
л л риз уем о ст и диэлектрика (не смешивать с поляризуемостью ъю

лекулы ~). 
Если в единице объема диэле1прика находите.я Х одинаковых: 

,шазиупруrих диподей поляризуемости ~' то согласно (97) 

и следовательно, 

P=~I)=Np=N~E 

3 __ A1J.:". 

99 

99• 

Если же в единице объема диэлектрш,а находите.я s различных: 

сортов диполей, по N, (1·= 1,2 •. . s) диполей каждого сорта, то поля
ризуемость диэлектрика 11 будет очевидно равна 

j"=:R 

ct=~ N,~,, 
··=1 

rде ~r е1:ть поляризуемость ди1юля сорта 1-. Впрочем в дальнейшем мы 
будем исходить из формулы (99'), предполагая, что все диполи ди

электрика одинаковы. Допущение это, упрощал вычисления, сущности 

физических .явлений не затроrивает, так что все результаты последую

щих рассуждений леrко моrут быть обобЩР,НЫ длл случал наличия 

различных сортов диполей. 

4. В дальнейшем мы дадт1 строгий вывод уравнений электрического 
пол.я в диэлектриках, пока же приведем один из элементарных 

выводов закона Кулона для однородного диэлектрика; рассмотре

ние этоrо вывода позволит нам улепить влияние по.l!лризации ди

электрика на напряженность элекrрическоrо пол.я. 

Пусть положительный заряд е находите.я в одно родном диэлен

трике в точке О; требуется определить поле Е этого зарлда в неко

торой точке Р на расстоянии В от О (рис. 36). Под воздействием 

пол.я Е отрицательные зарлды диполей диэлектрика сместлтсл к цен

тру О, а положительные удаллтсл от него. Благодаря шаровой сим

метрии пол.я все пространство может быть разбито на концентрические 

I В § 23 111ы убедимся, что формула (98') остается примеиnмои в ш11рок11х пре

.\е.1ах та.к же и к двэ.1ектрико.м с веупруг11м11 д11поля1ш. 
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шаровые слои с центром в О, в каждом из которых плотность распо

ложения зарядов диполей постоянна. Поле всех заряженных шаровых 

елоев, в н е ш н и х по отношению к точке Р, равно в этой точке нулю,· 

.поле же всех в н у т р е н н и х слоев в точке Р таково, как если бы 

весь заряд этих слоев был сосредоточен в центре О (см. ур. 17). 
Rакова же общая величина заряда эmх внутренних слоев, т. е. заряда, 

находящегося внутри сферы 8, проходящей через точку Р? При воз
никновении поляризации диэлектрика через поверхность этой сферы 

выйдут наружу положительные заряды всех диполей, центры которых 

+ 

+ 
Рис. 36. · 

+ 

l 
находятся в слое толщины 2 (Z-

J:J.лина диполей), прилегающем из

внутри к сфере S; внутрь же этой 
сферы войдут отрицательные заряды 

диполей, центры которых находят

ся в r лое той же толщины, при

легающем к 8 снаружи 1. Таким об

разом избыток числа отрицательных 

зарядов над положительными внут

ри сферы 8 будет равен числу ди
полей, находящихся в прилегаю

щем к этой сфере слое толщины 

l и объема l4пR2, т. е. будет равен 

N · l4пR2;. общий же отрицательный 
заряд !е, появляющийся внутри сферы благодаря поляризации диэле1,

трика, будет равен [см. (97) и (99)]: ( {' ,,\/~ ·:~:- 1 J 

ae=-elN4пR2=-~ 1'с_,.Ц,.\L-1) v ..... ;.. .:.-z.v1 

Напряженность поля этих зарядов в точке Р, как указывалось, будет 

такова, как если бы все эти заряды были сосредоточены в центре 

симметрии О. Стало быть, общая напряженность поля в точке Р будет 

равна 

или на основании (99) 
е 

Е= R1 -4паЕ, 

t Для опреде.11енноств мы здесь предпо.11аrае111, что центр »шо.11я остается ве

пщ1;вижвы111, а. противоподожные ею зарЯАЫ сдвигаются в з.11ев:тричесв:0111 поле на 

ра.вяые расстояния i l. 
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()ТКуда. 

Е= 1 !!.... 
1 +4тта lt 2 

Величина 1 + 4тта носит название д и эле кт р и ческой по с то я н

н о й диэлектрика и обозначается через s: 

s=1 +4тта. 100 

-Таким образом мы пришли к известной из элементарного курса фи

"11ИКИ форме закона Нулона 

101 

,справедливой для од н о р од н о r о диэлектрика. Необходимо однако 

твердо йомнить, что закон Ну лона в этой форме в овсе не применим 

к диэлентрику неоднородному. Так, напрш.ер, если в поле заряда е 

,в.нести кусок диэ.1ент

рика D (рис. 37), то 
благодаря поляризации 

.этого диэлектрика напря-

женность поля в точ

ках Р1 и Р2 не умень-

.Рэ +е • .I; .Рг 

Рис. 37. 

шится, как то соответствовало бы формуле (101), а увеличится, ибо 

·отрицательные заряды диполей смест1Iтся в диэлектрике влево, а поло-

жительные вправо, так что нащ::авление резулLтирующего поля. этих 

зарядов в точках Р1 и Р2 будет совпадать с направлением поля 

.заряда е. В точке же Р 3 поляризация диэлектрцка вызовет ослабле

.ние первоначального поля заряда е. 

§ 20. Электростатическое поле в однородном: дизлектрике. -
1. Перейдем теперь к выводу уравнений электростатического поля при 
,наличии в нем диэлектриков и предположим,. что поле это вызвано 

,свободными зарядами на поверхности проводников плотности а и сво

бодными объемными зарядами плотности р. При этом под с в об од

.н ы ми заряд а ми мы будем понимать все электрические заряды за 

исключением только зарядов диполей, индуцированных в молекулах 

0поллриз0Ранного диэлектрика 1• Заряды же этих диполей, связанных 

t 30.:ие1и:и, что вводя это определение мы отКJiовяемся от широко распростра

веввоJi терминологии, согласно которой ваши свободные заряды носят но.звание 

истинных (wa.hre), о. свободИЬiми зарядами называется совокупность пстиlШЫх .н свя

.ЗIШВЬIХ зарядов. 

$. И. Т а • м. Основы теории заеюеичеств&, 'l'OM 1. 



114 ДИЭЛЕКТРИКИ [гл. 11 

с :молекулами диэлектрика, :мы будем называть заряд а :ми с вяз ан

н ы :ми. 

Если бы диэлектрик отсутствовал, то потенциал поля q, 0 при том 

же распределении свободных зарядов р и а определился бы форму

лой (76): 

(индексом нуль отмечаем значение потенциала в отсутствии диэлектри

ков при неизменных свободных зарядах а и р). При наличии же ди

электрика потенциал поля определится суммою потенциала ({io и по
тенциаля. диполей, индуцированных в поляризующемея диэлектрике. 

Потенциал каждого такого диполя согласно (51) и (97) равен: 

потенциал же всех N d V диполей, находящихся в элементе объема. 

диэлектрика d V, согласно (99') равен: 

где Е есть напряженность электрического поля в элементе d V. Нако
нец потенцvал всех элементов поляризованного диэлектрика опреде

лиrся, очевидно, интегралом 

. 1 аЕ gradq (~)а V, 

который :можно распространить на все бесконечное пространствоt 

ибо в тех точках, где диэлектрик отсутствует, а= О и подынтеграль

ное выражение обращается в нуль. Таким образом результирующий 

потенциал <р элентростатического поля при наличии диэлектриков 

выразится уравнением: 

rде в последнем интеграле мы заменили Е через - f<p. 
2. Формула (102) применима, очевидно, к любой диэлектрической 

среде, как однородной так и неодноро;~.ной. Чrобы упростить задачу 

предположим теперь, что все поле, т. е. все элементы про-
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странства, в которых вектор~ ц_е paв_!iJ_H нулю, запол

нен о однородным д и эле кт р и к ом. Это будет иметь место, 

напрю,ер, в том случае, если система проводников погружена в беско

нечный однородный диэлектрик (ибо в случае электрического равно

весия внутри проводников Е = О), или если поле возбуждается 

зарядами шарового конденсатора, пространство между обкладками ко

торого заполнено однородным диэлектриком (ибо вне этого пространства 

Е = О). Наконец приближенно это будет справедливо также и для 

незамкнутых конденсаторов. При этих условиях в последнем интеграле 

уравнения (102) можно, очевидно, вынести а как постоянную величину 
за знак интеграла (ибо при E=-v:.p =0 подынтегральное выраже-

-· ние обращается в нуль вне зависимости от значения а). Таким 

образом в однородном диэлектрике 

(f)=fo-a Sv<fJ·vq(~)-av. 102' 

Это соотношение представляет собой особого рода интегральное урав
нение, ибо градиент искомой функции ({) в правой его части стоит 

по;~: знаком интеграла. Хотя решение подобных уравнений представляет 

собою воэбще говоря значительные трудности, нетрудно, однако, 

показать, что данное уравнение может быть удовлетворено в том и 

только в том случае, если положить ~сравни }Р· 100) 

1 1 
({)= 1 +4тrа fo=e :Ро, 103 

т. е. если положить, что потенциал поля в каждой точке однородного 

диэлектрика в Е = 1 + 4тrа раз меньше того потенциала f o, который 
существовал бы в этой точке при отсутствии диэлектрика, но при 

~ тех же самых свободных заря до в а и р. Действи

тельно, внося (103) в уравнение (102'), получим: 

1 а s ' (1) _1_+_4_тт_а fo=fo- 1 + 4rta Vfo·Vq R dV. 104-

Преобразовывал объемный интеграл по формуле Грина (70), положив. 
. 1 
в последней ({) = R и ф = f o 1, получим: 

I При выводе фop:IIJJIЫ Грина. (70) скынры '1' и ф рассиатрина.ютсн ка.к функции 
по.воженин э.11е:иепта объема интегрирования dV (и.ш э.1еиента поверхности иитеrри
f~ва.нин dS). ФормуJiа. эта пепосредствеппо применима к нашему интеrра..ву, ибо в его. 
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Первый из интеrрадов правой части исчезает ввиду (59), второй же 
интеграл согласно общему правилу должен быть распространен, во

первых, по поверхыости S, ограничивающей объем интегрирования J-r, 
и, во-вторых, по поверхностям 81

, выделяющим из этого объема те 
поверхности или точки, в которых нарушается непрерывность функций t.p 

1 
и R и их первых производных. Если :мы условимся рассматривать 

полное поле ( см. стр. 92), то интеграл по первой из этих поверхностей 
обратится в нуль; далее потенциал t.p0 мы по изложенным в § 13 
:мотивам считаем всюду непрерывным, т. е. исключаем из рассмотрения 

двойные электрические слои; наконец интеграл по поверхностям 

разрыва градиента qi 0 также обращается в нуль, ибо градиент этот 

в подынтегральное выражение поверхностного интеграла не входит. 

Таким образом интеграл этот сведется к интегралу по поверхности 

бесконечно :малой сферы 80 , ограничивающей точну R = О, в ноторой 
. 1 с 

нарушается конечность функции R. тремя радиус этой сферы к нулю 

получим согласно (71"): 

Liш 1':t.pol(-в1 )av =4Пt.ро 
Н.,-+{) :у s. ~п 

( ибо второй член подынтегрального выражения в (71 ") стремится 

в пределе к нулю). Стало быть, 

S ~t.p0 ·vq(~J dV = 4пrр0, 104' 

где t.p0 есть значение потенциала в рассматриваемой точке поля Р 

(т. е. в точке R=O). Внося это выражение в (104), получим тож

дество: 

1 4па 1 
1 +4п2 (flo=(flo- 1 +4па tfo= 1 +4па ({)о· 

/}) (1) u подынтегральное выражение входит Vq \ll , а не Va R . Деистввтельно, гр&J).1-

евтом Vq (1) определяется потевциа.11 диполя, вахоАЛщегося в элементе объема dV, 

причем при вычисдевии Vq (~ ) радиус-вектор R рассматривается как функция по.10-
жевия его «точки истока>, совпадающей в данном случае с dV (сравни ур. 51). 

Наоборот, если бы в подлежащий преобразованию ивтегра.11 вхоДШI градиент Va \it), 
то формулу Грива можно бы.110 бы применить .11ишь по предварите.11ьвоii за.мене 

~а (1) па - Vq (1) · 
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Таким обра3ом выражение (103) действительно является решением 

интегрального уравнения (102'). 
Покажем теперь, что это решение единственное. Предположив 

противное, т. е. предположив, что существуют два различных реше

ния уравнения (102') (fl и f', вставим их поочередно в (102') и затем 
вычтем полученные выражения одно и3 другого. В результате по

лучим: 

или, полагая 

(fl-(fl'=ф, 

Но заменяя в (104') fo через ф можем: написать: 

Стало быть, 

Ф=-4ттаф. 

Это соотношение может удовлетворяться лишь при ф = (fl - ер'= О, 

откуда и следует однозначность решения интегрального уравнения 

(1021
). 

3. Итак (103) есть единственное решение уравнения (102'), опреде
ляющего потенциал поля в однородном диэлектр:ше. На основании 

(76) решение это~ может быть зап~~3:"~: ~-~~дr~щей форме: 
- ·"'• ~ .... '··- ~,-.-, .-_,.\ 

(!) = _! ш = _!sp d V + _!sa dS . .. 103' 
• Е то Е .н, Е R ' 

! 

Далее ввиду того, что Е = const, ---------------
1 1 

Е =- gradf=-;gradr0 =E Е0, 105 

-- ··----·-----~----...-- ... -··-·"-· --
где Е0 есть напряженность поля, соответётiiующа.iГданному ·-распреде-
лению свободных зарядов р и а в отсутствии диэле~триков. 

Стало быть, при заданном распределении свободных зарядов а и р · 
потенциал и на.пряженность поля в однородном: ди

электрике в Е ра,з меньше потенциала и напряженности поля 

в вакууме, причем под Е понимается диэлектрическая постоянная 

среды. 
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Обычно это положение, полученное нами из представления о по

ляри:~ации диэлектрика, кладется в основу всей формальной теории 

диэлентриков. 

Исходя из известных уже свойств поля в вакууме, можно с помощью 

(103') и (105) сдеш:ть ряд выводов относительно свойств поля в одно
родном диэлектрике. Так, например, напряженность поля точечного за

ряда е в диэлектрике выразится формулой: 

е 

E=-R' ё 2 

совпадающей с выведенной нами в предыдущем параграфе формой 

закона Rулона (101) для однородной диэлектрической среды. 
Далее, разность потенциалов 11ежду сбкладками конденсатора при 

заполнении простrанства между ними однород1шм диэлектриком должна 

уменьш;;nьrя в s раз, если заряды обклапок остаются неизменными. 

Это значит, что емность конденсатора О возрастает при этом в ё раз: 

Наконец дифференциальные уравнения для Е и qi в однородном ди~ 

элентрике принимают, очевидно, вид: 

divE=f 4пр и v2qi=-f 4пр. 106 

Приводить дальнейших примеров надобности нет. 

4. 1] ри изучении поля в диэлек риках часто оказывается удобным 

вместо напряженности по.':!я Е рассматривать вектор D, определяемый 
соотношением 

D=sE. 107 

Вектор этот у разных автпров носит различные названия: электриче

сное смещение, электричеснан поляризация (нз смешивать с вектором 

F, уравнение 98), электрическая индукция и т. д. Мы будем 

пользонаться последним из этих терминов. 

Внося в (107) значение s (100) и пользуясь (98'), получим: 

D=E +4п:zЕ=Е+4пР. 1071 

Заметим, что таким образом электрическая индукция представляет со

бой сумму двух совершенно различных по физическому смыслу вели-
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чин - напряженности пол.я Е и помноженной на 4п пол.яризацпи Р 

единицы объема среды. 

Из (107) и (107') следует 

€-1 
P=4-itE. 

Из (105) и (107) следует, что 

D=E0, 

(107") 

107111 

-т. е. что значение вектора D в однородной среде не зависит от ди-
-злектр11ческой постоянной этой среды и вполне определяется распре-

делением свободньIХ...Ш1rядов. 

Обрi:13овывал дивергенцию вектора D, мы на основании (106) и 

ввиду постоянства е в~ -~~_:~~-~!fuкe полуqаем: 
t~---- . 

'div D = 4тт?. 108 

Умножая (108) на элемент объема dV и интегрируя по объРму V, 
.заключенному внутри заъшнутой поверхности 8, получим согласно 

второй теореме Гаусса (25): 

§ Dnd8=4тт jP dV; 108' 
--а•--.,'. ~-~' 

формула эта явл.яетсн-об~б;;~н~~м пе:шой теоремы Гаусса (14) для 
елучан диэлектрической среды. В дальнейшем мы убедимся, что фор

мулы (107)- (10~'), за иснлю,1ением консqно (107"'), остаются справед
.Jiивыми и в неоднородных диэлектриках. 

§ 21. :Микро- и макроскопические значения физических ве

личин. -1. В1:1ед11 преJ,стн.вление о диполях в молекулах диэлектрика, 
11ы должны иметь в виду, что поле наждого тююrо диполя в непо

средственной близости от него должно чрезвычайно t'ыстро изменяться 

.от тuчки к точке (например, при переходе от nоложительно1·0 к отри

цательному полюсу диполя). Однако эти изменения поля протекают 

в микроскопическом масш~абе и недоступны нашему макроскопиче

екому наблюдению. Измеряя, например, поле в жидком диэлектрине пу

-тем .погружения в не1·0 пробного заряда, например, достаточно малого 

.~аряженного :металлического шарика. мы, очевидно, измеряем сред

не е из тех значений, которое имеет напряженность поля Е на по

верХНОiТИ ЭТОl'О ш,ч ика. 

Ч.обы уточнить понятие сrеднеrо значения, мы введем следующую 

терминологию, предложенную Лорентцом. Мы будем на:Ашать физ и ч е
.с к и б е с к о н е ч н о м ал ы м и, в о т л и q и е о т мат ем ат и ч е с 1, и 
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бесконечно малых, такие элементы объемов, поверхностей и линий~ 

которые одновременно удовлетворяют следующим двум требованиям: 

а) Физически бесконечно малые элементы должны быть чрезвы

чайно вел и к и по сравнению с расстояниями между молекулами 

среды, а стало быть, и п о с р а в н е ни ю с м и к р о с к о п и ч е с к и м и 

не однородно ст л ми среды и поля; 

б) Вместе с тем физически бесконечно малые элементы должны 

быть чрезвычайно малы по сравнению с макроскопиче

ским и не однородно ст л ми поля и среды; другими словами~ 

средние значение физических величин (например, <р, Е, s и т. д.} 

в любом из этих элементов должны бесконечно мало отличаться от 

средних значений этих величин в смежных с ними элементах 1. 

Даже в газообразных, не говоря уже о жидких и твердых, телах. 

расстояния между молекулами столь малы по сравнению с макроско

пическими неоднородностями изучаемых обычно полей, что почти 

всегда оказывается возможным одновременно удовлетворять обоим 

этим условиям. Нонечно, возмс жны и такие случаи, когда приведенные 

условия взаимно исключают друг друга; так, например, длина волны 

жестких рентгеновых лучей, могущая служить мерой неоднородности 

поля этих лучей, меньше расстояния между молекулами материальных 

тел. Оставлял пока в стороне подо5ные исключительные случаи, мы будем 

в дальнейшем под мак рос к оп и чес к n ми вел и чин а ми пони
мать среднее значение физических вел_ичин в физиче

ски бес к он е ч н о мал ом объеме. Другими словами, под макро

скопическим значением произвольной физической (скалярной илw 

векторной) величины ф (например, (fl, Е, р и' т. д.) в данной точне 

пространства Р мы будем понимать среднее из истинных или микро

снопических значений этой величины в физически бесконечно малом 

объеме V, окружающем точку Р: 

- . 1 r 
ф макро = ф микро = V J уф микро d Ji · 109' 

Заметим, что лишь введя это определение мы придаем определенный 

смысл всем нашим предшествующим рассуждениям. В частности, ведь. 

и внутри проводников атомистическое строение электричества про

является в чрезвычайно быстрых колебаниях минроскопических: зна

чений физических величин в смежных точках пространства; таи,. 

например, микроснопическал плотность элентричества р отлична от 

t 3u. исuючеиием элементов, отделенных друr от дpyru. поверхностями р11rзрыв11r~ 

если мы только вообще за.хотим ввести в рассмотрение (в сущности фиктивные), 

поверхности разрыва. 
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нуля лишь внутри электронов и протонов. Таким образом говоря 

о плотности заряда в поверхностном слое проводников, о постоянстве· 

потенциала внутри них и т. д., мы в сущности говорим о средних 

значениях этих величин, определяемых уравнениями типа (109). 
2. В последующем нам неоднократно придется находить уравне

ния для величин макроскопических, исходя из дифференциальных 

уравнений для микроскопиqеских величин. При этом нам придется 
пользоваться следующим положением: с р е д н е е з н а ч е н и е п р о-

, из в одной по координате от произвольной величины ф равно

п р о и з в од н о й о т с р е д н е г о з н а ч е н и я этой величины: 

i)r~ ё):j) 
-=-, 
i).r ё)с 

где черта сверху обозначает образование среднего. Мы докажеЪL 

эту теорему в предположении, n 

/ 
/ 

,,. ..... 
/ 

dS 

что ф есть величина скалярная; 

применяя затем эту теорему к 

отдельным слагающим произволь

ного вектора, мы съюжеъ1 убе

диться, что она остается спра

вед.'IИБОЙ и для векторных ве

личин. Нююнец соответствующая 

/ 

теорема справедлина и для про

изводных по времени, в чем можно 

убедиться простым дифференци

рованием фор)lулы (109). 
Согласно (109) среднее зна

чение ф n точке Р равно 

/ 
/ 
1 

V_! 
\ 

/ 

\' 
\ 

\ 

фр= i JVФ (lV, 

' ' 

р_Р' 
dx 

' ..... ..... 

Рис. 38. 

где для определенности мы будем сqитать, что интеграл распространен 

по объему V физичес1ш бесконечно малой сфер ы поверхности S 
с центром в Р. Подобно этому 

Ф =~s ФdV. 'Р' V у,' ' 

где V' есть объем равновеликой сферы поверхности S' с центром 
в точке Р' (на рис. 38 изображено сеqение этих сфер центральною. 

плоскостью). Поэтому: 

( 
с1ф' 
- =Lim . с1х) р РР'~о 

_ _ (S фdV-s фdV) 
(Фр,-Фр)- 1 . V' . v . 
-~~,- --L1m 
РР V dx~o dx 
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Но 

\ фdV-5 фdV=J· фdV- r фdV, 
..,V' v v+ Jv_ 

где V + и V _ суть соответстве·~но обЪРМЫ переднего и заднего слоев, 
заключенных между поверхностями S и S'. Далее, пр иле~ ающий к 

элементу dS сферы S элю1енr объема d V + равен: 

dV + = dS·dx· сов (n, х) [ cos (n, х)::;. О], 

где n есть внешняя нормаль к сфере S, и соответственно 

dV _ =- dS-dx-cos(n, х) rcos(n,x)..:;;;O]. 

Стало быть, 

r фdV-r фdV= Г фcos(n,x)dSdx+ J V + J V _ J COS (U, Х):;:;, О 

+5 ф cos(n,x)dS dx=dx р ф cos (n,x)dS, 
cos (n,x):,;;;;; о 

r;rдe последний интеграл распространяется по всей поверхности аферы 8. 
1'аким образом окuнчательно получаем: 

ё)ф 1 
ilx= V р ф cos(n, х) dV. 

,С другой стороны 

'1'де i есть единичный вектор по оси х-ов. Ввиду постоянства этого 

вектора согласно (662) 

i grad ф = div (iф), 

.{)Ткуда на основании теоремы Гаусса (25) 

ё)JJ . 1 s 1 1 
ё)~ = v vdiv(iф)dV=v p)ni)фdS= V p8фcos(n,x)dS, 

ilФ 
что совпадает с выражением для ё)~ • Таким образом уравнение (109') 

.доказано. 
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§ 22. Дифференциальные уравнения влектростатичеrкоrо пол.а: 
B....J!ШL"llaROдьuoi& среде.- 1. Перехо,..1я к рас~мотре1шю элf:'ю ростатиче
екоrо поля в произвольной не од н о род но ii среде, мы прежде всего 
обратимся к выводу дифференциальных уравнений этого поля, т. е. 

уравнений, связыuающих значение хара~перизующих поле величин 

в см еж н ы х точках пространства. Лишь на этом пути можно р,:с

ечитывль притти к сравнителыю простым соотношениям между этими 

величинами, ибо лишь дифференциальные соотношения буд)·т по.11-

ностью опредРляться с~::ойствшш данного элемента среды, независимо 

от сво~тв удаленных ее участнов. При этом мы будем исходить I'З 

предположения, что основные уравнения электростатического поля 

E=-gradf (52') 
и 

(54) 

,строго с пр а в ед л и в ы для истинного м и к р о с к о п и ч е с к о г о 

п о ля, если под р понимать истинную плотность электричества, от

личную от нуля лишь внутри отде.1ы1ых атомов (вернее, внутри элек

тронов и пр:нонсв) 1 • Наша же заJ.ача будет заключагься в ра;;ъ

ис~.ании соответствующих уравнен ай для средних мак р о скоп и ч е

е к их значений 1 ели чин Е, (!), р и т. д. 

Из (109') непосредствею·о вытенает, что среднее знач-ние электри
ческ:::rо вектора Е равно град,·енту е,т срРдне10 :значения потенциала 

(!), т. е. чго (52') остается справедливьш и для манроскопических ве

;шчин. Уравнение же (64) приниъшет вид: 

v?~=-divE= -4ттр, 110 

где под р надо понимать среднее значение истинной плотности 

злектричестна, т. е. сумму плотносте1i электричества свободного и свя

занного (см. стр. 113): 

110' 

Однако плотность связаннпrо в моленулах диэлектрика электричества 

{)Преде ·летел его nол·U'изr~цией, т. е. в свuю очередь зависит от на

пряженности поля К Поэтому павнею~ем (110) удобно будет поль

зовuться лишь в том случае, если из него исключить пдотность 

1 1 · редпnлn.1 ается, конечно, чтu эт11 э.1ектроны п nр•rтоны покоятся (элсктро

t:т11тпк~!,. Ины:1111 с.110Rn.ми, мы пока отR.лека.!!111ся от д~ижения этих эле ентарпых 

часпщ, т. е. в сущн11ст11 опре1ел11см среднее по в р ем о II п инт~рОс)·ющих пас 

ве.ии'lнп. Подробнее об этом во II томе. 
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свлзанного электричества, длн чего необходимо определить зависи

мость р свак от напряженности поля Е. 

2. Выделим в диэлектрике поверхностью S некоторый конечный объем: 
V, размеры которого велики по сравнению с расстояниями между 

8 v , 
Рис. 39. 

мошшулами, и предположим 

для простоты, что свободных, 

не связанных с молекулами 

диэлектрика зарядов в этом 

объеме нет. Если диэлектрик 

поляризован, т. е. если заряды 

его молекул раздвинуты и 

образуют диполи, то поверх

ность S пересечет некоторое 

число этих диполей так, что 

один из зарядов диполя ока

жется вне объема V, а дру-
гой внутри него (рис. 39). Поэтому, несмотря на то, что каждая 

молекула диэлектрика в целом нейтральна, общий заряд объема V, 
. а, стало быть, и средняя плотность электричества в нем может ока

заться отличной от нуля. Чтобы определить величину этого заряда 

рассмотрим физически бесконечно малый элеменr dS поверхности S . 
. Если ср?днее значение электрического вектора Е в физически беско

нечно малом слое диэлектрика, прилегающем к dS, равно Е, то сред
н л л длина находящихся в 

нем диполей будет согласно 

(97) равна: 

р ~ -
l=-=-E 

е е 

(для кратности записи опу

скаем черту сверху у 1 и р ). 
Элемент dS пересечет все те 
диполи, центры которых рас-

положены в прилегающем к 

Рис. 40. 

нему слое толщины 1:cos(l,n)\ (рис. 40). Объем этого слоя равен 

dS · l\cos(l,n)\, где вертикальные черточки обозначают абсолютную 
величину косинуса. Стало быть 1, число диполей, рассекаемых элем:ен-

t ЧисJ10 мoJ1eKJJ! в микроскоnиqсски тонком CJ!Oe можно принять раввы:111 про

иsве.1,евию среднего qиcJ1a их N в единице объема. во. объем СJ!ОЯ J1Иmь в том 

CJ1yqa.e, есJ1и ра.споJ1ожевпе моJ1ев:уJ1 подqипево за.кону с.;~уqа.иности, ка.к это имеет 
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том dS надвое, равно Nl dS!cos (l,n)\, абсолютнан же величина неком
пенсированного заряда в объеме V, соответствующего рассматриваемым 
.диполям, равна: 

lde/ = Nll dS!cos (), n)\ = Np\cos (р, n):dS = 1'1p,.\dS. 

При этом, если угол между р и n (n - внешняя нормаль к dS) 
острый, т. е. cos {р, n) > О, то внутри поверхности S находятся отри
цательные заряды рассекаемых ею диполей ( de < О), в противно:ы же 
случае, при cos (р, n) < О, заряды положительные ( de > О). Стало быть, 
алгебраическая величина некомпенсированного заряда de равна 

de=-Np" dS =-Р" dS, 

где мы воспользовались формулой (99), в которой по самому ее смыслу 
под р ( как и в нашем случае) нужно понимать с р ед н ю ю величину 

моментов диполей. 

Чтобы определить общий заряд е, находящийся в объеме V, до

-статочно очевидно проинтегрировать полученное выражение по всей 

пограничной поверхности S; воспользовавшись затем (25), получим: 

e=- j P"dS=-S div P-dV. 
8 V 

С другой стороны, очевидно, что 

е= S fсвэп dV, 

так что 9кончательно получаем 

р =-divP. 
свзк . 111 

Таким образом плотность связанных зарядов в диэлектрике опре

деляется дивергенцией ero поляризации. В частности, если Р по

стоянно, то рассматривая, например, поверхность куба, легко усмотреть 

и непосредств?нно, что передняя и задняя (по направлению Р) грани 

этого куба пересеку1· одинаковое число диполей; поэтому алrебраи-

»i!сто в газообразных и жидких телах. В кристаJ1J1uческих же веществах, где рnспо

..1ожеяпе молекул строго упGрядочеяо, число молекул в таком слое может сущесгвевио 

sависеть or полож"яил этого слоя в кристалле. Поэтому строго говоря приведеввыli 
выво.11; формулы (111) к 1вердю1 .11;иэ.11ектрикам пе примЕяим. Ввиду этr,го в &овце 

параграфа мы приве.11;ем ивой вывод этой форму.1ы, справе,Jµивый ДJIJI JIIOбoro 

-АИЭ.11е&трив:а~ 
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ческая сумма зарядов, а, стало быть, и средняя плотность электричества 

внутри куба, будет равна нулю. 

Отметим, что ввиду (98') div Р, а стало быть и р , могут бытЪ-
сва" 

отличны от нуля лишь в том случае, если диэлектрик неоднороден 

(grada=l:0), ли:о если div E=l:0, что, как следует из (108) (см. ниже), 
означает (при а= const), что в диэлектрин:е находятся с в об од н ы е 

заряды, не связанные с его молекудами. 

Рис. 41. 

3. Справедливость формулы (111) предполагает, конечно, непрерыв-
ность вектора Р; на поверхностях же разрыва сплошности этого· 

вектора формула ( 111) согласно (31) и (32) принимает вид: 

111" 

где actJaн есть средняя поверхностная плотность связанных зарядов на 

поверхности разрыва, а Div Р ·- поверхностная дивергенция вектора Р. 

Так как Р равно аЕ, то поверхности разрыва этого вектора, т. е. по

верхностные заряды связанного элеRтричества, должны совпадать либо 

с поверхностями раздела двух сред (скачок поляризуемости а), либо 

с поверхностями разрыва вектора Е; последние поверхности, Rак сле

дует из (108") (см. ниже), в свою очередь совпадают (при a=const} 
с поверхностными зарядами с в об одного элентричества. 

В справедливости формулы ( 111') можно убедиться также путем непо
средственного рассмотрения расположения зарядов диполей, индуци-
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рованных в диэлектрике. Пусть, например, dS есть элемент поверхности 
раздела двух рqзличных диэлектриков ( 1) и (~), а l1 и l2 - длина ди

полей, индуцирозанных в эт<1х диэлектриках (рис. 41). В прилегающем 
к dS слое первой среды толщины l 1 1·os (117 n) будут находиться полюсы 
(заряды) диполей лишь одного определенного знака (например, положи

тельного, если электрический вектор Е направлен из 1-й среды во 

2-ю), ибо противоположные полюсы всех диполей 1-й среды будут 

отстоять от поверхности раздела больше, чем на l 1• Вне же этого 

слоя будут находиться полюсы диполей обоих знаков, заряды ното

рых будут взаимно компенсироваться ( если div Р = О). Таким образом 

в рассматриваемом слое благодаря поляризации диэлектрика появится 

заряд, равный 

e-N1l1dS cos(n, 11) = N1p1dS cos (n, р1) = P 1"dS 

[сравни вывод уравнения (111)], где Р1" есть нормальная слагающая 
вектора поляризации первой среды. В елее же второго диэлектрина, 

прилегающем к тому же элеr..енту поверхности раздела dS, появится 
соответственно заряд - Р 2,_dS. Таким uбразом общая величина заряда 
связанного электриqества в прилегающем к dS слое будет равна: 

( PJ,.-Р 2n) dS = ~8дН dS, 

что совпадает с ( 111 '). Из этого вывода явствует, что появление по
верхностных связанных зарядов объясняется тем, что заряды диполей, 

прилегающих к противоположным сторонам поверхности разрыва 

вектора поляризации, не могут взаимно компенсироваться. 

4. Возвратимся к формуле (110). Воспользовавшись (110') и (111), 
:мы можем ее записать в следующем виде: 

div Е = 4тт(рсвбд + РсВдn) = 4 ТТРсвбд -4тт div Р 
или 

div (Е + 4пР) = 4ттр~вод . 

Условимся в дальнейшем обозначать среднюю плотность свободного

электричества Рсвод просто через р, как это принято в макроскопиче

ской теории и как это мы уже дела.ли в § 20: 

110" 

Соответственно этому и Е мы будем впредь вновь обознаqать просто

через Е. Приняв далее во внимание, что по смыслу уравнений (107} 
и (107') мы должны понимать в них под Е среднюю (макроскопическую} 



128 ДИЭЛЕКТРИКИ [гл. п 

напряженность электрического поля, можем записать предшествую

ЩР-е уравнение следующим образом: 

div ЕЕ= div D = 4пр, 112 

-что совпадает с ранее выведенной формулой (108), которая таким 

-образом оказывается справедливой для произвольной среды и может 

-считаться одной из основных формул электростатики. В частносm при 

отсутствии диэлектриков достаточно положить поляризуемость а р~вной 

нулю, а диэлектрическую постоянную Е соответственно равной единицР

( см. ур. 100); тогда D совпадает с Е, а (112) с уравнением (30). 
В предельном случае поверхностных зарядов уравнение ( 112) со

гласно (31) и (32) принимает вид: 

DivD=D2.,-D1 .. =4пa, 112 

где по аналогии с ( 11 О") под а понимается средняя nоЕерхностная 
wютность с в об одного электричества. В справедливости (112,) можно 
также убедиться, исходя непосредственно из уравнений (20) и (111'). 

Согласно (107) формулу (1121) можно записать так: 

112" 

где Е1 и Е 2 суть значения диэлектрической постоянной по обеим сто

ронам повЕ'рхности ра3рыва. В частности, если а= О, т. е. если на 

:этой поверхности нет с в о б о дн ы х зарядов, то 

113 

Стало быть, на н е з ар я ж е н н о й границе раздела двух различных 

'(z1::f=El) сред нормальная, слагающая электрической индукции остается 
непрерывной, нормальная же слагающая напряженности поля испы

тывает скачок. Что же касается тангенциальной слагающей вектора Е, 

то рассуждения, приведшие нас к § 13 к формуле (77), остаются 

в силе, ибо кан мы видели, и в произвольном диэлектрике Е равно 

<(}Трицательному градиенту электрического потенциала tp. Стало быть, 

113' 

Иным.и словами тангенциальная слагающая напряженности поля всегда 

,остается непрерывной, тангенциальная же слагающая инду1щии на 

;поверхности раздела двух различных сред (Е2 + Е1 ) испытывает скачоJ<. 
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Так ~шк внутри проводников в случае электростатического равновесия 

Е, а стало быть и Е1 , равны нулю, то следовательно у внешней по

верхности проводников электрический вектор Е (а, стало быть, и D) 
.всегда перпендикулярен этой поверхности. Поэтому ( 112") у по в е р х -
н о с т и п р о в о д н и r, о в принимает вид: 

::}~ = D = 4пcrn, 113" 

-rде 11 есть внешняя нормаль к этой поверхности, а :: - диэлектрическан 

постоянная соприкасающейся с пей среды. Уравнение (78) явля11тся, 

·оче_видно, частным случаем формулы (113"). 
5. Уравнения (52'), (107), (112) и (112'): 

E=-grad(fl, 
divD=4пp, 

D=eE, } 
D2n - D1n = 4пз, 

А 

представляют собой полн у ю с и ст см у основных уравнений электро

-статического (макроскопического) поля в произвольной среде. Это 

значит; что если заданы значения диэлектрической постоянной е If 

напряженности поля Е (или потенциала r.p или индукции D) в каждой 
точке прJстранства, то систе11Iой (А) однозначно определяется рас

пределение свободвых зарядов р и о; обратно, если задано распре
де.'Iение этих зарядов и значение :: как функция точки, то системой (AJ 
-одно з па ч но определяется поле этих зарядов, т. е. значения ({/, J,; 

и D в каждой точке пространства. 

С11рп.вед.1швость первого утверждения очевидна; д.;~я доказате.1ьства же второго, 

.предnо,1ож11м, что существует два решения Е, D, '!' и Е', D', ip' системы (А) при 3 а А а и
ных Е, р, а. Внося обо. р1Jшен11я в (А) н вычитая затем соответственные уравнеиин 

друг нз друга, поду,шм 

,l'ДС 

Е" -= - grad 'f" 
tliv D" =0 

))" =-il·~" 
D"2п·=D''jp. 

Е"=Е-Е', D'' = l) - J)', 

} ' 

tr''=(9-rp'. 

ды.ее на основании (А') и (662) можем наппсать сле.~;)'ЮЩ)'Ю цепь равенств: 

,.Е"2 = D"E" = - D" grad ip" =- div (H"ip ")+ ip" tli1· Н",= - lliv (Н":р"). 

·Стыо быть, ннтегра.1 <F,"'J но объему но .1 ног о но.ш (см. стр. 92) на основв
нн (2 i бу,11;ет равен: 

SEE"!lllY = - idi1· (D":p") dV =-1 D"n 'f" llS, 

s 
~ И. 'l~ а 111111, Оенови Тf:ории э.леRТJJИt:еr.тва, том 1. 
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•1шчек поверхностНЬIЙ интеграл должен быть взят лишь но. поверхнооти S, огра.ничи
аающей полное поле, ибо во всем поле как <р" 1, так оогласно ( А') и ])" n осто.ются 

•епрерывными. Но интегро.л по поверхности, оrраничивающеii n о л но е пол1>, U() са

мому опредедению этог() ноннтuн ра.вец: ву.110. Ста.10 быть 

j еЕ"2 clV = О, 

•по может иметь место .шшь в том случае, если во всех точках 110,щ Е~ = 1<~ - };' 
()браща.ется в нудь, чем II доказывается щнозначность решении системы (А). 

Итак вектор Е", удовлетворлющий системе (А'), тождественно ран,'н 

нулю. Так как при отсутствии свободных ззрлдов (а= р = О) си

стема (А) принимает вид ( А'), то, стало быть, в о т с у т с т в и и 
с в об од н ы х з арл д ов эле кт ри чес кое поле тождественно 

равно нулю. Та~шм образом нэличие диэлектриков может тол ь к о, 

вид о измен л т ь поле свободных зарлдов; в отсутствии же послед

них поллризацил диэлектрика спадает, момент его диполей становитсл 

равным нулю, и эле1,трическое поле исчезает. 

6. С11сте11а. основных уравнений (А) иди, точнее, два пос.1единх нз этих урюше

вий, могут быть также чрезвычайно просто подучены иепосредственн() из уро.ннения.: 

(102), которое сог.,а.сно l98') можя() за.писать та.к: 

.Цейс.тните.11,но, со1·.щсно 1J,f;) 11меем: 

1) 1 (
1
)-·'' (1' 1

) l 1··1· gr1н q R - ulVq 1(, - R I н . 

Стыо быт~,, 

в.ш, согласно l25) 2, 
~ div Р Г 

"'== ~ ~- 1- clY + J; -'!. d!i 
' ,О ) R :У. л ' 

, S-~-St' 

где последнпй 11итегра.1 .~;о.1жсн бы1ь распространен по внешнеи пuнерхuости ::; рас
сматриваемого объема V и по поверхностям S/, выделяющим иа объема, интегрирова-
11пя поверхности 8 1 разрыва, вектора Р. Ееди мы будем рассмо.тр11вать по :Ин о е 

I Ибо мы двоilных ,1лектрических слоев, т. е. поверхностей разрывt1 11отенциа.1а., 

пе ра.ссматрпваем. Впрочем вкJiючеяие их в иа.1агае:11ую теорию не нре,,ста.вляет ю1-

мuх затруднениU. 
2 Это уравнение можно непосредственно прнменить в нашем CJJ)'Чa.e JIИШЬ потому. 

•по кы исходим из ВЫJ)ажении, :1ависнщих ()Т g1·ad.J1), а. пе от gro.da (Ь); смuтр11 
прпмечанне к стр. 115. 
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по.w.е, то ннтеrра.11 по S обратится в нуль, интегра.1 же по поверхностям St' ори 

стягивании их к 8 1 с~е.\етсл как обычно (сравни, например, ур. 73) к 

~ (Р Р. ) ' 

J in ~ ъ. .dS. 
s, 

Вводя чисто ф1Jрма.1ьны:и: образом о б о з п а ч е н II я 

- йiУ 1' = Рсв3n, 

совnадающне е 1_ l l l) и (111 '), получим окончательно: 

,... Р '"\ а _ _ J свэн d V . J свэn dS 
'!'- fo t- R --t- R · 

Из 3тоrо выражения сдедуеr, что электрическое поле пр II и а ;1 и 1111 и диэлектриков 
совпадает с ·полем, которое возбуждалось бы в о т с у т с т в 11 и диэ.~ектр11ков теми же 
свободкы:11111 варядамн ори добавлении к ни_м некоторых «связанных» аарядов Рсван и 

а08//,. ·, определяемых уравнениями (111) и {111 '). Ясно, что это положение по своему 
сщ;ержанию сопnадает с уравнениями (110), (110'), (110") 11 (112). 

7. В заIО.Iючение заметим, что для графического изображения элек
трического поля в диэлектриках неудобно пользоваться силовыми ли

ниями этого поля, т. е. линиями вектора Е (с.м. § 11). Ибо (объемная 
и поверхностная) дивергенция этого вектора при 1;аличии диэлентриков 

может быть отличной от нуля не только в тех точках поля, где нахо

дятся с в об од н ы е ( объемные и поверхностные) заряды, но также и 

в точках расположения связанных зарядов диэлектрина, плотность 

которых в свою очередь зависит от напряженности поля, неоднород

ностей среды и т. д. Поэтому для графического изображения поля 

в диэлектрике пользуются так называемыми л и н и я 111 и и н д у к ц и и, 

т. е. линиями вентора электрической индукции D. Так как зависи

:аюсть объемной и поверхностной дивергенции вектора D от распреде
ления с в об од н ы х зарядов в произвольной среде совпадает с зави

симостью div }~ и div Е от р и а в отсутствии диэлектриков, то 

н линиям индукции применимо в основнь1х чертах все, сказанное в § 11 
о силовых диниях поля в вакууме 1• Н частности линии индукции 

•оrут начинаться лишь в тех точках поля, в которых расположены 

с в о б о JJ. н ы е электрические заряды. В вакууме вектор D тождест

венен вентору Е, так ч го линии индукции совпадают с силовыми 

линиями. 

I О,;нако, в отли•1ие от силовых линиi:i, л11нии индукции в н е о д и о р о д и о м ди
ЭJ18&Трике, вообще говоря, могут быть замкнутыми, ибо вектор D не является градиентом 
еwu:ярной функции точки (потенциала), так что 11ри Е переме1111ом условие незамкву
юсти •ивин вектора D, сводящееся, как мы )'Вnдпм в §§ 33 11 34, к равенству пулн) 
ротора. D, может не удоRЛетворяться. 
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Пр и :мер. По.1ъе равномерно поляризованною шара. - Пусть поляри
зация Р постоянна по величине и направлению во всех точках шара 

радиуса а. При Р = О положительные и отрицательные заряды каж
дого диполя в диэлектрике совпадают :между собою, и действие их 

сводится к нулю. При возникновении же поляризации разноименные 
заряды сдвигаются друг относительно друга на одинаковый отрезок l. 

Таким образом после сдвига отри
цательные заряды диполей будут 

заполнять собою шар радиуса а, 

центр которого смещен на отрезок l 
относительно центра шара того же 

радиуса, заполненного положитель-

+ ны:ми зарядами (рис. 42). Следом
тельно поле равномерно поляриз~ 

ванного шара должно быть тожде

ственно с полем двух сдвинутых на 

отрезок l друг относительно друга 
шаров радиуса а, равномерно заря-

Рис. 42. женных разноименным электриqе-

ством. При этом плотность заряда р 

этих шаров нужно, О'lевидно, принять равной eN, где е - заряд полюса 

диполя, а N- число их в единице объема; общий же заряд каждого 

шара по абсолютной величине будет равен е' = Vp = VeN, где V = t па3 
есть объем шара. 

Внешнее поле равномерно заряженнОl'о шара таково, JШn есдн бы 

весь заряд шара е' был сосредоточен в его центре (ур. 17). Стало 
быть, внешнее поле поляризованного шара таково, кан если бы два 

точечных заряда + е находились на расстоянии l друг от друга, 

т. е. тождественно с полем диполя момента p=e'l= VeNl= J1 l 1 

!сравни (97) и (99)]. Таким образом потенциал равномерно поляризо

ванного шара объема V вне этого шара согласно ( 43) будет равен: 

1).=V(1~) (В~а), 114 

где R есть радиус-вектор, проведенный из центра шара в исследуемую 
точку поля. 

Обратимся теперь к полю внутри поляризованного шара. Потен

циал поля заряженного шара, образованного положительными зарядnми 

.диполей диэлеюрика, равен (см. зад. 8, стр. 44) 

;;; = 2rr'i' ri2 - (~- • ( J-.9) 
1 + \ 9 ' \ ., 



§ 22] ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПОЛН 133 

потенциал же шара, образованного отрицательными зарядами дипо

лей, равен 

( If) 
tfi- = - 2ттр а2 - 3 - ' 

где Л+ и R_ суть рассто11ни11 точки полн от центра соответственных 

шаров. Стало быть, результирующий потенциал всех дипольных заря

дов при Л <:: а равен 

tfi, = !{)+ + 'fl- = - ~тrp(ll';_ - №_). 

Но с другой стороны IC'+ - П:__' есть, оченидно, приращение нвадрата 

радиуса-вентора R при пере111ещении ero начальной точни на рас

стояние 1, т. е. [см. J50) и (49)] 

Л2 - R2 = l grad R 2 = l 2R irrad" R = - 21R. + - ., ~ ., 

Следовательно, потенциал по.ш внутри поляризованного шара равен 

w. = 4тте_ IR= 4ттNе IR= 4тт PR 
" 3 3 3 

(ll'<:a). 114' 

Легно убедиться, что при R = а выражения длл tp, и ер, принимают 

одинановые значения, т. е. что потенциал tp поляризованного шара 

лвллетсл непрерывной фуннцией точни. 

Нанонец напряженность полн поляризованного шара внутри этого 

шара будет равна 

4тт 
E1=-V'f1,=- 3 v(PR) (R'<:a). 

Так нан вентор Р постоянен по величине и направлению, то и v(PR) 
можно применить формулу (52), согласно ноторой получим онончательно: 

114" 

Таним образом напряженность полн равномерно поллризованноrо 

шара постоянна по величине и направлению во всех его внутрен

цих точнах . 
..Конечно, рассмотренную нами задачу можно было бы решить, ис

ходя непосредственно из общих уравнений полн в диэлентричесних 

средах. 
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3 л д л чл 16. - Показать, что на границе раздела двух диэлектри

ков силовые линии (т. е. линии направления вектора }~) испытывают 

преломление, причем 

где ~1 есть угол, образованный направлением силовой линии в первом 

д11электрике с нормалью к поверхности раздела, $ 1 -диэлектрическая 

постоянная первой среды, а ~2 и $ 2 - соответственные величины для 

второй среды. 

3 л д л ч л 1 7. - Показать, что напряженность поля Е' в средней 

части длинноii и узной щели, проделанной в твердом диэлектрине, 

равна напряженно ст и поля Е в смежных со щелью точках ди

электрика, если щель эта п ар а л л е л ь н а вектору Е, и что Е' равно 

и н д у к ц и и D в смежных точнах диэлектрика, если щель пер пен

д и к у л я р н а Е. 

3 л д л чл 18.-Показать, что для однозначного определения элек

тростатичесноrо полл в произвольной среде достаточно задать, во

первых, расположение и фop!lfy проводнинов, значение диэлектрической 

постолнной в каждой точне среды и распределение с в об од н ы х 

объемных и поверхностных зарлдов в д и электрике, и, во-вторых, 

либо потенциал ер, 1.аждого проводника (задача А), либо общий 

зарлд е, каждого проводнина (задача В) (сравни § 14). 
§ 23. От.Iпчие ":-~,ействующего на диполь" полн от сре;1,пе1·0. 

Твердые дипо.1:и. - Исходл из желанил выявить в первую очередь 

основные представленил о природе диэлектриков и основные их свойства, 

не затемнлл изложенил излишними подробностлми, мы положим в основу 

предшествовавших рассуждений возможно простые представления 

о строении диэлентриков. В настоящем же параграфе мы покажем, 

что рлд явно и нелвно введенных на111и при этом допущений и огра

ничений можно свободно опустить, причем все основные выводы 

теории останутсл в силе. 

1. Обратимся прежде всего к выводу уравнения (99). Полагая 

P=~p=N11, 

мы должны, очевидно, понимать под 11 с р ед н ю ю вел и ч и н у 110-

ментов диполей, находящихсл в единице объема диэлентрика. Выра

жал затем 11 на основании (97) через 
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111ы неявно понимали под Е напряженность среднего макроскопиче

,екоrо полн. Между тем таное понимание формулы (97) справедливо 

лишь для слабо поляризующихся диэлектриков (а~ 1 ). 
Действительно, момент квазиупругого диполя пропорционален эле

нтрической силе, действующей на его заряды. Эта сила определяется 
напряженностью в н е ш н е г о ( по отношению и данному диполю) 

элентрического поля в месте нахождения диполя или, кратно выра

жаясь, в ц е н т ре диполя. Стало быть, с р ед ни й момент диполей 

должен равняться 

l' = ~Е', 115 

где Е' есть с р с дн н н напряженность полн в точнах расположени.я 

ц е н т р о в д и п о л е й, и притом поля в н е ш н е го по отношению 

к каждому отдельному диполю. Между тем под Е понимается среднлл 

напряженность поля в диэлектрике, при вычислении которой учиты

вается поле всех диполей во всех точках диэлектрика, а не тольно 

в центрах диполей. Очевидно, что Е' будет, вообще говоря, отли-

·чаться от Е и что фор)tулу (99) нужно заменить формулой 

J• = Np = N~E' = зЕ', 115' 

где по прежнем у положено а = N~. 
Чтобы определить Е', опишем из центра О каного-либо из диполей 

диэлентрина сферу S физичесни бес.конечно малого радиуса R. Поле Е' 
-в точке О будет слагатьсл, во-первых, из поля Е1 всех зарядов, рас
положенных вне сферы S, и, во-вторых, из поля Е2 зарядов, лежащих 
.внутри S, за исключением зарядов самого диполя О. 

Примем во внимание, что при определении средней напряженности 

поля Е сглаживаются все микроскопичесние неоднородности этого 

поля, таи что совокупность диполей диэлектрика мсжет быть заменена 

непрерывно распределенным по его объему элентрическим моментом 

плотности Р. Стало быть, значение Е в точне О равно средней на

пряженности полн Е1 зарядов, лежащих вне сферы S, плюс напря

женность поля онружающей точку О равномерно поляризованной 

сферы S, поляризация У.оторой равна средней поляризации диэлектрию1 
Р. Но поле равномерно поляризованной сферы согласно ( 11411

) по-

6 4тт р· 
стоянно по всему ее о ъему, не зависит от ее диаметра и равно - 3 

Следовательно, или 
4тт 

Е1 = Е + 3 Р. Стало бытr,, 

-среднее значение величины Е', которую )!Ы будем для краткостп 
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называть напряженностью "действующего на диполь" электрического 

поля, равно 

11& 

Чтобы определить среднюю напряженность поля Е2 , возбуждаемого· 

в центре диполя О смежными с ним диполлми, расположенными внутри 

сферы S, введем декартову систеr.1у координат с центро,11 в О. Со

гласно (69) слагающая Е" поля, возбуждаемого в точке О отдельным. 
диполем, обладающим ноординатами х, у, z, равна 

. ., _ 3(pR)x -р"Ш _ Рх (2r2 - у 2 - z2) + 3х (Ру У+ p,z)_ 
1,,- В5 - R5 

где суммирование должно распространяться на все диполи, находя

щиеся внутри физически бесконечно малой сферы S (разумеется, аа 

исключением диполя, находящегося в ее центрР). 

2. Значения слагающих Е2ж, Е2у, E 2z, очевидно, существенно за
висят от взаимного расположения диполей диэлектрика. В простейшем 

случае кристаллического диэлектрика, диполи ноторого расположены 

по узлам к у б и ч е с к ой пространственной решетки, ноле Е2 равно 
нулю. Действительно, приведем оси координат х, у, z в совпадение 

с главными осями кристалла. Если координаты какого-либо из дипо

лей, лежащего внутри S, обладают значениями х=а, у=Ъ, z=c. 
то внутри S найдется также диполь с координатами х = Ь, у= а, 

'1 х2 --112 
z = с. Отсюда следует, что I..J R 5 · равно нулю. :Кроме того внутри s: 

найдется также и диполь с координатами х = - а, у= Ь, z = 1:, 

'1ХУ 
откуда следует, что I..J R5 равно нулю и т. д. 

Очевидно, что сред н ял напряженность поля Е2 будет равна· 

нулю также и в том случае, когда молекулы диэлектрика располо-

жены совершенно беспорядочно, как то имеет место в жидких и газо

образных телах. Стало быть, если исключить из рассмотрения нристал

лические диэлектрики, не принадлежащие к кубичес1юй системе, то 

Е2 =0 и формула (116) примет вид: 

Е' = Е + 4тт Р. 11 С: 
3 
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Внося это в ( 115' ), получим: 

откуда 

4тt 
Р= аЕ' = зЕ ---1- - аР, ' 3 

а 
Р= ----Е=а'Е, 

4тt 
1- i а 

где введено обозначение: 

, а 
1= ---

4тt 
1--а 

3 

13Т 

11Т 

Таким образом тот факт, что"действующее"полс Е' отлично от средне1·0· 
поля Е, сказывается лишь на ч и с л е н н о м з н з ч е н и и коэффициента 

поляризуемости диэлектрина, который оназывается равным а', а не· 

а= N ~- Соответственно этому диэлектрическую постоянную € нужно. 

положить равной [сравни (100)] 

откуда обратно 

4тта 
в= 1 +4тта1 = 1+---=--

4тт ' 
1----1 

3 

3 €-1 
а=---· 

4ттв-2 

118-

118'' 

llpи а~ 1 ( т. е. при z близком к единице) а' может быть принято 

равным а, а Е' равным Е, и мы возвращаемся к прежним формулам" 

rюторые таким образом оказываются вполне справедливыми для слабо 

поляризующихся диэлектриков. Это и. понятно, ибо в слабо поляри-

зующихся диэлектриках в.аияние диполей друг на друга существенной 

роли не играет. Между тем отличие Е' от Е обусловливается в сущ

ности именно взаимодействием диполt1й диэлектрика, учитываемы:r.L 

вторым чденом формулы (116'). 
3. До сих пор все паши рассуждения основывались на предполо

жении о квазиупругом харантере диподей диэлектрика. Однако полу

ч~нные нами результаты остаются в основном справедливыми также 

и в том случае, если мы примем во внимание возможность существованил. 

в диэлектрике так называемых твердых диполей. 11од твердыми 

диполями в отличие от дипо ей квазиупругих подразумеваются диполи, 

величина момента ноторых не зависит от напряженности электричес1юго

поля и, в частности, остается постоянной- и в том случае, если внешнее· 
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поле вовсе от~утствует. Если тем не менее диэлектрини с твердыми 

-диполями в отсутствие внешнего поля оказываются эле.ктричесни 

нейтральными, то это объясняется лишь полной беспорядочностью 

-()риентаций этих диполей, благодаря чему поля их в среднем взаимно 

номпенсируются. Вознинновение же поляризации· диэлектрина под воз

действием внешнего поля обусловливается тем, что _ поле это стремится 
11овернуть оси твердых диполей по направлению вектора Е, т. е. 

упорядочивает ориентацию диполей, поля ноторых поэтому перестают 

.взаимно номттенсироваться. Наконец, тот факт, что несмотря на ориен

Рис. 48. 

тирующее воздействие внешнего 

нолл поляризация диэлектрюш не 

сразу достигает максимума, а воз

растает пропорционально напря

женности этого поля, обусловли

вается тем, что беспорядочное тепло

вое движение (в частности, враще

ние) молекул диэлектрина и их 

взаимные столкновения стремятся 

нарушить упорядоченность ориен

тации диполей, т. е. деполяризовать 

диэлентрик. Таким образом фанти -
чесная величина поляризации опре

деляется соотношением между упо

рядочивающим воздействием полл и 

убеспорядочивающим воздействием 

теплового движения. 

Таким образом механизм ноляризацип диэлектрика с твердыми ди -
нолями принципиально отличен от механизма поляризации диэле1tтрика 

~ диполями квазиупругими. Однано основные уравнения поля тем не ие

нее в обоих случаях одинаковы. Ибо они основаны в сущности лишr, 

на том единственном допущении, что поляризация диэлектрина про

порциональна напряженности поля в нем; пропорциональность же эта 

сохраняется и в случае твердых диполей 1 • И доназательству этого по

следнего положения мы теперь и перейдем. 

Пусть в единице объема диэлектрина содержится К твердых ди

полей постоянного по величине электрического момента р, и пусть 

напряженность поля в этом объеме равна Е. Поляризация диэлектрика 

t И.в;еыьно твердых JJ.ИПОлеи, конечно, пе существует. Однако диполь 11,южно ечн

тать твердым, если вызываемое внешним полем относительное из:-.~еневие его ,1,1ивы 

.не превышает ТОЧIJОСти наб.1юдев11!!. 
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Р попрежнему определится формулой (98), т. е. будет равна в е

к тор н ой су111ме моментов этих N диполей. Опишем около произволь
ной точки диэлектрика сферу радиуса единицы и введем на неi1 

полярные координаты {) -- полярный угол и а. - долготу, выбрав поляр

ную ось параллельной вектору Е. Направление диполя будет характе

ризоваться координатами {) и а. ,,следа" оси диполя на единичной 

сфере, т. е. J;ООрдинатами точки пересечения поверхности этой сферы 

с продолжением оси диполя (рис. 43). Если бы поле Е отсутствовало, 
то направления осей диполей были бы равномерно распределены по 

Есем направлениям. Это значит, что число диполей, след оси которых 

лежит на данном эле111енте единичной сферы, было бы пропорционально 

величине этого элемента. В частности число clN диполей, полярный 

угол осей которых лежит в пределах от 3 до 1t + d6, т. е. следы ко-

1·орых лежат на шаровом поясе поверхности 2п siн {1 d8, заключенном -
между двумя параллельными 1rругами {) и {) + d3, должно равняться 

dN ::.:с= с siн lf dll, 119 

где с есть неиоторый постоянный иоэффициент. 

Для того, чтобы определить распре4еленис осей ;щполей при на

личии ориентирующего их внешнего nоля Е, необходимо прибегнуть 

к известной теореме статистической механики, так называемой теор ем е 

Б о л ь ц м а па. Теорема эта, которую мы приведем без· доказательства, 
гласит: закон распределения молекул при наличии консервативного 

поля сил (в нашем случае поля электростатического) отличает~я от 
1Т 

заrюна их распределения в отсутствии этого поля множителем с··· ·iiт , 
где U есть потенщшльная энергия молекулы в рассматриваемом поле 

сил, Т - абсолютная температура, а k - универсальная постоянная 
, арг 

})ОЛЬЦМШ!а, равная ] ,37 • 1 О-16град· 

В нашем случае потенциальная энергия дипо.:~ьной молекулы 

в электрическом поле сил равна согласно (92') 

И =-рЕ' =-рЕ' cos/t, 

г;.~.е через Е' обозначена напряженность "действующего на диполь", 
т. е. внешнего по отношению к нему электрического поля ( см. урав

нение 116). Стало быть, распределение молекул определится ввиду 

{119) уравнением 
рЕ'сов& 

dN =се~ sin3 d6 = се асо,Ф siн Н dft, 120 
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где dN есть число молекул, угол оси которых с направлением поля 

лежит в пределах между {} и d{}, и где введено обозначение: 

рЕ' 
а= k1' . 121 

Таким образом уклонение распределенил молекул от равномерного, 

рЕ' C()S о 
определяемое величиной фактора ekT тем больше, чем больше 

напряженность поля и чем меньше температура. Это и понлтно, 

ибо с повышением температуры растет эчерrил теплового дви

жения, нарушающего упорядоченность распределения. Как показы

вают результаты опытного исследования, в громадном большинстве 

практически интересных случаев величина а оказывается значительно 

меньшей единицы. Ввиду этого можно с достаточной точностью за

менить фактор еа сов 1} первыми двумя членами его разложения по сте

пеням а, так что (120) примет вид: 

(а~ 1) dN = c(t + а cos{}) sin 3 1Uf. 

Ноэффициент пропорциональности с можно определить из того усло

вия, что общее число диполеlj всех направлеnий в единице объема 

должно равняться N: 

1 dN = 1:c(t + acos{)) sin 3·d3 = 2с = N. 

Стало быть (120) можно окончатедьно записать так: 

dN = f (1 + acos3) sin 3 dH. 120' 

Зная таки:r.~ образом распределение осей диполей по направлению1, 

нетрудно определить и их результирующий электрический .момент, 

т. е. поляризацию диэлектрика Р. Вектор Р параллелен "действую

щему" полю Е'; поэтому численна11 величина его должна равняться 

сумме проекций мо~1ентов всех N диполей на направление :Е'. Общий 

момент dN диполей, оси которых лежат между {} и {} + d3, раве 11 

р dN, а проекция этого момента на направление Е равна 

р ll N · cos {} . 

Следовательно поляризация диэлектрика Р равна: 

', r NJ" · Na Р= Jpcos 3 dN =Р~ /os3(1 +acos3)sin {) d3 = -f-, 
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или, по внесении значения а из ( 121 ), 

Np2 , 
Р= 3k1' Е. 

Вводн, наконец, обозначение: 
Np2 

а= 3k1' 

14,1 

122 

122' 

и приняв во внимание параллельность векторов Р и }~', получим 

онончательно 

Р=аЕ', 

что полностью совпадает с формулой (115'), выведенной ранее для ди
электрика с квазиупругими диполями. Из (115') непосредственно сле
дует (117). Таким образом и в случае твердых диполей (при условии 

а ~ 1) поляризация Р пропорциональна напряженности поля Е, чем 

п доказывается приложимость к диэлектрикам с твердыми диполями всех 

основных результатов, полученных нами для диполей квазиупругих 1 • 

4. Тем не менее диэлектрики с твердыми диполями ДQ.11ЖНЫ отли-
чаться от диэлектриков с. квазиупругими диполями в двух отноше-

1шях 2: характером зависимости диэле1iтрической постоянной от те111пе

ратуры и наличием предела возможной поляризации (насыщение). 

Рассмотрим сначала температурную зависи11юсть диэлектрической 

постоянной. Исходя из (99'), (118') и (122'), получае111 для упругих 

диполей: 

тогда ню, для твердых диполей 

z-1 
z+2 

4тт2 4ттNр2 
3-- = 9kl' . 

Но число N моленул в единице объема диэлектрика 111ожет быть вы

ражено через его плотность ,, его молекулярный вес JИ и постоянную 
Авогадро N

0
, равную числу молекул в грамм-молекуле 3• Действительно 

N:).\=t:M,· 

I Про.в.в.о. вывод уравнении (111) и (111'), приведенный в§ 22, пепосредстве1111,1 

применим .1ишь к кво.зиуоругям дипо.пям. Одно.ко, во-первых, нетрудно видоизменить 

01·0 то.к, чтобы он око.зо..псн применимым к твердым ~по.1нм, что мы предосто.в.пяем сде.1ап, 

•1ито.те.1ю, и во-вторых, в конце того же § 22 .1~:о.н вывод тех же уравнений ( 111) 
и (111'), не зависящий от каких бы то ни бЬ1.J10 с11ециыьных предпо.1ожеиии о ъiext, 

и11:н1е поляризации ,1.иэлектриков. 

2 Впос.педствни (§ 60) 1ш увидим, что диэлектрики этих двух типов существенно 

.,т.,ичаются также своим пове,~;ением в быстро переменных э.пектрических полях. 

з Число это, как известно, одинаково ,1..1я всех те.1 и равно 6,05 -10~3. 
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ибо 't и М равны соответственно массе единицы объема и массе грамм
тN 

:молекулы диэлектрика. Сrало быть, N = 7i- и, следовательно, длл 

упругих диполей 
е-1 1 4пN0 , · 

е+ 2- 7 = ЗД{ ~=const, 1 

твер.J,ых диполей _ 1 
е - 1 1 4ттN" 2 const 
е + 2 t = 9JJ.k1'P = ----У,• 

123 тогда как для 

ибо как ~ (мера внутримолеку.1ярных квазиупругих сил), так и р 

(момент твердых дипо.1ей) суть вели'Iины постоянные. С другой 

стороны 
123' 

а. 
где ::-- , равна поляризуемости диэлектрика рассчитанной на единицу 

' 

массы. Таким образом поляризуемость единицы массы в ди

электриках с упругими диполями должна быть величиной посто

янной, а в диэлектрииах с твердыми диполями должна изменяться 

обратно пропорционально абсолютной температуре. Это и понятно, ибо 

в первом случае поляризация диэлектрика представляет собою внутри

молекулярный процесс, тогда каи поляризация диэлектрика с твер

дыми диполями определяется соотнощением между ориентирующим 

воздействием поля и дезориентирующим воздействием теплового дви -
женил. 

5. Нак уже указывалось, пропсрциональность поляризации Р полю Е 
имеет место в диэлеитриках с твердыми диполями лишь в том случnе, 

СС.1Н 

рЕ' 
а=,гу~ 1. 

Правда и в случае квазиупругих диполей нужно ожидать, что стро

гая пропорциональность между_ моментами диполя и напряженностью 

поля будет нарушаться в весьма сильных полях, в которых нельзя 

ограничиться первыми членами разложения силы F(l) в ряд Тейлора 
(§ 19). Подобно этому можно ожидать, что в сильных полях и "твердые'" 
диполи испытают некоторое удлинение. Однако, даже в случае и де

а ль но твердых диполей, в отличие от идеально упругих, пропорцио · 
Е' 

нальность между Р и :Б должна нарушиться, :как только _отношение у 

k 
станет сравнимым по вели'Iине с т. е. а станет сравнимым с едини-

р' 
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цей. В предельном случае очень большой напряженности поля и очень. 

низкой температуры тепловое движение не сможет противодействоБать 

ориентирующему воздействию поля; и оси всех или почти всех диполей 

повернутся по направлению поля. Очевидно, что поляризация диэлек

трика приблизится при этом к максимально возможному значению и. 

уже не будет сколько-нибудь существенно изменяться при дальнейшс~1 

возрастании поля. Наконец максимум или полное "насыщение" поля

ризации наступает при полной параллельности всех диполей, причем. 

величина этой "поляризации насыщения" Р,юс, очевидно, равна I: 

Рнас=Nр. 

В противоположность этому никакого предела поляризации идеал1,ных 

квазиупругих диполей мы указать не можем. 

6. Как показывают экспериментальные исследования, в природе

встречаютсл диэлектрики как квазиупругого, так и твердодипольного 

типа. Газы 0 2 , N2 , Н2 и ряд органических соединений могут слу

жить типичными при111ерами диэлектриков квазиупруrих; величина 

z-1 1 
s + 

2 
~- в этих веществах действительно в очень широких предюах 

от температуры не зависит. Наоборот, такие газы, IШК НС], СО2 , 80 2 • 

NH3 , и такие жидкости, как вода, спирты, эфиры, органические кис

.юты и их соли, в большинстве случаев обладающие большой диэле1,

трической постоянной (для воды z сл 80), являются типичными пред
ставителями диэлектриков с твердыми диполями, что доказываетса 

е-1 1 
харантером зависимости неличины Е + 

2
--; от абсолютной темпера-

туры 1 . 

Однако насыщение поляризации в этих дЕэлектриках сколько-ни

будь уверенно удалось пока наблюдать лишь в одном случае (этиловый 

эфир, Herweg и Potzsch, 1922), ибо изучение поляризации диэлектрика. 
в чрезвы•~айно сильных полях представляет весьма значительные экспе

риментальные трудности. 

Отметим в заключение, что факт наличия твердых диполей в 11ю

лекулах указанных тел вполне согласуется с их химическим строением_ 

Так, например, молекула HCI состоит из атома (иона) водорода, став

шего положительно заряженным благодаря потере одного из своих 

I По,1;робнее о 110.пяризации веществ с тиер;~,ыми диполями при си.пьных поднх 

бу,1;ет скаsо.ио в § 44 в связи с намагничиванием парамагнетиков. 
2 Во многих случаях зависимость это. значите.пьно усложняется процессами сли

паи.ия (полимеризации) ,1;иполей смежпых: :110.пеку.п, также существеиио зависящими от 

теwе.ратуры. 
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электронов, и атома (иона) хлора, присоединившего r, себе этот элек
·трон и приобревшего поэтому отрицательный заряд. Сила сцепления 

)rежду этими заряженными ионами сводится главным образом к их 

;электростатическому притяжению. Совокупность этой пары ионон 

и образует собой "твердый диполь" 1 • 

§ 24:. 0нергия в.1ектрического 110;1н в ДИi)дектриках. -1. В§ 16 
·было выведено выражение (87) для энергии TV элеитрического поля 
-f! отсутствие диэлектриков: 

(87) 

:Эта формула остается справедливой и для случая электрического 110.111 

в произвольной среде, если только под р и а понимать плотность е в о-

6 од н ы х зарядов. 
Действительно, предположим сначала, что все находящиеся в поле 

диэлектрики неподвижны, т. е. что диэлектричесиая постоянная s есть 
не зависящая от времени функция точки. В этом случае изменение 

поля может обусловливаться только перемещением свободных зарядов. 

ибо при заданном s потенциал tfJ и напряженность полл Е распреде

лением этих зарядов определяются однозначно (см. стр. 129). Далее, 
-электрические силы, действующие на свободные заряды при наличии 

,,диэлектринов, нак и в ванууме, определяются напряженностью поля :Е. 

Ввиду этого при определении работы, связанной с перемещением сво

·бодных зарядов, :r.1ы можем повторить все рассуждения, приведшие нас 

Б § 16 н уравнениям (85')-(86) [однако потенциал точечного заряда 
е 

разумеется, нельзя в этом случае полагать равным R, 1.ак в уравне-

ниях (85) и (861
)]. В результате мы опять придем к (87), т. е. найдю•, 

'ЧТО работа элентрических сил при перемещении свободных ::Jарядов 

равна убыли определяемой этим уравнением ве.1ичины Н1 • А это и 

-значит, что W есть мера энергии поля. 

Правда, при наличии диэле1,триков изменение поля может быть 

uызвано не тольно перемещением свободных зарядов, но и перемеще

нием диэлею·рина при неподвижных свободных зарядах. Однако элек

тричесиая энергия должна быть, очевидно, однозначной функцией поля, 

юш, что то же, однозначной функцией распределения свободных заря

дов и диэлектрической постоянной. Стало быть, работа сил поля при 

t Пользуясь химической терминологией, можно сказать, что наличие твер~х ).Н

-по.11ей' .в м:олеку;~ах указывает на на.шчие гетерополярных (ионных) свяsе§ м:еЖ,1.у а1·0-
31ами этих м:о.1еку.1. 
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перемещении диэлектриков должна определяться убылью той же функ

ции П', как и работа, совершаемая при перемещении свободных за

рядов 1. Впрочем, исходя из определенных представлений о строении 

диэлектрика, можно непосредственно вычислить пондеромоторные силы, 

действующие на диэлектри1< в электрическом поле, и показать, что 

работа этих сил при перемещении диэлектрика равна убыли величины 

W, определяемой уравнением (87). Обычно, однако, поступают обратно, 
-т. е. вычисляют пондеромоторные силы, действующие на диэлектрик, 

исходя из выражения (87) (см. ~ 25). 
2. Нак уже упоминалось в § 22, выражение электрической энергии 

(87) по своей форме соо-iветствует представлению о взаимодействии 

зарядов на расстоянии. Однако, как и в случае отсутствия диэлектрика, 

это выражение может быть преобразовано так, чтобы соответственно 

представлениям теории б,лизкодействия энергию поля можно было 

~'IИтать распределенной с определенной объемной плотностью w по 
всему пространству, в котором поле отлично от нуля. Действительно, 

подынтегральное выражrние первого . из интегралов, входящих 

в (87), на основании (112), (662) и (52') может быть представлено 

в следующем виде: 

р =
4
1 

ffidivD=
4
1 

/cliv(cpD)-Dgraclff11=
4
1 

\div(ffiD)+DEI, 
тr .тr тr 

<>ткуда на основании первой теоремы Гаусса (25) 

Последний интеграл должен быть распространен, во-первых, на по

верхность S, ограничивающую объем интегрирования V, и, во-вторых, 

на поверхности 8/, выделяющие из этого объема поверхности разрыва 
подынтегр~ьного выражения, т. е. поверхности разрыва нормальной 

-елагающей вектора D (ибо потенциал ер должен быть непрерывным, 

поскольку мы не рассматриваем двойных электрических слоев). Если 

мы условимся рассматривать полн о е поле ( стр. 92), то интеграл по 
-ограничивающей его поверхности S обратится в нуль. Поверхности ЖР 

• Справедливость этого утверждения мог.па бы вызвать сомнение .пишь в том 

случае, ее.пи бы существова,1а такая функция поля U, значение которой зависело бы 
. .пишь от распределения диэлектриков, но не от рu.спреде.пепия свободных заря,в;ов; 

энергия по.пя мог.па Gы в этом случае равняться W + U. Однако такой функции су
ществовать не может, ибо при отсутствии свободных зарядов поле тождественно 

-равно нулю (см. стр. 130). 

10 И. Т а м м. Основы теории о;пектричества, том 1. 
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разрыва нормальной слагающей вектора D являются поверхностями. 

за;:шженными свободным электричеством, причем скачок этой слагаю-

щей D" определяется уравнением (1121
). Стягивая обычньп,1 образом. 

поверхности S/ вплоть до полного прилегания их к поверхностям. 

разрыва S1 ( см. стр. 7 4 ), получим на основании ( 112'): 

Lim 
8
1 

jD"tf dS= 8
1 r tf(D1n-D2n) dS=- ~ r ipadS~ 

S'-+S П S' пj ..:.J 
1 ' • s, s, 

Таким образом 

и, стало быть, энергия полн о го поля равна 

W=- p:pdV+- a:pdS=-\DEdV. 1s 11 1 (' 
2 · 2 8пJ 

124 

Это выражение можно истолковать в том смысле, что энергия электриче

ского поля распределена по всему занимаемому им пространству с об~

емной плотностью iv, равной 
1 в w--DE=-E2. 124r 
8п 8п . 

Уравнение это является одной из основных формул теории электри

чества. Частным случаем его при в= 1 является (89'). · 
3. Согласно (124') при заданной напряженности Е энергия поля 

в диэлектрике в в раз больше энергии поля в вакууме 1• Между тем, 

если носителем электрической энергии является электрическое п о л е, 

нак это предполагается теорией близкодействия, то следовало бы 

ожидать, что энергия эта зависит лишь от напряженности поля, а не 

от свойств среды, находящейся в поле. В частности, следовало бы 

ожидать, что при одинаковой напряженности поля энергия его должна 

бьпь одинаковой как в вакууме, так и в том случае, если в вакуум 

вкраплены отдельные диполи (молекулы диэлектрика). И действительно" 

плотность энергии электрического поля в с об ст венном см ы с л е· 

этого слов а w ал определяется формулой 

125 

I Несмотря на то, что (87) применимо как к вакууму, так II к ,11;иэJ1ектрику. С фор

мв..nьно :математической точки врения эта разница в величине энергии обусJ1овJ1ивается · 
тем, что при том же распре,11;еJ1ении свободных зарядов значеяие. потенциала 'Р в ,11;и

электрике отАичается от значения его в вакууме. 



ЭНЕРГИН ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЛ В ДИЭЛЕКТРИКАХ 14'i 

вне зависимости от свойств заполняющей поле среды. Выражение же 

( 124') лвлнетсл в сущности с у м м о й шал и у пр у г о й э н е р г и и 

п о л л р и з о в ан н ы х м о .'I е к у л диэлектрика 1 • 

Чтобы убедиться в справедливости этого утверждения, примем во 

внимание, что возникновение полл в диэлентрике не разрыв н о свя

зано с поляризацией его моле~,ул, т. е. с раздвиганием зарядов э.'Iе

иентарных диполей диэлектрика. :Между зарядами каждого диполя 

по основному предположению действуют силы как электростатического, 

так и н е э л е к т р о с т ат и ч е с к о г о происхождения, сводящиеся 

в совокупности н нвазиупругой силе взаимного притлженил этих заря

дов. Стало быть, при раздвигании зарядов диполя на расстояние l 
силы электрического nолл совершают определенную работу, диполе~~ 

. 'l. l2 
же приобретается равная этой работе упругая энергия ~· где z есть 

мера упругих сил или "коэффициент упругости" диполя. Согласно 

(97) и (971
) 2 

общая же квазиупругая ЭIJер:"ил 1vynp всех N диполей, находлщихсл 

в единице объема диэлектрика, согласно (98'), (99) и (100) будет равна: 

1 1 Е---1 
'(' - N1Jl?- l')E-- J,'2 •·упр-т..с .,--2- ·- 8п J. 125' 

Если мы теперь под энергией электричесноl'о полл нак обычно 

будем понимать всю энергию, которую нужно затратить на возбужде

нпе полл, или, что то же, всю энергию, которая выделлетсл при его исчез

новении, то полную энергию ш полн в диэлентрике нужно будет, 

очевидно, положить равной сумме собственно электрической энергии 

Ша.а и неразрывно связанной с ней упругой энергии ivy11p поллри:

зованных диполей: 

UI =Шу11р+ IVa.i= с - l Е2 +-!_ Е2 = -~ Е2 = {,;!!.' 125'' 
8п 8п 8п . 8п 

I Есл,r, конечно, молекулы эти в электрическом отношении могут быть уподоблены 

квазиупругим диполям. Мы будем пока пользоваться именно этим представлением и 

лишь в конце параграфа рассмотрим диэлектрики с твердыми диполями. · 
2 Для упрощения как в этом, так и в следующем параграфе мы це прин11маем 

во 11iшман11е отличия поля Е от «действующего на диполь• поля Е', что допустимо 
nрп условии а~ 1 (стр. 137). 

10* 
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что полностью совпадает с (124'). Таким образом избыток энергии 
поля в диэлектрике над энергией поля той же напряженности в вакууме 

действительно сводится к упругой энергии, запасенной в поляризо

ванных молекулах диэлектрика. 

4. ИзJiоженное дов:азатеJiьство соотношения 

tlJ=UJм + U'ynp (а) 

страдает весьма существенными недостатками. Под Е понимается средняя напряжен

ность эJiектрнчесв:оrо поJiя ( см. § 22): 

}i=Емикро, 

тоr.11;а и:аи: средняя плотность собственно ЭJiектричесв:ой энергии равна 

1 -· 
Wм = 81t Еt.микро. 

Таи:им образом формуJiа (125) справеДJiива лишь при условии, что квадрат средней 
напряженности равен среднему квадрату ее: 

т,•2 -- (Е )2 - Е2 
Н .микро - AIUK'/)0 - ' 

что, вообще ГQВОря, места пе имеет. ФормуJiа (125') страдает аналогичным недостатком. 
Приведем вв:раще бoJiee строгое дои:азате,1ьство соотношения ( а). Выделим 

внутри диэлектрика физически бесконечно мыую сферу S и разложим пoJie Емuкро 
на две составляющих - поле Е1 зарядов, расположенных вне сферы S, п поле Ein 
;~.,шолей · диэлектрика, находящихся внутри S. Средняя п.лотность энергии внутр,1 S 
бр;ет равна 

1 - l 1 (- -- -) u, = 811: Е2микро = & (Е1 + Ein)2 = 8:: Е21 + 2 Е1 Е,п+ Е2,п • 

Поле Е 1 внешних зарядов согласно § 23 (стр. 135) можпо сч11тать постоянным на 
всем протяжении сферы S, причем 

- 411: 
Е,=Е1 =Е+ 3 Р. 

ДaJiee, 

- - 411: 
Е,п=Е-Е1= - 3,Р. 

Стало быть, ПJ1отность энергии поля Е1 равна 

l -, 1 ( 411: \ 
ш" =-8 в21=-8 Е +-з Р 12, 

1t 1t • / 

а плотность взаимной энергии полей Е1 п Е;11 равна 

1 -;- - 1 -, 1 ( 41t ) 
ll'l'J = 4ttF, 1 Ei11 = 4т: Е1 · Е;п= - З Р Е + 3 Р · 

Что же касается эперrии uоля Ein диполей, распо,1оженпых в S, то общая энер
гия этого поля равна сумме: 1) взаимной энергии ,11;иполей, 2) собственной энергии 

по,1ожительных и отрицательных зарядов, входящих в состав диполей (см. стр. 94 1, и, 

наконец, 3) энергии попарного взаимодействия заря,11;ов, входящих в состав одного и 
того же диполя. Согласно исходному положению теории совокупность э,1ектростатиче-
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скоrо и неэлектростатическоrо взаимQ,J,;ействий зарядов каждого диполя сводится к 

квазиупругой cИJie; стало быть, энерrия этоrо взаимодействия равна упруrой· энерrии 

AИПOJIJI, Собственная же энерrия зарядов диполя от напрнженности поля н поJiяризации 

диэJiектрика не зависит; в макроскопическоif теории эта аД,11,Итивная постоянная во 

внимание не принимается. Наконец энергия взаимодействия сис1еМЬ1 дипоJiеЙ равна 

1 ,, 1<' 
"J ..:.. Ра: "ki 
w i,k 

tk=pi) 

(сравни 92'), где Eki есть напряженность поля k-ro диполя систеМЬI в месте нахо

ждения i-го дипоJiя Ра: • 
Известная Д()JIЯ этой энерrни взаимодействия диполей JIОКализоваиа вне ааипм:ае-

мой диполями сферы S; доJIЯ эта равна интегралу ;1t 5E'in dV, распро.:траиеиному 
по всему пространству вне сферы •. При определении напряженности поля Ein во 

виешиеж пространстве можно, очевидно, считать электрический момент диполей равно
мерно распредеJ1еиНЬ1м по об'Ьему сферы S, т. е. считать эту сферу равномерно 

поJiяризоваивой. Воспо.1ьзовавшнсь форму.1ами (114) и (69), получим: 

где V есть об'Ьем сферы S. Таким образом доля взаимной энерrии дипоJiей, локаJiп
зованная в н у т р и сферы S, равна 

1 ,, 41t 
- - ~ p1 Ek.---P2V 

2 i,k • 9 ' 

а плотность ее равна 

llJiотность упруrой эиерrии дипоJiеЙ (сравни 125') равна 

где Ei' есть напряженность поля, действующеrо на i-ыи диполь. Сuадывал поJiу
чеив:ые выражения, получим: 

, 1 ( (41t)2 ) 1 
w = wн + ю 12 -t- w 22 + юуnр= B1t Ь' - - 3 - pt. + ~ f Ра: 

Очевидно, что 

Е/- }:Eki=Et=E+ 
4;Р, 

k 

нричем I~t постоянно по всему объему сферы. Стало быть, 
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• ·Внося это в предшествующее уравнение, поччим: 

1 ! ' 
ш=-{ El + 4r:EP ), 

81:\ . 

что ввиду (107") совпадает с формулой (124'). 
5. Рассмотрим в ааключеиие энергию электрического поля в диэлектрике с твер

дыми диполями. Этот случай существепно от.1иче11 от только что рассмотреппого, 

ибо твердые диполи в отличие от квавиупругnх пе об.лада.ют во.пасом внутренней 

энергии, меняющейся в зависимости 01· напряженности поля. Однако, с другой сто
роны, нужно учесть следующее. В сдучае квазиупругих диполей мы вправе предпола

гать, что диполи эти 30.КJIК,чены внутр и }Ю.лекул диэлектрика и что оси их всегда 

но.прав.левы по направлению электрического поля, вне вависиыости от того, нахо

дится ли молекула в состоянии теплового движения или нет. В частности, если мо

лекула вращается, то ось дипо.ля, оставаясь параллельной по.лю, вращается относи

тельно молекуды, Ины:ии с.лова.мн, мы JJправе предподаrать, что 11икакоrо вваимодей

ствия меж,~,;у поляризацией диэлектрика и тепловым движением его молекул нет. 

В с.лучае же молекул е твердыми диполями тепловое движение, как мы внде.111, оказы

вает существенное влияние на поляризацию, препятствуя ее насыщению. Ста.ло быть, 

II обратно, возиикновение поляризации, т. е. установка осей дшюлей по направлению 

внеmиего по.ля, до.лжна скавываться на тепловом ,11;виженни моле1tул АИЭJiектрика II 

должна. быть связана с изменением энергии этого движения, т. е. с пог.1ощеннем или 

выделением тепла, 

Действительно, под воздеиствнем электрического поля Е ось каждого дппо1я 

(если то.лько она не параллельна Е) должна совершать маятникообразвые ко.1ебаиия 

около направления этого поля, причем возрастанию поляризации диэ.'lектрика 

соответствует уменьшение средней амплитуды этих колебаний. При соу,11;аревиях мо.1е.: 

кул диэдектрика происхо,11;ит частичны§ обмен между энергией этих ко.1ебании и энер

гией поступательного теплового движения молекул. 

Итак, работа в в е ш в их с ил Авниt 1, затрачиваемая 1111 нзмевение напряжен

ности поля в диэлектрике с твер,11;ыми днпо.1ями и на его поляризацию, до.1жва ипи 

не только на приращение собственно электрической эвер~и·и поля, но и на выде.,е
вие некоторого количества тсп.ла Q: 

А внш = dWэл + Q. 

Количество этого теПJiа Q может быть определено на основании второго закона 
термодинамики, согласно которому количество тепла Q, вьцеляющееся при произ

вольном обратимом процессе, пропорциона.1ьио приращению, исиытываемому при этом 

процессе энтропией системы S: 
Q=-TdS, 

где Т есть абсолютная температура системы. 

Ста.10 быть, 

А внш= dWэл-TdS. 

t Обозначение А без ищекса мы сохраняем д.1я работы иондеромоторвых си., 

электрическоtо иоля, вообще говоря, обратной по знаку работе· внешних си.1 А внш. 
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·Таким ·обра3ом работа Авиш' вообще говоря, не выражается полным дифференциалоъ1 
ка.кой-либо фу11кц1111 ф11311ческ11х величин. Однако, если ограничиться изотермическ)!м11 

процессами (Т = const), т, е. представить себе. например, что выделяющееся в диэлек
трике тепло сполна поглощается соприкасающимися с ними телами, то можно написать 

Как иавестно из ~·ермо;щнамнки, функция состояния системы, приращение которой 

при И 3 О Т е р М II Ч е С К О М процессе равно затрачиваемой В этом процессе работе 
.внешних сил, называется с в о б о д II о й э н е р г и е tl с и.с т е м ы Ji'. Стало быть, 

.,с в о б о д н а я энергия е д и н н ц ы о б ъ е м а диэлектрика равна 

Ej 
]i' - w 1's - Т· - а.л - - 8it - ~, 

,где s есть энтропия е,\нницы объема диэлектрика. 
Сог.аасно основному положению статистическоii механики энтропия 11ро11эвольного 

те:~а связана с термодинамической вероятностью П его состояния соотношением 

Ноль ц III а и а: 
S=k lgII, 

:rде /.,; есть постоянная Б о .1 ь ц м а па (см. стр. 139), Если распре,11;еление осей 

мо.11еку.11 по направлениям определяется соотношеш1ем: 

dN = f (O) sin 6-dд, 

.це clN есть чнсло .молекул, оси которых составляют с некоторым определенным 

иапрамевие.111 в пространстве угол, лежащиtl .между 6 и д + dO, причем сле,11;ы осей 

.этих молекул равномерно распределены по всем азимутам, то термодинамическая 

.вероятность этого распределения может быть выражена. следующим образом t: 

lg П = S"f lg (f).вin {\ dll. 

о 

В нашем случае при п ~ 1 согласно (1201) 

f = ~ N (1 +асов 8). 

Вставляя это значение в предыдущее выражение, ограничиваясь 11ервЬ1Ми ,11;вумя 

•ч.1енами разложения lg (1 + а cos д) по степеням а: 

ai·cos' 6 
lg (1 +асов D) =асов 6 -

2 
, 

.и выполняя интегрирование, ПОЛ)'Чим, опуская несущественную аддитивную постоянную: 

Na2 
lgП=-2-3; 

полагая з,11;есь N равным числу молекул в е,11;ннице объема, получим лога.рифм термо,11;и-
11амическоll вероятности е,11;ииицы объема. 

t См. хотя бы Б JI о х, Квиетичес&оя теория газов, стр. 83. 
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С xpyroii - стороны, cor.iacнo (121) и (122') (по.11агаем 1) в этих уравнениях 

Е'=Е): 

• 
CJ1eJ1ioвa1·e.111,нo, 

Ста.110 быть, 

и.11и, .~виду (107"), 

рЕ 
а=·м· 

Np2 
P=3kTE . 

Na2 Np2Et РЕ 
lgll=- 2.3 =-2,3(kT)2 =- 2kT. 

1's = k1'1g П=-; РЕ 

Т -- • - l Е• 
S- 8:: . 

Таким образом свободная энерrия 1.1' ехнвицы объема хиэлектрика равна 

Е1 E't 1 
Ji'---'l' --+~Ji.'2-~Et - 81t S - 81t 8rt O 

- 8:t ' 12fi 

Итак, в случае диэ.11ектрика с твердыми диполями выражение (124') определяет 

( 1 Е2) ве «внутреннюю» энерrию э.11ектрического поJiя она равна w вл = S1t , а лишь 

ero с в о б одну ю э н ер r и ю, явJiяющуюся мерJЙ работы, связанной с изотермиче
скими и т о .11 ь к о и з о т е р м и ч е с к и м и из11енения111в по.11я. EcJiи же вщеiяемое 
при поJiяризации диэJiектрика теп.по ие поr.11ощается спо.11на окружающими те.110.ми, 

то работа э.11ектрических CИJI не равна убыJiв веJiвчвны w, опредеJiяемой уравне

ннем (124'). Впрочем, при поляризации диэJiектрвка выделяется, иообще говоря, 

с1'ОJ1ь незначитеJiьное коJiичество тепла, что это обсrоятеJir,ство в боJiьm~шстве случаев 

uрактвческой ро.11и не иrрает. 

§ 25. Пондеромоторные сш.1ы в диздектриках. - 1. В этом па
раграфе мы, во-первых, не будем принимать во внимание отличил 

напряженности "действующего на диполь" поля Е' от Е, т. е. ограни

чимся случаем слабо-поляризующихся диэлектриков (а~ 1, см. § 23), 
и, во-вторых, будем считать, что как диэлектрическая постоянная е, 
так и напряженность поля повсюду непрерывны, т. е. что значе

ние е плавно изменяется в пограничных слоях, служащих разделом 

между различными средами, а объемная плотность зарядов р всюду 

остается конечной (конечная толщина заряженных "поверхностей\ 

3 = О). На основании этого допущения об отсутствии поверхностей раз-

I EcJiи принять во внимание отличие Е' от Е, а также от.11ичие квадрата сред

ней напряженности ПОJIЯ от сред~еrо квадрата напряженности (стр. 148), то 

необходимо соответствующим образоJ1 видоиз:11енить не тoJiыto выражение X.IIЯ lg П, 
яо и X.IIЯ w ал; в результате значепи61 F остается неизменным. 
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рыва во всех поверхностных интегралах, с которыми нам придетсв 

встретиться, интегрирование будет распространяться лишь на внешнюю. 

пограничную поверхность поля. Если мы кроме того ус;ювимся рас

сматривать полн о е поле, то все эти поверхностные интегралы обра

тятся в нуль. Стало быть, обратятся в нуль и все интегралы типа 

J div а· dV, 

ибо согласно теореме Га у с с а (25) интегралы э·ги могут быть пре

образованы в интегралы 

поверхностные: et' 

i divadV= 

t 
= р andS=O. 127 

В следующем же па

раграфе мы от этого 

упрощающего допуще

ния освободимся. 

f rf 
-с (. ____ -_,_с р ~ е~ 

-еЕ. 

Рис. 44. 

2. Чтобы подготовить решение задачи о величине пондеромотор

ных сил электрического поля, действующих па помещенный в поле

диэлектрик, рассмотрим силу, действующую в это111 поле па отдельный 

диполь. Если Е и Е' суть напряженности в пеш нег о (по отношени» 

к диполю) поля в точках Р и Р', занимаемых соответственно er~ 
отрицательным и положительным зарядами (рис. 44), то равнодей

ствующая }' сил поля, приложенных к этим зарядам, будет равна: 

l'=eE'-eE=e(E' -Е). 

Разность Е' - Е есть приращение вектора Е на отрезке РР', рав

ном длине диполя l. Ввиду малости этого отрезка приращение эт~ 

может быть выражено согласно (681) и (68'") формулой 

откуда 

E'-E=lc)El =lv·E, 
:) 

F = e1v · Е = PV · Е. 12S 

Таким образом величина силы F, действующей в электрическом поле 

на диполь, зависит от быстроты изменения этого поля в направлении 
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,оси диполя; в однородном же поле силы, действующие на полюсы 

. диполя, равны по величине и противоположны по направлению и, 

~тало быть, взаимно уравновешиваются. 

На един и ц у об ъ е м а диэлектрика в электрическом поле будет 

.. действовать пондеромоторнан сила f, равная, очевидно, 

f= ~F = (~р) v·E, 

тде суммирование должно быть произведено по всем диполям, находя

щимся в единице объема. Восцользовавшись формулой (98), получаем: 

129 

Отнесенная к единице объема сила f' может быть, очевидно, на

:эвана и л о т н о с т ь ю п о н д е р о м о т о р н ы х с и л, приложенных 

н диэлектрику; в дальнейшем мы плотность сил всегда будем обозна

-чать через малые f, сохраняя }, прописное для обозначения сил, дей
..ствующих на отдельный заряд, диполь, проводник и т. д. 

Согласно (98') и (100) можем записать (129) так: 

129' 

Чтобы преобразовать это уравнение, рассмотрим слагаемую по оси .1· 

'Выражения Ev. Е; согласно (68") она равна 

Е ,Е =Е дБ~+ Е dE"_j_E Н(~. 
V ж '" дХ II д'!J 1 • дZ 

Ввиду того, что в электростатическом поле вектор Е есть поте н

ц и аль н ы й в е I{Т о р, имеем ( см. ур. 5~'): 

1и соответственно 

дИ;;_дЕZ 
·5z·- дХ' 

.ввиду чего можем написать: 

Е ,Е =Е !_Е"'+Е дЕ11+в дЕ2 -
V"' "'дх llдx "дх 

д ( 1 1 1 ) 1 дЕ2 t =--·- -Е 2+-Е2+-Е2 =--=-arad Е2 ~z 2 "' 2 11 2 z 2 дХ 2"' "' . 
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Так как длл слагающих Ev·E по другим осям координат буду.~ 

·Справедли~ы аналогичные соотношения, то окончательно получим: 

1 1 
Ev. Е = 2 grad Е2 = 2 vE2; 

·стало быть, (129') примет вид: 
в-1 

f=~·vE2. 

130 

129" 

Таким образом плотность пондеромоторных сил в диэлектрике про

порциональна градиенту к в ад р а т а н а п р я ж е н н о с т и поля; это 

и понятно, ибо по мере возрастания поля возрастают не только силы 

поля,но и момент·диполей_ диэлектрика. Сила f направлена в сторону 
возрастания абсолютной величины вектора Е н е з а в и с и м о о т 

н а п р а в л е н и я э т о г о в е кт о р а; причина этого лежит в том, что 

при изменении направления вектора Е изменяется танже и направле

ние поляризации Р. Таким образом в электричесном поле диэлен

трик у в л е I< а е т с я в о б ласт ь наиб о ль ш ей напр я же н но

ст и пол я. Этими пондеромоторными силами обусловливается, напри

~1ер, притяжение заряженными проводниками кусочков бумаги, бузин

ных шариков и т. д. Разумеется, в однородном поле (Е = const) сила f 
обращается в нуль. 

3. Приведенный вывод формул (129) и (129") основан на определен
ных представлениях о дипольном строении диэлектриков. В феноме

нологической же теории поля величина пондеромоторных сил опреде

.1Яетсл с.1едующим, более общим путем. Для энергии поля W по ст у

л и р у е т с я выражение (87) или ( 124 ), и затем рассматривается 

изменение энергии aw, связанное с бесконечно малым произвольным 

(виртуальным) перемещением q находящихся в поле тел (проводников 
и диэлектриков); конечно, перемещение различных точек этих тел мо

жет быть различным, так что q является произвольной, но непрерыв
ной функцией точки. При соблюдении условий, перечисленных в конц~ 
§ 1 7, это изменение энергии должно быть равно взятой .с обратным 

зна1юм работе А пондеромоторных сил поля (ур. 94): 

aW=-A, 

Jюторая в свою очередь, очевидно, равна: 

А= s qfdP, 
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где интеграл должен быть распространен по всему объему пол н о r о 
поля, причем fd V есть сила, приложенная к элементу объема d V, а 
q - испытываемое им смещение. 

Стало быть, 
" 

оп-==-- j qt"dV, 131 

где f есть плотность пондеромоторных сил поля. Определив tW из 
выражения энергии, :можно с помощью (131) найти f. 

В этом состоит наиболее общий :метод определения пондеромотор

ных сил, которым мы неоднократно будем пользоваться в дальнейшем. 

Согласно (87) и (124) эиерrвя электростатичесв:оrо поля, ввиду преАПолаrаемоrо 

вами в этом параграфе етсутствиа поверхностных зарщов (о = О), может быть выра· 

жена. одним из следующих уравнении: 

И\=~ 1 p<pdV 

11 

W2 = f11 S z Шd V = i1t J Е (grad 'f)2 dV, 

11ричек, конечно, W 1 = W2• Стало быть, изменение эиерrии при произвоJ1Ьном беско

нечно ма.10111 перемещении q находящихся в по.1е тел должно равняться 

ИJlИ 

l JV2= 0W1 =iт: s (grad <p)2os dV + ir. s Е grad 'Р o(grad<p) dV, 

rде ор, о<р, os и т • .в;. суть изменения величин р, <р, z и т. д., обуслов.1ениые переме

щением q. 
Как известно, порядок выпоmения операции дифференцирования и варииро· 

вания можно менять без измененпя их результата, та.к что 

о (grad ч:> = о ( 1 :: + j ~; + k :;) = 1 д ~;> + j д ;~'f) + k д ~0;> = grad (orp). 

С друrои стороны, 

, grad 'Р = - s Е ,-::: - D. 

Стало быть, на основании (662) подынтегральное выражепие пoc.11eAJ1ero интеграла 

можно преобразовать следующим образом: 

е grad <р· о (grad rp) = - D grad (orp)= - diY (D orp) + o<p·div D. 



§ 25] ПОНДЕРОМОТОРНЫЕ СИЛЫ В ДИЭЛЕКТРИКАХ 157 

Иитеrра.11 первого с.11агаемоrо правой части соr.11асио (127) равен нулю, тцк чтu;-- -
воспо.11ыювавmись уравнением (112), окоичате.11ьио по.11учим: 

Ввиду тorJ, что 8 W11 рзвио о W1, приращение энергии о И' можно, очевидно, пре,11;
~тавпть также в с.11едующей форме: 

о TV = 2/J П' 1 - о И-'2 = s 'fGP d V - i" J Et. l. d V. 

'Гакю1 обр-азом вычисление о И' сведено вами к опреде.11евию изменения 11.11от

ности свободного электричества р и диэлектричес.кой постоянной Е пр11 виртуальном 
перемещении q находящихся в. поле те.п. 

4. Чтобы определить ор, рассмотрим вели
чину свободного заряда е, находящегося в об

еме V, ограниченном некоторой и е II о ,11; в и ж

и ой (т. е. не принимающей участия в пере

мещениях среды) поверхностью S (рис. 45). 
До перемещения заряд ;~тот рнвпя.1ся 

,. = \ р rlV; 

" v 

при перемещении же q через каждый э.11емент 
dS поверхности S выйдут наружу все те э.11е
м:еиты зар.яю, :которые находились в nри.11еrаю-

n 

dS 

щем к dS цилиндре объема qndS с образую- Рис. 45. 
щими q, т. е. выйдет наружу p·qndS единиц 

,мектрпчества {сравни (G') 11 (8)). Стало быть, заря;~; е' объема ~' после переме
щения q бу,11;ет равен 

где р' ес1ь плотность ,)Jlектричества. пос.11е перемещения, а поверхиоствыii пнтеrры 
преобразовав в объемныif с помощью (25). Та:к :как по определению р' равно р + ор, 
·1:0. ста.и быть; 

r opdY=-\ div(pq) dV, J г . 1' 

откуд1. ввщу ироизвоJJьвостн объема V за:ключаем, что 

ор = - div (р q). 132 

В приведенном выводе предполагается, что э.11ементы свободных зарядов нераз
рывно связаны с элементами среды и перемещаются в:иесте с ними. Про.вда, при 

(Н1ещении проводников заряды nx, вообще говоря, перераспре,11;елятся по их поверхности, 
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--ибо· э.1ектростатическое равповесие этим смещением нарушаетсJJ, Однако очевидно, 
что при бесконечно маJ1ых перемещениях q изменение р, вызванное этим перерас

пределением зарядов, будет ве.шчивой второго поря»ш малости, которой мы вправе 

11ренобречь. 

Очевидно, далее, что не то.1ько изменение п;ютвости эJ1ектрических заря,,ов р, 

во II изменение всякой другой ведичнны :, неразрывно связанной с элемента.ми среды, 
будет ·опре.~~;еляться формуд .. Й типа (132). Так, например, ecJ111 под .: понимать плот-

ш 
uость среды (т. е. массу единицы объема: : = -V ), то, ОПJ;)едеJlлл 11змененне массы т, 

нахо.~~;ящейся внутри неподвижной замкнутой поверхности S, мы по анаJ1огш1 с ~l:32} 
получим: 

l: = - uiv l, <1), 132' 

где о: есть изменение плотностп среды, обус.ювлевное се смещением q. Н частностн 
в о Ан о р о .ii; н о й среде (: = const) о,=-: div q и, сдедоватедьно, 

oV 
v=-"-

о: 
, =divq. 132" 

Определяемые уравнениями (132) 11 (132') 11з11енения ор 11 8, не.шчин р и а носят· 

название д о к а л ь н ы х и з III е в е н н й этих веJ1ичин, н отднчне от так называемых 

11 з мене ни й матер II аль н ы х, которые мы обозначим через о'р п о':. Разница 

между этими понятиями состоит в следующем. Л о к а J1 ь н о е из~1ененне, испытывае

мое какоЙ-дибо ведичиной при перемещен11ях среды, есть изменение значения этоп 

величины в некоторой определенной точке пространства, не принимающей у час тин· 

в этом перемещении. Соответственно этому при выводе формуды (132) мы считаа1и. 
nоверхность S не подвижно й. М ат ер и а JI ь н о е же изменение есть измене

ние значения данной величины р n некотором опредеденном материальном эдементе 

перемещающейся среды. Иными сдовами, есди эдсмент flV материыьной среды,. 

находившийся до перемещения в точв:е Р, перемещается в точку Р', то l'p равно 
ра3ности между значением, которым обладало р в точв:е Р до перемещения, и тем 

;.щачением, которым обладает р в точке Р' после перемещения q. 
Если перемещение среды не сопровождается ее деформацией, то материадьное 

ию1енеиие о' р равно, очевидно, нулю. Есди же эJ1емент d V среды, обладающий за

рядом de, испытывает пр11 смещении сжатие ил11 расширение, так что объем ег0, 

становnтся равным clV', то, очевидно, что 

1le = f d V = ( р + о' f) d V'. 
Следоватедьно, 

" dV' - dV dV' - clV 
6 F=-p dV' =-р clV 

г,1;е ввиду предполагаемой малости как смещения q, так и вызываемого. нм ию1снения 
объема dТТ, мы заменили в знаменатеJiе dV' на dY. 

Но о т в о с и т е JI ь н о е изменение 

dV'-dY 
llV 
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объема dV э.1емента среды при ее смещении согласно (132") равно- dwq .. 
Стыо быть, 

о'р = - р div q. 133. 

Обращаясь опять к .локальному изменению ор плотности заряда в точке Р, 

заметим, что оно должно сдаrа,ться из дnух частей.· Во-первых, посде смещения lf. 
в точке Р будет находиться элемент объема среды, ранее находивши11ся в точке Р" · 
на расстоянии - q от Р, в которой ведичияа р имеАа, очевидно, wачение 

fp·• = Рг+С- Ч) gl'ad р = р - q gradp. 

I{роме тоrо 3на<Jение ве.1ич1шы р II этом объеме испытает материа.11ьное изме-- -
пение о'р. С.1едоватедьно 1, 

ор = о'р- q gratl р = - р div q - q gra.d р, 133 

что на основапии (662) действите.11ъно сво,11;птся к (132). 
После этого отступления вернемся к опреде.11ению веJ1ичины изменения о: ,11;иэлек-

триqесв:ой постоянной сре,1,ЬI. 

Заменяя в (133') р на ~, )!0Же~1 по.писать: 

о,= о'. - q grad ,, 

где о', есть матерш~.льное изменение ,. Однако, о'е будет опредеАяться не формрок 

(133), а несколько более сложным выражением. А именно, то.к ко.к значение е зави

си1, вообще говоря, от шютпостп ,в;иэлектрика, то материо.льное измеиение е будет,_ 

очевидно, определяться матерпа.1ьны11 изменением о': плотности 1: 

Что же касается о':, то, заменяя в (133) р на ,, получим: 

о',= --:divq. 

Внося olia эти выраж~ния в пре.,mествующее уравнение, по.1уqим оконqательно::: 

, «k d. d 
03 = - ~ 't IV q - q g1·a Е. 

Внося значения ;, п ор (ур. 132) в выражение для а 1У, поАучим: 

I Ввиду предпо.аагаемой бесконечной малости сиещения q мы вправе не у<Jн1'ЬI- -
вать ра.зницы между to'p)p" н (о'р)р сводящейся к веАИ'lпна.м второго порядка мыостп-
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----Но~В'Тегральные выражения двух последних интегралов можно преобразовать 

,с помощью (662): 

}.'2 а. d' ( V<> а. ) d (в2 i!e ) ,· ~. div q = 1v .1!,· Тt t q - q gra <1. , 

'Р div (р q) = div (ippq) - q р grad 'f· 

Но согласно (127) интегралы первых слагаемых обращаются в нуль; стало быть, 

Внося это в (131) и приравнивая подынтегральные выражения, получим искомое 
&ыражение плотности пондеромоторных сил: 

1 ( <li: ) 1 r = р Е + 8.t grad EJ ~ t - 81t Е2 grad Е, 134 

тде мы заменили grad 'Р на - Е. Этг. сила слагается из ~ух частей f 1 и ( 1, а именно 

МВ СИJIЫ f1: 

f 1 =рЕ, 134' 

-,1;еиствующеи на свободные электрические заряды, и, nо-вторых. из силы 

134" 

<IE 
::зависящей от -~ и grad Е и отличной от нуля только в диэлектрии:ах. Из (134') 

~J1е,1;ует, что nJ1отность f 1 пондеромоторных сил, действующих на с в о б од н ы е за

'Ряды, в .w;иэлеи:трике, как и в вакууме, опре,11;еляется напряженностью электрического 

'ПО.IЯ (сравни 93"). Что же касается 1IJ1отиости f 2 пондеромоторных сил, .w;ействующих 

J11a диэлектрик, то нетрудно показать, что (134'') совпадает с выражением (]29"), 
.1t которому приво,11;ит дипольная теория днэлектриков. 

Действительно, согласно (99') и (IOJ) 

Е= 1 +4"а= 1 +41t~N. 

То.к как число молекуд N в единице объема диэлектрика пропорциона.11ьио 
-его ПJ1отиости ,, то можно написать: 

Е -1 =С,, 

Т,11;0 С от ПJIОТИОСТИ , не 311ВИСИТ, Стало быть, 

m (134") принимает вид: 

f,1 = ;тt grad { Е2 (~ - 1) }- i/!J2 grad ,. 
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Но соr.11асио (661) 

grad { Е2 ( Е - 1)} = (, -- 1) grad Е2 + Et grad , . 

Ста.110 быть, 

,-1 
f2 = -:-в;- grad E'l, 

'iто · действительно совпадает с (129") '· 
3ам~им в вак.11ючениr, что Мак с вел: л и рщ ,цругих авторов (например, 

А бра r а м) не принимали во внимание зависимость ,циэлектрической Jiостоянной 

от плотности среды, благодаря чему выражения пондеромоторных сил в ,циэ.11ектри

ках, которыми они польэовал11сь, отличались от (134") отсутствием первого ч.11ена t. 

0,цнако, как с.11е,цует на изложенного, член этот во всяком случае сравни:w по величине 
со вторым, так что пренебрегать им не nредстая,11яется возможным. · 

§ 26. Све.IJ.ение пондеро111еторных сид к натнжениа.м. - 1. Нак 
уже упоминалось в § 16, механистическая теория электромагнитного поля 
прошлого века пенала причины эле:ктричесних явлений в упругих 

деформациях гипотетичесной среды - эфира. Хара:ктерной особенностью 

сил упругости, как впрочем и вообще сил близ1юдействия, является 

возможность сведения их к н ат я ж е н и я м, вознюшющим в дефор

мированных средах; другими словами, возможность сведения сил, дей

ствующих на произвольный участок среды, к силам натяжения, ~спы

тываемых по в е р х н _о ст ь ю этого участка ( в частности, давление есть 
отрицательное натяжение). 

Ита:;, перед механистической теорией поля стон:~а задача сведения 

пондеромоторных сил поля к упругим натяжениям среды. Свести эти 

-силы к натяжениям, нак мы сейчас понажем, действительно, оказы

вается возможным. Правда, это обстоятельство ни в коей мере не спа

еает механистической теории поля, оназавшейсл в целом несостоятельной; 

однако, замена пондеромоторных сил эквивалентными им натяжениями 

позnоллет сравнительно просто притти к ряду выводов, представляю

щих самостоятельный интерес вне всякой зависимости от ситолкова

нил их в духе той или иной теории. 

2. Сила натяжения, испытываемая каним-либо элементом поверхности 
произвольного участка среды, пропорциональна величине этого эде-

I Если ,циэлектрик не принадлежит к числу сJ1або поляризующихся, то иеобхо
.,i\ИМО учесть различие меюу Е и «действующим на диполь» полем Е'. При этом фор
мула (129") перестает быть справедливой, а зависимость Е от 't станови1ся более 

с,южной (см. ур. 123). Однако и в этом случае выражение пондеромоторных cu.11, 
-определенное на осиовапии дипольной теории диэлектриков, совпадает с (134"). С111. 
Н. А. Смири о в, Ж. Р. Ф. Х. О. 1923, том 60, стр. 19. 

2 См. однако J е а n s, Theory of Electr. and Magn., изложению ~tоторого мы сле
,цовыи при выводе формулы (134). 

11 И. Тамм н. Основы теории апектрячества, том 1. 
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мента dS и зависит не тодько от подожения этого эде:мента, но и 

от его направлен и я, иными словами, ямяется не только фун

кцией точни, но и фуннцией направления нормади n к элементу 

dS. Rак известно из теории упруго~ти, для полной характеристини 

натяжения в данной точке среды достаточно задать т р и в е кт о р а, 

характеризующих величину испытываемой эле~ентом dS силы при 

трех взаимно-перпендинулярных положениях .этого элемента, или, 

что то же, де в ять с л а r а: ю щи х этих трех векторов по осям 

координат (девять псевдоскадяров). Совокупность этих трех венторов 
или девяти их слагающих носит название к о м по не н т тензор а 

натяжения, который будет обозначаться нами через Т. В произ

вольной декартовой системе координат компоненты эти могут быть 

записаны в следующей си:мметричной форме 1: 

{ 

тх тх тх 
:с у z 

Т= ТУ ТУ ТУ. 
х у z 

тz тz тz 
х II z 

135, 

Обозначим СИЛ}', действующую на ед n ниц у поверхности; 
через f', если эта поверхность перпендикулярна оси х-ов, через f11,. 
если поверхность перпендикулярна .оси у-ов, и т. д. Силы эти выра

зятся через компоненты 'l'ензора натяжения следующим образом: 

f"'=i1x-+j тх+kтх 
х у z' 

fи = 1 ТУ+ -i ТУ+ k ТУ 
а:: ., у z ' 

fz=tTz +J· 'J.'z +kT2 
х • у z· 

Таким образом, например, Т~ есть не что иное, как слагающая по осп 

z-ов силы f"', действующей на площадку, перпендикулярную оси :r. 

На единицу же произвольно ориентированной поверхности, нормал,, 

к которой имеет направление n, действует сила fn, равная 

136-

тан что слагающая этой силы, например, по оси х-ов равна 

f:=T~cos(n-, x)+T~cos(•1, !!)+T;cos(n, z). 136' 

t Обьшвовевно (по краинеи мере при пользовании .11.екартовои системой коор.11.и

нат) оба ив.11.екса у ко:11понев1' Т пишутся ввозу. Мы пишем один из них вверху JI.JIЯ 

у.11.обства .11.аnнеиших обозначении. 
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3. Мы- будем исходить из выражения (134), в котором, согласно до
казанному, последние два члена могут быть заменены в случае слабо 

поляризующихся диэлен:триков (а.~ 1) выражением ( t 29"). СоотвР-тственно 
этому объемную плотность пондеромоторных сил в электричесном поле 

мы положим равной 

Е-1 
f = р Б + 7вп grad в2, 

или согласно (112') 
1 Е-1 

f= 4ттEdivD+ ~gradE2. 137 

Выберем произвольным образом некоторую определенную систему 

:ценартовых н:оординат; слагающая объемной плотности сил по оси 
.х-ов будет равна -

. 1 , Е-1 . 
(,,= 4ттE"'d1vD+ в;- grad"E2

• 

Поскольку мы пользуемся одной о пр ед с лен н ой системой н:оор

динат, мы впредь до тог о, ног да нам заблагорассудится перейти 

к иным координатам, можем считать слагающие векторов по осям 

координат величинами сналярными, и.ли, точнее, псевдоскаляр

н ы ми, и можем применять к _ним соответствующие формулы векторного 

анализа. Считая Е" сн:аляром, мы можем на основании (662) предста

вить f" в следующем виде: 

Но согласно уравнениям (68') и следующим 

D grad EII) = е Е grad Е, =ЕЕ V · Е"' = е (Е V · Е),., 

где последнее выражение есть слагающая по оси х-ов вектора 

Ev·E. Стало быть, согласно (130) 

Е Е t1E2 
D grad Е = -grad Е2=--, 

"' 2 "' 2 t!X 

на основании чего (" принимает вид: 

1 . 1 -ав2 f =-d1v(DE)---· 
" 4тт '" 8п t1X 



164 ДИЭЛЕКТРИКИ [гл; 11 

Поскольку. мы щ>Лъзуемся оп р еде ленной системой координат, 

мы можем ввести в рассмотрение некоторый вспомогательный псевдо

вектор Ь, потр~боЕав, чтобы в наш~ й системе координат слагающие 

~го равнялись 

Тогда 

и, стало быть, можно написать: 

f =_!_div(E D')-!-clivb=_!_fliv(2B D-b). 
"' 4тт -• 8тт 8тт "' 

' \ 
Выполнив . эти подготовительные преобразования, рассмотрим силу } , 

действующую. на некоторый объем среды v, ограниченной поверхно
стью S. Так как f есть о б ъ ем на я плотность сил, то слагающая по 
оси х равнодействующей F всех сил, приложенных к отдельным эле

:,юнтам объема V, будет равна 

' !" 1 .. 
1' = \ f 171,Т=-J div(2E D-- b)dV. х ж Sп _ х 

. ~ \·' у 

Применяя теорему Га у с с а (25) и приняв во внимание, . что 
b,,=b"cos(x, n)=E2 cos(n, х), получаем: 

Р,,-:-
8
~ t (2Е"Dп - Ь,.) dS= 8

1п t { 2E"Dn -Е'2 cos(,i, х)} dS. 1'38 

Этот 1юцечный результат, очевидца, не зависит от выбора системы 
1юординат. 

4. Последним преобразованием наша задача в сущности решена, 

1160 согласно (138) общая сила F, действующая на пр о из в о льны й 
участок среды у·, определяется состоянием поля на границах этого 

участка, т. е; может быть сведена J{ системе сил или натнжений, 

придожеццых lf его поверхности S. При этом, как явствует цз (138) 
и ·аналогичных выражений для F

11 
и F., которых мы выписывать, не 

будем, слагающие натяжения, действующего на элемент пограничной 

поверхности as, равны: 
. 1 f: = Sтт [2 E.,D n - Е2 cos (1i, х)], 

r;=s1п[2EVD,.-E2cos(n, у)], 139 

1 
ff = Sп [2E.Dn - Е2 со~ (11, z)], 
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rде n есть внешняя нормаль к элементу dS. Таким образом сила fя dS, 
действующая на элемент dS, равна 

f"dS = 8~ (2D "Е - nE2) dS. 139' 

Полаг_ая последовательно n равным 1, j и k, т. е. совмещая внеш

нюю нормаль к dS последовательно с осями х, у и z, получим из 

(139'): 

f'ж = ___!_ (2D Е-1Е2)· 1 
8п "' ' 

fv=_!_(2D E-jE2)· ll 
8п v ' 

f• = _!_ (2D Е - kE2). 
· 8п • J 

139'' 

Сравнивая это с ( 135'), убедимся, что компоненты тензора натяже

ния Т равны: 

тх=_!_(2D Е -Е2) 
"' 8п "' "' ' 

тх=_!_ D 1i' 
У 4п ~v' 

T"'=_!_D Е 
" 4п "' • 

и т. д., т. е. могут быть по аналогии с (135) представлены в форме 

следующеn таблицы: 

r 
_!_D Е _ _!_ р;2 1 ' 

4~D"E, 
1 4тт .,, "' 8п tп D.,,Ev 

J 1 ~ D Е _ _!_Е2 1 } 'l'-= ---DE 4пDУЕ• 140 ) 4тт v .. "' 4п II v 8п 

1 1 1 __!_ D Е _:._:_!_ Е2 ( t 4пDаЕ.~ 4ттD•Еv 4п 3 а 8п 

.lerкo убедиться, что тензор этот с им метр и ч е н, т. е. что сим

м~тричные относительно гла~ной диагонали члены таблицы. (140) равны 
друг другу; так, например, 

]. 1 D Е , z Е Е 1 D Е . 1-. У=- =- =--- =шит.д. ,}' 4тт и .r 4п v -~ 4тт . "' v _ У 

~ 1
:· : .\ J' t· .. 'ЛСt .. , . . .. 

5. ::Jнание тензора натяжений Т вполне ·достаточно i для опре;tе-

:1ения пондеромоторных сил поля. Впервые этот те·нзор:. oы.i'i :imйдei1 
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~аксвеллом, хотя, впрочем, так называемый Максвеллов тен .. 
з о р натяжения отличается 1 от (140) ввиду того, что Мак с

вел лом не учитывалась зависиr.юсть диэлектрической постоянной 

1: щ· плотности диэлектрика (см. стр. 161). 
Удобнее всего разобраться в системе натяжений электрического 

ПОЛJ:J, исходн из (139'). Определяемый эт9й формулой вектор f" равен, 
,очевидно. силе, д~йствующt::й из в н е на единицу площади поверхности, 

внешняя нормаль к которой направлена по n (ибо формулой (138) 
,определяется сила, действующая на тела, находлщиеся в объеме V, 
т. е. внутр и поверхности S). Изменение направления нормали n на 
обратное сводится к изменению знака натяжения f·•. Отсюда следует, 
что с противоположных сторон поверхности S на нее действуют вза
имно уравновешивающиеся равные и противоположные силы. В этом 

обстоятельстве находит себе выражение закон равенств а де й

с т в и я и п р о т и в од е й с т в и я в э л е к т р о с т ат и ч е с к о м п о л е. 

Дейетвител.ьпо, совокупность натяжещ1й, действующих извне на зам-

1, нут у ю ~оверхность S, равна по доказанному равнодействующей сил, 
действующих на тела, находящиеся внутр и S. Обратно, совокуп
ность натяжений, действующих извнутри на поверхность S, равна 

равнодействующей сил, действующих на тела, находящиеся вне S. 
Так как эти натяжения равны и противоположны, то векторная сумма 

всех сил электрического поля, приложенных ко всем находящимся 

в нем телам, равна нулю. А это и означает (ввиду пр о из в о ль но ст и 
поверхности S), что действие равно противодействию. Очевидно, что 

вообще - в с я к и й р аз, к о г д а с и л ы м о г у т б ы т ь - с в е д е н ы 

I, н ат я ж е н и я м, с и л ы э т и у д о в л е т в о р я ю т з а к о н у р а

в е нс тв а действия и противодействия. Этим общим поло

жением нам придется неоднократно пользоваться во П томе. 

Рассмотрим элемент поверхности clS, внешняя нормаль n к которому 
параллельна направлению поля, так что dS перпендикулярцо Е и D. 
В этом случае (139') можно записать так: 

(n 11 Е) fn= 4~DE n-8~E2n= 2е; 1 E2n. 141 

С другой стороны, если n перпендикулярно полю, то D,. = О и 

(n J_ Е) 
1 

f"=--E2n. 
8п 

141' 

t У М а к с в е л л а вторые слагающие диаrо11аль11ых членов { 140) равны не 

1 ' 1 
- & iµ', а. - S1' DE._ 
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Н.акQнец, если площадка dS имеет не1tоторое промежуточное на

правление, то ее можно разложить на две взаимно перпендикул.ярцых 

щющадки, параллельную и перпендикулярную Е, так что действую
щие на эти площадк~ силы определ.ятс.я из (141) и (141'). Стало быть, 

· 2s__.,.: 1 
'система натяжений в электрическом поле сводите.я к т iI г е Н Е2 

. п 

.по направлению пол.я Е (ур. 141) и к давлению (отр1ща-

. 1 .. ·. . .•. 
тельная т.яга) Sтт Е2 по направлению, nерпендикул.ярному Е. 

С точки зрения механистю1еской теории пол.я эта т.яга и это 

.давление суть не что иное, как силы упругости, возникающие в эфире 

при деформации его в электрическом поле; согласно (141) и (141') 
.еилы эти .. ис~ытываютс.я всеми теми участками эфира (как в ва1,ууме, 
так и в материальных телах), в· которых поле (т. е. деформация 

.эфира) не равно нулю 1. 
Нонечно, с точки зрения современной т,еории, отрицающей суще

·ствование материального эфира, лишено в сущности . смысла говорить 
о нат.яжени.ях в вакууме, т. е. о силах взаимодействия смежных эле

·мею:ов вакууъ~а. С точки зренин этой теории пондеромоторнь1е силы 

электрического поля могут быть приложены лишь к элекгрическим 

вар.ядам и к материальным телам, несущим эти заряды, или то<tнее, 

•СОСТОЯЩИМ ИЗ электрИЧеСКИХ вар.ЯДОВ (электронов И ПрОТОНОВ). {)дНаНО 
по доказанному результирующая сила, действующая на тела, находя

щиеся в произвольном об1:_,еме V, :может быть формальuо представлена 
в виде суммы натяжений, ,,испытываемых" поверхностью этого объе)!а 

.S (могущей, конечно, проходить как в вакууме, так и в материальных 
·телах) .. СJiедовательно, мы можем опериромть с этими фиктивными 

нат.яжени.ями, будуч'п уверенными в правильности.. окончательных ре-
.зультатов. 

6. З'амена пондеромоторных сил эквивалентной системой натяжений 
весьма облегчает в частности определение сил, приJiо~енных к по

·в ер хн о ст .я м разр ы в а. электричес1tого пол.я, т, е; ·к· поверхностям, 

заряженным свободным электричеством, и к поверхностям раздела 

,сред различной пол.яризу.емости. Пр!lвда, при выводе систе11Jы натяже

ний (140) мы базировались на результатах предшествующего .пара-

графа, в котором подобные поверхности разрыва предполагались 

-отсутствующими. Однако; определив на основании (f40) рfiзультирую-

t Мы получим_ правильную картину этих uатяжений, если пре,11.ста.вим. :.себе, что 
вдо.аь си.1овых линиii поля_ натянуты 111атериа.пьпые у~-руrие нити, подвер11tе~_11ые. тяге 
'2Е ~ 1 · . · ' . 1 
~ El и оказывающие. ,11.pyr ua друrа боховое .ц~вJ1еиие 81i .EJ. _,.; 
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щую силу, приложенную, например, к заряженному слою к о н е ч н о й 

толщины, и стремя затем толщину этого слоя к нулю, мы определим, 

очевидно, величину силы, действующей на заряженную по верх

н ость. 

Пусть n есть нормаль к поверхности слоя, разграничивающего 

среду (1) от среды (2); для определенности предположим, что n на
правлено от 1-й среды во 2-ю. Элеменr dS той поверхноспf слоя. 

которая граничит с 1-й средой, будет согласно (139') испытывать с«:> 
стороны этой · среды силу 

-1 
f1 dS=-sч (2D1nE1 -E';n) dS, 

а элемент llS понерхности, граничащей со второй средой, будет цспы
тывать со стороны этой среды силу 

Отличие зна~юв этих выражений обуслонливается тем, что по усло

вию направление вне ш не й нормали к слою совпадает во 2-й среде

с напра.Jщением n, а в 1-й прямо ему противоположно. Общал сила. 
действующая на элемент слоя поверхности dS, равна таким образом: 

Очевидно, что это соотношение должно остаться справедливым и 
nри переходе К пределыtому случаю бес1юнечно тонного слоя, т. е. 

к ·поверхности; Таким образом результирующая сила, действуюiцал на 

е д и н и ц у п л о щ ад и п р о и з в о л ь н о й п о в е р х н о с т и, равна 

где Е 1 , 1)
1 
ц Е2, D 2 суть соответствещщ, значения ве1<торов Е .Jt D 

с внутNнней и с внешней (по отноmеJiию к n) стороны этой поверх
носщ •. 

Разумеется, для всякой поверхности, не являющейся поверхность10 

разрыва, Е1 = Е2 и D1 = D2 , так что сила f обращается в нуль.; 
:,,;, Расс:м:отрйм в частности силу, действующую на единицу поверхно,.. 

~·i.'и зapiI,i{eЙiioi'd iipoвoдatika. Пусть n направлено 'от проводника ·на~ 
ружу, а - плот~rоt-ч,; за~rяда· на· его поверхноети. Внуrри · nроводтша 
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Е1 = D1 = О, поле же с внешней стороны его поверхности определяется 
формулой (113"). Внося соответствующие значения в (142), получим: 

2Е-1 2Е-1 
f=-~ Е2 11 = -- 2па 2 11. 

8п е2 
142" 

При Е = 1 (142') переходит в ранее выведенную нами формулу (9:3): 

f=2па2 11. 142"' 

Впрочем и при Е ер 1 формула эта остается справедливой для с л а

б о пол я р и з у ю щ и х с я д и э л е кт р и к о в, к к о то р ы м, нак 

уже- неоднократно упоминалось, толь к о и пр имен им ы рез ул 1,

т ат ы это г о па р а r р а ф а. Действительно, если 

-rде у есть машш величина, квадратами которой мы пренебрегаем, то 

2Е-1 1 +2у _ 
--Е2-- = (l + у) 2 cr.. (1 + 2у) (1 - 2у) = 1 - 4у2 с,:; 1, 

так что (142') эквивалентно (142"). 
3 Ад А 'I А 19. - Показать, что если на граничащей с вакуумо111 

поверхности диэлектрина нет свободных зарядов (а=О), то на 

поверхность эту действует сила f, направленная нор м аль но к ней 
и стремящаяся в т я н у т ь д и э л е кт р и к в в а к у у м, причем вели

чина рассчитанной н а е д и н и ц у п о в е р х н о с т и силы равна 

(°' - 1)2 
f==f .. =~~D,/, 

Г.[\е D n есть нормальная к поверхности слагающая электрической ин-

.L(унции D. 
1 
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* 
§ 27. Дифференц1щ.11ьныс уравнения постояпного тока.- 1. Со-

т ласно данному в § 5 определению проводники электричества ~уть 
-тела, отличающиеся тем свойством, что если внутри проводника на

.пряженность электрического поля Е отлична от нуля, то в проводнике 

возникает электрический ток, т. е. движение зарядов. В настоящей 

,книге мы почти исключительно ограничимся рассмотрением лишь 

-<)ДН ого определенного класса проводников, а именно м е тал л о в. 

Металлы отличаются от других проводников тем, что прохождение 

· тока через металлические проводники не с о пр о в о ж дает с я х и

:м и чес к и :ми пр о ц е с с а :м и в проводнике, тогда как, например, 

при прохождении тока через раствор электролита происходит электро

_лиз, т. е. выделение ионов электролита на опущенных в раствор 

.--электродах. 

О.3ълсняется это отличие тем, что в элеитролитах носителями за
':РЯдов являются ионы, т. е. заряженные атомы или группы атомов, 

тогда как в металлах заряды переносятся "свободными" электронами, 
,отщепившимися от атомов металла. 

Не вдаваясь пока в рассмотрение физичесиого механизма прохо

·ждения тока через :металл, мы начнем с изложения феноменологиче

·~кой ,_теории постоянных токов. 

Основной закон постоянного тока - з а к о н О м: а, являющийся 

-обобщением данных о п ы т а, формулируется обычно следующим 
-образом 

143 

где J есть сила тока в проводнике, R - сопротивление определенного 

участка этого проводника, а q, 1 и ср 2 - значения потенциала у начала 

.п: у конца этого участка (считая по направлению тока). При этом 

,еилой тока, как известно, называется иоличество эпеюричества, про-
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текающе~ через се~ение проводника в щщницу времени 1, а направле

ние тока условно счu:rается совпадаЮЩJ!М с тем на9равлением, в ко

тором под действием поля должны были бы двигаться пол о ж и
т ель н ы е заряды; другими словами, условно считается, что ток течет 

от большего потенциала к меньшему ( r.p1 > <р 2 ). 
Стало быть, в абсолютной системе единиц размерность силы то:ка 

равна: 
- _ 1- 3 

-- [J) = [ абс. ещп. электричества ] = м2 LZ т-_2. 
- сек. - . _ 

( 1-, 

Абсолютная единица силы тоl\а соответствует переносу через сечение 

проводника одной абсолютной единицы электричества в одну секунду. 

В практической же системе едйниц количество электричества изме

ряется в кулонах; соответственно этому сила тока измеряется в а м пе

р ах. По определению ток силою в один ампер переносит через сече

ние проводника один кулон в секунду: 

1 1 
кулон 3 109 абс. е.1~;пн. электричества , 

ампер= сек.-= • сек. -

= 3.109 абс. един. силы тока. 

Что же касается сопротивления R, то его размерность, как .явствует 
из (143), ра!Jна: 

1 1 

[R]= [1] м2. L2, т-1 
t ::s =L-1 Т; 

м2 L 2 т-2 

·таким образом . размерность сопротивления обратна размерности ско

рости. 

В практических единицах потенциал измеряется в вольтах; соот

гетственно этому сопротивление измеряется в ом ах: проводник обла

дает по определению сопротивлением в 1 ом, если при разности 

потенциалов на его концах в 1 воли по нему протекает ток силою 

. в 1 ампер: • 
1 

1 
BOJIЬT ~Ul) абс. ед. ПОТ, 

1 ОМ= --= -
ампер 3.lt,9 абс. един. силы тока 

1 
- 9. t 

011 
абс. единиц сопротивления. 

t Определение это 01позпачпо, нб.о через любое сечение проводника протекает 

~диваковое ,количество электричество. (если TOJIЬ&O то& постоянен и цепь токо. не_ 

t1меет разветв.пений, см. дальше). 



172 ПОСТОЯННЫЙ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК [гл. ш 
-------------------·-------· --·-------

2. Рассмотрим какой-либо однородный по составу и цилиндрический 
по форме участок проводника. В этом случае, на.к известно, 

где l длина участка проводника, обладающего сопротивлением R, 8-
его сечение, а р - удельное сопротивление, характеризующее вещество 

проводника. Если вместо удельного сопротивления р ввести обратную 

ему величину - удельнуIQ проводимость или электропроводность 1: 

то 

1 
л=-, 

р 

l 
R=-· 

8). 

Внося это выражение в (143), получим: 

143 

Во многих случаях удобно бывает выражать силу тона в проводнике 

через плотно ст ь этого то к 1:1, j, по определению равную количе
ству электричества, протекающему в 1 секунду через единицу сечения 
проводника. В однородном цилиндрическом проводнике ток равно

мерно распределяется по его сечению, так что 

. .т 
J=s· 144 

Внеся это в предшествующее уравнение, получим: 

• 

Будем теперь уменьшать длину рассматриваемого участка провод

ника, стремя ее к нулю. 'в пределе получим: 

' 
Lim (!li- (!1 2 = - Lim (tp1 -tp1) ~ .:_ ;)(f', 
l-+0 l l-+0 l· ····· ;)l. 

r··. ;'··.''· 

.. ;)r.p . 
tде - есть производная потенциала п·о со в п ад ii:io щ ем у· с н a;)l 
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пр а в лен и ем то к а направлению оси проводника l. Огрицательны.й 
зцак у этой производной взят потому, что qi1 есть потенциал н !! чал а, 
а <р2 - потенциал к он ца рассматрива~эмого участка проводника, 

считаfl по направлению тока. Таким образом 

где Е1 есть слагающая напрлженности полл вдоль оси проводника. 

Примем теперь BG внимание, что если в однородном циландриче

с1юм проводнике установилсл постоянный ток, то вектор электрического 

поля Е в этом проводнике должен быть направлен по оси провод

ника 1 • Следовательн:о, Е1 = Е и 

J=AE. 145 

Это уравнение, устанавливающее пропорциональность плотности 

тока в прGводнике напряженности по.щ в нем, представллет собою 

наиболее общую и простую формулиr:овку закона Ома. Его можно 

назвать д и ф ф ере н ц и ал ь ной ф о р м о й за к о на Ом а, потому 

что ( 145) устанавливает свлзь между величинами, относлщимися 

к одной оп р еде л е н ной то ч к е проводника, тогда как закон 

Ома в ин те r р аль ной форме (143) связывает величины, относя

щиеся к разл и ч н ы м то ч к а :м ( qi1 и qi2). 

В этой дифференциальной своей форме закон Ома оказывается 

при111енимым к проводникам любой формы, как однородным, так и не

однородным. Однако в общем случае плотность тока j уже не будет 

одинаковой по все111у сечению прGводника, тю{ что под плотностью 

тоf{а в каждой данной точке проводника нужно будет понимать предел 

отношения силы тока dJ, протекающий через перпендикулярный 1, 

направлению тока элемент сеченил проводника dS, к величине этого 

э,1емснта dS: 

. L' dJ J= 1m-, 
dS-+O dS 

144' 

t В противном случае перпендикулярпаа этой оси слагающая папражеRПОС'fИ }; 
вызвала бы появление параллельного ей тока, т. е. перемещение заря1ов с OJUIO.fi 
стороны поверхности прово":щика па другую. Это перераспре.11.еление поверхностных 
зарядов ДJIИJIOCь бы до тех пор, пока по..:~е этих зарн~ов пе скомпенсироваJiо бы 

впутри проводника перпендикулярной к его оси слагающей внешн-·го пот, т. е.· до 

тех пор, пока Е не cтaJIO бы параJiлельвым оси проводника. •· 
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drкуда обратно 
dJ=JdS. 

Однако и это соотношение справедливо лишь при том условии, что 

элемент dS перпендикулярен направлению тока.. Если же мы будем 
рассматривать плотность т.ока как вектор, направление ноторого 

совпадает с направлением тока в данной точке проводника, то при 

люб ом направлении площадки dS справедливо будет соотношение: 

где j" есть проекция 

Jn 
n 

Рис. 46. 

!4411 

вектора j на внешнюю нормаль li к dS, а d,T 
есть сила тока, протекающего через dS. 
Справедливость этого соотношения яв

ствует из того, что тангенциальная к dS 
слагающая плотности тока характеризует 

течение электричества вдоль ( а не 

через) площадку dS (см. рис; 46). Из 
(144") следует, в частности, что силе 

протенающего через площадку dS тока 
dJ нужно приписывать нак положитель
ные, так и отрицательные значения, в 

зависимости от того, протекает ли ток 

через dS в направлении произвольно вы-
бранной положительной нормали 11 к 

этой площадке, или же в обратном ей направлении. 

Так как в каждой точке проводника направление тока совпадает 

с направлением обусловливающего движения зарядов электрического 

поля, то в векторной форме дифференциальный занон Ома (145) может 
быть записан следующим окончательным образом: 

.i=Ш. 145' 

3. Хотя исходным пунктом наших рассуждений являлось уравнение 
(143), имеющее смысл лишь в том случае, если электрическое поле 

есть поле потенциальное, т. е. если вектор Е может быгь представлен 

в виде градиента скалярного потенциала, однако (145') остается спра
ведливым и в пере:менныs: электрических полях, где это условие не 

выполняется. Таким образом (145'} является одним из основных уравне
ний электродинамюш. Поскольку мы, одна1ю, ограничиваемся пока изу

чениема постоянных тонов, постольку элентрцческое поле остается полем 
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потенциальным. Действительно, в поле потенциальных токов распре

деление зарядов в пространстве должно оставаться ст а ц ион ар н ы м,, 

т .. е. неизменным во времени, ибо если бы имело место какое бы то 

ни было перераспределение зарядов в поле, то напряженность. его. 

неизбежно должна была бы изменяться и ток перестал бы быть. 

постоянным. Но если распределение зарядов стационарно, то поле их 

должно быть тождественно с электростатическим полем соответственн~ 

распределенных неподвижных зарядов: то обстоятельство, что в дан

ной точке пространства одни элементы заряда с1t1еняются другими, не

мошет сказываться на напряженности поля, раз только nлотность 

зарядов в каждой точке пространства остается постоянной 1• Стало, 

быть, ст а ц и о н ар н о е п о л е п о с т о II н н ы х т о к о в, как " поле

электростатическое, должно быть п о

л е м п о те н ц и ал ь н ы м. 

Из стационарности распределения 

зарядов в поле постолrшых токов выте

кает, что токи эти необходимо должны 

быть з а м кн у т ы м и, либо уходить в 

бесконечность, ибо в противном елучае 
в месте начала (истоков) и окончания 

(стоков) тока происходило бы с течением 

времени накоnление и убывание заря

дов. По той же причине через различ

цые сечения проводника ( если только 

между этими сечениями нет разветвлений 

Рис. 47. 

проводника) должен протекать ток одинаковой силы. Наконец &с 

каждой точ1,е Р разветвления цепи тока, в которой соприкасаются 

между собой два или вообще п проводников, несущих соответственно

токи J 1 (i = 1, 2 .... п), должен удовлетворяться так называемый 

пер вы й .за к он И и р r о ф фа, согласно которому алrебраичеснаw. 

сумма сил токов, прите1шющих к точ1,е разветвления цепи, должна 

равняться нулю: 

i-=1i 

• 
14& 

в противном случае в точке Р происходило бы накопление эле1{

трических зарядов. При этом для всех проводников, соприкасающихсн. 

в точке Р, положительное направление тока должно быть, конечно-

I Это утверждение явJ1яе1т.я в сущности. одним И3 оспов11ых посту.аа.тов теори~а 

электрического noJя. 
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выбрано одинаково,·т. е. совпадающим либо с направлением к точке Р, 

.JJибо с напраРЛением от точки Р ( см. рис. 4 7). 
Самое общее условие стационарности токов и подл может быт.ь 

получено следующим образом. Согласно (144") интеграл р J" dS по 
,1рои3вольной замкнутой поверхности S должен равняться алгебраи

ческой сумме сил токов, проходящих через отдельные элементы .dS 
-Этой поверхности, т. е. щ>лжен равняться количеству электричества~ 

выходящему за единицу времени из ограниченного поверхностью S 
-объема V ( если n есть вне ш н я я нормаль к S). С другой сторощ,r, 
-согласно одному из основных постулатов теории, эле1причество може·r 

.лишь переые_щ&тьс.н в пространстве, но не может ни возникать, JШ 

исчезать 1• Следоватедьно, количество электричест~щ, вышедшего за. 

i)e 
1 сек. 3а пределы объема У, должно равняться убылп - -t за тот же 

i) 

.промежуток ~ремени заряда е, находящегося внутри этого объема 2 • 

·т~щ как кроме того предполагается, что перемещение электричества 
происходит не· п ре р ы в но в том смысле, что каждый элемfшт .заряда 

при выходе из объема V должен пересечь границу этого объема S, 
то, стало быть, \должно иметь место равенство: 

fhJ· dS=- i)e. 
:у " . i)t 

147 

:Эго весьма важное уравнение носит название уравнен и я не пр е

ры внос :r и и яв:шется математическим выражением постулата с о

х р'а Н 'е II И Я 1( О ЛИ Ч е СТ В а Э Л е КТ р И Ч е СТ В а И непрерывности его 
.движения. Н этому уравнению нам еще придется вернуться в даль

нейшем. н интересующем же нас здесь случае постоянных токов 
i)e . 

распределение зарядоtJ стационарно, т. е. i)f = О, так что уравнение 

.непрерывности принимает вид 

• 148 

I Кажущееся возникновение :Jдектрических зарядов (например, при э.11ектризац11и 

.двух те.11 трением) сводятся .11ишь к перераспределению зарядов, ранее существовав

ших в этих телах, но располагавшихся в них так, что заряды противоположных 

,знаков взаимно нейтрализовались. Поэтому кажущееся возникновение, напр., отрица

тельного заряда всегда связано с «возникновением» равного количества по.11ожите.11ь

воrо электричества в смежных участках пространства. 

!1 3нак частной производноi! до.1жен означать, что при .11;ифференциро11ании 

.JJ) времени поверхность S и объем V считаются неподвижнымп. 
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Если внутри объема V, ограниченного поверхностью S, пот по -
верхностей разрыва вектора j (что, вообще говоря, может иметь место 

лишь на поверхностях соприкосновения двух различных сред), то (148) 
может быть преобразовано с помощью теоремы Гаусса (25): 

Нвиду произвольности объема интегрирования V отсюда следует, что 

div j=O. 148' 

Это уравнение является наиболее общим выражением того фаr{та, что 

постоянный ток не имеет истоков, т. е. что л ин и и то к а всегда 

.замкнуты (либо уходят в бесконечность; сравни сказанное о силовых 

.,;шниях электрического поля, стр. 58) 1 • При этом под линиями тока 

вужно, очевидно, понимать линии вектора j, т. е. линии, касательные 

,, которым совпадают с направлением вектора j в точке касания. 

На поверхности соприкосновения двух различных сред вектор 

плотности тока может испытывать разрыв непрерывности. Однако 

нормальная к поверхности слагающая этого вектора j должна быть 
одинаковой по обеим сторонам поверхности разрыва, ибо в противном 

случае количество электричества, притекающего к одной стороне этой 

поверхности, не было бы равно количеству электричества, вытенаю

щему из другой ее стороны. Стало быть, 

149 

где j 1 и j 2 суть плотности тона в 1-й и 2-й средах, а n- нормаль 

к поверхности их соприкосновения. 

В частности, если проводник граничит с пепроводящей средой, 

то в ней j ~ О, и, следовательно, нормальная к поверхности слагающая 

плотности тока в проводюше должна равняться нулю: 

149' 

Благодаря замкнутости постоянных токов их всегда можно разло

жить на совокупность бесконечно тонких замннутых ( или уходящих 

t Согласно § 11 ддя незамкнутых линий тока мыслима еще третья возможность 

они могут sаполнятr; собой конечные участки пространства. Однако при отсутствии 

-сторонних электродвижущих сил ( см. § 28) линии тока согласио (145') совпадают 
с сИ.11овыми линиями стационарного электрического поля, д.жя которых эта воsмож

il:ОСть согласно § 11 исключена. 
-12 И. Т а м м. Основы теории олектричеетва., том 1. 
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в бесконечность) нит с й то к а. С этой целью выберем произвольную 

площадку dS внутри проводника и проведем через все точки нонтура 
этой площадки линии тока. Образованная совокупностью этих линий 

цилиндрическая поверхность и выделит из объема проводника таи 

называемую нить тока. Так как через боковую поверхность такой_ 

нити электричество, очевидно, не протекает, то сила тока dJ во всех: 
сечениях dS каждой нити должна быть постоянной, т. е. 

dJ =jdS= const, 

где под dS надо понимать перпендикулярное к J сечение нити тока .. 
Так нак далее линии тока, а стало быть, и поверхности нитей тона. 

пересекаться нигде не могут (ибо в наждой точке пространства направ

ление линии тона од н о знач но определяется направлением вентораj),. 

о каждая нить тока должна замыкаться сама на себя (т. е. быть. 

замкнут ой), либо итти из бесконечности в бесконечность ( см. примеч
стр. 177). 

4. Обратиися теперь 
ждение м тока, а именно 

ников) в ц е п и то к а. 

к явлению, неразрывно связанному с прохо

к выделению тепла (нагреванию провод-

Количество тепла Q, выделяемое током в единицу времени в на-· 

ком-либо участке цепи, может быть определено следующим образо:м_ 

J 
(1) -· t~ae 

Рис. 48. 

(г) 
1 

Если сила тона в проводнине равна J" 
то за элемент времени dt через на

ждое сечение проводнина протенает 

de = Jdt единиц электричества; в част
ности, стольно единиц электриче

ства проникнет через начальное сече-

ние внутрь рассматриваемого участна 

проводника и такое же количество электричества выйдет из этого 

участка через его конечное сечение (рис. 48). Так как распределение 
зарядов в проводнике остается при этом неизменным (постоянный 

ток!), то весь процесс эквивалентен непосредственному переносу de: 
единиц электричества от сечения 1 к сечению 2. 

Совершаемая при этом переносе работа элентричесних сил равна 

•) q 

A=de S" E,ds=Jdt \. E,rls, 
1 ._, 1 

150 

где линейный интеграл может быть взят по оси цилиндричес1юго, 

проводника. Согласно закону сохранения энергии эквивалентное этоi1 
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работе элентричесних сил ноличество энергии должно выделитьсл 

в виде иной формы энергии (например, в форме тепла). Следовательно, 

выделлемал тшюм энергил равна: 

ОТl{уДа 

Qrlt = Jdt j'
2 

Е, ds, 
1 

150' 

Если поле Е обладает потенциалом ЧJ, нак это пмеет место длл поля 

постоянных токов, то согласно (36') 

151 

Воспользовавшись, наконец, законом Ома ( 143), получим: 

132 

Опыт поназывает, что это ноличество энергии Q выделяется тоном 
в формР- тепла. Таким образом уравнения (150') - (152) выражают 
собой известный з ан о н Д ж а у л я. 

У же в следующем параграфе мы убедимсл, что область приложимости 

уравнения (152) гораздо шире области приложимости уравнений (150'} 
и (151), хотя n пределах нашего теперешнего рассмотрения все эти 

уравненил вполне энвивалентны друг другу. 

Величина Q, равная ноличеству выделяющейся в единицу времени 

энергии, должна, очевидно, иметь размерность мощности. Действительно 

Соответственно этому в абсолютной системе единиц Q измерлетсл 

в эргах в секунду. В практической же системе единиц Q измеряется 
в ватт ах: 1 ватт есть энергия, выделяемая током силою в 1 ампер 
при прахождении разности потенциалов в 1 вольт: 

1 ватт= 1 вольт-ампер= 

= ( 
3
~

0 
абс. ед. потенциала ) (3.109 абс. ед. силы тона)= 

= 107 абс. ед. ?rЮЩНОСТИ= 107 -~рг. 
сен. 

12• 
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Rак известно, в практической системе единиц работа измеряется 

в джаулях: 

поэтому 

1 джауль = 107 эрг; 

1 ватт= 1 джауль 
сек. 

Разумеется выделяемая током энергия Q может быть выражена танл,е 
и в тепловой мере, т. е. в калориях в секунду. 

3а~юн Джауля (152), носящий характер закона интегрального, может 
быть подобно закону Ома преобразован в форму дифференциальную. С 

этой целью введем вместо Q удельную мощность тока q, т. е. количе

ство тепла, выделяющееся за одну секунду в един и ц е объем а 

проводника: 

(J 
rz=y, 

rде V есть объем участка проводника, в 1ютором выделяется общее 
количество тепла Q 1. 

Рассмотрим оплть однородный цилиндрический проводник сечения 

S, длины l и объема V =Sl. Согласно (152) и (1431) получим: 

Q RJa 1 J2 
q=-=--=---·-· V Sl }. s2 

откуда на основании (144) 

и.ш на основании (1451
) 

1 '2 
q=1:J' 

q=).E2=jE. 

153 

153' 

Уравнение (153) представляет собою наиболее общую формули

ровку закона Джауля, применимую к любым проводникам вне зависи

мости от их формы, однородности и т. д., наконец, вне зависимости 

от того, имеем ли мы дело с постоянными или с переменными токами. 

Что же касается уравнения (153'), то, как мы увидим в следующем 

параграфе, область приложимости его несколыю уже. 

i ЕсJ1и выде.пение тe!Llla. происходит неравномерно по объему проводника., то как 

,обычпо значение q в ка.ждоlt точке проводника. опреде.пяется соотношением 

q =Lim_Sl · 
f'-+() v 
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3 л д л чл 20. - Показать, что нормальнан слагающая электриче· 

ской индукции у поверхности проводника определяется уравнением 

D,.=4тта 

и в том случае, если по проводнику протекает постоянный ток, но 

что векторы Е и D при этом перестают быть перпендикулярными 

поверхности проводника (уравн. 113" перестает быть справедливым). 

§ 28. Сторонние злектродвижущие си.п1. Квази.1:пнеиныс 

'l'ORИ. - 1. Существеннейшее отличие стационарного поля постоянных 
токов от поля электростатического заключается в том, что для под

держания первого необходима непрерывная затрата энергии, тогда 

нак в электростатическом поле никаких преыращений энергии нс 

происходит. Действительно, как мы видели, электрический ток, т. е. 

перенос электричества по проводникам под воздействием сил электри

ческого поля, сопровождается работой этих сил, причем эквивалент

ное этой работы количество энергии выделяется в форме так назы

ваемого Джаулева тепла. Ввиду стационарности поля постоянных 

токов вся энергия, выделяющаяся в цепи тока, должна непрерывно 

возмещаться за счет других видов энергии - механической (динамо

машина), химической (гальванические элементы, аккумуляторы), тепло

вой (термоэлементы) и т. д. Иными словами, для поддержания постоян

ного тока необходимо, чтобы в известных участках цепи тока действо

вали электродвижущие силы не электростатического 

пр о исх о ж де ни я (индукционные, 1юнтактные на поверхностнх 

соприкосновения различных проводников, термоэлектрические и т. д.); 

работой· этих сил и компенсируется затрата электрической энергии, 
выделяющейся в форме Джаулева тепла. 

Если бы все действующие в цепи электродвижущие силы сво

дились к силам электростатического полл, т. е. к силам Нуло

новым, то под воздействием этих сил положительные заряды провод

ников стекали бы из мест большего потенциала к потенциалам мень

шим, отрицательные же двигались бы в обратном направлении, что 

вело бы к выравниванию потенциалов. В результате все соединенные 

между собой проводники приобрели бы одинаковый потенциал, и то1{ 

прекратился бы. Иными словами, при наличии одних лишь Нулоновых 

сил с та ц и о н ар но е поле должно быть полем ст ат и ч е с к и м. 

Таким образом мы приходим к выводу, в известном отношении напо

минающему теорему Ирен шоу как и в § 18, нам приходится ввести 
в рассмотрение силы неэлектростатического происхождения, действую

щие на электрические заряды. Разница лишь в том, что в § 18 
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введение подобных сил вызывалось ю~обходимостью учесть возможность 

у с т о й ч и в о г о равновесия системы электрических зарядов, теперь 

же нас вынуждает к этому факт существования п о ст о я н н ы х 

-токов. 

Итак, мы должны допустить, что на электричес1ше заряды в про-

43одниках помимо электростатических сил стационарного электрического 

.поля может действовать еще некоторое поле сил неэлектростати

·ческого происхождения. Для краткости мы будем называть эти силы 
..ст о р он ним и (электростатическому полю) и будем обозначать напря-

женность поля сторонних сил через Е стр. Н: сторонним силам в этой 
главе мы причисляем все электродвижущие силы неэлектростатичесrюго 

происхождения. Весьма важный н:ласс этих сил будет сведен в главе \ "I 
к силам переменного электромагнитого поля (индукционным), после чего 

мы уже не будем применять к ним термин "сторонние". Помимо этого 

существуют, однако, силы "сторонние" в собственном смысле слова, 

обусловленные химической и физической н е одно род но ст ь ю про

водников. Таковы силы, возникающие при соприкосновении проводников 

различного химического состава (гальванический элемент, аккумулятор) 

или различной температуры (термоэлемент); при наличии градиента 

концентрации в растворе электролита (,,осмотический" гальванический 

элемент) и т. д. Конечно, перед электронной теорией материи стоит 

задача выяснить механизм возникновения "сторонних" Э. Д. С. этого 

класса и свести их к взаимодействию электрических зарядов, входящих 

в состав атомов неоднородных проводников. Задача эта, однако, весьма 

сложна и пока еще далека от окончательного решения. Мы лишены 

здесь возможности касаться этих вопросов. 

2. Если под действием электростатического по.1я Е в проводнике 

возникает согласно ( 145') ток плотности 

j=lE, 

то под совокупным действием поля Е и поля сторонних сил Е стр 

должен возникать, очевидно, ток плотности 

.i = l(E + Естр). 145" 

Это выражение представляет собою дифференциальную форму о б о б

щ е н ног о за к он а О 111 а (на случай наличия сторонних электродви

жущих сил), из которого нетрудно получить и интегральную форму 

этого закона. При этом в настоящем параграфе нам достаточно будет 

ограничитьс.я расс11Iотрением к в аз и л и н е й н ы х т о к о в. 
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Квазилинейными (не смешивать с линейными, о которых будет речь 

в следующей главе) токами мы будем называть токи, удовлетворяющие 

-еледующим условиям: в каждом участке несущего ток проводника 

можно определить направление его о с и так, чтобы во всех точках 

любого перпендикулярного оси сечения проводника все физические 

.величины (j, r.p, А, Е, Естр и т. д.) можно было с достаточной точ
ностью считать постоянными и чтобы все физические векторы (Е 

Естр, .l) были параллельны (или антипараллельны) этой оси. Такие 
· токи мы называем квазилинейными потому, что в ряде случаев рас

смотрение несущего TOI{ проводника может быть заменено рассмотре

нием его оси, которую мы будем называть к о н т у р ом то к а. 

Рассмотрим произвольный участок квазилинейного тока, заключен

·ный между сечениями 1 и 2, и предположим сначала, что в этом 
участке нет разветвлений цепи тока. Пусть перпендикулярное к оси 

-еечения проводника равно S, причем, вообще говоря, S может быть 
переменным по длине проводника. Разделив (145") на ). и помножив 

s 
·его левую часть на S = 1, получим: 

Sj _ E +Естр 
8).-

Тlо)шожая далее это уравнение скалярно на элемент оси проводника ds, 
·взятый по направлению тока j, и интегрируя от сечения 1 
.до сечения 2, получим (ввиду того, что j cls =j ds): 

2 2 2 s S~~s = s E,ds + s Е, стр ds. 
1 1 1 

"Но Sj равно J, причем J, 1;ак величину постоянную, можно вынести 
.за Зf!aI{ интеграла. Далее, 

·есть не что иное, кю, сопротивление участка проводника, лежащего 

между сечениями 1 и 2, ибо подынтегральное выражение равно со

противлению единицы длины проводншш; в частности, для однородного, 

.проводника постоянного сечения R12 совпадает с (14:J'). Стало быть 
,окончательно: 

. 2 2 
JR = (' Е ds + (' Е стр ds 

] 2 \ В \ s ' 
~ 1 " 1 

154 
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что представляет собой наиболее общую интегральную форму об об

щ е н но го закона Ома. 

3. Линейный интеграл напряженности электрического поля между 

точками 1 и 2 носит название напряжен и я, существующего между 
этими точками, и может быть обозначен через (/]12 : 

154' 

Напряжение же сторонних электродвижущих сил между точ-

нами 1 и 2: 
,2 

_рстр_ \ ветра 
(!) 12 - J 8 S 

1 

154" 

часто называется просто эле кт род вижу щей с ил о й, приложен

ной между этими точками, и сокращенно обозначается через Э. Д. С. 

Нужно весьма остерегаться смешивать понятия напряжения <!] 12 и на

пряженности поля Е, тем более, что иногда оба эти понятия обозна

чаются одним и тем же термином напряжения. 

Внося (151.'J и (154") в (154), получим: 

154'" 

Стало быть, произведение силы тока на сопротивление произвольного 

участка проводника равно сумме напряжения и сторонней Э. ,Т(. С.,. 

приложенных к этому участку. 

Если электрическое поле Е обладает потенциалом ({), ка~, это 

имеет место в стационарном поле постоянных токов, то согласно (36') 

155 
и ( 154") принимает вид: 

Jl-' _ , + r.,cmp 
•12 - ({-1 - :Р2 <9 12 • 155~ 

Частным с:1учаем этого уравнения при отсутствии сторонних iJ. Д. С. 

является наше исходное выражение (143), т. е. необобщенный закон 

Ома. 

~ели замкнутый квазилинейный ток лишен разветвлений, то, инте

грируя в уравнении (154) по всей длине этого тока, получим: 

JR= f E,ds + f Е/тр cls, 156 
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где R есть полное сопротивление замкнутого проводника. Если Е об
ладает потенциалом, то согласно (34) первый интеграл обращается в 

нуль, так что для постоянного тока (156) принимает вид: 

JR= р Е/~тр ds =(/]стр, 156' 

где {]стр есть общая Э. Д. С. в цепи то1ш. Стало быть, сила неразвет

менного постоянного тока равна частному от деления полной сторон

ней Э. Д. с: в его цепи на сопротивление этой цепи. Таким образом 
при отсутствии сторонних Э. Д. С. сила постоянного тока должна рав

няться нулю, как это уже отмечалось в начале параграфа. 

Рассмотрим, наконеп, 

произвольную цепь квазили

нейных токов с произволь

ным числом разветвлений 

(рис. 49) и составим из от
дельных участков этой цепи 

какой-либо произвольный (; 
замкнутый контур L, на-

2 

'----------
пример, 1 2 3 1. Пусть Jik Рис. 49. 

(i, k = 1, 2, 3) есть сила тока 
в отрезке ik, причем величину J;,, мы будем считать положительной" 

если ток идет от точки i к точке k, и отрицательной в противопо

ложном случае. Составляя для каждого участка цепи уравнение типа. 

(155') и суммируя, получим: 

Но 

~ (tp,- 'fk) =(tfi1 - Cfi2) + (Cfl2 - :Рз) + (tflз - Cfi1) = О, 
п стало быть 

~ R ~ f.JCIIIP 
~ J,,, ik= ~ <Diк • 15, 

Ит~к, в любом замкнутом контуре токов алгебраическая сумма произ

ведений типа J.k R1k равна сумме сторонних Э. Д. С., приложенных к 

этому контуру. Это положение носит название 2 -г о з а к о н а R и р
г о ф фа. Очевидно, что ( 156') есть частный случай применения этого

закона к неразветвленной цепи тока. 

4. Обратимся теперь к вопросу о выделении (Джаулева) тепла 

в цепи тока. При наличии сторонних электродвижущих сил урав

нение (150') примет, очевидно, вид: 
2 2 

Q = J \ E,ds + J I Е/тр ds=J((/]12 + <8f:P), 15S 
'! \ 
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-ошуда на основании обобщенного закона Ома (154") 

Q=J2R12, 

!гл. п1 

158' 

·qто полностью совпадает с уравнением (152), которое, таким образом, 
-'()называется применимым и в случае наличия сторонних Э. Д. С. Если 

.электрическое поле Е обладает потенциалом, то, внося (155) в (158), 

.получим: 

158" 

"ЧТО при наличии сторонних Э. Д. С. должно заменить собой уравне

лие (151). 
В .предшествующем параграфе мы убедились, что из (152) или (158') 

следует ( 153), та!{ что уравнение это: 

1 ·2 
q=т.1 

·<)стается справедливым и при наличии сторонних сил; вместо же (153') 
м:ы из (153) и (145") получаем: 

q =-= l(E + Ecmp)2=j (Е + Естр), 153" 

·что выражает собой тот фа~п, что теп.ю, выделяемое током в к аж дом 

элементе объема проводника, равно с ум м е работ сил электриче

·Ского поля и сил сторонних. Но как указывалось в начале этого 

,параграфа, общая работа электрических сил стационарного поля 

.1юстоянных токов должна равняться нулю, ибо в противном случае 

-:энергия этого поля уменьшалась бы и оно не могло бы быть стацио-
нарным. Стало быть, общее количество тепла, выделяющего~я 1ю 

всей цепи тока, должно равняться работе сторонних Э. Д. С. И, дей

·ствительно, применяя (158') ко всей длине неразветвленного замкнутого 
проводника и приняв во внимание, что в поле постоянных токов }; 

.. о5ладает потенциалом, получим на основании ( 156'): 

Q=J<fJcmp, 15~) 

-<rro является математической формулировкой высказанного только что 
nоложения. 

5. Чтобы получить представление о превращениях энергии в цепи 
·тока, представим себе, что все сторонние Э. Д. С. сосредоточены в од

:Ном из участков а этой цепи 1. Стало быть, и работа этих Э. Д. С. будет 

I Можно представить себе, например, что в этот участок цепи включен акв:уму

. .1ятор п.ш динамо постояняого тока. 
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-совершаться лишь в этом участке а, тогда 1шк выделение тепла будет 

происходить во всех участках цепи. Так как общее количество выделяе

мого тепла равно работе Э. Д. С. в участне а, то с энергетической точки 

.зрения роль электрического тока сводится н переносу отдаваемой сто

ронними силами энергии в отдаленные участки цепи. 

Пусть, например, мы имеем дело с неразветвленны111 замкнутым ква

.зилинейным проводником, границами участков а и Ь которого яnллются 

,точки 1 и 2 (рис. 50), и пусть сосредоточенная в участке а Э. ;1,. С. 
<f]cmp направлена от 1 1{ 2: 

о 

<!]стр= );Е/1/!Р (z.~ = \- Е.,стр ds = <fJ/IIIP> о, 
:у < 1 

-так что cor ласно ( 155') 

JR 1 ,:, стр 
а= <р1 - 'f 1 Т (()" , 

где 1( есть сопротивление участка а. 

'Так как с другоn стороны согласно 

'(156 ') 

то 1 

Естр. 

_(1) -(2)+ 
(JJ1 а (f)2 

\ .f 

ъ 
Р~ю. 50. 

Во "внешнем" участr,е цепи Ь действуют лишь силы электриче

-ского поля, так что положительные заряды будут стекать по Ь от боль

шего потенциала (fl 2 к меньшему потенциалу (fl 1• Это должно было бы 

,повести к выравниванию потенциалов и прекращению тока, если бы 

.на участке а не действовали сторонние Э. Д. С.,_ которые гонят 

положительные заряды по участку а от 1 к 2, т. е; от меньшего 

потенциала (fl1 к большему (fl2 , против действующих в этом участке 

Нулоновых сил электростатического поля. Так ·как согласно последнему 

уравнению <!]астр> (fl2 - (fl1 , то заряды эти действительно будут дви
гаться по а "против" разности потенциалов (fl 2 -_({11 и по направлению 

э. Д. с. 

I Таким образом разность потенциадов на концах уqастка цепи, к которому пр11-

.южена сторонняя Э. Д. С., вообще говоря, мен ь ш е этой силы и может считаться 

равной ей лишь в TO!I cJiyчae, ecJiн сопротивленне Rи этого участка исчезающе 

мало по сравнению с «внешним» сопротивлением Rь. Точное ж0 равенство величин 

'92 - rp 1 и dlacmp осущестВJiяется в том сдучае, ecJiи цепь разомкнута (Л~ =со). 
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Итан, Э. Д. С. непрерывно "нагнетает" заряды по а от 1 к 2, откуда 
они опять стекают по Ь к 1 и т. д. Работа сил электрического .поля 

в участке а будет отрицательной, в участке Ь положительной, в сумме 

же равна нулю (как при всяком движении зарядов в потенциальном 
поле по замкнутому пути). Работа же сторонних Э. Д. С. (положи

тельная) будет совершаться лишь на участке а. При этом в участке а 
будет выделяться количество тепла, энвивалентное алгебраической 

сумме положительной работы Э. Д. С. и отрицательной работы сил 

поля; избыток же работы Э. Д. С. над ноличеством этого тепла будет 
выделяться тоном в участке Ь. 

Естр. 
а ---

(1) а (2) 

t.) lL, 31 
__ ... 
Естр. 

а' 

Рис. !fl. 

) 

Рассмотрим, наконец, случай, 1югда в 

цепи тона имеется нс один, а два участка 

а и а', в которых проложены сторонние 

э. д. с. раатр р стр 
<9 и <9 а' , направленные про-

тивопо.~южно друг другу. Если d5
0
cmp> 

,,:, стр 
<9 а' , то ток будет направлен так, как 

указано на рис. 51. В участке а направле
ние тока будет совпадать с направлением 

Э. Д. С. d1 а стр, которая будет, следовательно, 
совершать пол о ж ительн у ю работу 

J с8 аатр, тогда как Э. Д. С. с8 }тр будет совер

шать отрицательную работу-Jс8}тр, 

након1щ в цепи тока будет выделяться 

Q = J2R = J ((8 астр -(8,/тр) 

единиц тепла в единицу времени. Таким образом работа Э. Д. С. в 

у•шстке а будет итти, во-первых, на выделение тепла Q и, во-вторых, 

на преодоление сопротивдения, оказываемого току Э. Д. С. сВ)тр в 
участие а', в котором, таким образом, ток будет совершать положи-

тельную работу J с8 )111Р. Другими словами, в цепи будет происходить 
перенос энергии от а к. Ь с потерями Q на тепло. Так будет обстоять 
дело, наприыер. в том случае, если в а будет включена динамо или 

гальванический элемент, а в Ь- электромотор (вращение которого 

сопровождается появлением электродвижущих сил индукции, направлен

ных против тока, см. гл. VI) или заряжаемый током аккумулятор. 
6. Закончим несколькими замечаниями общего характера о так назы -

ваемых "к он та кт н ы х" Э. Д. С. Эти "сторонние" электродвижущие 

силы возникают в пограничном слое между соприкасающимися провод

никами различного хпмичесного состава; величина их зависит от 
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химической природы соприкасающихся проводников (а также и других 

физических условий, например, температуры), но не от фоIJМЫ и раз

мера проводников. Толщина слоя, в котором действуют эти контакт

ные Э. Д. С., столь мала, что с достаточной степенью точности можно 

считать их сосре~оточеннымп н а п о в е р х н о с т и соприкосновения 

проводников. Полагая, что сопротивление R12 , испытываемое током при 

прохождении через бесконечно тонкую поверхность соприкосновения 

проводников 1 и 2, равно нулю, получим из (155') для двух смежных 
1·очек, лежащих но разным сторонам поверхности соприкосновения: 

_pClnp 
(О 12 == ~2 ~- - ~1 . 

Стало быть, контактная Э. Д. С. поддерживает между проводниками 1 
п 2 равную ей контактную разность (или скачок) потенциалов 

'.P2-Cfl1 1· 
Если из песrюльких последовательно соединенных проводниrюв 

(1, 2, 3 п т. д.) различной хИ11rичес1юii природы составить замкнутую 

цепь, то на каждой поверхности их соприкосновения (1, 2), (2, 3) 

и т. д. будут действовать контактные Э. Д. С. gf;nv, <В~f Р п т. д. 

Сила тока в цепи согласно 2-му закону Rирrоффа (157) будет опре
деляться cy:м:llloй: этих Э. Д. С. 

Как известно, все проводники llloryт быть подразделены на два 

класса. Проводники 1-ro класса, к которым относятся все :металлы, 

обладают тем свойством, что в любой цепи, составленной только из 

этих проводников, алгебраическая сумма контактных Э. Д. С. всегда 

'равна нулю. Стало быть, ток в подобной цепи при отсутствии Э. Д. С. 

иного происхождения (например, термоэлектрических) возникнуть не 

может. Из этого следует в частности, что 1юнтактные Э. Д. С. между 

любыми тремя проводнинами 1 класса связаны соотношением: 

_рстр _ _рстр + ,0стр 
<913 -(91! <D23, 

ибо, образовав из этнх проводников замкнутую цепь, мы должны 

получить: 

лстр + _рстр r _рстр _ О 
<9 12 <9 23 Т <9 ~1 - • 

I Можно предrrоложнть (Гельмгольц), что этот скачок потенциала обусловливается 

существованием на границе раздела проводников двойного электрического слоя(§ 15). 
Однако при этом все же остается открытым вопрос о природе сил, поддерживающих 
существование этого двойного [слоя, ибо ясно, что при отсутствии сторонних си.11 

двойной слой существовать пе может - противоположные заряды его должПЬI сое:,,11-
питьсл и взаимно веитра.1Ш1оваться. 
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Эти соотношения дают право при изучении токов в цепи металли

ческих проводников не принимать во внимание контактных Э. Д. С. 

:между ними. 

Если же, однако, в цепь входят проводники 2-го класса, к но

торьш в первую очередь относятся электролиты, то сумма контю,тных 

Э. Д. С., вообще говоря, будет отлична от нуля, и в цепи возникыет 

ток. На этом свойстве проводника 2-го рода основано устройство галь

ванических элементов и аккумуляторов, которые представляют собою 

совокупность последовательно соединенных проводников 1-го и 2-го рода. 

С энергетической точки зрения это различие проводников 1-го и 

2-го рода свод1пся к тому, что при прохождении тока через цепь 

прово:r.нинов 1-го рода общая работа контактных Э. Д. С. равна нулю, 

тогда как при наличии в цепи проводников 2-го рода работа эта, 

вообще говоря, отлична от нуля. Эта работа контактных Э. Д. С. 

совершается за счет хим и ч е с к ой энергии проводников 2-ro рода, 
прохождение тона по :которым в с е г д а сопровождается химиче

скими реакциями в них. Так, например, обыкновенный свинцовый 

шшумуллтор состоит из двух погруженных в раствор серной 1шс

лоты свинцовых шrастин, одна из которых покрыта слоем окиси 

свинца РЬ02 • При включении аккумулятора в цепь контактные Э. Д. С., 

действующие на поверхностях соприкосновения РЬ и РЬ02 с раство
ром H2S04 , вызывают электрический ток, при прохождении которого 

вещество пластин РЬ и РЬО2 вступает в химическую реакцию с H2S04, 

в результате чего на обеих пластинах появляется PbS04 • Эта реющия 

связана с выделением химической энергии, которая в обычных условиях 

опыта полностью выделяется в форме тепла, тогда как в аккумуляторе 

часть ее затрачивается на поддержание тока в цепи. Правда, в конеч

ном счете и эта часть химической энергии переходит в Джаулево тепло, 

которое, одна~ю, выделяется не в самом аккумуляторе, а в других участ

пах цепи тока. 

Обратно, nри зарядке аккумулятора через него пропускается ток 

внешнего источника в направлении, обратном Э. Д. С. аккумулятора. 

Таким образом ток этот совершает в аккумуляторе положительную 

работу, которая помимо нагревания затрачивается частью на обратную 

химическую реакцию 

сопровождающуюся поглощением энергии и приводящую аккуму

лятор в "заряженное" состояние (сравни стр. 188). 
Нак уже упоминалось в начале этой главы, тот факт, что прохо

ждение тона через элентролиты сопровождается химическими реакциями, 
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обусловливается тем, что перенос тока в них осуществляется движе

нием ионов, т. е. заряженных атомов или групп атомов, тогда :нак 

носителями тою:1. в металлах служат не ионы, а "свободные" элек

троны. 

Заметим в заключение, что существование сторонних Э. Д. С. должно,, 

~ыть, конечно, учтено и в электростатике. Так, например, в химически или, 

физически неоднородном проводнике условие электростатического рав-

новесил сводится не к равенству нулю напряженности Е электриче-

ского полн вн,утри проводника, а к 

стр Е ___ Естр 
Е+Е =0 или , 

ибо лишь при этом условии тока в проводнике не будет (съr. 145"). 
3 Ад А ч А 21. - Определить, каково должно быть сопротивление вr 

электрического нагревательного прибора, предназначенного для вклю

че.~d'iя в цепь тока заданного сопротивления R, для того чтобы в этом 
приборе выделялось максимальное количество тепла. 

3 Ад А ч А 22. - А, В и О суть три последовательные станции на. 

линии телеграфа (рис. 52). Телеграфист в А знает, что между А и В-

произошло нарушение изоляции линии (что равносильно ее заземле

нию). Включал батарею между землей и своим концом линии, он 

измеряет возникающую при этом в линии силу тока при трех различ

ных условиях: 1) линил заземлена на станции С и изолирована в В.,.. 

------~--- Ъ -а · -- ------: 
.,__-;:::,---,-,-~~~~~~~~~--·с 

в 

Рис. 59. 

ток J, 2) динил заземлена в В и изолирована в О, тоr-. J', 3) линию: 
изолирована и в В и в О, ток ,J". Определить расстояние точки по

вреждения динии от А. 

§ 29. ~лектроннап 1·еориа злектропроводпости жетад.1ов.-1. Нак 
уже упоминалось в § 5, простейшее представление о механизме пере
носа тока по металлу сводится к следующему: 

Если металл находится в твердом (иди жидком) состоянии, то из

вестная часть его атомов находится в иошшированном состоянии, т. е_ 
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расщепляется на один или несколыю электронов и на положительный 

ион. Эти ионы и оставшиеся неионизированными атомы, располагаясь 

в узлах кристаллической решетки и совершая лишь небольшие колеба

ния около своих положений равновесия, образуют твердый скелет метал

.лическо1'0 тела. Отщепленные же от ионов так называемые "свободные" 

электроны беспорядочно движутся в промежутках между ионами, 

образуя собой своего рода электронный "газ". В отсутствие внешнего 

электричес1юго поля электроны эти находятся в совершенно беспоря

дочном тепловом движении; вознинновение же поля ведет к увлечению 

электронов в направлении действующих на них сил поля, т. е. к по

явлению эле1{Тричес1юго тоrш. Сталкиваясь в свое111 движении с иопа!\Iи 

металла, электроны передают и:м избытоr, юшетической энергии, при

<>бретенной ими под действиеи сил поля, что ведет к увеличению 

энергии теплового движения (колебания) ионов, т. е. к нагреванию 

металла (выделение Джаулева тепла). 

С точни зрения этого представления о механизме тока в металлах 

ряд наблюдаемых в них явлений получает чрезвычайно простое истол

кование и объяснение 1 • Н числу пх относятся, например, упоминав

шиеся в § 11 термоионные явления, состоящие в испуснании раска

ленными металлами в окружающее их пространство потона свободных 

(в подлинном смысле слова) электронов. При обычных температурах 

находящиеся в металлах "свободные" электроны не могут выйти за 

поверхность металла ввиду того, что в поверхностном слое металла 

<>ни подвергаются действию задерживающих сил, направленных внутрь, 

.металла 2• Но при нагревании металла снорость теплового движения 

-его электронов возрастает, так что при достаточно высоких темпера

·турах часть этих электронов приобретает столь большой запас кинети

ческой энергии, что им удается преодолеть тормозящие силы поверх

ностного слоя и выйти из металла наружу. Характер 1юличественной 

.зависимости интенсивности терыоионного потока электронов от темпе-

I Наиболее прямое доказательство того факта, что носителями тока в .метаJ1лах 

,;ействительно яв.:~яются электроны, принесли с собой опыты Толмепа (Phys. 
Revue, 8, 97, 1916 и 28, 794, 1!.126). То.:~меп измерЯJI силу электрических токов, возни
кающих в .метаде при сообщении ему ускорения и обуслоВJiенвых отставанием «свобод

ных» электронов от движения криста.1лической решетки металла. По снле этих токов 

можно определить отношение заряда «свободных» носителей тока в металле к массе 

.этих носителей. Отношение это оказалось равны.11 отношению заряда электрона к 

~ro массе. 
2 Необходимость ввести в рассмотрение поверхностные силы подобного рода, 

·вопроса о физической природе которых мы эдесь касаться не будем, была выяснена 

.нами в § 18. 
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ратуры металла достаточно хорошо согласуется с этим представлением 

-о механизме термоионных явлений. 

2. При изложении количественной стороны теории мы принуждены 
-ограничиться выводом закона Ома в связи с определением величины 

~лектропроводности металла. 

Хотл между "свободными" электронами и ионами в металле и су

ществуют электрические силы отталкивания и притлженил, однако 

.в первом приближении мы вправе рассматривать "электронный" газ 

в металле как газ идеальный, т. е. считать, что в промежутках между 

ето.~шновенилми электроны движутся по законам движения материаль

ных точек, подверженных действию одной лишь силы внешнего (ма~,

роскопического) полн Е. 

Пусть в единице объема металла находится п свободных электро

нов массы т и заряда е, пусть среднее численное значение скорости 

их теплового движения равно v. Ввиду беспорядочности теплового 

.движения все напр~вленил скорости v равновероятны, так что соответ
ствующая этому движению среднлл плотность тока равна нулю. Под 

воздействием полн Е электроны приобретают некоторую добавочную 

среднюю скорость и, параллельную действующей на них силе еЕ; 

ереднлл плотность тока j зависит, очевидно, лишь от этого упорядочен

ного движения электронов. Через единицу перпендикулярного Е сечения 

проводника за единицу времени пройдут все электроны, находившиеся 

·ОТ него на расстоянии меньшем или равном и, т. е. все электроны, 

расположенные в цилиндре сечения 1 и высоты и. Число их равно 

пи, ;несомый же ими зарлд равен сип; стало быть ( сравни 5 7"), 

j=enu. 160 

Чтобы определить величину и, за:метим, что электрон накопляет па

раллельную силе еЕ скорость и лишь во времл свободного своего по

.лета между двумя последовательными столкновениями с другими элек

тронами или с ионами. При .иаждом же столкновении электрона 

направление и величина его снорости изменяются по закону случая. 

Стало быть, непосредственно после столнновенил среднее значение 

.н равно нулю, а непосредственно перед столкновением 

еЕ 
U=--, 

т ' 

еЕ 
:где - равно ускорению, сообщаемому эдентрону силой еЕ, а, обозначает 

т 

13 ir. Тамм. Основы теории влентричестnа, том I. 
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среднюю продолжительность свободного полета электронов. Такюr 

образом среднее значение и равно: 

1 еЕ 
и=--,. 

2m 

С другой стороны, если l есть средняя длина свободного пробега эле1:

трона, то 

ибо во всех практически интересных случаях (по 1,райней мере при 

нормальной температуре) v ~ и и поэтому при подсчете средней про

должительности свободного полета мы вправе приравнять среднее 

ч и еле нпо е значение скорости электрона скорости его теплового

движения. 

Внося полученные нами выражения в (160), получим: 

·-~'nl Е 
J-2mv · 

Таким образом плотность тока оказывается пропорциональной напря

женности поля Е, как того требует закон Ома (145) 1; далее коэффи

циент этой пропорциональности, т. е. электропроводность металла 1,, 
оказывается равной: 

. e2nl 
}.= 

2mv 
161 

Согласно основныl\I положениям классичесl\ой статистической меха

ники средняя энергия поступательного теплового дnижени11 моле1,ул 

любого газа зависит лишь от абсолютной температуры Т, по не от его 

химической природы п молекулярного веса газа, и равна: 

1 '1' -mv2 - а. 
2 - ' 

t 3аметю1, что справедливость закоиа Ома (и неиосредственио вытекающего иЗ

неrо закона Джо.уля) тесно связана с предположением, что и~ v, т. е. что кинети

ческая энергия, приобретаемая электронами под воздействием поля Е, почти паце.чо 

передается при соударениях попам металла, так что средняя скорость электро

нов при наличии поля лишь незначительно превышает скорость их в отсутствие поля 

(при тuй же температуре !1еталда). В с.пучае термоионного тока :"JТи условия не 

выполняются, и закон Ома оказывается благодаря этому, а также благодаря наличию 

«простро.нственноrо .заряда», вовсе непр11.1ожи11ым (см. стр. 62). 
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3 -16 эрг 
rде а = 2 k = 2,06 . 1 О градус, а k есть постоянная Больцмана. Пола-

гая, что это соотношение справедливо и для: ,,электронного газа" 

внутри металлов, получим из ( 161) 

, e2nlv e2nlv 
;------ . . -2mv2 - 4аТ 

1611 

3. И сожалению, ни (161), ни (161 1
) не могут быть проверены непосред

ственно сравнением с данными опыта, ибо 111ы не знае~1 ни абсолютного 

значения величин п и l, ни характера зависимости их от темпера

туры. Однако косвенная проверка этих уравнений все же ;о.южет быть 

осуществлена следующим путем. 

Все металлы являются, как известно, не только хорошими провод

никами электричества, но и хорошими проводниками тепла. С точки 

зрения электронной теории это совпадение объясняется не простой 

случайностью, а является следствием одной общей причины - прису1·

ствия в металлах свободных электронов. Напротив, твердые диэлектрики 

являются большей частью· шюхими проводниками тепла. Тепловое 

движение в диэлектриках сводится к колсбания111 ато111ов около поло

жения. их устойчивого равновесия. Благодаря сто.1шновениям между 

совершающими колебания атомами, добавочная энергия колебания, 

сообщенная нагретому участку тRла, перераспределяется между всеми 

атомами тела, т. е. происходит uыравнивание температуры теплопро

водностью. В металлах же, в отличие от непроводников, перед:~ча 

тепла от нагретого участка тела к смежным с ним участкам осущест

вляется не только столкновениями атомов, но также, и притом по 

преимуществу, свободными электронами. Приобрев в наrретш1 участке 

добавочную :JНергшо движения, леrкоподвижные электроны сравни

тельно быстро переносят ее в своем движении в смежные участки 

тела и тем самым значительно ускоряют процесс теплопроводности. 

Учтя преобладающую роль электронов в этом процессе, 111ожно 

в первом приближении положить, что удельная теплопроводность 11~е

талла k равна теплопроводности электронного газа, находящегося 
внутри металла. Если так, то согласно известной формуле кинетической 

теории газов k должно равняться: 

13* 

1 
k=з a.nlv. 
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В выражение для k таким образом тоже входят неизвестные нам ве

личины п и l, однако отношение 

k 4а2 

-=--Т ). 3 е2 

зависит лишь от температуры Т и известных величин е и cz. Вставляя 
их численные значения, получим: 

k 
).Т = 2,27 .108 абс. С. G. S. ед. 

k 
.,Таким образом отношение i.T должно быть универсальной постоянной, 

не зависящей ни от температуры, ни от химической природы металла. 

Этот вывод полностью совпадает с чисто эмпирическим законом Виде

м ан а - Фр ан ц а, который был сформулирован на основании опытных 

данных задолго до возникновения теории. Изложенный вывод этого 

закона является одним из важнейших достижений электронной тео-

k 
рии металлов. Не только постоянство отношения 1.Т , но и теорети-

чески вычисленное значение этого отношения в известных пределах 

совпадает с данными опыта ( см. таблицу). 

Ме тал.11 

1 
т 

1 
k 

' ).~' теорет. lT пзмер. 

: 

Медь 373,1 2,33.108 } 
» 273,1 2,23.108 

1 Платина 373,1 2,60.108 
> 273,1 2,51.108 f 2,27.108 

Золото. 373,1 2,40.\08 
1 

}) 273,1 2,35.108 ' 
4. Однако при ближайше}1 рассмотрении это столь близкое совпаде

ние теории с опытом оказывается в значительной мере призрачным. 

Во-первых, при выводе выражений для ли/;; нами не было учтено, что 

v есть лишь с ред н я я с1юрость движения электронов, тогда как ско
рости отдельных эдектронов обладают в действительности весьма раз

-личными, изменяющи:1r1ися во времени значениями. Если учесть это 
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обстоятельство, приняв .Максвеллов закон распределения скоростей 

k 
электронов, то теоретическое значение отношения лТ окажется равным: 

k 
).Т=1,5,10Вабс. ед., 

что значительно хуже совпадает с данными опыта. Во-вторых, при 

низких температурах наблюдаются резкие отклонения от закона Виде-

k 
мана - Франца; так, например, при Т = 20, 1 ° значение величины лТ 

д.1,я R;еди падает до О,15· 108• НакОН:'Ц изложенная теория, ноторую мы 

для краткости будем называть теорией "свободных" электронов, встре

чается с рядом непреодолимых трудностей при попытках объяснить 

термоэлектрические, гальвано-магнитные и т. п. явления в металлах. 

Укажем далее на невозможность согласовать в пределах этой теории 

эмпирически найденные значения электропроводности и теплоемкости 

металлов. Если электронный газ может быть уподоблен газу идеаль

ному, то теплоемкость О" единицы его объема согласно кинетической 

теории газов должна равняться 

2,97п 
Сv=-11.-т- калорий, 

... ,о 

где п попрежнему есrь число электронов в единице объема металла, а 

N0 - постоянная Авогадро. Если приписать теплоемкости электронного 

газа в металлах наибольшее из согласующихся с данными опыта зна

чений, то из выражения для Ov можно определить верхний предел 
величины п. Вставив его в (1611

) и знал из опыта величину А, мы по
лучаем возмпжность определить н и жни й предел длины свободного 

пробега электр:ша l, который, например, для серебра при нормальной 
температуре оказывается равным l;;:,: 5.10-5 см, а при Т= 14°, 
l ~ 2.10-з см. Эти значения величины свободного пути, проходимого 

электроном между двумя последовательными столкновениями, никак 

не могут быть соrласованы с тем фаRтом, что порядок _расстояния 

между смежными атомами металлов, как и других твердых тел, равен 

всего лишь 1 о-в см. 
Таких неувязок теории с опытом можно насчитать довольно много. 

Однако решающее опровержение теории свободных электронов при

несло с собой изучение металлов при низких температурах. 

Теория свободных электронов с необходимостью приводит к выводу, 

что при приближении к температуре абсолютного нуля электропро-
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водность всех J\Iеталлов должна падать до нуля. Действительно, при 

1'=0 всякое тепловое движение молекул прекращается, газообразное 
состояние становится невозможным, и все газы сжижаются и отверде

вают. То же должно случиться и с электронным газом в металлах: 

отщепленные от атомов металла свободные электроны должны ~осесть" 

и носсоединиться с ионами металла, ибо электроны эти подвержены 

прптнжению со стороны положительных ионов и лишь тепловое 

движение электронов позволяет им преодолевать это притяжение. 

Между тем давно уже было известно, что понижение температуры 

металла сопровождается повышением его проводимости. Правда, 

цолгое время предполагалось, что при очень 11изю1х, недоступных 

в то время температурах это повышение проводимости должно со

r.ласно требованию теории прекратиться и смениться быстрым падением 

ее до нуля. Однако после того, как Наммерлинrу-Оннесу удалось по

nу~ить с помощью жидкого гелия весьма низине температуры вплоть 

до - 272,3°С, т. е. Т = 0,8°, выяснилось, что не толыю нет никакого 

уменьшения электропроводности металлов при приближении к абсо

лютному нулю, но что сопротивление неноторых металлов при опреде

ленной температуре внезапно ( скач1юм) па да е т до нуля, или во 
всяком случае до неизмеримо малой величины. Из исследованных 

металлов обнаруживают это так называемое яеление с верх пр о в о

д и м о с т и ртуть, олово, свинец, таллий и индий, причем состояние 

~f~J>хпроводимости наступает в этих металлах при температурах 

с;>_~ 0?,5° (Fl) до 7,2° (РЬ) абс. температуры. 
"· Поскольку сопротивление сверхпроводни:ков равно нулю (или 

~л1iз1ю нулю), В них не должно иметь место выделение Джаулева 
l.''' '1 

:с,~ла, и токи, раз возникнув, должны продолжаться неопределенно 

долгое время в отсутствие всякой стороннеfi Э. Д. С. Действительно, 

К~~:ммерлинг-Оннес возбуждал в сверхпроводниках индунционные 
1 ); rl ~'°f р, которые, раз вознюшув, длюшсь сутками, причем, как показали 
и;змерения, сила их если, быть может, и убывала постепенно, то во 
~.1 !О .'. 1 

~c1Ni9м случае не больше чем на 1 / 80 000 долю своеr1. величины за 1 час 
~J?~~1ени. 

: . ·с~)Вершешю ясно, что теория свободных электронов совершенно 
: ,,_._,., 
нс n ·состон.нип объяснить ни самых явлений сверхпроводимости, ни 

тем более той внезапностп, с которой эти явления наступают при 
.:,:0:11. 
В!10,~~не определенной температуре ( скачок проводимости). Если 

догiустить, что сверхпроводнини все же обладают некоторым ничтож
ным остаточным сопротивлением, выбрать для величины этого coпpo-
:I J. ()fir,! ' 

тйвления: наибольшее совместимое с опытными данными значение, и 

р~~с~1и1гать по теории свободных электронов соответствующую этому 
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-сопротивлению длпну свободного пути электронов в металле, то ока

жется, что длина эта в 10 ООО раз превышает диаметр применявшейся 
,в опытах проволою1. 

Итак, теория свободных эле1{тронов, в качественном ( а в некоторых 
,случаях и в количественном) отношении хорошо истошювыЕающая 

явления, пропсходнщие в металлах при обычных и при высоких те~1-

пературах, терпит полное крушение при обращении к низким темпе

ратурам. Это обстоятельство не случайно. В цело)~ ряде других во

просов (наприlllер, в вопросе о тешюе11шости твердых тел, в том числе 

п диэлектриков) выяснилась полная невоз111ожность истолковать с точки 

зрения классической теории Я1Jления, наблюдающиеся при низких 

температурах, и необходимость применять к ним теорию квантов. 

Вряд ли можно сомневаться в том, что и вопрос о механизме прохо

.жденил тока по металлам может быть разрешеfl только в рамках новой 

:квантовой теории. Однако пока сколько-нибудь разработанной нван
товой: теории элентропроводности еще нет, наи все же приходится 

по.1ьзоватьсл представлениями теории "свободных" электронов, в которой, 

весм:отря па все отмеченные недост:~.тки, несшшенно, зшшючаетсл 

некоторqе здоровое зерно истины 1 • 

. ,, ,,. 

I В са:иое после;щсе время появился ряд работ а о ,1 }1 е р ф ед ь да и его 

·сотру;щиков, посвящспных теории металлов (см. об3оры в «Xatuлvissensch.» 1927, 
Heft 41, и 1928, Heft 21). Сохро.ияя представ.11еиие о на..11ичи11 в металлах «свободных» 
электронов, 3оммерфе . .11ьд. применяет, 0~11ако, к этому электропному «ra3p не класси
ческую, а новую квантовую статистическую механику Ф е р ми - Д и р а к а. Теория 
::Зомш1рфельда при nсеп своей ирови3орности устраняет основные трудности, стоявшие 
по. пути прежней теории металлов, и удачно объясняет весь комплекс ЯБ.Iепий, 

свяэапных с э.11ектропроводпостью. Основное отличие выводов теорпи 30~1мерфе.11Ъда 

-от кл.асспческой сводится к двум пунктом: 1) скорость электронов в мета.п.1е прак
тически пс эаnнсит от те1шературы, 2) топлоемкость электронноr J .го.3а практически 

равно. нулю. 



.IY. МАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПООТОНННЬIХ TOROB В ОТСУТСТВИИ 

НАМАl'ННЧНВАЮЩНХСН СРЕД 

•* 
§ 30. Ilондеро:моторн-ое в:=1аи:модействие элементов тока. - Из

вестно, что между проводниками, по которым протекают электрические 

токи, возникают пондеромоторные (механические) силы взаимодействия, 

зависящие от силы этих токов и расположения проводников; эти силы 

взаимодействия могут быть непосредственно измерены обычными мето

дами измерения механических сил. Для краткости мы будем иногда 

называть силы взаимодействия обтекаемых током проводников просто 

силами взаимодействия токов. Техническое использование этих сил 

составляет одну из самых важных задач электротехнини (электромо

торы, некоторые типы гальванометров и т. д.). 

Подобно тому, как первой задачей электростатики являеэтся сведе

ние сил взаимодействия заряженных тел к силам взаимодействия эле

ментарных (точечных) зарядов, та~, и теперь мы прежде всего поста

раемся свести силы вз:1имодействия токов I{ силам взаимодействия 

элементов этих токов. Однако разрешение этой задачи сопряжено со 

значительными методологическими трудностями. Ибо мы можем экспе

риментировать с заряженными телами, размеры которых произвольно 

малы по сравнению с их расстоянием друг от друга ( ,,точечные" за
ряды), но мы не можем изолировать отдельные элементы по ст о я н

н ы х токов, цепь которых не может не быть зам кнут ой. Можно, 

конечно, закрепить неподвижно все входящие в цепь проводники, оста

вив подвижным лишь небольшой участок цепи (,,элемент тока"), и та

ким образом измерить силу, действующую на этот элемент 1• Однако 

сила эта будет р а в но де й ст в у ю щей сил, вызываемых наличием 

всех прочих элементов замкнутых тонов. Ясно, что знания равно-

действующей недостаточно для однозначного определения слага

ющих. Поэтому в рамках учения о п о ст о я н н ы х тонах единственно-

t По еиле, которую необходимо прилож11.ть к этому элементу, чтобы удержать. 

его в равновееии. 
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целесообразная постановка вопроса сводится к вопросу о равнодей
ствующей силе, испытываемой элементом тока со стороны токов замкну-

тых. Одна1,о в дальнейшем мы перейдем к изучению переменных токов, 

могущих быть и незамкнутюш (через проводники); наконец электронная 

теория, базируясь на обширном опытном мат,\риале, сводит силы 

взаимодействия токов к взаимодействию движущихся электронов, каж

дый из которых представляет элемент тока в точном смысле этого

слова. Пр,·двоr.хищая результаты исследования пrременных токов и 

выводы электронной теории, мы в основу всех наших рассуждений 

положим определенный з~кон взаимодействия элементов тонов, рас

сматривая его как данный опытом. 

Пусть длины ds1 и ds2 двух элементов тока J 1 и J 2 (рис. 53) и 

сечения их настоль:ю малы по сравнению с их расстоянием R12 , ЧТ() 

это расстояние можно 

считать одинаковым для f
21 

любой пары точек эле

ментов ds1 и cls2 • Пусть 

далее положительное на -
правление векторов ds

1 
Рис. 53. 

и ds2 совпадает с на-

правлением токов J 1 и J 2 , а вектор R12 направлен от ds1 к ds
2

• 

Пусть, на1{0нец, F12 есть сила, с которой элемент ds1 действует на 
элемент ds2 • Нак направление, так и величина этой силы зависит не 
только от длины элементов ds

1 
и rls 2 , но и от их направления. 

Примем, как данное опытом (осуществимым лишь вне области по
стоянных токов), что сила F12 лежит в плоскости, проходящей через 

R13 и ds1 , и что кроме того она перпендикулярна элементу ds2 • Rак 
известно, тем же условиям удовлетворяет вектор 

Поэтому сила F12 должна быть либо параллельна, либо антипарал

лельна этому вектору. Опыт решает вопрос в смысле первой возмож

ности, так что F12 должна быть равна произведению вектора 

[,1s2 [ds1 R12] 1 на некоторый положительный скаляр. Значение этого
скаллра может быть определе~о из того факта, что, r{ак показы.вает

опыт, сила F 12 при заданном направлении токов пропорциональна си

лам этих токов J 1 и J 2 и длине элементов ds
1 
и ds2 , обратно про

порциональна квадрату их расстояния R12 , и больше ни от каких. 
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.других величин не зависит 1• Единственное выражение для силы F 12 , 

,совместимое со сделанным предположением, имеет вид: 

162 

где с2 есть некоторый положительный фактор пропорциональности, 

зависящий лишь от выбора единиц измерения. Заметим, что этот коэф

фициент с должен иметь размерность скорости: [с]= LТ--1, ибо из (162) 
.следует: 

1 :1 

2 - [J2J_ (M 2 L :i' .'[~2)2 
[с]- F - М·L·т-2 

В основу всех. дальнейших рассуждений мы положим закон nзаи-

110действия, выраженный уравнением (162). Очевидно, что сила F 21 , 
е которой элемент тока ds J действует на элемент (ls1 получится из 

{162) заменой индекса 1 на 2 и обратно: 

J!\1 = : 2 ~) [ ds1 [ ds2R21]] . 162' 

ds1 

Рис. 54. 

I По крайней мере в отсутствии намагничивающихся сре,1;, которых ~1ы в этой 

гдаве вовсе не рассматриваем. 
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Чтобы уяснить содержание этих уравнений, рассмотрим ряд частных 

случаев. Если rls1 параллельно dsJ (см. рис. 54), то силы в3аи~о
действия стремятся сблизить ds1 и ds 2 (пр п тяже ни е); если же ds1 

и cls2 ан т п пар аллель н ы, то эти силы стремятся удалить их друг 

от друга (о тт ал кивание). При этом ]<'12 = -F21 • Однако силы эти 

даже в этом случае не удовлетворяют принципу равенства действия и 

противодействия, ибо направления их лежат не на одной прямой. Осо

бенно же резко проявляется нар у ш е п и е принципа равен ст в а 

д е й ст в и я и пр от и в оде й ст в и я в том случае, если, например, 

ds1 параллельно R12 , а ds2 перпендикулярно R12 (рис. 55). В этом 
с.1учае [ds1R12 I =0 и поэтому F 21 =0, тогда как [c7s 2R21 ] =f=.O и 
F 12 =f=. О : элемент ds1 испытывает 

си.1у со стороны элемента ds 2 , но dsг 
на него не действует. 

Впрочем при экспериментирова- ds
1 

R,
2 

НИ!! С З а М R Н у Т Ы М И ПОСТОЯННЫМИ 
токами это нарушение третьей 

аксиомы Ньютона не может быть 
обнаружено, ибо, как :мы покажем F;, 
в § 36, силы взаимодействин двух 

Рис. 5б. 

f, 2=0 

замкнуты х токов принципу равенства действия и противодействия 

удовлетворяют (см. также 3адачу 23). В общем же случае переменного 
злеr{тромагнитного поля можно и .щ,лжно обобщить понятие ноличества 

~13_1~'!':~ИЯ Т~К1 ЧТОбЫ С~раведл~~~С;Ь ЭТ~~О -ПJ)ИНЦИПi-оказа.iасьОб{)с_
.. ~еченной во всех электромJrнитных юз.1ениях ( см. 11 том этого курса). 

Ныше уже уПОl\lИНалось, ~;о· -~--пределах Йзучения за 111 Кн у ТЫ Х 
постоянных токов сила взаимодействия э л е м е н т о в токов не может 

быть определена однозначно. Математически это обстоятельство вы

ражается в том, что если видоизменить закон взаимодействия элемен

тов тона д_об;=шле_!f0~~--_е~~~-Ч:~~Н~~- !_!fI!er.paJI KQ'I'Opi,IX ПО_В.~.ш!М::. 
~нут~му __ 1,?нтуру обращае!ся в. н_уль, _,то общая сила, испытываемая 

элементоl\I со стороны за 111 кн у тог о тока, остатся неизменной. 

В частности, дегко убедитьсн, что выражение силы F12 может быть 

впдоизменено следующим образом: 

rде Ф(R12) и f(Л12) суть произвольные с1шлярные фующии от R12 , а 

ci{ 'R1/rls2R12)f(B12)} 
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означает приращение (дифференциал) выражения в скобках при пере
мещении начальной точки радиуса вектора R12 на отрезок ds1 (так 

что dR12 = - ds1). Действительно, при интегрировании по контуру 

тока J1 последний член обращается в нуль, как интеграл полного 

дифференциала по замкнутому пути. Далее Ф(R12)R12 все{'да может 

быть представлено в виде градиента некоторой функции tp (R12) от 

R12 (см. 48 и 49): 

Стало быть, 

Ф(R12)(ds1R12) = (ds
1 

• grad tp(R
12

)) = д(fi (R12) ds
1

• 
дS1 

Интеграл же этого полного дифференциала по замкнутому контуру 

тока J 1 [(а стало быть, и интеграл второго члена формулы (163)1 также 
обращается в нуль. 

3 Ад А ч А 23. - Исходя из (162) п ( 162,), показать непосредственным 
интегрированием, что равно де й ст в у ю щ а я сил, испытываемых 

одним: из з а м к н у т ы х токов со стороны другого замкнутого тона, 

принципу равенства действия и противодействия удовлетворяет. . . 
3 Ад А ч А 24. - Занон пондеромоторного взаимодействия элементов 

тока был впервые сформулирован Ампером, исходившим из предполо

жения, что взаимодействие элемент о в тока должно удовлетворять 

третьему принципу Ньютона и должно быть направлено по линии их со

единения. Найденный Ампером закон в наших обозначениях гласит: 

Поназать, что применение формулы Ампера к вычислению результи

рующей силы, испытываемой элементом ds2 со стороны всех элемен

тов замкнутого тока J 1 , совпадает с результатом применения фор

мулы (162). 
§ 31. :Магнитное поле тоRов. -1. Вместо того, чтобы непосред

ственно рассматривать силы взаимодействия токов, целесообразно ввести 

понятие пол я токов, подобно тому как в § 2 было введено. понятие 
поля электрических зарядов. Иными словами, хотя сила F 12 об нар у

ж и в а е т с я лишь при наличии обоих элементов тона ds1 и ds2 , целе
сообразно исходить из следующего представления: во всех точках 

пространства, окружающего элемент тока ds1 , всегда существует обу
словленное присутствием этого тока поле сил вне зависимости от того, 

проявляется ли существование этих сил в воздействии их на другой 
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элемент тока ds2, или, в случае отсутствия такового, не проявляется ни 

в чем. Это поле сил называется магнитным поле м тока ds1• 

В пределах учения о постоянных токах понятие магнитного поля 

этих токов может рассматриваться как понятие чисто условное, вве

денное лишь для удобства описания явлений (тоже относится к поня

тию электрического поля в пределах электростатики, сравни § 2). 
Однако перейдя к изучению переменного электромагнитного поля, 

мы убедимся, что понятие поля имеет глубокий физический смысл и 

что эшштромагнитное поле есть физическая реальность. 

Итак, магнитное поле согласно нашему определению проявляется 

в наличии пондеромоторных сил, испытываемых внесенными в поле 

токами. Чтобы ввести количественную меру магнитного поля, запишем 

уравнение (162) в следующей симметричной форме: 

F = [ J 2 ds 2 [J1ds1 • R12 ]]. 
12 с с вз 

12 

Введя обозначение 

н -[J;ds1 R12] J1 [d R I 
12- --·в з =-в з s1 12, 

С 12 С '] 2 
164 

1tюжно написать: 

165 

Вектор Н12 зависит лишь от направления и силы тока ds1 и от рас

стояния между ds1 и рассматриваемой точкой поля, в которой нахо

дится испытывающий действие этого поля ток ds2 • Таким образом 

вектор Н12 характеризует собою магнитное поле элемента тока ds1 ; 

вектор этот носит название напряжен н о ст и магнитного поля. 

Согласно (165) пондеромоторная сила, испытываемая в магнитном поле 
элементом тока J 2ds 2 , пропорциональна силе тока J 2 и векторному 

произведению его длины ds2 на напряженность пол.я Н12 • 

Так как сила F12 есть ли н ей на я функция вектора Н12 , то ре

зультирующая пондеромоторная сила F, испытываемая элементом Jds 
ео стороны нескольких других элементов тока, будет пропорциональна 

векторной сумме напряженностей полей каждого из этих элементов, 

или, говоря кратко, пропорциональна напряженности Н (результирую

щего) поля этих элементов тока: 

165' 
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Это соотношение дает воз111ожность (по крайней мере принципиально) 

определить напряженность магнитного поля в любой точке простран

ства путем измерения пондеромоторной силы, испытываемого· н этой 

точке "пробным" элементом тока Jds. : 
Заметю,r, что уравнения ( 164) и ( 165) вполне соответствуют изла

гаемым в элементарном курсе физики законам магнитного поля, в част

ности (165) эквивалентно закону Б и о и С авар а. Действительно. 

согласно определению векторного произведения численные значения 

величины Н12 и F 12 равны: 

н J1ds1 . (d R ) 
12 =-J> 2 Slll 81, 12 

С "12 

и 

Далее Н12 перпендикулярно плоскости, проведенной через cls1 и R12, 

а F12 перпендикулярно плоскости, проведенной через ds2 и Н12 , при

ds, 

Рпс. 56. 

.,/(2) 
Н,2 

чем направления векторов Н12 и 

1'12 определяются правилом бурап

чика: магнитное поде тока ds1 н 

точке (2) направлено по ходу ог.

трия буравчика, ручка 1юторого по

ворачивается от ds1 1, R12 , а напра

вление силы Fш действующей в по

ле Н12 на ток ds 2 , направлено по

ходу острия буравчика, ручка 1'0-

торого поворачивается от ds 2 1..: 

Н12 (см. рис. 56). Иными словами, 
векторы ds1 , R12 , Н12 , как и ве~,

торы ds2 , Н12 , F 12 , составляют 

правовинтовую систему. 

Напряженность Н магнитного полл замкнутого тока J 1 равна, оче
видно, сумме полей ( 164 ), возбуждаемых каждым из его элементов ds1 , 

т. е. равна 

166 

где для краткости опущены индексы 1 и 2 при Н, lt и т. д., при

чем согласно предыдущему R означает радиус-вектор, проведенный 

от данного элемента тока ds I, рассматриваемой точке магнитного 

поля. 
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2. Во всем предшествующем мы исходили из допущения, что длина 
элементов тока ds1 и ds 2 и сечение их настолько :малы по сравнению 

с их расстоянием R, что это расстояние можно считать одинаковым 

длл любой пары точек токов ds 1 и dst. Очевидно, что в противном 

случае с~мое понятие расстояния токов не может быть определено

однозначно, так что формула (162) теряет смысл. Это явствует также

из того обстоятельства, что при R--->O как выражение (162) силы 
F12 , так и полученные из него уравнения (164) и (166), определяющие
напряженность магнитного поля Н, стремятся к бесконечности. 

Однако достаточно незначительного преобразования этих уравне

ний, чтобы сделать их применимыми при произвольно малом расстоя

нии В. Рассмотрим, например, уравнение (166), определяющее напря

женность магнитного поля замкнутого тока. Если точка Р, напря

женность поля в которой мы желаем определить, находится достаточно

близко от тока J, то сечение этого тока нельзя считать бесконечно

малым по сравнению с его расстоянием до точки Р. Однако ток 

конечного сечения всегда может быть разложен на совокупность бес

конечно тонких замкнутых ните й то к а ( стр. 1 77), к каждой из 

которых формула (166) будет применима непосредственно. 
Сила тока dJ, протекающего по нити тока, согласно (144') равна: 

dJ=jdS, 

где J есть плотность тока, а dS пер пе п д и к ул я р н о е к оси сече
ние нити. Стало быть, 

dJds=jd 8 ds=j dV, 

где lls есть длина, а d V объем бесконечно малого отрезка нити. 

Так как, наконец, ось нити тока по определению совпадает с линиями 

тока, то ds параллельно j и 
dJds=jdV. 167 

Внося это в (164) и опуская индексы 1 и 2, найдем напряженность 
dH поля элемента длины рассматриваемой нити тока силы dJ, или, 
что то же, напряженность поля элемента объема тока J: 

dH = dJ [dsR] = LjRJ d V 
свз cR8 • 

168 

Общая же напряженность магнитного поля всего замкнутого тока J 
будет равняться сумме напряженностей, создаваемых его отдельными 

элементами: 

Н= \ dH= _!_s[jRJ d V J с R3 ' 
169 
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где интегрирование должно быть распространено на весь объем тока 

{т. е. на объем обтекаемых током проводнинов), а R есть расстоя

ние расматриваемой точки поля Р от элемента тока d V. 
Легко убедиться, что в области приложимости формулы (166), 

т. е. в случае линей н ы х токов, фор111ула эта совпадает с общей 

формулой (169). При этом линейными (в отличие от квазилинейных, 
() которых была речь в предшествующей главе) мы будем называть 

такие токи, размеры любого сечения которых бесконечно малы по 

·сравнению с расстоянием этого сечения от рассматриваемых точек поля Р. 

Разумеется, ток может удометворять условию линейности лишь в том 

-случае, если :мы ограничиваемся рассмотрением удаленных от него 

точек поля. 

Совершенно аналогичным путем, применив (165) к элементу нити 

,-ока объема dV и внеся в нее (167), получим, что пондеромоторная 

-сила, испытываемая элементом объема проводника dV, в котором про
"rекает ток плотности j, равна 

J;' = dJ [dsH]= 1.iН] d V 
(J (J ' 

170 

где Н есть напряженность магнитного поля в элементе d V. 
3. Формулы (168), (169) и (170) применимы, очевидно, во всех точках 

поля постоянных токов, В частности, определяемая ими [ в отличие от 
уравнений (164) и (166)] напряженность поля Н всюду сохраняет ко
нечное значение ( если, разумеется, плотность тока j всюду конечна, 

как это следует из элементарных физических соображений 1 ). Для 

точек поля, лежащих вне токов (R-=/=, О), это очевидно. Чтобы убедиться 
в конечности поля Н внутри токов, рассмотрим произвольную 

точку Р, лежащую внутри несущего ток проводника, и опишем в9-

круг нее сферу V' :малого, но все же конечного радиуса R0 • 

Поле, создаваемое в Р токами, находящимися вне сферы V', ко
нечно, ибо эти токи находятся от Р на конечном расстоянии, боль

шем R0 • Стало быть, нам дuстаточно убедиться в конечности поля И', 
еоздавае111ого токами, находящимися внутри сферы Р'. Из (169) следует: 

I Впрочем иног.ца удобно полЬ3оватьсп представлением о поверхностных 

то к ах, об ъ е II на. я плотность которых j бесконечна (сравни поверхностные вs

рпды в электростатике). О поверхностных токах см.§ 61; магнитное поде этих токов 
<Jбдадает поверхностями разрыва. 
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ll'д~ \ Н' \ и / [jRJ I суть абсолютные значения численных величин со

-ответствующих векторов, а интегрирование распространено по объему 

-сф~ры V'. Но 

где Jm обозначает максимальное значение плотности тона внутри 

-~феры V'. Стало быть, 

н/ J ,,;-:)т г~v. 
~ с.1в2 

V' 

Введя сферические координаты R, 3 и а с центром в Р, получим: 

R 0 ~ 2~ 

I Н' \ -,;з.j,,.sd v =j"·Jaв ('sin 3 d3Sda = 
4пRoim. 

cR2 с J с 
,,, о о о 

·таким образо)I Н' есть величина нонечнал, стремлщалсл к нулю при 

уменьшении радиуса сферы R0, что и требовалось доказать. 

Нетрудно доказать также не прерывность вектора Н, т. е . 
. доказать, что разность значений вектора Н в смежных точках полн 
Р и Р' стремится к нулю, если расстояние этих точек РР' стремится 

к нулю. Пусть обе точки Р и Р лежат внутри сферы V'. При переходе 
из Р в Р' поле токов, лежащих вне V', изменяется непрерывно, ибо 

тони эти находятся на конечном расстоянии от Р и Р'. Что же касается 
полн Н' токов, лежащих внутри V', то напряженность это~:о полн по 

доназанному меньше 4пjm R · стало быть и изменение значения Н' 
с о• 

лри переходе от Р к Р' не может быть больше этой величины. 

Ес:ш Р Р' стремится к нулю, то R0 может быть выбрано сколь угодно 
ма.1ым, откуда и следует непрерывность вектора Н. 

3 Ад А ч А 25. - Показать, что напряженность магнитного полн бес

конечного прямолинейного тока на расстоянии r от его оси равна 

171 

-силовые линии этого полн представляют собою концентрические 

окружности, плоскость которых перпендикулярна к току, причщ1 

направление силовых линий составляет с направлением тока пр а

,в овин то в у ю систеl11у. 

14. Основы теорви эпе"-тричества, том I. 
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П Р и м Е ч А н и Е. - Цепь постоянного тока всегда замкнута. Рассма

тривать бесконечный . прямолинейный ток значит рассматривать зам
кнутую цепь тока, включающую в себя очень длинный прямой ци

линдрический участок, и ограничиваться при этом изучением поля 

тока вблизи средней части этого участка, пренебрегая действием. 

отдаленных участков цепи тока. 

3 Ад А ч А 26. - Линейный ток протекает по окружности радиуса. 

В0• Показать, что напряженность поля в любой точке оси этой окруж

ности направлена по этой оси, составляет с направлением тока 

п р а в о в и н т о в у ю систему и равна 

2пJ R0
2 

R=-c-(Ri+a2y,, ' 

где d есть расстояние рассматриваемой точки поля от центра круго
вого тока. 

3 Ад А ч А 27. - По бесконечному прямому полому круговому ци

линдру протекает параллельно оси цилиндра постоянный тон:, равно

мерно распределенный по его поверхности. Показать, что поле тока 

внутри цилиндра равно нулю. 

§ 32. Циркуляция вектора. Теорема Стокса. Ротор вектора. -
1. При изложении основ векторного анализа в главе I мы ограничились 
тем, что было необходимо для изучения. э л е к т р о с т ат и ч е с к о г о 

поля Е. Характерной особенностью этого поля является то обстоя

тельство, что линейный интеграл вектора поля Е по люб о :11 у зам

кнутому контуру равен пулю (уравнение 34): 

pE.ds=O. 

Лишь благодаря этой особенности поля Е оказалось возможным 

однозначно определить понятие скалярного потенциала (или вер

нее разности потенциалов) поля (§ 8), что в свою очередь позволило
на основании соотношения 

E=-gradr.p 

свести изучение поля вен: тор а Е к более простой задаче изучени11 

поля с н: ал яр а ip (§ 11 ). 
Линейный интеграл произвольного вектора а, взятый по зам н: ну

т о й кривой L, мы будем называть ц и р н: у л я ц и е й вектора а по 

кривой L и обозначать через 

C(a)=:f.a,ds. 17~ 
L 
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Вектор, цирнуляция которого по пр о из в о льном у замкнутому кон

туру L тождественно равна нулю, мы будем называть вектором без

в и х р е в ы м; смысл этого термина выяснится несколько ниже. Та.ним 
' ()бразом результаты, полученные нами в § 8, можно сформулировать так: 

б е з в и х р е в о й х а р а к т е р п о л я в е к т о р а а я в л я е т с я н е

о б хо д и м ы м и д о с т ат о ч н ы м у с л о в и е м т о r о, ч т о б ы 

скалярный потенциал поля мог быть определен 

однозначно 1 • Поэтому безвихревые векторы называются также 

векторами потенциальным и. В отличие от поля электростатиче

с1юго магнитное поле не являетсл 

полем безвихревы111. Поэтому, преж

де чем углубляться в изучение маг

нитного поля токов, необходимо 

подготовить соответствующий мате

матический аппарат путем рассмот

рения некоторых общих свойств 

вихревых полей. 

2. Начнем ·с рассмотренил цир-

нуляции по произвольному контуру 

L произвольного, но непрерывного 

и обладающего производными век

тора а. Предположим сначала, что 

D 

(,) 

А 

у 

(3) 

о 

дх 

(1) 

контур L представляет собою нон- Рис. 57. 

тур плоского прямоугольнина ABOD, 

с 

(2) 
\Ду 

х 

в 

и выберем оси х и у декартовых координат так, чтобы они были 

параллельны сторонам этого прямоугольника и пересекались в его 

центре (рис. 5 7). Пусть стороны прямоугольника равны соответственно 
.1х и ду. Если выбрать направление положительного обхода контура 

та~<, чтобы соответствующая положительная нормаль к площади пря

моугольнина была направлена по оси z · ( см. стр. 1 О, рис. 1 ), то 

В С D А 

0= ,ф' a,ds=i a"dx+ ~a11 dy+ ~a"dx+ ja11 dy. 
А В С D 

I Хотя рассуждения §§ 8 и 11 относятся непосредственно в: вектору напряжен

ности э.11ев:трнчесв:ого поля, одна.ко, нетрудно видеть, что все эти рассуждения прн111е

ни111,1 ко всякому вектору а, циркуляция которого по п р о н з в о .11 ь в о III у контуру 
тQЖАественно равна нулю. Конечно, при этом ве.1ичива .А ( см. уравнение 33' и С.11е

,11;ующие) уже не будет вообще говоря предсто.ВJIЯТЪ собою работу си.11 поля; физиче

ский смысд ее будет за.висеть от смысла. вектора а. 
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Воспользовавшись известной из интегрального исчисления "теоремой: 

о среднем: значении", получим (при n !1 оси z): 

с ~ d r .\ + 11 А rr, Л 11// А = ::уа, s=a"i.lX 0 11 uy -а" ux-a11 uy, 

, /1 

где а., , а11 и т. д. суть средние значения слагающих а" и а11 на 

1-й, 2-й и т. д. сторонах прямоугольника; отрицательный знак, на

пример, последнего члена суммы обълснлетсл тем:, что интегрирова

ние по стороне AD производится в направлении у б ы ван ил коорди
наты у. 

Будем теперь стремить длину сторон прямоугольника к нулю. 

Тогда с точностью до _величин второго порядка малости среднее зна

чение слагающей а11 на отрезке ВО, отстоящем от отрезка AD на 

расстоянии дх по направлению оси х-ов, будет отличаться от значе-

с)а11 
нпл av на этом последнем отрезке на величину с)х дх: 

Соответственно 

с)а. 

"=а 11"+-
11

.1х а11 v с)х . 

с)а. 
а "'=а '+--=ду 

"' з: с)у ' 

ибо OD отстоит от АВ на расстоянии ду по направлению оси у-ов. 

При этом в пределе, при бесконечно малых размерах прямоугольника, 

с)а с)а" 
мы можем понимать под с); и с)у значения этих величин в цен-

тре прямоугольника О. Внося эти выражения в предшествующее ра

венство, получим (при n 11 оси z): 

с)а с)а 

dC= р a,ds=(a/-a/") ду-(а,,"'-а,,') дх =·с): дхду- с)у"' дудх, 

где мы заменили С через dC, чтобы отмt:Jтить, что соотношение это 

справедливо лишь для бесконечно малого прямоугольника 1 • Обоз

начал наконец площадь прлмоугольню{а дх. ду через dS, получш~1 
окончательно: 

11 11 ОСИ Z dO=~a ds= --- dS. (с)а11 с)а.,) 
::f • с)х с)у 

173 

Так как оси х, у, z образуют правовинтовую систему, то, совершив 
нруговую перестановку индексов х, у, s, мы получим очевидно 

I Конечно dG вовсе не яв.tяется по,11вым дифференциа,11ом от С. 



ТЕОРЕМА СТОИСА 213 

циркутщию веr<тора а по контуру бесконечно малого прямоугольнина, 

положительная норм~ь н иоторому направлена по оси х или по оси у: 

n II оси х dC=lhads= ----" dS - (да, да ) ·l 
:у • дУ az ' 

11 /1 оси у th (с)а с)а ) J llC = :у a,rls = c).z"' - с) 
1
~ dS. 

Сравнивая (173) с уравнениями (64) и (641
): 

[va] =rota=curla, 

да c)av 
l"Ot а=-2 

-- И Т. Д. 
"' с)у c)z ' 

Р3 

убедимся, что выражения в сrюбнах в ур-нии (173) представляют собой 
не что иное, иаи слагающие по осям иоординат вектора rot а 1, являю

щегося веиториальной пространственной производной веитора а (в от

личие от его сналярной пространственной производной div а). Следо
вательно, выражения (173) могут быть записаны следующим образом: 

dC= Р, а, ds = rotna dS, 
L 

174 

причем под n нужно понимать положительную нормаль и площадне dS, 
составляющую пр а в о винт о в у ю с и ст е м у с направлением поло

жительного обхода нонтура этой площадни. Полагая последовательно 

11 параллельным осям х, у и z, получим из (174) и (64') уравнения (173). 
Так как оси координат всегда можно выбрать так, чтобы одна из 

этих осей была перпендикулярна площадие dS, то (174) остается очевидно 
справедливым для циркуляции веитора а по нонтуру пр о из в о ль но 

расположенного бесконечно малого прямоугольника 2• 

t Заметим, что rot а может быт1, представJiен в форме сJiедующеrо симвоJiиче

скоrо опреде.штеJiя: 

1 j k 
,\ i) d 

rot а= ах· ду dz j 

а" ау а. 

где 1. j, k tуть щпю1чпыс векторы по осям координат х, у, z. При вычисJiенпи этого 

опреде.штеJiя нужно, конечно, под произведениями типа (11:)аи понимать частную 
да 

производную от aN по х, т. е. d;. 

2 Последнее умозаuючение законно лишь ·в том случае, если rot а есть истинный 
вектор, ппвариаитиый отиос11те.1ьно преобразования координат. . 
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3. Перейдем теперь к рассмотрению циркуляции вектора по контуру 
произвольной фор11ш и размера. Проведем поверхность S так, чтобы 
она опиралась на контур L, т. е. чтобы этот контур явлю1ся погра

ничным контуром поверхности S. Разобьем затем эту поверхность 
двумя взаимно перпендикулярными системами параллельных линий на 

совокупность бесконечно малых элементов (рис. 58), которые бла

годаря своей малости могут считаться плоскими. Применив к каж

Рис. 58. 

дому из этих элементов уравнение 

( 174) и сложив полученные выраже

ния, найдем: 

~dC=Efa,ds= 

= ~ rot" а dS = \ rotna dS, 
~в 

где n есть внешняя нормаль к dS, 
причем внешняя сторона поверхно

сти S должна быть выбрана в соответ-
ствии с направлением положительного 

обхода ее контура (пр а в овин то в а я система). 

При интегрировании по контурам элементарных площадо1{ каждал 

граница АВ двух смежных площадок пройдется два раза и при том 

в противоположных направлениях; поэтому в сумме~ f a,ds встретятся 

В А 

оба члена \·a,ds и Ca,rls, в совокупности дающие нуль. Таким образом 
L А J в 

~ 1 а, cls сведется к сумме членов, относящихся к одним лишь на р уж
н ы м границам площадок, т. е. к интегралу вектора а по внешнему 

контуру L площади S. Стало быть 

l'h а ds = l'h а ds = С :f s ~rl ' 
L 

где С означает циркуляцию вектора а по контуру L. Внося это 

в предшествующее уравнение, получим: 

C=f a,ds S rot"a.dS. 
L S 

175 

' 



§ 32] ТЕОРЕМА СТОКСА 215 

При выводе этой формулы мы не принлли во ~нимание, что наруж

ные (прилегающие к контуру L) элементарные площадки вообще rо
ворл не будут и11Iеть прямоугольной формы, тогда как справедливость 

(174) доказана нами лишь длл площадок прямоугольных. Однако 

при неограниченном уменьшении размер()В прямоугольников ломаная 

линил, составленнал из наружных сторон крайних прлмоугольников, 

сколь угодно точно совпадет с контуром L площади S; основывалсь 
на этом, нетрудно придать выводу уравненил ( 17 5) совершенно 

-точную форму. 

Таким образом единственное условие справедливости уравнения 

{ 1 7 5) состоит в требовании непрерывности и дифференцируемости 

вектора а во всех точках поверхности S. Уравнение это выражает 

собой так называемую теорем у Ст о к с а, которал гласит: цирк у

.л л ц и я произвольного вектора а по замкнутой кривой 

L равна потоку ротора этого вектора через поверх
я о с т ь S, о п и р а ю щ у ю с л н а кр и в у ю L. 

Форма поверхности S при этом остаетсл совершенно неопределен

ной. Стало быть, через любые две поверхности 81 и 82 , если только 
-они обладают · одним и тем же контуром L, проходит од и н а к о в ы й 
поток ротора любого непрерывного вектора а, равный циркуляции 

этого вектора по общему нонтуру этих поверхностей. 

4. Переходл от (175) обратно к столь малому элементу поверхности 
dS, что его можно считать плоской площадкой, во всех точках кото
рой rot" а сохраняет постоянное значение, мы сможем вынести rot" а 
.за знак интеграла и 'написать: 

llC = р a"ds = rot" а. dS, 174 

'ITO совпадает с (174). Формула оказывается таким образом примени

мой к · бесконечно малым площадкам л ю б о й формы. Так как эта 

формула справедлива лишь в предельном слуqае бесконечно малой 

.поверхности, то правильнее записать ее следующим образом: 

pa,ds 
rot" а =Lim --as- · 

dS-+0 , 

1741 

-Таким образом слагающая вектора rot а в данной точке поля Р по 

.данному направлению n равна пределу отношения циркуллции век

·тора а по контуру произвольной шющадки dS, проходящей через Р 

и перпендииуллрной n, к величине поверхности этой площадки dS. 
Из этого соотношенил явствует, что значение слагающей 1·ot а вовсе не 
.-зависит от выбора системы координат, т. е. что rot а действительно 
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является истинным вектором. Таким образом инвариантность вектора_ 

1·ot а, оставленная нами под вопросом в § 12, отныне может считаться 
доказанной. 

В сущности это утверждение не вполне справедливо, ибо мы 

при выводе уравнений (174) и (175) уже воспользовались тем самым. 
свойством инвариантности вектора rot а относительно преобразования 

координат, которое мы хотим доказать: именно на эту щшариант

ность rota ссылались мы, утверждая, что (174) применимо к площадке 
· п р о и з в о л ь н о г о направления ( см. примечание 2 к стр. 2 13). Правда, 
справедливость этого последнего положения может быть доказана 

путем непосредственного вычисления в декартовых координатах цир

куляции вектора по контуру площадRИ произвольного направления. 

Проще и правильнее однако считать ин вар и ан т но е относи

тельно преобразования координат соотношение ( 174') о п р ед е л е н и е :м 
понятия "ротор вектора а". Исходя из этого определения, нетрудно,. 

обратив порядок наших рассуждений, доказать все .выведенные выше 

формулы, и в частности показать, что в декартовых координатах сла

гающие ротора выражаются формулами (64'). 
5. Из вышеизложенного следует, что д о с т ат о ч н ы м и п tj о б х о-· 

д и :м ы м у с л о в и е м т о г о, ч т о б ы в е кт о р б ы л безвихрсвьш или 

п о т е н ц и ал ь н ы м, я в л я е т с я р а в е н ст в о н ул ю е г о р о т о р а . 
.];ействительно, если во всех точках пространства rot а= О, то согласно 
теореме Стокса (175) циркуляция а по любому контуру равна нулю; 

обратно, если циркуляция а по любому контуру равна нулю, то 

согласно определению ротора (1741
) и rot а равен нулю. Согласно же 

rказанному в начале параграфа, необходимым и достаточным условием 

того, чтобы вектор обладал однозначным скалярным потенциалом, 

является равенство нулю его циркуляции по любому контуру. 

Стало быть, в частности, то обстоятельство, что электростатическое 

поле обладает потенциалом, может быть выражено уравнением: 

1·otE=O. 176 

В справедливости этого уравнения можно также убедиться на том 

основании, что согласно (651 ) ротор градиента скаляра тождественно 

равен нулю. 

6. В заключение, чтобы пояснить геометрический смысл ротора, 

рассмотрим вращение твердого тела с угловой скоростью ro. Вектор ю 
мы будем, как обычно, считать направленным по оси .вращения и 

притом· так, чтобы направление вращения составляло с вектором ro 
правовинтовую систему (правило буравчика). Выберем ось z так, чтобы· 
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она еовпадала с осью вращения и была направлена по ro. Тогда ли

нейная скорость v точки тела (х, у, z) будеr численно равна 

а с.~агающие ее по осям координат будут равны (рис. 59): 

vx 
-yro, v~= vx2+y2=xw, Vz=O. 

Стало быть, слагающие вектора rot v согласно (64') равны: 

откуда 

1·ot v = 2w. 17Т 

Таким образом ротор линейной скорости точек твердого тела 
имеет одинаковое значение во всех тоqках тела и равен удвоенной" 

угловой скорости его вращения. 

Соотношение ( 177) остается спра- у 

ведливым и в том случае, если 

тело помимо вращательного на

ходится также и в поступатель

ном движении (ибо скорость по

ступательного движения есть ве-

личина постоянная для всех то

чек твердого тела и ротор ее по

этому равен нулю). Нанонец в 

теории упругости доназывается, 

что ( 17 7) остается справедливым 
не только для твердого, но и 

для произвольно деформирующе-

гося тела (например, жидкости), 

причем в этом случае под w 

/ 

/ 
1 

' 

/ 

/ 

' 
' 

нужно понимать угловую ско- Рис. 59. 

рость вращения бесконечно ма-

/ 
/ 

лого элемента жидкости, находящегося в рассматриваемой точке 

пространства. 

Ита~ rot v-:/=- О в тех и только в тех точках тела, которые 

принадлежат элементам тела, находящимся во в р а щ ат ель но м 
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.движении. Это обстоятельство в связи с соотношением (177) и послу
жило поводом к тому, чтобы дать величине rot а название ротор а 
,( от латинского 1·0 to - вращаю) или в и х р я вектора а. 

3 Ад л ч А 28. - Доказать соотношение (177) для скорости твердого 
тела, исходя не из (641

), а непосредственно из геометрического опре
деления ротора ( 174'). 

3 Ад л ч А 29.-Доказать, что поток ротора произвольного вектора 
.а через любую замкнутую поверхность равен нулю: 

~ rot"a · dS= О. 178 

3 Ад А чл 30.- Доказать с помощью теорем Гаусса и Сто1,са 

,справедливость первых двух уравнений (65): 

rot grad q, = О, 

div rota=O, 

'Не прибегая при этом, как в § 12, к непосредственному вычислению 
производных по координатам и к оперированию с символическим: век

"'l'Ором набла. 

3 Ад А ч А 31. - При пользовании сферической системой координат 

R, 8', а принято в каждой точке поля разлагать вектор поля а на 

·три взаимно перпендикулярные слагающие ан, а3 , аа, взятые по на

правлению в о з раст ан и я соответствующих координат R, {}, а. Исходя 
из формулы (174'), показать, что если ан=а3 =0, то 

1 д(. н )) 
rotR а= I-lsin {} д8' sш II а,., I 

1 д ~ 
1·ot~ а= - Il дll (R аа), 1 

179 

rot а=О. J 
а 

З Ад л ч л 31 а. - Дано, что поле вектора а обладает аксиальной 

-еимметрией относительно некоторой оси z, т. е. иными словами, что 

в цилиндрической системе координат ,·, а, z слагающие ar, аа, az век
тора а от азимута а не зависят (сравни задачу 6 и рис. 15). Пока

..зать, что если кроме того вектор а перпендикулярен оси z (az=O), то 

. да,. 
IOtra=-~, 

1 д(rа,) 
rot а=---· 

о ,. i}i· 

17«.1' 
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§ 33. Вектор-потенциал. Дифференциальные уравнения маrни·r
ноrо полн. - 1. После отступления в область векторного анализа вер
немся " изучению :магнитного поля постоянных токов и поставим 

себе задачу преобразовать (166) и (169) к более удобному для вы

численин виду. Начнем с формулы (169). 
Подынтегральное выражение правой части этой формулы !',/ОЖСТ 

быть согласно (50') записано следующим образом: 

[.i Rl [· ( 1 )] [ ( 1) . ] В3 =- .J ·grada lt = grada R ·J 

Напомним при этом, что в уравнении (169) R означает радиус-вектор, 
проведенный из элемента тока j dV ( 71 rочка истока") в ту "точку на
блюдения" Р, в которой определяется напряженность магнитного полн, 

и что индекс а у знака градиента означает, что при определении 

градиента мы считаем неподвижной точку истока и переменной точку 

наблюдения. С другой стороны, полагая в формуле (663) (стр. 66) 

1 . 
ЧJ= R и a=,J, 

получиl\1: 

где индеr,с а попрежнему означает, что при образовании простран

ственных производных переменной считается лишь точка наблюде

ния Р. Так как значение вектора j в элементе dV (точка истока) 
очевидно не зависит от перемещения точки наблюдения Р, то стало 

быть 1 

и 

. (j)-[ (1) ·]_ljRI rota R - grada R ·J - лэ · 

t Поясним это переходом к декартовым коорАJШатам. Пусть Ха, Уа, Za суть 
координаты точки ваб.1юдения Р, а wq. Yq, Zq -координаты элемента тока j dV, тав: 
что clV = dJJq dyq dzq. Вектор j есть функция только от хч, Уч, zq; j =j (xq, yq, zq), 

тогда как R = JI (Ха - Xq)t + (Уа - yq)2 + (Za - Zq)2. При определении div a и rot11 

,1;ифференцир овать нужно по координатам точки иаблюдення, так что, например, 

~jz(x,J'yq,zq) ~iixq,Yq,zц) 
rotaж= ~ - а =0. 

Уа Za 
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Внося это в (169), полуqим: 

Н = ~5rota(1)drr. 

Так нак в этом выражении дифференцирование (образование ротора} 

производится по коорцинатам точ1ш наблюдения, а интегрирование -
по объему проводников, обтекаемых током, то изменение порядка этих 

операций. не может помиять на r:езулыат выqислений. Стало быть" 

можно написать: 

1 ,.. . 
H=rot,, -;;J fl (l V. 

Если ввести обозначение 

A=_!_Slav 
с R ' 

18() 

то уравнение это примет вид 

H=rotA, 181. 

где индекс а при зна~{е ротора нами опущен как излишний, ибо при 

заданном распределении токов вектор А ямяетсн функцией положе

ния одной лишь точки наблюдения. Таким образом напряженность. 

магнитного поля может быть представлена в виде ротора некоторого 

вектора А, который носит название в е к т о р н о г о п о т е н ц и ал а. 

или вектор-потенциала токов. 

· Заметим, что для линейных токов (т. е. на расстояниях от токов, 

больших по сравнению с размерами их сечения) выражение вектор

ного потенциала А может быть значительно упрощено. Действительно" 

линейный ток можно рассматривать _как бесконечно тонкую нить тока 
силы J. Полагая в выведенном для нитей тока соотношении ( 167} 
dJ равным J, получим: .. 

Jds=j dV, 

где ds есть элемент длины оси тока. Вставляя это в (180) и вынося 

постоянную (для неразветвленного то1{а) величину J за знак интеграла, 
получим: 

180' 

где интегрирование должно быть распространено по всему контуру L 
замкнутого тока. 
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т ( 6;.1 
ак как дивергенция всякого ротора всегда равна нулю см. и 

-то из (181) непосредственно вытекает весьма важное уравнение 

div Н=О. 182 

Венторы, дивергенция которых во всех точках пространства_ равна 

нулю, носят название векторов вихревых или соленоидальных, 

Стало быть, магнитное поле есть поле вихревое (соленоидальное). 

Введением векторного потенциала А значительно облегчается изуче

ние магнитного поля постоянных токов, подобно тому как введением ска

~ярноrо потенциала~ облегчается изучение электрического поля ста· 

ционарной системы электричес1шх зарядов 1• Аналогия между ролью 

векторного и скалярного потенциалов особенно отчетливо выявляется 

при сопоставлении аналогичных формул для электростатического и 

.для магнитного полей: 

E=CpRdV J лз 
. _ rpdV 
~-Jв 
Е =-g1·ad 1) 

Н = _1_s l.iRl dY 
с R3 

A=_!_Sj dV 
с R 

H=1·otA. 

Из этого сопоставления явствует также, что вектор плотности тока 

играет для магнитного поля такую ;11.е роль, как скаляр плотности 

.зарядов для подл электрического. 

2. Перейдем теперь от этих интегральных соотношений к диффе

ренциальным уравнениям поля. 

У становиъ1 сначала дифференциальное уравнение для А. Если 

·ввести произвольную систему декартовых координат х, у, z, то (180) 
можно будет записать в следующей форме: 

А =_!_\J"dV 
"' с J в ' 180'1 

Каждое из этих выражений для каждой из слагающих вектора А 

совершенно аналогично выражению скалярного потенциала электро

статического поля (ур-ние 40): 

W=SpdV_ 
т л 

t Как мы убедимся в даJiъяеишем, магнитное поле токов, как и всякое вихревое 
:поле, однозначным скалярным потепциаJiом не обла;~,ает. 
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В § 13 было показано, что это последнее выражение является реше
нием (интегралом) дифференциального уравнения Пуассона (56J: 

v2ep=-4тrp, 

н притом решением единственным (однозначным), если на tp 

помимо (56) наложены еще следующие условна: 1) скаляр ер и 

его пространственные производные конечны и непрерывны во всем 

пространстве ( физически это означает, что мы рассматриваем лишь объ
емные заряды, но не рассматриваем зарядов поверхностных и двойных 

электрических слоев), 2) в бесконечности ер и его производные удо

влетворяют условиям (75), т. е. в бесконечности i.p стремится к нулю 

1 1 
не медленнее, чем R , а его производные не медленнее, чем R 2• Стало 

быть, если слагающие вектора-потенциала А удовлетворяют те)1 же 

условиям, то выражения (180'') являются однозначно определенными 

решениями следующих дифференциальных уравнений типа Пуассона: 

А. 4тr. 
'1":'2 =--J \' ., с "'' 

4тr . 
'1":'2л =--J 
\' 11 С 11• 

А 4тr. 
r,2 =-~-:; 
V 2 С 2 

183 

(ибо (40) получается из (180'') заменой, например, А" на ер и j"' нар). Эти 
с 

три уравнения для слагающих вектора А согласно (63) и (63') равно
значны одному векторному уравнению: 

4тr. 
v2A=- -~J. 

с 
183' 

Нам остается только рассмотреть вопрос о том, удовлетворяют ли 

слагающие вектора-потенциала упомянутым условиям. В конце 

§ 30 мы убедились, что интеграл (169), определяющий напряженность 
.магнитного поля Н, остается всегда конечным и непрерывным 1 не

смотря на то, что его подынтегральное выражение при R ---> О стре-

1 
мится к бесконечности как R

2 
• Так как подынтегральные выражения 

в интегралах, определяющих А.,, А.11, Az и их производные по 

координатам, стремятся к бесконечности при R----+ О не быстрее чем 

1 
R

2 
, то по аналогии ( или путем непосредственного вычисления) можно 

t Пр11 том, конечно, ус.1ою111, что п.1отиостъ тока конечна, с:м. прш1ечанне 

к стр. 208. 
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заключить, что слагающие вектора-потенциала и их производные 

таюке всюду конечны и непрерывны, т. е. удовлетворяют первому из 

перечисленных выше условий. 

Итак, чтобы обеспечить однозначность решения уравнений (183) и 
(183'), нам остается только наложить на вектор-поте:яциал соответствую
щие условия в бесконечности, а именно потребовать, чтобы векто А 

1 
стремился в бесконечности к нулю не медленнее, чем R, а его про-

странственные производные (а вместе с ними согласно (181) и напряжен-
. 1 

ность поля Н) не медленнее, чем R
2 

• Физически эти условия равно--

сильны предположению, что все возбуждающее поле токи расположены:.. 

в конечной области пространства. При этих предположениях вектор

потенциал удовлетворяет дифференциальному уравнению (183'). 
3. Перейдем теперь к установлению дифференциальных уравнений 

для вектора И. С этой целью образуем ротор от обеих сторон уравне

ния (181). Согласно (653) (стр. 65) получи!\[: 

1·ot И = rot rot А = gead di v ..i. - v2 А. 

Значение div А можно определить из (180): 

d. А 1 d. 5jатт 
IV =с lVa • R ' 

где индекс а у знака дивергенции означает, что пространственное диф-

ференцирование производится по координатам "точки наблюдения" Р. 

Но, как указывалось в начале этого параграфа, порядок операций ин

тегрирования по объему токов и дифференцирования по точке наблю

дения может быть изменен на обратный. Стало быть, 

divA=_!_\ div (J).av cJ а \В 

Применял (662), можем написать: 

ибо значение вектора j от координат точки наблюдения Р" 

не зависит, нвиду чего div0 j =0. С другой стороны, вое--
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:пользовавшись формулой (49') и применив затем вторично фор

мулу (662), получим: 

' · d ( 
1

) · ' · d ( 
1

) d" ( j )+ 1 
d" . . ) gra а R = --J gra q R = - lVq R в lVq,l• 

Последний член справа равен нулю, ибо j есть вектор соленоидаль
ный (уравнение 148'). Стало быть, окончательно 

div (l)=-div (1) а В q R 

Последний интеграл можно преобразовать по теореме Гаусса, ибо 

·пространственное дифференцирование под знаком интеграла произво

дится по тем же координатам "точек истока", как и интегрирование 

{в отличие от предшествующего выражения для div А., в котором диф
ференцирование под знаком интеграла производится по координатам 

точки наблюдения). Стало быть, 

l . ' 1 ~.i" dcl 
(JV л=--;;J' В о, 

причем интегрирование должно быть распространено по поверхности 

всех обтекаемых током проводников. Но на поверхности проводников 

.,согласно ( 149') j n = О; стало быть, 

div А.=0. 

Внося это в выражение для rot Н, получиъ:: 

. или на основании ( 183'): 
rot H=-v2A, 

н 4тт. 
rot =-J. 

с 

184 

186 

Таково искомое второе дифференциальное уравнение для вектора Н 

·(первым является (182)), являющееся одним из основных уравнений 

. электродин~ики. 
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С.опоставим систему уравнений для напрлженностей магнитного и 

.элентростатического полей: 

div Е = 4ттр 

1·ot Е=О 1 

div Н=О 

н 4r.. 
rot =-J. 

с 

Магнитное поле в отличие от поля электростатического есть поле 

,вихревое (и притом чистс вихревое (соленоидальное) в том смысле, что 

дивергенция его всюду равна нулю). Поэтому скалярным потен

циалом (по крайней мере однозначным скалярным потенциало~, смотри 

дальше) магнитное поле не обладает. Подобно тому как потенциаль

Н()е электростатическое поле полностью определяется заданием силы 

еГ? истоков (т. е. заданием его дивергенции как функции координат), 

так вихревое магнитное поле полностью определяется заданием 

.мощности его в их ре й, т. е. заданием ротора поля как 

функции ноординат. Согласно (185) вихри магниrного поля распол6-

жены в участках поля, обтекаемых токами, и только в них, причем 

ll!Ощность этих вихрей (т. е. численная величина ротора) пропор

циональна плотности тока j. Иными словами, обтекаемые токами .уча
стки поля могут быть названы в и х р е в ы м п р о с т р ан с т в о :м 

магнитного поля. 

§. 34,. :Магнитные си.1овые линии. -1. Описание свойств магнитного 
тюля, как и поля электрич·еского, часто весьма облегчается введением 

в рассмотрение тан называемых с и л о в ы х л и н и й этого поля. По 

опредедению магнитными силовыми линиями называются линии, направле-

1ше касательных к которым в каждой точне поля совпадает с направлением 

напряженности поля Н в той же ТОЧI{е 2. Дифференциальное уравне

ние этих линий очевидно будет иметь вид (сравни 54): 

dx dy dz 

Нх = HII = Hz • 186 

Магнитные силовые линии, как и линии электричесние, проводятся 

-обычно с таким расчетом, чтобы в любом участке поля число линий, 

пересекающих перпендикулярную к ним площадку единичной по-

I Смотри уравнение (176). 
2 Так как маrнитвое поле не обладает потенциало:и, то магнитные сш:овые ли

\llпи, в отличие от линий электростатическоrо поля, не могут быть опреде.1еяы, как 

-ортоrо11&11Ьиые траектория поверхяостеii уровня. 

15 Основы теории эпе~;тричества, том I. 
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верхности, было по возможности пропорционально численной величине 

напряженности поля на этой площадке; однако, на.к увидим ниже, тре

бование это далеко не всегда выполнимо. 

ОсновыВ&Iсь на уравнении (14): 

fPEndS=4п~e, 

мы пришли в § 11 и следующему выводу: элентричесние силовые ли

нии :могут начинаться или :кончаться тольно в тех точнах поля, в но-· 

торых расположены электрические заряды. Применяя же теорему 

Гаусса (25) 1, потону магнитного веr{тора, мы на основании (181) 
получим: 

187 

Та.ним образом в отличие от потона элентрическоrо вентора Е поток 

магнитного вентора Н через п р о и з в о л ь н у ю зам:ннутую поверхность 

всегда равен нулю. Это положение является математичесним выраже

нием того факта, что м а г н и т н ы х з а р яд о в, подобных зарядам 

элентричесним не существует: магнитное поле возбу

ждается не магнитными зарядами, а движением заря

д о в эле и три чес них (т. е. токами). Основываясь на этом положении 

и на сравнении (187) с (14), нетрудно убедиться путем приведенных 
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в § 11 рассуждений, что и а г -
нитные силовые линии ни 

в каких точках поля не могут 

ни начинаться, ни кон-

ч ать с я. 

2. Из этого обстоятельства 

обычно делается вывод, что маг

нитные силовые линии в отличие 

от линий электрических должны 

быть линияъ~и заъ~кнутыми либо 

итти из бесконечности в беско-

Рис. ,ю. вечность. Действительно, оба эти 

случая возможны. Так, например, 

согласно результатаъ~ решения задачи 25 (стр. 209), силовые линии 

в поле бесконечного пряъ~олинейного тона представляют собою перпен

дикулярные току окружности с центроъ~ на оси тока. С другой сто

роны (см. задачу 26), направление магнитного вектора Н в поле 
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кругового тока во всех точках, лежащих на оси тока, совпадает 

с направлением этой оси. Таким образом ось кругового тока совпа

дает с силовой линией, идущей из бесконечности в бесконечность; см. 

рис. 60, представляющий собой разрез кругового тока меридиональной 
плоскостью (т. е. плоскостью, перпендикулярной плоскости тока и 

проходящей через его центр), на котором пунктиром изображены си

ловые линии этого тока. 

Возможен, однако, и третий случай, на который сравнительно редко 

обращается внимание, а именно: силовая линия может не иметь ни 

Рис. 61. Рис. 62. 

начала, ни ~юнца и вместе с тем не быть замкнутой и не итти из 

бесконечности в бесконечность. Этот случай имеет место, если силовая 

линия заполняет собой некоторую поверхность и притом, пользуясь 

математическим термином, заполняет ее всюду плотно. Проще всего 

пояснить это на конкретном примере. 

Рассмотрим поле двух токов - кругового плоского тока J 1 и бес

конечного прямолинейного тона J2, идущего по оси тока J 1 (см. ри
сунок 61). Если бы существовал один лишь ток J 1 , то силовые линии 

поля Н1 этого тока лежали бы в меридиональных плоскостях и 
имели бы вид, изображенный на предыдущем рисунке. Рассмотрим 

одну из этих линий, изображенную на рис. 63 пунктиром. Совокуп

ность всех подобных ей линий, которые могут быть получены враще

нием меридиональной плоскости вокруг оси J, образует собою поверх
ность S некоторого кольца или тора (рис. 62). Силовые же линии 
по.ля И2 прямолинейного тока J 2 представляют собой концентрические 
16* 
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окружности. Стало быть, в каждой точке поверхности S как Н1 , та!{ и 
Н2 касательны к этой поверхности; следовательно, и вентор напря

женности результирующего поля Н = Н1 + Н2 тоже касателен к S. 
Это значит, что наждал силовая линия полн Н, проходящая через 

одну какую-либо точl{у поверхности S, должна лежать на этой поверх
ности всем и своими точками. Линия эта будет очевидно представлять 

собою винт о в у ю линию на поверхности тора S ( см. рис. 62). Ход 

этой винтовой линии будет зависеть от соотношения сил токов J 1 и J 2 

и от положения и фор.мы поверхнос.ти S. Очевидно, что лишь при 

ненотором определенном подборе этих условиц винтован линия эта 

будет замыкаться; вообще же говоря, при прододжении линии новые 

витии ее будут ложиться .меж д у прежними витками. При неограни

ченном продолжении линии она подойдет нан угодно близко н любой 

раз пройденной точне, но ниногда вторично в нее не вернется. А зто 

и значит, что оставаясь незамкнутой, линия эта всюду плотно заполнит 

поверхность тора S. 

Чтобы строго доказать возможность существования незамкнутых с11.11овых J1и11нн, 

введем на поверхности тора S ортогональные криво.11ивенвые координаты '1' (азимут 

:11еридиова.11ь11ой п.11оскостп) п 3 (по.11ярвый уго.11 в мерпдиова.11ьвой п.11оскостп, с вер

шиной, распо.11оженвой на пересечении этой плоскости с осью ко.11ьца, рис. 62). 
Но.пряже ив ость по.11еи Н I п Н2 на поверхности тора яыяется функцией о,;воrо 

J111mь уг,111, 3, причем вектор Н 1 направ.11ен по иапрu.ыевию возрастания и.11и убыва

ния :.,того уг.110., о. вектор Н2 - по нu.прu.в.11ению возрастания (и.11и убывания) yr.m '1'· 
Пусть р (3) есть расстояние данной точки поверхности S от цевтрыьиоil .11ивии тора, 
а R (3) - расстояние ее от вертика.11ьвои оси тока Js. Ко.к нетрудно убедиться, 

эдемент д.11нны .11нин11, .11ежu.щей но. S, выразится формрон: 

clsl = ;;2cl/!2 + R'l(/!)dFl· 

Соответственно этому д11ффере1щна.11ьное уравневне .11и нии cиJJ ( сравни 187) на по

верхности S примет вид: 
p(3)d3 _ R(3)d'f 
H 1(rJ) - Н2(6) ' 

Приняв во внимание, что Н1 11 Н, 11ро11орц11она..1ьвы си.11ам токов J 1 11 J 2, 11 ннтегрнру я, 

по.11уч11м: 

г.,е F(3) есть некоторая функцпя )T.lla /!, независящu.я от J1 11 J 2• Чтобы JJивня 
бЬ1.11а зо.мквутой, 1·. е. чтобы она возвраща.аась в иu.чаJ1ьную точку, веобХОАИМО, 

чтобы некоторому ц е .11 о м у числу п оборотов .11ивии вокруг тора соответствова.10 

ц е JJ. о е же чвсJ10 ,п оборотов ее ·вокруг вертикu..аьвоif оси. Иными с.11ова1ш, веобхо· 

димо, чтобы можно бЫJiо ва!fти два таких цеJiых числа t! и т, чтобы возрu.ставию 
уг.11а 3 во. 2,щ соответствова.11.6 возрастание у гJia '1' на 21tm: 

'f - 'fo = 2::т---= J: { J,'(2::11 + 3) - J,'(8)}, 
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Примем теиерь во ннимавис, что F(D) прцстаВJ1яст собой интеграл перищическои 
функции угла. 11 с псрио.в.ом 21t. Как известно, интеграл перио.в.ической функции 

в общем случае яв.1яется суммой функции перпо.в.ической и функции ли в е ii в ой I 

Ста.10 быть, 

г.в.е К есть некоторая постоянная, а Ф(О) есть функция от 1J с периодом 2it. Стало 

быть 

P(2rm + 11) = K·2r.n + F<,O). 

Внося это в предыдущее уравнение, получпм усдовпе замкнутости силовых линий 

на поверхвостн тора S: 

Здесь К есть велнчпиа, от J 1 и J'J. независящая. Очевпдво, что два целых числа 

пит, удов.11.етворяющие этому условию, могут быть ващсвы лишь в том случае, если 

J, 
величина Ji К является числом р а ц н о на ль и ы м (целым пли дробным), что бу)l,СТ 

иметь место лишь нрп опрРдеденвом соотношенип меж,1.у снламп токов J 1 Ii J 9• Bo-
J, 

обще говоря, J: !( будет ве.шчниой иррациональной 11, с·rадо быть, силовые липии па 

рассматриваемой новерхвостн тора S будут веза1шнутым11. Однако II в этом случае 

всегда можно подобрать целое число п так, чтобы ~ Kn как уго;~;но мало отлича
лось от некоторого целого ч11сла ш. Это значит, что пеза:uкнутан силовая линия 

пос.ае достаточQого числа оборотов как yro;i;нo блпзко подойдет к дюбой раз прой

;v;енвой точке поля. Аналогичным путем можно показать, что линпя эта после доста

точного числа оборотов как угодно блпзко по;~;ойдет к любой заданной точке поверх

ности S, а этn и значит по определению, ч1·0 опа всю,,:у ндотно заполняет эту 

поверхность. 

Сущесrвование неэашшутых :магнитных силовых линий, всюду 

плотно заполняющих некоторую новерхность S, делает очевидно не

возможным точное графическое изображение поля с помощью этих 

линий. В частности, дадеко не всегда можно удовлетворить требова

нию, чтобы число линий, пересенающих перпендинулярную им еди

ничную площадну, было пропорционально напряженности поля на этой 

площадке. Tarr, например, в только что рассмотренном случае одна и 
та же незамкнутая линия бесконечное число раз пересечет любую 

I<онечную площа:ку, пересенающую поверхность :кольца S 2• Впрочем, 

I Ибо в нернодическую функцию может вхо;~;пть постоянный член, пнтеграл ко_ 

тороrо представляет собой линейную функцию независимого переменного. 

t Некоторые авторы пытаются приписать реадьное существование с11ловы:м т р·у б

к а 11, т. е. нитям малого, по все же к о в е ч и ого сечения, поверхность которых 

обрnзована с11ловым11 лшшями. О;~,нако прп это11 упускается из виду, что в случае 
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при надлежащей осмотрительности, пользование понятием силовых ли

ний может явиться хотя и приближенным, но все же удобным и 

наглядным способам описания характера магнитного поля. 

3. Рассмотрим циркуляцию магнитного вектора И по произвольной 
замкнутой линии L. На основании теоремы Стокса (175) и уравнения 
(185) можем написать: 

188 

причем, согласно сказанному на стр. 215, поверхностные интегралы 

могут быть распространены по люб ой из поверхностей, опирающихся 

на контур L. Впрочем нетрудно и непосредственно убедиться, что 

благодаря замкнут о ст и постоянных токов значение этих поверх

ностных интегралов зависит лишь от контура L поверхности интегри

рования S. Действительно, согласно (144") jndS равно силе тока dJ, 
J проходящего через элемент поверхности dS 

2 в направлении ее положительной нор
мали. Если поверхность S не пересекает 
ни одного несущего ток проводника, то 

правая часть (188) равна очевидно нулю; 

вообще же говоря, 

~ В ds= 4тт5. dS= 4тт'1J 1881 
::fL 8 С J" С i.J I 

где L J есть алгебраическая сумма сил 

токов, пронизывающих контур L; токи эти 
должны считаться положительными или от

рицательными в зависимости от того, со

ставляет ли их направление с направление• 

положительного обхода контура L право-

J I или лево винтовую систему ( см. рис. 63). 
Рис. 63. Если две поверхности S и S' опираются на 

один и тот же контур L, то совокуп

ность этих поверхностей образует одну замкнутую поверхность, ограни

чивающую некоторый объем V. Благодаря замкнутости постоянных 

везамкнутости этих Jшиии силовая 1рубка при достаточном продолжении должно. бес
конечное число раз пе р е с е ч ь с а мое се б я, ибо сечение ее конечно, в. сuо

вые линии, образующие поверхность трубки, при достаточном продолжении CKOJIЬJИ 

уrщио раз ко.к угодно близко подойдут к раз пройденным ими точкам. 
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токов количество электричества L J, втекающего через S в единицу 

времени в объем V, должно равннтьсн количеству электричества L J', 
вытекающего из этого объема через поверхность S'. Таким образом вели
чина L J действительно будет одинакова дли обеих этих поверх

ностей S и S'. 
Согласно (188') циркулнцян вектора напряженности магнитного 

полн по кривой, не охватывающей токов, равна нулю, циркуляци:н же 

и и и 4тr. 
по кривои, охватывающеи токи, равна помноженнои на - сумме сил 

с 

этих токов (взятых с надлежащими знаками). Циркуляции вектора И 

по силовой линии не может равннтьсн нулю (ввиду параллельности 

элемента длины силовой линии ds и вектора Н величина н. ds = Н ds 
-еущественно положительна). Следовательно, каждая э а м: кнут ан м: а г

н и т на н с ил о в ан л и н и н д о л ж н а о х в а т ы в ат ь хоти бы один 

из несущих то к проводников. Больше того, не зам: кнуты е с ил о

в ы е л и н и и, плотно заполняющие некоторую поверхность S ( если 
только они не идут ~з бесконечности в бесконечность), также д о л ж н ы 

о б в и в а т ь с я в о к р у г т о к о в. Действительно, интеграл вектора И 

по п о чти замкнутому витку такой линии существенно положителен. 

Стало быть, циркуляции И по замкнутому контуру, получаемому из этого 

витка добавлением: замыкающего его произвольно малого отрезка, от

.лична от нули. Следовательно, контур этот должен пронизываться током. 

3АдА чА 32.-Показать, исходи из (188) и результатов решении 

задачи 24, что напряженность полн прямолинейного бесконечного 

тока силы J, сечение которого представляет собою круг радиуса r O, 

равна: 

в __ 2J. ( ) , 1·,;;;;;; r0 • cr 
H.=2Jr 

• cro2 ' 

где r есть расстояние точки полн от оси тока, причем: силовые ли

яии полн представляют собой концентрические току окружности. 

§ 35. Топология 1 вихревого (иаrнитноrо) поля. Фиктивные 

магнитные заряды. :Магнитные листки. - 1. Чтобы разобраться в гео
метрических или, вернее, топологических свойствах магнитного полн, 

.рассмотрим сначала тот случай, когда в поде имеется лишь один 

I ТопоJюrия - analysis situs: отрасJ1Ъ математики, изучающая своlfства фигур и 
геометрических образов, остающиеся неизменПЬlми при непрерывноlf деформации 
ЭTIIX фигур. 
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замкнутый провс>дник, обтекаемый током J. Все си;ювые линии этого 

поля (как замкнутые, так и незамкнутые) будут охватывать этот 

ток. Вихрь магнитного поля rot Н отличен от нуля лишь внутри об

текаемого током проводника. Поэтому пространство, занятое током, 

можно назвать вихревым пространством или, ввиду замкнутости то1ш, 

в их ре вы м но л ь ц ом. 

С чисто топологической точки зрения все замкнуть1е линии или 
1юнтуры (как совпадающие с магнитными силовыми линиями, так и 

не совпадающие с ними), если только они расположены вне вихре

вого пространства, распадаются на два н.JJacca, в зависимости от того,. 

охватывают ли они вихревое кольцо или нет. Любые два нонтура, принад

лежащие к одному и тому же классу, всегда могут быть путем не пр е -
рыв ной деформации приведены в совпадение друг с другом 1 • На

против, если мы :мысленно выделим из поля вихревое про-

стран ст в о или условимся считать его непроницаемым, то контуры 

разных классов не смогут быть приведены в совпадение без наруше

ния их целости. 

Далее контуры первого класса путем непрерывной деформации 

могут быть стянуты к точке (т. е. к бесконечно малой длине). Ион

туры же второго класса без пересечения: вихревого про

странства стянуты к точке быть не могут. 

Пространство, в котором существуют замкнутые линии 

или контуры, не могущие быть стянутыми к точке, назы

вается: пространством м н о г о с в я з н ы м. Число существенно 

различных классов контуров определяет порядок связности 

пространства. Так, например, пространство, оставшееся 

после выделения из него о д н о г о вихревого кольца, есть 

пространство двусвязное (два существенно различных ~.ш1с

са контуров); если же из пространства выделить два кольца 

Рис. 64. (два замкнутых тока), которые, в частности, могут сопри-

касаться между собою (рис. 65), то оставшееся простран

ство будет трехсвязны:м, ибо в нем существуют три класса контуров, 
не сводимых друг к другу Jabc, аЬ'с', аЬ'Ь"с" на рис. 65, контур же 
типа Ь" с" ас' может быть разложен на два контура типа аЬ' с' и 
аЬ'Ь"с"). 

t Если контур сложен, вапри11ер, петлеобразен (рис. f'4), то его предваги'l'едьно 

нужно ра3бить во. два или неско;1ько простых контуров, каждому на которых неuре

рывной деформацией можно сообщить форму окружности. Точно так же есл11 контур 

второго it.nacca охватывает вихревое пространство не один, а неско;1ько раз, то его 

можно ра3.ilожнть на ряд контуров, каждыи 113 которых охватывает это пространство 
110 одному ра3у. 
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Эти . топологичес1ше свойства многосвязных пространств тесно свя
заны с физическими свойствами магнитного поля постоянных токовt· 

ибо и с физической точки зрения контуры, проведенные в поле токов, 

rоже распадаются на классы, в зависимости от значения циркуляции 

вектора Н по этим :контурам. Так, например, в случае одного замкну

того тока циркуляция Н по контурам первого класса, могущим быть. 

стянутыми к точке, равна нулю, циркуляция же по линиям второго 

4тrJ 
класса, охватывающим ток, равна + -с- (знак зависит от выбора. 

направления обхода контура); промежуточных же значений циркуля-

ции нет. Точно так же в случае двух или нескольких токов лег1ю, 

убедиться, что подразделение линий 

на классы по физическому признаку 

(величина циркуляции} совпада.ет с 

подразделением их по признаку топо

логическому. 

2. Однако связь ъrежду топологиче
скими и физическими свойствами по.1н 

не ограничивается указанными соот

ношениями и может быть прослежена 

гораздо дальше. 

Известно, что всякое многосвязное 

пространство путем внесения в него 

Рис. 65. 

надлежащих перегородок может быть сделано односвязным. Так, на

пример, если затянуть отверстия вихревого кольца непроницаемой 

перегородкой, то проведение контуров второго класса, охваты

вающих это кольцо, станет невоз111ожным, и пространство станет одно

связным. Точно так же трехсвязное пространство (рис. 65) станет· 

односвязным, если затянуть непроницаемыми перегородками от

верстие 1щждого из расположенных в нем колец. Замети111, что" 

форма и положение этих перегородо1{ остаются при этом в зна- · 
чительной мере произвольными; существенно лишь, чтобы контур

каждой перегородки опирался на поверхность соответствующего вих -
ревого кольца. 

Рассмотрим теперь физические свойства магнитного поля, ставшего. 

односвязным благодаря мысленному внесению в него такого рода 

условных перегородок. Ротор вектора Н во всех, точках этого поля 

равен нулю (вихревое пространство попрежнему считаем выделенным 

из полн). Циркуляция вектора Н по любому возможному в нем (т. е. 

не пересекающему условную перегородку) контуру рав~а нулю. Стало 

быть· ( см. § 8), в этом односвязном поле :можно одно знач но, 
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-определить с к ал я р н ы й потенциал ф магнитного поля, положив 

,1ю аналогии с потенциалом <р поля электростатического: 

Ф1-Ф2= г Н,аs, 

H=-g1·adф. 

189 ( сравни 36') 

189' (сравни 53) 

;tipи этом согласно (182) для всех точек рассматриваемого пространства 

div Н=-v2ф=О, 189" 

·-так что магнитное поле, ставшее потенциальным благодаря выделению 

,Еихревого пространства и внесению условных перегородок, оказывается 

{\ 

L 

Рис. бб. 

лишенным объемных истоков. 

Ввиду непрерывности вектора Н 

потенциал ф и его пространственные 

производные будут также непрерывны 

во всем поле за исключением точек, 

прилегающих к условным перего

родкам. Действительно, рассмотри• 

две бесконечно близкие точки Р и 

Р', разделенные условной перего
родкой S (рис. 66). Разность потен-

циалов этих точен: согласно (189) будет равна: 

Р' 

w-''''=S Hds ' 'f ' ' 
р 

uриqем путь интегрирования L не должен, конеqно, пересекать пере

,rородки. Так как точки Р и Р' бесконечно близки друг к другу, то 

,3тот путь L (Р Р') лишь бесконечно мало отличается от замкнут ой 
..линии РР'Р и, стало быть, согласно (188'), 

Ф-Ф'= ~ Н ds=4пJ_ 
' , ~Р'Р в С 

190 

-таким образом у с л о в н ы е пере г о род к и являются поверх но -
.с т ям и разр ы в а сплошности магнитного потенциал а ф, испы-

4пJ 
·тыва.ющеrо на них скачок 

с 
Этот скачок будет положительным 
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((fl > tfl'), если циркуляция по контуру РР'Р положительна, т. е., как 
явствует из рисунка, если бесконечно малый вектор РР образует с 

направлением тока J п р а в о в и н т о в у ю систему. 
3. При изучении потенциального электр~статического поля мы по

внакомились с поверхностями разрыва потенциала в Кулоновом поле 

электрических зарядов и убедились, что физически эти поверхности 

разрыва соответствуют двойным с.'!Оям зарядов. По аналогии с полем: 

электростатическим можно и магнитное поле токов, ставшее потев"" 

циальным благодаря выделению из него вихревого пространства и 

внесению условных перегородок, рассматривать как поле. двойных слоев 

ф и к т и в н ы х м а г н и т н ы х з ар яд о в т, взаимодействующих по 

Кулоновому закону: 

191 (сравни 1') 

Здесь F есть пондеромоторная сила взаимодействия магнитных зарядов 
т и т', находящихся на расстоянии В друг от друга, причем зарядЬI 

~щинакового знака притягиваются, а противоположных знаков оттал

киваются, а k есть фактор пропорциональности, зависящий от выбора 
€диниц измерения. Если мы приравняем этот фактор единице, положив 

тт' 
F=-

в2, 
191' 

то тем самым мы введем а б с о л ю т н у ю е д и н и ц у к о л и ч е с т в а 

м а г н е т и з м а: единица магнетизма есть такое количество магнетизма, 

которое равное ей количество магнетизма, находящееся на расстоянии 

1 см, отталкивает с силой в одну дину. Далее можно ввести в рас

смотрение напряженность поля фиктивного магнитного заряда: 

191"' 

нак силу, действующую на пробный положительный магнитный заряд, 

равный единице, и т. д. и т. д. в полной аналогии с полем электроста

тическим. 

Однако существенное отличие поля фиктивных магнитных зарядов 

от электростатического заключается в том, что согласно (189") поле 
это лишено объемных ( а вместе с тем н точечных) источников, и что 

все магнитные заряды располагаются д в о й н ы м и с л о я м и на 

поверхностях разрыва магнитного потенциала ф, совпадающих с вве

денны:ми выше условными перегородками. Таким образом магнитные 
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заряды противоположных знаков оказываются н е о т д е л и м ы м и 

д р у г о т д р у г а и можно считать, что элементарные магнитные за

ряды попарно связаны в ;вердые 111 а гни т н ы е диполи (элементар-

ные магниты). 

4. Итак, рассмотрение магнитного поля токов можно заменить рассмо-
трением эквивалентного поля фиктивных магнитных диполей, образую

щих двойные магнитные слои или, как их принято называть, маг -
нит н ы е ли ст к и. Поверхность этих листков должна совпадать с· 

введенными нами выше условными перегородками, следовательно 

контуры листк.ов должны совпадать с контурами токов. Чтобы поле 

этих листков вне занимаемого токами вихревого пространства и вне 

точек, лежащих на самом листке (где напряженность поля листш1 

становится бесконечной, сравни§ 15), было тождественно с полем токов, 
достаточно, чтобы скачок магнитного потенциала на поверхности листка 

4~ . 
равнялся -~ ( см. 190). Скачок потенциала ф - ф' на поверхности 

(J 

двойного слоя (листка) согласно (84) и (80) равен: 

Ф - r.!/ = 4ттаl = 4п, 
' . ' 

где, есть мощность листка (двойного слоя), l его толщина, а а- поверх

ностная плотность заряда каждого И3 ero слоев. Следовательно, момент 

J 

Рис. 67. 

эквивалентного току магнитного листка дол

жен быть положен равным: 

J 
7=0 l=-, 

1)t с 
190·· 

где под am нужно понимать плотность фю,

тивных магнитных зарядов на поверхности 

листка. Таким образом эквивалентный току 

листок должен быть однородным, т. е. 

мощность его , должна быть постоянной по всему его протяжению. 

Легко, наконец, убедиться, что магнитные диполи, составляющие листок, 

должны быть расположены так, чтобы положительное направление 

всех этих диполей ( от - т к + т) составляло с направлением тока 

правовинтовую систему (см. рис. 67). 
Потенциал ф однородного двойного слоя согласно (83) l\Iожет быть 

представлен в следующей фор:111е: 

192 
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где Q есть телесный угол, под которым контур двойного С.'IОЯ виден 

:из обладающей потенциалом ф точки набдюдения, причем знак угла Q 

-считается совпадающим со знаком зарядов той сторсшы слоя, которая 

:видна из точки наблюдения. Таким образом, как и при проведении 

ус.1овных перегородок, мы вновь убеждаемся, что существенное значение 

имеет лишь положение. контура листка, долженствующего совпадать 

,е 1юнтуром тока; во всех же остальНЪJх отношениях форма. и положе

ние листка остаются произвольными. В этой произвольности формы 

магнитного листка с особенной отчетливостью проявляется условность 

.замены тока эквивалентным листком: менял .форму листка, мы по 

нашему произволу можем заставить его проходить через любую точку 

пространства и тем "создать" в этой точке скачок магнитного потен

циала. Возможно это, конечно, лишь потому, что самое понятие 

потенциала МаГНИТНОГО IIOЛJ'I не имеет В СУЩНОСТИ реального физи
ческого смысла и может быть однозначно определено. лишь п.о с л е 

внесения в поле токов условных перегородок (листков). Если же 

мы не внося этих перегородок (листков), тем не менее захотим опре

де.1ить магнитный потенциал с помощью соотношения (189), то по

тенциал этот окажется много з н а ч ной фующией точки. 

Действительно, припишем некоторой точке Р потенциал ф0 • Будеъ1 

:затем удаляться от Р по некоторой линии L, определял потенциал 

точек этой линии с помощью соотношения (189). Пусть линия L 
-будет замкнутой, так что, двигаясь по ней все время в одном и 

том же направлении, мы вновь вернемся к исходной точке Р. Приращение 

потенциала при полном обходе контура L согласно (189) будет равно 

циркуляции вектора Н по L, т. е. согласно (188') будет равно.::!::: 4,тrJ, 
с 

4ттJ 
если контур L один раз охватывает ток J, и.::!::: -с- п, если он охва-

тывает его п раз. Таким образом вернувщись в исходную точку Р, 

"NЫ "найдем" в ней (т. е. до.1жны будем приписать ей) потенциал 

4ттJ w=w +--п · 
1 10 -- с ' 

вообще говоря (при п =f=. О), отличный от прежнего потенциала ф0 и 
зависящий от значения п, т. е. от положения и формы контура L. А это 
и значит, что магнитный потенциал есть м н ого знач на я функция 

точки, и что сделать эту функцию однозначной можно лишь исскуст

венно, путем внесения в многосвязное поле токов условных перегородок 

(магнитных листков). 
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Отметим в заключение еще раз, что все вышеизложенное отно

еитс:Я лишь к полю вне вихревого пространства (т. е. вне токов); внутри 

же этого пространства понятие магнитного потенциала теряет всякий 

смысл. Далее эквивалентность токов и магнитных листков имеет место 

в сущности лишь в случае линейных токов, т. е. токов, расстояние 

которых от рассматриваемых точек поля велико по сравнению с сече

нием тока. В противном случае поле тока существенно зависит от 

распределения тока по сечению вихревого кольца (т. е. несущего 

ток проводника), тогда как поле листка зависит лишь от положения 

его линейного контура. Правда, ток конечного сечения всегда может 

быть разложен на совокупность бесконечно тонких токовых нитей, 

каждая из которых может быть заменена эквивалентным листком бес

конечно малой силы, однако, прибегать к столь сложным построениям 

не представляется целесообразным. 

ПР им ЕР 1. Замена rмементарноw замхнутоw тока матитны.w 

дuпо.1tем. Ма~нитнь~й ..t~омент тока. - Эл е м е н та р н ы м током мы 

будем называть всякий замкнутый ток, расстояние которого от точки 

наблюдения весьма велико по сравнению с размерами (поперечником) 

контура тока. 

.т 
Заменим ток J эквивалентным магнитным листком мощности t = -

с 

Элемент поверхности этого листка dS будем рассматривать как вели
чину векториальную, направленную по положительной нормали n 
к поверхности листка (т. е. по нормали, направленной от отрицатель

ных зарядов листка к положительным). Разумеется если листок не 

плоский, то направление n будет меняться от точки к точке. Площадка dS 
будет видна из точки поля Р под телесным углом ( см. ур. 9 и 10) 

dQ = dS cos (n,R) = RdS 
я2 вз ' 193 

где R есть радиус-вектор, проведенный от dS к точке наблюдения Р. 
В соответствии с соглашением, введенном в § 15, знак угла dQ будет 
положительным, если иэ Р видна положительная сторона площадки 

dS, и отрицательным в обратном случае. Угол Q, под которым виден 

контур всего листка, будет равен: 

RdS 
J[з• 193' 

Предположим теперь, что все элементы поверхности листка на

столько удалены от точки наблюдения Р и повер~ность эта на-
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CТOJIЬIIO :мала, что расстояние всех этих элементов от Р :можно счи

тать одинаковым. Удовлетворяющие эти:м условиям листки :мы буде:11. 

называть э л е :м е н та р н ы :м и. При этих условиях 

rде S есть векториальная величина поверхности листка, т. е. век -
тор в а я сумма поверхностей dS всех его элементов. Согласно ( 192) 
и (190') магнитный потенциа-11 подобного листка окажется равным: 

Если ввести в рассмотрение величину 

194-

ноторая носит название магнитного момента листка uли :м а г н и т н о г о, 

м о II е н та эквивалентного ему т о к а J, то выражение это примет вид:. 

,1, = М:R =- М: {Тrad (__!__) 
'f вз " а R . 19i). 

Сравнивая это с (41) убедИ111ся, по аналогии с электростатикой, что

выражение ( 195) тождественно . с потенциалом :магнитного д и п о ля. 

момента :М. Стало быть, на расстояниях от тока, больших:. 

по сравнению не только с его сечением, но и с размер а м и 

(поперечником) к он тур а всего тока, магнитное поле то к а. 

с о впадает с пол ем магнитного д и п о л я :м о м е н та :М. 

И этому результату можно притги также путем следующих про

стых рассуждений. Наждал пара противолежащих элементов dS двой
ного слоя, обладающих зар1Iдо:м dm = ::!: a.,.dS, представляет собой маг
ниrnый диполь момента ( см. 190') 

ибо вектор dS · направлен по положительной оси 1 этого диполя. ЕслИ" 
размеры двойного слоя малы по сравнению с расстоянием его от· 

рассматриваемых точек поля, то все эти диполи можно считать.. 
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'°Расположенными в одной и той же точке поля; общий же магнитный 

момент всех диполей окажется равным: 

M=ti dS=: S, 

·что совпадает с ( 194 ). 
ПР им ЕР II. Зал1ена соленоида .11а~нитол1. - Предположим, что то~, 

-J циркулирует по проводнику, намотанному по винтовой лищш на 
,поверхность цилиндра сечения S и длины l. Такой ток называется 

ц и :Линд р и чес к им с о лен о и дом. Пусть на единицу длины ци-

_~шндра приходится n витков проводника. Если ход винтовой линии 

__ достаточно мал, то каждый виток соленоида можно приближенно за

.менять нанизанным на цилиндр з а м к н у т ы м кольцеобразным током 

· той же силы J. Заменим эти токи плоскими магнитными листками 

мощности 

1 
Если расстояние -- между смежными листнами · достаточно мало по 

п 

:еравнению с расстоянием рассматриваемых точек поля от соленоида, 

то "бесконечно малую" толщину магнитного листка l можно положить 
1 

равной - В этом случае смежные листки будут соприкасаться своими 
n 

.противоположно заряженными поверхностями. Стало быть, заряды их 

-будут взаимно нейтрализоваться, за иснлючением лишь зарядов внешних 

..поверхностей двух :нрайних листков, совпадающих с основаниями 

цилиндрического соленоида. Основания эти будут равномерно покрыты 

.1,шгнитными зарядшш противоположных знаков плотности 

t 1iJ 
cr =-=1it=-. //\ l С 

-Стало быть, поле соленоидального тока приближенно совпадает с полем 

,цилиндрического магнита той же длины и того же сечения, основания 

ноторого равномерно понрыты магнитнымJJ зарядами указанной плот

ности. Как легко убедиться, направление момента этого магнита ( от 
~трицательного или южного полюса к положительному или северному) 

.должно составлять противовинтовую систему с направлением тока в 

-соленоиде (рис. 68). 
Однако лишь в н е ш нее поле такого магнита эквивалентно полю 

·тока, в н у т р и ж е магнита поле Н направлено п р о т и в о п о л о ж н о 
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полю тока ( ОТ к к S). Этого и следовало ожидать, ибо мы заполнили 
всю внутренность соленоида магнитными листками к он е ч но й тол-

щины, тогда как лишь внешнее поле листна эквивалентно полю тока. 

Внутри же листка поле его 

направлено противополож

но полю того тока, кото

рому он "эквивалентен". В 

предыдущем нам не прихо

дилось обращать lla это 

внимания, потому что мы 

рассматривали лишь бес

конечно тонкие лист:ки, вну

три которых самое понятие 

полн теряет всякий смысл, 

пбu напряженность его Н 

обращается в бес:конечность 

( сравни § 15). 
5. Эквивалентность маг

нитного поля листков и 

н н 

Рис. 68. 

линейных токов, в отличие от избранного нами способа доказа

тельства, ыожет быть установлена та:кже путеы непосредственного 

вычисления. 

L 

Сравним поле за~11шутого тока силы J и контура L с полем магнитного .шстка 
,J 

мощности ~ = -- и поверхности S, 
с 

опирающейся на контур L. Состав

ляющая напряженности поля этого 

лнстка по какому-либо направлению 

111 согласно (189') и (192) будет 

равна 

I1111 = - grad111 ~ = 
- - ,Ш_ ,J i)Q 
-- . ;f,u--ci)щ. 

3 
d~! 

десь - есть отношение изме
dщ 

пения dO, испытываемого телес-
Рис. 69. ны~1 углом О при перемещеи11и точки 

наблюдения Р на отрезок dm, к 
д.1ине этого отрезка dnt. Это изменение clQ равно очевив;но тому изменению, кото
рое испытывает угол О, если Р остается неподвижной, а контур L перемещается 

в прошвопо.1пжную сторону на отрезок - dm. При этом перемещении важ:,.ый 

16. ( lcl.ionы нории ~лР1:трнчf'етва, то'1. I. 
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э.1е11евт ,µивы dв контура L описывает n.1oщs.uy dS = [ - dm· ds], которая ооr.аасно 
(193) бу;в;ет вцва из точки 1-' по,1, уг.11011 

Путем рассмотревИJ1 рис. 69 можно убе,1,11ться, что выбор поря,1,&а сомножите.аей - dm 
и dв в выражевви J..!Я dS сде.~ап правиJ1Ьво, т. е. что уго.1 d(J) бу,1,ет по.1оzвте.аь11Ш1, 

ec.m нз Р виJ1,11а по.11ожитеJ1ЬПая сторона э.1емевта dS поверхности, заuючеивоl 
меz~ иCXOJl.)lblll и смещеввыми контурами L и L', и отрицатеJ1Ь11Ш11 в обратном 

с.1учае (вапомви11, что R совп&,1,ает с вапраыенвем от dS к Р). 
Применив известпые прави.11а преобразования векторной алгебры получиа: 

-dm [dв·RJ -dm ldв·R] 
d(J)= Il8 =--яз "' 

Поmое изменение телесного уг.аа, по,1, :в:оторым видев весь ковтур L, равно 

tlO= s d(J) = - dm t [dв;]m; 
стыо быть, 

Та:в: ка& это уравнение справе~иво при .1юбо11 выборе напршuсиия т, то пектор 
напряженности поля магиитиого л.истка ,1,олжев быть равен 

т. е. Ао.ажея совnВ,J,ать с напряженностью по.1я .шнеiiиого тока силы J (ур. 166); 
что и требова.1ось ,11;окавать. 

6. Подведем теперь итоги полученным результатам. Мы опре

делили магнитное поле как поле сил взаимодействия токов, подобно 

тому, как электрическое поле было определено, как поле сил взаи

модействия электрических зарядов. Далее мы убедились, что если 

исключить из рассмотрения вихревое пространство и внести в поле 

надлежащие условные перегородки, то поле токов можно свести к 

Rулоновому полю фиктивных магнитных зарядов, связанных попарно в 

диполи и расположенных двойными слоями или листками 1• 

t В С.11е~ющем параграфе мы убедимся, что .1инейный ток и маrвитвыit 

.~исток вквивuевтпы ,1,pyr ,1,pyry не то.1ько в отиоmевии возбуждаемого ими поля, 

во и в отвоmевии пов,1,еро11оторВЬ1х СИ.1, испытываемых ими во внешне• 11н1.гиит

во11 по.1е. 
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Однако историческое развитие происходило, 1щк известно, как раз 

в обратном направлении. Магнитные явления обнаружены были впер

вые при изучении так называемых "постоянных" магнитов. С целью 

объяснения этих явлений было создано представление о магнитных 

зарядах, взаимодействующих по закону К ул он а, которым приписы

валось столь же реальное существование, как и зарядам электрическим. 

При этом, ка1, известно, оказалось, что в отличие от электриче

ских магнитные заряды противоположных знаков не могут быть отде

лены друг от друга. Из этого факта был сделан вывод (К ул он, 1789), 
что в каждой молекуле м а r нет и к о в (т. е. способных fнамагни'lи

ваться тел) содержится равное количество магнетизма противополож

ных знаков, и что намагничивание состоит в магнитной поляризац1ш 

молекул, т. е. в раздвигании разноименных зарядов ъюлекулы 111аr

нетика в противоположные стороны. Таким образом молекулы магне

тиков трактовались как своего рода квазиупругие или твердые (в по

стоянных магнитах) магнитные диполи. 

Лишь впоследствии были открыты магнитные сrюйства токов (Э р

с те д, 1819, Ампер, 1820), а именно пондеромоторное взаимодей

ствие тонов, с одной стороны, и вааимодействие токов с магнитами - с 

другой. Таким образом оказалось, что существуют два рода источнп

ков магнитного поля - постоянные ъ~аrниты с ма~'нитными диполями и 

электрические токи, т. е. движущиеся электрические заряды, причем 

нак магниты так и токи сами испытывают во внешнем магнитном по:ю 

пондеромоторные силы . .1<.:стественно возникло стремление устранить этот 
дуализм и свести вее источники магнитного поля к одной категории. 

'У же Ампер, доказавший эквивалентность токов и магнитных дистков 

(т. е. совокупностей магнитных диполей), выскааал предположение, 

что кажущееся существование магнитных диполей в молекулах 

магнетиков может в действительности обусловливаться наличию~ 

в них эквивалентных диполям замкнутых токов. Н это}1 _случае все 

источники магнитного поля свелись бы к одной категории то1юв. 

В течение почти целого столетия гипотеза А м п е р а, в дальнейшем 

развитая Вебером, оставалась гипотезой и встречала ряд более или 

менее веских возражений. Лишь с того момента, как возникло и у1iре

пилос1, современное представление об атоме как о положительном ядре, 

окруженном роем обращающихся около него электронов, гипотеза 

амперовых токов стала на твердую почву. Ибо электрон, обращаю

щийся около ядра, во всех интересующих нас здесь отношениях экви

валентен постоянному замкнутому току. 

Основы электронной теории 111агнитных тед будут изложены нами 

в главе У, где будРТ также рассказано о так называемых магнито111е-

1в• 
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ханических явлениях, открытие которых принесло решительное подтвер

ждение гипотезы Ампер а. Ныне может считаться твердо установленным, 

что ни магнитных зарядов, ни магнитных диполей в природе нет, и что 

в се магнитные явления связаны с движением эле ктр и

ч е с к их заряд о в. Поэтому в настоящее время представляется 

принципиально неправильным исходить при изучении магнетизма из 

рассмотрения постоянных магнитов, представляющих собой сложную 

&овокупность элементарных молекулярных токов. 

§ 36. Пондерои:оторпые си:1ы, испытываемые в 111:аrнитном поде 
аам1шутым:n тохами.-1. Ограничимся сначала. рассмотрениеъ( л и ней -
н ы х токов ( см. определение этого понятия на стр. 208), т. е., иными сло
вами, рассмотрением магнитного поля на больших расстояниях от 

токов, это поле возбуждающих. При определении пондеромоторных сил, 

испытываемых некоторым током J во внешнем магнитном поле Н, 

ток J можно считать линейным в том случае, если это поле Н не 

изменяется сколько-нибудь значительно на протяжении любого се

чения тока J. 
Поставим себе прежде всего задачу определить работу, совершае

J11ую пондеромоторными силами магнитного поля Н при произвольном 

пере111ещепии контура тока J. Перемещение это, вообще говоря, может 
быть конечно связано с деформацией контура тока. 

Пусть каждый элемент ds контура L тока J испытывает некоторое 
произвольное бесконечно малое перемещение q, конечно, не нарушаю
щее связности контура (рис. 70). Работа, совершаемая силами маr

нитпоrо поля при этом перемещении элемента rls, будет согласно 

(165') равна 

J qF=- q!rlsНj, 
с 

общая же работа аА, связанная с перемеще:шем всех элементов 1юн

тура тока, будет равна: 

Но 

[qdsJ=oS, 

где· as есть· элемент площади, описанный элементом контура ds при 

его перемещении q (см. рис. 70), при•1ем порядок сомножителей ds и 
q в выражении для as выбран так, что направление вектора as (т. е. 
направление пол о жит ель но й нормали n к элементу · tS) 
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образует с направлением тока в контуре L' правовинтовую систему. 

Стало быть, 

где инте~'рирование должно быть распространено по всем элементам tS 
поверхности 6, описанной ионтуром тоиа L при его перемещении q 
в положение L'. 11 

Обозначим через Ф потои маг- L 
нитного веитора или, выражаясь 

_Rратче, магнит н ы й п от о к 

через контур тока L (т. е. через 

произвольную поверхность S, опи
рающуюся на этот контур): 

196 

где n есть п о л о ж и т ел: ь н а л 

нормаль R В, образующал с на-

правлением тоиа п р а-_в о в и н т о-

q 

Рис. 70. 

в у ю систему. Величина этого потока зависит лишь от' расположенил 
ионтура L, но не от формы поверхности S, ибо согласно (181) и (175) 

Ф= 1 HndS = s rotn А· dS= ~, .A,ds. 
s s 

196' 

Таким образом магнитный потои Ф через ионтур L равен цириуллции 

вектора-потенциала А по этому ионтуру. 

Пользулсь обозначением (196), можем написать: 

ибо изменение магнитного потоиа через ионтур тоиа равно очевидно 

магнитному потоиу через поверхность 6, описанную контуром при 
его перемещении. Стало быть: 

197 
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Таким образом мы приходим к следующему весьма простому результату: 

работа пондеромоторных сил магнитного поля при произвольном пере

J 
мещении тока равна помноженному на :---- изменению магнитного потока 

(J 

через контур этого тона. Стало быть, в частности, такие перемещения 

тока, при которых величина магнитного потока через его нонтур не 

испытывает изменения, не связаны с работой сил магнитного поля. 

2. Если ввести обозначение: 

U=-~~ 1% 
с 

то (197) примет вид: 
tA=-tlJ. 199 

Следовательно, работа пондеромоторных сил магнитного пош1 равна 

убыли функции U, которая таким образом играет роль поте н ц и -
ал ь н о й ил и с и л о в о й . ф у н к ц и и магнитного поля. В частности, 

путем обычных в аналитической механике способов рассуждения 

дегко убедиться, исходя из (199), что если функция U выражена в 

зависимости от наких-либо "обобщенных" координат q,, характери
зующих положение контура тока, то "обобщенная" (в смысле анали

тической механики) пондеромоторная сила 6,, действующая на ток по 
направлению ~акой-либо из этих координат q,, будет равна: 

dU 6.=----. 
• dq, 

199' 

Эти свойства потенциальной или силовой функции lJ могут побудить 
отождествить ее с потенциальной энергией магнитного поля. 

Однако такое заключение было бы не о с но вате л ь н ы м, ибо, как 

мы убедимся в следующей главе, превращения энергии, связанные с 
перемещением проводника в магнитном поле, обусловливаются не 

только работой пондеромоторных сил поля, но также и работой сил 

электродвижущих, индуцируемых полем в движущемся проводнике. 

Поэтому если мы иногда и будем для удобства выражения называть U 
потенциальной "энергией", то лишь в том смысле, что пондеромоторные 

силы магнитного поля св11заны с U тою же зависимостью, с какой 

силы к о н с е р ват и в н о r о поля сил св11заны с потенциальной ЭНР,р

rией этого поля. 

Хотя таким образом потенциальная силовая функция U и не равна 
энергии магнитного поля, тем не менее введением в рассмотренце 

этой функции значительно облегчается изучение пондеромоторных 
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сил магнитного поля. В частности, исходя иs (199) и (199') пу
те~ обычных, хорошо иsвестных рассуждений легко убедиться, что 

у ст ой ч и в о е равновесие конrура постоянного тока соответствует 

минимуму потенциальной функции U, т. е. согласно (198) 
максиъ1уму магнитного потока Ф. Оrсюда следует, например, 

что пондеро}IОторные силы магнитного поля стремятся повернуть 

п.1оскость тока так, чтобы положительная~ нормаль к ней совпала бы 

с направлением магнитного поля Н. В частЩ)сти, два взаимодей

ствующих ко:1тура тока будут стремиться установиться так, чтобы 

плоскости их были параллельны друг другу, а направление обоих 

токов было бы одинаково. 

Заметим, что потенциальную "энергию" замкнутого тока U можно 
представить в виде суммы "энергий" отдельных его элементов. Дей

ствительно, внося (196') в (198), получим: 

U=- J / А, ds=- J tt A.ds. 
С L С ~ 

198' 

Это выражение при желании можно истолковать в том смысле, что 

каждый элемент ds тока J обладает в магнитном поле потенциальной 

~.. J А d 
,,энерrиеи - - , s. 

с 

3. Рассl\Iотрим теперь нескодько подробнее взаиl\Iодействие двух 

зщшнутых линейных токов J] и J1, обтекающих контуры L 1 и L 1• 

Пусть Н1 и А.1 суть значения напряженности и векторного потен

циала поля первого тока, а Н2 и А.2 - соответственные величины для 

второго тока. Далее обозначим через Ф] 2 магнитный поток подл пер

вого тока через конrур второго тока: 

200 

где S2 есть поверхность, опирающаяся на 1юнтур L 2, а ds2 - элемент 

длины этого контура ( сравни 196'). Магнитны А поток, посылае-

мый вторым током через контур тока первого, мы обозначим соответ

ственно через Ф21 : 

200' 

I Т. е. вор:wа.11ь, о5разуюЩ11,11 с ваuраВ.11евиек тока правовВ11товую систему .. 
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Внося в (200) значение (180') вектор-потенциала линейного тока ,11: 

получим: 

где интегрирование должно быть произведено по об о им контурам L1 

и L2, причем каждый элемент длины ds 1 контура L1 должен быть 

скалярно помножен на каждый элемент ds 2, и полученное произведение 

разделено на расстояние R этих элементов ds 1 и rls2 друг от друга. 

Совершенно аналогичным путем найдем: 

Интеграл, входящий в выражения для Ф12 и Ф2р обозначается 
обыкновенно через L 12 или L 21 : 

L L J; J; ds 1ds 2 
]2 = 21 = J'. J'. ТJ 

L 1 L, .ti. 
201 

и носит название к о эф фи ц иен та взаимной инд у к ц и и контv

ров L1 и L2 ( смысл этого названия выяснится в главе У, когда будет 

установлена связь .между коэффициентом L 12 и индукционным взаимо
действием токов). Внося это обозначение в выражения для Ф12 и Ф21 , 

получим: 

202 

Rоэффициент взаимной индукции есть конечно ч и ст о г е оме -
три чес к а я величина, зависящая лишь от конфигурации и взаимного 

расположения контуров L 1 и L 2 и от выбора направления положи

тель:Н~го обхода каждого из этих контуров 1• Однако н11- основании 
р~енства (202) можно сказать, что коэффициент взаимно~, . индукции 
контуров L1 и L 2 численно равен магнитному потоку, посылаемому 

I При перемене напраВJiения одного из то~ов (напр., j 1) и при сохранении не_ 
изменным направ.в:ения другого тока знак коэффициента L 12 изменяется на обратный, 
ибо ищиенкоо-ся. напраВ1еиие вектора ds1• 
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через один из этих контуров (например, L 2 ) током (J1) силы с, цирку

лирующего по другому контуру (L1): 

при J1 =с 202' 

Согласно (198) и (202) потенциа.11ьная функция U12 тока J 2 в поле 

тока J1 равна: 

203 

Точно таким же образом выразится и потенциальная функция И 21 

тока J 1 в поле тока J 2: 

J 1 
И21 =--1 Ф21 =- 2 L21·l2J1 = И12· 203' 

с с 

Величина U12 (или равная ей величина U 21 ) играет роль взаимной 

потенциальной "энергии" токов J 1 и J 2 в том: смысле, что работа 

по н дер о :м: от о р н ы х сил взаимодействия этих токов при пере

мещении любого из них или обоих одновременно равна убыли функ

ции U12• В частности "обобщенные" пондеромоторные силы взаимо

действия этих токов 61 согласно (199') равны взлты1r1 с обратным 

знаком производным от И12 по соответствующим обобщенным коор

динатам q1• Так как все наши рассуждения относятся к по ст о л н

и ы м токам, то при определении изменений величины И12 силу токов 

J1 и J 2 нужно считать постоянной, так что ( сравни 199 и 1991) 

204 

и 

204' 

. .Из приведенных формул явствует между прочим., что механическое 
взаимодействие замкнутых токов (в отличие от взаимодействия эле

ментов тока, см. § 30) удовлетворяет принципу равенств а де й

с т вил и п рот и воде й ст вил. Ибо силы, испытываемые каждым 

из взаимодействующих токов, определяются производными от од н о й 

и той же функции U12 = U21 , зависящей лишь от относ и тел ь

н ого расположения обоих контуров. 

п'оясним ЭТО утверж.в;ение на простейшем примере. Пусть q, = l = расстоянию 
центров 'двух па.ра.иельных круговых токов L I и L~. Силы F 1 я F 2, действующие 
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соответственно на контуры L 1 и L 2 по напраВJJению в о 3 р а ст а ни я расстояния 

l, равны: 

} ,I __ Y[~ 
- ~l , 

Если - ~~21 > О, то с11.1ы F'1 и 1"t. стремятся увеличить расстояние Z, т. е. сво)J,ятся 
ко ВЗ8ИМНОJIУ ОТТВJIIШВО.ИВЮ контуров L1 И L1; В противном же случае они СВО)IЯТСЯ 
к притяжению этих контуров. Существенно, однако, что в обоих с.1учаях сuы Р1 
и F'2 чнс.1енио равны и противоположны по направлению, т. е. удовлетворяют 
третьему аакову Ньютона. 

Подобно этому, если q2 =а=углу между пJ1оскостя11111 двух контуров L 1 11 f"i, 
~и 

то "обобщенная сНJ1а" N = - Ja представляет собой, как 11авесгно, 1110111евт 

пары сuы, стремящейся уве.1ич11ть )ТО.1 а. Как и в предшествующе.111 е.1учае, 

.,егко убеJЩться, что .1110.и:енты пар N 1 11 N1, при.юженных к L 1 и I,l, численно 
равны и протнвополо11шы по направ.,ению. 

4. ПерР.йдем теперь к рассмотрению пондеромоторных сил взаимодей
ствия элементов одного и того же тока (например, тока J 1 ) и поста

раемся прежде всего определить потенциальную функцию lfн этих 

сил, ноторую с соответствующими оговорками можно назвать "соб

ственной" потенциальной "энергией" тона J1 • 

Конечно, рассматривал взаимодействие смежных элементов тока, 

мы уже не можем С'IИТать :}тот ток линейным. Однако тон конечного 

сечения всегда можно р:~зложить на совонупность бесконечно тонких 

нитей то к а и притом (в случае постоянного тона) нитей замкнутых 

(см. § 27). Для каждой такой нити строго справедливы все формулы, 

выведенные нами для тонов линейных, так что если обозначить через 

d-11 силу тока в нити, а через ds элемент ее длины, то согласно (198) 
потенциальная "энергия" d U этой нити окажется равной: 

где Ф есть магнитный поток, посылаемый всем токо~1 J 1 че

рез контур нити. Общая же величина собственной потенциаль
ной "энергии" U11 тока J 1 будет равна сумме "энергий" всех ero 
нитей: 

J,войка введена в знаменатель этого выражения по следующим 

соображениям. Собственная "энергия" тока U 11 есть в сущnости 
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сумма в з а и м н ы х энергий отдельных его нитей 1• Между тем в распро

страненной: по всем нитям сумме I d U энергия взаимодействия каждой 
пары нитей, напри:111ер, нитей а и Ь, учитывается дважды: во-первых, 

при подс'lете энергии d U нити а в поле всех остальных нитей, в том 
qисле и нити Ь, и, во-вторых, при подсч~те энергии нити Ь. Поэтому 

U11 равно пол овине этой суммы I dU. 
Если через ФJJ обозначить среднее значение магнитного потока 

'Iерез каждув) из нитей тока силы dJ1 , то последнее ур-ние можно 

будет записать в форме, аналоrи'lной (203): 

U11 =- ~~ Ф11 ~ dJ1 = - ~ Ф11 • 203" 

Величину Ф11 можно назвать (средним) магнитны111 потоком, посы
лаемым. током J 1 'Iерез свой собственный контур; в сущности пра

вильнее сказать, что значение величины Фп по определению 

должно удовлетворить уравнению (203"). Конечно, значение ФIJ зависит 

от распределения тока Ji по сеqению несущего ток проводника. 

Согласно (196') магнитный поток Ф через контур ниm равен цирну
ляции вектор-потенциала А по этому контуру; стало быть [сравни (198')] 

Ин = -
2
1 "Е dJ°i :f_ А1 ds. 
с L1 

С дrуrой стороны согласно (167) 

где rl тт есть объем элемента нити. Стало быть, 

и - 1 ,, • • dV- 1 s А • dJ-,--
11 --~( .... ~1J1 ---2 1J1 ' 

с с v, 205 

где пнтеrрирование 

тока J 1 • Внося в 

тока J1: 

должно быть распространено по всему объему V1 

(205) выражение (180) вектор-потенциала А1 

А = !_J j'1_~V'. 
1 с v, R 

получим 

U =-_.!._ s 1j1 j'1 llVdV' 
11 2с2 J R ' 

v,~ v, 
205' 

t Ибо, как легко убе,'\Иться, ,,4<обствеввая" энергия бескояе'lво товкоli нити 

TOt!& е~ 80.DB'IИB& В Т О р О Г О поря,11;ка 11&.IIOCTИ. 
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где интегрирование как по dV, так и по d V' должно быть распро,

странено на весь объем V1 тона J1, т. е., другими словами, доджна 

быть взята сумма подынтегральных выражений для всех ·во3можных 

попарных комбинаций элементов объема V1, причем очевидно две 

комбинации элементов d V ,и d V', отличающиесн тольно по

рядном сомножителей, все же должны считаться ра3личными 1. R есть, 
конечно, расстояние между элементами d V и d V'. 

Так кан распределение тока по сечению проводника 3ависит 

только от геометрических и фи3ичесних свойств этого проводника, 

а не от силы тока в нем, то плотность тона в каждом И3 элементов· 

объема проводника пропорциональна общей силе тока J 1 в нем. 

Отсюда следует, что U11 пропорционально квадрату J 1 , т. е. что 

и =-_!_ r r j1j't avavr =-J__L J 2 
11 2с2 J J R 2с2 11 1 ' 

·V1 V1 

206 

где L 11' есть так нмываемый к о эф ф и ц иен т с а мои н д у к ц и и про

водника, 3ависящий только от геометрической .к о н ф и r у р а ц и и про
водника ( если он однороден, в противном случае L 11 3ависит также 

от соотношения электропроводностей отдельных элементов объема 

преводника), но не от с илы то к а в нем. Пропорциональность соб

ственной "энергии" тока квадрату его силы J 1 следует впрочем уже и3 

того сооображения, что при увеличении силы тока J 1 в п рм, во столько 
же ра3 во3растает как сила тока в каждой нити тока, так и магнитный 

поток, охватываемый каждой И3 этих нитей. 

И3 (206) следует, в частности, что коэффициент самоиндукцпи про
водника равен 2: 

L __ J__s r j]j',dVdV' 206' 
11- J2 R 

] v,. v, 

I Этим именно н объясняется на.11ичие ,;воliки в эваменатеJiе коэффициента фор

му.11ы (205'). 
2 Совершенно веправи.11ьво указание, всrречающееся в некоторых курсах физюш. 

что )1,.IЯ опре,1;е.11ения коэффициента самоиндукции L 11 контура L 1 достаточно в 

форму.11е (201) отождествить контур Ll с контуром L 1 , т. е. что 

)[е;rко уб,едитьсн, что это выражение обращается в бесконечность, т. е. не имеет 

CMЬIC.Da. 
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С другой стороны, сравнивал (206) с (203"), по;,учим: 

206" 

в полном соответствии с (202). Стало быть, можно с1щзать, что коэффи
циент L 11 самоиндукции произвольного замкнутого проводника L 1 чис

ленно равен магнитному потоку Ф11 , посылаемому через контур этого 

проводника циркулирующим по нему током силы с: 

206'11 

Однако прн этом нужно помнить, что Ф11 есть ере дн ее значе

ние магнитного потока через контуры отдельных нитей, на которые 

может быть разложен ток J 1, и что как Ф11 , так и L11 существенно 

зависят от формы и размеров с е ч е н и я проводнина L1• Для беско

нечно же тонкого линейного нонтура величины Ф11 и L 11 обращаются 

в бесконечность, т. е. теряют смысл. 

5. Возвращаясь к случаю системы двух т01юв, заметим, что общая, 
потенциальная "энергия" И этой системы равна очевидно сумме их 

взаимной "энергии" И12 (= И21) и собственных потенциальных "энер

гий" U11 и И 22 :каждого из них: 

Ввиду того, что L 12 = L 21 , можно также написать: 

V=- 2~2 ( L11 J 2+L12J1 J2+L21 J2J1 +L22J22) = 

=-}з~L;1, J. Jk. 
~с i, 1. 

2oi 

Пос.1еднее выражение останется: применимым и к системе произ

вольного числа (например, п) тонов, если только распространить в нем 

суммирование . на все возможные пары rшденсов i и k 

(i, k= 1, 2 ... 1i). 

6. Покажем теперь, что потенциальная функция системы тонов 

может· быть весьма просто выражена в з·ависимости от напряжен

ности поля этих тонов. С этой целью предварительно преобразуем: вьtра

жения взаимной "энергии" U12 токов J 1 и J 2 так, чтобы оно бы)10 
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применимо не только к линейным, но и к произвольным нелинейным 

токам. Согласно (200) и (203) для линейных токов можем написать: 

Если же ток J 1 н е л и н е е н, то мы можем, 1,аи это неоднократно 

нами уже делалось, разложить его на совокупность нитей тока силы 

(lJ2, применить к каждой из этих нитей формулу, выведенную для 

линейного тока, и просуммировать полученные выражения. Пр1шлБ во 

внимание (167), получим: 

[сравни (198') и (205)]. Совершенно аналогично получю1: 

1121 = l'12 = - : J А2 j1 d V. 
v, 

СТi!ЛО быть, U12 можно представить в следующей симыетри•шой форме: 

Внося это выражение, а также и (205), в (207}, ПОЛ)"Ш:\1: 

или, так I{ак • .\.1 + . .\.2 = А, где А есть вектор-потенциал результиµую
щего по.1л обоих токов, 

посдедний интеграл должен быть_ очевидно распространен по объему 

обоих токов J 1 и J 2• Если других токов в поле нет, то мы мо

жем распространить интегрирование на объем всего поля, ибо вне 

токов j = О и соответствующие члены интеграла обращаются в ну ЛI,. 
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Выражал j согласно (185) через rot Н, получим: 

U=--
8
1 

\ А rot Н dV. 
1Т и 

208' 

Но согласно общей формуле векторного анализа (67) 

А rotH= HrotA+div lH А], 

при чем согласно ( 181) rot А можно заменить через Н: 

ArotH=H2 +div [НА}. 

Внося это выражение под знак интеграла и применив теорем у 

Гаусса (25), получим: 

1 " 1 r [ -] U = - Sтт j Н 2 d V - Sтт J div НА d V = 

=-- H2dV--j [НА] {lS 1 I 1 п 
8тт 8тт s " · 209 

1-:С.ш :мы распространим интегрирование на весь объем полн о г о 

подл токов, то интеграл по пограничной поверхности этого поля об

ратится в ну11ь и выражение для U примет вид: 

1 s U = - Sтт В 2 d V. 209' 

llpи этом под по ~1 н ы м магнитным полем токов в соответствии с 

определением полного поля эJ1ектрических зарядов ( стр. 92) понимается 
охватывающая в с е взаимодействующие токи область пространства f'", 
граница которой S проходит вне поля, т. е. на границе 1,оторой 

И= О. В частности, под полным полем ясеrда можно понимать все безгра

ничное пространство, ибо при удалении граничной поверхности S в беско
нечность подынтегральное выражение последнего инте ·pa.rxa в формуле 

1 
(209) убывает не медленнее, чем лз (см.§§ 31 и 33), так что интег-

ра.1 этот обращается в нуль (сравни § 13). 
Таким образом потенциальная функция пондеромоторных сил то

ков выражена нами в форме интегра.rха квадрата напряженности маг

нитного поля этих токов, взятого по всему объему подл. В §§ 4 7 и 
48 :мы убедимся, что энергия :магнитного полн в истинном смысле 
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этого слова равна от р и ц ат е л ь н о м у значению этой потенциальной 

,., псевдоэнергии" U. 
7. В заключение нам остается показать, что замена линейных то1юв 

эквивалентными :магнитными листками, о которой шла речь в предше

ствующем параграфе, допустима не только при определении поля то

ков, но и при определении пондеромоторных сил, цействующих па токи. 

Разумеется, замена тока эквивалентным листко~1 допустима лишь при 

определении сил, испытываемых токами во внешнем магнитном поле, 

но не при определении взаи:моцействия элементов одного и того же тока. 

Рассмотрим линейный ток силы J и контура L, находящийся 
во внешнем :магнитном поле напряжено_сти Н. Согласно (198) и (196) 
потенциальная функция U тока J в. этом поле будет равна: 

где S есть некоторая поверхность, опирающаяся на контур L, но в 
остальных отношениях остающаяся произвольной. Предположим, что 

поле Н возбуждается токами, не пересекающими этой поверхности S. 
В этом случае, согласно результатам предшествующего параграфа, 

поле Н на всем протяжении поверхности S можно рассматривать как 
поле потенциальное, обладающее некоторым магнитным потенциалом ф: 

H=-g1·ad ф. 

Заменим теперь ток J эквивалентным магнитным листком, совпадаю
щш1 с поверхностью S. Потенциальная энергия магнитного заряда llm 
элемента поверхности листка dS ( dm = z ам dS) в поле И по анало
гии с полем электростатическим определится выражением: 

ф drn = =':: ф а.н dS, 

общая же потенциальная энергия всех зарядов листка будет равна: 

U =J(ar!i -аФ )dS л т+ ,-· , 

l'де Ф- п Ф+ суть соответственно значения потенциала ф на отри

цательной и положительной поверхностях двойного магнитного слоя 

(магнитного листка), т. е. значения ф в точках, отстоющ1х друг от 

;J.руга на расстоянии толщины листка l. Стало быть, 

ф + - Ф- = 1 g1·ad ф = - Jln l, 
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где n есть направление положительной нормали t< листну, направлен
ной от отрицательной его стороны н положительной. Следовательно, 

согласно (190'): 

и.,. '-s HnaldS=- s HntdS=-f s HndS. 

Таним образом потенциальная энергия U.,. магитноrо листна во 

внешнем магнитном поле Н действительно равна потенциальной фун

нции U энвивалентноrо листну тона J 1• Следовательно пондеромоторные 

силы, действующие в этом поле на тон, равны силам, действующим на 

энвивалентный тону магнитный листон. Что и требовалось доназать. 

"' ПР им ЕР 1. Си.-ы, испытываемые ЭЛ,ементарным замкнутым токо.м. 

В предыдущем параграфе было поназано, что поле элементарного 

тока силы J тождественно с полем магнитного диполя момента :М = 
JS 

= ~ [см (194)1, где S есть векториальная величина произвольной по
с 

верхности, опирающейся на нонтур тока. 

С другой стороны, потенциальная фуннция этого тона во вне ш -
II е 111 поле Н равна: 

V=-JJн dS=-JSнas. 
С n С 

Если поверхность S столь мала, что напряженность внешнего поля 
Н можно считать постоянной на всем ее протяжении, то вынося 
Н за знак интеграла, получим: 

U=-JHS dS=--JSH 
с с , 

или, согласно ( 194 ), 
U=-MH. 210 

Легко убедиться, что U равно. потенц:~щльной энергии м а r нит -
ноr.о диполя момента :М 1 в nоле Н, ибо (210) полностью соответ

ствует выражению (93') энергии элентрическоrо диполя р в поле Е. 

Так нак пондеромоторные силы определяются производными от U по 
обобщенным координатам, то стало быть элементарный ток силы J и 
площади S и магнитный дипол.ь магнита :М эквивалентны друг другу 
не только в отношении возбуждаемого ими поля, но и в отношении , 

1 'Т, е. совоsупвоств .1;вух фцтиввых ма.гнитных зарядов .:t- ni, находящихся на 
ре.сстоянии l друr от .1;pyra, причем ml = М. 

17. Основы теории апектричества, том 1. 
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пондеромоторных сил, испытываемых ими во внешнем магнитном. 

поле 1. 

Чтобы определить момент сил, приложенных к элементарному току, 
обозначим через {} угол между направлением поля Н и направлением 
магнитного момента тона М. Тогда (210) примет вид: 

U=-MH cos3. 210• 

Так как момент сил N с точки зрения аналитической механики есть 
,,обобщенная" сила, действующая по направлению угловой "обобщен

н 

N 
Рис. 71. 

ной" координаты, то согласно (199') 

N=- ~~ =MHsin{}. 

Так как силы действуют на ток 

в направлени_и, соответствующем 

уменьшению потенциальной функ

ции U, т. е. уменьшению угла D, 
то, как легко убедиться из рассмот

рения рис. 71, вектор N момента 
сил по величине и направлению 

определяется равенством: 

211 

Из (211) следует, что ток стремится ориентироваться в магнитном. 

поле так, чтобы его момент был параллелен полю ( сравни стр. 247; при. 

:М антипараллельном полю вращающий момент N тоже равен нулю, 

но это Р.авновесие неустойчиво). Формула (211) является одной па 

основных формул элементарной теории электромоторов, гальваноме

тров и других элентродинамичесних приборов. 

Предоставляем читателю вывести эту формулу путем рассмотрения 

сил, действующих на заряды эквивалентного тону диполя. 

Этим последним способом, в частности, весьма просто определить. 

равнодействующую F сил, действующих на элементарный ток. Заменив

этот тон магнитным · диполем М · и применив к последнему с соответ:... 

t Рааумеется, это отиосится не к си.11ам, испытываемым от.1;е.11ьИЬI111н э.u.е111еитами 

тока, а к равводе:llствующей и к реау.11ьтирующему 1110111енту всех этих си.1. В этом с111ы

С.11е можно СJШ3ать, что 111аrнитный дипо.11ь ·эЕВивuентен тв е р хо III у э.11е111евтарному
току, т. е. току текущему по твер.w;ому иедефор111ирующеиуся проводиику, ибо си

стему при.1оженНЬiх к твердому те.11у cu можно 11а111енить их равно.w;еиствующей и ре
зрьтирующей парой си.и. 
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ствующим изменением обозначений формулу (128), определяющую силу, 
действующую на диполь эле:н:тричес:н:ий, получим: 

F=Mv · Н. 211' 
Из (211') следует, что ве.1ичииа. равнодействующей F сил, испытываемых элемен

тарным током в поле Н, пропорциональна. быстроте изменения этоrо поля в напра

в.1ении .магнитной оси тока. :М:; в однородном поле (Н = const) F равно нулю. 

Пр и м ЕР П. Два. О.11,Инаковых контура. L 1 и L'l имеют форму квадратов сто

роны а. Стороны обоих ква;~;ра.тов пара.uельяы друг другу, а. центры квадра.тоR 

.1ежа.т на. расстоянии d друr от друга иа прямой, перпендикулярной их плоскостям. 

Определить коэффициент взаимной ин.11укцпи L 19 этих квадратов и силу F, с которой 
uритяrиваются эти контуры, если по ним текут одинаково напра.ВJ1еиные токи J 1 и J2• 

В АJJОЙно.м интегрые формулы (201): 

L 
_ ,r; ,r; ds1 d82 

11- J' J' R 
L, L 1 . 

все ч.~ены, относящиеся к· взаимно перпенднкулярныи парам эле.ментов cls1 и dsь 

равны иу.1ю. Поэтому в ра.ссиа.трива.емом случае выражение ДJIЯ L12 сводится к сумме 
иитегр~uов, относящихся к парам па.рылеJIЬных сторон квадратов L1 и L»-

Д..я двух параллельных прямых ДJJИИЫ а, находящихся на расстоянии h друг 
от ,;руга (с.м. рис. 72), имеем: 

+~ +~ 

L (а, h) = •r r ds1Rds2 = r 
2

а r 
2

а JJ J J y(x1-X2)2+lt2 

-2 2 
+а 

~ ~ : dx, [1, { х,-,, + v'(•г•J'+ h' 

-2 
r,;e х1 и а:» суть текущие координаты точек обоих отрезков, отсчитываемые от их: 

центров. Интегрирование по частям каждого из ч.1еиов разности, получаемой после 
а 

по,;станоии:и в.место х1 его значений ± 2 , дает: 

у+ h'} = 
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а 
ПодстаВJiяя ,11,.11я Х:1 знаqенпя :±: 2 , полуqни для L (а, li) всего 3·4=12 членов, 

которые после сокращения и приведения сведутся к трем: 

г--- х, ---- ~:.1 
ly2 

f 

(Х1) 

---- -----

ly2 
h 

j _____ _ 
s, 

Р11с. 72. 

Комбинируя попарно парадельные стороны 

квадратов L 1 и LJ, по.пучим четыре пары от

резков, расстояние которых li равно d, и друrне 

четыре пары, д.пя 1tоторых h = у а'+ d' ; пер
вые четыре пары обтекаются пара.пле.1ьны11и, а 

вторые четыре противоположно иапра.в.пениыми 

токами. Таким образом коэффициент взаимной 

индукции этих квадратов будет равеJ(: 

11.Щ 

L 12 =4 L(a, tl)-4 L (а, V а'+ d2) 

L12 = 8 ( d - 2 у п' + d" + 

a+Jl at+d1 + у 2а2 + di + ct lg _ 
d. 

-alg . а+ у2а2 + d') 
V at+ d:I 

Чтобы опре,,;еJ[нть сн.пу F притяжения между кв~цратами, досtаточно .восnо.1~30· 

ва.ться форму.1ой (204'), по.пожив в ней обобщенную 1tоординату q; равноп . d, ибо 
·си.1а F действует в "напраВJiении" координаты d, т. е. стремится у:11еньпiliть рв.~~ 
стояние квадратов cl. Cт&JIO быть, 

Выполнив дифференцирование, мы после некоторых а.11rебраиqеских преобразовании 

получим: 

Дальнейшие примеры на вычисление взаимной индукции, а. т~кже коэффю1нента 
самоищукцпи будут приведены в § 48. 
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f 37. Лорентцова си.1а.- В § 31 мы убедились, что элемент объ
ема dV проводника, по которому протекает ток плотность j, испыты
вае1· в магнитном поле И пондеромоторную силу F, равную (см, 170) 

F = _!_ [j И) d V. 
с 

Сила эта отлична от нуля лишь в том случае, если j cf=. О, т. е. 

если в проводнике происходит движение электрических зарядов 

С точки зрения электронной теории все пондеромоторные силы, испыты

ваемые в электромагнитном поле какими бы то ни было телами, дол

жны в конечном счете сводиться к силам, приложенным к электриче

ским зарядrо,, входящим в состав этих тел. Соответственно этому и в 

рассматриваемом случае мы должны попытаться свести силу F, испы
тываемую несущим ток проводником, к силам, испытываемым движу· 

щимися в нем зарядами. 

С этой целью выразим плотность тока j через число п находя

щихся в единице объема "свободных электронов (т. е. электронов 
движением своим создающих ток) и через с р е д н ю ю скорость этих 

электронов 11; согласно (160) 

=neii. 

Направление тока j условно считается совпадающим с тем напра

влением, rio которому двигались бы п о л о ж и т е л ь н ы е заряды, если 
бы их движением создавался этот ток. Стало быть, вектор j направлен 
прямо противоположно средней скорости u движения о т р и ц ат ел ь

н ы х электронов, так что если под е понимать алгебраическую вели

чину заряда (для электронов е < О), то можно написать: 
.i=neii. 

Внося это в (170) получим: 

F = пе [ u Н ) d V. 
с 

212 

(170') 

Такова результирующая сила, действующая на ti d V "свободных"' 
электронов, заключенных в элементе объема проводника d V и обла
дающих средней скоростью движения u. Естественно предположить, 

что на каждой из этих п d V электронов действует сила 

}'=~ (vH], 
с . 213 
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где v есть и с т и н н а я скорость электрона. Если тока нет, то элек

троны движутся беспорядочно и равнодействующая приложенных · к 
ним сил равна нулю. Если же ток отличен от нуля, то равнодейст

вующая (170') этих сил сообщает электронам соответствующее прира
щение количества движения, которое при столкновении электронов с 

атомами (или ионами) проводника передается этому проводнику и вы

зывает его движение в магнитном поле (или стремится вызвать, если 

проводник закреплен). С точки зрения макроскопической теории, не 

вдающейся в рассмотрение внутреннего механизма явлений, это зна

чит, что на прщюдник действует пондеромоторная сила (170). · .· 
Результаты изучения движения свободных электронов (в точном 

смысле этого слова, например, электронов, образующих катодные лучи) 

подтверждают правильность формулы (213), которая оказывается при
менимой к (точечным) эщщтрическим зарядам,. движущимся со ско
ростью v в произвольном (постоянном или переменном) :магнитном 

поле Н. Если мы учтем еще силу еЕ, испытываемую (точечным) за

рядом в электрическом поле Е, то общая сила, испытываемая заря

дом е в произвольном электромагнитном поле, выразится формулой:· 

214 

Эта ф_ормула, была вперnые дана Лорентцем и получила поэтому 

название Лорентцового выражения силы; часто силу F называют просто 
Л о р е н т ц о в о й с и л о й. 

Допустш~ справедливость формуцы (214), мы можем очевидно лишь 
в том случае сохранить данное в § 2 определение напряженности элек~ 
трического поля Е, согласно которому Е равно силе, испытываемой 
помещенным в это поле единичным положительным пробным зарядом, 

если мы присовокупим к этому определению оговорку, что пробный 

заряд доюкен быть неподвижным (v=O); в этом случае (214) 
-совпадает с (5). 

Весьма существенно, что с ил а, испытываемая движущимся зарядом 

в магнитном поле, п е р п е н д и к ул я р н а как н а п р а в л е н и ю е го 

движения v, так и направлению поля Н. Таким образом сила эта 
лишь искривллет путь з_арлда, не nзменяя численного значения его. 

-скорости, Т; е. не совершал никакой механической работы. Эrо обстоя-. 

тельство может показаться противоречащим то11tу факту, что работа,. 

-совершаемая при движвнии несущего ток проводника в магнитном поле, 

.вообще говоря, отлична от нуля (электромотор!). Кажущееся противо

речие это разрешится, если принять во внимание, что движение 
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проводника в магнитном nоле неизбежно сопровождается явлениями 

электромагнитной индукции. Подробнее этот вопрос будет рассмотрен 

в§ 46. 
Заметим в заключение, что искривление nути электрических 

зарядов под воздействием силы (213) должно сказываться в перерас

пределении тока по сечению проводника при внесении этого провод

ника в .магнитное поле. Это перераспределение тока действительно 
проявляется в так называемых гальвано-магнитных, термо-.магнитных 

и сродных с ними · явлениях (явления Холла [Hall] и др.). Однако 

все эти явления, во-первых, весьма н и что ж н ы по своей 

ееличине, что вполне естественно, ибо сила (212) пропорциональна 

v 
,отношению - , которое для электронов в .металле имеет весьма малое 

с 

:значение (порядка 10-з-10-4). Во-вторых, результаты опытного 

исследования этих явлений в металлах в большинстве случаев даже с 

качественной стороны в о все не согласуется с ожидания.ми той эле

ментарной теории электропроводности, которая была изложена в § 29, 
что лишний раз доказывает необходимость радикального пересмотра и 

усовершенствования этой теории. По обеим этим причинам мы па этих 

явлениях останавливаться здесь не будем. 

Пр и.мер. Движение эАектрона в постоянно,11 однородном ма~нит

wом по..е (И =const). 
Уравнение движения электрона в магнитном поле согласно (214) 

гласит: 

Так как проекция силы F на направление вектора И неизменно 

равна нулю, то слагающая vн скорости электрона по этому напра

влению будет постоянца. Так иак, с другой стороны, ч и с ленная ве

ли-.ина всей скорости v тоже постоянна (ибо ускореJIИе перпендику'"' 
JI.Ярпо скорости), то должна быть постоянной и ч и с л е н н а я величина 

перпендикулярной вектору Н слагающей скорости v J_· Наконец по

стоянной должна бьrrь и ч и с л е н н а я величина силы F, ибо 

i· 
F= :.1 [v И] 1=; VJ_H=const. 

Таким образом движение электрона может быть разложено на два 

-составляющих движения: равномерное движение по направлеНЖо поля И 
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со скоростью vн, и движение в плоскости, перпендикулярной Н, со

вершающееся с постоянным по величине ускорением 

е 
a=-VJ_H, 

ст 

направленным перпендикулярно к его скорости v ...L· Но, как известно, 

движение с постоянным по величине нормальным ускорением а пред" 

ставляет собой равномерное движение по кругу, радиус R которого 
может быть определен из соотношения 

следовательно 

R cmvJ_ cmv 
=ен= е Н sin (v,H). 215 

Совокупность равномерного поступательного движения vн и равно

мерного кругового движения v J_ в плоскости, перпендикулярной Н, пред

ставляет собой движение с постоянной по численной величине скоро:. 
стью v по винтовой линии, навитой на прямой круговой цилиндр ра
диуса R, ось которого параллельна Н. У гол между осью цилиндра и 
касательной к винтовой траектории электрона, конечно, постоянен и 

определяется начальными условиями движения. В частности, если 

начальная скорость электрона направлена перпендинулярно Н, то вин

товая траектория электрона вырождается в окружность, плоскость 

которой перпендикулярна Н. 

Итак в постоянном однородном магнитно111 поле электрон описы

вает, вообще говоря, винтовую линию, ось которой совпадает с напра

вление111 поля. Заметим, то формула (215) дает возможность путем ив~ 
е 

мерения R, v, В и вi11(v, Н) определить отношение - заряда электрона 
т 

к его массе. Возможность эта широко используется в эксперимен

е 
тальной физике для определения значения отношения - как длд . т 

алектронов, так и для других заряженных частиц (а-лучи, каналовые 

лучи и т. д). 

§ 38. Абсодютная (Гауссова) и другие сис1.·емы единиц.-

1. В этой книге мы пользоВ3Лись и будем пользоваться так называемой 
Гауссовой абсолютной системой единиц, которую для краткости мы 

называем просто абсолютной системой и в основании которой лежит 
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определение единицы электрического заряда по силам взаимодействил 

точечных зарядов ( см. § 1 ). Единицы измерения всех остальных электриче
ских величин, например, напряженности электрического поля, его потен

циала, силы и плотности тока и т. д. в этой абсолютной системе явллютсп 

производными основной единицы количества электричества. Так как 

эта основная единица в свою очередь является производной от единиц 

массы [М], длины [L] и времени [Tf 1, и имеет по отношению к этим 
вмичинам разъ1ерность 

(см. § 1), то и производные электрические единицы (напряженности 

поля, потенциала и т. д.) также находятсл в определенной зависи

мости от выбора единиц массы, длины и времени. Размерность этих 

производных единиц указывалась вами в соответствующих :местах текста. 

Встречалсь с новыми физическими величинами, мы всегда стреми

лись выбрать единицы измерения этих величин так, чтобы во всех 

основных формулах, устанавливающих свлзь между этими величинами~ 

все числовые коэффициенты, завислщие только от выбора единиц изме

рения, обращались в единицу (или 4тт). Однако это удавалось нам лишь. 

вплоть до того момента, когда мы перешли к изучению пондеромотор

ного взаимодействия токов. 

Rак выяснилось в § 30, силы взаимодействця элементов тока зави
сят лишь от силы этих токов и от длины, направления и взаимного, 

расстолния этих элементов, т. е. от величин, единицы измерения ко

торых были уже установлены нами ранее. Естественно, что при этом 

в количественную формулировку закона взаимодействия 1оков (162} 
пришлось ввести коэффициент с, значение которого зависит от ранее

сделанноrо выбора единиц измерения. Поскольку определенным обра

зом выбрано значение этих единиц, постольку и этот коэффициент с 

приобретает вполне определенное значение, которое можно и з м е -
р и т ь на опыте. С этой целью можно, например, воспользоваться лю-

бой из формул § 36, устанавливающих зависимость. пондеромоторных 

сил взаимодействия токов от их силы и геометрической конфигурации~ 

ибо все эти величины могут быть определены независимым образом~ 

а в соотношении между ними входит коэффициент с. 

Размерность КО;:)ффициента с согласно § 30 равна размерности. 

скорости: 

[c]=[LT-1], 

t Ибо она опреде~яотся как величина заряда, который на равный ему заря11.,. 

нахоАЗщипся от него на ед и и и ц е р а с ст о я ни я, действует с с ил о ю, р а в -
ной е;r,ииице. 
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;а численное его 3начение, как показали и3мерения, весьма бли3ко к 

см 
:З.1Ql0_ (с ТОЧНОСГЬЮ ДО 1/ 10 °/0) 1: 

сек 

см 
С=3·10 10-. 

сек. 

Зная 3начение коэффициента с, мы можем определить 3начещ1е 

-единиц и3мерения всех остальных величин, характери3ующих посто

янное, а так же, как мы увидим в дальнейшем, и переменное поле. 

'Так, например, И3 ре3ультатов решения 3адачи 23 (стр. 204) следует, 
-что напряженность поля кругового тока радиуса R0 в его центре 

{ d = О) равна: 

Стало быть, можно ска3ать, что абсолютная единица напряжен

-ноети магнитного поля в 2п раз меньше напряженности поля, во3бу-

-ждаемого в центре круга единичного радиуса линейным током силы 

J = с, текущим по окружности этого круга. Размерность же Н ока

.зывается равной: 

[JJ Mi ,Li т-2 1 1 

[H]=[cR]= L2т-1 =M~L-2T-1, 

--г. е. совпадает с размерностью напряженности электрического поля 

(см. § 2). 
Заметим, что к абсолютной (Гауссовой) системе единиц можно 

также прийти, исходя не И3 3акона Нулона для электрических заря

дов, а И3 3акона Ну лона для фи кт и в н ы х магнит н ы х 3 а
-ряд о в. При этом нужно, конечно, прежде -всего определить абсолют
ную единицу магнети3ма как магнитный 3аряд, который отталкивает 

:равный ему 3арлд, находящийся от него на единице расстояния, с си

.пой, равной единице. Далее напряженность магнитного пом опреде

.л:ится величиной силы, действующей в данной точке поля на единичный 

t ПривоАИМ та.б.11ицу реву.11Ьта.тов тех измерении коэффициента. с э .11 е кт р о А и
• а м и ч е с к и м и методами, которые Д ж и и с в 1920 r. счит11,.11 ип.щчшими; 

Роза и Дopceii • (1907) с. 10-10 = 2,9973 см 
сех: 

Перро и Фабри • • (1898) 
Гурмуческу • • • . . (1896) 
Абрп.rа.м • . • • . . (1890) 

» 

» 

» 

=2,9971 » 

=3,0010 » 

=2,9913 » 

-Отиосите.11ьио оптичес&их мето,11;ов измерения коэффициента с см. § 57. 
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положительный магнитный заряд и т. д. Нонечно, -тождество этой 

,,иагнитной" абсолютной системы единиц с той "электрической" 

системой, которою мы полыювались в этой книге, будет иметь место 

лишь в том случае, если мы сохраним прежнее соотношение ( 190'), 
устанавливающее связь между силой электриqеского тока и мощ

ностью эквивалентного току магнитного листка: 

J 
t=-· 

с 

2. В отличие от описанной нами системы единиц, которую мы будем 
называть просто абс о л ют но й системой и которая иногда назы

вается Гауссовой или симметрической ( см. таблицу I), существуют еще 
так называемые абсолютная эле кт рост ат и ч.е с к а я и абсолютная 

i;t .д е кт р ом а г н и т на я система единиц. Первая из них исходит из 

определения единицы электричества, основанном на законе Нулона, 

вrорал из определения единицы магнетизма, основанном, на подобном же 

законе для фиктивных магнитных зарядов, причем, однако, в этих 

системах в отличие от Гауссовой коэффициент с полагается равным 

единице. 

Однако по изложенным соображениям полное устранение из фор

мул теории всех числовых коэффициентов, значение которых зависит 

от выбора системы единиц, невозможно. Поэтому в электростатической 

системе единиц приходится приписывать магнитной проницаемости µ 
раэиерность L- 2 Т2 и полагать "магнитную проницаемость вакуума" sio 

( 
см )-2 1 сек2 

равной 3 · 1010-- = -
9 

• 10-20 
--

2 
, а в электромагнитной системе 

сек см 

приходится приписывать ту же размерность диэлектрической постоян

ной е и полагать "диэлектрическую постоянную вакуума" е0 . равной 

_!_ • ю-20 сек2 ' 
9 см2 

На описании ЭТИХ систем мы останавливаться не будем, ибо Гаус
сова система единиц и более удобна и гора:що больше соответствует 

современным представлениям о природе электромагнитных явлений. 

Так, например, из рассмотрения физического смысла величины е (глава 11, 
см. в частности ур-ние 100) явствует, что она есть действительно величина 
отвлеченная, размерностью не обладающая, и что для вакуума е обра

щается в единицу; коэффициент с, имеющий в Гауссовой системе раз

мерность скорости, как мы увидим дальше, действительно равен скорости 

распространения электромагнитных волн в пустоте и т. д. . 
. Заметим лишь, что абсолютные (Га у с совы) един и ц ы эле к
-три ч еск их величин совпадают с соответствующими 



268 МАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННЫХ ТОКОВ [гл. rY 

эле кт рост ат и чес к им и един и ц а ми, а абсолютные ед и~ 

ниц ы 111 а гни т н ы х вел и чин - с эле кт ром а гни т н ы ми ед и

н и ц а 111 и ( см. таблицу I на след. стр.). Заметим далее, что эле кт р о~ 
магн и т на я ед и ни ц а с илы то к а и к о л и ч е с тв а э л е кт р и

ч ест в а в с раз б о л ь ш е соответствующих Га у с с о вы х ( а стало 
быть, и равных им эле кт рост ат и чес к их) един и ц. Следова~ 

тельно, если J и J' суть . соответственно значения силы одного и 

того же тока в абсолютных и в электромагнитных единицах, то 

J'=J· 
с 

Так как, с другой стороны, во всех почти формулах этой главы 

ноэффициент с входит в комбинации f ( или ~ ), то выражая силу 
тока не в абсолютных, а в электромагнитных единицах, мы можем 

устранить этот коэффициент из упомянутых формул и тем самым 

упростить их. Так, например, внося J' в предшествующую формулу 
получим: 

2пJ' 
Н--- Во, 

ввиду чего можем сказать, что абсолютная единица магнитной напря

женности Н в 2п раз больше напряженности поля, возбуждаемого 

в центре круга единичного радиуса текущим по его окружности то

ком, силою в одну электромагнитную единицу. 

Далее ( 190') принимает вид: 

7 ,-=-: J'; 

стало быть, ыощность , эквивалентного току магнитного листка равна 

выраженной в электромагнитных единицах силе этого тока J'. 
Однако последовательное пользование электромагнитными еди

ницами количества электричества и силы тока далеко не всегда 

удобно. Так, например, при· пользовании элентромагнитными единицами 

в законе Нулона появляется множитель r,2 1• 

е' е' 
F --c2_1_2 - в2. 

1 1 - 20 Се1'2 
I И.111 равный ему мяожите.1ь -, где 'О= -9 , 10 --0 есть "диэ.1ектрическ11я 

fo е.11• 

11остоянная вакуума", см. выше. 



§ 381 АБСОЛЮТНАЯ (ГАУССОВА) И ДРУГИЕ СИСТЕМЫ ЕДИНИЦ 269 

Все ж& электромагнитные единицы иногда применяются при изме

рении не только магнитных, но и электрических величин. Электро

статические же единицы, вообще говоря, для измерения величин маг

нитных не применяются. 

Зная соотношения между электромагнитными и электростатическими 

единицами заряда, нетрудно найти соотношение между единицюш 

других величин. Так, например, напряженность электрического поля }~ 
равна единице, если помещенный в него единичный зарлд испытывает 

силу в одну дину. Стало быть, электромагнитная единица напряжен

ности должна быть в с раз меньше электростатической. Для ряда основ

ных электрических величин эти соотношения приведены в таблице П. 

Наконец в таблице III приведены названия и значения основных 

практических единиц измерения. 

Таб.tuца 1 

Фи3пче~~~~н~4:::в:ияна и ее вoiJ Гауссовой системе I 
Размерность в абсо.1ют-1 

е.в;вниц 

КоJ1ичество ЭJ1ектричества е 

Напряженность ЭJ1-ro поJ1я Е 

..-,/ L} '1'-' 

.м~ ь-1 т-• 

(тоже дл.r. пнчкц1111 D II по.11яриза111111 Р) 

Потенциал 'Р 

Емкость С 

Э.11ектр.-JJ;в. сила II напряже· 
ние (/] 

СиJ1а тока J 

ПдQТПОСТЬ тока .i 

Сопротнв.1енне провода Il 

ЭJ1е1tтропрово,11;ность ). 

Напряженность маг-го по.1я Hj 

J, 

~'-/ L ~ т- 1 

м: L1 т- 2 

м~ L-~ т- 2 

r,- 1 т 

т-' 

N~ L-; т-• 

(тоже ,11;.,я магнитной индукции В и намагиичения 1. 
о которых см. в § 39) 

Коэффициент самоиндукции и } 
взаимной индукции L L 

Маrнитпнtl момент ]{ 
1 

L1 т-1 М' 

Ко.11вчество (фвктиввоrо) маг- } ' т-• нетизма ш мz L" 
' 

J 

Абсо.11ютпне Гауссовы 
·е.в;инвцы совпцают с э.11.е

ктростатпческимll 

I Абоо~•=• r,,~o~ 
( е,11;Иницы совпа.в;ают с I электромаrнитннми 
J 
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Таблщfа 11. СООТНОШЕНИЕ МЕЖДУ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫМИ и 

ЭЛЕ Н Т Р_О СТ АТ И ЧЕС К ИМ И ЕДИН И Ц А МИ 

Ко.1ичес·rво электричества е } 

и сша тока J 
1 Э. М. еАин. = с Э. С. (абс.) е.11;иннц 

Напряженность э.11-го поля Е 1 ,, 

потенциал: ер 

и э.1ектрщвиж. си.1а <fJ 

Емкость С 

Сопротивление R 

Напряженность магн. но.1я Н 

Коэффициент ищукцпв L 

f " с 

" 
" 

=-с2 
" 

,, 
1 

- с2 " 
1 Э. М. (абс.) е.11;ин. = с Э. С. е,1U1яиц 

1 
" " " 

Таб.1,ица 111. ПРА нт ич ЕС к и Е Един и ц ы 

Ко.1ичество э.1ектрнчества е 1 1tу.1он = 10-• С. G. S. Э. М. Е. = 3· 109 абсолютн. 
(э.1. ст.) С. G. S. е.1;ивиц 

Потевциа.1 'Р \ 1 
Э.1ектрОАВВЖ. сила в вапря-/ 
жевве (/J 

вольт= 1()8 С. G. S. Э. М. Е. = 
3
~
0 

абсолютн. 
(зл.-ст.) С. G. S. е.ципиц 

Напряжевиость nо.1я Б 

Емкость С 

Сн.1а тока J 

Сопротивление R 

Напряженность магввтного 
ПО.IЯ Н 

Самоинл;укция L 

Энергия П' 

Мощность. 

вольт 1 
1 -с:;-= 1()8 С. G. S. Э. М. Е. = 

300 
абсолюта. 

(зл.-ст.) С. G. S. еJ;Ввиц 

фара)l;а = 10-9 С. G. S. Э. М. Е. = 9.10н абсолютн. 
G. G. S. е.в;ивиц (со.втиметров) 

1 о.мпер = 10-• G. G. S. Э. М. Е. = 3· 109-абсолютв. 
С. G. S. е.в;иивц 

1 
1 ом= 1()9 С. G. S. Э. М. Е. = -- о.бсолюти. 

9-1011 

с. G. s. е.1;ивиц 

1 raycc = 1 абсо.1. С. G. S. (э.1.-магв.) е~ = 3 .1010 
С. G. S. эл.-ст. е.1;иввц 

1 генри= 109 абсо.1. С. G. S. (э.1.-маги.) ел;. (саи-
1 

твметров) = 
9

_ 10
11 

С. G. S. зл. ст. t>.в;иниц 

1 J;Жауль = 107 абс. С. G. S. еА. (эргов) 

1 ватт= 10 абс. С. G. S. е.в;. --, (эрг) 
ce1t 
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3. Практическая система единиц есть прави.11ьио построенная система единиц в то• 
смыс.1е, что подобно Гауссовой, эл.-статической и эл.-магиитной системам все прак

тические единицы могут быть получены как производные от о,;ной основной е.11;иницы. 

Какую именно е.11;иницу (а1шер, o:ii и т • .11;.) считать при этом основноii, конечно, ие
существенно. Однако точRое опреде.1ение ве.11ичины производных единиц по ве.1ичине

е.а;иницы основной представляет значите.1ьиые экспериментальные труднос1и и реэу.1ь

таты соответствующих измерении по мере усовершенствования из111ерите.11ьной технике 

непрерывно изменяются и уточняются. Далее основные е,11;иннцы практической систе111Ы 

(ампер, ом и т. ,11;.) бwи в свою очередь опре,11;елены указанием опре,11;еленного чис

.11овоrо отношения их к е,11;иницам абсолютным, построенным на абсолютной е,11;инице

и:оличества электричества; абсолютное же измерение количества э.11ектричеС'Гва пре,11;

стаВJiяет гораздо больше трудности, чем, например, опре,11;е.11ение си.11ы тока или со

протвВJiения. 

Поэтому международный съезд 1908 года установил так называемую между

н а р о Ан у ю с и с т е м у н р а к т и ч е с к и х е д и ~ н ц, в основе которой .11ежа'I. 
А в е основных единицы - меЖ,11;унаро.11вый ом (Ohm Int.) и международный ампер, 

(Amp. lnt). Значение этих единиц опре,11;елено сле~ющим образом: 1) междуиародныlf 
0111 равен сопротив.1ению сто.1ба ртути цииою в 106,300 с.м при t = О"С и ври .массе
этого столба равной 14,4521 z.; 2) иеждуваро,11;вый ампер равен еще тока, выде.1я

ющего при прохождении через раствор Ag:'109 в во,11;е О,001118(Х) г серебра в се

кун~. Все оста.вьные междунаро,11;ные практические единицы (в том чис.11е и вольт) 

яв.11яются производными 01' этих основных. 

МеЖ,11;упаро.11ный ампер и ом бwи оuре.11;елены та1с, чтобы их величины со все» 
доступною в то время точностью равнuись соответственно 10-t и 109 электро~маr
нитнuх единиц силы тока и сопротивления; о)(нако вместе с тем бwо поста

яо&.1еио считать эти единицы устаиоВ.11еняыми раз иавсег,11;а и не менять _их ве.11ичины 

в зависимости ОТ могущих выясниться ОТJIИЧИЙ их от абсо.11ютиого ома (109 Э.11. маги. 
щ. = Ohm abs.) и абсо.11ютпоrо ампера (10- 1 эд.-маГ11. ед.= Amp. abs.). 

По пос.11е;,;ним измерениям 

1 Ohm Int. = 1,00050 Ohm Abs, 
1 Amp. Int. = 1,00000 Amp Abs. 

4. Упомянем, наконец, о преД.11оженной Heaviside'oм так называемой р а ц и о и а .11 ь
н о II системе единиц, которой по примеру Lorentz'a часто по.1ьзуются в теоретических. 
все.11е;,;оваииях. Она отличается от абсо.1ютной Гауссовой системы не размерностью~ 

а .11ишь ч и с .1 е и и ы м з и а ч е и и е м основных еАИниц; а именно е,11;иница 

э.1ев:тричества (а также и магнетизма) в рациональной системе принимается равноl. 

,~АО.IИ абсо.11ютноii еАИницы электричества (магнетнвма). Хотя б.1аго,11;аря Э<Тояу
у 41t 
в ваков Ку.1ова и в некоторые .ч~угие форму.1ы прихоАИтся ввести знамепате.11ь 41t• 
по вато - и в этом состоит преимущество рациона.1ьиоii · системы - этот множнте.аь-

41t выпа.а;ает из целого ря.11;а основных форму.в теории по.11я, например, из диффереициа.вь
ных уравнениlt АJ!Я скы.врноrо (56) и векторного (183) потенпиала, из формуJ1ы (112)., 
связЬIВ8ющеlf вначепия div D и р, и т. ;,;. 
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% . 
§ 39. Нам:агппчеппе 111агнетпков. Пара-, дна- и ферро-111агпе

'ТИКП. - Подобно тому, как внесение диэлектриков в поле свободных 

:электрических зарядов ( смотри определение этоrо термина на стр. 113) 
вызывает изменение этоrо поля, обусловливающееся поляризацией 

.диэлектрика, так и внесение магнетиков (например, железа) в магнит

ное поле токов вызывает изменение этого поля, обусловливающиеrя 

н а магн и ч и ван и ем магнетика. При этом магн е т и к а м и мы 

называем все способные намагничиваться тела 1, т. е. , иными словами, 
все тела, присутствие которых способно либо видоизменять, либо возбу

.ждать магнитное поле. Подобно тому, как все диэлектрики деполяри

:эуются одновременно с исчезновением внешнего электрического полн, 

·так и б о л ь ш и н с т в о магнетиков, намагничиваясь под воздействием 

.внешнего магнитного поля, по исчезновении этого поля немедленно же 

размагничиваются ( в р е м е н н о е или и н д у ц и р о в а н н о е н а -
магничивание пара- и диамагнетиков). Однако в отличие 

,от диэлектриков 2 существует класс магнетиков (так называемые 

,ф ер ром а г II е тик и), способных оставаться намагниченными и по 

исчезновении внешнего поля ( так называемое по ст о я н н о е н а

],1 а гни ч е ни е ), т. е. способных не только видоизменять своим при-. 

~утствием маr'нитное поле токов, но и самостоятельно возбуждать 

.магнитное поле, независимо от наличия электрических токов ( так 
пазыв. п о ст о я н н ы е м а г н и т ы ). 

1 В еущиости вее мо.териuъпые те.11а об.110.J1;0.ют в той и.11и иной мере мо.rпитпымк 

,щюйетвами (правда, в бо.11ъшипетве е.nучо.ев вееъма е.110.бо выро.жепвыми), то.к что еАИп

-ствепиой пемо.rпитиой ередой, етроrо говоря, лВ.11летея то.11ъв:о вакуум. 
II См. етр. 130. Нв.nепие так ио.зывемоif оетаточиой поляризации, имеющее меето 

,в некоторых диэ.nеsтриках, оробепно в е.nучае заrрязпеиия их nоеторопиими приме" 

,сями, пе имеет по евоей фпзичеекоli природе пич:его общего с остаточным. маrие

-тизмом ферромагнетиков. Оно евязо.но с но..nичием токов утечки и по.nяризациоипых 

-токов (пеоовершенные изо.nяторы), соцающих переро.епредеJ1епие с в об о А пых :1.1ек-

-rричееких во.рядов. 
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Э.щэктрические свойства диэлектриков, как мы убедились в главе П, 

об~сннются наличием в молекулах диэлектрика квазиупругих или твер

дых диполей. Магнитные же свойства магнетиков могут быть 

истолкованы на основе предположения, что в каждой молекуле магнетика 

циркулируют замкнутые элемент ар н ы е то к и (т. е. тони 13есьма 

ыалых молекулярных размеров). Нак мы убедились в предшествующей 

главе ( см. примеры в конце §§ 35 и 36), магнитные свойства элемен
тарного тока полностью характеризуются его магнитным моментом :М 

(ур-ние 194); иначе говоря, элементарный замннутый ток эквивалентен 
магнитном у диполю момента :М:. Подобно тому, rrn.к мерой поля

ризации диэлектрика может служить вектор поляризации Р, равный 

~лектрическому моменту единицы его объема, так и мерой намагни

чен~щ магнетика мы будем считать вектор намагничения 1, равный 
маrцитному момещ-у единицы объема магнетика, или, иначе говоря, 

равный JЭекторной сумме магнитных моментов всех находящихся в этом 

()бъеме элементарных токов: 

l=I]I 216 

( сравни ур-ние 98). По аналогии с электрической поляризацией намагни
чение I можно назвать также м а г н и т н о й п о л яр и з а ц и е й. 

Заметим, что если N ( ю) dю есть число находящихся в единице 

-объема магнетика элементарных токов, направление магнитного мо

~евта И(ю) которых лежит внутри телесного угла dю, то (216) можно 
.заш,сать в следующей форме: 

1 = I:М (ю) N(ю) dю S:м: (ю)N(ю) dю, 2161 

гле интегрирование должно быть распространено по всем возъюжным 

направлениям ю. 

Поллризация диэлектриков Р пропорциональна напряженности Е 

~лектрического поля в них (ур-ние 98'). Магнетики же по характеру 
.завиеимости намагничения их I от напряженности магнитного поля 

И моРут быть подразделены на три различных класса. В так называе

NЫХ пармаагнетиках и диамагнетиках I пропорционально Н: 

l=xH; 217 

значение коэффициента пропорциональности х, носящего на3вание 

(объемной) магнитной восприимчивости и вполне аналогич

ного коэффициенту а поляризуемости диэлектрика, зависит от физи1ю-

18. Основы теории э11октричества. Том I. 
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химических свойств данного магнетика 1• В о с п р и и м ч и в о ст ь У. 

п ар а м а r н и т н ы х тел имеет ( как и поляризуемость диэлектриков) 

пол о житель но е значение, т. е. направление намагниченил I сов

падает с направлением поля И. Д и а м а r н е т и к и же отличаются 

тем, что их магнитная восприимчивость У. отри ц ат ел ь н а, т. е. 

что направление намагничения диамагнетиков п р о т и в о по л о ж н о 

направлению намагничивающего их поля И. Объяснение этого кажу

щегося парадоксальным свойства диамагнетиков будет дано в § 44. 
Наконец намагничение I третьего класса магнетиков, названных 

ф е р ром а r нет и к а ми по латинскому названию важнейшего их 

представителя - железа (ferrum), не только не пропорционально напря
женности поля И, но, вообще говоря, вовсе не связано с ни:м сколько~ 

нибудь простой функциональной зависимостью. Так, например, в ферро

магнетиках наблюдаютсн явления так называемого r и с т е р е з и с а, 
т. е. зависимость намагничения от предшествующей истории 

данного образца ферромагнитного вещества. Это значит, что величина 

намагничения I ферромагнетика зависит не только от напряженности 
И магнитного поля в нем, но также и от того, находился ли ранее

данный образец ферромагнетика в магнитном поле, какова была чис

ленная величина и направление напряженности этого поля и т. д. 

Тесно свлзан с явлениями гистерезиса также и о ст ат очный ил и 

,,п о ст о я н н ы й" м а r нет из м 'ферромагнетиков, заключающийся. 

как уже упоминалось, в том, что после исчезновения внешнего на

магничивающего поля ферромагнетики могут сохранять состояние на

магничения и благодаря этому продолжают возбуждать "собственное"

магнитное поле (,,постоянные" магниты). 

В настоящее время еще нет сколько-нибудь полной и удовлетво

рительной теории ферромагнитных явлений 2, и изучение их, если не 

полностью, то все же в значительной мере находится _еще в стадии 

разыс:нщзания эмпирических занономерностей и соотношений. Коэффи

циент магнитной восприимчивости ферромагнетиков х, равный отноше

нию намагничения I к напряженности поля И (ур-ние 217), не является, 
:конечно (как это имеет место для пара- и диамагнетиков), :кон

стантой, зависящей лишь от химического состава тела, его температуры 

и других физических условий. Огромное количество энспериментальных 

исследований посвящено определению весьма сложной зависимости х от 

i Впроqем в оqевъ сщъвых магвитвых поJiях в парамагнетиках во.бJ1юдае1с11 

так во.зыво.емое в а с ы щ-е в и е иамо.rвиqевия (см. § 44), впоJiне о.в~uогичвое насы
щению nоJiяризации диэJiектриков с твер.1;ыми дипоJiями (§ 23). 

i В § 44 мы приведем вескоJIЪ&О общих сообре.жевий о природе ферро•аrве
тизма. 
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напряженности поля Н; от предшествующей истории данного образца 

ферромагнитного вещества и т. д. В качестве примера укажем, что 

восприимчивость 'Х. м.ягкого железа при нарастании поля возрастает 

с 5-10 единиц до нескольких сотен (х есть число отвлеченное) и 

затем вновь падает, причем значение. этого коэффициента весьма 

существенно зависит от способа изготовлени.я и термической обработюi 

образца металла, а также от незначительных химических nримесей в неr.1. 

Помимо всех прочих обсто.ятельств уже один только факт нели

нейной зависимости намагничени.я I от напр.яженности пол.я И чрез

вычайно усложняет даже формально-феноменологическу'Ю теорию пол.я 

в ферромагнетиках, ибо нелинейность уравнений пол.я влечет за собой 

нарушение принципа суперпозиции полей. 1 Чтобы избежать этих 

усложнений, мы откажемс.я от рассмотрения реальных феррома

гнетиков. Чтобы иметь тем не менее возможность учесть существование 

остаточного или "постоянного" магнетизма, мы введем · в рассмотрение 
"идеализированные" ферромагнетики, предположив, что намагничение 

I этих магнетиков может быть разложено на инд у ц и р о ван но е 

на:магничение хН (x=const.), пропорциональное на

пряженности пол.я И, и на н а м а г н и ч е н и е п о с то .я н н о е 10, от 

напр.яженности пол.я в о в с е н е з а в и с .я щ е е: 

l=I0 +xH, 217' 

где Io есть заданна.я функция точки. Те ферромагнитные тела, 

в которых 10 отлично от нулл, мы будеи называть по ст о .я на ы ми 

магнитам и. 

Таким образом зависимость I от И в идеализированных ферромаг

нетиках остаетс.я лине й ной, и мы получаем возможность пользоваться 

принципом суперпозиции полей. 

Несмотр.я на то, что свойства реальных ферромагнетиков весьма 

существенно отличаютс.я от свойств наших "идеализированных" ферро

магнетиков (как показывает уже сама.я возможность изготовле

ния "постоянных" магнитов из немагнитной стали, размагничивани.я 

:магнитов и т. д.), однако в некоторых случа.ях формула (217') все же 
лвллетсл известным приближением к действительности. Так, например, 
она применима к намагниченной почти до насыщения твердой стали, 

при условии, что изменения внешнего магнитного пол.я достаточно 

малы. 

t Напряженность поля песко.11ьких источников по.11я только в тои с.:~учае равна 

сумме напряженностей полей, возбуждаемых каждым из этих источников в отде.вь· 

костя (п р н il ц н п с у п ер п о 3 и ц и и n о .11 е ii), есл11 уравнения по.1я линейны. 

18" 
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Итак, в отношении заnиси11юсти наиагничения от напряжщшос,:щ 

поля. нужно различать три рода магнетиков: парамагнетики (х= 

= const > О), диамагнетики ( х = const < О) и ферромагнетики, причем 
введенное нами представление об идеализированных ферромагнетика:~ 

сводится согласно (217') в сущности к замене ферромагнетика сово

купностью парамагнетика и постоянного магнита (в строгом CI!IЫCЛI) 

этого слова). Напомним, в заключение, что сколько-нибудь зна1Jит.ещ,

ной магнитной восприимчивостью х обладают лишь ферромагнетики 

(В которых х может достигать сотен единиц), восприимчивость же пара- и 

в особенности диамагнетиков чрезвычайно мала 1. 

§ 40. Уравнения постоянноrо м:аrнитноrо по.1я в м:аrнетиках. -
1. Мы определили намагничение I как сумму магнитных момещ:ов :М 

молекул, находящихся в единице объема магнетика. Этот магнитный 

момент создается элемент ар н ы ми то к а ми, заключенными в мо

лекулах магнетика. Воспользовавшись однако доказанной в §§ 35 и 3б 
экиивалентностью элемеmарноrо тока магнитному диполю, мы в этом и 

следующих параграфах при выводе уравнений магнитного поля б уд е м 

рассматривать магнетик как совокупность магнитных 

диполей ( формальная теория магнетиков). Это, во-первых, даст нам 
возможность непосредственно использовать ряд результатов, получен

ных нами в главе П при рассмотрении диэлектриков, состоящих из 

электрических диполей. Во-вторых, этот способ рассмотрения соответ

ствует историческому пути развития науки о магнетизме. В дальней

шем, в §§ 43- 45, мы покажем, как· надо истолковать полученные 
резу лътаты с точки зрения электронных представлений, и приведем 

доказате~ьства наличия эле:ментарных токов в молекулах маrнеrn,ков. 

По аналогии с уравнениями ( 111) и ( 111 '): 

div Р =-Рсван, Div Р =- сrсван, 

выведенными для диполей электрических, ъ:ожем непосредственно на

писать соответствующие уравнения для диполей магнитных: 

divl=-n 
г .11, 218 

218' 

I Отпошение восприимч11вости х к шютности 1ело. о (то.к называемо.я восприи!

Ч!IВОСТЬ е,;иницы массы) лежит для nо.рамо.rиетиков примерно в оре,в;е.10.х от 10-а ,1;0 

щ-~, о. ,1;.11я ,J;Ваммнегиков - от 10-а до 10-7 С. G. S, единиц. д.Jя ио.11бо.~ее )Щ8а 

магнитного и11 всех веществ - висмута - х равно првб.1изительно 2, }О-~. 
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flдe р м есть объемная плотность С В Я 3 а Н Н Ы Х (фиктивных) магнитltъr.t 

зарядов, а а м - их поверхноетнал nло'rность на повер:хв:остях разд~а 

различных в магнитном отношении сред. Индекс "свзн" мы здесь 

опустили потому, что с в об од н ы х магнитных зарядов не существует, 

так что смешение понятий невозможно . 
. Для "постьлнtпJх" магнитов согласно (217') получаем: 

Полагал 

divl . · divxH + divl0=- Рм. 

divxH =-р:, div Io=-p:,} , + о 
Рм =Рм Рм• 

219 

можем сказать, что плотность зарядов в постоянных :магнитах равна 

сумме плотностей заря,цов индуцированных р: и зарядов постоянньiх 

р~. То же относится, конечно и к зарядам поверхностным: 

D. Н ' D" 1 ° ' + 0 1vx =---" а_.., · rv 0=- ам, а_..=а... а .... 219' 

Предположим. например, что постоянный магнит равномерно на

магшtчен по всему своему объему (10 = const ). Тогда весь по~тоянныR 
магнетизм будет сосредоточен на поверхности магнита (р: = О). Если, 

в частности, магнит имеет форму прямого цилиндра и если намагни

чение 10 параллельно оси цилиндра, то весь постоянный магнетизм 

будет распределен по основаниям цилиндра с поверхностной плот

ностью а:= ::t: I O ( ибо на боковой поверхности цилиндра 10n = О, а вне 

магнита 10 = О). Если, однако, разрезать магнит пополам, то каждая из 

пов~рхностей разреза приобретет характер поверхности разрыва век

тора 10, т. е. на ней "появляется" поверхностный магнитный за
ряд той же плотности а: = :±: I 0• 

2. Чтобы установить дифференциальные уравнения магнитного полл 
Н, разложим мысленно это поле на два составляющих - поле намагни
ченных магнетиков Н' и поле постоянных электрических токов в 

проводниках Н": 

Предположим сначала, что электрических тонов в проводниках нет 

и что магнитное поле таким образом возбуждается лишь постолнными 

магнитами. Поле этих магнитов сводится к магнитостатическому · полю 
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фиктивных магнитных диполей и, стало быть, обладает од н о з н а ч

н ы м скалярным потенциалом ф, По ~налогии с формулой 

r ( 1 ) - s р dV r а dV <р = J Р grad9 R dJ? = с~ + J сва; , 

определяющей потенциал полл электрических диполей (стр. 131), непо
средственно получим: 

f ( 1 ) sp dV j" а dV f=J lgradq R dV= Т+ т· 220 

Напряженность поля намагниченных сред, которую мы обозначили че

рез н•, будет равна: 

il.' = - gra.d ф, 

причем Н' будет удовлетворять уравнениям: 

div Н' = - 'v 2ф = 4пр ... , 

Div Н' = В.12 ,. -Н\,. = 4па.,., 

rotH'=O 

221 

2211 

221 11 

221 "' 

(сравни (54), (20), (31) и (176); наконец тангенциальная слагающая 

И' будет всюду непрерывной (сравни (77)): 

221 ",, 

Что же касается магнитного полл токов Н", то оно всюду непре

рывно(§ 31) и согласно (182) и (185) удовлетворяет уравнениям: 

div Н'' = О, rot Н" = 4пj · 
с 

Наконец результирующее поле токов и магнетиков будет равно: 

Н _:_ Н' + Н". 
При этом И', вообще говоря, будет отлично от поля тех же маrне

mков в отсутствии токов, ибо индуцированное намагничение магнети

ков будет пропорционально напряженности Н рез ул ь т и р у ю щ его 

ПOJIJI · постоянных магнитов и т о к о в: 

1 = хН + 1о = х (Н' + Н") + 10• 
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Однако поле Н' будет, конечно, попрежнему обладать потенциалом 
~ и будет удовлетворять системе уравнений (221 ). 

Приняв во внимание уравнения, которым подчиняются векторы 

Н' и н~, а также непрерывность последнего вектора, получим систему 
уравнений поля Н, возбуждаемого в произвольной среде произвольной 

совокупностью токов и магнитов: 

divH=4пp_.., 

Div Н =.4п а_.., 

4пj 
rotH= --, 

с 

} 222 

223 

2231 

3. По аналогии с вектором электрической индукции D введем теп·ерь 
в рассмотрение вектор м а г н и т н о й и н д у к ц и и В, определив его 

~оотношением [сравни (107')]: 

В=Н+4пl. 224 

Внося сюда значение I из (217') и вводя по аналогии с диэлек

трической постоянной Е (ур-ние 100) магнитную проницаемость 
среды µ: 

µ=-1 +4пх, 224' 
получим: 

В=µН+4п10• 224" 

Значение JJ. в реальных ферромагнетиках, нак и значение х, суще

ственно зависит от напряженности поля Н; однако поскольку мы огра

ничивается рассмотрением "идеализированных" ферромагнетиков 

(стр. 275), мы можем считать JJ. от Н не зависящим. 

Дивергенция В согласно (224) и (222) равна: 

divB=div Н + 4пdiv 1 = 4п(р_.. + divl), 

и, стало быть, согласно (218) обращается в нуль: 

divB=O. 225 

Кроме того из (224), (222) и (218'), или непосредственно из (225) на 
основании (32), следует: 

225' 
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Сравнивал это с соответствующими уравнениями электрического поля: 

divD=4пp, 

DivD=4пa, 

можно сказать, что формулы (225) и (225') выражают собой факт 
отсутствия (точнее несуществования) свободных :магнитных зарядов. 

4. Система уравнений 
4пj 

rotH=--, 
с ) 

В=µН+4п10, 
divB=O, DivB=O, 1 
Н2,=Нн, J 

(} 

представлнет собою полн у ю систему уравнений постоянного магнит

ного поля в произвольной среде. Это значит, что системой ( С) магнитное 
поле определяется однозначно, если только известно распределе

ние электрических токов .i, распределение постоянного намагничения 
в ферромагнитных телах 10 и, наконец, если известно значение маг.:. 

нитной проницаемостиµ (или, чrо согласно (224') сводится к то:му же, 
значение восприимчивости х) в каждой точке среды. 

Предпо.11ожн11 противное, т. е. предположим, что зща.иие11 j, 10 и 11 ваа оnреде
.11енных фуикциif точки, магнитное по.11е определяется неоднозначно, и пусть И, В н 

И', В' суть ,;ва различных: решения системы (01. Внося обе системы решенвif в (О} 
и вычитая затем соответственные уравнения друг из друга, получим: 

t и" О И" И" В" И" } ro = , 111 = , 11, = 11 , 
divB"=O, В"2,.=В"1,., 

с• 

г,~.е И"= И - И' и В"= В - В'. Из равенства ну.11ю rot И" за.ключа.ем ( стр. 216), 
что Н11 есть вектор потенциальный, т. е. что 

Н" =- grad ф", С" 

приче11 потенциа..а ф" непрерывен во всем по.пе. По.11учеинан система ураRиеиий (О') 

и ( С") тождественна (вDJ1nть до обовначеиий) с системой цl.'), ра.ссмотреииой в § 32. 
Ста.по быть, по дока~анному в § 32 решение Н" = И - Н' этой системы 
должно обращаться в ну.в:ь во всех точках ПОJiя, че:11 и доказывается о,;нозначность 

решения системы ( С). 

Так как при 19 = О и j = О система ( С) принимаем вид ( С'), то из 
равенства нулю решения этой последней системы, следует что в от с у т. 

ст в и е то к о в в проводниках и по ст о я н ног о нам а гни

ч е н и я в магнетиках магнитное п о л е тождественна р а в н о н ул ю. 
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Ста.во быть, наличие магнетиков, поеко.льку они не облад8ют по ст о:.. 

.я н н ы м намагничением, лишь в и д о и з м е н я е т поле токов и посто

янных магнитов, в отсутствие которых намаrничение падает до нуля и 

магнитное поле исчезает. 

5. Нак и в случае отсутствия магнетиков задача определения магнит
нtitа поля может быть облеrчена введением: вспомогательной велЕ

чины - векторного потенциала поля А. Однако уравнение ( 181) в об
щем случае произвольной магнитной среды не может оставаться спра

ведливым, ибо rot А, как и вообще ротор произвольного вектора, есть. 
вектор с о лен о и дал ь н ы й 1 и не может, стало быть, равнятьс.11 

векtору Н, дивергенция которого в неоднородной .магнитной среде 

от.11Ична от нуля. Ввиду соленоидальности вектора В (см. 225) мы 
мthк~ однако определить вектор-потенциал А с помощью уравнений: 

В= µH+4пl0 =rotA, div А=О; 22& 

при JL= 1 и 10 =0 эти уравнения совпадают с (181) и (184). Далее, 
образуя ротор от обеих частей уравнения (2261), получим на осно

вании (653): 

rot rot А= - v2 А= rot (µН) + 4тт rot 10• 

В случае неоднородной среды (µ=:Ь const) выражение это оказы

вается довольно сложным; кроме того непрерывность векторов Н и 
В, а в.месте с тем и непрерывность производных вектора А, вообще 

говоря, нарушается на границе раздела сред различной проницаемости µ. 
При этих условиях введение в рассмотрение вектор-потенциала не

может существенно облегчить изучение поля. Поэтому мы не будем 
входить здесь в рассмотрение общего случая и ограничимся лишь. 

рассмотрением векторного потенциала для поля то к о в в одно род

н о й среде ( µ - постоянно) и в отсутствие постоянного магнетизма 

(10 =0)2. В этом случае, приняв во внимание (185), получим: 

4тт µj 
v2A=-µrotH=---- (µ=const), 

G 

· t Нвпомвим, что corJ1acиo даииому иа стр. 221 определению с о J1 е и о и А а J1 ь и ы III 
иазыввется вектор, дивергенция которого во всех точках ПОJIЯ обращается в иуJ1ь;: 
со.1еиоидо..11ъность ротора сJ1едует из (6!'>1). 

t Если ОАИОвремеиио существуют ко.к токи, так и постоянные магниты, т~ 

б.1о.rо.1;аря пpeJi;nOJ1araeмoй нами .пииейиости уравнений поJ1я результирующее по.пе, 
Н 11ожио по.пучить иа.пожеиием по.1я токов (и ии,11;уцироваииого ими ивмо.гвичевия) 
и по.1я постоянных магнитов (и иидуцирозаииого ими иамагничеивя). При опре
J(е.аеиии же по.11я магнитов. удобнее исходить ив рассмотрения ска:в:яриого (о. не век

ториоrо) потеициа.1а этого по.пя ф. 



282 ИАГНЕТИКИ ( НАМАГНИЧИВАЮЩИЕСЯ СРЕдЫ) [гл. v 
------------------- -------- -------

откуда следует (сравни (180) и (1831
): 

А . ~sjdV ( ) с R µ=const. 227 

91;1ределив А, уже нетрудно по формуле (226) найти В и Н; ввиду 

1о = О получаем: 
Н =- B=-rotA=rot- - . 1 . 1 15jdV 

µ µ с ](, 
2271 

Таким образом из выражения для И постоянный фактор µ выпа
дает, так что пр и з а n о л н е н и и в с е r о п р о ст р а н с т в а од IJ о

р о д н ы м м а r н е т и к о и напряженность магнитного поля токов н е 

и з м е н я е т с я, оставаясь такой же, как и в отсутствие магнети1юв 

{т. е. при µ= 1). 
В поле линейных токов (т. е. в сущности, на расетояниях от то

ков, больших по сравнению с их сечением) формула (227) принимает 
вид ( сравни 180'): 

A=µJ ~ds 
с :У R (µ=const). 2271 

Вообще говоря формулы (227) и (2271
) строго справедливы лишь в том 

~лучае, если µ постоянно не только во всем пространстве, окружаю

щем проводники, по которым течет ток, но если и самые эти провод

ники обладают той же самой проницаемостью µ. 
3 Ад А ч А 33. Показать, что (227') строго справедливо для тока, 

текущего по бесконечному прямолинейному цилиндрическому провод

нику, даже в том случае, если проницаемость µ' проводника отлична 
QT проницаемости окружающей среды µ; при этом проводник может 

быть заключен в цилиндрическую оболочку произвольной проницае

мости µ" (изоляция). 
§ 41. Поле nостояипы:х 111аrвитов. Попдеро111оториы:е силы:, 

испы:ты:вае111ы:е 111аrиетика111и. - Магнитное поле постоянных магнитов 

во многих отношениях аналогично электрическому полю с в о б о дн ы х 

электрических зарядов. Действительно, из (2241
'), (225) и (2251

) полу
чаем: 

div µН + 4тт div 10 = О; Div µН + 4тт Div 10 = О, 
QТКуда на основании (219) и (219') 

div µН=4п?:, Div µН=4па:. 228 
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Стало быть, можно сказать, что п о ст о я н н ы е с в я за н н ы е м а г

ни т н ы е заряды р0 и а0 являются истоками вектора µИ 
м м 

( отличающегося от магнитной индукции В на 4п 10), подобно тому как 

электрические заряды являются истоками вектора еЕ (равного элек

трической инцукции D, см. (112) и (112')). 
Уравнения (228) справедливы в любом магнитном поле. Если же 

мы предположим, что поле возбуждается толь к о магнита.ми, т. е. 

что электрических токов в проводниках нет, то поле это согласно (221) 
будет обладать однозначным скалярным потенциалом ф. В этом случае 

аналогия между магнитным вектором µИ = В - 4п 10 и электрическим 

вектором еЕ = D станет полной, так что мы сможем воспользоваться 

всеми результатами, полученными при изучении диэлектриков. Нам до

статочно будет. упомянуть лишь о следующих из них. 

В однородном магнетике (µ = const) взаимодействие точечных 

постоянных магнитных зарядов т0 и то1 определяется о боб щ е н -
ным законом Rулона: 

(µ=const) 

( сравни 191 '), а напряженность поля точечного заряда т0 равна: 

(µ=const) 
mO 

H=µR2 

229 

229:' 

(сравни 191" и 101). При этом конечно под точечным зарядом т0 

нужно понимать достаточно малый участок V объема постоянного 

магнита, в котором р0 отлично от нуля, причем 
м 

Итак, н а п р я ж е н н о ст ь п о л я п о ст о я н н ы х м а г н и т о в в 

однородной среде 1, а вместе с тем и силы попдеромотор

н о г о в з а и м о де й с т в и я этих магнитов, о б р ат н о п р о п о р ц и о

.н ал ь н ы пр он и ц а е м о с т и среды µ ( сравни 105 ). 
2. Механические силы, испытываемые магнетиками в магнитном 

поле, должны сводиться к сумме сил, испытываемых отдельными 

• Однородность среды, строго говоря, означает, что~ имеет одинаковое значе· 
вие во в с е х точках ПОJIЯ магнитов, в том чисJ1е и внутри того материа.1а, из ко· 

тороrо иаготомены сами магниты. 
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магнитными диполями (или элементарными токами), входящими в соетаЬ 

магнетика. Повторяя рассуждения, приведшие нас в§ 25 к формуле (129): 

определяющей плотность сил, испытываемых диэлектриком в поле I, 
убедимся, что объемная плотность сил, испытываемых Магнетиком 

в поле В, выражается аналогичной формулой: 

f=Iv.H. 280 

Внося сюда (217'), получим согласно (224'): 

µ-1 r = Iov.н + хнv.в = Iov.н + 4п вv.н. 230' 

Если по рассматривае:м:о:м:у объему магнети:иа не протекает элек
трических токов 1, то согласно (185) вихрь ве:итора Н в этом объеме 
равен нулю. В этом случае к Н применима формула (130), на осно
вании которой получаем: 

µ-1 
f-:-I0v·H+tfrrvШ 2~0" 

[сравни (129")]. Первая слагающая этой силы отлична от нуля только 
в постоянных магнитах и равна произведению численной величины 10 

на быстроту изменения поля Н в направлении 10 (с~.§ 12). Вторая же 

магающал µ Sп 1 vR2 отличается от соответствующей силы в ди-
Е - 1 

электриках~vЕ2 лишь в том отношении, что µ-1 =4пх положи-

тельно лишь в пара- и ферромагнетиках, тогда как в диамагнетиках 

µ - 1 < О. Стало быть, сила эта у влек а е т пар а - и ф ер р о

м а г н и т н ы е вещества в о б л а с т и н а и б о л ь ш е й н а п р я ж е н

и о ст и п о ля Н и, обратно, ст р е м и т с я у дал и т ь д и а м а г нит

н ы е вещества из этих областей ( сравни § 25). Так ttaк напряжен
tюсть поля обыкновенного стержнеобраэного магнита возрастаеr при 

приближении к его полюсу, то пара - и ферромагнетики (например, 
железо, медь и т. д.) должны притягиваться :магнитом, а. 

д и а :м: агн е тик и (например, в и смут) от тал кивать с я им. Впро
чем, ввиду весьма малой магнитной восприимчивости диамагнитных 

веществ (стр. 276), испытываемые диамагнетиками силы, вообще говоря, 

I И если электрическое noJ1e постоянно во времени, см. ур-ние 273. 
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ве~ь,а ммы. Тем не менее большинство экспериментальных методов 

определения величин х и µ для пара- и диамагнетиков оснощ:що 

на измерении пондеромоторных сил (230"), испытываемых этими те

лами в магнитном поле. 

3. Для изучения сил, испытываемых в поле Н постоянными магни
тами, удобно преобразовать (230) следующим образом. Слагающая плот
ности сил f по произвольному направлению а (а- единичный по

стоянный вектор) равна: 

f a. = f O = а (1 v.H) = Iv. На, 

где ввиду постоянства вектора а мы в праве ввести его под знак диф

ференциального оператора Iv. Так как На. есть скаляр, то согласно 

(6~'} и (662) можем написать: 

f O = 1 gra.d (На.)= div 1 (На)- (На) цiv 1. 

Проинтегрировав это выражение по некоторому объему V, найдем 
слагающую F

0 
общей силы F, действующей на этот объем; восполь-

зовавшись теоремой Гаусса (25), получим: · 

Fa=SfadV=Psln (Ha)dS- rнadivl·dV 
v Jv · 

(цля простоты предполагаем, что разрывов непрерывности векторов 

J и И в поле нет, т. е., другими словами, что магнитные свойства 

среды (µ и х) не прерывно изменяются от точки к точке}. Если 

выбрать границу S объема V тан, чтобы она проходила вне магне

тиков, или, чтобы она охватывала п о л н о е поле, то интеграл по 

этой поверхности обратится в нуль, так что согласно (218) получим: 

F',.=- Jнadivl dV= Jн"Рм dV. 

Тан как это соотношение остается справедливым при любом выборе· 
направления а, то, следовательно, плотность испытываемых магнетиком 

пондеромоторных сил должна равняться 1 : 

f=рм Н. 231 

I Jlerкo убедиться, что .1ц1я р;иэлектриков бур;ет справе)l;J!иво авыоrичиое соот-

ношение • 
f= (Рсвбд + Рс88н) Е, 

т. е. что сца (129) может бнть свер;еиа к си.11а111, испытываемым связаиянми ааря

.1акя ЖRЭ.18J'!рИ~ОВ. 
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Таким образом можно сказать, что на каждый элемент dm = р м d V 

(связанных) :магнитных зарядов :магнетика действует сила 

F=dmH. 2311 

В постоянных магнитах шютность постоянных зарядов р: обынно

веннно значительно больше плотности р~ зарядов индуцированных, так 

что с и з в е с т н о й с т е п е н ь ю п р и б л и ж е н и я для этих магнитов 

:можно положить: 

231" 

Магниты изготомяются обычно так, чтобы постоянные заряды р0_.. 

противоположных знаков были по возможности удалены друг от друга 

и находились в так называемых "полюсах" магнита. На каждый по

люс магнита дейсmует очевидно сила, равная произведению заряда 

полюса 

на среднюю напряженность поля Н в этом полюсе. 

§ 4:2. Взаи:и:ор;ейс:rвие n аквива.лентность токов и магнитов. 

Пощ~;еро111оторвые сш1ы, испытываемые товам:и. - 1. В случае 

немагнитной среды (µ= 1) :мы убедились (§ 35), что поле 
J 

линейного тока силы J эквивале лно полю листка мощности -r = - . 
с 

Если же мы заполним все проетранство однородным магнетиком 

(µ=const=rf: 1), то напряженность Н поля тока, как мы ви
дели, не из м е н и т с я ( стр. 282), тогда как напряженность пол я 
магнитного ли ст к а (который мы можем рассматривать как по

стоянный плоский магнит, проницаемость которого совпадает с про

ницаемостью окружающей листок среды) у м е н ь ш и т с я в µ р а з 
(стр. 283). Стало быть для того, чтобы поле магнитного лиетка остава
валось эквивалентным полю тока, необходимо при изменении проницае

мости среды увеличить мощность листка в µ раз, т. е. положить 

µJ 
!=-. 232 

с 

Нетрудно понять, ч~м именно обусловливается разный характер зави
симости поля листка~ и поля тока от проницаемости среды µ. В поле 
токов магнитные силовые ,1инии либо замкнуты, либо . винтообразны 
(§ 34). Стало быть, при намагничивании среды магнитные диполи этой 
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среды, ориентируясь по направлению поля, будут обрюювывать зам

кнутые (или лишенные начала и конца, винтообразные) цепочки, 
вследствие чего заряды смежных диполей будут взаимно iiейтрали

зовnrься. Подобное намагничение среды очевидно изменения пoJi.iI не 
выэовет. Напротив, магнитный листок представляет собой нарушение 

сПJiошности поля, причем внутри листка направление его поля про.:. 

тивоположно направлению поля тока (рис. 73). Поэтому намагни

чивание среды будет сопровождаться появлением у положитель

ной стороны листка индуцированных связных отрицательных заря

дов - ам , а у отрицательной его 

стороны - зарядов положитель

ных+ ам • Появлением этих заря
,дов, пропорциональных восприм

чивости среды · х, и обусловли
вается ослабление магнитного 

поля листка при увеличении µ. 
Предоставляем читателю в 

виде упражнения дать матема

тическое доказательство этих 

утверждений, исходя из ур-ний 

(219) и (219 ') и рассматривая 
:магнитный листок как совокуп

ность двух зар11женных поверх-

ностей. 

Нто ка Нмагн. 

Р·ис. 73. 

2. Перейдем теперь к рассмотрению пондеромоторных сил, 

испытываемых током, помещенным в произвольную намагничива

ющуюся среду. В немагнитных средах (µ = 1) сила, испыты

ваемая током, определяется напряженностью магнитного поля Н 

(ур-ние 165'), которая при µ= 1 совпадает с индукцией В. Поэтому 

при µ =:/=- 1, когда В =:/=- Н, мыслимы две возможности: либо пондеро

моторная сила, испытываемая линейным током, пропорциональна 

напряженности поля Н, либо она пропорциональна его индукции в_ 

Следующие соображения говорят в пользу второй из этих воз

можностей. 

В § 36 мы убедились, что при µ = 1 магнитный дистоf( мощ

J 
ности -r = - эквивалентен току силы J не только в "актив-

е 

ном" отношении (одинаковость полей, возбуждаемых током и листком), 

но и в отношении "пассивном" (равенство пондеромоторных сил, 

испытываемых током и листком во внешнем магнитном поле). Это 

дает основание предположить, что и- в однородной среде проницае-
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мости µ =I= 1 листок мощности t = µJ• который, как мы только что убе-
с 

J\ИЛись, ~квивалентен току силь~: J в "активQом" отношении, буд.~т 

э~вивалентен ему и в отноше1щи "пассивщ1м". Потенциальная фfJJIЩИЯ 
~ондеромоторных сил, действующих в вакпме на листок задащщiJ 

J1ощности во внешнем поле И, равна (см. стр. 257): 

формула эта, 

в магнитной 

как нетрудно 

произвольной 

убедиться, остается справедлиоо;i и 

среде. Так каJ< мощностJ, эквuQа-

Jiентного току листка согласно 

ние (22411), можем написать 1: 

(232) равна µJ, то, приняв во вин.ма-
е 

U=-· -Н dS=-- В dS. IµJ Ji 
С n С " 

233 

Чтобы листок мощности t = µJ был эквиваденте11 тоJ<у н~ только 
с 

в "активном", но и . в "пассивном" отношении, необходимо до
пустить, что потенциальная функция сил, действующих на ток 

J, также определяется формулой (233). Допущение это, как 

.легко убедиться, рассматривая данный в § 36 вывод формулы 

( 198) из ( 165'), эквивалентно допущению, что сила, испытываемая 

.элементом линейного тока ds в поле В, равна: 

234, 

При µ = 1 В= И u (234) обраща~тсJI в ( 165'). Допустив сцра~ми
вость (234) и обращаясь от линейных токов к токам конечного сеч~ния, 
убедимся, что на элемент объема этих токов действует сила 

234' 

t Та.к как И есть вне m нее noJie·, то 10 в (224") нужно очевв.r.во по.щ:кнть 
равным: ur.iю. 
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l[ сравни ( 170) ]. В конце следующего ш1раграфа мы дадим строгое 

.обоснование формул (234) и (234'), пока же заметим лишь, что они 

.находятсл в полно~~ согласии с данными опыта. 

3. Входящий в выражение (233) поверхностный интеграл может быть 
_распространен, очевидно, по л ю б о й поверхности S, опирающейся на 
Rонтур то1,а L, причем значение этого интеграла будет зависеть лишь 
·от положенил и формы контура тока. Проще всего }·бедиться 

в этом следующим образом. Введем длл входящего в (223) п от о к а 

я а r нит ной инд у .к ц и и через поверхность S обозначение IJI. 
Выразив с помощью (226) магнитную индукцию В через вектор-по

·;rенциал А и применив затем теорему Стокса (175), получим: 

235 

При µ = 1 В= Н, Ч1 = Ф и (235) принимает вид (196'). Внося (235) 
е (233), получим: 

J J 
U=--IJI=-- ~ .А ds. 

. с с~ • 
233' 

'ЧастнЫ11ш случаями этоii фор~1улы при µ = 1 являются уравнения 

'{198) и (1981
). 

Все эти формулы применимы, очевидно, в любой неоднородной маr

~итной среде. 

4. Рассмотрим пондеромоторное взаимодействие двух линейных т о
н о в, предположив, что все поле заполнено однородной в магнитном 

-отношении средой (µ = const), лишенной постолнного намагниченил 
{10 =0). В этом случае вен.тор-потенциал поля А вырш~итсл формулой 
1(227). Повторял вынладки § 36 и принлв во внимание, что А пропор

,ционально µ, мы придем Б следующей совокупности формул: 

!(µ= const) 

( 'Р,. = ~ L,..J, (i, k= 1, 2), ] 

J L,, = L,, = ~ § § ds,;:s, , сравни (201 ), \ 

)! L]1 = ;2 r 5 М; dV'. сравни (206')./ 
1 J v, Р; ) 

236 

tl9 Основы теории э.nекrричества, ТО)(( 1. 
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Потенциальная функция то1юв U попрежнему буд'ОО' определятьсю 

уравнением (207): 

U=U11+U22+ U21=- :2 ({L11J12+L12J1,т2+ ~L.22'/22 ),2з6r 

а обобщенная пондеромоторная сила 61, действующая на токи "в на

правлении" координаты q,, будет определяться уравнением (199'): 

236~ 

Таким: образом в од н о р од н о й м а г н и т н о й с р еде к о эф-

фициенты 

токов L12 
ЦИJI U И 

то ков 6;, 
среды µ. 

взаимной индукции и самоиндукции 

и L 11 , а стало быть, и п от е н ц и ал ь п а .11 ф у н к

п он дером от о р н ы е силы взаимодействию 

прямо пропорциональны проницаемости 

В последнем отношении существует резкая разница между токама 

и по ст о я н н ы :ми магнит а ми, ибо силы взаимодействия фик

тивных магнитных зарядов ( а стало быть, и постоянных магнитов}, 

согласно обобщенному закону Rулона t229) обратно пр опор

ц и он ал ь н ы µ. Объясняется эта разница в поведении токов и 

магнитов, во-первых, разным характером: зависимости поля токов 

и магнитов от проницаемости среды µ (см. начало этого параграфа)~ 

и, во-вторых тем, что силы, испытываемые токами, пропорциональ

ны индукции В, а силы, испытываемые :магнитами - пропорцио

нальны Н. 

С и л ы в з а и м од е й с т в и я м е ж д у то к а м и, с одной стороны 

и по с тоя н п ы м: и ъ1а r нитам и -с другой, заниl\1ают, так ска

зать, промежуточное положение и в однородной среде (µ = const} 
вовсе от значения µ не зависят. Действительно, потенци-

альная функция U тока в заданном магнитном поле пропорциональна 
потоку магнитной индукции Ч1, а магнитная индукция В в поле 1 

постоянных магнитов при µ=const от значения µ не зависит. Стало, 

быть, не зависят от µ и силы, испытываемые токами в этом поле. 

Обратно, силы испытываемые магнетиками (в том числе и постоянныJ\IИ' 

t Точнее, в участках по.вя, J1иmениых постоянного намаrничеиия 10, ибо лишь. 

при 10 = О В = µН, а Н в поле постоянных магнитов обратно пропорцnош1льно

пронпцаемости сре;~.ы 11 (см. § 41). 
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маrnитами) в заданном )tагнипю~1 поле, сог.11асно § 41, пропорцпо
нальны на п ряжен но ст и Н этого поля, а напряженность по.1я 

постоянных токов при µ = const от значения µ не зависит ( смотри 
стр. 282). 

В главе JV мы определили магнитный момент }[ тона формулой (НН): 

ll=JS 
. ' r 

п установили, что ::1:1т1ентарныii тон, об.'Iадающиii :моментом )[, экнп
валентен магнитному дипо.1ю того же момента :М иait в активном (по.1е 

тока), так и в пассивном (испытываемая тоном сила) отношениях. I-iaк 

явствует из изложенного, для того чтобы эта эквивалентность ю1е.1а 

Jreeтo не только в вакууме, но и в произвольной однородной среде 

проницаемости µ 1, нужно положить ыагнитный 111щ1ент тока пропор

циональным µ: 

237 

Нетрудно убедиться, что при таком определении величины :31 фор

мулы (210), (211) и (211'), опредеj1яющие величину сил, испытываемых 
током в магнитно!I( поле, останутся справе;Jдивьши и прн µ =f=. 1. 

5. В заключение заметим сдедующее. Значения характеризующих 

маrnитное поле векторов Н п В могут быть намерены на опыте 

путем измРрения пондеромоторных сил, испытываемых в этщ1 поле н,,_ 

сущими ток проводниками и постоянными 111агнитами (например, ll!аrнтн

ной стрелкой, которую при известных условиях можно рассматрпвать 1,:1.1, 

магнитный диполь). С этой целью удобнее всего воспользоваться ,шбо 

формулой (234), связывающей испытываемую э.1ементом тока сплу F 
t индукцией В, либо формулой (211), связывающей момент пары сил, 
испытываемых элементарны:r,1 замкнутым то1юм пли 11шгнитньш диподе:м 

момента :М:, с напряженностью поля Н. Нонечно, при измерениях 

необходимо следить за те~r, чтобы внесение измерительного прибора (тока 

или стрелки) не влекло за собой сколько-нибудь существенного пю~е

нения измеряемого поля. 

Однако внесение измеритрльных приборов в по.1е возможно лишь 

в том случае, если исследуемый участок его заполнен газообразной 

или жидкой средой. Если же среда твердая, то для возll!ожности 

t Доста.точно, очевn;JJ,но, чтобы 11 было постоянным .в11шь внутри некоторой зам

кнутоi:i поверхности, охва.тывающеii как ток, так и эквиВ8.Jlентны~ ему д1шо.1ь. 

19* 
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измерений необходимо проделать в ней соответствующие отверстия. 

причем, конечно, поле И' внутри этих отверстий будет, вообще говоря, 
отлично от поля И и В в смежных точках твердой среды. 

Нетрудно однако установить связь между И' с одноii стороны 
и Н и В - с другой ( см. задачу). 

3 Ад А ч А 34. - Показать, исходя из (223') и (225'), что напряжен
ность поля И' в средней части длинной и узкой щели, проделанной 
в твердом магнетике, равна н а пр я же н н о с т и поля И в смежных 

со щелью точках магнетика, если эта щель пар алле л ь на вектору И, 

и что И' равно и н д у к ц и и В в смежных точках магнетика, если 

щель пер пен д и к ул яр на вектору И. (Если магнетик обладает 

постоянным намаrничением 10, то предполагается, что вектор 10 па

раллелен Н и В.) Сравни задачу 17, стр. 134. 
§ 43. Вывод уравпепиii 11:агнитиого поля с точхu зрения 

,мектропиой теории магнетиков. - 1. Откажемся теперь от введения 
в рассмотрение фиктивных магнитных зарядов и станем на точну 

зрения современной эле1,тронной теории. Нак уже неоднократно упо

миналось, единственными возбудителями ъ1агнитного поля согласно этой 

теории являются движущиеся элентрические заряды. :Магнитные свой

ства тел объясняются наличием электронов, движущихся по замкнутым 

орбитам внутри атомов и молекул этих тел. До намагничения плоскости 

этих .орбит ориентированы беспорядочным, хаотическим образом, так 

что магнитные поля отдельных молекул взаимно компенсируются; 

намагничение · же состоит в упорядочении направления этих орбит 

под воздействием внешнего поля, благодаря чему векторная суъ1ма I маг
нитных моментов молекул магнетика(см. ур-ние216) становится отличной 

от нуля. :Механизм намагничивания будет рассмотрен в следующем пара

графе, здесь же мы ограничимся выводом дифференциальных урав

нений поля. 

Строго говоря, теорпя постоянных замкнутых токов не применима 

к изучению магнитного поля электронов, движущихся по замкнутым 

орбитам, ибо поле этих электронов не постоянно во времени, а 

изменяется периодически; период изменения поля равен периоду 

обращения элQктрона по орбите. Однако период этот чрезвычайно 

мал и сравним с периодом световых колебаний (10-н-10-15 сек.), 

так что при макроскопических наблюдениях мы воспринимаем лишь 

сред н е е по в р ем е ни значение этого поля. Поэтому при построе· 

нии макроскопической теории мы вправе 1 заменить движущийся 

1 Строгое дfJказа.тельство ~~;опустимости та.в;ои зо.:111:еяы бу,1;ет ,1;0.яо в то:11е П. 
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внутри атома эдектрон постоянным замкнутым током (,,молекул яр

н ы й то к"), постоянное поле которого тождественно со средним за 

время одного периода значением поля электрона. 

В магнитном отношении молекулярный ток, нак и всякий элемен

тарный ток, вполне характеризуется заданием его магнитного момента :М:. 

Поэтому с целью упрощения вычислений мы можем предположить, 

что контур каждого модекулярного тока предстамлет собой окружность. 

Если радиус нругового тона равен а, а сила его J, то, согласно (194): 

В окончательный результат наших вычисдений ни а ни 

J явно входить не будут, так что наше специальное допущение 

по существу общности рассуждений не ограничивает. 

2. Обозначим через Н""""Ро точное "микроскопическое" значение 
напряженности магнитного по.1111; поде это, вообще говоря, испытывает 

резкие изменения на расстояниях, сравнимых с размерами атомов. 

Будем исходить из предположения, что это минросfiопичесfiое поле 

подчиняется основным уравнениям магнитного поля постоянных то1юв 

(182) и (185), т. е. что 

4ттj 
div Н.никра = о п rot H.ltl!Kpa =--== ·--;;-' 

где j 1°сть точное ,.,микрс;>скопическое" значение п.1отности тона в дан

ной точне поля. Задача же наша будет состоять в устаномении уравне

ний мак р о с к оп и ч е с к ого поля, т. е. уравнений, определяющих 

с ред нее значение ве1{тора Н.,шкро в физически бесконечно малом 

объеме (см.§ 21, уравнение 109). При выводе этих уравнений мы должны 
усреднить значения Н.,шкро и по времени и по пространству. Усред

нение по времени нами уже выполнено заменой движущихся элек

тронов зашшутыми постоянными токами; остается выполнить усреднение 

по пространству. Обозначим через Н ... икро среднее :макроскопиче
ское значение вектора Н. Так как, согласно (109'), среднее значение 
производных по координатам равно производным от среднего значения 

дифференцируемой величины, то из микроскопических уравнений поля 

следует: 

cliv Нмикро = О, 238 

-Н _ 4тт J .1шкро 
rot м1t1'ро - --

с 
238' 
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В последнем уравнении ]щii.po есть средняя плотность то1,а в фи
зически бесконечно малом объеме; она, очевидно, слагается из плотности 

,,мпкроекопичеекого" тока проводимости j,ip, носителем 1юторого явля
ются "электроны проводимости" или свободные электронw в металлах 1, 

и из плотности 1'аги молеr,улярных то1шв в молекулах магнетиков: 

• • f • 
J = .J np Т J.пагн• 239-

Среднее значение J,,p представллет собой очевидно ни что иное, 
как обычную плотность j .:11 а к р о с к о п и ч е с r, о г о электрического 

тоnа в проводюшах: 

j"p=j. 239 

Длл того же, чтобы определить J.оtагн рассмотрим некоторый физи
чес:ю1 бесконечно !llaлыiI объем магнетика Л V, ограниченный поверх

ностью S. По определению (см. 109) 

i.11aгu Д rт = r j .!tll2H (l v. 
J,н· 

Счпта,л все ~юлекуллрные токи линейным и 2, можем 1:огласно (167) 
написать: 

Стало быть 

J ЛV=~Jds=J~ds, 
д~· ду 

рас

(для 

где суммирование должно быть распространено на все 

по:юженные в объеме д Г элементы ъюлекуллрных токов 

простоты предполагаем, что все эти токи обладают одинаковой 

CIL10Й J). 
3. Если какой-либо элементарный ток цел и к ом расположен 

внутри объема д V, то векторная сумма всех его элементов ds 

I А также ионы в э.11ектролитах, ионизированных газах и т. п. 

2 Это допустюю потому, что размеры физически бесконечно ма.1ого объема д V 
по определению значите.1ъ110 бо.1ьше размеров молекуя, а стало быть, и раз!1еров 

мо.1gку.11ярных токов. 
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-будет равна нулю (ибо ток захкнут). Стало быть, сумма ~ ds све-
ду 

_детсл к сумме элементов тех молекулярных токов, которые р а с с е-

кают с я поверхностью S, ограничивающей объем д V, и таким образом 
.лишь ЧW;тью находятся внутри д У. Далее, если поверхность S рас
,се~.ает какой-нибудь из круговых токов по хорде АВ (рис. 74), то 
ве1,торная сумма элементов ds этого тока, лежащих внутри поверхно
стей S, будет очевидно равна замыкающей хорде АВ. Стало быть, если 
.:эта хорда АВ по величине и напрамению равна s, то I ds = s. 
Ве.шчина 11 напрамение вектора s будут зависеть от напрамения 

:плосиости тока, ноторая характери

зуется направлением перпендикуллр

iНого к ней вектора )1, и от расстояния 

, , 
' I , 

1 

В' 

s 
;-----А 

Рис. '?4. 

, 
I , , 

1 

' в w::-, __;;;~;'-!-'f 

Рис. 75. 

:центра тока от поверхности S. Пусть ltl составляет с вне ш ней 
нормалью n к поверхности S угол r.p, и пусть центр тока О находится 
на расстоянии 00' =х от поверхности S (рис. 75), причем х мы бу· 
.дем считать отрr1цательным или положительным в зависимости от то1'0, 

находится ли О nнутрп или вне S. Проведем через O(J плоскость, 
перпендикулярную АВ; точку пересечения ее с АВ обозначим через 
.Р. Угол ОРО' между поверхностью S и плоскостью тока равен углу 
.между нормалями к этим плоскостям n и JI, т. е. равен r.p. Поэтому 

х 
ОР=-. -· 

SШW . 
Далее, таr, как ОА и ОВ равны радиусу тока а, то 
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Рассмотрим теперь совокупность молекулярных токов, напрамение

маrнитного момента М которых лежит внутри бесконечно малого те

лесного угла i!(I), Число этих токов в единице объема магнетиюu 

обозначим через N(ro) dro; .число же таких токов в слое толщины d:v 
и основания dS, находящемся на расстояни1,1 х от элемента dS по ... 
граничной поверхности S, будет равно: 

N(ю)drodSdx. 

Если 

- а sin tp < х < + а sin t?-, 

то все эти токи будут пересекаться пограничной П(}Верхностью S по равным. 
и параллельным хордам s. Стало быть, абсолклнаа величина суммьп 

относящихся I{ этим токам членов суммы J"'i. ds буд-ет равна: 

JI а2 sin2 w-x2 

J! Ids J =Js N(<o)dro dS llX= 2J . · N(1iJ)dш dS dx. 
Slll (fJ 

Интегрируя это выражение по х от - а sin ~ до + а si:rr (fl, получим~ 

значение соответствующей суммы для всех токов, пересекае111ых:. 

элементом граничной поверхности dS, направление магнитного момента. 
которых лежит внутри угла dro 1: 

JI "'i. ds ! = 2 J N(ro) doo dSr+a sin 'f J/ а2 si~2 ср-х2 dx= 
J - а sin 'f SШ Cf 

= N(ro) dro dS-Jтra2 sin 'f = N(ro) 1lro dS,cM sin 'f· 

Чтобы определить направление ве1<тора J"'i. ds, относящегося к тока!\!! 
указанного направления, заметим, что хорда s каждого тока лежиr 

как в плоскости элемента dS, так и в плоскости самого тока, и следова
тельно, перпендикулярна как n, так и М. Стало быть, s, а вместе

с тем и J"'i. ds, должно быть параллельным.± [11 :М:]; из рассмотрения~ 

I Применяем формулу: 

5 Jlb' - x1dr = ; ( bi arcsiu : + х уь2 х2) . 
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рис. (74) и (75) следует, что знак здесь нужно выбрать положительный,_ 
Так нак, с другой стороны, 

J [n JI] 1 =.J,fsin !fi, 

то последнее уравнение ~южно записать в векторной форме так: 

J"'i., ds = N(<o) dw,dS с [nM] =с [dS ]1] N(ro) dro, 

где, как обычно, вектор dS считается направленным по внешней норма.,111 n_ 
Чтобы получить полную сумму элементов ds длины токов, отсе

каемых элементом граничной поверхности dS, достаточно, очевидно,
проинтегрировать последнее выражение по ro; на основании (21.?'} 
получим: 

J"i.ds =С Iras_M] N(ro)clro =С [dS, Jм N (ro) 1001 =С [dS 1]. 

Ншюнец полная сумма всех элементов ds длины молеку лярныхr 

токов, отсекаемых всемп элемента11ш замкнутой поверхности S, будет, 

равна: 

.J.11огп ~ V =J~ ds=c f [dS 1]. 
ду s 

4. Чтобы преобразовать это выражение, помножим обе его частп на. 
произвольный, но постоянный по величине и направлению, вектор а:. 

aJ ~V=c~a[dSl!=c ~[Ia]ilS=c~[laJnllS . 
• 1102п ~s ~ ~s 

Разделив обе части этого уравнения на с .1 V и применив теорему:· 

Гаусса (25), получим: 

.!. а} = д\, f (1 a]n dS = дlV [ div [1 а] d V. 
С .нот S J дV 

Правая часть этого уравнения представляет собой, согласно (109), 
среднее значение выражения div [1 а] в физически бесконечно мало111, 

объеме д V. Стало быть, понимая под 1 ( без штриха вверху), 

среднее значение намагничения (что соответствует самому смыслу· 

понятия намаrничения), можем написать: 

1 • d" [1 ] -it - 1' • с ,J .нот - ~ а · 
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IlpifНIIB во внимание постоянство вектора а, на основании (67) получим: 

1 -
-а. j .. ~ =a1·otl-Irota=arotl. 
С -аг= 

Э1·0 равенство может иметь место при дюбом выборе направ.тrения: век

тора а дишь в том сдучае, если 

1 ,· 
с J .uагн = rot 1. 239" 

Таким образом среднял объемная плотность мо.,шкуля:рных токов, цир

кул11рующих в молекудах магнетиков, пропорц1юнмьна ротору намаrни

чення. В частности, если намагничение постоян:ю, то средняя 

,.шютность этих тоrшв равна нулю, в чем легко убедитьсл и непосред-

ственно, рассматривая:, например, объем д. V кубической формы. Бла
годаря: постолнству вектора I противолежащие грани куба будут 

рассекать одинаковое число моле1;:улярных токов данного направденил М 

и притом та~,, что участки этих тоr-юв, отсеченные одной гранью, 

будут, в среднем, как раз дополнлтьсл до полного замкнутого кон

тура участка.ми, отсеченнымп гранью противолежащей. Стмо быть 

. векторная сумма отсеченных участков будет равна нулю. 

5. Вносл (239), (239') и (239") в (238') получим: 

rotH = 4п:,j+4тrrotl 
.1111и:ро С 

;или 

(
- _ ) 4nj 

rot Н -4"I =~· 
.11ин:ро С 

24,0 

Э1·0 уравнение вместе с (238) и представллет собою исrюмую систе111у 
:уравнений макроскопического магнитного полл в магнетиках. Они 

совпадут с уравнениями (223) и (225), по.'Iученнюш нами п § 40 
,путе~1 уподобленил молекул магнетиков магнитным диполям, если мы 

.положим: 

241 

Действительно, в этом случае (238) примет вид: 

divB=O, 

что совпадает с (225). Далее согласно, (224), получим: 

Н -4пl=В-4пl=Н 
.1iuicpo 

241' 
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(где Н есть напряженность макрос к оп и ч_е с к о r о поля), так что 
4 . 

(240) примет вид rot Н = -3!., что совпадает с (223). 
с 

От:uетим существещ1ую разницу харцктера связи между микро

н макро-значениями величин, характеризующих, с одной сторощ,1, 

.по,1е электрическое, с другой стороны поле магнитное. В § 22 мы убе
дились, что средняя напряженность микроскопичеСКQГО электричесl)оrо 

.поля Е ми"ро равна на п р я ж е н н о ст и поля макроскопического, тогда 

1-:ак, согласно (241 ), средняя напряженность Н-"и"ро микроскопи

ческого 111аrнитноrо поля равна вектору индукции В поля макро

скопического. Было бы несомненно более последовательным и пра

ви.1ьным изменить названия величин, характеризующих макроскопи

ческое магнитное поле, и назвать вектор В (средней) напряженностью 

поля, а вектор Н - индукцией поля. Вместе с_ тем при таком слово· 

употреблении было бы ·выявлено физическое сродство вели

чин Е и В -- с одной стороны, и величин И и D -- с другой 1, тогда 

мак, напротив, при ф о р м ал ь н о м сравнении уравнений эле1сrриче-

ского и магнитного поля: 

divD=-4пp, divB=O, D=Е+4пР, 

4пj 
rotE=O, rotH=-, В=Н+4пl, 

с 

создается впечатленпе о сходстве величин Е и И - с одной стороны, 

и D и В - с другой. Однако обычное словоупотребление (В - индукция, 

Н - напряженность), как мы убедились в § 40, вполне естественно 
с точки зрения прежних теорий, отождествлнвших 11юлекулы маrне

тююв с магнитными диполями, и настолы,о укоренилось, что мы при

нуждены его придерживаться. 

6. От;,ютим в з~шлючение, что с точки зрения изложенной в зто111 

лараграфе электронной теории магнетиков, становится вполне ясным 

физический смысл уравнения (234). Согласно формуле Лоре н т ц а 

(213), механическая сила, испытываемая движущимися электронами 

в магнитном поле, определяется н а п р я ж е н н о с т ь ю этого поля. 

Стало быть, сила, испытывае)1ая несущим ток проводникам, должна 

'Эrо сродство проявлятся, в частн()сти, в том обстоятельстве, что при четы:рех

мерноii формулировке уравнениi:1 электромагнитного по.пя в теории относительности 
ока.зы:ва.ется необходимым объе;щннть векторы Е, В и Н, D попарно в .1;ва. четырех· 

нерны:х тензор~ 2-го ранга. 
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опре,ll,еляться с р ед н е й на п р я ж е н н о с т ь ю м и к р о с к о п и ч е

с 1r ого поля, т. е., согласно (241), индунцией поля макрос ко
пи ческго. 

§ 4'4-. Э.~ев:тронная теория намаrничивания. - В предыдущем. 

мы убедились, что как теория магнитных диполей,так и теория моле

кулярных токов приводят к одной и той же системе уравнений ма!iро

скопического магнитного поля в магнетиках. Из этого обстоятельства,.. 

казалось бы, можно сделать вывод, что в пределах м акр о с к о п и -
ч е с к и х наблюдений обе теории должны одинаково хорошо исто.vю

вывать данные опыта, и что преимущество электронной теории може'l:' 

заключаться лишь в том, что она сводит все источники магнитного. 

по.111 к ед и ной категории электрических токов (движущиеся элек

трические заряды). 

Однако изложенная нами в предшествующих параграфах теориа 

магнетиков еще не полна, ибо мы пока оставюш открытым вопрос О· 

молекулярном механизме на111агничивания и .шшь чисто формально вве.1и. 

уравнения (217) и (217'), определяющие зависимость намагничени11 I 
от напряженности поля Н. Обращаясь же теперь к рассмотрению 

механизма намагничивания магнетиков, мы убедю1ся, что электронная 

теория весьма просто истолковывает такие явления, как диамагнетизм 

и магнитно~механические эффекты, которые совершенно не унладыва

ются в рамки теории магнитных диполей. 

1. Так как согласно электронной теории магнитные свойства атомов. 
и молекул обусловливаются движением электронов в них, и та~< как 

электроны обладают не только зарядом, но и массой, то каждая моле

кула, обладающая магнитным моментом М, вместе с тем должна обладать 

также и некоторым механическим моментом кодичества движения К. 

Нан мы сейчас увидим, К пропорционально :М и может равнлтьсJГ 

нулю лишь в том случае, есди и :М: равно нулю. 

Предположи11I для простоты, что ядро атома О неподвижно. ПустL
R есть [радпус-ве({Тор, проведенный из О к электрону, скорость ното
рого равна v. По определению момент количества движения, илк 

момент вращения этого электрона относительно точки О, равен: 

dS 
K=m [Rv]=2m·dt' 

dS 

24~ 

где m· есть масса электрона, а dt -его секториальнал скорость, т. е. векто-

риальная величина площади, описываемой радиусом вектора R за еди
ницу времени. Предположим, что электрон движется в поле центр ал 1,-
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~ ы х сил, центр которых совпадает с О 1• В этом с.11учае, как 

извесnю, вектор :К остается постолнным по величине и направлению 

:n течение всего движения материальной точки (электрона). 

С другой стороны, как указывалось в начале предыдущего пара-

1Графа, если ограничиться рассмотрением с р ед н е r о п о в р ем е н и 

.}fаrнитноrо полл электрона (за времл полного периода его движения), 

то можно заменить движущийсл внутри атома электрон постолнным 

-током J, контур которого совпадает с орбитой электрона, и магнитный 
_момент которого, стадо быть, равен ( см. 194 ): 

JS 
М=·-~, 

с 

где S есть площадь орбиты электрона 2• Силу эквивалентного электрону 

тока J можно определить следующим образом. Пусть Т есть период 

,обращения электрона по орбите. За каждую секунду электрон про-

ходит через каждую точ~.у орбиты ~ раз; стало быть, за 1 секунду 
·через каждое сечение эквивалентного то~.а должно проходить коли-

е 
·чество электричества, равное Т , где е есть заряд эдектрона. Стало 

.быть, 

и 

е 
J=-

1' 

,
1

_ eS 
д - сТ . 

s 
Отношение Т равно средней секториальной скорости эле~.трона по 

орбите; так как эта скорость при движении в поде центральных сил 

.постолнна (за~.он площадей), то 

е dS 
и М=--;; dt' 

I В первом приближен11н это ;в;ействите.пьно имеет место не только в атоме 

,вщорода (г.1;е Кулоново поле я,;р~ строго центрально), во и в большинстве более 

~ложных а.томов, бла.года.ря шаровой симметрии ра.сп~ложеиия внутренних с.поев элек

,:ронов в этих а.томах. 

~ Строгое ;в;ока.sа.тельство допустимости та.кои за.мевы бу;в;ет ,;а.но во 11 томе. 
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или на основании (2,l,2) 
е 

:М=--К J. 
2тс 

[r.1. v-

243 

Итак магнитный моll!ент }I постоянного тока, эквивалентного движуще
муся электрону, действительно пропорционален )Юменту вращения 

электрона К. 

Заметим, что, так как заряд электрона е отрицате.~ен, то ве1пор :М 

н а п р а в л е н п р л м о п р о т и в о п о л о ж н о К. Это соответствует · 
тому обстоятельству, что току J, эквивалентному движущемуся элек

трону, приписывается направление, прямо противоположное движению. 

электрона (ибо направление тока условно считаетсл совпадающим с 

направлением движения положите.r~:ьных зарIJдов). 

Если в атоме или молекуле имеетсл не один, а несколько движу

щихся электронов, то 1, :каждому из них применима формула (243)" 
Очевидно, что результирующий магнитный момент Лрез всей молекулы 

n целом, т. е. векторная сумма моментов отде.1ьных э:1ектронов, будет· 

свлзан с резулътирующи;11 ыоментом количества двнжения Креа подоб

ным же соотношениеlll: 

Мреа = \1 :М =
2 
~ Крез• i.J · те 243' 

Все атомы и моленуды могут быть подразделены на два класса, в. 

зависимости оттого, равен ли ю:ш не равен нулю результирующий мо

менr молекулы (в отсутствне внешнего магнитного поля). 

Нак мы увидюr, молекулы первого 1,дасса (Мрез = О) обдадают д па -
м а r нит н ы ми свойствами, молекуды же второго к.1асса (Мреа =!=- О) -
свойствами ферро- и параъ~агнитны:ми. 

2. Рассмотрим сначала возможно простой случай, а именно случай 

г а з а, модеку лы которого состоят из ядра и о д н о г о электрона ( ато
марный водород). В отсутствие внешнего магнитного подл электроны этих 

атомов движутся в поде центральных Кулоновых сил ядра и, стало быть, 

моменты К и :М каждого атома остаются постоянными по величине 

и направлению. Напраменил же мо:ментов отдедьных атомов будут 

распредедены хаотически, так что намагничение газа будет равно 

нулю. Возбудим теперь внешнее поде Н. Заменял попрежнему движу

щийся электрон эквивалентным постоянным током, убедимся, что на 

t Уравнение ато остается справе.11J1ивы111 также и в то11 с;~учв.е, ес.1и ,;еlствующне на 

э:1ектрои свJ1Ы ие ЯВJ1яется центральнЫ111и. ОJ\Нако в атом с.1учае :И в :К:, вообще говоря, 

суть выичины переменные, зависящие от времени. 
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контур этого тока в поле И будет действовать пара сил, момент liО

торой N, согласно (211) и (243), окажется равным: 

N=[MН]= 2:W !КН]. 24-4 

Мы :може:r.1 истолковать это равенство в том смысле, что N равно :мо

менту сил, стремящихся повернуть плос~юстъ орбиты элентрона, сов

падающую с плоскостью эквивалентного тока J 1• 

Если бы молекулы газа были сравнимы в магнитном отношении 

с "твердыми" :r.~агнитными диполями, то под воздействием пары сил N 
эш диполи стремились бы установиться по направлению поля и стали 

бы по инерции совершать маятникообразные колебания около этого 

направления И. В резудьтате направления 11юментов диполей, сов

падающие с И, получили бы преобладание, и газ намагнитимя бы 

(парамагнитный эффею). Совершенно иначе будет обстоять ;:(е.10 

в том случае, если :магнитные свойства атомов обусловливаются ;:(ВИ

жением электронов в нем, ибо в этом случае каждый атом будет· 

обладать определенным моментом количества движения К и, стало быть, 

будет подобен в механичес1юм отношении вращающемуся во.-~чку пли 

жироскопу. Известно, что если на вращающийся волчок начинает 

действовать пара сил, момент которой перпендику.1ярен оси во.1ч1ш, 

то ось эга начинает пр е ц е с с и ров ат ъ вокруг направления сил" 

причем угол нанлона оси i. направлению сил нс и з мен я е т с J1J 

(сравни прецессию тяжелого волчка в поле сил тяжести). 

Сог.11асно известной теореме механики, под воздействие)! пары сил 

момента N конечная точка вектора момента ноличеспа ;шижения К. 

- - - (/К 
материальнои системы перемещается с линеинои скоростью -clt 

равной N: 

Введя обозначение 

можем написать: 

dK е 
-=N=--[KИJ. 

dt 2тс 

е 
о...:._--Н 

2тс ' 

dK 
--=(оЮ dt ,. 

I В конце этого параграфа мы покажем, что с,~:е.11.ствпя, вытекающие из этого, 

11стол1,ов:1нпя, совпадают с резу.ilыатакп строгого ро.сскотревия вопроса. 
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Из этого уравненил следует, что вектор К будет вращатьсл около 

направления о с угловой скоростью о, или, иными словами, будет вра

щаться с угловой скоростью, определлемой по величине и направлению 

~вектором о. Так Kaii вектор К можно считать направленным по нормали 

1, плоскости орбиты электрона (ибо мо111ент количества движения, соответ

ствующий прецессионному движению орбиты, исчезающе мал по срав

>нению с моментом количества движенил электрона по орбите), то это 

:значит, что при возникновении магнитного полл Н орбита электрона 

;:начинает п р е ц е с с и р о ват ь вокруг направленил полл с угловой 

-скоростью о, 1 причем у r о л н а кл о н а п л о с к о с т и о р б и т ы 

.к полю о стаетсл неизменным. 

3. Из последнего обстолтельства следует, что если до возникновенил 
щолл направленил осей атомов были распределены хаотически, то 

н 

-------_.,- --------
.{ .... -- -- -----

:м 

лМ 

Рис. '16. 

'1 

к 

и в магнитно11r поле векторнал 

сумма моментов :М: отдельных ато

:1юв должна остатьсл равной ну

лю. Стало быть, намаrничение 

газа, повидиr.юму, не должно иметь 

111еста. Однако этот последний вы

вод не верен, ибо если даже 

ориентацил осей молекул и не 

упорлдочитсл, тем не менее пре

цессил орбиты электрона с угло

вой скоростью о равносильна до

бавочному вращению электрона 

с той же угловой скоростью; ста

ло быть, благодаря этой прецес

сии, атом приобретает некоторый 

добавочный магнитный момент 

Л}}I, Так как о направлено па

р алле л ьн о полю Н (что 

лвствует из (245) ввиду того, что 
зарлд электрона е < О), то напра-
вление прецессии электрона со

·ставллет с векторо:11 Н правовинтовую систему. Следовательно, напра

вление "добавочного" тока д J, эквивалентного этому прецессионному 

,движению отри ц ат ел ь но r о электрона, будет составллть с векто

:РОМ Н лев овин то в у ю систему. Стало быть, добавочный магнитный 

t 3а111етим, ч:то оптич:ески эта. прецессия сказывается в так называемом эффекте 

.Зеемана, sак.11юч:ающе111ся в расщеплении спектра.1ьных .11иннii в 111аrннтно111 по.11е. 
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:моке~r д :М: будет направлен пр от и в поля И ( см. рис. 76). Таким 
образом результирующий магнитный момент всех атомов, находящихся 

в единице объема газа, т. е. намагничение газа 1, будет направлено 
против поля; иными словами, магнитная восприимчивость газа х бу

.7\ет отрицательной, а газ - д и а м а г н и т н ы м. 

Итак, электронная теория магнетизма позволяет весьма просто 

объяснить явления диамагнетизма, совершенно не поддающиеся nстол

нованию на основе гипотезы магнитных диполей 1, и сводит эти явле

ния к прецессии электронных орбит в магнитном поле. 

Все изложенное остается вполне применимым и · в том случае, 

€СЛИ в состав ат-ома входи'Р не один, а несколько :элек· 

трон о в. Действительно, согласно (245) угловая скорость прецессии 

о мектронных орбит вовсе не зависит o·r их формы и размера; стало 
быtъ, ь магнитном поле совокупность орбит всех электронов атома 

<5удет прецессировать как одно целое с тою же скоростью о, как 

€СЛИ бы каждая орбита была независима от других. 

Лиыеииое вио.чеине див.магнитной восприимчивости газо. может быть опр0.1,е.аеио 

,слеА}'ющим обро.вом. Пусть р есть среднее зо. время одного оборота по 

-орбите расстояние электрона. от по.ро.ллелъноu вектору Н оси прецессии, проходящей 

через ядро о.тома. Добавочный магнитный момент д М:, создаваемый прецессией 

.в.аевтрОно., можно считать равным маrиитному моменту эJiектрона, обращающегося около 

оса прецессии с угловой скоростью ·о .. Полагая соответственно этому в фор:иуле, 
2tt 

прввеАеииоll на стр. 301, s = 1t р2, о. перво~ прецессии т равин• о' по.11учнм: 

S 2 2 
д 1.1'f = ~ = ер о = _!!__ Н 2. 

сТ 2с 4тс р 

То.& к~ш вектор дМ: по доказо.нвому но.про.вдев обратно вектору Н, то намо.гин

чение I еАОницы объема будет равно: 

е2 Н --
1 = N .дм= - N-- р2 4tnci ' 

r,;e N есть число о.томов в единице объема rаво., о. черта но..ц F2 оаиачо.ет среднее 

.значение этой ве.11ичины для всех N о.томов газа. Сто..110 быть, мо.rнитная восприим

чивость газа х, соrло.сио (217), окажется равной: 

I Ne2 --
У.= И= - 4mc2 f 2

• 
246 

I Ибо, сто.в но. точку зрения этой гипотезы, мы должны быди бы допустить, что 

магнитные ,11;ипоm в дио.мо.гнетнках поворо.чпво.ются п р о т и в действующих но. иих 

еи.11 мо.rиитного по.11я, 

:20. Основы теории электричества, том 1. 
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ECJJи же в состав атома входит не _один, а неско<1ыtо (например, п) акектровов, 

то воспривмчивос!ь 11 будет, очевидно, равна: 

246. 

1·,11,е р, есть cpeAUee расстояние -i-ro ЭJ1ектрона от осн прецессии. 

Заметим, что диамагнитная восприимчивость х всегда весьма _мала 

по сравнению с единицей. Чтобы оценить порядок ее величины, .поло

жим в (246) р =0,5-10-8 см (что соответствует, примерно, радиусу 
орбиты электрона в водородном атоме) и N = 2, 7 · 1019 (числ<,> молекул 
в 1 смз газа при 0° С и нормальном давлении). Вqспользов~mиеь, 

кроме "Iого, известными значениями универсальных постоянных. е, т и с. 

получим: 

Х=-5· 10-11 , 

что действительно соответствует порядку величины экспериментальн~, 

определенных значений восприимчивости диамагнитных газов. · 
4. Из вышеизложенного следует, что если в состав всех атомов 

и молекул входят движущиеся электроны, то все они должны обJJадать. 

диамагнитными свойствами. Нак же, однако, в .таком слулае объяснить. 
существование парамагнитных веществ 1 и, в частности, парill\lагнит~,:~х. 

газов (таковы газы · 0 2 и NO)? Все дело в том, что в· парамагнитных 
телах неизбежный, но весьма слабый диамагнитный эффект

прецессии электронных орбит м а с к и р у е т с я значительно б о л е е 

с ильным парамагнитным эффект ом, о6условленным упоря
дочивающим воздействием магнитного поля на орnентацию м~гни'Л:i:ых 
осей атомов. Правда, мы убедились, что наклон орбиты элеitтр'она к 

направлению поля не должен изменяться при возникновении или 

возрастании поля. Однако это справедливо лишь постольку, поскольку 

мы до сих пор в сущности ограничивались рассмотрением свободных 
и.iпi nзолированных атомов или молекул, и вовсе не учитывали в sa й 'м О-'
д ей ст в и я молекул. в случае идеального газа взаимодействие моле~ 
кул сводится к соударениям их между. собой. Что существенно нового 
приносит учет этих соударений? 

При каждом соударении нацравление оси молекул будет, вообще 

говоря, изменяться, причем, как мы сейчас покажем, в результате воз

действия магнитного поля после достаточного числа соударений получат· 

I Рассмотрение ферромагнетиков ОТ&Jlадываем АО конца параграф1', . 
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nреобладание направления· осей;:. приближающиеся . к направленищ 

ноля JI. А это и значит; что rlJ,3 ·намагнитите.я в направлении полл 
(парамагнитный эффект). 

Акт соударения :молекуд настолько сложен, что мы не :можем -про
следить его во всех деталях. Однако :мы можем учесть влияние 

соударений, прибегнув к помощи общи:х принципов статистической :меха

ники~ В § 23, при рассмотрении пол.я:ризации диэлектриков с,твердыми 
дипdлilми, нам уже пришлось восnоJiьзоваться так называемой те о р е .. · 
м о й Б о л ь ц :м ан а в ее применении к консервативному полю см. 

Теорема эта :может быть сфор:мул.ирована в бол~ общей форме так, 

чтобы она была применима и: к неконсервативно:му полю ср.л (в нашем 

случае к полю магнитному). В этой форме теорема Боль ц :м ан а гласит: 

заiюн раtrtределени.я :молекул IIO разл~чны:м соето.яниJi:м'вслучае нэличия 
ВПеIПН:еГО ПОJIЯ СИЛ ОТЛИЧаеТСЯ: ОТ закона ИХ раt:пределеНИ.Я В отсут .. , 

f • • • ,дd- . 
ствие этого пол.я :множителем е - kT, где д U есть ;5авис.ящее о.т 
состояния :молекулы приращение ее внутренней (потенциальной или 

кинеtнчёской) энергии в рабс:матрi~ваемо:м поле сйл, Т ...::....абсолютна.я 
температура и, наконец, k -униuерсальна.я постоянна.я Больцман а 

(k = 1,37 · 1 О - 16 г:U~). Иными словами,. те_оре:ма Больцман а утвер:
ждает, что вероятность данного состояния молекулы тем больше, чем 

м е н ь ш е его . энергия, что находите.я в непосредственной св.язи с 

;е~д~н~ией всех видов э'нергии. переходить в энергию. тепловую .. 
. }Iы nр~меним теорему Б о л ь :ц м ан а к вычислению расriрёделенюi' 

магнитных осей одноатомных моле~ул газа по раз.ли~ным напра-' 
влениям. 

Нонечно, необходимым условием применимости теоремы Б о л ь ц -
:м ан а .являете.я сама.я возможность из:менени.я состояния молекул 

(в· данном . случае направления их осей). при возбуждении пол.я ( в р.~~':" 
ном елучае :магнитного). Нан:. мы видели, направление осей молекуn 

:мощ~т- изменяться лишь при наличии взаимодействия. (в. частности, 
соударения) молекул; в . противном случае теорема Б о л ~ ц м а на 
бьiла бы не при.менима .. 

, Прежде 13cero нам нужно определить изменение д U энергии атома 
в магнитном поле 1 • Изменение это сводится очевид~о J{ изменению 

.. • .?илы магнит11ого поля перпен,11,Икулярвы скороети электрона и потому пика11.ов 
работ~t пе еовершают (ем. §§ 37 и 46). Оявако веякое из:11епепие напрцже~пое:rи 
.магнитного поля, в чаетноети, возвикповепне в.того поля, возбуждает поJ1е электричеекое 

(си.·.§ 49). Р11.ботой еш этоrо электрического. полн и. обусловJ1ИВаетен ИВ!\l~непие 

энергии электрона. при возбуждении поля м~гнитного. · 

20• 
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кинет и чес к о й1 энергmt электронов, обусловленному возникновением 

прецеdсии их орбит; благодаря прецессии электрон приобретает доба~ 
вочную .тrинейную скорость 

v'=foR], 

-де R естt. радиус-вектор, проведенный к электрону иэ ядра атома. 
Стало быть, если v0 есть скорость электрона до возникновенИJI поля, 

то приращение кинетической энергии ато:ма при возникновении поля 

равно 

где т есть ~асса электрона, причем суммирование должно быть рас:: 

пространено на все электроны, входящие в состав. атома. Пренебрегая 

квадратом добавочной скорости v', вообще говоря, весьма малой по 
сравнению со скоростью v0, получим: 

Но, согласно (242), 

L т [Rvol = l:Ко . Корез, 
где Кwеа есть значение, которым обладал результирующий момент 
количестщ~ движения всех электронов атома до возникновения пре

цессди. Стало бьпь, согласно (243') и (245), 

2тс 
д U = о К0реа = -- о:Мреа =----:- HJJ реа, 

е 

где :Мреа есть то значение, tюторым обладал результи:рующий магниmый 

момент всех электронов атома д о возникновения магнитного поля 

( иными словами, в Мреа не учитывается добавочный момент дМ:, обуслов
ленный прецессией электронов в магниmом: поле). 

5. Эта добавочнан к и н е т и ч е с к а я энерi'ИJI д U. приобретаемая 

я.томом в магнитном поле благодаря прецессии электронов, в точности 

равна п от е н ц и ал ь н о й энергии, которой · обладал бы в этом поле 
твердый магнитный диполь того же мо111ента :Мреа ( сравни 92'). С другой 
с.тороны, теорема Б о л ь ц м ан а применима вне зависимости от того, 

ЯВJiflется ли добавочная энергия дU, приобретаемая атомом или дипо-

I Конечно, ив о какой по те вц и аль в о и эиерrии электрона. в иековсерватов-. 

но:и ма.rиитиом поле не может быть речи. 
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лем во внешнем поле, нинетической или потенциальной. Стало быть, 

при определении распределенил направлений осей атомов газа, в состав 

которых входлт движущиесл электроны, мы можем воспользоваться 

все.ми результатами теории твердых диполей, изложенной в § 23. 
С этой целью достаточно, очевидно, заменить в формулах § 23 элек" 

трические величины (Е, Р, а, р) соответствующими магнитными 

(Н, 1, х, :Мрев), Таким образом мы непосредственно приходим к выводу, 

что в магнитном поле получают преобладание те направленил магнит

ных осей атомов, которые близки к направлению полл (пол о ж и -
тел ь н о е намагничение, парамагнетизм). Далее по ана.~югии с фор" 

м:улой (122'): 
Np2 

а= 'JkT ' 

опредеJIJiющей поJIJiризуемость диэлектрика с твердыми диполями, по" 

лучим для :магнитной восприи:мчивостq парамагнетиков х выражение: 

247 

из этого выражения следует, что восприимчивость царамагнетиков 

должна изменяться обратно пропорционально абсолютной те1r1пературе. 

;этот характер зависимости х от Т был экспериментально обнаруж1щ 

11. Ню р и еще до разработни соответствующей теории и носит назв.цщ~ 
з а к о н а Н ю р и. 

Из (24 7) следует далее, что парамагнитная вqсприимчивость х 

пропорциональна результирующему магнитному :моменту цто:ма (или 

молекулы) и равна нулю, если этот :момент Мреа р а 13 е н нулю 1 , 

По аналогии с результатами изучения поляризации диэлектриков 

с твердыми диполями :мы должны заключить, что при дост~точно с1:1ль-

1 3амети111, что согласно Б о ров с к ой теории атома. Мре11 может быть .1ибо 

равНЬ1111 ву.пю, .пибо в противном случае должно об.па.дать величиной порядка. 10- 20 

а.бсо.пютвых единиц. Подставдяя это значение в (247) и внося в него, кроме того зна-

чения N=2,7,l019, T="l.7"J0 и k=l,37,lU- 16 (сравни стр; 306J, па.пде111, что 
восприимчивость пара.магнитных га.зов nри нормаJ1ьной '!емnера.туре и давления доJ1-

:1Киа. быть поря.а.ка: 

:r, е. ,l,OJ1zнa в тысячи раз превышать их отрицательную диамагнитную воспри:iоlчивость 

(Ci11, стр. 301). Эксnеримевта..пьиые да.ВПЬiе д~я О~ (х = 1,4· 10-7) и NO (х =0,6· 10- 7: 
деllствитедьно имеют ожща.емыll порщок веJ1ичив.ы. 



3:tO МАГНЕТИIШ {llАМАГНIIЧIШАЮЩИЕСЛ -СРЕДЫ) [гл. " 

: : ( . НМреа 
i-1ых полях и низ1шх температурах когда а= kT становится 

сравнимым с единицей, сравни стр . .142) должн;о наблюдаться . на с. ы
щ е ц и е намагниченил пара)'dагнетиков, заключающееся в 

нарушении пропорциональности между I и Н, причем при розраста

нии поля I етремитсл н неноторому постоянному пределу lnac· Это мак
симально возможн;ое значение намагниченил соответствует установк~ 

магнитных осей всех атомов по . направлениrр поля Н. 
Явления частичного {до . 84 ° / 0) насыщения намагничения действи" 

тщно наблюдали~ например, при намагничении порошка сернокис·.,. 

лоrо гадолиния (Rаммерлинг-Оннес, температура жидкого гелия), пр~ .. 
чем зависимость I от Н вполне. соответствовала ожиданиям теории 

( см. задачу 36 в конце этого параграфа). 
В связи с этим существенно отметить, что изложенная теория, 

как ,показывают результаты эl}спери!'!Jентальных исследований, оказы. 

ваетсл,.применимой не тоJ,Iьне к газообр.азным, но и к жид· 

к им и твердым 1 диа- и параr.~агнегиrшм, в которых взаи:модей. 

ствие атоr,юв и молекуд не , ограничивается их взаимными стодкно

венилми. 

·Резюмируем. В атомах всех веществ прецессия электронной орбиты 

всегда вызывает диамагнитный эффект (отрицательное намагничение). 

Одна1ю этоt эффект вёс1;'ма сдаб (х порядка - 5 • 10-11
) и :может no.iнio, 

стыо маскировать_сл противоп'одОЖНЬl:М по знаку и значитедьно более 
сильным riарам:агнитн:ы:м эффектом, обусдоВ:Ленным поворотом магнитных 
осей атомов по направлению поля. Необходимые ус.довил для возник

нов1шиii этого парамагнитного эффекта состоят в отличии результи
рующего :магнитного :момента атома от нудя и в наличии взаимодей

.ствил ·-(в частности, стодкнове~ий) между атомами (ибо при отсутствии 
взаимодействия атомов угод наклона· их осей к направлению подл остается 

неизменным); Посдеднее условие, вообще говоря, всегда выполняется 2, 

так "чть · диамаrнитньсть и парамагнnтньсть вещества зависят от того, 

равен ди или н@ равен нулю J)'lpea его 'атомьв или молекул. 

_1 Воспрnимчищ)сть их, вообще говоря,. значите,Jiьно больще. восприимчивости г~

зов, так что в бо~ьши11ств1;J, случаев при ffЗYЧIJHIOI твердых Jf жидких парамагнетиков 

приходится принимать во внимание отличие среднего «действующего па мол!Jкуду» 

поля Н' от среднего макроскопиче,сх1Эf~ п~ля :Ц; срапни § 23. 
II Однако, если поместить парамагнитный газ в столь быстро переменное магнит

ное пqле, чтобы за время среднего свободн?rо пробега молекулы между двумя ст.олк

иовепия:Йи '11.апр~влепие пол.ii :rcпeвaJio. бы 'изменяться на обратное, то соудареаия не 
успевали бы ивмеlrnть направление осей'·-молеку.i!ы 1f такт с изменениями iюля а· пара.-
магнитный газ должен был бы ока'затьсir 'дпамагвnтним. . 
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6, Закончим этот параграф несколькими замечания:ми о природе 

ф~рромагнетизма. Нак уже упоминалось в§ 39, до сих пор еще 
не существует сколько-нибудь полной и удовлетворительной не только 

электронной, но хотя: бы и феноменологической теории ферромагнитных 

явлений. Несомненно только, что намагничение ферромагнетиков, ка,к 

и намагничение парамагнетиков, сводится: к установке магнитных осей 

атомов или молекул в направлении намаrничения:, причем своеобразие 

ферромагнитных я:влений обусловливается: весьма значительным взаи

модействием смежных атомов и молекул ферромагнетика. Можно, однако, 

убедиться: в том, что силы этого взаимодействия: не сводя:тся:, или во 

вся:ком случае не полностью сводятся, к силам м а г н и т н ы м. В свя:зи 

е этим весьма существенное значение приобретает тот факт, что ферро

магнетизм наблюдается лишь в к р и с тал л и ч е с :к о м с о ст о я н и и 

вещества, в частности в состоянии микрокристаллическом, в каком 

находятся сталь, обыкновенное железо, различные сплавы и т. д. 1. 

Нужно думать, что взаимодействие атомов, обусловливающее ферро

магнетизм, связано с особенностями кристаллического строения фер

ромагнетиков. Однако связь эта должна носить весьма сложный характер 

ибо, например, при нагревании железа оно теряет ферромагнитные 
евойства и становится парамагнитным при 77 4° (так называемая точк11 
Нюри), тогда как строение кристаллической решетки железа испы

тывает изменение лишь при 906° (переход из ~- в у-модификацию). 
Тем не менее выяснения физической природы ферромагнетизма 

Nожно ожидать лишь от успехов изучения природы сил взаимодей

етвия атомов, входящих в состав кристаллических решеток твердых тел 

7. Ввиду фундаментального значения формулы (245) мы . приведем 
.здесь частично помимо данного 13ыше также и второй, более строгий 

вывод этой формулы. Прежде всего докажем, что если в отсутствие 

внешнего поля Н эле1,трон, двигаясь в поле центральных сил, опи

еывает некоторую определенную орбиту L, то при включении поля Н 
воз.можно движение электроца по орбите L'., в первом.прибли· 
жен и и отличающейся от исходной орбиты L толь к о тем, что {Ша 

равномерно прецессирует вокруг направления Н с угловой скоростью о, 

Qпределяемой формулой (245). При этом как форма_ орбиты и наклон 

€е к направлению поля Н, так и скорость движения электрона по 

-орби1:е · QСтаютсд неизменными. 

1 1 n g е r s а. 11 и V i n n е у , (Phys. Rev; 26, 86, 1925) получили путем 

к11,то11,11ого расnыJiения тонкие пленки никеля, которые оказались лиюенными_ ферро

маrнитИЬiх свойств. Рентгеновский ана.виз показы, что пленки эти обла,,;ают аморф

иым строением; после ваrревавия они приобретали обычное кристаллическое строение 

и о }J; в о в р е м е н н о с этим обычные ферромаrнитные свойства.. 
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Предположим, что ядро атома либо покоится, либо движется равно

мерно (по отнощению к инерциальной системе координат), так что: 

с ядром можно неподвижно связать инерциальную систему координат 8. 
Помимо этой системы введем в рассмотрение еще другую систему: 

кс;юрдинат S' с началом в ядре атома, вращающуюся вокруг напра

вления Н со скоростью о; относительно S' орбита L' будет находиться 
в покое. Так как S' вращается, то для поддержания движения элек

трона по L' не будет уже достаточно центральных сил, поддерживав
ших его .движение по неподвижной орбите L; необходимо будет еще. 
уравновесить силы инерции, а именно силу центробежную F ц и силу 
I{ о р и о л и с а (поворотную) F"' Если 1· есть расстояние электрона от 

оси вращения, проходящей через ядро и рараллельной Н, то .силы 

эти соответственно равны: 

Fц = тrо2 и }'" = 2m [v'oJ, 
где 

v'=v-[or] 

есть (относительная) скорость электрона в системе S', а v- его (абсо
лютная) скорость в системе S. Во всех практически осуществимых. 

случаях 

or<{ v. 

Поэтому в первом приближении можно ограничиться рассмотрением 

величин первого порядка относительно о, т. е. можно вовсе пренебречь 

центробежной силой F ц, а в выражении для R о р и о ли с о в ой силы 
заменить v' через v: 

Fn= 2m [vo]. 

Движение электрона по прецессирующей орбите L' возмоЖН() 

в том случае, если эта сила F к уравновешивается некотор(lй другой. 
силой. Но в магнитном поле Н на электрон действует Л о р е н т ц о в а 

сила (213): 
е 

Fл=-[vН]. 
с 

Стало быть, движение по орбите L' в поле Н возможно в том случае~ 
если 

Т; е. если 

е 
2т [voJ +:..... [vН] ==:, О, 

с а 
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откуда 
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е 
О=--Н 

2тс ' 

что полностью совпадает с формулой (245). 
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Итак, NЫ показали, что в магнитном поле n о з м о ж н о двu:же

ние электронов по прецессирующим орбитам L'. Необходимо. 

однако, еще доказать, что эта возможность д е й с т в и т е л ь н о о с у -
щ ест в ля е т с я, т. е. что при включении магнитного поля Н каждый 

электрон, обращавшийся по некоторой орбите L, действительно продол-
жает двигаться по т о й ж е орбите, приобретшей лишь прецессионное

вращение о. Для доказательства этого положения проще всего вос

пользоваться так называемой теорией .адиабатических инвариантов, 

разработанной. в последнее время в свлзи с развитием теории квант о& 

Мы этого доказательства приводить здесь не будем 1• 

3 л д А ч А 36, - Применяя, с соответствующим измененцем обозна

чений, формулу (120) к намагничению парамагнетnков, полагал в н~jk 

Н'= Н, но не пользуясь упрощающим предположением а= Н:k~~ц ~ 1. 

показать, что намаrничение 1 определяется формулой Л ан же вен а:: 

где 

а а равно 

. 1 
l = NMpea(cothyp а--), 

а 

еа+е-а 
cothypa= _ , 

е"-е а 

Показать далее, что при малых Н (т. е. при а~1) эта формула при

нимает вид: 

l=xH, 

где х ,определяется формулой (247), и что намагничение насыщениЯ" 

l НШ1 равно: 

Iпас= LimI = NMpea· 
н--.со 

. . ·• Его можно, но.пример, найти в книге 3 ом мер ф е .n ь да, Atombau und Spek
trallinien. 
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§ 4:5. Маrнито-nеханические .явления. Гипотеза вращающеrося 
электрона. -1. Помимо лвлениfi диамагнетизма есть еще одна группа 
связанных с ню,rагничиванием явлений, которая свидетельствует в 

пользу электронной теории магнетизма и против теории магнитных 

диполей. Это так называемые магнито-механичесIШе или 1·иромагнит

ные лменил, состоящие, во-первых, в том, что при намагничивании 

пара- или ферромагнитных тел теда эти приходят во вращательное 

движение вокруг направления намагничивания и, во-вторых, в том, что 

при вращении этих тел в них возникает намагничение, параллельное 

оси вращения. Обусловливаются эти лвленил тем, что, как явствует 

из (243'), магнитный и механичесний моменты каждого атома пропор
циональны друг другу. Поэтому намагничение вещества, т. е. появле

ние· рЕ:!зультирующего магнитного момента единицы объема, связано с 

появлением соответствующего момента ноличества движения и обратно. 

Рассмотрим сначада момент количества движения какого:-'либо 
атома относительно каной-либо неподвижной (огносительно инерци

.альiюй системы) точни О. Как известно из механики, момент -ноличе

<:тва~движенил системы материальных точек (в нашем случае атома) 

равен сумме того 111омента количества движения, которьш обладала бь, 

система, если бы -вел ее масса была сосредоточена в ее центре инер
ции, и того момента количества движения, который соответствует дви

жению точек системы относительно ее центр~ инерции. Центр инер

ции атома можно считать совпадающим с его лдром. Поэтому общий 

момент количества движения атома К будет равен сумме момента :К0 , 
соответствующего движению центра инерции (т. е. ядра) атома, и мо

мента Креа, соответствующего движению электронов относительно лдра: 

общий же момент количества движения единицы объема тела будет 

равец: 

где знак L означает суммирование по всем атомам, находящим;ся, в 

единице объема. Приняв во внимание связь (243) между механическим 
и магнитным моментами движущихся в ато11rе · электронов, и обозначал 
()ТНошение этих моментов через r1: 

Креа 2mc 
:Мре.а = -е- = Тj, 248 
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nолучим: · 

ибо .L Ирвз по, определению равна намаrничению тела 1 • 

Рассмотрим теперь процесс намагничивания пара- и ферромагнети" 

f.OB. Непосредственное воздействие магнитного поля на электронные 
орбиты вызывает лишь прецессию этих орбит,· диамагнитным эффектом 

которой ввиду. его малости мы пренебрежем. Иэменение же папра

влщ:1ий магнитных осей атомов, являющееся причиной парамагнитного 

намагничения, происходит как мы видели лишь при соударении атомов, 

и:Ли, общее говоря, при наличии взаимодействия между атомами. Лишь 

под влиянием этого взаимодействия и происходит поворот осей атомов 

по направлению поля Н, т, е. изменение направления нак магнит

ного Мреа; так и непосредственно связанного с ними механического 

Кре., 'момента электронов, входящих в состав атомов. Так дак .црп 

взаимодействии атомов должен выполняться закон· сохранения момен"-

та доличества движения, то сумма .L К · должна оставаться посто

янной и из)llенение .L Крез должно компенсироваться соответствую~им 
изменением ;L ка. 

Предположим, что до. намагничивания не только L Креа, но и 
L ка, а стало.быть, и L к равнялись нулю. в этом случае, согласно 
последнему из приведенных уравнений, возникновение пропорциональ-. 

rюro L Крез намагниченил I должно сопровождаться одновременным 

возникновениеr;1 момента L Ка, равного 
249 

Предrюложим далее, что намагничиванию подвергается твердый па

ра- или ферромагнетнн:. Атомы твердого тела не могут двигаться порознь, 

ii наличие момента количества движения атомов тела L Ка означает 

в этом случае вращение всего тела в целом. Угловая скорость враще

ния ro, которую должно приобрести тело при возникновении намагни
ченил I, определяется из равенства: 

049' 

1 .Дl!.ИЖевие ,атомs в цедом (~ Ка) ве созАа.ет маr.uитн-оrо по.1я, ес.1и. ато11 
веiтра.пев (не ионизировsв). 
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где Q есть момент инерции тела относительно оси, параллельной 

направлению н~агничивания и проходящей через центр инерции тела. 

Стало быть, если намагничивать, например, свободно подвешенный 
железный стерженек, то стерженек этот должен приобрести вращение 

вокруг оси намагничивания с угловой скоростью ro (эффект Эй н
ш те й н а - д е Ха а с а). Так как ro, Q и I могут быть непосредственно 

ивмерены, то уравнение (249') дает возможность определить отноwе

ние механического и магнитного моментов электрона 71 1 • 

Легко показать, что и обратно, если привести стерженек в быстрое 

~ращение, то в нем должно возникнуть намагщ1чение, величина коrо

рого зщзисит от скорости вращения и от 71 (эффект Бар нет та)• 

Не останавливаясь. подробно на теории этого эффекта заметим только, 

что оно вполне аналогично следующему известнQ111:у · механическому 
явлению: если укрепить на подставке жироскоп (которому в нашем 

случае соответствуют элеrсrронные орбиты) и привести подставку (кри

сталлический скелет твердого тела) во вращение, то ось вращения 

жироскопа будет стремиться установиться по направлению оси вращения 

подставки (чему в нашем случае соответствует намагничивание). 

Ряд экспериментальных исследований подтвердил существование 

предсказанных электронной теорией магнито-механических эффентов~ 

Так как эти явления совершенно необъяснимы с точки зрения гипо

тезы магнитных диполей, то можно скщ~а:rь, что эти исследования 

принесли с собой непосредственное доказательство гипотезы молеку

лярных токов А м пе р а. Далее они подтвердили, что магнетизм обус

ловливается. движением о т р и ц ат е л ь н ы х электрических зарядов 

(электронов), ибо значение определяемого уравнением (247) коэффи

циента оказалось отрицательным (положительное направление оси вра

щения тела оказалось совпадающим с направлением его намагничивания; 

сравни ур-ние 249). 
Что же касается численной величины отношения механичесного и 

магщпного моментов электронов 71, теоретическое значение которого 

можно, согласно, (248) определить по известным значениям универсаль
ных постоянных т, е и с; то результаты первых измерений магнито

механических эффектов совпали с ожиданиями теории. Однако после

дующие более точные измерения с несомненностью установили, что 

i Практически оиыт ставится с.щJ;ующим образом: стерженек подвешивается на 

ниточке так, что его ось совиа1ает с осью катушки, обтекаемой переменным током. 

Тов: этот периодически перемаrиичивает стерженек, сообщая ему при этом каждыif 

раз· опреде.1е:цвъш момент вращепия ~ Ка. 3иая Q, I и крутИJiьную упруrость нити 
можно по амшшту.~;е крути.1ьИЬiх ко.1ебавий стерженька опреде.1вть 11· 
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для всех исследованных ферромагнетиков 1 (железо, сталь, кобальт 
' никель, сплавы Ге й с с л е р а) 7J имеет величину, ровно в два раза 

меньшуJО той, ноторая соответствует формуле (248). 
2. Эта "аномалия" магнито-механических эффектов долгое врем1:1 

оставалась совершенно необъяснимой, пока в конце 1925 г. голланд

ские ученые Га уд см и т и Юле н б е к (Goudsmith и Uhlenbeck) не 
выдвинули так называемой гипотезы вращающ~гося эле.к

т р он а, которая состоит в . следующем. Обычно электрон. считаеrея 

наделенным двумя и только двумя основными свойствами: определен
JIЫИ зарядом е И определенной массой m 2• Согласно же гипотезе Г ~ у Д ~ 
см и та-Юле н б е 1, а, каждый электрон неизменно. обладает помим9 

того некоторЬ{м постоянным м~х_аническим моментом К' и магнитн~м 

моментом :М:', причем 

и 

К' = '_!_ .!!__ 
2 2тt 

М'== e-h 
2mc·2тt 

_!!_к· 
те ' 

гм h есть· так называемая универсальная постоянная План к а (h= 
. 6 55.10-27ЭРZ) 

' С61' • 

Можно, например, представить· себе, что каждый электрон 

неизменно вращается · с постоянною угловою скоростью около 

некоторой оси, проходящей через его центр инерции, так что 

магнитный момент М' создае·тся движением элементов заряда электрона 

по концентрическим окружностям. Правда, с этим наглядным или 

"модельным" истолкованием гипотезы Га уд см и та и Юле н бек а не 

согласуются или трудно согласуются соотношения, существующие ме

жду численными значениями величин е, т, К' и М'. Однако, если 

оставить в стороне вопрос о подобного рода наглядных истолкованиях 

гипотезы и лишь у словно говорить о "вращении" электрона, то при

писав электрону свойство обладать моментами К' и М', мы получаем 

возможность неожиданно пр·остым образом устранить целый ряд серьез

нейших противоречий, накопившихся в теории атома. R числу их 

относятся не только упомянутая "аномалия" маrнито-механических 

э:f>фектов, но и "аномалия" эффекта 3 ее м ан а (аномальное расщеп

ление спектральных линий в 111аrнитном поле), ряд вопросов связанных 

I Опыты с парамагнетиками не произво.~;ились потому, что намагничивание их 

о.1ишком сJ111,бо, так что маrяито-механические эффекты не поддаются измереивю. 

I Вовро.с о том, можно ли массу ЭJ1ектрона считать вторичным с_воИством, опрв

Jеляе11Ым его размерами, фор11ой и зарядом, будет рарсмотрец в.о 11 томе. 
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с мультиплетной (кратной) структурой оптических. и реН'Тгеновых 
спектров х:имических элементов, с так называемой тонкой атрунтурой 

спектров водорода и ионизированного гелия (релятивистская щ)nравка) 

и т. д. 

Большинство этих затруднений может быть весьма просто разре

шецо, если помимо единственно принимавшихся во внимание механи

ческого и магнитного моментов К и М, соответствующих · обращению 
электрона вокруг ядра атома, · учесть также и моменты К' и :М', · соот
ветствующие вращению электрона вокруг его собственной оси 1. }' спехи 

ги·nоrезы вращающегося электрона в этом направлении столь велики; 

что несмотря на короткий срок, протекший со времени riояnления 

работы Га уд см: и та и Юле н б е к а, гипотеза эта в настоящее время 
может считаться общепризнанной. Разумеется применение ее к.атомным 

процессам возможно лишь на основе квантовой механики, ввиду чего 

мы принуждены воздержаться здесь от дальнейших подробностей. 

Заметим лишь, что и свободные, отщепленные от атомов электроны 

(напр., электроны в катодных лучах) должны очевидно обладать тем 

же моментом К' и М', как и электроны в атомах. Однако в практи
чески доступных электромагнитных полях влияние этого обстоятель

ства на движение. свободных электронов должно быть весьма незна

чительным и пока на опыте обнаружено не было. 

* 

t Таким образом гипотеза Га у А см и та - Ю J1 е и б е к·а уг.1уб.1яет 'ailuorвю 

liemдy атомоii• и соJ1яечной системой; вращение электрона соответ:Ствует .суточному 
вращению sellt.m 'вокруг ее осв. 
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* 
§ 46. Инду1щия токов в зам:кнутых контурах. - Выяснив 

основные свойства стационарного электромагнитного полл, напрлжен

ность которого от времени де зависит, перейдем к изучению полн 

переменного. Обращаясь прежде всего к изучению индукции токов, 

мы .изложим предварительно рлд соображений, которые помогут, JIЩrl 

улепить природу этих явлений и связать их с уже изQеСТНI/IМИ. нам 

факщми. 

1. Рассмотрим какой-либо за;\шнутыч неподвижный 1 металлический 

проводник L 1, к которому не приложено сторонних электродвижущих 

сил, так что тока в нем нет .. Пусть этот _проводник находится в магнитнрм 
поле И некоторого постолнного тока J 2, циркулирующего по неподвиж

ному контуру L 2• Предположим далее, что воздействуя извне на провод

ник L 1 (например взлв его рукой) мы сообщаем ему некоторую скорость У, 

и примем во внимание, что проводник этот, как и вслкое материальное 

тело, состоит .. из совоRупности элементарных элентрически'Х: SЩ>1.lдOJk 

. Согласно (213) произвольный электрический заряд .е~ дnижущийс.11 

в .поле И со скоростью v, подвергается воздействию Л .о р _е н т ц о Б.Q й 
силы F: 

е 
F=-[vHJ. 

с 
(213) 

С точки зренил элементарной теории проводимос:г.и металдо13 (§ 29) 
все зарлды проводника могут быть подразделены на два нласса -.на 
зарлды ионов, образующих твердый кристаллический скелет вещества, 

и на "свободные" электроны, двюкущие,::л в промежутках между этим11 

иощ1ми. Так как ионы предполагаются неподЩIЖJ:IО свяЩ1.Нными :между 

собой, то приложенные к ним Лорентцовы .силы будут уравноJJе

шиваться реакцией руки, движущей проводннн; Что же насаётtil 

I Относительно инерциальной системы отсчета с:м. ниже. 
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свободных электронов, то под воздействием силы F они придут в дви
жение в направлении:, перпендикуллрно.\1 как полю Н, так и напра

мению движения проводника v 1• Так например, в отрезке .АВ про-

1юдника L1 (рис. 77) Лорентцова сила; приложенная к отрицательным 

электронам ( е < О), будет гнать их 
V по проводнику в л е в о. Стало 

быть, в проводнике вознюшет 

f{e-< OJ f(e>O) 
элек грический ток. Так как на

правление тока условно считаетсл 

Л '-'-------~------..,., В обратным направлению движс-

н 

Рис. 77. 

пил отрицательных зарядов, то 

ток этот окажется текущим сле

ва направо. В этом состоит явле

ние индукции токов при дви-

женин проводника в маrilитно111 

nоле, которое таким образом получает весьма простое истолкование на 

,основе ранее установленных нами законов постоянного поля. 

2. Постараемся подсчитать силу индукционного тока. С' этой 

целью заметим, что сила (213), испытываемая в магнитном поле Н эле
ктроном, движущимся со скоростью v, эквивалентна силе, испытывае

:мой электроном в электрическом поле напряженности Е': 

Е' = _!_ f vНJ. 
с 

250 

Из второг.о закона R и р г о ф фа следует, что под воздействием поля Е', 
.а стало быть, и под воздействием эквивалентного Е' поля Н, в эам

кнутом контуре L1 должен возникнуть ток, сила которого J опреде
.литсл из уравнения '(156): 

JR-:f. E'ds=dJ""д, 
L, 

251 

rде R есть сопротивление контура L1, а через <В 111ю обозначена цир

нуллцил вектора Е' по контуру L 1• Эта последн.flя величина но-

• Конечно, и uри отсутствии тока в проводнике свободные э.пектроны в нем 

ио.ХОАЯТСЯ в непрерывном теПJ1ово111 движении. Одно.ко этого обстояте.пьство. мы . вправе 
:не принимать во внимание, ибо н~шрав.певия пощеромоторных си.п, испытыво._емых в 

магнитном по.пе оце.пьиыми э.1ев:трона111и при их теп.повом движении, будут ре.сире

.де.пены по закону с.пуча.я, и ста.J10 быть никакого тока, т. е. упорядоченного движения 

.э.1ектронов, вызывать не будут-. =' 
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-еит название электрод вижу щей силы индукции; согласно 

.(250) она равна: 

где последнее равенство написано на основании известного тождества 

,векторной алгебры [ аЬ) с= - а [ сЬ J. 
Чтобы определить значение последнего интеграла, за~1етим, что 

(lJt 
У= ··~ где dR есть перемещение элемента ds контура L 1 за время (/t ' 

.ift. Стало быть, 

252 

С ;~ругой стороны, из сравнения уравнения (197), стр. 245, с выра

женпем для оА, приведенным на стр. 244, следует, что 

!Р oR [ dsН] = оФ = о s HnclS, 

J'де tR есть виртуальное пере)1ещение элемрнта ds контура тока 

ранее обозначавшееся через q), а оФ есть обусловленное этим 

перемещение!\[ изl\/енение магнитного потока Ф сквозь этот 

,контур. 

Заменяя в последнем уравнении oR через dR и сравнивая его 

с (2.':>2), получим: 

Ф'мж1= _ _!_ dФ =-_!_~r Н dS. 
с dt с dt J " 253 

-Это уравнение выражает собой известный з а к о н и н д у к ц и и то -
к о в в движущихся проводниках: возникающая в проводнике элек

тро;.~,впжущая сила индукции равна деленной на с скорости изменения 

потока магнитного вектора через контур этого проводника. i3нак ми~ 

·нус в уравнении (253) означает, что если ~шгнитный поток через кон
тур проводника численно увеличивается, то направление Э. Д. С. 

индукции в этом контуре составляет с направлf'нием потона л е в о -
:21. Otи•JBI.l теори11 а.пе1~:тричеетва. том I. 
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винт о в у ю, а не правовинтовую систему. Обратно, 

шении Ф направления Ф и <!] шю состав.,1яют 

при у111ень

правови нтовую 

систему. 

Из (253) следует, в частности, что если за~шнутый проводник дви
жется в :магнитном поле так, что магнитный поток Ф через его кон

тур остается постоянным, то несмотря на движение ток в проводнике· 

все же . индуцироваться не будет. Н этому же выводу в ряде частных 
случаев можно прийти непосредственно из (213). Пусть например

плоский контур L 1 движется в поле Н так, что его плоскость неиз

менно остается паралле.1ьной Н. В этом случае Ф неизменно равно 

нулю и, стало быть, согласно (253), d} 1mд тоже равно нулю. Непосред

ственно же из (213) или (250) следует, что пондеромоторная Лорент

A .--------.r""n 

Е' 

цова сила направлена перпендику

лярно к v и Н, т. е. в наше~, слу

чае перпендикулярно к плоскости 

контура, и, стало быть, не может~вы

звать движения электронов вдоль 

контура, т. е. не может возбудить 

----~ v тока. 

Рассмотрим далее случай но -
ст у пате л- ь но го движения тв ер

д ого проводящего контура АВСD

(рис. 78) в одно род н о .м магнит--

В С ном поле (Н одинаково во ncex точ-
Р~~с. 78. rщх поля); в это~1 случае все точки 

контура обладают одинаковою ско

ростью v. Очевидно, что поток Ф через контур проводника при этих 

условиях изменяться не будет, и что, стало быть, ,diшю будет равно, 

нулю. Непосредственно же из постоянства векторов Н и v следует, 

что в параллельных сторонах проводника АВ и О D электроны будут 

испытывать одинаковые по величине и напрамению силы Е'. Силы 

эти будут стремиться вызвать циркуляцию электронов (ток) по про

воднику во взаимно противоположных направлениях, и стало быть 

действия их взаимно уравновесятся. 

3. До сих пор мы считали контур L 1 движущимся, а контур L 2
, в ~-;ото

ром циркулирует ток, возбуждающий магнитное поле, неподвижньш .. 
Но ведь по н яти я по к о я и д в иже ни я относ и тел ь н ы и имеют 

смысл лишь при указании системы отсчета. Накой же системой отсчета 

нужно пользоваться при определении положения контуров L 1 и L 2 ,. 

чтобы к ним были приl\Iенимы предшествующие рассужденияР Вопрос 

этот сводится, очевидно, к более общему вопросу о том, в ка~-;ой илw 
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в 1шких системах отсчета справедливы изложенные нами в предшест

вующих главах законы электродинамики. 

Законы эти были установлены на основании экспериментов, при 

которых, как и в большинстве физических экспериментов, отсчет дви

жения производился относительно земли. Однако более точные изме

рения показали, что законы электродинамики 1, как и законы Ньюто

новой механики ( опыт с маятником Ф у к о!), лишь приближенно 

справедливы в земной системе отсчета и строго справедливы лишь в 

так называемых ин ер ц и а .'I ь н ы х системах отсчета, т. е. в системах, в 

которых движение по инерции происходит согласно первому закону 

Ньютон а. В частности, си~тему отсчета, связанную с "неподвиж

ными" звездами, можно, как известно, с достаточной степенью точ

ности считать системой инерциальной. С другой стороны, из принципа 

относительности движения следует, что если две системы отсчета К 

и К' равномерно движутся друг относительно друга, то законы 

в с е х физических явлений должны оказаться одинаковыми как при 

пользовании отсчетами в системе К, так и при пользовании отсчетами 

в системе К'. Стало быть, помимо системы "неподвижных" звезд, все 

равнолерно движущиеся относите.1ьно нее системы отсчета так же 

являются инерциальными, и во всех них должны быть спра

ведливы одни и те же законы электродинамики. В дальнейшем, если 

не будет оговорено противного, мы всегда будем предполагать, что 

измерения электромагнитного поля и отсчет положения зарядов, про

водников и т. д. производитсп в некоторой определенной инерциальной 

систеие К 

В предшествующем нами предполагалось, что в некоторой инерци

альной системе К контур L 2 , по которому циркулирует постоянный 

ток J 2, неподвижен, а контур L1 движется со скоростью v. Предположю1 
теперь обратное, т. е. что L 1 неподвижен, а L 2 движется с постоянной 

скоростью - v. На основании принципа относительности мы :можем 

заЮiючить, что явления индукции в контуре L 1 останутся при этом 

прежними, ибо, во-первых, от н о с и тельная скорость L 1 и L 2 

остается неизменной, и, во.:вторых, контур L 2 представляется не

подвижным в равноправной с системой К инерциальной систе111е 

отсчета К', движущейся относительно К с постоянной скоро-

t Таков, например, опыт .М а и к ель с он а 1925 г. (не смешивать с опытом М а if
к е л ь с о н а 1881 года), в котором сравнивыось время, потребное лучу света 

(электромагнитные волны!) д.:~я прохождения замкнутого пути на seмнoif поверхности 
в двух противопозожных направ.1ениях. Опыт этот представ.шет coбofi оптический 
(т. е. электромагнитный) анаJiог :иеханическо:му опыту Фу к о 11 ;:~.ает воsможиосп, 

обнаружить вращение земли. С11. реферат С. Вавилова, 1-·спехи физ. наук, У, 457, 1925. 

21 • 
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·стью -v. Стало быть, величина Э. Д. С. индукции, индуциро

·ванпой в контуре L 1, должна определяться формулой (253) и в 

"ГШI случае, если контур этот остается ненодвижным, а изменение 

:магнитного потока Ф через него обусловливается равном ер н.ы м 

движением тока J 2 , возбуждающего поле Н. Естественно предположить, 

что уравнение это остается применимым и в том случае, если L 2 дви

жется неравноr,1ерно ( относительно инерциальноfi системы). Более того 
·мы предположим, что (253) оrтается справедливьп,r и в том случае, 

,ес.111 изменение магнитного потока через контур L 1 обусловливается 

1Ie толыю движением L 1 или движением контура L 2, несущего постоянный 

то1;, но также и заlllыканием и раз111ыканпем тока в L 2, изменением его 

-силы J 2 (переменный то1,;) и т. д.; иными словами, мы предположим, что 

форм ул а (253) пр имен им а вне за в и с им о ст и от характер а 
пр и ч и н, об у слов ли в а ю щи х из 111 е не н и е вел н чины магнит
н о r о п от о к а Ф. ::)то предположение вполне соответствует духу теорин 
близкодействия и теории поля вообще, ибо оно в сущности сводится 

к допущению, что все электромагнитные явления в данном теле 

или в данном участr,е пространства в п о л н е определяются зна

ченпями напряженностп поля (и его производными по времени) в 

это~, участке пространства и вовсе не зависят от способа возбужде

ния поля. 

Р Е з ю III и Р У Ем: исходя пз выражения Лорентцовой силы (213 ), 
установленного на основании результатов изучения по ст о я н н ы х 

токов, мы в ы в е л и закон индукции токов в контуре, движущемся в 

постоянном t~~агнитном поле. Обобщая далее область применимости 

этого закона на основании соображений, связанных с принципом отно

сительности и с понятием поля, 11ш предположили, что формула (253) 
имеет универсальное значение, т. е. что она применима вне зависимости от 

характера причин, обусловливающих изменение магнитного потока Ф. 

Опыт показывает, что предположение наше с о от в е т ст в у е т де й -
ст вительности 1 • 

4. В предшествующем нами неявно предполагалось, что рассматри
ваемые нами проводники находятся в немагнитной среде (µ = 1 ). 
Отказавшись теперь от этого ограничения, допустим, что окружающее 

проводники пространство заполнено произвольными магнетиками (µ + 1) и 
что самые проводники эти способны намагничиваться, и зада

ди111ся вопросом, как скажутся эти факторы на форме закона индук

ции (253). Нак выяснилось в предшествующей главе, магнитные свой-

I За иск1ючение:11 тех случаев, в:оца. скорость перемещения в:оитура. становится 

сра.вни11ой со скоростью света, см. том 11. 
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ства вещества обусловливаются наличием в его м_олеку.~ах ::шементар

ных Амперовых токов. Стало быть, если закон индукции (253) при
меним в отсутствие магнетиков, то он должен оставаться справедливым . 
и при наличии магнетиков - при том, конечно, условии, что при под

счете потока Ф наряду с магнитны~1 полем макроскопических токов в 

проводшшах будет учитываться ТаI{Же и магнитное поле элементарных 

токов, циркулирующих в молекулах 111агнетина. Иными слова111и, входя

щий в (253) веюор напряженности макроскопического поля Н нужно 
заменить с ред ни м значением напряженности III икр о скоп и ч е -
с к ого 111агнитного поля H,,tttкpo· 

В § 43 111ы убедились, что среднее значение напряженности 

:1шкроскопи'Iеского поля в магнитных средах равно вектору III а г -
нитной инду1,ции В (clll. 241): 

Н,,.,;кро = В. 

Заменяя поэтому в уравнении (253) Н через В и воспольsовавшись 
обозначением tp для потока магнитной индукциJI (235), получю1 окон-
чательный вид закона индукции то1юв, примени111ый в произвольной маг

ной среде: 

254 

Закон этот гласит: в о з буж даем а я в пр о из в о льном за ll1 кнут о м 

контуре электродвижущая сила индукции численно 

равна деленной на с скорости из111енения потока маг

нитно й инд у к ц и и Ч1 через этот контур, причем направление 

<fjtmд составляет с направление~~ возрастания потока Ч1 л е в о в и н т о в у ю 

систему (знак минус в формуле 254). 
Опытные исследования вполне подтверждают 1 справедливость фор

мулы (254). 
5. Собственно говоря электродвижущая сила индунции в замннутых 

контурах не поддается непосредственному измерению и может быть 

определена лишь косвенно, на основании измерения с и л ы т о к а в 

них. Определение это основывается на допущении, что законы О м а и 

Ни р го ф фа, установленные для то1юв постоянных, остаются спра

ведливыlllи и для токов переменных. При этом, конечно, в формулировке 

этих законов помимо сторонних электродвижущих сил, обусловленных 

t Исuючение пре.,;став.1яют слу,1а11, упомянутые в предшествующем при:u:ечании, 

и тот случай, в:огда изменение Ч1 связано с движением находящихс11 в поле магнетиков. 
См. том П. 
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физико-химическими неоднородностями проводника (контактные, 

тер111оэлектричесrше и пр. Э. Д. С.), необходимо учесть таюке и элеR

тродвижущие силы индукции. В частности, если мы отныне, в отличие 

от главы III, не будем включать Э. Д. С. индуRции в па

н яти е ст о р он них Э. Д. С., то сила тока в неразветвленном 

проводнике выразится, согласно (156), формулой: 

JR = gcmp + d] 11пд, 255 

rде R есть сопротивление контура, а gcmp и gинд суть циркуляции 

по контуру исnытываемых электрическими зарядами сил "стороннего" 

:и индукционного происхождения (см. ур. 156' и 231). 
Являющаяся одним из исходных пунктов предшествующих рас

.суждений формула (251) представляет собой частный случай фор

мулы (255), соответствующий сделанному в начале этого параграфа 

предположению: gcmp = О. 
В действительности формула (255) оказывается непосредственно 

применимой к переменным токам лишь в то111 случае, если токи эти 

удовлетворяют условиям квазистационарности ( см. §§ 47 и 57). 
На основании (254) формула (255) может быть записана так: 

1 dtp JR= Лстр___ 25i":' 
(9 с dt . ._, 

1 (1·11 с2 __ , 
Нак уже указывалось, знак lllинyc перед членом с --;it в · ао ) и 

(254) означает, что направление d] 111~д, а, стало быть, и направление 

фим. 

индукционного тока Jшю, составляет 

с направлением в о з р а ст а н и я по

тока магнитной индукции Ч1 л е в о

вин то в у ю систему ( см. рис. 79). Ин
дуRционный ток J11нд в свою очередь 

возбуждает в окружающем простран-

стве соответствующее его силе магнит

ное поле Н', направление силовых 

линий которого составляет с направле-

Piic. 79. нием тока пр а в овин то в у ю систему 

(§ 34). Отсюда следует, что потоR Ч1 ' 
веRтора магнитной индукции В'= µН' этого поля через контур тока 

направлен противоположно направлению возрастания потока Ч1 

вне ш нег о поля, индуцирующего ток JишJ. Стало быть, мы вправе 

высказать следующее общее положение: при всяком изменении потока 
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магнитной индукции через замкнутый проводящ:ий контур в нем ин

..дуцируются токи в таком направлении, что магнитное поле этих то

ков стремится компенсировать изменение потока магнитной индукции 

через контур проводника, т. е. стремится удержать постоянным вели

-чину потона чr. 

6. Основываясь на ревультатах этого параграфа, мы получаем возможность рмре
шить то кажущееся внутреннее противоречие "Iеории, о КО'Iором упоминалось в § 37. 
3ак.nючалось оно в том, что согласно (213) сила, испытываемая электрическим заря
дом в магнитном по.1е, перпендику

лярна его скорости и потому :ника

кой работы со11ершать не может', 
между тем как при движении несу

щего ток проводника (движущиеся 

sаря.цы!) силы магнитного по.1я не

·1юмненно совершают некоторую ра

боту А .. Чтобы разобраться в этом 

·вопросе, рассмотрим проивво.1ьный 

отрезок АВ проводника, обтекае-

мого током плотности j и движуще-

АО 

Рис. 80. 

гося в постоянном поJ1е И со скоростью v (рис. 80). Пусть в единице объема про

водника sв.uючается п «свободных» электронов, движущихся от н о с и те д ь но твер· 

дого кристаJ1Личес"оrо остова проводн11ка со скоростью II (ддя упрощения r редпода

гаем, что все эдектроны движутся с одинаковой скоростью). Тогда истинная скорость 

электронов ( относите.1ьно инерциальной системы, в которой производятся измерения 

JIОдя) будет равна: 

v'·=n +v. 

Согдасно (213) общая сила, испытываемая в магнитном поле И всеми свободными 
э.1ектронами, находящюшся в единице объема, будет равна (предполагаем, что µ = 1 ): 

r пе I , пс [ пе J f =- - v Щ =-- пН] + -(vH = 1 +r,, 
с с с -

.тде вами введены обозначения: 

пе 
f1 =-[пН] и 

с 

" пе И •2=-[v j. 
с 

·Общая работа эт11х спд за время dt, которую мы, в от;шчие от введенной нам 
в r.naвe IV величины А, обозначим через А', будет равна нудю (ввиду пgрпенди

ку.111рности силы f к перемещению эJiектронов v' dt): 

А'= fv'(lt = r.v'dt + f 2v'clt = О; 

работа же отдедьных СJ1аrающ11х f 1 и f 2 сиды f может быть, конечно, и отличной 
-от ну.1я, 

Рассмотри~, сначаJiа работу А1 слагающей r.: 
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Так как f 1 перпендику.11ярно 11, то раскрывая скобки подучим: 

Заметив, что сог.11асно (212) 11.10тность тока в пров()динке раRна 

j ~= пе11, 

и внося это в выражение .и;.,я f1, по.11уч11м: 

что совпадает с (l 70J 1. 'Га1ш\1 образом сила (}70), которую в щлагавшейся нам~r 

макроскопической теории мы счита.11и резудьтирующей си.11011, испытываемой током в 

магнитном поле, явлнется в действительности дишь одноii нз с л а г а ю щ и х этой 

силы. Соответствеино этому совпадающая с А 1 ве.шчина А, которая счита.11ась нами 
общей работой сил магнитного по.1я, равна в действитс.11ьностu р а б о т е .11 ишь 
од я ой яз слагаю щи х f 1 этих сил. Нет поэтому ничего удивите.1ьноrо в том, 
что А может быть отличвоii от яря. 

Обращаемся к pn.t::oтe А2 слаrающе11 f 2; ввиду перпе~цикудярност11 f 2 и т ра

бота эта равна: 

Внеся сю.и;а значение f 2 и выразив u через j, по.1учш1: 

Введя, наконец, обозначение (250): 
' 1 . 

Е =-[vНj, 
(J 

где Е' есть напряженность ;~.11ектродвижущей силы, 1щ11,уц11руююй в проводнике прп 

его движении в по,1е Н, получим оковчате.1ьно: 

Таким образом раuота сдаrающей fl может быть исто.~кована как работа, совершае

мая электродвuжуще11 силоii индукции при прохождении по проводоику тока j (срав

ни ур. 150). В макроскопической теории электро.и;вижущие силы, возбу;цающие в про

водниках э.11ектрические токи (движение э.1ектронои), не причисляются к силам понде

ромоторным. Поэтому именно под работой А пондеромо·rороых сил магнитного по.1111. 

в этой теории понимается работа А1 сдагающей этих сил f 1, которая в отличие 

от общей работы сил поля 

А' =А 1 + А.2=0, 
вообще говоря, не равиа 11у.1ю. 

Ддя nридашш строгости нашим рассужде1111ям нам остается еще показать, что 

сила f 1 есть действительно пондеромоторная сkда в том смысле этого термика, как 

он понимается в макроскопической теории, т. е. что ft равна. результирующей всех 
приложенных к проводнику CИJI. Д.1я этого иеобходимо принять во внимание силу, 

I Разница Jiишь в то:11, что f1 есть сила, рас.:читанная иа е д и я II ц у о G ъ е м а. 
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испытывае11ую в поле Н п о л о ж и т е .11 ь н ы м и нонами, образующими кристадиче-

сквii ске.11ет провоД11ика (работа этой силы, разумеется, равна иу.1ю). Пусть общи\i;, 

заря.,; всех ионов, иахщящихся в единице объема прово;щика, равен е'; так как иТl'

иоиы обладают скоростью v, то общо.я испытываемая шш сила f+ будет равна: 

е' 
f+ = - [vHJ. 

с 

С другой стороны, ес.1111 проводник в целом и.1ектр11чес1;п иептра.лен, то 

II с.1е.11;овате.льно, 

е' +·ne=O 

не f f+ =- [vHJ=- 2· 
(; 

Ста.10 быть, результирующая всех c1r.1, пр11.1ожеппых каr, к попам, так п к э.1ектроиа~ 

проводии~;а: 

;rействите.11ьно равна f 1, что и требовалось .11;оказать. Ро.ль же при.11ожениой в: э.11ек-

троиам си.1ы f 2, как мы ви.11;е.ли, свощтся в: тому, что она rоиит их в .11; о .1 ь провод-

пика, т. е. возбуждает в нем шrектрическпй ток (сила f 1 перпендикулярна проводнику_ 

и потому тока возбужщть не может). 

§ 4,7. Rвазистац11онарные то:в:и, 11х 1ш,1J·:в:ционное взапмодействиf •. 
Энергия магнитного поля то:в:оn.-1. Чтобы рассмотреть следствил" 
вытекающие из установленного в предшествующем параграфе закона· 

индукции, нам достаточно будет ограничитьсл случаем двух линейных 

замкнутых неразветвленных контуров L 1 и L 2 , находлщихсл в одно -
родной диа- или пара-магнитноii среде (µ=const); нео,:~:-

нородной среды и ферромагнетиков мы поrш рассматривать не будем .. 
Нроме того как в этом, так и в последующих параграфах 111ы будеъt 

исходить из допущенил, что магнитное и электрическое поле перемен-

ных токов, силы пондеромоторного взаимодействил между ними и 

т. д. в каждый данный момент времени имеют то же мгновенное 

значение, какое имели бы эти величины в случае постоянных ( ста
ционарных) токов той же силы. 

Очевидно, что переменные т.оки иогут удовлетворлть условили 

квазистационарности лишь в то11 случае, если подобно токам постолн-

ньш они будут зам к н у ты м и и будут обладать одинаковой силой. 

во всех сеченилх неразветвленных участков цепи, 1 что длл перемен

ных токов вообще не обязательно ( см. § 50). 
Далее необходимо принлть во внимание, что измененпл электро

магнитного полл, обусловливаемые изменение111 силы токов и распре

деленил зарлдов, распространлютсл не мгновенно, а с конечной: 

I Очев11.11;ио, чrо эти требования являются также необходимыми ус.иовиями при-

кенимости закона Ома (2'\5). 
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скоростью (§ 57). Поэтому в каждый данный момент t напряжен
ность поля переменных токов, строго говоря, соответствует не мгно

·венному значению силы этих токов, заряда конденсторов и т. д., а 

тем значениям, которыми обладали эти величины в предшествующие 

моменты времени t - -с; при этом -с равно времени, потребному для рас

.пространения электромагнитных возмущений от соответствующих участ

..ков цепи до рассматриваемой точки поля. Таким образом поле пе

ременных токов может удовлетворять условиям квазистационарности 

лишь в ограниченной области пространства в непосредственной бли· 

.зости от этих токов, и притом лишь в том случае, если сила токов, за

·рлды конденсаторов и т. д. не изменяются с1юлыю-нибудь значительно 

.за тот промежуток времени 7, который потребен для распростране

ния электромагнитных возмущений между двумя наиболее удаленными 

точками рассматриваемой системы токов. 

Таким образом основным условием квазистационарности является 

.достаточная медленность изменений поля, которая, как мы убедимся 

в § 50, гарантирует также и приближенную замкнутость переменных 
токов. 

Практически те переменные токи, с которыми имеет дело техника 

·сильных токов (десятки, сотни и тысячи периодов в секунду), с доста

точной степенью точности удовлетворяют условиям квазистационарно

·ети; к быстры:м же электрическим колебаниям, применяющимся в ра

.диотелеграфия, теория квазистационарных токов оказывается, 

.вообще говоря, неприменимой или применимой лишь с известными огра

·ничениями. 

2. Написав для каждого из контуров тока L1 и L 2 уравнения 

~255) и (255'), получим: 

J.R. = д.11нд + f.!.cmp = f.!.cmp _ _.!_ dЧ1; 
' • ...,_, • (D • (D • с dt ' i=l,2. 256 

,С другой стороны, поток индукции Ч1;, пронизывающий, например, контур 
первого тока (i = 1), равен сумме среднего потока Ч111 , посылаемого 

им самим через свой собственный контур 1, и потока Ч112 , посылае

)ЮГО через его контур вторым током J 2, причем согласно (236), 

I О с11ыс.11е этой веJiичины см. сказанное относительно Ф11 на стр. 251. 
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где L
11 

и L 12 суть коэффициенты само- и взаимо-индукции. Внося 

:это в (254), получим значение Э. Д. С. индукции в первом контуре: 

_р инд ___ l d
1
l\=- 1 (L clJ;+L dJ2 + 

(9 1 с dt с 2 11 dt 12 dt 

+ J dL11 + J rlL12 ) 
1 rlt 2 dt 

257 

и аналогичное уравнение для второго контура. Таким образом вели-

. чина Э. Д. С. индукции в первом контуре будет зависеть как от 

енорости из:11енения силы токов J 1 и J 2, так и от скорости изменения 

ноэффициентов индукции L 11 и L 12 • Тан как значения этих коэффи

циентов определяются геометрической конфигурацией контуров [см. 

dL 
уравнение (236), а также стр. 252], то значения производных-t11 и (. t 

d~12 зависят лишь от изменения этой конфигурации, т. е. от характера 
dL 

nерю1ещения контуров L 1 и L 2; при этом Т зависит лишь от изме-

нення фор )1 ы первого 1юнтура ( если контур не деформируется, то L 11 

rlL 
постоянно), а -;,/ 2 - от изменения взаимного расположения кон-

туров L 1 и L 2• 

По внесению (257) и соответствующего ныражениядля сВ2"нд в (256), 
111ы п1лучю1 два линейных дифференциальных уравнения для J 1 и J 3 

нз которых можно определить J
1 

и J 2 в фуннции от времени, 

если только сВ /"'Р, сВ 2 стр, Lн, L 12 , и L 22 суть известные заданные 

функции времени. В частности, если контуры обоих токов не по -
д в и ж н ы друг относительно друга и н е п од в ер г а ют с я де фор

м а ц и и, то коэффициенты индукции будут постоянными и для 

.,J1 и J 2 будет иметь место следующая система линейных уравнений 

-е п о с т о я н н ы м и коэффициентами: 

J R + _!_ L dJ1 + _!__ L dJ2 -сВ стр} 
1 1 с 2 11 dt с2 12 dt - 1 

Jl' +J_L dJ2+_!._L dJ;_gcmp 
2 •2 с2 22 dt с2 12 dt - 2 

258 

3. Рассмотрим теперь индукционное взаимодействие токов J; и J 2 

е энергетической_ точки зрения. При этом необходимо учесть следую

щие превращения энергии: 1) выделение Джаулева тепла Q в цепи 
.rоЕ.ов, 2) работу Р сторонних электродвижущих сил, 3) механическую 
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работу А пондеромоторных сил магнитного поля, совершаемую при 

перемещении контуров тока, и, наконец, 4) необходимо, как мы уви
дим, приписать магнитному полю, как таковому, некоторую энергию

rV.и, и учесть изменение dПr~i этой энергии при изменениях напря

женности поля Н. 

Рассмотри111 ию1енение всех этих видов энергии, совершающееся за:. 

некоторый бесконечно малый элемент времени dt. Начнем с энергии 

механической. В §§ 36 и 42 мы установили, что работа А 1.ондеро)ю
торных сил магнитного по.1я п о ст о я н н ы х токов равна убыли по

тенциальной функции этих то1юв U (см. 2361
): 

Стало быть, в случае по ст о я н н ы х токов 

де индекс J у d U означает, что при с пре дС'лснии изменения фующни 

U силы то1юв J полагаются постоянными, и где dL11 , dL12 , dL22 сут~
изменения коэффициентов индукции за время dt. Но, согласно приведен
ному в начале этого параграфа определению термина "квазистационар

ный", силы взаимодействия .к ваз ист а ц ион ар н ы х токов в каждый 

данный ыо!1ент времени равны силам взаимодействия постоянных то

ков той же силы J 1 и J 2 • Стало быть, формула (259) должна оста

ваться применимой и в случае квазистационарных то.ков (конечно, при· 

условии выбора элемента времени dt столь малым, чтобы сила этих 

то1,ов за это время оставалась бы практически постоянной) 1• 

Переходим .к определению изменения других видов энергии. Из 

закона Джауля (152) или (158') непосредственно следует, что за вреыя clt 
в обоих контурах выделяется количество тепла, равное: 

t Ес.1111 допустить справеµuвость формулы типа А= - d И для квазистационар-
ных токов, то непосредственно ясно, что при опреде.11ении работы А нужпо учиты

вать лишь те изменения значения потенциальной функции U, которые обус.11ов.1111ваются· 
п ер ем еще в и е м проводников (т. е. 11зменен11ем коэффициентов индукции), ибо из

менение с и .л ы т о к о в в проводниках с работой по н А е р ом от о рвы х си.1 

110.1111 связано быть пе может. Отсюда явствует, что для квазистацпонарпых токо11 

формула А= - ll И "/1,еЙствпте.1ьно до.1жпа быть уточпепа. в смысле форч.1ЬL 

A=-(llU)J. 
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;::1,алее, сравнивал (150) с (154") убеди:мсл, что сторонние электро

АВижущие силы совершают за это времл в обоих контурах работу 

Pdt = (Jief] 1 стр+ J2<f] 2 стр) dt. 

Ес.1и r.ш, например, предположим, что сторонние Э. Д. С. возбу

ждаются включенными в контуры гальваническими элементами или ак

нуму ллторами, то Pdt будет измерять работу, совершае:11ую в конту

:рах токов за счет химической энергии этих источников .Э. Д. С. Разу

меетсл,".при пользовании последней формулой необходимо определенным 
-образом выбрать направ.1епие положительного обхода каждого из 

нонтуров и снабдить величины J, и <8/тр соответствующими зшшю1ш. 
В зависимости от того, имеют ли, например, J 1 и (/] 1стр одинаковые иди 
различные знани (т. е. направления), работа Э. Д. С. (/]/тр будет по

.ложительной или отрицательной. 

Итак за времл dt должно иметь место увел и ч е н и е механиче

·ской энергии (например, кинетической энергии движения проводни

,ков) на величину А, увеличение тепловой энергии на Qdt и у:мень
ш е ни е энергии псточников сторонних электродвижущих сил (на

пршюр, химичес1юй энергии аккумуляторов) на величину Pdt. Таки111 
-образом общее увеличение Л всех этих видов энергии равно: 

Л =А+ ( Q - P)dt, 
nричем согласно (256) 

Q-P=J1 (J1R1 -61cmp)+J2(J2R2-JJ2cmp)= 

= J
1 
Jj 1,tнд + J

2
<!] 211нд. 

260 

260' 

Внося это в (260) и выражал dJ;11 нд dt п А с помощью (257) и (259), 
ло.1учш1: 

-1 =- : 2 { LпJ1dJ1 + { J1 2 clL11 +L12J1 dJ2+L12J2dJ1 +J1J2dL12+ 

+L~2J2dJ2+{J/dL22}' 

•откуда 

Таким образом всякое из)1енение конфигурации контуров и сил токов 

~ нпх связано с общим увеличением механической, тепловой и хими

чесJ-.011 энергии на величину Л. На основании закона сохранения энер

гии )IЫ должны заключить, что эти процессы должны сопутствоватьсл 
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эквивалентным уменьшением некоторого другого вида энергии. 

Наного именно? Чтобы ответить на этот вопрос, достаточно ;щ

метить, что с перемещением проводников и изменение111 сил циркули

рующих в них тонов не разр ы в н о связаны, поми1110 учтенных уже 

нами 111еханичесних, тепловых и хи111ичесних процессов, единственно 

лишь изменения м а r н и т н о r о п о л я этих тонов. Очевидно, стало 

быть, что магнитному полю, как и полю электрическому, необходюю 

приписать некоторую определенную энергию Wм, и что приращение

д всех прочих видов энергии должно происходить за счет энвивалf'нт
ноrо изменения dfVм энергии магнитного по,тя: 

Это выражение можно записать также следующим образом: 

fVм =-
1-\1 L.kJ.Jk 

2c2 1.J ' • 
i,k 

( i,k -= 1,2). 

261 

Ясно, что магнитная энергия системы не двух, а произвольного чис.та 

ti тонов выразится фор:-.1улой того же вида (2621
), в котороii индеt;сы 

и k будут пробегать все значения от 1 до ii. 

5. ~равнивая (2G2) с (236') убедимся, что 

П~ .. =-И. 

Стало быть, энергия )~аrнитного поля токов, шш, говоря кратко, ~Iаt'

нитная энергия токов W,ii равна взятой с о б р а т н ы м з н а к о м по

тенциальноii функции этих токов И. Таким образом 111ы вновь уб•J
ждаемся, что эта потенциальная функция, как уже нами неоднократно 

подчеркивалось, вовсе не, равна (потенциальной) энергии токов. 

Чтобы уяснить смысл соотношения между W.к и И, заметим, что 

согласно данному в § 36 определению, убыль функции И равняется 
м е хан и ч е с к ой работе .А, совершаемой пондеромоторными сила~ш 

магнитного полл. Если уточнить это определение в смысле уравнения 

t Собственно говоря, заданием d Wк значение ТУм опредеднется .11иmь вплоть до 
ацитиввой постоянной, которую мы полож11ли равной нулю д.11я того, чтобы при от
сутствия токов (J1 = J 2 = О), т. е. при Н = О, энергия магнитного поля тож0 

окааа.11ась равной нулю. J 
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(259) (т. е. если при определении изменения функции U полагать 

силу токов постоянной), то оно останется справедливым и в случае

квазистационарных токов. Между тем убыль магнитной энергии равна 

с ум м е приращения в с е х прочих видов энергии, а не только энер

гии механической. Согласно (261) и (260) 

-dWм=д=A+(Q-P)dt, 

т. е. - dW м равно сумме работы .А и избытка выделяемого токами 

тепла Qdt над работой сторонних электродвижущих сил Pdt, причем 

согласно (2601
) 1 

Q _ Р = J
1 

(<j 1 1tнд + (/] 
2 
J

2 
ttнд • 

В случае посто.1щных токов в неподвижных проводниках (/] 11нд = О к 
Q = Р (см. § 28). Однако механическая работа .А может совершатьса 
лишь при перемещении проводников, которое в свою очередь сяязано

с появлением электродвижущих сил индукции, т. е. с нарушение~~ 

равенства между выделенным теплом Q и работой сторонних Э. Д. С_ 
Р. Избыточная (по сравнению с выделением тепла) затрата энергии 

источников этих Э. Д. С. (например, химической энергии аккумулято

ров) оказывается при этом достаточной не то.1ько для совершения 

механической работы .А, но и для увеличения энергии магнитного 
поля W.,., ибо из предпоследнего равенства следует: 

(Р- Q)dt =.А+ dfV.,1 · 

6. Предположим в качестве примера, что при перемещении кон

туров L 1 и L 2 сила токов J 1 и J 2 в этих контурах поддерживается~ 

I Внос.я это в (261') и предполагая, что обща.я энергия магнитного по.в.я остаетск 

неизменной (d ТУм = О), получим: 

А+ ~JtЕ;пнд = О. 
i 

Стало быть, в сог.аасии с изложенными в конце § 46, при W. .. = const общаw 
работа сил магнитного пол.я А', слагающаяся нз работ пондеромоторных сил _-t и 

работы Э. Д. С. индукции~ J, <В;~~нд, тождественно равна пу.вю. При d И':1~ ;- (} 
i 

общая работа сил магнитного пол.я продолжает оссrаваться равной нулю. Однако в это:11 

случае Э. д. С. индукции с!]инд лишь частично сво.~;яrс.я к Лореитцовой спле маг-

нитного nо.1.я f [ v Н] , частично же .являются nро.явленпем сил электрического пол.я,_ 
возбуждаемого изменениями подл магнитного ( е,\1. § 49), благодаря чему в этом случае--

А + ~ J_ с!] _ипд = - (l Н':11 =/ О. 4J •• . ~ 
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лостоянной путем непрерывного изменения сторонних Э. Д. С., ном

..пенсирующего влияние индукции. В этом гипотетическом случае вы

·текающее из (259) и (263) соотношение: 

_.прю1ет вид 

.A.=dW ... , 

тде d W... есть полное изменение магнитной энергии во время движе

ч-шя (ибо по условию ,!; = coиst). Иными словами,. механическая 

работа А будет равна пр и р а щ е н и ю магнитной энергии и 

A+dW:.,=2A. 

'С другой стороны, так как по условию силы токов остаются постоян

ными во время движения, то и 1-:оличество выделяемого тепла Q 
-()Стастся постоянным. Стало быть во время движения работа сторон

.пах Э. Д. С. Р должна возрасти на (положительную или отрица

тельную) величину 2А, причем половина ее будет итти на увеличеппе 

:магнитной энергии TV.... Это возрастание работы Р объясняется тем, 

-что для поддержания постоянства сил ,токов во время движенин 

-необходимо изменить сторонние электродвижущие силы так, чтобы 

кшшенсиронать влияние электродвижущих сил индукции. 

Заметим, что перемещение контуров тока при условии J, = const 
-е энергетической точки зрения вполне аналогично перемещению 

.обк.~адок конденсатора при условии ~1 - ~ 2 = const. В последню1 

-случае работа пондеромоторных сил электрического поля тоже равна 

л р и р а щ е ни ю энергии этого поля: 

uричем как работа А, так и приращение электрической энергии 

.dИ',, совершаются за счет работы (сторонних) Э. Д. С., поддерживаю

щих постоянство разности потенциалов обкладок конденсатора ( см. § 17). 
Конечно, в действительности при движении проводников остаются 

_постоянными в большинстве случаев не силы токов в них, а величина 

..сторонних Э. Д. С., сила же токов из~1еняется, что значительно 

_усложняет явления. 

7. Рассмотрим в заключение индунцию токов в контуре L 1, к кото

·рш1у не приложено сторонних Э. Д. С. (6/mP=O) и который пере

J11ещается в по ст о я н но 111 магнитном поле, например в поле 

лостоянного тока J 2 • Строго говоря, появление индукционного 
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1'0Ra В контуре L1 связано С возбуждением соответствующего l\ШГНИТ
ноrо поля, что в свою очередь должно возбуждать вторичные индук

ционные тони Iiaii в Iiонту~е L 17 тaii и в контуре L 2', и т. д. Таким 

образом предположение о постоянстве внешнего магнитного поля 

-сводится в сущности к предположению, что J 1 ~ J 2 , и что напря

женность поля индуцированного тока J 1 столь мала по сравнению 

-с напряженностью поля тока .r2 , что полем этим можно полностью 

пренебречь. При этих условиях пото~. магнитной индукции tp через 

контур L 1 сведется к 

(см. 236) 

и формула (257) ввиду постоянства J
2 
примРт вид: 

@ .,нд_ 1d1V12 _ 1 J dLr 2 

l С dt - С• 2 dt 

Далее, ввиду <f] 1 cmJ> = О, помножал ( 256) на ,Т1 , получим: 

С другой стороны, пренебрегая в (259) членом, содержащим J 12, полу

чим, ввиду предполагаемой неподвижности контура L2 ( L22 = const ): 

'Стало быть, 

-тнк как J 12R1 dt есть величина существенно положительная, то А< U. 
,Следовательно, пондеромоторные силы магнитного поля совершаю·, 

при движении проводника L 1 отрицатель ну ю работу, т. е. пр о
т и в оде й ст в уют этому движению. Отсюда вытекает так называемое 

п р а вил о Ленц а: индукционные токи, во~никающие .в проводнике 

при движении его в постоянном магнитном поле, направлены так, 

что испытываемые этими тонами пондеромоторные силы магнитного 

поля п р о т и в од е й с т в у ют движению проводника. 

8. Прежде чем переходить к применению полученных результатов 
к конкретным задачам, заметим, что переходом к практической ( а 
также к электромагнитной) системе единиц (см. § 38) можно достигнуть 
устранения из всех формул этого параграфа усложняющего их 

22. Основы теории з.пектрИЧ(lсТва, тnм: I. 
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фантора с. Покажем это на примере формул (257). и (2621). 

Пользуясь таблицей Ш, стр. 270, можем написать: 

fJ = -
1
- fl' J = 3 · 109 J' L = 10'i L' 

(О 300 (9 ' ' ' 

[гл. vr 

де <8', J1, L' суть выраженные в практических единицах (вольт" 
ампер, генри), значения Э. Д. С., силы тока и коэффициента индукции, 

тогда каи 11, J, L являются значениями тех же величин в абс о

л ют н ы х единицах, ноторыми мы до сих пор полъsовались. И роме· 

того практической единицей энергии является джауль = 107 эргов; 

стало быть, в тех же обозначениях 

W=101.w1 • 

Выражая в формулах (258) и (2621
) значения всех величин в практи

ческих единицах и внося в них численное значение коэффициента. 

с ( = 3 · 101°), по сокращении получим: 

и 

(/] ,иш, = - (L ,dJ 1: + L , dJ2' + J ,dL11' + J. • dLa') 257• 
1 11 at 12 dt 1 de 2 de 

W ,. 1'1L 'J'J' 
м =2~ 1/с ' ,.. 

4,k 

В последующих примерах и задачах мы будем пользоваться не абсо

лютной системой единиц, а практической, обычно применяемой в при

иладно:м учении об электричестве. 

ПР им ЕР. -Превращения энер~ии при замwкании и размыкании 

цепи тока. - Для уединенной недеформирующейся цепи тока согласно 

(255) и (25 7) можем написать, пользуясь пр акт и ческой с ист е-

м ой единиц: 

J' R' = IJ'cmp- L' а::;, 

где L' = conвt есть самоиндукция цепи тона. Общее решееие этоrо 

дифференциального уравнения в случае независимости '8'mnp от вре
мени имеет вид: 

IJ'cmp R' 
J 1 ----+· ае - L' f - R' ' 

где а есть произвольная посюянная интегрирования. 
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Предположи11r, что бывшая разомкнутой цепь тока замыкается 

в момент t = О, так что при t = О J = О. Чтобы удовлетворить этому 
. (/]'стр 

условию, необходимо положить: а= - -В,, откуда 

J'=-- 1-e-v . Е'стр( R' t) 
R' , 

Стало быть, сила тока при замыкании цепи нарастает экспотенциально 
Е'стр 

от нуля до соответствующего закону Ома предельного значения ----W- . 

или 

Помножая исходное уравнение на J', получим: 

J'2 R' = J' '5' отр - L' J' _ij,J' 
dt 

Таким образом работа сторонних Э. Д. С. J' (/]'стр затрачивается при 
замыкании цепи не только на преодоление (омического) сопротивления 

цепи R', т. е. на выделение джаулева тепла J' 2li', но и на при-

ращение энергии ъ~агнитного поля тока W' м = { L' J' 2 ( сравни 262"). 

Этим постепенным накоплением магнитной энергии в окружающем 

пространстве и обусловливается постепенность нарастания силы тона 

при замыкании цепи. 

Обратно, если в момент t = О в цепи циркулирует ток J 0', и ес.111 

в этот момент выключить из цепи источник электродвижущей силы 

так, чтобы цепь тока все же оставалась замкнутой (например, зам4 

кнув источник Э. Д. С. накоротко), то сила тока не сразу упадет до 

нуля, а будет убывать по экспотенциальному закону: 

Уравнение энергии в этом случае ((/]'стР=О) примет вид: 

J'2R'=-~(!L'J'2) =- dW'м. 
dt 2 dt 

Это значит, что после выключения электродвижущей силы ток в цепи 

будет все же поддерживаться за счет энергии, запасенной в магнитном 
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поле rо:щ, вплоть до того момента, пока вс11 эта энергил не пе

рейдет в Джаулево тепло. 
Соответственно этому с1юрость нарастания и убывания тока опре-

R' 
деляется значею1е)1 величины L', т. е. соотношением: между энер-

гетической "емкостью" ыагнитного поля тока, определяемой коэффи

циентом L', и величиной испытываемого то,юм сопротивления или 

"трения", обусловливающего переход его энергии в тепло. Чем меньше 

сопротивление и чем бо.'lьше сшюиндукция, тем относительно медлен

нее происходит изменение силы тока. Таким образом к о эф фи

ц и е н т с а м о и н д у к ц и и является мер о й своего рода "электро

магнитной инерции" тока. 

С энергетической точки зрения ;мектрический 'IOK в замкнутом проводнике можно 
сравнить с вро.щепнем вала, несущеrо маховое колесо и приводимоrо в движение 

двигателем. При пуске в ход ,11,вигатедя (сторонние Э. Д. C.J работо. его эатрачп

ваетс.я как на преодоление трения в подmипiшках (сопротивление проводника), т. Р. на 
выделение тепла (Джау.вево тепло). так и па сообщение кодесу кинетическоii 

энергии (энергия магнитного поля тока), благодаря чему возрастание скорос111 

.вро.щею1я (си.вы тока) происходит постепенно. При выключении же двигателя вu.11 

продолжает вращаться по ннерции. приче)t кинетическая :~нl'ргип колеса переходит 

в выде.1яющееся при трении тепло. 

Соверше~но аналогичным образом можно рассмотреть с точки 

зрения превращений энергии все явления, происходящие при взаи

модействии двух или несколько токов, · при их движении ( с учетом 
совершающейся при этом механической работы) и т. д. 

3 Ад А ч А 36. - В постоянном однородном магнитном поле Н' рав
номерно вращается недеформирующийся замкнутый плоский контур 1, 
сопротивления R' и самоиндукции L', к которому не приложено сто
ронних электродвижущих сил. Ось вращения перпендикулярна Н' и 
лежит в плоскости контура. Число оборотов в секунду равно ti = 2пrо 1 • 

Соответственно этому поток магнитной индукции Ч'' внешнего полн 

Н' через контур L определяется выражением 1.pr = 1Jr10 cos rot. Значения 
всех величин предполагаются выраженными в 11 рак т и чес к их еди

ницах (штрихованные буквы!) 

Поюшать, что в контуре L должен индуцироватьсн ток J': 

L . . 
J' = (/J чrо' r sin (rot- а), 

I л•2+ro2L'' 

t Опре.-;еJ1ев11ое таких оqрааом числ.о w. иааывается ц-11·к ли чес к о и ч о. ст о

т ой вращения, см. при'>lечание к стр. 370. 
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где а есть сдвиг фазы тока по отношению к фаэе электродвижущей 
1иw 

силы индукции (/]'впш• возбуждаемой в 1ю11туре иэменение~1 1юто1щ 

индукции IJI' внешнего поля Н': 

инд dЧ1
1 

'5' в,ни =-dt = ijlo' ro sin rot, 

roL' to· cz----
1' - Л' 

Поl{азать да.,1ее, что для поддержаннн вращения контура L ш'
обходима затрата извне механической работы в ноличестве: 

_! J , 2 R, джау,~• 
2 ° сек 

где через J 0' обозначена амплитуда то1.а J', причем в контуре~ L вы
деляется равное работе А 1ю.:шчество джаулева тепла Q. 

Если предположить, что з11мкву•rый контур L состоит из .а.вух часпй, JI:J кото

рых 0.1.во. вращается в постоянном маrвитном поле (якорь в ноле статора), а др)'rая 

11еnодв11жво. (сеть), nриче:11 контакт 111eЖJJ.y обеими частями контура во время вра ще

иия_не нарушается, то мы получим простейшую схему генератора. переменного тока, 

к которой применимы все результаты, полученные при решении задачи 36. Однако 

на. практике необходимо принимать во внимание, что переменные токи во вращаю

щемся якоре в свою очередь индуцируют токи в обмотке статора, чем нарушается 

постоянство «внешнего» магнитного поля Н. Дыее, в задаче 36 мы ограничились 

рассмотрением установившегося режима тока, оставив без рассмотрения яВJ1ения, 

происходящие при возникновении и прекращени11 вращения якоря, из111енении наrрузю1 

сет11 вт. д. 

§ 48. Объемное раС11реде.Iеннс знсрг1111 лагнuтного по.11:н. ~н~р
I'НЯ полн иагнитов. Самоивду:кц11я. - 1. Полученное нами выраже
ние энергии :магнитного поля токов в однородной магнитной среде (262'): 

по своей форме соответствует представлению о магнитном взаимодей

ствии тонов на расстоянии. В этом отношении оно вполне аналогично 

выражению (861
): 
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энергии покоящихся электрических зарядов. Действительно, входящий 

в (262') член 

~южет быть истолкован, как энергия магнитного взаимодействия токов 

J 1 и J 2 , а член 

нак "собственная" энергия тока J 1 , т. е. ка~, энергия взаи11Iодействия 

бесконечно тонких токовых нитей, на которые может быть разложен 

этот ток. 

Нетрудно, однако, выразить магнитную энергию токов в форме 

интеграла по всему объему поля этих токов и тем самым, ~шк и в слу

чае поля электрического (см. §§ 16 и 24), получить возможность 

интерпретировать энергию W м в духе теории бли:шодействия как 

энергию п о л я, а не как энергию в з а и м од е й с т в и я т о к о в. 

Собственно говоря, дл11 случая токов в н е м а r н и т н о й с р ед е 

(µ = 1) преобразование это было уже выполнено нами в § 36. Внося 
(2091

) в (263), получаем непосредственно: 

(µ=1) w . .,=-U=s~~\юav, 264 

где интегрирование должно быть распространено по всему объему 

полн ого поля (см. стр. 255). 
С точки зрения теории поля формула эта r.южет быть истолкована 

следующим образом: магнитная :шерrия локализована в поле, и распре

делена по его объему с вполне определенной плотностью шА,, равной 

(µ= 1) 264' 

В квазистационарных магнитных полях оба приведенных понимания 

магнитной энергии (как энергии взаимодействия токов и как энергии 

поля), разумеется, совершенно равноправны, uбо вытекают они из ма

тематически эквивалентных друг другу выражений (262') и (264) 
( сравни § _16 ). Однако при переходе к быстро-переменным электро

магнитным полям эквивалентность этих выражений нарушается, и мы 

убедимся в следующей главе, что лишь представление о локализации 

магнитной энергии в поле ·1Южет быть согласовано с данными опыта, 
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2. Обратимся теперь к случаю магнитного поля токов в диа- о 

пара-магнитной среде. В § 36 мы показали, что из формулы (198'): 

,следует уравнение (208'): 

J U=--~Ads 
с:к • 

L 

U = - !:!~SArot Н d V, 

rде интегрирование должно быть распространено ·по всему объему 

л о л ног о поля. Так как исходная формула, согласно (233'), остается 
-справедливой и при наличии магнетиков, то, стало быть, и при µ -=f= 1 
потенциальная функция токоя должна выражаться формулой (208'). 
Далее, как и на стр. 255, согласно (67), можем написать: 

ArotH = HrotA +div [НА). 

{)днако при µ=f= 1 вихрь вектора потенциаi1а А равен не напряжен-

1юсти поля Н, как это имеет место при µ= 1, а его магнитной 

индукции В (уравнение 226). Стало быть, при µ =f= 1 

ArotH =ИВ+ div [НА]. 

Внося это в выражение для U и повторяя рассуждения, приведшие 

нас в § 36 к ур. (209'), получим окончательно: 

U = - .!.Jнва V = _ _!.sµIPdV 
8тт 8п ' 

откуда на основании (263) следует: 

w .. =s~Sµн2 av. 265 

Эrо уравнея:ие может быть истолковано в тои смыСJiе, что маrnит

ная энергия ТQков локализована в поле с объемной плотностью 

26б' 

при µ = 1 (265') сводится к (264'). 
Таким образом при заданной напряженности полл энергия единицы 

его объема пропорциональна магнитной проницаемости среды. 
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Иэ.10женное относится, конечно, к энергии, напряженности и т. ,;. 11 акр о с к о
п и ч е с в: о r о по.!lя. Что же в:асается энергии микроскопичеrкого маrвитного поля,. 

т() .ее з&ввси11ость .от иапряжеиности этого ПО.!IЯ .J1.ОJ1жна, очевиюю, опре,11;елят1iося 

фopмy.!loli (2'14') вне зависи111ост11 от того, существует J111 это поле в вакууме илк 

же в .материuьной сре,11;е, т. е. в пространстве, в которое вкрапJ1евы от,11;еJ1ьныс

мо.11екуJ1ы магнетика (сравни § 24). И ,1;еliствнтеJ1ьно, по,11;обно то111, как :11акросв:пuи

ческая п.11отвость энергии электрического поля в ,11;иэ.1ектриках 

и:= l)E = ; Е~ 
81t я~ 

яо.11яется в сущности сум11011 cpe,11;нeli п.итностя ::)Jfергнн алек1·рнческого 110.1.н в с,,G

ственпо:11 rмысле этого с.:rова 

. - , ·в·t 
//. d- 8~ .Ull'"'J>O 

II неразрывно связанной с ней упругой энергии 1юJшриэованвых моJ1екуJ1 диэлектрика

(§ 24}, так и мuкроскоппческая плотность энергии магнитного ПОJIЯ (265') явJ1яетr:r 

суммоii среАне!I шютвостп ::шергни :11агн11тного 1~о.1я в собственном с111ысJ1е сдова 

1 
и1_,.-= ~ нs . ., ищю, 

н той .J1,обавочно11 кинетической :1нерги11, которую прпобретаю·r в магнитном по.нr· 

э.1ектроны .моJ1екуд магнетика б.11аrщаря процессни :JJJектронных орбит. Кроме того 

необходимо учесть, что воэбуждеиие магнитного поля II на111агничивавие парамагне

тиков связано с упорядочением ваправлевиli магнитных осей его 110J1окр и сопря-

жено поэтому с изменением энтропии II выдеJ1евием тепла. Поэтому _в 11арамагнет11-

ках веJ1ичива ш ... (265') яв.шется в сущности n.!lотностью с в об одной энерги11 

макроскопического :uагвитного поля (сравни сказанное об энер1•ви эле~;тр11ческо1·u 

поля в днэдектриках с твердыми дппо.11ям11). См. работы Н. Л. J,orentz'a t II Bruins 2. 

3. В качестве примененил формулы (~65) рассмотрим энергию .маг
нитного полл Н двух тонов J 1 и J 2 , находящихся в произвольной 

диа- или пара-магнитной среде. Если Н 1 и Н 2 суть напряженности 

полл, еоздаваемого иаждым пз этих тонов в отделыюсти, то 

и общая энергия подя токов будет равна: 

Очевидно, что первый и последний члены правой части этого равен

ства (обозначим их через W 11 и W, 2 ), могут быть названы с об -

I Encykl. d. Math. Wissensch., V - 14, § 52. 
2 Arch. Neerlan(I. 1921 г. 
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ственной энергией каждого из токов J 1 и J 2,a второй член
вsаnмной энергией этих токов W 12 • 

·Установленное нами для случан однородной магнитной сре;\ьr. 

(µ = c~nst) уравнение (262): 

останетс.н очевидно справедливым и для рассматриваемого случая про-

извольной (но не ферромагнитной) среды, если только .мы условимсн 

определять значения коэффициентов индукции L11 , La, L22 из соотно

шений: 

) 
t 
1 
) 

Так nак Н1 и Н2 при заданной конфигурации проводников про-· 

порциональны соответственно J 1 и J 2 , то определяемые формулой 

(265''') значения величин Lн, L 12 , и т. д. будут зависеть лишь от 
геометрической. нонфигурации проводников. При µ = const значения 

эти должны совпадать с значениями коэффициентов индукции, опре

деляемых формулой (236). · 
Уравнения (265"') представляют собой на и б о л е е обще е, гщ

ное при µ ~ const определение и о эф фи ц иен то в инд унции. 
Из этого определения явствует, что ноэффициенtы индукции являютсл 

в сущности :м е р о й э н е р г и и м а г н и т н о г о п о л я т о н о в ( при 
заданной силе этих тонов). 

4. Перейдем теперь к вопросу об энергии поля по ст о я н н ы х J11 а г
ни то в. Предположим сначала для простоты, что в поле этих J11ш·ни

тов нет пр о в одни и о в электричества, а, стало быть, и нет токов 

проводимости. В этом случае механическая работа А, совершаемая 

силами поля при перемещениях постоянных J11агнитов, должна, очевидно, 

равняться убыли энергии этого поля: 

А=- aw., (266) 
ибо за отсутствием электрических токов эти перемещения работой 

электродвижущих сил сопровождаться не будут [сравни формулу (261 ')]. 
Исходя из этого соотношения и из приведенных в§ 41 выражений длл 
пондеромоторных сил, испытываемых в магнитном поле постоянными 

магнитами и намагничивающимися магнетиками, можно показать, что 

энергия поля магнитов, нан и энергия поля тонов, должна выражатьсл 
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·формулой (265). Удобнее, однако, итти в обратном порядке и прове

рить правильность этой формулы, доказав, что из нее и из формулы 

·(266) вытекают приведенные в § 41 выраженил пондеромоторных сил 
магнитного поля. 

Приступая к этому .,он:азв.тельству, заметим предварительно, что в по.Jе токов 

.В= µН и поэтому 

1 1 
ш ... =-= 

8
_ µН2= ;::-- НВ, 
j~ r1t 

·то1·;\а ка.в: при яа.1ичии постояпиы'I: ма.гпитов, cor.1scпo (224"), 

B=Io+µH. 

,11.Wlee по.ае магнитов обладает о,.лозначиым потенциалом ф: 

И =-gradф 

{см. 221); поэтому, применяя форму.11у (66), можем написать: 

µН2 = - (В - 10) grad ф = - div!ф(B - Ie)\ + ф div (В - [0). 

Согласно (225) и (219), 

где рОм обозпв.чает объемную шютпость постоянного магнетизма. Ств.ло быть, 

1 S . 1 1 . r l 1 J' Wм=- µH2dV=--- d1v\'1(B-10)(llV+- ФFО clV, 
81t 81tv \' , 2 .Ч 

·иричем интегрирование должно быть, разумеется, распространено по всему объему 

п о л н о г о по.11я. Ес.11и мы д.11я простоты пре,11;по.11ожи11, что в поле нет никаких по

верхностей разрыва величин ф, В и 10 , то первый из интегрв.11ов правоti частя 

-с помощью теоремы Гаусса может быть преобразован и интеграл по поверхности 

полного поля, откуда следует, что янтегрм этот равен ну.1ю. Следовате.11ьяо, в этом 

-с.1учае: 

266' 

Для ,11;ал:ьuеиmего ,11;оказатезьства .в;остаточно отметить полную аныогпю форму.71 

-{265), (266) и (266') с формулами (94), (124) 11 (124'), основываясь на которых мы 

в § 25 пока3аля 1, что плотность пощеромоторных сил электр11ческо1·0 поля. равна: 

Очев11,11;но, что, повторяя рассуждения этого параграфа, мы в расс11Jв.триваем:ом 

I Полагая в первом приближении ~ - 1 пропорц11опа.11ьным п.ютности днэ.11ек

·трвка, см. стр. 160. 
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~учае ,11;0.1Zны приllти в совершенно а.ныогично:11:у выра.женню µя п.11отностн n.эн

..1,ерокоторяых си.11, ИСПЬПЬIВВ.емых В МВ.ГНИТПО:11: поле ПОСТОЯНUЬIМИ каrиита.ки И 

ва.11аrиичива.ющи11исл ма.rиетива.ми: 

µ-1 
f= р~.-н +----nH"J. . Hr: v 

Чтобы убеАИТЬСЯ в том, что это выра.жеине деifствительно совпа.да.ет с ранее уста.

вов.11епноll фор11у.11оl (230"): 
µ-1 

f= Iov· и +--вit v№, 

. .-.оста.точно применить в: n е р в о м у ч.11ену I0v · Н те преобра.зова-пвя, которые прв-
11елн пас в § 41 от (230) к {231). 

Итак, энергия поля постоянных магнитов выражается той же фор

му дой (265),. как и энерrид поля токов. Очевидно, стало быть, что 

формула эт!;i остается справедливой и в том случае, если магнитное 
поле возбуждается совокупным действием как токов, так и постоянных 

магнитов. Отметим при этом еще раз, что выражение 

-эквивалентно (265) лишь в том случае, если постоянных магнитов 

в поле нет (10 = О в противном случае В =I= µН). Наконец в том слу
чае, если в поле имеются ферромагнетики, проницаемость которых µ 
:зависит от Н, или магниты, ,,постоянное" намаrничение которых 10 
не остается строго постоянным при изменениях поля (размагничива

ние и т. п.), то формула (265) таюке п~рестает быть справедливой и 

должна быть заменена более сложным выражением, на выводе кото

рого мы останавливаться не будем 1 • 

Пр им ЕР 1. Са.моин.дукция кру~эва~а прооодпика. Цu.11ип,11;рическиii провод ра

диуса. r0 согнут та.к, что оп обра.зует окружность радиуса. R. По нему протека.от ток J. 
{}бъе:и прово,11;пика. обозпа.чя:и чере1 V", объем окружающего его пространства. 

-через V', а энергию поля тока в V' и в V" соответственно через W' в W": 

W' = !fµH2d V, 
8 V' 

W'' = 8~Jµн2dv. 
V" 

Если провести опирающуюся на контур провода ус,10впую переrоро,11;ку S' (см. рис. 81, 
1tоторыи изображает сечение провща мерп,11;аона.11ьноii п.11ос1tостью), то по.11е то&а. 

вне nровоАВ111tа. кожно бу,1;еr считать облар;ающим потевциа.11ом ф, причем потенциал 

.этот бу,11;ет исПЬ1тыва.ть па переrоро,11;ке S' скачок 

J. -Ф =4r.J 
't'+ - с 

' См. по этому вопросу,_~пример, Abraham, Theorie d. Elektrlzitiit, В. I. 
_Abschnitt IV. 
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(см. )'р. 190, стр. 234). Энергия внешнего поля тока выразится при этом формулой: 

1 , 1 s И1' = _\ BHrlV = - -- Barad·~dV Rit1 81t " · . 
L• У' У' 

Сог.заtно (6В) о (225) diYB = О и 

Bg1·adф = div(фB)-фdivB = divtФB); 

следовате.11,но, на основании теоремы Гаусса., получаем: 

•рвчем поверхноствый инте1·рал должен быть распространен, во-первых, по rранице

об1,111а V', обра3уемои поверхностью провщника. S (интеграл по ввешвеit поверхно-

n V' 

s Ф+ S' R 

Ри<!. 81. 

ст11 пол ног о поАЯ равен нулю), н, во-вторых, по о б е II м сторонам поверхности 

разрыва потенциала. Посдеднип из этих поверхностных иитеrра.в.ов очевидно рав~:н: 

\lФ_ - ·} .. )Нп1lS = J:r.,J \' В l ·, -с lt(,8, 

.__,. S' '(, 8' 

где Bn есть слаl'uющал В по на11ра1мению 11оложит('.11ьной нормали к 8' (рю·. 81). 
Ста.10 быть 

1Г'= . ~ ,r; ,1 в dS + .·1. j''в ,ls. 
;-JiтcY т n 2r. ·n 

S S' 

Предпо.1ож11м теперь д.;~н опреде.1енностн, что пространство вне провода заuо.1-

нено однородным магнетиком проницаемости р.', тогда как проницаемость проводника 

равна р.''. Пре,D;положим дадее, что ра,D;иус провода ,·0 весьма мал по сравнению с ра

АИусом образу~,1,юii им окружности R, и рассмотрим участок провор;а АJJ»ны l, у,цоВJJе
творяющий условию r0 ~ 1 ~ R. Ввиду l ~ R участок этот можно считать прямо

линейным. Так как кроме того r0 ~ l, то поле внутри провода и в nепосре,цственной 
близости от его поверхности будет .1ишь весьма незнач11те.1ьно отличаться от поля 
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бесконечно ДJiиииоrо прямолинейного тока и, стало быть, · с ,1;остаточнои ·rочностью 
будет опре,1;еляться формулами 1: 

(r ?=" ro) 
2J 

Н' = cr ' ( r ~ l'o) 

где 1· ость расстояние рассматриваемоп точки подя от оси (т. е. центральной динин)

прово,:а. Таким образом вне провода на ,1,;остаточио бдиаком расстоянии от его по

ве/Jхвости (r ~ R) поле рассматриваемого вами тока совпадает с полем лине н

и о r о тока тolt же силы, сосре,1,;оточеииого на оси провода. С друrои стороны поле тока 
должно совпа,1,;ать с по.11е111 лииеiiиого тока и на больших расстояниях от поверх

ности провода tr ~ r 0), ив которых распределение тока по сечению провода 

сказываться не может. Так как любая точка внешнего пространства V' удовлетво

ряет хотя бьt 0,1,;ному из этих условий (1· ~ r8 либо ,;· ~ R), то при определrнии поля 
во все111 пространстве Г мы можем считать ток J сосредоточеииым на оси 11ровода. 

Ста.1n быть, входящий в выражение для TV' интеграл JвndS должен равняться нотоку 
В' . 

индукции ЧJ', посы.11ае111ому этим ли и е й и ы м круrовы111 током J чере3 концентриче

скую окружность ра,J;Иуса R - r0, образованную пересечением внутренней стороиы 

поверхности прово,1,;а S с плоскостью S'. С.110.в;овательио, вели обозначить через Lt2' 

коэффициент из1шмиой ииду1щии двух концентрических окружностей радиусов R и 
Il-1·0 , то, согласно (236), 

Так как при укаваиных ус.11овиях: векторы маrиитиого поля у поверхности провода 

S касате.в:ьиы к этой поверхности, то первый член в выражении ,1,;ля П'' равен нулю и, 

-ста.10 быть, 

Н'' = .т_5вn dS = -~ J I, 12'. 
"!с 2с• 

S' 

Обращаясь к выражению д.~я lff'' 11 внося в щч·11 приведенное выше значение 

ве1,тора Н", по.11учим: 
l=2•R r=ro 

1 s "S s 4J:11·2 1t "HJ~ W"=-. µHtdl'= µ_ --2rтd1·1tz.,_c:_'µ __ . 
~ № ~~ ~ 

Р' t~~ro r=O 

Итак, общая энергия поля тока раnна: 

и·= W' +· И1" = _l_ J21L . ' + ;:н"R·, 2 ·2 12 г • 

откуда на осиоваиии (265'") следует: 

I Формуш эти быJ1и выведены в § 34 (стр. 231, задача 32) в предположении, 

что 11 = 1. Однако докаа1теJ1ьство их основывалось лишь на уравнении (185), остаю
щемся справеАJtивнм в произвольной среде, и на факте аксиальной спметрин поJ1а 
прююлинеllвоrо 'IOKa. 
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Ве.1ичива '!(..,.• R яВJ1яется .111ерой эверrви W', sапасениой внутри провода, п может 
быть названа ero «ввутреввей» самоив.в;укцвей, а ве.пичива L' 111 , яВJ1яющаяся мepol.t 

ввергни W', может быть названа. «внешней» са.моив;uкцвей провода.. Обозначая внеш
нюю и ввутреввюJО са111оивдукцию через L' и L", .111ожем на.писать: 

L'=L,11', L"=1111"R, Lн=L'+L". 

Таким образом при упомянутых выше ус.1овиях внутренняя со.моив.в;укция L' провода ра
АИуса r0, обра.зующеrо окружность радиуса R, пропорциовыьиа его J.Jiивe 2itR, а. его
внеmвяя са.:иоии.в;укцня L" равна. коэффициенту в з а. и м в о й индукции L 111 двух кон

центрических окружностей ра.диусов R и R - r0 • Этот коэффициент L 111' может быть вы

чис.1ен с помощью общей фор111у.1ы (226) (см. пример опреде.1евия коэффициента. L1i 
АJ!Я ю~ух квадратов, § 36). Чтобы не за.rромож.в;а.ть вз.1ожевия чисто матема.тическимв. 
вЬ1К.11а,1;ка.ми, приведем здесь .1иmь оковчате.1ьНЬ1Й резу.1ьта.т (.в;.пя с.1учая r0 ~ R): 

11 Рим 1: Р 11. Са.мои-ндукция tдиницъt длины кабс-ля. - Рассмотрим проводник, 

.СОСТОЯЩИИ ИЗ АВух.' КОВЦеВтричеl::КИХ ПOJfБIX · ЦИJIИВДрОВ, A,IIBBII, КОТОРЫХ весьма BeJIHK& 
по сра.ввевию с их раАиусами r 1 и r2• На. обоих концах проводвика. ввутревиии и 
виеmвии его ци.иищры сое,11;ивеиы между собою, та.в: что совокупность обоих ЦИJ1ив.11;

ров соста.в.пяет во.мв:вутую прово,цящую цепь, по которой цирку.1врует ток J. При 
этом вапра.в.певие тока. во ввеmаем ци.шв,цре, разумеется, обратно ва.uра.в.певию er() 
во ввутревие:11 ци.пивдре. По,11;обвую цепь тока. мы бу.1tе111 у с JI о в в о ва.вьша.ть здесь 

в в §§ 62 и 63 в: а. б е J1 е 11, хотя термин этот имеет, конечно, бо.1ее широкое вва.чевие. 
Ее.пи А,Dвва. в:а.быя ,11;оста.точво выив:а. по сравнению с ero р11,JJ.Иусом, то вб.пвзи 

сре,11;ней ero части по.1е протев:а.ющеrо по в:а.бе.пю тока. бу,1;ет та.кпе ае, ка.в: и в CJiy
чae в:а.беJ1я бесв:оиечвой AJIBИБI. Понятие са.моивАув:цвв б е с 1t о и е ч в о r о в:абе.1я, 
разумеется, СМЬJСВ не имеет, ибо при уве.1ичевии .в;.пииы в:а.бе.пя обща.я эверrия ero 
по.пя, а. стыо быть, в са.моив.в;ув:цвя в:абе.1я L 11 растет АО бескоиечвости. Це.1есообравво, 

О,JJ;ВО.КО, ввести в ра.сс.111отревие самоив.в;ув:цию е А и в и ц ы ,ц JI в вы бесв:овечвоrо в:а.

бе.вя, понимая по,1; этим меру той ,11;0.1и эверrии его по.пя, которая за.КJiюча.ется меж,цу 

АВ)'МЯ перпев,1;и1tуJ1ярвыми в:а.бе.пю ПJIОСКОСТЯми, ва.ХОАЯЩВМИСЯ на. e)l,IIBBЧBOII ро.сстоя

вии .1tpyr от ,11;pyra.. Ес.1и мы уСJ1оввмся отмечать sвез,11;очкой все ве.1ичивы, относя-

. щвеся в: единице АJИИБI в:абе.1я, то по a.нiuorиn с (265"') можно написать: 

W • 1L•J2 н=2с'I н. 

Фивический смыс.а ве.пвчииы L•11 сво)l,llтся, очевll)I.Во, к то:11у, что при уве.пичеиив: 

АJИВЬI до ста.точно AJIBBHOro. ка.бе.1я на. е)l,llвицу, са.моивдукция ero L 11 уве.1ичиваетса 

во. L* 11 е.1t11ивц. 
ПреJJ.ПО.пожим АJЯ простоты, что «обuа,JJ;Ки» в:а.бе.1я (т. е. обравующnе в:а.бе.JJЬ 

ЦИJIВВJJ.РИЧесв:ие проиоАВИКв) об.1щают сто.1ь 111a..1oil тоJщиной (по сравнению с r1 и rJ, 
что в первом приб.пвженив их можно считать бесконечно тонкими поверхностями. 

По.пе тока., равномерно ра.спре,11;е.1енноrо по поверхности· ЦИJ1ив,11;ра., равно вуJю 

внутри этого ЦИJ1нн,11;ра; во внешнем же простра.вс:rве оно . таково, ка.к -t!CJIB бы ток 
бБl.ll сосре,11;оточен на. осв ци.1ивдра. (см. ва,11;ачв '27 и 32, стр. 2~ 231). Стыо быть, по.в& 
в:а.бе.пя внутри циmццра. r 1 равно нуJю, меж.1tу ци.11ии"рn11и r 1 и r 11 совп11,,1;11,ет с nо.1ек 
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.tивеilвого тока силы J, и па.конец, вuе цилип,11.ра i·2 также равно пулю (ибо по впут

реине!I н по внешней обR.1а,11.кам ка.беля протекают токи равноlt величииы и противо

по.1ожпоrо направ.ilения). Стало быть, прнхо,11.ящаяся на. е,;нннцу АЛИИЫ ка.беля энер

гия W • 11 сосре,11.оточеuа в · пространстве между его обuа,11.ками, т. е. в полом 11и

.1ии,;ре ,11.ляпы l, вяутренпиll II внешний ра,;иусы которого равны r 1 и r 2 • Итак, 

lf ·• J1s··=r,('}J\2 ,,.12 /r2) TV•=- 11-H-clV=- -- J 2:.1·d1·=-. lg 1-- , 
81t Sr: 1:1· ct \ r, 

' r= 1·1 

r,;e 11 означает проницаемость cp~)l,bl, заключепяой между обuадками каб0.1я. Сраюш
ll!\Я вто с преАЬЦущим уравнением, получим окончательно: 

3 Ад А q А 37. - µ,оказа.ть, qто взаимная ::тергия тонов и постоян

ных магнитов равна нулю, т. е., иными словами, доказать, что энергия 

:магнитного поля, возбуждаемого совокупным действием токов и :маг

нитов, равна арифметической сумме энергии поля то1юв и энергии поля 

:магнитов (тогда как, например, взаимная энергия W12 двух токов от

лична от нуля, см. уравнение 265"). Дать физическое истолкование 

этого результата. 

3 ад а q а 38. .Метод Нвинке измерения магнитной восприимчи

вости жидкостей и газов состоит в следующем. Жидкость помещается 

в И-образную трубку расположенную так, чтобы мениск жидкости в

узком капиллярном колене трубки находился в сильном :магнитном: 

поле Н, тогда как другое широкое колено трубки находится вне 

поля. При внлюqении поля Н пондеромоторные силы этого поля· 

вызывают повышение уровня жидкости в капилляре на высоту Ji. 
Показать, qто восприимчивость х жидкости равна: 

где -с есть шютпость жидкости, х0- восприимчивость ~·аза, находяще

гося над ее поверхностью, а g - ускорение сиды тяжести. 

§ 49. Вихри 0.11е.ктрическо1•0 поля.-1. В § 46 :мы вывели за

коны индукции токов в д в и ж у щ и х с я проводниках, основывалс~ 

на том обстоятельстве, что согласно § 37 на электрические заряды 
действует Лорентцова сила (214): 

F =с{Е + ~ [vН] }· 

второй чден которо~пропорционален скорости заряда и напряжен
ности :магнитного поля Н. Затем, основываясь на принципе относи-



:352 КВАЗИСТАЦИОНАРНОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ [гл. YI 
----~-- ~--------·- ·---- ------------

·тельности движения, :мы показали, что индукция токов должна иметь 

.место и в н е под в и ж н ы х проводниках при изменениях напряжен

ности магнитного поля, причем 

cfJIIHд = - _l_ ~чr = __ _l_ _!,_ r в l~S 
с dt с dtJ " ' 

где интегрирование .ъюжет быть распространено по любой поверхнос1и S, 
-опирающейся на контур проводника. Для случал не подвижных 1 

проводников поверхность эта тоже может быть выбрана неподвижной, 

причем в этом случае дифференцирование по времени может бып, 

_выполнено под знаком интеграла: 

динд = _ _l_ \•Шn dS 
"-' с J dt . 

;Jнак полной производной по времени заменен здесь нами зна~юЬ! 

- u ш 
частной производнои (круглое .!) для того, чтобы от.ъштить, что Тt" 

есть скорость изменения во времени величины В" в фи r, с и ров ан
и ой точке пространства (J·, !!, z =const). 

Итак :мы приходим к заключению, что изменение магнитного ноля 

.должно вызывать в неподвижных проводниках появление сил, дей

етвующих на 'электрические заряды, причем циркуляция этих сил по 

нонтуру проводника, обозначаеJ1шл нами •rерез cfJ•iнo, определяется 

формулой (267). 
2. В § 2 напряженность электрического поля Е была определена 

на:ми, как сила, действующая на единичный положительный (пробный) 

заряд. Однако в § 37 мы убедились, что и в отсутствие ;·лектрического 
поля д в и ж у rц и й с я заряд может испытывать силу 

1<'= е [vЩ. 
с 

Это обстоятельство ведет к необходимости уточнить определение на

пряженности электрического поля Е в том смысле, что Е равно силе. 

действующей на не подвижный единичный положительный проб

ный заряд. Действител'ьно, из (214) следует: 

при v=O :Е=_1_]<' 
е 

I Относ11те.11ьно инер11иаль11ои системы, в которой произво,11.птса намерения 1юм1_. 

-С"· стр. 323. 
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,(предполагаем, что сторонние Э. Д. С. химического и термического 

происхождения отсутствуют). 

Исходя из этого определения электрического поля, мы на основа

нии относящейся к не подвижным проводникам формулы (267) 
_должны заключить, что п р и и з м е н е н и я х м а г н и т н о г о п о л я 

в э т и х п р о в од н и к ах в о з б у ж д а е т с я п о л е э л е кт р и ч е

е к о е, циркуляция напряженности которого Е по контуру проводника 

L равна 1 : 

~ Е ds = 611нд = _ _!_ rc)Bn dS = _ _!_ c)tp. 
::fL 8 cJ c)t С c)f 

267' 

Формула эта останется справедливой и в том случае, если 111ы у с л о

-в им с я во всем дальнейшем понимать под Е общую 

11апряженность электрического поля вне зависи

мости от того, возбуждается ли это поле (полно-стью 

или частично) стационарными электрическими заря

_д а м и (Ну лоново поле) и л и ж е и з м е не н и я м и п о л я м а г н и т

н ого. Ибо согласно (34) циркуляция электрического вектора поля 

-етационарных зарядов равна нулю. 

При выводе уравнения (267') предполагалось, что контур инте

грирования L совпадает с контуром линейного проводника. Есте-

-ственно, однако, предположить, что если изменения магнитного поля 

возбуждают электрическое поле в проводнике, то они возбуждают 

~го также и вне проводников. Иными сло1шми, естественно предполо

жить, что уравнение (267') применимо к люб ом у замкнутому непо

движному контуру интегрирования в н е зависимости от того, прохо

дит ли этот контур по проводникам, по диэлектрикам или по вакууму, 

-п что отличие проводящего контура от непроводящего сказывается 

-Лишь в том, что только в проводниках возбуждение поля ведет к по-

явлению тока. 

Итак мы допустим, что уравнение (267') применимо к любому 

замкнутому неподвижному контуру интегрирования L. Предполагая, 

1 Таким образом ямеиия ищукциn токов- в проводниках, д в и ж у щи х с я и по

стоянном магнитном по.11е, истолковываются нами кв.к резуJ1ьтат возмйствия м а r
-и и т и о r о ПОJIЯ (Лорентцовв. сила), тогда кв.к ииJJ;уКция в не под в и ж и ы х провод

никах при изменениях магнитного поля истолковывается совершеяио иным образом, 

_кв.к результат возде11ствия э л е кт р и ч е с к о r о поJ1я, возбуЖJJ;аемоrо изменениями 

ло.1я магнитного. Между тем, кв.к мы убедились в § 46, никакой объекmвиой 

разницы между эти11111 двумя вида~1и пщукции, нет, ибо понятие движения отиоси

те.1ьио. Первая из посвященных теории относительности работ Эiiиmтellиu. начи

нается указанием ив. необходимость устранения этой приицппимьиоii разницы 

-в исто.11ков1шии двух яВJ1епий, объективно неотличимых друг от Apyra. Теория отпо-
-сительяости эту задачу paзpemнJia (см. том П). 

23. Основы теорпп "'1ектрпчества, том l. 
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что на опирающейся на контур L поверхности S нет точек разрыва 
сплошности вектора Е, мы можем преобразовать левую часть этого 

уравнения с помощью теоремы Стокса (175): 

tC E,as = r rotRE dS = _ _!_ r ;)В" dS. 
~ J cJ ~ 

8 8 

Это уравнение должно оставаться справедливым при любом выборе 

контура L и поверхности интегрирования S, что может иметь место, 
лишь в том случае, если В 

1 ;) 
rot Е=--- · 

с i)t 
268 

Таким образом явления индукции приводят к необходимости до

пустить, что э л е кт р и ч е с к о е п о л е 111 о ж е т в о з б у ж дат ь с л 

н е т о л ь к о э л е к т р и ч е с I{ и м и з а р яд а м и, н о и и з м е н е

н и я м и в е к то р а и н д у к ц и и м а г н и т н о г о п о л я ( которое,
впрочем, в свою очередь возбуждается движением электрических 

зарядов). 

Уравнение (268), свлзывающее значение вихря электрического век
тора с производной по времени от магнитной индукции, представляет 

собой одно из о с н о в н ы х уравнений электромагнитного поля. 

3. В частности можно показать, что из него вытекает другое фун
даментальное уравнение электромагнитного поля (225): 

divB=O. 

Действительно, вспомнив, что дивергенция ротора равна ну.1ю. 

(ур. 652), получим из (268): 

d' ;)В ;) d. В О 
lV тт =""if IV = . 

Стало быть, в каждой точке пространства div В должна иметь по
стоянное значение, которое ни при каких физических процеесах из

меняться не может. Если мы станем на ту точку зрения, что един

ственным источником магнитного поля является движение электриче

ских зарядов, то мы должны будем допустить, что при полной оста

новке движения всех зарядов (в том числе и тех зарядов, движение 

которых создает элементарные токи в молекулах :111агнетиков) вектор В,

а стало быть и div В, должны обращаться в нуль. Следовательно, по
стоянное значение div В во всех точках пространства должны рав

няться нулю, что и требовалось доказать. 

4. В § 32 мы убедились, что необходимое и достаточное условие, 

того, чтобы вектор обладал (однозначным) скалярным потенциалом" 
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состоит в равенств6 нулю его ротора во всех точках пространства или, 

что сводится к тому же, в равенстве нулю его циркуляции по про

извольному контуру (см. также § 8, в частности, уравнение 34). Из 
(267') и (268) следует, что для электрического вектора Е зто условие 

удовлетворяется только в стационарных полях ( д: = О ) , и что, стало 
быть, з л е кт р и ч е с к и й в е к т о р Е п е р е м е н н о r о з л е кт р о ... 

:м а r н и т н о r о п о л я ( д: # О ) (однозначным) с к а ля р н ы м п о
т е н ц и ал ом t не обладае~ 

В связи с этим целый ряд понятий, введенных нами при изучении 

обладающего потенциалом стационарного электрического поля, теряет 

непосредственный физический смысл. Так, например, в § 28 мы введи 
понятие эдектрического напр я же ни я (/j 12 , существующего между 

двумя производьными точками поля 1 и 2, опредедив его как линей
ный интеграл напряженности поля Е по п р о и з в о л ь н о м у пути, 

соедИНЯЮЩl:'МУ точки 1 и 2: 
('2 

(/f 12 = J Е, ds 
1 

(уравнение 154). В случае обладающего потенциалом стационарного 

поля, согласно (155), 
2 

'812 = ~ E,ds= f2 -f1, 
1 

так что напряжение (/j 12 равно разности потенциалов точек 1 и 2 и 
о д н о з нач н о определяется положением этих точек. В случае же 

2 

лишенного потенциала переменного поля значение интеграла ~ E,ds 
1 

существенно зависит от выбора пути интегрирования, так что можно 

говорить лишь о н а пр я ж е н и и (/j 12, существующем между данными 

точнами 1 и 2 в д о л ь да н н о г о п у т и. 

5. Пусть 1 и 2 суть две произвольные точки некоторого замкну

того проводника L, к которым параллельно L приключен гальвано
метр G ( см. рис. 82). Если R

0 
есть общее сопротивление гальванометра 

и подоодящих проводов, соединяющих его с 1 и 2, то сила тока J 0 

в цепи гальванометра, согласно закону Or.ia (154), будет равна: 

1 1 52 
Jo=л(/j12= R Eis. 

о о 

1 

23• 
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В стационарном электромагнитном поле значение последнего инте

грала от пути интегрирования не зависит. В переменном же поле 

формула (154) остается справедливой, как явствует из ее вывода, 
2 

лишь в том случае, если под J E.ds понимать линейный ин те гр ал 
1 

вектор а Е от 1 до 2, взятый вдоль то r о именно пр овод
н и к а, по к от о ром у течет ток J

0
• Так как значение этого 

интеграла в этом случае существенно зависит от положения и фор~,ы 

пути интегрирования, то стало быть показания гальванометра J. 
будут существенно зависеть от расположения подводлщих проводов. 

Предположим, что в рассr.1атриваемых проводниках сторонние Э. Д. С. 

отсутствуют. Пусть Ra и Rь суть соответственно сопротивления, 

а J 0 и Jь - сила токов в участках 1а2 и 2Ь1 контура L. 
Пусть далее чr есть пото1{ магнитной индукции через контур L, 
а qr O - поток ее через контур, образованный цепью гальванометра 1 G2 

ь 

Рис. 82. 

и участком 2а1 контура L (см. рис. 82). Выберем, наконец, опреде
ленным образо111 направление положительного обхода этих кончров 

например так, как указано пунктиром на рисунке. Применяя второй 

закон Нирхrофа к контуру 192 а1, мы на основании (267') можеъ1 на
писать: 

(Знак минус перед Ja введен потому, что согласно рисунку напра

вление положительного обхода контура противоположно направлению 

тока Ja). Соответственно этт1у для контура L получим: 

1 c)tJf 
JaB0 +JьRь= ,,t; E,ds = - -~t . 

:J',.Ыal С о 
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Применив наконец первый закон Нирхгофа к точкам разветвления 

цепи 1 и 2, получим: 

Исключая из этих уравнений J
0 
и Jь, найдем: 

Таким образоl\1 показания гальванометра J 0 действительно суще

ственно зависят от скорости изменения потока Ч10 через контур 1 G 2 а 1, 
в свою очередь завнснщего от расположения цепи гальванометра. 

Предположим, например, что собственныlll магнитным полем токов J 0 , 

Jь и J 0 можно пренебречь по сравнению с "внешним" полем пере

менного тока J' заданной силы 
и периода, 1юторый циркули

рует по соленоиду ...4.В (рис. 83), 
охватываемому контуроlll L. До
пустим далее для упрощения, 

что магнитное поле соленоида 

:можно с достаточной степенью 

точности считать сосредоточен

ным внутр и соленоида, т. е. 

что вне соленоида В= Н = О. 
Пусть, наконец, R

0 
= Rь. При 

этих условиях легко пока

зать 1, что в цвух различных 

положениях цепи гальвано

метра, обозначенных на ри

сунке соответственно сплош

ной и пунктирной линин11ш, 

ток в цепи гальванометра 1 G2 
будет Иl\lеть одинаковую силу, 

Рис. 83, 

но противоположное направление (например, 1G2 в пер
вом и 2 G 1 во втором случае). Стало быть, если мы хотим поль

зоваться термином "напряжение", то мы должны сказать, что переброска 

цепи гальванометра слева направо в.11ечет за собой изменение знака 

напряжения t/]12, приложенного к конечным точкам этой цепи 1 и 2! 
6. Однако, и в случае переменных токов при известных условиях и 

при соблюдении известной осторожности бывает иногда удобно поль

зоваться поннтиеl\1 напряжения. Рассмотрим в в:иде примера наиболее 

I Пр11доставляем это читателю в виде упражнения. 
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простую схему сети центральной электростанции переменного тока, 

состолщую из двух почти замкнутых контуров I и П, концы кото

рых соединены двумя близко расположенными друг к другу прово

дами ас и Ьс (рис. 84). Участок I включает в себл генераторную 

установку электростанции, а участок П - потребителей тока. 

Пренебрегал потоком индукции через полоску, ограниченную про

водами ас и Ьd, можем считать, что потон индукции •11 через контур 

всей цепи равен сумме потоков IJl1 и IJl2 через петли I и Н; при 

вычислении потоков IJl1 и IJl2 условимсл считать петли эти дополнен

ными до замкнутости прлмолинейными отрезками аЬ и cd. В этом 
случае, согласно (255), 

1 dlJII 1 dlJI 2 
J(R1 +R2)=6\cmp+~s\cmp_c dt -c-dt ' 

а 

R" 
Рис. 84. 

друг от друга, то их взаимной 

положить 

с 

где R1 есть общее со

противление участка 1 
вплоть до точек с и d, 
R2 - сопротивление 
участна П, а d]1стр и 
<fj

2
cmp суть сторонние 

R;: 3. Д. С. в этих участ-
нах. Если петли 1 и 
П достаточно удалены 

индукцией можно пренебречь и 

где Lп и L 22 суть самоиндукции петель I и П. 
Переписав последнее уравнение в виде: 

JR2 -<fj2cmp+ --=- JR -<fj стр+--1 = _,::, 1 dlJll ( 1 dlJI ) 
С dt 1 1 С dt (!) cd• 

269 

убедимсл, что длл определенил величины d]
0
d в этом случае достаточно 

знать значенил величин J, R1, <!J{mP, Lн, относлщихсл ЛИШЬ К од
ному "генерирующему" участку 1. Обратно, если <ВcrJ. известно, то сила 
тока в цепи может быть определена в зависимости от значенил вели
чины R 2, <!J2cmP, L 22 , относлщихсл к одному лишь "потребллющему"' 
участку П, причем <Всd играет роль добавочной сторонней 3. Д. С., 
приложенной к почти замкнутому нонтуру П. Эта именно величина 

<В cd и называетсл напр л жен и ем, приложенным к "потребллющему" 
участку цепи lI и возбуждаемым "генерирующим" участком цепи I. 
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Применим закон Ома к участку 11: 

J R2 = <Б'2стр + J cJd. EsdS. 

Так как, с другой стороны, 

1 dЧ1 
- - --

2 = J; E 8ds, 
С dt :}' e/so 

1 dЧ1 s sd .,, =JR -<fl стр+--2= Е ds- J; Е ds= Е ds 
(.9 С& 2 2 С dt 8 :}' 8 8 1 

cfs cfde а 

•тде последний интеграл, согласно данному выше определению величины 

'Ч12 , должен быть взят по кратчайшему пути, соединлющему точки 

,с и d. Таким образом напрлжение <Б'сd равно линейному интегралу 

напряженности электрического полл Е по этому пути и, стало быть, 

11.ожет быть измерено по силе тока в гальванометре, включенном между 

точками с и d. При этом цепь гальванометра, :может отwюнятьсл от 

прямой cd лишь в таких (впрочем, на практике довольно широких) 

mределах, чтобы это отклонение не сказалось сколько-нибудь значи-
. d 

тельно на значении инте1'рала , E,1ls. 
'с 

lloлaraя для простоты, что контур тока не деформируется, так что 

самоиндукции L 11 и L 22 петель I и П постоянны во времени, полу

чаем на основании (265"): 

,тде W 1 есть маrнитнал энерrил полл тока в перво:м участке цепи. 

Аналогичное соотношение справедливо и для участка П. Стало быть, 

:помножив (269) на J, можем написать 

( J2R2-J<fl2c1np+ d:2) =-( J2 R1 -J <81 + dd~1) = 

=J<flcd" 

·так как Jz R равно выде.1яемому током теплу, а J (Б'сmр равно работе 
сторонних Э. Д. С. (в единицу времени), то, следовательно, J <8

0
,1, равно 

общей убыли энергии I участка цепи и приращению энергии 

Il участка. Иными словами J<flce. равно энергии, передавае

мой за единицу времени генерирующим участкоъ1 

I п от р е б л я ю щ е м у у ч а с т к у П. 
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Таким образом при условии достаточной близости проводов ас и bd 
и достаточной удаленности друг от друга участков I и II действительно 
оказываетсл весьма целесообразным вводить в рассмотрение опреде

ляемую уравнением (269) величину d] cd' называемую в технике напря
жением перf'менноrо тока. 

§ 50. Токи с•ещения. - 1. До сих пор :мы предполагали, что пе
ременные токи, подобно токам постоянным, являются з а 111 к н у ты

м и. Rак мы убедились в § 27, необходимым условием за~1шнутости· 
линий тока лвляется требование, чтобы в I{аждой точке пр()водника. 
удовлетворялось соотношение ( 148'): 

div j=O. 

Из (148') в частности следует, что в неразвеrвленном проводнике 

сила тона в :наждый данный момент одинакова во всех его сечениях 

и что в точках разветвления проводников удовлетворяется первый 

закон Rирхгофа (146). ,, 
Однако формула (148') и вытекающие из нее выводы, в сущности 

говоря, не применима к переменным токам или, точнее говоря, при-

.менима с известным приближением лишь к определенному классу пере

менных то1юв (замкнутые квазистационарные токи, см. дальше). Во-

обще же говоря переменные токи могут протекать по незамкнутым 

контурам (цепь с конденсатором, между обкладками которого находится 

диэлектрик; токи в антенне и т. п.), сила их может быть различна 

в различных сечениях проводника и т. д. Напомним, что самое ·ура

внение (148') было получено нами в § 27 из более общего "уравнениlI 
непрерывности" (147): 

1: j dS=- ;)е 
~ n ;)t 

( где е есть заряд, находящийся в ограниченном поверхностью S объ
еме V) на том основании, что в поле постоянных токов распределе-

ние электрических зарядов должно оставаться постоянным. В случае 

же токов переменных это условие, вообще говоря, не выполняетсл и 

(147) не сводится к (148'). 
2. Для дальнейшего нам удобно будет преобразовать уравнение не

прерывности следующим образо:м. Если в ограничиваемой поверхно

стью S объеме V нет ни поверхностных зарядов, ни разрывов сплош
ности плотности тока j (разрывы эти :могут иметь место лишь на 
поверхностях раздела различных сред), то 
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где р объемная плотность электрических зарядов, и 

f j" dS= J div.i clV 
s у 

[согласно теореме Гаусса (25)]. Стало быть (147) принп:мает вид: 

J div j d J'" = - i)~ 5 р cl V = - S :~ d V, 
v v v 

где изменение порядка интегрирования по V и дифференцированин 
по t возможно при условии неподвижности рассматриваемого нами, 

объема V ( поэтому знак частной производной по времени, см. стр. 

352). Ввиду произвольности объема V из последнего равенства сле
дует: 

d
. • i)p 
lVJ=--• i)t . 270 

Это последнее уравнение и представляет собой дифференциальну!О" 

форму у р а в н е н и я н е пр е р ы в н о с т и. На поверхностях разрыва 

вектора .i оно должно быть конечно заменено уравнением 

n· . . . iю 
lV J =J2n --,J1n = - i)t' 270' 

в чем :можно убедиться либо непос:редственно из (147), либо на осно
вании (32). В частности, на границе проводника и непроводящей среды 
будет иметь :место соотношение: 

гJiасящее, что количество электричества jn, притекающее за единицу 

времени :к единице поверхности проводни:ка, равно приращению заряда 

а этого участка поверхности. Уравнения (270) и (270') дают возмощ-
ность, знал плотность токов, определить вызываемое этими тонами 

изменение распределения зарядов. 

3. Обрати111 теперь внимание на то чрезвычайно существенное обсто-

i)? 'о ятельство, что при dt =у=, уравнение непрерывности не с о в м е -

с т и м о с уравнением магнитного поля топов ( 185 ): 

4 . 
1·ot Н = __ттJ__. 

с 
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Действительно, согласно этому уравнению j пропорционально вих

.РЮ вектора Н. Но дивергенция вихрл всегда равна Н)'ЛЮ (ур-ие 65), 
·тогда как согласно (270) div j, вообще говоря, нулю не равна. 

Подобно этому эквивалентное (185) уравнение (188'): 

~ Н ds = 4пJ = 4пf j dS 
~ • с с s " 

·неприложимо к токам переменным уже по одному тоъ,у, что сила 

не зам кнуты х токов, протекающих через опирающуюся на кон

·тур L поверхность S, существенно зависит не только от контура L, 
мо и от формы и расположения поверхности S. В частности в этом 

L 

случае всегда можно провести поверх· 

ность S так, чтобы она вовсе не пересе
кала несущих ток проводников (см. рис. 

85, где изображена цепь переменного 

тока, включающая в себл конденсатор С). 

Итак, уравнения магнитного полн по

стоянных токов, полученные нами в 

гл. IV', вообще говоря, неприложимы к 

переменным токам и нуждаются в видо-

изменениях и дополнениях. 

Рис. 85. 4. Основываясь на убеждении в спра-
ведливости уравнения непрерывности 

·'(270), можно попытаться путе111 чисто формальных математических 

рассуждений определить пр о ст е й ш и й вид по.правки, внесение 

которой в формуду (185) устранит указанное противоречие между этой 
формулой и (270). 

До сих пор мы исходили из предположения, что электрические 

токи состоят в движении электрических зарядов п о пр о в од н и к а 111, 

и что плотность их, согласно (145"), определлетсл значением коэффи
:циента электропроводности проводника l: 

Будем отныне называть эти тони то к а м и пр овод им о ст и и 

.допустим, что помимо них могут существовать также и токи некото

рого иного происхождения, :которые мы будем называть т о к а м и 

смещен ил (смысл этого названия вылснитсл в дальнейшем). Плот

ность полн ого тона Jпл будет, стало быть, равна сумме плотностей 
-тока проводимости j и тока смещения jc.,,1: 

271 
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Предположим при этом, что истинная зависимость вектора Н от j от

Jiичаетщ~: от (185) только в том отношении, что rot Н пропорционален 
.не j, а lJЛОТНОСТИ полн о r о тока j,i.,i: 

н 4тt. 4пс·+· ) rot =- Jпл = - J !с~,. 
с с 

272 

:Иными словами, предположим, 'ITO в магнитном отношении то к и см е -
щ е ни я эквивалентны токам проводимости, т. е. в о з буж дают м а r
н и т но е п о л е п о т е м ж е з а к о н а м, к а к и т о к и п р о в о -
.ДИl\10 СТ И, 

Взяв дивергенцию от обеих частей уравнения (272), мы на осно
вании равенства нулю дивергенции ротора (уравнение 652) получим: 

div jпл = div j + div jсм = О. 

·Стало быть, поле полного тока должно быть лишено истоков, т. е . 
.линии полного тока не могут нигде ни начинаться ни кон'lаться и 

должны быть замкнутым и (либо должны всюду плотно заполнять 

некоторую поверхность, см. § 34). Следовательно, там, где обрыва

ются линии тока проводимости, к этиъ~ линиям должны непосредст

венно примыкать продолжающие их линии тока с11ющения. 

Далее из последнего равенства на основании (270) следует: 

d. • d" • ;}р 
lVJcм=- IVJ= -• 

;}t 

Но, согласно (112), 
divD=4пp. 

{;тало быть, 

d. . 1 ;} d" D d" ( 1 ;}D) 
IV !см= 4п i}t lV = IV 4п ~ . 

Самый простой, хотя, конечно, и не единственный, способ удовле-

1'ВОрить этому равенству состоит в том, чтобы положить: 

• 1 ;}D 
Jсм=4п~' 271' 

·т. е. положить, что плотность тока смещения в каждой точке поля 

пропорциональна скорости изменения вектора электрической индукции 

D. Согласно этому определению тон смещения может иметь :место не 
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тодько в проводниках, но и в диэлектриках и даже в вакууме; однако 

в стационарном поле ток этот всегда будет равен нулю. Уравнение же: 

(272) примет вид: 

4п • 1 i'!D 4-:t 1 i'!D 
rotH=c J +с-~=-;;), (E+Ecmp)+c~-· 273 

i'!D 
При Тt = О оно совпадает с прежни~ уравнением (185), так что все 

результаты, полученные нами ранее из (185), остаются в силе для 

полей стационарных. 

Итак, вводя чисто формальным образом гипотезу о существованиw 

токов смещения, :мы можем устранить противоречие между (270) и 
(185), не внося при этом никаких видоизменений в законы стационар
ного электрического поля. 

Опыт подностью подтверждает справедливость как этой гипо

тезы, так и уравнения (273), тзляющегося одним из основных урав

нений электродинамики. Нак мы увидим в дальнейшем, наиболее убе

дительным доназательством является самый факт распространенил: 

э.1ектромагнитных волн. 

5. Чтобы уяснить физичесю1й смысл уравнений (271') и (273), рас
смотри111 случай, когда полный ток сводится к току смещения, т. е. 

ноrда ток проводимости равен нулю ( непроводящая среда, ). = О). 
В этом случае уравнение (273) примет вид: 

(л=О) 
1 i'!D 

rotH=--, 
с i)t 

что вполне анадогично уравнению (268): 

1 i'!B 
1·otE=---· 

(J i)t 

273' 

Из (273') следует, что подобно тому 1.ан элентрическое поле може·г 
возбуждаться не только электричесними зарядами, но и изменениями 

поля магнитного (т. е. изменениями вектора магнитной индукции В),. 

так в свою очередь и м а г н и т н о е п о л е м о ж е т в о з б у ж д ат ь с я 

не только движением зарядов (токи проводимости), но и измене

н и ям и пол я эле кт р и чес к ого (вектора электрической индук

ции D)1. Исходя из этой аналогии между (268) и (273'), вели-

t Разумеется изменения эJ1ектрическоrо по.вя в к о и е ч в о II с ч е т е обуСJ1ов.1и

вмо1ся тем же движением зарядов. БоJ1ее тоrо, с эJектроввои точки зрения некото-
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1 ~в 
чину с at можно было .. бы назвать шютностью "магнитного топа 

смещения". 
Заметим, что правые части уравнений (273') и (268) имеют различ-

ные знаки. Обусловливается это отличие тем, что силовые линии маг-

1 ~» 
-нитного поля Н, возбуждаемого токами смещения ic.11 = 4п Те' соста-
11ш1ют с направлением этих токов правовинтовую систему 2, тогда как 

~в 
направления векторов Е и at находятся в обратном соотношении 

{рис. 86; сравни рис. 79). 
6. Обратимся теперь к во

просу о то,1, в какой мере суще

-етвование токов смещения нару

шает правильность тех заЮiю-

чений, к которю1 мы пришли 

.в предшествующих параграфах 

.этой главы. Заметим прежде всего, 

что внутри проводников, в 

частности внутри металлов, плот

ность токов смещения обычно 

дD 
дt 

н Е 

Рис. 86. 

настолько 11шла по сравнению с плотностью токов проводимости: 

.ic.11~.i. 
-что без ущерба [для точности вычислений ими можно вообще пре

небречь. 

Предположим, наприl11ер, что мы имеем дело с периодическю1 тс-

1юм частоты v, так что 
Е = Е0 cos 2 п v t 

• 1; ~Е Z'i 
Jсм= 4тr~=2Е. 

В этом случае условие .ic.,1 ~j = ).Е эквивалентно требованию; 

Е~ 2 (J) l:'i~) .• 

рая часть (н о то А ь к о часть) пАотяости токов смещения в диэдектриках (но пе 
в вакууме) и е по с р е д с т в е н и о свод;ится к д;вижеиию "связаяЯЬIХ• з11.ряд;ов среды 

( см. том ll). 
I Это сJ1е.11;ует из эквиваJiентности токов смещения токам прово,J1,1111ости и ре3уАь-

,татов § 34. 
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Для ртути л= 9,57-10 15 абс. ед. (сек.- 1 ), проводимость же чистых 
твердых металлов в 10-50 раз больше, т. е. для них л ел 1011 абс. ед. 

Что же касается диэлектрической постоянной Е, то для диэлектриков. 

она лежит примерно в пределах от 1 до 80 (вода); для металлов же 

значение Е не может быть измерено непосредственно, ибо поляризацил 

проводников, если она и существует, полностью маскируется явлениями 

проводимости (токами). Поэтому данные опыта позволяют установить 

лишь весьма широкие пределы возможного значения диэлектрической 

постоянной 111еталлов. Не вступая в противоречие с опытом, мы для 

простоты можем положить, что для металлов Е = 1 ( отсутствие поля
ризации). 

Полагая в предшествующем неравенстве Е = 1 и }. ел 1016 сек. - 1" 

получим: 

Таким образом, если частота тона, т. е. число перемен тока в се

кунду, мала по сравнению с 1016, то током смещения в металлах можно

пренебречь по сравнению с токами проводимости в нем же1 • Ионечно, 

для плохих проводников, в частности для электролитов, граница эта 

опускается несколько ниже; так например в морской воде jсм ~j лишь. 
в тоъ1 случае, если 

Совершенно иной характер имеет вопрос о том, можно ли прене

бречь по сравнению с током проводимости теми токами смещения, ко

торые возникают в окружающей проводник непроводящей среде. Н 

большинстве технически интересных случаев это оказывается до

пустимым при условии, что проводники образуют собою замкнутую, 

цепь. Если же в проводящей цени тока имеются разрывы, например, 

если в нее включен конденсатор ( см. рис. 85), то током смещения в. 

пространстве между обкладками конденсатора пренебречь, конечно,. 

нельзя. Действительно, полный ток всегда лишен истоков и стоков 

( см. стр. 363); поэтому общая сила тока смещения, протекающего через 
конденсатор, равна силе тока в подводящих к нему проводах. Впро

чем, в случае включенного в цепь конденсатора электрическое поле 

тока, а стало быть и ток смещения, концентрируется между обклад

ками конденсатора. Поэтому с известным приближением цепь с кон-

I Заметим, что это усJiовие в сущности никакого ограничения собой не преА

стаВJiяет, ибо уже примерно при v ел 1011 сек. -1 МаксвеJ1.1овы уравнения в их пpo

cтeiimeil фор:wе становятся неприJ1ожи111ы111и к 111атериаJ1ьвы11 те.1а11 по причинам совер

шенно иного характера (см. § 60). 
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денсатором можно уподобить замкну той пр овод я щей цепи; 

иными словами, вычисление самоиндукции цепи, магнитного поля тока. 

и т. д. можно вести так, как если бы между обкладками конденсатора 

циркулировал ток проводимости такой же силы, как и в подводящих 

к нему проводах (ибо в магнитном от.юшении ток смещения экви

валентен току проводимости). Таким образом наличие конденсатора 

в цепи переменного тока н е п о с р ед с т в е н но сказывается лишь 

на эле кт р и чес к ом, но не на магнитном поле тока ( см. сле

дующий параграф). 

Иное дело, если мы имеем совершенно разомкнутую проводящую· 

цепь, например прямолинейный проводник конечной длины (антенна). 

В этом случае токи смещения будут, вообще говоря, распределены по

всему окружающему проводник пространству, и о замкнутости цепw · 
говорить не приходится. Наконец при достаточно быстрых электри-

чесних колебаниях и достаточной длине проводника (сравнимой с дли

ной электрической волны) сила тона проводимости может оказатьw 

неодинаковой в различных~ сечениях проводника (даже если этот про

водник замкнут и лишен разветвлений). Если несмотря на это при 

известных условиях и окажется возможным при определении магнит

ного поля пренебречь полем токов смещения, то все же подобные 

токи проводимости постоянным токам уподоблены быть не могут и 

условиям квазистационарности не удовлетворяют. 

Вообще же говоря лишь достаточная медленность изменений поля 

гарантирует возможность пренебречь токами смещения ( сила которых 
пропорциональна быстроте изменений поля), и следовательно гаран

тирует замкнутость токов проводимости ( сравни условия квазиста

ционарности, § 47, с1·р. 329). 
§ 51. Rонденсатор в цепи квазистационарного тока.- 1. До сих. 

пор мы рассматривали лишь квазистационарные токи в замкнутых. 

проводящих контурах; теперь в начестве примера мы несколько под

робнее рассмотрим цепь с включенным в нее конденсатором. 

Пусть а есть емкость конденсатора, R - сопротивление цепи, со

единяющей ero обкладки, а L - самоиндукция той з а м к н у т о й цепи

тока, которая получается из данной путем замыкания обкладок кон

денсатора отрезком помещенного между ними провода1 • Предположим,.. 

что сила тона J одинакова во всех сечениях цепи (в проводах это 

ток проводимости, между обнладнами конденсатора- ток смещения)~ 

t Если расстояние 11еж.1.у этими обв:.11адв:ами достаточно 11а.110, то в известных 

пред0.11ах сечение замыкающего их провода на значении коэффициента L сказы
ваться не будет. 
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.и выберем определенным образом положительное направление тока ( стрел:.. 

.ка на рис. 87). Пусть е1 и е2 суть заряды обкладок конденсатора, при
чем е1 = - е2 • Допустим, что емкость конденсатора настолько превы

шает емкость остальной цепи, что общая энергия всего электрического 

поля практически равна энергии того участка этого поля, который 

.заключается между обкдадками. конденсатора. Если поле удовлетво

ряет условиям квазистационарности, то в каждый данный :момент 

а 

значение этой энергии должно находиться в 

Той же зависимости от мгновенной величины 

заряда конденсатора, нак и в статическом елу

чае; аналогичное положение будет при111енимо 

и R зависимости магнитной энергии от силы 
тока в цепи. Стало быть, общая электромаг

нитная энергия системы должна быть равна: 

W - ___!___ е12 + __!_ L J2 
- 2 С 2с2 · 

Рис. 87. Если же !IIЫ станем выражать значения 

электромагнитных величин не в абсолютных 
:а в практичесних единицах, то согласно сказанному на стр. 337 
получим: 

Н '= _!_ е/ 2 + _!.. L, J2 
2 С' 2 . 

Чтобы получить дифференциальное уравнение, определяющее силу 

тока при разряде конденсатора, приме111 во внимание, что количество 

выделяющегося в цепи тока, Джаулева тепла должно равняться 

убыли эле~промагнитной энергии системы: 

С другой стороны, применяя уравнение непрерыРности (147) к зам
~шутой поверхности, охватывающей одну из обкладок конденсатора 

(пунктир на рис. 87), легко убедиться, что при сделанном нами выборе 
положительного направления тоRа сила этого тока J' должна рав
няться убыли заряда е 1 первой пластины конденсатора и прираще

нию заряда е' 2 второй его пластины: 

J , =-!!___е/= de2' 

dt dt . 274 
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Внося это в предшествующее уравнение и сокращан: его затем на 

J,' получим: 

В' ,f,=~- L, clJ, 
И' dt . 275 

Дифференцируя наконец (275) по t и применяя внонь уравнение 

(214), получим окончательно: 

r d2J' 1 dJ' J' 
L dt2 + R dt + -f)'- = О. 275' 

2. Уравнение (275') имеет хорошо известный вид уравненин: зату

хающих периодических колебаний; его общее решение выражается 

формулой 

rде А и В суть произвольные постоянные интеrрированил, а k1 и k2 

корни квадратичного уравнения 

т. е. 

L' k2 + R' k 1 _!_ - О 
т С'-' 

R' . f( R' )2 1 
k=- 2L'+ ~ -2L' -L'C'. 

Если подкоренное выражение не отрицательно, то оба числа k1 

и k2 вещественны и отрицательны (ибо абсолютное значение 

корня меньше значения первого члена), так что разряд нбнденса

тора будет апериодическим. Если же подкоренное выражение отрица

тельно, то k1 и k2 комплексны. Введя обозначение: 

по.1учим в этом случае: 

и 

R' 
k=-2L' +iron 

R' 
J' = Ae~·,t + Bek,t=e-2ilt( Aei,,,.t + вe-i"··t). 

2i. t Jсновы теорни эле1~ричества, том 1. 

276 
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Выражая е ±iu,.t через тригонометрические функции легно приве

сти вещественную часть этого выражения к виду: 

R' ---t 
J , 2L' 
=ае 

где а и ер суть некоторые новые постоянные, значение ноторых за

висит от А и В. Стало быть, в этом случае в цепи циркулирует пе

риодический затухающий ток циклической частоты ro/. Период 

~юлебаний этого тока, т. е. промежуток времени между последователь

ными моментами прохождения силы тока через нуль в один ан о

в ом направлении (т. е., например, от отрицательных вначений J' к 
положительным), равен: 

· при условии 

R ,2.-?' 4L' 
~ С' 

вторым членом выражения (276) можно пренебречь, так что послед

нее равенство сводится к 

Т=2тт VL'C' 276' 

(фoplllyлa Томсон а). Быстрота затухания силы тока 011ределлетсл 

R' 
величиной отношения 2 L': за время одного полного периода сила 

R' 
-2L'T 

тона умен1,шается в е раз. Логарифм этого фактора а носит наз-

вание лог арифм и чес к ого де креме н та к о л е ба н rl й: 

~ _ R' 1'- 11тr 
o-2L' - L'ro 

о 

276" 

Электрические колебания в конденсаторной цепи вполне ана

логичны колебаниям материального тела, удерживаемого около поло

жения равновесия упругими силами. Заряжая конденсатор, или выводя 

тело ив положения равновесия, :мы сообщаем системе известный запас 

• Ц и к .п и ч е с к о й ч а, с т о т о й называется чис.по периодов за. промежуток 

вре)1еии в 2it секунд, тогда как термин .частота" без 11рилаrате.1ьвого означает чисJiо 
ериодов за 1 се;.у1цу. 
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потенциальноii энергии (электрической или упругой). При равряде 

конденсатора и при нолебаниях тела эта потенциальная энергия пере

ходит соо·rветствепно в "электрокинетическую" энергию :магнитного 

поля и в кинетичесную энергию движущегося тела. Однако, когда 

заряд конденсатора становится равным нулю (тело проходит через 

положение равновесия), ток не спадает сразу до нуля (тело не остана

вливается), а благодаря своего рода э.1ентро!'tlаrнигной инерции (:мерой 

которой ямяется rюэффициент самоиндунции, сравни стр. 340) 
продолжает в течение некоторого времени течь в прежнем напра

влении. Благодаря этому конденсатор перезаряжается (тело удаляется 

от положения равновесия), после чего процесс разряда повторяется 

в обратном направ.1ении. Сопротивление же цепи, которым обусловли

вается затухание электрических колебаний, нонечно, вполне аналогично 

трению. 

3. В занлючение понаже)1, что уравнение (275), выведенное нами на 
основании энергетических соображений, может быть получено также и 

из занона Ома (154). При!'tlеняя (154) к соединяющему обнладни кон
денсатора проводу 1а2, по которо111у циркулирует ток проводимости 

J ( С~!. рис. 88), ПОЛУЧИJ\1: 

JR=\ Ев ds . 
. laj 

Но 

\

0 

Es ds = р Е8 llS - \' Е8 ds = d]шw + J~ Е8 rls, 
" Ja2 1а2Ы ~ 2Ь! tb~ 

ибо циркуляция электрического вектора по замкнутому контуру равна 

элеr,тродвижущей силе индукции. Что же касается последнего инте

грала, то n э л е кт рост а т и ч е с к о м поле он равнялся бы разности 
потенциалов обнладок конденсатора 1(11 -1(12• В переменном же поле, 

как мы убедились в § 49, понятие потенциала теряет смысл, ибо к по
тенциальному Нулоновому полю элентрических зарядов присоединяется 

вихревое поле индукции. 

Однако предположение о квазистационарностн полл тока;циркули

рующего в конденсаторной цепи, включает в себя, в частносn~, пред

положение, что элентрическое поле в пространстве м е ж д у о б к л ад

к а м п i-; он де нс ат о р а находится в той же зависимости от :мгновен

ной величины его заряда, как и в случае статическом. Иными 

словами предполагается, что м е ж д у о б кл ад к а 1'tl и конденсатора 

напряженность вихревого поля, индуцированного изменениями поля 

магнитного, исчезающе мала по сравнению с напряженностью 

2·1* 
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Rулонового поля зарядов конденсатора 1• С другой стороны, пз смысла 

последнего уравнения явствует, что входящий в него интеграл s Е, ds 
1Ь:1 

должен быть взят по кратчайшему пути, соединяюще11у обкладки 

конденсатора, т. е. по пути, лежащему между этими обкладками. 

Следовательно, в случае квазистационарного тока интеграл этот можно 

положить равным той разности потенциалов ср 1 - ср 2 , которая сущест

вова.,1а бы ~rежду обкладками J-.:онденсатора в статическом случае. 

Спщо быть, 

JR-лiiнд-1-w -'!.1 275" 
-(D I Т1 ,2" 

Выразив в это)1 уравненпип ~1 -1'2 через заряд и емкость коп-

4- _r-ll/IO dJ 
денсатора (уравнение 2), а <D через L и dt , мы вновь придем к 

уравнению (275). 
Ваметим, что уравнение (275") вполне аналогично закону Ома для 

(1 --r) _r-flHд а 
постоянных токов DD , причем v играет в нем роль "сторонних 

э.1ектродвижущих сил. 

3АдА ЧА 39.-R ~юнцам с и d почти заюшутоrо "потребляю

щего" участка цепи П (см. рис. 85, стр. 358) приложено извне за

данное переменное напряжение <8\4 =<8'0 cos rot (пользуемся прак

тической системой единиц). Сторонних Э. Д. С. в этом участке цепи 

нет, но в него включен 1юнденсатор емкости С'. Показать, что сила 

тока J I в цепи равна: 

J' =J'0 cos (rot- :р), 

причем юшлитуда тока J'0 равна: 

J.'- <В'о 

о - у Jl'2 + ( roL' - (l)lo·?' 
а сдвиг фазы тока по отношепиию к фазе напряжения определяетея 

соотношение)~: 

roL' - _ _! __ 
roC' 

to- w = ---=,.,------
~ т В' 

I Это соотношение между Е11"д и Еkул пе может ОJJ:наи;о иметь места. вне 
обкладок и:онденсатора уже по одному тому, что вне обкладок и:он.11е11сатора Ку,юново 

110.!le его зарядов равно пулю (н.ш б.1пзко к нудю), тогда как Е'иw имеет, вообще 
говоря, конечное значение_ 
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Пр и м е q ан и е 1. Эти соотношения остаются справедливыми и 

в случае замннутой цепи, ток в ноторой возбуждается периодическими 

изменениями потока магнитной индукции внешнего магнитного подя; 

чтобы перейти к этому случаю, достатоqно в приведенных формулах 
р _рШW 

заменить 0 с,т на <D вн,~~: 

ринд 1 dЧ1' внm. 
<Dвнщ =- с -Л--. 

Пр нм е q ан и е 2. Из 

данном r/]'0 амплитуда тока 

выражения д:ш ,J0
1 явствует, что при зя.-

L
, 1 

достигает маиси111ума при w ., = - С'' т. е. при 
(!) . 

2 1 
(1) =1,·с· 

Если логарифмиqеский декремент собственных нолебаний цепи 

:11ал, то это условие соответствует приближенному равенству (цикли

ческой) частоты w внlЗшних возбуждающих сил и частоты собственных 
колебаний цепи ro0 ( см. 276 и 276"). Таким образом цепь с 1юнденса
тором и самоиндукцией, как и всякая система с собственныъ1 перио

дом колебаний, обнаруживает при возбуждении ее внешними периоди

чесними силами явления р е з о н ан с а. Rак известно, этими явлениями 

резонанса широко пользуются в электротехнике вообще и в радио

технине в частности. 

§ ;)2, С1ши-оффек1·. - В предшествующем мы вовсе не входили в 

рассмотрение вопроса о распределении переменных токов по сечению 

проводников. Между тем этот вопрос важен не только с теоретической, но 

и с техниqеской точки зрения. Нан мы сейчас покажем, даже в однород

ном квазwшнейном (см. стр. 182) проводнике переменный ток, в отли
чие от постоянного, не распределяется равномерно по сечению провод

ника, а, вообще говоря, концентрируется на его поверхности 1• Это 

явление, получившее название скин - эффект а ( английское слово 
"скин" значит кожа, ток концентрируется на "коже"' проводника), в 

свою очередь влеqет за собою изменение эффективного сопротивления 

и самоиндукции проводника. 

1. При изложении теории скин-эффекта, кан и в целом ряде после
дующих параграфов, мы ограничимся рассмотрением периодических 

• В некоторых случаях возможно обратное яв.11евие, т. е. осевая концентра11ия 

тока; см. 3. Либив, Журн. прикладной фиэикп, 1927, том IY, вып. 3, стр. 45. 
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переменных полей, напряженность котороых является с и ну с о и -
д ~! л ь ной функцией времени. Эта форма зависимости поля от вре

мени имеет наибо.11ьшее практическое значение и легче всего под

дается математическому исследованию. Кроме того результаты изуче

ния подобных полей могут быть приложены и к более сложным слу"

'Чаям, ибо, нак известно, любую периодическую функцию всегда можно 

-разложить в ряд Фурье, наждый член которого является синусоидаль

:ной функцией времени. 

Нак известно, оперирование с периодичесними фуннцияъш весьма 

упрощается при пользовании к ом пл е к с н ы м и выражениями. В даль

нейшем мы всегда будем поэтому выражать напряженность синусо

идально-периодического полJ! в комплексной форме: 

iwt Н Н ( ) iшt E=E0 (x,y,z)e , = 0 x,y,z е , 277 

где амплитуды Е0 и Н0 электромагнитных векторов от времени не 
зависят, а ro есть цикличесная частота поля. Под напряжен

ностью поля мы будем, конечно, понимать вещественную часu, этих 

комплексных выражений 1 • При этом мы будем широко пользоваться 

тем обстоятельством, что вещественная часть результатов, получае

r.1ых при выполнении л и ней н ы х операций над комплексными вы:

ражениями, совпадает с результатами выполнения этих операций над 

одними лишь вещественными частями исходных выражений. Поэтому 

переход н вещественной части номплексных выражений, которой мы 

только и будем приписывать физический смысл, может быть совершон 

как до, так и после выполнения этих операций. Лишь при нелиней

ных операциях (например, умножении) необходимо переходить к веще

ственным частям комплексных выражений до выполнения над ними 

этих операций (ибо вещественная часть произведения номпленсных 

величин не равна произведению их вещественных частей). 

2. При изучении распределения переменного тока по сечению 

проводников мы буде~1 исходить из основных уравнений электро

магнитного поля (268) и (273): 

1 dB µ dH 
rotE=---=---· 

с ;)t с ;)t ' 
rot И= 4тт~ Е + _!__ dD 

с с ;)t 

(предполагаем, что Естр = О и что µ от времени не зависит). 

t Не смешивать комплексных векrоров с комплексными числами, изображаемыми 

векторами на плоскости! Всякий комплексный вектор а может быть представлен 

в виде суммы а= Ь + i с, где i = y-f: а Ь и с суть обычные вещественные век
торы в пространстве. 
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Как указывалось в § 50, плотность токов смещения в проводни

ках, или по нрайней мере в :металлах, исчезающе мала по сравнению 

с плотностью тонов проводимости. Поэтому в уравнении (273) можем 
пренебречь последним членом и положить ( сравни 185 ): 

4тr). 
1·otH=-E. 

с 

Рассмотрим однородный проводник, на протяжении которого Е, ). и 

µ · суть величины постоянные. В этом случае, образовав вихрь уравне
ния (268) и внеея в него приведенное значение rot Н, получим: 

µ. i) 4ттµ.l i)E 
1·ot1·otE=- -~(rotH)=-----. 

с i)t с2 i)t 

С другой стороны на основании (653) 

rot rot Е = grad div Е -v2 Е, 

причем если внутри проводника нет объемных зарядов (р = О), то 
ввиду. постоянства Е из ( 112) следует: 

divD =div ЕЕ =sdiv Е=О. 

Стало быть, дифференциальное уравнение элентричесного поля внутри 

однородного проводника может быть записано так: 

2 
Е _ 4ттµ.l i)E 

V - с2 i)t . 278 

Подобным же способом легко получить аналогичное уравнение и 

ддя магнитного вектора Н: 

278' 

Если напряженность поля, как мы предположили, является синусо

идальной функцией времени, то внося (277) в уравнение (278) 
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и сокращал его затем на временной фактор ei"'t, получим следую

щее уравнение длл амплИТ}'ды электрического вектора: 

1., _ 4ттµ). iro }' __ 9 . 2 Е f -9i- - с2··-- 'о-- ~ip о, 279 

где нами введено обозначение 

') . 
• - ттµнu v·=---- с2 279' 

3. Практически наибольший интерес представляет вопрос о распре
делении токов по сечении цилиндрических проводников. Строгое 

решение этого вопроса связано однако с известными математи

ческими трудностями. Поэтому мы упростим эту задачу сдедующим 

образом. 

В дальнейше~1 мы убедимся, что электрическое поде достаточно 

большой частоты ro не проникает внутрь проводника н заметно от

личается от нулл лишь · в весьма тонком его поверхностном слое. 

Если толщина этого слол мала по сравнению с радиусом кривизны 

повl'Jрхности проводника (например, в случае цилиндрического провод

ника, по сравнению с радиусом цилиндра), то его можно разбить на 

участки, ширина и длина которых будут очень велики по сравнению 

с толщиной, причем однаrю размеры этих участков будут все же 

настолько малы, что их можно бу

дет считать плоскими. Стало быть. 

v,,,777777nt777777777rтr,77r,7777т-----з.: при исследовании электрического 

полл в повер~ностном слое провод

ника любой формы, мы при 

до с тат о ч н о б о л ь ш ом ro мо

жем считать этот слой ограничен-

Рис. вв. ны~, пл о с к ой поверхностью. 

Конечно, эти соображения не от

личаются математической строгостью, однако результаты решения упро

щенной таким образом задачи с достаточной точностью совпадают с ре

зультатами точных вычислений. 

Итак, предположим, что поверхность рассматриваемого участна 
проводника совпадает с плоскостью z = О, и что элентрическое поле, 

а стало быть и ток, ·направлены по оси :. параллельно граничной 

поверхности (Еу = Еа = О) (рис. 88). Предположим далее, что напря
женность поля в пределах нашего слол зависит только от расстолнил 
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рассматриваемой точки проводника от его поверхности, но не зависит 

от х и у. Тогда (279) примет вид: 

Общее решение этого линейного уравнения, как известно, имеет 

вид: 

] ., = А ,1,, -+- v_ -1.-z 
Jож ( ~ ' 

где А и В суть постоянные интегрирования, а k есть rюрень уравненил 

т. е. 

k=pv 2i p(t +i). 
Таким образоы 

Е А Р• ip; L В --Р• -ip;; •. ,,= пе с - 1 е е 

причем согласно (279') р есть величина вещественная. Tai. 1,ai{ поле в

проводнике ограничено тонким поверхностным слоем, то постоянную, 

интегрирования А нужно положить равной нулю, ибо в противном 

случае при увеличении z Е0~ росло бы до бесконечности 1• Переходя" 

кроме того, от амплитуды электрического вектора к его полному Rо111-

плексному выражению, получим: 

Наконец-, отбрасывая мнимую часть, получаем окончательно: 

Е,. = Be-v·cos (шt-pz). 28() 

Соответственно этому плотность тока выразится формулой: 

j,. = ). Е,. =}
0 
е-·р, cos ( юt - pz), 

где через j
0 
=).В обозначена амплитуда плотности то.ка на поверх

п о ст и проводника. 

Таким образом по мере проникновения в глубь проводника фаза 

э.1ектрическоrо вектора и плотности тока изменяется линейно, а их 

I При точвои решении за;~.ачи, например, Д.ilЯ ци.1ин,11.рического проводника равен

ство нулю коэффициента члена, возрастающего при у;~;а.1евии от поверхности, може1:· 

быть обосновано впо.ше строго. 
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амплитуды Ве-Р• и ).Ве -р, убывают по экспоненциальному закону. При 

этом основную часть тока можно считать сосредоточенной в поверх-

1 
постном слое толщиною в - с.и, ибо на этой глубине плотность тока 

р 

уже в е раз (т. е. примерно в 2,7 раз) меньше плотностп тока у по

tJерхности проводника ( сравни также замечание о сопротивлении про
водника переменному току на стр. 380). 

· Чтобы оценить толщину этого слоя, рассмотрим конкретный при
.мер. Для меди можно положить µ= 1, А=6·10-4 электромагнитных 

-единиц= с2 • G.10-4 абс. (эл:-стат.) единиц. Цикли·1еская частота 

2тr 
w = - = 2 тr -.,, где '1 есть число периодов в секунду. При 1 ООО пе

т 

риодах из (279') следует: 

р = if 2тr~Aw r;л 5 с.и-1; 
с 

nри 105 перио;(ах в секунду, что соответствует сравнительно медлен

ным радиотелеграфны~1 колебаниям (длина волны 3 ООО :метров), по

.лу чаем: 

р = r:л 50 см-1 • 

Тюшм образом в первом случае ток практически сосредоточен 

1 
в слое толщиною в 5 см = 2 мм, а во втором в слое всего лишь 

1 
БО C.'lt = 0,2 M~I ТОЛЩИНЫ. 

Проводимость железа А меньше меди, но зато проницаемость его µ 
,гораздо больше, чем проницаемость меди; поэтому скин-эффект выра

жается в железе еще резче, чем в меди. 

4. :Концентрация тока на поверхности проводника влечет за собой 

изменение сопротивления и самоиндукции проводника; таким образом 

для переменных токов эти величины уже не являются постоянными, 

.а зависят от чаете,ты тока. Так, например, если весь ток концентри

руется в поверхностuuм слое цилиндрического провода, то сопро

·тивление провода должно стать равным сопротивлению по -
.лог о цилиндра, обладающего стенками соответстнующей тол

щины. По мере увеличения частоты толщина проводящего ток слоя 

уменьшается, стало быть сопротивление проводника должrю увеличи

ваться. 

Если Q есть среднее колиqество Джау.~ева тепда, выделяе~ого в проводнике за един11-
щу времени переменным током силы J, то сопротивлением проводника перемевпl)му току 
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це.11есообразно назвать I отношение ве.11ичины Q к сре11;иему за период значению 

ква.11;рата силы пере:11еиного тока Ji: 
Л=JL J2 

Д.U постоянного тока :fi = J2, так что прнве11;енное выражение совпадает с за
коном Джау.11я (152). 

Вво.~1;я в рассмотрение так называемую э ф ф е кт и в н у ю силу переменного 

тока, опреде.11яе&1ую равенствами 

J 2err = Ji, Jerr= v:ti, 
можем написать: 

Пусть r есть р1циус ци.1111ндрического проводника и пусть частота тока. w стоJIЬ 
в0.1ив:а, что толщина проводящего тов с.11оа ов:о.выво.ется малой по сравнению с r 
то.к что распре,це.11еиие тока в этом с.юе определяется форму.11ой (280'). В этом слу
чае общая cuJ1a тока, проходящего через перпен,цикуJ1яриое оси х сечение с.11оа ши

риною в 1 с"к, будет равна: 

S
a, 1 (Х) • . 

j;:: dz = j 0 е - pz cos (wt -pz) dz = ~ сов (wt- ~·), 
· 1) J/2 

о о 

г.11;е мы, не совершая заметной ошибки, распространили интегрирование ,цо z = оо, ибо 

за nре;~,;е.110.ми рассматриваемого с.11оя плотность тока по условию исчезающе ма.па. 

Стало быть, ес.11п s есть .Ц.11nна окружности сечения проводника, то 

1 
ибо сре,;нее за нериоц значение квцрата косинуса равно 2 . 

С другой стороны, согласно (lt3), количество тепла, вще.11немое за элемент вре
мени dt в слое, внешняя поверхность которого равна 1 с.1,2, ро.вно: 

\ оо . 2 . t j"CO 
tlt J Jf dz =J~ llt е - 2Pz cos2 (wt - pz) dz = 

о о 

j 02 { 1 ] ( i: )}· = Т dt 4р + 4р Jli cos 2 wt - 4 

Отбрасывая второй член, среднее значение которого за период равно ярю, по
• 2 

.1учаем, что за 1 сек в рассматриваемом слое проводника выце.11яется ];р единиц 

I В техпике эту величину Я принято называть ом и ч е с к им или ваттным со
против.11еннем проводника. 
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тепла. Таюш образо:и общее ко.1ичество тепла Q, выделяемого за секув,1,у n прu1щ.;

п11ке окружности s 11 ;~,.11ивы l, равно: 

slj0' 
Q= J).p' 

11 ста.10 быть его (011и,1еское) сопрот11влевие равно: 

Таки:u обраао:11 проводник оказывает переменному току циuическоii частоты ю 
такое же соuротив.11еи11е, какое он оказывад бы 11остоянвому току, если бы этот ток 

был сосредоточен в поверхностно~• слое uрово.11;иика то.11щ11иы г: 

В отличие от сопротивления, самоиндукция проводника уменьшается 

по мере увеличения частоты тока. Действительно, самоиндукция про

воднина, согласно определению, пропорциональна энергии магнитноrо 

поля тона, циркулирующего по этому проводнику (уравнение 265"'). 
С другой стороны известно, что если то1{ сосредоточен, например, на 

поверхности цилиндрического проводника, то магнитное поле внутри 

проводника равно нулю (см. задачу 27, стр. 210), поле же вне цилиндра от 
распределения тока по его сечению не зависит (пос,юлы,у рас

пределение это сохраняет аксиальную симметрию). Следовательно, по 

мере концентрации тона на поверхности прово.з;нина уменьшаетсн 

энергия: его поля, а стало быть и самоиндукция проводника, причем 

последняя: стремится к пределу L'', равному "внешней" самоиндукции 

проводника ( см. стр. 350). 
I"i тому же выводу можно прийти, приняв во внимание, что маг

нитное поле в проводниках определяется дифференциальным уравне

нием (278') того же вида, как и поле электрическое, и что, стало быть, 
как электрическое, так и магнитное поле быстропеременных токов 

в глубь проводников не проникает. 



rп. ПBPJIJMEHHOE ЭЛERTPOltIAГHHTHOE ПOJJE 

В НЕПОДВИЖНОЙ СРЕДЕ И ЕГО РАСПРОСТРАНЕНИЕ; 
ЭЛЕRТРОМАГННТНЫЕ ВО,ЧНЫ 

* ii3. Систеиа Ма.ксвелловых уравнений :макроско1шческо1'0 
1ыеи:·rроиаrнитноrо nоля.-1. В предшествующих главах изложение 

носило индуктивныА: характер: мы шаг за шагом обобщали эмпирически 

найденные закономерности и формулировали их в виде отдельных за

конов. Теперь же задача нахожденил основных: законов электромаг

нитного поля (по крайней мере тш,, как эти законы понимаются 

в классической теории макроскопического поля) может считаться за

конченной, и полученные результаты могут быть сведены в полную 

систему уравнений электромагнитного поля. Если система этих уравне

ний верна и действительно является по 11 ной, то из нее должны 

однозначно вытекать все свойства поля как уже изученные 

так и неизученные нами. 

Таким образпм система основных уравнений представляет собою 

в сущности :111атематическую формулировну основных постулатов или 

,,аксиом" нлассичесной электродинамики, играющих в ней ту же роль, 

какую в классической механике играют ансиомы Ньютон а. Даль

нейшая же задача теории заключается в раскрытии содержания этих 

уравнений, в применении их к отдельным вопросам и в сравнении 

вытекающих из них следствий с данными опыта. 

В настоящей главе мы ограничимся установлением системы основ

ных уравнений макроскопического электромагнитного поля при сле

дующих упрощающих допущениях: 1) все находящиеся в поле мате
риальные тела не п од в и ж н ы; 2) в каждой точке поля значения 

величин z, µ и 1, характеризующих свойства среды, остаются п о -
ст о я н н ы ми, т. е. не меняются со вреъ1енем, не зависят от напря

женности поля и считаются величинами зад ан н ы l\I и; 3) по ст о я н -
н ы е м а r н и т ы и ф е р р о м а r н е т и к и в поле о т с у т с т в у ют. 

Лишь впоследствии, i;o П томе, мы рассмотрю~ систему основных 

уравнений электронной теории, позволяющей установить зависимость 
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величин z, µ и А от атомистического строения среды (устранение огра
ничения 2-го); там же будут рассмотрены электромагнитные явления 

в движущихся средах (устранение ограничения 1-го ). 
2. Система дифференциальных уравнений классической электродина

мики, к иЭJiожению которой мы переходим, по праву носит название 

уравнений :мак с вел л а. Максвелл впервые сформулировм эти 

уравнения в шестидесятых годах прошлого столетия (в частности он 

впервые ввел понятие тока смещения) и раскрыл их физический смысл. 

R основным Максвелловым уравнениям принадлежит прежде всего 
уравнение (273), определяющее зависимость вихря магнитного поля от 
плотности токов проводимости и токов смещения: 

4п. 1 ;ш 
-J + -- - -=1·otH 
с с дt ' 

I 

II уравнение (268), выражающее закон индукции электричесI{ОГО пол,"! 

при изменении по.1я магнитного: 

1 дВ 
с ;)t = ~ rot Е. п 

Из этих уравнений вытекают при некоторых добавочных 

предположениях два других уравнения, обыкновенно причисляемых 

к о с н о в н ы м уравнениям поля. Так в § 49 уже было показано, что 
из (П) следует независююсть дивергенции В вектора о r времени ( стр. 354). 
В остальном же вид функции divB=f (х, у, z) при решении системы 
уравнений (1) и (П) остается неопределенным, так что функция эта 

играет роль н а ч ал ь н ы х у с л о в и й интегрирования. Полагая, что 

в неноторый начальный момент времени поле, а вместе с тем и div В, 
равнялось нулю во всех точках пространства, получим 3-е основное 

уравнение :М а к с в е л л а: 
divB=O, ш 

совпадающее с (225). 
Образовав дивергенцию от обеих частей уравнения (I) и приняв 

во внимание равенство нулю дивергенции вихря (уравнение 651), по

лучим (изменив порядок дифференцирования пространственного и 

по времени): 

-i-пdivj + :t div D = О. 

Ес.111 об о з п а ч и т ь div D через 4пр: 

divD=4п?, н· 
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то предшествующее уравнени · прю1ет вид: 

1
. • др 

llV,J=-~t' IVa 

• 
что совпадавт по форме с уравнением непрерывности (2i0), выражаю
щим собой неразрушимость электричества. Таким образом оп ред е

д я ем у ю уравнением (IV) величину р можно толковать как плотность. 

электрических зарядов. 

В Максвелловой теории величина р действительно носит-

характер вспомогательного о б о знач е н и я, а понятие заряда- ха

рактер вспомогательного термина, ибо с точки зрения нлассичесной 

теории поля электрические заряды представляют собой не особого рода 

субстанцию, а лишь "узлы" силовых линий поля, характеризующих 

деформацию упругого эфира, так что термин "электрический заряд~ 

представляет собой лишь условное название истонов вектора D, ·1\ е. 

тех участнов поля, в которых div D =!= О. Рассмотроние этой вспомога
тельной величины оправдывается тем, что величина заряда, находя

щегося внутри проведенной в непроводящей среде замкнутой поверх

ности, не из.меняется во времени, т. с. является первым интегралом 

уравнений поля. 

К основным Максвелловы:м уравнениям необходимо причислит~. 

также и соотношения, связывающие между собой значения основных 

векторов электромагнитного поля: 

J) = в Е, В= µН, j =). (Е + Ecmv). у 

Характеризующие свойства среды величины в, µ и }. считаются nptl 
атом заданными функциями точки, от времени не зависящими. Сторон

ние же электродвижущие силы Ecmp считаются заданными функциями 

точ1ш и времени. Существование этих сил сказывается непосредственно 
лишь на плотности тока проводимости, а косвенно также и на распре

делении электричесних зарядов. В частности для установления электро.:. 

статического равновесия (j =О)· необходимо, чтобы в каждой точке 

проводнинов Естр уравновешивалось напряженностью электростати
ческого поля зарядов Е (см. стр. 191 ). 

Заметим, что некоторые авторы принимают не только j, но и D пропорциональ

ным не Е, а Е + Естр, т. е. вместо (V1) полагают D = Е (Е + Ecmv). Вопрос о пра
ви.11ьности того и.!п иного предположения может быть разрешен в каждом отдельном 

случае JIИШЬ путем выяснения ф11зической прпро,1,;ы сторонних электродвижущих сид. 

В некоторых е.11учаях D несомневво от Естр пе зависит (например, в растворах электро
литов » не вависит от стороввих Э. Д. С. осмотического происхож,1,;енпя, C]I[. А Ь r a
h а m, Theorie d. Elektr., III Aufl. 1907. В. I, S. 257). Впрочем практическое значение 

·вопроса о зависимости или везаRиси11ости вектора D от нстр весы,а везвачитедьно. 
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3. Система уравнений электромагнитного полл (1)- (V) присбретет 
определенное физическое содержание лишь в том случае, если будет 

точно указано, в каких лвленилх, доступных наблюдению и изучению 

на опыте, и каким именно образом пролвляетсл существование элек

тромагнитного поля. Ибо человек лишен способности непосредственно 

воспринимать это поле (за иск.1ючением особых случаев, напр., поля 

электромагнитной световой волны). Мы ъюжем узнать о том, что по 

данному проводнику протекает электрический ток лишь по тепловым 

(нагревание проводника), механическим (отклонение стрелки гальвано
метра) и т. п. действиям этого тока; мы можем узнать, что данное 

тело заряжено лишь потому, что оно притягивает бузинный шарик 

или порождает искру при приближении его к другому телу и т. п. 

Другими словами, мы можем заключить о существовании электромаг

питного поля лишь по наблюдаемому нами при известных условиях 

возникновению или исчезновению доступных нашему восприятию форм 

энергии (напр., тепловой или механической). Руководствуясь принци

пом сохранения энергии, мы заключаем, что это возникновение или 

исчезновение известных нам форм энергии должно происходить за 

ечет преобразования некоторой иной формы энергии, которую мы на

зываем энергией электромагнитного поля W. , 
Та~шм образом лишь в том случае, ес.11и мы посту лир уем опреде

ленную зависимость этой энергии W от напряженности поля - в тео

рии Максвелла JV полагается равным (сравни (124) и (265)): 

tV=J-SDEdV_J___!__ rннаv 
8тт 

1 

8тт ' ' L 

VI 

лишь в этом случае с о в о к у п но ст ь уравйений (1)- (У) и (YI), ;:но 
не каждое из них порознь) станет доступной проверке на опыте, т. ~. 
nриобретет определенный физичесний смысл. Ибо уравнения (1)-(У) 

<>пределяют изменения электромагнитного поля во времени, а уравне

ние (VI) позволяет определить те преобразования энергии, в ко

"I'орых эти изменения поля проявляются. 

4. Обратимся теперь к вопросу о поверхностях разрыва сплошностп 
векторов электромагнитного поля. В основе теории поля лежит допу

щение, что вне поверхностей раздела различных сред и вне поверх

ностных электрических зарядов все электромагнитные векторы, а также 

и постоянные среды Е, µ и )., всюду конечны, непрерывны и обладают 
производными. Однано, напр., поверхности раздела различных сред 

должны, вообще говоря, являться. по в е р хн о ст ям и разр ы в а 

з.:~ектромагнитных векторов, ибо векторы эти свлзаны между собою 
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соотношениями (V), в которые входят скачкообразно меняющиеся на 

поверхностях раздела ве.11ичины в, µ и 1. Чтобы система уравнений 
поля была полн о й, т. е. чтобы она давала возможность О,!J;нозначно 

определить напряженность поля по начальным условиям, заданным 

для момента t = О, необходимо дополнить эту систему так называе

мыми пограничным и у слов и ям и, которым должны удовлетво

рять слагающие электромагнитных векторов на поверхностях разрыва. 

с. целью установления этих условий предположим сначала, что 

емежные среды с различными значениями величин в, µ и ). разделяются 
переходным слоем конечной толщины, в котором значения этих вели

чин изменяются непрерывно, и что объемная плотность электричества 

р в заряженных слоях всюду остается конечной. Будем затем стре

мить толщину d этих переходных и заряженных слоев к нулю и по
"Гребуем, как это мы уже неоднократно делали в предыдущем, чтобы 

уравнения поля (I) - (VI) оставались справедливыми в этих слоях и в 
предельном случае при d = О. Этим требованием искомые пограничные 

условия определяются однозначно. 

Действительно, на основании этого требования из уравнений (Ш) и 

(IV) получим согласно (32) два граничных условия: 

и 

Div D = D2n - D1,. = 4тrcr, IV' 

еовпадающих с (225') и (108'). Из уравнения непрерывности (IVa) 
являющегося следствием (I) и (IV), получим аналогичным путем: 

D" j . . ;)а 
lV =J2n-J1n=- ~' IV'a 

ч1.:о совпадает с (270'). 
Обращаясь далее к (I) и (II) и интегрируя их по произвольной 

поверхности S, получим на основании теоремы Ст о к с а ( 175 ): 

+ :t 5п"аs+ 4стr ij"dS= I rot"H dS= ~ H,ds Ib 

и 

__!.. i_Sв dS=-Srot Е dS=-~ Е ds 
с at n n ~ • пь 

{сравни (188') и (267') ]. 
Применим эти интегральные уравнения к участку нормального се

чения переходного слоя, отделяющего среду 1 от 2. Пусть ширина 

25. Основы теории эnектричества, том. 1. 
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этого участка равняется конечной толщине слоя dl, а длина участка 

равна dt ( см. рис. 89). Направление положительного обхода этого 

(2) 

1-

(!) 

Рис. /;9. 

dl 

участка выберем, например, 

так, как указано на чертеже. 

Если мы станем стремить к 

нулю толщину слоя dl, оста-' 

вляя длину рассматриваемого 

участка dt неизменной, то 

площадь этого участка, а 

вместе с тем и левые части 

уравнений (Ib) и (ПЬ), будут также стремиться к нулю (если векторы 
D, В и j остаются конечными). Левая же часть, например, уравнения 
(Ib) при dl -+О сведется (вплоть до величин второго порядка ма

лости) к 

где В1 и Н2 суть значения вектора Н в 1-й и 2-й среде, а t-еди

ничный вектор, касательный к поверхности раздела в плоскости се

чения. Стало быть, для того, чтобы (Ib) оставалось справедливым в 

пределе, при dl = О, необходимо, чтобы 

I' 

т. е. необходимо, чтобы на поверхностях раздела касательные к ним 

компоненты вектора В оставались непрерывными. Аналогично из (ПЬ,) 

получим: 

что совпадает с (77). Уравнения эти применимы, очевидно, и к заря

женным поверхностям, причем под t :можно, очевидно, понимать любое 

направление, касательное к поверхности разрыва. 

Заметим, что приведенный вывод уравнений (11
) и (Il') основан на 

допущении, что векторы D, В и j всюду остаются конечными. В отноше
нии векторов D и В ( а также Е и И) это допущение является одной И3 
предпосылок Максвелловой теории; что же касается конечности плотно

сти токаj, то при рассмотрении так называемых идеальных проводников 
(А= СХ)) от этого предположения отказываются, в связи с чем видо

изменяется также и уравнение (11
). Подробнее об этом будет сказано 

в § 61. 
5. Помимо приведенных условий 'на поверхностях разрыва необходимо 

также принять во внимание граничные условия в собственном смысле 

этого слова. Ибо решение дифференциальных уравнений типа (I) и (П) 
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однозначно определяется по начальным условиям для t = О лишь при 
условии задания (в функции от времени) значений искомых функций 

точки (в нашем случае векторов поля) на границах рассматриваемой 

области пространства (см. § 55). В каждом отдельном с..1учае форма 

этих граничных условий всецело зависит от коннретных условий за

дачи. В частности, если в область рассмотрения включается все бес

конечное пространство, то граничные условия приобретают характер 

условий в бесконечности. Если при этом предполагается, что все 

возбуждающие поле заряды и токи расположены в ограниченной об

ласти пространства V, то напряженность поля в бесконечности должна, 
очевидно, убывать не медленнее, чем обратно пропорционально квад
рату расстояния R от произвольно избранной в V начальной точки 
отсчета. Стало быть, в этом случае граничные условия принимают вид 

( сравни ур. 75 и стр. 223): 
ER2 и HR2 при R-+ ro остаются конечными. VII 

В § 55 мы убедимся, что система :Максвелловых уравнений (I) -
t V) совместно с перечисленными условиями на поверхностях разрыва 

и условиями в бесконечности (VII), есть система полн а я, т. е. что 

она позволяет однозначно определить электромагнитное поле в лю

бой точке пространства и в любой момент времени по заданным для 

момента t = О начальным значениям векторов Е и И. 
§ 54. Теорема Пойнтинга. Поток внергии. -1. Выразив энергию 

электромагнитного поля в форме объемного интеграла (VI), мы тем 
самым, как уже неоднократно упомина,1ось, получаем в о з м о ж н о ст ь 

истолковать это выражение в том смыс;1е, что энергия поля вполне 

определенным образом л о к ал из о ван а в пространстве, причем объ

емная плотность энергии в произвольном месте поля определяется 

выражением: 

1 1 
n' =-(DE+BH)=-(eE2+ µН2). 

8тт 8тт 
(Vla) 

В § 64 мы покажем, что такое истолкование является не только 

возможным, но и необходимым; пока же мы примем это утверждение 

на веру- и рассмотрим изменение во времени количества энергии W, 
находящегося внутри объема V, ограниченного некоторой неподвиж

ной замкнутой поверхностью S. На основании (VIa) получим: 

- = - - ( ЕЕ2 + µН2) d V = -- еЕ - + µИ- d V ;} W 1 ;} j' 1 s ( Ш ;}И) 
;}t 8тт ;}t v 4тт v ;) t ;}t ' 

ибо е п µ согласно допущению (стр. 381) от времени не зависят. 
25• 
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i'IE i'IH 
Заменял в подынтегральном выражении s ""it и µ ~ соответственно 

i'ID i'IB 
через i'lt и ~ и выражал затем эти последние величины с помощью 

уравнений (I) и (II), получим: 

i'IE i'IH i'ID i'IB . 
sE~+ µНае= Ем+ Н м=E(crotH-4тrJ)-cHrotE= 

= с (Е rot Н - Н rot Е) - 4тrj Е. 
Но, согласно (67), 

~тало быть, 
ErotH-HrotE =-div [ЕН]. 

i'\: = 4~ J v( - с div [ЕН] -4тrjE) dV = 

=-J v jE dP- :тr J /iv [EHJ dV. 

Последний интеграл, согласно (25), можно преобразовать в инте

грал по ограничивающей V поверхности S 1• Далее, согласно (У3) 

E-1--Ecmp -,_ ' 
так что 

·2 
jE=J,_ -j Ecmp. 

Таким образом окончательно получим: 

i'\W = \ .i Ecmpd"JТ -s .i
2 

dV-_!!_ ~ [EНJndS. 280 
i'\t J v v" 4п { 

2. Предположим сначала, что наша поверхность S заключает в себе 
полн о е поле. Поверхностный интеграл в (280) в этом случае обра
тится в ну ль и уравнение это примет вид: 

i'\W s s \ ·2 а[=- jEdV= jEcmpdJТ-J J" dV. 281 

I Если даже внутри V и имеются поверхности разрыва векторов Е и В, то 

нормальная с.пагающая их векторного про.11:введения, как с.педует из (1') и (11'), 
все же остается непрерывной. Стало быть, интегра.п fEHJn по обо.почке S' 1, вще.пя

ющей из V эти поверхности разрыва, обращается в ну.пь, и (280) остается справед

.пивьut. 
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. i'!W . 
Так как ~ есть изменение энергии полного электромагнитного поля 

за единицу времени, то согласно закону сохранения энергии измене-

i'! W 
ние всех прочих форм ·энергии должно равняться - М . Этот по-

следний вывод из системы уравнений поля доступен проверке опытом 

и подтверждается им. Действительно, первый член выражения (281) 
равен работе Р, совершаемой в единицу времени сторонними электро

движущими силами в проводниках, обтекаемых токами пр овод и

м о ст и (сравни 153"): 

причем работа эта совершается за счет химической, [термической 
и т. п. энергии источников сторонней Э. Д. С. (аккумуляторы и т. п.). 

Второй же член выражения (281) равен взятому с обратным знаком 

Джаулеву теплу Q, выделяемому за единицу времени теми же то

ка ми проводимости (уравнение 153): 

Таким образом 

r ·2 
Q= J Jл dV. 

i'!W 
м=Р-Q, 281 1 

т. е. общее приращение электромагнитной энергии равно избытку ра

боты сторонних электродвижущих сил. (химического, термического 

и т. п. происхождения) над выделением Джаулева тепла (согласно 

исходному предположению ( стр. 381) все тела неподвижны, так что 

механическая работа равна нулю). Вместе с тем мы убеждаемся, что 

в отличие от токов проводимости то к и смещен и я никакого т е пл а 

н е выделяют, и ст о р о н ни е электродвижущие силы при их 

прохождении работы не совершают. 

3. Рассмотрим теперь тот случай, когда поверхностный интеграл 

формулы (280) не исчезает, т. е; когда поверхность S не обнимает 

собою полного поля. 

Введем обозначение: 
() 

S= 4тт [ЕН]. 282 
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Тогда (280) примет вид: 

280' 

:причем в данном случае величины П', Р и Q будут, очевидно, отно
·ситься не к полному полю, как раньше, а лишь к той его области V, 
которая ограничена поверхностью S. В это!\[ случае, как явствует 

из (280'), изl\[енение электромагнитной энергии в объеме V зависит 

не только от выделяемого в этом объеме тепла Q и от работы Р 
сторонних Э. Д. С. в этом объеме, но и от расположения граничной 

поверхности S и от значения вектора S на ней. 
Оставаясь на почве представления о локализации электромагнит

ной энергии в пространстве, мы можем истолковать это обстоятельство 

только в том смысле, что электромагнитная энергия в ы т е к а е т через 

поверхность S из рассматриваемого объома V наружу и притом в ноли-

честве ~ Sn dS единиц энергии (эргов) в секунду. Это положение носит 
название т е о р е м ы П о й н т и н г а, а вектор S называется в е кт о -
ром Пойнтинга. 

Детализируя это положение, можно .истолковать его далее в том 

смысле, что в к а ж д о й т о ч к е п о л я п от о к э л е кт р о м а г н и т

н ой энергии (т. е. количество энергии, протекающее в единицу 

времени через перпендикулярную направлению потока единицу по

верхности) непосредственно равен по величине и направлению 

в е кт о р у П о й н т и н г а S. Хотя это последнее предположение вовсе 
не обязательно 1, однако оно отличается наибольшей простотой и при

водит к ряду весьма простых и наглядных соотношений 2. 

4. В поле постоянных токов напряженность электромагнитного поля, 
а, стало быть, и его энергия, остается постоянной, так что работа сто

ронних. электродвижущих сил полностью переходит в тепло (см. ур. 159). 
Однако работа эта совершается лишь в тех участках цепи, где Ecmp 

отлично от нуля, тогда как Джаулево тепло вьiделяется во всех уча
стках цепи. Нетрудно убедиться, что энергия, затрачиваемая источни-

I Ибо если положить потов: энергии равным S + rot а, где а есть произвоJIЬпыli 

вев:тор, то при иптеrрировапии по любой замкнутой поверхности иптегры второго 

ч.11епа обратится в пуль (см. 178), тав: что общий поток энергии через эту поверх-

ность останется равным р S" dS. 

u I Нuапример в: равенству св:орости течения энергии и фазовой скорости носите
.11еи этои энергии - эдектромагнитиых вJ.11и; см. § 59, урави. 316. 
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1tами сторонних Э. Д. С., совершает при этом свой путь до места по

требления (т. е. выделения в форме тепла) в качестве энергии электро

магнитной. 

Рассмотрим с этой целью участок цилиндрического однородного 

провода длины l, ограниqенный двумя сечениями, перпендикулярными 

его оси (рис. 90). Пусть r есть радиус провода, 
а= пr2 - его сечение, V = la - объем рассмат

риваемого участка, наконец, J - сила тока в 

проводе. Предположим, что магнитное поле 

вблизи провода с достаточной точностью сов

падает с полем бесконечного пршюлинейного 

тока той же силы. Тогда на поверхности про-

вода (см. стр. 231) 
Н _ 2J _ 2ja _ 2пrj -cr-cr--c-, 

причем: магнитные силовые линии предста

вляют собой концентрические току окруж

ности. 

Предположим сначала, что в рассматривае

мом участке провода Ecmp = О. Электрический 

вектор Е направлен в этом случае по на-

E,j 

---------,,,.~- ...... s---· ..... 
н 

Рис. 90. 

правлению тока и равен { ( см. ур. У). Стало быть, на поверхности 
провода, ввиду перпендикулярности векторов j и Н, 

причем согласно правилу буравчика S направлено по внутренней нор
мали к поверхности провода (рис. 90). Стало быть, в этом случае че

рез внешнюю поверхность проводника энергия вт е к а е т в проводник 

из окружающего пространства в количестве 

·2·· ·2 

р S n dS = \ S \ 2пi·Z = l[ пr2l = J}. V эргов в секунду, 
•J 

тде У есть объем рассматриваемого участка проводника ~через осно· 

.вания цилиндра энергия не протекает, ибо S касательно к этим осно
ваниям:). Это количество энергии, как и следовало ожидать, равно 
)(жаулеву теплу Q, выделяемому током в этом участке за 1 сек. 
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Итак, в тех участках проводника, Е которых Ecmp = О, выделяемая 
током тепловая энергия притекает в проводник из окружающего его 

пространства. В это пространство она должна, очевидно, поступать иа 

тех участков провода, в которых совершается работа сторонних 

Э. Д. С. Действительно, если EJcmp =!=- О, то согласно (V), 

и 

E=-j_-Ecmp 
l 

S=~[ЕН]=~ [jН]-~[E0mPH]. 
4тт 4ттl 4тт 

Первый член правой части представляет собой по доказанному поток 

энергии, направленный внутрь провода, второй же член снабжен отри

цательным знаком и имеет поэтому обратное направление (ибо 

ЕстР, вообще говоря, параллельно j 1), т. е. представляет собой поток 

энергии, в ы те к а ю щ е й из провода через его боковую поверхность. 

Легко убедиться, что в случае постоянного тока вел эта вытекающая 

из проводника энергия возвращается в другие участки проводнина 

с тем, чтобы выделиться в них в форме тепла. 

5. В случае квазистационарных переменных токов имеют место ана
логичные соотношения. Так, например, при выключении из цепи тока 

источника Э. Д. С. (аккумулятора) в ней продолжает некоторое времл 

циркулировать ток размыкания. Нак мы убедились в § 47 (пример 1) 
выделение Джаулева тепла этим током происходит за счет постепен

ного уменьшения энергии магнитного полл тока, притекающей в про

водник из окружающего пространства; при этом уменьшается также

и количество магнитной энергии, заключенной внутри проводника. 

В § 4 7 мы не уqитывали изменения энергии онружающего 

ток э л е кт р и ч е с к о r о полл. В слуqае квазистационарных тонов 

в замкнутых проводниках энергия эта, вообще говоря, настолько мала 

по сравнению с магнитной энергией тока, что ею действительно можно 

пренебречь. Если же в цепь квазистационарного тока включен, напри

мер, конденсатор, то запасенная в его поле электрическая энергия 

оказывается сравнимой с магнитной энергией тока и пренебречь ею 

становится невозможным ( см. § 51 ). 
Вообще говоря, можно сказать, что в проводнике, по которому 

циркулирует ток, происходит в сущностR лишь превращение электро-

t 3а псuючением быть может отдельвых участков проводника; во всяком случае 

II стационарном поле направление циркуляции сторонних Э. Д. С. по контуру тока. 

(<fjcmp . р Е~стр ds) со_впадает с направлением тока J. 
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магнитной энергии в тепло; локализована же эта энергия· преимуще

с'l'венно во внешнем, окружающем проводник, пространстве, и поступает 

в проводник через его внешнюю поверхность. С особенной отчетли

востью проявляется это в быстропеременных токах: при очень бы

стрых изменениях поля его энергия не успевает достигнуть внут

ренних слоев проводника и подвергается превращению, в Джау

лево тепло лишь в поверхностных слоях проводника, в которых и 

сосредоточиваются переменные токи - скин - эффект ( с:м. § 52). 
В заключение заметим, что хотя изучение потока энергии электро

магнитного поля, вообще говоря (а в особенности в явлениях излу

чения, см. дальше), приводит к 

весьма ценным выводам, однако, 

в некоторых случаях, в частно

сти, в случае наложения двух 

или нескольких н е з а в и с и м ы х 

друг от друга полей, применение 

теоремы Пойнтинга оказывается 

излишним и бесполезным. Пусть, 

например, неподвижный точеч

ный заряд е расположен в центре 

кругового тока J (рис. 91 ). Элек
трические силовые линии заряда 

направлены радиально, тогда как 

магнитные линии тока лежат в 

меридиональных плоскостях, пер-

1 

.,,.--1-- ...... 
' .,..... 1 ... , / "' '/ ,, 1 ,~, 
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I V ' / \ 
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' Рис. 91. 
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пендику ллрных плоскости тока. Стало быть, направление перпенди

кулярного Е и Н вектора S в каждой точке поля будет совпадать 
с направлением параллельных кругов полярной системы координат, 

центр которой находится в е, а ось перпендикулярна плоскости тока. 

Следовательно, линии потока энергии будут совпадать с этими кругами. 

Представление о подобного рода беспрерывной циркуляции энергии по 

замкнутым путям, очевидно, лишено физического смысла, как и вообще 

лишено смысла самое понлтие потока энергии в электростатическом 

поле неподвижного заряда. 

§ 55. Одиоаиачиость решений :Максвелловых уравнений. -
У становив в § 53 систему основных Максвелловых уравнений, мы ука
зали, что эта система п о л н а, т. е. что электромагнитное поле в ка

ждой точке пространства и в каждый момент времени о д н о з н а ч н о 

определяется этой системой, если только для момента t = О заданы 

начальные значения векторов Е и Н во всех точках пространства. 

Эта "теорема однозначности", к доказательству которой мы сейqа<~ 
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перейдем, может быть также формулирована несколько иначе. Мы не 

:можем определить напряженность поля в о в сем бесконечном про

.странстве, нашему наблюдению доступна лишь ограниченная его часть. 

Более непосредственный физический смысл имеет поэтому утвержде

ние (вторая формулировка теоремы однозначности), что электромаг

нитное поле в любой момент времени t1 > О в любой точке объема V, 
ограниченного произвольной замкнутой поверхностью S, однозначно 

определяется уравнениями Максвелла, если заданы начальные значе

ния электромагнитных векторов Е и Н во всем этом участке простран

етва для момента t = О, и если кроме того для одного из этих векто
ров (например, Е) известны гран и ч н ы е значения его танген

циальных слагающих на· поверхности S в течение всего промежутка 

времени от t=O до t=t1 1. 

Предположим противное, т. е. предположим, что существуют две 

различные системы решений Максвелловых уравнений Е', Н' и Е", 
Н", удовлетворяющие одним и тем же начальным и граничным усло

виям. Ввиду линейности уравнений поля разность этих решений: 

Е"' = Е' - Е", Н"' = Н' - Н" также должна удовлетворять уравнениям 
Максвелла при следующих дополнительных условиях: а) Ecmp =0 2 ; 

Ь) в момент t=O во всех точках объема V Е'''=Н"'=О (ибо при 
t = О Е', Е" и Н', Н" имеют по предположению одинаковые заданные 

значения); с) в течение всего промежутка времени от t = О до t = t1 

во всех точках поверхности 8 тангенциальные слагающие вектора Е 
либо вектора Н) равны нулю (п3 той же ричине). 

Применим к этому полю Е"', Н'" вытекающую из Максвелловых 

уравнений теорему Пойнтинга (280), положив в ней согласно сказан

ному Ecmp = О. Входящий в (280) поверхностный интеграл будет ра
вен нулю в течение всего промежутка времени от t=O до t=t1, ибо 

из (с) следует, что на поверхности S [ЕН],.= О; стало быть, в любой 

.момент этого промежутка 

;iW"' i ·т2 --·-- :J dV 
;\t - -т-- . 

v 

282 

Так как подынтегральное выражение существенно положительно, 

;iW'" 
"l'O _;\_t_ ,;;;;;; О, т. е. энергия поля W'" может либо убывать, либо оста-

1 На.помним при этом, что согласно основному ;~~;опущению, лежащему в основе 

11сех рассуждений этой главы, значения величии е, \J. и '). считаются sада.ииыми фувк

дия11И точки, от времени не зависящими, а значения Ecmp считаются известиыми 
,функциями точки и времени. 

I Ибо из j' = '). (Е' + Ecmp) и j'' = '). (Е" + Естр) c.11e;ii;yeт: j"' = j' - j" = lE'"· 
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ваться постоянной (приj'" равном повсюду нулю). Но при t=O, согласно 
условию (а), энергия W"' поля Е'", Н"' равнялась нулю; отрицатель
ных же значений она принимать не может. Стало быть, и в течение 

всего рассматриваемого промежутка О~ t ~ t1 энергия W'": 

W'" = 8~ I (= Е'"2 + µ Н"'2) d v 
v 

должна оставаться равной нулю, что может иметь место лишь в том 

случае, если Е"' и Н"' остаются равными нулю во всех точках 

объема V. А это и значит, что две системы решений исходной за

дачи Е', Н' и Е", Н'', предполагавшиеся нами различными, по необхо

димости тождественны между собой. Таким образом теорема однознач

ности в ее второй формулировке доказана. 

Что же касается первой формулировки этой теоремы, то она пред

ставляет собой в сущности лишь частный случай более общей второй 

формулировки. Действительно, при рассмотрении всего безграничного 

пространства задание значений векторов поля на граничной поверх

ности 81за:меняется наложением условий в бесконечности (VII) ( стр. 387). 
Из этих условий следует, что интеграл вектора Пойнтинга по бес

конечно удаленной поверхности обращается в нуль, ввиду чего (282) 
остается применимым ко всему бесконечному пространству. Из урав

нения же (282), :как мы видели, следует однозначность решений 

уравнения поля. 

§ 56. 3апаздывающие потенциалы В,'Iектромагнитного по.'Iн. -
1. Убедившись в однозначности Максвелловых уравяений, мы должны 

попытаться найти способ фактического решения этих уравнений. 

В случае стационарного элеR1'ромагнитного поля задача эта, как мы 

видели, существенно облегчается введением вспомогательных величии -
потенциалов rp и А. Теперь мы покажем, что видоизменив над

лежащим образом определение скалярного и векторного потенциалов, 

:можно воспользоваться этими потенциалами для решения уравнений 

Максвелла и в общем случае переменного поля. При это:м :мы для 
простоты предположим, что как диэлектрическая постоян

ная =, так и магнитная проницаемость µ одинаковы 
н а в с е м п р от я ж е ни и п о л н о г о п о л я 1, и что поверхностных 

зарядов в поле нет. При этих условиях векторы Е и Н и их первые 

производные всюду остаются непрерывными. 

t В том случае, если Е и µ суть непрерывные функции точки, введение потенциалов 
'f' и А, вообще говоря, не облегчает задачи разрешения Ма.ксвел.повых уравнений. 

Наличие скачкообразного изменения Е и 11 на отдельных поверхностях раздело. ра.з
.1пчных ср2д не столь существенно. 
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В качестве определения вектора потенциала А мы можем сохра
нить уравнение (2261): 

B=µH=rotA, 283 

из которого в свою очередь, согласно (651), следует уравнение (N). 
Внося (283) в (П), получим: 

rotE=--.
1 iШ =rot (-_!_ i)A) 
с i)t с i)t ' 

или 

( 
1 i)A) rot Е+-;;~ =О. 

Это уравнение будет удовлетворено, если положить 

1 i)A 
Е=-- --grad w 284 

с i)t т• 

где ер есть произвольный скаляр, ибо вихрь градиента скаляра тожде

ственно равен нулю (уравнение 652). 

На основании (283), (284) и (653) уравнение (I): 

rotH= 4тr1 +-=- i)E 
с с i)t 

принимает вид: 

1 1 . 4пj в i)2 А в i)cp 
-rot rotA=-(arad d1v A-v2A)=------- grad-. 
µ µ "' с с 2 i)t 2 с i)t 

Распорядившись надлежащим образом величинами А и ер, можно этб 

уравнение упростить. 

Действительно, до сих пор нами были определены толыю вихрь от 

А и градиент от ер, теперь же мы можем дополнительно потребовать, 

чтобы 

divA=-1:µ i):p 
с i)t. 285 

Образовав градиент- от обеих частей этого равенства, убедимся, 'ITO 

два члена предшествующего уравнения взаимно сокращаются, так что 

оно принимает вид: 

вµ i)2 А 4ттµ. 
v2A-c2W =--c-J· 286 
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Из основных уравнений поля нам остается еще удовлетворить 

уравнению (IV). Внося в него (284), получим: 

div D = е div Е = - : :t div А - е div grad ер= 4пр. 

Разделив это равенство на е и внеся в него значение div А из 
(285), получим: 

еµ ;)2ер . 4п 
с2 ;)t 2 - d1v grad ер = 6 р 

или, на основании (55,), 

287 

2. Уравнения (285), (286) и (287) дают возможность определить 

значение скалярного и векторного потенциалов электромагнитного поля 

по заданному распределению зарядов и токов проводимости; зная же 

ер и А, можно с помощью (283) и (284) найти Е и Н. Заметим при 

этом, что хотя скалярный потенциал ер, как и в случае стационарных 

полей, зависит лишь от распределения зарядов, а векторный потен

циал А - от распределения токов проводимости, однако, напряжен-

. ность электрического поля зависит не только от градиента скалярного 
потенциала, но и от производной по времени потенциала векторного: 

в этом обстоятельстве проявляется закон электромагнитной индукции. 

В случае стационарности поля, когда все производные по времени 

обращаются в нуль, приведенные уравнения, как и следовало ожи

дать, принимают вид ранее установленных нами уравнений стационар

ного поля: сравни соответственно (284), (285) и (287) с уравнениями 

52'), (2262) и ( 1062), а (286) с ненумеро)jанным уравнением на стр. 281. 
Итак, зная р и j в их зависимости от координат и времени, мы 

можем определить сначала qi и А, а затем и Е и Н. Однако, как уже 

указывалось в § 53 ( стр. 383), понятие электрического заряда носит 

в классической теории поля в сущности характер вспомогательного 

термина, обозначающего истоки вектора электрической индукции D. 
Иными словами, с точки зрения этой теории р и j нужно в сущности 
считать функциями искомых величин Е и Н, т. е. в свою очередь ве

личинами искомыми. И, действительно, согласно теореме однозначности 

для определения значения векторов Е и Н в любой момент времени 

достаточно знать начальные значения этих векторов для t = О; опре

делив же Е и Н, мы, очевидно, можем в ы ч и с л и т ь значения вели

чин р и j для любого времени и места. 
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Предположим, однако, что зависимость р и j от координат и времени 
нам те.м или иным способом стала известной (для всего пространства 1). 
В этом случае, пользуясь установленной в этом параграфе системой 

уравнений, .мы действительно .можем определить напряженность элек

тромагнитного поля в любой точке пространства и в любой момент 

времени, и притом определить однозначно, если только мы при.ме.м во 

внимание некоторые добавочные условия для потенциалов, о которых 

будет сказано в конце параграфа. 

Основная задача сводится при этом к решению определяющей 

значение потенциалов системы уравнений (285), (286), (287), ибо опреде
лив ip и А, .мы найдем Е и Н простым дифференцированием. Мы не 

станем здесь излагать классических, вполне строгих с математической 

точки зрения способов решения этих уравнений 2, а воспользуемся 
гораздо более просты.ми рассуждениями, не отличающи.мисл, правда, 

особой .математической строгостью и носящи.ми в сущности лишь на

водящий характер. Проверив однако найденное решение подстановкой 

его в исходные уравнения и доказав однозначность этих уравнений, 

мы те.м са.мы.м сообщим этому решению полную достоверность. 

3. Нак скалярный потенциал ер, так и каждая из слагающих А.,, Ау, А" 
векторного потенциала, в произвольной системе декартовых координат, 

удовлетворяют согласно (286) и (287) уравнению типа: 

EJJ. i)2 S 
V2 s - с2 3t2 = - 4тrх (х, у, z, t), 288 

где "/. (х, у, z, t) есть по предположению известная функция коорди
нат и времени, а под s надо понимать одну из величин ер, А .. , ..411, А2• 

Вводя обозначение 
с 

v= J/sµ' 

можно записать (288) следующим образом: 

1 32 s 
v2s-v2 3t2. -4пх. 

289 

288' 

t В сущности помимо нач а JI ь но r о ДJiя момента t = О распре,11,едения зарядов 
р достаточно злать .11ишь j в функции координат и времени, ибо по этим дани.ым 

с помощью уравнения непрерывности (270) значение р в в:о.ждой точке пространства 

может быть опредедено ДJIЯ дюбоrо момента. времени. Ив этоrо явствует, мещу про

чим, что j и р не яВJiяются независимыми фунв:цвями времени и поэтому не могут 

задаваться независимо друr от друrа. 

2 Их можно найти в .1юбом в:.1ассическом в:урсе эдев:тричества, напр. у Abra
ham'a (В. 11), Jeans'a, Lorentz'a (Theory of electrons), Cohn'a в т. д. 
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В дальнейшем мы убедимся, что v равно скорости распростране
ния электромагнитных возмущений. 

Уравнения типа (288) и (288') носят название уравнений Дел а м: -
б е р а. При Х = О уравнение Деламбера принимает вид так называе

мого в о л н о в о r о у р а в н е н и я: 

1 а2 s 
v2 s = -v-2 at2- ' 290 

с которым нам неоднократно придется иметь дело в дальнейшем. На

конец при независимости s от времени ( стационарное поле) уравне

ние Ц е л а м б е р а вырождается в известное уже нам уравнение П у -
а с с он а (56): 

Чтобы найти решения уравнения Д е л а м б е р а (288'), предполо
жим сначала, что при любом t "l равно нулю во всех точках поля, 

за исключением лишь исчезающе малой области вокруг некоторой 

точки Q, в которой 1. равно заданной функции времени 1. (t). Для крат
кости :мы будем при этом говорить, что 1. отлично от нуля лишь в са
мой точке Q, которую можно назвать ист о к ом поля. Таким образом 
вне этой точки s должно удовлетворять волновому уравнению (290). 

Поставим себе прежде всего задачу найти центр ал ь но - с и :м -
метр и ч но е решение этого волнового уравнения, т. е. такое его 

решение, которое в полярной системе координат, имеющей центр в Q~ 
зависит лишь от радиус-вектора R, но не от полярного и долгот

ного углов ~ и а. В этом случае v2 s = div grad s определяется урав
нением вида (49"), так что волновое уравнение (290) принимает вид: 

Помножал его на В, получим: 

или 

а2 и 1 а2 и 

ав2 =--;;z- at2 ' 

где нами временно введено обозначение: 

U=-RS. 

а2 (Rs) 
at2 

291 
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Общий интеграл уравнения (291) имеет, как известно, вид: 

291' 

где f и rp суть произвольные (но обладающие производными) функции 
указанных в скобках аргументов 1. 

· Легко убедиться, что первый член этого выражения представляет 

собой сферическую волну, распространяющуюся из центра координат 

Q со скоростью v. Действительно, функция f ( t - : ) имеет в каждый 
данный момент t на каждом данном расстоянии R от точки Q то же 
значение, которым она обладала в момент t - 1 на расстоянии R - v 

от Q (ибо t·-1- R-v = t - !\. А это и значит, что значе-
v V1 

ния величины и распространяются из точки истока поля Q в виде 

сферической волны скорости v. 

t В том, что (291') ущвлетворяет уравнению (291), можно убедиться непосред

ственной подсrаныкоlf. Для того же, чтобы показать, что в с я к о е решение уравне" 

иия (291) .в;олжно иметь вид (291'), введем вместо t и Il новые переменные С и т~: 

Тогда 

и 

аналогично этому 

R 
тi=t+-. v 

Внося эти выражения в (291), получим: 

с)2п а2п 

- ат,дС - дт,аt ' 
откуда 

Это значит, что в общем случае п может состоять из .в;вух слагаемых, каждое 

из которых явJiяетСJI произвольной функцией лишь о дн о г о из независимых пере

менных С и 1}. Уравнение (291') и представJiяет собой математическую формулировку 
зтого вывода. 
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Подобным же образом можно убедиться, что второй член выраже

ния (291 ') представляет собой сферическую волну той же скорости v, 
п р и х од я щ у ю однако из б е с к о н е ч н о с т и и сходящуюся в истоке 

поля Q, как в фокусе. 
. и 

Поскольку мы приписываем величине s = R физический смысл 

потенцl\ала электромагнитного поля, в о з б уж даем ого зарядом или 

током, находящимся в точке Q, постольку мы должны очевидно 

ограничиться первым членом общего решения (291'), т. е. должны 

положить: 

292 

Из этого равенства следует, что значения потенциала зарядов и 

токов, находящихся в Q, распространяются из этой точки в ,форме 

шаровой волны скорости v, амплитуда которой убывает обратно 

пропорционально расстоянию R. · 
4. На:м остается теперь определить вид оставшейся произnольной 

функции f. Для этого мы должны обратиться от волнового уравнения 
(290), справедливого лишь вне области, прилегающей к точке Q, 
к исходному уравнению (2881). Допустим, что решение этого урав

нения выражается формулой (292) не только вдали, но и вблизи от 

точки Q, и проинтегрируем уравнение (2881) по объему сферы ра
диуса R1 с центром в Q. Приняв во внимание, что l (t) отлична от 

нуля лишь исчезающе :малой области d JТ, прилегающей к Q, получим: 

Согласно ( 49"), первый член правой части равен: 

v2s dV= 2 - R2 - -4пR2 dR=4пR12 - • I iв, 1 i) ( i)s) ( i)s) 
о R Hl i)R . i)R R = R, 

Внося этЬ в предшествующее уравнение и выражая с помощью (292) 
s через f, мы после деления на - 4 п получим: 

Если мы станем стремить радиус сферы R1 к нулю, то интеграл 
слева обратится в нуль, ибо объем сферы пропорционален в1 з, тогда 
~6 Основы теории электр:1чеотва, то>1. I. 
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r{юt s обратно пропорционально лишь первой степени R1• Второй член 

слева тюtже обращается в нуль, так что при R 1 ~ О последнее урав

нение принимает вид: 

f(t)=x(t)dV. 

Определив таним образом вид фуннции (, получаем онончателыю 

из (292): 

х (t-- ~) 
s(R,t)= R (lV. 

Таново стало быть решение уравнения (288') в том случае, если z 
отлично от нуля лишь в изч.езающе малой области dJ! вонруг 

точки Q. 
В общем же случае произвольного вида функции J. решение этого 

уравнения ввиду его линейности будет очевидно выражаться суммой 

или интегралом решений типа (293): 

Cx(t-:) 
s= J R dV, 29:J' 

где R означает очевидно расстояние элемента объема d V от тoii 

точки поля, в которой определяется значение потенциала s. 
5. Сравнивая (288) и (2881

) с уравнениями (286) и (287), можем по 
аналогии с (293') непосредственно написать решение этих уравнени Г1 

ш= ~ r р (t---~) dV 
т е J R ' 

~
. (t R) J --

А = 1:. .,, v dJ! 
'" с R ' 

2\Н. 

и аналогичные выражения для Ау и А2, так что вентор А. выразитсл 

формулой: 

A.=J: r.i (t-~) dJ! cJ R ' 
2% 

причем, согласно (289): 
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В случае независимости р и j от времени, т. е. в стационарном 

поле, формулы (294) и (295), как и следовало ожидать, совпадают 

с ранее выведенными уравнениями (103') и (227). 
Итак, чтобы вычислить, например, значение скалярного потенциала 

r.p в произвольной точке Р в момент t, нужно, согласно (294), 
разбить все пространство на элементы объема d V и для каждого 

( р) элемента dV определить величину того заряда de = р t- -р dV, 1ю-

В 
торый находился в нем в момент времени t - -~ где :д ееть расстоя-

v' 
ние d V от Р. Разделив зате:11 этот заряд de на ЕЛ и взяв сумму 

полученных выражений по всем элементам объема, мы и получим f· 
Аналогичным способом определяется и значение А. 

Таким образом потенциал переменного поля определяется совер

шенно аналогично потенциалу поля стационарного, с тем единствен

ным, но весьма суще-ственным дополнением, что в наждый момент t 
потенциал поля, возбуждаемого на расстоянии В от элемента объема 

d V зарядами и токами этого элемента, определяется не одновременной 

~ t, а предшествовавшей в момент t --{;. плотностью этих зарядов 
и токов. Таким образом можно скаsать, что потенциалы '.Р и А заря

дов и токов каждого элемента объема d V распространяются из cl V по 
G 

всем направлениям со скоростью v =. 
1 

__ , убывая при этом в интен-
. V Еµ 

сивности обратно пропорционально расстоянию J:. Поэтому опре

деляемые уравнениями (294) и (295) величины r.p и А носят на-

звание з а п а з д ы в а ю щ и х п о т е н ц и ал о в электромагнитного 

поля. 

Ка1{ уже упоминалось, приведенный нами вывод выражений запаз

дывающих потенциалов, во-первых, не отличается математической 

строгостью и, во-вторых, основан на некоторых специальных допуще

ниях. Тан, например, нами принимались во внимание лишь цен

трально-симметричные решения (291') волнового уравнения (290). 
Однако путем непосредственного вычисления можно убедитьея, что 

(294) и (295) действительно удовлетворяют уравнениям (285) и 

(286), а также соотношению (284) (при условии, что движение элеR

тричества подчиняется уравнению непрерывности (270)). Так как, 

с другой стороны, значения потенциалов, как мы сейчас докаж~м, 

определяются этими уравнениями о д н о з н а ч н о, то, стало . быть, спра
ведливость формул (294) и (295) никаких сомнений возбуждать не· 

может. 

26 • 
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6. Мы оrра.иич.имс.я з,1;есь ,1;оказа.те.пьством тоrо, что (294) и (295) у,1;0ВJ1етворяют со
отношению (284), пре,1;оста.в.пяя ч.ита.те.пю проверить в качестве упражнения соотноше

ния (285J и (286). При этом удобно предва.рите.пьно 3аписа.ть выражения потенциалов 
(294) и (295) в несколько бо.пее подробной форме. 

Пусть х, у, z есть координаты: точки Р, в котороlf мы ра.зы:св:иваем значения 

потеициа.пов, х', у·, z' -(текущие) координаты: провзво.пьио распо.11ожениоrо элемента. 
объема dV, а R- расстояние точ.в:и Рот dV. Введем обо3иа.ч.ение 

t' = t-!! 
v 

296 

и бу,1;ем называть t' э ф ф е кт и в II ы: м в р е м е н е м в d V по отношению ко вре• 

мени в Р. Тогда уравнения (294) и (295) можно будет за.писать в следующей форме: 

I t)-_!_sp(x',y',z',t') dV 294' '!' ,х, У, z, - Е R ' 

.А(х у z t)-~sj(x',y',z',t') dJ1 295' 
' '' -с R . ' 

r,1;e по,1; dV нужно понимать произведение dx' d'!J' dz'. 
В соотношение (284) входит div .А. В да..11ьнеiimем необходиио отличать ,11;иффе

ренцироеа.ние по в:оордина.та.м х, у, z «точв:и наблюдения» Р от дифференцирова

ния по координатам х', у', z' элемента. ~теrрирования dV. Соответствующие 

.1.иффере11цна.11ьны:е операторы: мы будем обо3нач.ать через v и v': 

При вы:ч.ис.11ении div .А= v .А можно, оч.евщно, перtJмРнить порядок дифференцирова
ния по х, у, z и интеrриро11ания по х', у', z' на обра,ный: 

d . • - • _J: J x,y,z, dV S 
. ( ' , , t') 

IV .... - v А - с v R . 297 

Соr.11а.сио (66), 

J(x' 'z't') 1 1 v ·~' =1(vj(x,'y',z',t')+j(x',y1,z,'t')v я· 

Так ка.в: аргумент вектора j за.висит от х, у, z .пить через посредство эффев:тиввоrо 
времени t', то 

• , r , / ·ц" at• дj/J дt' дjz дt' - aJ t' v J(x,y ,z, t )= М' дх + ar~+ дt' 1z- аг· v . 

Приняв во внимание, что согласно (296) 

vt'=-l.· vR v 

и отусв:а.я аргумент у j, получим окончательно: 
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С ;11.pyroit сторояьr, очеви;11.но, что 

v'-}-(v' 1-) + R
1 

~tj' · v' t', R - R t' = const о 

uи, по выпоJiпепии простых преобразоваппif, 

r j _ . , 1 + 1 ( , ") 1 ilj 'R 
V R - J · V R R V J t' = const - vR W ·v · 

Ilрипяв теперь во внимание, что уравнение (49): 

gradq f (R) = - grada f (R) 

в ваших теперешних обозначениях принимает вид: 

v' f (R) = - V f (R), 

и сравнивая выражения для v ~ и v' 1, по.идем: 
j ,j+l('") 

V R = - V R R V J t' = const. 

Стало быть, обозначая v' j через div' j и т. д., получим из (297): 

div А=- : S div' k·dV +: S d;(div' j) t' = const. 

Первый из этих иптеrрwюв может быть преобразован с помощью теоремы Гаусса. 

в интеграJI по поверхности S, охватыва.ющиii объем V t: 

EcJiи распространить интегрирование на все бесконечное пространство, то этот 

иптеграJI благодаря условиям в бесконечности (ур. YII, Lтр. 387) обра.т11тся в иуJIЬ, 

та.к что окоичатеJiьно: 

d.A( t) JLsdVd.'"(' ''t') IV x,y,z, =с R IV J x,y,z, t'=const. 

Обратимся теперь к правой части соотиошения (284). Ввиду (290) ;!l;.IЯ произ· 

вольной функции f (t') имеем: 

"ilf (t') "ilf (t') ilt' "ilf (t') 
at = at' · м = "i!t' • 

I Преобразование это нельзя было применить непосредственно к исхо;11.ному выра

жению (297) потому, что в нем объемное интеrрирование и пространственное диффе
ренцирование (образовап11е дивергенции) нужно производить по координатам разJ1ич· 

пых точек. 
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Поэтому, дифференцируя (294') по времени под вив.ком иитеrрв.ла, получим: 

_ <_!"_ d·f (х, У, Z, f) __ _!_ \~_J' др(х', у' rZ', t'). 
с '3t - с J R '3t' 

С другой стороны уравнение непрерывности l270) можно записать в следую·· 
щем виде: 

d.' ·с "'f) - дp(x,y,z,t) 
п J х, У,-, ' t- const - - dt 

ибо при 11рострааственяо111 дифференцировании (образоnанни дивергенции) nремя t 
;~,олжно считаться постоянным параметром. 

311,меняя в этом уравнении непрерывности неmтриховаиные величины штрихован

ными (что можно считать простым изменением обозначении), убо;r,ш1ся, что запазды

вающие потенциалы действительно удовдетворяют соотношеи1110 (284): 

которое и требова,1ось доказать. 

7. Обратимся к вопросу об однозначности найденных нами ре

шений (294) и (295) системы уравнений (284)-(286). 
Если не принимать во внимание никаких дополнительных условий, 

то решения эти необходимо признать неоднозначными. Это явствует 

хот11 бы из того обстоятельства, что при выводе уравнений (2~4) и 

(295) мы лишь из чисто физичес1шх соображений, вовсе не связа~

ных с математической стороной вопроса, откинули второй член уравне

ния (291 '), соответствующий так называемому опережающем у 

потенциалу электромагнитного поля. Вообще же говоря, .можно пока

зать 1, что общее решение, например, уравнения (285) имеет вид: 

ер (t) = .!_I 1е1 d v + __!_ ~ {'.!_ ["({) J-
E R Е ~ R iln 

JТ 

i1 ( 1 ) 1 aR [":Р] } -[ер]~ -- +---- -- dS 
iln R vR iln at ' 298 

где i· определяется уравнением (289), причем поверхностный интеграл 

распространен по замкнутой поверхности S, охватывающей рассматривае
мый участок пол11 V, n е~ть внешня11 нормаль к этой поверхности, и на
конец, квадратные скобки означают, что значения находящихся в этих 

скоб1шх величин должны быть определены для "эффективного" ъю-

мента времени t' = t - .!i. Таким образом в ст а ц ион ар но м поле 
v 

I См., например, L о r е n t z, T~eory of electrons, рр. 23:3 t'f'. 
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и при s = 1 формула 298 совпадает с ранее цона3анной нами форму
лой (72'). 

Распространим в уравнении (298) объемное интегрирование на все 
бесконечное пространство. Если мы кро:мt':J того предположим, что 

электромагнитное поле, по крайней мере поле в бесконечно удаленных 

точках, в о 3 н и кл о в определенный момент времени t0; другими сло

вами, если мы предположим, что до этого момента потенциал поля :р 

во всех удаленных точках был равен нулю, то второй член общего 

решения (298) обратится в ну ль. Действительно при определении по 

формуле (298) 3начения потенциала ер в момент времени t мы можем 

удалить поверхность 8 на столь большое расстояние R от исследуемой 
точки поля Р, чтобы R удовлетворяло неравенству: 

R 
t--<t 0• 

v 

[ d(f)] . [ d(f/] В :ном случае входящим в (298) величинам i)n , [ :р] и °"'it 

нужно будет приписать те 3начения, которыми они обладали до мо

мента во3никновения поля t 0 , т. е. 3начения пулевые, в силу чего 

весь поверхностный интеграл в (298) обратится в нуль. 
Таким обрмом при укманном допущении решение уравнения 

{287) определяется одно3начно и выражается первым членом общего 

решения (298), совпадающим с нашей формулой (294). Подобно этому 
при этом допущении 3начепия векторного потенциала А также одно

.значно определяются формулой (295). 
Что же касается условий типа (75): 
R'JI и R 2 (gi·ad '-11) при В-+ СХ) остаются конечными, 

-то при этих условиях ~1 при В -+ СХ) может быть сравнимым с ~ . 
Поэтому условия эти гарантируют обращение в нуль лишь первых 

двух поверхностных интегралов, входящих в (298), тогда как по

·СЖщний и3 этих интегралов может ока3аться отличным от нуля. Так, 

например, в случае шаровой волны, идущей И3 бесконечности и cxo-
ar.p 

-дящейся в т9чке Р как в фокусе, величина В at остается конечной 

при В---+ m, потенциал же этой волны в точке Р определяется по

,следнш1 интегралом выражения (298). 
§ 57. Скорость распространения злектром:агпитных вози:ущепиfi • 

. 'У слови.я :в:вазистациопарпости. - 1. Физическое содержание формул 
{294) и (295), определяющих значения запаздывающих потенциалов, и 
уравнений (283) и (284 ), устанавливающих 3ависимость между этими 
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потенциалами и напряженностью поля, сводится к следующему поло

жению: электромагнитное поле возбуждается зарядами и токами про

водимости и распространяется от места возбуждения с конеqной сно-

с 1 
ростью v= у аµ • 

В частности, в вакууме ( € = µ = 1) скорость распространения полл 
должна равняться с, т. е. должна численно равняться знаqению элек

тродинамиqеской постоянной, определяющей силу пондеромоторного 

взаимодействия токов и действительно имеющей размерность скорости 

стр. 202). 
Именно в этом признании конеqности скорости распространения поля 

и заклюqается существеннейшее и о снов но е отл и q и е факт и

ч е с к о го с од е р ж а ни я так называемых т е о р и й б л и з к оде й

с тв и я, и прежде всего теории Максвелла, от теорий мг но вен

и ого даль но де й ст в и я начала. прошлого столетия. Поэтому во

прос о правильности той или иной из этих теорий может быть решен, 

например, путем постановки следующего простейшего experimentum 
crucis. 

Пусть заряды е и е' находятся в покое на расстоянии R друг от 

друга вплоть до момента t = О, по наступлении которого мы начинаем 
приближать t! к е. По теории мгновенного дальнодействия испыты-

е~' 
ваемая зарядом е со стороны заряда d сила притяжения F = R'l. 

должна начать возрастать в тот же момент t = О. Согласно же 

уравнениям Максвелла, эта сила Р должна оставаться неизменной. 

R 
вплоть до момента t = - (предполагаем, что заряды находятся в ва-

с 

кууме). Ибо сила F, испытываемая зарядом е', находящимся в точке Р, 
определяется напряженностью поля в той же то ч к е Р (F = еЕ). 

Перемещая же з11ряд е', находящийся в точке Р', мы непосред
ственно изменяем поле лишь в этой точке Р'. Это изменение 

эле кт р и чес к ого поля в Р' (ток смещения!), согласно (1), возбу
ждает м а г н и т н о е поле в с м е ж н ы х токах пространства, что 

в свою очередь, согласно (П), влечет за собой возникновение вихря век

тора Е, т. е. изменение этого вектора (ибо в статическом пол"", при 
t < О, rot Е равнялся нулю) опять-таки лишь в смежных точках 

пространства, и т. д. и т. д. В результате изменение или, как говорят, 

t Таким обрз.зо:w: из упо11явутых формул в часrиост11 следует, что токи смеще

ния, играющие столь важную розь в меха.11и3ме распространения полJJ, независимо 

от движения зарядов существовать не могут. 
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в о з и у щ е ни е пол я, вызванное в Р' перемещением заряда е', через 
R 

- секунд распространится до точки Р и лишь в этот моиент обу
с 

словит изменение силы F, испытываемой зарядом е. 

Нас сейчас вовсе не интересует то обстоятельство, что по практи

чесrшм и техническим соображениям этот простейший опыт обречен на 

неудачу. Существенно лишь, что вопрос о скорости распространения 

поля может быть решен э к с п е р и м е н т ал ь н ы м п у т е м и· что он 

был фактиqески решен в пользу коне'Iности этой скорости. 

Больше того, изложенные нами следствия, вытекающие из Максвел

ловой теории поля, и, в частности, формула (289), могут быть подверг
нуты также и к о ли чес 'r вен ной проверке, ибо значение постоян

·НОй с может быть определено путем независимых электродинамических 

измерений (см.§§ 30 и 38). Наиболее вероятное значение этой постоян
ной равно (см. стр. 266): 

2 997 °1010СМ 
' сек' 

что в пределах ошибок опыта действительно ~совпадает с непосред

ственно измеренной скоростью распространения поля в вакууме. 

В частности, снорость с в е та в ванууме по последним наиболее 

точным измерениям М а й к е л ь с о н а 1926 года 1 равна: 

2 99796 + 0 0004· 1010 СА&. 
' -' сек 

Численное совпадение приведенных величин является наиболее убеди

тельным доказательством как электромагнитной природы света, так в 

правильности основных уравнений Максвелла, по крайней мере в при

менении их к вакууму. 

2. Но всем этим важным вопросам мы еще вернемся в дальнейшем; 
пока же мы воспользуемся полученными результатами для того, чтобы 

обосновать перечисленные в § 50 условия квазистационарности пере

менного поля. 

По определению квазистационарным полем называется поле, напря

женность кот()рого в каждый данный момент t с достато'I1юй точ

ностью совпадает с полем не подвижных зарядов и по ст о я н н ы х 

i М i с h е 1 s·o n, Astropbys. Journ., V. 65. р. 12. Непосредственно измерялась ско
рость света в воздухе v, эваченве же скорости снета в вакууме определялось и& 

с 
основании соотношения v = J,1E' где Е есть ~электрическая nостояивая воз,11;ухп.~ 

равная 1,00058. 
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токов, плотность которых р и j равна мгновенной (в момент .t) 
плотности рассматриваемых переменных зарядов и токов. 

Из рассмотрения выражений запаздывающих потенциалов (294) и 
(295) явствует, что для квазистационарности прежде всего необходимо вы

R 
nолнение следующего условия: за время t = - , потребное для распро-

v 
етранения электромагнитного поля на расстояние R, значения величин 
р и j должны испытывать лишь исчезающе малые изменения. При этом 
под R нужно понимать расстояние рассматриваемой точки поля от наи
()олее удаленного элемента заряда или тока. 

Очевидно, что R всегда можно выбрать настолько большим, чтобы 
при как угодно медленных изменениях подл это условие не удоnле

творююсь. Однако в теории квазистационарных токов обычно огра

ничиваются рассмотрением поля в непосредственной близости с заря

женными или обтекаемыми токами проводниками. В это11 случае 

верхний предел расстояния · R можно положить рапным расстоянию 

между двумя наиболее удаденными друг от друга элементами зарядов 

или токов, взаимодействие которых мы еще желаем учесть. Если, 

кроме того, мы имеем дело с периодическими тонами периода·· Т, 

-то условие кnаэистационарности сведется, очевидно, к неравенству: 

V==R~1', 
v 

или, так 1шк v вообще говоря сравнимо с с, к неравенству: 

Если эт9 условие квазистационарности выполнено, то значения 

потенциалов поля вблизи от зарядов и токов можно с достаточной 

·точностью определять по формулам (103') и (227), выведенным нами 
для поля стационарного (и не учитывающим тонов смещения). 

Больше того, в этом случае формулами этими можно воспользо

t~аться для определения потенциалов даже в сколь угодно удаленных 

<>Т цепи точках поля. При этом "цепью" мы для краткости называем 

еовокупность всех учитываемых нами зарядов и токов. Действительно, 

-если R0 есть расстояние точки Р от произвольного элемента цепи, то 

расстояние этой точки от любого другого элемента цепи будет отличаться 

-от R 0 не больше, чем на расстояние Il 111ежду наиболее уда

.ленными элементами цепи. Стало быть, если условие ква

зистационарности выполнено, то этой разницей расстояний 

J11ожно пренебречь, так что значения потенциалов в точке Р 
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в момент t будут с достаточной точностью определяться м r но вен-

t' = t - Во. н ы м распределением зарядов и тшюБ в цепи в момент v 

Другими словами, поде в Р в момент t будет совпадать с полем непо

движных зарядов и постоянных токов, плотность которых равна плот

ности рассматриваемых переменных то1юв и з:1рядов в предшествую

щий момент t'. 
Однако одного лишь указанного условия еще не;:~.остаточно, чтобы 

применять к м а r н и т н о 111 у полю квазистационарных токов в с е законы 

стационарного магнитного поля, ибо при выводе последних существен

ное значение играла а а м кн у то ст ь постоянных токов. Таким обра

:юм "подвал" квазистационарность поля имеет 1:есто лишь при одно

временном выполнении как указанного "основного", так и "допол

нительного" условия квазистационарности, сводящегося в .основном I{ 

требованию, чтобы плотность токов смещения была исчезающе мала 

по сравнению с плотностью токов проводимости ( см. § 50). 
§ 58. Поле осцил.'Iлтора. Ero из.тучение. - 1. Чтобы разобраться 

в процессе излучения электромагнитных волн, рассмотрим поле про

стейшего излучателя, так называемого 

о с ц илл я тор а. Осциллятороы или 

вибратором нааывается диполь, момент 

1ютороrо р является периодической 

функцией времени. В первом, самт1 

грубом приближении радиотелеграф

ную антенну ll!ожно уподобить ос

циллятору, светящееся тело - сово

купности элементарных осциллято

ров, и т. д. 

С точки зрения электронной тео

рии простейшей формой осущест

вления осциллятора является сово- Р 
купность одного электрона и одного 

Рис. 92. 

протона, взаи1шое расстояние 1юторых периодически из111еплется во 

времени. В :Максвелловой же микроскопической теории поля про
стейшей моделью осциллятора можно считать так называемый в и б р а
т о р Герц а: два металлических шарика К и К', заряды которых е и е' 
в каждый данный момент равны по величине и противоположны по знаку 

(е' = - е), соединены проводом длины l (рис. 92). Если считать вектор 1 
направленным от К! I{ К, то момент образованного этими зарядами 
диполя будет равен 

J)=el, 
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ибо по определению вектор р направлен от отрицательного заряда 

к положительному 1. Если, зарядив вибратор, предостаnить· его самому 

себе, то в нем возникнут затухающие электрические колебания, ана

логичные рассмотренным в § 51 колебаниям в цепи с конденсатором. 

Иолебанил эти будут сопровождаться периодическим перезаряжением 

шариков, т. е. периодическим изменением их зарядов по величине и 

по знаку. В этом случае момент вибратора р можно положить равным: 

P=Pof (t), 

где р0 есть постоянный вектор, направленный по оси вибратора, а f (t)
некоторал периодическая функция времени, которую мы в дальней

шем будем предполагать известной. 

Сила тока в вибраторе равна очевидно скорости изменения вели

чины зарядов е я е'; если мы условимся считя.ть ток положительным 
при совпадении его направления с вектором ], то 

откуда 

i)e 

J=м· 

Jl=~l= i'lp 
i'lt i'lt • 299 

2. Предположим для простоты, что осциллятор находится в вакууме 
(е = µ = 1), и будем рассматривать лишь те точки поля, расстояние 
которых от осциллятора велико по сравнению с его размерами. Пре

небрегал размерами шариков К и К' по сравнению с их расстоянием 

R и R' до рассматриваемой точки поля Р (рис. 95), т. е. считал за

ряды е и t! точечными, получим из (294) ввиду е' = - е 2: 

rp(t-~) e(t-~) e'(t-~') 
ер (t) = J R d V = R + R 

e(t-~) е (t- ~') 
R R' 

t При е > о направление р совuа;~;ает с 1 и протпвоположно evy nрн е < о. 
II Напомним, что р ( t- : ) , е ( t - ~) и т. д. означает значение ве.11ичнн 

R 
р, е и т. д. в .момент времени t - с . 
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где е ( t - ~) есть значение величины заряда е в момент t - ~ . 
Таким образом скалярный потенциал осциллятора равен приращению 

е (t- R) 
фушщии R с при перемещении заряда е из К' в К на рас-

стояние 1. Стало быть при l ~ R ( сравни вывод потенциала статиче

с1юго диполя, стр. 55): 

е ( t - R) е ( t - ~) 
r.p(t)=lgradq R с =-lgrada R с , 

причем предполагается, что радиус-вектор В проведен из осцилля

тора Q в исследуемую точку поля Р. 
Так как вектор 1 постоянен, то согдасно (662) можем написать: 

le t-- р t--( R) ( В) 
r.p(t)=-diva в с =-diva в с • 

Обращаемся н венторному потенциалу А поля осциллятора. Счи

тая тон в осцилляторе линейным, можем положить в формуле (295)/ 
j d V = J ds. ( срав. стр. 220). Предполагая, что время -., потребное 
для распространения электромагнитных возмущений на расстоя

ние l, мало по сравнению с периодом нолебаний осциллятора 

т 2п ф t В • • = -, можем считать азу тона - - одинаковои по всеп мине 
w с 

осциллятора. Пренебрегая, наконец, при определении А различием 

расстояний различных точек осциллятора от точки Р, получим: 

uи на основании (299): 

др (t- в) 
А (t)= с~ c)t с 

Для дальнейшего изучения поля осциллятора удобно ввести в рас

смотрение так называемый вен то р Ге р ц а, определяемый уравнением 

300 
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Как явствует из этого уравнения, значение вектора Герца в 

момент t в точке, находящейся на расстоянии R от осциллятора, 

определяется значением электрического момента осциллятора в мо

R 
мент t - - · Существенно, что вектор Герца удовлетворяет волновоъ1у 

с 

уравнению: 

2р _ __1_ ;:,2р 
v - са ;:,t2 ; 300' 

иными словами, наждал из слагающих вектора Р в произвольной 

системе декартовых координат удовлетворяет уравнению типа (290), 
где в нашем случае нужно положить v = с. Действительно, каждая 

из слагающих этого вектора согласно (300) совпадает по форме с 

найденным нами в § 56 центрально-симметричным решением вол

нового уравнения (293). 
Внося (300) в выражения для ер и А. и отбрасывал индене ci у зна~;а 

div, получим окончательно: 

(fl (t)=-div Р (t); А (t) = _1 ;:,P(tl_. 
с дt 

:.ю1 

3. Переходя от потенциалов к напряженности поля, получим из (2Н3) 

(положив в нем µ= 1): 
1 ;:,р 1 д rot Р 

н rot 30? = с i)t- с --т· -
Уравнение же (284) ввиду (653) примет вид: 

-.:., 1 ;:,2р ' d 1· р 1 ;:,2р t- ''Р + р _.,_. = - --- -+- ота ( 1v = - ----- - "7- rotrot · 
са ;:,t2 ' ь cz дt~ " ' 

так 1-шк сумма первых двух членов справа, согласно (300), равна 

нулю, то окончательно: 

E=rot 1·ot Р. 30~· 

Таким образом задача определения Е и И сведена нами к вычис

лению ротора вектора Р и его производных. Введя с этой · целью вре-
J\1енно обозначение: 

f (t- ~) 
Ф(R, t)= R , 

можем, согласно (300), написать: 



~ 58] ПОЛЕ ОСЦИЛЛЯТОРА 415-

[Jриняв во внимание, что 1,0 ееть постоянный: вектор, получим на 

основании (663) и ( 49): 

Г 1 рФ R ] 1 -аФ[ ] rot Р = L g1·acl Ф·1}0 J = L ~1I .н, · Ро = R "дR . R Ро · 

Введем сферическую систему координат R, cz, {} с центром 

в осцилляторе Q и с полярной осью, параллельной l}o (рис. 93), 
и будем в каждой точке nоля раз

лагать все встречающиеся нам ве

кторы на слагающие, направленные 

по взаимно· перпендикулярным на

правлениям в о з р а с т ан и я сфери

ческих координат R, {} и а. 

Очевидно, что векторное произ

ведение [Rp01 в каждой точке поля 

Р будет . направлено по насательной 

к дуге параллельного круга, про

ходящего через эту точку Р, и 

притом в сторону убывания угла 

д.ол.готы cz (если, кан обычно, вы· Рпс. 93. 

брать направление возрастания угла 

'1 так, чтобы оно образовало с положительным направление1,1 по

лярной оси правовинтовую систему). Численная же величина произ

ведения [Rp0] будет равна Rp0 sin 3, га.е {} есть полярный угол точки 
Р. Стало быть, слагающие вентора [Rp0] по направлению возраста
ния 1юординат R, 3 и cz будут равны: 

Соответственно этому 

t р t l• О t р . .fl "дФ . .!\ "дР 1·0 ·н =ro i; = , го,,_ =-s111 trp0 "дR =- sш tr -aR' 

"дР 
где "дR есть производная от численной величины ве1пора Герца_ 

Внося это в (302), получшr 

. 1 d2P 
Н =Н·, =0 Н =-sшU.---· 
н · ' , с -at аи 300 
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Чтобы определить Е, необходимо еще вычислить вихрь от rot Р. 
Так как этот последний вектор удовлетворяет условиям, которым: мы в 

38.даче 31 (стр. 218) подчинили вектора, тодля определенияЕ=rоtrоtР 
достаточно заменить а" в ур. (179) через rot"P. В результате получим: 

Ев= R :in 6 i)~ (sin f} rot11 Р) = 

- 1 i) { . 2 i)p)- 2 сов 3 i)p . 
- - ll sin f} i)I} \ sш f} i)R - - lt i)R ' 

, 1 i) sin f} i) ( i)P ) 
Ef} =- ll i)R (R rot11P)= }Гi)R R i)R ; Е11 =0. 

1 

l 
1 
) 

303 

Из (303) и (303') следует, что электрический и магнитный 

векторы поля осциллятора взаимно перпендику

лярны, причем магнитные силовые линии совпадают 

с параллельными кругами нашей сферической си

стемы координат, а электрические лежат в мери

д и о на л ь н ы х пл о с к о ст я х. 

4. До сих пор мы не делали никаких специальных предположений 

о виде функций f ( t - ~) или р ( t - ~). Предположим теперь, что 
I 

осциллятор совершает н ез а ту хающие с ину соидал ьн ые кo

JI ебан ия, т. е. предположим, что 

f (t)=cos юt, р (t- ~) =р0 { (t- ~) =Ро cosro (t-~), 
или в комплексной форме (см. стр. 374): 

304 

l'де Q) ееть циклическая частота колебаний. 

В этом случае, согласно (300), 

P(t, R)=Ро~1ю(е-~)' 
откуда 

и 

~ (в i)P) =-~{(1 + iroR) Р}= (_!_ iro __ ro2R)P· 
i)R i)R i)U с В -t- с с2 ' 

дифференцирование же Р по t сводится очевидно к помножению на iю. 
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Стало быть, в этом случае отличные от нуля слагающие векторов 

Е и И равны: 

305 

. ( 1 iш ro2) E«-s1n.11 -+---- Р " - " R2 сВ с2 • 

5. Таковы точные выражения слагающих электромагнитных век

торов в поле осциллятора, совершающего синусоидальные колебания. 

Они довольно сложны, поэтому мы ограничимся более подробным 

рассмотрением только двух крайних случаев - поля в непосредствен

ной близости к осциллятору и поля на значи1'ельном расстоянии от 

него. 

Что же, однако, должно служить при этом мерилом величины 
расстояния? Отношение абсолютных величин членов полиномов, вхо

дящих множителями в правые части уравнений (305 ), определяется отно-
1 (1) 2п 

шением R к с= 1,с, где Т есть период колебаний осциллятора. Мы 

увидим в дальнейшем, что Те = )., где ). есть длина электромагнитной 
ro 2п 

волны, излучаемой осциллятором, так что - = -~-. Соответственно 
с i. 

этому мы будем под близкими к осциллятору точками понимать точки, 

расстояние которых от осциллятора удовлетворяет требованию: 

1 ro 2 п ). 
-~--=--;- или R~
R с л 2п 

·r. е. расстояние rюторых от осциллятора мало по сравнению с его 

ДЛИНQЙ ВОЛНЫ 1. 

На этих расстояниях от осциллятора 

ro t-- =rot-- Cf!IM ( 
R) roR 
с с ' 

t Конечно, R ,11;о.11жно быть все же настолько бoJiьme АJIИиы осц11.11лятора l, чтобы 
его можно бшо считать ,1щпо.11ем. Обоим требованиям можно у,11;ов.1етворить о,11;Вовре

.меино .1ишь в том с.11учае, если l ~ А. В случае простого вибратора Герца это усло
вие ие у,11;0ВJ1етворяется; о,11;иако существуют типы внбро.торов, i!тоиу ус.1Ювию удо· 
влетворяющие. 

27. Основы теории ,ле,:тричества, том I. 
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так что 

Таким образом, как и следовало ожидать, вблизи осциллятора поле его 

в каждый данный момент времени t определяется одновр ем е н н ы 

значением момента осциллятора p(t) и его производной a~~t) • 

1 (1) 

Далее при R ~ с можно с достаточной точностью ограничитьсл 

лишь первыми членами полиномов, входящих в выражения (305), т. е. 

можно положить: 

.Н =jrosin3_!P=iro sin3p(t). _sin3 _~"iJp(t)I 
а с R с R2 R2 с "iJt ' 

Е = 2cos3 Р= 2cos3 (t) 
R ва. лзР' 

Е = sin 3 р _ sin 3 (t) 
i} в2 - вз Р . 

Сравнивал эти выражения с ур-нием (69'), убедимся, что в каждый 
данный момент времени . t электрическое поле вблизи осциллятора, как 
и следовало ожидать, совпадает с полем ст ат и чес к о r о диполя; 
электрический момент которого р равен мгновенному значению мо

мента осциллятора р (t). Что же касается поля 11rаrнитного, то, приняв. 
во внимание (299), получим: 

Н = sin3 Jl 
а cRi ' 

или в векторной форме (ввиду того, что Flэ- = HR =О): 

Таким образом вблизи осциллятора его магнитное поде совпадает с по

лем элемента тока длины l, определяемым формулой Био и Савара 

(164). Заметим при этом, что вблизи осциллятора его электрическое 

поле .убывает обратно пропорционально кубу, а магнитщ,е - обратно 

квадрату расстояния от осциллятора. 

t Ибо 
др (t) 

i (!) Р ct> = ~г . 
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6. Перейдем теперь к рассмотрению поля вдали от осциллятора, 

т. е. положим, что 

1 ro 2п l 
-~-=- или R~-. 
R с 1 2п 

Области пола, расстояние которых от осциллятора удовлетворяет этому 

усµ~овию, т. е. велико по сравнению с длиной волны осциллятора, на

зываются в о л н о в о й з о н о й осциллятора; смысл этого термина 

BЫJICHИTCJI ниже. 

·в волновой зоне все члены входящих в (305) полиномов, содер
жащие в знаменателе R, исчезающе малы по сравнению с членами, R 
не содержащими, так что е достаточной точностью можно положить: 

. ( R) р t--
iw . iro ro 2 • с 

Н =-sш3- Р=--2 sш3 R , 
а С С С 

Вноса сюда выражение р ( из 304) и ограничиваясь вещественной ча

стью решения, получим окончательно: 

что можно записать также и в следующей форме: 

En =Н = sin3 .l. d2p(t-~) 
" а R с2 dt2 

Заметим, что это последнее выражение остается справедливым при 

л ю б о й форме зависимости электрического момента осциллятора от 

времени (в том числе, например, и при затухающих его колебаниях) 

Действительно, любая функция времени может быть разложена в рлд 

или интеграл Фурье, т. е. может быть представлена в виде суммы 

синусоидальных функций, к каждой из которых применима формула 

(306'). Так как в эту формулу частота ro не входит, то она остается 
применимой и ко всей сумме, т. е. к произвольному р (t). 

Итак, как явствует из (306) и (306'), в в о л но в о й зоне о с ц ил

л л тор а напряженности электрического и магнитного 

полей численно равны друг другу и убывают обратно 

21• 



420 ПЕРЕМЕННОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ lr.л. УП 
------·---------------------------

пропорционально пер вой степени расстояния от ос

ц и л л л то р а. Напряженность поля зависит помимо R также и от по
лярного угла 3 рассматриваемой точки поля: на продолжении оси осцил
лятора (3 = О и 3 = тr) поле равно нулю, максимального же значения оно 

достигает в экваториальной плоскости осциллятора ( 3 = ; ). В каждой 

I 

Pot' ,,, Е 
,,------------ ,';' --- ---------
- -- - - ------- ------ -----

точке волновой зоны вектор' ы Е, 

Ни R взаимно перпендику
лярны и образуют право

винтовую систему (см.рис.94), 

причем Е направлено по дуге мери

диана, а н - по дуге параллельного 

круга. Наконец, и это самое суще-

ственное, ф аз а ю ( t - ~) векторов 
полн Е и Н распространяется по на-

правлению радиус-вектора со скоро

стью с. Иными словами, фаза этих 

ве1сrоров на расстоянии R + dR от 
dB 

осциллятора отстает па т = -
с 

Pltc. 91. секунд от той фазы, которой обла

дают эти векторы на расстоянии В 

( в+ав R) 
от осциллятора ибо t - с = t - -r --; • 

Всякий периодический процесс, фаза которого распространяется 

с определенной скоростью, называется в о л ной. Стало быть, в волновой 

зоне осциллятора распространяется электромагнитная волна скорости с. 

Длиною волны,)., как известно, называется измеренное вдоль направления 

распространения волны расстояние между двумя последовательными 

точками, в которых векторы поля изменяются синхронно (т. е. в такт). 

Расстояние это равно: 

ибо 

).=сТ= 2тrс' 
(1) 

Излучаемая осциллятором волна называется сфер и чес к о й, ибо 

фаза волны в 1,аждой точке поля __ зависит помимо времени лишь от 

расстояния этой точки от центра излучения (осциллятора), а напра-
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мение распространения волны совпадает с напрамением радиус-век

торов, проведенных от центра излучения 1. 

7. То же напрамение имеет и поток энергии в волновой зоне 

о'сцилллтора, ибо, как лешо уседитьсл, напрамение вектора Пойнтинrа S 
(см. ур-ние 282) в каждой точке этой зоны совпадает с напрамением ра
диус-вектора R. Численная же величина вектора Пойнтинrа равна: 

Стало быть, общий поток энергии ~ через поверхность сферы ра

диуса R с цеnтром в осцилляторе, элемент поверхности которой равен 

н2 sin 3 d а d 3, определится выражением: 

2~ тт ~ 

~= i da 1 cl3SR2sin3= 2~3 (~:~ys sin33d3 = 
о о о 

307 

В частности, если осциллятор совершает гармонические колебания 

2п 
циклической частоты ro = Т' так что 

( сравни 304 ), то общий поток энергии через поверхность сферы за 

времл одного полного периода будет равен: 

i'I.' 2 ' 2 ~т ( R) z 'Т 2 z з ~dt= ro Ро \ 2 t-- dt=Po (1) , ПРо ro 
""' зсз J сов (/) с 3сз 3с3 

о о 

Выражал ro через длину волны )., получим: 

308 

I Напомним, что чисде11н1,1е значения векторов Е и И sависат ие только от R, но 
и от по.11яриого уг.11а 3. 
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Наконец среднее излучение осциллятора за единицу времени равно: 

- __ 1 sт~ dt- сро2 (2п)' 
I- 1' ~ - 3 ). · 

о 

308' 

Таки111 образом осциллятор непрерывно излучает энергию в окру

жающее его пространство, причем согласно (308') средняя скорость излу-

чения энергии I пропорциональна квадрату амплитуды ero электри
·ческого момента р02 и обратно пропорциональна четвертой степени 

.длины волны ).4. Этим последним обстоятельством объясняется, напри

мер, тот факт, что для радиотелеграфирования необходимо пользоваться 

сравнительно короткими электромагнитными волнами (длиною от де

сятков метров до десятков километров); напротив, излучение, сопрово

ждающее применяемые в технике сильных токов медленно переменные 

токи (сотни и тысячи периодов в сек., чему соответствуют волны дли

ною в тысячи и десятки тысяч нилоыетров), остается практически неза

:111етным. 

3а вреыл одного периода через любую охватывающую осциллятор 

замкнутую поверхность (0 том числе и через поверхности, лежащие вне 
волновой зоны, т. е. вблизи осциллятора) протекает одинаковое коли

чество энергии. В этоы можно убедиться непосредственныы вычисле

ниеы; в частности для концентрических с осциллятороы шаровых по

верхностей волновой зоны, это явствует из независимости формулы (308) 
от радиуса сферы. Впрочем справедливость этого положения непо

средственно вытекает из сделанного нами предположения, что в окру

жающем осциллятор пространстве нет ни проводников, ни электрических 

.зарядов, ввиду чего излучаемая осциллятором электромагнитная энергия 

не может переходить в иные формы энергии и должна б е з п о т е р и 

переноситься в отдаленные участки пространства. Вместе с тем ста

новится понятным и характер зависимости Е и Н от расстояния R 
в волновой зоне осциллятора. Чтобы общее излучение через концен

трическую осциллятору сферическую поверхность не зависело от ее 

радиуса, необходиыо, чтобы плотность потока энергии S была обратно 
пропорциональна R 2 (ибо поверхность сферы пропорциональна ва). 

С другой стороны, в волновой зоне ввиду взаимной перпендикуляр
ности и численного равенства векторов Е и Н: 

S = _!!__ ЕН = _!!__ Е2 = _!!__ н2. 
4п 8n 8п 

Стало быть, Е и Н в волновой зоне должны убывать обратно пер
вой степени R. Вблизи осциллятора, т. е. вне волновой зоны, харак-
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тер . поля гораздо сложнее; однако среднее за время одного периода 

знач-зние общего потока энергии через поверхность сферы также не 

41ависит от ее радиуса. 

В заключение заметим следующее. Мы предположили, что вибратор 

Герца, который мы уподобили элементарному осциллятору, совершает 

незатухающие колебания. Это, однако, возможно лишь в том случае, 

если эти .колебания поддерживаются действующими извне периодиче

екими электродвижущими силами; в противном cлytJae колебания ви

()ратора будут затухать не только благодаря переходу его электрома
гнитной энергии в Джаулево тепло, но также и благодаря излучению, 

-r. е. благодаря уносу энергии излучаемыми им электромагнитными 

волнами. Впрочем, если затухание колебаний достаточно мало, то в те

чение ограниченного числа периодов амплитуду колебаний можно 

ечитать практически постоянной и применять к полю затухающих 

колебаний результаты, полученные для колебаний незатухающих. 

§ · 59. 0.1:ехтро:магп11тнан природа света. llJiocxиe во.11ны в ди

п.11ехтрихе. - 1. В § 57 мы убедились, что скорость распространения 
электромагнитных волн в вакууме совпадает со скоростью света, а 

в § 58 на частном примере электромагнитных волн, излучаемых 

()сциллятором, убедились, что волны эти, подобно волнам световым, суть 

волны поперечные, т. е. что векторы волнового поля Е и И 

перпендикулярны направлению распространения волны. 

~то совпадение существеннейших свойств световых и электромагнит

ных волн заставляет предположить, что первые представляют собой 

.лишь частный случай вторых и отличаются от невидимых электромаг

нитных волн лишь своей частотой или длиной волны. Если зто так, то 

nод "световым вектором" ( формальное понятие, которым оперирует волно
вая оптика) нужно, очевидно, понимать либо электрический (Е), либо 

магнитный (И) вектор электромагнитной световой волны, ибо как Е, 

так и И перпендикулярны направлению волны (что и требуется от 

.,,светового вектора"). Иными словами, направление поляризации, на

пример, линейно поляризованного света должно определяться напра

влением векторов Е и И 1. 

I В про1П.11ом столетии весьма оживленно дискутировмся вопрос о том, па.ра.1-

.Jiелен ли или перпещщкулярен световой вектор линейно поляризованной волны шю
скости по.1яризацви этой воJiны. На первом пре,1поJiожении ба.sироваJiись теории Грина, 

Неймана и др., на втором - теория Френеля, С точки зрения эJiектромаrнитной тео
рии света вопрос этот сводится просто к вопросу о том, называть .пи световым век

·тором напряженность маrнитноrо и.1и же э.пектрическоrо поля волны. Из оптвчесш 

явлений явствует (см. на.пр. Х в о JI ь с он, Курс физики, том V), что магнитный вектор 
.световой волны И пара..11.1елен, а..эжектрический вектор Е перпеидику.пярен ее плоскости 

поляризации. 
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Все эти предположенил действительно подтверждаются более глу

боким изучением свойств электромагнитных волн и сравнением их 

со свойствами света, так что в настоящее время можно с уверен~ 

ностью сказать, что выяснение электромагнитной природы света 

лвллетсл одним из прочнейших и важнейших завоеваний физики 

XIX столетия. 
Мы лишены возможности подробно излагать здесь теорию электро

магнитных волн и ограничимся рассмотрением лишь одного простейшего 

случал - распространения пл о с к и х монохроматических волн в одно

родных д и э л е кт р и к а х. 

Волна называется пл о с к ой, если в любой момент времени во 

всех точках любой плоскости, перпендикулярной направлению волны, 

векторы полл имеют одинаковое значение. Иными словами, если вы

брать ось z по направлению волны, то векторы Е и Н полн плоской 
волны должны зависеть только от координаты z, но не от координат 
х и у. Рассмотрение подобных плоских волн имеет вполне определен

ное физическое значение, ибо, например, на достаточном удалении от 

осциллятора ограниченный участок излучаемой им сферической волны 

можно с достаточной точностью считать плоским. 

Волна называется монохром ат и ческой (по-гречески - одно

цветный, термин заимствован из оптики), если поле волны лвллется 

гармонической (синусоидальной) функцией времени. Стало быть, ком

плексные выражения векторов полл плоской монохроматичес.кой волны 

должны иметь вид: 

Е = А ( z) е1ш1 , Н = В ( z) е~ш,., 309 

где (вообще говоря, комплексные) векторы А (z) и В (z) зависят 

только от координаты z; конечно, физическое значение имеет только 
вещественная часть этих выражений (см. § 52, стр. 374). 

2. Предположим, что рассматриваемый нами диэлектр.1Iк однороден 

(е и µ постоянны) и лишен свободных электрических зарядов (р = О). 

Дифференцируя по времени (I) уравнение Максвелла: 

е iШ 
--=rotH 
с ~t 

~н 
и внося в него значение Тt из ур-нил (П): 

µ ~н 
--=-rotE 
с ~t ' 

(I) 

(П) 
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получим в этом случае на основании (66): 

ё i)2E дН с с . 
-.-=rot-=--rotrotE=- -(grad d1vE-v2 E). 
С i)t2 i)t µ µ 

Так как при р = О и Е = const ур-ние (IV) принимает вид: 

div D= ё div Е=О, 
то, стало быть, 

42& 

310 

Ввиду того, что уравнения (1) и (11) симметричны относительно Е 

и Н (вплоть до знака), то совершенно аналогичным образом получим: 

31 О" 

3. Справедливость уравнений (310) и (310') ограничена лишь тре
бованием однородности диэлектрика и отсутствия в нем свободных за

рядов. В случае же плоских монохроматических волн уравнения эти на 

основании (309) могут быть записаны в следующей форме (по соRра

щению на е1"' 1 ): 

или 

EJ1(1)2.A_( )- 2.А_( )- i)2.A_(z) --- z-v z ----, 
с2 i)z2 

Еµю2 В ( ) - 2 В ( ) - i)2 В (z) --- Z-V Z- ' 
с2 дz2 

где нами введено обозначение: 

k2- Eµro2 
- с2 ' k=ю 

уеµ. 

с 

Решения этих уравнений, как известно, имеют вид: 

А= Ао е-1,;, + Ao'eikz; В= Во e-11<z + Во' e'k•' 

311 

где .А.0, А0', В0 и В01 суть произвольные постоянные интегрирования_ 

Внося эти выражения в (309), получим: 

Е = Ао el(u>I - kz) + Ао' ei(wt + k•), 

Н = Во (i(wt - k•) + Во' e•<wt + Jrz). 



426 ПЕРЕМЕННОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ [гл. vп 

Первые члены этих выражений представляют собой, очевидно, волну, 

распространяющуюся в положительном направлении оси z, а вторые -
волну, распространяющуюся в обратном направлении. Без существен

ного ограничения общности рассуждений можно ограничиться рассмо

-трениеr.1 лишь одной из этих волн, например, первой, и положить: 

А.0 и В0 суть амплитуды векторов Е и Н; независимость этих амплитуд 
()Т координат означает, что распространение плоских волн в диэлек

трике не связано с изменением их интенсивности. 

Амплитуды А0 и В0 суть, вообще говоря, величины 1юмплексные 

·как и всякая комплексная величина они могут быть представлены в 

-форме: 

тде Е0 и Н0 суть векторы вещественные 1 • Внося это в предше

-етвующие выражения, получим окончательно: 

312 

Значения величин (fi и ф зависят, очевидно, от выбора начала счета 
времени t и начала счета координаты z. 

(J) 

Скорость волны (312) равна очевидно k' ибо в момент t0 значения 

:векторов поля в плоскости z = z0 совпадают с теми значениями, кото

rо 
рыми эти векторы обладали в момент t0 - 1 в плоскости z=z0 - k; 

.это явствует из равенства соответствующих фаз: 

rot0 -kz0 =ro(t0 -1)-k(z0 - ;) • 

Согласно (311), скорость эта равна 

(J) с 

V=7c= J/eµ' 313 

t В сущности произво.1ьный комп.11ексный вектор а= Ь +ic (Ь и с вещественны) 
:может быть представ.1ен в ф:>;э~в ~ а'е''Р (а' вещественно) .1ишь в том c.1yqae, ес.11н 
Ь и с параJ1J1еJ1ьиы друг .1;pyry. Так как нас в конечном счете интересует .1ишь 
,вещественная часть комп.11ексных выражений, то мы всегда можем удовлетворить этому 

.1·с.~овпю иаJJ.JJежащим выбором мнимой части этих выражений. 
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что совпадает с общими результатами, полученным11 в § 56 (ур-ние 289). 
Заметим, между прочим, что величина k весьма просто связана с дли-

2п 
ною волны,.; внося в (313) ro == Т' получим: 

313' 

Таким образом k равно числу волн, укладывающихся на отрезке в 2п см, 
и поэтому называется часто в о л н о в ы м ч и с л о м. 

4. Для упрощения дальнейших вычислений заметим, что, согласно 
(312), дифференцирование векторов плоской волны по z сводится к по
множению их на - ik. Так как, с другой стороны, эти векторы не за
висят от х и у, то символическое умножение их на дифференциальный 

оператор набла сводится к умножению на обычный вектор - ikj, 
так что в применении к этим векторам 

.~+.~+k~ ·7.· v=J- J- -=-i·J· 
~х ~у ~z 

В том случае, если ось z координатной системы не совпадает с на

правлением распространения волны, достаточно, очевидно, заменить j 
€диничным вектором n, совпадающим с этим направлением: 

v=-ikn. 314 

На основании (314) Максвелловы уравнения (111) и (IV) принимают 
вид: 

div В=vµН= -ikµ nH=O, 

div D =va Е =-ikanE =0, 

-откуда следует, что векторы Е и Н перпендикулярны n, т. е. перпен

дикулярны направлению волны. Таким образом плоские электрома

гнитные волны, как и волны сферические, суть волны' поперечные. 

Дифференцирование векторов Е и Н по времени, согласно (312), 
{:Водится к помножению их на iro, ввиду чего с помощью (314) уравне
ние (11) может быть представлено в следующем виде: 

iroµ H=-rotE=-[vE] =ik[nE]. 
с 

iroy'µ 
Внося сюда значение k из (311) и деля уравнения на --, получим 1: 

с 

у'µН = у'е [nE]. 

I Рассмотрение ур-вия (1) не дает ничего нового и приводит к тем же ревультатам. 
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Из этого уравненил следует, во-первых, что векторы Е и Н взаимно 

пер пен дик ул л р н ы и, во-вторых, что взаимно перпендикуллрные 

векторы 11, Е и Н образуют правовинтовую систему (рис. 95, 
сравни рис. 94). 

Вносл (312) в предшествующее уравнение, получим: 

Ввиду вещественности векторов Но, Е0 и n уравнение это может удо
влетворлтьсл лишь в том случае, если 

ср=ф. 315 

Стало быть, векторы Е и Н обладают одинаковой фазой, т. е. 

из:менлютсл синхронно. По сокращении предшествующего уравненил 

Е 

~----------------z ,, s 

н 
Рис. 95. 

на показательный :множитель получим, ввиду перпендикуллрности n 
и Е0~ следующее соотношение между амплитудами векторов Е и Н: 

316 

5. Обращалсь к определению нелинейных функций векторов полл 
(энергил, вектор Пойнтинга и т. д.), мы должны предварительно 

перейти к вещественным част л м комплексных выражений (312) 
(см. стр. 374), т. е. положить [см. (315)] 

E=E0 cos(rot-kz+cp); H=H0 cos(rot-kz+ ер). 312' 

Согласно (316) плотность :магнитной энергии в поле волны оказы

ваетсл равной плотности энергии электрической: 
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стало быть, 

317 

Из рассмотрения рисунка (95) явствует, что направление вектора 

Пойнтинrа 

с 

S= 4тт[ЕН], 

т. е. направление потока энергии в волне, совпадает с направлением 

ее распространения. Ввиду перпендикулярности векторов Е и Н 

с 
S=-EH. 

4тт 

Выражая с помощью (316) и (312') Н через Е и воспользовавшись 
уравнениями (317) и (313), получим 

s 

8{lt = ш~• dt. 

Таким образом количество энергии S dt, протекающее за элемент 
времени dt через единичную площадку, перпендикулярную вектору S 
(т. е. перпендикулярно направлению волны), равно количеству энергии 

10 • vdt, содержащейся в прилегающем к этой площадке цилиндре вы
соты vdt. Физически это значит, что скор о ст ь теч е ни я э не р

г и и равна v, т. е. с о впадает с фазовой скор о ст ь ю 

волны 1 • 

§ 60. Отражение и предо111леиие пдоских волн. -1. Несосто
ятельность механистических теорий света прошлого столетия, осно

ванных на представлении об упругом световом эфире, особенно от

четливо выtiвилась в безуспешных попытках. этих теорий объяснить 

I Фааовая скорость есть скорость распростравеввя фазы во.tаы. Равенство фазо

воll скорости и скорости эверrии в взотропиых cpe.w;ax нарушается JШШЬ в м:учае 

ва1ичия .n;исперсив, т. е. в CJI:yчa.e зависимости фазовой скорости во.tвы от ее Ажииы. 

В .w;исперrирующнх cpeJJ;&X скорость течения энергии равна ве фазовоlf, а так 
назывп,е110U rрупповоit скорости во.tи. 
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простейшие явления отражения и преломления света 1• Напротив, дла 

объяснения этих явлений с точки зрения электромагнитной теории 

света ни к каким специальным допущениям прибегать не приходится. 

Мы ограничимся здесь рассмотрением преломления и отраженна 

плоских монохроматических волн на поверхности раздела двух одно

родных диэлектриков 1 и 2, диэле~.трические постоянные которых мы 
обозначим через Е1 и z2• Далее, мы приме111 для простоты, что µ1 = 
= µ2 = 1; как мы увидим ниже, для с в е то в ы х волн это допущение

общности наших рассуждений вовсе не ограничивает. При этих усло

виях скорость волн в первом и втором диэлектрике, согласно (313). 
будет соответственно равняться: 

с с 

vl = vг; и V2= v1i~ . 318 

В предшествующем параграфе мы ддя упрощения записи предпо

даrали, что направление оси z выбрано так, чтобы она совпадала 

с направлением волны. Приступая к рассмотрению совокупности не

с1юльких волн различно r о направления (падающей, отраженной 
и преломленной), мы, очевидно, должны предваритедьно обобщить фор

мулы прошлого параграфа на сдучай произвольного напрамения осей 

координат. Пусть направление волны совпадает с направлением еди

ничного вектора n, образующего с осями координат х, у, z углы а 

~' у (рис. 96). В системе декартовых координат з!, у', z', ось z' кото
рых совпадает с n, фаза этой водны в точке Р доджна, согласно (312), 
опредедяться выражением: 

rot-kz', 

где. z' есть координата точки Р. Эта координата равна проекцпи 

радиус-вектора R точки Р на направление n оси z'; СТ!l,ЛО быть: 

z' = 11R = х cos а+ у cos ~ + z cos у, 319 

где х, у, z суть координаты той же точки Р в исходной систе:111е

«оординат. Внося это в (312) и приняв во внимание (315), получим 

• В частиости щ1 теории упругости следует, что при пре.10111.1еиои ши отражеиии. 
попер е ч и ы х во.1и до.1zиы возиикать также пр од о .1 ь и ы е во.1иы сжатия. Чтобы. 
объясвить факт отсутствия продо.1ышх световых во.1в в эфире, иеобхо;~,;имо бн.10 при
бегиуть JU160 в:. rипотезе абсо.пютио иесжи111ае11оrо эфира, .1ибо к гипотезе эфuра 
иеуст!)йчивого, об.падающего отрицате.пьиоif объе11иой упругостью, что вело к даль
иеишим противоречиям. См. ив.пр. Х в о ль с о u, Rypc физики, т. У, глава «Э.1.-маг-вая 
теория света». 
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иско111ые выражения векторов поля плоской волны, распространяющейсл 

в произвольном направлении n: 

32() 

где Е0 и Но суть постоянные вещественные амплитуды соответ

ствующих векторов. 

2. После этих подготовительных замечаний приступим к решениIО 

намеченной задачи. Пусть плоская волна (320), распространяющаяся 

в среде 1 в направлении n, падает на плоскую же поверхность раз-
дела среды 1 и 2. После проникновения в среду 2 волна эта должна 

будет очевидно распросrраняться с иной скоростью (v2 ==!= v1 ) и, нак 

г 

х 

Рис. 96. 

' ' 

' ' 

мы увидим, вообще говоря, в ином направлении, не совпадающим с n. 
Для определения амплитуды, направления и фазы этой так называе

мой п р ел о мл е н н';о й волны достаточно потребовать выполнения на 

поверхности раздела пограничных условий, установленных нами в § 53. 
При этом оназывается, что условия эти могут быть удовлетворены· лишь в 
том случае, если допустить существование ещ_е третьей, rан называемой 

отраженной волны, распространяющейся в той же среде 1, как и 
волна падающая, однако в направлении от, а не к поверхности раздела. 

Обозначим компленсные векторы поля падающей волны через. -Е 

и Н, волны отраженной через Er и нr , и наконец, волны преломлен
ной через Eg и Hg, и_ положиl\r, согласно (320), что 

Е= Еое i(wt-knR + ,:.}, 

Er == Er ci(wr t-k;n ,. Н + ?r ), 
D_ 

Eg = Eg е i(шg t- kg "и R + ?g) 
о 
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аналогичных выражений дл.я И, нr и Hg выписывать не будем 1• Пер
JJЫе две волны распростран.яютсл в первой среде 1, таи что резу.11ь

тирующая напряженность поля в этой среде будет равна 

тогда ню, поле во второй среде будет равно 

Е -Eg 2- . 

Рассмотри.м какое-либо из общих пограничных усдовий на по
верхности раздела, например, условие (IГ) непрерывности тангенциаль

ных слагающих вектора Е. В рассматриваемом случае оно примет вид: 

т. е. 

Е +Er=- Eg 
t t t 

Е01е i(шt -- knR + 'Р) + g· ei("'r t - k 1.n1.R +:Ь1.) = 
ot 

=E:t ei(wg t - kgng + g i. 321 

Для того чтобы подобного рода условие могло выполняться при лю
бом значении времени t, необходимо прежде всего, чтобы 

322 

Действительно, условие (321) иъ~еет вид: 

rде а, Ь и с от времени не зависят. Дифференцируя это равенство по 

l, получим: 
. t + Ь . t iwgt ооае•ш- оо e•w ,. = оо се · r g , 

исRЛючал из двух последних уравнений ci gt, получим: 

что может иметь место лишь при оо = oor. Исключая же из приведен

ных уравнений be•шrt, убедимся, что ro = оои. Стало быть, действительно 

• r к g суть начальные буквы иемецкюr с.аов ref!ektiert ( отраженный) в gebro
~hen (11р0J1011.1еивЬIЙ). 
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.ro=ror=юu, т. е. частота волны не из11iеняется при ее 

,-отражении и преломлении. 

Совершенно аналогичным образом можно убедиться, что на по
.в е р х н о с т и р а з д е л а должны выполняться равенства: 

323 

-ибо пограничное условие 11южет быть представлено в виде 

где величины а', Ь' п с' от ноордпнат не зависят. 

3. .Цля дальнейших вычислений удобно перейти к координатным 

выражениям. Согласно (319), уравнения (323) можно записать так 

k(x COS а.+ у COS ~ + Z COS у)= l~ix COS (lr + у COS ~r + Z COS 'fr) = 

= 7,ixcos а.и+ у cos ~и+ .ecos Yu), 

г 

Рпс. 97. 

тде а., ~' у; а.., ~,, у, п av, ~!,, "{9 суть соответсвенно направляющие углы 
векторов n, 11,. и nч. Для упрощения записи выберем оси ноординат 

· так, чтобы координатная плоскость z = О совпадала с плоскостью раз

_дела среды 1 и 2, и чтобы направление распространения падающей 

волны n лежало в плоскости xz (рис. 97). В этом случае cos ~=О. 
Dриняв далее во внимание, что приведенные уравнения должнЬI 

··-28. Основы теори11 эле1;тричестnа, то,r 1. 
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удовлетворяться на плоскостп раз.:~.ела сред 1 п 2, т. е. прп z = О~. 

получим: 

Так как это условие должно удовлетворяться во всех то•н.ах пло

скости z=O, т. е. при любых значениях х и у, то пз него неuосред-

ственно следует 

и 

Первое из этих уравнений озна,шет, что напр а влепил от раж ен-· 

ной и преломленной волны n, и n
9 
лежат в плоско:сти, 

xz, т. е. в пл о с к о ст и падения в о л н ы 1 • 

Примем теперь во внимание, что па~ающая и отраженные волн ЪJ\ 

распространяются в первой среде, а преломленнап - в, второй, и что, 

стало быть, согласно (313) и (322), 

Следовательно, предшествующее уравнение может быть записано еле- , 
дующим образом: 

324--

Из этих равенств следует, во-первых, что 2 

Вводя, нак обычно, углы падения и отражения О и О, (как явствует из: 

рис. 97 и 98 О='{= i- а и О,= тт - ,.= i- :z,), можем сказать" 
что угол па де н и я О равен у r л у от раже н и я 6,. 

Далее, так как cos а и cos а9 имеют одинаковые знаки, то напра-

вления падающей и преломленной волны до.1жны лежать в однш1 и 

том же квадранте плоскости xz (рис. 98). 

t Плоскостью па.1;еипя, ко.к известно, пазыnается п.1оскость, прохоДJiщая чере~

ио.праВ.1Iеи11е по.дающей волны и через иорммь к пограничной поверхности. 

II То.к как по опре.це.11е11ию з110.чеп11е направ.1лющего уг.1а не может превышать 1t,_ 

то решелпе а,= 21s - а отпадает. 
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1Т 
Введя yro.1 преломления 0

11 
= ·:g = 

2 
- з~ и за:uстив, что cos :z = 

= sin ~ п ('OS 1 = siп О по.1,.·,111:11 из (,:1~4): 
~1 и' 

ПЛII 1 

1 . r 1 . r 
~-Ьl'l) =- 1'111 J 
1· 1 . V2 и 

z 

si11 О 
~i!l 0:1 

Рис. 98. 

3.24' 

с I Напомним, что, как н3вестио из э.11еuентарпоrо KJ'pca 011тшш, прн ~ = п 1., < 1 
i·2 " 

оnреде.11яемая уравнением (324') ве.1111ч11на угла пре;~ом.1енвя 09 нр11ню1ает веществен

ные значения .шшь в том случаl.', ecJiп yro.11 иодения О не превышает так называе

мого угла по.1ного внутреннего отражения Ф, определяемого уравнеппе!1: 

sin Ф = ::..!. = 11 12• 
v~ 

В противном случаr, при О> Ф, ве.п1чпна 69 стапоnится к•пш.1експоu. I{a1; показывает 

специальное рассмотрение вопроса, на. котором мы оставав.~иватьсn не бу;~.ем, прн 
этом должно наблюдаться так называ.емое по .1 н о е в нут р с и и е с о т р аж е в и е 

в о JI н. В этом случае преломленная волпа. отустствует, п электромаrвuтное поле во 

второй среде оказывается отличным от нуля лишь в весы,а тонком с,100 (порядка 

длины во.10ы,), вепосредствевно прилегающем к поверхносш разде.ш. С11. во.пр. 

Х в о .1 ь с он, Курс фиэики, том V, иди В. Б у р с и ан, «Э.1екч10:11агнuтпая теорпя 

света», Ленивгра.ц, изд. «Кубуч», 1926 (.1111тографпрованное). 
Эт11 сле,,ствия теории впо.ше согласуются с данны:11и экспертrента ~:ак в области 

;~;.шнвых ЭJектро:uаrиптпых во.ш, так и в областтт ВО.1!1 световых. 

'.!8* 
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Тах<им образом от но ш е пи е с и н у с о в у гл о в па де ни л п 
nреломления есть ве.11ичина постоянная, зависящая лишь 

,от свойств грани,шщих сред 1 и 2. Оrношение это, которое мы обозна
·чим через n12, JШJ, известно, называется по R аз ат еле м прел ом л е

'Н и я среды второй осносительно среды первой. На основании (318) 
:можем написать: 

32;') 

4. Итак, из одного лишь фа~па сущестrюванил JlИНейных ус,ювий 
типа { 321) на границе двух сред непосредственно следуют все г е 0-

111 е три чес R и е заноны преломления и отражения элекrрш~агнитных 

полн, совпадающие с соответствующими занонами для волн световых. 

Более же детальное рассмотрение этих пограничных условий позволяет 

'Определить соотношение между нвадрата11111 амплитуд волны падающей 

и волн отраженной и преломленной. Эти соотношения оказываются 

-тождественными с так называемыми формулами Френеля, опреде

ляющими сравнительную и н те н с и внос т ь отраженного и прело

мленного света в зависшюсти от ~юэффициента преломления, уrда па

дения и поляризации п_адающего света. Этот вывод потверждаемых 

опытш.1 формул Френеля из общих положений элентродина:мини является 

одним из важнейших дока..1ательств эдектромагнитной природы света. 

Не имел возможности приводить его здесь, мы отсылаем читателя 

R специальным курсаъ1, цитиров1нным в последнем примечании. 

Помимо вывода законов преломления и отражения света, бывших 

известными еще до выяснения его электрт,~агнитной природы, изложен

ная нами теорил позволяет установить непосредственное соотношение 

между .коэффициентами прело111ления света 1i и диэлеюрической по

стоянной среды z ( формула 32б). В частности, коэффициент прело

мления диэлектрика относительно вакур~а (для 1;оторого z = 1) оиа
зывается равным: 

п= •lг". 3201 

Для некоторых дюле1,триков, преимущественно газообразных, фор

мула (3251
) действительно подтверждается опытом (см. таблицу I). 

Однако для многих веществ эта формула результатаl\I измерений вовсе 

не соответствует (таблица ll). Впрочем, уже са~1ый факт существова

ния д исп ер с и и света, т. е. зависимости коэффициента преломления 

от длины волны, доказывает несостоятельность формул (325) и (325'), 
согласно которым п должно было бы иметь постоянное значение 

для всех эле1-.тромагнитных водн. 



§ 60] ОТРАЖЕНИЕ И ПРЕЛЩIЛЕНИЕ п.:ЮСНИХ ВОЛН 437 

11 

1: 

1i J1г -

Воздух • 
: il 

1,000 29.! 1,000 295 

Водород 1,000138 1,000132 

со· .. 1,000 3J(; 1,000 3.!5 

Певао.1 • Ц82 1,.!9 

'l'aб.iiщri 11 

Вода • 

Ыетшювыii спирт 6,7 

Этнловы!i сипрт . 1,3fi 

5. Таким образО)! фентrенологичесr{ЮI :Максвеллова теория: м акр о
скопи чес к ого поля: приводит, вообще говоря:, к непрашrльны111 зна:

ченню1 поrшзате.ш преломления:. Противоречие это, однако, весьма 

просто разрешается: с то•ши зрения: э а е кт р он н о й те о р и и микро

скопического поля. Действительно, при выво,;~:е уравнений макроско

пичес1юго пo:IJ-1 в глаае II )IЫ уподобили )Юдекулы диэлектрика 

электричес1,щ1 .:~.иполны. Если диполи эти к ваз и у п р у г и, то они 

до.'JЖНЫ обладать собствепньш периодом колебания:. Если этот соб

ственный период близок к периоду световых волн, то амплитуда 

rюлебаниii зарядов д1шо.1я, возбуждаемых переменным полем световой 

волны, должна существенно зависеть не только от амплитуды 

электрического поля во.шы Е, но тю,же и от пер и од а (или длины) 

световой волны (р е з о на нс). Стало быть, и амплитуда переменного 

вектора поляризации диэлектри1,а Р, а вместе с тем п амплитуда 

вектора электричес1юй индукции D = iE, должны существенно зави.:. 

сеть от периода или длины световой волны. Такиll! образом при учете 

особенностей мю,роскопичссrюго строения диэлектриков мы должны 

прийти 1, онределешюй зависимости значения диэ.1е1,трической посто
яшюй Е от длины во.шы, а стало быть, согласно (3251

), и к выяснению 

явлений дисперсии света. Внося же в (3251
) значение диэлектрической 

постоянной, из~1еренное в постоянном или медленно переменном поле, 
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мы мо;1.ю1, очевпдпо, о:1реде:шть зпачешю поы13ате.1л преломленил 

лншь для сравнпте.1ьно длинных э.1ектро11Iаrшпных волн, период 1ю

торых весьма велик но сравнешно с собствепньш пrрнодт1 нолебанил 

дпполей д11э:1еюрш«1. Для та~юго рода во.111 формула (325) деiiствн· 
телыю потверждается опытшr 1• 

В тoll! случае, еслп .моле1,у.1ы дпэ.1е1,трш;а :могут быть уподоблены 

тверды 111 дпполл111, 111ы встречаем ел с явлениямп 1юс1ю.1ыю иного 

харакrера. Поллрпзацня подобных днэ.~еrаршюв сводптся I< повороч' 
осей дпполеii (т. е. 11юлr1,ул) по направ,1енпю поля. В быстропере

менных полях оси мо:1ш;ул диэлектрика, обладающих определенным 

мо)rентом инерцпп, не успевают следоБать &'l быстрыми нзм-ененилмп 

направленпл поля. В результате дпэлектрп1' либо вовсе пе поллри

зуется, либо поллризуетсл слабее, чем в постоянно111 эле1сrричес1ю~1 

поле той же парряжrшностп. Таким образо111 значение днэле1прической 

постоянной (а стало быть, н значение по,шзателл прелою1енил) в ди

эле,принах этого 1(.1асса должно падат1, по мере уменьшенпя периода 

1ю.1ебаний поля 2. 

Совершешю а11а.1огпчньш образо)J обыrсюютсл таю1<е п тот уrюъш

нутый в начале этого параграфа фаrп, что прп иэучен·ш с вето вы х 

во,,п можно счптатr, 11 = 1. Дейсттпслыю, восприю1•швость д и а

м а г н п т н ы х веществ всегда столь незначительна (см. § 44), что при 
G 

определении сrюрости све1а по форму.1е '1: = г-- от.1ичие~1 µ от еди-
- J' E]l 

ющы всегда J1Jожно препебречr.. Механизм же пар а м а г н II т ног о на

магничивания аналогичен 11юханизму поллризацин дпэ.1ентрюш с твер

дыми диполями; поэто:11у по мере увеличеннл частоты переменного поля 

парамагнитная воспрпш1чивосп, У. стремится н нулю и, стало быть, 

Jl стремится к единице. 

В настоящей главе, посвященноii фено:~rс1юдогичесnоii :Максвелло

вой теории по.ш, 111ы доджпы ограничиться приведенными отрывоч

ными замечаниями о прохождении света через диэлектрики, ибо более 

подробное изучение этого вопроса возможно лишr. па почве электрон

ной теории (см. том ll). 
§ 61. Поверхностные то:кп. Ндемьпые прово,,;ппкп.-1. В главе У[ 

мы подробно расс)Ютрезш свойства к ваз ист а ц и оп ар н ы х перемен

ных то1юв. Теперr. же мы рассмотри111 на частном примере свойства бы

с т р о - пере 111 е н н ых токов, r, которым теорил, изложенная в главе 

I В частяостu, перщ>,, собствеш1ых &о.1ебо.11иii 1110.1екуляряых дяподеи 8еществ 

прuведеяяых в таб.11н11е I, мал по сравнепню с перио)lом водя видимого света. 
2 Мозекузы веществ, приведенных в таблице Н, обдадают «твер,,ымн~ дипо.1ям11. 
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'.V.J, воЕСе нелрю1ен11ма. При этом мы ограниqи·мся предельным слу

. чаем так, ыазывасмых по в е р хн о ст п ы х то 1, о в. Под этим термином 
,11у жно понимать следующее. ~ 

l{ак мы убедились в § 52, быстро-переменные токи практически 

-полностью сосредо1·очпваются на поверхности проводников ( с1шн-эф
.<J,еhт) П СЛОе ТОЛIЦИПЫ 0: 

· где о) ссп, щшлиqес~-.ая частота тона, а ). - электропроводность про

,но:~ шша (см. стр. 378 и 380). При возрастании w а стремится к нулю 
· тю, qто прн ro = со всс1, ток должен сосредоточиться на геометрической 

поверхностн проводшша. Рассмотрением этого предельного случая 

по в с р х 11 о ст н ы х то к о в ( в отличие от исключительно рассматри
.ва вшихся пшш до спх пор объемных токов, распределенных по толще 

проводню,а) мы н ограничимся. Практически ток можно считать 

поверхностным во всех тех случаях, когда о весьма мала по сравнению 

·С доступной точностью измерения расстояний ( сравни сказанное об 

.объАмных 11 поверхностных зарядах). 

;Jамстим, что ес.тш бы п природе существовали идеал ь п ые про

.. во дники 1 (т. е. проводи шш, обладающие бесконечной проводимостью 

:л и сопротивлением нуль), то, нак явствует из приведенной формулы, 
.величина 3 равнялась бы в этих проводниках нулю при люб ом не

_равном пулю значении w. Поэтому отличительным свойством идеаль-

ного проводнииа можно сq1пя.ть тот фю,т, что переменные токи 

, n ндеш1ьном проводви1;с п од н о ст ь ю сосредоточиваются на его по

верхности, шш, иначе говоря, что пере :мен но е поле внутрь и де

.з ль ног о пр овод ни 1, а не пр он икает. Та~шм образом, ограни-
qпl!аясь вслелующем параграфе расс:мотрение:м идеальных проводни

,ков, мы получим правильное представление о распределении поля в реаль-

1·11ых проводшшах при тонах высокой частоты. Нужно однако иметь в виду, 

·что сопротивление реальных проводников (). конечное) при возрастании 
· частоты тона не толыю не падает, но стремитсл к бесконечности. 

2. Допуская сущеспование поверхностных токов, мы должны соответ
ственным образоъ, видоизменить пограничное условие (11

) (стр. 386) для 
тангенциальных слагающих напряженности :магнитного полл И на по

. верхно сти раздела двух сред. Действительно, при выводе этого условил 

.111ы предполагали, что объемная плотность токов j всюду остается, 

' Напомним, что при температурах, близких к абсодютно:иу нулю, некоторые 

~,е~ ылы становятся "сверхnрово,;ящими", см. § 29. 



440 ПЕРЕМЕННОЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОЕ ПОЛЕ [гл. vш 

конечной, И что поэтому при dl---+ 0 общая сила тона sjntl ..... nроте1шю-
щеrо через участок переходного слоя длины clt и толщины (ll ( см. 
рис. 89, стр. 386), также стремится к нулю. 1Iежду тем при наличии 
поверхностных тонов общан сила тока в поверхностном слое при• 

уменьшении его толщины dl до нуля может оставаться неизменной. 

Под п л о т н о ст ь ю i п о в е р х н о с т н ы х т о к о в, в отличие от· 

плотности j то1юв объемных, мы будеl\1 понимать количество электрпче- -
ства, протекающего в единицу времени ч е р е з ед и ни ц у д л и н ы~ 

отрез к а, расположенного на поверхности проводника и- перпенди

кулярного направлению тока. Сила тока, протекающего через заштри-

хованную площадку 1lt ,ll рисушш 8U, в пределе, при (tl -+ О, окажетсю 

очевидно равной: 

I,iшjndS __:_ Li111jn1lt(ll = ind t, 
d/-+() dl--;-Q 

где i" есть перпендикулярнан к t слагающая плотности поверхност-

ного то:ш. Внося это в (Ib ), получим после простых преобразованпй 

n 

N 

Рис. 99. 

вместо (I') с.1едующее поrра--

нпчное условне: 

4ттi. Н Н --= 21- 11' . с 

В отличие от прежних фор-· 

мул индекс 1i означает здесь. 

слагающую вектора i не по. 

нор:uади к поверхности раз

дела ( ка~ювал слагающая оче
видно равна нулю), а по касате.1ьному к этuй поверхности напра

влению, перпендику.1ярному касате.1ьному же направлению t 1• Чтобы. 

избежать путаницы обозначпм это последнее направление через У,. 

соответственно чему пограничное ус.ювие примет вид: 

4ттi.v 
-с-· - = Н21 - Нн· 

Через n же мы :как обычно обозначим нормаль к поверхности раз

дела 8, направленную из первой среды во вторую. Взаимно перпенди--

I В этом обстояте.JJьстве 111011.яо убе.,иться из рассмотрения рис, 89, в котором. 

соответственно избранному нами ваправ.J1еи11ю обхо,1,а заштрихованной шощадки dt dl. 
вектор n до.11жен быть на11рав.11ен от чертежа. вверх. 
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ку.1я рные единичные векторы t, :N, 11 составляют право винтовую, 

систему (рис. 99), так что 

t= [Nн]. 
Стало быть, 

Н1 = Ht= Н [:N11] = N[nll]; i.v = :Ni. 

Внося это в предшествующее уравнение по.ччим: 

Так кaii :N есть п р о II з но л 1, н о е направление, дежащее в нлоскостш 

разде.1а, то ссало быть 

32& 

Это уравнение и представдяет coбoii то пограничное условие" 

которому при наличии поверхностных то1юв на поверхностн раздела 

должны удовлетворять к а с ат ель н ы е слагающие вектора Н (ибо, 

лишь эти слагающие и входят в выражение [nH]). В частности, если, 
среда 1-я представляет coбoii идеальный проводник, то перемен

и о е элl'ктромагнитное поле внутрь этого проводника прониrшуть не, 

~южет, так что Н1 =(), и уравнРНIН~ (326) принимает вид: 

4п 
-i=[llН], 
с 

326'' 

где n есть внешняя норма.1ь к поверхности проводника, а Н- напря

женность по.:1я с внешней стороны этой поверхности. 

§ (,2. Il1шм.ер нсква:шстац11она1шых 'l'ОКов-водпы 1цо.1ь к,t

бе.-_111.-1. В качестве примера не1шазистационарных токов рассмотрим. 

быстро-переменные токи в кабеле, состоящем из двух rюнаксиальных_ 

цилиндрических проводншюв: внешнего полого, радиус внутренней 

поверхности liоторого пусть бу,J.ет равен 1·2, и внутреннего сплошного" 

радиуса 1·1 (рис. 100). Предположим, что пространство между этимrr 

прово;:щика.,rи заполнено однородной непроводящей средой, обладающей 

диэлектрической постоянной в и магнитной проницаемостью µ. Для, 

упрощения J\tЫ пренебреже:\1 сопротив,1ению1 кабеля, т. е. будем считать 

проводниrш кабеля ндеальньвш. Тогда внутри проводников переменное

поде будет равно нулю и все токи полностью сосредоточатся на 

поверхности проводников. При этих условиях поле во внутренней по

:юсти кабелн будет, 0 11ешцно, совершенно независимым от поля В() 

внешнс)r просrранстве. 
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Введеы цплнндрическую систему 1юординат 1·, а, z, в которой ось 

z направ.1ена по оси кабеля, а 1· и а суть полярные координаты 

в 1шос1юстп, перпендш,улярпоi1 этой оси. Слагающие векторов по 

взаимно перпендикулярным направленпю возрастания координат 1·, а, 

z будем обознаqать соответствующими индексами, напр. Er, Е._, .Ь'8 • 

Ввиду предполагаююй аr,сиальной симметрии :кабеля поле в нем также 

будет а1<спа.1ыю симметричньш, т. е. напряженности поля Е и Н и 

·плотность поверхностных тоrюв i or полярного угла cz зависеть не будут . 
. По той же причине направление токов в кабеле должно совпадать 

г 

Рис. 100. 

,с напраюеннеll его оси (i. = i, ia = О). Стало быть, пограничное усло

вие (326') примет вид: 

прп 1·=1·1 

,l'де i
1 
и i

2 
суть соответственно плотности поверхностных токов на 1 

и · 2 цилиндре, а n1 и n2 - внешние нормали Ii их поверхностя~1. 
Легно убедиться, что этп уравнения могут быть записаны в следую

щей форме: 

4тт. Н 
Н,=0; 1 при r=1·1 CiI = ~· 

4тт 

\ 
327 

при 1·=r2 -i2 =~H., Н2=0. 
с 
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Далее, 113 пограничных ус.1овий (П') и (IП') и 113 того обстолтещ,

ства, что переменное поле 1311утрь проводников не проникает, следует, 

что у поверхности этих проводников 

E,.=E.=ll,.=0. 

Наюжец из пограничного ус.1овин (IY') следует, что 

при 1·=1·1 

при 1·=1·2 

D .. =sE .. =4пa1 , \ 

D .. == Е .. =-4па2 .f 

327' 

327" 

}' слон ил (327') и часть условий (327) будут удовлетворены, если 

·nредположить, что во всем пространстве между обкладнами набелл 

Qтди•шы от нуля лишь радиальнал сдагающая в" вектора Е и ази

мутальная слаrаюшая Н._ вектора Н. Найдя соответствующее решение 

уравнений :Максведла мы ввиду однозначности этих уравнений можем 

быть уверены, что это решение и есть едпнственное искомое решение 

рассматриваеl'tюй пробде:мы. 

2. Ита1, положим, что 

Е = Е (1· z)ci.,,t 
r и t ' 

где ш есть циклическая частота тона, а фуннции Е0 и Н0 зависят 

лишь от r и z, но не от а п t. 
Соrдасно резудьтатам решения зада•r (б) и (31а) (стр. 31 и 218), 

диверr·енцил н ротор вектора а в цилиндрической системе координат, при 

условйи цидиндрической симметрии полл этого вектора (независимость 

QT полярного угла а) и при аз= О, выражаются формулами: 

div it = __!_ i\(i·a .. ) , 
r i\r 

i\a д'1 1·ot а=- __ .. , 1·ot а= _ _!! 

r дЗ 7 d.? ' 
1 д • ) 1·ot а= --- -11·а. . 

2 1· i\r' " 

Из рассJ11отрения этих уравнений следует, что выражения (328) то

ждественно удовлеiвряют III уравнению :Максвелла: 

divB= µdivH=O 

{по предположению µ и z суть величины постоянные), уравнение же 
(IV) прпнимает вид: 

i)(rEo) _O 
- i\r - ' 
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отиуда 

Е =A(z) 
о r ' 329 

где A(z) есть фушщил одноii лишь координаты z. Да.1ее, вносл выра

женил (328) в основные уравненил (I) и (П): 

s дЕ µ дН 
=1·otH и--. -=-1·ot Е 

1; dt G ilt ' 

получш,1 по сонращению на ei",': 

329' 

Остальные же три уравненил в :координатах, соотнетствующие ве1{

торным уравнепилм (I) 11 (П), выражениями (:~28) у:~овлетворяютсл 

тождественно. 

Из (329'3 ) и (329'1) получим: 

Введя, сог.:.1асно (311), обозначение 

н приняв во внш1ание (329), получаю~: 

от иуда: 
j = , ,,-iliz + А' eil,z .... ":1.а ...t.":10..., и , 

где .А0 и А'и суть произвольные постоянные интегрирования~ 
Внося это н (329) и (328) получим окон•штелыю: 

Е = Aoei(u,t - 1,zJ + А 0 1 

ei\"'t + n:zJ • 
r 1· r 
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Первый член этого выраженпя представляет собоr, волну, распростра
няющуюся в положительнт, направлении оси z, а второй-волну, 

распространяющуюся в обратном направлении. Волны эти независимы 

друг от друга, так что мы можем ограничиться расс}ютрениеъt лишr, 

<>дпой пз них, напр1шер первой, т. е. положить А 0' = О и 

Е =Лoei(шt-kzJ r • r 330 

Внося это выражение в (329'3), получю1 после простых преобразо
ваний: 

330' 

.Это выражение, 1ш1. легrю впдеть, удовлетворяет таюке и первым дву~r 

уравнениш1 (329'). 
3. Итак, в пространстве r.~ежду обкладками кабеля распространяются 

..эле~.тромагнитные волны, свойства ноторых во многих отношениях 

совпадают со свойствами рассмотренных уже нами в §§ 58 и 59 волн 
еферическшr и волн плосr--их. Действительно, из (328), (330) и (330') 
-следует, что векторы Е и Н взаимно перпендикулярны, перпендику

.лярны направлению волны z, и образуют с этим направлением пра

вовинтовую систему. Далее амплитуды этих ве~поров удовлетворяют 

уравнению (316), энергия поля уравнению (317), и т. д. На1юнец, 

-сноростr. распространения волн в набеле удовлетворяет ранее уста

новленнт,у уравнению (313): 

т. е. определяется свойствюш непроводящей среды, заполняющей про

.странство ~,ешд)· оuкладкюш кабеля. 

Такпм образом образующие набель проводншш игр,~ют в сущности 

.лишь роль н а пр а в л я ю щи х п о в е р хн о ст е й, определяющих 

направление распространяющейся в диэлектрике волны и препятствую

щих рассеянию эле1.тромагнитной энергии в окружающее простран

·етво: при распространении волны вдоль набеля ее амплитуда Е и Н 
,не уменьшается, п стало быть, вся энергия волны передается вдоль 

иабеля без потерь (ведь сопротивлениеr.1 кабеля мы пренебрегли). 
,Роль направлл-ющей поверхности в известной r.1epe может иг

рать не толы,о кабе.1Jь, но и обыкновеtшый одножильный провод, 

·что техничесии используется, например, при телеграфировании и теле--

4>онировании по проводам то~;юш высокой чnстоты. 
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4. В занлюченип нам остается лить выяснить связь между напря
женностью волнового поля в кабеле и плотностью поверхностных н:~.

рядов и тонов на его обюадrшх. Вrюсн (330) и (330') в (327) и (321") 
получю1: 

4;iJ _ = v~ ~~''ei(.,,t - kz), 

4ттi ~г А . 
___!! = -1 / _ _()e;'u,t -- k.:) 

С JI :11·2 ' 

ЕА '( I 4ттсr = -- п е' шt - ,z) 
] )"1 

Переходя .к вещественньш частюr .ко~шлс.кспых выражений и приняв· 

во внш~ание, что общая си.ш то.ков .71 п J 2, протекающих по поверх

ности цилиндричесних проводнинов 1шбе.1я, равна пропзведению по

верхностной плотности то.ка на оr-:ру;ююсть проводнию:~, получим оноп

чателыю: 

J . 9 1
1--:z сАп ( t . 7. ) • 2 J 

1 =t 1 ·~ттг1 =J; 11 -2 ros ro - :z =-12 · ттr2 =- 2• 

Таним образом в IШЖ;..\Ыfi ;щнный )ю11юнт t в ышцом сечении кабеля 

силы то.ков, протекающих по внутреннему п внешнему проводнику 

кабеля, равны по величине и противоположны по знаку (т. е. по на· 

прамению ). 
Подобным же образоы паiiдем, что величина зарядов У..1 и 'l.2 , при

ходящихся на единицу даины цилиндри,1сс1шх проводни1юв кабеля,_ 

равна: 

§ 63. Прибдиженпан теорил быс·rро-пере:мепных токов. -
1. Исследование различных случаев распространения волн вдоль провод
ников связано, вообще говоря, с известными 111атеиатичесншш труд

ностями. Поэтому в электротехнине быстрых то.ков при рассмотрении 

подобного рода вопросов нрибегают иногда к упрощенно111у и в сущ

ности весьма нестрогому способу рассуждений, Rоторый, oДIIaRO, в ряде 

случаев приводит 1, правильным результатам. Состоит этот способ 

в следующем. 

Чтобы прш~енигь "быстро-переменным токам в сущностп вовсе не 

применимую н ним теорию токов .квазистационарных, рассматривают 

не всю цепь тона в целом, а отдельные малые ее участии длины d.1, 
и предполагают, что теорнл 1шазистационарных токов прш1еню1а .к 

каждому та~юму отдельно)1у участну. 
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Если R* есть сопротивление единицы длины проводнина, то для 

отрезка длины dz закон Ома в тoii его форме, которая: применима i-~ 

постоянным тоt;ам: 

может бытr, записан следующим образом: 

d:p 
R*dz-J =- -dz 

dZ ' 

di1 
ибо i)z dz ра~шо разности потенциалов на концах отрез~-а clz. В при--

б.шженной теории, о которой идет речь, предполагается, во-первых,_ 

что для переменных тонов справедливо аналогичное соотношение: 

. R*dzJ = - d:p dz - .!_ L*llz .J,[, 
dZ С2 М 

331 

отличающееся от предшествующего лишь последншr членом, учиты-

вающим электродвижущую силу индукции. В этом члене L* означаег· 

«самоиндукцию единицы длины проводника» (сравни стр. 350), а L*dz
самоиндунцию отрезна dz. При это111 делается допущение, что и: 

в случае не обладающего потенциалом переменного полл первый: 

член правой части приведенного урзвнения имеет определенный ф11-

зичесний смысл, а именно, что этим членом учитывается l'IIгновенпое, 

Нулоново поле электрических зарядов проводника. Далее, предпола-

гается, что :.1гповенное значение потенциала t.p этих зарядов опреде.1flетсл, 

соотношением: 

где 'l. и О* суть соответственно заряд и емкость единицы длины про~ 

водника (ер. ур. 42', стр. 48). На оеновании этого соотношения уравнение 
(331) по сокращении на dz может быть записано следующим образом:· 

R *J = - i (_!:_)- _!__ L * dJ 
dZ С* с 2 ~ dt • 331 '' 

Чтобы исRлючить из (331 ') величину '!., воспользуРмся уравне-

ние~r непрерывности. Пусть участок провода dz ограничен сече-

ниями S и S', координаты которых обозначим соответственно через, 

2 и z + dz. Сила тока в проводе будет, вообще говоря изменяться по, 
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-его длине, т. е. будет функцией координаты z. Если за единицу вре

.1r1енн через сечение S протекает J единиц электричества, то череs 

д-I 
сечение S будет проте~-ать J + - llz единиц. Стало быть, вели

;).; 

·чина заряда "/. dz, находящегося в рассматриваемом участке провода, 

дJ 
)'Ж'пьшится на ;)з dz единиц, откуда следует: 

д'l. ;).J 
м=-дZ

0 

д'l. 
.Дифференциrуя (331 ') по t и зате.111, пс~-лючал из него дt , получим 

01юнчательно: 

332 

Это и есть иско~юе приближенное уравнение неквазистациопарного 

перю1енного тока. Если О* от z не зависит, то оно прnнимает вид: 

332' 

Уравнение (332') носит название «уравнен ил телеграфист о в• и 

применяется в технике, напр., при расчете распространения теле

графных сигналов по проводам, распределения токов в антеннах и т. д. 

2. l{ак явствует из изложенного, приведенный вывод уравнения (332) 
основан на ряде допущений, которые, вообще говоря, действитель

ности не соответствуют. Самые понятия емкости и самоиндукции еди

ницы длины пе имеют однозначного смысла, ибо, например, потенциал 

данной точки проводника даже при стационарном распределении заря

дов должен зависеть не только от линейной плотности зарядов z 
в этой точке, но и от распределения зарядов по всей длине провод

ников. Можно, однако, показать 1, что пр и из в е ст н ы х у с л о в и я х 
уравнение (332) действительно представляет собой первое приблюкение 
к действительности. 

На обще1r1 расс)ютрении этого вопроса мы здесь останав;'IИваться 

не будем и ограничш,ся лишь те1r1, что по~шжем приъ1енимость 

уравнения (3321
) к частному случаю цилиндрического кабеля, рассмо

тренному нами в предшествующем параграфе. В этом случае L* и С* 

I См. напр. Е. С о h n, Das Elektromagn. Feld, II Auflage, Кар. 4, § 5. 
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суть величины постоянные. Допускал далее, как это было сделано и 

.в предшествующем параграфе, что мы имеем дело с идеальным про

:водником, сопротивлением которого R* можно пренебречь, получим по 
умножении уравнения (332') на С*: 

Рассматривал переменный ток циклической частоты (1), ъюжеъ1 Iiо
Jюжить: 

J = А (s) c•"'t, 

ll'дe А (z) от t не заеисит. Внося это выражение в предшествующее 

-уравнение и сонращал его затем на еiю1, получим: 

-откуда: 

тде J 0 и ,10' суть произвольные постоянные интегрирования, а k опре
деллетсл соотношением: 

'Таким образом сила тока J выражается уравнением: 

:первый член которого представляет собой волну, распространяющуюся 

.по направлению положитедьной оси z, а второй- волну, распростра

·няющуюсл в обратном направлении. 

Чтобы определить численное значение величины k, заметим, что 
-в идеальном проводнике ток полностью сосредоточиваете.я на его поверх

ности. Далее, нетрудно убедиться, что в любом сечении идеального ка

-беля в любой момент времени то~;, текущий на поверхности внутреннего 

цилиндра кабеля, должен быть равен по величине и противоположен 

по направлению 'току, текущ~му по внутренней поверхности его внеш

ней обкладки 1. Таким образом к рассматриваемому случаю применимы 

I Ибо в то.11ще идеа.11ьноrо проводника. поле равяо RJJIIO к, ста.110 быть, равна 
вулю ц11рку.11яц11я мо.rкитиоrо вектора по оиружяост11, проходящей по внешнему про

:во.а;ннку и охво.тывающеи оба тока. 

"29. Основы теории эпе1<тричества, том 1. 
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результаты -решения _примера 2-го в § 48, отнуда следует, что са.моин
дуtщил единицы длины идеального набеля должна· равняться 

( с:м. стр. 350). С другой стороны, обнладни набеля образуют coбoii" 

цилиндричесний нонденсатор, еююсть ноторого на единицу длины ( см. 
стр. 48) равна 

если в пространстве между цилиндрами нет диэлентрина, и, стало 

быть, равна 

С*= Е ' 

( 
r ' 

2 }cr --2--) 
t, t'] 

если между цилшщрамн находится среда диэлентричесной постоян

ной Е. 

Внося значения L* и С* в выражение для k2, получим: 

ю2 
7:2=·-··-Еµ 

с2 ' 

что совпадает с (311). Таним образом :мы приходим 1< выводу, что 

переменные синусоидальные тони в идеальном набеле распространяются 

ш с 
в виде волн снорости v = k = V Еµ , что полностью совпадает с ре-

зультатами, полученными нами в предшествующем параграфе при стро
гом рассмотрении этого вопроса. 

§ 64. Общая характеристика з.'еориtt бдизко · 11 дадьподей

ствия. - 1. В этом занлючителыюм параграфе :мы постараемся подвести 
итоги сназанному об основны:( отличиях различных теорий элентри

чества и о сущности лежащих в основе этих теорий воззрений на 

природу элентромагнитных явлений. 

В господствовавших до середины прошлого столетия теориях д ал ь

н од ей ст в и я роль основного, первичного понятия играло понятие 

элентричесной с у б ст ан ц и и (зарядов). Все элентромагнитные явле-
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ния сводилнсь к в з а и м о д е й с т в и ю з а р яд о в н а р а с с т о я н и и 

(actio in distans), и притом взаимодействию мгновенному. Иными 
словами;· предполагалось, что силы взаимодействия как покоящихся, 

так и движущихся зарядов (то к и) в каждый данный .момент времени 

определяются распределением и состоянием движения этих зарядов 

в т от ж е м о м е н т в р е м е н и. Нонечно, силы эти .могут зависеть. 

не только от скорости, но и от ускорения зарядов, от производной 

по време11и1 от силы тока, и т. п.; существенно лишь, чтобы силы 

взаимодействия однозначно определялись .мг но вен н ы м значениf.'м 

этих физиqеских величин. Таким образом в теориях дальнодействия 

понятие поля играет роль вспомогательного понятия, к пользованию 

которым при желании можно вовсе не прибегать. Типичны.ми при

мера.ми законов дальнодействия являются закон Нудона и закон ъ1еха

ническоrо взаимодействия элементов тока ( 162): 

Наоборот, в классической Фарадей-:Максвелловой теории близ I{ о

д е й с т в и я: роль основного первичного понятия играет понятие 

п од я, понятия же заряда и тока низводятся в ранг вторичных вспо

могательных пою1тий, характеризующих свойства поля ( см. стр. 383). 
С этой точки зрения все электроъщ.гнитные явдения за:ключаютсл 

в изменениях поля и подчиняются д и ф ф е р е н ц и ал ь н ы .м у р а в

не н и ям в част н ы х п рои з в од н ы х, связывающим значения 

электромагнитных векторов в см е ж н ы х то ч к ах пр о стран

с т в а в с м е ж н ы е м о .м е н т ы в р е м е н и (близкодействие) 1• Соот

ветственно этому всякое изменение или, как принято· говорить, в о з м у

щ е н и е поля, возникшее в данном участке пространства, оказывает 

н е п о с р е д е т в е н н о е воздействие лишь на смежные с ним участки 

по:1я. Таким образом всякое электромагнитное возмущение постепенно 

передается от точ1ш к точке и требует конечного времени для своего 

распрос1ранения (1{0 не чная скор о ст ь рас пр о странен и я). 
Именно эта Фарадей-Максвел:ловская концепция электромагнитных 

явлений лежала в основе столь характерных для физики XIX вена 
попыток механистического истолкования этих явлений и сведения их 

к . деформациям и движениям гипотетической упругой среды - эфира. 

t Так, вапрю1ер, значения пространственных производных div II rot в каж.в;ой точк~ 
поJ1я зависят 11сКJ1ючительво лишь от зиачrння соответствующих вt>кторов в смежных 

точках пространства. 

20• 
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Однако, если отвлечься от вопросов истолкования и от задачи создания 

наглядной картины .явлений, то по фактическом у с оде ржа

н и ю отличие теории близкодействия от теорий дальнодействия сво

дите.я в сущности · к вопросу о скорости электромагнитных возмуще

ний (см. § 57). Поэтому спор между теориями близко- и дальнодей

ствия :может быть разрещ~н (и был разрешен) лишь путем экспери

ментального изучения б ы с т р о - п е ре м е н н ы х полей, характер 

лвлений в 1юторых существенно зависит от скорости распространения 

электромагнитных возмущений ( скорость света, скорость радиотелеграф
ных сигналов и т. п. ). Явленил же в стационарных полях, как мы 

неоднократно указывали, :могут быть одинаково хорошо истолкованы 

с точки зренил о б е и х теорий. 

Совершенно неправильно, например, встречающееся иногда утвер

ждение, что теорил дальнодействия не может учесть роли среды в 

электромагнитных .явлениях, ибо в действительности длл этоrо вполне 

достаточно постулировать наличие и молекулах среды элементарных 

зарядов (диполи) и токов. В частности, вел теорил диэлектриков и 

:магнетиков, иможеннал нами в главах П и У, может быть полностью 

сохранена в теории дальнодействия. Наконец законы к ваз и ст а ц и о

н ар н ы х токов также :могут быть уложены в рамки теории близко

действия, ибо индукционное взаимодействие квазистационарных токов 

определлетсл их взаимным расположением и :мгновенным значением 

производной от силы тока по времени (см. § 47). 

В общей форме эта. экоива.иентность теории близко- и ,11;а.льнщепствия в области 
квазистационарных яВJiеиии может бы1ь ,11;оказаиа. сле,11;ующим образом. Превебреже11 

1 ё)n 
в урав11ениях: Мав:свелла током смещения 

4
Jt Тt' что ,11;опустимо при ,11;остаточно мед-

ленных ИЗ\lенениях: по.ив. Применяя зате;11 в: этим уравнениям рассуж,11;ення, приве,11;ен

ные в § 56, убе;щмея, что связь 111еж,11;у потенциалаяи и иапряженностыо по.llЯ в это11. 
с.1учае останется прежней [ см. (2~3) и (28-1)]: 

1 ё)А 
E=-grad (Q--т-, B=rotA; 

' С ot 

уравнения же, определяющие значения потенциа.ilов '1' и А перемен и о r о поля, 
примут вид: 

т. е. совпцут с соответствующюш уравнениями AJIЯ поля стационарного. Следова

тельно, <р и А, а вместе с тем и Н, будут опре.~;еляться м r я о в е я я ы III я значе
ниями плотности зарядов II тов:ов проводимости f и j; вектор же Е будет, кроме 

того, зависеть от м r и овен ног о значения производяоii с)а1- (вн,11;укцня тов:ов!). 
Из издоженного явствует решающее значение понятия токов смещения для вceii 

~еории близв:о~епствия. 
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2. Обратимся теперь я вопросу об электромагнитной энергии. 
В теории дальнодействия под электромагнитной энергией подразу

мевается, конечно, не энергия поля, а энергия в з а и м од е й с т в и я 

зарядов или токов. Этому пониманию энергии вполне соответствует 

форма наших уравнений (86') и (262'): 

Вопрос о локализации энергии в пространстве теряет при этом всякий 

смысл, ибо общая энергия слагается из отдельных членов, }(аждый: из 

которых выражает э н е р г и ю в з а и 111 о д е й ст в и я н а р а с с то я н и и 

определенной п ары з а р я д о в и л и т о к о в, определяемую их 

м г н о в е н н ы м состоянием 1 • 

llапротив, в теории близкодействия под электромагнитной энергией 

пояимается э не р r и я пол я, которая считается вполне определен

ным образом локализованной в пространстве. Это значит, 

что теория вполне определенным образом отвечает на вопрос о коли

честве энергии, находящейся в каждом данном участке пространства, 

причем объемная плотность энергии определяется уравнением (VI): 

W=еЕ2+µн2. 
8тт 8тт 

В пределах стационарных и квазистационарных полей обе эти точ1ш 

зрения одинаново хорошо согласуются с данными опыта, ибо как мы 

видели, формулы (86') и (262') в этих полях математически э1шивален
тны формуле (VI). Однако в быстро-переменных полях эквивалентность 
этих формул нарушается, а факт конечной скорости электромагнитных 

возмущений решает вопрос в пользу второго воззрения. 

Пусть, например, в момент t0 из станции А послан радиотелеграф

ный или световой сигнал. Это значит, что некоторое количество не 

электромагнитной энергии перешло в энергию электромагнитного из

лучения. Пусть станция В в момент t1 восприняла этот сигнал. Это 

значит, что в этот момент в В выделилось некоторое количество энергии, 

принесенной из А электромагнитными волнами. Эта энергия могла, 

например, пойти на приведение в движение реле (прием радиосигнала) 

или на разложение бромистого серебра ( прием светового сигнала на 

фотографическую пленку) и т. п. 

t В частности, ПОА с о б ст в ев в ой энергией заряда. (или тока) повикается 

звергвя вза.вмодействия тех э.1емевтов аа.ря;1;в (uв нитей тока), во. которые может 

быть раЗJ1о•ев .-.в.ввнй заряА (Wiи ток). См. §§ 16 и 4~. 
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Если расстолние между А. и В равно R, то промежуток · t1 - t0 

111ежду подачей и приемом сигнала должен равнлтьсл R/c. Если дли

тельность сигнала мала, то существовал такой промежуточныji: момент 

t' (t0 < t' < t1), когда в В сигнал еще не был воспринлт, тогда как 

в А. процесс имученил уже закончилсл и все пришло в состолние, 

соответствующее уменьшившемусл благодарл излучению запасу энергии. 

Где же в это времл находилась энергил, излученнал станцией .А? 

Если мы не хотим отказатьсл от принципа сохраненил энергии, 

то на этот вопрос можно ответить тол ь к о в том смысле, что вели

чина электромагнитной энергии определлетсл не мгновенным распре

делением токов и зарлдов, а состолнием пол л, и что отдаивал на 

станции А. энергил перешла в момент t0 в э н е р г и ю э л е к т р о -
111 а г н и т н о г о п о л л и з л уч е н и л. Энергил эта распространлетсл 

в пространстве вместе с распространением полл и лишь впоследствии, 

в момент t1, частично улавливаетсл станцией В. 

3. Итак, факт конечной скорости электромагнитных возмущений под
тверждает предположение о локализации энергии в электромагнитном 

поле и доказывает несостолтельность теорий дальнодействил. Однако 

из этого вовсе не вытекает, что единственно правильными лвллютсл 

воззренил классической теории полл с ее отрицанием субстациональ

ного существованил зарлдов. Действительно, в § 56 мы показали, что 
электромагнитное поле однозначно определлетсл распределением за

рлдов и токов п р о в о д и м о с т и, при том, правда, непременном условии, 

что распределение это известно не только длл рассматриваемого, но и 

длл пред шествующих моментов времени (зап азд~ вающие 

потенциалы). На этом, именно, обстолтельстве и базируетсл современ

нал э л е кт р он на л теор ил, лвллющалсл своего роца с ин тез о м 

теорий дальнодействил и Фарадей-Максвелловой теории поля. 

С -классическими теорилми дальнодействил ее роднит признание 

первичной физической реальности электрической субстанции. 3арлд не 

есть просто термин, характеризующий некоторые специфические осо

бенности полл в данной точке пространства; напротив, поле может 

возбуждаться только зарлдами и их движением (токи проводимости). 

Первичный СМЫСЛ понятил ПОJТЛ СВОДЦJ'СЛ }{ тому, что с помощью этого 

понлтил облегчаетсл изученuе основного вопроса о силах, действу

ющих на зарлды; изучение полл есть лишь промежуточный этап 

решенил задачи о в за им оде й ст в и и з ар л до в. С другой сто.,. 

роны, электроннал теорил воспринлла из Фарадей-Максвелловой теории 

полл принцип конечности скорости распространенил полл (т. е. 

распространенил взаимодействил зарлдов). Поэтому с точки 3ренил 

электронной теории можно говорить лишь о своего рода зап аз д ы-
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вающем дальнодействии зарядов и токов (запаздывающие 

потенциалы), а не о дальнодействии мгновенном, как то предполага

.лось теориями прошлого века. 

Что же касается связи между смежными по времени состояниями 

пол я, то в электронной теории эти связи удовлетворяют принципу 

близкодействия: производная по времени от напряженности поля в 

каждой его точке определяется только плотностью и скоростью заря

дов и состоянием поля в см еж н ы х точках пространства. Ибо для 

микроскоп и ч е с к о го поля электронная теория сохраняет систе!'t1у 

лишь незначительно видоизмененных уравнений :Максвелла ( см. том lI 
этого курса). 

Из принципа конечной скорости распространения по.1я, нан мы 

видели, следует, что носителем электромагнитной энергии является 

электромагнитное поле 1• Таким образом и в электронной теории 

понятие поля из ранга понятия вспомогательного в конечном счете 

.все же возводится в ранг физической реальности (носителя энергии). 

Более подробное обсуждение эле1tтронной теории, и в частности 

характерного для нее посту лат а об ат о м и с т и ч е с к о м с т р о е н и и 

электричества, должно быть отложено до тома П. Там же будет 

рассмотрен столь характерныii длн физиrш XIX века вопрос о воз

можности м е хан и чес к о го и ст о л к о в а ни я элеriтромагнитных 

явлений на основе гипотезы о существовании эфира. 

Изложение основ Максвел.1овой теории подл, которому посвя

щена настоящая глава, не может почитаться полным, поскольку нами 

не был затронут вопрос о по н д ером от о р н ы х с ил ах электро

магнитного поля и не был дан вывод величины этих сил из основных 

уравнений поля. Однако вопрос этот стол1. тесно связан с вопро

еом об электромагнитных явлениях в движущихся средах; которые 

.будут рассмотрены во П томе, что мы отложим его обсуждение до 

:Соответствующей части Il то)!а, 

* 

I Более того, ~шк: мы увидим в томе II, э.1еsтроввая теория ва,~,:е,11яет по.110 

пе -только опреде.1енноli ~нергиеi, .во . и опред11.11епвн111. к:о.111чество111 ,1;нвжеяи11 ИJIИ 

.импу1ьсо111. 
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1. (Стр. 20). Вследствие с11миетрии вектор Е nараю1елеи (или а.итвпараиелен)> 
_ r и яв.няется функцией лишь o·r 1·. Рассмотрим цилиндр высоты= 1 и ра.циуса. r. 
Всле.1;ствие того, чrо Е пара.пельно r, поток вектора. Е через ощюва.иие цИJiиндра 
равен нулю, Поэтому nри111еиеиие к циJ1индру теоремы Гаусса .1;а.ет: . 

::!: 21:rE=41tx 
21:rE=O 

для r > а, 
« 1·<а, 

(це а есть радиус за.ряженного бесконечного цилищра.), откуда. 11 получим результат 
(16). Скачок вектора. :К при прохождении через nонерхносrь циJиндра равен. 

ибо 1. = 211ria. 

2х 
,=-- -0=4:t= . а ' 

2. (Стр. 20). Всле.1;ствие симметрии вектор Е nара..11лелеп (или а.итипа.ра.ллелен) R 
и является фуикциеli лишь от R. Применение теоремы Гаусса. к сфере радиуса. R 
.1;а.ет: 

::±- J.: • 411/lt = 41:е 
E-411Ri=O 

ДJIЯ Jl > а, 
« 1l < а, 

·(г.1;е а есть радиус заряжениоii сферы), откуда. и получаются формулы (1 i). 
Скачок вектора Е при прохождении через поверхность сферы ра.9ен 

Е1 -Е=!__ -0=4r.a, 
е ' ai 

ибо е = a·411at. 
3. (Стр. 20). Вследствие снмиеrрnн вектор Е nа.раие.11ен (или антипа.ра.иелен) R 

и является функц11ей лишь от R. Пр1111енение теоремы Гаусса к сфере ра,щуса R дает~ 

4 
7: E·411R2 = 4::· -3 r.азр = 4::е .1;ля Тl > а, 

4 R3 
z: E·41tfl'l = 4:t· 3 11НЗр = 411 as е « Н<а, 

(ибо е = ~ мЗр), отку.1;0. и получим формулы (18) и (18'). 
3 

Непрерывность вектора Е при прохождении через поверхность сферы c.11e_1.yer 
4 

из того, что ця R = а бу.1;ет Е. = -3 1tpR = Е,. 
t. (Crp-. 25); Соr.10.сно (16) в no.11oi:rи в:оuенсаrора. поJ10 внешнего ЦИ.11И1Цра.. 

р&вно нулю. Ста.11о быть в эr:>й по.11ое,тн ПОJIЭ возjужда.еrся лишь в11утренаи11 ци.1и1-
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,1,ро111 и опре.11,еJ1яется фop11y.1oii (16). - В том, что ПJ1отиости заря.11,ов обuв.мв: кон

де~тора рв.вны по ве.1ичиие и nротивопоJ1ожны по зив.в:у, 111ожио убе.11,иться, при

меняя теорему Гв.уссв. в; sв.111в:иутоii nоверхио~ти, ч!l.стью прохо.11,Ящеll по тоJ1ще 

внешнего 111ет1UJ1и_чесв:оrо_ ЦИJ1щ1.11,рв., чв.стью же оrрв.иичеииои .11,Вумя пврв.ие.11ьиы111и 

сечеииями, перпеи.11,ив:уJ1яриы111и оси в:он.11,еясв.тора. Потов: элев:тричесв:ого вектора. 

через такую поверхность рв.веи иуJ1ю. 

б. (Стр. 20). Решение этой зв.,в.чи впоJ1не аналогично решению з1цв.чи пре,щ.11,ущен. 
G. (Стр. 32). При11еии111 формру (26) в: объему dV, оrрв.иичеиио111у .11,вумя ци.11ни

,1,ричесв:и111и поверхностями ра.11,иусов r и r + dr, ,J,Вумя мери.11,иоиальны111и п.11осв:остями 

11 = 111 и 11 = 111 + (lrt и АВУМЯ шюсв:остями, перпеи.11,Иsуляриыми оси Z: z = z1 и 

z = z1 + dz (рис. 15). Потов: вектора. 11 через эJ1е111еит ЦИJ1ни.в.ричесв:оii поверхности 

р&АИуса 1· равен - ar. r d11 d.z; СJ1е.11,оват0.11ьио, ,1;ля циJ1иидричесв:ой поверхности ра.11,иусв. 
с) . 

1· + dr ои рв.веи ar1'll11rl.: + ~1~ (a,..r llrt dz)d1· (с точностью до бесв:оиечио-ма.1ых 2-ro 

поря.11,11а). Так в:ав: вектор а пapaJ1J1eJ1eи r, то потов: вектора. а через 4 оста.11ьиые 
. ;t с) 

ПJIОСВ:ОСТП равен нулю, откуда :}' aflcls = dr (a"1·)dr1. dz d1·. Таи: кав: dV = r d11 d.z d1',. 

то форму.1а (26) привщит в; исsомому резу.пьтату. 

'i. (Стр. 44). В формуJ1е (36') выберем в качестве пути иитеrрироваиия соответ
ствев.ио ось х-ов (.в..пя ПJ1осв:ости) и перреив;ив:уJ1яриыll оси ЦИJ1Ии,1,рв. раАИус-вев:тор 1· •. 

Внося значение вектора. Е яз (15) и (16), поJ1учим .в..пя nJ1осв:остя 

ip-(fo=-J 21ta·dx=-2i:c;r, 

11 ,1,IЯ ЦИJIIIB,lp:1 

r 

1
2х . 1· 

Ф- <to=- -clr=-2xl" -
• 1 r t:, 1·1 

а 

Д.JIЯ 1·> 1·1, 

8. (Стр. 44). Выбирая в формуле (36") в качестве пути янтеrрировв.иия ра,1,пу~

вев:тор R, поJ1учим иа основв.иия (18) .в..пя точек, J1ежащих вне шара: 

с.о 

'f.= .\; dR= ;( 

R 
е 

Стало быть ив. поверхности mв.рв. 'Р = 'Ро = - . ВоспоJ1ьзовв.вшись фор111у Jl&ми. 
а 

(36') и (18'), поJ1учаем .в..пя точек, J1ежв.щих внутри шв.ра: 

R 

'f.-ip0=-i: 1tRpdR=21tp(;-1:), 
а 

что по внесении зив.чения 'Ро совпа,щет с фор111у.1ой, приве.11,еииой в тексте. 

9. (Стр. 48). Из (22') CJle.11.feт, что рв.зиость потеициа.1ов обuа,1;ов: n.1осв:ого--
кои,;еисатора рв.вив. 

41ted 
'Р1-'Р1=8 · 
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В с.11учо.е ци.11и11,q)Ического и сферического в:011де11сатора по.11е в пространстве 

:меж1.у его обв:.11цв:м1и возбуждается единственно .1ишь за.рядом внутренней обио.,11;в:и. 

Поэтому, соr.10.сно резу.11ьто.то.м решения за.цо.чи 7 (стр. 44), дJIЯ ци.1ипдричесв:оrо 

:sонденсатора 1·. 
'f2 - '1'1 = - 2z lg 1·: ' 

.а ,11,.11я ~.оиденсаторо. сферического 

е 
.,.=т, 

В11ося эти выражения" в ( 42) и выбрав ,11;.1я С, как обычно, поJ1ожите.1ьный знав: 

,(знак выражения (42) зависит от того, ко.кую изс обв:Jiадок считать 1-й и какую 2-lf), 
. .получим искомые реву.11ьтаты. 

10. (Стр. 55). Так как R = J/(,u' - х)2 + (у' - y)-t + (z' - ,;)2, то с,1аrающая 
дll (х' - х) i)R . 

вектора grad qR по оси х равна дХ =- ll = - dx'' т. е. равна CJiaraю-

щelf вектора grad aR по оси х, взятоп с обратиым знаком. Аналогичные соотношения 
-справедJ111вы и ,11дя остuьн1,1х СJiаrающих векторов grad qR и grad aR, откуда и СJiе

дует (48). 
11. (Стр. 55). Вектор R имеет с . .1аrающие х' - х, у' - у, z' - z; поэтому 

bR = Ьж(х' - х) + Ь1/у' - у)+ bz(z' --z). С.1о.rающая по оси х векторо. grad а (bR) 
.) 

равно. dx' (bR) ~-= Ь,,: две другие соответственно равпы Ь11 и Ь,, откуда и c..1eJJ;yeт 

-формуJiа (51). 
12. (Стр. (i2). Принимая точку Р за нача.10 координат, имеем: 

l{l = х~ + .112 + zt, 
..откуда 

дll ;J' 

'д.i= -гг· 
До..1ее 

.) ( l ) д ( 1 ) 'i!Л х 
дх R =мt R • i!.:r =- ЯЗ' 

.)t (J..) = __ __!_ _ х. ~ (_!_-) = _ __!_ + Зх_2 • 
!)xt .. R нз d.r J(d R3 Ш 

Аныоrичиые i)t ( 1 ) i)t ( 1 ) 
выражения по.11учим .,,_,я дуt ll. и -i).:t . П · С.11ел;овате.1ьно 

i (2..) ~ - ._!_ .J.. х2+ у2 + z2 v Ll - B'J ' З лs О. 

Ш. (Стр. 70). Из (41') и (66') слел;ует 

, (pR) 1 · ( 1 ) 
Е = -grad а--;:;-= - l~ g1ad a(pR) -(рВ) grad а ,,.- · 

}1.., t• \ Н, 

'И·, 

Привяв во вяиммие, •по на основании (51), (49) и (48) 

grad a(PR) = р 

gi·ad а ( /~'1) = d~t ( 7\) •grad "/( = - ~~· 
.>11окучае11 (69\ 
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В сферической системе коор.а;инат ст1.rа.ющие вектора р равньi соответственно 
PR = р cos D, · Р/} = - р sin 6, Р~ = О, а pR = р R cos 8. Ввосл sто в (69), по.11у
<~:аем (69')· 

И,. (Стр. 97J. Применим формулу (87). В. случае поверхностного распре;,;едевия 

е 
.заряJtа весь sтот варяв; находится при постоянном по.тевциа.11е f = -; стало быть 

а 

r 
В с.,учае объемного распре.а;е.11евия заряда а = О, р = -

4
--, 

---;,ttr,;3 
i) 

, = 21tp ( а2- ~!), 
п.е R- расстояние от центра сферы (см. стр. 44, зад. 8,>. Ста10 быть: 

R 

W= ~ j p;odV= ~ Jp· 2tt? (а1- ~1
), 4r:f:!df,'. 

о 

,отку.а;а по выпо.11вевии ивтеrрации получается искомый результат. 

15. (Стр. 98). Выражая в (90") Е1 и Е2 через градиенты соответствующих по-
-тевциыов lf't в f:i, поиучим 

Вьrде.11им И3 по.11вого ·поля малую сферу S, охватывающую .~аряд e.z. Пренебрегая 
.жо.11ей взаимной энергии, лока.11изовавuоii внутри sтoil сферы. и применяя теорему 

Грива (70), можем написать: 

В пространстве V', расположенном вне сферы S, -v2,2 = О; стало бытъ, поС.11е,а;нии 

иuтегра.11 равен ну.11ю. Если заряды е1 и l',t .а;остаточво удалены друг от .а;руга, то на 

е1 
поверхности сферы S потенциал lf't можно считать постоянным u равным - · Сде,:. 
.довательио, 

W = _'fl_!_ J; d<f:1 dS -- --~ J; а -· 
tt 4rt :}' dn -- 4r.B :}' (<, 2,._d,':i. 

s s 

Привяв во внимание, что в данном с.лучо.е нормаль n нужно считатh вапра

в.11евной внутрь сферы S, и восполыювавшись тeopr~юii Гаусса (14), по.11учо.0м 
искомыli резу.11ьтат. 

16. (Стр. 134). По определению 

tg ~- = ~ (i--'- 1,2). 
(<),;,. 

Воспо.п.зовавшись (112) и (112'), получаем искомый результат. 
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17. (Стр. 131). Прпве;~.еппые утnерж.~~;епия следуют пепосре)l.ствещю из формуJ1ы 

(122') .uя щеJ1и, парапеJJьпой Е, и из (112) ДJIЯ щели, перпеп)l.икуАярпо.й Е. В кон

цевых же участках щеJ1и ограничивающие ее поверхности схо)l.ятся ПО)I. уг.10111, па

прав.1еппе пормu:и к п11:11 испытывает резкие нзмепепия, так что пoJJe в приJJеrающuх 

участках щеJJн отJJнчается аначитеJJьпой нео)l.пороil.постью. 

18. (Стр. 134). llриве;~,0НПЫ0 В ЗТОИ за,1,аче УСJIОВИЯ 0)1.НОЗПаЧИОСТИ ре10епп11 
по.:шой системы (А) уравнений эJJектростатическоrо ПОJJЯ тем отличаются от прuве

;~.еппых па стр. 129, что з,.;есь )1.J!Я прово,.;пиков пе за)l.апо распреде.1еппя заря.w;ов ас 

на их поверхности. Поэтому в. прuмепеппой там к доказатедьству формуJJе 

\ eБ"2clV =- \ Dn"'f"dS, 

'v s 
к поверхпоети S ;1,0J1жпы быть причuсJJепы все поверхности проводппков. Но на каждой: 
такой поверхности JJпбо 'f" = О (за.w;ача .Л), J1ибо (задача В) ер" = const 

Стало быть все иптегра.1ы по атом поверхностям равны прю, и приведенное па. 

стр. 129 доказательство одпозпачпости решения сохрапяе1' свою силу. 
19. (Стр. 169). Обратимся к формуJJе (142), в которой значок 1 будем отпоситъ. 

к диэJ1ектрпку, а значок 2- к вакууму (так что r2 = 1, ; 1 = е). На основании фор

муJJ (112) п (112') имеем: 

CтaJJo быть 

11 

Е22 - н12 = В, 2 - J,~1 2 = D 2 (1 - _!_ 1. ,n п п ,2} 

Внося это в (142), пос.1е простых преобразований по.1учаем искомый резуJJьтат. 

20. (Стр. 181). Отнесем значок 1 к проводнику, а значок 2 к окружающему еrо
д111J1ектрику. Так как j 2,. =0, то вследствие (149) п j 1n=0. Отсю;~.а па осповаиии: 
\ 1-t5') 11:11еек E 1n = О и D1n = О. Поэтому уравнение (108') ;~.ает искомый результат: 

Л2n= 4r.c. 

Векторы Е II D перестают быть перпепдикудярпымп к поверхности прово;~.

пика по той причине, что тапгепциа.1ьные 111: с.1аrающ11е уже ве равны пулю" 
как при отсутствии тока. После.в;пее в1..1текает из уравнений (112') и (145'),. 
ибо j 11 -=/=- О. 

21. (Стр. 191). Вы,;еJJяемое прибором тепзо равно Q = R'.f2 (ур. 152), а сиJ1а тока 

gстр _ ( )2 Н: 
.J = R + R' · С.1е.в;оватеJ1ьпо Q = <!]стр (lf' + Н)2 11 ,;остигает своего максимума 

при R' = R (что кожно найти, приравпuва11 пуJJю пропsво.1,пую от Q по Л'). 
2'2. (Стр. 191). Нарушение изо.1яцпи означает сое.в;uвевие <: зем.1ею через неко

торое известное сопротив.1епие r·. В первом с.1учае ток J, возбуж.~~;аемыif э.1ектро-

.\ввжущей си.1ой батареи <!]стр, разветвJJяется в точке нарушения изо.11ации на ,11;ва. 
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-тока Jt и J1, которые И!()'Т через сопротивления r и (Ь - x)s в зем.,ю (s есть 
-сопроти11J1еиие е,;ивицы ,1;.11ивы теJ1еrра.фвого провода.). Применяя к этому СJ1уча.ю 

1-й и 2-й за.ковы Кирхгофа. (14'э) и l157), получим (пола.гая сопротив.tевие зем,ш, 

.а также сопротивJ1евие за.зем.11евия на станциях равным нулю): 

-.J,1· + ./2 (b-x)s =0. 

Ава1оrичвые уравнения получим д.11я 2-ro сл)·чая; в 3-м же случае имеем 

"'rО.1ько одно уравнение, ибо тут остается только один замкнутый контур, так что 

.Jz" = О, Ji'' = J". Из по.11учевиых семи уравнений удается исключить 7 неизвестных: 

;где 

В результате получаем 

k 
J---J"' 

х= 
( ak - bk')(l + с) 

k-k' 

J" 
k'= J'-J"' / 

Ь-а. 
с = + J _a.,..k---b~k.-c-., 

28. (Стр. 201). Согласи о правИJiам перемвожевня векторов 

lcls2[cls1R 12JI = ds 1 (rls:1R12)- R 12(rfs1cls:1)· 

Вносим это в (162) и интегрируем по контурам L1 и L 2 обоих токов. Интеrра.11 
жервоrо члена равен (ера.вин 49'): 

11 ds1 (d;:::; 2
) = j ds1 j ( cls2, - grada ],J = § ds1 § (- ~:

2 
(i~.J) ds 1 = О, 

L1. L, L1. L, Lr; L 2 

.ибо подывтеrра.аьвое выражение является по1вым дифференциалом, Следовательно, 
рэзу.11ыирующа.я· сида f 12 , с которой весь первый ток действует на. весь второи, 
j>&вва: 

Соответствующее выражение ,11;1я f 12 по.1учим, обменяв места.ми ив,1,е~:сы 1 и 2. 
:Прпияв во внимание, что R12 = - R:t1, получаем 

f12=-f21· 

24. (Стр. 204). Рассмотрим разность ыежду выражевне11 (162) ,11,1я силы }'
1 
и ее 

J J. •выражением, ,11,ан_ны11 Ампером. Опуская фактор ;.
2 

2 , по1уча.ем для этой разности 

.c.1e:1yRJщee выражение (сравни предыдущую задачу): 

cls1 1 R 1'! 3R 11 . . R 
R 3 tR12C•S2)-y--. (ds1cls2)- 1, 3 (fls1R 12)lcls.,R12) + 2 __..!! (ds

1
cls") = 

12 •12 ч2 • п12з 

- ds1 (R l ' ' R12( l l 3R,. -- р :1 · 12Ы1.2 т -,,-, с s11 ~2) -
1
, ~· (cls1R12)(ds2R 111). 

'12 1112 •1i• 
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Наша заАО,ч.а. сводится 1t тому, чтобы ,в.оказать, что интегрlU этого выражения.. 

по мм1tнутому &011:туру то&а. ./1 равен 11:улю. Что это равенство пулю ,в,ействите.1ьно, 

ИJ1еет место, с.ие,в,ует 11з 1oro, что приве.в.енное выражение совпо.,цает е пос.ие,в,ним 
. ' 1 

ч;~еном уравнения (163), ес.ш в этом ура.вuении поJ1ожить f(R12) = - R- · В самом, 
1111 

,це.ие, приняв во внимание, что llR 12 = - lls 1 (см, стр. 204), имеем [см. таJtЖе (48)J:: 

2а. (Стр. 209). В с;~учае прямолинейного то&а. ве1tтор [dsR] (см. стр. 166) ихеет 
о,в,ина&овое напраВJiение ,цля всех э.1е111евтов то&а. (при фиксяровавной тоЧJtе наб.1ю-· 

,в,ения). Поэтому чиСJiенва.я величина ве&тора. Н равна сумме численных значений. 

подынтегрыьпого выражения формуJIЫ {166): 

Н = !. Г rls sin (ds, Н). 
с ' Jtl .; 

Ес.иu 1· есть ,в,J1ина перпен,11;икряра., оu)·щенного из точки ва.б.1ю,в,енвя на. пря

мую тока, в. а - уго;~ меж.в.у 1· и Л, то 

С,щ1,овате.иьно, 

R=-r- 11 1lssin(ds, R)=Hd,. 
cos а 

" ., ., 
,. 

tl'l 1· cos а tl(l= 'l..f___ Jf= ,J 

.\ 
./ 

/[ -с c·r cr 
о.! 

r. 

В справеuивости приве,1,енных в тексте утверж,в,ений относ1пе.11ьво формы и на

правJ1ения си.1овых .пиний убциться весьма. легко. 

26. (Стр. 210). 3,11;есь R = Ro + d (если считать вектор R0 на.правленным . от· 
окружности к центру), поэтому [dsRJ = [dsR0J + [ds d/. Кроме того, в ви,в,у перпен,в,и
куJ1ярноств Ro и d, Jl2 = Н02 + di. Ее.ив мы по,в,сто.ввм этот резуJ1Ьтат в форму.иу

(166), то вс.1е,11;ствие симметрии эа,1,ачи интергра.1 по [ds d] бу,в,ет равен ну.ию, ибо 

вектор [ds d] параделен Ro, Вектор же [dsR] пара.1лелен вектору - d и ,1,еliстви

те.11Ъно состав.ияет с направлением тока. правоввнтовую систему. Таким образом 

численная величина. вектора. Н равна: 

./ ,. ll=-j (' 

1ls Н0 ./. 2:tH02 

(!{02 + 1{2) •. • = е. t u02 + d2)' , · 

27. (Crp. 210). Прове.в.ем через .11ежащую внутри цшшн,в,ра точку Р ря,11; мерщи

оноJ1ьных плос&остей, рассекающих поверхность ци.11ин,в,ра на. ря,; прямо.11ивеиных 
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по.1осок (рве. 101). Ширина двух противоJ1еЖ$- _ 
щих по.11осок равна соответственно dst = rtd'f 
и dSt = r2d'f; си . .ш же токов, протекающих: по 
втиll по.1оскам, пропорциоиаJ1ЬИЬ1 их: ширине: 

dJ1 = kds1 = kr1tl'f и dJ'J = kds~ = kr'Jd'f. 
СТ8,.11О быть, напрюкевиости noJ1eЙ dHt и dH'J, 
возбуждаемых: ка.ацой из этих: прямоJ1ииеiiиых: 

по.1осок тока в точке Р, равны друг другу 

(см. 172): 

dfli = 2fl.!1 = 2kd, = 2d,J2 = dfl2. 
cr1 с cr2 

Так как кроме того векторы dH1 и dH2 

иа.праВJ1евы противопоJ1ожво ,11pyr другу, т<J 

no.;iя каждоli пары противо.11ежащих: по.1осо1: 

взшмио компенсируются. 

28. (Стр. 218). Введем циJ1ивдрические 

коор,11,инаты r, а, z, где z есть ось вра-
!'нс. 101. 

щения. Чтобы наllт11 ДJIЯ точки 1' значения СJJагающuх: rot rv, rot 0v, rot 2v, вычис.11нм 

nос.11е,11оцате.11ьяо значения uиrегра.ла р-о, ds по контуру трех: взаи11яо-перпеи,11и
ку.шряых: шощадок, проходящих: через точку Р, из которых первая перпеи,11икуднриа 

к r, а третья к оси z. Например, в посJ1едве111 СJ1учае мы можем В3ЯТЬ эJ1е111еи

тарвую ПJ1оща,11,ку, вырезанную из ПJIОСкости z = con~t двумя ра)I.Пусами, образующи.ми

меЖ,Ау собою угод da, и ,11Ву111я концентрическими окружностями радиусов r и r + dr. 
ПреJ1.По.1оzи11, что вектор III иаправ.11еи в поJ1ожитеJ1ьную сторону оси z. Тогда 

с точностью до бесконечно маJ1ых 2-го 11оря,111rа, 

ff t'8rls = w(I' + ll1°)·rla (1' + rl1·) - w1•,tl7· I' с= 2w1·rlNl'1., 

ибо v = wr, при чем вектор v вапрамен по касатеJ1ьиой к окружности r = const, 
так что Vr=O. ВеАичииа рассматривае:иои П.1ощадки равна dS = da·rdr, отку,1;а 

на основании (17 41
) rot z v = 2w. Подобным же образо!I! можно убедитьс11, что 

rot 0v = rot 2V = О. 
2D. (Стр. 218). Проведем по поверхности S какую-нибудь замкнутую кривую L, 

которая разде.11ит поверхность S на две части S I и 82, и применим к каждой из 

них форму Ау Стокса ( 175 ). Так как по.1ожитеJ1ьиое иапраыеиие контура .опреде

.1яется поJ1ожитеJ11.иьr111 напраыением иормаJJи к участку поверхности, оrравичениому 

этим контуром, то при иитеrрированиц- но 8 1 и при интегрировании по S2 кривоlf [, 
нужяо приписать прямо противопо.1ожвые ваправJJевия. СдедоватеJ1ьно, 

Jrot na dS = -_\1·ot na fl8, 

St 82 

что и дает искомый резрьтат. 

80. (Стр. 218).- Применяя теорl'му Стокса к проиаво.11Ьвой шющадке S, ограни
че:явои контуром L, поJJучаем (см." 44'): 
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ибо интеrра.11 полного )1,Нфференциа.11а по замsиутому пути равен иу.11ю. Это соотно

шение ,11,олжно оставаться справеА,Dивым при любом выборе вели'tииы и имрав.аеиил 

.п.11ощ1цs.и S, сле;~;овате.11ьно rot grad rp = О. 
Применяя теоре!lу Гаусса (25) Е произвольному объему V, пш1учае11 в виду (17oJ 

\ div rot 3·llV = р rot na•llS =0, 
'у s 

·<>тsу,11,а и СJ1е,11;ует (65i)· 
31. (Стр. 218). Чтобы найти, например, значение rotR а, можно применить фор

~улу (174') к з.11е11еитариои площ~цке, вырезаемой из произвольной шаровоll поверх

ности Л = const двумя мери,11;иаиа!lи а = а8 и а = а0 + ll'1 и ,1;вумя пара.1лельию111 

кругами 3 = 30 11 3 = 110 + d3. При вычислении р a,ds по контуру этой ПJ1ощ1цю1 

части этого интеrра.11а, соответствующие ,1;угам мери.1,Ванов, обращаются в нуль, 

.ибо по ус.11овию а11 = О. Поэrому 

S a,d/j = (aads)30 + d(I- (aads)~. = i)i){I (aarls) 7.{1 = 

= i)~ (aall sin 3cla)d3 = Лll!lda ~ (а,,_ sin 3). 

Так &а& ве.1ичина рассматриваемой п.11оща,1;&11 clS равна JЫО·Л sinO cla, то из 
, l Н') сле,1;ует: 

rotR 1, = R ~in 11 • }3 (а" siп О). 

Аиалог!fчиым путем иахщятся и остальные слагающие ротора а. 

31а. (Стр. 218). Способ решения зтоп за.,11;ачи совершенно аналогичен решению 

.за,щч 28 и 31. 
3'~. (Стр. 231). Всле,;ствне симметрии веsтор Н есть функция только от 1·. 

Чтобы найти слагающую На (вво,11;им цИJ1ив.1;ричесsие sоор,;инаты 1·, а, z), применим 

-формру (188), в &отороп в &ачестве замкнутой кривой L возы1ем sонцентрическую 
тоsу оsружвость ра.:,;иуса ·1·. По.1учаем: 

/J " 4.: s. lS ,,·~.:,·=с Jnl'. 

Д.11я ,. ::'> i·o 

sjnclS =J; 

_д.1я 1· < 1·0 ( в в11.1у j,. = 
4

/
02

) 

-отсю;~;а и най,1;е:~1 значен11я Не" и Hi,· Что же касается сдагающей lf,, ,о она равна 
нулю, ибо напряженность поля каж,;оrо из элементов тоsа согласно (168) перпен,;и

:кулярна иапраВJJению тока z. Наsонец из (182) и результатов решения за,1;ачи 6 
{стр. 32) сле.:,;ует, что 1·H,=const, что в вн,;у конечности вектора И при 1·=0 
.может иметь место лишь при Н, = О. 

33. (Стр. 282). Cor.iacнo результатам за,11;ачи 32 (стр. 231) магнитные лини11 

:J>аСС)!а.трнваемого токi пр11 µ. = 11' = 11" = 1 представдяют собой концентрические 
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окружности. Ес.11в неоднородные в магнитном 01вошевви участки nо.11я разде.11евы 

11:овакси1!..11ьвыми ци.11и1tдрическими поверхностями, то эта круговая симметрия 11аrнитвых 

.11ивий нарушиться ве может. Применение форму.11ы (188), остающейся сnравед.пицой 

в nронзвоJlьвой среде, приводит в нашем CJiyчae к тем же звачепия.\1 вектора Н, 

как и в задаче 31. Сравни также стр. 287. 
3J. ( Стр. 292). См. решение задачи 17. 
35. (Стр. 313). Задача решается совершенно таким же путем, каким находится 

форму.11а (122) д.тя вектора по.пярвsацип Р, то.11ько вместо nрвближеввой величины 

1 + а cos D под интегра.пом стоит точная велнчвна еа cos &, а константа С, опре-

" 
де.11яемая из условия S Се" cos ~ sin 8-d8 = Х, имеет значение __ (_iN __ 

еа- е-а 

о 

цин uроиаводится по частям и приводит к резу.11ьт8,'J:у: 

1 = GJipeз. • ;
2 

\e-a(l + а)-- ea(l - а)\, 

что пос.11е подстановки значения U даеr искомое решение. 
Д.11я определения значения 1 при а~ 1 функции е" и е-и раз.11аrаются в p.н.ir;, 

кончая кубичными отноеительно а ч.певами. 

Для нахождения 1нас полагаем а----. со и находим 

lim ( eotg hyp а_ l__) = 1, 
а-+СО а 

что и дает искомый результат. 

36. (Стр. 340). Применим формулу (225), в которой положим J;стр = О и 
_с,нн;t._ ,-:,,ин~ . ...L с,ннд. 

Q.) - QJ 1шm. t (и внтр., 

'°' инд. ' dJ' 
где 0 = - I, -lt есть э.пектродвижущая сила самоиндукции. Общее решею1е 

внтр. ( 

по.11учаемоrо тaкиilrl образом неоднородного дифферевциа.11ьиого уравнения 

выражается суммоii 
R 

dJ' 
J' R' + L' --ZU = Ч10 ' w sin wt 

nроизво.1ьного частного репrения этого уравнения и общего 

- ттt 
решения Ае L соответствующего однородного уравнения 

J •j>• . l' dJ' - о 
' -t- , dt -:- . 

Через достаточно бо.11ьшой лромежуток времени последний ч.пев этой суммы с;~.е.1ается 

вСJiедствие затухания ско.пь уго;~.но ма.пым, и останется 'IO.IIЬKO .первый ч.11ев. 

Будем искать частное решение неодиоро;~.вого уравнения в форме 

,}' = ,/0' sin (wt - а). 

ПодстаВJiяя это выражение ,11,.пя J' в ваше уравнение, разлагая sin (wt - а) u 
сов (wt - а) и приравнивая коэффициенты при sin wt и cos wt II обеих част.нх 

уравнения, получим: 

Jo'R'cos а+ L'J0'w sin а= Ч10'w, 

-J0 'Rsin' а+ L'J0' w cos а=О, 

откуда и по.11учи111 искомое значение J 0' 

3(). Основы теории В'1ентричества Т"" I. 
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Чтобы найти веJ1Ичину работы, необхоАИмой А,IЯ по.цержания вра.щеии11 контура., 
заметим, что потенцпа..11ьнв.я фушщия тов:в. во внешнем магнитном по.11е, сог.110.сно 

(233'), равиа (в пра.в:тичесв:их единицах): 

и·= - J'IJ1' = - J'Ч!о' cos wt. 

Сле)(ова.те.11ьно 3а э.1емеит времени dt си.1ы магнитного по.11я до.11жны совершать 
работу (cl(. ур-иие 259) 

- (d U)J = J'lJJ0' cl cos wt = - w.J'Ч'0' sin wt dt; 

затрата. же работы извне )(О.11жно. быть равна по ве.1ичнне и обратна по знаку. Ста.110 

быть, за.трата виеmнеи работы за время O.l(Roro nерио,!(а равна 

т 

юJ0'tJfo' 1 sin (rut - а) sin юt • dt = ~ юJ0'Ч10' cos а. Т. 
о 

Внося СЮ)(а значения c?s а 11 -Jo' и произвоц пересчет на единицу времени, 
по.1учим приве,!(еивое в тексте выражение. 

37. tСтр. 351). Соr.11аспо форму.10 (265'') в3аимная энергия ,!(вух магнитных по.1ей 
равна . 

Отиесем значок 1 к по.1ю, возбуждаемому токами при отсутствии магнитов, а значок 
2 в; по.11ю магнитов при отсутствии токов. На осиова11ин форму.1 (223) и (226) 

Отсю)(а 
В1 = 11Н 1 = rot А1 , rot Н2 = О. 

11H1H2 =rotA1 • Н2 • =div[A1H2], 

согласно формуле (67). Таким образом по форму.11е Гаусса имеем: 

TV12 = :lt I div [A1H2JdV = i; lrA1H2] ndS. 

s 
Физически этот резу.1ьтат означает, что при относите.1ьном перемещении тока и 

магнита работа. э.11ектро)(вижущиJ[ сил ия.цув:ции • в контуре тов:а. в точности ком

пенсирует обратную по знаку работу по11,!(еро111оториых си.11 маrивтиоrо по.11я, тав: 

что энергия этого поля остается постоянной (ера.вин 260' и 2611
). Напомним, что 

при отиосительиом пере:11еще11ии магнитов, когда ия.цув:ция токов места. пе имеет, 

работа поп,!(еро;'dоториых cu по.11я совершается за счет энергии по.пя, тог)(а как при 
относите.11ьном перемещении токов .работа Э. Д. С. ия.цукции в JJ;ВВ. раза превышает 

взятую с обратным знаком работу пои,!(еромоторпых си.11 по.пя, тав: что по.11ожите!!ь

ная работа этих сил связана. с пр и р а. ш е ни ем э и ер г и и по .11 я (см. стр. 

334-336). 
38. (Стр. 351). Рассмотрим энергию П', которую приобретает рассматриваемая 

система, состоящая из жи,.;кости и ra;ia, вс.11е.в;ствие тоrо, что ПО)( ВJiиянием магнит

ного по.пя уровень в капилляре подымв.ется па высоту h. Благодаря тому, что слои 

ащ11;кости объема 1iS (где S - сечение с.поя) с проницаемостью \1 вытесняет из маr

иитног.э поля тав:ои же объем газа с проницаемостью µ0, происходит приращение 

!) Равная избытку вы.в;едяемого током тепла на,!( работой сторонних Э. Д. С. 

см. (2%'J. 
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магнитной энергии на величину'~" ii (1-1-14!)H281i (см. 265'). Из этой приобретенной 
энергии надо вычесть работу, затраченную при подъеме центра тяжести рассматри

ваемого слоя жидкости с массой :liS на высоту {-. Следовательно 
1 пJI gli2 , 

W = Br. (1-1 - 11о) rгSh - 2 :S. 

У стойч11во11у равновесию системы соответствует минимум потенциалыюи энергии. 

Стадо быть прп равновесии производная 

clW 
clh 

1 
Sr.(1-1- !-lo) I-/28 - gli:S, 

д0джна равнлться нулю, откуда и следует искомый результат, есди принять во вни

мание, что согласно (224') 
1-1 - 14! = 41t(x - х0). 

39. (Стр. 372). Та& &а& согласно § 49 (стр. 358) наличие приложенного извне 
напряжения эквивалентно наличию в цепи соответствующей сторонней Э. Д. С., то 

уравнение (275") примет в рассматриваемом случае вид 

J'R' = g1нпд.+-,1:- 'f't + 6''cd 
пли (сравни ур-ние 275) 

R'J' е' I,dJ' ,., , t · = (':' - , -dt + <!fo cos w • 

Дифференцируя это уравнение по t II воспользовавшись соотношением (274), 
получаем окончательно 

I , d2J
1 

R' clJ
1 

1 J' ,,;,, t 
, clt2 + ,1[ + с' =- (/)(!) о cos (О • 

Общее решение этого неоднородного уравнения выражается суммой общего 
решения соответствующего однородного уравнения (275') и произвольного частного 
решения рассматриваемого неоднородного уравнения. Первое слагаемое представляет 

собой собственные колебания контура, амплитуда которых благодаря затуханию 

с течением времени стремится к нулю. Что же касается частного решения рассмат

риваемого уравнения, то мы можем искать его в форме J' = J0' cos ( юt - 11). Внеся 
это выражение в наше уравиrиие и приравняв коэффициенты при sin юt и cos юt 
в правой и левой части уравнения (сравни задачу 36), получим два соотношения для 
определения J 0' и tg 11. 

1) В первом приближепин пренебрегаем иаиенением напряженности поля Н, обу

словленным изменением проиицае:.~ости среды. Это допустимо при малых зиачепинх 

равности 1-1 - \IO· 

за• 
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А. Правида умножения вС'кторов. 

Ска,лрное произнРд~ние аЬ: 

аЬ = (аЬ) = Ьа = аЬ cos (а, Ь) = ажЬж + п11Ьу + п,\. (а) 

Векторное произведение [аЬ] перпендикулярно вектора-.~ а II Ь, причем В(')Кторы 

а,Ь и [аЬ] образуют правовинтовую систему. Численное з1шченне вектора [abJ 
равно Шl'JЩади пара.1Лелогрю1а, построенного на вектор1,х а п Ь: 

i I abJ 1 = аЬ s·n (аЬ). 

( ~·) 

[abJ =- [baJ. ()') 

( о) 

= ± объем паралJ:елепипеда, построенного П'l векторах 1t, J, 11 с. 

[а (bc]l = Ь (ас) - с (аЬ). 

В. Форму.11ы век1.•орного ана.11иза. 

Теорема Гаусса (вторая): 

р an·clS= \ diva-dV. 

s v 
25, стр. 29. 

26, стр. 29. 
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. да., дау i'la. 
va=ll!YU= -·+-+- · 

i'l.:i: d.1/ i'\z 

Производная сt;,мяра по направлению s: 

(i)f) =Limf,-fo. 
<1s O ds~o ds 

i'li, 
gradf =-n. 

дп 

df df di> 
V'f = grad ,> = 1 - + j - + k ~. 

dX dy dZ 

R 
grada ll = R = - gradq R • 

grad" (bR) = Ь (Ь = const) · 

Теорема Грина: 

24, стр. 27 и 62, стр. G4. 

31, стр. 36. 

43, стр. 4:J. 

45, стр. 51. 

4fi', стр. 52 и 61, стр. GЗ. 

44', стр. 51. 

47, стр. 53. 

4-:, стр. 54. 

51, стр. 55. 

5~', стр. 59. 

49", стр. 55. 

59', стр. 60. 

63, стр. 64. 

70, стр. 70, 

70', стр. 71. 
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Теорема Стокса: 

" 
р (t,tls = \ rot" а 1/S. 

L S 

р a,rls 

rot" а= Lim -dS · 
dS-+'I 

t j k 
,\ <) <) 

[ v а 1 = rot а = дх 'dy дz 

(lx а!/ а. 

р rot,. а . rlS = О. 
8 

rot grud ;: = О, 

div rot а.= О, 
rot rot а = g1·ad div а - y2:t. 

grad ('f'ф) = ф grмl 'f' + 'f) grad ф, 
div (qia) = 'Р diY а+ а grad ~' 
rot (ipu) = 'f rot а+ [grad tp·a \. 

div f aJ1J = 11 rot а - а rot 11. 

Производная вектора по направлению а: 

<)Ь = Lim Ь' - Ь. 
да да.-+о Ла 

дЬ <)Ь <)Ь <)Ь 
an · Ь = а - = а - -+- а - + а, - · 

v да "' <)л 11 <)у ·• дz 

Если а есть потенциальный вектор (т. е. rot а= О), то 

1 1 av. а = 2 уа2 = 2 gro.d а~. 

175, стр. 214. 

174', стр. 215. 

64, стр. 65 и стр. 2Р. 

178, стр. 218. 

} (i5, стр. 85. 

} 66, стр. 66. 

67, стр. 67. 

68'", стр. 68. 

68' и 618", стр. 68. 

130. стр. 15'i. 
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Ампер а гипотеза 243, 31G. 
« закон 204. 

В а. р н е т то. эффект 316. 
В и о и С а. в а. р о. за.кои 206. 
В о ль ц м а. я а :юстояппа.я 139. 

« теорема 139, 307. 
Вектор-потенциал 220, 281. 
Вектор беввихревой 211. 

вихревой 225. 
« Герц а 413. 
с потенциальный 211. 

П о й я т и и г а 390. 
« соленоидальный 221. 

Вибра.тор Герц а. 411, 
В и д е м а. я о. и Ф р а н ц а закон ] 96. 
Вихрь 65, 218. 
Волна. 420. 
Волновое ура.внеиие 399. 
Восприимчивость магнитная 273. 
Время эффективное 404. 
Г а м и JI ь т о н о. оператор 63. 
Г а у д с м и т а. и Ю JI е и б е к а гипотеза 

317. 
Га у с с а теоремы:: перво.я 16; вторая 29. 
Гауссова. сис'Iема единица 264 и след. 
Ге р ц а вектор 413. 

« вибратор 411. 
Градиент 51. 
Гр и и а. теорема 70. 
Д в. л о.мб ер а. уравнение 399. 
Декремент ко.11еба.ний 370. 
Дж а у JI я закон 179, 180, 186. 
Диа.ма.гпетизм 274, 305. 
Дивергенция 27, 29. 

« поверхностна.я 36. 
Дипо.1ь 43. 

/ 
с ква.зиупругий 107, 143. 

Диполь магнитный 236, 239, 2[17, 276. 
« твердый 137, 143. 

Диполя поле 43, 55, 70. 
Дисперсия 436, 437. 
Диэлектрик 107. 
Диэлектрическа.я постоянно.я 113, 118, 141, 

437. 
Единицы измерения 264-271. 
Емкость 45, 48. 
Заряд ма.rнитиый 235. 

с пробный 9. 
« rочечны:й 6. 

свободный 113. 
< связанный 114. 

Защита э.1ектростатическая 46. 
З ом мер ф ель да. теория 199. 
Зона. во.11пова.я 419. 
Из.11учепие осцииятора. 421. 
Индукция магннтиая 279, 298. 

« токов 320 и след. 
« электрическа.я (вектор) 118. 
« электростатическая 46. 

Инерция тока 340, 371. 
Ир е и m о у теорема 104. 
Истоки по.11я 30, 34. 

« поверхностные 36. 
К о.мм ер ли и г - Он и е с 198. 
Квазнстациопарность 329, 409. 
К в и и к е 351. 
Кир х го фа закон первый 175; вrорой-

185. 
Кон.в;енса.тор 46, 48. 
Коэффициент взаимной индукции 252, 290, 

345. 
Коэффпциент самоиндукции 248. 290, 345. 
К у JI о и а закон .цля электр. зарядов 1- 7 

]13. 
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К у .11 о н а закон ;а;Jя маrннтных зарядов 

235. 
Кюри закон 247. 
Л а н ж е в е н а формуда 313. 
Л а п .11 а с а уравнение 60. 
Леи ц а правило 337. 
Линии гра;~;иента 52. 

« ин;~;укции 131. 
« сил электр. 56, 131; магн. 225. 
« тока 177. 

Листок магнитный 236, 256, 286. 
« « эJементарный 239. 

Л о р е н т ц а сила 261. 
Локализация энергии в поле 93, 453. 
Магнетик 272. 
Магнит постоянный 240, 275 и еле;~;., 345, 

351. 
Магнитомеханические явления 314. 
Макро- 11 мпкроскопичсскне величины 2, 

120. 
Момент ;~;иполя 43. 
Момент магнитный тока 239, 291. 
Мощность двойного с.воя 83. 
Набла 63. 
Намагниченне 273. 

« индуцированное 275. 
« постоянное 275. 

Напряжение 184. 
< B)l;OJIЬ пути 355. 

Напряженность магннт;:ого по.11я 205, 298. 
На пряжеиность электрич. по.11я 8. 
Насыщение иамаrничения 310, 313. 

« по.вяриsацю1 143. 
Натяжения 161. 
Непрерывности уравнение 176, 361, 3f-3. 
Нити тока 177. 
О III а закон 170, 174, 1 2, 193, 325. 
Оператор Гам и .11 ь тон а 63. 
Осциллятор 411. 
Отражение полное внутреннее 445. 
Парамагнетизм 272, 306. 
lleperopo;i;кa условная 233. 
Плотность ааря;~;а объемная 33. 

« « поверхностная 16, 21. 
« сн.11 электрических 99, lOt\ 154, 

160, 16~. 
П.11отвость снл магнитных 286, 346. 

« ТОКОВ 172 И C.lll;D;. 

« « поверхностных 440. 

Плотность энергии электрической 93, 146. 
« « магнитной 343. 

Поверхность разрыва- см. условия погра

ничные. 

Поверхность уровня 49. 
П о й н т и н г а вектор 390. 

« теорема 387. 
Показатель преломления 436. 
Поде вектора 9; скалнра 49. 

« «.11.еiiствующее на .11.1шоль» 134. 
« ]1.ИПОJIЯ 43, 55, 70. 
« квазистационарное 329, 4G9. 
« консервативное 37. 
« магнитное 205. 
« одноро.11.ное 24. 
« полное 92, 255. 
« потенциальное 37. 
« с•rацяонарное 175. 
« электрическое 7. 

Поляризация диэлектрика 108. 
« единицы объема 110. 
« электродов 86. 

По.'lярпзуемость ;~;нэлектрика 110. 
« моле~tулы 108. 

Постоянная диэлектрическая 113, 118, 141, 
437. 

Потенциал векторны11 220, 281. 
« запаз.11.ывающнп. 403. 
« ска.вярный магнитный 234. 
« « электрический 39. 

Потеициа,1ьная функция - см. функция по

тенциа.11ьн11я. 

Поток вектора 11. 
« магвитный 245. 
« магнитной ин.в;укции 289. 
« энергии 390. 

Прецессия электронных орбит 304. 
Прово.11.ник 22, 191. 

« и.11.еа.uьный 439. 
Производная по направлению от вектора 58. 

« « « от скаляра 49. 
Проницаемость магнитная 279. 
Пространство вихревое 225. 
Протон 1. 
П у а ,:, с о н а уравнение 56. 
Равенство .11.ействня и противо;~;е!lствия 166. 

203, 249. 
Ротор 65, 215. 
Самоин;~;укцня 252, 290, 345. 
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Сверхпровщи&юсть 198. 
Сила пон,11,еро111оторнап 8. 

тока 170. 
« « эффективн::~п 379. 
« электродвижущая индукции 321, 325. 
« « коптактная 188. 

« сторонняя 182, 383. 
Система. лево- 11 правовинтовая 9. 10. 
Скин-эффект 373. 
Скорость распространения поля 403, 4()7. 

« света 409, 42G. 
« течения энергии 429. 
« фа.зова.я 429. 

Слой двойной электрический 82. 
« « магнитный - см. листок маг-

IIИТНЫИ. 

Соленоид 240. 
Сопротивление 171. 
СопротиВJiение омичещсоо переменному то-

ку 379. 
Сопротивление удельное 172. 
Ст о к с а теорема. 215. 
Телеграфистов уравнение 448. 
Ток квазИJ111ие11ныи 184. 

« лииеriный 208. 
« молекулярный 292. 
« ПОJIИЫЙ 362. 
« поверхностный 439. 
« проводимости 362. 
« смещени11 362. 
« термоионный 60, 192. 
« элементарный 238. 

То мс о и а модель а.тома 109. 
« формула 370. 

Точки истока и наблщ,;ения 53. 
Трубка СИJIОВВЯ 229. 
Условия в бесконечности 40, 76, 223, 387. 

« квазистациоиа.рности 329, 409. 
« пограничиые 34, 76, 78, 128, 177, 

279, 361, 385, 441. 
Ферромагнетизм 274, 275, 311. 
Фиsически бесконечно мадыi:! 118. 
Функция потенциальная маrиитного поля 

246 и след., 289, 290. 
Цирв:уJiяция nектора 210. 
Час.тота циклическая 370. 
Число волновое 427. 
Эй н m те й и а - де Ха а с а эффект 

316. 
ЭквнваJiентность магнитного листка II тока 

236, 241, 256, 286. 
Электролит 86, 190. 
Электрон 1. 
Электрон вращающиася 317. 
Электроны свободные в металле 22, 191. 
Энергия конденсатора 87. 

« магнитная 334, 343, 345. 
« полна.я 95. 
« собственная 94, 344. 
« э.1ектрическая 87, 144. 

Юле и бек а и Га уд см и та rипо1еза 

317. 
Лuления маrнитомеханическ~1е 314. 
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