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Auszug aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Den Grundstein zur Mechanik hat Newton gelegt, der
wohl vor allem durch seine Groftaten auf diesem Gebiete
dauernden Ruhm beanspruchen kann. Spitere Gelehrte haben
zwar seine Prinzipien analytisch fortentwickelt und derén An-
wendungsbereich erweitert, aber den Prinzipien selber gegeniiber
spielen sie doch nur die Rolle von Erkldrern. Nichtsdesto-
weniger konnen wir in der neueren Forschung ein Bestreben
finden, das seiner Natur nach ein allméihlicher Wechsel in den
Gesichtspunkten ist: Gegeniiber dem Suchen nach Ursachen
tritt mehr die Neigung in den Vordergrund, das zu erreichende
Ziel in einer scharfen Formulierung der beobachteten Erschei-
nungen zu sehen. Andererseits sind die modernen Forscher in
einer wichtigen Hinsicht von der Form der Newtonschen
Theorie abgegangen. Der philosophische Grundsatz, daB8 jede
Bewegung relativ ist, steht in ausgesprochenem Gegensatz mit
Newtons dynamischem Apparat von absoluter Zeit, absolutem
Raum und absoluter Bewegung. Es .hat sich ndtig gemacht,
die Prinzipien und die aus ihnen abgeleiteten Ergebnisse von
neuem zu erwigen und zu ermitteln, welcher Abdnderungen
es bedarf, um die von Newton begriindete Theorie der Ra-
tionellen Mechanik mit der Lehre von der Relativitdit der
Bewegung in Einklang zu bringen.

Dieses Buch soll ein Lehrbuch sein. Es soll den Studie-
renden einen moglichst genauen Bericht iiber die Prinzipien
der Mechanik geben, der mit den modernen Ansichten im
Einklang steht.

Die Studenten, fiir die das Buch bestimmt ist. kénnen
noch Anfinger in der Hoheren Mathematik sein. Vom Leser
wird nur vorausgesetzt, daB er einige Kenntnisse in analyti-
scher Geometrie der Ebene besitzt und da8 ihm die Elemente
der Differential- und Integralrechnung nicht mehr ganz unbe-
kannt sind. Uber rdumliche Geometrie und Diffenrential-
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gleichungen braucht er nichts zu wissen. Der Apparat der
Cartesischen Koordinaten in drei Dimensionen wird im Buche
selbst beschrieben; ebenso werden die Losungen der auftreten-
den Differentialgleichungen erklirt. Hiufig ist den analytischen
Methoden gegeniiber den geometrischen der Vorzug gegeben
worden, da sie fiir die Studenten wahrscheinlich niitzlicher sein
werden, deren Bediirfnisse immer im Auge behalten sind.

Im AnschluB an die im Text gebrachten Beispiele, die
einige wohlbekannte Probleme enthalten und auf die im fol-
genden Bezug genommen wird, sind einigen Kapiteln gréBere
Aufgabensammlungen beigefiigt. Ich hoffe, daB sich diese eben-
sowohl fiir die Lehrer als auch fiir die Studenten beim Repe-
tieren des Stoffes als niitzlich erweisen. Die Beispiele sind
zum groflten Teil aus den Examensakten der Universitit ent-
nommen; andere, aber nur zum geringeren Teil, die ich in
diesen Akten nicht gefunden habe, stammen aus den wohl-
bekannten Sammlungen von Besant, Routh nnd Wolsten-
holme.

Von den Werken, die mir in Prinzipienfragen recht gute
Dienste geleistet haben, nenne ich Kirchhoffs Vorlesungen
iber Mathematische Physik (Mechanik), Pearsons
Grammar of Science und Machs Mechanik. Das letztere
sollte iiberhaupt jeder Student besitzen, der Interesse fiir die
geschichtliche Entwicklung der dynamischen Anschauungen hat.
Fiir die Methoden der Behandlung einzelner Fragen verdanke
ich vieles den Vorlesungen des Herrn R. R. Webb, dem ich
mich dadurch sehr verpflichtet fiihle.

Cambridge, August 1897.
A. E. H. Love.



Vorwort zur zweiten Auflage.

Die in der neuen Auflage getroffenen Abinderungen be-
stehen im wesentlichen in einer Umgruppierung des Stoffes.
Der hauptsichlichste Grund hierfiir war der Wunsch, einesteils
die Theorie in einer weniger abstrakten Weise zu bringen
und andererseits lange einleitende Erorterungen zu vermeiden.

Wie bereits in der ersten Auflage sind wieder einzelne
Abschnitte mit einem Sternchen bezeichnet. Das bedeutet, daB
sie beim erstmaligen Lesen am besten weggelassen werden.
Die Sammlungen vermischter Beispiele am Ende der meisten
Kapitel sind mit einzelnen Anderungen beibehalten worden.
Simtliche Beispiele wurden nochmals nachgerechnet oder kor-
rigiert, so da zu hoffen ist, da nur noch wenige Fehler darin
enthalten sind. Denjenigen Studenten, die das Buch ohne An-
leitung durch einen Lehrer lesen wollen, rate ich, vor allem
den Abschnitten ohne Sternchen ihre . Aufmerksamkeit zu
schenken und sich zuniichst auf die im Text angefiihrten Bei-
spiele ohne Sternchen zu beschrinken.

SchlieBlich danke ich Herrn A. E. Jolliffe bestens fir
seine freundliche Unterstiitzung durch das Lesen der Kor-
rekturen,

Oxford, September 1906.
A. E. H. Love.



Vorwort des Ubersetzers.

Nach dem langjahrigen Kriege mag die deutsche Heraus-
gabe dieses englischen Buches manchem unangebracht er-
scheinen, vielleicht umsomehr, als wir an guten deutschen
Mechanikbiichern keinen Mangel haben. Wenn ich die bereits
im Jahre 1913 auf Anregung des Verlages begonnene Uber-
setzung nach einer Unterbrechung von 4!/, Jahren, wihrend
denen ich im Felde stand, trotzdem zu Ende gefiihrt habe, so
geschah es aus der Meinung heraus, daB die Naturwissenschaft
ebenso wie die Natur selbst zwischen den einzelnen Vélkern
keine Gegensitze kennt.

Das vorliegende Buch ist eine ziemlich wortgetreue Uber-
setzung der englischen Originalausgabe. Anderungen haben
nur insofern stattgefunden, als einige Fehler der englischen
Ausgabe verbessert und fiir die englischen MaBe die deutschen
eingefithrt sind. Auch die englischen Literaturangaben sind
beibehalten worden. Das alphabetische Sachverzeichnis wurde
dagegen wesentlich erginzt. Von den vielen Ubungsaufgaben
konnten die Losungen nur zum kleinen Teil nachgerechnet
werden, da hierzu ein unverhaltnisméaBig groBer Zeitaufwand
noétig gewesen wire, der sich umsomehr verbot, als der Verlag
bei der Honorierung auf die seit 1913 ja wesentlich ver-
dnderten Verhiltnisse so gut wie keine Riicksicht nehmen zu
konnen glaubte.

Merseburg, Ostern 1920.
H. Polster.
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Einleitung,

1. Die Mechanik ist eine Naturwissenschaft. Ihre Angaben
sind Erfahrungstatsachen, ihre Prinzipe sind aus der Erfahrung ge-
wonnene allgemein giiltige Regeln. Die Grundlage fiir jede Natur-
wissenschaft bildet ein Satz, der selber aus vielen einzelnen Er-
fahrungstatsachen abgeleitet ist: der ,Satz von der Bestédndigkeit
der Natur®. Diesen Satz kann man etwa folgendermaBen aus-
sprechen: ,Naturereignisse finden nach unverénderlichen Ge-
setzen von Ursache und Wirkung statt. Die Aufgabe der
Naturwissenschaft besteht darin, die Vorgénge in der Natur in
Ubereinstimmung mit denjenigen Gesetzen zu beschreiben, denen
diese Naturvorgiinge zu gehorchen scheinen. Diese durch Be-
obachtung gefundenen Regeln dringen unserem Verstand ge-
wisse allgemeine Begriffe auf, durch deren Einfithrung es mog-
lich wird, die Regeln in abstrakte Form zu kleiden. Solche
abstrakte Formulierungen der Regeln von Ursache und Wirkung,
denen die Naturereignisse gehorchen, nennen wir ,Naturgesetze“.
Wenn eine solche Regel durch die Beobachtung gefunden und
das entsprechende Gesetz formuliert worden ist, so wird es
moglich, eine gewisse Art von zukiinftigen Geschehnissen vor-
auszusagen.

Die Mechanik beschiftigt sich mit einer besonderen Art
von Naturereignissen, nimlich mit den Bewegungen materieller
Korper. Ihre Aufgabe ist die Beschreibung dieser Bewegungen
in Ubereinstimmung mit den Gesetzen, denen sie gehorchen.
Zu diesem Zwecke ist es notig, eine Anzahl abstrakter Begriffe
einzufiilhren und zu definieren, die sich uns durch die Beob-
achtung der Bewegung wirklicher Korper aufdringen. KEs ist
dann moglich, Gesetze zu formulieren, nach denen solche Be-
wegungen vor sich gehen; diese Gesetze ermdglichen uns, zu-

1) Historische Arbeiten wurden herausgegeben von E. Mach,
Die Mechanik, 1893, und von H. Cox, Mechanics, Cambridge 1904.

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 1
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kiinftige Bewegungen und Lagen von Korpern aus ihnen ab
zuleiten und die so gemachten V oraussagen durch die Erfah-
rung nachtriglich bestdtigen zu lassen. Bei diesem Formu-
lierungsproze nimmt die Lehre den Charakter einer abstrakten
Verstandeswissenschaft an, bei der alle voraussetzenden An-
nahmen durch die Erfahrung eingegeben, alle Schliisse durch
den Verstand gefolgert sind. Der Priifstein fiir die Giiltigkeit
einer solchen Verstandeswissenschaft liegt darin, daB sie in
sich zu keinen Widerspriichen fiihrt, und der Beweis ihrer
Brauchbarkeit darin, dal sie fihig ist Regeln zu liefern, nach
denen die Naturereignisse wirklich vor sich gehen.

Das Studium einer solchen Wissenschaft muB zum Teil
experimentell betrieben werden, zum Teil aber auch geschicht-
lich. Man sollte sowchl etwas von der Art der Experimente
wissen, aus denen die abstrakten Schliisse der Theorie abge-
leitet wurden, als auch etwas von dem Vorsichgehen des in-
duktiven SchlieBens, wie man zu diesen Schliissen kam. Es
kann wohl vorausgesetzt werden, daB einige Vorstudien in dieser
Richtung gemacht worden sind.

Zweck dieses Buches ist die Formulierung der Prinzipe
und die Erlduterung ihrer Anwendung.

2. Die Bewegung eines materiellen Punktes. Wie oben
gesagt, besteht unsere Aufgabe in der Beschreibung der Be-
wegungen von Korpern. Hier macht sich eine Vereinfachung
notig, weil im allgemeinen nicht alle Teile eines Korpers die
gleiche Bewegung ausfithren; wir wollen insofern eine Verein-
fachung eintreten lassen, als wir nur die Bewegung eines so
kleinen Korperstiickes betrachten, da der Unterschied zwischen
den Bewegungen seiner einzelnen Teile vernachlissigt werden
kann. Wie klein das Stiick sein muBl, damit dies der Fall ist,
laBt sich im voraus nicht sagen; aber wir vermeiden die hierin
liegende Schwierigkeit dadurch, daB wir es als einen geo-
metrischen Punkt ansehen. Wir denken also zunichst an
die Bewegung eines Punktes. Ein sich bewegender Punkt,
der die mit der Zeit wechselnde Lage eines kleinen Koérper-
stiickes angeben soll, mag ein ,materieller Punkt“ genannt
werden.

.yBewegung® soll definiert werden als die mit der Zeit
vor sich gehende Verdnderung der Lage.

Im Hinblick auf diese Definition ist es ndtig, sich zunichst
mit zweierlei zu beschéftigen: mit dem Messen der Zeit und
mit der Bestimmung der Lage.
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8. Das Messen der Zeit. Ein Zeitpunkt ist von einem
andern durch ein Zeitintervall getrennt. Die Grofle des
Intervalles kann durch den Zuwachs gemessen werden, der
bei irgendeinem wihrend des Zeitintervalles stetig verlaufenden
Vorgange stattfindet. Fiir die -Mechanik ist es meist zweck-
miBiger, sich die Zeit selbst als meBbar vorzustellen, als sie
durch einen bestimmten Vorgang gemessen zu denken.

Der ProzeB, der gewohnlich fiir die Zeitmessung gewihlt
wird, ist die mittlere Drehung der Erde um die Sonne; die
Einheit, mittels der man diesen ProzeB mift, wird die ,mittlere
Sonnensekunde“ genannt. Im weiteren Verlauf dieses Buches
wollen wir grundsitzlich annehmen, daB die Zeit durchweg
in dieser Weise gemessen wird, und wir wollen das ZeitmaB,
das zwischen zwei einzelnen Zeitpunkten verstreicht, mit dem
Buchstaben t bezeichnen; ¢ ist dann eine reelle positive Zahl;
das damit bezeichnete Zeitintervall betragt ¢ Sekunden.

4. Die Bestimmung der Lage. Unter der ,Lage eines
Punktes“ versteht man seine Lage relativ zu anderen Punkten.
Die Lage eines Punktes relativ zu einer Anzahl Punkte ist nur
bestimmt, wenn sich unter
den letzteren vier Punkte
befinden, die nicht alle in
einer Ebene liegen. O, 4, B,

C mogen vier solche Punkte
sein; einer von ihnen, O,
wird als sogenannter Ur-
sprung gewdhlt, und die
drei Ebenen OBC, OCA,
0 A B sind die Seiten einer
dreiflichigen Ecke, die ihren
Scheitel in O hat (s. Fig. 1).

Die Lage eines Punktes
P mit Bezug auf diese drei- A .
flichige Ecke ist folgender- Fig. 1.
mafBen bestimmt: Wir ziehen
PN parallel zu OC bis zum DurchstoBpunkt N mit der Ebene
AOB; darauf ziehen wir NM parallel zu OB bis zum Schnitt M
mit OA. Die Strecken OM, MN, NP bestimmen dann die Lage
von P. Wihlt man eine bestimmte Strecke, z. B. ein Zenti-
meter, als Lingencinheit, so wird jede dieser Strecken durch
eine Zahl, d. h. durch die Anzahl Zentimeter, dargestellt, die

1*
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in ihr enthalten sind. Wie man sieht, ist OP die Diagonale
eines Parallelepipeds und OM, MN, NP sind drei Kanten, von
denen keine der anderen parallel liuft. Die Lage eines Punktes
ist also durch ein Parallelepiped bestimmt, dessen Kanten den
Bezugsachsen 04, OB, OC parallel laufen und dessen eine
Diagonale die Verbindungslinie des Punktes mit dem Ursprung ist.

Im allgemeinen ist es vorteilhaft, zu Bezugsachsen drei
zueinander senkrechte Gerade zu wihlen, weil dann die Seiten-
flichen der Ecke auch rechtwinklig zueinander stehen. Drei
derartig gewdhlte Gerade nennt man ein dreifach recht-
winkliges Achsenkreuz und die Ebenen, die je zwei von
diesen Geraden enthalten, heiBen die Koordinatenebenen?)..

Aus Fig. 2 ist ersichtlich, daB drei rechtwinklige Koordi-
natenebenen den Raum um einen Punkt in acht Teilrdume

.................................

c o
3 8 o B y
S e ;
z :
Fig. 2.

zerlegen; die einzelne dreiflichige Ecke O 4 BC ist ein solcher
Teilraum. Die Strecken OM, MN, NP der Fig. 1, mit be-
stimmten Vorzeichen behaftet, werden die Koordinaten
des Punktes P genannt und mit den Buchstaben z, y, z be-
zeichnet. Die Vorzeichenregel ist folgende: x ist positiv, wenn
P und A auf derselben Seite der Ebene BOC liegen, und es
ist negativ, wenn P und A sich auf entgegengesetzten Seiten
der Ebene BOC befinden. Das gleiche gilt fiir y und 2

Sind die ‘Achsen wie in Fig. 2 gezeichnet und benannt, so nennt

man sie ,rechtshindig”. Sind die Buchstaben z und y vertauscht, so
heiBen die Achsen ,linkshindig“. Fiir die meisten Anwendungen der

1) Wir werden im weiteren Verlauf des Buches nur von recht-
winkligen Koordinaten Gebrauch machen.
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Mathematik in der Physik sind rechtshéndige Achsen den linkshéndigen
vorzuziehen?).

Zur Veranschaulichung kénnen wir uns das Gebiet, in dem z, y, 2
simtlich positiv sind, durch zwei aneinander stoBende Zimmerwinde und
den FuBboden begrenzt denken.
Wenn wir gegen eine Wand
sehen, die andere Wand zur
Linken, und wir nennen die
Schnittlinie dieser Wandebenen
die z-Achse, die Durchdringungs-
kante der links Dbefindlichen
Wandebene mit der Boden-
ebene die x-Achse und die
Durchdringung des FuBbodens
mit der Wand vor uns die
y-Achse, so haben wir ein o
yrechtshindiges Koordinaten- Y

system“. Eine gewohnliche oder
rechtsgingige Schraube, die so /
gedreht wird, daB sie sich in

der positiven Richtung der -, =

(oder y- oder z-) Achse vor- Fig. 3.

schraubt, dreht sich in dem-

selben Sinne, wie ein Strahl,

der sich aus der positiven Richtung der y- (oder z- oder x-) Achse in
die positive Richtung der 2- (oder x- oder y-) Achse bewegt. Der Dreh-
sinn, der zu den drei Schrauben gehort, ist in Fig. 3 angegeben.

z

5. Das Bezugssystem. Drei aufeinander senkrechte Gerade
04, OB, 0C, in Bezug auf welche .die Lage eines Punktes P
bestimmt werden kann, wird ein Bezugssystem genannt.

Um ein Bezugssystem festzulegen, miissen wir imstande
sein, einen Punkt zu zeichnen, durch ihn eine Gerade zu ziehen
und durch diese Gerade eine Ebene zu legen. O mag der Punkt
gein; 0A die Gerade durch diesen Punkt und 04 B eine Ebene
durch die Gerade. Wir konnen in dieser Ebene durch O eine
zu OA rechtwinklige Gerade ziehen und in O eine Senkrechte
zur Ebene errichten.

Die so bestimmten drei Geraden konnen als Bezugssystem
benutzt werden.

In Wirklichkeit kénnen wir keinen Punkt, sondern nur einen kleinen
Teil eines Korpers zeichnen, z. B. kann man einen Ort auf der Erd-
oberfliche als Ursprung wihlen. Dann kdnnen wir in diesem Ort immer
eine besondere Gerade, die Vertikale des Ortes bestimmen. Recht-
winklig zu ihr haben wir eine besondere Ebene, die Horizontalebene des

Ortes; auf dieser Ebene konnen wir die nach Norden zeigende Gerade
ziehen oder eine Gerade in einer anderen etwa mittels des Kompasses

1) In diesem Buche werden rechtshéndige Achsen genommen werden,
auBer wenn das Gegenteil besonders angegeben ist.
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bestimmten Richtung; dann haben wir ein Bezugssystem. Auch konnten
wir von dem Orte nach drei sichtbaren Sternen Geraden ziehen, die
ebenfalls ein Bezugssystem bestimmen wiirden. Oder aber wir konnten
als Ursprung den Mittelpunkt der Sonne wihlen und als Bezugsgerade
drei gerade Linien, die von da nach drei Sternen zeigen.

Wenn wir es mit den Bewegungen von Kérpern nahe der
Erdoberfliche zu tun haben, z. B. mit der Bewegung eines
Zuges, einer Kanonenkugel oder eines Pendels, so werden wir
gewohnlich als Bezugssystem Geraden wihlen, die fest mit der
Erde verbunden sind und wir werden als eine dieser Linien
meist die Vertikale an dem betreffenden Orte benutzen. Han-
delt es sich dagegen um die Bewegung der Erde, eines Pla-
neten oder des Mandes, so werden wir gewohnlich das Bezugs-
system mit Hilfe der ,Fixsterne“ festlegen.

Ein Punkt, eine Linie oder eine Ebene, die eine zum ge-
wihlten Bezugssystem feste Lage einnimmt, soll ,fest“ genannt
werden.

6. Die Wahl des fiir die Zeitmessung gewiihlten Vorgangs und
des Bezugssystems. Die Zeit mag durch einen stetig fortschreitenden Vor-
gang gemessen werden. Gleiche Zeitintervalle sind solche, in denen der
zur Zeitmessung benutzte Vorgang um gleich viel fortschreitet; verschie-
dene Zeitriume stehen in demselben Verhiltnis, wie die Zuwiichse des
Prozesses, die in diesen Zeiten zu verzeichnen sind. In einem Zeitintervall
mogen viele Prozesse zugleich stattfinden; einer von ihnen wird zur Zeit-
messung ausgewahlt. Wir wollen ihn den ZeitmaBprozess nennen.
,,Gleichférmige Prozesse sind solche, bei denen in gleichen Zeitriumen
gleiche Zuwiichse erreicht werden. Prozesse, fiir welche das nicht gilt, nennt
man ungleichférmig. Es ist klar, daB Prozesse, die gleichformig sind,
wenn sie durch den einen ZeitmaBprozeB gemessen werden, ungleichfsrmig
sein konnen, wenn man sie durch einen anderen ZeitmaBproze miBt.
Die Wahl eines ZeitmaBprozesses steht ganz in unserem Belieben; er-
wiinscht ist nur, daB sie so ausfillt, daB eine Anzahl fiir uns unkon-
trollierbarer Prozesse als gleichformig oder nahezu gleichférmig erscheint;
man sieht wohl ein, dall es wiinschenswert ist, wenn der ZeitmaBprozeB
zu unserem téglichen Leben in enger Beziehung steht. Die Wahl der
mittleren Sonnensekunde als Einheit entspricht diesen Bedingungen. So-
lange gegen letztere nicht verstoBen wird, steht es uns frei, eine abwei-
chende Zeitrechnung zu wihlen, um die Beschreibung der Bewegung
der Korper zu vereinfachen.

Die Wahl eines passenden Bezugsystems liegt ebenso wie die Wahl
des ZeitmaBprozesses, in unserer Willkiir; es ist klar,” daB einige Be-
wegungen sich einfacher beschreiben lassen, wenn diese Wahl in der
einen, als wenn sie in einer anderen Weise getroffen wird. Wir werden
darauf noch in Kapitel XI zuriickkommen.



I. Verschiebung, Geschwindigkeit,
Beschleunigung.

7. Vorbemerkung. Die Geschichte der Mechanik zeigt uns,
wie man  durch das Studium der Bewegungen fallender Korper
dazu gedréngt — den Begriffen der verdnderlichen Geschwindig-
keit und Beschleunigung mehr und mehr Beachtung schenkte,
und wie, besonders durch den Satz vom sogenannten ,,Parallelo-
gramm der Krifte“ angeregt, der vektorielle Charakter solcher
GréBen wie Kraft und Beschleunigung erkannt wurde. Wir-wollen
uns zunichst mit genauen und ausdriicklichen Definitionen einiger
VektorgroBen und mit einigen unmittelbaren Folgerungen aus
diesen Definitionen beschéftigen.

8. Die Verschiebung. Ein Punkt, der in bezug auf ein Koordi-
natensystem in einem bestimmten Augenblick eine Lage P hatte,
mége in irgend einem spiteren Augenblick eine Lage ¢ gegeniiber
diesem Koordinatensystem einnehmen (Fig. 4).
Man sagt dann von dem Punkt, er habe eine
yLageninderung“ oder eine ,Verschie-
bung® erlitten. Wir wollen die Strecke PQ
ziechen. Es ist klar, daB die Verschiebung
durch diese Strecke genau bestimmt ist; wir
sagen, sie wird durch diese Strecke dar-
gestellt. Die durch P gezogene Strecke
PQ mége nach beiden Seiten ins Unend-
liche verlingert und zu ihr durch irgend o |
einen anderen Punkt, z. B. durch O, eine
Parallele gezogen werden. Dann bestimmt
diese neue Gerade eine gewisse Richtung.
Das ist die Richtung der Verschiebung. Diese Gerade kann in
doppeltem Richtungssinne durchlaufen werden; der eine Sinn, O R,
nimlich der Richtungssinn von O nach demjenigen Punkte R,
welcher die vierte Ecke eines Parallelogramms bildet, das OP

Fig. 4.
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und PQ als aneinanderstoBende Seiten besitzt, ist der Sinn
unserer Verschiebung. Die Strecke P@ wird durch die Anzahl
der Lingeneinheiten gemessen, die sie enthilt. Diese MaBzahl
ist die GréBe der Verschiebung. Die spitere Lage @ ist voll-
standig bestimmt durch

1. die vorhergehende Lage P,

2. die Richtung der Verschiebung,

3. den Richtungssinn der Verschiebung,

4. die GroBe der Verschiebung.

Ferner erkennt man (Fig. 5), daB} genau dieselbe Lagenande-
rung erreicht wird, wenn man einen Punkt von P nach K lings

der Geraden PK und von K nach @ lings der

a Geraden K bewegt, anstatt den Punkt von

P nach @ direkt lings der Geraden PQ zu

fiihren. Das heiBt: die durch die Geraden

PK und K@ dargestellten Verschiebungen
sind der Verschiebung P@ gleichwertig.

Die Verschiebung ist eine GréB8e; denn
eine Verschiebung kann groBer, gleich oder
kleiner sein als eine andere; aber zwei Ver-
schiebungen in verschiedenen Richtungen oder
P in verschiedenem Sinne sind einander offen-

Fig. 5. bar nicht gleichwertig, selbst wenn sie der

GroBe nach gleich sind; eine solche Verschie-
bung gehort zu der Klasse mathematischer GroBen, die unter dem
Namen Vektoren oder gerichtete GréBen bekannt sind.

9. Die Definition des Vektors. Ein Vektor kann als eine
gerichtete Grofe definiert werden, die einer bestimmten Ope-
rationsregel?) gehorcht.

Mit eiper ,gerichteten Grofe“ meinen wir einen Gegen-
stand mathematischen Denkens, zu dessen Bestimmung drei
Dinge erforderlich sind: 1. eine Zahl, die man das MaB dieser
GroBe nennt; 2. die Richtung einer.Geraden, die die Richtung
der GroBe genannt wird; 3. den Sinn, in dem man die Gerade
von einem ijhrer Punkte zu einem anderen als gezogen an-
nimmt und den man den Richtungssinn der GréBe nennt.

Es moge eine bestimmte Strecke als Lingeneinheit ge-
wihlt werden. Dann kann man von einem Punkte aus eine ge-

1) Die Operationsregel ist ein wesentlicher Bestandteil der Definition.
Z. B. ist die Drehung um eine Achse kein Vektor, obwohl sie eine ge-
richtete GréBe ist,
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rade Linie ziehen, die den Vektor') nach GroBe, Richtung
und Sinn darstellt. Der Sinn der geraden Linie wird dadurch
angegeben, daB man zwei ihrer Punkte in der Reihenfolge nennt,
in der sie von einem die Linie durchlaufenden Punkte er-
reicht werden.

Die mathematische Operatiosregel, der die Vektoren unter-
liegen, gibt an, wie man einen Vektor durch andere Vektoren
ersetzen kann, denen er [der Definition nach] gleichwertig ist.

Diese Regel kann in zwei Teile geteilt und folgender-
mafen ausgesprochen werden:

1. Vektoren, welche durch gleich groBe und parallele Strecken
dargestellt werden, die von verschiedenen Punkten in gleichem
Sinne gezogen sind, sind gleichwertig.

2. Der Vektor, der durch eine Strecke AC dargestellt
wird, ist gleichwertig mit zwei Vektoren, die durch die Strecken
AB, B¢ dargestellt werden. wobei A, B, C ganz beliebige
Punkte sein koénnen.

Als solche eben definierte Vektorgroflen merken wir uns 1. die

Verschiebung eines Massenpunktes, 2. das Kriftepaar, das an einem
starren Korper angreift.

10. Beispiele gleichwertiger Vektoren. Wenn AC und A'C’
gleiche und parallele Strecken sind (Fig. 6), so konnen ihre End-

c’

J=
Fig. 6. Fig. 7.

punkte durch zwei Gerade A4’ und CC’ verbunden werden, die
ebenfalls gleichgroB und parallel sind; dann sind die durch AC und

1) Die Linie ist nicht der Vektor. Die Linie besitzt eine Eigen-
schaft — man nennt sie Raumausdehnung —, die der Vektor nicht hat.
Von dem fertigen Begriff,  den wir mit der geraden Linie verbinden,
miissen wir diese Eigenschaft weglassen, wenn wir damit den Vektor
darstellen. Andererseits unterliegt der Vektor einer Operationsregel, der
eine gerade Linie nur durch willkiirliche Abmachungen unterworfen
werden kann.
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A'C’ dargestellten Vektoren gleichwertig; die durch 4C und
C'4’ dargestellten Vektoren sind dagegen nicht gleichwertig.
Sind andererseits 4, B, C (Fig. 7) drei beliebige Punkte und
konstruiert man ein Parallelogramm A BCD, das 4B und BC
als aneinanderstoBende Seiten hat, so sind 4 D und BC gleich-
wertige Vektoren. Ebenso ist der Vektor AC den Vektoren
AB, BC oder denen AD, DC oder

¢ endlich denen 4 B, A D gleichwertig.
Wenn man ferner ein ebenes oder
rdumliches Vieleck konstruiert, das 4C
als eine Seite und irgendwelche Punkte
I, Q,...,T als Ecken hat (Fig.8), so ist
der durch AC dargestellte Vektor den-
jenigen Vektoren gleichwertig, die durch
‘ AP, PQ, ..., TC dargestellt werden.
Das ergibt sich daher, weil der Defini-
A tion nach die Vektoren AP und PQ
T durch AQ usw. ersetzt werden konnen.
Diese Angabe ist unabhingig von der
Fig. 8. Zahl der Seiten des Polygons und von
der Reihenfolge, in der man die Eck-
punkte aufeinander folgen 1aBt, hierbei soll zundchst keine
Ecke mebr als einmal gewihlt und die Voraussetzung gemacht
werden, daB die Punkte 4 und C als erste und letzte Ecke
gelten. (Die Beschrinkung, daB keine Ecke mehr als einmal
genommen.werden mdge, werden wir bald wieder fallen lassen.)

Q
[+ \ /\
/ C
/\\ \l/, \
\— %
B o) B D

Fig. 9.

Ist im besonderen Fall das Vieleck ein raumliches Vier-
eck 4 BDC, so laBt sich ein Parallelepiped konstruieren, dessen
Kanten parallel zu 4B, BD, DC laufen, und das AC als eine
Diagonale enthilt. Dann ist der Vektor 4C denjenigen Vek-
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toren gleichwertig, welche durch die Kanten 4B, AP, 4Q
dargestellt werden, die sich in A treffen (s. Fig. 9).

Meist ist es am zweckmiBigsten, das Parallelepiped so zu
wihlen, daB3 seine Kanten mit den Koordinatenachsen zusammen-
fallen, denen gegeniiber die Lage der Punkte bestimmt ist.

11. Komponenten und Resultierende. Einen Vektorenzug,
der einem einzigen Vektor gleichwertig ist, nennt man seine
Komponenten; der einzelne Vektor, dem er gleichwertig ist,
heit die Resultierende.

Das Verfahren, einen resultierenden Vektor aus gegebenen
Komponenten-Vektoren abzuleiten, nennt man Zusammen-
setzung von Vektoren; wir sagen auch: wir setzen Kom-
ponenten zusammen, um die Resultierende zu erhalten.
Das Verfahren, aus einem gegebenen Vektor Komponenten in
verschiedenen Richtungen abzuleiten, heit die Zerlegung in
Komponenten, und wir sagen, wir zerlegen den Vektor
in den gegebenen Richtungen, um die Komponenten in diesen
Richtungen zu erhalten.

Es erhellt aus den Konstruktionen des vorigen Abschnitts,
daB wir einen Vektor in eindeutiger Weise in Komponenten
parallel zu zwei beliebigen Geraden zerlegen konnen, die in einer
zu diesem Vektor parallelen Ebene liegen, und daB wir anderer-
geits den Vektor ebenfalls auf eindeutige Weise in Kompo-
nenten zu zerlegen vermdgen, die parallel zu drei nicht in
eine Ebene fallenden Geraden laufen.

Wenn die Richtungen der Komponenten-Vektoren recht-
winklig zuecinander stehen, so nennen wir die Komponenten
die Seitenvektoren des resultierenden Vektors in den ent-
sprechenden Richtungen.

Nehmen wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem an, so
kann also ein zu einer Koordinatenebene (z. B. zur xy-Ebene)
paralleler Vektor in Komponenten zerlegt werden, die zu den
z- und y-Achsen parallel laufen, diese Komponenten sind dann
die Seitenvektoren in den Richtungen der xz- und y-Achsen.

Andererseits kann ein Vektor in einem dreifach recht-
winkligen Koordinatensystem in Komponenten parallel zu
den 2-, y- und z-Achsen zerlegt werden; diese Komponenten
sind die Seitenvektoren des Vektors in Richtung. dieser drei
Achsen.

Im ersteren Falle moge OP den Vektor darstellen (Fig. 10).
Ziehen wir PM senkrecht zu Oz, so stellen OM und MP
die Seitenvektoren des Vektors parallel zu den Achsen dar.



12 Verschiebung, Geschwindigkeit, Beschleunigung.

Ist R die GroBle des durch OP dargestellten Vektors und
sind @, @ die Winkel!) zwischen OP und Qz bzw. Oy, so
sind Rcos © und Rcos @ die Gréfen der entsprechenden Seiten-

vektoren; diese sind also
y die Projektionen von OP
P auf die Achsen.

Im allgemeineren Falle
(Fig. 12) bedeute OP den
Vektor und es werde ein
Parallelepiped mit O und P
7 als gegeniiberliegende Ecken
0 M gezeichnet, dessen Seiten-
flichen parallel den Koordi-
natenekenen sein mogen.
Die Seitenvektoren des Vek-
tors in Richtung der Achsen
sind ihrer GroBe nach gleich
den Projektionen von OP
auf die Achsen. Ist R die GréBe des Vektors OP und sind
[, m, n die Koginus der Winkel, die OP der Reihe nach mit
den Achsen Oz, Oy, Oz einschlieBt, so sind die entsprechenden
Seitenvektoren in dieser Richtung R-I, R-m, R-n.

Diese Beziehungen bestimmen sowohl den Sinn als auch
die GroBe der Seitenvektoren; sind ndmlich cos ® bzw. im
zweiten Falle | negativ, so liegt die der x-Achse parallele
Komponente in der negativen Richtung dieser Achse, d. h. in
der Verlingerung der Richtung 20.

Man erkennt aus dieser Regel, daB ein Vektor eindeutig be-
stimmt ist, wenn seine Seitenvektoren in Richtung dreier auf-
einander senkrechten Geraden der GroBe und Richtung nach

.}

Fig. 10.

Y ) In Fig. 10 ist cos ¢ =sin @, aber
es ist leicht eine Figur zu zeichnen, z. B.
Fig. 11, in der cos ® = —sin @ zu sein
scheint. Mit dem gewohnten Uberein-
kommen betreffs der Vorzeichen der tri-
gonometrischen Funktionen werden wir
immer bhaben

o 6 cos =gin O,

P vorausgesetzt, dal mit ® der Winkel be-
zeichnet wird, den die Gerade OP be-
schreibt, wenn sie sich von Oz aus-
gehend um O im Sinne von Ox nach

Fig. 11. Oy dreht.
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gegeben sind, d. h. es gibt einen und nur einen einzigen Vektor
zu drei gegebenen Seitenvektoren parallel zu drei solchen Geraden.

Fig. 12.

Die Konstruktion im ersteren dieser Fille ist eine Kon-
struktion der Seitenvektoren eines Vektors parallel und senk-
recht zu einer Geraden. Wie frither mége OP eine Strecke

sein (Fig. 13), die den Vektor
darstellt, und 04 -eine Ge-
rade, parallel und senkrecht
zu welcher der Vektor zerlegt
werden soll. Man ziehe PM
senkrecht zu OA4. Dann ist
der Vektor gleichwertig mit
den Vektoren, die durch O M,
MP dargestellt werden; die
GroBen der letzteren sind
R cos ® bzw. R sin @, worin

P

Fig. 13.

R die GroBe des zu zerlegenden Vektors und © der Winkel

zwischen seiner Richtung und 04 ist.

Der Vektor MP ist der Seitenvektor des Vektors OP

senkrecht zur Geraden 0OA.

12. Zusammensetzung einer beliebigen Anzahl Vektoren.
I. Wir betrachten zunichst denjenigen Fall, bei dem alle Vek-
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toren einer Ebene — etwa der xy-Ebene — parallel sind. OP,,

OF,, ..., OP, seien Strecken, die die Vektoren (im ganzen seien

es n solcher Vektoren) der GréBe, der Richtung und dem

Sinne nach darstellen mégen. 6, ,

y 0,,..., 0, seilen die Winkel, die

die Strecken OP,, OP,,..., OP,

p, mit Oz bilden, d. h. die Winkel,

die ein sich um O von Ox nach

. Oy hin drehender Strahl beschreibt.

b Mit »,, r,,...,7, wollen wir die
GroBlen der Vektoren bezeichnen.

) Dann mége der durch OP,

Fig. 14. dargestellte Vektor durch die Vek-

toren 7 cos ©, parallel zu Ox und

r,sin @, parallel zu Oy ersetzt werden. In gleicher Weise

wollen wir auch die iibrigen Vektoren behandeln.
Alle Seitenvektoren parallel zu Ox sind einem einzigen zu
Oz parallelen Vektor X gleichwertig, der sich aus der Beziehung

X =rco80, 4 r,cos @, ...} r, cos @, = 2(rcos O)

ergibt.
Alle Seitenvektoren parallel zu Oy sind einem einzigen
zu Oy parallelen Vektor Y gleichwertig, wobei

Y=r,s8in@, 47r,sin0, -} ...+ r, sin O, = X(rsin O)

ist.

Derjenige Vektor, der als Seitenvektor parallel zu Ox und
Oy die GréBen X und Y hat, ist die Resultierende samtlicher
Vektoren. Seine Grofle sei R und seine Richtung und sein
Sinn moégen mit denen einer Geraden iibereinstimmen, die
von O ausgeht und mit Ox den Winkel ¥ bildet.

Dann ist Rcos =X und Rsin =Y. Diese beiden
Gleichungen bestimmen die GroBe R und den Winkel ¥. R ist

der Zahlenwert von VX2-}-Y? und ¥ ist derjenige Winkel,

'

Y . . .
fiir den tan ¥’ = -_ und dessen Sinus dasselbe Vorzeichen wie Y

X

und dessen Kosinus dasselbe Vorzeichen wie X hat.

II. Wenden wir uns jetzt dem allgemeineren Falle zu, bei
welchem die Vektoren nicht parallel zu einer Ebene laufen.
705 Ty ... 7, mogen die Grolen der Vektoren sein, wobei wir
mit » einen beliebigen dieser Vektoren bezeichnen wollen. Sind
I, m, n die Kosinus der Winkel, die die Strecke, welche den
Vektor nach Richtung und Sinn darstellt, mit den Achsen Ox.
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Oy, Oz bildet, so kénnen wir den Vektor in die Komponenten
rl, rm, rn, parallel zu den Geraden Ox, Oy, Oz zerlegen.
Die ganze Schar der Vektoren ist dann einem einzigen Vektor
gleichwertig, dessen Seitenvektoren in Richtung der Achsen die
GréBen X, Y, Z haben, wobei X=2rl, Y=2rm, Z=2rn
sind. Die Summation ist dabei auf simtliche Vektoren der
Schar zu erstrecken. Die Resultierende ist somit ein” Vektor,

dessen GréBe R den Zahlenwert VX2 —}—1” —{—"z? hat und der
so gerichtet ist, daB die Strecke, die ihn nach Richtung und
Sinn darstellt, mit den Achsen Oz, Oy, Oz Winkel bildet,

. . X Y Z
deren Kosinus die Werte 2 R R haben.

13. Vektoren, die den Wert Null ergeben. Wenn die GroBe
der Resultierenden einer Vektorenschar gleich Null wird, so sagt
man, die Vektorenschar hat den Wert Null. So z B. ergeben
zwei Vektoren Null, wenn sie pérallel derselben Geraden, aber
in entgegengesetztem Sinne laufen.

Ergibt eine Vektorenschar Null, so ergibt die Summe ihrer
Seitenvektoren in einer beliebigen Richtung natiirlich auch Null.

Ebenso ergeben Vektoren den' Wert Null, die den Seiten
eines geschlossenen Vielecks parallel und proportional sind und
deren Sinn durch diejenige Reihenfolge der Ecken bestimmt
wird, in der ein Punkt das Vieleck durchlauft.

Dieser letzte Satz befihigt uns, die Beschrinkung (Ab-
schnitt 10) aufzuheben, nach welcher bei der Zerlegung eines
Vektors in Komponenten parallel den Seiten eines Vieleckes
nicht mehr als zwei Seiten des Vielecks in einem’Punkte an-
einander stoBen sollten.

14. Die Komponenten der Verschiebung. z,y, z seien die
augenblicklichen Koordinaten eines sich bewegenden Punktes
mit Bezug auf ein bestimmtes Bezugssystem, &/, 3, 7 die Ko-
ordinaten des Punktes in einem spéteren Augenblick beziiglich
desselben Bezugssystems. Dann sind o’ —a, ¢’ —y, 7 — 2z die
den Achsen parallelen Komponenten einer Vektorgrofe, die die
Verschiebung des Punktes angibt (vgl. Abschn. 8).

15. Die Geschwindigkeit der geradlinigen Bewegung. Wir
wollen vorerst einen Punkt betrachten, der sich geradlinig
bewegt, z. B. auf einer der Bezugsachsen, und es moge s die
Zahl der Lingeneinheiten angeben, die er in t Zeiteinheiten
zuriicklegt. Dann kann es vorkommen, da8 das Verhiltnis
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dieser zwei Zahlen s und ¢ konstant ist, ganz unabhéngig davon,
was fiir eine Zahl wir fir ¢ wihlen. Man sagt dann, der Punkt

bewegt sich gleichférmig auf der Geraden und der Quotient S?

wird als MaB seiner Geschwindigkeit definiert. Ein Punkt, der
sich gleichformig bewegt, beschreibt gleiche Wege in gleichen
Zeiten.

Es sei nochmals der Fall Letrachtet, in welchem sich der Punkt
geradlinig bewegt, aber die Zahl der in einem Zeitintervall zuriick-
gelegten Lidngeneinheiten stehe nicht mehr zu der Zahl der Zeiteinheiten
des Intervalles in konstantem Verhiltnis. In diesem Fall gibt es gleiche
Zeitintervalle, in denen der Punkt ungleiche Wege zuriicklegt. In einem
dieser gleichen Zeitriume, in welchem er einen groBeren Weg be-
schreibt, sagen wir, bewegt er sich schuneller, im andern, in dem er
einen kiirzeren Weg zuriicklegt, sagen wir, bewegt er sich langsamer.
Wir erhalten so einen Begriff von der Geschwindigkéit eines Punktes,
welcher sich nicht gleichformig Lewegt, den wir noch etwas schirfer
fassen wollen.

Fiir einen sich geradlinig bewegenden Punkt wollen wir
die mittlere Geschwindigkeit in einem beliebigen Zeit-
intervall als den Quotienten definieren

Zahl der im Zeitintervall beschriebenen Lingeneinheiten
Zahl der Zeiteinheiten des Intervalles

Wenn sich der Punkt nicht gleichférmig bewegt, so ist
dieser Quotient eine verdnderliche Zahl, die einen bestimmten
Wert erst dann besitzt, wenn das MaB des Intervalles und der
Anfangszeitpunkt des Intervalles gegeben sind. Nehmen wir als
Anfangszeitpunkt des Intervalles immer den gleichen Zeitpunkt
und als Grole des Intervalles eine Reihe abnehmender Zahlen, so
erhalten wir eine Reihe solcher Quotienten, die sich einem
Grenzwerte niahern, wenn die IntervallgréBe unendlich klein
gemacht wird. Dieser Grenzwert soll als die Geschwindigkeit
des Punktes im Anfangszeitpunkte des Intervalles definiert
werden. Ebenso gut koénnen wir ihn auch die Geschwindig-
keit des Punktes im Endzeitpunkt eines Zeitintervalles nennen.

Man kann jetzt auch fiir einen sich geradlinig bewegenden
Punkt die Geschwindigkeit in irgendeinem Zeitpunkt definieren.
Sie ist der Grenzwert der mittleren Geschwindigkeit
in einem Zeitintervall, welches in diesem Zeitpunkt
beginnt oder endet, wenn man dieses Intervall unend-
lich klein werden 1dBt.

Die beiden Grenzwerte sind im allgemeinen gleich; wenn
sie verschieden sind, sprechen wir von der Geschwindigkeit
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unmittelbar nach dem Zeitpunkt und von der Geschwindig-
keit unmittelbar vor demselben.

Es mége t das MaB fiir das’Zeitintervall sein, welches von
einem besonderen als Zeitbeginn gewahlten Augenblick an ver-
flossen ist. Am Ende des Zeitintervalles habe der Punkt die
Strecke s — von einem bestimmten Punkte seiner Bahn aus
gerechnet — zuriickgelegt. Wir sagen, der Punkt befindet sich
zur Zeit ¢t in s; in gleicher Weise sei angenommen, daf} er zur
Zeit ¢ nach s’ gekommen sei. Dann beschreibt er in der Zeit
¢ —t die Strecke s’ —s und seine mittlere Geschwindigkeit in

J
. — S . . . .
dem Zeitintervall ist ‘;-,—4—?. Die Zahl s ist eine Funktion der

Zahl ¢ und der Grenzwert des eben genannten Bruches ist die
unter dem Namen des Differentialquotienten von s nach ¢ be-
kannte Zahl. Die Geschwindigkeit des sich bewegenden Punktes

wird demgemdfl durch den Wert %i gemessen.
[¢

Die Zahl ' —s ist das MaB der Verschiebung, welche der Punkt
wihrend des Intervalles ¢ —¢ erlitten hat. Ist die Geschwindigkeit
gleichférmig, so wird sie durch die in der Zeiteinheit vor sich gegangene
Verschiebung gemessen. Wiirde die Zeiteinheit durch ein kiirzeres Zeit-
maB ersetzt, so wiirde auch die zugehérige Verschiebung entsprechend
kleiner werden; diese Strecke wiirde dann die Geschwindigkeit unter
Zugrundelegung der neuen Zeiteinheit messen. Wie kurz auch das als
Zeiteinheit beniitzte Intervall gewihlt wird, so miBt doch immer der
darin beschriebene Weg die Geschwindigkeit unter Zugrundelegung dieses
neuen ZeitmaBes. Wenn wir uns diese Tatsache vergegenwirtigen und
sie mit der Definition der verdnderlichen Geschwindigkeit in Einklang
bringen wollen, so konnen wir sagen, daB letztere durch ,die in der
Zeiteinheit vor sich gegangene Verschiebung“ gemessen wird; aber wir
diirfen unter diesen Worten nichts anderes verstehen, als das, was so-
eben erliutert worden ist; denn auch in dieser Fassung ist nichts an-
deres gemeint als der Grenzwert des Bruches

Zahl der in einem Zeitintervall beschriebenen Léngeneinheiten
Zahl der Zeiteinheiten in dem Intervall

wenn man das Intervall unendlich klein werden 1idBt.

16. Die Geschwindigkeit im allgemeinen. Wenn sich der
Punkt auf keiner geraden Linie bewegt, so wird seine Ver-
schiebung in einem beliebigen Zeitintervall ¢ —- ¢ in jeder der
drei Koordinatenrichtungen eine Komponente haben. Diese Kom-
ponenten seien 2’ —=z, y'—y, 7 —2z Dann besitzt jeder der

’ ’
. —X Y — z—z
Briiche L—

T i T—i einen Grenzwert und diese

Grenzwerte geben nach dem Vorangegangenen die in der Zeit-
Love-Polster, Theoretische Mechanik. 2
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einheit parallel den einzelnen Achsen erlittenen Verschiebungen
an. Man definiert sie als die Geschwindigkeitskomponenten
parallel den Achsen. Wie friiher sind @, y, 2 Funktionen von ¢,
und die Geschwindigkeitskomponenten parallel den Achsen sind

de dy &z
dt’ dt’ dt’

Die augenblickliche Geschwindigkeit ist der Grenzwert der mitt-
leren Geschwindigkeit in einem Intervall. Dieser Grenzwert hat eine
ganz bestimmte GroBe und ist an eine bestimmte gerade Linie ge-
bunden. Der Punkt bewegt sich stets lings der Tangente an eine
Kurve, die seine Wegkurve oder seine Bahn heiBt. Die Geschwindig-
keit fdllt mit dieser Bahntangente zusammen und muB in einem be-
stimmten Sinne gezeichnet werden. Es mdge s der Kurvenbogen sein,
von einem bestimmten Punkte der Bahn bis zu derjenigen Lage des
bewegten Punktes gemessen, die er zur Zeit ¢ einnimmt, und s’ sei der
-zur Zeit t' gehorige Bogen. Dann stellt die Linge der Sehne, die die
beiden Lagen verbindet, die GréBe desjenigen Vektors dar, dessen Kom-
ponenten parallel den Achsen die GréBen o’ — z, y' —y, 2z’ — 2z haben.
Aus der Definition von s haben wir die Beziehung

. ¥ —s\® . o —a\* | Y —y\? | [ — A\?
i (2 () (=)

Demnach hat die Geschwindigkeit des bewegten Punktes zur Zeit ¢ die

ds

GroBe TP’ worin s die Liange des Bogens bedeutet, der auf der Bahn-

kurve im gleichen Sinne, in welchem die Bahnkurve durchlaufen wird,
gemessen ist, und zwar von einem bestimmten Punkte derselben bis zu
der Lage des bewegten Punktes zur Zeit f. Ist die GréBe der Ge-
schwindigkeit eines Punktes unabhiingig von der Zeit, so sagt man, der
Punkt bewegt sich mit gleichférmiger Geschwindigkeit, wobei
seine Bahn gerade oder gekriimmt sein kann.

Offenbar kann man aus verschiedenen Griinden die Geschwin-
digkeit eines sich bewegenden Massenpunktes durch einen Vektor dar-
de dy dz
dt’ dt’ dt
sind; aber der Vektor driickt noch nicht das Gebundensein der Ge-
schwindigkeit an eine besondere Gerade aus, nimlich an die Tangente
der Bahnkurve des Punktes.

stellen, dessen Komponenten parallel zu den Achsen

17. Die gebundenen Vektoren. Die bisher betrachteten
Vektoren stehen in keiner Beziehung zu einem besonderen
Punkte, sondern sie werden gleich gut durch Gerade dar-
gestellt, die von irgendeinem beliebigen Punkte aus gezogen
sind. Sie sind auch an keine besondere Gerade gebunden, son-
dern werden gleich gut durch Bruchstiicke aller Geraden dar-
gestellt, die zu ihrer .Richtung parallel laufen. Wir wollen sie
»ireie Vektoren“ nennen. Es ist jedoch oft wichtig, GroBen
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zu betrachten, die in mancher Hinsicht die Eigenschaften von
Vektoren besitzen, aber an bestimmte Punkte oder besondere
Geraden gebunden sind.

Ein ,an einen Punkt gebundener Vektor“ ist be-
stimmt, wenn seine GroBe, seine Richtung, sein Sinn sowie
der Punkt und die Aquivalenzregel bekannt sind: nidmlich die
Regel: zwei Vektorengruppen, die an denselben Punkt gebun-
den sind, sind dquivalent oder gleichwertig, wenn zwei Gruppen
nfreier Vektoren mit derselben GroBe, Richtung und dem-
selben Sinne gleichwertig sind.

Es gibt im allgemeinen keine Regel iiber die Gleich-
wertigkeit von Vektoren, die an verschiedene Punkte gebun-
den sind.

Ein ,an eine Gerade gebundener oder linienfliich-
tiger Vektor“ ist ein Vektor, welcher an einen beliebigen
Punkt einer bestimmten Geraden gebunden ist, die mit der
Richtung des Vektors zusammenfillt, wobei die Aquivalenz-
regeln hinzukommen: 1. Zwei Vektoren, die an dieselbe Ge-
rade gebunden sind, sind gleichwertig, wenn sie gleiche GroBe
und gleichen Richtungssinn haben; 2. zwei Vektoren, die an
Gerade, die sich schneiden, gebunden sind, sind gleichwertig
mit einem einzigen Vektor, der an eine Gerade gebunden ist.

Alle Konstruktionen in den vorstehenden Abschnitten lassen
sich auf Vektoren anwenden, die an Punkte, sowie auf solche,
die an gerade Linien gebunden sind, vorausgesetzt, daB alle
Komponenten und Resultierende ihrerseits an ihre Punkte oder
Linien gebunden sind. Insbesondere ist ein an einen Punkt
gebundener Vektor gleichwertig mit Komponenten (oder Seiten-
vektoren) von derselben Grofle, Richtung und demselben Sinn,
wie sie ein freier Vektor besitzen wiirde, vorausgesetzt, daf3 diese
Komponenten und Seitenvektoren -an denselben Punkt gebunden
sind. Ebenso ist ein linienfliichtiger Vektor gleichwertig mit
Komponenten oder Seitenvektoren von derselben GrofSe, Rich-
tung und demselben Richtungssinn, wie sie der Vektor als
freier Vektor haben wiirde, vorausgesetzt, daB diese Kompo-
nenten und Seitenvektoren an Gerade gebunden sind, die sich
in einem Punkte des Vektors oder seiner Verlingerung schneiden.

Beispielsweise kann ein an den Puankt O gebundener Vektor
(siehe Fig. 12) durch eine Strecke OP dargestellt werden; er
ist gleichwertig mit den an .den Punkt O gebundenen und
durch die Strecken OH, OK, OM dargestellten Vektoren. Ein
Vektor, der an die Gerade OP gebunden ist und dieselbe Grofe
und denselben Sinn hat, ist gleichwertig mit Vektoren, die an

2*
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irgend drei Geraden gebunden sind, welche zu Oz, Oy, Oz
parallel laufen, sich in einem Punkte auf OP schneiden und
dabei die GroBe und den Sinn von OH, OK, OM besitzen.

Die Unterschiede zwischen den drei Klassen von Vektoren
kénnen etwa folgendermaBen ausgedriickt werden:

Ein freier Vektor ist gleichwertig mit jedem beliebigen
parallelen Vektor von gleicher GroBe und gleichem Sinn. Die
Strecke, die den Vektor darstellt, kann daher von jedem be-
liebigen Punkte aus gezogen werden.

Ein linienfliichtiger Vektor 'ist gleichwertig mit jedem
Vektor von gleicher GréBe und gleichem Sinn, der an dieselbe
Gerade gebunden ist. Die Strecke, die ihn darstellt, kann von
jedem beliebigen Punkte der betreffenden Geraden aus ge-
zogen werden und ist ein Stiick dieser Geraden.

Ein an einen Punkt gebundener Vektor ist keinem ein-
zelnen andern Vektor gleichwertig. Die Strecke, die ihn dar-
stellt, mul von dem Punkt aus gezogen sein.

Ein linienfliichtiger Vektor ist offenbar durch seine Kom-
ponenten parallel zu drei gegebenen Geraden und durch einen
einzigen Punkt derjenigen Geraden bestimmt, an die er ge-
bunden ist; insbesondere ist diese letztere ebenfalls dadurch
bestimmt.

Als Beispiele von linienfliichtigen Vektoren seien angefiihrt: 1. die
Geschwindigkeit eines bewegten Massenpunktes, 2. die an einem starren
Korper angreifende Kraft (Kapitel VI). Die an einem Massenpunkt

angreifende Kraft ist dagegen ein Beispiel fiir einen an einen Punkt
gebundenen Vektor (Kapitel III).

18. Formale Definition der Geschwindigkeit. Wir konnen
jetzt die Geschwindigkeit eines sich bewegenden Punktes als
einen Vektor definieren, der an eine durch den Punkt gehende
Gerade gebunden und dessen Seitengeschwindigkeit in irgend-
einer Richtung gleich der in der Zeiteinheit vor sich gegangenen
Verschiebung des Punktes in dieser Richtung ist.

19. Geschwindigkeitsmessung. Das MaB irgendeiner be-
stimmten Geschwindigkeit ist die Zahl, die das Verhiltnis dieser
Geschwindigkeit zur Einheit der Geschwindigkeit angibt.

Die Geschwindigkeitseinheit ist diejenige Geschwindigkeit,
mit der ein Punkt bei gleichférmiger Bewegung in jeder Zeit-
einheit eine Lingeneinheit zuriicklegt. Die MaBzahl der Ge-
schwindigkeit ist das Verhéltnis der MaBzahl der Linge zur
MaBzahl des Zeitintervalles. Sie &ndert sich also in umgekehrter
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Weise wie die GroBe der Lingeneinheit und in gleicher Weise
wie die GroBe der Zeiteinheit.

DemgemiB sagt man, die Geschwindigkeit ist eine Grofle
von der 1t® Dimension in Lingeneinheiten und der — 1t Di-
mension in Zeiteinheiten; ihr Dimensionssymbol ist also LZ-1,
worin L die Léngen- und Z die Zeitdimension bedeutet.

20. Das Moment eines gebundenen Vektors. Der Grund,
warum wir die Geschwindigkeit als einen ortlich gebundenen
Vektor definieren, liegt darin, daBl wir erfahrungsgemdfl einer
‘gewissen Grofe, nimlich ,dem Moment der Geschwindigkeit®,
besondere Bedeutung beilegen miissen. Wir wollen uns jetzt
mit denjenigen Fillen beschiftigen, bei welchen es sich ent-
weder um Vektoren handelt, die an gerade, nur in einer Ebene
liegende Linien gebunden sind, oder um solche, die an Punkte
einer Ebene gebunden sind und deren Richtungen dieser Ebene
parallel laufen?).

Wir definieren das Moment eines solchen Vektors um
einen Punkt der Ebene folgendermafien:

Man ziehe eine Gerade L' in der Richtung des Vektors,
so daB, falls der Vektor an eine Gerade gebunden war, diese
Gerade I/ ist und, falls der Vektor an einen Punkt gebunden
ist, die Gerade L' durch den Punkt geht. Das Moment des
Vektors um einen Punkt O ist das mit einem bestimmten Vor-
zeichen behaftete Produkt aus der GroBle des Vektors und aus
dem von O auf I’ gefillten Lote. Die Vorzeichenregel ist
dabei folgende: Man ziehe eine Gerade L durch O rechtwinklig
zu der Ebene, in der O und I/ liegen, und wihle einen Rich-
tungssinn, in welchem man diese Gerade durchliuft. Haben
dann [ und der Vektor denselben Sinn wie der Vorschub
und die Drehung bei einer gewohnlichen rechtsgingigen
Schraube, so ist das Moment positiv, im andern Falle ist es
negativ. _

Die Vorzeichenregel kann auch in folgender Weise fest-
gesetzt werden: Man lege eine Uhr in die Ebene von O und L/,
so daB eine von der Riickseite nach der Vorderseite gezogene
Gerade im Sinne von L zeigt. Ist der Drehsinn des Vektors
der entgegengesetzte von dem, in welchem die Bewegung des
Uhrzeigers vor sich geht, so ist das Vorzeichen positiv, im an-
dern Falle ist es negativ.

1) Die allgemeineren Fille werden in Kapitel I1I erirtert werden.
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21. Hilfssatz. Das Moment, das ein an einen Punkt 4
gebundener Vektor um einen Punkt O besitzt, ist
gleich dem Moment, das der zu 04 senkrechte Seiten-
vektor des Vektors um O besitzt.

Beweis: Es seien ©® derWinkel, den die Richtung des Vek-
tors mit der Geraden A0 bildet, und ON das von O auf den
Vektor gefiillte Lot. Die GroBe des Seitenvektors rechtwinklig
zu AO ist Rsin®, worin R die GroBe des Vektors bedeutet.
Das Lot von O auf die Richtung des Vektors, nimlich die
Strecke ON ist gleich OA4sin@. Nun ist das Moment von R
um O gleich R-ON=R-04sin@®=Rsin®-04 gleich dem
Moment um O des zu OA rechtwinkligen Seitenvektors.

o

A
Fig. 15. Fig. 16.

22. Der Momentensatz. Die algebraische Summe der
Momente, welche zwei an einen Punkt A gebundene Vek-
toren um einen Punkt O haben, ist gleich dem Moment,
das ihre Resultierende um O -besitzt.

P und P, seien die GroBlen der beiden Vektoren, ©, und
6, die Winkel, die sie mit 40 bilden, R die GroBe der Re-
sultierenden, @ ihr Winkel gegen A0. Dann haben die zu
AO rechtwinklig stehenden Seitenvektoren die Groflen P, sin@®,,
P,sin @, und Rsin P, und wir wissen (Abschnitt 12), daB
Rsin =P, sin®, |+ P,sin@,. Nun ist die Summe der Mo-
mente von P, und P, um O

= 0A (P, sin O, + P, sin6),)
= 0A4-Rsin

== Moment von R um 0.
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Dieses Ergebnis kann man ohne weiteres auf eine be-
liebige Anzahl von Vektoren ausdehnen, die an einen Punkt
gebunden sind.

Es folgt, daB ein Vektor,
der an einen in der zy-Ebene
liegenden Punkt oder an eine
durch diesen Punkt gehende
Gerade gebunden und durch P, s
gseine Komponenten X, und Y,
parallel zu den z- und y-Achsen
gegeben ist, um -den Ursprung
das Moment z,Y, —y, X, be-
sitzt (s. Fig. 17). Z. B. ist
das Moment der Geschwindig-

e d ° *
keit (ﬁ’ d@ eines sich in der Fig. 17.
zy-Ebene bewegenden Massen-
punktes um den Ursprung (x%% -~—y%> , wobei z und y die

Koordinaten seines Ortes zur Zeit ¢ sind.

23. Die Beschleunigung. Von einem Punkte, der sich
mit verdnderlicher Geschwindigkeit in bezug auf ein beliebiges
Koordinatensystem bewegt, sagt man, er habe eine. Be-
schleunigung relativ zu diesem Koordinatensystem.

Bewegt sich der Punkt derart, daB seine Geschwindigkeit
in gleichen Zeitintervallen um gleich viel zunimmt, wie kurz
auch diese Zeitintervalle sein mogen, so sagt man, er habe
eine gleichformige Beschleunigung, vorausgesetzt, dal der Ge-
schwindigkeitszuwachs in jedem Zeitintervall dieselbe Richtung
und denselben Sinn hat.

Die gleichférmige Beschleunigung ist hinsichtlich ihrer
GroBe, Richtung und ihres Sinnes durch den Geschwindigkeits-
zuwachs in der Zeiteinheit bestimmt.

Wenn die Beschleunigung nicht gleichférmig ist, so spricht
man von einer ungleichformigen Beschleunigung des sich be-
wegenden Punktes.

Die Beschleunigung eines Punktes, der sich auf einer
geraden Linie bewegt, ist gleich dem Geschwindigkeitszuwachs
in der Zeiteinheit. Das ist eine abgekiirzte Ausdrucksweise
fiir die folgende Definition:

Ist v die Geschwindigkeit des Punktes zur Zeit {, und v’
seine Geschwindigkeit zur Zeit ', dann ist seine Beschleunigung
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’

— v "
vt'—_t , wenn das Zeitintervall ¥ — ¢
unendlich klein wird, oder mit anderen Worten, sie ist der
Grenzwert des Bruches

der Grenzwert des Bruches

Zahl der Geschwindigkeitseinheiten, die in einem Zeitintervall dazukommen
Zahl der Zeiteinheiten in dem Intervall ?

wenn das Intervall unendlich klein gemacht wird. Die Zahl v
ist eine Funktion der Zahl ¢; ihr Differentialquotient nach ¢
ist die Beschleunigung, d.h. die Beschleunigung wird durch

dv messen
eme: .
dt g S€

Bewegt sich der Punkt nicht geradlinig, so wird er im
allgemeinen parallel zu jeder ‘der Bezugsgeraden (Koordinaten-
Achsen) eine veriinderliche Geschwindigkeit haben. Sind u, v, w
die Geschwindigkeitskomponenten parallel zu diesen Achsen zur
Zeit t und , v/, W' entsprechend die Komponenten zur Zeit ¢,

’ . ’
,————u, v—,——b, w,—ﬁ) Grenzwerte,
tr—1 t—1t t—1t
wenn das Intervall ¢ — ¢ unendlich verkleinert wird; und zwar sind

diese Grenzwerte die Differentialquotienten %, Z—:j, Efl 1:} .
Vektor, der in den Achsenrichtungen diese Komponenten hat,
wird als die Beschleunigung des Punktes definiert, oder mit
anderen Worten: wir definieren die Beschleunigung eines
sich bewegenden Punktes als einen Vektor, der an eine
durch den Punkt gehende Gerade gebunden ist, und
dessen Seitenvektor in irgendeiner Richtung gleich
dem Zuwachs der Geschwindigkeit in dieser Richtung
wihrend der Zeiteinheit ist.

so haben die Quotienten

Der

24. Beschleunigungs-Messung. Das MaB irgend einer be-
stimmten Beschleunigung ist die Zahl, welche das Verhiltnis
dieser Beschleunigung zur Beschleunigungseinheit angibt.

Die Beschleunigungseinheit ist diejenige gleichformige Be-
schleunigung, durch die ein in Bewegung geratender Punkt
eine Geschwindigkeitseinheit in der Zeiteinheit erlangt.

Die Zahl, die eine Beschleunigung angibt, ist das Ver-
héltnis einer Zahl, die eine Geschwindigkeit ausdriickt, zu einer
Zahl, die ein Zeitintervall ausdriickt. Sie #ndert sich also in
umgekehrtem Sinne, wie die gewihlte Lingeneinheit, und im
selben Sinne und zwar mit dem Quadrat der gewihlten Zeit-
einheit.
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Man sagt demzufolge, dall die Beschleunigung eine GréBe
von der ersten Dimension in Léngeneinheiten und der minus
zweiten Dimension in Zeiteinheiten sei; oder ihr Dimensions-
zeichen ist L Z 2

Beschleunigungen werden nicht direkt gemessen. Die direkt ge-
messenen Gr6fen sind Lingen und Winkel. Durth Messen von Winkeln
konnen wir Zeitintervalle abschitzen, indem wir z. B. eine Uhr benutzen.
Die Werte fiir die Geschwindigkeiten sind aus der Kenntnis der Wege
abgeleitet, die in verschiedenen Zeitintervallen beschrieben werden. Die
Werte der Beschleunigungen sind aus der Kenntnis der Werte der Ge-
schwindigkeiten zu verschiedenen Zeiten abgeleitet.

25. Bezeichnungsweise fiir Geschwindigkeiten und Be-
schleunigungen. Wir haben es so oft mit Differentialquotienten
nach der Zeit von GréBlen zu tun, daB es vorteilhaft ist, fiir die-
selben eine abgekiirzte Bezeichnung zu gebrauchen. Wir wollen
deshalb den Differentialquotienten einer GréBe ¢ nach der Zeit ¢
dadurch bezeichnen, daB wir einen Punkt iiber das g setzen,

so dall ¢ an Stelle von % steht.

Sind x, v, z, die Koordinaten eines sich bewegenden Punktes
zur Zeit ¢, so bezeichnen also &, ¥, z seine Geschwindigkeits-
komponenten parallel zu den Achsen.

Sind andererseits u, +, w die Geschwindigkeitskomponenten
eines Punktes parallel zu den Achsen, so werden seine Be-
schleunigungskomponenten durch 4, ¢, w bezeichnet.

Da ja d:d—x i:——ﬂ/

TR u_:iz’ so ist es ublich &, ¥, 7

Ay T di

D)

d
dafiir zu schreiben. Dann steht # an Stelle von x oder

dt®
d (dz) .
di\ag) =V

Haben wir es mit irgendeiner Funktion der Zeit zu tun,

9

schreiben, wie

z. B. g, so wollen wir in gleicher Weise g fiir

2

wir ¢ fiir ‘T? schreiben. Wie in dem Falle, in dem q gleich x, y

oder z ist, wollen wir ¢ die Geschwindigkeit nennen, mit der
q wichst, und § die Beschleunigung, mit welcher g sich dndert.

26. Die Winkelgeschwindigkeit und die Winkelbe-
schleunigung. Irgendeine Gerade, z. B. die Verbindungslinie
zweier sich bewegender Punkte, bewege sich derart, daf sie
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in bezug auf ein Koordinatensystem immer in ein und derselben
Ebene bleibt. Um uns eine bestimmte Vorstellung machen zu
konnen, wollen wir annehmen, daf die Koordinatenebene xy
diese Ebene sei. Die Gerade moge zur Zeit ¢ einen Winkel O (in
Bogenmafl gemessen) mit der x-Achse bilden, und zur Zeit
t-+ A4t einen Winkel © 46 mit ihr einschlieBen. Dann
ist 4 © die MaBzahl des Winkels, den die Gerade in dem durch
At gemessenen Zeitintervall durchlaufen hat; der Grenzwert
des Quotienten dieser beiden Zahlenwerte ist ©®, d. h. der
Differentialquotient von @ nach der Zeit t. Dieser Wert @ wird
die Winkelgeschwindigkeit der Geraden genannt. In ent-

sprechender Weise nennt man € die Winkelbeschle unigung
der Geraden.

27. Relative Koordinaten wund Relativbewegung. Es
seien xz,, y,, 7, die Koordinaten eines Punktes A zur Zeit t,
bezogen auf ein Koordinatensystem mit dem Ursprung in O,
%y, Ys» 2, die Koordinaten eines zweiten Punktes B zur selben
Zeit, bezogen auf dieselben Achsen, und-&, 5, ¢ die Koordi-
naten von B zur selben Zeit, bezogen auf parallele
Achsen durch 4. Dann nennt man &, %, { die Koordinaten
von B relativ zu 4.

Wir haben
T, =2z, +§&,
A A T T 6 §
zp=2, +1(.

Wir wollen die Groflen zur Zeit ¢, die den zur Zeit ¢ ge-
horigen GroBen entsprechen, mit gestrichelten Buchstaben be-
zeichnen, so daB x,’, y,’, z,’ die Koordinaten von 4’ sind, wobei
A’ die Lage des Punktes A zur Zeit ¢ bedeutet. Dann ist
wie vorher

902':1'1' + 5/,
v =y +7,
22/= 21' + CI .

Durch Subtraktion erhalten wir

xe,_xfz:(xl’_xl)_{‘"('f’_f)’
% — %= —y)+0—n, ¢ . . .. (2
2z — 2z, = (2, — 2,)+ (& —20).
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Die Ausdriicke auf der linken Seite sind ‘die in Richtung der
Achsen genommenen Komponenten der Verschiebung von B.

Die Ausdriicke in den ersten Klammern auf der rechten
Seite sind die parallel den Achsen genommenen Komponenten
der Verschiebung von 4.

Die Ausdriicke in den zweiten Klammern der rechten Seite
sind die Komponenten der Verschiebung von B relativ zu dem
parallelen Achsenkreuz mit dem Ursprung in 4.

Wir haben daher das Resultat: Der Weg eines Punktes B
relativ zu- Achsen in O setzt sich zusammen aus dem Wege
eines Punktes 4 relativ zu diesen Achsen und dem Wege von
B relativ zu parallelen Achsen durch A.

Dividieren wir beide Seiten von jeder der Gleichungen (2)
durch ¥ — ¢ und gehen zu dem Grenzwert fiir unendlich kleines
t —t iiber, oder was dasselbe sagt, differenzieren wir die
Gleichungen (1) nach ¢, so finden wir

& =&+¢ g,=91t1 &L=z
und differenzieren wir wieder, so finden wir

j?:£1+é’ Go=19,+7, 22221+C

Wir kénnen diese Gleichungen in Worten folgendermafien
aussprechen:
Di {Geschwmd.lgkelt} von B relativ zu Achsen in O
Beschleunigung

Geschwindigkeit
Beschleunigung

-Geschwindigkeit |
Beschleunigung J

setzt sich zusammen aus der { } von 4 relativ

zu denselben Achsen und der { von B relativ

zu parallelen Achsen durch 4.

28. Die Geometrie der Relativbewegung. Die geometrischc Be-
trachtung der Relativbewegung ist lehrreich und fiihrt leicht zu wich-
tigen Ergebnissen.

Der Kiirze halber wollen wir von Verschiebung, Geschwindigkeit
und Beschleunigung eines Punktes relativ zu einem zweiten Punkt
sprechen, wobei wir Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleunigung
des Punktes relativ zu Achsen meinen, die durch den zweiten Punkt
parallel den Bezugsachsen gezogen sind.

Zur Zeit { sei A die Lage eines Punktes, der sich relativ zu einem
Koordinatensystem mit Ursprung in O bewegt; zur Zeit ¢’ sei diese
Lage A’." Zieht man von O aus O H gleich und parallel mit A4’ und
im selben Sinne, so ist der durch O H dargestellte Vektor die Ver-
schiebung von 4.

In gleicher Weise sei B die Lage eines zweiten Punktes zur Zeit ¢,
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bezogen auf dasselbe Koordinatensystem, und B’ seine Lage zur Zeit; t'.
Von O ziehe man OK gleich und parallel mit BB’ im selben Sinne;
dann ist der durch O K dargestellte Vektor die Verschiebung von B.

Die Verschiebung von'B relativ zu A ist der Vektor, der mit der
Verschiebung von A zusammengesetzt werden mufB, damit als Resul-
tierende die Verschiebung von B herauskommt.

Man verbinde H mit I{; dann ist der Vektor O K aus OH und
HK zusammengesetzt.

Hiernach stellt HK die Verschicbung von B relativ zu 4 nach
GroBe, Richtung und Sinn dar.

Nun ist aber der Vektor HI{ die Resultierende aus HO und O K.

Daher miissen wir, um die Verschiebung von B relativ zu 4 zu
erhalten, die Verschiebung von B mit der im umgekehrten Sinne ge-

%7
A

B

Fig. 18.

nommenen Verschiebung von 4 zusammensetzen. Die Resultierende ist
die gewiinschte Relativverschiebung.

| Geschwindigkeit |
| Beschleunigung | ket
[ Geschwindigkeit] . . { Geschwindigkeit
| Beschleunigung |* die mit derlBeschleunigung i
Geschwindigkeit |
Beschleunigung |

In gleicher Weise ist die von B relativ zu 4 die-

jenige von 4 zusammen-

gesetzt werden muB, damit die Resultierende die {

von B wird.

Da die Geschwindigkeit eines Punktes in einer beliebigen Richtung
gleich dem in der Zeiteinheit vor sich gegangenen Zuwachs der Ver-
schiebung in dieser Richtung und da seine Beschleunigung in einer
beliebigen Richtung gleich dem in der Zeiteinheit erhaltenen Ge-
schwindigkeitszuwachs in dieser Richtung ist, so haben wir die Regeln:

Die [ Geschwindigkeit } von B relativ zu A4 ist die Resultierende

1 Beschleunigung
Geschwindigkeit | Geschwindigkeit

g g
|Beschleunigung J.

| Beschleunigung | von B und der umgekehrten

aus der

von 4.

Die Zusammensetzungen und Zerlegungen, die in diesem Abschnitt
beschrieben sind, miissen so vorgenommen werden, als ob die fraglichen
Vektoren ortlich nicht gebunden seien; ater die Geschwindigkeit und
Beschleunigung von B relativ zu 4 sind als Vektoren anzugeben, die
an Gerade durch B gebunden sind.



II. Die Bewegung eines freien Massen-
punktes in einem Kraftfeld.

29. Die Gravitation. Ein nicht unterstiitzter Korper, der sich
in der Nahe der Erdoberfliche befindet, fillt gew6hnlich zur Erde.
Der Unterschied im Verhalten ,leichter® und ,schwerer“Korper
muB auf den Auftrieb und den Widerstand der Luft zuriickge-
fithrt werden. Wenn die Einwirkung der Luft ausgeschaltet wird,
z. B. wenn Korper in der luftleer gemachten Glocke einer Luft-
pumpe fallen, so findet man, dafl die verschiedenartigsten Korper
mit der gleichen Beschleunigung zur Erde fallen. Die Richtung
dieser Beschleunigung ist an jedem Ort das , Lot an dem
Orte“. Die GroBe dieser Beschleunigung héngt von der geo-
graphischen Breite ab; aber in der nidheren Umgebung eines
Ortes ist sie praktisch konstant. Wir nennen sie die ,Be-
schleunigung der Schwere“ und bezeichnen sie mit dem
Buchstaben g. Wéahlt man das Zentimeter als Léngeneinheit,
so hat g in Berlin den Wert 981,2. Die Tatsache, daB die
Kérper mit konstanter Beschleunigung zur Erde fallen, wurde
von Galilei entdeckt.

30. Das Kraftfeld. Ein Bereich, in welchem ein freier Kérper
sich beschleunigt bewegt, wird ein ,Kraftfeld“ genannt. Die
GroBe der Beschleunigung heiBit die ,Feldstirke“ und die
Richtung der Beschleunigung heiit die ,Feldrichtung“. Wenn
in allen Punkten des Feldes Stirke und Richtung dieselben
sind, so sagt man, das Feld ist ,gleichférmig®.

Z.B. ist die Umgebung der Erde ein Kraftfeld, dessen
Stirke in der Nihe der Erdoberfliche den Wert g besitzt. Wir
nennen es das ,Feld der Erdschwere“. Wenn wir uns auf
die Betrachtung eines kleinen Stiickes der Erdoberfliche be-
schrinken, so konnen wir das Feld als gleichformig ansehen.

31. Die geradlinige Bewegung in einem gleichférmigen Felde.
Die Feldrichtung laufe parallel der x-Achse, die Feldstirke
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sei f. KEin Massenpunkt, der sich in dem Felde parallel der
x-Achse bewegt, hat eine Beschleunigung f. =z, sei der Wert
von z in der Anfangslage des Massenpunktes und u seine Ge-
schwindigkeit (parallel der x-Achse) in dieser Lage.

Dann haben wir

i=f
mit den Bedingungen xz=g,, #==u f{ir ¢t=0.

Schreiben wir v fiir #, so daB v die Geschwindigkeit zur

Zeit t ist, so haben wir
v=f
mit der Bedingung v=wu fiir ¢{==0.

Eine Funktion von ¢, die als Differentialquotient die XKon-
stante f hat, ist z. B. die Funktion ¢-f; der allgemeinste Aus-
druck fiir eine Funktion, die diesen Differentialquotienten be-
sitzt, ist f-¢t-4 C, worin C eine willkiirliche Konstante bedeutet.
Hiernach muBl v gleich dem Ausdruck f-t-} C sein.

Setzen wir t==0, so finden wir u=—=C; somit ist die
Konstante bestimmt.

Es folgt v—=wu—f-t oder &=u—f-t.

Andererseits ist eine Funktion von ¢, welche zum Diffe-
rentialquotienten die Funktion #-}-f-¢ hat, gleich dem Ausdruck
u-t4-3f-t*; hieraus folgt, dal x nach der Form ¢’ 4 w-t-4-3f
gebildet sein muB, wobei C’ eine willkiirliche Konstante ist.

Setzen wir t==0, so finden wir xz,=C’, und somit ist
die Konstante bestimmt.

Wir haben also
x=uwx,+ul+ 31 2
Ist s der in dem Zeitintervall ¢ beschriebene Weg, so
ist s=x —x,, so da man stheiben kann
s=ut-+3f -2
Durch Elimination von ¢ aus dieser Gleichung und der
Gleichung v =wu -} f-¢ finden wir
v —u?==2fs.
Insbesondere wird die Geschwindigkeit bei der Beschrei-

bung des Weges s von der Ruhelage aus gleich V2fs. Man
nennt sie die ,Fallgeschwindigkeit, die bei einer Be-
schleunigung f zum Fallweg s gehort®.

32. Beispiele. 1. Man beweise,daB bei gleichfsrmiger Beschleunigung

die mittlere Geschwindigkeit in einem Zeitintervall gleich der Geschwindig-
keit in der Mitte des Zeitintervalles ist.
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2. Man leite die Formel v*—u?=2f-8 dadurch ab, da man
beide Seiten der Gleichung &= f mit ¢ multipliziert und dann integriert..

3. Teilt man den Weg s in eine groBe Anzahl gleicher Teile und
dividiert man die Summe aller Geschwindigkeiten am Ende dieser Weg-
stiicke durch ihre Anzahl, so erhélt man eine Geschwindigkeit, die
einen Grenzwert hat, wenn die Zahl der einzelnen Teile unendlich grof
gemacht wird; dieser Grenzwert mag die mittlere Geschwindigkeit auf
dem Wege genannt werden. Man beweise, daB diese mittlere Geschwin-
digkeit bei der Anfangsgeschwindigkeit 0 gleich  der Endgeschwindig-
keit wird.

33. Die Parabelbewegung unter dem EinfluB der Schwerkraft.
Bewegt sich ein Massenpunkt im Felde der Erdschwere
nahe der Erdoberfliche nicht vertikal, so hat er eine Ge-
schwindigkeitskomponente in horizontaler Richtung. Wir wollen
beweisen, da der Massenpunkt eine Parabel mit vertikaler
Achse beschreibt.

Die y-Achse moge vertikal nach aufwirts gezogen sein;
die xy-Ebene sei die Vertikalebene durch die Anfangsrichtung
der Bewegung.

Da die Beschleunigung parallel der z-Achse immer Null
ist, so nimmt die Geschwindigkeit des Massenpunktes parallel
zu dieser Achse nicht zu, und da er zur Zeit {=0 noch gar
keine Geschwindigkeit parallel der z-Achse besaB, so legt er
auch parallel zu dieser
Achse keinen Weg zu-
riick; der Massenpunkt
bewegt sich also in der
xy-Ebene.

Zur Zeit t=—10 sei
die Geschwindigkeit V
des Punktes unter einem
Winkel « gegen die
z-Achse gerichtet.

Wir haben die Glei-
chungen
£E==0,
.. Fig. 19.
Yy=—g: &

mit den Bedingungen, daB zur Zeit ¢t =0
Z="V-.cosa, y="Vsina.

Da nun #==0, so haben wir stets £=7V.cos«. Da
fj=-—g, so wird y=7V-sinaa — g-t zur Zeit t.
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V-si
Daher verschwindet § nach der Zeit sme ; der Massen-

g
punkt hat dann keine Geschwindigkeit parallel der y-Achse
mehr, er bewegt sich also parallel derx-Achse. Vorher hatte er
eine Geschwindigkeit in der positiven Richtung der y-Achse,
nachher hat er eine solche in der negativen Richtung dieser
Achse. Seine Bahn hat daher einen Scheitelpunkt, der zur Zeit

Vsin «
—_—t,
9
nach Beginn der Bewegung erreicht wird.
Beziehen wir die Bewegung auf die beiden durch den
Scheitel 4 gezogenen parallelen Achsen x'y’ (wobei y’ positiv im
umgekehrten Sinne von y lduft) und bezeichnen wir die Zeit

der Bewegung vom Scheitel 4 bis zu irgendeinem Punkte P
mit ¢, so kdnnen wir schreiben

A oodx , .
WZO’ mit W:Vcosa und 2'=0 fiir /=0,
und
2,/ diy
.‘%_%{:(’ mit —I/, =0 und §y' =0 fir {=0.
arr 7 d

Hieraus folgt o’ =1"-cosat’, y =3%gt®. Eliminiert man ¢,
s0 bekommt man :
,.  2V?cos?q ,
xXr N —_=—— y 5
9
woraus man sieht, daBl der Weg des Massenpunktes eine Parabel
mit dem Scheitel in 4 wird.

Wir hétten dieses Resultat auch analytisch aus den Gleichungen
#=0, §=—g ableiten konnen. Durch Integration und indem wir
die Konstanten so bestimmen, daB zur Zeit t =0, x=x,, =V cosc
- und y=y,, y=="Vsin« wird, finden wir

x=xy-+ V-cosa-t,
Y =19+ V-sine-t — 1 gt2
Durch Eliminieren von ¢ erhalten wir

V2sin?e 1 [, . x—x, |?
o] +2—g[V-sma—g-V_cos';x] =0,
d. h. die Gleichung einer Parake!, deren Achse der y-Achse parallel
geht und die ihren Scheitel im Punkte

V2 sin « cos « . F2sin?a

g Y=Y+ 25

hat. Die in diesem Abschnitt behandelten Erkenntnisse wurden von
Galilei gefunden.

Y —Yo

=g,
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34. Beispiele. 1. Man gebe die Linge des Parameters der obigen

Parabel an.
2

2. Man zeige, daB die Leitlinie um —Z—g— iber dem Abwurf-
punkte lduft.

3. Man beweise, daB der Punkt in dem Augenblick, wenn er auf
2
seiner Bahn die Geschwindigkeit v hat, sich um 2 unter der Leitlinie

29
befindet.

4. Man beweise, daB die Zeit, bis sich der Punkt wieder in der
durch den AbschuBpunkt gelegten Horizontalebene befindet, gleich 2Vsine
ist. [Man nennt dies die Flugzeit iiber der Horizontalebene durch den
AbschuBpunkt.]

5. Man beweise, daB der Massenpunkt die Horizontalebene durch

V?sin 2 o

den AbschuBpunkt in einer Entfernung —— von letzterem trifft.

[Man nennt dies die horizontale Wurfweite.]

6. Es sind Wurfweite und Flugzeit fiir eine geneigte durch den
AbschuBpunkt gehende Ebene zu suchen; hierbei sei ® der Neigungs-
winkel der Ebene gegen den Ho-
rizont. A

Man zerlege die Beschleuni-
gungen und Geschwindigkeiten in \
Richtung der Ebene und senkrecht |
dazu. Die Beschleunigungskompo-
nenten sind dann

—gsin®, —gcos 6. Fig. 20.
Die Komponenten der Anfangsgeschwindigkeit sind
Veos(a— 6), Vsin(ex—0).
Die Komponenten der Geschwindigkeit zur Zeit { sind
V-cos (¢ — @) —g-tsin O, V-sin(az— 6O) —gtcos 6.

Die zur Zeit ¢ parallel und senkrecht zu der geneigten Ebene be-

schriebenen Wege sind

V-tcos (e — O) — $ gt?sin O;  V-tsin(e — O)— 4 gt®cos O.
Die Flugzeit wird erhalten, indem man den zweiten dieser Ausdriicke .
gleich Null setzt; sie ist

2 Vsin (¢ — 6)
" gcosO )

Die Wurfweite findet man, indem man diesen Wert von ¢ in
V-tcos(« — O) —} gt?sin O einsetzt. Man beweise, daB die in Frage
kommende Wurfweite

2V2costx
W (tan « — tan )

ist und daB dies dasselbe ist wie
2

go0s7 [Fin B — 6) —sin O].

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 3
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7. Man beweise, daB fiir eine gegebene Anfangsgeschwindigkeit
die Wurfweite auf einer geneigten Ebene am groBten ist, wenn die Ab-
schuBrichtung den Winkel zwischen der Ebene und der Vertikalen
halbiert.

8. Wenn man eine Parabel mit vertikaler Achse konstruiert, die
ihren Brennpunkt in dem AbschuBpunkte S und ihren Scheitel in einer

2

Hohe 21 iiber dem AbschuBpunkte hat, so laBt sich zeigen, daB die

Parabelbahn, fiir die die Wurfweite auf einer Geraden durch S am
groBten wird, die erste Parabel in dem Punkte beriihrt, wo die Gerade
sie schneidet.

[Hieraus folgt, daB alle moglichen Bahnen von Punkten, die eine
gleichformige Beschleunigung nach abwirts haben und von einem
Punkte S aus mit gegebener Geschwindigkeit V abfliegen, ein Um-
drehungsparaboloid beriihren, das als Brennpunkt S und als Achse die
Vertikale in S besitzt. Dieses Paraboloid ist die Umbhiillende der Bahnen
dieser Punkte.]

9. Ein Massenpunkt werde vom Ursprung mit einer gegebenen
Geschwindigkeit so abgeschossen, da8 er durch einen gegebenen Punkt
(x, y) geht, wobei die Koordinatenachsen dieselben wie im Abschnitt 33
sein sollen. Man beweise, daB die AbschuBrichtung mit der z-Achse
einen Winkel a einschlieBen mufl, der der Gleichung geniigt

gxttan?a — 2V3x tan o + (2 V2y 4 ga?) = 0;
danach zeige man, daB es im allgemeinen zwei Richtungen gibt, in
denen der Punkt mit gegebener Anfangsgeschwindigkeit, von einem ge-
gebenen Punkte aus, so abgeschossen werden kann, daB er durch einen

anderen gegebenen Punkt geht.
[NaturgemdB muf der gegebene Punkt (x, y) innerhalb der Parabel

4
2V2y 4 gat= —g— liegen, die die im Beispiel 8 behandelte Einhiillende ist.]

10. Man beweise, daB fiir die verschiedenen unter dem EinfluB
der Schwere moglichen Flugbahnen zwischen zweir Punkten 4, B die
Flugzeiten umgekehrt proportional denjenigen Geschwindigkeiten sind,
die das GeschoB in jedem Falle hat, wenn es sich senkrecht iiber dem
Mittelpunkte von 4 B befindet.

11. Zwei Punkte beschreiben unter dem EinfluB der Schwere nach-
einander dieselbe Parabel. Man beweise, daB der Schnittpunkt der
Tangenten in ihren jeweiligen Stellungen eine koaxiale Parabel be:
schreibt, als wenn auch er unter dem EinfluB der Schwere stiinde.
Man beweise ferner, daB die Scheitel dieser beiden Parabeln den Abstand
L g+® voneinander haben, falls man mit r den Zeitraum zwischen den
Augenblicken bezeichnet, in denen die Massenpunkte den Scheitel
passieren.

. 12. Ein Punkt bewegt sich unter dem EinfluB der Schwerkraft vom
hochsten Punkt einer Kugel mit dem Radius ¢; man zeige, daB er die
Kugel nicht zu verlassen vermag, solange seine Anfangsgeschwindigkeit

nicht gréBer als- ng ist .

13. Man beweise, daB die grioBte SchuBweite auf einer schiefen
Ebene durch den AbschuBpunkt gleich dem wihrend der dazu bendtigten
Flugzeit bei freiem Fall zuriickgelegten Fallwege ist.
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85. Die krummlinige Bewegung. Das, was sich von einem
Korper, dessen Bewegung man betrachtet und den man als
einen Massenpunkt ansehen will, beobachten 1i8t, ist die Lage
des Punktes zu verschiedenen Zeiten. Die Gesamtheit aller
dieser Lagen bildet die Bahn des Massenpunktes. Beispiels-
weise sei die Bahn ein Kreis, auf dem in gleichen Zeiten gleiche
Bogen zuriickgelegt werden mogen. _

In solchen Fiéllen stehen wir vor der mathematischen Auf-
gabe, die Beschleunigung des Massenpunktes aus den Beobach-
tungen abzuleiten, d. h. vor der- Aufgabe, die Richtung und
Stérke des Kraftfeldes zu bestimmen. Umgekehrt konnen wir
uns selbst das Problem stellen: gegeben sei die Beschleunigung
des Massenpunktes, es sind seine Bahn und seine Lagen zu
verschiedenen Zeiten zu ermitteln. Die Losung solcher Auf-
gaben wird durch einen Lehrsatz der Bewegungslehre erleich-
tert, den wir jetzt behandeln wollen.

36. Die Beschleunigung eines Punktes, der eine ebene
Bahn beschreibt. Ein Massenpunkt bewege sich in der
xy-Ebene.

v sei die Geschwindigkeit in irgendeinem Punkte P der
Bahn, ¢’ die Geschwindigkeit in-einem Nachbarpunkte @ und
AP der Winkel QTA zwi-
schen der Tangente in P und
der Tangente in Q. AuBerdem
sei At die Zeit, die der Punkt
braucht, um. sich von P nach
@ zu bewegen, und Ads sei die
Lénge des Bogens PQ.

Die Geschwindigkeit in Q
kann in die Komponenten FT

v cosA D

in Richtung der Tangente in P und +’sin 4@ in Richtung der
Normalen in P zerlegt werden.

Hiernach ist die Beschleunigung in Richtung der Tangente

Fig. 21.

in P der Grenzwert von yﬂ%?—_—v, wenn man 4t unend-
lich klein werden 148t.
Nun ist
vecosAP—vy v'—wv 1—cosdP o
At Y’ At

3*
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und
AP

1—cosA¢_2sin2(T> AP
Ae  (A®F At

Die Grenzwerte der drei Faktoren dieses Ausdruckes sind

AP

i é, Null. Hiernach ist der obige Grenzwert %oderi;. Da

nun
d'v_dv ds av

—_—— s —

dt  ds dt ds’

so koénnen wir v- % fiir die Beschleunigungskomponente parallel

zur Tangente schreiben, wofiir wir auch § setzen kdnnen, da
ja v=35 ist.
Andererseits ist die Beschleunigung in Richtung der Nor-
v'sind @

malen in P der Grenzwert von - T das ist aber dasselbe
wie der Grenzwert von
VsinAPADPAs
AP As At

1
die Grenzwerte dieser Faktoren sind der Reihe nach v, 1, Z”

v, wobei o den Kriimmungsradius der Bahnkurve in P bedeutet.
Die Beschleunigung in Richtung der Normalen, die man in
Richtung nach dem Kriimmungsmittelpunkt hin zieht, ist daher
v? §?
— oder —.

37. Beispiele. 1. Ein Massenpunkt,der einen Kreis vomRadiusamit der
Geschwindigket v beschreibt, hat eine Beschleunigung %, die in den Radius

fallt und nach innen gerichtet ist.
Wenn der Radiusvektor, den man vom Mittelpunkt nach dem
Massenpunkt zieht, sich in der Zeit ¢ um einen Winkel ® dreht, so hat

die Beschleunigung des Massenpunktes die Komponenten a®® lings des

Radius (nach dem Mittelpunkt gerichtet) und a® lings der Tangente
im Sinne der Zunahme des Winkels 6.
2. Beweise die Tatsache, daB bei der Parabelbewegung eines Ge-
2

schosses unter dem EinfluB der Schwerkraft der Wert Y in jedem

Punkt der Bahn gleich der Projektion der Beschleunigung g auf die
Bahnnormale ist.
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3. Unter der Voraussetzung, daB diese Tatsache bekannt und unter
der Annahme, daB die Horizontalkomponente der Geschwindigkeit kon-
stant ist, mag bewiesen werden, da die Bahn eine Parabel ist.

2
4. Man zeige durch richtige Deutung der Formel Y fiir die Normal-

beschleunigung, daB in irgend einem Punkte P der krummen Bahn eines
Massenpunktes, der sich in einem beliebigen Kraftfelde bewegt, seine Ge-
schwindigkeit immer gleich der Geschwindigkeit ist, die er beim freien
Durchfallen des vierten Teils der von P in der Feldrichtung gezogenen
Sehne des zu P gehorigen Kriimmungskreises erlangen wiirde, wenn
hierbei seine Fallbeschleunigung gleich der Feldstirke in P wire.

38. Die einfache harmonische Bewegung. Bewegt sich
ein Punkt in gerader Linie derartig, daB sich sein Abstand von
einem festen Punkte zur Zeit ¢ in der Form

a-cos(nt -+ ¢)
schreiben 1at, worin a, n, ¢ irgendwelche reellen Konstanten
sind, so vollfiihrt er eine ,einfache harmonische Bewegung¥.
Die Gerade sei die xz-Achse und der feste Punkt der Ur-
sprung; dann ist
z=acos(nt-} &)
und damit
E=—n’r.

Wir wollen nun zeigen, daBl die Bewegung immer dann
eine einfache harmonische Bewegung ist, wenn zwischen der
Beschleunigung und dem Wege die Beziehung besteht

f=—upnx,

worin u eine positive Konstante bedeutet.

Die Zeit werde von einem Augenblicke an gemessen, in
welchem @ =0 ist; in diesem Augenblick habe x den Wert a.
Wir wollen um den Ursprung mit dem Radius a einen Kreis
beschreiben; von der jeweiligen Lage N des bewegten Punktes
auf dem Halbmesser des Kreises, der mit der x-Achse zusam-
menféllt, ziehe man NP rechtwinklig zu diesem Halbmesser bis
zum Schnittpunkt P mit dem Kreise und betrachte nun die
Bewegung des Punktes P.

Der Winkel xOP sei = 6.

Dann sind x;, =acos ® und y, =asin @ die Koordinaten
von P.

Durch Differenzieren erhalten wir

. 1 »
T=—asin® -0, E=-—qasin @ 6O —acos OO,
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oder

F=—(y-0Jx-0%;
da nun aber

f=—pux
sein soll, so muB

®=0 und O%=-pu
sein,

Somit durchliuft der Punkt P den Kreis gleichformig:
die Winkelgeschwindigkeit des Radiusvektor ist gleichférmig

und zwar gleich Vu; der jeweilige Winkel ist damit @ —¢-V .

)

Fig. 22.

Die Lage x des Punktes N zur Zeit ¢ ist durch

x=acos (¢ V;)
gegeben. Die Geschwindigkeit des Punktes ist lings x O ge-
richtet und ihre GroBe ist aVusin (tl/,u).
Wie man aus dem Voranstehenden sieht. fiihrt die Diffe-
rentialgleichung
F=—ux
unter Beachtung der Grenzbedingungen
t=0, x=a, =0
auf die Gleichung 3
x=acos(tVu).

Verlegt man den Zeitpunkt, von welchem aus die Zeit
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gemessen wird, so folgt, daB die vollstindige Losung die Form
haben muf}

x=acos {(t —t,) Vu},

was man auch in der Form schreiben kann

&= A cos(tVu)+ Bsin (tVy).

Zur Zeit t=0 mége sich der bewegte Punkt in der Lage
x, befinden und eine Geschwindigkeit &, besitzen; wir wissen,
daB x zu irgendeiner beliebigen Zeit durch die Beziehung

= Acos(tVu)-+ Bsin(tVu)
gegeben ist.
Um die Konstante 4 zu bestimmen, setzen wir hierin
t=—0 und erhalten x,— 4.
Um die Konstante B zu bestimmen, differentieren wir
nach ¢ und erhalten

E=—A V;sin (t ‘/[_LH B Vﬁcos (t Vﬁ)
Setzen wir hierin wiederum {—0, so finden wir
i,=B-Vpu.
Hiernach ergibt sich als Losung der Gleichung &= — ux

unter den Bedingungen, daB zur Zeit t—0, xz==z, und
& =&, sind,

x=uax,cos(tVu)+ 1-/3%— sin (1V ).

Man erkennt, dafl die ganze Bewegung eine periodische ist,
d. h. sie wiederholt sich nach gleichen Zeitriumen; die Periode

.2
1st—_f_.

© _
Die Beziehung z=—acos(¢ V‘u+s) stellt eine einfache

harmonische Bewegung mit der Periode “% dar. Man nennt

/[ .
in dieser Gleichung a die Amplitude der Bewegung, sie
ist der Hochstwert von x; & bestimmt die Phase der Be-
wegung. :
Die einfache harmonische Bewegung kann als die Grund-
form der hin und her gehenden oder schwingenden Bewegungen
angesehen werden. Schwingende Bewegungen konnen im all-
gemeinen entweder als einfache harmonische Bewegungen auf-
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gefaBt werden oder als Bewegungen, die aus einfachen harmo-
nischen Bewegungen in verschiedenen Richtungen zusammen-
gesetzt sind.

39. Zusammensetzung einfacher harmonischer Be-
wegungen. Wir betrachten den Fall, in welchem der sich bewegende
Punkt eine einfache harmonische Bewegung mit der Periode

2
on parallel zu jeder der beiden Achsen x und y vollfiihrt,

Vi
wobei in beiden Féllen die Beschleunigung gegen den Ursprung
hin gerichtet sei.

Wir haben also die Gleichungen
i=—upux,
g =—uy,

woraus wir schlieBen konnen, daB x und y durch Gleichungen
von der Form

x= A cos (tVu)+ Bsin (tVu),
y=Ccos(tVu) -+ Dsin(tVu)
gegeben sein miissen. Hierin sind 4; B, C, D willkiirliche

Konstante, die von den Anfangsbedingungen abhingen, und

zwar sind 4 und C die Koordinaten und B Vu, DVu die
Seitengeschwindigkeiten im Zeitpunkt ¢=0.

Losen wir die obigen Gleichungen nach cos (tVp) und
sin (tVu) auf, so haben wir

(4D — BC)cos (tVu)— Dz — By,
(AD—BC)sin (tVu) = Ay — Cx;
elimininieren wir hieraus f, so finden wir
(Dx— By)*+ (4y — Cx)® = (4D — BC)?,

sodal also die Bahn des bewegten Punktes eine Ellipse wird,
deren Mittelpunkt der Ursprung und deren Lage mit Bezug
auf den Ursprung und die Achsen bestimmt ist. Die gesamte

. 2
Bewegung ist augenscheinlich periodisch, mit der Periode o
"
‘Wir wollen nun die Koordinatenachsen so legen, dal sie

die Hauptachsen der Ellipse werden. Es werde vorausgesetzt,
daB sich der bewegte Punkt zur Zeit t=0 in seiner &ullersten
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Lage (x=a) auf der groBen Achse befinde; dann ist in diesem
Zeitpunkt x=—a, y=0 und, da sich der Punkt rechtwinklig
zur groBen Achse bewegt, ist auBlerdem #=0. Endlich sei in

diesem Zeitpunkt §=—>bVu. Dann miissen wir zur Zeit ¢
haben

x—acos(tVu), y=—>bsin(tVpy).

Damit ist 2b die kleine Achse der Ellipse, und tVu ist
der Ausschlagwinkel des Radiusvektor des bewegten Punktes
zur Zeit ¢.,

Der Punkt bewegt sich also so, daB dieser Ausschlagwinkel

mit der gleichférmigen Winkelgeschwindigkeit Vi zunimmt.

40. Beispiele. 1. Beweise: Falls die Gleichung # —pu = besteht,
wobei p positiv ist, und falls als Anfangsbedingungen =, und & =&,
fiir t=0 gegeben sind, 80 ist zu irgendeiner Zeit ¢

@ — @, cosh (¢ i)t % sinh (¢ V).

2. Beweise: Ist die Beschleunigung eines Punktes vom Ursprung
weg gerichtet und ist sie proportional seinem Abstand vom Ursprung,
so beschreibt der Punkt eine Hyperbel.

3. Fiir eine einfache harmonische Bewegung, die durch #=—u z
gegeben ist und von x=—a ausgeht, soll durch Multiplikation beider
Seiten der Gleichung mit ¢ und durch Integration bewiesen werden,
daB #®=pu (a® — «?) fiir alle Werte von z ist.

4. Fiir die elliptische Bewegung des Abschnitts 39 ist zu beweisen,
daB die Geschwindigkeit v bei einem Abstand r des Punktes vom Mittel-
punkt durch die Beziehung v%-} ur? = const gegeben ist; die Kon-
stante ist zu berechnen.

5. Fiir die hyperbolische Bewegung des Beispiels 2 soll bewiesen
werden, daB die Geschwindigkeit v fiir den Abstand » des Punktes vom
Mittelpunkt der Hyperbel durch die Beziehung

v® = p r? 4 const.

gegeben ist; die Konstante ist zu berechnen.

41. Die Keplerschen Gesetze der Planetenbewegung.
Aus einer langen Reihe von Beobachtungen der Planeten,
insonderheit des Mars, die von Tycho Brahe angestellt worden
waren, schlo Kepler'), daB die Bewegungen der Planeten
sich sehr genau mittels der beiden Gesetze beschreiben lieBen:

I. Jeder Planet beschreibt eine Ellipse, die die Sonne
zum Brennpunkt hat.

) Johannes Kepler, Astronomia nova... tradita Com-
mentariis de Motibus Stellae Martis, 1609.
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II. Der Radius, den man von der Sonne nach einem
Planeten hinzieht, beschreibt in gleichen Zeiten gleiche Flichen-
stiicke.

42. Gleichformige Beschreibung von Flichen. Wir
wollen das zweite der Keplerschen Gesetze betrachten und
dabei voraussetzen, ein Massen-
punkt beschreibe eine ebene Kurve
derart, daB der von einem festen

Punkt der Ebene nach ihm gezo-

P \ gene Radiusvektor in gleichen Zeiten
o gleiche Flichen bestreicht. In Fig. 23
stellt O den erwidhnten festen Punkt,

B einen festen Punkt auf der Kurve

dar, P sei die Lage des Massen-
p punktes zur Zeit t, » der Radius-

vektor OP, p das Lot von O auf
die Tangente in P, v die Geschwin-

digkeit des Massenpunktes in P.

P’ sei ein Punkt auf der Kurve

in der Nahe von P, At die Zeit wih-

8 rend der Bewegung von P nach P,

Fig. 23. As der Bogen PP, Ac die Sehne P P'.

g das Lot von O auf diese Sehne.

Die Dreieckfliche POP’ ist 1g4¢c. Hiernach ist die ,Flichen-
geschwindigkeit“ d. h. die Geschwindigkeit, mit der diese Fliche
1,4 ds
Ry P TS
dieser Grenzwert ist aber zp§ oder 2pw. Schreiben wir daher

A

beschrieben wird, der Grenzwert von oder

Ade
1,46
214

p-v=nh,

so ist h gleich der doppelten Flichengeschwindigkeit und die
Bedingung, daB der Radiusvektor die von ihm bestrichenen
Flachen gleichférmig beschréibt, kann dadurch ausgedriickt
werden, daBl man sagt, » oder p-v miissen konstant sein.

Nun ist aber p-v das Moment der Geschwindigkeit um O.
Wenn wir deshalb O als Koordinatenanfang wihlen und die
z- und y-Achsen in der Ebene der Bewegung ziehen, so haben
wir (nach Abschnitt 22)

P Oo=xy—yt=h;
da dies konstant ist, so ergibt sich
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d%(m_z]—ya’:):O, oder zj—y&=0
und daher

Hieraus folgt, daB8 die Richtung der Beschleunigung in die
des Radiusvektors féllt, den man von oder nach dem Ursprung
zieht. Wir schlieBen daraus: Bewegt sich ein Massenpunkt auf
“eberier Bahn derart, da der von einem festen Punkte nach
ihm hin gezogene Radiusvektor in gleichen Zeiten gleiche
Flachen bestreicht, so befindet er sich in einem Kraftfeld, dessen
Feldrichtung in jedem Punkte entweder genau nach dem festen
Punkte hin oder genau von ihm weg geht. Man nennt ein der-
artiges Kraftfeld ein ,zentrales“, den festen Punkt das
»,Kraftzentrum® und die Bewegung des Massenpunktes eine
nZentralbewegung“.

Bei der in Abschnitt 39 behandelten Bewegung auf der
Ellipse handelt es sich ebenfalls um eine Zentralbewegung; der
Mittelpunkt der Ellipse ist das Kraftzentrum.

Keplers zweites Gesetz der Planetenbewegung kann man
aus der Tatsache erkliaren, dafl die Planeten sich' in einem zen-
tralen Kraftfeld bewegen, dessen Kraftzentrum die Sonne ist.

43. Radial- und Transversalkomponenten von Geschwin-
digkeit und Beschleunigung. Ein Massenpunkt bewege sich
in der xy-Ebene und r, @ seien seine Polarkoordinaten zur
Zeit t. Die Komponenten der Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung in Richtung des Radiusvektors und senkrecht zu diesem
mégen durch r, & und deren Differentialquotienten nach der
Zeit ausgedriickt werden.

Als positiver Richtungssinn dieser Komponenten sei der
Sinn gewihlt, in dem r und @ wachsen, entsprechend der
Figur 24.

Es seien v, und v, die gesuchten Komponenten der Ge-
schwindigkeit. Diese hat parallel der z- und y-Achse die Kom-
ponenten &, y. Wir haben somit

v, cos  — v, sin @=a'c=%(rcos 6)=1#cos.8 —r Osin B,

v, sin © 'vcosa='=£rsin@='}sin@ r ©@cos 0.
1 2 y dt
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Die Losung dieser Gleichungen ergibt
v, =", v,—r 0.

Es mogen f, und f, die gesuchten Beschleunigungskompo-
nenten sein. Wir haben dann in gleicher Weise

f, c08 @ — f, sin O = & — lj—;(rcos 0)
=7 cos @ —27r@sin @ —r Osin @ — r 6 cos O,
f, sin © - f, cos @=g’j:;—;(rsin 0)
=7#sin®+ 27 Ocos O+ r B cos @ —r Osin 6.

Fig. 24.

Losen wir diese Gleichungen auf, so finden wir
.. : = .o 1d :
fi=r—r®2 f2=r@—}—2r@=7d—t(r2@).

Es ist wichtig zu beachten, daB die Beschleunigung fi
parallel zum Radiusvektor die in Richtung des Radiusvektors
fallende Seitenbeschleunigung der Beschleunigung relativ zum
Achsenkreuz Oz, Oy ist; sie ist nicht etwa die Beschleunigung,
mit der der Radiusvektor wichst.

44. Beispiele. 1. Da das Moment der Geschwindigkeit um den

Ursprung 7-7 @ ist, so kénnen wir die aus der Differentialrechnung be-
kannte Formel beweisen '
rO=ry—yi=np-s.
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2. Bei einer Zentralbewegung ist
h=1r20.

3. Ein Punkt P beschreibe eine Kurve C relativ zu Achsen durch
0. Man. beweise, daB in bezug auf parallele Achsen durch P der
Punkt O eine Kurve beschreibt, die in jeder Hinsicht mit C {iberein-
stimmt, und daB jeder beliebige Punkt, der OP in einem konstanten
Verhiltnis teilt, relativ zu einem der beiden Achsenpaare eine Kurve
beschreibt, die der Kurve C #hnlich ist.

45." Die Beschleunigung der Zentralbewegung. Es sei f die
GroBe der nach P hin gerichteten Zentralbeschleunigung
in P. r, p, o seien die Bezeichnungen fiir den vom Kraftzentrum O
aus gezogenen Radiusvektor O P, fiir das von O auf die Tangente
in P gefillte Lot und fiir den Kriimmungsradius der Bahn in P.
(Vgl. Fig. 23 in Abschnitt 42.)

Die Seitenbeschleunigung parallel zur Normalen in P ist

2.

r

2

Diese Beschleunigungskomponente ist aber auch gleich %,

Hieraus folgt
—=f.

s =

Aus dieser Gleichung und der Gleichung v-p ==k erhalten
wir nach Elimination von v die Beziehung

__hz'r
o’

Da aber 9=r:;—r ist, so konnen wir diese. Gleichung auch
p

f

schreiben
e Ridp
T pldr’

46, Beispiele. 1. Man zeige, daB bei der Zentralbewegung auf éiner
um den Mittelpunkt beschriebenen Ellipse die Beschleunigung proportio-
nal dem Radiusvektor ist.

2. Fiir den gleichen Fall ist zu beweisen, daB die Geschwindigkeit
in irgendeinem Punkte proportional der Liénge des zu dem Punkte ge-
horenden konjugierten Durchmessers ist.

3. Eine Punktschar mdge sich aus einer Lage P mit einer Ge-
schwindigkeit ¥V nach verschiedenen Richtungen bewegen, und zwar mit
einer Beschleunigung, die nach einem Punkte C gerichtet und pro-
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portional dem Abstand von diesem Punkte ist. Man zeige, daB alle be-
schriebenen Ellipsenbahnen denselben Leitkreis!) haben.

Die Tangente in P an eine der Ellipsenbahnen moge den Leit-
kreis in T schneiden; ¢ sei der Beriihrungspunkt der andern von T
aus an die Bahn gezogenen Tangente. Man zeige, daB die betreffende
Bahnkurve in @ eine Ellipse beriihrt, die ihren Mittelpunkt in C und
ihren einen Brennpunkt in P hat, und da8 2 CT die Linge der Haupt-
achse dieser Ellipse ist.

Diese Ellipse ist die Umbhiillende der Bahnen der Punkte, die mit
der gegebenen Geschwindigkeit von P ausgehen und sich mit der ge-
gebenen Zentralbeschleunigung um C bewegen.

4, Man zeige, daB bei der Zentralbewegung eines Punktes auf
einem Kreis um einen Punkt seines Umfanges als Kraftzentrum

2 A2
8’:‘5‘1 hat, worin a der Radius

die Zentralbeschleunigung die GriBe

des Kreises ist.

5. Man zeige, daBl bei der Zentralbewegung eines Punktes auf einer
logarithmischen Spirale um ihren Pol als Kraftzentrum die Zentralbe-
schleunigung der GréBie r—2 proportional ist.

6. Man zeige, daB fiir die Zentralbewegung eines Punktes auf einer
um irgendeinen Punkt O ihrer Ebene als Kraftzentrum durchlaufenen
Ellipse die Zentralbeschleunigung in einem beliebigen Punkte P pro-
r

5 ist, worin r den Radiusvektor OP und ¢ das von P auf

portional

die Polare von O gefillte Lot bedeuten.

47. Ellipsenbewegung um einen Brennpunkt. Wir wollen
uns jetzt mit dem ersten der Keplerschen Gesetze beschiftigen
(Abschnitt 41). Auf einer-
! e Ellipse mit den Halbachsen
a und b gehe eine Zentral-
bewegung um den einen
Brennpunkt S vor sich. S’ sei
© der zweite Brennpunkt, ¢ die
numerische Exzentrizitit, I der
Halbparameter.
P sei ein Punkt auf der
Ellipse; es seien r und ' die
Fig. 25. Radienvektoren, die von S
und S’ nach P gezogen sind,
und p und ' die Lote von § und §’ auf die Tangente in P,
C sei der Mittelpunkt und CD der zu CP konjugierte Halb-
messer der Ellipse.

1) Leitkreis der Ellipse = der geometrische Ort des Scheitels eines
rechten Winkels, dessen beide Schenkel die Ellipse beriihren.
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Dann ist
3
Q=%%; rr'=CD? pp=0b%, r4r==2a, b*=al
Da iiberdies JCS PY =< 8 PY'ist, so haben wir
v_r
r 7
—5
und damit sind diese beiden Ausdriicke auch = Kp_é: b .
Vre CD
Nun ist die Beschleunigung f durch den Ausdruck gegeben
hir
f="5
e

h"rab(C_D)s_h“’ a
CD® \br/ —r* b2 U
Somit &ndert sich die Beschleunigung umgekehrt mit dem

Quadrat der Entfernung », und, wenn wir f—? dafiir schreiben,

so haben wir B2=pul.

Wir koénnen also Keplers erstes und zweites Gesetz der
Planetenbewegung auch in der Form aussprechen, daB das
Kraftfeld, in dem sich die Planeten bewegen, radial nach der
Sonne gerichtet ist und daB sich die Feldstirke umgekehrt
mit dem Quadrat des Abstandes von der Sonne #dndert. Man
bezeichnet das Feld als das der ,Sonnenschwerkraft®.

48, Beispiele. 1. Man beweise,daB bei jederZentralbewegung auf einem

Kegelschnitt um seinen Brennpunkt die Beschleunigung 5_; ist und daB sie
: 2
die Richtung nach dem Brennpunkt hat, wobei /4=h7 .
Man zeige, daB 02227” , wenn der Kegelschnitt eine Parabel, und

vP=npu (%—i—%) , wenn er eine Hyperbel ist.
2. Man beweise, daBl die Geschwindigkeit v in irgendeinem Punkte
der Ellipse durch die Gleichung
SO
“H\yTa
gegeben ist.

3. Man beweise, daB bei der Ellipsenbewegung um einen Brenn-
punkt S die Geschwindigkeit in irgendeinem Punkte P senkrecht und
proportional dem Strahl ist, welcher vom andern Brennpunkt nach
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demjenigen Punkte W gezogen wird, der sich als Schnittpunkt von S P
mit einem Kreise um S als Mittelpunkt und mit 2 @ als Radius ergibt.
(Nach der Formel in Beispiel 2 wird dieser Kreis der ,Kreis ohne
Geschwindigkeit“ genannt.)
4. Man beweise, daB man die Geschwindigkeit in P in zwei
konstante Komponenten zerlegen kann, die eine senkrecht zum Radius-

vektor S P und die andere rechtwinklig zur groBen Achse.
5. Die Periodendauer, wiahrend
der die Ellipse beschrieben wird, ist

N 2xab _ 2xat
h Ve

6. Es ist die Zeit zu bestim-
men, in der irgendein Bogenstiick
A a  der Ellipse beschrieben wird.

Man ziehe den Hilfskreis 4Q A’
In der Figur 26 sei

P= QCA
der Exzenterwinkel von P und
Fig.26. O@=<XASP

der Vektorwinkel.
Dann ist die krummlinig begrenzte Fliche
A8 P= der krumml. begr. Fliche 4 NP — Dreieck SPN

=g (krumml. begr. Fliche 4 N @) — Dreieck S P N.

Nun ist die krumml. begr. Fliche
A N @ = Sektor A CQ — Dreieck CQ N =1} (a® ¢ — a?sin & cos 9),
und Dreieck S PN—=1bsin #(ae— acos D).
Hiernach ist die krumml. begr. Fliche ASP=14} a b (® — esin P).
Ist ¢ die Zeit der Bewegung von A4 nach P, so ist, da ja h gleich
dem Zweifachen des in der Zeiteinheit bestrichenen Flichenstiickes ist,
h-t—=ab(P—esin ).
Daraus folgt

3
8
t—2 (&—esin B).
Iz

Die GroBe Q ist unter dem Namen der ,mittleren Bewegung¥
a?
bekannt und wird mit # bezeichnet, so daB die betreffende Zeit ge-
geben ist durch
nt=oP—esin P.

Setzt man =2z, so findet man die in Beispiel 5 angegebene
Periodendauer.

Man beweise, daB ©® mit & in der Beziehung steht
e-}-cos O

c084&:1—}—&30@6
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und daB fiir kleines e annaherungsweise
O=nt+2esinnt.

7. Zwei Punkte beschreiben dieselbe Ellipse mit derselben Perioden-
zeit, wobei sie gleichzeitig von einem Ende der groBen Achse ausgehen ;
die Beschleunigung des einen ist nach einem Brennpunkt S, die des
andern nach dem Mittelpunkt C hin gerichtet.

Man beweise, daB &, — P, —esin P, ist, worin P, und P, ihre
Exzenterwinkel in irgendeinem Zeitpunkt bedeuten.

8.* Zwei Punkte beschreiben Ellipsen mit den Parametern ! und I
in verschiedenen Ebenen um einen gemeinsamen Brenmpunkt und ihre
nach dem Brennpunkt gerichteten Beschleunigungen sind gleich, wenn
ihre Brennpunktabstinde gleich sind.

Man zeige, daB die an die Ellipsen in den augenblicklichen Lagen
der Punkte gezogenen Tangenten dann, wenn die Relativgeschwindigkeit
der Punkte mit ihrer Verbindungslinie zusammenfillt, die Schnittgerade
der Ebenen im selben Punkte treffen und da8 die Brennstrahlen » und +’
der Punkte mit dieser Schnittgeraden die Winkel ® und @' bilden, wobei
zwischen diesen die Beziehung besteht

rsin® ¢ gin@

Vi VT

49. Die Umkehrung des Problems der Zentralbewegung.
Mit Bezug auf die Aufgabe, bei gegebenem Kraftfeld die Bahn
einer Zentralbewegung zu finden, koénnen wir folgenden allge-
meinen Satz ableiten: Die Bahn eines Massenpunktes,
der sich in einem zentralen Kraftfeld bewegt, liegt in
einer durch das Kraftzentrum gehenden Ebene; hierbei
beschreibt der Radiusvektqr vom Kraftzentrum nach
dem Massenpunkt in gleichen Zeiten gleiché Fliachen-
riume.

Zu irgendeiner Zeit, die als Anfangszeit gewihlt werde,
lege man eine Ebene durch die augenblickliche Tangente an
die Bahn des Massenpunktes und durch das Kraftzentrum.
Diese Ebene werde als die xy-Ebene und das Kraftzentrum
als der Ursprung gewihlt. Dann verschwinden zur Anfangs-
zeit z und 2.

Da die Beschleunigung lings des Radiusvektors gerichtet
ist, so haben wir

oder
yz—z2y=0, za—xz=0, zxzy—yx=0.
Hieraus ergibt sich durch Integration

yz—zy=—const, zx—xz—const, Xy — yx=const.
Love-Polster, Theoretische Mechanik. 4
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Die zwei ersten Integrationskonstanten verschwinden, da
anfangs z und z gleich Null sind. Verschwindet auch die dritte,
so heiBlt das, die Geschwindigkeit hat die Richtung des Radius-
vektors und der Punkt bewegt sich in gerader Linie. Wir
wollen hier den Fall der geradlinigen Bewegung ausschalten
(siehe Abschnitt 54).

Wir koénnen nun die Beziehungen

xz2—&2z=0, yz—yz=90
als Gleichungssystem fiir die Unbekannten 2z und z ansehen und
letztere daraus bestimmen. Falls x4 — £y nicht gleich Null
wird, konnen diese beiden Gleichungen nur befriedigt werden,
wenn man z und z gleich Null setzt. Hiernach ist z immer
Null und der Massenpunkt bewegt sich in der x y-Ebene.

Da nun xz¢g— y#, oder das Moment der Geschwindigkeit,
konstant ist, so ist auch die Flichen-Geschwindigkeit des Radius-
vektor konstant; denn wir sahen in Abschnitt 42, daB diese
Geschwindigkeit, sei sie konstant oder nicht, immer gleich dem
halben Moment der Geschwindigkeit um den Ursprung ist.

50. Die Bestimmung der Zentralbewegungsbahnen im ge-
gebenen Kraftfeld. Die Tangentialkomponente der Beschleunigung
eines Massenpunktes, der irgendeineBahn beschreibt, kann durch den

Ausdruck vgf—; dargestellt werden (Abschnitt 36). Hat die Be-
s .

schleunigung die GroBe f und'ist sie nach dem Ursprung ge-
dar
ds
der Kosinus des Winkels zwischen der Tangente und dem Radius-
vektor, der vom Ursprung gezogen ist. Wir haben daher die
Gleichung

. d .
richtet, so ist die Tangentialkomponente — f d—r ; denn 1st
s

dv dr
= F 1
vds fds (1)

LaBt sich f als Funktion von r darstellen, so kann man
diese Gleichung in der Weise integrieren

let—Aa—frdr, . .. . ... .2
worin 4 eine Konstante ist. Nun haben wir nach Abschnitt 43
VP12 ol ,

und nach Beispiel 2 in Abschnitt 44
r2O=nh.
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Hiernach kénnen wir schreiben

;_drg _hdr
"Tae” T rie’
und Gleichung (2) geht in die Form iiber
h“(dr)‘-’ h?
R =242
(e B e

1
Setzt man « fir o so 1Bt sich schreiben

f
(B =24 +pf ERC)
wobei vorausgesetzt sei, daB f als Funktion von » gegeben ist.

du
Durch diese Gleichung konnen wir — als Funktion von « aus-

a6
driicken und durch Integration die Gleichung der Bahn in
Polarkoordinaten finden.
Es ist oft bequemer, 4 aus Gleichung (3) dadurch zu
eliminieren, daB8 man nach @ differenziert. Dieser Proze liefert
die Gleichung

au f
d62+u=h2u2' N )

51. Bahnen mmter dem EinfluB einer Zentralbeschleuni-
gung, die sich umgekehrt mit dem Quadrat der Entfernung
dndert. Wird f==guu?, so geht die Gleichung (4) in Ab-
schnitt 50 in die Form tiber

d®u 1
1o T ==
h2
wobei (= — gesetzt und eine Konstante ist. Um diese

Gleichung zu integrieren, setzen wir
1
= 7 + w,
8o daB w die Gleichung erfiillt
a?w
ier Tv=

4%
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Die vollstindige Losung dieser Differentialgleichung hat
die Form (vgl. Abschnitt 38)

w=_Acos(O—e¢),
worin 4 und ¢ willkiirliche Konstanten sind. Fiir 4 setzen wir
‘li. Dann ergibt sich-als allgemeinste Form fiir » der Ausdruck

u:%{l—}—ecos(@—a)}.

Hiernach werden alle Bahnen, die unter dem EinfluB einer
Zentralbeschleunigung /i? beschrieben werden, durch die Glei-
r

chung umfaBt
L =11-ccos(6—e),

2

worin ¢ und & willkiirliche Konstanten sind und lz_—h— ist.

M
Die moglichen Bahnen sind Kegelschnitte, die den Ur-
sprung zum Brennpunkt haben und deren Parameter gleich 2!
2

2
oder —h ist.

u

Nach den Resultaten der Beispiele 1 und 2 in Abschnitt 48
ist der Kegelschnitt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je
nachdem die Geschwindigkeit im Abstand » kleiner, gleich oder

1
grofler ist als (2—&)2
r

52. Einige weitere Beispiele fiir die Bestimmung von Zentral-
hewegungsbahnen bei gegebenem Kraftfeld. 1. Wenn f eine beliebige
Funktion von 7 ist, so ist jeder um das Kraftzentrum beschriebene Kreis
eine mogliche Bahnkurve.

2. Ist f=pr, so ergibt Gleichung 3 des Abschnitts 50

2
(:%) —+ u? = const — h“‘-uuﬁ .
Man beweise hieraus, daB fiir positives # alle Bahnen Ellipsen sind, die
das Kraftzentrum zum Mittelpunkt haben.

3. Es sollen alle Bahnen gesucht werden, welche mit einer Zentral-
beschleunigung beschrieben werden kénnen, die sich umgekehrt pro-
portional der 3. Potenz der Entfernung #ndert.

Ist f=p u®, so geht Gleichung (4) des Abschnitts 50 iiber in

d?u u
e TR
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oder R
Totu(1—f) =0
Es gibt nun drei Félle, je nachdem k%2 >, = oder < u:
1) Ist A2 > u, so ist 1 —}% positiv und wir wollen es gleich n?

setzen. Dann haben alle Bahnen Gleichungen von der Form
u=Acos (n ®-+a).

2.) Ist k2= pu, so haben wir %—6’?:0 so daB u=A6+B

worin 4 und B willkiirliche Konstanten sind. Fir 4=0 wird
die Bahn ein Kreis, in allen anderen Fillen ist sie eine hyperbolische
Spirale, was man erkennt, wenn man die Konstante B so wihlt, daB
man 8chreiben kann

u=A4(0 —«)

3.) Ist A2 <<, so wird 1 — }% negativ und wir wollen es gleich
— n? setzen. Dann haben alle Bahnen Gleichungen von der Form
w=Acosh (n©®+a) oder u=ae"®+be "®

Setzt man hierin a oder b gleich Null, so erhalten wir eine loga-
rithmische Spirale.

4. Man leite die Formel
au _f
T T e
. htr
aus der Gleichung f= e ab.

5. Aus den Gleichungen

P—rer——f, 32

rdt

die sich bei unseren Betrachtungen in Abschnitt 43 ergaben, sollen die
Beziehungen
_f

6 =h-ut, @2+ R

r 6)=0,

abgeleitet werden.

53. Newtons Art der Untersuchung. Wir wollen hier eine
Darstellung von der Art geben, in welcher Newton?) die Bahn
eines Punktes untersuchte, welcher sich aus gegebener Anfangs-
lage P mit gegebener Geschwindigkeit V in gegebener Richtung
PT unter dem EinfluB einer Beschleunigung fortbewegt, die nach
einem Punkt § gerichtet ist und sich umgekehrt mit dem
.Quadrat der Entfernung von § #ndert.

! Principia, lib. 1, sect. 8, prop. 17.
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Hilfssatz: Ein Kegelschnitt ist durch einen Punkt P,eine Tangente P T,
einen Brennpunkt S und die Brennpunktsehne P@ des Kriimmungs-
kreises in P vollstindig und eindeutig bestimmt, und zwar ist dieser

Kegelschnitt eine Ellipse, Parabel
oder Hyperbel, je nachdem

PQ<,= oder > 4SP.

Es sei U der Mittelpunkt von
P@. Man ziehe PG senkrecht
zu PT, UG parallel zu PT, so-
wie UO bzw. G K senkrecht zu
S P, bis zu ihren Schnittpunkten
O bzw. K mit PG bzw. S P.

Wie man aus den &hnlichen
Dreiecken O PU, UPG, GPK
erkennt, ist
OP:.PU=PU:PG=PG:PK.
und somit
PG
PK?’

Man zeichne nun einen Kegel-

schnitt mit dem Brennpunkt § und

der Achse S@, der PT in P beriihrt. G ist dann der Schnittpunkt

der Normalen mit der Achse und P K ist der Halbparameter. Somit
ist O der Kriimmungsmittelpunkt.

Da S G:8 P gleich der Exzentrizitit ist, so ist der Kegelschnitt

vollkommen und eindeutig bestimmt.
Der Halbkreis iiber PU .als Durchmesser geht durch G; hieraus

folgt:
fir SP>1PU wird SG<SP; fir SP<}PUwird SG>SP;
fir SP=%PU wird SG=SP.

Damit ist der Kegelschnitt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je
nachdem

OP=

Fig. 27.

SP>, = oder <L+PU.

Nun moége ein Punkt sich von P mit der Geschwindigkeit
V in der Richtung PT bewegen und eine Beschleunigung
4 (Entfernung)? — nach S hin gerichtet — erfahren. Man
suche @ auf der Verlingerung von PSS, so dal

Nach Beispiel 4 in Abschnitt 37 ist dann P diejenige
Sehne im Kriimmungskreis der Bahn, die in der Richtung P §
gezogen ist.

Mit § als Brennpunkt sei ein Kegelschnitt beschrieben,
der PT in P beriihrt und PQ als Brennpunktsehne . des
Kriimmungskreises in P besitzt.
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Dann modge ein zweiter Punkt auf diesemm Kegelschnitt
eine Zentralbewegung um S ausfilhren und hierbei mit der Ge-
schwindigkeit V von P abgehen. Es ergibt sich aus Abschnitt 47,
daB die beiden sich bewegenden Punkte beim Abgang dieselbe
Lage, Geschwindigkeit und Beschleunigung besitzen und daf
ihre Beschleunigungen immer die gleichen sind, wenn ihre Ab-
stinde von S die gleichen sind. Sie miissen also dieselbe Bahn
beschreiben.

Die in Frage kommende Bahn

ist eine Ellipse, wenn } PQ <'SP, d. h. wenn V? <:2g§)’
1 yr 2H

” ” Parabel, 9 i .P Q ESS S .P, ” ” = ﬁ 5

»n » Hyperbel, » 1— PQ™>SP, »n » n Vi :——% .

54. Geradlinige Bewegung unter dem EinfluB einer Be-
schleunigung, die nach einem Punkte der Geraden hin gerichtet
ist und sich umgekehrt mit
dem Quadrat des Abstandes Y
indert. Ein Punkt N be-
wege sich vom Ausgangs-

punkt 4 aus in gerader Linie X
04 so, daBB & = — /%, wenn
x
ON==z.
Man beschreibe iiber O A
als Halbmesser einen Kreis, o ) N A

dessen Mittelpunkt C und
dessen Radius a seien, ziehe
NP senkrecht zu 04 und
betrachte die Bewegung des
Punktes P auf dem Kreis.
Wir wollen nachweisen,
daBl der Punkt N die be- Fig. 28.
sagte Beschleunigung besitzt,
wenn P den Kreis mit einer nach O gerichteten Beschleunigung
beschreibt.
Nach dem Beispiel 4 des Abschnitts 46 ist die Beschleunigung
2,2
von P:S—gp—(:, worin k die doppelte Fliachengeschwindigkeit

des Strahles O P um O bedeutet.
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Um diejBeschleunigungskomponente von Pin der Richtung 4 0
zu erhalten, wollen wir den obigen Wert mit ——

Bedenkt man noch, daf
ON:OP=OP:0A4,
so ergibt sich die Beschleunigung von N gleich
8h*a®’ON  8h*a’ON A* 1

OP°*  (2a-ON° a ON®’

Wenn wir nun annehmen, dal der Punkt N in einer Ent-
fernung 2a von O seine Bewegung beginnt, und wenn wir
h*=—pua und 0 N=gz setzen, so erhalten wir fiir N eine Be-

0P multiplizieren.

schleunigung :—i% mit der Richtung nach O hin, d.h. wir be-

kommen
u

T
Da der Radiusvektor OP in gleichen Zeiten gleiche Flichen
beschreibt, so kénnen wir die Figur 28 benutzen, um die Lage
des Punktes als Funktion der Zeit anzugeben.
Ist 3LAOP=0 und t die Zeit, die wihrend der Be-
wegung von A nach N verstreicht, so 1st

OP (2acos OF

¢=O0N= 2a 2a

2 a cos 20,

und ht== zweimal dem krummlinig begrenzten Flichenstiick 40P
= zweimal dem Sektor 4 C P plus zweimal dem Drei-

eck OCP,
= 2a?0O-}a’sin20,
und somit
§
t———(2 O 4sin2 O).

e

Damit sind sowohl die Lage x wie auch die Zeit ¢ als
Funktion eines Parameters @ gefunden.
55. Beispiele. 1. Zu denselben Ergebnissen kommt man natur-
gemiB auch durchIntegration der Gleichung i:——"—é unter Beriick-
x

sichtigung der Bedingung, da8 fiir t =0, x =2a, £ =0.
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Multiplizieren wir beide Seiten mit & und integrieren dann, so
finden wir

o=t 4c,
worin C eine willkiirliche Konstante ist; setzen wir ¢ =0, so bekommen
i —__F
wird C= %4
Daraus folgt

Beriicksichtigt man, da8 x mit wachsendem ¢ kleiner wird, so er-
gibt sich

x —1
T LLEL B
- " ez :
2a

Man setze hierin x — 2a cos® ® ein und leite dadurch das in Ab-
schnitt 54 gefundene Resultat ab.

2. Man ermittele die gesamte von A4 bis O gebrauchte Zeit.

56. Das Feld der Erdschwere, Mit den an fallenden Kérpern
angestellten Beobachtungen stimmt die Anschauung iiberein, daf3 das
Kraftfeld rings um die Erde einzentrales ist und daf die Beschleu-
nigung eines freien Korpers in diesem Feld nach dem Erdmittel-
punkt hinzeigt. Der Mond beschreibt annidhernd eine Kreisbahn
um die Erde und zwar innerhalb einer Periode von 27!/, Tagen;
diese Bewegung ist fast gleichférmig; der Abstand des Mondes von
der Erde betrigt etwa 60 FErdradien. Nun hat die Zentral-
beschleunigung eines Punktes, der eine Kreisbahn vom Radius
R wahrend der Zeit T gleichférmig beschreibt, den Wert
4a% R

™
radius ist (6378 km) und die Periode betrigt 27/, Tag, so
erhilt man fiir diese Beschleunigung, wenn man sie in m/sec™?

; wenn nun der Radius 60mal so groB wie der Erd-

ausdriickt, angenshert 981 mfsec™®.  Also bewegt sich der

3600
Mond um die Erde nahezu in dersélben Weise, als wenn er
unter dem EinfluB der im Verhiltnis 1:(60)® verminderten Erd-
beschleunigung stiinde.

Aus diesem Ergebnis schliefen wir, daf das Kraftfeld um
die Erde sich bis zum Monde erstreckt und daf die Feld-
stirke ebenso wie die Stirke des Sonnenfeldes sich umgekehrt
mit dem Quadrat der Entfernung &ndert.
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Fiir Koérper in der Nihe der Erdoberfliche hat man je
nach der Hohe iiber der letzteren an der Erdbeschleunigung
eine Korrektur vorzunehmen. Sind g die Erdbeschleunigung
an der Oberfliche der Erde und a der Erdradius, so ist die
Erdbeschleunigung in einer Hohe & iiber der Oberfliche

g-a®
(ath?
Es gibt noch andere Berichtigungen der Erdbeschleunigung,
die wenigstens ebenso wichtig sind, wie die hier erwdhnte. Die

wichtigste, die mit der Drehung der Erde zusammenhingt,
wird uns im Kapitel X beschaftigen.

57. Beispiele. ‘1. Die Umbhiillende der Ellipsenbahnen aller Massen-’
punkte, die, von einem Punkte P mit der Geschwindigkeit V ausgehend,
sich mit einer nach einem Punkte S gerichteten Beschleunigung bewegen,
welche sich umgekehrt mit dem Quadrat des Abstandes #ndert, ist
eine Ellipse. Diese hat S und P zu Brennpunkten und beriihrt jede der
Bahnen in dem Punkte, in dem die von P nach dem zweiten Brenn-
punkt der Bahn gezogene Gerade die Bahn schneidet.

2. Man zeige, daB ein Gewehr in der Ebene des Meeresspiegels
1/n2 der Erdoberfliche bestreichen kann, wenn die gréB8te Héhe, bis zu
der es eine Kugel senden kann, 1/n des Erdradius betrigt. Hierbei ist
die Verénderung der Schwere mit der Hohe beriicksichtigt.

3. Man beweise, daB ein Massenpunkt von der Hohe h bis zur

B2
Erdoberfliche angenihert die Fallzeit (2—!}—) (1—[—2—2) braucht, wenn

2
.a der Endradius ist und (:—:) vernachldssigt wird.

Vermischte Beispiele. 1. Man beweise, daB die Zeit, die man
zum geradlinigen Uberschreiten einer StraBle von der Breite ¢ braucht,
auf der ein Strom von Omnibussen von der Breite b in gleichen Ab-
stinden a mit der Geschwindigkeit V voriiberfihrt, gleich

¢ (a b)

14 (b + a
ist, wenn das Uberschreiten der StraBe mit der kleinstmdglichen Ge-
schwindigkeit vor sich gehen soll.

2. Ein Massenpunkt bewege sich in einer Ebene derart, daB seine
Seitengeschwindigkeiten, die er parallel zu zwei aufeinander senkrechten
Geraden der Ebene hat, proportional seinen Abstinden von zwei anderen
rechtwinkligen Geraden der Ebene sind. Man beweise, daB seine Bahn
eine logarithmische Spirale oder eine gleichseitige Hyperbel ist.

3. Drei Pferde auf einem Felde befinden sich in einem bestimmten
Augenblick in den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks. Relativ zu
einem Menschen, der in einem Wagen die LandstraBe entlang fahrt, be-
wegen sie sich anf den Seiten des Dreiecks (im selben Umlaufsinn) und zwar
mit derselben Geschwindigkeit, wie sie der Wagen hat. Man zeige, daB
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die drei Pferde in Wirklichkeit auf drei sich in einem Punkte treffenden
Geraden laufen.

4. Eine gerade Linie von der konstanten Liéinge A B dreht sich mit
gleichformiger Winkelgeschwindigkeit um den Punkt 4 und eine zweite
Gerade B C, ebenfalls von konstanter Linge, bewegt sich so, daB C immer
auf einer festen durch A gehenden geraden Linie bleibt. Man beweise,
daB die Geschwindigkeit von C proportioual dem Stiick ist, das BC
von der in 4 auf AC errichteten Senkrechten abschneidet.

5. Ein Punkt P bewege sich mit gleichformiger Geschwindigkeit
auf einem Kreise; der Punkt @ auf demselben Radius habe den dop-
pelten Abstand vom Mittelpunkt, und PR, die Tangente in P, ist gleich
dem Bogen, der von P seit Beginn der Bewegung zuriickgelegt wurde;
1;21an zeige, daB die Beschleunigung von R parallel und proportional

ist.

? 6. Ein Punkt C beschreibt einen Kreis vom Radius r mit der
Winkelgeschwindigkeit «’ um den Mittelpunkt O und ein Punkt P be-
wegt sich so, daB CP immer den konstanten Wert a besitzt und sich
in der Ebene des von C beschriebenen Kreises mit der Winkelgeschwin-
digkeit » dreht. Man beweise, daB die Winkelgeschwindigkeit von O P

1
oFp @ (B @' — 1) - of (B — a* £ +7)}

ist, wobei B die Linge OP bedeutét.

7. Zwei Punkte bewegen sich gleichférmig auf geraden Linien in
derselben Ebene. Zu irgendeiner Zeit sei a ihr Abstand, V ihre relative
Geschwindigkeit gegeneinander, u und v deren Komponenten parallel
und senkrecht zur Richtung von a. Man zeige, daB ihre Entfernung,

av

wenn sie am kleinsten ist, die GriB8e v hat und daB die Zeit, die bis

dahin verstreicht, %,1:- ist.

8. Zwei Punkte 4 und B bewegen sich mit gleichférmigen Ge-
schwindigkeiten u, v auf zwei geraden Linien, die einen Winkel ¢ mit-
einander bilden; man beweise, daB wihrend der Bewegung aus der Lage,
in der AB am kleinsten ist, bis zu derjenigen Lage, fiir die AB dop-
pelt so groB wie dieser Kleinstwert wird, die Zeit

\/§ cusina
u? 4 v2 — 2y vcosa
verstreicht, worin ¢ den Abstand A B bedeutet, wenn A die Bahn von
B iiberschreitet.

9. Man beweise: bewegt sich ein Massenpunkt entlang einer ebenen
Kurve, so wandert der FuBpunkt des Lo‘es, das man vom Ursprung

auf die Bewegungsrichtung fillt, mit der Geschwindigkeit ’1, wenn v

die Geschwindigkeit des Massenpunktes, » sein Abstand vom Ursprung
und ¢ der Kriimmungsradius seiner Bahn ist.

10. Zwei Massenpunkte gehen gleichzeitig vom selben Punkte ab
und bewegen sich auf zwei geraden Linien, der eine mit gleichférmiger
Geschwindigkeit, der andere mit gleichformiger Beschleunigung. Man
beweise, daB die Verbindungslinie der beiden Punkte stets eine feste
Parabel beriihrt.
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11. Ein Massenpunkt bewegt sich mit gleichférmiger Tangential-
beschleunigung auf seiner Bahn und beschreibt in der n,, n,, n; ten
Sekunde nach einem bestimmten Zeitpunkt die Bogen 8, &,, 8;; man
beweise, da

8y (Mg — My} 1 8 (g — 1y) + 8 (1, — my) = 0.

12. Zwei Boote starten bei einem Wettrennen mit den Geschwindig-
keiten v und ¢’ und bewegen sich mit den Beschleunigungen f, f’. Man
beweise, da die durchfahrene Strecke

2(v—7)-f —v'f)
F—rry
war, wenn sie zugleich durchs Ziel gehen.
13. Ein Korper wird mit der Geschwindigkeit v vertikal nach auf-
wiirts geworfen; nach einer Zeit ¢ wird ein zweiter Korper mit der Ge-

schwindigkeit v’ (< v) ebenfalls vertikal nach cben geworfen. Damit sie
sich in moglichst kurzer Zeit treffen, muB sein

, o=t
g
14. Ein Massenpunkt bewege sich auf der z-Achse aus der Ruhe-

lage £ =a mit der Beschleunigung xﬁ?' nach dem Ursprunge hin. Man

zeige, daB er bis zur Lage x die Zeit braucht:

VD oo oo (V3 +VE-20):

15. Ein Massenpunkt bewege sich in gerader Linie unter der Wir-
kung einer von einem festen Punkte der Geraden ausgehenden Kraft,
2
die in der Entfernung r die GréSe %—% hat. Er beginne seine Be-
wegung aus der Ruhelage a-}-ya® — b%. Man beweise, daB er in einer
3|

——— 2
Entfernung a — y/a? — b® zur Zeit 78" sur Ruhe kommt und zwischen

den Grenzlagen hin und her schwing’:..

16. Ein Massenpunkt bewege sich auf der z-Achse von der Ruhe-
lage #—=a aus und erleide wihrend eines Zeitraums f, vom Beginn der
Bewegung an die Beschleunigung — u #, fiir den folgenden Zeitraum £,
dagegen die Beschleunigung x#z. Am Ende dieses Zeitraums sei der
Massenpunkt nach dem Ursprung gelangt; man beweise, da8

tan (t, yu) - tanh (f, yi) = 1.

17. Drei Tangenten an die Bahn eines Massenpunktes, dessen Be-
schleunigung konstant ist und immer in derselben Richtung zeigt, bilden
ein Dreieck 4 BC; die Geschwindigkeiten sind « lings B C, v lings C 4,
w langs A B. Man beweise, daB

BC  CA  AB
w Ty T =0

18. Man beweise, daB die Winkelgeschwindigkeit eines Geschosses
um den Brennpunkt seiner Bahn sich umgekehrt mit seinem Abstand
vom Brennpunkt éndert.
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19. Man beweise, daB eine Kugel, die aus einem Gewehr unter
irgendeinem Steigungswinkel abgeschossen wurde, vom AbschuBlpunkt aus
gesehen, hinter einer senkrechten Scheibe mit gleichférmiger Geschwindig-
keit niederzugehen scheint.

20. Ein Massenpunkt wird von einer Plattform mit der Geschwin-
digkeit V unter dem Steigungswinkel g abgeschossen. Auf der Plattform
ist ein Fernrohr unter dem Winkel & aufgestellt. Die Plattform bewegt
sich ‘horizontal in derselben Ebene wie der Massenpunkt derart, daB der
letztere stindig im Mittelpunkt des Gesiehtsfeldes des Fernrohres bleibt.
Man zeige, daB die Eigengeschwindigkeit des Fernrohres Vsin (« —f) cosec
und seine Beschleunigung g cot & sein muB.

21. Ein Tennisspizler, der im langen Feld steht, hat einen Ball zu
nehmen, den er gleich gut aus jeder Hohe zwischen den Hohenlagen k,
und k, iiber dem Erdboden zuriickschlagen kann; man zeige, daB er
seinen Standort innerhalb eines Raumes

m{VI=f Vi)

einnehmen muB, worin 2 R die horizontale Schlagweite und h die groBte
Hohe des Balles bedeuten.

22. Ist o der erforderliche Elevationswinkel eines Geschiitzes, um
damit eine Marke auf einer Scheibe in der horizontalen SchuBweite B
zu treffen, und wird die Acnse der Drehzapfen des Geschiitzrohres gegen
_die Horizontale um den Winkel § geneigt, so wird das GeschoB die
Scheibe in einer Entfernung R tan a sin § seitlich und R tan o (1 —cos §)
unterhalb der Marke treffen, nach der gezielt wurde.

23. Ein schwerer Punkt wird vom Punkt 4 aus mit der kleinst-
moglichen Wurfgeschwindigkeit ¥ abgeworfen, daB er gerade noch durch
einen Punkt B geht; man zeige, daB seine Geschwindigkeit in B gleich
lI”r:;nﬂ ist, wobei 28 den Winkel angibt, den 4 B mit der Vertikalen

ildet. ‘
24. Ein schwerer Punkt wird von einem Punkte A4 aus so ab-
geschossen, daB er durch einen anderen Punkt B geht; man. zeige, daB

die kleinste Geschwindigkeit, mit der das noch méglich ist, ,\/_2ﬂ ist und

-4
cos -

2
daB der hochste Punkt der SchuBbahn in einer Héhe lcos‘g;~ iiber

A liegt, wobei A B—=1 und die Neigung von 4 B gegen die Vertikale o ist.

25. Von einem Fort aus beobachtete man eine Boje unter einem
Winkel i unterhalb der Horizontalebene. Ein Geschiitz wurde unter
einem Elevationswinkel o abgeschossen; man sah aber die Kugel unter
dem Winkel ¢’ unterhalb der Horizontalebene im Wasser aufschlagen.
Man zeige, da zum Treffen der Boje ein Elevationswinkel ©® gewahlt
werden mufB, der sich aus der Gleichung ergibt

cos Osin (@4 i) cos?isini’
cosa sin (x4 4') = cos® sin i’
26. Ein Massenpunkt soll so abgeschossen werden, da er gerade
durch drei gleiche Ringe vom Durchmesser d fliegt, die sich in parallelen

vertikalen Ebenen in Abstinden a woneinander befinden, und deren
hochste Punkte in einer und derselben geraden Linie in der Héhe h
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iiber dem AbschuBpunkte liegen. Man beweise, daB er unter einem

Winkel arc tan (—%‘é}ﬁ) gegen die Horizontale abgeschossen werden muS8.

27. Ein Massenpunkt wird von einem Punkt eines horizontalen
Tisches so abgeschossen, daB er durch die vier oberen' Ecken eines mit
einer Seite in die Tischebene fallenden vertikalstehenden regelmiBigen
Vielecks mit gerader Seitenzahl geht. Sind R und r die Radien der
um- bzw. eingeschriebenen Kreise des Vielecks, so ist die SchuBweite
auf der Ebene %\/R‘— 5 R?r? |- 8% und die groBte Hohe des Massen-
R‘.’. (R% - r?)
2r2r*— RY’

28. Ein Mann, der in einer Entfernung a von einem Netz von der
Hohe h entfernt steht, will einen Ball so iiber das Netz schlagen, daB
dieser auf der anderen Seite innerhalb einer Entfernung b (< @) vom
Netz zur Erde fillt. Man beweise, daB das Quadrat der groBien Hori-
zontalgeschwindigkeit, die dem Ball erteilt werden muB, nach einer
harmonischen Reihe wiichst, wihrend die Hohe, bis zu der er dabei
steigt, nach einer arithmetischen Reihe zunimmt, vorausgesetzt, da8 die

Héhe den Wert & (1+§) nicht iiberschreitet; fir die Hohen h und

2] stehen die Werte dieser groBten Horizontalgeschwindigkeiten im Ver-
héltnis ya —b: ya.

29. Ein Mann lduft mit der Gesechwindigkeit v auf einem Kreise
und wirft dabei mit-der Hand einen Ball mit der Relativgeschwindig-
keit V bis zur Héhe h iiber der Erde und zwar so, daB8 der Ball im
Mittelpunkt des Kreises niederfillt. Man zeige, daB der kleinste mog-
liche Wert von V durch die Beziehung gegeben ist

Voot g {yaT TR — h}.
30. Sind 4 und B zwei gegebene Punkte und C ein weiterer Punkt
auf ihrer Verbindungslinie, so sind die Flugzeiten der verschiedensten

durch 4 und B gehenden Flugbahnen dem Wert y/CD proportional,
wobei D der Punkt ist, in welchem die betreffende Wurfbahn die Verti-
kale durch C schneidet.

31. Bei jeder Flugbahn zwischen zwei Punkten 4 und B ist das-
jenige Stiick der Vertikalen durch einen auf AB liegenden Punkt C,
welches zwischen C und der Flugbahn liegt, gleich igt,t,, wobei ¢,
die Zeit von A bis zur Vertikalen durch C und ¢, die Zeit von dieser
Vertikalen bis B ist.

32. Ein Massenpunkt wird unter einem Steigungswinkel o von
einem Punkt einer um g gegen die Horizontale geneigten Ebene so ab-
geschlossen, daB die Flugbahn in einer zu dieser Ebene senkrechten
Ebene liegt. Ist y die Erhebung desjenigen Punktes der Bahn, der von
der schiefen Ebene am weitesten entfernt liegt, so ist

tan « 4 tan f— 2 tan y.

33. Ein Massenpunkt wird mit der Geschwindigkeit V unter irgend-
einem Winkel o abgeschossen, der groBer als der kleinste positive Wert
von arc cos § ist; man zeige, daB man durch den AbschuBpunkt zwei
Ebenen legen kann, die von seiner Bahn rechtwinklig geschnitten wer-
den, und daB, wenn diese Ebenen die Neiguugswinkel § und y gegen

punktes iiber dem Vieleck Dies ist zu beweisen.
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die Horizontale bilden, die Beziehung gilt 4 y =, sowie daB die
Zeit, wihrend welcher der Punkt von einer Ebene zur anderen eilt,
den Wert

. 14
sin (8 — ¥)-—
#—=n-3
hat.

34. Ein schwerer Punkt fliegt mit einer Geschwindigkeit « unter
der Steigung y gegen die Horizontale von einem Punkte einer unter «
geneigten Ebene ab, wobei 2y/2tan o« =—y3tany. Man zeige, daB fiir
verschiedene Lagen der senkrechten Wurfbahnebene die Projektion der
Wurfweite auf eine horizontale Gerade, die senkrecht zu der Geraden
grofter Steigung steht, den Hichstwert erreicht

57,2
élil sin 2 y.
4\/6¢

35. Zwei Ebenen, die sich in einer horizontalen Geraden schneiden,
sind gegen die Horizontalebene unter den Winkeln o und g geneigt.
Ein Massenpunkt wird im Abstand a von der Schnittlinie von einem
Punkt der ersten Ebene so abgeschossen, daB er die andere Ebene recht-
winklig durchschneidet; man zeige, daB die Geschwindigkeit beim Abwurf

V24 asing
Vsin & — sin § cos (¢ + B)
war.

36. Wird die Geschwindigkeit v eines Geschosses in einem Punkte
seiner Flugbahn plétzlich auf die Hilfte verringert, so liegt der Brenn-
2

punkt der neuen Flugbahn dem Geschof um g% niher und die Kriim-
mung der Bahn vervierfacht sich.

- 87. Zwei schwere Punkte werden vom selben Ausgangspunkt mit
gleichen Geschwindigkeiten so abgeworfen, daB die Abschufrichtungen
in dieselbe Vertikalebene fallen; ¢, ¢ seien die Flugzeiten der Punkte vom
Ausgangspunkt bis zum anderen Schnittpunkt ihrer Wurfbahnen, T, T”
ihre Flugzeiten bis zum hdchsten Punkte ihrer Bahnen. Man beweise,
daB der Wert ¢-T-#-7" unabhingig von den AbschuBrichtungen ist.

38. Drei Punkte werden vom selben Ausgangspunkte in derselben
Vertikalebene mit den Geschwindigkeiten v,, v,, v; unter den Steigungs-
winkeln 8,, B;, B, abgeschossen. Man beweise, daB die Brennpunkte
ihrer Wurfparabeln in einer geraden Linie liegen, falls

sin2 (8, —B,) , sin2(8; — B sin 2 (B; — Bo)
N 1’22 8 + ,vsz 1)+ 012 2. —=0.
1 2 3
39. Drei Punkte werden gleichzeitig von einem gegebenen Punkte
in verschiedenen Richtungen abgeschossen. Man beweise, daB sie nach
Verlauf der Zeit ¢ ein Dreieck bilden, dessen Flicheninhalt proportional
12 ist. Liegen die AbschuBrichtungen zweier von ihnen in derselben
Vertikalebene, so geht die Ebene des erwihnten Dreiecks nach der Zeit
2 wvsin(f—a)
g (wcosoe—vecosf)’

durch den AbschuBpunkt, worin u, v die Anfangsgeschwindigkeiten und
«, 8 die Anfangssteigungen dieser beiden Punkte beim Abschuf sind.
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40. Eine Anzahl Punkte werden gleichzeitig von einem Punkte
aus abgeschossen und bewegen sich unter dem Einflu der Schwere;
man zeige, daB die Beriihrungspunkte der Tangenten, die man von
einem beliebigen Punkte auf der im AbschuBpunkt errichteten Senk-
rechten an die Bahnen zieht, gleichzeitige Lagen der Punkte sind.

41. Vom selben Punkt aus werden eine Anzahl Massenpunkte mit
gleichen Geschwindigkeiten in derselben Ebene abgeschossen; man be-
weise, daB die Scheitel ihrer Wurfbahnen auf einer Ellipse liegen.
Wenn sie alle drei gleich elastisch sind und auf eine vertikale Wand
aufspringen, so liegen die Scheitel ihrer neuen Bahnen ebenfalls auf
einer Ellipse. .

42. Von der Spitze eines Berges, der die Gestalt einer Halbkugel
vom Radius » hat, wird ein GeschoB mit der Geschwindigkeit y2gh ab-
gefeuert. Man zeige, daB die weitesten Punkte des Berges, die man dabei
treffen kann, in einer (geradlinig gemessenen) Entfernung r —yr® —4 rh
von der Bergspitze entfernt sind.

43. Eine Kanone ist in einem Fort aufgestellt, das an einem Berg-
hang liegt, der unter dem Winkel o gegen den Horizont geneigt ist. Man
zeige,, daB der damit beherrschte Flichenraum 4 xh (k- d cos o) sec®a
ist, wobei }/2gh die Miindungsgeschwindigkeit des Geschosses und d
der senkrechte Abstand der Kanone vom Berghang bedeutet.

44. Eine Kanone ist in einem Punkte fest aufgestellt, so daB sie
die Horizontalebene, in der sie steht, bestreichen kann. Das Rohr laBt
sich gegen die Lafette so verstellen, daB die Richtung des Rohres stets
in einer unter dem Winkel a gegen die Horizontale geneigten Ebene
bleibt. Man beweise, da8 der gesamte SchuBbereich in der Horizontal-
ebene eine Ellipse von det Exzentrizitit sin o ist, wenn die Miindungs-
geschwindigkeit konstant bleibt.

45. Im horizontalen Abstand a von einem Geschiitz steht eine

" . ga? e
Mauer von der Hohe & <> a —‘%,T) und es wird in einer zur Mauer senk-

rechten Ebene mit der Anfangsgeschwindigkeit v ein Gescho abgefeuert.
Man beweise, daB auf der anderen Seite der Mauer noch ein Raum
von der Tiefe
2ha
9@+ 1%
bestrichen werden kann, vorausgesetzt, daB dieser Ausdruck einen
reellen Wert gibt. -

46. Man soll einen Ball von einem gegebenen Punkt aus mit einer
bestimmten Geschwindigkeit so abwerfen, daB er eine vertikale Mauer
oberhalb einer horizontalen Geraden trifft. Wirft man den Ball in einer
zur Mauer senkrechten Vertikalebene ab, so muB der AbschuBwinkel
zwischen 6, und O, liegen. Man beweise, daB die Punkte an der
Mauer, gegen die der Ball direkt geworfen werden kann, innerhalb eines
Kreises vom Radius

V?sin (0, — 6,)

R gsin (6, + 6,)
liegen.

47. Aus einem Springbrunnen springen Wasserstrahlen mit einer

Austrittsgeschwindigkeit \)gacosec@ unter dem Winkel © gegen die
Vertikale. h sei die Hohe der AusfluBdiise iiber dem Mittelpunkt .des

Vot — a?g® — 2 hotg
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kreisformigen Bassins. Man beweise, daBl der Radius des Bassins, falls
alles Wasser in dieses hineinfallen soll, mindestens den Wert

{2a[atya Tl
haben muB.

48. Wenn die Einwirkung des Windes auf ein GeschoB diesem
eine Beschleunigung f 'in horizontaler Richtung erteilt, so ist der geo-
metrische Ort aller Punkte, die mit einer gegebenen AbschuBgeschwindig-
keit gerade noch erreicht werden konnen, eine Ellipse mit der Ex-

A
zentrizitit __Ef__g und dem Flicheninhalt ”g—';‘/ *-+g°.

49. Ein GeschoB wird so abgeschossen, daf es in seiner Achsen-
richtung in ein glattes, gerades unter 45° gegen den Horizont geneigtes
Rohr von kleiner Bohrung eintritt, aus dem es am anderen Ende
wieder austritt. Man zeige, daB die Parameter der beiden SchuBbahnen,
vor dem Ein- und nach dem Austreten aus dem Rohr sich um die

V2fache Rohrlinge unterscheiden.

50. Werden zwei Massenpunkte zu gleicher Zeit in derselben
Vertikalebene von zwei gegebenen Punkten aus mit gleicher Geschwindig-
keit abgeschossen und treffen sie sich, so ist die Summe ihrer Neigungs-
winkel beim AbschuB konstant; fiir konstante AbschuBgeschwindigkeit
und verschiedene AbschuBrichtungen ist der geometrische Ort dieser
Treffpunkte eine Parabel.

51. Ein Mann wirft von der Kante einer Felswand einen Stein mit
gegebener Geschwindigkeit u unter einem gegebenen Winkel gegen den
Horizont in einer zur Felsenkante senkrechten Ebene ab; nach einer
Zeit © wirft er vom selben Fleck in derselben SchuBebene noch einen
Stein mit der Geschwindigkeit v unter einem Winkel } # — @ gegen
die AbschuBrichtung des ersten Steines. Man berechne den Wert von z,
fiir welchen sich die Steine treffen, und zeige, daB z fiir verschiedene

2

2 . .
GréB8e von @ den Hochstwert —wl erreicht, wenn sin Qz% wird; w

bedeutet dabei die Vertikalkomponente von v.

52. Zwei Massenpunkte beschreiben dieselbe Ellipse in der gleichen
Zeit als Zentralbewegungsbahn um den Mittelpunkt. Man zeige, daB
der Schnittpunkt ihrer jeweiligen Bewegungsrichtungen ebenfalls eine
Zentralbewegung um den Mittelpunkt ausfiihrt, daB.er ndmlich eine
konzentrische Ellipse beschreibt.

53. Zwei Massenpunkte werden von zwei Punkten einer geraden
Linie, die durch einen Punkt O geht, in parallelen Richtungen mit Ge-
schwindigkeiten abgeschossen, die ihren Abstéinden von O proportional .
sind; jeder Massenpunkt habe eine nach O gerichtete Beschleunigung
von der GroBe u-(Abstand). Man beweise, daf alle Tangenten an die
Bahn des inneren Punktes von der Bahn des duBeren Bogen abschneiden,
die in gleichen Zeiten durchlaufen werden.

54. Zwei Punkte beschreiben konzentrische und koaxiale Ellipsen
um den gemeinsamen Mittelpunkt mit Beschleunigungen, die fiir gleiche
Abstinde gleich sind. Die Summe der Achsen der einen Ellipse seien
gleich der Differenz der Achsen der anderen; die Punkte beginnen ihre
Bewegung in entgegengesetzten Richtungen von den einander ent-
sprechenden Enden der groSen Achsen. Man beweise, daB bie Verbin-

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 5
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dungslinie der Punkte konstante Linge hat und sich mit gleichformiger
Winkelgeschwindigkeit dreht.

55. Von allen moglichen Punkten der Peripherie eines Kreises
aus, nach dessen Mittelpunkt hin eine dem Abstande proportionale
Kraft wirkt, werden Koérper nach einem bestimmten Punkte der Kreis-
peripherie geworfen, und zwar mit Geschwindigkeiten, die ihren Ent-
fernungen von diesem Punkte proportional sind. Man beweise, daB die
Massenpunkte jederzeit auf einem Kreise liegen.

56. Von Punkten einer Kugel vom Radius a aus werden mit der Ge-

schwindigkeit ygb Massenpunkte abgeschossen, die sich mit der nach
dem Mittelpunkt gerichteten Beschleunigung g;r bewegen, wobei r den

Abstand vom Mittelpunkt bedeutet. Man beweise, daB sie auf dem Teil
der Oberfliche niederfallen, der durch die kleinere der beiden Kugel-
schalen gebildet wird, in welche ein kleiner Kreis vom Radius b die
Kugelfliche teilt.

57. Auf einer Ellipse von der Exzentrizitit } bewegt sich ein
Korper unter dem EinfluB einer nach dem Mittelpunkt gerichteten Kraft.
Als er am einen Ende des Parameters angekommen ist, "wird plétzlich
der Mittelpunkt der Kraft nach dem FuBpunkt der zugehdrigen Leit-
linie?) verlegt. Man beweise, daB fir die beiden méglichen Fille die
Zeiten, die vergehen, bis der Korper die groSe Achse trifft, sich wie 2: 1
verhalten.

58. Ein Punkt P beschreibt eine gleichseitige Hyperbel unter dem
EinfluB einer nach dem Mittelpunkt C' gerichteten Beschleunigung u.CP;
auf CP sei ein Punkt Y so bestimmt, daB CP-CY ==a? ist; man be-
weise, daB die Geschwindigkeit, mit def sich P und Y gegeneinander
bewegen,

1 8
_ a \? ( a? )'2
Vu-CP- (1 - '@pﬁ') 14 e

ist, worin 2 @ die groBe Achse bedeutet.

59. Die Beschleunigung eines Massenpunktes sei stiindig nach einem
Punkte S gerichtet und #ndere sich umgekehrt mit dem Quadrat der
Entfernung. Man beweise, dal es zwei Richtungen gibt, unter denen
man den Massenpunkt mit gegebener Anfangsgeschwindigkeit von einem
Punkte P abschieBen kann, damit er durch einen Punkt @ geht, und
zeige, daB er in beiden Fillen mit der gleichen Geschwindigkeit in
anlangt. Ebenso beweise man, daB der Winkel zwischen einer der Ab-
schuBrichtungen und P@ ebenso groB ist wie derjenige zwischen der.
anderen und PS.

60. Ein Punkt vollfiihre eine Zentralbewegung auf einer Ellipse
umm einen Brennpunkt; man beweise, dal in einer beliebigen Lage die
Winkelgeschwindigkeit um den anderen Brennpunkt sich umgekehrt mit
dem Quadrat desjenigen Stiickes der jeweiligen Bahnnormalen #ndert,
das durch die groBe Achse abgeschnitten wird.

61. Ein Punkt beschreibe einen Kegelschnitt um einen Brennpunkt;
man beweise, daB der geometrische Zuwachs der Geschwindigkeit, den

1) D. h. nach dem Schnittpunkt der groBen Achse mit der Polaren
des betreffenden Brennpunktes.
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er bei seiner Bewegung von einem Punkt nach einem anderen erlangt,
dieselbe Richtung hat wie die Verbindungslinie des Brennpunktes mit
dem zur Verbindungssehne der beiden Punkte gehérigen Pol.

62. Man beweise, daB ein mit der Geschwindigkeit V in einer
Entfernung r vom Ursprung abgeschossener Korper, der eine Beschleu-

nigung —’% nach dem Ursprung hin erleidet, die Periodendauer
p
2n (3 1_7_2)—%
AL
hat.
63. Man beweise, da8 die groBte Radialgeschwindigkeit eines
Punktes, der eine Ellipse um einen Brennpunkt beschreibt,

2nae(l—e) ¥
11
ist, worin 2 a die groBe Achse, e die Exzentrizitit und T die Perioden-
dauer bedeuten.

64. Ein Punkt beschreibt einé Ellipse als Zentralbewegungsbahn
um einen Brennpunkt und ein zweiter Punkt beschreibt dieselbe Ellipse
in der gleichen Zeit mit gleichférmiger Winkelgeschwindigkeit um den-
selben Brennpunkt. Die Massenpunkte gehen zur gleichen Zeit von der
fernéren Apside ab. Man zeige, daB der Gesichtswinkel, unfer dem
die Verbindungslinie der Punkte, vom Brennpunkt aus gesehen, er-
scheint, am groéBten wird, wenn der vom ersten Punkt zuriickgelegte

Winkel den Wert % arc cos { 1—(1— 62)%} hat, wobei ¢ die Exzen-

trizitét ist.

65. Ein Massenpunkt beschreibt eine Ellipse mit den Achsen 2 a,
2b um ¢inen Brennpunkt. Man beweise, daB der mittlere Abstand des
Punktes vom Brennpunkt fiir eine unbeschrinkt groBe Zahl von Zeit-
punkten, welche gleichen Zunahmen des Vektorwinkels entsprechen, gleich
b ist. Fiir eine unbeschrinkte Anzahl von Zeitpunkten, die in gleichen
Zeitabstinden aufeinander folgen, ist die mittlere Entfernung des Massen-
punktes vom Brennpunkt hingegen a (1} e®), worin e die Exzentri-
zitdt angibt.

66. Bei einer Zentralbewegung werde eine Parabel um einen Brenn-
punkt beschrieben. Die Tangente in irgendeinem Punkte P schneide
die Leitlinie in @. Man beweise, daB sich @ mit einer der Abszisse
von P umgekehrt proportionalen Geschwindigkeit bewegt.

#7. Eine Hyperbel werde als Zentralbewegungsbahn um einen Brenn-
punkt beschrieben. Man beweise, da8 die Flichengeschwindigkeit, mit wel-
cher der nach dem Mittelpunkt gezogene Radiusvektor die Flichen be-
streicht, umgekehrt proportional dem Abstand vom Brennpunkte ist.

68. Man beweise, daB die mit der Beschleunigung (EnTe’:ﬁElE)—’

beschriebene Zentralbewegungskurve eines Punkies, den man mit der
Geschwindigkeit V in der Entfernung R abschieBt, eine gleichseitige
Hyperbel wird, falls der AbschuBwinkel

arc cosec {—Z— V2R — 2, R}
ist.
5*



68 Die Bewegung eines freien Massenpunktes in cinem Kraftfeld.

69. Ein Punkt beschreibe eine Ellipse um einen Brennpunkt; von
einem Punkte der Bahn ab wirkt plétzlich die Beschleunigung nach
dem Mittelpunkt hin, ohne daB sich in diesem Augenblick ihre GroBe
verandert. Von nun an éndert sich letztere proportional dem Abstand.
Man beweise, daB die neue Bahnkurve eine Ellipse ist, die die ur-
spriingliche Ellipse doppelt beriihrt und ginzlich in ihr liegt.

70. Ein Punkt beschreibt eine Ellipse um einen Brennpunkt.
Plstzlich wird seine Geschwindigkeit verdoppelt und um 90° gedreht
und der Punkt besclireibt weiterhin eine Parabel. Das Beschleunigungs-
gesetz bleibt unverdndert. Die Parabelachse steht senkrecht zur Achse

der Ellipse. Man beweise, daB die Ellipse die Exzentrizitit 1 /2 besitzt.

71. Ein Punkt beschreibt eine Ellipse um einen Brennpunkt S;
er geht vom ferneren Ende der groBen Achse ab und kommt nach der
Zeit T am Ende der kleineren Achse an. Nach Verlauf dieser. Zeit wird
das Zentrum der Kraft, ohne daB sich an deren GroBe etwas #ndert,
nach dem anderen Brennpunkt H verlegt und der Punkt bewegt sich
weitere T Sek. unter dem EinfluB der nach H hin gerichteten Kraft.
Man ermittle die Lage, die der Punkt dann hat, und zeige, daB dieser,
falls das Zentrum der Kraft wieder nach S zuriickverlegt wird, nach dem
zweiten Zeitintervall T sich anschicken wiirde, eine Ellipse von der Ex-

2
zentrizitat (3154—_{) zu beschreiben, worin e die Exzentrizitit der ersten
Ellipse ist.

72. Ein Korper bewegt sich auf einer gegebenen Hyperbel unter
dem EinfluB einer von deren einem Brennpunkt S ausgehenden Anziehungs-
kraft; wihrend er durch einen Punkt P geht, beginnt die Kraft plstzlich
den Korper abzustofen. Man suche die Lage und GroBe der Achsen
der neven Bahnkurve und zeige, daB die Differenz der Quadrate der
Exzentrizititen der neuen und alten Bahnkurve proportional SP ist.

73. Man suche, falls es moglich ist, denjenigen Punkt einer ellip-
tischen Zentralbewegungskurve um den Brennpunkt, von welchem bei
Verlegung des Kraftzentrums nach dem anderen Brennpunkt die Bahn
eine Parabel wiirde. Man beweise, daB es keinen solchen Punkt gibt,
wenn die Exzentrizitat nicht groSer als (y5 — 2) ist.

74. Ein Punkt beschreibt einen Kreis unter dem EinfluB einer
Kraft, die nach einem Punkte S des Kreisumfangs gerichtet ist. Von
einer Lage P auf dem Kreise dndert sich die Kraft umgekehrt
mit dem Quadrat, ohne daB sich augenblicklich an jhrer GroBe etwas
dndert. Der Massenpunkt beschreibt von nun an eine Ellipse. Auf
der Verléngerung von PS sei ein Punkt @ so gewihlt, daB SQ==4 S P;
man féille das Lot @T auf die Tangente in P und vervollstindige das
Parallelogramm S@QTR. Dann liBt sich zeigen, daB der Mittelpunkt
von TR der Mittelpunkt der Ellipse ist.

75. Ein Massenpunkt beschreibt einen Kreis vom Radius ¢ als

Zentralbewegungsbahn um einen Punkt, der um' % vom Kreismittel-

punkt entfernt ist. In dem Augenblicke, in welchem die Verbindungs-
linie dieses Punktes mit dem Massenpunkt vom Kreismittelpunkt aus
unter einem Gesichtswinkel von 90° erscheint, éndert sich plotzlich das
Gesetz der Beschleunigung und letztere ist von nun an umgekehrt pro-
portional dem Quadrate des Abstandes; dabei finde augenblicklich keine
sprungweise Anderung der GroBe der Beschleunigung statt. Man be-
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weise, daB die groBere Achse der neuen Ellipsenbahn SLG‘/—; und daB

ihre Exzentrizitdt 3 19 ist.

76. Ein Punkt beschreibt eine Ellipse mit kleiner Exzentrizitit e.
Man beweise, daBl der Brennpunkts-Radiusvektor und der Vektorwinkel
zur Zeit t nach Durchlaufen der niheren Apside angendhert durch die
Beziehungen gegeben sind

r=a(l -+ ecosnt-} }e>— } e®cos 2 nt)
O=nt-+}2esinnt4 ; e?sin 2nt.

Hierin bedeuten 2a die groBe Achse und 277’ die Periodendauer.

Ebenso beweise man, da8 bei Vernachlidssigung von e? sich fiir die
Winkelgeschwindigkeit um den andern Brennpunkt ein konstanter Wert
ergibt.

77. Ein Punkt durchlaufe eine Ellipse als Zentralbewegungsbahn um
einen Brennpunkt. Man beweise, daB er zum Durchlaufen des kleinen
der beiden Teile, in die die Peripherie der Ellipse durch eine Brenn-

punktsehne zerlegt wird, die Zeit
\/Zs

—_.__M S

2®—sin2P
braucht, worin 2asin @ die Sehne des Umkreises ist, die der
Brennpunktssehne entspricht, und 2 a die groBe Achse der Bahn-
kurve bedeutet.

78. Die Periheldistanz eines Kometen sei % des Radius der als

kreisférmig vorausgesetzten Erdbahn. Man zeige, daB der Komet, falls
seine Bahn eine Parabel ist,

V2 2 \/ 1
8 <1 +a> 'a
Jahre -innerhalb der Erdbahn bleibt.
79. Die parabolischen Bahnen zweier Kometen mogen die als Kreis
vorausgesetzte Erdbahn in denselben zwei Punkten schneiden; f, und ¢,

seien die Zeiten, in denen sich die Kometen von ‘einem dieser Punkte
zum andern bewegen. Man beweise die Giiltigkeit der Beziehung

(¢ +t2)§ + & — t‘z)g_ = (31_” T>3 ’
worin T ein Jahr ist.

80. Durch zwei gegebene Punkte gibt es zwei Parabelbabnen, die
um den gleichen Brennpunkt mit demselben Beschleunigungsgesetz be-
schrieben werden konnen. T, und 7T, seien die Fahrzeiten eines Massen-
punktes auf den beiden Parabelbogen zwischen den Punkten und 7, 7,
die Abstinde der Punkte vom Brennpunkt. Man beweise, da

(I, =T (T, 1) = (ry+rp— d)*: (ry 7, - &)
81. Drei Brennpunktsradien S P, S@, S R einer elliptischen Bahn

um einem Brennpunkt S sowie die zwischen ihnen liegenden Winkel seien
bekannt. Man zeige, daB man die Gestalt der Ellipse aus der Be-
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ziehung b 4 —a A’ finden kann, worin 4 der Flicheninhalt des Dreiecks
PQ R und A’ der Inhalt eines Dreiecks ist, dessen Seiten

2V8Q-SRsin{ QSR
und zwei analog gebaute Ausdriicke sind.

82. Ein Massenpunkt beschreibt einen Kreis als Zentralbewegungs-
bahn um einen Punkt 0. Man zeige, daB die Summe der Geschwindig-
keiten, die er in zwei beliebigen mit O auf einer Geraden liegenden
Punkten besitzt, konstant ist.

83. Ein Kreis werde als Zentralbewegungskurve um einen Punkt O
seines Umfanges durchlaufen; die jeweilige Kreistangente schneide die
Verlingerung des durch O gehenden Durchmessers in B. Man beweise.
daB sich R mit einer Geschwindigkeit bewegt, die dem Ausdruck

Vid—
r (2 a® — r%)?
proportional ist, wobei a der Radius des Kreises ist.

i

9
84. Ein Massenpunkt wird aus 4 mit der Geschwindigkeit 0—[;—_

abgeschossen und bewegt sich mit der nach O gerichteten Beschleunigung
|1z . . . . . .
(Abstand)® Die AbschuBrichtung bildet einen Winkel & mit O4A. Man
zeige, daB der Punkt nach der Zeit
04 o—sin«cosa
\/7271“7 sinda

in O ankommt.

85. Ein Massenpunkt fiihre auf einem Kreise um einen exzentrisch
gelegenen Punkt eine Zentralbewegung aus. Auf einem Durchmesser 4 B
des Kreises seien 2 Punkte S und 8’ so gewiihlt, daB S4:5’A—=SB:S’B—e¢.
Wird der Kreis als Zentralbewegungsbahn um S bzw. §' durchlaufen
und sind V und ¥V’ die dementsprechenden Geschwindigkeiten des Massen-
punktes in einer beliebigen Stellung auf dem zu 8’ konkaven Kreisstiick,
. . L 1 e
so liBt sich beweisen, daf VA
V=V.

86. Man beweise, daB die Beschleunigung, mit der ein Punkt P auf
einem Kreise eine Zentralbewegung um einen Punkt S vollfiihren kann,
umgekehrt proportional dem Ausdruck S P®-P P ist, worin PP die
von P durch S gezogene Sehne bedeutet. —

Werden die Punkte auf dem Kreis in derartigen Abstéinden ge-
wihlt, daB die Quadrate ihrer Entfernungen von S eine arithmetische
Reihe bilden, so bilden die zugehdrigen Geschwindigkeiten eine har-
monische Reihe.

87. Die Beschleunigungen, mit denen auf demselben Kreis um
zwei Punkte R bzw. S seiner Ebene Zentralbewegungen von gleicher
Periodendauer vollfiihrt werden konnen, stehen imVerhiltnis SG*: (R P?.SP).
Hierbei ist P ein beliebiger Punkt des Kreises, SG eine durch S parallel

konstant ist, sofern im Punkte A
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zu RP gezogene gerade Linie und @ ihr Schnittpunkt mit der Tangente
in P.

88 Ein Punkt bewege sich zunéchst mit gleichférmiger Geschwindigkeit

\//4

kommt er eine Beschleunigung

auf einer gegebenen Geraden. Von einer bestimmten Lage an be-

_r"—ﬂw , die stéindig nach einem im
Abstand a von der Geraden liegenden Punkte S gerichtet ist. Man be-
weise, daB es fiir den Fall ¢ > (a®-} b*) zwei Lagen des Punktes gibt,
fiir welche die spitere Bahn ein Kreis wird, und daB sich die beiden
Kreise unter einem Winkel o schneiden, der durch die Beziebung ge-

geben ist
c“sin%’_:Za\/(c“—aQ—b").

89. Ein Massenpunkt beschreibt eine Ellipse vom Parameter 2!
um den Punkt X, in dem sich Achse und Leitlinie schneiden. Man be-

weise, daB seine Beschleunigung die GroBe %hsjff)) hat, worin S der

zu X gehorige Brennpunkt und M der FuBpunkt des von P auf die
groBe Achse gefillten Lotes ist.

90. Eine Ellipse wird als Zentralbewegungsbahn um einen Punkt O
der groBen Achse beschrieben; man beweise, daB die Beschleunigung in P

3
5;9 #ndert, wobei L den Schnittpunkt von O P mit
demjenigen Durchmesser bedeutet, der dem durch P gehenden Durch-
messer konjugiert ist.

91. Vollfiihrt ein Massenpunkt auf einer Ellipse eine Zentralbe-
wegung um einen beliebigen Punkt ihrer Ebene, so ist die Summe der
reziproken Werte der Geschwindigkeiten in den' Endpunkten irgendeines
Durchmessers unabhingig von der Lage des Punktes und #ndert sich
proportional der Periodendauer.

92. Auf irgendeinem Kegelschnitt mit dem Mittelpunkt C werde
um einen beliebigen Punkt R eine Zentralbewegung a.usgefiihrt. Man

sich proportional

beweise, daB die Beschleunigung in P proportional B P ist, wobei C G

die durch C zu R P gezogene Parallele und G ihr Schnittpunkt mit der
Tangente in P ist.

93. Ein Punkt P vollfiihrt auf einer Parabel eine Zentralbewegung

um einem Punkt O ihrer Achse; man beweise, daB seine Beschleunigung
! 1 113

die GroBe u gﬁ—}—o—p} -0 P-? hat, wobei p der zweite Schnittpunkt

von O P mit der Kurve ist; man zeige ferner, daB die Zeit, in der der

Punkt vom einen Endpunkt der in O errichteten Ordinate bis zu deren

andern Endpunkt gelangt, 3\/? ist.

94. Ein Punkt beschreibt eine Parabel vom  Parameter 4a mit
einer Beschleunigung, die stindig nach einem um ¢ vom Scheitel ent-
fernten Punkte der Achse zeigt.. Man zeige, daB die Zeit, wiahrend der
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sich der Punkt vom Scheitel bis zu einem um y von der Achse ent-

3
fernten Punkte bewegt, proportional y+1_2y(;é ist.

95. Man beweise, daB ein Punkt jeden beliebigen Kegelschnitt
durchlaufen kann, wenn er sich mit einer Beschleunigung bewegt, die
stindig rechtwinklig zur groBen Achse steht und sich umgekehrt wie
die dritte Potenz der Entfernung von dieser Achse éndert.

Beschreibt der Punkt in dieser Weise eine Ellipse und wird der
Richtungssinn der Beschleunigung an einem Ende eines der beiden
gleichen konjugierten Durchmesser plétzlich umgekehrt, ohne daB sich
die Gr6Be der Beschleunigung verindert, so 1Bt sich beweisen, daB der
Punkt weiterhin eine Hyperbel durcheilt, die die Achsen der Ellipse zu
Asymptoten hat. ]

96. Ein Punkt soll eine Ellipse unter dem EinfluB einer Be-
schleunigung beschreiben, die einem bestimmten Durchmesser der
Ellipse stindig parallel wirkt. Man beweise, daB.dies nur moglich ist,
wenn die Beschleunigung sich umgekehrt mit der 3ten Potenz der zu
dem Durchmesser parallelen und durch den Punkt gezogenen Sehne
der Ellipse éndert.

97. Ein Punkt bewege sich mit einer gegen die « - Achse hin ge-
richteten Beschleunigung x y—2, wobei er vom Punkte (0, %) mit den Ge-
schwindigkeitskomponenten U, V parallel zur z- und y-Achse abgehe.
Man beweise, daB ‘er die x - Achse nur schneidet, wenn u > V2k? ist,

und daB er sie in diesem Falle in einer Entfernung —————— vom

Ursprung trifft.

98. Ein Punkt beschreibe eine Zykloide mit einer zu deren Basis
stindig senkrechten Beschleunigung; man beweise, daB die letztere um-
gekehrt proportional der 4. Potenz des Kriimmungsradius im jeweiligem
Punkte der Bahn ist.

99. Eine logarithmische Spirale mit dem Pol S, deren Tangente
mit dem Leitstrahl den Winkel o einschlieBe, kann von einem Punkte

mit einer Beschleunigung S—;; durchlaufen werden, welche gegen die

Tangente der Spirale den konstanten Winkel § bildet, vorausgesetzt,
daf tanx =} (n —1)tan f. Man beweise dies.

100. Eine logarithmische Spirale mit dem Pol O werde als Zentral-
bewegungsbahn um einen Punkt S beschricben; man beweise, da8 die
Beschleunigung in P umgekehrt proportional dem Werte OP-SP?.sin® &
ist, wobei unter @ der Winkel zwischen dem Leitstrahl SP und der
Tangente in P zu verstehen ist.

101. Die gegen den Mittelpunkt des Grundkreises hin gerichtete Be-
schleunigung, mit der ein Punkt eine Epizykloide beschreiben kann, ist

pioportional 14; wobei 7 den Radiusvektor und p das vom Mittelpunkt

auf die Tangente der Zykloide gefillte Lot bedeuten. Man beweise dies.
102. Die Kurve r=ua-}-b © werde als Zentralbewegungsbahn um
den Ursprung beschrieben; die Anfangsentfernung sei a, die Anfangsge-

schwindigkeit V bilde den Winkel % mit dem Anfangsradiusvektor. Man

suche das Beschleunigungsgesetz.
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103. Man beweise, daB die Beschleunigung, mit der ein Punkt
auf der Kurve r=asinn @ eine Zentralbewegung um den Ursprung
ausfithren kann, proportional

2n%a®r=d — (n*—1)r=% .ist.
104. Man beweise, da die Kurve
r:a(l 4+ 46 cos 9)

als Zentralbewegungsbahn um den Ursprung durchlaufen wird, wenn die
Beschleunigung proportional #—*-} 1 ar—% ist.

105. Wird die Kurve r2n -} b2n | 2anyncosn @ =0 als Zentral-
bewegungsbahn um den Ursprung mit der Fldchengeschwindigkeit 1
durchlaufen, so ist die Zentralbeschleunigung

2h9(b2”—a2”)gd;{ rin 2 }

(r2n — p2n)?

106. Wird eine Kurve als Zentralbewegungsbahn um einen Punkt O
beschrieben, so ist die Geschwindigkeit des FuBpunktes der von O auf
die Tangente gefillten Senkrechten umgekehrt proportional der durch O
gehenden Sehne des Kriimmungskreises.

107. Ein Punkt vollfiihre eine Zentralbewegung um einen Punkt S;
h bezeichne die doppelte Flichengeschwindigkeit des Fahrstrahls. Bin
anderer Punkt bewege sich derart, da er in jedem Augenblick vom
ersten Punkt und von S gleichen Abstand hat (), und .da8 die Winkel-
geschwindigkeit seines Fahrstrahls im Verhiltnis sin a: 1 kleiner ist als
diejenige des Fahrstrahls des ersten Punktes. Man wird finden, da8
der zweite Punkt eine nach S gerichtete Beschleunigung hat, die um
h? cos®ax

,’-3

108. Eine Anzahl Massenpunkte beschreiben dieselbe Kurve als

Zentralbewegungsbahn um einen Punkt O mit einer Beschleunigung,
2

kleiner ist als die des ersten Punktes.

deren Tangentialkomponente die GroBe 1?—257(75 hat. Bleibt die Punkt-

reihe stets homogen, ist jhre Dichte zu irgend einer Zeit also iiberall
gleich gy, so ist ihre Dichte ¢ zu einer spiteren Zeit ¢ durch die Glei-
chung gegeben

o) +ht=2(p2);

hierin bedeuten 3k die Flichengeschwindigkeit um O und p das von O
auf die Tangente gefillte Lot.

109. Werden Kurven, die in bezug auf O invers sind, als Zentral-
bewegungsbahnen um O mit den Beschleunigungen f, f’ beschrieben,

so ist

a0 T

r? K?  sintd’
hierbei bedeuten h und A’ Konstante; r und #’ sind einander entsprechende
Fahrstrahlen und 9 ist der Winkel, den » bzw. »' mit der Tangente bilden.

110. Sind f die Beschleunigung und g die Fldchengeschwindigkeit

bei einer Zentralbewegung um einen Punkt O, so geniigt die Winkelbe-
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schleunigung « um O der Gleichung

dag —_— 2 a4 2 93

Tu —6— 8 h? ut (f — h®u?),
wobei 4 den reziproken Wert der Entfernung des laufenden Punktes
von O bedeutet.

111. Man beweise, daB ein Korper, den man von der Erde mit
einer groBeren Geschwindigkeit als 114 km in der Sekunde abschosse,
im allgemeinen nicht nach der Erde zuriickkehren wiirde und das
Sonnensystem verlassen konnte.

112. Man beweise, daB die kleinste Geschwindigkeit, mit der man
einen Kérper vom Nordpol abschieBen miifite, um ihn bis zum Aquator
zu schleudern, ungefihr 7% km in der Sekunde wire und daB der zu-
gehorige Elevationswinkel 2219 betriigt.

113. Ein Massenpunkt werde von der Erdoberfliche so abgeschossen,
dall er ein Stiick einer Ellipse beschreibt, deren groBe Achse gleich dem
3$fachen Erdradius ist. Bildet die AbschuBrichtung einen Winkel von 30°
mit der Vertikalen, so ist die Flugzeit

%\/%-(aretan\/fé—}—\/g),

worin ¢ den Erdradius und g die Erdbeschleunigung an der Erdober-
fliche bedeuten.

114, Eine Punktreihe, welche sich urspriinglich mit der Ge-
schwindigkeit V auf der geraden Linie K bewegt, steht unter dem EinfluB
einer Anziehungskraft, die von einer schweren Kugel vom Radius R aus-
geht. Der Mittelpunkt der Kugel bewegt sich mit der Geschwindigkeit v
auf einer Geraden, welche die Gerade K unter einem Winkel o« schneidet.

Ist die urspriingliche Entfernung der Kugel von der Geraden K
sehr groB, so wird eine Strecke

_—— g - 2
vsmoc‘/(V —2Vvcosa +1?42g R)

der Punktreihe auf die Kugel fallen, worin g die Kraft pro Massenein-
heit auf der Kugeloberfliche bedeutet. Man beweise dies.



II1. Krifte, die an einem Massenpunkt
angreifen.

58. Die Schwerkraft. Wir wollen einen schweren Korper
betrachten, der in der Niéhe der Erdoberfliche unterstiitzt ist.
Der Korper ruhe z. B. auf einer horizontalen Ebene, etwa auf
der ebenen Oberfliche eines anderen Korpers, oder er sei an
einem Seil oder einer Spiralfeder aufgehingt. In beiden Fillen
sagen wir, daB eine Kraft auf ihn wirkt, die der Kraft des
Erdfeldes entgegenwirkt. ~Wird der Korper durch eine Feder
gehalten, so wird diese gestreckt; selbst wenn der Korper an
einer Stahlstange hingt, wird diese ein wenig') gestreckt, wo-
bei die Veplingung des Stabes mittels geeigneter Instrumente
auch beobachtet werden kann. Wird der Korper von einem
Menschen unterstiitzt, der ihn trigt, so werden dessen Muskeln
in einen Spannungszustand versetzt, dhnlich der Streckung des
Stahlstabes, und der Mensch hat das Gefiihl einer Muskel-
anstrengung. Wir pflegen zu sagen, da er ,eine Kraft®
ausiibt.

Durch die Operation des Wiegens eines Korpers auf der
gewohnlichen Wage bestimmt man eine gewisse Grofe: die An-
zahl der kg oder g, die der Kérper wiegt. Die auf solche Weise
bestimmte Zahl ist unabhingig von geographischer Lénge und
Breite des Ortes, an dem man diese Operation ausfiihrte.
Ebenso ist sie, soweit sich dies beobachten laBt, unabhéingig
von der Hobe des Ortes iiber oder von seiner Tiefe unter der
mittleren Erdoberfliche.

Die Streckung einer Feder, die einen Korper trigt, kann
gemessen werden. Ist das Gewicht des Korpers, wie es auf
der gewohnlichen Wage ermittelt wurde, nicht zu gro8, so ist

. 1) Eine vertikal hingende Stahlstange von 1 cm? Querschnittfliche,
die eine Last von 1 t trigt, wird angenihert um das 0,00045 fache
ihrer Linge gestreckt. :
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an einem bestimmten Orte der Erdoberfliche (z. B. Berlin) die
Streckung der Feder dem damit ermittelten Gewicht propor-
tional. Wir konnen daher diese Streckung benutzen, um das
Gewicht des Kérpers zu bestimmen, und sagen dann, dal wir
den Korper ,auf einer Federwage wigen“ Das mittels
der Federwage ermittelte Gewicht des Korpers ist unter ver-
schiedenen Breitengraden und in verschiedenen Hohen ver-
schieden. Es hat sich gezeigt, daB es der auf dem betreffen-
den Orte gefundenen GroBe g (der Beschleunigung eines frei
fallendes Korpers) proportional ist.

Der urspriingliche Begriff der ,Kraft“ griindet sich auf
das Gefithl in den Muskeln eines Menschen, der einen schweren
Korper trigt. Das MalB der Kraft, wie sie uns durch die
obigen Betrachtungen dargetan wird, ist die Streckung einer
idealen Feder, die einen schweren Korper trégt?). Diese Strek-
kung ist immer proportional

I. dem Gewicht, wie es durch eine gewohnliche Wage er-
mittelt wurde,

II. dem Werte g fiir den betreffenden Ort.

Wir werden also dazu gefiihrt, die Kraft der Erdanziehung
als eine beiden Faktoren proportionale Kraft zu messen.

Das Verfahren, einen Korper auf einer gewsh lichen Wage
zu wiegen, filhrt uns dazu, jedem Korper von geniigend kleiner
Masse eine bestimmte konstante Gréfe zuzuschreiben, ndmlich
die Amzahl der kg oder g, die der Korper wiegt. Diese Grofle
oder irgendein passendes Vielfaches von ihr, wird die Masse
des Korpers genannt. Fiir einen Korper, der nicht auf einer
gewohnlichen Wage gewogen werden kann, etwa ein Schlacht-
schiff, kann die Masse dadurch bestimmt werden, daf man die
Massen der einzelnen Teile addiert, nachdem man die Masse
jedes Teiles durch Wagung auf einer gewohnlichen Wage oder
durch ein gleichwertiges Verfahren bestimmt hat. Diese Defini-
tion der , Masse“ reicht allerdings nicht fiir solche Fille aus,
wo es sich um die Masse der Erde, der Sonne oder des Mondes
handelt. Eine allgemeinere Definition wird deshalb noch in
Kapitel VI angegeben werden. Wir bezeichnen die Masse eines
Korpers mit dem Buchstaben m.

1) Die Feder ist insofern ,ideal®, als man von ihrer Streckung an-
nimmt, daB sie dem Gewicht proportional ist, ganz gleich, wie groB
das. Gewicht auch sei. Eine wirkliche Feder wiirde durch eine ge-
niigend schwere Last beschadigt werden und deren Gewicht nicht genau
messen.
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Die Schwerkraft der Erde, die auf einen Korper') aus-
geiibt wird, miBt man als Produkt aus der Zahl der Massen-
einheiten, die in der Masse des Korpers enthalten sind, und
der Zahl der Beschleunigungseinheiten, die in dem an dem be-
treffenden Orte geltenden Werte von g enthalten sind. Wir
bezeichnen diese Kraft mit W und schreiben

W=myg.

59. Das KraftmaB. Die Kraft konnen wir- definieren als
ein gewisses MaB der Wirkung, die ein Korper auf einen an-
dern ausiibt. In dem besonderen Fall, bei dem es sich um
einen Korper auf einer horizontalen ebenen Unterlage handelt,
wird die Kraft, welche der Erdanziehungskraft entgegenwirkt,
der Einwirkung des Kdorpers zugeschrieben, von dem diese unter-
stiitzende Horizontalebene einen Teil der Oberfliche bildet.
Diese Kraft nennen wir die Druckkraft oder die Stiitzkraft
der Ebene auf den Korper. Wird der Korper durch ein Seil
oder eine Feder unterstiitzt, so filhren wir die der Erdan-
ziehungskraft entgegenwirkende Kraft auf eine Wirkung des
Seiles oder der Feder zuriick; wir nennen diese Kraft die Spann-
kraft des Seiles oder der Feder. Die Erdanziehungskraft, die
auf einen Korper wirkt, schreibt man in gleicher Weise einer
vermutlichen Wirkung der Erde auf den Korper zu.

In dem zuletzt erwihnten Falle besteht, wie wir wissen,
die Folge der Wirkung, wenn ihr nichts entgegenwirkt, darin,
daB in dem Korper eine gewisse Beschleunigung wachgerufen
wird. Wie oben auseinandergesetzt wurde, ist das MaB der
Kraft das Produkt aus der Masse des Korpers und aus der
durch die Kraft hervorgerufenen Beschleunigung.

Ebenso konnen wir allgemein sagen, dall die Folge der
Einwirkung jeder Kraft auf einen Korper, wenn ihr nicht andere
Krifte entgegenwirken, darin besteht, daBl in dem Korper eine
Beschleunigung wachgerufen wird; das Ma8 der Kraft ist das
Produkt aus den MaBzahlen der Masse und der Beschleunigung.
Wirkt eine Kraft P auf einen Kérper von der Masse m, so
erweckt sie in ihm eine Beschleunigung f, und wir erhalten
die Beziehung :

P=mf.

60. Die Masseneinheit und die Krafteinheit. Im ,CGS-
System“ der Einheiten ist das Gramm die Einheit der Masse.

1) Diese Kraft wird im gewohnlichen Sprachgebrauch das ,Gewicht“
des Korpers genannt.
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Es ist der tausendste Teil der Masse eines gewissen Platin-
stiickes, das unter dem Namen ,Kilogramme des Archives“
bekannt ist, von Borda hergestellt wurde und in Paris auf-
bewahrt wird. Die Krafteinheit wird das Dyn genannt. Sie
ist diejenige Kraft, die auf einen Korper von der Masse
1 Gramm wirkend diesem eine Beschleunigung von 1 cm/sek?
verleiht.

Im ,physikalischen MafBlsystem¥ ist die Kilogramm-
masse die Einheit der Masse. Sie ist gleich der Masse des
oben erwihnten in Paris aufbewahrten Platinstiickes. Die Kraft-
einheit ist diejenige Kraft, die auf einem Kérper von der
Masse 1 Massenkilogramm wirkend diesem die Beschleunigung
von 1 m/sek? verleiht.

Im ,technischen MaBsystem¢ ist die Einheit der Kraft
gleich derjenigen Erdanziehungskraft, die in Paris auf das dort
aufbewahrte Platinstiick ausgeiibt wird. Diese Krafteinheit
wird das Kilogramm-Gewicht genannt. Die Masseneinheit
ist diejenige Masse, die ein Kérper besitzen muB, wenn ihm
von der auf ihn wirkenden Krafteinheit 1 Gewichtskilogramm
die Beschleunigungseinheit 1 mjsek? erteilt werden soll.

In allen drei MafBsystemen verleiht die Einheit der Kraft,
wenn sie auf die Masseneinheit wirkt, dieser eine Beschleunigung,
1" Léangeneinheit . "
(1 Zeiteinheit)? ’ 8

In jedem beliebigen MafBsystem ist die Kraft eine GrofSe
von der ersten Dimension in Masseneinheiten, der ersten Dimen-
sion in Lingeneinheiten und der minus zweiten Dimension in
Zeiteinheiten. Das Dimensionssymbol ist ML Z~2.

die gleich der Beschleunigungseinheit, d. h.

61. Die Vektoreigenschaft der Kraft. In den Dbisher er-
orterten Fillen handelte es sich entweder um eine Einzelkraft,
welche auf einen Korper wirkte, den wir genauigkeitshalber als
einen , Massenpunkt“ ansahen, oder die auf den Korper
wirkenden Krifte wirkten sich genau entgegen. Im ersten
Falle bewegt sich der Kérper mit einer gewissen Geschwindig-
kejt, im letzteren Falle bleibt er in Ruhe. Handelt es sich um
einen schweren Korper, der durch die Spannung eines Seiles

) Der Korper muB eine flache Grundfliche haben. Eine feste
Kugel oder irgendein Ké&rper mit einer krummen Oberfliche werden,
wenn man sie auf eine geneigte Ebene bringt, im allgemeinen herunter-
rollen. Vorldufig wollen wir jedoch von dem schwierigeren Fall des
Rollens absehen.
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getragen wird, so konnen wir uns vorstellen, dafl die Erdan-
ziehung ihm die Beschleunigung g nach abwérts und die Seil-
spannkraft ihm die Beschleunigung g nach aufwirts erteilt.
Diese Vorstellung gestattet uns, in beiden Fillen als MaB der
Kraft das Produkt der Masse und der von der Kraft erteilten
Beschleunigung beizubehalten.

Ein Korper sei in einer horizontalen Ebene seiner Ober-
fliche unterstiitzt. Die Oberfliche werde allmahlich geneigt,
sodaBl die Fliche zu einer schiefen Ebene wird. Es zeigt sich,
“dafl der Korper auf der Ebene herunterzugleiten beginnt, wenn
die Ebene so weit geneigt wird, dafl ihr Neigungswinkel einen
gewissen Grenzwinkel iiberschreitet. Sind die beiden sich be-
riihrenden Flichen auBerordentlich glatt poliert, so ist der
Winkel, bei dem das Gleiten beginnt, klein. Wir koénnen uns
sogar denken, die Oberflichen seien so glatt, daB das Gleiten
schon bei einem beliebig kleinen Winkel
beginnt. Die Beschleunigung, mit der der
Korper die Ebene hinabgleitet, ist die
Resultierende aus der vertikal nach ab-
wirts - gerichteten Beschleunigung g und
einer anderen Beschleunigung f. ¢« sei die
Neigung der Ebene; man kann dann die
Beschleunigung g in zwei Komponente zer-
legen, ndmlich in gsinea in der Neigungs- Fig. 29.
richtung der schiefen Ebene und in g cosa
senkrecht zur Ebene (siehe Fig. 29). Ist die Beschleunigung f senk-
recht zur Ebene gerichtet, so muBl sie die Gré8e der Kompo-
ngnte gcosc und entgegengesetzten Sinn wie diese haben, ent-
sprechend der Fig. 29; denn der Korper bewegt sich ja auf der
Ebene und hat daher keine Beschleunigung senkrecht zu ihr. In
diesem Falle betrigt also die Beschleunigung, mit der der Xor-
per die Ebene hinuntergleitet, gsina') und der Druck der
Ebene auf den Korper hat die GroBe m g cose, wenn die Masse
des Korpers mit m. bezeichnet wird. Diese *Verhiltnisse lassen
sich praktisch nicht genau, aber bei.sehr glatten Oberflichen
immerhin anndhernd verwirklichen.

Tatsdchlich ist die Beschleunigung, mit der der Korper
die Ebene hinuntergleitet, kleiner als gsin«¢; man sagt, da
die Bewegung durch ,Reibung“ behindert wird. Vorldufig
wollen wir annehmen, die Oberflichen seien so glatt, da der

1) Dieses Ergehnis wurde schon von Galilei zur Bestimmung von
g benutzt.
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EinfluB der Reibung vernachlidssigt werden darf. Wie wir
sahen, ist die Wirkung der Erdanziehung auf den Korper die-
selbe wie die zweier Krifte, nimlich erstens mgsinea, die die
Beschleunigung in der Neigungsrichtung der Ebene erzeugt,
und zweitens mgcos¢, die eine Beschleunigung rechtwinklig
zur Ebene hervorruft. ’

Dieses Ergebnis fiihrt uns zu dem SchluB, daBl die Kraft
als mathematische GroBe zu den Vektorgréfien zu rechnen ist
und dafl sie ebenso aus Kraftkomponenten zusammengesetzt
oder in solche zerlegt werden kann, wie wir dies frither bei
irgendwelchen anderen Vektorgrofien gefunden haben.

Insonderheit sehen wir, daB die auf einen Massenpunkt
wirkende Kraft als das angesehen werden mufl, was wir friither
einen ,an einen Punkt gebundenen Vektor“ (Abschn. 17)
genannt hatten. Der Punkt, an den der Vektor gebunden
ist, ist hier die Lage des Massenpunktes. Die durch den Punkt
gezogene Gerade, durch die der Vektor bestimmt ist, heifit die
, Wirkungslinie“ der Kraft. Die Wirkungslinie und der Rich-
tungssinn der Kraft sind -gleichzeitig Richtung und Sinn der
Beschleunigung, die die Kraft hervorruft.

GemiB dieser Darstellung sind also irgendwelche auf
einen Massenpunkt wirkende Krifte gleichwertig mit einer ein-
zigen Kraft, die aus den verschiedenen Kriften nach den fiir
die Zusammensetzung von Vektoren giiltigen Regeln bestimmt
werden kann. Diese Einzelkraft wird die ,Resultierende“
der auf den Massenpunkt wirkenden Kréfte genannt.

62. Beispieleé!), 1. Man bestimme die Zeit, in der ein Massen-
punkt eine geneigte Réhre hinabgleitet, wenn die Reibung vernachlissigt
wird und der Punkt aus der Ruhelage in einem gegebenen Punkte der
Rohre die Bewegung beginnt.

2. Man beweise, daB ein Massenpunkt auf allen Sehnen eines in
einer Vertikalebene liegenden Kreises gleichviel Zeit braucht, um herab-
zugleiten, wenn er diese Bewegung entweder im hochsten Punkte des
Kreises beginnt oder in dessen tiefstem Punkte beendet.

3. Man beweise, daB ein Punkt aus einer Lage 4 dann am schnell-
sten nach einer mit ihm in der gleichen Vertikalebene liegenden Kurve
gelangt, wenn er auf einer geraden Linie nach dem Punkte hinabgleitet,
in welchem sie von demjenigen Kreis beriihrt wird, der 4 als hochsten
Punkt besitzt. Ebenso beweise man, daB ein Punkt von einer Kurve
nach einem Punkt 4 am schnellsten dann gelangt, wenn er sich auf
der Geraden bewegt, die von 4 nach dem Beriihrpunkte der Kurve
mit demjenigen Kreise gezogen wird, der 4 als tiefsten Punkt besitzt.

1) Die in Beispiel 2 und 3 behandelten Tatsachen wurden von
Galilei festgestellt.
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4. Man beweise, daB jede der Geraden fiir geringsten Zeitaufwand
in Beispiel 3 den Winkel halbiert, den diejenige Kurvennormale mit der
Vertikalen bildet, welche im Schnittpunkte der erstgenannten Geraden
mit der Kurve auf letztern errichtet wird. Im AnschluB hieran mag
weiter dargelegt werden, wieso die Gerade fiir den kiirzesten Zeitaufwand
von einer Kurve zu einer mit ihr in derselben Vertikalebene liegenden
anderen Kurve die Winkel halbiert, die zwischen der Kurvennormalen
an jedem Ende und der Vertikalen liegen.

5. Man beweise, daB ein in einer schiefen Ebene irgendwie ab-
geschossener Punkt, sofern er sich in dieser Ebene ohne Reibung be-
wegt, eine Parabel beschreibt.

63. Die Definitionen der Bewegungsgriofe und der Be-

schleunigungskraft. Die Bewegun gsgroBe eines Massenpunktes

. von der Masse m, der sich mit der Geschwindigkeit v bewegt,
ist ein an die Richtungslinie der Geschwindigkeit gebundener
Vektor; sein Sinn ist der gleiche wie der der Geschwindigkeit,
und seine Grofe ist das Produkt m-v.

Die Beschleunigungskraft eines sich mit der Beschleu-
nigung f bewegenden Massenpunktes von der Masse m ist ein
Vektor, der an die Richtungslinie der Beschleunigung gebunden
ist; sein Sinn ist derselbe wie der der Beschleunigung und
seine GroBe ist das Produkt m-f.

Die' Beschleunigungskraft eines Massenpunktes ist dieselbe
GroBe, wie die Anderung der BewegungsgréBe des Massen-
punktes in der Zeiteinheit.

64. Bewegungsgleichungen. Die in Abschnitt 58—61 iiber
die Natur der Kraft angestellten Betrachtungen fithren zu
folgendem Satz:

Die Beschleunigungskraft eines Massenpunktes
ist nach Gr6Be, Richtung und Sinn gleich der Resul-
tierenden der auf den Punkt wirkenden Kréafte.

Dieser Satz .muf} als allgemeines Prinzip angesehen werden,
das sich uns infolge der oben angegebenen Tatsachen und aus
anderen gleichartigen Griinden aufdridngt. Mit anderen Worten,
es ist eine aus der Erfahrung gewonnene SchluBlfolgerung, die
der Natur der Sache nach einem mathematischen Beweis nicht
zuginglich ist. Jhre Richtigkeit kann nur dadurch gepriift
werden, dafl man die aus ihr auf deduktivem Wege abgeleiteten
Ergebnisse mit den Ergebnissen des Experiments vergleicht.

Der Satz kann analytisch durch gewisse Gleichungen aus-
gedriickt werden, die man die ,Bewegungsgleichungen® des
Massenpunktes nennt. Man erhilt sie, wenn man die Kompo-
nenten der Beschleunigungskraft in einer beliebigen Richtung

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 6
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gleich der Summe der Komponenten der Krifte in dieser Rich-
tung setzt.

Sind X, Y, Z die parallel den x, y, z- Achsen gerichteten
Komponenten der auf den Massenpunkt wirkenden Resultieren-
den, oder was auf dasselbe hinauskommt, bezeichnen sie die
Summen der Komponenten der Krifte in Richtung dieser
Achsen, ist ferner m die Masse des Punktes und sind =z, y, 2
seine Koordinaten zur Zeit ¢, so lauten die Bewegungs-
gleichungen

mi=2X, mijj=Y, mr;=2.

Wir haben schon verschiedene Beispiele von Gleichungen behan-
delt, die in Wirklichkeit Bewegungsgleichungen waren.

Z. B. sind die Gleichungen
im Abschnitt 33 solche Bewegungsgleichungen.

Als weiteres Beispiel wollen wir die Bewegung eines Massenpunktes
in einem zentralen Kraftfeld betrachten. f sei die Feldstirke und
der Ursprung sei das Kraftzentrum; ist die Kraft eine Anziehungs-
kraft, so hat sie die GroBe m-f und ist nach dem Ursprung gerichtet;
die Bewegungsgleichungen sind

" x " - 2
mx:—m-f;, my:—mf%, mz:—mf;,

worin r den Abstand vom Ursprung bedeutet.

Gerade wie in Abschnitt 49 zeigen diese Gleichungen, daB die Be-
wegung in einer festen Ebene stattfindet. Auf Grund der Ergebnisse
des Abschnitts 43 konnen die Bewegungsgleichungen, wenn man sie
vermittels ebener Polarkoordinaten darstellt, geschrieben werden

. 1d .
r— 2) — — —— (r2 ==
m(#—r 62 mf, mrdt(r 0)=0.

Bewegungsgleichungen in einfachen Fillen.

65. Die Bewegung auf einer glatten Leitkurve unter dem Ein-
fluB der Schwere. Die Bewegung eines kleinen Ringes auf einem
sehr glatten Draht oder von einer kleinen Kugel in einem sehr
glatten Rohr kann untersucht werden, indem man den Ring oder
die Kugel als einen Massenpunkt ansieht, der gezwungen wird,
eine gegebene Kurve zu beschreiben, und indem man annimmt,
daB der Massenpunkt nicht nur von der Feldkraft, sondern auch
noch von einer Kraft — dem Bahndruck — beeinflut wird,
die in jedem.Punkte der Bahn die Richtung der Normalen
besitzt. Wir wollen voraussetzen, dafl die Bahn eine in einer
Vertikalebene liegende Kurve und das Feld das der Erdschwere
in irgendeinem Punkte der Erdoberfliche sei. Wir nehmen
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die y-Achse vertikal nach oben an und bezeichnen mit s den
Kurvenbogen von einem festen Punkte auf der Kurve bis zur
Lage des Massenpunktes zur Zeit ¢ und mit v dessen Geschwin-
digkeit in Richtung der Wegzunahme. Wir wollen voraussetzen,
daB der Bahndruck, der mit R bezeichnet werde, nach dem
Kriimmungsmittelpunkt der Kurve zeigend, positiven Sinn habe.
Wiirde er einmal in Wirklichkeit nach auBen gerichtet sein, so
wire der fiir B gefundene Wert negativ.

Aus der linken Figur (Fig. 30) erkennt man die Kompo-
nenten der Beschleunigungskraft lings der Tangente und Nor-
male. In der rechten Figur sind die Krifte eingetragen,

R

Fig. 30.

die auf den Massenpunkt wirken. Die Bewegungsgleichungen,
welche man durch Zerlegung der Krifte lings der Tangente
und Normale erhilt, lauten

2

av
mv-zg=—-—mgsin D, mv—zR——mgcos .

s d . .
Nun ist sin ¢=d_z und die erste dieser Gleichung geht da
her iiber in die folgende
dv dy

mvd—sz—-mgﬂ.

Integriert man diese Gleichung, so 1iBt sie sich schreiben
imv’=—mgy 4-C.

Hierin ist C eine Konstante. In einem Punkte Xy, Yo sei die

Geschwindigkeit auf der Kurve v,. KEs ist dann offenbar

C=3mv,* 4 mgy, und unsere obige Gleichung kann in der
6*
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endgiiltigen Form geschrieben werden
smvl—imoli=mg(y,—y)

Die hierin zum Ausdruck kommende Erkenntnis kann zum Teil
in dem Satz ausgesprochen werden, da die Geschwindigkeit
eines sich reibungslos unter dem EinfluB der Schwere bewegen-
den Massenpunktes stets die gleiche ist, wenn der Punkt zur
selben Nivegufliche zuriickkehrt. Dieses Ergebnis wurde von
Galilei gefunden.

Bewegt sich der Punkt mit einer bestimmten Geschwindig-
keit von einem gegebenen Punkte der Kurve aus, so bestimmt
die obige Gleichung die Geschwindigkeit fiir jede Lage; die

2

Gleichung mz) =R —mgcos @ gibt den Bahndruck in jedem
Punkte der Kurve an,

66. Beispiele. 1. Ist die Kurve ein Kreis, so ist der Winkel @
der Fig. 30 .derjenige Winkel, den der vom Mittelpunkt nach dem
Massenpunkt hingezogene Kreisradius mit der nach unten gezogenen
Vertikalen bildet. Geht der Punkt von der Ruhelage & = o aus, so ist
seine Geschwindigkeit durch die Gleichung gegeben

v*=2ga (cos b — cos o),
worin a der Kreisradius ist. Man beweise dies und bestimme den Bahn-
druck fiir eine beliebige Lage.

2. Man ermittle, bis zu welchem gréBten Ausschlagwinkel einer
Schaukel sich jemand schwingen darf, wenn die Seile der Schaukel
eine Kraft aushalten konnen, die gleich dem doppelten Gewicht des
Schaukelnden ist.

3. Bewegt sich ein Punkt (Fig. 31) unter dem EinfluB der Schwere
auf einer glatten Zykloide, deren tiefster Punkt ihr Scheitel ist, so kann
die Bewegungsgleichung nach Zerlegung von g
in Richtung der Tangente QP und senkrecht
dazu in der Form angeschrieben werden

o

§=—gsin O;
4 hierin ist s der vom Scheitel bis nach P ge-
messene Bogen und © der Winkel der Nor-
/ malen OP mit der Vertikalen. Nun gilt be-
8 kanntlich fiir die Zykloide die Beziehung
Fig. 31. s=—4asin @

mit @ als Radius des erzeugenden Kreises;
die obige Gleichung nimmt damit die Form an

_9
1a”

woraus man sieht, daB die Bewegung in bezug auf s eine einfache

§=

harmonische Bewegung mit der Periode 2 = 4g_a, ist. Danach ist also
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die Zeit, die der Punkt braucht, um von irgendeinem Punkte der Kurve
bis zum Scheitel zu fallen, unabhéngig von seiner Anfangslage, und zwar

immer gleich n\/i.

[Diese Eigenschaft ist als der ,Isochronismus der Zykloide*
bekannt.]

4. Ein Zug, welcher ohne Reibung unter einem FluB durch einen
Tunnel durchfihrt, der die Form eines umgekehrten, oben von einer
horizontalen Geraden abgeschnittenen Zykloidenbogens von der Linge 28
und der Hohe h hat, braucht die Zeit

S arccos(vg_2‘qh) :
V2gh 4290/’
hierin bedeutet » die Geschwindigkeit, mit der der Zug in den Tunnel
hinein- und mit der er wieder herausfihrt.

67. Kinetische Energie und Arbeit. Die GroBe, die man
erhidlt, wenn man die Anzahl der Einheiten der Masse eines
Massenpunktes mit dem halben Quadrat der Anzahl der Ge-
schwindigkeitseinheiten, die in seiner Geschwindigkeit enthalten
sind, multipliziert, wird die ,kinetische Energie“ des Massen-
punktes genannt.

Die von einer konstanten, auf einen Massenpunkt wir-
kenden Kraft ,geleistete Arbeit“ ist eine GréBe, welche sich
durch die Kraft und die Verschiebung des Massenpunktes aus-
driicken 1a8t. Wir zerlegen die Verschiebung in Komponenten
parallel und senkrecht zur Wirkungslinie der Kraft. Die zu dieser
parallele Komponente, im Richtungssinne der Kraft genommen,
hat eine gewisse GroBe, nimlich eine bestimmte Anzahl Lingen-
einheiten und besitzt ein bestimmtes Vorzeichen. Wir multipli-
zieren diese Zahl, samt ihrem Vorzeichen, mit der Anzahl Kraft-
einheiten, die in der Kraft enthalten sind. Das so gefundene
Produkt ist die geleistete Arbeit.

Handelt es sich um einen sich unter dem EinfluB der
Schwerkraft bewegenden Massenpunkt, so ist die von der Kraft
geleistete Arbeit das Produkt aus der Kraft mg und der Niveau-
differenz y, —- y, um die der Punkt sinkt. Die Gleichung

smvt—3mu =mg(y, —y)

kann in Worten durch den Satz ausgesprochen werden:

Die Zunahme der kinetischen Energie bei einer
Verschiebung ist gleich der durch die Schwerkraft bei
dieser Verschiebung geleisteten Arbeit.

68. Die Energieeinheit und die Arbeitseinheit. Die Einheit
der Arbeit ist diejenige Arbeit, welche die Krafteinheit auf
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einem Wege gleich der Lingeneinheit in der Richtung der Kraft
leistet. Die Einheit der kinetischen Energie ist die kinetische
Energie, die ein freier Kérper erlangt, wenn an ihm eine
Arbeitseinheit geleistet wird.

Im CGS-System der Einheiten wird die Arbeitseinheit das
»BErg“ genannt. Sie ist die von der Kraft 1 Dyn auf dem
Wege 1 Zentimeter geleistete Arbeit.

Im technischen MafBsystem ist die Arbeitseinheit das ,Kilo-
gramm-Meter“. Es ist diejenige Arbeit, die von der Kraft
1 Kilogramm geleistet wird, wenn sie auf dem Wege 1 Meter
wirkt. Das Kilogramm-Meter ist gleich der Arbeit, die in der
geographischen Breite von Paris geleistet werden muf}, um ein
Gewicht von 1 Kilogramm, z. B. das Urgewicht, 1 Meter hoch
zu heben.

In jedem beliebigen MaBsystem sind Arbeit und kinetische
Energie Groflen von der 1. Dimension in Massen-, der 2. Dimen-
sion in Lingen- und der — 2. Dimension in Zeiteinheiten. Das
Dimensionssymbol ist ML*Z™2.

69. Leistung. Von einem Arbeiter, der in der Zeiteinheit
eine Arbeitseinheit leistet, sagt man, daB er die Einheit der
pLeistung“ vollbringt. Werden in einer Sekunde 75 mkg ge-
leistet, so betrigt die Leistung eine , Pferdestirke“. Die
Leistung ist eine GroBe von der Dimension ML?Z~%® Im Ka-
pitel VI wird noch ndher hierauf eingegangen werden.

70. Reibung. Wir wollen einen Korper betrachten, der
eine schiefe Ebene hinuntergleitet. Der Neigungswinkel der
Ebene sei «. Die Beschleunigung des Korpers in der Neigungs-
richtung der schiefen Ebene nach abwirts ist kleiner als gsine.
f sei diejenige Beschleunigung in der Neigungsrichtung der
schiefen Ebene aufwirts, die mit der nach abwirts gerichteten
Beschleunigung gsin ¢ zusammengesetzt werden muB, damit die
Resultierende beider die wirkliche Beschleunigung des Korpers
ergibt. Die auf den Korper wirkenden Krifte sind die Schwer-
kraft mg vertikal nach unten, die Stiitzkraft mg cos ¢ senkrecht
zur Ebene und eine dritte Kraft, deren GroBe. mf ist und die
in Richtung der schiefen Ebene aufwirts wirkt. Diese Kraft
nennen wir die ,, Reibung¥.

Der Korper wird die Ebene nicht eher hinuntergleiten,
als bis die Neigung « einen gewissen Winkel ¢ iiberschreitet.
Ist « =1, so verhindert die Reibung den Korper gerade noch
am Abgleiten. In diesem Fall ist gsine=f oder f==gsin{,
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und die Reibung ist gleich mgsini. Gleichzeitig ist die Stiitzkraft
gleich mgcosi. Hiernach ist tani das Verhiltnis der Reibung
zur Stiitzkraft, wenn ein Abgleiten gerade beginnen will. Wir
schreiben u fiir tant, so daB, falls der Korper gerade abgleiten
mochte, die Reibung gleich dem Produkt x4 und der Stiitz-
kraft ist.

Man hat gefunden, daB, wenn Bewegung eintritt, das Ver-
héltnis ‘der Reibung zur Stiitzkraft konstant bleibt. Dieses Ver-
héltnis (gleich tani oder u) wird der ,Reibungskoeffizient*
genannt. Den Winkel ¢ nennt man den ,Reibungswinkel.

Reibungswinkel und Reibungskoeffizient hingen vom Ma-
terial der sich beriihrenden Korper und vom Rauhigkeitsgrad
ihrer Oberfliche ab.

Ganz gleich, ob der Korper sich die Ebene hinauf- oder
hinabbewegt, wirkt die Reibung stets in entgegengesetztem
Sinne der Bewegungsrichtung und ist gleich dem Produkt aus u
und der Stiitzkraft.

71. Die Bewegung auf einer rauhen Ebene. Wir wollen
annehmen, da8 die Ebene unter dem Winkel ¢ gegen die
Horizontale geneigt sei und dafi sich der auf ihr gleitende
Korper als Massenpunkt ansehen 1i8t, der auf einer Fallinie
hinabgleitet. Diese Fallinie werde als a-Achse gewihlt. Die
Bewegungsgleichungen lauten dann

m&=mgsina — F, =mgcosc— R,
worin F' die Reibung und R die Stiitzkraft sind. Wir haben nun
F=uR.

Somit bewegt sich der Massenpunkt die Fallinie mit der Be-
schleunigung
g[sine — pcosa]
hinunter.
Bewegt sich der Massenpunkt die Fallinie aufwirts, so-
wirkt die Reibung auf dieser Linie abwirts und die Beschleu-
nigung ist in der Fallinie abwirts gerichtet und gleich

g (sin @ - p cos @).

Gleitet der Korper auf einer horizontalen Ebene, so ist
die Stiitzkraft mg vertikal nach oben gerichtet; die Reibung
ist umg und zeigt in umgekehrtem Sinne der Geschwindigkeit.

Dieses letzte Ergebnis wird gewdhnlich auf die Bewegung
eines Zuges auf wagerechten Schienen angewendet. Der Be-
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wegungswiderstand wird proportional der Masse angenommen.
Die Kraft, durch die der Zug in Bewegung gesetzt und gegen-
iiber dem Widerstand in Bewegung gehalten wird, wird der
sMaschinenzug® genannt. Wir werden diese Kraft weiter
in Kapitel VIII betrachten.

Ist Reibung vorhanden, so ist die Zunahme der kinetischen
Energie bei jedweder Verschiebung stets kleiner als die von
der Schwerkraft bei dieser Verschiebung geleistete Arbeit.

72. Beispiele. 1. Ein Massenpunkt wird mit gegebener Geschwin-
digkeit eine Fallinie einer rauhen schiefen Ebene hinaufgeworfen. Man
suche die Hohe iiber dem AbschuBpunkt, in der der Punkt zur Ruhe
kommt. Unter der Voraussetzung, daB die Neigung der schiefen Ebene
groBer ist als der Reibungswinkel, ermittle man die Geschwindigkeit,
mit der der Punkt zum AbschuBpunkt zuriickkehrt.

2. Ein Wagen reit von einem in voller Fahrt befindlichen Schnell-
zug in einer Entfernung ! von einer Station ab und kommt auf der
Station zur Ruhe. Man zeige, daB der iibrige Zug sich dann in einer

Entfernung Ml‘gﬁ jenseits der Station befindet, wobei M und m die

Massen des ganzen Zuges und des abgerissenen Wagens sind und die
Annahme gemacht ist, da8 der Maschinenzug konstant bleibt.

73. Die Atwoodsche Fallmaschine!). Ein anderes einfaches
Beispiel von Bewegungsgleichungen liefert die Bewegung zweier
Korper, die durch eine iiber eine vertikale Rolle laufende Schnur

oder Kette verbunden sind. Diese Anord-
nung bildet im Prinzip den unter dem
/\ Namen ,Atwoodsche Fallmaschine“
bekannten Apparat. Wir wollen annehmen,
daB3 die' Spannung der Kette iiberall die-
\-/ selbe ist. Das ist gleiclibedeutend mit
der Annahme, da3 es zwischen Rolle und
Kette keine Reibung gibt und daB die
Masse der Kette im Vergleich zu den
Massen der Korper (siehe Kapitel VI)

[B vernachléssigt werden kann.
U Es seien m und m' die Massen der
Fig. 32. Korper; z sei die Entfernung, um die m
zur Zeit { herabgesunken und infolge-
dessen m’ zur gleichen Zeit in die Hohe gegangen ist. Ist m
gestiegen und m’ gesunken, so ist x negativ. 7T sei die Spann-
kraft der Kette. Die Krifte, die auf m wirken, sind mg

m

) G. Atwood, A treatise on the rectilinear motion and rotation
of bodies. Cambridge 1784.
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vertikal nach abwirts und T vertikal aufwérts. Die Beschleu-
nigungskraft von m ist m& und wirkt vertikal nach abwirts.
Die Bewegungsgleichung von m ist also

mE=mg—T.

Die auf m' wirkenden Krifte sind m'g vertikal nach unten
und 7' vertikal nach oben. Die Beschleunigungskraft von m/,
namlich m'&, wirkt vertikal nach oben. Daher gilt fiir m'
die Bewegungsgleichung
mE=T—mg.
Addieren wir diese beiden Gleichungen, so finden wir

(m—4-m)&E=(m—m')g.

Daraus ergibt sich ein Sinken des schwereren und ein Auf-
steigen des leichteren Korpers mit einer Beschleunigung

m—m'
el

Der Wert von g wird bisweilen mittels der Atwoodschen
Fallmaschine bestimmt. Doch miissen verschiedene Korrekturen
an dem Resultat vorgenommen werden. Im allgemeinen dreht
sich die Rolle wihrend der Bewegung der Kette; die wichtigste
Korrektur liegt in der Beriicksichtigung der Masse dieser Rolle
(siehe Kapitel VIII).

74. Beispiele. 1. Die kinetische Energie der beiden Korper bei
der einfachen Atwoodschen Fallmaschine, wenft die Reibung und die
Massen der Kette vernachléssigt werden, ist

Fma -} m'ae.
Die von der Schwerkraft geleistete Arbeit ist mgax — m'gx. Man leite
die Beschleunigung der beiden Korper auf Grund der Annahme ab,
daB die VergroBerung der kinetischen Energie bei einer beliebigen Ver-
schiebung gleich der von der Schwerkraft geleisteten Arbeit ist.
2. Man beweise, daB die Spannkraft der Kette

2m-m'
m -y ?
betrigt.

3. Bei einer Atwoodschen Fallmaschine bilde die kleinere Masse m’
ein Ganzes, wilhrend die Masse m aus einem festen Stiick von der
Masse m’ und einem kleinen Zusatzkorper bestehe, der nur leicht auf
das erste Stiick aufgelegt ist. Wihrend des Niedergehens bewegt sich m
.durch einen Ring, durch den der Zusatzkiérper abgehoben wird. Be-
ginnt m seine Bewegung in einer Hohe h iiber dem Ring und fallt es
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nach Passieren des Ringes in der Zeit { um eine Strecke k, so findet man
_omiw B
I=5m—m) ne®’

falls die Reibung sowie die Massen der Rolle und Kette vernachlissigt
werden.

76. Kleine Schwingungen des mathematischen Pendels. Ein
Punkt, der gezwungen wird, einen Kreis in einer vertikalen
Ebene ohne Reibung zu beschreiben, wird ein ,mathemti-

sches Pendel“ genannt. Ein gewdhnliches
Uhrpendel besteht aus einem schweren Kor-
A per, der sog. Linse, die sich mittels eines
Stabes, an dem sie befestigt ist, um eine
horizontale Achse drehen kann. Ist die Linse
klein und schwer und der Stab diinn, so
nihert sich die Bewegung der Linse, die man

Fig. 33. als Massenpunkt auffassen kann, derjenigen

eines mathematischen Pendels.

Wir nennen den Radius des Kreises . Ist ® der Winkel,
welchen der jeweils durch den Massenpunkt gehende Kreisradius
mit der Vertikalen bildet, Fig. 83, so ist die Beschleunigung
in Richtung der Kreistangente !0 (Beispiel 1, Abschn. 37).
Wir kénnen in gleicher Weise wie in Abschnitt 65 eine Be-
wegungsgleichung in der Form anschreiben

ml®=—mgsin 6.

Bleibt ©® wihrend der Bewegung stindig sehr klein, so
kénnen wir sin @ edurch © ersetzen und erhalten die an-
geniherte Gleichung

16 = — 96.
Diese Gleichung zeigt, daB die Bewegung in bezug auf ©

eine einfache harmonische Bewegung von der Periode 2n‘/-l—
)

ist (vgl. Abschn. 38).

Das Pendel schwingt von einer Seite der Vertikalen zur
anderen. Geht es von einer Ruhelage aus, die nur wenig ver-
schieden von der Gleichgewichtslage ist, so schwingt es in

der Zeit %‘/L bis zu dieser Gleiéhgewichtslage, geht durch
g

sie hindurch und bewegt sich auf der anderen Seite von ihr weg,
bis der Ausschlag dem Zahlenwerte nach gleich dem urspriing-
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lichen Ausschlag (von dem es ausging) geworden ist; nach der Zeit

%‘/L, vom Passieren der Gleichgewichtslage an gerechnet,
9
kommt es zur Ruhe. Dann kehrt sich die Bewegung um.

Die Zeit von einer Ruhelage bis zur andern ist n‘/L Diese
)
Zeit ist bekannt als die Zeit eines ,Schlages“; die Periode

2n‘/§ ist die Zeit einer ,vollen Schwingung®.

Ein Pendel, das Sekunden schligt, ist unter dem Namen
Sekundenpendel bekannt; die Zeit einer vollen Schwingung
eines solchen Pendels betrigt zwei Sekunden. Die Linge des
Sekundenpendels fiir einen Ort ist durch die Gleichung gegeben

Der Pendelversuch ist die genaueste Methode, den Wert
von g zu bestimmen.

76. Beispiele. 1. Man zeige, daB in Berlin, wo g=981,3 om/sec—?
ist, die Linge des Sekundenpendels 99,42 cm betrigt.

2. Ein Ballon steige mit konstanter Beschleunigung und erreiche
in einer Minute eine Hohe von 275 m. Man zeige, daB eine Pendeluhr,
die mitgenommen wurde, etwa um 27,8 sek pro Stunde vorgeht.

3. Ist I, die Linge eines etwas falsch gehenden Sekundenpendels,
das in der Stunde # sec vorgeht, und I, die Linge eines anderen
Pendels, das um n sec in der Stunde nachgeht, wobei n klein wmei, so
ist die Quadratwurzel aus der richtigen Linge des Sekunden-Pendels
gleich dem harmonischen Mittel aus /I, und Vis.

4. Die Masse eines Pendels, das dicht an der Vorderseite einer
Klippe aufgehiingt sei, werde von der Klippe mit einer horizontalen
Kraft f angezogen. Man zeige, daB die Zeit eines Schlages

nl‘}

1
¢ +F
betriagt, wenn [ die Lange des Pendels ist.

5. Eine Perle gleite auf einem glatten Draht, welcher-nach einem
Kreis vom Radius a gebogen ist; die Kreisebene sei unter einen Winkel o
gegen die Vertikale geneigt. Man bestimme die Periodendauer der
kleinen Schwingungen um den tiefsten Punkt.

77. Einseitiger Zwang durch eine Fiihrung. Ein Massen-
punkt wird mittels eines Fadens von konstanter Lénge gezwungen,
um den Punkt, in dem der Faden befestigt ist, einen Kreis zu
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beschreiben, oder er laufe auf der Innenfliche eines glatten
Kreis-Zylinders. Der allgemeine Fall liegt vor, wenn man den
Punkt zwingt, innerhalb einer vertikalen Ebene eine Kurve zu
durcheilen, indem man ihn im Innern eines Zylinders mit der
Kurve als Normalschnitt und mit horizontalen Mantellinien
laufen 1aBt.

Diesen Fall wollen wir beobachten und annehmen, daf8 der
Punkt nicht zu weit von der tiefsten Erzeugenden entfernt sei.
Er kann sich auch auBlerhalb eines solchen Zylinders befinden,
darf aber nicht zu weit von der héchsten Erzeugenden entfernt
liegen. In beiden Féllen ist nur ein ,einseitiger Zwang¥
vorhanden und der Punkt ist imstande, die Kurve zu ver-
lassen. Dies wird eintreten, wenn die Stiitzkraft der Kurve
zu Null wird. Der Massenpunkt beschreibt dann eine Parabel
unter dem Einflu der Schwerkraft, bis er die Kurve wieder
- schneidet.

Nun ist nach Abschnitt 65 die Stiitzkraft durch die Gleichung
gegeben

2
Rzmg——]—mgcos D,
[

wobei @ der Winkel der (in einem vorher vereinbarten Sinne
gezogenen) Tangente mit der Horizontalen ist. Damit R ver-
schwindet, muf}

2

v
ge

sein, worin v? bekannt ist. Diese Gleichung bestimmt den Punkt,
in dem der Massenpunkt die Kurve verliBt.

cos P — —

78. Beispiele. 1. Die Masse eines mathematischen Pendels wird
aus ihrer Gleichgewichtslage mit einer Geschwindigkeit V fortgeschnells.
Man suche die Grenzwerte, zwischen denen V liegen muB, wenn der Auf-
-héingefaden schlaff werden soll, und bestimme die Lage der Masse im
Augenblick des Schlaffwerdens des Fadens.

2. Ein parabolischer Zylinder werde so hingelegt, daB seine Er-
zeugenden horizontal liegen und die Parabel-Achse eines Normalschnittes
vertikal steht, mit dem Scheitel nach oben. Darauf werde ein Massen-
punkt lings der Zylinderfliche innerhalb einer Vertikalebene abgeschossen.
Man beweise, daB, falls der Massenpunkt iiberhaupt die Parabel verliBt,
dies bereits im AbschuBpunkte geschehen muB.

3. Ein Massenpunkt wird vom untersten Punkte des Vertikal-
schnittes eines glatten hohlen Kreiszylinders mit horizontaler Achse so
abgeworfen, daB er sich im Zylinder herum bewegt.

Ist die Abschuflgeschwindigkeit so groB wie diejenige, die er haben
wiirde, wenn er vom hochsten Punkte herabgefallen wire, so verlaBt er
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den Kreis in der Lage, bei welcher der Radius mit der nach oben gerichteten
Vertikalen einen Winkel

. . are cos ¥
einschlieBt.

Man bestimme den Kleinstwert der Abwurfgeschwindigkeit, wenn
der Punkt den vollen Kreis beschreiben soll.

4. Ein Massenpunkt sei infolge eines undehnbaren Fadens ge-
zwungen, einen Kreis zu beschreiben, und verlasse den Kreis, wenn der
Faden einen Winkel § mit der nach oben gezeichneten Vertikalen ein-
schlieBt. Man beweise, daB in dem Augenblicke, in welchem der Punkt
den Kreis wieder trifft, der Faden einen Winkel 3 § mit der Vertikalen
einschlieBt.

79. Das Kegelpendel. Ein Massenpunkt kann durch die
Spannkraft einer Schnur oder eines Fadens gezwungen werden,
mit gleichférmiger Geschwindigkeit einen horizontalen Kreis
zu beschreiben, dessen Mittelpunkt
senkrecht unter dem festen Auf-
héingepunkte des Fadens liegt. In
jeder Lage des Massenpunktes bil-
det der Faden eine Mantellinie
eines geraden Kreiskegels, der seine
Spitze in dem Aufhingepunkte hat.

Der Winkel an der Spitze des
Kegels sei 2 «; der Faden habe
die Linge !. Dann ist der Kreis-
radius Isina. Ist v die Geschwin-
digkeit des Massenpunktes und T
die’ Spannkraft des Fadens, so
fillt die Beschleunigungskraft des

2

Massenpunktes Y in den Ra- Fig. 34.
Isina

dius des Kreises und ist nach dessen -
Mittelpunkt hin gerichtet. Die auf den Punkt wirkenden Krifte
sind die Schwerkraft m g vertikal abwirts und die Fadenspannkraft
T lings der Erzeugenden des Kegels und nach dessen Spitze ge-
richtet. Wir schreiben die Bewegungsgleichungen an, nachdem
wir die Krifte in Komponenten in vertikaler Richtung, in
horizontaler Richtung lings des Kreisradius und in horizontaler
Richtung lings der Kreistangente zerlegt haben.

Weder die Beschleunigungskraft noch die #duBeren Krifte
haben Komponenten in der Richtung der Kreistangente; es
bleiben daher nur die zwei Gleichungen

m v?

—=Tsine; O=mg—Tcosc.
Isin ¢t
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Durch Elimination von T finden wir

N sin%e
vi=gl——.
cos ¢t
Diese Gleichung bestimmt die Geschwindigkeit, mit der
der Kreis beschrieben werden kann, wenn ¢ und I gegeben sind,
oder sie bestimmt den Winkel ¢, wenn v und ! gegeben sind.

80. Beispiele, 1. Ein Zug durchliduft eine Kurve vom Kriimmungs-
radius ¢ mit der Geschwindigkeit v. Man beweise, daB die duBlere Schiene

2 .
um die Héhe oot hoher als die innere gelegt werden muB, damit der

e
Zug die Schieneg nicht verldBt. Hierbei ist b die Spurweite.

(Der Zug soll wie ein Kegelpendel behandelt werden, bei welchem
die Stiitzkraft der Schienen, die senkrecht zur Ebene der Schienen
steht, die Stelle der Fadenspannkraft einnimmt.)

2. Der Aufhéngepunkt eines mathematischen Pendels von der
Liénge | werde auf einem horizontalen Kreis vom Radius ¢ mit gleich-
formiger Winkelgeschwindigkeit @ bewegt. Man beweise, daB, nachdem
der Beharrungszustand eingetreten ist, die Neigung o des Aufhiingefadens
gegen die Vertikale durch die Gleichung gegeben ist

w?(c+ lsina)=gtan a.
9

2
Ist (—‘,)F < (l% — c§), so kann sich diese Neigung auch nach innen

™
gegen die Kreisachse einstellen.

Die Bewegungsgrole.

81. Der Antrieb. Die Bewegungsgleichungen eines Massen-
punktes seien in der Form

mi=X, mij=Y, mz=2
angeschrieben und sollen je auf beiden Seiten nach der Zeit ¢
von t, bis ¢ integriert werden. Im Zeitpunkt ¢ seien die Ge-
schwindigkeitskomponenten &,, ¢,; z,; zur Zeit t, seien sie
&y, Yo» 2,- Dann wird

t, t, t,
m & —m &, = [Xdt, my, —myo=[Ydt, mé, —mzy=[Zdt.
% ty . t

Die Ausdriicke auf der linken Seite der Gleichungen sind die
Komponenten eines Vektors, der die Anderung der Be-
wegungsgroBe des materiellen Punktes wihrend der Zeit
t, —t, darstellt. Die Ausdriicke auf der rechten Seite der
Gleichungen sind die Komponenten eines andern Vektors, den
man den ,Impuls® oder den , Antrieb der Kraft“ nennt,
die wihrend der betrachteten Zeit auf den Massenpunkt wirkt.
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Die Gleichungen koénnen in die folgenden Worte gefaBt
werden: Die Anderung der BewegungsgroBe eines Massen-
punktes wiahrend einer Zeit ist gleich dem Antrieb,
der wihrend dieser Zeit auf den Massenpunkt wirkt.

82. Plotzliche Bewegungsinderungen. Die Bewegungs-
anderungen von Korpern erfolgen manchmal so plotzhch daB
es schwierig ist, den allmihlichen Ubergang von einem Be-
wegungszustand zum andern zu verfolgen. Der Mdoglichkeit
plotzlicher Bewegungséinderungen konnen wir durch die Annahme
gerecht werden, daB die auf einen Massenpunkt wirkende Kraft
wihrend eines sehr kleinen Zeitunterschiedes so grofl wird, daB
der Antrieb der Kraft einen endlichen Grenzwert besitzt, wenn
der Zeitunterschied unbegrenzt abnimmt. Es bedeute ¢ den
Zeitpunkt, zu dem die plétzliche Bewegungsinderung statt hat,
In den Gleichungen von der Form

tl
mE, —mE,= [ Xdt
1 t [
nehmen die Glieder der rechten Seite endliche Grenzwerte an,

wenn ty=t'—317 und ¢, =¢ 4 37 und v unbegrenzt klein ist.
Wir schreiben abgekiirzt

t'+3z t'4-4z 44z
lim (Xdt=X, lm(Ydt=Y, lim(Zdt=2Z.
=0 * t=0 * =0 *
t'—3z t'—1r ¢ —3c

Dann sind unsere Gleichungen
mi, —mEy=X, my,—my=Y, mz—mz==2.

Wir definieren den Vektor, der — an die augenblickliche
Lage des Massenpunktes gebunden — die Komponenten X, Y, Z
parallel den Koordinatenachsen hat, als den Antrieb oder Im-
puls, der im Zeitpunkt ¢ der plétzlichen Bewegungséinderung
auf den Massenpunkt ausgeiibt wird.

83. Der Satz von der Erhaltung der BewegungsgroBe. Man
kann die Bewegungsgleichungen von der Form

mi—X

auch in der Form schreiben

d. .
am9=
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und diese Gleichung kann in dem Satz ausgesprochen werden:
,Die zeitliche Anderung der BewegungsgréBe. eines
Massenpunktes nach irgendeiner Richtung ist gleich
der Summe der in dieser Richtung genommenen Kompo-
nenten aller Kriafte, die auf den Punkt wirken.“

Wenn die Resultierende aller Krifte, die auf den Massen-
punkt wirken, senkrecht zu einer bestimmten Geraden steht,
so ist die Komponente der Bewegungsgréfle in Richtung dieser
Geraden konstant.

Hierzu hatten wir ein Beispiel in der parabolischen Be-
wegung der Geschosse (§ 33).

Wenn sich die Geschwindigkeit eines Massenpunktes plaitz-
lich #ndert, so bleibt die Komponente der BewegungsgréBe in
der Richtung senkrecht zum resultierenden Antrieb ungeéindert.

84. Das Kraftmoment, der Drall und das Moment der Be-
schleunigungskraft um eine Achse. Die Momentenachse sei
die z- Achse; die Kraft wirke an dem Punkt &', y', 27, habe
die GroBe F und ihre Komponenten parallel den Koordinaten-
achsen seien X, Y, Z. Man lege durch den Punkt z’y' 2 eine
Ebene senkrecht zur z-Achse, wodurch diese im Punkt P ge-
schnitten wird. Die Kraft F zerlege man in die Komponenten:
Z parallel zur z-Achse und F’ senkrecht zu dieser Achse.
Dann ist das Moment der Kraft F um die z-Achse gleich dem
Moment der Kraft F’ um den Punkt P. Beziiglich des Vor-
zeichens ist die Regel zu beachten, dafl das Moment positiv
ist, wenn die Z-Achse und der Drehsinn von F miteinander
in derselben Beziehung stehen wie Vorschub und Drehung bei
einer rechtsgingigen Schraube. Im andern Falle ist es negativ.

Der Satz in § 22 liefert uns fiir das Moment von F um
die z-Achse den Ausdruck

2Y —y X.
Wenn GroBe, Angriffsgerade und Richtungssinn der Kraft
gleich bleiben, so ist ihr Moment unabhingig vom Angriffs-

punkt. Ist ndmlich z, y, z ein beliebiger Punkt der Angriffs-
gerade, so haben wir die Gleichungen?!)

r—x y—y z—2

X Y  Zz

1) Diese Gleichungen driicken die Bedingungen dafiir aus, daB die
Projektionen einer Teilstrecke der Angriffsgeraden auf die Achsen pro-
portional den Kraftkomponenten in Richtung der Achsen sind.
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und somit ist
Y —yX=odY—y X.

Jetzt nehme man an, daf die Kraft an demjenigen Punkte
ihrer Angriffsgeraden angreife, in dem das gemeinschaftliche
Lot auf die Angriffsgerade und die z-Achse die erstere schneidet.s
Dann steht die Kraft F’ senkrecht auf diesem gemeinschaft-
lichen Lot und ihr Moment ist gleich dem Produkt — mit be-
stimmtem Vorzeichen — aus der Linge dieses Lotes und der-
jenigen Kraftkomponente, die senkrecht zur Achse steht. Als
Vorzeichenregel gilt, wie friiher, die Regel der rechtsgingigen
Schraube.

Dies fiihrt zu einer allgemeinen Definition des Moments
eines gebundenen Vektors um eine Achse: Die Gerade L, in
einem bestimmten Sinne ge- '
nommen, stelle die Achse dar
und der Vektor sei entweder
an eine Gerade L’ oder an einen
Punkt dieser Geraden gebunden
und habe die Richtung dieser
Geraden. Man zerlege den Vek-
tor in zwei Komponenten parallel
und senkrecht zu L. Das Mo-
ment des Vektors um die Achse
L ist das Produkt — mit be-
stimmtem Vorzeichen — aus der
Vektorkomponente senkrecht zu Fig. 35.

L und der Linge des gemein-
schaftlichen Lotes der beiden Geraden L und L. Das Vor-
zeichen bestimmt sich nach der rechtsgingigen Schraube.

Wird ein Vektor in beliebige Komponenten zerlegt oder
aus gegebenen Komponenten als Resultierende erhalten, so ist,
wie aus dem Vorhergehenden ohne weiteres folgt, das Moment
der Resultierenden um eine beliebige Achse gleich der Summe
der Momente der Komponenten.

Die Momente einer Kraft X, Y, Z, die am Punkte xyz
angreift, um die x-, y-, 2- Achsen sind

yZ—zY bzw. 2X—axZ bzw. xY¥Y—yX.

Die Momente der BewegungsgréBen oder die Dralle eines
Massenpunktes um diese Achsen sind

myz—zy), m@Ei—=zx2), m@Ey—yz),
Love-Polster, Theoretische Mechanik. 7
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wobei x, y, z die Koordinaten des Massenpunktes zur Zeit ¢
sind. Die Momente der Beschleunigungskrifte des Massenpunktes
um die Achsen sind

m(yz—z4), m@i—2xz), m@Exj—yi).

85. Der Satz von der Erhaltung des Dralles. x, y, z seien
zur Zeit t die Koordinaten eines Massenpunktes, an dem be-
liebige Krifte angreifen, deren Resultierende die Komponenten
X, Y, Z parallel zu den Achsen besitze. Dann gelten die
Gleichungen

mi=X, mi=Y, mz=2%.

Multipliziert ‘man beide Seiten der zweiten Gleichung mit
xz, die der ersten Gleichung mit y und subtrahiert sie vonein-
ander, so erhdlt man

mEyj—y&)=2Y—yX.

In Worten ausgedriickt liefert diese Gleichung den Satz:
Das Moment der Beschleunigungskraft eines Massen-
punktes um eine Achse ist gleich der Summe der
Momente aller Krifte, die auf den Punkt wirken, um
die gleiche Achse.

Die Gleichung kann man auch schreiben

d . .
‘—i-t[m(ocy—yx)]:xY-—yX

Hierin kann die linke Seite als ,die zeitliche Ande-
rung des Dralles des Massenpunktes um die Achse®
gedeutet werden.

Wenn die Angriffsgerade der Resultierenden aller Kréfte,
die an einem Massenpunkt angreifen, sdmtlich eine Achse
schneiden oder parallel zu ihr sind, so ist der Drall um diese
Achse unverédnderlich.

Ein Beispiel hierzu war die Zentralbewegung.

Bei einer plétzlichen Anderung der Geschwindigkeit eines
Massenpunktes bleibt der Drall um eine Achse unveridndert,
wenn die Angriffsgerade des resultierenden Antriebs die Achse
schneidet oder ihr parallel lauft.

Arbeit und Energie.

86. Die Arbeit einer verinderlichen Kraft. Ein materieller
Punkt bewege sich lings einer gekriimmten Bahnlinie, deren
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Bogenlinge, von einem Festpunkte bis zu einem veriénderlichen
Punkte gemessen, mit s bezeichnet sei. F sei eine am Massen-
punkt angreifende Kraft, ® der Winkel, den die Angriffsgerade
von F in irgendeinem Kurvenpunkte mit der augenblicklichen
Bahntangente in diesem Punkte bildet. Dabei sei diese Tan-
gente in dem Sinne gezogen, in welchem die Kurve beschrieben
wird.

Der Bogen zwischen zwei beliebigen Punkten 4 und B
der Kurve werde durch ein ‘Polygon mit den = Seiten
81> Sy, +.., 8, ersetzt, dessen samtliche Eckpunkte auf der Kurve
liegen. Bliebe die. Kraft fiir alle Punkte einer jeden Seite
konstant und hétte sie fiir simtlichePunkte derSeites, (k=1,2,...,n)
die GroBe F,, wobei ihre Angriffsgerade mit der Seite s, den
Winkel @, bilde, so wire die Arbeit der Kraft bei Beschreibung
des Polygons durch den Massenpunkt

F,s,¢c08 0, - F, s,c08 0,4 ...+ F,s,cos O, .
Wenn nun die Anzahl der Polygonseiten unbegrerfzt ver-
mehrt und ihre Léngen unbegrenzt vermindert werden, so strebt
dieser Ausdruck einem Grenzwert zu, den man ,das Linien-

integral der Tangentialkomponente der Kraft F“ lings
des Bogens 4 B nennt. Dies entspricht dem Ausdruck

B
chos Pds.
A

Sind X, Y, Z die Komponenten der Kraft in irgend einem
Punkte xyz, so ist dieser Ausdruck dasselbe wie das Linien-
integral

dx dy dZ) |

lings des Kurvenbogens von 4 bis B.

Dieser Ausdruck stellt die Arbeit dar, die von der Kraft
auf den Massenpunkt bei seiner Bewegung lings der Kurve
von A nach B geleistet wird. "

Aus der Form des Ausdrucks geht ohne weiteres hervor,
dal die Arbeit, welche von der Resultierenden beliebiger an
einem Massenpunkte angreifender Krifte geleistet wird, gleich
der Summe der Arbeiten der einzelnen Krifte ist.

87. Die Berechnung der Arbeit. Fiir die wirkliche Be-
rechnung der Arbeit muB man im allgemeinen in der Lage
sein, die Koordinaten eines Kurvenpunktes in Funktion irgend-

7*
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eines Parameters — nennen wir ihn ® — auszudriicken, und
man muB auBerdem die GroBen der Kraftkomponenten als
Funktion der Lage des Massenpunktes kennen. Dann koénnen
wir in irgendeinem Kurvenpunkt X, Y, Z als Funktion von
z, y, z und daher auch von © ausdriicken und ebenso

dz  dy  dz

d0’ 46’ 46
als Funktionen von @ angeben, so dal schlieflich ein Ausdruck
von der Form

dx dy dz -
f(Xm +Y 7o +25)40

zwischen zwei gegebenen, den Punkten 4 und B entsprechenden
Werten von @ zu integrieren ist. In diesem Ausdruck sind

X ... und E ... als Funktionen von ©® auszudriicken.

a6

Selbstverstandlich wiirde das Ergebnis im Falle der Aus-
fithrbarkeit der Integration im allgemeinen von der Gestalt der
Kurve abhiéngen, d. h. es wiirde fiir verschiedene Kurven, die
die beiden Punkte verbinden, verschieden sein.

Falls die Kraft eine nach einem Festpunkt gerichtete Zen-
tralkraft m f(r), d. h. eine Funktion des Abstandes r von diesem
Festpunkte ist, so besitzt sie die Tangentialkomponente

—mf(r) g—: und die Arbeit ist daher gleich
— f ™ f(r)dr,

wobei 7, und r, die Abstinde der Punkte 4 und B von dem
Festpunkte bedeuten.
Bezeichnet man das unbestimmte Integral von f(r) mit
D(r), so daB
ad(r)
ar

go ist die geleistete Arbeit m[®(r,)— P (r,)]. Sie ist von r,
und r; abhéngig, behélt aber den gleichen Wert fiir alle Kurven,
die den Punkt 4 mit B verbinden.

Ein anderes Beispiel, bei dem die Arbeit unabhingig von
der Bahnkurve ist, hatten wir in § 67, wo es sich um eine
konstante Kraft handelte.

=f(r),
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88. Die Kraftfunktion. Wenn die Arbeit unabhingig von
der Art der Bahnkurve ist, so konnen wir willkiirlich einen
Punkt A wihlen und das Integral

[(Xdz+Yay+Zde)

lings irgend einesWeges vom Punkte 4 zum Punkte P nehmen.
Das Ergebnis ist eine Funktion der Koordinaten von P. Diese
Funktion heift die Kraftfunktion. Der Wert der Kraft-
funktion in irgendeinem Punkte P ist gleich der Arbeit, die
‘von der Kraft auf den Massenpunkt geleistet wird, wenn dieser
sich auf irgendeinem Wege von dem gewahlten Festpunkte 4
bis zum Punkte P bewegt.

Wenn die Arbeit unabhingig von der Bahn ist und wenn
daher eine Kraftfunktion vorhanden ist, so spricht man von
konservativen Kriaften.

89. Die Potentialfunktion. Ein materieller Punkt von der
Masse m bewege sich in einem Kraftfelde, dessen Feldstérke
in einem beliebigen Punkte mit f bezeichnet werde. A4 sei
ein willkiirlicher Festpunkt in dem Felde, s der von 4 aus
gemessene Bogen einer Kurve, ® der Winkel, den die Feld-
richtung in einem beliebigen Punkte mit der Kurventangente
in diesem Punkte einschlieBt; hierbei werde die Tangente in
dem Sinn genommen, in dem die Kurve von einem aus 4 ab-
gehenden Punkte durchlaufen wird. Dann ist die Arbeit, die
von der Kraft des Feldes bei der Bewegung des Massenpunktes
lings der Kurve vom Festpunkt 4 bis zu dem verdnderlichen
Punkte P geleistet wird,

P
mff~cos O.ds.
A

Ist die Feldkraft eine konservative Kraft, so ist dieser
Ausdruck gleich dem Werte der Kraftfunktion in P und wir
wollen dafiir abgekiirzt schreiben

m.-V(P)_ oder m-V.

Dann wird V(P) als der Wert der Potentialfunktion im
Punkte P definiert und die Funktion V wird das ,Potential“
in einem Punkte genannt.

Es ist das Linienintegral der Tangentialkomponente der
Kraft des Feldes (aus seiner Feldstirke berechnet) lings
einer Kurve genommen, die den Festpunkt mit dem veriinder-
lichen Punkte verbindet.
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Im Punkte 4 verschwindet die Potentialfunktion.
Ersetzen wir den Punkt A durch einen anderen Festpunkt
B, so vergréBlert sich die Potentialfunktion um eine Konstante,
die gleich dem Werte des Integrals
B
f f-cos @.ds
4
ist.
In einem Zentralkraftfeld, dessen Feldstirke im Abstand s

vom Kraftzentrum die GroBe ’l% habe, wollen wir den Punkt
r

A in einem unendlich fernen Abstand annehmen. Dann wird
die Potentialfunktion durch die Gleichung

P
| A=) g
V__J"r?( ds)ds_ r
dargestellt, d. h. das Potential in irgendeinem Punkte ist
gleich dem Produkte aus der Konstanten x4 und dem reziproken
Werte des Abstands des Punktes vom Kraftzentrum.
Im Falle eines gleichformigen Feldes von der Feldstirke

g sei die 2z-Achse im umgekehrten Richtungssinne der Feld-
richtung gezogen; dann ist das Potential in einem Punkte — g 2.

90. Die Ableitung der Kriifte aus dem Potential. Es seien
mX, mY, mZ die Komponenten einer Feldkraft, die auf einen
Massenpunkt von der Masse m ausgeiibt wird, so daB} die Rich-
tung des Vektors (X, Y, Z) gleich der Richtung des Feldes
und die Resultierende von (X, Y, Z) gleich der Feldstiirke ist.
V sei das Potential des Feldes, das als ein konservatives vor-
ausgesetzt sei.

P sei ein beliebiger Punkt (x, y, 2) und P’ irgendein be-
nachbarter Punkt (z +dx, y-+dy, z-+92).

Die Differenz V(P')— V(P) hat die GroBe

7(de~{—Ydy—{—Zdz——f(de—{— Ydy+ Zdz);
4 1

dies ist derselbe Wert, wie ihn das Integral hat
Pl

f(de +Ydy-Zd2),

P
lings der geraden Linie PP’ genommen.
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Nun gibt es gewisse Werte X', Y', Z', die zwischen den
auf der Linie PP’ auftretenden grofiten und kleinsten Werten
von X, Y, Z liegen und der Gleichung geniigen

-
[(Xdz+Ydy 4 Zdz) =X dz+ ¥ Sy + Z' b2.

P
Dies folgt selbstverstindlich aus der Integralrechnung.
Somit ist
X'éx+Ydy+Z dz=V(x -+ dx, y+ dy, 2+ 82) — V(z, y, 2).
Sind Jx und dy gleich Null, liuft also die Gerade PP’
parallel zur x-Achse, so hat man

x_ YEtdz y, )—V(= y, 2

ox
und somit im Grenzfall, wenn P’ mit P zusammenfillt,
oV
X= 5%
In gleicher Weise findet man
oV oV
Y= oy’ Z= 35

Dieses Ergebnis kann man in dem Satz aussprechen: Die
Kraft des Feldes (auf die Masseneinheit” bezogen) in
einer Richtung ist gleich dem auf die Lingeneinheit
kommenden Potentialgefille in dieser Richtung.

Bezeichnet man in einer anderen Schreibweise mit X, Y, Z
die Komponenten der am Massenpunkt angreifenden Kraft
parallel zu den Achsen, so ist, falls eine Kriéftefunktion U vor-
handen ist,

oU oU oU
T’ Y~6y’ 7=%"

Wenn wie im vorliegenden Falle die Kraftkomponenten
die partiellen Differentialquotienten einer Koordinatenfunktion
sind, so sagt man, ,die Kraft sei von einem Potential
abgeleitet.

X

91. Die Energiegleichung. Man multipliziere die linken
und rechten Seiten der Bewegungsgleichungen

mi=2X, mij=Y, mz=2
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bzw. mit &, ¥, z und addiere die Produkte. Die Summe der
linksseitigen Glieder, d.i.

. m@&+g§+43)
ist

EmE 4+

Die zu differenzierende GroBle ist die kinetische Energie
des Massenpunktes zur Zeit t. Die Summe der rechtsseitigen

Glieder ist
Xe++Yy+4Zz.

Dieser Ausdruck stellt die Leistung der Kriifte dar.
Wir erhalten daher die Gleichung

g—t[%m(ﬁ-i— y 2 =Xa+-Yy+ 2z,

die so in Worte gefaBt werden kann: Die Ableitung der
kinetischen Energie eines materiellen Punktes nach
der Zeit ist gleich der Leistung der Krifte, die am
Massenpunkt angreifen.

Es bezeichne s den Bogen der Bahnlinie, von einem Fest-
punkt 4 bis zu einem verinderlichen Punkte P der Bahn ge-
messen. Multipliziert man beide Seiten der soeben angeschrie-

t
—, so erhdlt man

ds
d 1 - .o s dx d_y dz
L Em@ ) =x gy 2y g0

Hieraus ergibt sich die Gleichung

benen Gleichuhg mit

P
%mv"—;:mv02=f(de+Ydy—[—Zdz),
i

worin v und v, die Werte der Geschwindigkeit des Massen-
punktes in Pund 4 bedeuten, wihrend das Integral ein lings
des Weges genommenes Linienintegral ist.

Die Gleichung kann man in die Worte fassen: Die Zu-
nahme der kinetischen Energie auf einem beliebigen
Wege ist gleich der Arbeit, die von den Kriftén auf
diesem Wege geleistet wird.

Handelt es sich um konservative Krifte und bezeichnet
U die Kraftfunktion, so ist die rechte Seite der letzten Glei-
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chung U(P)— U(4) und man erhilt
1mv® — U (P)= const.

Diese Gleichung nennt man die ,Energiegleichung®.

Wir hatten schon mehrere Beispiele von Energiegleichungen; bei
der parabolischen Bewegung von Geschossen in § 34 Beispiel 3, im Falle
der einfachen harmonischen Bewegung in § 40 Beispiel 3, bei der Zen-
tralbewegung in § 50 Gleichung 2 und bei zwei Sonderféllen in § 40
Beispiel 4 und § 48 Beispiel 1 und 2.

92. Die potentielle Energie eines Massenpunktes in einem
Kraftfeld. Die Kriftefunktion im Punkte P? mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen versehen, ist gleich der Arbeit, die die
Feldkraft auf einen Massenpunkt leistet, der sich vom Punkte
P auf einém beliebigen Wege bis zu dem gewihlten Festpunkt
A4 bewegt. Diese GroBe nennt man die ,potentielle Energie
des Massenpunktes in dem Felde*.

Die Energiegleichung kann man schreiben
sKinetische Energie -} potentielle Energie = const.“

Die potentielle Energie eines als Massenpunkt aufgefaften
Kérpers im Felde der Erdschwere hat die GroBe mgz, wo z
die Hohe des Massenpunktes iiber einem gewahlten festen
Niveau und m die Masse des Kérpers bedeuten.

93. Kriifte, die keine Arbeit leisten. Bewegt sich ein
Massenpunkt auf einer festen Kurve oder Oberfliche, die der
Oberfliche eines Koérpers angehort, so leistet die Stiitzkraft
dieser Kurve oder Fliche keine Arbeit, denn sie steht immer
senkrecht auf dem Wege.

Man nennt solche Krifte, die keine Arbeit leisten, hiufig
nZwangskrifte.

Bei der Aufstellung der Energiegleichung kann man immer
diese Krifte auBer acht lassen.

94. Konservative und nicht konservative Felder. Alle in
der Natur vorkommenden Kraftfelder sind konservativ.

Es ist leicht, analytische Ausdriicke fiir nicht konservative
Felder zu finden. Z. B. sei eine Kraft im Abstande » von
einem Festpunkt immer senkrecht zu dem aus diesen Punkt
gezogenen Fahrstahl gerichtet und gleich ur. Ein materieller
Punkt werde durch eine Zwangskraft so gefithrt, daB- er
unter der Wirkung der Kraft eine ebene geschlossene Kurve
beschreibt, die den Festpunkt einschliet.
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Man kann leicht zeigen, daB die dabei geleistete Arbeit
gleich dem Produkt von 2u und-dem Inhalt der Fliche ist.
Daher erhilt der Massenpunkt jedesmal, wenn er die Kurve
umschreibt, eine durch dieses Produkt gegebene Zunahme an
kinetischer Energie.

Ein solches System konnte im Falle seiner praktischen
Ausfiihrbarkeit zum Betriebe einer Maschine benutzt werden.
Wir hitten damit ein ,Perpetuum mobile“. Die Feststellung,
daB die Kraftfelder in der Natur konservativ sind, ist in dem
Satze, dal es kein Perpetuum mobile gibt, enthalten.

Unter einem ,,Perpetuum mobile“ ist eine Maschine zu ver-
stehen, die selbsttitig dauernd Arbeit leistet. In obigem Beispiel kénnte
der Massenpunkt nach jedem Umlauf seinen Zuwachs an lebendiger
Kraft dadurch abgeben, daB er gegen einen anderen Kérper st6Bt. Er
wiirde dann immer von der gleichen Anfangslage mit der gleichen An-
fangsgeschwindigkeit den Umlauf beginnen. Seine Bewegung wire
periodisch und doch wiirde er kinetische Energie auf einen anderen
Korper iibertragen, Bei natiirlichen Systemen, bei denen periodische
Bewegungen sich reibungslos abspielen, kann keéin Zuwachs an lebendiger
Kraft verfiigbar sein, der auf andere Kérper iibertragbar wire. Im
allgemeinen treten Krifte nach Art der Reibungskrifte auf, die be-
wirken, daB beim Wiedereintreffen in der Anfangslage sich die kinetische
Energie verringert hat. Infolge dieses Umstandes bleibt eine gewchn-
liche Maschine, die einmal in Gang gebracht und dann den natiirlichen
Kriften iiberlassen wird, nicht dauernd in Betrieb, sondern kommt all-
méhlich zur Ruhe.

Man beachte, dafl es zwar eine Funktion U geben kann,
die mit der Kraft (X, ¥, Z) durch die Gleichungen

oU oU 0Z

X=—, Y=—, Z=-——

dx oy dz
verkniipft ist und daB das Kraftfeld trotzdem nicht konservativ
zu sein braucht. In einem konservativen Kraftfeld verschwindet
die Arbeit, die bei der Bewegung eines Massenpunktes auf
irgendeiner geschlossenen Kurve geleistet wird. Hitte nun

aber U die Form A arctan %, so wiirde immer der Arbeits-
betrag 2 m A4 geleistet, wenn der Punkt eine die z-Achse umschlie-
Bende Kurve durchliefe. Wir konnen die Beschrinkung, zu
der uns dieses Beispiel fiihrt, dahin aussprechen, da in einem
konservativen Felde nicht bloB die Kraft von einem Potential
abgeleitet werden kann, sondern daB auBerdem das Potential
eine eindeutige Funktion ist,

Vermischte Beispiele. 1. Um von einem Punkte der Peripherie
eines vertikal stehenden Kreises auf gerader Linie nach einem in der-
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selben Ebene liegenden zweiten Kreise herabzugleiten, braucht ein
materieller Punkt mindestens die Zeit

2(*—a®)
9@+hn’

worin ¢ den Abstand des Kreismittelpunktes, a die Summe ihrer Halb-
messer und k die Hohe bedeuten, um die der Mittelpunkt des einen
Kreigses iiber dem des anderen liegt.

2. In einer vertikalen Ebene seien zwei Kurven gezeichnet, von
denen die zweitc auf den Normalen der ersten gleiche Stiicke ab-
schneidet. Man verschiebe die zweite Kurve ein Stiick in vertikaler
Richtung und beweise, daB dann die kiirzeste Fallzeit von einer Kurve
zur andern uuabhiingig vom Ausgangspunkt ist.

3. Man zeichne in derselben Vertikalebene zwei Kurven, die ein-
ander nicht schneiden, und denke sich die Gerade ermittelt, auf der ein
Punkt am schnellsten von einer Kurve zur anderen gleitet. Zieht man
in jedem Endpunkte der Geraden die betreffende Kurvennormale und
eine Vertikale, so bilden diese vier Linien einen Rhombus; man beweise
auBerdem, da8 die Kriimmungsmittelpunkte fiir die Endpunkte nicht
auf den zwischen den Vertikalen eingeschlossenen Abschnitten der Nor-
malen liegen kénnen. )

4. Die Achse einer in vertikaler Ebene liegenden nach unten
offenen Parabel bilde mit der Vertikalen den Winkel arccos$. Man
beweise, daB ein Punkt zum Niedergleiten auf dem Parameter dieselbe
Zeit braucht wie zum Herabgleiten auf derjenige Sehne, die vom oberen
Endpunkt des Parameters zum Scheitel der Parabel fiihrt, wihrend er
auf jeder zwischenliegenden Sehne in kiirzerer Zeit herabgleitet.

5. Die Achse einer in vertikaler Ebene mit dem Scheitel nach unten
liegenden Parabel bilde mit der Vertikalen den Winkel §. Man be-
weise, daB ein Punkt auf demjenigen Brennstrahl, auf dem er am schnell-
sten vom Brennpunkt zur Kurve gleitet, die Zeit

%a¢ B
2@ st
\/ 7 sec® g
braucht.

) 6. Eine Kugelschale besitze in ibrem tiefsten Punkte eine kleine
Offnung. Ein Massenpunkt gleite von der Innenfliche aus lings einer
Sehne hinunter, passiere die Offnung und bewege sich darauf ganz frei.
Man zeige, daB der geometrische Ort der Lagen des Massenpunktes fiir
verschiedene Sehnen zu einer bestimmten Zeit vor oder nach Passieren
der Offnung eine Kugel ist, und ermittele den Radius und die Lage der
Kugel.

7. Von einem Punkte einer Ellipse, deren kleine Achse vertikal
steht, gleite ein Massenpunkt lings der Kurvennormalen bis zur groBen
Achse. Man beweise, daB hierzu die kiirzeste Zeit gebraucht wird, wenn
die Brennstrahlen des Ellipsenpunktes senkrecht aufeinander stehen, vor-
ausgesetzt, daB es iiberhaupt einen derartigen Punkt gibt. Aulerdem
untersuche man fiir den Fall, daB es keinen solchen Punkt gibt, auf welcher
Normalen der Punkt dann am schnellsten herabgleitet.

8. Die Achse einer Zykloide mit aufwiirts gekehrter Basis stehe
vertikal. Von verschiedenen Punkten der Basis gehen Massenpunkte
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ab und laufen auf Sehnen kiirzester Fallzeit nach der Kurve herunter.
Ist x die Linge einer solchen Sehne und wiire 2 k die in der zugehérigen
Zeit zuriickgelegte Strecke bei freiem Fall, so gilt die Beziehung

fx]
wg——x\//:-,—2h2:0,

wobei a den Radius des erzeugenden Kreises der Zykloide bedeutet.

9. Die vertikal stehenden Achsen von zwei gleichen in einet Ebene
liegenden Parabeln mit dem Parameter 2! haben den Abstand 21 von-
einander; der Scheitel der einen liege um [ tiefer als derjenige der an-
dern und die Parabeln seien nach entgegengesetzten Seiten gekriimmt.
‘Die Gerade kiirzester Fallzeit von der hoheren zur tieferen habe
die Linge kb und bildet mit der Vertikalen den Winkel . Man be-
weise, da3

%:sec P sec‘~’2¢=2y"§coec.¢sec2¢cos(§n+2¢).

10. Ein zuniichst in Ruhe befindlicher Zug von der Masse m fihrt
von einer Station ab und kommt in der Entfernung ! auf der nichsten
Station wieder zum Stillstand. Die volle Fahrtgeschwindigkeit sei V, die
mittlere Fahrtgeschwindigkeit v. Der Widerstand der Schienen, wenn

die Bremse nicht angezogen ist, betrage das wy. fache des Zuggewichts, und

lg
’
wenn sie angezogen ist, % des Zuggewichts. Die Zugkraft wihrend
der Anfahrperiode und die wihrend der vollen Fahrgeschwindigkeit
seien zwar verschieden, aber konstant. Man beweise, da8 die mittlere

Leistung der Maschine beim Anfahren

1.7 1
2™ T\ Ty — 1w
betrigt.-

11. Ein Zug fahrt nach lingerem Halt in einer Station ab und
hilt in der nidchsten. Wihrend des Anfahrens bleibt die Zugkraft kon-
stant, wihrend der vollen Fahrt hat sie einen anderen konstanten Wert.
Man beweise, daB die von der Maschine in der Anfahrperiode geleistete

Arbeit um das (%—1)-fache der vom Widerstand wihrend der ge-

samten Fahrzeit verzehrten Arbeit griBer ist als die von den Bremsen
in der Verzogerungsperiode abgebremste Arbeit; hierin bedeuten V
und v die Geschwindigkeit bei voller Fahrt bzw. die mittlere Geschwin-
digkeit des Zuges.

12. Welche mittlere Leistung in PS und welche Zugkraft in kg
leistet jedes Pferd eines zweispinnigen Omnibus, der mit einer durch-
schnittlichen Geschwindigkeit von 10 km pro Stde. fihrt, wenn seine
Hdchstgeschwindigkeit den Wert 12,5 km nicht iiberschreitet und seine
Fahrt sich aller 100 m bis auf 0,3 m/sec verlangsamt, um Leute auf-
zunehmen oder abzusetzen. Es sind dabei die folgenden Angaben zu-
grunde zu legen: Gewicht des Omnibus = 1,2 t, Gewicht der beiden
Pferde = 1,5 t, Gewicht des Kutschers, Schaffners und der Passagiere
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= 1,8 t; die Bremse erzeugt eine Reibung, die gleich !/, des Raddruckes
ist; sie soll nur an einem Rade wirken; bei voller Fahrt leisten die
Pferde keine Arbeit.

13. Wenn bei einer Atwoodschen Fallmaschine die Schnur nur eine
Spannung gleich dem Viertel der Summe der beiden Gewichte an ihren
Enden aushalten kann, so darf das groBere Gewicht nicht viel weniger
als das 6fache des kleineren wiegen und die kleinste zulissige Beschleu-
nigung ist 1gy2.

14. Zwei gleichschwere Korper, jeder von der Masse M, hingen
an den Enden der Kette einer Atwoodschen Fallmaschine und schwin-
gen durch zwei feste horizontale Ringe derart auf und nieder, daB
jedesmal, wenn einer von ihnen durch den einen Ring nach oben steigt,
er ein Zusatzgewicht von der Masse m mitnimmt, wahrend der gleich-
zeitig durch den andern Ring nach unten sinkende Ko6rper auf diesem
ein Zusatzgewicht von der gleichen Masse m absetzt. Man beweise, dal
bei Vernachlissigung der Reibung die Dauer eines Ausschlages von der

Amplitude a
2a ( 2M+ ,4)
2\/ F G

ist und daB die aufeinander folgenden Amplituden eine konvergente
geometrische Reihe mit dem Quotienten

m —2
e
( +2M +u
bilden, worin x eine iiber den Umfang der Rolle verteilte Masse ist,

die auf die Bewegung denselben EinfluB wie die Tridgheit der andern
beweglichen Teile des Mechanismus ausiibt.

15. Auf den Umfingen einer Schar vertikaler Kreise, die sich in
ihren hichsten Punkten beriihren, gleiten Massenpunkte ohne Reibung
vom hdchsten Punkte aus hinunter; man beweise, daB die Brennpunkte
der Parabelbahnen, die sie nach Verlassen der Kreisumféinge beschreiben,

auf einer gegen die Vertikale unter dem Winkel arc tan (g \/5) geneigten
Geraden liegen.

16. Innen auf dem Umfang eines glatten in einer Vertikalebene
liegenden Kreises laufe ein Massenpunkt vom tiefsten Punkte mit einer
Anfangsgeschwindigkeit v, ab und verlasse den Kreis, bevor er dessen
hochsten Punkt erreicht. Man beweise, daB bei Annahme vollkommen
elastischen StoBes zwischen Kreis und Massenpunkt letzterer nach Wie-
derauftreffen auf den Kreis seine frilhere Bahn von neuem durchléuft,
falls seine Anfangsgeschwindigkeit

v=V/agl2+4 Vs — 3]
betrug.

17. Stellt man einen glatten parabolischen Zylinder so auf, daB so-
wohl seine Erzeugenden wie auch die Achsen aller seiner Normalschnitte
horizontal liegen und bringt man einen Massenpunkt in einer Hohe gleich
dem Parameter iiber der Ebene der Achsen auf seine Oberfliche, so
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verliBt dieser am Ende des Parameters den Zylinder und beschreibt
von da ab eine neue Parabel mit gleichem Parameter.

18. Einem Massenpunkt, welcher unter dem EinfluB der Schwere
auf einer glatten Parabel gleitet, deren Achse gegen die Vertikale ge-
neigt ist, stehe es frei, die Parabel zu verlassen und eine andere allein
unter dem EinfluB der Schwere zu beschreiben. Man beweise, daB, falls
der Massenpunkt die erste Parabel iiberhaupt verlaBSt, er dies in dem-
jenigen Punkte tut, dessen Normale durch den Schnitt der Leitlinien
der beiden Parabeln geht.

19. Ein Massenpunkt bewegt sich auf der AuBenseite eines glatten
elliptischen Zylinders, dessen Erzeugenden horizontal liegen, und zwar
geht er aus der Ruhelage von der héchsten Erzeugenden ab, die die
Endpunkte der groBen Achsen aller Normalschnitte enthélt. Man be-
weise, daB er den Zylinder in einem Punkte verliBt, dessen Exzenter-
winkel @ aus der Gleichung bestimmt werden kann

e?cos® d=3cos b — 2,

worin e die Exzentrizitit der Normalschnitte ist.

20. Ein Massenpunkt gleite im Innern eines glatten nach einer
Zykloide gebogenen Rohres herunter, wobei die Achse der Zykloide
vertikal, ihr Scheitel nach unten gekehrt sei, und zwar geht er aus der
Ruhelage in einem Bogenabstand s, vom Scheitel ab. Nach der Zeit
bevor mnoch der erste Punkt den Scheitel erreicht hat, rutscht ein
zweiter Punkt das Rohr hinunter und zwar von einem Punkte im
Bogenabstand s, vom Scheitel aus. Man beweise, daB der Treffpunkt
der beiden Punkte vom Scheitel den Bogenabstand

2nt

sin ——

T

1 1 2 2t
Vet as T

besitzt, wenn 7' die Dauer einer vollen Schwingung im Rohre be-
zeichnet. :

21. Zwei Zykloiden mit vertikalen Achsen liegen in derselben
Vertikalebene und ihre nach unten gekehrten Scheitel befinden sich in
gleicher Hohe. Zwei Punkte gehen aus derselben Niveaufliche ab und
beschreiben die Zykloiden. Man zeige, daB sie sich das nichste Mal
nach der Zeit

27y H’_
(Va+va')-vg
in derselben Niveaufliche befinden, und darauf wiederum zur Zeit
4avad 2avad
(V@) W7 °*" fa—va)vg

je nachdem, welcher von beiden Ausdriicken der kleinere ist, wobei a
und @’ die Radien der erzeugenden Kreise sind.

22. Ein Eisenbahnwagen durchlaufe eine Kurve vom Radius r
mit der Geschwindigkeit v; die Spurweite sei 2a, die Hohe des Schwer-
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punktes des Wagens iiber den Schienen sei k. Man beweise, daB sich
gra—vh
gra—v*h

verteilt und daB8 der Wagen somit umkippt, falls ”>‘/.¢L;G wird.

das Gewicht des Wagens auf die Schienen im Verhéltnis

23. Ein Zug bewegt sich aus der Ruhelage auf einer ebenen gleich-
formig gekriimmten Kurve mit der gleichférmigen Beschleunigung f.
Die #uBere Schiene ist erhoht, so daB der Boden eines Eisenbahnwagens
um den Winkel « gegen die Horizontale geneigt ist. Man zeige, daB
ein Korper auf dem Wagenboden nur in Ruhe bleiben kann, falls der
Reibungskoeffizient zwischen Korper und Boden grioBer ist als

B TTY

24. Eine Lokomotive fihrt mit konstanter Beschleunigung f von
einem Punkte A eines Gleises ab und kommt hierbei an eine Kurve PQ.
Soll beim Passieren dieser Kurve der Druck der Spurkrinze gegen die
Schiene konstant bleiben, so muB P@ ein Stiick einer logarithmischen
Spirale sein, deren Pol auf einem AP in P beriihrenden Kreise vom
Durchmesser AP liegt. Wird das Gleis um einen Winkel © geneigt,
so daB der konstante Druck des Spurkranzes verschwindet, so mu8 der

Winkel der Spirale arctan (—“L tan @) betragen.

2f

25. Man beweise, da man einem Koérper von der Masse 1, der
sich auf einer logarithmischen Spirale unter dem EinfluB einer nach
deren Pol gerichteten Kraft bewegt, den pldotzlichen Impuls

2VFvsin (T +3)

erteilen muB, damit er weiterhin unter dem EinfluB derselben Kraft
einen Kreis beschreibt; hierin bezeichnen r die Entfernung vom Pol
und F die Kraft im Augenblick des StoBes.

26. Bei einer Zentralbewegung beschreibt ein Massenpunkt eine
Ellipse von der Exzentrizitit ¢ um einen Brennpunkt. In dem Augen-
blicke, in dem sein Radiusvektor gerade gleich dem Halbparameter ist,
erhilt er einen StoB, infolgedessen er sich zuniichst in Richtung auf-
den anderen Brennpunkt mit einer BewegungsgroBe, die gleich dem
Antrieb des StoBes ist, bewegt. Man ermittele die Lage der Achse der
neuen Zentralbewegungsbahn und zeige, daB diese die Exzentrizitit
% (% — c) besitzt.

27. Ein Massenpunkt von der Masse m wird in einem Punkte P
mit der Geschwindigkeit V abgeschossen und.bewegt sich nunmehr unter
der Wirkung einer Kraft, die nach einem Festpunkt zeigt und sich
umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung &ndert. PP gei
die Sebne durch den anderen Brennpunkt der Bahn. Nachdem der
Punkt in P’ angelangt ist, wird seine kinetische Energie durch einen

]
§mV:R vermehrt, wobel R die

tangentialen Impuls um den Betrag @a—R)
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Entfernung SP und 2a die groBe Achse der Bahn bedeuten. Man
beweise, daB die neue Bahn unabhiingig von der AbschuBrichtung ist.
28. Ein Massenpunkt beschreibe eine Ellipse um einen Brennpunkt
8 als Kraftzentrum. Am Endpunkt E der Ordinate im anderen Brenn-
punkt angelangt, erhilt er einen StoB8 in der Richtung SE, worauf er
sich rechtwinklig zu S E weiterbewegt. Man ermittele die durch den StoB
erteilte BewegungsgroBe und beweise, daB der Punkt nunmehr eine
2
Ellipse von der Exzentrizitit 1—3{? beschreibt.

29. Ein Massenpunkt beschreibt eine Ellipse um einen Brenn-
punkt S und erhilt, am Ende des Parameters angelangt, einen Sto8
derart, daB er von nun an eine konfokale Hyperbel beschreibt. Man
zeige, daB die Richtung des StoBes mit der Tangente an die Ellipse
einen Winkel arc cot e bildet, wobei e die Exzentrizitit der Ellipse ist.



IV. Die Bewegung eines Massenpunktes
unter der Wirkung gegebener Krifte®.

95. Vorbemerkung. Die Anwendung der Grundsitze, die
wir in den vorangehenden Kapiteln bei der Erérterung der Be-
wegungen von Massenpunkten in besonderen Fillen aufgestellt
haben, bildet den Teil unserer Lehre, den wir gewdhnlich als
»PDynamik eines Massenpunktes“ bezeichnen. Wir werden
ihm die folgenden beiden Kapitel widmen. Er zerfillt selbst
wieder in zwei Hauptteile, deren einer von den Bewegungen
unter der Wirkung gegebener Krifte handelt, wihrend
sich der zweite auf zwangldufige Bewegungen bezieht, bei
denen Widerstinde auftreten und bei denen nicht alle wirkenden
Krifte gegeben sind. Im vorliegenden Kapitel wollen wir zu-
niéchst die Bewegungen unter der Wirkung gegebener Krifte
behandeln.

96. Der Ansatz der Bewegungsgleichungen. Die Art, wie
die Bewegungsgleichungen anzusetzen sind, ist in Abschnitt 64
beschrieben. Sie besteht darin, daB man das Produkt der Masse
des materiellen Punktes und der Komponente der Beschleu-
nigung nach einer beliebigen Richtung gleich der Komponente
der an ihm wirkenden Kraft nach’ dieser Richtung setzt. Man
erhilt dadurch Differentialgleichungen. Die linke Seite jeder
Gleichung enthilt Differentialquotienten geometrischer GréfSen
nach der Zeit. Auf der rechten Seite steht im allgemeinen
eine bekannte Funktion von geometrischen GréBen. Obgleich
in zahlreichen Fillen derartige Gleichungen lésbar sind, gibt es
doch keine allgemeine Methode zu ihrer Lésung.

Hinsichtlich der Aufstellung der Gleichungen kénnen Unter-
schiede nur infolge der Wahl der Richtungen auftreten, nach

1) Die in diesem Kapitel mit einem Stern bezeichneten Abschnitte
konnen beim erstmaligen Lesen iiberschlagen werden.

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 8
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denen zerlegt wird. So kann man parallel zu den Bezugs-
achsen zerlegen, oder man zerlegt in Richtung des Fahrstrahls
vom Ursprung zum Massenpunkt und in der dazu senkrechten
Richtung, oder auch wieder in Richtung der Bahntangente und
in der dazu senkrechten Richtung. Welche Richtungen man
im besonderen Falle am vorteilhaftesten wihlt, hingt von den
Umsténden ab.

In den Abschnitten 36 und 43 finden sich Beispiele fiir die Methoden,
nach denen die Beschleunigungskomponenten in gegebenen Richtungen

durch geeignete geometrische GréBen ausgedriickt werden konnen. Weitere
Beispiele hierfiir bieten die beiden nichsten Abschnitte.

*97. Die Beschleunigung eines Punktes auf einer Raumkurve.
Man erinnere sich folgender Beziehungen: Sind (z, y, z) die rechtwink-
ligen Koordinaten eines Punktes auf einer Kurve und s der von einem
bestimmten Kurvenpunkte bis zum Punkte xyz gemessene Kurven-
bogen, so sind die Richtungskosinus der im Sinne einer Zunahme von s

.. . de dy dz ) .
gewihlten Tangentenrichtung ds’ ds’ ds und es besteht zwischen
. . . d:z:)2 (dy)" (dz)"h_ . L
diesen die Beziehung (ﬁds —+ ds -+ qs) = 1. Bezeichnen wir mit

e den ersten Kriimmungsradius der Bahn, so sind die Richtungskosinus
der nach dem Krimmungsmittelpunkt gerichteten Hauptnormalen
¢ oy o
®ds %42 °as
1 (d%c)’ (d“y)2 (d%)e
e = \aw) T\ag) T\aw) -
Die Richtungskosinus der Binormalen sind
(yde :dy) | (Frds o de) | (Pady dyda)
ds* ds  dst ds/’ ®\ds ds ~ ds® ds/’ :
Schliellich sei noch an die Beziehung erinnert
de d®x  dy d*y , dz d%z
s de T dgde T ds ds
In den Ausdriicken #, g, % fiir die Beschleunigungskomponenten
parallel den Achsen wollen wir an Stelle von ¢ als unabhingige Ver-
anderliche 8 einfiihren.
Schreiben wir fiir die Geschwindigkeit 8 den Buchstaben v, so
erhalten wir
s d (1) dsd(drdsy 4 (do)
T At T at\di) T at ds\dt ds/ " ds\"ds
und somit wird

und sje erfiillen die Gleichung

ds® ds ds® ds

. dvdx | ,d'z
Ear P PR T
und in gleicher Weise
2
j—v dv dy+v2d_q

ds ds ds?
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sowie

dv dz 2
ds ds+ ds2

Multiplizieren wir diese Beschleunigungskomponenten der Reihe
nach mit den Richtungskosinus der Tangente und bilden die Summe,
so erhalten wir die Beschleunigungskomponente in Richtung der Bahn-
tangente im Sinne wachsenden g; wir finden auf diese Weise fiir diese
Komponente den Ausdruck

dv [(dm) (dy)2 <dz>2:| [dm d*x  dy d*y | dz ﬂJ
ds + ds + ds + ds dsg+ds ds“+ds ds?
podv
ds’
Multiplizieren wir die vorliegenden Beschleunigungskomponenten
andererseits mit den Richtungskosinus der Hauptnormalen und bilden
die Summe, so ergibt sich fiir die Beschleunigungskomponente in Rich-
tung der nach dem Kriimmungsmittelpunkt zeigenden Hauptnormalen
der Ausdruck

dv [dx d*z | dyd’y  dzd’z } o [(d“m)’ (d*‘y)2 d’z)’]
Vs [ds ds? +3 ds d32+ ds ds* +v dsg_+ ds? + ds?
2
oder r
e
Multiplizieren wir schlieBlich mit den Richtungskosinus der Binor-
malen und bilden wiederum die Summe, so ergibt sich die Tatsache, daB
in Richtung der Binormalen keine Beschleumgungskomponente existiert
Somit fillt die Beschleunigung eines Punktes, der eine Raumkurve.
beschreibt, stets in die Schmiegungsebene der Kurve und ihre Kom-

ponenten in Richtung der Tangente und der Hauptnormalen sind » —g—:
2

v .. .
und —, genau wie in dem Falle, wenn der Punkt eine ebene Kurve

zZ=0

oder

beschreibt. Wir wollen, wie achon friiher, die erstere der beiden Kom-
ponenten mit ¥ oder § bezeichnen.

*98. Riiumliche Polarkoordinaten. Als Koordinaten fiithren wir
ein: als Radiusvektor den Abstand r vom Ursprung, ferner den Winkel 6
zwischen Radiusvektor und z-Achse, sowie den Winkel & zwischen der
den Radiusvektor und die z-Achse enthaltenden Ebene und einer festen
Ebene durch die z-Achse.

Die den Radiusvektor und die z-Achse enthaltende Ebene wollen
wir die ,Meridianebene“ nennen; der Kreis, in welchem diese Ebene
durch eine Kugel r— const- geschnitten wird, soll der ,Meridian“
heiBlen.

Der Abstand von der z-Achse werde mit dem Buchstaben &
bezeichnet, so daB & = rsin 6.

In einer Ebene parallel zur zy-Ebene sind @ und & ebane Polar-
koordinaten, in der Meridianebene sind z und & rechtwinklige Koordi-
naten, r und @ dagegen ebene Polarkoordinaten.

Hiernach ist die der zy-Ebene parallele Geschwindigkeit (&, g)

gleichwertig mit &, das senkrecht zur z-Achse steht und in der Meridian-
]*
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ebene liegt, und & ® rechtwinklig zur Meridianebene; die Geschwindig-

keit (£gyZz) ist gleichwertig mit (Z, w) in der Meridianebene und & &
rechtwinklig zu dieser Ebene. Es ist aber auch die Geschwindig-

keit (2, a:i) in der Meridianebene gleichwertig mit # in Richtung des
Radiusvektor und r 6 in Richtung der Tangente an den Meridian. Die
Geschwindigkeit besitzt also die folgenden Komponenten:
7 in Richtung des Radiusvektor,
r® in Richtung der Tangente am Meridian,
rsin © & senkrecht zur Meridianebene.
Die der z- bzw. y-Achse parallelen Seitenbeschleunigungen %, 3

sind gleichwertig mit den Beschleunigungen & — & &* und L_a—t (>* ®)
in der Meridianebene und senkrecht zu ihr. Somit ist die Beschleu-

nigung gleichwertig mit # parallel zur z- Achse, & — @ $® senkrecht zur

z-Achse und in der Meridianebene, sowie % dit(d'ﬂ Q'P) senkrecht zur
Meridianebene.

Man sieht auch, daB die Komponenten %, &, die in der Meridian-
ebene liegen und parallel bzw. senkrecht zur z-Achse laufen, gleich-

wertig mit # — r©? lings des Radiusvektor und mit 1 d_dt r? é) lings

der Tangente am Meridian sind.

Wir wollen nun noch die Beschleunigung — @& %%, die in der
Meridianebene und senkrecht zur z-Achse liegt, in Komponenten parallel
zum Radiusvektor und zur Meridiantangente zerlegen. Diese Kompo-

nenten sind — @ ®?sin @ bzw. — & $%cos O. Somit setzt sich die Be-
schleunigung aus folgenden Komponenten zusammen:
#—r6® —rsin?0-%* in Richtung des Radiusvektor,

14 (r2 6) — rsin O cos O- #* in Richtung der Meridiantangente.

; 511n 0 ;t (r? sin? 6¢) rechtwinklig zur Meridianebene.

99. Die Integration der Bewegungsgleichungen. Eine jede
Energiegleichung (Abschn, 91) ist ein Integral der Bewegungs-
gleichungen.

" Bewegt sich der Massenpunkt geradlinig unter dem EinfluB
konservativer Krifte, so gibt die Energiegleichung seine Ge-
schwindigkeit in Funktion seiner Lage an; die Lage zu irgend-
einer Zeit, oder die Zeit, in welcher irgendeine Lage erreicht
wird, bestimmt man durch Integration. Als Beispiel hierfiir
erinnere man sich der Aufgabe 1 in Abschnitt 55.

Bewegt sich der Massenpunkt nicht geradlinig, so muf
man andere Integrale der Bewegungsgleichungen suchen, um
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seine Lage zu irgendeiner Zeit bestimmen zu koénnen. Gibt es eine
Gleichung iiber die Erhaltung der Bewegungsgréfle (Abschn. 83)
oder des Dralls (Abschn. 85), so sind auch diese Gleichungen
Integrale der Bewegungsgleichungen. Im Verein mit der Energie-
gleichung geniigen sie manchmal, die Lage zu irgendeiner Zeit
bestimmen zu konnen. Beispiele hierfiir liefern uns die Parabel-
bewegung der Geschosse und die Ellipsenbewegung um einen
Brennpunkt.

100. Beispiel. Man leite die Tatsache, daB die Bahn eines sich
unter dem EinfluB der Schwerkraft frei bewegenden Massenpunktes eine
Parabel ist, aus der Energiegleichung sowie aus der Gleichung ab, die
die Erhaltung der Horizontalkomponente der BewegungsgroBe ausspricht.

101. Die Bewegung eines Korpers, der an einem Seil oder
an einer Feder hidngt. Einfache Beispiele aus dem Gebiete
der Dynamik materieller Punkte bieten die Probleme der Be-
wegung’ eines Korpers, der an einem dehnbaren Seil oder einer
Feder hidngt. Wir wollen hier nur den Fall betrachten, bei
dem sich der Massenpunkt in der Achsenrichtung des Seiles
oder der Feder bewegt (von der wir voraussetzen wollen, dafl
sie eine gerade Linie ist).

Wird die Masse des Seiles vernachlidssigt und wirkt keinerlei
Reibung, so ist die Spannung iiber die ganze Linge des Seiles
konstant (Kapitel VI).

Bei verinderlicher Lénge eines Seiles gibt es eine be-
stimmte Liénge, die dem spannungslosen Zustande entspricht.
Diesen Zustand nennt man den ,natiirlichen Zustand“ und
die zugehorige Linge die ,natiirliche Liange“.

l, sei die natiirliche Lénge, ! die Lénge in irgendeinem

Zustand. Dann nennt man die Zahl -ll_lo die ,Dehnung¥.

Zwischen Spannung und Dehnung obesteht das Gesetz,
dafl die Spannung der Dehnung proportional ist. Ist ¢
die Dehnung, so ist die Spannung proportional dem Produkt
aus ¢ und einer gewissen Konstanten. Diese Konstante wird
der ,Elastizitdtsmodul“ des Seiles genannt.

Wenn im Verlauf einer Bewegung eines dehnbaren Seiles
dieses seine natiirliche Linge wieder annimmt, so wird die
Spannung zu Null und das Seil wird ,schlaff. Es iibt
dann. auf den an ihm hingenden Massenpunkt so lange keine
Kraft aus, bis seine Lénge die natiirliche Linge wieder iiber-
schreitet.

Ein Seil, das eine Spannung ausiiben, sich dabei aber
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nicht im mindesten dehnen wiirde, kann als ein idealer Grenz-
fall angesehen werden, dem sich ein dehnbares Seil n&hert,
wenn die Dehnung dem Werte Null und der Elastizitdtsmodul 4
dem Werte oo zustrebt, so daB das Produkt A-& die endliche
Spannung des Seiles ist. Ein derartiges Seil wiirde man als
sunausdehnbar® bezeichnen.

Eine Feder erfihrt bei ihrer Ausdehnung ebenso wie ein
dehnbares Seil eine Zugspannung; bei einer Zusammendriickung
entsteht in ihr eine Druckspannung, die dasselbe Vielfache

der Zusammendriickung lLi_ L ist, wie es die Zugspannung
von der Dehnung war.

Ist ein Koérper an einer Feder befestigt, deren eines Ende
festgehalten wird, und bewegt es sich in der Achsenrichtung der
Feder, so wird eine Kraft puxz auf ihn ausgeiibt. Hierin ist s
eine Konstante, die sog. ,Federkonstante®, und x der Weg
des Korpers, von der -Lage aus gemessen, in der die Feder
ihre natiirliche Lange hat. Wichst die Linge um x, so haben
wir Zugspannung, wird sie um x vermindert, so haben wir
Druckspannung. Die Bewegungsgleichung des Korpers, wenn
er als Massenpunkt von der Masse m aufgefaft wird, ist
mE=— uzx.

Hiernach ergibt sich als Bewegung des Massenpunktes eine

einfache harmonische Schwingung von der Periode 2n‘/in .

Dieses Resultat kann man auch erhalten, wenn man die Energie-
gleichung ‘anschreibt. Die auf dem Wege z von der Kraft geleistete
Arbeit ist

x
f——pxdm,
(1]

oder — } ux? Die kinetische Energie des Korpers, wenn wir ihn als

Massenpunkt ansehen, betrigt 1 m#®2 Hiernach ist die Energiegleichung
}ma® 4 } uax® = const,

und man findet daraus durch Integration fiir x eine Funktion von der

Form
a cos [ ‘/'“ ] .

102. Beispiele, 1. Ein Punkt von der Masse m ist in der Mitte
eines zwischen zwei festen Punkten ausgespannten elastischen Fadens
von der natiirlichen Léinge a4 und dem Elastizititsmodul 1 befestigt.
Man beweise, da der Massenpunkt, wenn keine anderen Krifte als die
Spannungen in den beiden Teilen des Fadens auf ihn wirken, in der
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Fadenachse nach einer einfachen harmonischen Bewegung von der Periode

7 ,%‘—l hin und her schwingen kann.

2. Ein Punkt von der Masse m ist am einen Ende eines elastischen
Fadens befestigt, der die natiirliche Linge a und den Elastizitdtsmodul
1 besitzt und dessen andéres Ende festgehalten wird. Der Massenpunkt
wird so weit aus seiner Lage gebracht, bis der Faden die Linge a - b
hat, und wird dann losgelassen. Man beweise, da8 er, falls auBer der
Fadenspannung keine weiteren Krifte auf ihn wirken, nach der Zeit

2 (n + 2%) ‘/v_nl’a zum Ausgangspunkte zuriickkehrt.

3. Befestigt man einen Korper plotzlich an einem vertikalen noch
ungedehnten, elastischen Faden und liBt ihn unter dem EinfluB der
Schwere fallen, so ist die darauffolgende gréBte Dehnung zweimal so grof3
wie die statische Dehnung des Fadens, wenn er den Korper trigt.

4. Hilt man eine Feder durch eine gegebene Kraft zusammen-
gedriickt und kehrt man’ die Kraft plétzlich um, so ist die groBte dar-
auffolgende Dehnung dreimal so groB wie die anfingliche Zusammen-
driickung.

5. Der Elastizititsmodul eines vertikalen elastischen Fadens von
der natiirlichen Linge a, dessen eines Ende festgehalten ist und an
dessen anderem Ende ein Massenpunkt hiingt, sei » mal so groB wie das '
Gewicht des Massenpunktes. Der Massenpunkt wird zuerst in einer
Zwischenlage so gehalten, daB die Fadenlinge a’ ist; dann wird er aus
dieser Ruhelage losgelassen. Man zeige, daB er nach der Zeit

2(w — O+ O -+ tan B—ta.n@')\/;% i

wieder in seine Anfangslage zuriickkehrt, wobei © und @' spitze Winkel
sind, die aus den Gleichungen ermittelt werden koénnen
4
sec 9:% —n—1; sec?® —sec?6d—4n,

und worin @’ so groB zu wiahlen ist, daB sich fiir die Winkel ® und &'
reelle Werte ergeben.

103, Die Zentralbewegung., Wir haben schon einige Fragen aus
diesem Gebiet in den Abschnitten 49— 52 untersucht. Wir sahen, da8
ein Massenpunkt unter dem EinfluB einer nach einem festen Punkt ge-
richteten Zentralkraft sich in einer bestimmten Ebene bewegt, die das
Kraftzentrum und die jeweilige Bahntangente enthilt, und wir fanden,
daB die Bewegungsgleichungen in der Form geschrieben werden kénnen

. e 1d, .5
mFE—r=—mf, m;a—t(r 6)=0.

Hierbei bezeichne m die Masse des Punktes sowie f die Feldstérke,

die als Anziehungskraft angenommen werde und die sich als Funktion

von r anschreiben lasse. Die Energiegleichung ist
3 m (3 472 @) — const — m [f dr,
und die Gleichung von der Erhaltung des Dralls um eine durch das

Kraftzentrum gehende und senkrecht zur Ebene der Bewegung stehende

Achse lautet .
mr:O=mh;
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hierin ist A eine Konstante, die die doppelte Flachengeschwindigkeit
des Radiusvektor darstellt.
Wir fanden, da8 diese Gleichungen zu der weiteren Beziehung fiihren

fo] e el

worin A eine Konstante ist, w fur = geschneben steht und wobei an-

genommen wird, daB f sich als Funktlon von u darstellen liBt. Diese
Gleichung bestimmt die Bahn des Punktes.

Ist f gegeben und geht der Massenpunkt aus einem Punkte in der
Entfernung a vom Kraftzentrum mit einer Geschwindigkeit V ab, und
zwar in einer Richtung, die mit dem Radiusvektor einen Winkel o

bildet, so hat h den Wert V-asin . Der Anfangswert von <ﬂ—) -+ u?

1
a®sin®o’
sprung auf die Bahntangente gefillten Lotes. Hiernach erscheint die
Gleichung der Bahn in der Form
d u) - 1 2 f
(d@ o Penta Poan | w
1

a

ist denn er ist gleich dem reziproken Quadrat des vom Ur-

Ist die Bahn bekannt, so daB % eine bekannte Funktion von @
wird, so ist die Zeit fiir das Zuriicklegen irgendeines Bogenstiickes der
Bahn durch das Integral gegeben

_ 46
u?Vasin o ’

und zwar zwischen denjenigen Grenzwerten von © genommen, die den
Enden des Bogenstiickes entsprechen.

104. Die Apsiden. Eine Apside ist ein Punkt einer Zen-
tralbewegungsbahn, in dem die Tangente senkrecht zum Radius-
vektor steht.

Wenn die Zentralbeschleunigung eine eindeutige Funktion
des Abstandes ist, so lassen sich iiber die Verteilung der Ap-
siden Sdtze aufstellen. Das ist der Fall, wenn die Beschleuni-
gung lediglich von der Entfernung abhidngt und immer wieder
die gleiche in der gleichen Entfernung ist.

A sei eine Apside auf einer um O beschriebenen Zentral-
bewegungsbahn, f sei die Zentralbeschleunigung, die als ein-
deutige Funktion der Entfernung vorausgesetzt sei, T'A T’ sei
eine durch 4 senkrecht zu A0 gezogene Gerade (Fig. 36).

Dann wiirde ein Punkt, der von A rechtwinklig zu 40
mit einer bestimmten Geschwindigkeit abgeht, ‘die Zentral-
bewegungsbahn beschreiben. V sei diese Geschwindigkeit.
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Zwei Punkte, die beide von A aus, der eine in Richtung
AT, der andere in Richtung A 7", mit derselben Geschwindig-
keit V und derselben Beschleunigung f abgehen, beschreiben
also dieselbe Bahnkurve. Denn da die Punkte in der gleichen
Entfernung dieselbe Beschleunigung haben, so sind naturgeméif
die von ihnen durchlaufenen Kurven gleich und &hnlich und
in bezug auf die Gerade A O symmetrisch gelegen. Daher ist
die Bahn der Zentralbewegung symmetrisch zu A4 0, sodaB
ihre senkrecht zu A4 O stehenden Sehnen von A4 O halbiert
werden. Die Teile der Bahnkurve zu beiden Seiten von
A O sind infolgedessen Spiegelbilder in bezug auf 40.

T< A >T A T

[} A
Fig. 36. Fig. 37.

Von A4 gehe nun der Punkt in Richtung A T ab; B sei die
niichste, 4’ die iibernichste Apside, durch die er geht (Fig. 37).
Dann sind die Teile 4 OB, B0 A’ der Zentralbewegungskurve
Spiegelbilder in bezug auf O B, der Winkel 4 O B ist also gleich
dem Winkel 4’0 B und die Strecke A4 O ist gleich der 4’ 0. In
gleicher Weise wird die néchste von dem Punkte passierte
Apside von O eine Entfernung gleich O B haben und somit
liegen alle Apsiden um O A4 oder OB von O entfernt. Diese
Lingen heiBlen die Apsidenabstinde und der Winkel zwischen
zwei benachbarten Apsiden, die der Punkt nacheinander passiert,
ist immer gleich 4 O B und heit der Apsidenwinkel

Die eben dargelegte Erkenntnis wird gewéhnlich in der
Weise ausgesprochen: Es gibt zwei Apsidenabstéinde und
einen Absidenwinkel.

Wie man sieht, ist der Radiusvektor eine periodische
Funktion des Vektorwinkels mit dem doppelten Apsidenwinkel
als Periode.

105. Beispiele. 1. Sind die Apsidenabstinde gleich groB, so ist
die Bahn ein um den Mittelpunkt beschriebener Kreis.
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2. Man gebe die GroBe der Apsidenabstinde und den Apsiden-
winkel an fiir 1. eine Ellipsenbewegung um den Mittelpunkt, 2. eine
Ellipsenbewegung um einen Brennpunkt, 8. alle Bahnkurven, die mit
einer umgekehrt mit der dritten Potenz der Entfernung verinderlichen
Zentralbeschleunigung beschrieben werden kénnen.

3. Man klire den folgenden Widerspruch auf: Von einem Punkte
innerhalb der Evolute einer Ellipse kann man vier reelle Lote auf die
Ellipse fillen und im Beispiel 6 des Abschnitts 46 fanden wir die Zen-
tralbeschleunigung, mit der ein Punkt eine Ellipse um irgendeinen
Punkt als Kraftzentrum beschreibt; es gibt also im vorliegenden Falle
anscheinend vier Apsidenabstinde und vier Apsidenwinkel.

106. Der Apsidenwinkel bei angeniherten Kreisbahnen.
Die Zentralbeschleunigung im Abstand r sei f(r); dann ist ein
Kreis vom Radius ¢, der um seinen Mittelpunkt beschrieben

wird, eine mogliche mit der Flichengeschwindigkeit g durch-
laufene Bahn, vorausgesetzt, daB

s

c
oder

1= £(c).

Wir wollen annehmen, daB der Punkt zu irgendeiner
Zeit sich in der Ndhe des Kreises befinde und eine Bahn um
den Ursprung mit dem durch & gegebenen Drall beschreibe.
Die Gleichung seiner Bahn ist dann

92—{_

In dem fraglichen Augenblick ist # nahezu gleich }; wiire
c

1),

es genau gleich 1(: und bewegte sich der Punkt senkrecht zum

Radiusvektor, so wiirde er den Kreis vom Radius ¢ beschreiben.
Wir wollen annehmen, dafB er sich stets so nahe bei dem Kreise

befinde, daB die Differenz u—-}) klein genug bleibt, um ihr

Quadrat vernachléssigen zu konnen. Die Untersuchung, die
wir anstellen wollen, wird zeigen, unter welcher Bedingung
diese Annahme gerechtfertigt ist.

Man setze u:}c -+« und schreibe @ (u) fiir f(r) und a
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fiir %, so daB

Dann ist
dx L _a*Platz) 1
T R T ()
_ @ (2@ ,  d[P(@)
<15(a)[ a? + da{ a? }+]

d*x ad(a)
10" 7 {3 @ [~
falls man x? vernachléssigt.

Ist nun
[ g _ @ [/ (a)]
P (a)
positiv ‘und setzen wir es gleich k% so hat die Losung der
obigen Differentialgleichung die Form
x=A4-cos(k O 4 ),

so daBl der groBte Wert von x gleich 4 ist. Nehmen wir nun
A klein genug an, so wird z beliebig klein und die Vernach-
lassigung von x? wird zuldssig.

In diesem Falle wird » und damit auch r eine periodische
Funktion von @ mit der Periode

27

die Bahn ist nahezu ein Kreis und ihr Apsidenwinkel ist

44

=" (S)]

negativ und setzen wir es gleich —k? so hat die Losung der
obigen Differentialgleichung die Form

z=Aet%+ Be k9,

Ist dagegen
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und man sieht, daB stets eines der beiden Glieder nach einer
geometrischen Reihe wiichst, ganz gleich, ob O sich vergroBert
oder verkleinert. - Damit wird x sehr bald so groB, daB sein
Quadrat nicht linger vernachlissigt werden darf, ganz gleich,
welche Vernachldssigung wir noch als zuldssig erachten. In
diesem Falle zeigt die Bahn das Bestreben, sich weit von der
Kreisform zu .entfernen.

Im ersten dieser beiden Fille spricht man von einer
stabilen, im letzteren von einer unstabilen Kreisbewegung.

107. Beispiele. 1. Ist f(r)=r—n oder @ (w)=wn, so sind die fiir
eine Zentralbewegung moglichen Kreisbahnen stabil, wenn n <3, und
unstabil, wenn n > 38 ist.

2. Man beweise, daB im Falle n — 3 die angeniherte Kreis-
bahn unstabil ist, und suche die Kurve, welche von einem Punkte be-
schrieben wird, der sich mit dem fiir eine Kreisbewegung vom Ra-
dius a erforderlichen Drall durch einen Punkt in der Nihe des Kreises
bewegt.

3. Ist f(r)=r—*, und wird ein Massenpunkt aus einem Punkte
auf oder in der Nihe eines Kreises vom Radius ¢ mit einem Drall ab-
geschossen, wie er fiir eine Zentralbewegung auf dem Kreise nétig wire,
so ist die von dem Punkt beschriebene Bahn entweder der Kreis »r—=¢
oder eine der Kurven

r cosh 641 r cosh®—1

¢ cosh®—2’ ¢ coshOf1°

108. Beispiele fiir Bewegungsgleichungen, die in Polarkoordi-
naten ausgedriickt sind. 1. Sind bei einer ebenen Bewegung eines
Massenpunktes R bzw. T die Radial- bzw. Tangentialkomponenten der
auf ihn wirkenden Kraft, so lauten die Bewegungsgleichungen

m d 2 @) —
, 73—1}(7 O)=T.
2. Sind die Krifte die Ableitungen eines Potentials V, so haben

mE—r6)=R

wir
A% mov
B=mzr T=%7e
und es besteht die Energiegleichung.
3 m (#2472 6%) = m V -+ const.
3. Es sei
rO=h, u=r1;
im allgemeinen ist h verdnderlich. Die Gleichung der Bahnkurve kann
man durch Eliminieren von h aus den Gleichungen
d T ( d?u ) 1 ( Td u)
i oy _ 2 (& % —_—— jihadiadl
a6 M =0 WGt e BT 576
finden.
4. Sind die Krifte wie in Beispiel 2 die Ableitungen eines Poten-
tials, so kann die Gleichung der Bahn in der Form geschrieben werden
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v d 1 4
76 = "ae ,  Jdu\®
-+

0
3 0—{- a 9 I geschrieben steht.

. d
worin —— an Stelle von
109. Beispiele fiir Bewegungen, die unter dem Einflusse meh-
rerer Zentralkrifte vor sich gehen. 1. Ein Punkt von der Masse m be-
wege sich unter dem Einflusse zweier nach festen Punkten 4 bzw. 4’ Fig. 38

/
r’ 53 hierin bezeichnen r
und #' die Abstinde des Massenpunktes von 4 bzw A4’, und x und 4’

gerichteten Krifte von der Grdfle ’%:—l bzw.

P

Fig. 38,

Konstanten. Die Bewegungsgleichungen besitzen ein Integral von der
Form
7.2, 6.6 = a (u cos ® — ' cos &) < const,
wobei a die Entfernung A4 4’ ist.
Durch Zerlegung rechtwinklig zum Radiusvektor r haben wir

mli(r‘*’ 9)—m—sml worin A= AP 4,

so daB
1"26%('1'SB O)=u' rsini=y asin &,
und ebenso

r*é%(r'“é’):—yr’sinl:—,uasin 6.

Multiplizieren wir diese Gleichungen mit & bzw. O, bilden die
Summe und integrieren diese, so erhalten wir eine Gleichung von der
obigen Form.

Diese Gleichung mit der Energiegleichung zusammen bestimmen
die Bewegung.

2. Ein Massenpunkt von der Masse m bewegt sich unter dem Ein-
fluB von Kriften, die nach zwei festen Punkten gerichtet sind und die
GroBen mur bzw. mu'v haben. Man beweise unter Anlehnung -an
Beispiel 1, daB es eine Integralgleichung von der Form gibt

urt 64 u o & = const.
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3. Eine gegebene ebene Kurve mdge von einem Massenpunkt unter
dem Einflusse von n Zentralkriften, von denen jede nach einem festen
Punkt gerichtet ist, beschrieben werden konnen, falls diese Krifte ein-
zeln wirken. Man beweise, da sie auch unter der gleichzeitigen Wir-
kung aller Krifte beschrieben werden kann, vorausgesetzt, daB der
Massenpunkt in geeigneter Weise abgeschossen wird.

fx sei die Beschleunigung, die der Massenpunkt von der nach dem
Zentrum O, gerichteten kten Kraft erfihrt; vy sei dabei seine Geschwindig-
keit in irgendeiner Lage auf seiner Bahn, r; sein Abstand von Oy und
px das von O auf die augenblickliche Bahntangente gefiillte Lot; ferner
moge mit o der Kriimmungsradius und mit ds das Bogenelement der
Kurve in dem betreffenden Punkte bezeichnet werden. Dann haben wir

dv, dry v D
Uk ds_ fkds’ Py _fkrk"

Nun kann offenbar die Kurve auch unter dem gleichzeitigen Ein-
fluB aller Krifte beschrieben werden, wenn es eine Geschwindigkeit V
gibt, die die beiden Gleichungen befriedigt

n n
aV——- dn,  V'_ vy
Vn‘——Zl g =2

man erkennt sofort, daB diese Bedingung erfiillt ist, wenn

n
V= %‘vk’

wird.

Diese Beziehung besagt, daB die kinetische Energie, falls alle
Krifte zugleich wirken, gleich der.Summe der kinetischen Energie sein
muB, die der Punkt der Reihe nach hiitte, wenn alle Kriifte einzeln
wirkten.

4. Man beweise, daB eine Lemniskate r ¥’ = c? wobei 2 ¢ den Ab-
stand zwischen den Punkten bezeichne, von denen aus r und 7 ge-
messen sind, unter der Wirkung der nach jenen Punkten gerichteten
Krifte ™ ynd ¥

r r
die Geschwindigkeit dabei konstant und zwar gleich %\/3 n ist.

5. Ein Massenpunkt beschreibe eine ebene Zentralbewegungsbahn
unter dem EinfluB zweier Zentralkrifte, die nach zwei symmetrisch zur
Ebene der Bahnkurve gelegenen Festpunkten gerichtet sind und sich
beide umgekehrt mit dem Quadrat des Abstandes von diesen Punkten
indern. Man zeige, daB die allgemeine Gleichung (p, ) der Bahnkurve,
bezogen auf den Schnittpunkt der Verbindungslinie der Festpunkte mit
der Bahnebene, die Form besitzt

(-5 =%

N mCETk

wobei ¢ die Entfernung der Festpunkte von der Bahnebene bezeichnet
und @ und b Konstanten sind.

6. Ein Punkt beschreibt eine Halbellipse, die durch die kleine Achse
begrenzt wird; seine Geschwindigkeit in der -Entfernung r vom niher

beschrieben werden kann; ferner zeige man, daB
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liegenden Brennpunkt ist o

f-la—r)

r(2a—r)’
wobei a die groBe Achse und f eine Konstante bedeuten. Man be-
weise, daB seine Beschleunigung aus zwei Komponenten besteht, von
denen die eine nach dem nidheren, die andere nach dem ferneren Brenn-
punkt zeigt, und da8 beide sich umgekehrt mit dem Quadrat der Ent-
fernung &ndern.

110. Die gestirte Ellipsenbewegung. Die Bewegung der
Planeten um die Sonne geht nicht ganz genau nach den
Keplerschen Gesetzen (Abschn. 41) vor sich. Obgleich die.
Anziehungskraft der Sonne auBerordentlich viel groBSer ist, als
die Anziehungskrifte der Planeten untereinander, so sind letz-
tere doch nicht ginzlich vernachldssigbar. Die Theorie der
Planetenbewegung fiihrt uns zu der Aufgabe, eine Bewegung
zu untersuchen, die, von verhiltnismaBig kleinen Kriften ab-
gesehen, eine elliptische Bewegung um einen Brennpunkt sein
wiirde.

Wir wollen einige Beispiele van Ellipsenbewegungen be-
trachten, die durch kleine in die Ellipsenebene fallende Im-
pulse gestért werden. Die nach der Wirkung des Impulses
beschriebene Ellipse ist’ ein wenig von der vorher beschriebenen
verschieden. Diese Ellipsen, die einen gegebenen Brennpunkt
haben, sind bestimmt durch die Léngen der groBen Achsen,
die Exzentrizitdten und die Winkel, die die Apsidenlinien mit
einer festen Geraden der Bahnebene bilden. Wir bezeichnen
die groBe Achse mit a, die Exzentrizitit mit ¢ und den frag-
lichen Winkel mit w.

111. Tangential-Impuls. Ein Massenpunkt P, der eine
Ellipsenbahn um den einen Brennpunkt S beschreibt, erhalte
einen kleinen tangentialen Impuls, wodurch seine Geschwindig-
keit um Jv zunehme. R sei die augenblickliche Entfernung
Lo
r‘l
nigung, wenn er sich im Abstand r befindet, a + da die
Halbachse der Bahnkurve sogleich nach der Wirkung des
Impulses.

Nach Beispiel 2 des Abschnittes 48 haben wir

—-
——-/‘ R a H

des Massenpunktes von 8, - seine nach S gerichtete Beschleu-
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also auch
(v 8v) — (.%— ~i~> :
—M\R a-t+dal’
néherungsweise folgt hieraus
da__2vdv
a® u
Ist andererseits & das Moment der Geschwindigkeit um §
vor dem Impuls, k- 0% dasselbe nach diesem, so gilt, da die
Tangente an die Bahn dieselbe bleibt, -

A oh_h
v+dv v
und somit
sh—n..
v
Y
=
Fig. 39.

Bezeichnen wir mit ! den Halbparameter vor dem Impuls,
1+ 61 denselben nach dem Impuls, so ist

ul=n~n2,
also auch
ov\?
u(l-+ o6l)=n? (1 -+ 7) ,

und somit néherungsweise

s1—21%Y,
v

Nun ist
=a(1—¢?

und, wenn e sich in (e} de) verindert,

(1—e2)6a—2ae6e=2a(1—e‘3)%v-
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soda3 wir erhalten

— e 3 a2 a B
6e=(L_Q1:avév (51)1:}7 e? dv [v 1J
u v e v

oder

5 1 —é€*24v (l__})
e=——1 alp .

Ferner gilt fiir den Winkel ©, den PS§ mit der groBen
Achse bildet, die Gleichung

Tlf: 1-+4ecos@
und da selbstverstindlich
00=—)w,
so ist auch
6_1 . defl

) —(—E—l)—}—esin(‘)éa).

e

Wirkt auf den Massenpunkt eine Stérungskraft, die eine
kleine Tangentialbeschleunigung f hervorruft, so haben wir also

Pl é_if?(}_#l)
— L e— =

al’

u v e
o 2lf é(}_ )
esin @ d==2_ -z 1).

112. Normal-Impuls. Der Massenpunkt moge einen Im-
puls “erhalten, der ihm einen Geschwindigkeitszuwachs dv in
Richtung der nach auBen zeigenden Normalen erteilt. Dann
bleibt die resultierende Geschwindigkeit und damit a in erster
Ordnung unverindert, oder es ist

da=0.

Ist p das vom Brennpunkt S auf die Tangente in P ge-
fillte Lot, Y dessen FuBpunkt, dann wichst die Grd8e .» um
PY év oder wir haben

dh=VR?—p?-dv.
Damit wird B
udl=2hdh=2pvdvVR*—p*.
AuBerdem ist
0l=—2aede

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 9
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und somit
S -
be——PY%% yRo —p?.
nae
Nun ist wiederum
l
i 14 ecos O,

so daB
2 . .
—%: (1%— 1)-68—6 +esinOdw.
Wird der Massenpunkt durch eine Kraft gestort, die ihm
eine kleine Normalbeschleunigung f erteilt, so haben wir

\

. . . . .[2 —
a=0, e:—%V(R2~p2), emn@w:—e(—g—}-%).

113. Beispiele. 1. Man beweise, daB fiir einen kleinen Tangential-
Impuls

se—20v(etcos®) o _ 20vsin6
v ev
2. Man beweise, daB fiir einen kleinen Normal-Impuls
pe—_rousn6 5  dv(aetrcos®)
av aev

3. Man beweise, daB fiir einen kleinen Radial-Impuls

2a?edvsin O hdvsin @ hdvcos O
éa_—_———, 66:— ) we—=—oro---—" "
< h Iz epn

4. Man beweise, daf} fiir einen kleinen Transversal-Impuls

_ 26va*(1+4ecos ©) Bepav{'r(e—i—cos@)—{—lcos@}

- h ’ - A .
S — dvsin O (14 r)

eh

da

wird.

VYermischte Beispiele. 1. Zwei Punkte bewegen sich gegeniiber
einem Koordinatensystem mit gleichformigen Geschwindigkeiten auf zwei
sich schneidenden geraden Linien. Man beweise, daB die Beschleunigung,
mit der die Entfernung zwischen den Punkten zunimmt, umgekehrt pro-
portional der dritten Potenz dieser Entfernung ist und ermittele die
Babn jedes Punktes in bezug auf den andern.

2. Ein Punkt O beschreibe gegeniiber einem Koordinatensystem
eine gerade Linie mit der gleichformigen Geschwindigkeit V, wihrend
ein zweiter Punkt P eine Kurve derart beschreibt, daB die Gerade O P
in gleichen Zeiten gleiche Flichen bestreicht. Man beweise, daB dic
zu O P senkrechte Komponente der Beschleunigung in P den Wert

2V.vsin @ .
V_g;i)n_ besitzt, worin v die Geschwindigkeit von P und % den
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Winkel bezeichnet, den die Bahntangente in P mit der von O beschrie-
schriébenen Geraden bildet.

3. Ein Punkt A4 beschreibe gegeniiber einem gegebenen Koordinaten-
system einen Kreis um den Mittelpunkt O mit gleichférmiger Geschwindig-
keit, wihrend sich ein Punkt B mit einer stets nach A gerichteten Be-
schleunigung so bewegt, daB. die Verbindungslinie 4 B in gleichen Zeiten
gleiche Flichen beschreibt. Man beweise, daB die parallel zu O A ge-
richtete Geschwindigkeitskomponente von B proporticnal dem von B
auf O A gefillten Lote ist.

4. Ein Massenpunkt P bewege sich mit einer Beschleunigung, die
stets nach einem sich ‘gleichformig auf gerader Linie bewegenden
Punkte O hin gerichtet ist. Die Verbindungslinie O P stelit senkrecht
zur Bahn des Massenpunktes. Man beweise, daB letzterer relativ zum
Punkte O einen Kegelschnitt beschreibt. .

5. Ein Massenpunkt bewege sich so, daB die Winkelgeschwindig-
keit seines nach einem Punkt gerichteten Radiusvektor und die Be-
schlennigung entlang dem letzteren beide konstant sind; man beweise,
daB die Beschleunigung senkrecht dazu sich umgekehrt wie der hyper-
bolische Sinus des Winkels #ndert, der vom Radiusvektor und einer
festen geraden Linie gebildet wird.

6. Ein Massenpunkt bewege sich auf einer Parabel; im Abstand »
vom Brennpunkt ist seine Geschwindigkeit v; man zeige, daB seine Be-

schleunigung aus den beiden-Komponenten besteht : 1 dd_r (v r) parallel
2'

4r
der Achse und 2% (07) lings des Radiusvektor und nach auBen ge-
richtet.

7. Ein Massenpunkt beschreibe eine Evolvente einer gegebenen
Kurve; man beweise, daB die Beschleunigungskomponenten lings der

Tangente und Normale seiner Bahn die GriBSe [id—t (8ip) bzw. si? haben,

worin s den Bogen der gegebenen Kurve und y den Winkel der Tangente
mit einer festen geraden Linie bezeichnen.

8. Fiir den Winkel y, den die Beschleunigung eines sich auf einer
Raumkurve bewegenden Punktes mit der Hauptnormalen bildet, gilt die
Beziehung tany — edv

) vds '’

Handelt es sich um eine ebene Kurve, so lautet die Bedingung,

daB die Beschleunigung stindig nach demselben Punkte gerichtet ist,

Siny;—{—‘%——gg)—s—%:o;
—e 7,

diese Gleichung muB fiir jede Lage erfiillt sein.

9. Die Lage eines Punktes sei durch die Lote £, 7 auf zwei feste Ge-
raden gegeben, die einen Winkel & miteinander bilden. Man beweise, daB
die Geschwindigkeitskomponenten in den Richtungen £,  die GroBe haben:

(é—{—hcosgz) d 7+ Ecosax
-8in® o un sinfa

g*
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10. Man beweise, daBl ein sich bewegender Massenpunkt parallel
der x-Achse und senkrecht zum Radiusvektor die Beschleunigungs-
komponenten besitzt

_rir(r—a)—(rx—dr)?

X= x (r? — x?)

bzw.
_T (r¥—axi)(r?—x?)— (re —x'r)? .

3
x (r? — x?)?

11. Die Lage eines Punktes sei durch z, y, r bestimmt; x, y, z, r
seien die iiblichen Bezeichnungen in einem rechtwinkligen Koordinaten-
system. Man zeige, dall die Beschleunigung die Komponenten besitzt

R

. uw N VW . uwxr rw
R i

worin %, v, w die Geschwindigkeitskomponenten in .den Richtungen
«, y, r bezeichnen. )

12. Sind z,'y die Koordinaten eines Punktes, bezogen auf ein
rechtwinkliges Koordinatensystem, das sich mit der Winkelgeschwindig-
keit o dreht, so sind die Beschleunigungen in Richtung der Achsen

E—yo —2jw—ow’xz und jtaxo+2i0—oy.
13. Drehen sich die beiden rechtwinkligen Achsen O z, Oy mit
der gleichformigen Winkelgeschwindigkeit & und sind 3 und B die Ge-

schwindigkeitskomponenten eines Punktes (x, y) parallel den Achsen, so
wiichst das Quadrat des Abstandes des Punktes vom Ursprung pro-
portional der Zeit.

14. Wihrend die Seiten C A und C B eines Dreiecks in ihrer Lage
festgehalten werden, verschiebt sich die Seite 4 B unter Beibehaltung
ihrer Linge c¢. Die Geschwindigkeiten von 4 und B lings C 4 und CB
seien u und v, die entsprechenden Beschleunigungen U, V und die Winkel-
geschwindigkeit von 4 B sei . Man beweise, dal

ucos Ao co§B=0, usin4d —v sinB=c o,
Ucos A+ Vecos B=— ¢ w?, Usin4d —VsinB=ca®.

15. Zwei sich unter dem Winkel o schneidende Achsen O x, Oy
drehen sich mit der Winkelgeschwindigkeit  um O. Man zeige, daB
die Geschwindigkeitskomponenten gleich

. % — o x cot ¢ — w y cosec o, 9+ o y eot ot -+ w x cosec &
sind.

Ist die Lage eines Punktes durch die auf die augenblicklichen
Lagen von O =, Oy gefillten Lote &, 7 gegeben, so sind die Geschwindig-
keitskomponenten %, v in diesen Richtungen durch die Gleichungen
gegeben

u__é‘—{-ncosoc @7
T sinfa sin &
v_ﬁ—}—&cosoc wé&
T sin%a sin o
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und die Beschleunigungskomponenten sind
% — w u cot ot - w v cosec « ,
¥ -+ w v cot ot — w w cosec & .

16. Auf einem Kreis seien zwei Fixpunkte gewahlt, von denen ein
beliebiger sich auf dem Kreis bewegenden Punkt die Abstéinde 7, 7,
besitze, die einen Winkel « miteinander einschlieBen. Man zeige, daB
die Geschwindigkeitskomponenten u,, u, in Richtung von r, und r, durch
die Gleichungen bestimmt werden

Uy + ug coOs X =17, Uy - Uy COS & =Ty
und da die Beschleunigungskomponenten in denselben Richtungen
wo— 3‘1?3 und i, — Uy Ty
71 Te

sind.
17. Die Radienvektoren, die von zwei um ¢ von einander entfernten
festen Punkten nach einem Massenpunkte gezogen sind, seien r,, 7, und
die Geschwindigkeiten in diesen Richtungen u,, u,. Man beweise, daB

die Beschleunigungen in denselben Richtungen
a, u,

wt Gl —ri+ o) und i+

2
2727y

Uy o
2r 72

(13 — i+,

18. Die von 3 festen Punkten nach einem Massenpunkte gezogenen
Radienvektoren seien 7,, 7,, r; und die Geschwindigkeiten in diesen
Richtungen u,, u,, u;;' man beweise, daB sich fiir die Beschleunigungen
in denselben Richtungen die Werte ergeben

. u
-, (24
und die beiden entsprechenden Ausdriicke, worin ©@,;, 0,,, O, der

Reihe nach die Winkel zwischen den Radienvektoren (75, 13), (75, 71)
und (r,, 7,) sind.

Ug

u
) — 2 (ug cos Oy -+-'u, cos O,)
g o

19. Ein Massenpunkt hingt von einem festen Punkte an einem
elastischen Faden herab und schwingt in der Vertikalen durch den Auf-
hédngepunkt hin und her. Man beweise, daB die Schwingungsdauer die-
selbe ist, wie die eines mathematischen Pendels, dessen Linge gleich
dem UberschuB der Fadenlinge in der Gleichgewichtslage iiber die ,natiir-
liche Fadenldnge“ ist. :

20. Ein Massenpunkt ist am einen Ende eines elastischen Fadens
von der natiirlichen Linge ! angebunden, dessen anderes Ende an einem
Punkte eines glatten horizontalen Tisches befestigt ist. Der Massenpunkt
befinde sich zundchst in Ruhe auf dem Tische, der Faden sei dabel zwar
gerade gezogen, aber ungedehnt. Der Massenpunkt erhilt darauf einen
StoB, der, falls er in die Fadenrichtung fiele, den Massenpunkt bis zu
einer groBten Entfernung 21 vom festen Ende fortschlagen wiirde. Erfolgt
der StoB8 hingegen in der Tischebene unter einem Winkel & gegen die
Fadenrichtung, so ist die gréBte Fadenlinge wihrend der nun eintretenden
Bewegung des Massenpunktes gleich der groBten Wurzel der Gleichung

at —21lax® 4 Psin?a=0.

21. Ein Massenpunkt ist mittels eines elastischen Fadens vun der
natiirlichen Linge 3 a, dessen Elastizititsmodul gleich dem 6fachen Ge-
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wicht des Massenpunktes ist, an einem Festpunkte befestigt. Der Massen-
punkt befinde sich anfangs um die natiirliche Fadenlinge 3 a senkrecht
iiber dem Befestigungspunkt und werde von da in horizontaler Richtung

mit einer Geschwindigkeit 3\/0'—2‘(Z abgestoBen; man beweise, daB die

Winkelgeschwindigkeit des Fadens konstant sein und daB der Massen-
punkt dabei die Kurve

r—=a (4 — cos O)
beschreiben kann.

22. Ein schwerer Punkt ist an den freien Enden einer Anzah!l
elastischer Fiden befestigt, die durch feste glatte Ringe laufen, wobei
jeder Ring vom festen Ende des durch ihn gehenden Fadens um die
natiirliche Linge des Fadens entfernt ist. Man beweise, daB der Massen-
punkt eine Ellipse um seine Gleichgewichtslage als Mittelpunkt be-
schreibt, wenn er in irgendeiner Richtung angestoB8en wird.

23. Gegeben sind die Zentralbeschleunigung
ul2(@®+b%)ub —3a?b?u’,

die Anfangsentfernung @ und die Anfangsgeschwindigkeit \/ £ senkrecht
zum Radiusvektor; man bestimme die Bahn. a

24. Ein Massenpunkt beschreibt um den Ursprung eine Bahn mit
der Zentralbeschleunigung u %® (n? 4+ 1 — 2 n? a® «?), wobei er von einer
Apside in der Entfernung a mit der Geschwindigkeit abgeht, welche er
in diesem Punkie bei Herkunft aus unendlicher Ferne erlangt haben
wiirde. Man beweise, daB er die Kurve r = a cosh n @ beschreibt.

25. Ein Massenpunkt beschreibt eine Bahn mit der Zentralbe-

schleunigung
2+ G = ()]
”[4(r)+; 32a,J’
indem er von einem Punkte in der Entfernung r==a mit der Ge-
schwindigkeit 3\/27/; unter einem Winkel z gegen den Radiusvektor ah-
geht. Man beweise, daB die Bahn durch dic Gleichung gegeben ist
r®=13a%coth 2 0.

26. Ist die Zentralbeschleunigung 2 u(%®— a?%®) und wird der
Massenpunkt von einer Apside im Abstand @ mit der Geschwindigkeit
\/S fortgeschleudert, so verstreicht, bis der Abstand den Wert r erreicht
hat, die Zeit

2 __ 2 /2 —— o2
_1: a*logr_*_vr a?+ryrt—at |
2Vu a

27. Ein Massenpunkt, der sich mit einer Zentralbeschleunigung
u (u* 4+ 2 a u) bewegt, geht aus einem Punkte im Abstand a vom Ur-
sprung unter einem Winkel (# — arc cot 2) gegen den Radiusvektor und

mit einer Geschwindigkeit ab, die seiner Herkunft aus unendlicher Ferne
entspricht. Man zeige, daB die Gleichung der Bahn r=a (1 — 2 sin 6) ist.
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28. Ein Massenpunkt bewege sich anndhernd auf einer Kreisbahn
mit einer Beschleunigung x - v (r — a), wobei a den mittleren Radius

bedeutet. Man zeige, daB der Apsidenwinkel e betrigt, wobei

V3wt fw
o die mittlere Winkelgeschwindigkeit ist.
29. Ist pu® die Zentralbeschleunigung, so erfiillen die Geschwindig-
. . . . . 2h
keiten in den beiden Apsidenabstinden die Gleichung v? 4 v3 = —h
30. Ein Massenpunkt bewegt sich unter dem EinfluB der Zentral-
beschleunigung u (»~% — 1 a® %) und geht dabei von einem Punkte in

127
a‘l

der Entfernung r — a mit der Geschwindigkeit -* unter einem Winkel

arc sin $¢ gegen den Radiusvektor ab. Man zeige, daB er die Bahn be-

schreibt
1—e—_V3
Var:—at
31. Ein Massenpunkt beschreibe eine Bahn mit der nach dem Ur-
sprung gerichteten Zentralbeschleunigung (—r—ﬁ}? und gehe dabei mit
einer Geschwindigkeit, wie er sie bei Herkunft aus unendlicher Ferne
erlangen wiirde, aus einer Entfernung ¢ (die groBer als @, aber kleiner

als 2a sei) unter dem Winkel 2 arc cos ::—1' ab. Man beweise, daB die

Babn durch die Gleichung gegeben ist

1 r—a r —a
= 6@ = Artanh \/r__a —arc tan r—e .
*a a

2
32. Ein sich unter der Wirkung der Zentralbeschleunigung
4k2(2r-2—8ra*—27%a"9)
bewegender Massenpunkt gehe von einem Punkt im Abstand 4 a vom
Ursprung unter einem Winkel arc tan»l-2—2—75 gegen den Radiusvektor mit

einer solchen Geschwindigkeit ab, daB die Flichengeschwindigkeit k ist.
Man beweise, daB die Gleichung der Bahn

r? . a 3 3)
1+;2*coth <-\7~a2 —_r2+@+Artanh 5—5
lautet.

33. Ein Massenpunkt wird mit einer Geschwindigkeit abgeschossen,
die kleiner ist als diejenige, die er bei Herkunft aus unendlicher Ferne
erlangen wiirde  und befinde sich unter dem EinfluB einer Kraft, die
bestindig nach einem festen Punkte zeigt und sich umgekehrt pro-
portional der nter Potenz der Entfernung i#ndert. Man beweise, da8
d r Massenpunkt schlieBlich in das Kraftzentrum fallen muB, falls nicht
n-<<3 ist.
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34. Ein Massenpunkt bewege sich unter der Wirkung einer Zentral-
kraft, die sich umgekehrt proportional der nten Potenz der Entfernung
(wobei n > 1) éndert, und werde mit einer Geschwindigkeit abgeschossen,
die 80 groB ist, wie er sie nach einem Fall aus einer unendlich fernen
Ruhelage erlangt haben wiirde. Die AbschuBrichtung schlieBe mit dem
Radiusvektor von der Linge R einen Winkel § ein. Man beweise, daB

2

die Hochstentfernung R cosec”—3 g betrigt, falls n > 3 und daB fiir die
Fille nZ 3 der Massenpunkt sich unendlich weit entfernt.

85. Man Jbeweise, daB ein Teil einer Zentralbewegungsbahn in
der Zeit

rdr
V2ri(C+V)—n*

beschrieben wird, wobei das Integral zwischen passenden Grenzen zu
nehmen ist. Hierin ist V das Potential und Cund % sind Konstanten, die
von den Anfangsbedingungen abhingen.

36. Ist eine unter dem EinfluB einer Zentralkraft mogliche Bahn-
kurve @ (r) bekannt, so liBt sich auch eine modgliche Bahnkurve fiir eine
Zentralkraft & (r)-}-4r—? finden. Das ist zu beweisen. Ferner zeige - man,

Vitw
a
abgeschossenen Punkt, der sich unter dem EinfluB der Anziehungskraft
tun—1) an—38r—n— Lr—38(tiirn >3

bewegt, nach der Zeit
£ (et
2 \w 2n —6

2
r (n — 3)
im Zentrum ankommen wird.

37. Ein Massenpunkt, der unter dem EinfluB einer Zentralkraft
steht, wird mit der Geschwindigkeit v, von einem Punkte im Abstand 7,
unter einem Winkel « gegen den Radiusvektor fortgeschleudert. Man
beweise, daB die Apsidenabstinde die reellen positiven Wurzeln der
Gleichung fiir » sind

daB ein von einer Apside im Abstand ¢ mit der Geschwindigkeit

Wre 1
2
(rzsin®a—r?) 2°°°
wobei W die von der zentralen Anziehungskraft (pro Masseneinheit)
geleistete Arbeit bedeutet, wihrend sich der Massenpunkt vom Ab-
schuBpunkt bis zu einem Punkte im Abstand r vom Kraftzentrum
bewegt.

38. Ein Massenpunkt beschreibe eine Kreisbahn vom Radius a
unter dem EinfluB einer nach seinem Mittelpunkt gerichteten Kraft, die
eine Beschleunigung f(r) im Abstand r zur Folge hat, und erhalte plotz-
lich in seiner Bewegungsrichtung einen kleinen Geschwindigkeitszuwachs
Aw. Man zeige, daB die Apsiden-Abstinde der gestérten Bahn die
Grofe haben

Va-f()
a und a+4A um.
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Ebenso zeige man, daB bei einem radial gerichteten Geschwindig-
keitezuwachs die Apsidenabstinde angenihert
R p— L

V3f@-af (@)

sind.

39. Ein Massenpunkt bewege sich unter dem EinfluB einer Zentral-

u(1+48kcos? 6)
—

kraft , nachdem er von einer Apside im Abstand ¢

aus in der Richtung ® =0 mit der Geschwindigkeit ‘/’E‘ fortgeschleudert

worden ist. Man zeige, daB der nichste Apsidenabstand 1—?037‘ ist.

40. Ein Massenpunkt bewege sich unter der Wirkung einer nach
einem Festpunkt gerichteten Anziehungskraft, die proportional

u? (cu + cos )2

ist. Man zeige, daB die Bahn einer der Kegelschnitte ist, welche durch
die Gleichung (c u |- cos )2 = a }- b cos2 (60 4 «) gegeben sind.

41. Auf einen sich in einer Ebene bewegenden Massenpunkt wirken
die Radialkraft P und die Transversalkraft 7', wobei

P=—uu*(B+5cos20), T=puu’sin26,

Man zeige, daB sich diese Differentialgleichung 2ter Ordnung auf die
folgende 1ter Ordnung zuriickfiihren 1iBt

. du ) u [ . . du ]
2 —_——— — —_— o emme =
h3 <sm@d9 ucosQ B (8in 3 ® — sin Q)dQ 2ucos 3 O c,
worin hZ und C Konstanten bedeuten.

42. Ein Massenpunkt stehe unter der Wirkung einer Zentralkraft P

und einer transversalen Storungskraft ;‘l—f (t). Man beweise, daB

du
AR X
i T "= W For
ist, wobei F'(t) fiir [f(f)dt geschrieben steht.

43. In einem ebenen Kraftfeld, dessen in Polarkoordinaten aus-
gedriicktes Potential den Wert

;+§(1+3sin"9)

besitzt, bewegt sich ein Massenpunkt, der in geeigneter Richtung mit
der Geschwindigkeit, wie er sie bei Herkunft aus unendlicher Ferne er-
langt haben wiirde, abgeschossen wurde, auf einer Kurve von der Form
(r—asin @) (r —bsin @)=ab,
vorausgesetzt, dafl
a

2 4
PURNCER Rl
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44, Ein Massenpunkt von der Masse m beschreibe einen Kreis
(Mittelpunkt C) in der Periodenzeit I' unter der Wirkung einer nach
einem festen Punkt S gerichteten Kraft. Man beweise, daB sich die
Kraft in jedem Punkte P in zwei Komponenten zerlegen laBt, die nach
inversen Punkten O, O’ auf C'S gerichtet sind und die Werte besitzen

16 m2® 0_0) cpe 16mm_‘(go'>%_cps
T® (os opP T \CS 0P

45. Ein Massenpunkt beschreibe eine Ellipse unter dem EinfluB
zweier Krifte, die als Funktionen der Entfernung gegeben sind und
von denen ]ede nach einem Brennpunkt zeigt. Wenn die nach dem
einen Brennpunkt gerichtete Kraft die GréBe ur hat, so ist der Wert
der anderen

’
1%
“”"i‘ﬁ

46. Eine Ellipse werde unter dem EinfluB zweier nach den beiden
Brennpunkten gerichteter Kriifte beschrieben. Man zeige, daB die lédngs
des Brennpunktvektors r gerichtete Kraft pro Masseneinheit

av? 1dv?
2r(2a—r) 4dr
igt, wobei 2 a die groSe Achse und v die Geschwindigkeit bedeuten.

47. Die beiden Punkte S8 und H seien zwei Kraftzentren von
gleicher Stidrke, ¢ins anziehend, das andere abstoBend, und zwar seien
die Krifte umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung. Bringt
man einen Massenpunkt in irgendeine Lage in derjenigen Ebene, die
senkrecht zu S H steht und dieses halbiert, so wird dieser Punkt
auf einer Halbellipse hin und herschwingen, die S und H zu Brenn-
punkten hat.

48. Ein Korper bewege sich in einer durch 2 feste Kraftzentren
gehenden Ebene unter dem EinfluB der beiden sich umgekehrt mit demn
Quadrat der Entfernung #ndernden Krifte, nachdem er sich vorher in
einem Punkte, in dem die Kriifte gleich groB waren, in Ruhe befand.
Man beweise, daB er auf einem Hyperbelbogen hin und her schwingen
wird, wenn beide Krifte Anziehungskriifte sind, und auf einem Ellipsen-
bogen, wenn die eine Kraft den Korper anzieht, die andere aber ihn
abstoBt.

49. Ein Massenpunkt beschreibe eine Parabel unter dem EinfluB
zweier Kriifte, von denen eine konstant und parallel der Achse ist,
withrend die andere durch den Brennpunkt geht. Man beweise, daB die
zweite Kraft sich umgekehrt mit dem Quadrat des Brennstrahls #ndert
und ermittele fiir den Fall, daB die Kraft durch den Brennpunkt eine
abstoBende ist und daB sie im Scheitel numerisch gleich der kon-
stanten Kraft wird, die Zeit, die der Massenpunkt braucht, um von
der Ruhelage im Scheitel ausgehend einen beliebigen Kurvenbogen zu
beschreiben.

50. Ein Massenpunkt beschreibe einen Kreis unter der Wirkung
zweier Krifte, die nach den Enden einer festen Sehne gerichtet sind und
sich fiir irgendeinen Kreispunkt umgekehrt wie die Abstinde r, #’ des
Punktes von den Enden der Sehne verhalten. Man bestimme die Krifte
und weise nach, daB das Produkt der Geschwindigkeitskomponenten
lings » und 7’ umgekehrt proportional der Linge des Lotes ist, das
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man jeweils vom Massenpunkt auf die Sehne fillt. Ebpenso zeige man,
daB der Punkt fiir die Bewegung von einem Ende der Sehne zum anderen
die Zeit braucht

& (v —a)cos e -sinx

4 cos? — ,

2
worin V die Geschwindigkeit des Punktes in der Lage ist, in der er sich
parallel der Sehne bewegt, a den Kreisradius und o¢ den Winkel zwischen
7 und 7’ bedeuten. .
51. Ein Massenpunkt bewege sich unter dem KinfluB einer von

einem Fixpunkte ausgehenden abstoBenden Kraft u (> — au®) und einer

1 .
Kraft u %— 3 au“) parallel zu einer festen Geraden, wobei - die Ent-

fernung vom festen Punkt bedeutet. Geht der Massenpunkt aus der
Ruhelage in einem Punkte ab, in dem die Krifte einander gleich sind,
so beschreibt er eine Parabel mit dem Fixpunkt als Brennpunkt.

52. Wird eine Kurve unter der Wirkung einer nach dem Ursprung
gerichteten Kraft P und einer Normalkraft N beschrieben, so findet man
die Beziehung

d

d ( dr) ( d r)
2 & ar ol s%") _o.
Py Nrdp +dr Pr dp =0;
hierin ist p das vom Ursprung auf die Tangente gefillte Lot.
53. Ein Massenpunkt werde von einer Apside einer Lemniskate

77’ = ¢? lings der Tangente mit der Geschwindigkeit ‘/ 2i fortgeschleudert
c

und bewege sich unter der Wirkung der nach dem niéheren bzw. ferneren
Pol gerichteten Krifte
vY—r r—v
2 ___ 2 _
ur’ @Brr' —r?) mr (Brr — 73’

Hierin sind » und »' die Abstinde des Massenpunktes vom niheren bzw.
ferneren Pol. Man zeige, daB der Punkt auf der Lemniskate bleibt.

54. Ein Punkt P bewege sich im Felde zweier fester Kraft-

zentren 8,, S,, die die Beschleunigungen 7‘“‘— und ;”12 in Richtung nach
1

bzw.

2

S; und S, hervorrufen, wobei r; und r, die Entfen:ungen S, P und S; P
bedeuten. Wenn die Bewegung nicht in einer festen Ebene stattfindet,
so gibt es eine Integralgleichung von der Form

(r,26,) (r;2 6,) + k2 cot O, cot By = ¢ (1, 0080, -+ u, cos 6,) |- const.

Hierin sind ©,, ©, die Winkel S,S, P und S, S, P, c¢_die Entfernung S, S,
und h das Moment der Geschwindigkeit um die Verbindungslinie der
Kraftzentren.

55. Wihrend sich ein Massenpunkt in der niheren Apside einer
Ellipse von der Exzentrizitit ‘¢ befindet, die um den Brennpunkt be-
schrieben wird, vergroBert sich die Kraft pro Masseneinheit im Abstand 1
um den- nten Teil ihres Wertes (n — groB gegen 1). Nachdem der
Punkt die fernere Apside erreicht hat, wird die Kraft plotzlich um den-
selben Bruchteil kleiner als ihr urspriinglicher Wert. Man beweise, daB



140 Die Bewegung eines Massenpunktes usw.

zu einem solcheh Umlauf um den (1 )ten Teil weniger Zeit ge-
braucht wird als zu dem urspriinglichen Umla.uf.

56. Ein Massenpunkt beschreibt eine Ellipse um einen Brennpunkt;
am Ende der kleinen Achse angekommen, erhilt er einen kleinen gegen
den Mittelpunkt hin gerichteten Antrieb, der gleich dem nten Teil seiner
BewegungsgroBe ist. Man zeige, da8 dadurch die Exzentrizitit e um

s V1 — ¢* vergroBert oder verkleinert wird je nach der augenblicklichen

Bewegungsrichtung.

57. Ein Punkt beschreibe eine Ellipse von der Exzentrizitit e und
dem Parameter 2! frei um einen Brennpunkt. Der Drall werde mit A
bezeichnet.

In der niheren Apside angelangt, empfingt der Massenpunkt einen
kleinen radialen Impuls 4. Man beweise, daB die Apsidenlinie sich dabei

um den Winkel l: dreht. .

58. In einem Punkte einer um einen Brennpunkt beschriebenen
Ellipse hore plotzlich die Zentralkraft fiir eine sehr kurze, gegebene Zeit
auf zu wirken; man ermittele den Winkel, um den sich die Apsidenlinie
drehen wird, sowie die Anderung der Exzentritit und zeige, daB sie beide
bzw. proportlonal den Kraftkomponenten parallel und senkrecht zur
Apdsienlinie sind.

59. Ein materieller Punkt von der Masse m beschreibe eine Ellipse
um einen Brennpunkt; die nach diesem gerichtete Zentralkraft besitze
im Abstand 1 den Wert um. Am Ende der kleinen Achse angelangt,
erhdlt der Massenhpunkt einen kleinen Impuls mV senkrecht zur Ebene
der Bahn. Man beweise, da8 sich die Exzentrizitit der Bahnkurve um

%Vg—(;—e vermindert und daB sich der Winkel zwischen der groBen Achse

der Bahn und dem Brennstrahl um
V2a 2—e®
2u ey(l— 92)
vergroBert, wobei 2a die groBe ‘Achse und e die Exzentrizitit der ur-
spriinglichen Bahn ist.
60. Wird die Geschwindigkeit eines periodisch wiederkehrenden
Kometen in der Nihe seines Aphels pl6tzlich um den kleinen Zuwachs 6V

vergriBert, so’ ergeben sich fiir die dadurch hervorgerufenen Anderungen
der Exzentrizitit und der groBen Achse die Werte

a®(1 — e)
PIE R
worin die Buchstaben ihre iibliche Bedeutung fiir die elliptische Be-
wegung haben.
61. Ein Komet beschreibe um die Sonne eine Ellipse, deren Exzen-
trizitét e nahezu gleich 1 ist. In einem Punkte, dessen Radiusvektor

mit der Apsidenlinie den Winkel @ einschlieBt, wirke plotzlich ein Planet
auf den Kometen derart ein, daB sich seine Geschwindigkeit, ohne ihre

5e—~-—26V\/—~ 3a=287Y

. " . wr s M1 " . .
Richtung zu idndern, im Verhaltnis vergroBert, worin n eine grofie
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Zahl sein mag. Man zeige, daB fiir die neue Bahn, falls sie eine Parabel
ist, angenihert gilt
4 , 0
e=1——cos® .
n

2
62. Einem Korper, welcher auf einer Ellipse mit der Zentral-
beschleunigung % umléuft, die nach dem einen Brenupunkt S gerichtet

ist, wird in der Lage P stoBweise eine kleine Geschwindigkeit dv in
Richtung PM senkrecht zur groBen Achse erteilt. Man beweise, daB

sich die groBe Achse um den Winkel f-;:—slsgg dreht.

63. In einem Punkte P einer Ellipse, die unter der Wirkung einer
nach dem Brennpunkt S gerichteten Zentralkraft beschrieben wird,
andere sich die Bewegungsrichtung plotzlich um einen kleinen Winkel g,
ohne daB sich die GroBe der Geschwindigkeit &ndere. Man zeige, daf
fiir einen beliebigen Punkt @ der wurspriinglichen Ellipse die Abweichung
der neuen Bahn, lings der Normalen in @ gemessen, den Wert hat

,g.%% VOH-0S sin QHP,

wobei H der zweite Brennpunkt und CB die kleine Halbachse bedeuten.

64. Wird in dem Augenblick, in welchem sich ein Massenpunkt am
Ende der kleinen Achse einer Ellipse befindet, die er um den Brenn-
punkt beschreibt, das Kraftzentrum plétzlich um ein kleines Stiick a«
gegen den Massenpunkt hin verschoben, so dndert sich die Exzentrizitit e
der Bahn nicht, aber die groBe Achse dreht sich um einen Winkel
o ‘/e—‘z —1.

65. Befindet sich der im letzten Beispiel erwihnte Massenpunkt
am Ende des Parameters und wird das Kraftzentram pldtzlich ein
kleines Stiick ac gegen den Mittelpunkt hin verschoben, so verringert
sich die Exzentrizitit in erster Anniherung um o« und die grofe Achse
dreht sich um den Winkel a—;i, worin [ den Halbparameter bedeutet. Die
Umlaufzeit bleibt dagegen in erster Anniherung ungeindert. Ebenso
beweise man, daB sich in zweiter Annaherung diese Umlaufzeit um den
3ala®

203

ten Teil ihres ursprﬁnglicﬁen Wertes vergroBert.

66. Befindet sich der Massenpunkt im letzten Beispiel in einem
Punkte im Abstand » vom Kraftzentrum und wird dieses plétzlich ein
kleines Stiick k¥ senkrecht zur Ebene der Bahn verschoben, so vergroBert

‘ 2
sich die Umlaufzeit im .Verhiltnis (l —}—32“:, ) :1. Findet die Verschie-
bung des Kraftzentrums in dem Augenblick statt, in welchem sich der
Punkt am Ende des Parameters befindet, so #ndert sich der Winkel
zwischen der Apsidenlinie und dem Radiusvektor um

1420 K
(1 —e?)?22ea®’
67. Ein Massenpunkt beschreibe eine Ellipse unter dem EinfluB

einer nach dem Brennpunkt S gerichteten Kraft; als er im Punkte P
angelangt ist, verschiebt sich plotzlich das Kraftzentrum ein kurzes Stiick x
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parallel zur augenblicklichen Tangente. Man beweise, daB die groSe

Achse sich dadurch um den Winkel SiG sin @ sin (@ — &) dreht, wobei G

der Schnittpunkt der Normalen mit der Achse ist, ® den Winkel der
Normalen mit SG und # den Winkel der Tangente mit SP bezeichnen.

68. Unter der augenblicklichen Bahnkurve, die unter dem EinfluB
einer sich proportional mit dem Abstande dndernden Zentralkraft be-
schrieben wird, wollen wir diejenige verstehen, die durchlaufen wiirde,
falls plotzlich der Widerstand zu wirken aufhért. Ruft in irgendeinem
Punkte der Widerstand eine Verzdgerung f hervor, so sind die Ge-
schwindigkeiten, mit denen sich die Hauptachsen hinsichtlich ihrer GréBe
dndern, durch die Gleichungen gegeben

@ . b _ !
a@—r?)  b(r—b)  wv(@—b)’
worin v die augenblickliche Geschwindigkeit und r den zugehérigen
Radiusvektor bedeuten.

69. Im letzten Beispiel trete eine Storung auf, die an Stelle des
Widerstandes eine Normalbeschleunigung g verursache. Man zeige, daB
die Hchstwerte der Geschwindigkeiten, mit denen sich die Hauptachsen
der augenblicklichen Ellipse é#ndern, durch die Gleichungen gegeben sind

d b +g

b @tk
worin x die Zentralkraft pro Masseneinheit in der Entfernung 1 ist.

70. Ein materieller Punkt P beschreibe eine Ellipse unter der
Wirkung einer Zentralkraft, die ihm eine Beschleunigung k% nach dem
Punkte O hin erteilt, wobei r = O P. Nachdem P am Ende der groBen
Achse angelangt ist, beginnt sich O nach einer einfachen harmonischen
Schwingung psindt lings dieser Achse zu bewegen. Man zeige, daB
sich die Bewegung von P zu irgendeiner Zeit ansehen liBt als die Be-
wegung auf einer Ellipse mit festem Mittelpunkt und konstanter kleiner
Achsge, wihrend sich die groBe Halbachse nach der Gleichung

a= ao—}—};;/‘;]iﬁ (Asinkt — ksin At) sec kt
éndert.



V. Die Bewegung beim Yorhandensein von
Zwangs- und Widerstandskriften®).

114. Vorbemerkung. Das zweite Hauptkapitel der Dyna-
mik eines materiellen Punktes behandelt die Bewegung
eines Massenpunktes in einem gegebenen Kraftfeld unter der
Voraussetzung, daB die Feldkraft nicht die einzige auf den
Massenpunkt wirkende Kraft ist, sondern daB noch andere
unbekannte Krifte an ihm angreifen.

Diese Krifte kénnen Zwangskrifte sein, d.h. solche,
die keine Arbeit leisten. Eine zweite Klasse von Kriften, die
hierher gehoren, sind unter dem Namen Widerstandskrifte
bekannt. Ein Beispiel dazu hatten wir in der Reibung zwischen
einer schiefen Ebene und einem darauf befindlichen Korper.
Das charakteristische Merkmal einer Widerstandskraft besteht
darin, daB ihre Angriffslinie stets mit der Richtung der Ge-
schwindigkeit des von ihr angegriffenen Massenpunktes zu-
sammenfillt und da8 ihr Sinn stets demjenigen der.Geschwin-
digkeit entgegengesetzt ist. Die durch eine Widerstandskraft
geleistete Arbeit ist daher stets negativ. Diese Arbeit, mit
entgegengesetztem Vorzeichen versehen, nennt man ,die zur
Uberwindung des Widerstandes verbrauchte Arbeit“.

Wenn ein Massenpunkt sich in eimem Kraftfeld bewegt
und gleichzeitig Widerstandskriften unterworfen ist, so ist die
Zunahme der kinetischen Energie auf irgendeinem Wege um
den zur Uberwindung der Widerstinde verbrauchten Arbeits-
betrag kleiner, als die von der Feldkraft geleistete Arbeit.

115. Die Bewegung auf einer glatten ebenen Kurve unter
der Wirkung beliebiger Krifte. FEin Massenpunkt m sei ge-
zwungen, sich auf einer bekannten ebenen Kurve unter der

1) Die mit einem Sternchen (*) versehenen Abschnitte in diesem
Kapitel konnen beim .erstmaligen Lesen iiberschlagen werden.
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Wirkung von gegebenen in der Ebene der Kurve liegenden
Kriften zu bewegen. Es bedeuten s den von einem bestimmten
Kurvenpunkte bis zur Lage des Massenpunktes zur Zeit t ge-
messenen Kurvenbogen, S die Tangentialkomponente der Krifte
im Sinne einer Zunahme von s sowie N die nach innen gerich-
tete Normalkomponente dieser Krifte, v die Geschwindigkeit
des Massenpunktes in Richtung von zunehmendem s und R
die von der Kurve auf den Massenpunkt ausgeiibte Zwangs-
kraft. Wir wollen die Gleichungen fiir den Fall anschreiben,
daB der Massenpunkt sich auf der Innenseite der Kurve be-
findet und demgem#B R nach innen wirkt. Die Gleichungen
fir den Fall, daB R nach auBlen wirkt, kénnen dadurch er-
halten werden, daB man das Vorzeichen von R wechselt.
Zerlegt man die Krifte in die Tangential- und Normal-
richtungen, so erhdlt man als Bewegungsgleichungen

dv
mvd—s———S,
mi}:N—{—R.

Sind die Krifte konservativ, so besitzt die lerste dieser
Gleichungen ‘ein Integral, das mit der Energiegleichung gleich-
bedeutend ist und geschrieben ‘werden kann

Fmo? = des - const,

Hat man v aus dieser Gleichung berechnet, so dient die
zweite der Bewegungsgleichungen zur Bestimmung der Zwangs-
kraft R.

Ist der Zwang nur einseitig, so kann es vorkommen, daB
der Massenpunkt die Kurve verliBit. Dies geschieht, wenn R
verschwindet.

116. Beispiele. 1. VerliBt der Massenpunkt die Kurve, so ist
seine Geschwindigkeit in diesem Augenblicke gleich der Fallgeschwindig-
keit, die er unter dem EinfluB der konstant bleibenden Kraft erlangte,
wenn er den vierten Teil der mit der Richtung der Kraft zusammen-
fallenden Sehne des Kriimmungskreises durchfallen wiirde.

2. Wenn die Kurve bei den gegebenen Kriften fiir eine ent-
sprechende Anfangsgeschwindigkeit zur freien Bahnlinie des Massen-
punktes wird, so dndert sich fiir jede andere Anfangsgeschwindigkeit
die Zwangskraft proportional der Kriimmung.

117. Die Bewegung zweier durch einen unausdehnbaren
Faden verbundener Korper. Wir wollen die Annahme machen,
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daB wir die Korper als Massenpunkte behandeln und die Masse
und Ausdehnung des Fadens vernachldssigen kénnen und daBl
die Fadenspannung iiberall die gleiche ist. In diesem Falle
leistet die Fadenspannkraft keine Arbeit, denn die Summe
ihrer Arbeitsleistungen auf die beiden Massenpunkte ist Null.
Die Bewegungsgleichungen der Korper kann man in der in
Abschnitt 73 besprochenen Weise anschreiben. Bei der Auf-
stellung der Gleichungen beriicksichtigen wir die Bedingung
gleichbleibender Fadenlinge. Wenn z. B. der Faden in zwei
Teile geteilt ist, die durch einen Ring oder einen Stift von-
einander getrennt sind, so ist die Summe der Lingen dieser
beiden Teile unverdinderlich. Falls es eine Energiegleichung
oder eine Gleichung von der Unverdnderlichkeit der Bewegungs-
grofle oder des Dralles gibt, so ist sie ein Integral der Be-
wegungsgleichungen.

118. Beispiele. 1. Zwei materielle Punkte mit den Massen M, m
gind durch einen undehnbaren, masselosen Faden miteinander verbunden,
der durch einen kleinen glatten Ring auf einem glatten festen wage-
rechten Tisch durchgezogen ist. Wenn der Faden gerade gestreckt ist,
M dabei den Abstand ¢ vom Ring besitzt und beide Massenpunkte sich
in Ruhe befinden, erhdlt M auf dem Tisch eine senkrecht zum Faden
gerichtete Anfangsgeschwindigkeit. Man beweise, daB M, bis m den
Ring erreicht, eine Kurve beschreibt, deren Polargleichung

r = ¢ sec [9\/»»—44——
—ose M4m
lautet.

2. Zwei Massenpunkte M und m sind durch einen undehnbaren,
masselosen Faden miteinander verbunden. M beschreibt auf einem
glatten Tisch eine Kurve, die nahezu ein Kreis mit dem Mittelpunkt O
ist, und der Faden geht durch ein kleines glattes Loch in O und trigt m.
Man beweise, da der Apsidenwinkel der Bahn von M

Sty

*119. Pendelschwingungen. Die Bewegung eines einfachen
Kreispendels kann sowohl bei kleinen wie auch bei grofen
Ausschligen durch die Energiegleichung bestimmt werden.

© sei der Winkel, den der durch die Lage des Massen-
punktes zur Zeit ¢ gezogene Kreishalbmesser mit der nach ab-
wiirts gerichteten Vertikalen bildet. Die kinetische Energie ist
1 m1*&?, wobei m die Masse des Massenpunktes und ! den Kreis-
halbmesser oder die Pendellinge bezeichnen. Die potentielle
Energie des Massenpunktes im Feld der Erdschwere (Abschn. 92)

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 10

ist.
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ist mgl(1 — cos @), wenn das gewihlte feste Niveau, von dem
aus gemessen wird, durch den untersten Punkt geht. Somit
lautet die Energiegleichung

1 1602 — g cos @ -} const.

Wenn das Pendel anfinglich um ©® =g« ausgelenkt und
in dieser Lage losgelassen wird, so lautet die Energiegleichung

1102 — g(cos ©® — cos a)
oder

12— % (sin“‘ g— — sin? ?) ;
diese Form der Gleichung zeigt, dafl das Pendel zwischen
zwei Lagen schwingt, die gegeniiber der Lotrechten um einen
Winkel ¢ nach rechts und links abweichen.

Um die Lage des Pendels in Funktion der von der Gleich-

gewichtslage aus gerechnetenZeit t auszudriicken, filhren wir
eine neue Veridnderliche y mittels der Definitionsgleichung

.oa .
S1n — S1n = 8ln —
g S0¥ 2

mit den weiteren Bedingungen ein, daB bei der Zunahme von @

von O auf ¢ y von O auf % zunimmt; nimmt @ von ¢ auf 0

ab, so nehme 1p von % auf 7 zu; nimmt @ von 0 auf —«

ab, so nehme y von n auf 2 zu und bei der Zunahme von
© von — « auf 0 nehme y von £x bis 22z zu. Durch diese
Festsetzungen ist der Wert von vy eindeutig fiir jeden Zeit-
punkt einer ganzen Schwingungsperiode bestimmt.

Damit haben wir

2 . %4
%@cos—g—:wsmgcostp
a (C] a
sin? — —sin? —=sin? — cos?
in® 2 in? 3 in? —- cos®y

¢2=%(l—~sin“‘%sin“‘w) .

Die Zeit ¢, die von dem Augenblick ab verstreicht, in dem
der Massenpunkt durch den tiefsten Punkt in Richtung zu-
nehmender Werte von @ hindurchgeht, ist somit gegeben durch
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t:‘/bl_ dy ,
Vl — sin“"% sin?yp
0

wobei die Quadratwurzel immer positiv zu nehmen ist. Die
Dauer der ganzen Schwingung ist

T
2

4\/i 4 .
g
Vl — sin? % sin?y
0

Bei der vorstehenden Beziehung zwischen ¢ und y nennt

man siny eine elliptische Funktion von tv% und schreibt

siny =sn (t ‘/%) (mod sin %) .

‘Die Funktion ist periodisch; das Integral

die Beziehung

ol 8

dy
Vl — sin”%sin‘%p

0
ist ein Viertel dieser Periode.

Die Lage des Pendels zu irgendeiner Zeit ¢ ist bestimmt
durch die Gleichung

.6 .« ‘/g ( : a)
smé-_sm 2sn(t l) modsm; .

*120. Vollstindige Umdrehung. Wenn die Konstante in der
Energiegleichung des Abschn. 119 von solcher Groe sein soll,
daB 6 nie gleich Null wird, so mufl sie grofer als g sein;
die Geschwindigkeit im tiefsten Punkt ist dann-gréBer als die
beim freien Fall vom héchsten Punkt aus erreichte Geschwindig-
keit. Im hochsten Punkt besitzt infolgedessen die Geschwin-
digkeit noch eine bestimmte GréBe, und wir wollen annehmen,

10*
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daBl sie so groB ist, wie sie ein Korper beim freien Durch-
fallen der Hohe & erlangen wiirde. Dann hat man fir @ ==
2O?=2g4l

und fiir jeden anderen Wert von 6

1l@"—g(cos@—}—l—#h)
oder .
l;e_ﬂ@j'_%l)( 21 'e@)-
1O =" Ui )

sin — = (—‘/ > (mod k),
21

worin k‘zzh—_{i—é—l ist.

Die Dauer einer vollen Umdrehung ist

2k‘/ J‘
Vl—k%m“di

*121. Sonderfall. Wird das Pendel aus seiner Gleich-
gewichtslage mit einer Geschwindigkeit angetrieben, die der
Fallgeschwindigkeit vom hochsten Punkte aus entspricht, so
kann die Gleichung durch einen logarithmischen Ausdruck in-
tegriert werden.

Die Konstante in der Energiegleichung von Abschn. 119
muB dann so gewihlt werden, daB @ fiir ©®=—zn verschwindet.
Daher lautet die Gleichung

116 = g(1 +cos O),

die man auch in der Form schreiben kann

somit ergibt sich

. g -
i@‘z:TCOS?‘?.

Der Winkel ® wird hiernach in der Zeit beschrieben

L 0] @)
= ‘/ ,fcosx log(sec?—}—tan? .
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Man beachte, daB der Massenpunkt dem hd6chsten Punkt un-
begrenzt nahe kommt, ohne ihn jedoch in endlicher Zeit er-
reichen zu konnen. '

Dieselben Gleichungen kénnen benutzt werden, um die
Bewegung eines Massenpunktes zu beschreiben, der aus einem
der labilen Gleichgewichtslage im hochsten Punkte unendlich
nahe gelegenen Punkte abgeht.

*122, Beispiele. 1. Man beweise, daB unter Vernachlissigung der
vierten Potenz des Ausschlagwinkels o die Dauer einer ganzen Schwingung

27 (14 g5 o) \/% ist.
2. Man beweise fiir den Sonderfall des Abschnitt 121 die Beziehung

@ =2 arctan sinh {t\/'%} .

3. Man beweise, daB fiir ein Sekundenpendel, das eine ganze
Schwingung in 4 Sekunden ausfiihrt, der Winkel o ungeféhr 160° betragt.

*123. Die Drehung einer glatten ebenen Rohre in ihrer
Ebene. Ein materieller Punkt von der Masse m bewege sich in
einer glatten ebenen Rohre (Fig- 40), wihrend sich die Rohre in
ihrer Ebene um einen starr mit-
ihr verbundenen Punkt O drehe.
OA sei ein beliebig gewihlter
Radiusvektor der Rohre und @&
der Winkel, den 04 mit einer
in der Rdohrenebene liegenden
festen Geraden einschlieft. Dann
ist & die Winkelgeschwindig-
keit der Réhre. Wir wollen da-
fiir w schreiben.

P sei die Lage des Massen-
punktes in der Réhre zur Zeit ¢. Fig. 40.

Wird OP=7rund JL40P=06

gesetzt, dann bedeuten r und @ die Polarkoordinaten von P
in bezug auf 04 als Anfangsgerade und ebenso r und @ &
die Polarkoordinaten von P in bezug auf eine feste Anfangs-
gerade. Mit o werde der Kriimmungsradius der Rohre in P
bezeichnet.

v sei die Relativgeschwindigkeit des Massenpunktes gegen-
- iiber der Rohre. Setzt man den Bogen AP=—s, so ist v=3y
und v hat die Richtung der Tangente an die Réhre. Die Kom-

ponenten von v lings OP und senkrecht dazu sind 7 und r@.
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Ferner sind die Beschleunigungskomponenten des Massen-
punktes lings OP und senkrecht dazu

¥ —r (O &)
und

1 d oy .
7&}{7 (O0+ D)},

wofiir man schreiben kann

F—r0'— 270w — ro?
1d, ,.: . .
7a—t(r O+ 270+ ro.
Hierbei sind die von @ unabhingigen Glieder gleichwertig
2

mit v% lings der Roéhrentangente und v léngs der nach ein-

wiirts gezogenen Rohrennormale in P.

Die Glieder, welche 2 w als Faktor enthalten, sind gleich-
wertig mit 2 wv lings der Rohrennormale und einwirts ge-
richtet. Man kann dies daraus erkennen, da  liangs OP und

r@ senkrecht zu OP gleichwertig sind mit v ldngs der Tan-
gente in der Richtung einer Zunahme von s und daB als
Faktoren von 2w die um einen rechten Winkel gedrehten
Komponenten dieser Resultierenden auftreten.

Nun kann man einen Vektor, der die Richtung O P besitzt,
dadurch in Komponenten lings der Rohrentangente in P und
lings der nach innen gerichteten Normalen zerlegen, da man
ihn mit ioills. und mit f_i multipliziert, worin p die Liange des
Lotes von O auf die Tangente bezeichnet. Ahnlich verfihrt
man mit einem senkrecht zu OP gerichteten Vektor.

Damit erhilt man schlieBlich fiir die Beschleunigungs-
komponenten lings der Rohrentangente und der Réhrennormale

dv

ar
b Y 44 :
v wrd8+wp,

2
%+2wv+w2p+a3r%£.

Nun bewege sich der Massenpunkt in der Rdohre unter
der Wirkung von Kriften, die in der Rohrenebene liegen und
deren Komponenten lings der Rohrentangente und der Rohren-
normale § und N genannt seien; R bezeichne die von der
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Rohre auf den Massenpunkt ausgeiibte Zwangskraft. Dann
lauten die Bewegungsgleichungen

dv o dr | . ]__
m[vﬂ—-w r;l—s—}—wp =49,
2
m[—%—{—2wv—[—-wﬁp—{—d)r%il=N+R.

*124. Newtons sich drehende Bahn. Die Rohre in Ab-
schnitt 123 habe dieselbe Gestalt wie eine freie Bahn, die
unter der Wirkung einer Zentralkraft mit dem Mlttelpunkt o
beschrieben wird. Nun' erteile man der Réhre eine Drehung

um O mit einer kaelgescthdlgkelt &, die stets gleich n®

sei, worin n eine Konstante und © die Winkelgeschwindigkeit
des Fahrstrahls der freien Bahn im Punkte (r, ©) bezeichnen.
Dann ist die von dem Massenpunkt beschriebene Bahn eine
freie Bahn, die sich unter der Wirkung der urspriinglichen
Zentralkraft und einer zusitzlichen, der dritten Potenz der
Entfernung umgekehrt proportionalen Zentralkraft ergibt.

Bedeuten f die Zentralbeschleunigung auf der freien Bahn
und 17 die Flichengeschwindigkeit, so haben wir

F—r@—=_—7,
7?0 =h.
Da ferner fiir die Réhre & =—n® gilt, so ist
r* (64 d)=h(1 +n)

und
F—r(@+ B =—f—r&@2n+n)=— ———(2n—{—n

Daraus folgt, daB die von dem Massenpunkt in der sich drehen-
den Rohre beschriebene Bahn eine freie Bahn ist, deren Zen-
tralbeschleunigung aus zwei Gliedern besteht. Das eine Glied
ist f, das andere ist umgekehrt proportional »%.

Dieses Ergebnis kann man mit anderen Worten so aus-
sprechen: Relativ zu einem .gewissen Bezugssystem beschreibt
der Massenpunkt eine Zentralbewegungsbahn um den Ursprung
mit der Zentralbeschleunigung f. Wenn ein zweites Bezugs-
system mit dem gleichen Ursprung sich um diesen relativ zum
ersten System mit einer Winkelgeschwindigkeit dreht, die immer
gleich ein und demselben Vielfachen der Winkelgeschwindig-
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keit des Fahrstrahls dieser Zentralbahn ist, so ist die Bahn
des Massenpunktes relativ zum zweiten Bezugssystem wieder
eine Zentralbahn, deren Zentralbeschleunigung um einen der
dritten Potenz der Entfernung umgekehrt proportionalen Be-
trag vergrofert ist.

*125. Beisplele. 1. Ein Massenpunkt bewegt sich in einer Réhre,
welche die Gestalt einer logarithmischen Spirale besitzt und sich mit
gleichfdrmiger Geschwindigkeit um den Pol dreht. An ihm greift eine
nach dem Pol der Spirale gerichtete Zentralkraft an. Man beweise,
daB, diese Zentralkraft in der Entfernung r sich nach dem Gesetze
Ar- Br=3 #ndern muB, wenn kein Druck auf die Rohre ausgeiibt
werden soll. A4 und B sind Unverédnderliche.

2. Man beweise, daB eine Bewegung, die relativ zu einem gewissen
Bezugssystem als Zentralbewegung mit -der dem Ursprung zu gerichteten

3
2
dargestellt werden kann, bezogen auf ein anderes Bezugssystem mit
gleichem Ursprung als gleichformige geradlinige Bewegung darstellbar
ist, falls A2 > u. )

3. Ein Massenpunkt bewegt sich in einer glatten ebenen Rihre
unter dem EinfluB einer Zentralkraft, um deren festes Wirkungszentrum
sich die Rohre mit gleichférmiger Geschwindigkeit dreht. Soll die Zwangs-
kraft stindig gleich Null sein, so muB die Zentralkraft die GroBe haben

(h—r’w)  (h—1r?w)? dpl

2 —_

m[rm +2rw 7 -+ 7 arl-

Hierin bedeuten m die Masse des Punktes, mh seinen Drall in bezug
auf den Festpunkt, w die Winkelgeschwindigkeit der Rohre, r den

Radiusvektor und p das Lot, das vom Festpunkt auf die Tangente der
Rohre in der augenblicklichen Lage des Massenpunktes gefillt ist.

Zentralbeschleunigung ZW‘:WT, und der Flichengeschwindigkeit

*126. Die Bewegung auf einer rauhen ebenen Kurve unter
der’ Wirkung der Schwere. Wenn ein Massenpunkt gezwungen
wird, unter der Wirkung der Schwere
eine in einer Vertikalebene liegende Kurve
zu beschreiben, dabei aber neben der
Zwangskraft der Kurve einen Reibungs-
widerstand entgegengesetzt seiner Bewe-
gung erleidet, so machen wir die Annahme,
daBl der Reibungswiderstand das u fache
der Zwangskraft ist. u ist hierbei der
Reibungskoeffizient. Der Reibungswider-

Fig. 41. stand wirkt lings der Bahntangente ent-
‘ gegen dem Sinn der Geschwindigkeit.

Die Bewegungsgleichungen nehmen unter verschiedenen
Umsténden verschiedene Gestalt an. Wir wollen fiir unsere
Untersuchung den Fall zugrunde legen, daB sich der Massen-
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punkt auf der AuBenseite der Kurve befindet und im Abstieg
begriffen ist (Fig. 41).

Der Kurvenbogen s sei von einem bestimmten Punkt der
Kurve aus so gemessen, daBl er im Sinn der Geschwindigkeit
zunimmt; ferner bedeute @ den zwischen der inneren Normale
und der nach abwiirts gerichteten Lotrechten eingeschlossenen

Winkel. Dann nimmt @ mit s zu und ;—;:Q stellt die Ldnge

des Kriimmungsradius dar.

Es mogen bezeichnen: v die Geschwindigkeit des materiellen
Punktes, m seine Masse, R die von der Kurve auf den Massen-
punkt ausgeiibte Zwangskraft. Dann lauten die Bewegungs-
gleichungen

m-v%zmgsin ®—uR,

2

m

=mgcos ®D—R.

Durch Elimination von R erhalten wir die Gleichung

v%—- q;; = g(sin @ — u cos D)
oder
vﬂ—yv2=gg(sin¢——pcos¢)
dod )

Nach Multiplikation mit dem Faktor e—2#? kann diese
Gleichung integriert werden, und es ergibt sich dann

e ®)— gge—2 1 sin & — ucos 9)

und somit
viem 2ul— 2gfge—2f‘¢(sin ® — p cos D) dP | const.

Diese Gleichung bestimmt v als Funktion von @ und liefert
daher fiir jeden Kurvenpunkt die Geschwindigkeit. Ist diese
ermittelt, so erhdlt man aus der zweiten Bewegungsgleichung
die Zwangskraft R. Gerade wie im Falle der glatten Kurve
verliBt der Massenpunkt die Kurve, wenn R =0 wird.

Die Bewegungsgleichungen nehmen verschiedene Gestalt an,
je nachdem der Massenpunkt sich innerhalb oder aufBlerhalb
der Kurve befindet und je nachdem er im Aufstieg oder Ab-
stieg begriffen ist. Aber in jedem Falle lassen sich die Glei-
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chungen nach der oben angegebenen Methode integrieren. Dem-
gemi gibt es auch keinen eindeutigen Ausdruck fiir die Ge-
schwindigkeit in jedem Kurvenpunkt als Funktion der Lage,
sondern die Ausdriicke, die man erhilt, sind fiir die verschie-
denen Fille verschieden.

*127. Beispiele. 1. Man schreibe fiir die drei in Abschnitt 126
nicht untersuchten Fille je die Bewegungsgleichungen und den inte-
grierenden Faktor an.

2. Ein Massenpunkt erhilt im tiefsten Punkte einer rauhen Hohl-
kugel vom Radius @ eine horizontale Anfangsgeschwindigkeit und kehrt
nach Beschreibung des Bogens ao, wobei o <C %, zu diesem Punkte zu-

riick, in welchem er gleichzeitig zur Ruhe kommt. Man beweise, da8 die

2
Anfangsgeschwindigkeit die GroBe sin o \/2—“]1‘1;(—_12;';;—) besitzt, wenn u

den Reibungskoeffizienten bezeichnet.

3. Ein Massenpunkt gleitet eine rauhe Zykloide mit horizontaler
Grundlinie und nach unten gekehrtem Scheitel herab, indem er in der
oberen Spitze seine Bewegung aus der Ruhelage beginnt und im
Scheitel zur Ruhe kommt. Der Reibungskoeffizient sei . Man beweise,
daB ,ugc’m =1.

4. Ein Ring bewegt sich auf einem rauhen Draht von der Form
einer Zykloide, deren Grundlinie horizontal liegt und deren Scheitel
nach abwirts gekehrt ist. Man beweise, daB wihrend des Anstiegs die
Bewegungsrichtung zur Zeit ¢ mit der Wagerechten den Winkel & ein-
schlieBt, der durch die Gleichung gegeben ist

& [ stans g @ :
Et‘i{e AN ¢ sin (!P—}—e)}:-nsec"se 80 gin (& 4 o),
hierin bedeutet ¢ den Reibungswinkel.

*128. Die Bewegung auf einer Raumkurve. Ein Massen-
punkt bewege sich auf einer gegebenen Kurve unter der Wir-
kung beliebiger Krifte. Es bezeichnen m seine Masse, S die
Tangentialkomponente - der resultierenden XKraft des Feldes,
N deren Komponente in Richtung der Hauptnormalen und B
die Komponente in Richtung der Binormglen. Es seien ferner
R, die Komponente der Zwangskraft in Richtung der Haupt-
normalen, zum Kriimmungsmittelpunkt hin gerichtet, und R,
ihre Komponente in Richtung der Binormalen, mit gleichem
Sinne wie B. Ist die Kurve rauh, so bezeichne schlieBlich F
die Reibung. . -.

Es mogen weiterhin s den Kurvenbogen von einem ge-
wissen Punkte bis zur Lage des Massenpunktes zur Zeit ¢, o
den Kriimmungsradius und v die Geschwindigkeit bezeichnen.
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Dabei wihlen wir als Richtungssinn von v denjenigen, in dem
s zunimmt. Dann sind die Bewegungsgleichungen

dv
mv;;-S—F,

v?
m‘E =N+R1,
0—=B-R,.

Ist die Kurve glatt, so ist F gleich Null, so daB wir die
Gleichung in gleicher Weise wie in Abschnitt 115 integrieren
kénnen und damit die Beziehung erhalten

gmv® = [ Sds | const.

Dieses Ergebnis 18t sich in der Form aussprechen:
Anderung der kinet. Energie = geleistete Arbeit,

so daB die Geschwindigkeit als Funktion der Lage bestimmt
ist. Die zwei andern Gleichungen dienen dann zur Berechnung
der Zwangskraft.

Ist die Kurve rauh, so haben wir F, R, und R, unter
Zuhilfenahme der Gleichung

F*=u* (R} + E3)
zu eliminieren, die unsere friilhere Annahme ausdriickt, da8 die
Reibung der resultierenden Zwangskraft proportional ist. Es
ergibt sich eine Differentialgleichung fiir v und wir erhalten,
falls diese Gleichung integrierbar ist, die Geschwindigkeit als
Funktion der Lage. Wie in Abschnitt 126 hiéngt die Ge-

schwindigkeit in jeder Lage mit von dem Wege ab, auf dem
diese Lage erreicht worden ist.

*129. Die Bewegung auf einer glatten Umdrehungsfliche
mit lotrechter Achse. Die Umdrehungsachse sei die x- Achse
(die positive Seite der Achse sei nach oben gerichtet). Der
Massenpunkt habe zur Zeit ¢ die Entfernung y von der Achse
und befinde sich auf einem Meridianschnitt der Oberfliche,
dessen Ebene den Winkel @ mit einer gegebenen Axialebene
einschlieBt. ¢ sei die Linge des Meridianbogens von einem be-
stimmten Kreisschnitt bis zur Lage des Massenpunktes (Fig. 42).

Dann hat offenbar die Geschwindigkeit in Richtung der
Meridiantangente die GroBe o und die Geschwindigkeit in Richtung
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der Tangente an den Schnittkreis die GroBe y @. Daher lautet
die Energiegleichung-

1 (62 -+ y* ?) 4 gx = const.

Da nun die von der Oberfliche auf den Massenpunkt aus-

geiibte Zwangskraft in Richtung der Normalen zur Oberfliche

wirkt und da diese

A Normale die Drehachse

| / schneidet, wihrend die

¢ Schwerkraft in einer Pa--

rallelen zur Drehachse

wirkt, so besitzen die

am Massenpunkt angrei-

fenden Krifte kein Mo-

ment um diese Dreh-

achse. Daher ist der

Drall um die Achse kon-

stant, d. h. wir haben

y*® @ = const.

y Die angeschriebenen
Fig. 42. Gleichungen bestimmen

o und D, also die zwei

Geschwindigkeitskomponenten (6 und y 45) in zwel zueinander
senkrechten Richtungen, die in der Tangentialebene der Ober-
fliche liegen.

*130. Beispiele. 1. Wenn der Massenpunkt eine entsprechende
Anfangsgeschwindigkeit besitzt, kann er sich auf einem Kreis bewegen.
Ist y der Halbmesser des Kreises und § der Winkel, den die Oberflichen-
normale in einem Punkte dieses Kreises mit der Lotrechten einschlieBt,

so ist die erforderliche Anfangsgeschwindigkeit (gy tan ﬂ)%.
In diesem Falle ist die von der Oberfliche ausgeiibte Zwangskraft
gleich mgsec 8, wenn m die Masse des Massenpunktes bezeichnet.

2. Setzt man ! fiir y und ist @ = f(w) die Gleichung der Meridian-

kurve der Oberfliche, so ist die Projektion der Bahn des Massenpunktes
auf eine Horizontalebene durch eine Gleichung von der Form gegeben

(;_g)o [1 +{u2f'(u) }2] + u3+2h—ff(u):const,

in der h unverinderlich ist.

*131. Die Bewegung auf einer beliebigen Oberfliche. Ein
Massenpunkt bewege sich auf einer festen Oberfliche unter
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der Wirkung gegebener Kriifte, sowie der Zwangskraft und des
Reibungswiderstandes der Oberflache.

Wir denken uns die Oberfliche derart mit einem Netz
von Kurven, die verschiedenen Scharen angehdren, iiberzogen,
daB in jedem Oberflichenpunkt sich eine Kurve der einen Schar
mit einer Kurve der andern Schar schneidet, und wir nehmen
an, daB dies in allen Punkten unter rechten Winkeln geschehe.
In jedem Punkt zerlegen wir die Feldkraft in Komponenten
in Richtung der Tangenten an die Kurven und in Richtung
der Oberflichennormalen. Nach den gleichen Richtungen zer-
legen wir die Beschleunigung.

Bewegt sich ein Massenpunkt auf einer glatten Oberfliche
in einem konservativen Feld, so ist eine Energiegleichung vor-
handen, die die Geschwindigkeit als Funktion der Lage dar-
stellt. Wir werden gleich sehen, daBl die Zwangskraft bekannt
ist, sobald man die Geschwindigkeit kennt.

Ist die Oberfliche rauh, so treten in jedem Punkte zwei
Reibungskomponenten in den Richtungen der Tangenten an
die beiden sich in diesem Punkte schneidenden Kurven auf
und die resultierende Reibungskraft hat gleiche Richtung, aber
entgegengesetzten Sinn wie die Geschwindigkeit. Ferner ist
die resultierende Reibungskraft der GroBe nach gleich dem
Produkt des Reibungskoeffizienten und der Zwangskraft.

Auf diese Weise wiren wir in der Lage, die Bewegungs-
gleichungen des Massenpunktes anzuschreiben, allein der An-
satz kann im allgemeinen durch Benutzung von Methoden der
Kinematik und analytischen Dynamik, die iiber den Rahmen dieses
Buches hinausgehen, vereinfacht werden. Wir wollen uns daher
auf die einfachsten Fille beschrénken.

Zunichst suchen wir einen allgemeinen Ausdruck fiir die
Komponente der Beschleunigung in Richtung der Oberflichen-
normalen.

Es bezeichnen v die Geschwindigkeit des Massenpunktes,
o den Kriimmungshalbmesser der Bahn. Die Bahntangente
berithrt die Oberfliche. Wir denken uns eine Schnittebene
senkrecht zur Oberfliche durch sie hindurchgelegt. Diese Schnitt-
ebene ist im allgemeinen nicht die Schmiegungsebene der Bahn;
wir nehmen an, daB sie den Winkel @ mit dieser Schmiegungs-
ebene einschlieBt. ¢’ bezeichne den Kriimmungsradius der
Schnittkurve unserer Schnittebene mit der Oberfliche.

Da die Oberflichennormale senkrecht auf der Bahntan-
gente steht, so ist die Beschleunigungskomponente in Rich-
tung der Oberflichennormale. gleich der in diese Richtung
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fallenden Komponente der Zentripetalbeschleunigung und so-
mit gleich

v2

—cos D.

e

Ferner ist nach einem bekannten Satz ¢ = ¢’ cos @.
Daher ist die Beschleunigung in Richtung der Oberflichen-
2

normale gleich % Die Zwangskraft 1i8t sich mittels dieser

Komponente bestimmen.

*132. Die Schmiegungsebene der Bahn. Wie in Beispiel 1
des Abschnitt 130 erwdhnt ist, kann man einem Massenpunkt
lings der horizontalen Tangente einer glatten Umdrehungsfliche
mit lotrechter Achse eine solche Anfangsgeschwindigkeit erteilen,
daBl er unter der Wirkung der Schwere und der Zwangskraft

Fig. 43.

der Umdrehungsfliche sich auf einem Schnittkreis bewegt. Es
ist beinahe selbstversténdlich, da bei Uberschreitung der hierzu
erforderlichen Geschwindigkeit die Bahn des Massenpunktes
sich iiber die Kreisfliche erhebt, wihrend sie andernfalls darunter
bleibt. Das Ergebnis von Abschnitt 131 kann man benutzen, um
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die Lage der Schmiegungsebene der Bahn fiir jede Anfangs-
geschwindigkeit zu finden.

In Fig. 43 bezeichne P den Anfangspunkt, PG die Ober-
flichennormale in P, PN =y die zur Drehachse senkrecht ge-
richtete Ordinate von P, @ den Schnittpunkt der Schmiegungs-
ebene der Bahn mit der Achse, ¢ =<9 GPN und @=GPQ.

Wird der Massenpunkt lings der Tangente an den Schnitt-
kreis mit der Geschwindigkeit ¥ in Bewegung gesetzt, so ist
anfinglich eine Beschleunigung ldngs der zu P senkrechten-
Geraden der Medianebene nicht vorhanden.

Fiir die Kraftkomponenten in Richtung dieser Geraden
ergibt sich daher die Beziehung

Rsin @ —mgcos(a — P)=0;

m bedeutet darin die Masse des materiellen Punktes und R

die Zwangskraft.
Fiir die Kraftkomponenten in Richtung PN besteht die

Gleichung
m—g cos (¢ — D)= Rcos «,
wenn ¢ den Kriimmungshalbmesser der Bahn bezeichnet.
Nun ist nach Abschnitt 131
o=PG, o¢=PG-cos?,

somit y=PN=PG@cosa
und daher tan @ — %‘% .

Diese Gleichung bestimmt die Lage der Schmiegungsebene
der Bahn.

Ist tan @ > tanc« oder V2 < gycota, so liegt die Schmie-
gungsebene der Bahn anfiinglich unterhalb der Horizontal-
ebene durch den Anfangspunkt, ist hingegen tap P < tana
oder ¥*>gycota, so liegt sie iiber dieser Ebene.

* 133. Beispiele. 1. Ein Masscnpunkt, bei dessen Bewegung iiber
eine (glatte oder rauhe) Oberfliche auBler der Reaktionskraft der Ober-
fliche keine Kraft wirkt, beschreibt eine geodédtische Linie.

2. Ein Massenpunkt werde bei seiner Bewegung auf einem rauhen
Zylinder vom Halbmesser a auBer durch die Reaktionskraft der Fliche
durch keine weitere Kraft beeinfluBt; die Richtung seiner Anfangsge-
schwindigkeit bilde mit der Erzeugenden den Winkel c. Man beweise,
daB er in der Zeit t den Bogen

ap—1cosec alog(l 4 uV-ta—1sin? x)
zuriicklegt. Hierin ist u der Reibungskoeffizient.
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3. Ein auf der Innenseite rauher hohler Kreiszylinder vom Halb-
messer @ dreht sich gleichformig mit der Winkelgeschwindigkeit @ um
seine Achse, die mit der Lotrechten den Winkel « einschlieBt. Man
zeige, dafl ein Massenpunkt auf einer festen Geraden parallel zur Achse

——
mit der gleichformigen Geschwindigkeit a w _mtl herabgleiten

pitan? o — 1
kann, wenn der Reibungskoeffizient x> cot « ist.

4. Die groBte Achse eines hohlen Ellipsoids, dessen Halbachsen 4, b,c¢
(@ > b > c) sind, ist lotrecht gestellt. Ein Massenpunkt wird von einem
der unteren Nabelpunkte mit der Geschwindigkeit v in der Richtung
der Tangente an den Horizontalschnitt innerhalb des Ellipsoids in Be-
wegung gesetzt. Man zeige, daBl die Schmiegungsebene der Bahn an-
finglich oberhalb oder unterhalb dieses Schnittes liegt, je nachdem

b2

——1
v®> oder <gab——m—— .
Vie* — e @ —57)

134. Die Bewegung im widerstehenden Mittel. Wir be-
trachten die Fille der Bewegung eines Massenpunktes in
einem bekannten XKraftfeld, bei denen auBer der Feldkraft
auf den materiellen Punkt eine Kraft ausgeiibt wird, die
proportional einer Potenz seiner Geschwindigkeit ist und
gleiche Richtung sowie entgegengesetzten Sinn wie die Ge-
schwindigkeit hat.

Derartige Aufgaben beziehen sich auf Erfahrungstatsachen
iiber die Bewegung von Korpern in der Luft und in andern
Flissigkeiten. Manchmal gelingt eine anniherungsweise Wieder-
gabe der beobachteten Tatsachen durch die Annahme, daB der
-Widerstand proportional der Geschwindigkeit ist. Dies trifft
z. B. fiir ein in Luft schwingendes Pendel zu.

135. Widerstand proportional der Geschwindigkeit. Da die
Geschwindigkeit eines Massenpunktes ein Vektor ist, dessen
Richtung und dessen Sinn durch seine Komponenten &, y, #
bestimmt sind, so hat der Widerstand die Komponenten — x &,
— %y, —=x%; k ist hierin eine Konstante.

Die Bewegung geschehe unter der Wirkung der Schwere,
deren Richtung der negativen Richtung der y-Achse parallel
sei, und es werde zunichst angenommen, daB sich der Massen-
punkt auf einer Senkrechten bewege. Dann lautet die Be-
wegungsgleichung

mij=—mg—=xy,

§+49+g9=0,

oder
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wenn A4 — — gesetzt wird. Multipliziert man mit ¢*! und in-
m

tegriert sodann, so ergibt sich
g]e“—}—%e“:(,‘,

worin C eine Integrationskonstante bedeutet. Somit ist

%t mg

Wenn der Massenpunkt seinen Fall geniigend lange fort-
setzt, so weicht schlieBlich der Wert von y sehr wenig von
— _q_’:ﬁ ab, d. h. der Massenpunkt fillt, nachdem der Fall einige
Sekunden gedauert hat, mit praktisch unverinderlicher Ge-
schwindigkeit. ,

Diese Geschwindigkeit nennt man die Grenzgeschwindig-
keit im widerstehenden Mittel.

Die letzte Gleichung kann leicht nochmals integriert werden,
80 daB man y als Funktion von ¢ erhilt.

Nimmt man an, daB der Massenpunkt in einer andern als
der lotrechten Richtung geworfen wird, so ist die lotrechte Be-
wegung dieselbe wie vorher, aber fiir die wagerechte Bewegung
haben wir die Gleichung

ME—=—nZT;
dies ergibt
xt
E=—A4e m ;
A ist eine Integrationskonstante. = Man kann auch diese

Gleichung leicht noch ein zweites Mal integrieren und damit x
als Funktion von ¢ finden.

Sind z und y als Funktionen von ¢ bekannt, so 1aBt sich
auch die Bahn ermitteln.

136. Einfache harmonische Schwingung mit Dimpfung.
Wir betrachten den Fall, in welchem bei Wegfall des
Widerstandes eine einfache harmonische Bewegung mit der

2
Schwingungsdauer 7” vorhanden wire und bei welchem der

Widerstand proportional der Geschwindigkeit ist.
Dann haben wir die Gleichung
mE=—mn’c—xi
Love-Polster, Theoretische Mechanik. 11
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oder

E-+1&Fn*x=0,
wenn 41—~ gesetzt wird. Das vollstindige Integral dieser Glei-
m

chung nimmt verschiedene Gestalt an, je nachdem n? > oder
< }2% ist. Im ersteren,.dem praktisch wichtigeren Falle, ‘ist

1 I -
x=c¢ '“[Acos(tl/'n‘“’—-— 12%) 4 Bsin (¢t Va® —1 2%)].

Man kann diese Bewegung angendhert als einfache har-
27

monische Schwingung mit der Schwingungsdauer WT—W
und mit einer nach der Exponentialfunktion ¢~ %t abnehmenden
Amplitude bezeichnen. Man beachte, daB die Schwingungsdauer
durch die Dampfung vergroBert wird und daB die Amplituden-
nach einer geometrischen Reihe abnehmen, wenn die Zeit nach
einer arithmetischen Reihe zunimmt. So klingt die Bewegung
rasch ab.

137. Beispiele. 1. Ein Massenpunkt wird in einem Mittel, in
dem der Widerstand proportional der Geschwindigkeit ist, mit der Ge-
schwindigkeit » lotrecht nach oben geworfen. Er steigt bis zur Hohe h
und kehrt zum Ausgangspunkt mit der Geschwindigkeit w zuriick. Man
beweise, daB

2t (e

gh 1 1 (w) 1 (w)’ 1 (w)“
w’bﬁ2+3 v +4 4 +5 v o
wobei V die Grenzgeschwindigkeit in dem Mittel ist.

2. Ein Massenpunkt bewegt sich unter der Wirkung der Schwere
in einem Mittel, dessen Widerstand sich proportional der Geschwindigkeit
andert. Die Horizontal- und Vertikalkomponenten seiner Anfangsge-
schwindigkeit sind u,, v,; er kehre in die durch den Ausgangspunkt
gelegte Horizontalebene mit den Geschwindigkeitskomponenten u,, v,
zuriick. Man zeige, daB die Wurfweite B und die Wurfzeit ¢ durch
die Gleichungen gegeben sind

o o tuy—uy)
Bwem=gt R T Togu
AuBerdem beweise man die Beziehung R —= ;f: , wobei V die Endge-
0

schwindigkeit in dem Mittel bedeutet.

8. Ein Massenpunkt beschreibe unter der Wirkung einer Kraft,
welche einem festen Punkte zugerichtet und dem Abstand proportional
bleibt, geradlinige Schwingungen in einem Mittel, dessen Widerstand
proportional der Geschwindigkeit ist. Es seien T die Schwingungsdauer,
a, b, ¢ die Abstinde der Ruhelagen dreier aufeinanderfolgender Halb-



Die Bewegung bei Zwangs- und Widerstandskriften. 163

schwingungen von dem Festpunkte. Dann beweise man, daB fiir den
Fall einer dimpfungsfreien Bewegung der Abstand der Gleichgewichts-
lage und die Schwingungsdauer bzw. sind

ac—b? { 1< a~b)2}~1f
_a+c—2b und T l—{—;2 logc_5 .
4. Ist bei der im Abschnitt 136 betrachteten Aufgabe 4 >2n und
beginnt der Massenpunkt nach einer Auslenkung seine Bewegung mit

der Geschwindigkeit Null, so ndhert er sich asymptotisch der Gleichge-
wichtslage nach der Formel

aae"ﬁ‘—ﬁe—“‘

a—pB ’
in der  und g die Wurzeln der quadratischen Gleichung &2 —1& 4 n2=0
sind.

5. Ein Massenpunkt von der Masse eins ist am einen Ende eines
elastischen Fadens befestigt, der die natiirliche Linge ¢ und den Elastizi-
titsmodul a n? besitzt, und kann sich in einem Mittel bewegen, dessen
Widerstand entgegen der Bewegung des Massenpunktes das 2 zfache
der Geschwindigkeit betrigt. Das andere Ende des Fadens ist fest
und der Massenpunkt wird in einet Entfernung b(>> a) unterhalb des
Festpunktes gehalten. Man beweise, a) daB er nach seiner Freilassung
zu steigen oder zu fallen beginnt, je nachdem n?(b —a) > oder < g,
b) daB er bei der darauf folgenden Bewegung um den Punkt O, der in

der Entfernung a 4- 7% unter dem Festpunkt liegt, Schwingungen ausfiihrt,
c) daB die aufeinander folgenden Ruhelagen Abstinde von O haben

Tx
welche eine geometrische Reihe mit dem Quotienten ¢ m bilden, d) daB
die Zeitdauer der Bewegung zwischen zwei aufeinander folgenden Ruhe-

A . .
lagen m ist, wobei m? =mn% — x?.

6. Ein Massenpunkt bewegt sich auf einer glatten Zykloide mit
lotrechter Achse und abwirts gekehrtem Scheitel unter der Wirkung
der Schwere und eines der Geschwindigkeit proportionalen Widerstandes.
Man beweise, daB die Zeit, die beim Fall von einem beliebigen Punkt
aus bis zum Scheitel verstreicht, unabhingig von. diesem Ausgangs-
punkt ist.

7. Ein Massenpunkt bewege sich unter der Wirkung einer Zentral-
kraft @ (r) in einem Mittel, dessen Widerstand der Geschwindigkeit
proportional ist. Man leite die Gleichungen ab

. . h? —2ut hzdp 2ut
r—{—yr—;éc L @(r=0, F‘—i—r—::!b(r)e #“t,

in denen % und x Konstante sind.

138. Die Bewegung in einer lotrechten Ebene unter der
Wirkung der Schwere. Fiir jedes beliebige Widerstandsgesetz
kann man mit den Bewegungsgleichungen fiir einen sich in
lotrechter Ebene unter der Wirkung der Schwere bewegenden
Masgenpunkt einige Umgestaltungen vornehmen. Mit den Be-

11*
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zeichnungen m fiir die Masse, v fiir die Geschwindigkeit des

Massenpunktes sei die GroBe des Widerstandes durch mf(v)
gegeben. Dann ergibt sich bei
der Zerlegung in Komponenten in
horizontaler Richtung

u=-—f(v)cos D,

Ld wobei @ den von der Bewegungs-

Fig. 44. richtung zur Zeit { mit der Hori-

zontalen eingeschlossenen Winkel

und % die Horizontalkomponente der Geschwindigkeit be-
deuten, so dafl also

w=vcos P.

Projiziert man andererseits die Krifte auf die Bahnnormale,
so ergibt sich mit der Bezeichnung p fiir den Kriimmungsradius,
da der Widerstand in tangentjaler Richtung wirkt,

2

v
o =gcos D.
Da @ mit zunehmendem s abnimmt, so ist o= — ;—; und
man kann die letzte Gleichung auch schreiben
v d—=— g cos D;
so daB man durch Elimination von ¢
du__ vf(v)
dd g

erhillt, wobei v=—wusec @.
Diese Gleichung 148t sich integrieren, wenn man f (v)==xv"
setzen kann. Wir erhalten dann

1 nx dP
g ) ot T oomsts
aus der » und daher auch v als Funktion von & bekannt sind.
Ferner ergibt sich aus der Gleichung
ad

v—d-t—z—-gcosdi

die Gleichung
t:—fgsec @ d D+ const,
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so daB man ¢ als Funktion von @ erhilt. Weiter ergeben die
Beziehungen
dx d ds

— ==cos P, %Y _ sin D, —=vw
ds

ds
die Gleichungen

2 2
m:—fg—d @ - const, y:.——J'v—tan D d D - const,
9 g

womit die Zeit und die Lage des Massenpunktes sich durch
einen einzigen Parameter ausdriicken lassen.

Im allgemeinen ist es selbst fiir den hier beschriebenen
Fall f(v)=2xv" nicht moglich, die Gleichung fiir die vertikale
geradlinige Bewegung zu integrieren. In dem Sonderfall je-
doch, daB der Widerstand proportional dem Quadrat der Ge-
schwindigkeit ist, kann man die Geschwindigkeit fiir jede Lage
ermitteln. Wir haben dann fiir den Aufstieg des Massenpunktes,
wenn y nach oben positiv gewéhlt wird,

j=—g—ny.
Nun gilt
L dy  d o,
und daher
d 142 72 ——
Durch Multiplikation mit e?#¥ und Integration findet man
1,52 2zy:_i 2xy t
59 e 9, ° - cons

und somit

72 — —2%1/_,9,
PP=Ce .

Fir den Abstieg des Massenpunktes gilt ferner, wenn y
nach abwérts positiv gewéhlt wird,

J=g9—=y’
oder

d .o .
@I it =0,
und daher
g‘z::g_ce—2zy. )
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Wie bei einem der Geschwindigkeit proportionalen Wider-
stande ergibt sich auch hier eine Grenzgeschwindigkeit, und zwar

‘/i—, die praktisch erreicht ist, wenn der Massenpunkt eine
betrichtliche Hohe durchfallen hat.

*139. Beispiele. 1. Ein Massenpunkt wird in einem Mittel, dessen
Widerstand dem Quadrat der .Geschwindigkeit proportional ist, lotrecht
nach oben geworfen. Man beweise, daB die bis zu seiner Riickkehr in
den Anfangspunkt verstreichende Zeit kleiner ist, als bei widerstandsloser
Bewegung.

Man beweise ferner, da8 der Massenpunkt beim Fall aus der Ruhe-

lage in der Zeit ¢t die Geschwindigkeit U tanh (‘%f) erreicht und den

Weg U?g—1log cosh (‘%t) zuriicklegt, wenn U die Grenzgeschwindigkeit in
dem Mittel bezeichnet.

2. Ein Massenpunkt vom Gewicht W bewegt sich in einem Mittel,
dessen Widerstand der nten Potenz der Geschwindigkeit proportional
ist. Bezeichnet F' den Widerstand in dem Augenblick, in dem die Be-
wegungsrichtung den Winkel & mit der Horizontalen einschlieBt, so gilt

—%zncos” & [sec" 1 dd .

3. Ein Massenpunkt von der Masse eins bewegt sich in gerader
Linie unter der Wirkung einer Anziehungskraft, die gleich dem n-fachen
der Entfernung und nach einem festen Punkte der Geraden gerichtet
ist, sowie unter dem EinfluB einer Widerstandskraft » (Geschwindigkeit)2.
Fir den Fall, daB die Bewegung in einer Entfernung a vom Wirkungs-
zentrum der Kraft aus der Ruhelage beginnt, beweise man, dafi der
Punkt zum ersten Male wieder in einer Entfernung b zur Ruhe kommt,
fir die gilt

(14 2ax) e 2% —=(1 — 2xb) 2P,

4 Das Gewicht eines einfachen Pendels bewegt sich unter der
Wirkung der Schwere in einem Mittel, in dem die Widerstandskraft pro
Einheit der Masse gleich » (Geschwindigkeit)? ist. Es beginnt im tiefsten
Punkte seine Bewegung mit einer Bei widerstandsloser Bewegung dem
Ausschlagwinkel a entsprechenden Geschwindigkeit. Man beweise, daB
bis zur Ruhelage ein Winkel © beschrieben wird, der sich' aus der
Gleichung ergibt

(1 4 4%°1%) cos o — 4212 — 2 sin Oe?*!O | cos Ge®*!0,

in der ! die Pendellinge bezeichnet.

Yermischte Beispiele. 1. Ein Massenpunkt bewege sich in einem
ellipsenférmig gekriimmten Rohr unter der Wirkung einer Kraft, die
nach einem Brennpunkt gerichtet ist und, auf die Masseneinheit bezogen,
die GroBe wur—%--»r—3% hat. Beginnt der Punkt seine Bewegung im

Y ()
niher liegenden Scheitel mit der Anfangsgeschwindigkeit \/Z%——:; , S
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ist der Bahndruck durch die Formel bestimmt

vl 1. 1
I3 {'r” +a2(1 —e)p? ar}'

2. Ein materieller Punkt werde gezwungen, sich auf einer Ellipse
zu bewegen, deren einer Brennpunkt eine Zentralkraft auf ihn ausiibt.
die sich umgekehrt mit dem Quadrate des Abstands éndert. Seine An-
fangsgeschwindigkeit sei gerade so groB, daB er als freier Punkt unter
dem EinfluB der Kraft durch den andern Brennpunkt hindurchgehen
wiirde. Es soll bewiesen werden, daf der Massenpunkt, falls von irgend-
einem Punkte seiner Bahn an der Zwang aufhort, eine Zentralbewegungs-
bahn durch den andern Brennpunkt beschreibt.

3. Ein Massenpunkt werde lings einer glatten Ellipse, deren groBe
Achse 2a vertikal steht, vom tiefsten Punkte aus in Bewegung gesetzt
und bewege sich auf der Innenseite unter dem KinfluB der Schwere.
Man zeige, daB er die Kurve verldBt, falls seine Anfangsgeschwindigkeit

zwischen den Werten y/2ga und yga (5 — €°) liegt.

4. Ein Ring vermag sich auf einem glatten, ellipsenférmig ge-
bogenen Draht zu bewegen; die kleine Achse der Ellipse stehe vertikal.
Ein elastischer Faden von der matiirlichen Lénge I, dessen Elastizitéts-
modul gleich dem n-fachen Gewicht des Ringes ist, und dessen Enden
in den Brennpunkten der Ellipse festgebunden sind, gleite durch den
Ring. Man beweise, daB auf den Ring, wenn man ihn von einem Ende
der groBen Achse aus fallen laBt, im tiefsten Punkte die Zwangskraft
Null ausgeiibt wird, falls

4na®b

b= T onab 25

ist; hierin bedeuten 2a und 2b die groB8e bzw. kleine Achse der Ellipse
und es ist | << 2a.

5. Die Achse AB einer mit dem Scheitel 4 nach oben gekehrten
glatten Zykloide sei gegen die Vertikale geneigt. Ein materieller Punkt
beginne von 4 aus die Kurve herabzugleiten und verlasse sie in P. Das
von P auf AB gefillte Lot schneide den iiber A B als Halbmesser ge- -
schlagenen Kreis im Punkte . QR sei ein Durchmesser dieses Kreises.
Man beweise, daB PR horizontal liegt.

6. Ein Massenpunkt bewege sich auf einer glatten, in einer Vertikal-
ebene liegenden Kurve, die so gekriimmt sei, daB der Bahndruck der
Kurve bestindig gleich dem m-fachen Gewicht des Punktes ist. Man

beweise, daB zu einem vollen Umlauf die Zeit 2n ——m—\/E gehort

(me—l)% g
und daB die Liange der Vertikalachse der Kurve (;ng"ﬂl_)i ist, wenn
2m?4+1 . .
na ————— die ganze Linge der Kurve bedeutet.
(m? — 1)ar

7. Bowegt sich ein materieller Punkt in einer glatten Rohre unter
der Wirkung. mehrerer Zentralkriifte, so ist der Bahndruck der R&hre
fiir eine beliebige Lage des Punktes proportional dem Ausdruck

1 14d
30— D = (R,
e{ pdp(p )}
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. 4dF . . . .
worin - die nach einem der Kraftzentren gerichtete Beschleunigung,

p das von diesem Zentrum auf die Tangente gefillte Lot, » den Abstand
von diesem Zentrum und ¢ den Kriimmungsradius bedeuten.

8. Eine glatte, nach einem Kreise vom Radius ¢ gebogene Rohre
liege in einer Vertikalebene und enthalte einen Massenpunkt, der mittels
eines elastischen Fadens.im Innern der Rohre an deren héchstem Punkte

befestigt ist. Der Elastizitdtsmodul sei gleich dem % y/8-fachen Gewicht
des Massenpunktes und die natiirliche Linge des Fadens umfasse eihen
Zentriwinkel } z. Befindet sich der Punkt in der Gleichgewichtslage und
erhidlt er in dieser durch einen pl6tzlichen StoB die nach abwirts ge-

richtete Geschwindigkeit V (27y8 —3)ag, so wird er gerade bis zum
tiefsten Punkt gelangen.

9. Zwei gleiche, glatte, kreisférmig gebogene Rohren sind so auf-
gestellt, daB sie in ihren tiefsten Punkten dieselbe Horizontalebene be-
riihren, gégen welche ihre Ebenen verschiedene Neigungswinkel besitzen.
Gleichzeitig werden lings dieser Kreise von ihren tiefsten Punkten aus
zwei kleine schwere Kugeln in Bewegung gesetzt und zwar jede mit
einer Anfangsgeschwindigkeit, wie sie dem freien Fall vom hdochsten
Punkte der andern Kreisrohre entspriche. Man zeige, daB wiahrend der
Bewegung sich die beiden Kugeln bestindig in gleicher Héhe befinden.

10. Eine Perle bewege sich auf einem glatten kreisférmig gebogenen
Draht in einer Vertikalebene, wobei ihre Geschwindigkeit bestindig so
groB sei, wie sie beim freien Fall von einer horizontalen Geraden HK
iiber dem Kreis sein miiBte. Ist J der innere Grenzpunkt des koaxialen
Systems, zu dem der Kreis und die Gerade HK gehéren, so teilt jede
durch J gehende Sehne den Draht in zwei Teile, die in gleichen Zeiten
durchlaufen werden.

11. Das Gewicht W eines Pendels ist mittels einer Schnur von
einem Ende eines starren Stabes von vernachldssigbarer Masse aufge-
hingt, der gezwungen wird, sich in vertikaler Richtung zu bewegen.
Das andere Ende des Stabes ist an einem Faden befestigt, der iiber
eine glatte Rolle liuft und einen Kérper vom Gewicht W trigt. Man
beweise, daB die Schwingungsdauer des Pendels fiir kleine Schwingungen
ebenso groB ist, als wenn der Aufhingepunkt in Ruhe wire. Man be-
weise ferner, da unter Annahme einer Schwingungsamplitude o die
Spannung des Aufhingefadens beim Winkel @ gegen die Vertikale die

GréBe besitzt
o f__cos 6 | 2(cos & — cosa)
14-cos20 ' (1 cos? G)F

12. Ein mathematisches Pendel, das an der Decke eines Eisenbahn-
wagens aufgehingt ist, bleibt in vertikaler Lage, wihrend der Zug mit
der gleichformigen Geschwindigkeit 50 km pro Stunde dahinfihrt. Als
die Bremsen angezogen werden, schligt das Pendel aus und schwingt
dann innerhalb eines Winkelraumes von 8° hin und her. Man beweise,
daB der Zug noch 360 m zuriicklegt, bis er zum Stillstand kommt, wenn
der Widerstand konstant angenommen wird. . -

13. Man beweise, da die halbe Schwingungsdauer eines Kreis-
pendels von der Linge a, das innerhalb eines Winkels 2ot hin und her
schwingt, gleich der Zeit einer vollen Umdrehung eines Pendels von der
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Lange a cosec? } « ist, wenn das Nullniveau der Geschwindigkeit in der
—g— iiber dem tiefsten Punkte des Pendels liegt.

14. Auf das Gewicht eines mathematischen Pendels von der Linge !
und der Masse m wirke eine Horizontalkraft mpg cosnt ein; hierin sei
p eine groBe Zahl und In?® groB im Vergleich zu g. Man zeige, daBl das
Pendel mit einer Amplitude § um einen von zwei Punkten schwingen
wird, die vom tiefsten Punkt den Bogenabstand « haben, und daB hierbei

21n?
COS oL — — 3
gp

Hohe 2a cosect

2
und =—.
4 p

15. Ein mathematisches Pendel von der Linge [ und dem Ge-
wicht w ist an einer masselosen Feder so befestigt, daB sein Aufhidnge-
punkt sich in einer Horizontalen hin und her bewegen kann. Man
beweise, daB die Schwingungsdauer

2z L <l -+ ﬂ)

g W

ist, wenn W das Gewicht angibt, das notig ist, um die Feder um eine
Linge ! zu dehnen.

16. Ein rechteckiger Kasten gleite vom hochsten Punkte einer
glatten Kugel ohne Anfangsgeschwindigkeit herunter, so daf eine mit
ihm fest verbundene Réhre stindig durch den Beriihrpunkt der beiden
Korper geht und dabei senkrecht zur Kugeloberfliche bleibt. In der
‘Rohre hiénge dicht bis iiber die Kugeloberfliche ein Senkblei herab.
Man beweise, daB dessen Fadenspannung, nachdem der Kasten ein in
w(a — 3x)

a

der Vertikalen gemessenes Stiick » herabgeglitten ist, gleich

sein wird, wobei @ den Kugelradius und w das Gewicht des Bleies be-
deuten.

17. Ein Ring, der mittels eines elastischen Fadens an einem Punkte
einer Vertikalebene befestigt ist, gleite auf einem glatten, in diese
Ebene fallenden und nach einer Kurve gekriimmten Drahte. Er gehe
von einer Lage aus, in der der Faden seine natiirliche Lange hat; der
Elastizititsmodul des Fadens sei doppelt so grof wie das Gewicht des
Ringes. Man beweise, daB der Ring um eine in vertikaler Richtung
gemessene Hohe herabsinkén wird, die eine dritte Proportionale zur
natiirlichen Fadenlinge und zur Fadenverlingerung fiir die tiefste Lage
ist, vorausgesetzt, daB der Faden wihrend der Bewegung immer ge-
spannt bleibt. )

18. Man beweise, daB ein mathematisches Pendel, dessen Faden
sich ein wenig dehnen kann, fiir kleine Schwingungen dieselbe Schwin-
gungsdauver besitzt wie ein Pendel, dessen Fadenlinge gleich der ge-
streckten Fadenlinge in der Gleichgewichtslage ist.

19. Ein Massenpunkt bewege sich in einer glatten, nach einer
Kettenlinie gebogenen Rohre und werde von der Leitlinie mit einer
Kraft angezogen, die proportional dem Abstand von der Leitlinie ist.
Man beweise, daB die Schwingungsdauer nicht von der Amplitude
abhingt.

20. Man beweise, daB eine Hypozykloide, welche durch das Ab-
rollen eines Kreises vom Radius b auf einem Kreise vom Radius @
erzeugt wird, fiir eine Kraft, die sich proportional dem Abstand vom
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Mittelpunkt des festen Kreises #ndert, isochron ist, und daB die Schwin-
gungsdauer den Wert besitzt.

4x b=

a u ’
wobei u die im Abstand 1 auf die Masseneinheit ausgeiibte Kraft bedeutet.
21. Ein materieller Punkt von der Masse 1 befinde sich in einer
glatten nach einer logarithmischen Spirale geformten Rohre im Abstand
2d vom Pol in Ruhe. Man beweise, daB er unter der Wirkung einer

Kraft von der GroBe (Abstandp’ die nach dem Pol hin gerichtet ist,
&
letzteren in der Zeit -—% erreicht, wenn o den Winkel bedeutet,

72
den die Tangente der Spirale mit dem Fahrstrahl einschlieBt.

22. Ein Drabt sei in Form einer Zykloide gebogen und in einer
Vertikalebene so aufgestellt, daB die Zykloidenachse lotrecht steht und
der Scheite] nach oben gekehrt ist. Die Kurve sei vollstindig mit
kleinen glatten gleichgroBen Ringen besetzt. Wird an den Enden des
Drahtes der Widerstand beseitigt, so rutschen die Ringe ab. Man be-
weise nun, da in der Zeit ¢ eine Bogenlinge

L
2 I sinh \/“

von ihnen frei geworden ist. Hierbei bedeutet [ die Linge der Zykloide.

23. Eine Rohre besitze die Form einer Zykloide, deren erzeugender
Kreis den Radius a¢ habe. Die Achse stehe vertikal und der Scheitel
sei nach unten gekehrt. In ihr befinden sich zwei elastische Fiden
von der natiirlichen Linge I, von denen jeder mit einem Ende an je
einer Spitze der Zykloide, mit dem anderen an einem Massenpunkt be-
festigt sei. Bewegt man den Massenpunkt um ein Stiick # vom Scheitel
fort, wobei z <<(4a —1) sei, so kehrt er in der Zeit

VA -
g 8na--1
zum Scheitel zuriick; hierin bedeutet » das Verhiltnis des Elastizitits

moduls der Fiden zum Gewicht des Massenpunktes.
Ebenso bestimme man die Zeit fiir den Fall, daBl 2 > (4 a —1I) ist.

24. Zwei Massenpunkte mit den Massen P und @ liegen dicht
beieinander auf einem glatten horizontalen Tisch. Sie sind durch einen
Faden verbunden; auf diesem befinde sich ein Ring von der Masse R,
welcher gerade iiber die Tischkante hinaushingt. Man zeige, daB er
mit der Beschleunigung fillt

1 1
g (’P Q)
1 1 4)
etz
25. Zwei materielle Punkte von den Massen m, m’ sind an den

Enden eines iiber eine Rolle laufenden Fadens befestigt und ruhen auf
zwei je unter dem Winkel o gegen die Horizontale geneigten Ebenen.
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die Riicken an Riicken liegen und sich lotrecht unter dem Mittelpunkt
der Rolle schneiden. Wenn jedes Fadenende einen Winkel § mit der
zugehérigen Ebene bildet, wird der schwerere Punkt den leichteren so-
gleich von der Ebene wegziehen, falls

ml
7<(2tanottanﬂ—-l).

26. Ein endloser Faden von der Linge 21, auf dem zwei Perlen
von der Masse M und m aufgefidelt sind, lauft iiber zwei kleine glatte
Pflscke 4 und B, die eine gegenseitige Entfernung a voneinander haben
und in einer Horizontalen liegen. Die leichtere Perle wird bis zum
Mittelpunkt von 4B gehoben und dann fallen gelassen. Man zeige.
daB sich die Perlen gerade noch treffen, wenn

M4+ m [ 1
i —%Vita +a
ist.

27. Zwei Massenpunkte 4 und B sind durch einen Faden von
der Linge ! verbunden, welcher durch eine kleine Offnung in einem
glatten horizontalen Tisch liuft, auf dem sich A bewegt, wobei er den
Punkt B in der Schwebe hilt. A4 wird eine zu A C senkrechte Anfangs-
geschwindigkeit erteilt. Es sei AC=—=xl, n das Verhiltnis der Massen
von 4 und B. Man beweise, daB B nicht bis zum Tische hinaufsteigen
kann, wenn die Anfangsgeschwindigkeit kleiner ist als diejenige, die

ein Korper beim freien Durchfallen der Héhe erlangen wiirde.

nl

14 %

28. Zwei materielle Punkte von den Massen m und xm sind mit-
einander durch einen Faden verbunden, der iiber den héchsten Punkt
eines glatten Kreises lauft, und liegen auf dem Umfang des Kreises auf.
Man beweise, daB die Bewegung von m von seiner Gleichgewichtslage
aus in derselben Weise vor sich geht, wie die eines freien Massen-
punktes, der von dem héchsten Punkfe des Kreises unter der Wirkung

2
der im Verhéltnis VI —{—xl—-{i——ix COS% verkleinerten Schwerkraft herab-
fillt; hierbei bedeutet o den" vom Faden umspannten Zentriwinkel.

29. In einen Tisch ist eine gerade glatte Nut eingeschnitten, an
deren Ende sich ein gerader Spalt senkrecht zur Nut befindet. Ein
Faden von der Linge ! ist mit einem Ende an einer Kugel von der
Masse m befestigt, die in der Nut liegt, lduft durch den Spalt und trigt
am anderen Ende eine Masse »m. Diese wird in der Vertikalebene,
die zur Nut senkrecht steht und den Spalt enthilt, aus gelenkt und
dann losgelassen. Man beweise, daB sie als Bahn ein Stiick einer Ellipse

mit den Halbachsen ! und bt beschreibt, deren groSe Achse ver-

14
tikal steht. +
80. Zwei Massenpunkte 4 und B, beide von der Masse m, gleiten

auf einem kreisférmig gebogenen vertikal stehenden Draht vom Radius a
und sind durch zwei Fiden, die beide gleich diesem Radius sind, mit

einem dritten Punkte C von der Masse m’ verbunden. Das System dieser
drei Massen sei zundchst in der Lage in Ruhe, in welcher die Fiden
und die Radien durch 4 und B ein Quadrat bilden und C senk-

recht unter dem Kreismittelpunkt liegt. Dann werde es losgelassen.
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Man beweise, daB die beiden Massenpunkte im Augenblick des Zusammen-
treffens die Geschwindigkeit besitzen

V(@ —v2)ag (1+%’).

31. Zwei materielle Punkte von den Massen M, m sind durch
einen Faden verbunden, der iiber eine glatte Rolle lduft. Der kleinere (m)
hiingt vertikal herunter und der andere bewegt sich in einer glatten
Kreisnut auf einer unter dem Winkel a gegen die Vertikale geneigten
Ebene. Der hochste Punkt der Nut liegt senkrecht unter der Rolle.
M geht aus der Ruhelage von einem Punkte dicht nahe dem h&chsten
Punkte der. Nut ab. Man beweise, daB der Massenpunkt die Kreisnut
vollkommen durchléduft, wenn der Radius der Nut den Wert

h-mM cos
m? — M? cos 2o
nicht iibersteigt. Es bedeutet hierbei & die Hohe der Rolle iiber dem
héchsten Punkte der Nut.

32. Ein Massenpunkt beginne seine Bewegung aus der Ruhelage
am einen Ende der groBen Achse einer glatten elliptischen Nut mit
den Achsen 2a, 2b, die in einen horizontalen Tisch eingeschnitten ist.
Er ist an einem Faden befestigt, der durch ein kleines Loch im Mittel-
punkt der Ellipse geht und eine gleichschwere kleine Masse trigt. Man
beweise, daB der Horizontaldruck auf die Nut in dem Augenblicke, in
dem die erste Masse sich an einem Ende der kleinen Achse befindet,
verschwindet, wenn

20 —a’b—4ab®+40*=0
wird.

33. Ein Massenpunkt vom Gewicht W bewege sich in einer glatten
elliptischen Nut auf einem horizontalen Tisch. Er ist an zwei Fiaden
befestigt, die durch Lécher in den Brennpunkten laufen und je ein Ge-
wicht W tragen. Einer der Koérper werde mit der Geschwindigkeit Ve
abwirts gezogen, sobald der Punkt am einen Ende der kleinen Achse
angelangt ist. Man beweise, daB die Fiden nicht schlaff werden, falls

2 .
Vi< é(?)% bT) ist, und daB in diesem ‘Falle die Horizontaldriicke R
nnd R’ auf die Nut, wenn der Punkt an den Enden der Achsen ist,
durch die Gleichung miteinander zusammenhingen
Rb*— R'a(83a®—2b% =6 Wa2be2.
Hierin bedeuten 2a und 2b die Hauptachsen und e ist die Exzentri-
zitét der Ellipse.

84. Ein glatter parabelférmig gebogener Draht, auf dem eine
glatte Perle vom Gewicht w gleitet, liegt in einer Horizontalebene. An
der Perle ist ein Faden angekniipft, der reibungslos durch einen kleinen
im Brennpunkt der Parabel befestigten Ring lauft und an seinem
anderen Ende ein Gewicht Tf—l trigt. Man beweise, daB die Faden-
spannung T in irgendeinem Zeitpunkt der Bewegung durch eine Glei-
chung von der Form

(e T — w) (er — a)? = const
gegeben ist, in der r den Brennstrahl der Perle und 4 a den Parameter
der Parabel bezeichnen.
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35. Auf zwei glatten, geraden, horizontalen und sich rechtwinklig
kreuzenden Drahten vom Abstand d gleiten zwei kleine Ringe von
gleicher Masse, die durch einen undehnbaren Faden von der Linge !
verbunden sind. Sie werden mit den Anfangsgeschwindigkeiten » und v
von zwei Punkten aus in Bewegung gesetzt, die vom kiirzesten Abstand
der Drihte die Entfernungen ¢ und b haben. Nachdem der Faden
straff geworden ist, schwingen die Punkte abwechselnd hin und her;
die Schwingungsdauer ist

27 (12 — d?)
av—bu

36. Zwei gleiche Perlen, die durch ein starres masseloses Stibchen
verbunden sind, befinden sich auf einem vertikalen, kreisformig ge-
bogenen Draht. Die eine sei anfangs im hochsten Punkt. - Man zeige,
daB die Perlen, wenn die zweite den tiefsten Punkt erreicht, beide die-
selbe Geschwindigkeit besitzen, die sie haben wiirden, wenn sie wihrend
der ganzen Bewegung gar nicht zusammengehangen hitten.

87. Das eine Ende eines Fadens von der Lange ! ist am hochsten
Punkt eines fest stehenden horizontalen Kreiszylinders vom Radius a
befestigt. Ein am anderen Ende angebundener Massenpunkt wird aus
einer Lage fallen gelassen, in der der Faden gestreckt ist und in der er
horizontal und senkrecht zur Zylinderachse liegt. Man beweise, daB fiir
den Fall | < 2xa der Faden schlaff wird, bevor der Massenpunkt zur
Ruhe kommt, und daB er bis zum Schlaffwerden einen Winkel um-
schlungen hat, der in BogenmaB ausgedriickt die GroBe hat

4a 4 (a\ 4(32 g) (a)3
37 +3"(z)+3 ) \7)

38. Zwei materielle Punkte P und ¢ von gleicher Masse gleiten
auf einem glatten endlosen Faden O PQ, der durch einen kleinen glatten
Ring in O geht und in einer glatten horizontalen Ebene liegt. Anfangs
ist OP=0@ und die Massenpunkte besitzen gleiche Anfangsgeschwin-
digkeiten lings der Halbierungslinien der AuBenwinkel von QP @ bzw.
OQP. Man beweise, daB sich wihrend der Be,wegung die Faden-
spannung umgekehrt proportional O P éndert.

39. An den Enden eines Fadens seien zwei Massen M und m be-
festigt, von denen die erstere in einer festen glatten horizontalen Réhre
und die letztere auf einem glatten Tisch in der durch die R6hre gehenden
Horizontalebene liegen. Der Faden sei anfangs gerade und die Masse m
werde senkrecht zum Faden in Bewegung gesetzt. Man beweise, daB
die Polargleichung ihrer Bahn die Form hat

rcos{@%}:c.

40. Zwei Massenpunkte mit den Massen m und m’ liegen auf einem
glatten horizontalen Tische und sind durch einen Faden verbunden, der
durch einen auf dem Tische befestigten, glatten Ring lduft. Anfangs
-ist der Faden gerade gestreckt und der Ring trennt ihn in .die beiden
Stiicke @ und a’. Die Anfangsgeschwindigkeiten der Massenpunkte v und
v/ seien senkrecht zum Faden gerichtet. Man beweise, daB zu jeder Zeit
zwischen der Fadenspannung T und den Abstinden r.und # vom Ring
die Beziehung besteht

1) atv® | av't
’

Tt )=+
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Man beweise iiberdies, daB die beiden Apsidenabstinde gleich

werden, wenn
mvt:m'vV2=08a' +a):Ba-+}4a).

41. Zwei materielle Punkte von gleicher Masse sind durch einen
Faden von der Liénge @ verbunden und liegen auf einem glatten Tisch;
der Faden sei gerade gestreckt. Einer der Punkte erhilt eine Anfangs-
geschwindigkeit senkrecht zum Faden. Man beweise, da8 jeder der
Punkte eine Reihe von Zykloiden beschreibt, von denen eine jede in der

Zeit 2ma zuriickgelegt wird.

42. Zwei Massenpunkte P, @ seien durch einen diinnen Faden
verbunden, der durch ein kleines Loch in einer glatten schiefen Ebene
(Neigung o) geht. @ hinge vertikal herunter und P bewege sich auf
der schiefen Ebene. Man zeige, daBl die Differentialgleichung der Bahn
von P die folgende ist

sm@sma k — sin o cos ® - sin asin O (1 + k) — d@
7 ] d(~) du =0
ut (14 k) E-O—g—}—us
worin k das Verbéltnis der Masse @ zu der von P bedeutet.

43. Zwei materielle Punkte von den Massen m und m' sind durch
einen Faden verbunden, der durch ein Loch in der Spitze eines glatten
geraden Kreiskegels mit vertikaler Achse und oben liegender Spitze
hindurchgeht.

Der Punkt m' hdngt vertikal herab und m beschreibt einen Kreis
vom Radius ¢ auf dem Kegel. Man beweise, dal er durch eine geringe
Stérung in kleine Schwingungen von der Schwingungsdauer

N—ITET

2n n n

3 g (m' — m cos ) sin &

versetzt wird, wobei- 2 den Spitzenwinkel des Kegels bedeutet.

44. Ein Ring moge sich auf einem langen, geraden, rauhen Stab
vom Reibungskoeffizienten x unter Wirkung einer Anziehungskraft be-
wegen, die nach einem festen Punkt auBerhalb des Stabes gerichtet ist
und sich proportional dem Abstand #ndert. Man beweise, daB die
Schwingungsdauer dieselbe ist, als wenn der Stab glatt wire, und daB8
der Ring schlieBlich in einem Punkte innerhalb der Strecke 2 ud des
Stabes zur Ruhe kommt, wobei d den Abstand des Stabes vom Kraft-
zentrum bedeutet.

45. Ein Massenpunkt gleitet auf dem Bogen eines rauhen, vertikal
stehenden Kreises (u=14), und zwar beginnt er seine Bewegung von
der Ruhelage am einen Ende des horizontalen Halbmessers aus. Be-
zeichnet © den Winkel, den der Radius durch den Massenpunkt in dem’
Augenblick mit der Horizontalen einschlieBt, in dem die Geschwindigkeit
ihren Ho6chstwert erreicht hat, so gilt

sin®=+4%cos ©®}¢e—©

46. Ein materieller Punkt von der Masse 1 bewege sich in einem
rauhen, geraden Rohr 4 B unter der Wirkung einer Zentralkraft, die
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ihn mit der GréBe i% im Abstand r von C abzustoBen sucht. Der Punkt

A ist der FuBpunkt des von C auf das Rohr gefillten Lotes und der
Massenpunkt bewege sich von 4 aus mit der Anfangsgeschwindigkeit v
lings des Rohres. Man beweise, da8 er zur Ruhe kommt, wenn der von
C gezogene Fahrstrahl mit C' 4 einen Winkel © bildet, der der Gleichung
geniigt
6—1 o—1"
#6—logsec O=5-,

worin u der Reibungskoeffizient ist.

47. Auf einer rauhen Zykloide, deren hichster Punkt ihr Scheitel
ist, gleite ein materieller Punkt ohne Anfangsgeschwindigkeit aus einem
Nachbarpunkt der labilen Gleichgewichtslage herunter. Man zeige, daB
die Geschwindigkeit in dem Punkte, in dem die Tangente einen Winkel &
mit der Horizontalen bildet, 2 ya gsin (¢ — ¢) ist und daB der Massen-
punkt die Zykloide verliBt, wenn die Geschwindigkeit den Wert

\/@{sin (%) —+ cos % }

erreicht hat. Unter ¢ ist hierbei der Reibungswinkel zu verstehen.

48. Ein Massenpunkt gleite eine rauhe Zykloide mit vertikaler
‘Achse und unten liegendem Scheitel herab. Man beweise, daB die
Zeit, die der Massenpunkt braucht, um irgendeinen bestimmten Punkt
auf der Zykloide zu erreichen, unabhingig vom Abgangspunkt ist.

Ebenso beweise man, daB der Punkt hin und her schwingen wird,
wenn die Tangente im Abgangspunkt mit der Horizontalen einen gréBeren
Winkel als « einschlieBt, wobei a den kleinsten positiven Winkel be-
zeichnet, der die Gleichung befriedigt

sin (o0 — 2) = elethtanid gin 9y,
hierin stellt 2 den Reibungswinkel dar.

49. Ein Ring bewege sich auf einem rauhen Draht, der die Form
einer Zykloide mit vertikaler Achse und nach unten gekehrtem Scheitel
hat. Geht der Ring vom tiefsten Punkte mit der Anfangsgeschwindig-
keit u, ab, so ist seine Geschwindigkeit w fiir eine Lage, bei welcher
die Bewegungsrichtung den Winkel @ gegen die Horizontale bildet, durch
die Beziehung gegeben

u? = (u? -+ 4 agsin® &) e—2Ptanz — 4 g g sin® (P ),

wobei a den Radius des erzeugenden Kreises und ¢ den Reibungswinkel
bedeuten. :

Ebenso beweise man, daB, falls der Punkt seine Bewegung von
einer Spitze der Zykloide mit der Anfangsgeschwindigkeit v, beginnt,
wihrend des Absteigens seine Geschwindigkeit sich gema der Gleichung
dndert:

v?=(v2 -+ 4agcoste) e!P 2NN _ 44 4gin® (S —e).

50. Ein Massenpunkt beginne seine Bewegung von einem Punkte
der tiefsten Erzeugenden eines rauhen horizontalen Kreiszylinders vom
Radius @ aus mit einer Anfangsgeschwindigkeit V rechtwinklig zur Er
zeugenden und stehe unter dem alleinigen EinfluB von Bahndruck und
Reibung auf der Zylinderfliche. Man beweise, daB er nach einer Zeit
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a(e2nux —1) ) . . .
T av zum Ausgangspunkte zuriickkommt, wenn man mit x den
Reibungskoeffizienten bezeichnet.

51. Ein rauher Draht von der Form einer logarithmischen Spirale,
deren Tangente den Winkel arc cot 2 # mit dem Fahrstrahl bildet, liege
in einer vertikalen Ebene; ein schwerer Punkt gleite daran hinunter
und komme im tiefsten Punkte zur Ruhe. Man beweise, daB die in
der Anfangslage des Punktes gezogene Tangente mit der Horizontalen
einen Winkel 2 arc tanw einschlieSt und daB die Geschwindigkeit ihren
Hochstwert erreicht, wenn der Winkel & der Bewegungsrichtung mit
dem Horizont die Gleichung erfiillt

@Qut—1)sin P4 3ucosP=2u.

52. In einer Ebene bewege sich ein Massenpunkt relativ zu ihr mit
gleichférmiger Geschwindigkeit, wihrend sich die Ebene gleichzeitig um
eine feste zu ihr lotrechte Achse mit der Winkelgeschwindigkeit w dreht.
Man zeige, daB die Bahn des Punktes durch die Gleichung dargestellt

wird

Ve —= 7V a

7_‘/7' —a®-+ - arc cos _,
worin r und @ Polarkoordinaten in einem festen Koordinatensystem sind
und a die kleinste Entfernung des Massenpunktes von der Rotations-
achse bedeutet.

53. Ein Punkt P bewege sich lings einer ebenen Kurve, die sich
selbst wieder in ihrer Ebene um einen Punkt O mit der gleichférmigen
Winkelgeschwindigkeit o dreht. Man beweise, daB die Kriimmung
der Bahn durch den Ausdruck gegeben ist

V(V420) (V4 rosing)+ro(Vosiny —fcosyp | ro?)
V+rw?42 ersiny;)%

Hierin bedeuten r die Linge O P, ¢ die Kriimmung der gegebenen Kurve
in P, ¢ den Winkel ihrer Tangente gegen O P, V die Geschwindigkeit
und f die Tangentialbeschleunigung von P relativ zur Kurve.

54. Ein materieller Punkt P vermag sich auf einem glatten kreis-
formig gebogenen Draht zu bewegen, dessen Mittelpunkt C sich mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit in der Ebene des Drahtes um einen
festen Punkt O dreht. Ist CP=38 0 C und macht der Punkt gerade
noch vollstindige Umlidufe auf dem Kreis, so wird der Bahndruck zwischen
Massenpunkt und Draht gleich Null, wenn CP mit O C einen Winkel
arcsec 3 bildet.

55. Ein glatter horizontaler kreisférmig gebogener Draht drehe sich
gleichformig um einen Punkt seiner Ebene. Man beweise, daB eine Perle
auf dem Draht dieselbe Bewegung ausfiihrt, wie sie das Gewicht eines
mathematischen Pendels macht.

56. In einer glatten, horizontalen, kreisférmig gebogenen Réhre
befinde sich ein Massenpunkt in Ruhe. Durch einen Punkt seines Durch-
messers gehe eine vertikale Achse, um die man die Réhre mit ‘gleich-
formiger Winkelgeschwindigkeit in Umdrehung versetzt. Man beweise,
daB zum Zuriicklegen jedes beliebigen Kreisbogens, der durch die End-
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punkte einer durch den Drehpunkt gehenden Sehne abgegrenzt wird,
gleichviel Zeit notig ist.

57. Auf einem glatten, kreisformig gebogenen Draht vom Radius a
in einer Horizontalebene befinde sich anfangs eine Perle in Ruhe. Durch
einen Punkt ihres Durchmessers im Abstand ¢ vom Kreismittelpunkt
gehe senkrecht zur Kreissehne eine Achse, um die man den Draht mit
der gleichformigen Winkelgeschwindigkeit w sich drehen 1dB8t. Nach-
dem die Perle eine Strecke a ® auf dem Draht zuriickgelegt hat, wird
dieser plotzlich angehalten. Man beweise, daB sich die Perle nunmehr
mit der Geschwindigkeit bewegt

© {Va*F¢c*+2ac cos —(a+fccos 6) }.

58. Zwei kleine Ringe von der Masse m, und m, gleiten auf zwei
glatten geraden Stében, die sich unter einem Winkel o schneiden. Die
Ringe sind durch einen elastischen Faden von der natiirlichen Linge ¢
und dem Elastizititsmodul 4 verbunden. LiBt man die Stibe um ihren
Schnittpunkt in ihrer Ebene mit der gleichférmigen Winkelgeschwindig-
keit w rotieren, so gilt wihrend der Bewegung stets die Beziehung

. , 1e
m, (7 — r? 0®) - m, (F3 — rl o¥) TS = const,

worin ¢ die Dehnung des Fadens und r, bzw. r, die Abstinde der Ringe
vom Schnittpunkt der Stibe zu einer beliebigen Zeit bedeuten.

59. Eine glatte, elliptisch gebogene Rohre drehe sich um eine verti-
kale Achse, die. senkrecht zu ihrer Ebene steht und durch ihren Mittel-
punkt geht, mit der gleichférmigen Winkelgeschwindigkeit w. Man be-
weise, daB der Massenpunkt in einem Ende der groSen Achse im Gleich-
‘gewicht bleibt, und daB er nach einer kleinen Storung um diese Gleich-

2xy1—é

gewichtslage Schwingungen mit der Schwingungsdauer P aus-

fithrt, wobei e die Exzentrizitit bedeutet.

60. Ein Massenpunkt vermag sich in einer glatten, -elliptisch ge-
bogenen und in einer Vertikalebene liegenden Réhre zu bewegen, die
sich um eine horizontale, durch ihren Mittelpunkt gehende Achse drehen
kann. Anfangs stehe die groBe Achse vertikal und der Massenpunkt
befinde sich im hochsten Punkte in Rube. Plétzlich wird die Rohre
mit der gleichférmigen Winkelgeschwindigkeit y4 g (@ ) in Umdrehung
versetzt, wobei 24 und 2b die Achsen der Ellipse sind. Man beweise,
daB sich der Massenpunkt genau so auf der Ellipse bzwegen wird, als
ob er vom Mittelpunkt mit einer Kraft angezogen wiirde, die sich pro-
portional der Entfernung éndert.

61. Ein Korper beschreibt eine Ellipse mit den Halbachsen a
und b um einen Punkt, von dem er angezogen wird. Im Abstand r
von diesem Punkte geridt er unter die Wirkung einer kleinen nach dem-
selben Punkte gerichteten Stérungskraft, die sich umgekehrt proportional
der 3ten Potenz der Entfernung #éndert. Man beweise, daB dabei die-
selbe Bewegung zustande kommt, als ob der Korper unter dem EinfluB
der urspriinglichen Kraft eine Zentralkurve beschreibt, die sich gleich-
zeitig (mitsamt dem Koérper) um das Kraftzentrum dreht, und zwar mit
einer nmal so groBen Winkelgeschwindigkeit wie die des Korpers; hier-
bei .ist # eine kleine Konstante. Die Halbachsen der neuen freien Bahn

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 12
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sind dabei gleich dem 2 :t_,b- fachen bzw. n (1 -+ g—;) fachen der Halbachsen

der urspriinglichen Bahnkurve.

62. Wiihrend ein Massenpunkt in einer glatten, kreisférmig ge-
bogenen und in einer Vertikalebene liegenden Réhre vom Radius a auf
einem Bogen von der Héhe h hin und her pendelt, liuft ein anderer
Punkt in einem glatten, nach einer Schraubenlinie gewundenen und auf
einem horizontalen Zylinder vom Durchmesser & aufgewickelten Rohr.
Der Zylinder beriihrt die Kreisrohre im tiefsten Punkte. Die Bewegung
in der Schraubenrohre gehe mit einer Geschwindigkeit vonstatten, wie
sie dem freien Fall aus einer Hohe 2 a iiber dem tiefsten Punkte der
Rohre entspricht. Man beweise, dafl die zwei Massenpunkte sich so
bewegen konnen, dafl sie stets in derselben Niveauh6he liegen, wenn
nidmlich, die Linge einer Schraubenwindung gleich dem Umfang der
Kreisrohre ist.

63. Ein Massenpunkt gleite auf einer glatten Schraubenlinie vom
Steigungswinkel oo und vom Radius ¢ unter dem EinfluB einer Kraft,
die nach einem festen Punkte der Achse gerichtet und gleich dem
ufachen Abstand vom Kraftzentrum ist. Man zeige, daBl der Bahndruck
nur verschwinden kann, wenn die gréB8te Geschwindigkeit des Massen-
punktes den Wert ausec o erreicht.

64. Ein materieller Punkt bewege sich auf einem schraubenférmig
gewundenen Draht mit vertikaler Schraubenachse. Man zeige, daB die
Geschwindigkeit v nach Beschreibung eines Bogens s durch die Gleichungen
gegeben ist

ds 1 sec? « cosh @
'dd 2% tan o¢ — u cosh @’

worin a den Radius des Schraubenzylinders, e den’Steigungswinkel der
Schraubenlinie gegen die Horizontale und x den Reibungskoeffizient be-
zeichnen.

65. Auf der Oberfliche eines geraden Kreiskegels mit vertikaler
Achse und oben liegender Spitze ist eine kleine glatte Nut derart ein-
geschnitten, daB ihre Tangente mit der Vertikalen den konstanten
Winkel g bildet. Aus der Ruhelage in der Kegelspitze rutsche ein
Massenpunkt die Nut herunter. Man zeige, daB er zum Herabgleiten
lings einer vertikalen Hohe h ebensoviel Zeit braucht wie ein Korper,
der eine H6he hsec?f frei herabfillt. Ebenso beweise man, daB der
Bahndruck konstant ist und mit der Hauptnormalen der Bahn einen

konstanten Winkel
{ isina }
arctan § — - —— - -

cos? o« — cos?

v?=ag sec « sinh @

bildet, wobei 2 der Kegelwinkel ist.

66. Eine glatte schraubenférmige Réhre mit dem Steigungswinkel a
sei mit ihrer Achse gegen die Vertikale unter dem Winkel 8 (> «) geneigt
und enthalte einen zundchst in Ruhe befindlichen Massenpunkt. Sie
wird darauf um ihre Achse mit der gleichfsrmigen Winkelgeschwindig-
keit w gedreht. Man beweise, daB der Massenpunkt wenigstens eine
volle Drehung um die Achse ausfiihrt, wenn
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1a w?
29
wobei siny =tan a cot § und a den Schraubenradius bedeutet.

67. Auf einem Kegel vom Spitzenwinkel 2 & mit vertikaler Achse
und oben liegender Spitze ist eine glatte Rohre so aufgewickelt, daB
sie die Kegelerzeugenden unter dem konstanten Winkel 8 schneidet.
Man 1dBt die Rohre um die Kegelachse mit der gleichformigen Winkel-
geschwindigkeit 2 rotieren. Dann wird ein Massenpunkt, von der Ruhe-
lage in der Spitze ausgehend, in der Zeit ¢ lings der Rohre eine Strecke
beschreiben

> [(= 4 2 y) sin y + 2 cos ] sin B cot & cosec? «,

cosx - . .
gﬁsin’—o'tcosﬂ [cosh (2 ¢ sin & cos ) — 1].

68.- Ein Massenpunkt bewegt sich in einer glatten, nach einer Loxo-
drome geformten und auf einer Kugel vom Radius a aufgewickelten
Réhre, die sich ihrerseits mit der gleichférmigen Winkelgeschwindigkeit w
um die Polarachse dreht. Der Massenpunkt beginne seine Bewegung von
einem Punkt des Aquators aus mit der Anfangsgeschwindigkeit a w
relativ zur R6hre. Man zeige, daB er nach der Zeit

}a;{ sec @ — log (sec © - tan O) }
einen Winkelweg © vom Aquator aus zuriickgelegt hat und daB gleich-
zeitig die Zwangskraft der Réhre den Wert
2m a w® (1 4-sin ) cos O

erreicht, wobei m_die Masse des materiellen Punktes und o den Steigungs-
winkel der Loxodrome bedeuten.

69. Ein Massenpunkt ist am einen Ende eines ! cm langen Fadens
befestigt, dessen anderes Ende am hochsten Punkt einer glatten Kugel
vom Radius a angebunden ist. Der Massenpunkt beschreibe einen hori-
zontalen Kreis mit der Winkelgeschwindigkeit & und der Faden beriihre
dabei die Oberfliche auf einer Linge a . Man weise nach, da8

f — g cot
" asinad-( —aox)cosa

ist.

70. Ein Ring gleite auf einem rauhen geraden Draht, der mit
gleichférmiger Winkelgeschwindigkeit w um eine feste, vertikale, sich
mit ihm schneidende Achse rotiert; die Neigung des Drahtes gegen die
Horizontale sei . Man beweise, da der Ring, um relativ zum Draht
im Gleichgewicht zu bleiben, zwischen zwei Punkten auf dem Draht
liegen muB, die den Abstand

go%seca { tan (o 4 1) — tan (¢ —A4) }
voneinander haben, wobei 4 der Reibungswinkel ist.

71. Ein kleiner Ring kann auf einem glatten, nach einer ebenen
Kurve gekriimmten Draht gleiten, der sich mit der Winkelgeschwindig-
keit w um eine vertikale in seine Ebene fallende Achse dreht. Welche
Form muB die Kurve haben, wenn der Ring in jedem Punkte im rela-
tiven Gleichgewicht sein soll?

Man beweise, da8 beim Anwachsen der Winkelgeschwindigkeit auf

12*
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den Wert ' der Ring noch im Gleichgewicht bleibt, wenn der Draht
rauh und der Reibungskoeffizient zwischen ihm und dem Ring nicht
. 1/ o) .
kleiner als - (— — --,) ist.
2 \w ©

72. Ein Stab von der Linge 2 a drehe sich in einer horizontalen
Ebene um einen seiner Endpunkte mit der gleichférmigen Winkelge-
schwindigkeit w. An seinen beiden Enden sind die Enden eines 2! m
langen Fadens festgebunden, auf dem ein Ring gleiten kann. Man be-
weise, dafl die nach der Achse gerichtete Beschleunigung, nachdem der
Beharrungszustand eingetreten ist und der Ring sich in einer Entfernung
» -+ x von der Achse befindet, die GréBe hat

2 F—a
T —a
73. Eine glatte zykloidenférmig gekriimmte Réhre rotiere mit gleich-

formiger Winkelgeschwindigkeit w um ihre vertikal stehende Basis.
Man zeige, daB ein Massenpunkt nirgends in der Réhre auBer im tiefsten

Punkt im Gleichgewicht sein kann, solange w den Wert \/% nicht iiber-

schreitet, worin ¢ den Radius des erzeugenden Kreises bedeutet. Ist w

groBer als \/%, so gibt es zwei Gleichgewichtslagen in der Rohre; deren
Bogenabstinde vom Scheitel der Zykloide sind

% V2a? 0+ 2 aya® ot — g2,

74. Ein Massenpunkt bewege sich in einer glatten kreisférmig ge-
kriimmten Rohre vom Radius @, die mit der Winkelgeschwindigkeit »
um einen festen vertikalen Durchmesser rotiert. Bezeichnet ©@ den
Winkelabstand des Massenpunktes vom tiefsten Punkte und befand sich
der Massenpunkt apfangs in der Stellung ©® =« relativ zur Réhre in

. 24 . . . . .
Ruhe, wobei ® €08 5 = %mt, so gilt zu irgendeiner spiiteren Zeit t

o 3 ( . cc)
cotgucoté cosh wtsm§ .

75. Ein Massenpunkt werde gezwungen, auf der Oberfliche einer
Kugel vom Radius a zu bleiben, und sei mittels eines wenig dehnbaren
Fadens von der natiirlichen Linge a o und dem Elastizititsmodul 1 an
einem festen Punkte der Kugelfliche angebunden. Wird der Massen-
punkt mit der Geschwindigkeit v senkrecht zum ungespannten Faden
in Bewegung gesetzt, so ist die groBte darauf folgende Auslenkung

202 1mv2cot o .

76. Auf der Innenfliche eines glatten Kegels mit vertikaler Achse
und nach unten gekehrter Spitze werde ein Massenpunkt in horizon-
taler Richtung in Bewegung gesetzt. Auf der in eine Ebene abge-
wickelten Kegelfliche sieht die Bahn des Punktes genau so aus wie die
eines Punktes, der sich unter der Wirkung einer nach einem festen Punkte
gerichteten konstanten Kraft bewegt hitte. Man beweise dies.
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77. Ein Massenpunkt bewege sich auf einer glatten Kegelfliche
unter der Wirkung einer nach der Kegelspitze gerichteten Kraft, die
sich umgekehrt proportional dem Quadrat des Abstands dndert. Wird
die Kegelfliche in eine Ebene ausgebreitet, so erscheint die Bahn als
ein Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt in der Kegelspitze liegt.

78. Ein Massenpunkt bewege sich unter dem EinfluB der Schwere
auf einem geraden Kreiskegel mit vertikaler Achse. Wenn sich die Be-
wegungsgleichungen ohne elliptische Funktionen integrieren lassen sollen,
so muB der Massenpunkt unterhalb der Spitze des Kegels liegen und
sein Abstand r von der Spitze zur Zeit ¢ ist durch eine Gleichung von
der Form gegeben

(r#)=2gcosa(r—ry) (r+2r,?,

worin 2« der Spitzenwinkel des Kegels ist.

79. Ein materieller Punkt bewege sich auf der Innenfliche eines
glatten Kreiskegels mit dem Spitzenwinkel 2 o¢ unter der Wirkung einer
nach der Spitze gerichteten Kraft, die sich umgekehrt proportional dem
Quadrat des Abstands &ndert. Er wird von einer Apside in der Ent-
fernung ¢ von der Achse mit einer Geschwindigkeit in Bewegung ge-
setzt, die }/6 mal so groB ist als diejenige, welche fiir eine Kreisbahn
auf der Flache notig wire. Man zeige, daBl die Polargleichung der Pro-
jektion der Bahn auf eine zur Achse senkrechte Ebene lautet

3c

- =2+ cos (Osin a),

7 (2 ¢ cosec a)‘}

daB die Zeit von einer Apside bis zur nichsten ist und

I
daB der Druck auf die Fliche sich umgekehrt proportional der 3ten Potenz
der Entfernung vom Scheitel dndert.

80. Auf der glatten Innenfliche eines geraden Kreiskegels mit
vertikaler Achse und nach unten gekehrter Spitze werde einem materie]len
gh
nfn
erteilt, worin i die anfingliche. Hohe iiber der Spitze bedeutet Man

beweise, daB der tiefste Punkt seiner Bahn in einer Héhe " iiber der

Spitze liegt.

81. Ein gerader Kreiskegel mit dem Spitzenwinkel 2 ¢ stehe mit
einer Erzeugenden senkrecht, die Spitze nach pben gekehrt. Von einem
Punkte der Erzeugenden mit geringster Steigung ab werde einem Massen-
punkt in horizontaler Richtung und senkrecht zu dieser Erzeugenden
die Anfangsgeschwindigkeit v erteilt. Man zeige, daB er iiber- die Kegel-
fliche gerade noch hinstreichen wird, ohne dabei einen Druck auszu-
iiben, wenn die Enfernung des Abgangspunktes vom Scheitel

1 v® cosec? &
2 g

82 . Ein Massenpunkt werde von einem festen Punkte auf der
Innenfliche eines glatten Umdrehungsparaboloids mit vertikaler Achse
und nach unten gekehrtem Scheitel in horizontaler Richtung in Bewegung
gesetzt. Man beweise, daB seine Geschwindigkeit in demjenigen Punkt,

ist.
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in dem er sich wieder in horizontaler Richtung bewegt, unabhingig von
der Anfangsgeschwindigkeit ist.

83. Bewegt sich ein Koérper von der Masse m unter der Wirkung
der Schwere auf einer glatten Kugelfliche vom Radius 1, so schneidet -
die Schmiegungsebene der Bahn die Normale unter dem Winkel

arc tan 7%1;—3’ wenn h der Drall um den senkrechten Durchmesser und

die Geschwindigkeit bedeuten und wenn die Schmiegungsebene den senk-
rechten Durchmesser stets unter dem Mittelpunkt der Kugel trifft.

84. Ein Massenpunkt bewege sich auf der Innenfliche einer glatten
Schale, die die Form eines Paraboloids vom Parameter 4 @ mit verti-
kaler Achse und unten liegendem Scheitel hat, und zwar werde er in der
durch den Brennpunkt gehenden Horizontalebene lings der Oberfliche
mit der Anfangsgeschwindigkeit y2n a g fortgeschleudert. Man beweise,
daB der Kriimmungsradius der Bahn im Ausgangspunkt den Wert

besitzt.

85. Ein Massenpunkt bewege sich auf der Innenfliche eines glatten
Umdrehungsparaboloids mit vertikaler Achse und nach unten gekehrtem
Scheitel, nachdem ihm' in einer Richtung, die mit dem Meridian den

Winkel :;—t einschlieBt, in der Niveauhthe des Brennpunkts eine sélche

Anfangsgeschwindigkeit erteilt worden ist, wie er sie beim freien Fall
aus einer Hohe h erlangt haben wiirde. Man beweise, daB der Kriimmungs-
radius im Ausgangspunkte der Bahn die GroBe besitzt

41y2 s arc tan L
5 cosarc 5
worin | den Parameter bezeichnet.

86. Schneidet die Bahn eines materiellen Punktes, der sich auf
einem geraden Kreiskegel bewegt, die Erzeugenden unter dem Winkel y,
80 hat die in die Tangentialebene der Oberfliche fallende und senkrecht
zur Bahn stehende Komponente der Beschleunigung die GréBe

v? (%%—{—%sinx) s

worin v die Geschwindigkeit und » den Abstand von der Spitze be-
deuten.

Liegt die Achse des Kegels vertikal und seine Spitze oben und
ist die Geschwindigkeit immer so groB, wie sie beim freien Fall von der
Spitze aus sein wiirde, so verliBt der Punkt die Kegelfliche, wenn

2s8in? y =tan?a,
wobei 2a der Spitzenwinkel des Kegels ist. Was wird eintreten, wenn
tan?ot > 27
87. Ein Massenpunkt bewege sich auf einer glatten Umdrehungs-
fliche. v sei seine Geschwindigkeit in einem Punkte, in welchem die
Normale bis zur Drehachse die Linge » hat. Der Winkel dieser Normalen
gegen die Drehachse sei ®. Bezeichnet d s das Bogenelement der Bahn
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und 7 den Winkel, unter dem es den Meridian schneidet, so hat die in
die Tangentialebene der Oberfliche fallende und senkrecht zur Bahn
stehende Beschleunigung die GréBe

dy sinxcotO)
v“(——}— --.
ds

v

88. Ein Massenpunkt beschreibe auf einer Kugelfliche eine Loxodrome
in der Weise, daB die Linge gleichférmig zunimmt. Man beweise, dal
die resultierende Beschleunigung sich proportional dem Kosinus der Breite
gndert und daB sie mit der Normalen einen Winkel bildet, der gleich
der Breite ist.

89. Ein Massenpunkt beschreibe auf einer glatten Kugelfiiche unter
dem EinfluB einer parallel der Achse gerichteten Kraft eine Loxodrome.
Man zeige, daB die Kraft umgekehrt proportional der 4ten Potenz des
Abstands von der Achse und direkt proportional dem Abstand von der
Ebene des groBten Kreises ist, der senkrecht zur Achse steht.

90. Ein Massenpunkt von der Masse 1 bewege sich auf einer glatten

Kugel unter dem EinfluB zweier zentraler Anziehungskrifte und

I3
r2r?

75y Wenn 77, die Entfernungen des Punktes von den Enden eines

2’1
festen Durchmessers bezeichnen. Ist die Anfangsgeschwindigkeit so groB,
wie sie ein Punkt haben wiirde, der aus unendlicher Ferne kime, so
wird die Bahn auf der Kugelfliche eine Loxodrome.

91. Ein Massenpunkt wird ohne Anfangsgeschwindigkeit auf die
glatte Innenfliche eines vertikalen Kreiszylinders gebracht, der mit der
gleichformigen Winkelgeschwindigkeit & um diejenige Erzeugende rotiert,
die anfangs am weitesten vom Massenpunkt entfernt ist. Man beweise,
daB der Druck aut die Zylinderfliche gleich Null wird, wenn der Massen-

2

. 1 2
punkt eine Strecke —2-u—‘)q§ (log 3-’_—‘/5) herabgefallen ist.

92. Ein Massenpunkt sei mittels eines Fadens von der Linge a an
einem Punkte einer festen, rauhen Ebene angebunden, die unter dem
Reibungswinkel zwischen Massenpunkt und Ebene gegen den Horizont
geneigt ist. Der Massenpunkt wird senkrecht zum Faden, welcher an-
fangs gerade und horizontal sei, die Ebene hinuntergestoBen. Man be-
weise, daB er-im tiefsten Punkte seiner Bahn zur Ruhe kommt, wenn
(z—2)pga

, Vit
Reibungskoeffizienten bedeutet.

93. Ein rauber hohler Kreiszylinder mit horizontaler Achse wird
um diese in gleichfsrmige Umdrehung versetzt. Gleichzeitig erhilt ein
innen befindlicher Massenpunkt im tiefsten Punkte der Zylinderfliche in
der der Drehung entgegengesetzten Richtung eine solche Anfangsgeschwin-
digkeit, daB er am Ende des horizontalen Durchmessers zur Ruhe kommt.
Unter Voraussetzung geniigend groBer Winkelgeschwindigkeit ist die
nichste augenblickliche Ruhelage durch die kleinste Wurzel der Gleichung
gegeben

das Quadrat seiner Anfangsgeschwindigkeit ist, wobei u den

3u (€2#® — cos ©) = (2u* — 1)8in O,

wobei © der Winkel zwischen den Axialebenen durch die beiden Ruhe-
lagen und u der Reibungskoeffizient ist.
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94. Ein materieller Punkt erhdlt tangential zur Innenfliche eines
rauhen, vertikelen Kreiszylinders die horizontale Anfangsgeschwindigkeit V.
In einem Punkte seiner Bahn, wo diese die Erzeugende unter den Winkel @
schneidet, ist die Geschwmdlgkelt v durch die Gleichung gegeben

%‘Z = sin2¢{ Vm.—{- 2 u log (cot @ -} cosec (15)}

das Azimut und die vertikale Fallhohe sind
[Sid kil

2 2
2 2
fi dd bzw. fg— cotPdPp.
ag g9
@ @

95. Auf der Oberfliche eines rauben, geraden Kreiskegels vom Spitzen-
winkel 20¢ bewege sich ein Massenpunit nur unter der Wirkung der
Flichenzwangskra{t und der Reibung. Der Punkt erhalte im Abstand »
von der Spitze eine Anfangsgeschwindigkeit V senkrecht zur Erzeugenden.
In einem Punkte, wo seine Bahn eine Erzeugende unter dem Winkel y
schneidet, ist seine Geschwindigkeit Ve ~“°°**¢8% ynd es verstreicht bis
zu diesem Punkte die Zeit

2
»
7- eucotacosy .cOsecgle ,
z
worin © den Reibungskoeffizienten bedeutet.

96. In einem Medium vom Widerstand k- (Geschwindigkeit)? werde
ein Massenpunkt vertikal nach aufwirts geworfen. Ist w die Anfangs-
geschwindigkeit und T die gesamte Bewegungsdauer, so kann nachge-

= (2
wiesen werden, daB vk (»u— T) positiv ist und ebenso wiichst wie k.
97. Ein materieller Punkt werde in einem Medium vertikal nach
aufwirts geworfen, dessen Wlderstand ;> (Geschwindigkeit)? ist. Man be-

weise, da

111

v: U* K
ist, wenn U und V die Geschwindigkeiten sind, mit denen der Punkt
den Abgangspunkt verldBt bzw. wieder zu ihm zuriickkehrt.

98. Ein Massenpunkt durchfillt, von der Ruhelage ausgehend, unter
dem Einfluf der Schwere eine Strecke x in einem Medium, dessen Wider-
stand proportional dem Quadrat der ‘Geschwindigkeit ist. Es bezeichnen
v die Geschwindigkeit des Punktes in irgendeiner Lage, V seine End-
geschwindigkeit, v, diejenige Geschwindigkeit, die im luftleeren Raume
beim Durchfallen der Strecke x crreicht wiirde. Man beweise, daB

v? lv 1 vt 1
w1y e tag e gmare o

2
Yo
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99. Ein Massenpunkt werde von der Erdoberfliche mit der An-
fangsgeschwindigkeit u .senkrecht nach aufwiirts gestoBen. Ist in einem
beliebigen Zeitpunkt v die Geschwindigkeit und z die Hohe iiber dem

2

Erdboden, so ist der Widerstand k;-:—;z’ worin a der Erdradius be-

deutet. Ist z stets klein gegeniibor a, so ist die Geschwindigkeit, mit
der der Punkt zum Abgangspunkt zuriickkehrt, angenihert durch die
Gleichung gegeben

V? - 1,2 o N ( ”2 )2
T R LI
wobei die Veridnderlichkeit der Schwerkraft mit der Hohe beriicksich-

tigt ist,

100. Ein Massenpunkt wird in einem Medium, in dem der Wider-
stand kg (Geschwindigkeit)? ist, vertikal nach oben geschossen. Man be-
weise, daB er zum AbschuBpunkt mit einer im Verhéltnis 1_—?~Lkﬁ ver-
minderten kinetischen Energie zuriickkommt, wobei V die Anfangsge-
schwindigkeit bedeutet.

Man beweise ferner, daB der Winkel ® zwischen den Asymptoten
der vollstindigen Wurfbahn in diesem Medium durch die Gleichung ge-

geben ist
2

~q2— = cot O cosec O -} arc sinh cot O,
w

wobei U die Grenzgeschwindigkeit und w die horizontale Geschwindig-
keit im Scheitelpunkt der Wurfbahn ist.

101, Ein materieller Punkt bewege -sich unter der Wirkung der
Schwere in einem Medium, dessen Widerstand proportional der Ge-
schwindigkeit ist. Man beweise, daB die Wurfweite fiir eine horizontale
Ebene bei gegebener Anfangsgeschwindigkeit ein Maximum wird, wenn
der anfingliche Steigungswinkel und der schlieBliche Auftreffwinkel
Komplementwinkel sind.

102. Ein Massenpunkt wird eine unter dem Winkel o geneigte
Ebene hinaufgeschossen und bewegt sich unter der Wirkung der Schwere
und eines der Geschwindigkeit proportionalen Widerstandes. Die Ab-
schuBrichtung bilde einen Winkel § mit der Vertikalen, die Wurfweite B
sei ein Maximum und ¢ bezeichne die Wurfzeit. Man beweise, daB fiir
U als Grenz- und V als Anfangsgeschwindigkeit die Beziehungen gelten:

1-1——;]z secf=eU . . . ... ... ... 1)

U—:;(L_}__Z%?I%ﬁz gRsina+4Ut) . . . ... 2)
UV?2si

ﬂ%zchosu .......... 3)

103. In einem Medium vom Widerstand 2 k (Geschwindigkeit) be-
schreibe ein materieller Punkt von der Masse 1 eine ebene Kurve unter
der Wirkung einer zentralen Anziehungskraft, die im Abstand r vom
Kraftzentrum die GrgBe (u® - k®)r besitzt. Man beweise, daB er zur Zeit ¢
die Koordinaten hat



186 Die Bewegung bei Zwangs- und Widerstandskriften.

e ¥ {x, cos ut - =1 (uy + kay) sin ut}
e %t {y, cos ut 4 u=" (v, -+ kyo) sin ut},

wenn &,, Y, seine Anfangskoordinaten und u,, v, die Komponenten seiner
Anfangsgeschwindigkeit sind.

104. Ein Massenpunkt bewege sich unter dem EinfluB der Schwere
in einém Medium, dessen Widerstand proportional dem Quadrat der
Geschwindigkeit ist. 4 und v seien die Werte seiner Geschwindigkeit in
den beiden Augenblicken, in denen seine Bewegungsrichtung einen Winkel
Zv mit der Horizontalen einschlieBt. Man zeige, daB seine Geschwindig-
keit im hochsten Punkte die Grofle hat

_wv
Voo

105. Wenn wir unter der augenblicklichen Parabel eines Geschosses
in einem Medium, dessen Widerstand proportional dem Quadrat der Ge-
schwindigkeit ist, diejenige Parabel verstehen, welche beschrieben werden
wiirde, wenn der Widerstand zu wirken aufhorte, so 1aBt sich beweisen,
daB der Parameter dieser Parabel sich mit einer Geschwindigkeit pro-
portional 2% cos® © verkleinert. Hierin bedeuten @ die Neigung der Be-
wegungsrichtung gegen den Horizont yund v die zugehorige Geschwindig-
keit in irgendeinem Punkte, Man beweise iiberdies, dal die Parabelachse
sich dem Ausgangspunkte nihert oder sich von ihm entfernt, je nachdem
das GeschoB8 1m Aufsteigen oder Niedergehen begriffen ist.

106. Man beweise, daB die Horizontal- bzw. Vertikalkoordinaten x=
bzw. y eines Massenpunktes, der sich unter dem EinfluB der Schwere in
einem Medium vom Widerstand R bewegt, die Gleichung befriedigen

Py | 2R _

da® T vicos3d
wobei v die Geschwindigkeit und & den Neigungswinkel der Tangente
gegen die Horizontale bedeuten.

107. Man beweise, daB die Zeit ¢, die horizontale Abszisse = und
die vertikale Ordinate y in einem Punkt, in dem die Tangente des
Neigungswinkels der Geschwindigkeit gegen den Horizont p ist, fiir eine
Wurfbahn in einem Medium, dessen Widerstand sich proportional der

nten Potenz der Geschwindigkeit #ndert, durch die Gleichungen be-
stimmt werden

P gz [t o [ 2
_w:fP ”dp; F:J‘_P ndp; ;UE:J'I)P ndp;

. 4 » P
wobei

n—1

P=f(1 +p9) % dp
14

ist; auBerdem bezeichnen hierin w die Grenzgeschwindigkeit im Medium
und a die Tangente des Neigungswinkels gegen die Horizontale im Ur-
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sprung; wenn als solcher derjenige Punkt gewihlt wird, in dem die
Geschwindigkeit unendlich groB ist.

108. Ein Massenpunkt fiihre in einem Medium, dessen Widerstand
klein und gleich k (Geschwindigkeit)? ist, kleine Schwingungen aus. Man
zeige, daB die Schwingungsdauer durch die Wirkung des Widerstandes
nicht verdndert wird, daB sich aber die Amplitude jeder Halbschwingung
um % ka? verkleinert, wenn a die Amplitude der ungeddmpften Schwin-
gung bedeutet.

109. Ein Pendel schwinge in einem Medium, dessen Widerstand pro
Masseneinheit k (Geschwindigkeit)? ist. Werden die hdheren Potenzen
des Schwingungsbogens gegeniiber der ersten vernachlissigt, so ist die
Schwingungsdauer dieselbe wie ohne Diémpfung; aber die Zeit des Ab-

2 3
wirtsgangs iiberschreitet die des Aufwirtsgangs um gkoc‘/l—, worin o

die Winkelamplitude des Abwirtsgangs und ! die Pendellinge sind.
110. Man beweise, daB ein Massenpunkt in einem widerstehenden
Mittel einen Kreis vom Halbmesser a unter der Wirkung einer Kraft
beschreiben kann, die nach einem Punkte des Umfangs gerichtet ist und
sich umgekehrt mit der 4ten Potenz des Abstandes &ndert, wenn der

Widerstand proportional »—4y/a? — #* ist. Hierin bedeutet » den Abstand.

111. Ein Massenpunkt beschreibe in einem widerstehenden Mittel
eine logarithmische Spirale unter der Wirkung einer nach dem Pol ge-
richteten Kraft F'; die Flichengeschwindigkeit sei gleichférmig verzogert.
Man beweise, daf3

P=pr-3—ir1,

wobei-4 und z Konstanten sind; auBerdem ermittele man das Wider-
standsgesetz.

112. Der Widerstand eines Mediums sei kv*; man beweise, daB die

darin unter der Wirkung einer zentralen Anziehungskraft % beschriebene

Bahnkurve eines Massenpunktes von der Masse 1.eine logarithmische
Spirale wird, falls die Anfangsgeschwindigkeit so groB8 wie die Umlauf-
geschwindigkeit auf einem Kreise vom selben Abstande vom Kraft-
zentrum ist, und daB sie den Winkel arc cos (2uk) bildet. :
113. Ein Massenpunkt, auf den eine Zentralkraft wirkt und der sich
in einem widerstehenden Mittel vom Widerstand k (Geschwindigkeit)?
bewegt, beschreibe eine logarithmische Spirale mit dem Kraftzentrum
als Pol. -Man zeige, daB die Kraft proportional r ~3e ~2¥7 %€ jgt  worin
o den Winkel der Tangente gegen den Fahrstrahl der Spirale bedeutet.
114. Ein Massenpunkt von der Masse 1 bewege sich in einem wider-
stehenden Mittel, dessen Widerstand iiberall gleich R ist, unter der
Wirkung einer Radialkraft F' und .einer Transversalkraft G. Man be-
weise unter Benutzung der fiir die Zentralbewegung iiblichen Bezeich-

n, dag
nnee _d_(l e)zﬁ_!i.dﬁ
do \2 v ut ds’
d?u ) 1 ( G du)
2 —_— Balihadied
(Gt =—w(F+535)
115. Ein materieller Punkt von der Masse m bewege sich im Felde

einer Kraft, welche ein Potential V besitzt, und zwar in einem Medium,
dessen Widerstand das k-fache der Geschwindigkeit betrigt. Bedeutet
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D die in der Zeit t verlorene Energiemenge, so ist
dD | 2k
at + " (D — V) = const.
Hat der Widerstand die Gr6Be k (Geschwindigkeit)? und ist ds das Bahn-
element des Massenpunktes, so wird
dD | 2k
E—{—W(D—V)-—const.

116. Eine glatte, gerade Rohre rotiere in einer Ebene mit gleich-
formiger Winkelgeschwindigkeit w um einen festen Endpunkt, wihrend
sich in ihrem Inneren ein Massenpunkt unter der Wirkung einer Wider-
standskraft bewegt, die gleich dem k-fachen Quadrat der Relativgeschwin-
digkeit ist. Erhdlt der Massenpunkt eine solche Anfangsgeschwindigkeit,
dafl er im festen Endpunkte zur Ruhe kommt, so ist seine Relativge-
schwindigkeit in der Entfernung r von diesem Ende

1V2wk™ 1V (e " —2kr—1).

117. Ein Massenpunkt schwinge auf einer Zykloide mit nach unten
gekehrtem Scheitel hin und her und beginne seine Bewegung im Bogen-
abstand a vom Scheitel. Ubt das Medium, in dem er sich bewegt, auf
die Masseneinheit den kleinen Widerstand k (Geschwindigkeit)? aus, so
betrigt der Energieverlust bis zur nichsten Ruhelage des Punktes ange-
ndhert das § ka-fache der Anfangsenergie.

118. Ein Massenpunkt bewege sich auf einer glatten Zykloide mit
vertikaler Achse und nach oben gekehrtem Scheitel in einem Medium,
dessen Widerstand pro Masseneinheit (2¢)—!(Geschwindigkeit)? betrigt,
wobei ¢ der Bogenabstand des Ausgangspunktes vom Scheitel ist. Man
beweise, daB bis zur Erreichung des Riickkehrpunktes der Zykloide die

Zeit \/-81;(—4;;_—0) verstreicht, .wenn mit 2a die Linge der Achse be-
zeichnet wird.
119. Ein materieller Punkt von der Masse m bewege sich unter zwei
gleichen und konstanten Kriften mf, die lings der Tangente und Nor-
2

malen seiner Bahn wirken, gegen einen Widerstand mf %, wobei v die
Geschwindigkeit bedeutet. Man beweise, da8 die wirkliche Bahngleichung

2fs
K (ek —1)=u?("?—1)
lautet, wenn w die Anfangsgeschwindigkeit bezeichnet.

120. In einem Medium, dessen Widerstand in einem beliebigen
Punkte seiner Dichte in diesem Punkte und dem Quadrat der Ge-
schwindigkeit proportional ist, bewege sich ein Massenpunkt und be-
schreibe dabei unter der Wirkung zweier Krifte eine Ellipse. Diese
Krifte seien nach den Brennpunkten gerichtet und léollen sich umge-
kehrt mit der nten Potenz der Entfernung &ndern. Man ermittele die
Dichte des Mediums in irgendeinem Punkte der Bahn. Ferner zeige
man, da fiir n =1 und wenn die Krifte in gleichen Entfernungen die
gleichen sind, die Dichte sich proportional der Beschleunigung éndert,
mit der sich der Massenpunkt bewegen wiirde, wenn er gezwungen wiirc,
dieselbe Ellipse unter der Wirkung derselben Krifte, aber ohne Wider-
stand zu beschreiben.



VI. Das Gegenwirkungsgesetz.

140. Der gerade zentrale StoB von Kugeln. Die Mittel-
punkte zweier Kugeln mogen sich in derselben Geraden be-
wegen. Diese Gerade muB dann die Verbindungslinie der beiden
Mittelpunkte sein. Die Kugeln kommen zur Beriihrung mit-
einander, wenn ihre Mittelpunkte sich in entgegengesetztem
Sinne bewegen, oder wenn die eine in Ruhe ‘ist und die andere
sich gegen die erste bewegt, oder wenn beide sich im gleichen
Sinne bewegen und eine die andere einholt. Es bedeuten m, m’
die durch Wigung auf einer gewdhnlichen Wage bestimmten
Massen der Kugeln, U die Geschwindigkeit des Mittelpunktes
der Kugel m vor dem StoB im Sinne m gegen m/, U’ die
Mittelpunktsgeschwindigkeit von m’ vor dem Sto im gleichen
Sinne, » und « die Geschwindigkeiten von m und m’ im gleichen
Sinne nach dem StoB. Mittels geeigneter MeBvorrichtungen fiir
die Geschwindigkeiten findet man durch den Versuch die Be-

ziehungen Y

141. Die ballistische Wage. Das Instrument, mittels dessen man
Versuche der soeben betrachteten Art anstellen kann, nennt man die
,ballistische Wage“. In der Hauptsache besteht
diese aus folgender Einrichtung!): Zwei Kugeln x
sind an zwei gleichhohen festen Punkten so auf-
gehiingt, da8 sie sich beriihren und daB8 die Ver-
bindungslinie ihrer Mittelpunkte wagerecht ist, wenn
die Faden lotrecht hiingen (vgl. Fig. 45). Der Ab-
stand zwischen den Aufhédngepunkten ist gleich der
Summe der Kugelhalbmesser. Nun hebt man eine

1) Eine Beschreibung der wirklichen Konstruk-
tion und der Anwendungsweise des Instruments
findet sich in W. M. Hicks, Elementary Dy- .
namics of Particles and Solids, London 1890.

Versuche der im Text erwidhnten Art sind von.
Newton gemacht worden. Siehe Principia, Lib. I.
nAxiomata sive leges motus®. Fig. 45.
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Kugel bei gespannt gehaltenem Faden an, bis ihr Mittelpunkt eine be-
stimmte Hohe H iiber der Gleichgewichtslage erreicht hat, und liSt
sie hierauf fallen. Im Augenblick des StoBes hat ihre Geschwindigkeit

die GroBe y2gH. Die Geschwindigkeiten der Kugeln nach dem StofS
werden durch Beobachtung der von ihren Mittelpunkten erreichten
Héhen bestimmt.

142. Die Aufstellung des Gegenwirkungsgesetzes. Das Er-
gebnis von Abschn. 140 kann man schreiben

' — w'U'=—(mu—m0U).

Die linke Seite der Gleichung ist das Mafl der Anderung der Be-
wegungsgroBe der Kugel m’; die rechte Seite ist mit entgegen-
gesetztem Vorzeichen das Mal der Anderung der Bewegungs-
groBe der Kugel m. Diese Anderungen der Bewegungsgrofen
werden wihrend der sehr kurzen StoBzeit durch Krifte be-
wirkt, welche die Kugeln aufeinander ausiiben. Man kann das
Ergebnis in den Satz fassen: Die Antriebe der Krifte sind
gleich groB und entgegengesetzt gerichtet. Dieses Resultat fiihrt
uns zu dem Schlusse, daB auch die Krifte gleich groB und
entgegengesetzt gerichtet sind. Die Verallgemeinerung -dieses
Ergebnisses liefert den Satz: Bei jeder Wirkung zwischen Kor-
pern, durch welche Bewegung bei ihnen erzeugt, geindert oder
vernichtet wird, iibt jeder Koérper auf den anderen eine Kraft
aus. Die so ausgeiibten Krifte sind gleich groB und entgegen-
gesetzt gerichtet. Den Satz kann man noch schirfer fassen,
wenn man die Kérper durch Massenpunkte ersetzt. Er nimmt
dann die folgende Form an:

Die GroBe der von einem Massenpunkt auf einen
zweiten ausgeiibten Kraft ist gleich der GréBe der
von dem zweiten Massenpunkt auf den ersten aus-
geiibten Kraft. Die Angriffsgeraden der beiden Krifte
fallen mit der Verbindunglinie der beiden Massen-
punkte zusammen und die Krifte haben entgegen-
gesetzten Sinn.

Diesen abstrakten Satz kann man als eine auf induktivem
Wege gewonnene Erfahrungstatsache ansehen. Der Beweis fiir
seine Richtigkeit liegt darin, daB die aus ihm abgeleiteten Er-
gebnisse mit den Versuchsergebnissen iibereinstimmen.

Man nennt den Satz hiufig das ,Gegenwirkungsgesetz¥,
weil es von Newton kurz in den Worten ,Wirkung und
Gegenwirkung sind gleich groB und entgegengesetzt
gerichtet“ ausgesprochen worden ist.
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143. Das Massenverhiltnis. Das Ergebnis von Abschn. 140
kann man in der Form schreiben:

—(@—=0)
o —U T om’
man kann es verallgemeinern und dann scharf in dem Satz
aussprechen:

Bei jeder Wirkung zwischen Massenpunkten sind die Ge-
schwindigkeitsinderungen den Massen umgekehrt proportional.

Dieses Ergebnis ermoglicht es uns, jedem Paar von Massen-
punkten oder auch jedem Paar von als Massenpunkte behan-
delten Korpern ein ganz bestimmtes Verhéltnis zuzuordnen, das
wir als ,Massenverhdltnis“ bezeichnen wollen. Erzeugt
die zwischen den Massenpunkten wirkende Kraft an ihnen die
Beschleunigungen f bzw. f’, so ist das Massenverhiltnis f:f.
Das Massenverhiltnis zweier beliebiger Massenpunkte ist den
Beschleunigungen, die sie gegenseitig bei ihrer Wechselwirkung
aufeinander erzeugen, umgekehrt proportional.

144. Die Masse. Immer wenn zwei Korper als Massen-
punkte behandelt werden konnen, ist das Massenverhiltnis gleich
dem Verhaltnis der Massen der beiden Kérper.

Diese Feststellung erméglicht es uns, den Kérpern Massen
zuzuordnen, ohne sie in einer gewohnlichen Wage zu wégen.

Wenn man die Korper wigen kann, so ergibt sich stets
die Tatsache, daB das durch die gegenseitige Wechselwirkung
bestimmte Massenverhiltnis gleich dem durch Wégung be-
stimmten ist.

Die Definition der Masse durch die Wechselwirkung ist natiirlich
allgemeiner und grundsitzlicher als die durch das Wigen. Im Kapitel X
wird gezeigt, daB die Bestimmung der. Massen mittels Wiagung einen
Sonderfall der Bestimmung aus der Wechselwirkung darstellt.

Da man gewdhnt ist, die Stoffmenge eines Koérpers dadurch zu
bestimmen, dal man jhn wigt, so sagt man gewdhnlich, die Stoffmenge
eines Korpers sei gleich der Masse des Korpers.

Um die Geschwindigkeit eines sich bewegenden Korpers zu éndern,
ihn in Bewegung zu setzen oder zur Ruhe zu bringen, ist es erforderlich,
Krifte auf ihn wirken zu lassen. Dieses Ergebnis filhrt uns zu der
Erkenntnis des Bestrebens der Korper, den augenblicklichen Bewegungs-
zustand aufrechtzuerhalten, wenn Krifte, die Bewegungsinderungen er-
zeugen, nicht vorhanden sind. Dieses Bestreben nennt man die ,Trig-
heit“. DPer zur Erzeugung einer bestimmten Bewegungsanderung bei
einem Korper erforderliche Antrieb ist der Masse des Korpers pro-
portional. Daher liefert die Masse des Korpers ein MaB fiir dessen
Tragheit.
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145. Die Dichte. Das Verhiltnis

Zahl der Masseneinheiten in der Masse eines Kdorpers
Zahl der Volumeneinheiten im Volumen des Kérpers

ist die ,mittlere Dichte“ des Kdorpers. Auf gleiche Weise
kann man die mittlere Dichte eines beliebigen Kérperstiickes
definieren.

Ist die mittlere Dichte fiir alle Korperstiicke gleich groB,
80 heiBt man den Korper ,homogen“ oder ,gleichférmig¥,
andernfalls ,heterogen®.

Im Falle eines heterogenen Koérpers kann man die Dichte
in einem Punkte als den Grenzwert definieren, dem die
mittlere Dichte eines den Punkt enthaltenden Volumenteiles
zustrebt, wenn der Volumenteil unbegrenzt abnimmt.

Die Dichten von im landldufigen Sinne homogenen Stoffen
unter fest bestimmten Zustandsbedingungen sind physikalische
Konstante. Z.B. ist die Dichte reinen Wassers bei 4° C Tempe-
ratur und einem 76 cm Quecksilbersiule entsprechenden Druck
gleich der Einheit, wenn als Lidngeneinheit das Zentimeter und
als Masseneinheit das Gramm genommen werden.

Die Dichte ist eine physikalische Groe von der Dimension
(Masse)! >< (Lénge)™3.

146. Die Gravitation. Die Umlaufzeit eines Massenpunktes,
der eine elliptische Bahn um einen Brennpunkt beschreibt, ist

2na%,u_%, worin 24 die groBe Achse der Bahn und u die
Stéarke des Kraftfeldes im Abstand 1 vom Brennpunkt be-
deuten (Abschn. 48, Beisp. 5). Die Tatsache, dal die Quadrate
der Umlaufzeiten der Planeten bei ihrer Bewegung um die
Sonne proportional der dritten Potenz der groBen Achsen ihrer
Bahnen sind, hat Kepler?) gefunden. Wird die Stirke des

Gravitationsfeldes der Sonne durch ausgedriickt, so

u

(Abstand)?

hat die GroBe u fiir alle Planeten ein und denselben Wert.

Es bezeichnen E die Masse der Erde, P die irgendeines

Planeten, r,» die Abstinde Sonne-Erde bzw. Sonne-Planet.

Die Gravitationskrafte der Sonne, die auf die Erde bzw. den
uE uP

Planeten wirken, sind —- und 5. ZEbenso groBe Krifte
r r'?

1) Harmonices mundi, 1619. Man nennt dieses Gesetz gewdhnlich
das ,dritte Keplersche Gesetz der Planetenbewegung®.
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werden daher von den zwei Korpern auf die Sonne aus-
geiibt und diese Kréfte sind proportional den Massen der
Korper. Daher sind die Gravitationskraft der Erde und die
Gravitationskraft des Planeten den Massen der Erde bzw.
des Planeten proportional. Demgem#8 miissen wir ,annehmen,
daf8 die Gravitationskraft der Sonne der Masse der Sonne pro-
portional ist, d. h. wir werden dazu gefiithrt, u=yS§ zu setzen,
wenn wir mit S die Sonnenmasse und mit y eine von den
Massen unabhingige Konstante bezeichnen. Die von der Sonne
auf die Erde oder von der Erde auf die Sonne ausgeiibte Kraft
driickt sich dann in.der Formel aus

yE-.-S

2 .

r

Krifte solcher Art wiirden entstehen, wenn die Korper
aus kleinen Teilchen bestinden, deren jedes als ein Massen-
punkt behandelt werden kann, wenn auBerdem diese Massen-
punkte Krifte aufeinander ausiibten, die in den Verbindungs-
linien der Punkte wirken, und wenn schlieflich die Kraft
zwischen zwei Massenpunkten m und m’ eine Anziehungskraft

’
ymm

von der GroBe =
r

waére.

Das Gravitationsgesetz spricht aus, da durch diese
Formel das Gesetz der Kraftwirkung zwischen Massenpunkten
(wobei diese als kleine Teilchen eines Korpers angesehen werden)
fiir alle Entfernungen wiedergegeben wird. die man in gewdhn-
licher Weise (d.h. mittels eines geteilten MaBstabes) messen
kann und fiir alle groferen Entfernungen.

. Das Gesetz kann man durch tatsichliche Beobachtung der Gravi-
tationskraft zwischen Kérpern an der Erdoberfliche auf seine Giiltigkeit
priifen. Durch diese Beobachtungen kann auch der Wert von y er-
mittelt werden. Die besten diesbeziiglichen Versuche ergaben fiir y den
Wert 6,65-10—% in CGS-Einheiten?).

Die GroBe y ist eine physikalische Konstante; man nennt sie die
Gravitationskonstante. Sie besitzt die Dimension

(Lénge)? (Masse)~* (Zeit) 2.

. w e y8
Da die Stirke des Gravitationsfeldes der Sonne durch (Abstand)®
gegeben ist, ist es uns durch die Kenntnis der Dauer einer Erdumdrehung
um die Sonne (365} Tage) moglich, die Sonnenmasse zu berechnen.

147, Die Theorie der Anziehungskrifte. Sieht man einen Korper
a's ein aus einzelnen Massenpunkten bestehendes Gebilde an und wirken

1) C. V. Boys, Proc. R. Soc. London, vol. 56 (1894).
Love-Polster, Theoretische Mechanik. 13
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die Massenpunkte eines Koérpers und diejenigen anderer Korper mit
Kriften nach dem Gravitationsgesetz aufeinander, so 1aBt sich die Resul-
tierende aller auf einen Massenpunkt eines solchen Korpers wirkenden
Krifte ausrechnen. Die Lehre, mittels der diese Rechnung durchgefiihrt
werden kann, ist die Lehre von den Anziehungskriften; Anwendungen
derselben findet man in Biichern iiber Statik. Fiir unsere jetzigen Be-
trachtungen kommt als wesentlichstes Ergebnis dieser Lehre jenes in
Frage, nach welchem homogene Kugeln, oder auch Kugeln, deren Ma-
terial in konzentrischen Kugelschalen von konstanter Dichte angeordnet
ist, einen auBerhalb liegenden Massenpunkt so anziehen, als ob ihre
Massen in ihren Mittelpunkten vereinigt wiren?).

148. Die mittlere Dichte der Erde. Infolge des eben dargelegten
Ergebnisses werden wir dazu gefiihrt, fiir die Feldstirke der Erdschwere
auch fiir kleinere Entfernungen den Wert g anzunehmen,l wobei E die
Masse der Erde und R den Abstand von ihrem Mittelpunkt bedeuten.
Verstehen wir insonderheit unter R den Erdradius, so stellt der an-
geschriebene Wert die Beschleunigung eines freien Korpers an der Erd-
oberfliche dar. Abgesehen von der Korrektion, die man wegen der Ro-
tation der Erde anbringen muB, ist dies dieselbe GroBe wie g. Wir
wollen sie mit g’ bezeichnen. Dann finden wir, daB die mittlere Dichte o
der Erde durch die Gleichung gegeben ist

3g -
4mxy R’

Sehen wir von dem Unterschiede zwischen g und g’ ab, oder bestimmen
wir g’ (vgl. Kapitel X), so liefert uns diese Gleichung ¢, wenn y bekannt
ist. So laBt sich das Gravitationsgesetz zur Bestimmung der Masse und
der mittleren Dichte der Erde benutzen. Man hat als mittlere Dichte
(in g em~3%) die Zahl 5,527 gefunden?), also ungefihr die 5%/, fache
Dichte des Wassers.

Q:-

149. Die Anziehungskraft im Innern eirer schweren Kugel.
Ein bekanntes Ergebnis aus der Lehre der Anziehungskrifte sagt, daB
eine homogene, durch zwei konzentrische Kugelflichen begrenzte Kugel-
schale keine Anziehungskraft auf einen Punkt innerhalb ihrer inneren
Oberfliche ausiibt.

Daraus folgt, daBl die Anziehungskraft auf einen Punkt im Innern
einer homogenen schweren Kugel gleich der Anziehung ist, die die
durch den Punkt gehende konzentrische Kugel auf den Punkt ausiibt.

Wire die Erde eine homogene Kugel vom Radius @, so besiBe
ihre Anziehungskraft auf einen im Erdinnern in einem Abstand r von

ihrem Mittelpunkt entfernt liegenden Massenpunkt den Wert %7—‘ , wobei

9’ die Anziehungskraft auf der Oberfliche ist.

150. Beispiele. 1. Man betrachte die Bewegung eines Massen-
punktes unter der Wirkung einer homogenen festen schweren Kugel von

1) Diese Erkenntnis verdanken wir Newton (Principia, Lib. I.
Sekt. XII).
%) Siehe FuBnote, S. 198.
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der Dichte ¢ und dem Radius @ und nehme dabei an, daB der Massen-
punkt aus. der Ruhelage in der Entfernung b (>>a) vom Mittelpunkt

ausgeht. Er wird sich im Abstand z vom Mittelpunkt mit der Be-
3

gnyg% geradeswegs auf den Mittelpunkt hinbewegen,

solange > a. Im Augenblick, wo z = a, wird er eine Geschwindigkeit
haben, die sich aus der Gleichung ergibt

schleunigung

1,&2% 4 v a’ (_1_ _ 1 )
PR R VA
Wir wollen nun annehmen, durch den Mittelpunkt der Kugel sei
in der Bewegungsrichtung des Punktes ein feiner Schacht gebohrt.
Innerhalb dieses %chachtes hat die Beschleunigung in der Entfernung z
vom Mittelpunkt die Grofe 4 myoz und der Punkt fiihrt eine gewdhn-
liche harmonische Schwingung aus. Die Geschwindigkeit in der Ent-
fernung z vom Mittelpunkt ist durch die Gleichung gegeben

14%+4 % myoa® = const,

wobei die Konstante aus dem Ausdruck bestimmt werden kann, der
oben fiir die Geschwindigkeit im Augenblick des Eintritts in den Schacht
angeschrieben worden war.

Man beweise, daB die Geschwindigkeit im Mittelpunkt

4 ” 2a
Vsmreat (s—7)
ist und ermittele fiir den Sonderfall b —=a die Zeit, die beim Durch-
laufen des Schachtes verstreicht.

2. Man beweise, daB sich die Schwingungsdauer eines Pendels,
das mit in ein Bergwerk hinuntergenommen wird, vergroBert oder ver-
kleinert, je nachdem die mlttlere Dichte des Gesteins an der Erdober-
fliche groBer oder klemer als 3 der mittleren Erddichte ist. [Der
Unterschied zwischen g’ und g moge vernachlissigt werden.]

Die Theorie des Punkthaufens.

161. Vorbemerkung. 'Die Sonne und die Planeten mit ihren
Trabanten bieten ein Beispiel fiir ein Korpersystem, das so
behandelt werden kann, als bestinde es aus Massenpunkten,
die sich unter der Wirkung ihrer gegenseitigen Anziehungs-
krifte bewegen. Das Gravitationsgesetz kann man beniitzen,
um sowohl die Systemmassen wie auch ihre Bewegungen zu
bestimmen. In der theoretischen Mechanik sind viele Erkennt-
nisse gerade aus der Theorie der Bewegung eines solchen Punkt-
haufens abgeleitet worden. Im allgemeinen machen wir die
Annahme, daB jeder Systemmassenpunkt eine ihm zugeordnete
Masse besitzt und daB er sich unter dem EinfluB von Kriften
bewegt, von denen die einen von der gegenseitigen Wirkung
der einzelnen Systempunkte aufeinander herriihren, wihrend die

13*-



196 Das Gegenwirkungsgesetz.

andern durch auBerhalb des Systems gelegene Massenpunkte
auf die Systemmassenpunkte ausgeiibt werden.

152. Der Massenmittelpunkt. x,y, z seien die Koordinaten
eines Systemmassenpunktes zur Zeit ¢, m seine Masse. Dann
sei ein Punkt (&, y, z) durch die Gleichungen

_ 2(mx) - Z(my) _ _
T="Sm YT Sm T Sm
bestimmt, in denen die Summation iiber alle Massenpunkte zu
erstrecken ist. Dieser Punkt soll der ,Massenmittelpunkt
des Punkthaufens genannt werden.

Der Massenmittelpunkt fallt mit dem in den Lehrbiichern
der Statik definierten ,Schwerpunkt“ zusammen. Infolge der
Beziehung zwischen Masse und Trigheit (Abschn. 144) wird er
auch manchmal der Tragheitsmittelpunkt genannt. Wir
wollen ihn mit dem Buchstaben G bezeichnen.

1563. Die resultierende BewegungsgroBe. Die Bewegungs-
groBe eines Massenpunktes m, der zur Zeit ¢ sich im Punkte
(x, y, 2) befindet, wiirde als ein Vektor definiert, dessen Wir-
kungsgerade durch den Punkt geht und dessen Komponenten
in Richtung der Achsenrichtungen m#, my, mz sind. Die Be-
wegungsgroBen eines Systems von Massenpunkten bilden ein
System von Vektoren, die an feste Wirkungslinien gebunden sind.

Die allgemeine Theorie der Zusammensetzung eines Systems
von solchen Vektoren (siehe Anhang zu diesem Kapitel) lehrt,
daB die Einzelbewegungsgrofien eines Systems in ihrer Ge-
samtheit einer ,resultierenden BewegungsgrofBe“, die in
einem durch einen beliebigen Punkt gelegten Geraden wirkt,
und auBerdem einem Vektorpaar gleichwertig sind, das die
Bedeutung eines ,Dralles“ hat. Die Komponenten der resul-
tierenden Bewegungsgrofie in den Achsenrichtungen sind

Z(mz), Z(my), 2Z(mz),
wobei die Summation iiber alle Massenpunkte zu erstrecken ist.
Nun gilt
E3m=23(mz), yEZm—I(my), iZm—3(ms).
Die in diesen Gleichungen auf der linken Seite stehenden Glieder
sind die in den Achsenrichtungen genommenen Komponenten

der Bewegungsgrofie ‘eines gedachten Massenpunktes, dessen
Masse gleich der Summe der Massen der einzelnen Massen-
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punkte ist und der sich bei seiner Bewegung immer im Massen-
mittelpunkte des Systems befindet. Wir nennen diesen ge-
dachten Massenpunkt den ,Massenpunkt @“. Dann haben
wir den Satz, daB die resultierende Bewegungsgrofe des Systems
gleich der Bewegungsgrée des Massenpunktes G ist.

154. Die resultierende Beschleunigungskraft. Die Beschleu-
nigungskraft eines zur Zeit ¢ im Punkte ‘(z, y, 2) befindlichen
Massenpunktes m wurde als ein Vektor definiert, dessen Wir-
kungsgerade durch den Punkt geht und dessen Komponenten
in den Achsenrichtungen m#&, mij, mz sind.

Die Beschleunigungskrifte eines Systems von Massenpunkten
sind gleichwertig einer ,resultierenden Beschleunigungs-
kraft“, deren Wirkungsgerade durch einen beliebigen Punkt
geht und einem Vektorpaar, dem ,Moment der Beschleu-
nigungskrafte“.

Die in den Achsenrichtungen genommenen Komponenten
der resultierenden Beschleunigungskraft des Systems sind

S (mE), Z(mij), 2(mz).

Differentiiert man nun die Gleichungen z3 m=(mx) usw., so
erhilt man die folgenden

.';T:"Z'mzéf(m:ﬁ) usw.

Daraus folgt, daB die resultierende Beschleunigungskraft
gleich ist. der Beschleunigungskraft des Massenpunktes G (d. h.
eines Massenpunktes, der gleiche Masse wie das System besitzt
und der sich im Massenmittelpunkt des Systems befindet und
sich mit diesem bewegt.

156. Relative Koordinaten. Die resultierende Bewegungs-
groBe und die resultierende Beschleunigungskraft sind unab-
hingig von der Wahl des Punktes, der fiir die Zusammensetzung
des Systems der BewegungsgroBen oder Beschleunigungskrifte
zu einer Resultierenden oder zum Vektorpaar benutzt wurde.
Aber die Vektorpaare hingen von der Lage dieses Punkfes ab.
Meist ist es am bequemsten, entweder dafiir denjenigen Punkt
zu wihlen, den man willkiirlich als Ursprung angenommen hat,
oder den Massenmittelpunkt hierfiir zu benutzen. Bezeichnet
man mit %, i, Z die Koordinaten des Massenmittelpunktes und

setzt man
x=Z+a, y=y-+y, z=7-+47,
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dann stellen ',y 7 die Koordinaten eines Punktes relativ
zum Massenmittelpunkt dar.
Nach der Definition von Z, ¥, 7 gilt

Zma)=0, Z(my)=0, Z(m)=0
und somit
E(md)=0, ..., Z(m#F)=0,

1566. Der Drall. Die Summe der Momente der Bewegungs-
groBen der Systemmassenpunkte um eine beliebige Achse ist
das Moment der Bewegungsgroe des Systems um diese Achse.
Dieses Moment der Bewegungsgrofe wird héufig ,der Drall“
genannt.

Der Drall des Punkthaufens um die x-Achse ist

Z[m(yz— zg)).
(Vergleiche den Anhang zu diesem Kapitel) Dieser Ausdruck

18t gleich ) )
Zm{F+y)@+2)—E+2) T+ 9},
den man auch schreiben kann

(72 —29) S(m)+ Z[m(y'# —2§)].

Das erste Glied dieser Summe stellt den Drall des Massen-
punkts G um die z-Achse dar; das zweite Glied ist der Drall
des Punkthaufens um eine durch G gezogene Parallele zur
z-Achse. Denn m#/, my’, mz sind die BewegungsgréBen relativ
zu Parallelachsen durch G oder die Bewegungsgrofen fiir die
sRelativbewegung gegeniiber G“. TUnser Ergebnis 1i8t
sich daher in dem Satz aussprechen: Der Drall eines Punkt-
haufens um eine beliebige Achse ist gleich dem Drall des
Massenpunktes @, vermehrt um den Drall fiir die Relativ-
bewegung gegeniiber G um eine durch G gehende parallele
Achse.

Sind die EinzelbewegungsgréBen eines Massenpunktsystems
zu einer resultierenden BewegungsgroBe im Massenmittelpunkt
und zu einem Vektorpaar zusammengesetzt, so gibt das Vektor-
paar den Drall fiir die Relativbewegung gegeniiber dem Massen-
mittelpunkt an. Wir wollen es als den ,resultierenden Drall
um den Massenmittelpunkt® und seine Achse als die
sAchse des resultierenden Dralls“ bezeichnen. Seine

Komponenten sind _
Zm@E? —29)], ...



Das Gegenwirkungsgesetz. 199

157. Das Moment der Beschleunigungskriifte. Die Summe
der Momente der Beschleunigungskrifte um die x-Achse ist

2|m(yz—zy)] oder d%Z[m(yz—zy)]
Man kann dafiir schreiben
(55 —25) Tm+ Z(m (7 — 7))

oder
4 (i —7i) Zm]+ 3, S ¥ —2 7)),

Daher ist die Summe der Momente der Beschleunigungskrafte
um eine beliebige Achse gleich der zeitlichen Zunahme des
Dralls um diese Achse und dies ist gleich dem Moment der
Beschleunigungskrifte des Massenpunktes G um diese Achse,
vermehrt um das Moment der Beschleunigungskrifte bei
der Relativbewegung gegeniiber G um eine parallele Achse
durch G.

Setzt man die Beschleunigungskrifte eines Punkthaufens
zu einer resultierenden Beschleunigungskraft, die durch den
Massenmittelpunkt geht, und.zu einem Vektorpaar zusammen,
so ist das Vektorpaar gleich der zeitlichen Zunahme des resul-
tierenden Dralls um den Massenmittelpunkt.

158. Die kinetische Energie. Die kinetische Energie eines
Massenpunktes ist gleich dem halben Produkt aus seiner Masse
und dem Quadrat seiner Geschwindigkeit.

Fiir einen Massenpunkt m, der sich in (z,y,2) befindet,

betrigt sie
b (@97 4 2.

Die kinetische Energie eines Massenpunktsystems ist gleich
der Summe der kinetischen Energien der einzelnen Massen-
punkte. Sie hat die -GroBe

32[m(@ 497+ 2))
Dieser Ausdruck ist gleich
H@ 942 Im 5 X m @+ ).
In Worten lautet dieses Ergebnis: Die kinetische
Energie eines Punkthaufens ist gleich der kinetischen

Energie des Massenpunktes @, vermehrt um die kine-
tische Energie der Relativbewegung gegeniiber G.
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159. Beispiele. 1. Zwei Massenpunkte mit den Massen m und m’
bewegen sich in beliebiger Weise. V ist die Geschwindigkeit des Massen-
mittelpunktes und v die Relativgeschwindigkeit der Massenpunkte gegen-
einander. Die kinetische Energie ist

1 mm

;‘(m—Fm')VL*‘Z‘;‘q__m’i”

2. Fiir den gleichen Fall bezeichne p das Lot, das von dem einen
Massenpunkt auf die durch den andern in Richtung der Relativgeschwin-
digkeit gezogene Gerade gefillt wird. Dann ist der resultierende Drall
um den Massenmittelpunkt

mm’ v
m - m’ p
und die Achse des resultierenden Dralls steht senkrecht auf der Ebene,
die die Massenpunkte und die Wirkungslinie der Relativgeschwindig-
keit enthilt.

160. Die Bewegungsgleichungen eines Punkthaufens. Es
seien m, die Masse eines Massenpunktes des Systems, Ty, Ypy 2y
seine Koordinaten zur Zeit ¢; X,, Y,, Z, die Summen der zu
den Achsen parallelen Komponenten der XKrifte, die von
Massenpunkten aullerhalb des Systems auf unseren Massen-
punkt ausgeiibt werden; X,’, Y,', Z' die Summen der zu den
Achsen parallelen Komponenten- der Krifte, mit denen die
iibrigen Massenpunkte unseres Systems auf den Massenpunkt
wirken.

Die Bewegungsgleichungen dieses Massenpunkts lauten

< ’ e 7! o !
mlxl_Xl+Xl’ m1y1_Y1+)17 mlzl_ll’*—zr
Ebenso konnen wir fiir einen zweiten Massenpunkt m,

mit den Koordinaten x,, y,, 2, die folgenden Bewegungs-
gleichungen anschreiben

my &y =X, + X, my§,=Y,}Y,, myi =12, z,.
Fiir jeden beliebigen Massenpunkt konnen wir allgemein
schreiben
mi=X+4X, mij=Y+Y, mi:—=2Z}+ 7.

Darin beziehen sich X, Y, Z auf die &uBleren, X’, Y’, Z’
auf die inneren Krifte.

161. Das Gesetz iiber die Wirkung der inneren Kriifte. Die’
Summe der Komponenten parallel zu irgendeiner
Achse und die Summe der Momente um eine beliebige
Achse sind beide fiir alle zwischen den Massenpunkten
eines Systems wirkenden inneren Krifte gleich Null.
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Die gegenseitige Wirkung zwischen zwei beliebigen Massen-
punkten des Systems besteht aus zwei gleichen und entgegen-
gesetzt gerichteten Kriften, die auf beide Massenpunkte in ihrer
Verbindungslinie wirken. Die Summe der Komponenten dieser
beiden Krifte ist fiir jede beliebige Achsenrichtung gleich Null.

Das Moment einer Kraft um eine Achse ist unabhingig
davon, in welchem Punkte ihrer Wirkungslinie die Kraft an-
greift. Daher ist auch die Summe der Mamente um irgend-
eine Achse zweier gleich grofien und entgegengesetzt gerich-
teten Krifte in derselben Wirkungslinie gleich Null.

Mit Benutzung der in Abschnitt 160 eingefiihrten Be-
zeichnungen a8t sich dieses Ergebnis durch folgende Gleichun-
gen aussprechen

3(X)=0, 2(¥)=0, 2(2)=0,
SWZ —zY)=0, Z(EX —2Z)=0, Z(xY —yX)=0.

162. Vereinfachte Form der Bewegungsgleichungen. Addiert
man sidmtliche fiir die x-Richtung angeschriebenen Bewegungs-
gleichungen und beachtet, dal X'(X')=0, so erhilt man die
Gleichung

ZmE)=2X.

In gleicher Weise ergeben sich die beiden anderen Glei-
chungen
Smi§)=2(F) und 2X(mz)=2(Z).

Durch Multiplikation der z-Gleichungen mit den y-Werten
und der y-Gleichungen mit den z-Werten und unter Beachtung,
daB

S(y2Z —zY)=0,
kann man die folgende Gleichung bilden:
2myi—z§)=2(yZ—=2Y).

In gleicher Weise erhélt man

Zmzi—az))=2(2X—xZ)

und

Sm@xy—yi))=2(xY—yX).

Diese Gleichungen lauten in Worten:

1. Die Summe der in irgend einer Richtung ge-
bildeten Komponenten der Beschleunigungskrafte
eines Massenpunkt-Systems ist gleich der Summe der
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Komponenten der duBBeren Krifte in derselben Rich-
tung.

2. Die Summe der Momente um irgend eine Achse
der Beschleunigungskrifte eines Massenpunktsystems
ist gleich der Summe der Momente der duBeren Krifte
um dieselbe Achse.

Das Ergebnis kann auch kurz in der Form ausgedriickt
werden: Wenn die &uBeren Krifte an ihre Wirkungsgerade
gebundene Vektoren sind, so bilden die Beschleunigungskrifte
und die #uBeren Krifte zwei gleichwertige Vektorsysteme.

Dieses Ergebnis wurde in einer etwas anderen Form zu-
erst von D’Alembert in seinem Traité de Dynamique, 1743,
ausgesprochen und ist unter dem Namen des D’Alembert-
schen Prinzips bekannt.

Durch Integration beider Seiten der Gleichungen

Z(mE)=2X usw,

nach der Zeit zwischen den Grenzen, die dem Anfangs- und
Endzeitpunkte eines Zeitintervals entsprechen, finden wir das
Resultat

t
Z(m &)y, — 2 (M &)y = Zfth usw.
o

oder in Worten: Die Anderung der Bewegungsgrofe des
Systems in irgendeiner Richtung ist gleich der Summe der
Antriebe der Komponenten der #uBeren Krifte in dieser
Richtung.

163. Die Bewegung des Massenmittelpunktes. Da ja die
resultierende Beschleunigungskraft eines Systems gleich der
Beschleunigungskraft eines Massenpunktes war, dessen Masse
gleich der im Massenmittelpunkt vereinigten Masse des Systems
ist, so sehen wir, daf}

rIm=3X, yIm—=2IY, :3Zm—232,

dafl also der Massenmittelpunkt sich wie ein gedachter Punkt
bewegt, in dem die ganze Masse des Systems vereinigt wire und
in dem die Resultierende aller auf das System wirkenden
Krifte angriffe.

164. Die Bewegung relativ zum Massenmittelpunkt. In den

Gleichungen
2[m(yz—z§))=2(yZ—=2Y) usw.
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setze man
z=2z-+ 2" usw.

Dann gebt die linke Seite der Gleichung in den Ausdruck

iiber
(% — ) Zml+ 2 m 7+,
und die rechte Seite in den Ausdruck
[42Z—22Y)+ 2 Z—27).

Die in den rechteckigen Klammern stehenden Ausdriicke
der beiden Seiten sind gleich, so daB wir eine Gleichung der
folgenden Art bekommen

Z{my? -2 N=202Z2—-7Y).
Diese lautet in Worten: Die zeitliche Zunahme des
Dralls der Bewegung relativzu G um eine Achse durch

G ist gleich der Summe der Momente der &ulleren
Kriafte um dieselbe Achse.

165. Die Unabhiingigkeit von Schiebung und Drehung. Aus
den Ergebnissen der letzten zwei Abschnitte sehen wir, daB
die Bewegung des Massenmittelpunktes durch die &uBeren
Krifte unabhiingig von jeder Bewegung relativ zum Massen-
mittelpunkt bestimmt wird und da8 ebenso die Bewegung
relativ zum Massenmittelpunkt unabhingig von der Bewegung
des Massenmittelpunktes selbst ist.

166. Die Erhaltung der BewegungsgroBe. Wenn die Resul-
tierende der duBeren Krifte, die auf ein System wirken, keine
Komponente in einer besonderen Richtung besitzt, so ist die
Summe der Komponenten der Beschleunigungskréifte der Massen-
punkte in dieser Richtung gleich Null. Damit ist aber auch
die zeitliche Zunahme der Komponente der resultierenden Be-
wegungsgroBe des Systems parallel dieser Richtung gleich Null
oder die Komponente der resultierenden BewegungsgréBe in
dieser Richtung ist konstant.

In diesem Falle ist die in dieser Richtung genommene
Komponente der Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes
konstant.

167. Die Erhaltung des Dralls. Verschwindet die Summe
der Momente der #duBeren Krifte um eine feste Achse, so ist
auch die Summe der Momente der Beschleunigungskrifte um
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diese Achse gleich Null und der Drall des Systems um die
Achse bleibt konstant. _

Verschwindet die Summe der Momente der duBeren Krifte
um eine Achse, die in einer bestimmten Richtung durch den
Massenmittelpunkt gezogen ist, so ist der um diese Achse ge-
nommene Drall der Relativbewegung um den Massenmittelpunkt
konstant.

168. Plétzliche Bewegungsinderungen. Wie in Abschn. 160
sei X+ X’ die Summe der parallel der z-Achse genommenen
Komponenten aller Kréfte, sowohl der &uBeren wie inneren,
die auf einen Massenpunkt m wirken. Ferner wollen wir wie
in Abschn. 82 annehmen, daB X und X’ zur Zeit ¢ nicht end-
lich bleiben, daB aber die Antriebe von X und X’ endlich bleiben,
oder daf die Grofen X und X’, die durch die Gleichungen
definiert sind

T T
i+ 1+

Lim,?o Xdt= ,X-, Lim,:() X’dt:X,,

t t z
2 2

endliche Werte haben. # und i seien die Komponenten parallel
der z-Achse der Geschwindigkeit von m kurz nach bzw. kurz
vor dem Zeitpunkt ¢. Dann haben wir die Gleichung

m@E— =X X'

In gleicher Weise kdnnen wir die plotzlichen Anderungen
der Geschwindigkeitskomponenten parallel zu den y- und
z-Achsen durch die Gleichungen ausdriicken

my—i) =Y+ ¥
mi— ) —2— 7.

Aus dem fiir die Wirkung der inneren Krifte geltenden
Gesetz (Abschn. 161) folgt, daB XX’,... und X(y Z' —2Y"),...

verschwinden.

Wir haben also die Gleichungen
Zm@E—§l=2X,...
Sm{ye——eG— i =@ Z—27),...
In Worte gekleidet, besagen diese Gleichungen:

1. Die Anderung der BewegungsgroBe des Massen-
punktes @ in irgend einer Richtung ist gleich der
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Summe der Komponenten der &uleren Antriebe in
dieser Richtung.

2. Die Anderung des Dralls des Systems um irgend
eine Achse ist gleich der Summe der Momente der
suBeren Antriebe um diese Achse.

169. Die Arbeit einer zwischen zwei Massenpunkten wirken-
den Kraft. Es bezeichnen x,, y,, 2z, und z,, y,, 2z, die Koordi-
naten zweier Massenpunkte zur Zeit ¢ und r ihren Abstand
voneinander, so daf

= (z, — )" + (y, — %)’ + (2, — 2)"

Ferner moge F die GroBe der Kraft zwischen ihnen be-
zeichnen und zwar moge diese Kraft, der Emdeutlgkelt wegen,
als eine Anziehungskraft angenommen werden. Die in Richtung
der Achsen genommenen Komponenten der auf die Massen-
punkte 1 und 2 wirkenden Kréfte sind

Fmi—xz Fyx"‘“?lz le_zg

I 3

r r r
und
T pTWh  phTAH
r r r
Die Leistung der ersten Kraft ist
z, Y
F. = z, + FaA_—= ?/1 + F

die Leistung der zweiten Kraft

Lo

F. _"7 2+Fy2’

g, + F-2
Somit betrdgt die Leistung beider Krafte zusammen
oy (= — 2) (@ — %) + (4, — ¥2) 0, — Ta) + (& — 2) (2, — 2,)]

oder F-r.
Die bei irgendeiner Verschiebung der Massenpunkte ge-
leistete Arbeit ist der Wert des Integrals
[Frdt oder [Fdr,

wobei die Integration zwischen den Grenzwerten auszufiihren
ist, die den Lagen der Punkte vor und nach der Verschiebung
entsprechen.
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Verindert sich der Abstand zwischen den Massenpunkten
wihrend der Bewegung nicht, so wird auch von den zwischen
ihnen wirkenden Kriften keine Arbeit geleistet; verindert sich
der Abstand jedoch, so leisten die inneren Krifte auch Arbeit.

170. Die Kraftfunktion. Wir schreiben, wie in Abschn. 86,
die Arbeit an, die von allen auf irgendeinen Massenpunkt des
Systems wirkenden Kriften geleistet wird, wihrend sich die
Massenpunkte aus ihren Stellungen zur Zeit ¢, in ihre Stellun-
gen zur Zeit ¢ bewegen. Der Ausdruck fiir die Summe der
Arbeiten aller Krifte, die auf simtliche Massenpunkte wirken,
heiBt dann

E[{X+X)a+ (Y4 Y)g+(2+ 2) 3},

wobei die Summe sich auf alle Massenpunkte erstreckt.

Besitzt dieser Ausdruck fiir alle Wege, auf denen man
von der Anfangslage in die Endlage gelangen kann, denselben
Wert, so ist er eine Funktion der Koordinaten der Endlage,
wenn die Anfangslage vorgeschrieben wird. Diese Funktion
heifit die ,Kraftfunktion.

Die feste Anfangslage nennen wir dabei die ,Ursprungs-
lage*“.

Es ist wichtig, sich vor Augen zu halten, daf die von
den inneren Kriften geleistete Arbeit im allgemeinen in der
Summe nicht weggelassen werden darf.

Wenn es eine Kraftfunktion gibt, so nennt man das
System ein ,konservatives,

171. Die potentielle Energie. Die Kraftfunktion in einer
beliebigen Lage 4 mit umgekehrtem Vorzeichen stellt die Arbeit
dar, die von den Kriften geleistet werden wiirde, wenn das
System 'sich von der Lage 4 nach der Ursprungslage be-
wegen wiirde. Sie wird die ,potentielle Energie“ des
Systems in der Lage A genannt.

Nur solche Systeme, fiir die es eine Kraftfunktion gibt,
d. h. nur konservative Systeme, konnen potentielle Energie
besitzen. :

Um uns schirfer zu fassen, sprechen wir unsere eben ent-
wickelten Ergebnisse in der folgenden Form aus: Ein System
heilt konservativ, wenn die Arbeit samtlicher auf
alle Massenpunkte wirkenden Krafte bei der Bewegung
aus einer Lage des Systems in eine andere unab-
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hingig von den Bahnen der einzelnen Massenpunkte
ist. Die von den Kriften eines solchen Systems ge-
leistete Arbeit, wihrend sich die Massenpunkte aus
einer Lage zu einer vereinbarten Ursprungslage be-
wegen, wird die potentielle Energie des Systems in
der ersten Lage genannt.

172, Die potentielle Energie eines Gravitations-Systems. Wirlst
zwischen zwei Massenpunkten .m und m' eine Anziehungskraft yln}sﬂ,

so hat die Arbeit bei einer Verschiebung, bei der die Entfernung r
zwischen den Punkten sich von r, auf r, dndert, die GroBe

oder

Hiernach ist in einem Gravitationssystem die bei irgendeiner Ver-
schiebung geleistete Arbeit

mm' mim’)
b4 2 (_"'1—~ /)
wobei sich die Summe auf alle Punktpaare zu erstrecken hat.

Wihlen wir als Ursprungslage diejenige, in der alle Entfernungen
o0 groB waren, so ist der Wert der iKraftfunktion in irgendeiner an-

deren Lage -
r 2

und die potentielle Energie in dieser Lage ist

mm’
.
Das negative Vorzeichen besagt, daB die potentielle Energie in

irgendeinem anderen Zustand kleiner ist, als in dem Zustand unend-
lich weiter Zerstreuung.

173. Die Energiegleichung. Aus den Gleichungen
mE=X-+X,...
lassen sich neue Gleichungen ableiten
S[mEE+gi448)] = Z[(X+X)é+ T +Y)g
+(Z+2)z],...
deren linke Seite sich auch schreiben liBt

LB @ g



208 Das Gegenwirkungsgesetz.

Wir erkennen daraus das Ergebnis, daBl die zeitliche Zu-
nahme der kinetischen Energie des Systems gleich der Leistung
aller inneren und &uBeren Krifte ist. Daraus folgt zugleich
das Resultat, da die Zunahme der kinetischen Energie bei
irgendeiner Bewegung gleich der Summe der hierbei von allen
Kriften geleisteten Arbeiten ist.

Beim Vorhandensein einer Kraftfunktion liefert uns dieses
Ergebnis ein Integral der Bewegungsgleichungen; man kann
letzteres auch in der Form anschreiben

kinetische Energie -+ potentielle Energie = const.

174. Die durch StoBe erzeugte kinetische Energie. Wie im
Abschn. 168 bezeichnen &, 3, z die parallel den Achsen ge-
nommenen Komponenten der Geschwindigkeit des Massen-
punktes m gerade nach einem StofB, £ 7, ¢ die entsprechenden
Geschwindigkeitskomponenten gerade vor dem StoB, X, Y, Z
die Summe der Komponenten parallel den Achsen der suBeren
auf m wirkenden Antriebe, X', Y’', Z' die Summe der ent-
sprechenden Komponenten der inneren Antriebe, T und 7, die
kinetischen Energien des Systems kurz nach bzw. vor den
StoBen.

Wir haben dann eine Anzahl Gleichungen von der Art
mE—H—X+ X',

Damit wird

T—Ty=52[m@ 19"+ ) — 3 2 [m(F + 4+ &)
=3 2 [m (& — §) (& 4 &)+ zwei dhnliche Ausdriicke]
= 2 [(X+X")} (& -+ &)+ zwei dhnliche Ausdriicke.

Somit ist die Anderung der kinetischen Energie
infolge von St6Ben gleich der Summe aller Produkte,
die man bilden kann, indem man jeden auf einen
Massenpunkt ausgeiibten Antrieb mit dem arithme-
tischen Mittel der Geschwindigkeiten multipliziert,
letztere in Richtung des Antriebs genommen, die der
Massenpunkt kurz vor und kurz nach dem StoBe hat

Es ist duBerst wichtig, sich zu merken, daB die inneren.
Antriebe in der hier angeschriebenen Gleichung nicht weg-
gelassen werden diirfen, ebenso wie die inneren Krifte nicht
in der Energiegleichung des Abschn. 173 fortgelasssen werden
durften.
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Das Problem des Sonnensystems.

175. Das Problem der n Korper. Nach unseren friitheren
Betrachtungen konnen die Himmelskorper des Sonnensystems
wie ein System von Massenpunkten behandelt werden, die sich
unter der Wirkung ihrer gegenseitigen Anziehungskrifte bewegen.
Die mathematische Aufgabe, die Bewegungsgleichungen eines
solchen Massenpunktsystems von n» Massen zu integrieren, ist
unter dem Namen des ,,Problems der n Korper“ bekannt.
Die Sonderfille fir zwei oder drei Korper werden das ,Pro-
blem der zwei Korper® und das ,Problem der drei
Korper“ genannt. Das einzige dieser Probleme, das man bis
jetzt vollstindig geldst hat, ist das Problem der zwei Korper.

176. Das Problem der zwei Korper!). Zwei einander
nach dem Gravitationsgesetz anziehende Korper wer-
den in irgendeiner Weise in Bewegung gebracht. Man
soll zeigen, dafl die Relativbewegung parallel zu einer
festen Ebene verlduft und daB die Relativbahnen
Kegelschnitte sind. Ferner soll die Umlaufzeit be-
stimmt werden, falls die Bahnen Ellipsen werden.

Die hier mogliche Anwendung des Prinzips der Erhaltung
der BewegungsgroBe erlaubt sofort den SchluBl, daB sich der
Massenmittelpunkt der beiden Massenpunkte gleichféormig in
einer geraden Linie bewegt. Weder an den Beschleunigungen
der Massenpunkte noch an den Geschwindigkeiten e¢ines jeden
relativ zum andern wird etwas gedndert, wenn wir sie auf ein
Koordinatensystem beziehen, dessen Achsen parallel zu denen
des urspriinglichen Bezugssystems sind und dessen Ursprung im
Massenmittelpunkt liegt. Wir wollen voraussetzen, daB dies
hier geschehen sei.

Dann fillt die Beschleunigung jedes Massenpunktes in
seine Verbindungslinie mit dem Ursprung und die Wirkungs-
linien der Geschwindigkeiten der Massenpunkte liegen stets in
einer den Ursprung enthaltenden Ebene; damit geht aber die
Bewegung jedes Massenpunktes in dieser Ebene vor sich.

Ist nun G der Massenmittelpunkt, und sind m,, m, die
Massen der materiellen Punkte, r,, r, ihre, Entfernungen von
G zur Zeit t, ® der Winkel, den ihre Verbindungslinie mit-

1) Das Problem der zwei Korper wurde von Newton geldst,
Principia, Lib. I, Sect. XI., Propos. 57—63.

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 14



210 Das Gegenwirkungsgesetz.

irgendeiner festen Geraden in der Bewegungsebene einschlieBt
und ist schlieflich noch r=r, 4 r, der Abstand der Punkte
zur Zeit ¢, so wirken sie mit
m
' einer Kraft y mi;ﬁ aufein-
r
ander.
Dann lauten die Be-
wegungsgleichungen fiir den
Punkt m,

.. - m, m
my (7‘1 —_n @H) =7 ”17.6"2‘
1 d .
m, —  (r,20)=0
1 7y dt(l )

Fig. 46.

Da nun aber

so gehen diese Bewegungsgleichungen iber in

(my - ms)

-.—_ .2_—_‘ A T ™)
r—rO’=—y >

ad, .

d_t(r )_0

Man sieht wohl ein, dal man bei der Aufstellung der
Bewegungsgleichungen fiir m, auf dieselben beiden Gleichungen
gekommen wiére.

Die zuletzt angeschriebenen Gleichungen zeigen, daB die
Beschleunigung von m, relativ zu m, oder auch von m, relativ

zu m, gleich y(Lnlri?m“—) ist und daB es keine Transversal-
Beschleunigung gibt. Somit beschreibt jeder Massenpunkt eine
" Zentralbewegungsbahn um den anderen mit einer Beschleuni-
gung, die sich umgekehrt mit dem Quadrat des Abstands
dndert; nach Abschn. 51 ist diese Bahn ein Kegelschnitt, der
um einen Brennpunkt beschrieben wird.

Ist im besonderen die Bahn eine Ellipse, so ist ihre groBe
Achse 2a gleich der Summe des groBten und kleinsten Ab-
stands zwischen den Massenpunkten und die Umlaufzeit ist
nach Beispiel 5 des Abschnitts 48 gleich

%

a

2
Vy (m, +m,)
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177. Beispiele. Gehen zwei Massenpunkte von zwei Punkten mit
dem gegenseitigen Abstand R aus und bilden ihre Anfangsgeschwindig-
keiten v, v einen Winkel o miteinander, so ist ihre Relativbahn eine
Ellipse, Parabel oder Hyperbel, jenachdem

v"—}—v’*—2vv’cosa<,=oder>2yw.

2. S, P und E bezeichnen die Massen der Sonne, eines Planeten
und der Erde; die groBe Achse der Planetenbahn ist kmal so gro8 wie
die der Erdbahn und die Umlaufzeit des Planeten betrage n Jahre.
Man beweise unter Vernachlissigung der gegenseitigen Anziehungskrifte
der Planeten, da@

w—p. ST E

S+P-

(Das in Abschn. 146 angefiihrte dritte ‘Keplersche Gesetz der
Planetenbewegung sagt aus, daB anniherungsweise m® = k® ist. Dieses
Keplersche Gesetz ist anndherungsweise richtig, weil § im Vergleich
mit P oder E sehr grof ist.)

3. Zwei schwere Kugeln mit den Massen m, m’ und den.Radien
a, @' konnen von einer Anfangslage aus, in der ihre Mittelpunkte eine
Entfernung ¢ voneinander haben, gegeneinander fallen. Man ermittele
die Zeit, bis sie sich beriihren. )

Wir wollen annehmen, daB der Massenmittelpunkt in Ruhe bleibt,
und wollen die Entfernung der Kugelmittelpunkte zur Zeit ¢ mit a be-
zeichnen. Dann haben ihre Geschwindigkeiten die GroéBen

m'-& and m-&
m—+m' m-+m'’
Hiernach ist die kinetische Energie des Systems
1 ( m & )2 1 ,( mE )"_1 m-m
g™ m -’ +§m m—m'/ §m+m'x ’

Die potentielle Energie, von derjenigen Lage als Ursprungslage aus
gemessen, in der der Abstand ¢ war, ist nach Abschnitt 172

- (1 — 1)
Y c z/’
Somit lautet die Energiegleichung

. 1 1)
2 __ n(z -2
& _»2y(m—}—m)(x L
und die gesamte Zeit ist
¢
1
__ﬁ__j\/ T dx.
V2y(mtm)) T =@
a-ta

Bestimmen wir dann einen Winkel © so, daB er die Gleichung
erfiillt @ - a’=ccos? @, so erhalten wir die gesuchte Zeit

ot (O 4 sin O cos O)
V27 (m - m)

14*
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4. Zwei schwere Kugeln von den Massen m, m’, die sich frei mit
der Relativgeschwindigkeit V in groBem Abstand voneinander bewegen,
wiirden, falls sie keine Anziehungskrifte ausiibten, in einer kleinsten
Entfernung d aneinander vorbeigehen. Man zeige, daB die Relativbahnen
Hyperbeln sind und daB die Richtung der Relativgeschwindigkeit sich

schlieBlich um einen Winkel 2 arc tan—ﬂ—— gedreht haben wird.

7 (m+m')

5. Man beweise, daB fiir zwei Koérper von den Massen E und M,
die sich gegenseitig anziehen und sich auflerdem noch unter der Wirkung
der Anziehungskraft eines festen Korpers von der Masse S bewegen, so
daB alle drei stédndig in einer festen Ebene bleiben, die Beziehung gilt

(E+ M)*- H+ EMh = const,

worin h die Fliachengeschwindigkeit von M um E, H die Flichenge-
schwindigkeit des Massenmittelpunktes von E und M um S bedeuten.
Man bewecise, daB die Gleichung iibergeht in )

S(ELM2H-+(S+E-+ M)EM.h=const,

wenn alle drei Korper frei sind.

178. ‘Das allgemeine Problem der Planetenbewegung. Im all-
gemeinen Falle eines Systems von Massenpunkten, die sich unter der
Wirkung ihrer gegenseitigen Anziehungskrifte bewegen, kennen wir sieben
erste Integrale der Bewegungsgleichungen. Das Prinzip der Erhaltung
der BewegunysgroBe liefert uns drei Integrale, die zum Ausdruck bringen,
daB die Geschwindigkeit des Massenmittelpunktes in jeder Richtung -
konstant ist. Das Prinzip von der Erhaltung des Dralls gibt uns weitere
drei Integrale, die besagen, daB der Drall des Systems um jede beliebige
feste Achse durch den Massenmittelpunkt konstant ist. Ebenso ist die
Energiegleichung ein Integral der Bewegungsgleichungen.

Selbst wenn es sich nur um 3 Massenpunkte handelt, geniigen
diese Integrale nicht fiir eine vollstéindige Beschreibung der Bewegung.
Denn es ist bisher noch nicht gelungen, ein weiteres erstes Integral zu
finden, auBer wenn fiir die Anfangsgeschwindigkeiten besondere Be-
dingungen gelten. .

Infolgedessen konnen wir aus dem Gravitationsgesetz keine genaue
Berechnung der Bewegung der Himmelskdorper vornehmen, die das
Sonnensystem bilden. Aber eine Reihe von Umstinden gibt uns die
Moglichkeit, auf Grund dieses (Gesetzes eine angendherte Berechnung
der in Frage kommenden Bewegungen durchzufiihren, die immerhin so
genau ist, daB sie fiir eine lange Zeitepoche mit den Beobachtungen
iibereinstimmt. Zu diesen Umstinden gehort 1. daB die Sonnenmasse
im Vergleich zu den Massen der anderen Korper groB ist,-da sogar die
Masse des Jupiter kleiner als der 1000ste Teil der Sonnenmasse ist und
9. daB alle Bahnen nahezu Kreisbahnen sind und alle mit Ausnahme
einiger weniger Trabanten fast genau in einer Ebene liegen.

Es wiirde iiber den Rahmen dieses Buches h'nausgehen zu erldutern,
wie diese besonderen Umstidnde zum Zwecke der angeniherten Integration
der Bewegungsgleichungen der Kérper des Sonnensystems benutzt werden
kénnen. Hierfiir muB auf astronomische Biicher verwiesen werden, die
die Gravitation eingehend behandeln. Die neuste und umfassendste
Abhandlung hieriiber ist Tisserands Traité de Mécanique céleste,
tt. 1-—4, Paris 1889 —1896.
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Korper von endlicher Grofle.

179. Die Theorie von der Bewegung eines Korpers. Wir
behandeln die Bewegung eines Korpers ‘geradeso wie die Be-
wegung eines Massenpunktsystems. Teilen wir in Gedanken
den Korper in eine groBe Anzahl kleiner Réume und nehmen
wir an, daB sich in jedem solchen Raum ein Massenpunkt be-
findet, so ist die Bewegung des Korpers bestimmt, wenn die
Bewegungen aller Massenpunkte bekannt sind.

Wir wollen annehmen, daB sich die materiellen Punkte
unter der Wirkung von Kriften bewegen, die dem Wechsel-
wirkungsgesetz gehorchen.

Wir ordnen die Massen des Punktes so, daBl die Summe
der Massen der Punkte, die in irgendeinem Teil des Korpers
liegen, gleich der Masse dieses Korperteiles sind. Das heiBt
mit anderen Worten, wir wihlen die Masse eines Massenpunktes
in irgendeinem der R#dume gleich dem Produkt aus dem
Volumen dieses Raumes und der Dichte des Korpers in der
niheren Umgebung.

Fiir gewdhnlich versuchen wir gar nicht, die Krifte zwischen
den Massenpunkten zu bestimmen; wir nehmen nur an, daB
sie so geordnet sind, daB sie bestimmte Bedingungen erfiillen.
Machen wir z. B. die Annahme, daB ein Korper starr ist, so
setzen wir voraus, daB die Entfernung zwischen je zwei be-
liebigen Massenpunkten unverinderlich bleibt. Ist der Korper
ein Tau oder eine Kette, so nehmen wir an, dal die Krifte
zwischen zwei Massenpunkten auf den beiden Seiten einer
Ebene, die senkrecht zur Kettenlinie steht, gleiéhwertig mit
einer einzigen Kraft sind, die lings dieser Linie gerichtet ist.
Diese Kraft ist die Seilspannkraft. Im Kapital XI wird
der Fall allgemeiner behandelt werden.

Der Massenmittelpunkt eines Kérpers wird durch einen
Grenzproze3 aus den Gleichungen des Abschnitt 152 gefunden.
Er stimmt mit dem Schwerpunkt eines Korpers iiberein, wie
er in den Biichern iiber Statik definiert wird.

Die BewegungsgroBe eines Korpers ist gleichwertig mit
einer bestimmten resultierenden BewegungsgroSe und einem be-
stimmten Drall. Die resultierende BewegungsgréBe ist die eines
Massenpunktes, der gleiche Masse wie der Korper besitzt, sich
im Massenmittelpunkt befindet und dessen Bewegung mitmacht.
Der Drall um irgendeine durch den Massenmittelpunkt gehende
Achse ist gleich der Summe der um diese Achse genommenen
Dralle der Massenpunkte relativ zum Massenmittelpunkt.
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Gleiche Betrachtungen gelten fiir die Beschleunigungs-
krifte.

Die kinetische Energie eines Korpers ist gleich der
kinetischen Energie eines Massenpunktes, der gleiche Masse wie
der Korper hat, sich in dessen Massenmittelpunkt befindet und
sich wie dieser Massenmittelpunkt bewegt, vermehrt um die
kinetische Energie der Bewegung relativ zum Massenmittel-
punkt.

Die Bewegungsgleichungen eines Kérpers sagen aus,
da die Komponente der resultierenden Beschleunigungskraft
in einer beliebigen Richtung gleich der Summe der Kompo-
nenten der duBleren Krifte in derselben Richtung ist und daf}
das Moment der Beschleunigungskraft um irgendeine Achse gleich
der Summe der Momente der #uBeren Krifte um diese Achse ist.

Die Bewegungsgleichungen fiir irgendeinen Teil
des Korpers werden in derselben Weise angesetzt. Die Krifte,
die auf diesen Teil des Korpers iiber die Oberfliche hin wirken,
welche ihn von den iibrigen Kriften abtrennt, sind nun als
pnduBere“ Krifte fir den in Frage kommenden Kérperteil
anzusehen. Die Anziehungskrifte zwischen Punkten innerhalb
der Oberfliche und solchen auBerhalb derselben sind ebenfalls
nduBere“ Krifte fiir den Teil innerhalb der Oberfliche.

Die Zunahme der kinetischen Energie eines Kérpers in
der Zeiteinheit ist gleich der Summe der Leistungen aller
duBeren und inneren Krifte. Gibt es insonderheit eine
»Kraftfunktion“, so gibt es auch eine Energiegleichung,
die ein Integral der Bewegungsgleichungen ist.

180. Die Bewegung eines starren Korpers. Feste Korper
bewegen sich oft so, daB in keinem ihrer Teile eine sichtbare
Anderung von GroBe oder Gestalt eintritt. Wollen wir die Be-
wegungen solcher Korper durch diejenigen von Massenpunkt-
systemen beschreiben, so stellen wir beziiglich der inneren
Krifte zwischen den hypothetischen Massenpunkten die Be-
dingung auf, daB der Abstand zwischen zwei beliebigen Massen-
punkten unverinderlich bleibt.

Das dieser Bedingung unterworfene Massenpunktsystem
nennen wir einen ,starren Koérper®,

Die Bewegung eines starren Korpers ist bestimmt, wenn
die Bewegung von drei Massenpunkten des Korpers bestimmt
ist. Denn die drei Massenpunkte legen ein Koordinatensystem
fest, relativ zu dem alle Massenpunkte des Korpers unverinder-
liche Lage haben.
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Die Lagen aller Massenpunkte eines starren Korpers rela-
tiv zu einem Koordinatensystem bestimmen ist daher dasselbe,
wie die Lage eines Koordinatensystems F relativ zu einem
andern ermitteln. Dies erfordert die Bestimmung der Lagen
des Ursprungs des Koordinatensystems F, ferner einer seiner
Bezugsachsen und einer durch diese gelegte Ebene. Die Lage
eines Punktes ist durch drei Groen, niamlich seine Koordinaten,
bestimmt. Die Lage einer Geraden durch einen Punkt ist von
zwei GroBen abhingig, erstens von dem Winkel, den die Gerade mit
einer der Achsen einschlieBt und zweitens von dem Winkel, den
die durch sie gelegte Ebene parallel zu dieser Achse mit einer
Koordinatenebene bildet. Beide Winkel zusammen bestimmen
die Gerade. Die Lage einer Ebene, die eine Gerade enthilt,
ist durch eine GroBe gegeben, als die man z. B. den Winkel
wihlen kann, den sie mit derjenigen Ebene bildet, die durch
die Gerade parallel zu einer der Koordinatenachsen gelegt ist.
Daher sind die Lagen s@mtlicher Massenpunkte eines starren
Korpers relativ zu einem Koordinatensystem voéllig bestimmt-
wenn die sechs oben erwidhnten Gréffen gegeben sind.

Bewegt sich ein starrer Korper ohne sich zu drehen, so
ist die Bewegung des Korpers durch diejenige eines gedachten
Massenpunktes bestimmt, der sich im Massenmittelpunkt be-
findet, sich mit diesem bewegt und dessen Masse gleich der
Masse des Korpers ist. Die Bewegungsgleichungen dieses
Massenpunktes sind dieselben, wie wenn alle am Korper an-
greifenden Kréfte, ohne an ihrer GroBle, ihren Richtungen und
ihrem Richtungssinn etwas zu &ndern, im Massenmittelpunkt
angebracht wiirden.

181, Die Verlegharkeit der Kriifte. Die Bewegung jedes Teiles eines
starren Korpers ist bekannt, wenn die Bewegung irgendeines seiner
Teile bekannt ist.

Nun enthalten die Bewegungsgleichurigen des Korpers die duBeren
Krifte insofern, als sie die Summen der Komponenten dieser Krifte in
bestimmten Richtungen und die Summen der Momente dieser Krifte
um bestimmte Achsen enthalten. Sonst kommen die Krifte in den
Gleichungen nicht weiter vor.

Die in Frage kommenden Komponenten und Momente hingen
von den Wirkungslinien der Krifte ab, nicht aber von ihren Angriffs-
punkten.

Hiernach darf man annehmen, daB die Kriifte in jedem beliebigen
Punkte ihrer Wirkungslinien angreifen konnen, ohne daB sich an der
Bewegung des Korpers oder eines seiner Teile etwas éndert.

Handelt es sich um einen deformierbaren Korper oder ein System
getrennter Massenpunkte, so ist es klar, daB sich die innere Relativ-
bewegung. der Teile des Korpers oder des Systems zueinander sehr wohl
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dndert, wenn man den Angriffspunkt einer Kraft von einem Massenpunkt
zu einem andern in ihrer Wirkungslinie verlegt.

- Wir ziehen aus alledem den SchluB, daB eine an einem starren
Korper angreifende Kraft als ein Vektor angesprochen werden kann,
der an eine Gerade, nicht aber an einen Punkt gebunden ist. Man
nennt diese Erkenntnis bisweilen das Prinzip von der Verschieb-
barkeit der Kraft.

182. Die Kriifte zwischen starren Korpern, die sich beriihren.
Wir wollen annehmen, daB sich die Oberflichen zweier starrer
Korper in einem einzigen Punkte berithren und dafl die Wirkung
zwischen den beiden Korpern (abgesehen von ihrer gegenseitigen
Anziehung) in ein paar gleich groBen und entgegengesetzt ge-
richteten Kriften besteht, die' im Beriihrungspunkte angreifen.

Die Kraft, die der eine Kérper 4 auf den andern B im
Beriihrungspunkte ausiibt, kann in zwei Komponenten, namlich
lings und senkrecht zu der Berithrungsnormalen zerlegt werden.
Die Normalkomponente ist die ,,Stiitzkraft“, die Tangential-
komponente ist die ,Reibung%, die 4 auf B ausiibt. Die
Resultierende aus Stiitzkraft und Reibung wird oft die , Auf-
lagerkraft“ genannt.

In dem System zweier sich berithrender Korper leistet
die Stiitzkraft keine Arbeit. Denn solange die Koérper in Be-
rilhrung bleiben, haben die sich beriihrenden Teile dieselbe
Geschwindigkeit in Richtung der Normalen, und die Druck-
krifte, die auf die beiden Korper wirken, sind gleich und ent-
gegengesetzt gerichtet. Im allgemeinen leistet die Stiitzkraft
eine (positive oder negative) Arbeit an jedem der beiden Korper;
die Summe der Leistungen an beiden Koérpern aber ist Null.

183. Die Reibung. P sei der Berithrungspunkt zweier
Korper 4 und B, R bezeichne die Stiitzkraft und F die
Reibung.

Von jedem der Korper setzen wir voraus, daB er einen
Massenpunkt in P habe.

Der zu A gehdrige Massenpunkt in P wird eine gewisse
Geschwindigkeit haben; dasselbe 148t sich von dem zu B ge-
horigen Massenpunkt in P sagen. Die Geschwindigkeit des
Massenpunktes von 4 in P, relativ zu Achsen, die man parallel
den Bezugsachsen durch den Massenpunkt von B in P legt,
ist die Geschwindigkeit des Beriihrpunktes, betrachtet als Punkt
von A gegeniiber B. Ebenso gibt es eine gleichgrofe und
entgegengesetzt gerichtete Geschwindigkeit des Beriihrungs-
punktes relativ zu 4, wenn man ihn als Punkt von B auffaf3t.
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Die Bedingung fiir eine stéindige Beriihrung besteht darin,
daB die eben beschriebene Relativgeschwindigkeit in die Tan-
gentialebene von P hineinfillt, oder da ihre Komponente in-
Richtung der Berithrungsnormale gleich Null ist.

Das erste Reibungsgesetz besagt, dal die auf 4 bzw. B
in P wirkende Reibung den entgegengesetzten Richtungssinn
hat, wie die Geschwindigkeit des Beriithrungspunktes, wenn
man ihn als einen Punkt von 4 bzw. B auffaBit, relativ zu B
bzw. 4. -

Das zweite Reibungsgesetz sagt aus, dal die Reibung F
und die Stiitzkraft R durch die Ungleichung zusammmenhéingen
F<uR, worin u eine Konstante ist, die nur vom Material
abhiingt, aus denmen die Korper bestehen. Die Konstante u
wird der Reibungskoeffizient genannt.

Ist die oben beschriebene Relativgeschwindigkeit gleich
Null, so nennt man die Bewegung ein Rollen. Damit Rollen
eintritt, muB der Reibungskoeffizient eine gewisse GroBe iiber-
schreiten, die in jedem einzelnen Fall von besonderen Umsténden
abhingt. Die Bewegung zweier sich beriihrenden Korper, die
nicht in reinem Rollen besteht, wird Gleiten oder Schleifen
genannt. Die Richtungsregel fiir die Reibung lagt sich auch
in der Form aussprechen: Die Reibung sucht stets Gleiten zu
verhindern. Wenn Gleiten eintritt, ist F=— uR. Sind die
Korper geniigend rauh, um wihrend der ganzen Bewegung
Gleiten zu verhindern, so sagt man auch zuweilen, sie sind’
vollkommen rauh.

Ist die Bewegung eine rollende, so leistet die Reibung an
dem Korpersystem keine Arbeit; doch kann sie auf jeden
einzelnen der Korper (positive oder negative) Arbeit leisten.
Die Summe der Arbeitsleistungen auf beide Kérper ist dann Null.

Ist die Bewegung eine Gleitbewegung, so leistet die Reibung
an dem System Arbeit, diese Arbeit ist immer negativ.

184. Die potentielle Energie eines Korpers. An einem
Korper, den man sich aus Massenpunkten zusammengesetzt
denken kann und auf den Anziehungskrifte anderer Korper
wirken, leisten die #uBeren Krifte X, Y, Z des Abschn. 160
bei jeder Verschiebung Arbeit; diese Arbeit a8t sich mittels
einer Kriftefunktion ausdriicken. Ebenso kann man die Arbeit,
welche von denjenigen Komponenten der inneren Krifte ge-
leistet wird, die die gegenseitige Anziehung der einzelnen Teile
des Korpers darstellen, durch eine Kriftefunktion ausdriicken.
Die iibrigen innern Krifte konnen auch Arbeit leisten und auch
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diese Arbeit 148t sich mit Hilfe einer Kriftefunktion angeben.
Im letzteren Falle stellt der Teil der potentiellen Energie, der
dieser Kriftefunktion entspricht, die sogenannte ,innere
potentielle Energie“ dar.

Dann kann man die potentielle Energie in drei Teile
teilen: die potentielle Energie des Korpers im &ufBleren Kraft-
feld, die potentielle Energie der gegenseitigen Anziehung der
Teile des Korpers und die innere potentielle Energie.

Die potentielle Energie eines Korpers im Falle der Erdschwere
wird durch den Ausdruck I (mgz) wiedergegeben, worin m die Masse
irgendeines der hypothetischen Massenpunkte und z di¢ Hohe dieses
Massenpunktes iiber einem festen Niveau bezeichnen. Dieser Ausdruck
ist gleich dem

Mgz,

worin M die Masse des Korpers und z die Héhe seines Massenmittel-
punktes iiber dem festen Niveau ist.

185. Die Energie eines starren Korpers. Aus dem in Ab-
schnitt 169 Gesagten folgt, daB die inneren Kréfte zwischen den
Massenpunkten eines starren Korpers niemals Arbeit leisten.

Die potentielle Energie infolge der gegenseitigen Anziehungs-
krifte der Teile eines starren Korpers und die innere potentielle
Energie des Korpers koénnen beide zu Null angenommen werden,
wenn man den augenblicklichen Aggregatzustand des Korpers
als den ,,Ursprungs“-Zustand wihlt.

Die kinetische Energie des Korpers und die potentielle
Energie des Koérpers im Feld der &uBeren Krifte sind ver-
énderliche Grofien.

Nicht immer besitzen die Bewegungsgleichungen eines starren
Korpers ein Integral in Gestalt einer Energiegleichung. Denn
der Kérper kann mit andern starren Koérpern oder mit solchen,
die wie beispielsweise eine elastische Feder ihre Form #ndern,
oder schlieBlich auch mit widerstehenden Mitteln, z. B. der Luft,
in Berithrung sein. Die auf den starren Korper von seiten
der ihn beriihrenden Koérper ausgeiibten Krafte konnen dann
eine Arbeit leisten, die man nicht mittels einer Kréftefunktion
anzugeben vermag.

186. Die potentielle Energie einer gedehnten Saite. Man
betrachte ein Stiick einer Saite, das die natiirliche Linge I,
besitzt und entsprechend einer Dehnung ¢ auf die Linge
l,(1 + ¢) verlingert sei. Die Spannkraft der Saite ist dann
le, wenn man mit 1 den Elastizititsmodul bezeichnet. Um
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die potentielle Energie zu berechnen, wollen wir annehmen,
daB von dem fraglichen Stiick der Saite das eine Ende fest,
das andere an einem Korper angebracht sei, der daran mit
der Spannkraft ie zieht. Wir wollen auBerdem annehmen,
daB an der Saite keine weiteren #uBeren Krifte angreifen. Nun
wollen wir die Saite weiter ausdehnen. Die Arbeitsleistung
der Endspannkraft ist Ae-lyé. denn [ ¢ ist die Geschwindig-
keit des beweglichen Endes der Saite. Damit ist die bei der
Verlingerung der Saite von ihrer natiirlichen Linge bis zur
Liange 1,(1 4 ¢) geleistete Arbeit

[re-1,edt.

Das Integral muB zwischen den Grenzen genommen werden,
die den Werten 0 und ¢ fiir die Dehnung entsprechen, es hat
also die GroBe 111,¢%.

Wir wollen annehmen, daB die Saite so langsam gedehnt
werde, daB sie keine merkbare kinetische Energie erhélt. Dann
wird die Summe der von den #ufleren und inneren Kriften
geleisteten Arbeiten zu Null. ‘Daraus folgt aber, dal von den
innern Kriften die Arbeit —111[,&® geleistet wird.

Da dieser Betrag nur vom Anfangs- und Endzustand ab-
hingt, so konnen wir ihn, mit veréndertem Vorzeichen, als
einen Betrag innerer potentieller Energie ansehen (Abschn. 184).
Hiernach hat die potentielle Energie einer gedehnten Saite von
der natiirlichen Linge [, den Wert %Z.loe“’, wenn ¢ die Dehnung
bezeichnet.

Ein #hnliches Resultat erhilt man fiir eine Feder, die ent-
weder gedehnt oder zusammengedriickt wird. (Vgl. Abschn. 101.)

Die Saite werde einmal nicht gleichférmig gedehnt, dabei sei 8, die
von einem Ende aus gemessene natiirliche Liinge eines Stiickes, s, As,
diejenige eines etwas lingeren Stiickes; ferner bezeichnen s bzw. 8-} As
die Liingen, die daraus werden, wenn man die Saite streckt. Dann defi-
nigren wir die Dehnung in dem Punkte, der s, entspricht, als den

Grenzwert
. As — A8
Lim (——9)
Asg=0 4 8
Bezeichnet man diesen Wert mit ¢ so ist die potentielle Energie eines
Stiickes zwischen s,—a und s, =10

b
}Aetds,.
a

187. Der Sitz der potentiellen Energie. Die potentielle Energie
eines Systems von Massenpunkten, die Anziehungskrifte aufeinander
ausiiben, und die potentielle Energie einer gedehnten Saite sind zwei
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Beispiele fiir die potentielle Energie, die von inneren Kriften zwischen
den einzelnen Teilen des’' Systems herriihrt.

Aber zwischen beiden Fillen besteht ein wesentlicher Unterschied.
Bei der Saite konnen wir jedem einzelnen Stiick derselben einen be-
stimmten Betrag von potentieller Energie zuordnen, derart, daB der so
zugeordnete Betrag dem Zustand des Stiickes entepricht. Wir kénnen
daher sagen, daB die Energie ihren Sitz in der Saite und zwar in jedem
einzelnen Stiick der Saite hat. Der jedem Stiick innewohnende Be-
trag kann pro Lingeneinheit (auf die natiirliche Linge bezogen) als
}4¢% angegeben werden, wobei ¢ die Dehnung in irgendeinem Punkte
des Stiickes ist. Wir kénnen uns von dieser Energie die Vorstellung
machen, daB sie dem Saitenteil ebenso angeh&rt, wie etwa die
kinetische Energie einem sich bewegenden Korper.

Bei einem System sich*anziehender Massenpunkte kénnen wir nicht
einem Teil des Systems einen bestimmten Betrag potentieller Energie
derart zuordnen, daB Anderungen der so zugeordneten Energie Ande-
rungen des Zustandes dieses Teiles entsprechen, unabhiingig von der
Lage des Teiles relativ zu anderen Teilen. Wir konnen auf keinerlei
Weise, die vollstindig befriedigend wire, dem einen Teil des Systems
einen Teilbetrag der Energie und einem andern Teil des Systems éinen
andern Teilbetrag zuordnen usw. Wenh es sich z. B. um einen schweren
Kérper nahe der Erdoberfliche handelt, so kénnen wir nicht annehmen,
daB die Energie ihren Sitz im Kérper oder in der Erde habe oder daB
sie in einem bestimmten Verhiltnis auf den Kérper und die Erde ver-
teilt sei. Wir miissen uns den Fall vielmehr so vorstellen, daB die
Energie dem System innewohnt, niekt aber den Kérpern, die das
System bilden.

188. Die Leistnng. Wird infolge der Einwirkung eines Systems S
auf ein System §’ Arbeit geleistet, so wird sie von den Kriften geleistet,
welche die Massenpunkte von S auf die Massenpunkte von §’ ausiiben,
und zwar lings der Wege, die den Verschiebungen der Massenpunkte
von S’ entsprechen. In den Fillen, in denen.die Energie an einen be-
stimmten Ort gebunden ist, wiichst die Energie des Systems S’, und ver-
ringert sich diejenige von S je um eine GréBe, die gleich dem Betrage
der dabei geleisteten Arbeit ist. Die Zahl der in irgendeinem Zeit-
intervall geleisteten Arbeitseinheiten steht in bestimmtem Verhaltnis zu
der Anzahl der Zeiteinheiten in diesem Intervall. Ist das Intervall un-
endlli)ch kurz, so hat dieses Verhiltnis einen Grenzwert, der die Leistung
angibt. : .

Die Leistung eines Systems, das auf ein anderes System wirkt,
ist die in der Zeiteinheit vom ersten an dem zweiten System geleistete
Arbeit. .
Jeder Einzelkraft, die zwischen den Massenpunkten der beiden
Systeme wirkt, entspricht eine gewisse Arbeitsleistung; diese erhilt man
entweder, wenn man das Produkt der Kraft und der in deren Richtung
genommenen Geschwindigkeitskomponente des von ihr angegriffenen
Massenpunktes bildet, oder wenn man das Produkt der Geschwindigkeit
des Massenpunktes und der in deren Richtung genommenen Komponente
der an ihm angreifenden Kraft aufstellt. Jedes von diesen beiden Pro-
dukten miBt die Leistung der Kraft. Die Summe aller solcher Lei-
stungen ist die gesamte vom ersten System auf das zweite ausgeiibtcn
Leistung.
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Die Leistung kann sowohl durch die Schnelligkeit gemessen werden,
mit der Arbeit am Zweiten geleistet wird, als auch durch die Schnellig-
keit, mit der das erste System Arbeit leistet.

So wird in jeder Maschine, die mechanische Arbeit umformt, in der
Zeiteinheit ein gewisser Betrag von Energie verbraucht und ein gleich
groBer Arbeitsbetrag geleistet. Man sagt ,die Maschine hat eine be-
stimmte Leistung®.

Im allgemeinen wird ein groBer Teil der Arbeit zur Uberwindung
der Reibung geleistet.

189. Die Bewegung eines Seiles oder einer Kette. Im all-
gemeinen vernachldssigen wir die Dicke der Kette, nehmen
aber an, daB die Masse eines endlichen Stiickes endlich sei.
Ist die Masse eines Stiickes proportional der Linge dieses
Stiickes, so ist die Kette gleichférmig. Ist die Kette nicht
gleichférmig, so gibt der Grenzwert des Verhiltnisses der An-
zahl der Masseneinheiten eines Stiickes zur Anzahl der Lingen-
einheiten des Stiickes, wenn man die Lénge unendlich ‘klein
werden 148t, die ,lineare Dichte*, d. h. die Masse der Lingen-
ienheit an.

Legt man eine (geometrische) Ebene so, daB sie die Ketten-
linie in irgendeinem Punkte rechtwinklig schneidet, so wirken
die beiden durch die Ebene getrennten Teile der Kette mit
einer Kraft aufeinander,.die mit der Tangentenrichtung der
Kette in diesem Punkte zusammenféllt. Diese Kraft ist die
Spannkraft der Kette.

Wir wollen uns die Kette in eine sehr grofie Zahl von sehr
kurzen Stiicken zerlegt denken. In jedem Stiick befinde sich
ein Massenpunkt, dessen Masse gleich der Masse dieses Ketten-
stiickes sei. Jeder dieser hypothetischen Massenpunkte wirke
auf die beiden anliegenden Nachbarpunkte mit einer Kraft,
gemiB dem Wechselwirkungsgesetz. Die Kraft zwischen zwei
benachbarten Massenpunkten wird gleich der Spannkraft der
Kette im entsprechenden Punkte angenommen. Die Bewe-
gung der Kette kann man dadurch bestimmen, daB man die
Bewegungsgleichungen irgendeines Massenpunktes aufstellt und
dann durch unbegrenzte VergroBerung der Zahl der Massen-
punkte und Verminderung der Léngen der kleinen Kettenstiicke
zu einem Grenzfall {ibergeht.

Ist eine der kurzen Lingen As und m die Masse pro
Lingeneinheit der Kette in der Umgebung, so ist mds die
Masse des entsprechenden Massenpunktes.

Die Spannungen in den beiden Richtungen vom Massen-
punkte zu den bejden Nachbarpunkten sind im allgemeinen ver-



222 Das Gegenwirkungsgesetz.

schieden, aber ihre Differenz strebt gleichzeitig mit 4s dem
Werte Null zu.

Uberdies wirken auf die gedachten Massenpunkte noch die
Feldkrifte, falls sich die Kette in einem Kraftfeld befindet,
sowie die Stiitzkridfte und die Reibung irgendeiner Kurve oder
Oberfliche, mit der die Kette unter Umsténden in Beriihrung ist.

190. Seil oder Kette mit vernachlissigbarer Masse in Be-
rithrung mit einer glatten Oberfliche. Die Kette liege in einer
Kurve auf der Oberfliche. Wir ermitteln die Beschleunigungs-
komponente irgendeines hypothetischen Massenpunktes der Kette
in Richtung der zugehdrigen Kurventangente. Diese Beschleuni-
gungskomponente sei £ Ebenso bestimmen wir in derselben
Richtung die Komponente der Feldkraft und bezeichnen den
auf die Masseneinheit entfallenden Teil dieser Komponente mit F.
Die Stitzkraft, die die Oberfliche auf den hypothetischen Massen-
punkt ausiibt, steht senkrecht zu der in diesem Punkte gezogenen
Kurventangente.

Es seien T die Spannkraft der Kette in dem betrach-
teten Punkte, T, und 7, die Krifte zwischen dem gedachten
Massenpunkt und seinen beiden Nachbarpunkten, ¢, und @,
die Winkel, die ihre Wirkungslinien mit der Kurventangente
bilden. Dann wird im Grenzfall

I'=T,=T und &,=0, D,=an.
Schreiben wir die Bewegungsgleichung des hypothetischen Massen-

punktes fiir die Tangentenrichtung der Kurve an, so erhalten wir

mds-f=mAs-F+T,cos D, + T, cos D,
oder

m-f:m-F—{-—T2 cosj2 e t,.

&

14 cos @,
As )
Im Grenzfall geht diese Gleichung iiber in

arT
m-f=m-F- P
Wird m sehr klein, so ist diese Formel angenshert identisch

., arT
mit E:O. Hieraus schlieBen wir, daB die Spannkraft der

Kette konstant ist, wenn ihre Masse vernachlissigt werden kann.
Das Ergebnis ist hier fiir ein beliebiges Kettenstiick be-
wiesen, das mit einer glatten Oberfliche in Beriihrung steht.
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Die Art des Beweises zeigt, dafl es auch fiir irgendein freies
Stiick der Kette gilt.

Vermischte Beispiele. 1. Eine diinne Kugelschale von kleinemr
Halbmesser beschreibe, ohne sich dabei um ihre eigene Achse zu drehen,
einen Kreis vom Radius R mit der Geschwindigkeit Vum ein Anziehungs-
zentrum O. Nachdem ihr Mittelpunkt die Lage 4 erreicht hat, explodiert
sie, wobei jedem Teilchen eine Geschwindigkeit » erteilt wird, die vom
Kugelschalenmittelpunkt genau nach auBen gerichtet ist. Man beweise,
daB die Teilchen alle die Gerade A O innerhalb einer Linge

___8VwE
Vi—6V2v2 400
treffen und daB bei kleinem v die Gesamtheit der Stiicke nach einer

;#?' ist, einen vollstindigen Ring bilden.

2. Zwei Massenpunkte stehen unter dem EinfluB von Kriften, die
nach einem festen Punkt gerichtet sind und sich proportional dem Ab-
stande von diesem Punkte éndern, wobei in beiden Fillen die Kraft im
gleichen Abstande dieselbe ist. AuBerdem ziehen sich die Massenpunkte
gegenseitig mit einer weiteren Kraft an, die sich proportional ihrem Ab-
stande dndert. Man zeige, daf die Bahn jedes Massenpunktes relativ zum

2x
. ) Ve 24!
betrigt, wenn man mit x bzw. u’ die auf die Masseneinheit jm Ab-
stand 1 ausgeiibten Kriifte bezeichnet.

8. Unter der Wirkung eines festen, schweren Ko6rpers von der Masse m
beschreibe ein Kérper von der Masse km eine Ellipse mit der Exzentri-
zitiit e sowie der groBen Achse 2a. LiafBt man m los, wenn der Abstand
zwischen den Korpern R geworden ist, so ist die Exzentrizitit ¢ der
nunmehr beschriebenen Relativbahn durch die Gleichung bestimmt

! k(1 —e?) ( SO a)
/2 o2 —— L —_—
e € AT {k+2 1 B’/

4. Zwei sich anziehende materielle Punkte mit den Massen m, m’
beschreiben relativ zueinander Ellipsenbahnen mit der Exzentrizitit e
und der groBen Achse 2a, wihrend ihr Massenmittelpunkt in Ruhe bleibt.
Wird m plotzlich™ festgehalten, wenn die Punkte sich in einer Ent-
fernung R voneinander befinden, so ist die Exzentrizitit ¢’ der darauf
von m’ beschriebenen Bahn durch die Gleichung gegeben

()

am

Zeit, die annidhernd gleich

andern eine Ellipse ist und daB die Periode eines Umlaufs

5. Ein Korper von der Masse M bewegt sich geradlinig mit der
Geschwindigkeit U; ihm folgt in einer Entfernung » ein kleinerer Korper
von der Masse m, der sich in derselben Geraden mit der Geschwindig-
keit u bewegt. Die Korper ziehen einander nach dem Gravitationsgesetz.
an. Man beweise, daB der kleinere Korper den groBen nach einer Zeit.

( r )% x4yl — w?+ arc cos w

I+w Vr (M m)
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einholen wird, wobei

_r(U—uw

l—w=—0F——=.
7 (M —+-m)

6. Zwei Koérper mit den Massen m und m’ beschreiben relativ zu-
einander unter dem EinfluB ihrer gegenseitigen Anziehung Kreisbahnen.
In einem Augenblick, in dem a und @’ ihre Abstinde vom Massenmittel-
punkt und V ihre Relativgeschwindigkeit sind, erhilt m einen Impuls mV
gegen m'. Man beweise, daB die beiden Korper nunmehr relativ zum
Massenmittelpunkt Parabeln mit den Parametern 2a bzw. 2a’ beschreiben.

7. In einem System, das aus zwei sich anziehenden Kérpern M und
m besteht, sei M anfangs in Ruhe, wihrend m mit der Geschwindigkeit

Vv’ (M(;‘rm)

Korper fortgeschleudert wird; d bezeichnet hierbei den augenblicklichen
Abstand zwischen den Korpern. Man beweise, daBl die Bahn von M
eine Aufeinanderfolge von Zykloiden ist und da M immer nach gleichen
Zeitintervallen in aufeinanderfolgenden Spitzen der Zykloiden zur Ruhe
kommt.

8. In einem System, das aus zwei sich anziehenden Kdorpern von
den Massen M und m besteht, ist die Relativbahn eine Ellipse mit den
Halbachsen @ und b. Wiirde die Masse des zweiten Korpers plotzlich
verdoppelt, so wiirde die Exzentrizitiit der neuen Bahn

mV(M—F 2m)ﬁ_Z;(M—}—m)(M—i—2m)_.?:.:.'; 2

sein, wobei v die Relativgeschwindigkeit im Augenblick der Anderung
bedeutet.

9. Zwei schwere Massenpunkte, die die Entfernung r voneinander
haben, beschreiben mit der gleichformigen Winkelgeschwindigkeit «w
Kreise um ihr gemeinsames Gravitationszentrum. Dem ganzen System
wird in der Bewegungsebene eine kleine gemeinsame Storung mitgeteilt,
so daB nach einer Zeit ¢ die Entfernung r -4« ist und die Verbindungs-
linie der Punkte derjenigen Lage um den Winkel @ vorausgeeilt ist, die
sie haben wiirde, wenn die stetige Bewegung nicht gestort worden wire.
Man entwickle die Gleichung

2% —rw®=3wt(r P+ 2wu) -+ const,
unter Vernachldssigung der Quadrate von % und @,

10. Zwei gleiche Massenpunkte P, ) werden von zwei Punkten aus,
.die auf entgegengesetzten Seiten eines dritten Massenpunktes S und um
gleichviel von diesem entfernt liegen, mit einer Geschwindigkeit fort-
geschleudert, wie sie sie in dieser Lage bei Herkunft aus unendlicher
Ferne unter der alleinigen Anziehung von S erlangen wiirden. Alle drei
Massenpunkte ziehen sich an, die Anfangsgeschwindigkeiten stehen senk-
recht zu PQ. Bedeuten b die konjugierte Achse der Bahn, die von P
oder @ beschrieben wird, e deren Exzentrizitit und b’, ¢’ die entsprechen-
den GroBen der Relativbahnen von P und S, wenn @ nicht vorhanden

wire, und P in gleicher Weise wie vorher fortgeschleudert wiirde, so ist
b=2b" und

unter rechtem Winkel zur Verbindungslinie der beiden

1—e 1(1—¢)

(Fo 10Fe)
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11. Wenn drei Korper von den Massen m,, m,, m,, die nur ihren
gegenseitigen Anziehungskriften Py, Py, Py, unterworfen sind, in un-
verinderten Entfernungen voneinander bleiben, so stehen diese Ent-
fernungen in dem Verhiltnis m, Py, : my Py, : my Py, zueinander.

12. ‘Drei gleiche Massenpunkte A, B, C, welche sich mit einer Kraft
anziehen, die proportional der Entfernung und pro Masseneinheit und
in der Entfernung eins gleich # ist, werden in die Ecken eines gleich-
seitigen Dreiecks von der Seite 2a gebracht. Der Massenpunkt A wird

mit der Geschwindigkeit ¢/« gegen den Dreiecksmittelpunkt geschleudert,
wihrend die andern Massenpunkte in demselben Augenblick freigegeben
werden. Man beweise, daBl die drei Punkte zum ersten Male nach
der Zeit
1 . a
———arcsin — ——

e
in einer geraden Linie liegen werden.

13. Zwei Massenpunkte, jeder von der Masse eins, die sich mif
einer Kraft u-(Abstand) anziehen, werden in zwei rauhe, gerade, sich
sonkrecht schneidende Rohre gebracht; die Reibung in jedem Rohr sei
gleich der Druckkraft auf die Wand. Befinden sich die Punkte an-
fangs in ungleichen Abstinden vom Schnittpunkt, so bewegt sich der

1
eine schon eine Zeit éi, ehe der andere seine Bewegung beginnt.

Wihrend sie sich dem Schnittpunkt der RShren ndhern, bewegen sie
sich gerade so, wie die Projektionen der beiden Endpunkte des Durch-
messers eines Kreises auf eine Gerade, auf der dieser Kreis gleichformig
rollt.

14. In einem Medium, dessen Widerstand der Masse und Geschwin-
digkeit proportional ist, bewegen sich zwei Massenpunkte unter der
Wirkung ihrer gegenseitigen Anziehungskraft, die eine beliebige Funktion
ihres Abstandes ist. Man beweise, daB ihr Massenmittelpunkt entweder
in Ruhe bleibt oder sich geradlinig mit einer Geschwindigkeit bewegt,
die nach einer geometrischen Reihe abnimmt, wihrend die Zeit nach
einer arithmetischen Reihe zunimmt. i

15. Ein Massenpunkt, der an das eine Ende der groSen Achse
eines Normalschnittes eines homogenen, anziehenden, elliptischen Zylinders
von unendlicher Linge gebracht wird, werde innerhalb der Schnittebene
ein wenig gestort. Man zeige, daB er sich unter stindiger Beriihrung
rund um den Zylinder bewegen kann und daB seine Geschwindigkeit v
im Abstande y von der groBen Achse des Schnittes durch die Gleichung

gegeben ist dxyoyia(a—b)

T bety
wobei ¢ die Dichte des Zylinders und 2a, 2b die Hauptachsen eines
Normalschnittes sind.

16. Ein Massenpunkt wird lings eines Kreisschnittes auf der Ober-
fliche eines glatten, homogenen Rotationsellipsoids in Bewegung gesetzt,

2

o? 2 2
das durch die Gleichung (ﬁ;t—y) + j—, =1 gegeben ist. Man beweise, da3
ot = AP —CC)

a?
Love-Polster, 'I'neoretlscho Moohanik, 15
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ist, wenn er den Kreis mit gleichfsrmiger Winkelgeschwindigkeit « unter
der Wirkung der Anziehungskraft des Ellipsuids beschreibt, und wenn
dx, Ay, Cz die Komponenten der Anziehungskraft sind, die das Ellip-
soid auf einen Punkt x, y, z ausiibt.

17. Ein Ring bewege sich auf einem rauhen, elliptisch gebogenen
Draht mit den Halbachsen a, b unter der Wirkung der Anziehung eines
diinnen, homogenen, anziehenden Stabes von der Masse M in der Ver-
bindungsgeraden der Brennpunkte. Wird der Ring in einem Ende der
kleinen Achse in Bewegung gesetzt und kommt er an dem ihm zunichst-
liegenden Ende der groBen Achse zur Ruhe, so ist die Anfangsgeschwin-
digkeit v durch die Gleichung gegeben

T

4;'M,mf e~ %30

2

U@ Tbr) i —Zacs 0@
0
worin u der Reibungskoeffizient und « — ((Z_T_ I;; ist.

Anhang zu Kapitel VI. Reduktion eines Systems von
gebundenen Vektoren.

a) Das Vektorpaar. Zwei gleiche Vektoren, die an parallele
Wirkungslinien gebunden sind und entgegengesetzten Richtungssinn haben,
lLilden ein ,Vektorpaar“.

Man lege eine Gerade L senkrecht zur Ebene des Vektorpaarcs
und gebe ihr einen bestimmten Richtungssinn. Die algebraische Summe
der Momente der beiden Vektoren, um diese Gerade, ist stets die gleiche,
sowohl hinsichtlich ihrer GréBe wie auch ihres Vorzeichens, und von
der Wahl der Geraden L ganz unabhingig, wenn nur der Richtungssinn
von L derselbe bleibt. Die Summe der Momente ist ,das Moment des
Vektorpaares“ Seine GroBe ist das Produkt aus der MaBzahl eines
Vektors des Paares und der MaBzahl des Abstandes der Wirkungslinien
der beiden Vektoren. Sein Vorzeichen ist bestimmt, wenn einmal fiir I,
ein. bestimmter Richtungssinn angenommen ist. Die Vorzeichenregel ist
die der rechtsgingigen Schraube; man kann sie in folgender Weise aus-
sprechen: Schneidet die Gerade L den einen Vektor und hingt der
Richtungssinn von L und der Drehsinn des zweiten Vektors in derseiben
Weise zusammen wie der Vorschub und der Drehsinn einer rechtsgingigen
Schraube, so ist das Vorzeichen positiv; im andern Falle ist es negativ.

Ist L in dem Sinne gerichtet, daB das Moment positiv ist, und
wiblt man einen (freien) Vektor so, daB er die GroBe des Moments des
Vektorpaares und die Richtung sowie den Richtungssinn von L be-
sitzt, 0 nennt man diesen die ,Achse des Vektorpaares“.

Wir werden spiiter sehen, daB ein Vektorpaar unter allen Um-
stinden durch diesen freien Vektor dargestellt werden kann.

b) Gleichwertigkeit von Vektorpaarem in ein wnd derselben
Ebéne. Wir wollen beweisen, daB die Summe zweier Vektorpaare in
derselben Ebene, wenn sie gleiche aber entgegengesetzte Momente be-
sitzen, gleich Null ist.

Da die Wirkungslinien der beiden Vektoren zwei Paare paralleler
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Geraden sind, so bilden sie ein Parallelogramm. ABCD (Fig. 47)
sei dieses.

Die Vektoren des einen Paares migen die GroBe P und die Wir-
kungslinien 4 B, CD, diejenige des andern Paares die GroSe @ und die
Wirkungslinien 4 D, CB haben.

Die Lingeneinheit sei so ge-
wihlt, daBl in der Fignr AB die I}X P \c
GréBe P darstellt.

Dann besitzt das  Parallelo-
gramm eine Fliche, welche gleich
dem Moment des Vektorpaares ist. Q

In gleicher Weise soll 4D
die GroBe @ darstellen.

Die Vektoren P und @, dic .
in den Wirkungslinien A B und 4 D A P B
liegen und letzteren Strecken pro-
portional sind, lassen sich durch Fig. 47
einen Vektor ersetzen, der die Wir- g 2l.
kungslinie AC hat und propor-
tional dieser Strecke ist Der Richtungssinn dieses Vektors ist AC.

Daraus folgt, daB alle vier Vektoren P, P und @, @ zusammen
Null ergeben.

Dieser Satz zeigt, daBl ein Vektorpaar durch jedes andere in der-
selben Ebene wirkende Paar ersetzt werden kann, welches dasselbe Mo-
ment und den gleichen Drehsinn hat.

c) Parallele Vektoren. P und  seien zwei Vektoren, die an
parallele Wirkungslinien gebunden sind, 4 und B beliebige Punkte auf
diesen Linien und d der Abstand der Linien.

P und @ migen zundchst im gleichen Sinne gerichtet sein.
Dann wollen wir in der Wirkungslinie des Vektors P zwei gleichgroBe
und entgegengesetzt gerichtete Vektoren von der GréBe @ anbringen.

R=P+Q
Q R ?Q
e
A B A 8
Va R '
Fig. 48. Fig. 49.

Die Vektoren P und @ zusaminen sind ersetzbar durch einen Vektor
von der GréBe P} @, in der Wirkungslinie von P, der den Richtungs-
sinn von P besitzt, und durch ein Vektorpaar @d (siehe Fig. 48). Man
ersetze das Vektorpaar vom Moment @-d durch zwei Vektoren, die beide
die GriBe P4 @ haben und in parallelen Linien liegen, und von denen
der eine in der Wirkungslinie von P liegt und entgegengesetzten Rich-
tungssinn von Phat. Die Wirkungslinie des andern hat dann den Abstand

15*
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—lg_ﬁ—q von der Wirkungslinie von P und liegt zwischen den Linien von
P und Q. Der Richtungssinn des zweiten Vektors P} @ ist der gleiche
wie der von P oder @ (vgl. Fig. 49). Die beiden Vektoren P und @ sind
also gleich einem einzigen Vektor P} @ in dieser zuletzt beschriebenen
Wirkungslinie. ]

Nun mogen P und @ in entgegengesetztem Sinne gerichtet
sein, @ sei der groBere Vektor. Man verlege zwei Vekioren, beide von
der GroBe @, in die Wirkungslinie von P. Dann lassen sich die Vek-
toren P und @ ersetzen durch einen Vektor von der GroSe @ — P in
der Wirkungslinie von P und mit entgegengesetztem, Sinne von P und
durch ein Vektorpaar vom Moment @-d (siehe Fig. 50). Man ersetze
dieses Paar @-d durch zwei Vektoren, jeder von der GréBe @ — P und
mit parallelen Wirkungslinien, von denen die eine die Wirkungslinie von
P ist. Der Richtungssinn des hierin wirkenden Vektors soll derselbe

P R
a
B 83
A A !
a v
Q R=Q-p Q YR
Fig. 50. Fig. 51.

sein wie der von P. Die Wirkungslinie des andern Vektors hat von
derjenigen von P einen Abstand de, und liegt auf der Seite der Wir-

kungslinie von @, welche P abgekehrt ist. Der Richtungssinn des darin
liegenden Vektors @ — P ist derselbe wie der von @ (siehe Fig. 51). Die
beiden Vektoren P und @ sind also ersetzbar durch einen einzigen Vektor
@ — P in der zuletzt beschriebenen Wirkungslinie.

Hiernach sind zwei Vektoren mit parallelen Wirkungslinien, die
nicht gleichgroB und entgegengesetzt gerichtet sind, ersetzbar durch
einen resultierenden Vektor mit paralleler Wirkungslinie; das Moment
dieses resultierenden Vektors um eine beliebige Achse ist gleich der
Summe der Momente der beiden Einzelvektoren um dieselbe Achse.

d) Gleichwertigkeit von Vektorpaaren in parallelen Ebenen.

Wir wollen beweisen, daB zwei in parallelen Ebenen liegende Vektor-
paare, die gleiche Momente und entgegengesetzten Drehsinn haben, zu-
sammen Null ergeben.

Die Vektoren des einen Paares mogen die GroBe P und die Wirkungs-
linien A B und CD haben; die Gr5Be der Vektoren des andern Paares
sei Q und ihre Wirkungslinien seien A'D’, C'B'.

Man lege durch A’D’ und B’'C’ ein Paar parallele Ebencn, die
die Wirkungslinien des Paares P in den Punkten 4, 1, B, U, schneiden.

Durch 4B und CD lege man ein zweites Paar parallele Ebenen,
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die die Wirkungslinien des Paares @ in den Punkten 4’, B, (', IV
schneiden.

Die beiden Ebenenpaare bilden mit der Ebene der beiden Vektor-
paare ein Parallelepiped.

Das Vektorpaar @ ersetze man in seiner Ebene durch ein gleich-
wertiges Paar von Vektoren mit den Wirkungslinien B’ A’ und D’'(’. Diese
Vektoren haben beide die GréBe P und ihr Richtungssinn ist derselbe,
wie ihn die Reihenfolge der Buchstaben angibt.

Nun sind die beiden parallelen Vektoren P in den Wirkungslinien
AB, D'C’ mit dem angegebenen Richtungssinn einem Vektor von der

‘P
Fig. 52.

GroBe 2 P gleichwertig, der an die Gerade MM’ gebunden ist, welche
die Mittelpunkte von 4 D’ und BC' verbindet. Der Richtungssinn dieses
Vektors ist MM'.

Ebenso sind die parallelen Vektoren P mit den Wirkungslinien
CD, B' A’ einem Vektor 2 P gleichwertig, der in dieselbe Gerade MM’
hineinfillt, aber den Richtungssinn M’ M hat.

Es ergibt sich somit, daB die vier Vektoren P, P und @, @ zu-
sammen Null ergeben.

Dieses Erge%)nis zeigt, daB ein Vektorpaar durch irgendein anderes
Vektorpaar ersetzt werden kann, das in einer beliebigen Parallelebene
zu dem ersten liegt und dasselbe Moment besitzt.

e) Die Zusammensetzung von Vektorpaaren. Die Ebenen zweier
Vektorpaare mogen sich in der Geraden A B schneiden.

Man ersetze das Paar in der einen Ebene durch irgend ein anderes
Paar, dessen einer Vektor mit AB zusammenfillt und den Sinn AB
hat. Die beiden Vektoren mogen die GroBe P besitzen, der zweite
Vektor habe die Wirkungslinie CD.

Ferner ersetze man das zweite Paar durch ein anderes, dessen einer
Vektor in die Linie BA fillt und den Richtungssinn BA hat. Auch
diese Vektoren kiomnen wir so wihlen, daB sie die GroBe P erhalten.
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Dann wird der zweite Vektor eine bestimmte Wirkungslinie FE haben.
die in der Ebene des zweiten Vektorpaares liegt.

AB moge P der GroBe nach darstellen. Durch die Punkte A, B
seien zwei Ebenen senkrecht zu A B gelegt, welche die Geraden CD
und EF in den Punkten C, D, E, F schneiden.

Wie man nunmehr sieht, sind die beiden Vektorpaare einem einzelnen
Paar gleichwertig, dessen Vektoren die GroBe P und die Wirkungslinien
CD, FE haben.

Die Figuren ABCD, ABEF, CD FE sind Rechtecke, ihre Flichen-
rdume sind den Momenten der Vektorenpaare proportional und stehen
zueinander im Verhiltnis der Stecken BC, BE, CE.

Drehen wir jetzt das Dreieck BCE in seiner Ebene um einen
rechten Winkel, so werden seine Seiten den Achsen der Vektorpaare

Fig. 53.

parallel und proportional. B’ ("E’ sei dies neue Dreieck (siehe Fig. 53;.
Stellt E’B’ dem Sinne nach die Achse des zweiten Paares dar, so ist
augenscheinlich der Sinn des ersten B’C’ und der Sinn des resultierenden
Paares E'C".

Somit stellt E’'C’ nach GroBe, Richtung und Sinn die Achse des
aus zwei Komponentenpaaren resultierenden Paares dar, wenn die Achsen
der Komponentenpaare die GréBen, Richtungen und den Sinn der beiden
Geraden E'B’ und B’C’ haben. Dies ist das Vektorgesetz.

Aus den vorangehenden Betrachtungen folgt, daB ein Vektorpaar
als ein freier Vektor aufgefaBt werden kann, der durch die Achsc des
Vektorpaares dargestellt witd.

f) Ebenes System gebundener Vektoren. KEin beliebiger Vektor
von der GriBe P sei an seine Wirkungslinie 4 B gebunden und O sei
irgendein Punkt auBerhalb dieser Wirkungslinie. Man ziehe durch O
eine Parallele zu AB und bringe in diese zwei Vektoren je von
der GréBe P aber mit verschiedenem Richtungssinn an, die an diese
Parallele gebunden sind. Dann ist das Vektorsystem gleichwertig mit
einem Vektor von der GréBe P, der an die durch O zu A B gezogene
Parallele gebunden ist und denselben Sinn wie der urspriingliche Vektor
in AB hat, zusammen mit einem Vektorpaar vom Momert Pp, worin
p den Abstand des Punktes O von AB bezeichnet. Dieses Paar hat
einen bestimmten Sinn, seine Achse steht senkrecht zur Ebene 4 O B
(Fig. 54).

Jedes beliebige ebene Vektorsystem kann auf diese Wolse durch
einen resultierenden Vektor, der an eine durch einen gewihlten Punkt O
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in der Ebene gezogene Gerade gebunden ist, zusammen mit einem Vektor-
paar ersetzt werden. Der resultierende Vektor ist die Resultierende
aller Vektoren, die gleich und paralle]l den gegebenen Vektoren und an
Gerade durch O gebunden sind, und die denselben Richtungssinn wie
die urspriinglichen Vektoren haben. Die Achse des Paares steht senk-
recht zur Ebene; ihr Moment ist 3 (+ Pp), worin P die GriBe eines be-
liebigen der urspriinglichen Vektoren sowie p das von O auf seine Wirkungs-
linie gefillte Lot bezeichnen und worin jedes Glied
ein bestimmtes Vorzeichen besitzt. AR R
R sei die Resultierende dieser durch O :
gehenden Vektoren und G dasMoment des Vektor-
paares. Falls B von Null verschie-
den ist, ersetze man G durch zwei
Vektoren von der GréBe R von ﬂ
denen der eine an die durch O
gehende Wirkungslinie von E. ge-
bunden ist und entgegengesetzten c/r
Richtungssinn von K hat, wihrend °
der andere in einer Parallelen
liegt, die im Abstand % von O A
gezugen wird. Das ganze System
ist dann diesem letzten Vektor
gleichwertig (siche Fig. 55). e .
Fiir den Fall, da R zu Null . N
wird, ist das ganze System dem Fig. 54. Fig. 55.
Vektorpaare G gleichwertig.

Werden R und G beide gleich Null, so ist das ganze System Null.

Somit ist also jedes beliebige System gebundener Vektoren, deren
Wirkungslinien samtlich in einer Ebene liegen, entweder einem einzigen
Vektor, der an eine Gerade der Ebene gebunden ist, oder einem Vektor-
paar, dessen Achse auf der Ebene senkrecht steht, oder schlieflich mit
Null gleichwertig.

In den Fillen, in denen das System einem einzelnen Vektor oder
einem Vektorpaare gleichwertig ist, sind der einzelne Vektor bzw. das
Vektorpaar vollkommen und eindeutig bestimmt.

Die Bedingungen fiir die Gleichwertigkeit zweier verschiedener
Systeme gebundener, in einer Ebene liegender Vektoren sind die folgenden:
1. Ist das eine System einem Einzelvektor gleichwertig, so muB das
andere einem Einzelvektor von gleicher GroBle, gleichem Sinne und
gleicher Wirkungslinie gleichwertig sein. 2. Ist das eine System einem
Vektorpaare gleichwertig, so muBl das zweite auch einem Vektorpaare
und zwar von gleicher Gro8e und gleichem Sinne gleichwertig sein. 3. Ist
das eine System gleich Null, so ist auch das andere gleich Null.

P P

g) Die Reduktion eines Systems linienfliichtiger Vektoren.
Man wihle ein beliebiges, rechtwinkliges Koordinatensystem x, y, z mit
dem Ursprung in 0. X, Y, Z seien die Komponenten parallel den
Achsen eines der Vektoren und z, y, z die Koordinaten eines Punktes
seiner Wirkungslinie. Man bringe In einer durch O zu diesem Vektor
gezogenen Parallelen ein_ Paar gleichgroBer aber entgegengesetzt ge-
richteter Vektoren an und zerlege sie in Komponenten in Richtung der
Achsen. Die GroBe dieser Komponenten ist dann X, Y, Z. Der ur-
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spriingliche Vektor ist damit ersetzt durch die Vektoren X, Y, Z in
den -Achsen und durch drei Vektorpaare; deren Momente um die
Achsen sind

z 2 yZ—zY,
z2X—xZ,
Y —yX
L sy
pd (vgl. Abschn. 84).
x Hiernach laft sich jedes

System von Vektoren mit be-
stimmten Wirkungslinien durch
z einen resultierenden Vektor zu-

T sammen mit einem Vektorpaar
e ersetzen. Die Wirkungslinie die-
Y < 7 ¥ ses resultierenden Vektors geht
durch den Ursprung und seine
X i Komponenten parallel den Ko-

vz ordinatenachsen sind X, 3,
2 Z. Das Vektorpaar ist mit
Komponentenpaaren gleich wer-
tig, deren Momente um die
Achsen

SyZ—2Y), YeX—xZ), Z(xY—yX)

sind. Hierin bedeuten X, Y, Z die parallel den Achsen genommenen
Komponenten irgendeines der urspriinglichen Vektoren und z, y, z die
Koordinaten eines beliebigen Punktes seiner Wirkungslinie. Der resul-
tierende Vektor, mit den Komponenten X X, ..., ist unabhingig von
der Lage des Ursprungs; aber das Vektorpaar mit den Komponenten
2(yZ—2Y),... hat verschiedene Werte fiir verschiedene Koordinaten-
anfiange.

Fig. 56.



VII. Verschiedene Methoden und
Anwendungen.

191. Vorbemerkung. Wir wollen in diesem Kapitel eine
Reihe Methoden und Betrachtungen zusammenstellen, die sich
auf allgemeine Klassen von Aufgaben beziehen, welche man
mit Hilfe der in den vorausgehenden Kapiteln enthaltenen
Prinzipien l6sen kann. Grofle Schwierigkeit macht hierbei die
Integration der Bewegungsgleichungen eines Systems von Kérpern.
Es gibt jedoch eine Anzahl Fille, in denen man auch ohne
jede Integration vollkommen zum Ziel kommt. Zu diesen
Fillen gehoren plotzliche Bewegungsinderungen, beginnende Be-
wegungen oder Bewegungen, wie sie sich ergeben, wenn man
von Zwangskriften absieht. In andern Fillen wieder kennt
man die Integrationsmethoden, die zur Losung fithren. Hierher
gehoren kleine Schwingungen und Aufgaben, bei denen das
Energieprinzip oder das Prinzip von der Erhaltung der Be-
wegungsgroBe alle ersten Integrale der Bewegungsgleichungen
erginzen.

Plotzliche, Bewegungsinderungen.

192. Das Aufeinanderwirken von Korpern beim StoS. Wenn
zwei Korper zusammenprallen, so berithren sich anfangs ihre
Oberflichen in einem Punkte; eine nihere Betrachtung zeigt
jedoch, daB sie, bevor sie sich wieder trennen, iiber eine groBere
Fliche in Berilhung kommen miissen. Wird beispielsweise der
eine der Korper mit Rul geschwirzt, so zeigt der andere nach
der Trennung einen RufBfleck. Hieraus sieht man, dal die
Korper wihrend des StoBes eine Deformation erleiden. Es
gibt zahlreiche Fille, in denen diese Forménderung eine bleibende
ist, aber auch wieder andere, in denen die Korper praktisch
vollkommen ihre alte Form wiedererlangen. Das ist jedenfalls
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klar, daB bei starren Korpern keine Forménderungen eintreten
konnen; demgemif sind wir auch nicht imstande, iiber die
Vorginge eine Rechnung anzustellen, wenn wir die Korper
als starr ansehen. Andererseits ist es im allgemeinen {iber-
aus schwierig, die Deformation auf Grund der elastischen
Eigenschaften der Korper zu berechnen. Weiter wird man
bei jedem plotzlichen Aufeinanderwirken von Teilen eines Systems
finden, daf3 ein unvermeidlicher Verlust an kinetischer Energie
eintritt; dieser scheinbare Energieverlust kann héufig berechnet
werden. Nach der Art der Energie, die als Ersatz fir den
scheinbaren Verlust erzeugt wird, brauchen wir nicht weit zu
suchen. Es ist nédmlich eine Erfahrungstatsache, daBl beim Zu-
sammenstolen zweier Korper sich in beiden die Temperatur
erhoht, und wir haben eine Fiille von Beweisen, daB das Auf-
treten von derartigen Wirmewirkungen in das Gebiet der
Energieumwandlungen gehort. Deshalb miissen wir erwarten,
daB bei plotzlichen Bewegungséinderungen ein Teil mechanischer
Energie in Wéarme umgesetzt wird. Um in einfacher und all-
gemein giiltiger Weise die mechanischen Wirkungen, die in zwei
Korpern bei deren Aufeinanderprallen hervorgerufen werden,
formulieren zu konnen, miissen wir unsere Zuflucht zu be-
sonderen Versuchen und zu einigen Hypothesen nehmen, die
hier helfen konnen.

193. Newtons Versuchs-Ergebnis. Newton machte eine
Reihe sorgfiltig durchgefiihrter Versuche') iiber den Stof von
Kugeln, die zur Berilhrung kommen, wenn sich ihre Mittel-
punkte in ihrer Verbindungslinie bewegen. Er fand, daf die
Relativgeschwindigkeit der beiden Kugeln nach dem Stof} ent-
gegengesetzte Richtung von derjenigen vor dem Stofl hatte
und daB die GroBe dieser Geschwindigkeit im _Augenblick
der Trennung zu derjenigen im Augenblick des Aufeinander-
treffens in einem Verhdltnis steht, das kleiner als eins ist.
Er fand, daBl dieses Verhiltnis vom Material der Kugeln ab-
hingt.

Um dieses Ergebnis zu erliutern, seien U und U’ die in
die Verbindungslinie der beiden Kugeln fallenden und im
gleichen Richtungssinn genommenen Geschwindigkeiten der
Kugeln vor dem StoB, % und «' ihre Geschwindigkeiten im
gleichen Sinne und in derselben Geraden nach dem StoS.
Dann ist

1) a. and. O. S. 166.
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u—u=—e(U—U),

worin e eine Zahl und zwar ein positiver echter Bruch
bedeutet.

194. Der StoBkoeffizient. Die Zahl e wird der ,Stof3-
koeffizient*“ genannt. Fiir sehr harte, elastische, feste Korper,
wie Glas und Elfenbein, weicht e wenig von eins ab; fiir sehr
weiche Stoffe, wie Wolle oder Kitt, ist e nahezu gleich Null.
Der Zusammenhang, in dem e mit der Elastizitit der aufein-
anderstoBenden Koérper steht, hat dazu gefiihrt, daBl er manch-
mal der ,,Elastizititskoeffizient“ genannt wird. Wir wollen
aber diesen Ausdruck vermeiden, da man ihn héufig (und in
ganz anderer Bedeutung) in der Elastizitdtstheorie gebraucht.
Aus demselben Grunde wollen wir auch das Wort ,, Riickprall-
koeffizient“ vermeiden, das auch bisweilen Anwendung ge-
funden hat. Stoffe, fiir welche ¢ gleich Null oder gleich eins
ist, konnen als ideale Grenzfille angesehen werden, denen sich
einige K6rper nihern. Wir nennen solche Stoffe ,,vollkommen
unelastisch® bzw. ,,vollkommen elastisch®; gewohnliche
Materialien nennen wir ,unvollkommen elastisch®. Es ver-
steht sich von selbst, daBl sich jede solche Bezeichnung immer
auf die Wirkung zweier Korper vom gleichen oder von ver-
schiedenem Material bezieht. Der Koeffizient e hingt eben
stets von beiden Stoffen ab, geradeso wie der Reibungskoeffizient
zwischen zwei Korpern auch vom Material und dem Rauhig-
keitsgrad beider -Korper abhéngig ist.

195. Gerader StoB elastischer Kugeln. Die Massen der
Kugeln seien m, m'; die Geschwindigkeiten ihrer Mittelpunkte
mogen kurz vor dem StoB mit U, U' und kurz nach dem
StoB mit u, w' bezeichnet werden und parallel der Verbindungs-
linie der Mittelpunkte sein. Wir setzen voraus, daf} alle Ge-
schwindigkeiten im selben und zwar in dem Sinne gemessen
werden, in dem man vom Mittelpunkt der Kugel m nach
dem Mittelpunkt der Kugel m’ kommt.

Zur Bestimmung von u, « steht uns erstens die von
Newton experimentell gefundene Gleichung zur Verfiigung

u—u=—e(U—U",

und weiter die Gleichung von der Erhaltung der Bewegungs-
grolle des Systems, ndmlich

mu+mo =mU—+m'U'.
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Hieraus finden wir
_(m—m' ) U-m' (14U’
m—m' ’
, (m—me) U +m(1+eU
m —+ m' )
R sei der. StofBantrieb zwischen den Kugeln und zwar als

Antrieb einer Kraft aufgefaflt, die in entgegengesetzter Richtung
von U auf die Kugel m ausgeilibt wird. Wir haben dann

u

u

mm ,
)n+m'(L —U).

Die beim StoB verloren gegangene kinetische Energie ist
BmU 3o U —Gmu i u'?),

R=—mu—U)=m'W—U)=1-+e)

oder
L m(U— W)U+ )+ 3 U — ) (U + o)

LR((U+w)— (U + o).
Dieser Ausdruck stimmt mit dem in Abschn, 174 gefundenen
Ergebnis iiberein.
Vermoge der Gleichung
u—u=—¢e(U—U"

geht der fiir den Verlust an kinetischer Energie gefundene
Ausdruck in die Form iiber

sR1—e)(U—T").

Setzen wir hierin den oben fiir R entwickelten Wert ein, so
wird daraus

oder

1 mm " o
T 1—e)(U—TU".

196. Die verallgemeinerte Newtonsche Regel. Damit wir
das Newtonsche Versuchsergebnis auch fir StoBaufgaben ver-
wenden konnen, in denen weniger einfache Verhiltnisse als im
Falle des geraden StoBes von Kugeln vorliegen, wollen wir es
in folgender verallgemeinerter Form aussprechen:

Zerlegt man die Relativgeschwindigkeiten nach
und vor dem StoB der Beriihrungspunkte zweier auf-
einandertreffender Kérper in Komponenten in Richtung
der augenblicklichen Beriihrungsnormalen ihrer Ober-
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flichen, so stehen diese Geschwindigkeitskomponenten
im Verhdltnis —e:1, worin e den StoB8koeffizienten
bezeichnet.

197. Schiefer Sto8 vollkommen glatter, elastischer Kugeln.
Zwei vollkommen glatte, homogene Kugeln von den Massen
m, m' prallen aufeinander.

U, V seien die Komponentengeschwindigkeiten von m in der
Verbindungslinie der Mittelpunkte und senkrecht dazu vor dem
StoB, U’, V' die entsprechen-
den Geschwindigkeiten von
m'; ferner seien w, v und u/, o v
¢’ die korrespondierenden Ge-

schwindigkeiten von m wund
m’ nach dem Stof. ‘h

Da die Kugeln vollkom- ‘L
men glatt sind, so tritt keine
Reibung auf und die Rich- W
tung der Druckkraft zwischen w
ihnen féllt mit der Verbin- .
dungslinie ihrer Mittelpunkte Fig. 57.
zusammen. Demnach bleiben
die senkrecht zur Mittellinie der Kugeln genommenen Kom-

ponenten der BewegungsgroBen jeder Kugel trotz des StoBes
ungeéindert und wir haben die Gleichungen

v="V, J=V.
Die verallgemeinerte Newtonsche Regel liefert die Gleichung
u—uw=—eU—T).

Das Prinzip von der Erhaltung der BewegungsgroBe parallel
der Mittellinie lautet als Formel

mu+m'u=mU-+mU.
Aus diesen Gleichungen finden wir
(m—m'e)U+m' (14U
m—+m’ ’
, (M —me)U4-m(14-¢U
m -+ m’ )

Damit ist die Geschwindigkeit jeder Kugel nach dem StoB
bestimmt,. ‘

=

uw
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Der Gesamtantrieb zwischen den Kugeln wird auf dieselbe
Art wie in Abschnitt 195 gefunden und ist
mom’

(1 +e) ”L+”l’

In der gleichen Weise wie in dem angefiihrten Abschnitt ergibt
sich der Verlust an kinetischer Energie

C—1).

mm’ o e

198. Die Ableitung der Newtonschen Regel auf Grund einer
besonderen Aunahme. Bei der Bewegung zweier Kugeln bezeichnen
%, v die Geschwindigkeitskomponenten des Massenmittelpunktes parallel
und senkrecht zur Verbindungslinie der Mittelpunkte, W,  die Ge-
schwindigkeitskomponenten von m relativ zu m’ in denselben Richtungen.
Dann éndern sich %, ¥,  wahrend des StoBes nicht. W dndere sich
durch den Stofl zu w. Die GréBen W und w sind die ,relative Auf-
treffgeschwindigkeit“ und die ,relative Abprallgeschwindig-
keit“ Die kinetische Energie vor dem StoB ist

3 (n—+ ) @9 g 7).

(Siehe Abschnitt 159, Beispiel 1.) Fiir die kinetische Energie nach dem
Sto8 kann ein #hnlicher Ausdruck angeschrieben werden. Damit wird
der Verlust an kinetischer Energie wihrend des StoB8vorgangs

_mm'
2 (m 4+ m")
Nehmen wir an, daB der Verlust an kinetischer Energie proportional
dem Quadrat der relativen Auftrefigeschwindigkeit ist, so fiihrt uns diese

Annahme zu dem Ergebnis, daB w in einem konstanten Verhiltnis zu W
steht; das ist aber die Newtonsche Regel.

(W2—w?).

199. Elastische Systeme. Die hier unter Benutzung der obigen
Regel anzuwendende Methode besteht darin, daB man eine verschwindend
kurze StoBdauer annimmt und die Kérper sowohl vor wie nach dem
StoB als starr voraussetzt. Diese Methode geniigt fiir die Losung vieler
Fragen. Sie liefert aber kein genaues Rechnungsergebnis bei StoB-
wirkungen in elastischen Systemen. In solchen Systemen treten nimlich
innere Kriifte erst nach vorausgegangener Forminderung auf, so daB bei
Beginn einer plotzlich eingeleiteten Bewegung ein Teil des Systems so-
gleich nachgibt und sich mit endlicher Geschwindigkeit zu bewegen be-
ginnt. Nach geraumer Zeit hat eine endliche Forminderung stattge-
funden, der sich endliche elastische Krifte widersetzen; diese wirken so
lange, als die Formidnderung besteht. Diese Verhiltnisse kann man be-
quem in den Satz zusammenfassen: Ein elastisches System kann
keinen Impuls fortpflanzen. Hierdurch wird es klar, daB die auf
das Newtonsche Versuchsergebnis sich griindende Methode eine Art Kom-
promiB ist, da man dabei die Dauer der Wirkung, welche durch die
Elastizitit der Kérper hervorgerufen wird, als vernachlissigbar behandelt.
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Ein Beispiel dafiir, daB ein elastisches System keinen Impuls aufnehmen
kann, haben wir in der Wirkung elastischer Fiden, wenn sie an starren
Korpern befestigt sind, deren Bewegung sich pldtzlich éndert. In einem
solchen Faden tritt keine plétzliche Spannung auf und die Bewegung
des Korpers ist kurz nach dem StoB genau dieselbe, als wenn keinerlei
Faden daran angebracht wire (siehe Abschn. 213). Andererseits muB
einem undehnbaren Faden die Fihigkeit zugesprochen werden, eine
plotzliche Spannung zu erleiden.

200. Die allgemeine Theorie der plitzlichen Bewegungsiinde-
rungen. Bisher haben wir uns darauf beschrénkt, die plotz-
liche Wirkung zwischen aufeinanderstofenden Koérpern zu be-
trachten. Aber es gibt noch viele andere Bewegungsénderun-
gen, die so rasch vor sich gehen, daB wir sie als plotzliche
Erscheinungen ansehen konnen. Die allgemeine Methode, der-
artige Bewegungsénderungen zu behandeln, berubt einfach auf
der Anwendung des Prinzips, daB fiir jeden Massenpunkt in
einem zusammenhéngenden System und fiir jeden starren Kor-
per darin die Anderungen der BewegungsgroBe* ein Vektor-
systeny bilden, welches den Impulsen gleichwertig ist, die sie
hervorriefen. An Hand einiger Aufgaben wollén wir die An-
wendung dieses Prinzips ndher erldutern.

201. Erliinternde Aufgaben, I. Zwei gleiche, vollkommen
glatte Bille mit den Mittelpunkten 4 und B liegen auf einem
glatten Tisch so nahe beieinander, daB sie sich fast beriihren.
Ein dritter Ball von gleicher GréBe und Masse prallt in ge-
rader Richtung gegen A4,
so dafl die Verbindungs-
linie seines Mittelpunk-
tes C mit 4 gegen die
Linie 4B einen Winkel
CAB=x— O bildet. Man
beweise, daB unter der
Voraussetzung

(1—¢)
(1+e
der Ball 4 in einer Rich-
tung wegfliegen wird, die
mit AB den Winkel

(2 tan 9)
arc tan
1—e

b‘ild;t.- Hierin bedeutet e
denStoBkoeffizienten fiir i
jedes Ballpaar. Fig. 38.

_V sei die Geschwindig-
keit von C, bevor er auf A trifit. Da es sich um einen geraden Sto8
bandelt, so fillt ¥ mit CA zueammen, w sei die Geschwindigkeit von
C nach dem Auftreffen auf A,

sin & >
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Die Richtung von w ist dieselbe wie die von V; ' sei die Geschwindig-
keit vor A, kurz nachdem.ihn C angestoBen hat, u seine Geschwindig-
keit kurz nachdem er B getroffen hat, v die Geschwmdlgkelt von B,
kurz nach dem Aufprallen von 4; dann bildet ' mit 4B den Winkel
6. Schlieflich sei noch angenommen, daB w mit AB den Winkel &
einschlieBt. v fallt in die Richtung 4 B.

Das Prinzip der Erhaltung der BewegungsgriBe fiihrt auf folgende
Gleichungen

V=uw-+w, ucos@=ucos®}v, usin@=usin®,
wihrend die Newtonsche Regel die Beziehungen liefert
w—w=¢eV, ucosd® —v=—eu cos 6.
Hieraus folgt
2w=V({1—e), 24 =V({1+e), 2ucos d=(1—e)u cos @

und
2 tan @

tan @ — "

Somit fliegt 4 so fort, wie oben behauptet, vorausgesetzt, daf
zwischen 4 und C nicht noch ein zweiter StoB erfolgt. Die Bedingung
hierfiir lautet

ucos (P — O) > w,
oder

1—e w
14-¢
Dies fiihrt auf die Beziehung

1—e
sin & > —— e
II. Ein materieller Punkt wird unter dem Winkel «
gegen die Horizontale mit der Anf&ngsgeschwmdlgkelt Vvon
einem Punkte einer glatten, schiefen Ebene aus in die Hohe
geworfep. Die Ebene stehe senkrecht zur Ebene der Wurf-
bahn und bilde den Neigungswinkel ® mit der Horizontal-
ebene (O <<a). Man gebe die Bedingung dafiir an, da8 der
Punkt » mal auf die Ebene aufprallt und sie beim nten Male
senkrecht trifft. Der StoBkoeffizient zwischen Ebene und
Massenpunkt sei e.

Da sich die Geschwindigkeitskomponente parallel zur Ebene durch
den StoB nicht i#ndert, so gilt fiir die Bewegung des Massenpunktes
parallel der Ebene dlese]be Gleichung, als wenn keine StoBe stattfinden,
so daB am Ende einer Zeit ¢ seit Beginn der Bewegung die Geschwin-
digkeitskomponente parallel zur Ebene

Vcos (x — O) — gt sin @
ist.

t,, ..., tn seien die Wurfzeiten vor dem ersten StoB, zwischen
dem ersten und zweiten, und so weiter. Dann ergibt sich {, aus der
Gleichung

Vit sin (ot — 0) —4gt,2cos ©® =0,
damit ist ¢, = %@. Die Geschwindigkeitskomponente zur Zeit
s
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t senkrecht zur Ebene ist Vsin (o — @) — gt, cos © oder — V sin (x — 6).
ittelbar nach dem Aufprall hat der Punkt senkrecht zur Ebene die
m(hwmdlgkelt;skomponent;e eVsin (x—©). Wir finden somit, daB
a‘,—et s ta=ely,...
Dler Zeltra.:im vom Beginn der ‘Bewegung bis zum mten StoB ist
l—-eﬂZVsm(oc——O)
infolgedessen £, -1, - -+ +tn=—— . 70050
Voraussetzung verschwindet am Ende dieses Zeitraumes die Geschwindig-
keit parallel zur Ebene. Hiernach wire die bis dahin verstrichene Zeit
Vcos (x — 0)
gsin @

Nach unserer

Die zu findende Bedingung ist also

oot =217 an (@ —6).
l—e

III. Eine vollkommen glatte Kugel von der Masse m ist
mittels eines undehnbaren Fadens an einem festen Punkte
angebunden; eine zweite Kugel von der Masse m’ stolle ge-
rade auf die erste Kugel mit der Geschwindigkeit » auf, deren
Richtung mit dem Faden den spitzen Winkel o bildet. Man
ermittele die Geschwindigkeit, mit welcher m sich zu be-
wegen beginnt.

Der StoB der beiden Kugeln findet in Richtung der Verbindungs-
linie ihrer Mittelpunkte statt, so daB die Bewegungsrichtung von m’ sich
nicht éndert. Die Geschwindigkeit von
m’ nach dem StoB sei v'.

Im Faden entsteht eine plotzliehe
Spannung und die Kugel m wird ge-
zwungen, um den festen Punkt einen
Kreis zu beschreiben. Infolgedessen be-
ginnt sie ihre Bewegung im rechten
Winkel zum Faden. Ihre Geschwindig-
keit sei u.

Fir die Geschwindigkeitskompo-
nenten senkrecht zum Faden ergibt sich
aus dem Prinzip von der Erhaltung der
BewegungsgroBe

Fig. 59.
mu +m' o' sin & = m' v sin a. &

Nach der verallgemeinerten Newtonschen Regel haben wir

v —usinaa=—ev.
Hieraus folgt
_m/ (14+¢)sin x .

T m+tm st ot

IV. Zwei Massenpunkte 4 und B von gleicher Masse sind
durch einen starren Stab verbunden, dessen Masse man ver-
nachléssigen kann; ein dritter, ebenfalls gleich schwerer
Massenpunkt C ist an einem Punkte P des Stabes in den Ent-
fernnungen g, b von dessen Enden angebunden. C werde mit
der Geschwindigkeit w senkrecht zu 4 Bin Bewegung gesetazt.
Man ermittele die Geschwindigkeit von C unmittelbar nach
dem Straffwerden des Fadens.

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 16
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Die Geschwindigkeit von C unmittelbar nach dem Strafiwerden
des Fadens sei v. Da der dem Punkte (' erteilte Antrieb ldngs des
Fadens gerichtet ist, so dndert sich die Bewegungsrichtung von C nicht;
die Geschwindigkeit, mit der P sich zu bewegen beginnt, ist ebenfalls
v und fillt gleichfalls in die Fadenrichtung.

o sei die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich der Stab zu drehen
beginnt. Die Gesehwindigkeit von A setzt sich aus der Geschwindigkeit

AvY

bC

V- v4+aW

] ﬁ\ a

Fig. 60.

von P und der Relativgeschwindigkeit von A gegeniiber P zusammen.
4 beginnt seine Bewegung also mit der Geschwindigkeit v+ a w, B mit
der Geschwindigkeit v —bw. :

Das Prinzip der Erhaltung der Bewegungsgr6Be parallel zum

Faden liefert
mv+m@w-+taw)t+m@v—bow)=mu,

wenn m die Masse jedes einzelnen Massenpunktes bedeutet.
Die Bedingung fiir die Erhaltung des Dralles um P lautet

ma (v+ aw)— mb (v—bw)=20.
Hieraus folgt
b—a

T +o* v

Durch Eliminieren von o aus den Gleichungen erhalten wir
(a—b)
a2 + b2

- a2+b2
=2@FabLb)"

w

Sv—

v=1u
oder

v

202. Beispiele. In diesen Beispielen bezeichnet e den StoB-
koeffizienten zwischen zwei Korpern.]

1. Auf einem rechteckigen Billard von den Seitenlingen @ und b,
werde ein Ball aus einem Punkte von einer der Seiten b so fortgestoBen,
daB er der Reihe nach alle vier Banden trifft und dann immer von
neuem seine erste Bahn beschreibt. Man beweise, daB man den Ball
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unter dem Winkel 6 fortstoBen muB, der sich aus der Beziehung
aecot @=c—+ec’ ergibt, wenn mit ¢ und ¢’ die Teile der Bande b
bezeichnet werden, in welche sie durch die Anfangslage des Balles ge-
teilt wird.

2. Um die groBte Richtungsinderung eines glatten Billardballes
vom Durchmesser a beim Aufprallen auf einen anderen gleich groBen
und in Ruhe befindlichen Ball zu erreichen, mu8 man den ersten Ball
gegen die Zentrale (von der Linge c¢) der beiden Bille unter einem

Winkel
a _
arc sin (E\/ﬁ)
fortstoBen.

3. Vom FuBl der einen von zwei glatten parallelen Winden werde
ein materieller Punkt w so fortgeworfen, daB er nach dreimaligem Auf-
springen auf die Winde nach dem Ausgangspunkt zuriickspringt. Der
dritte StoB sei ein gerader Sto8. Man beweise, da in diesem Falle

etelfe=1
sein muB und daB die in der Vertikalen gemessenen Hohen der drei
Auftreffpunkte zueinander im Verhéltnis e?: (1 —e?): 1 stehen.

4. Ein Massenpunkt wird vom FuB einer schiefen Ebene aus ge-
worfen und kehrt nach mehrfachem Riickprallen, wobei er auch einmal
senkrecht zur Ebene abspringt, zum Ausgangspunkte zuriick. Wenn er
beim Herabspringen » Spriinge mehr macht als beim Heraufspringen,
g0 besteht zwischen dem Neigungswinkel der Ebene © und dem Ab-
wurfwinkel o die Beziehung

—_—
g VI—er—(1—e¢)
cot O cot (0 — @) =2 o (1o

5. Von einem Punkte der Horizontalspur einer unter dem Winkel
y gegen die Horizontalebene geneigten Ebene werde ein materieller Punkt
unter einem Winkel § gegen die Normale der Ebene so abgeworfen,
daB die Ebene seiner Wurfbahn mit der Linie der groBten Steigung der
schiefen Ebene einen Winkel o bildet. Damit der Punkt wieder genau
in die Horizontalspur fillt, wenn er zum nten Male auf die Ebene auf-
springt, miissen die Winkel «, 8, y die Bedingung erfiillen

(1—en)tan y = (1 —e) cos & tan §.

6. Drei gleiche Kugeln werden gleichzeitig mit gleichen Geschwin-
digkeiten aus den Eckpunkten eines gleichseitigen Dreiecks nach dem
Mittelpunkt des Dreiecks gestoBen und treffen sich in der Néhe des
Mittelpunktes. Man beweise, daB sie nach den Ecken des Dreiecks
mit Geschwindigkeiten zuriickkehren, die im Verhédltnis e: 1 ver-
kleinert sind.

7. Eine glatte homogene Halbkugel von der Masse M gleitet mit
der Geschwindigkeit V auf einer Ebene, mit der ihre Basis zusammen-
fallt; eine Kugel mit der kleineren Masse m wird in vertikaler Richtung
fallen gelassen und prallt auf diejenige Seite der Halbkugel auf, nach
der hin sie sich bewegt, so daB die Verbindungslinie der beiden Kugel-

mittelpunkte einen Winkel 1—' mit der Vertikalen bildet. Unter der Vor-

aussetzung, daB der StoBkoeffizient zwischen der Ebene und der Halb-
16*
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kugel Null und der zwischen der Kugel und der Halbkugel e ist, be-
weise man, daB die Kugel die Héhe

VE(2M —em)®

29 (14e)*m?
durchfallen muB, um durch den StoB auf die Halbkugel diese zur Rule
zu bringen. .

8. Ein Massenpunkt von der Masse M bewegt sich auf einem
glatten, horizontalen Tisch mit gleichférmiger Geschwindigkeit auf einem
Kreise, an dessen Mittelpunkt er durch einen undebhnbaren Faden be-
festigt ist; dabei trifft er auf einen zweiten, ruhenden Massenpunkt von
der Masse m. Fir den Eall, daB die beiden Massenpunkte aneinander
haften bleiben, 148t sich beweisen, daB die Fadenspannkraft im Ver-
hiltnis M: (M -+ m) vermindert wird.

Sind beide Massenpunkte elastisch und beschreibt der zweite den-
selken Kreis wie der erste, so stehen die beiden Fadenspannkrifte T
und ¢ nach dem Sto8 mit den entsprechenden Werten 1j und ¢, vor
dem StoB8 in der Beziehung

(Vm T, — \BE)?
= —(l—) VT 70— V7" "0/
T+t=T,+t, —(1—e® Mm .

9. Ein Eimer und ein Gegengewicht von gleicher Masse M sind
durch eine iiber eine glatte Rolle laufende Kette von vernachlissigbarer
Masse verbunden und halten sich die Wage. Ein Ball von der Masse
m fillt aus einer Hohe h ilber dem Eimer in dessen Mittelpunkt; man
berechne die Zeit, die verstreicht, bevor der Ball aufhért zuriickzuprallen,
und zeige, daB die von dem Eimer wihrend dieser Zeit zuriickgelegte
Strecke

4dmeh

ist. @M+ m)(1—ey

10. An den Enden und im Mittelpunkte eines Stabes von vernach-
lassigbarer Masse seien drei gleiche materielle Punkte befestigt, und
einer von denen an den Enden erhilt einen Schlag derart, daB er recht-
winklig zum Stab in Bewegung kommt. Man beweise, daB die Anfangs-
geschwindigkeiten der Punkte im Verhiltnis 5:2:1 stehen.

11. Zwischen den Mittelpunkten zweier sich nihernden Kugeln
trete eine stoBartige Anziehungskraft auf, die die kinetische Energie E
erzeugt. Haben die Kugeln vor dem StoB die Relativgeschwindigkeit
v und bezeichnen ®, @ die Winkel ihrer Relativgeschwindigkeiten vor
und nach dem StoB gegeniiber der Verbindungslinie ihrer Mittelpunkte,
8o ist

N, 4K
8in @ = sin O \/l -+ Yo
worin M das harmonische Mittel der Massen bedeutet.

12. Zwei gleich schwere kleine Kérper seien an den Enden eines
Stabes von vernachlissigbarer Masse befestigt, der in seinem Mittel-
punkt unterstiitzt ist und sich gleichférmig dreht, so daB jeder der
beiden Korper einen horizontalen Kreis beschreibt. Plotzlich erhilt
einer der Korper einen vertikalen Schlag, der seiner GréBe nach gleich
dem doppelten Wert der BewegungsgroBe des Korpers ist. Man be-
weise, daB sich hierdurch ganz plStzlich die Bewegungsrichtung jedes
der beiden Korper um einen halben rechten Winkel éndert.
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Beginnende Bewegungen.

203. Die Art der Aufgaben. Wir wollen annehmen, daf
in einem Kraftfeld ein Korpersystem zunéchst in einer be-
stimmten Lage gehalten wird und da von einem besonderen
Augenblick an einzelne Zwangskrifte zu wirken aufhéren. Dann
beginnt das System sich zu bewegen und zwar jeder Massen-
punkt mit einer gewissen Beschleunigung. Zunichst miissen
wir in einem - solchen Falle die Beschleunigungen ermitteln,
mit denen die Teile des Systems sich zu bewegen beginnen.
Hat man erst diese Beschleunigungen gefunden, so macht es
im allgemeinen- keine Schwierigkeit mehr, die Anfangswerte
der Stiitzkrifte oder der inneren Krifte zwischen den ver-
schiedenen Korpern des Systems zu bestimmen. Die Berech-
nung der unbekannten Stiitzkréfte ist unsere zweite Aufgabe.

Der Richtungssinn der Beschleunigungen, mit denen sich
ein konservatives System aus einer Lage, in der es augenblick-
lich in Ruhe ist, fortbewegt, kann bisweilen mit Hilfe der
Uberlegung bestimmt werden, daB die Bewegung eine solche
sein muB, bei der die potentielle Energie abnimmt. Dies er-
kennt man daraus, daB ja die kinetische Energie iiber den
Wert (Null) zunehmen muB, den sie in der Ruhelage hatte.

Die Aufgabe, die Kriimmung der Bahn eines Massen-
punktes zu bestimmen, dessen Geschwindigkeit nicht Null ist,
bietet keine Schwierigkeit, wenn Geschwindigkeit und Be-
schleunigung bekannt sind. Denn die Beschleunigungskompo-
nente in Richtung der Bahnnormalen ist das Produkt aus dem
Quadrat der resultierenden Geschwindigkeit und der Kriim-
mung. Diese Bemerkung setzt uns in den Stand, die Anfangs-
kriimmung der Bahn eines Massenpunktes ganz leicht zu be-
stimmen, wenn seine Bewegung sich plotzlich &ndert.

204. Die Methode zur Bestimmung der An fangsbeschleuni-
gungen. Man kann stets die -Beschleunigungen aller Punkte eines
Punkthaufens alsFunktionen einer kleinen Anzahl voneinander un-
abhingiger Beschleunigungen ausdriicken; es gibt dann immer
die gleiche Anzahl Bewegungsgleichungen, in denen keine un-
bekannten Stiitzkrifte vorkommen, so daf} alle Beschleunigungen
gefunden werden kdnnen. Das Ansetzen der Gleichungen fiir
die Anfangsbeschleunigungen in der hier vorgeschlagenen Weise
wird erleichtert, wenn man beachtet, daB 1. die Geschwindig-
keit jedes Massenpunktes zu Anfang Null ist und dafl 2. jede
Zusammensetzung oder Zerlegung der Beschleunigungen in der
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Weise ausgefiihrt werden kann, daB man die Lage des Systems
als Ausgangslage der Bewegung ansieht. Die Methode kann
am besten an Hand eines Beispiels klar gemacht werden. Wir
wollen absichtlich eine etwas kompliziertere Aufgabe wihlen,
um die verschiedenen Einzelheiten der Methode erldutern zu
koénnen.

205. Erlduterndes Beispiel. Vier gleiche Ringe 4, B, C, D
befinden sich in gleichen Abstinden auf einem glatten, in
horizontaler Lage festgehaltenen Stab und drei weitere
gleiche Ringe P, @, R sind je durch zwei gleiche, undehnbare
Fiden an den Ringpaaren (4, B), (B, 0), (C, D) befestigt. Zu-
nachst wird das System so gehalten, daB alle Fiden den-
selben Winkel « mit der Horizontalen bilden. Dann wird es
plotzlich sich selbst iiberlassen. Man soll die Beschleunigung
jedes Ringes finden (siehe Fig. 61).

Aus der Symmetrie des Systems folgt, daB die Beschleunigungen
von A, D gleich und entgegengesetzt gerichtet sind. Daselbe gilt von
B, C und von P, R. Die Beschleunigung von @ ist vertikal.

Fig. 61.

Es mogen f, f’ die Beschleunigungen von A4, B lings des glatten
horizontalen Stabes bezeichnen.

Da P relativ zu 4 einen Kreis beschreibt, so besteht die Relativ-
beschleunigung von P gegeniiber 4. aus einer Tangentialkomponente f,
senkrecht zu A P und einer Normalkomponente, die dem Quadrat der
Winkelgeschwindigkeit von 4 P proportional ist. Zu Anfang ist keine
Winkelgeschwindigkeit vorhanden; infolgedessen haben wir als Relativ-
beschleunigung lediglich f, senkrecht zu A P. Da ferner die Fiden 4P,
B P gleichlang sind, so befindet sich der Massenpunkt P stets senkrecht
unter der Mitte von A B und seine Horizontalbeschleunigung ist damit
$(F+ 7).

Hieraus ergibt sich
Y+ =rF—"fisina,
fisina=4(f—f).

und somit
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AuBerdem verschwindet die Horizontalbeschleunigung von @ und
es ist deshalb die Beschleunigung f; von @ relativ zu B durch die

Gleichung gegeben
fasinoe={f".

Damit sind die Beschleunigungen sémtlicher materieller Punkte als
Funktionen von f und f’ ausgedriickt; insbesondere sind die Vertikal-
beschleunigungen von P und @ gleich } (f— f’) cot & und f” cot & und
naoh unten gerichtet.

Nun mégen simtliche Massenpunkte die Masse m haben und
T,, T,, T; die Fadenspannkréfte entsprechend der Figur bezeichnen.
Dann ergeben sich fiir die Horizontalkomponente von 4, P und B die
Beziehungen
mf="T,cosa, tm(f+[)=(Ty— T)cosot, mf — (T, — T)cosa 1)
und fiir die Vertikalkomponenten von P und @

ym(f— ) oot &= — (T, + T,)sin ot +-mg, .
mpf cota—=—2Tysinaa+mg
Aus den Gleichungen 1) folgt

Ticosa=m{f, Toeosa=mEf+3f), Tscosa=m${Ff+7r);
und aus 2) nach Einsetzen der nunmehr bekannten Werte von T}, T,, T}
f—f)cotax+ (5f-+f)tanoe=2g, fecota—+3(f-+f)tanx—g

Hieraus folgt schlieBlich

f f gsin2a

4 —cos2x cos2a 12— 11 cos 2} cos® 2

206, Die Anfangskriimmung. Als Beispiel fiir die Bestimmung
der Anfangskrimmung, wenn die Bewegung nicht von der Ruhelage aus
beginnt, sei folgende Aufgabe gewihlt:

Zwei Massenpunkte von den Massen m, m’, die durch
einen unausdehnbaren Faden von der La.nge l verbunden
sind, werden bei gespanntem Faden auf einen glatten Tisch
gebracht und rechtwinklig zum Faden in entgegengesetztem
Sinne inBewegung gesetzt.

Manermitteledie Anfangs- "
krimmung ihrer Bahnen.

u und v seien die Anfangs-
geschwindigkeiten der Massen- m’ (s m
punkte und o die anfingliche \ Ao

Winkelgeschwindigkeit des Fa-
dens.” Dann ist

utrv=lo. v
G sei der Massenmittel-
punkt der beiden Massenpunkte.

Dann bewegt sich G auf dem Tisch mit der gleichférmigen Geschwin-
digkeit

Fig. 62.

(m u — m' v)
Tmfm
Die Beschleunigung von G ist Null und die Beschleunigung von
m relativ zu G ist die gleiche wie die eines Massenpunktes, der einen



248 Verschiedene Methcden und Anwendungen.

’
Kreis vom Radius m—:_% mit der Winkelgeschwindigkeit w beschreibt.
’ mﬁ

Die Beschleunigung von m-lings des Fadens ist mﬂ—:——m/’ sie ist zugleich

die Normalbeschleunigung des Punktes auf seiner Bahn. Hiernach ist,
mit p als Kriimmungsradius im Anfangspunkt der Bahn,

yi_L(u_Jr_v)”
e m4+m'\ 1 '

1 m(u Ao
e (mf-m)lu
Ebenso ldBt sich zeigen, daB die Anfangskrimmung der Bahn

von m’
m (u - v)?

(m—+m')lov?

207. Beispiele. Zwei Korper 4 und B von gleichem Gewicht
sind an den Enden der Kette einer Atwoodschen Fallmaschine auf-
gehingt. A ist ein starrer Korper, wihrend .B aus einem mit Wasser
gefiillten Korper besteht, in dessen Boden ein Kork mittels eines Fadens
festgehalten wird. Man iiberlege sich unter der Voraussetzung, daB der
Faden plétzlich auf irgendeine Weise zerstért wird, in welchem Sinne
sich 4 zu bewegen beginnt.

2. Ein Massenpunkt sei an zwei gleichlangen Fiden aufgehiingt,
die unter demselten Winkel o gegen die Horizontale geneigt sind.
Einer der Fiéiden werde zerschnitten. Man beweise, daB sich die Faden-
spannkraft in dem bleibenden Faden plétzlich im Verhdlinis 2 sin® o : 1
dndert.

3. In den Punkten C, D eines Fadens A C D B von der Linge 31
seien zwei gleiche Massenpunkte angebracht. Das System sei mit
seinen Enden an zwei Punkten 4, B aufgehiingt, die in gleicher Héhe
liegen und den Alstsnd ! (14 2sina) voneinender haben, so daB CD
horizontal und gleich [ ist. Das Stiick D B des Fadens werde plétzlich
abgeschnitten; man beweise, daB sich dann die Spannkraft von 4 C
augenblicklich im Verhiltnis 2 cos®ea: (14 cos®a) dndert und daB die
anfingliche Bewegungsrichtung von D gegen die Vertikale einen Winkel ®
bildet, der sich aus der Beziehung ergibt.

cot!P ="tan o | 2 cot «.

4. Auf einem glatten, vertikalen, in Form eines Kreises gebogenen
Draht befinden sich drei gleiche Ringe in Ruhe. Sie bilden dabei ein
gleichseitiges Dreieck, dessen eine Seite senkrecht steht, Der oberste
Eckpunkt ist mit den beiden andern durch undehnbare Fiden verbun-
den. Schneidet man den senkrechten Faden entzwei, so verringert sich
die Spannung in dem andern augenblicklich im Verhiltnis 3: 4.

5. Kine Schar von 2n gleichen materiellen Punkten ist in gleichen
Zwischenrdumen an einem Faden befestigt, dessen Enden an zwei
gleichen, kleinen, glatten Ringen angebunden sind, die auf einem hori-
zontalen Stab gleiten kénnen. Die Ringe werden in einer Anfangslage
zuniéichst so festgehalten, daB das tiefste Fadenstiick horizontal liegt,
withrend die Endstiicke mit der Horizontalen gleiche Winkel y bilden.
Darauf werden die Ringe sich selbst iiberlassen. Man beweise, daB an-

Das gibt

ist.



Verschiedene Methoden und Anwendungen. 249

finglich bei der Bewegung a) die Beschleunigung jedes Massenpunktes
vertikal steht, b) die Spannkraft im tiefsten Kadenstiick zu ihrem Wert
in der ursprunghchen Gleichgewichtslage im Verhiltnis

m': (m n cot® y -+ m’)
steht, worin m die Masse eines Massenpunktes und m’ die Masse eines
Ringes ist.

6. Drei kleine Kugeln 4, B, C von gleicher Masse sind an den
Enden und im Mittelpunkt eines ‘Fadens befestigt, so da A B=BC(C=a
ist. Die Kugeln bewegen sich zunichst mit gleichen Geschwindigkeiten
senkrecht zu dem gespannten Faden, bis B plotzlich infolge eines Hin-
dernisses einen geraden StoB erleidet. Man beweise, daB unter Voraus-
setzung vollkommen elastischer Kugeln die Kriimmungsradien der
Bahnen, welche 4 und C zu beschreiben beginnen, gleich 1 a sind.

7. Zwei Massenpunkte von den Massen # M und M sind an einem
Ende eines Fadens und in einem von diesem Ende um a entfernten
Punkte des Fadens befestigt. Das andefe Fadenende ist an einem
Punkte eines glatten Tisches angebunden. Die Massenpunkte ruhen
zunichst so auf dem letzteren, daB die beiden Fadenteile gerade liegen
und einen stumpfen Winkel 7z — « *miteinander bilden. - Wird der
Massenpunkt n M auf der Tischfliche senkrecht zum Faden in Bewegung
gesetzt, so ist der Krimmungsradius im Anfangspunkte seiner Bahn
a (1 4 nsin® ).

8. Zwei Massenpunkte P, @ von gleicher Masse sind durch einen
Faden von der Liénge ! verbunden, der durch ein kleines Loch in einem
glatten Tische geht. P befindet 'sich im Abstand ¢ von dem Loch,
wihrend @ vertikal herabhéngt. Nun werde P auf der Tischplatte senk-
recht zum Faden die Geschwindigkeit v erteilt. Man beweise, da8 der
cv?
+-c9
hat. Wird hingegen @ in horizontaler Richtung mit der Geschwindig-
keit v in Bewegung gesetzt, ohne P zu bewegen, 0 besitzt die Bahn
von @ in ihrem Anfangspunkt den Kriimmungsradius

21)2 l—:E)—_
gl—o—*’

Kriimmungsradius im Anfangspunkte der Bakn von P die GroBe b:

Anwendungen der Energiegleichung.

208. Das Gleichgewicht. Die Gleichgewichtslagen, die ein
System einnehmen kann, unterscheiden sich von anderen Lagen
dadurch, daB in einer solchen Gleichgewichtslage, in der das
System in Ruhe ist, in der also simtliche Geschwindigkeiten
verschwinden, auch die Beschleunigungen verschwinden.

Die Bewegungsgleichungen seien in der Form

mé—X-4X

entsprechend Abschn. 160 gegeben. Das System gehe mit be-
liebigen Geschwindigkeiten, die mit &, §' 7 oder Benennungen
von gleichem Typ bezeichnet werden mdogen, durch eine Gleich-
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gewichtslage. Dann lautet die Gleichung, die den Satz ver-
korpert, daB die Zunahme der kinetischen Energie in der Zeit-
einheit gleich der Leistung ist (Abschn. 173),

m (@& Gy )= Z[(X 4 XN+ (Y + 7)
+(Z+2)7]

Da es sich nach unserer Annahme um eine Gleichgewichts-
lage handelt, so verschwindet die linke Seite dieser Gleichung.
Infolgedessen muB auch die rechte Seite zu Null werden; d. h.
wir erhalten das Ergebnis:

Beim Durchgang eines Systems durch eine Gleich-
gewichtslage mit beliebiger Geschwindigkeit ist die
Leistung Null.

Gewohnlich wird dieser Satz in Form einer Differential-
gleichung angeschrieben; man nennt ihn entweder das ,Prinzip
der virtuellen Arbeit“ oder ,der virtuellen Geschwin-
digkeiten®,

Bei der Bildung des Ausdrucks fiir die Leistung oder fiir
die virtuelle Arbeit miissen die Geschwindigkeiten mit den Be-
dingungen des Systems im Einklang stehen. Treten auBerdem
Widerstinde auf, die von den Geschwindigkeiten abhingen und
mit diesen zugleich verschwinden, so ist die Leistung dieser
Widerstinde auBler acht zu lassen; denn augenscheinlich haben
solche Widerstinde keinerlei Einflu auf die Gleichgewichts-
lagen.

Wenn es eine Kriftefunktion W gibt, so ist die Leistung

é{lg . Ist W eine Funktion solcher Grofen, die die Lage des
Systems bestimmen, z. B. von 6, @,..., so wird

AW oW .
dt 20 6 + 0P 39 +-

Dieser Ausdruck verschwindet im Falle einer Gleich-
gewichtslage fiir alle Werte von O, @&,... Wir bekommen des-
halb die Bedingungen

oW ~0 ow
26 7 9d

Diejenigen Werte von 6, @,... die diesen Gleichungen

Geniige leisten, bestimmen die Gleichgewichtslagen.

Wollen wir die Lagen wissen, in denen W ein Maximum
oder Minimum wird, so haben wir zunichst die Gleichungen

=0,...
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ow
00
zu lésen und dann zu ermitteln, welche von den verschiedenen
Wourzelgruppen dieser Gleichungen W zu einem Maximum.

und welche W zu einem Minimum machen. In den Lagen,
in denen

0,...

ow
a—‘@* = 0, “es

ist, nennen wir W stationér, gleichgiiltig, ob es sich um ein
Maximum, Minimum oder keines von beiden handelt. Da die
potentielle Energie des Systems in jeder Lage — W ist, so
kénnen wir auch sagen:

Die Gleichgewichtslagen eines konservativen
Systems sind die Lagen,-in denen die potentielle
Energie stationér ist.

209. Die Maschinen. Bei allen sogenannten ,einfachen
Maschinen® 'lassen sich die Lagen samtlicher Teile in Funk-
tion einer einzigen Verinderlichen ausdriicken. Infolgedessen
kann auch die potentielle Energie als Funktion einer einzelnen
Verinderlichen dargestellt werden. Die Bedingung, daB die
potentielle - Energie in der Gleichgewichtslage stationar ist,
liefert eine Beziehung zwischen den Massen zweier sich bewegen-
den Teile: der ,Kraft“ und der , Last¥. Niheres hieriiber
findet man in Biichern iiber Statik.

In jedem konservativen System, in dem die Lagen aller
Teile sich durch eine einzige Variable ausdriicken lassen, be-
stimmt die Energiegleichung die ganze Bewegung. Ein Bei-
spiel dafiir hatten wir in der Atwoodschen Fallmaschine
Beispiel 1 in Abschn. 74).

210, Beispiele. 1. Zwei Korper hiingen an einer Seilscheibe und
einer Seiltrommel im Gleichgewicht. Plotzlich wird ein Gewicht, dal
dieselbe Masse wie der schwerere Korper hat, an diesem Korper befestigt.

Man beweise, daB der letztere sich mit der Beschleunigung ﬁg— B

bewegt, wenn a und b die Radien von Scheibe und Trommel sind und
die Trigheit der Maschine vernachlissigt wird.

2. An einer Maschine ohne Reibung und Trigheit hingen zwei
Korper an vertikalen Seilen und es hilt der Kdrper vom (Gewicht P
den andern vom Gewicht W im Gleichgewicht. Diese Korper werden
durch andere vom Gewicht P und W' ersetzt, die sich nunmehr in
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vertikaler Richtung bewegen. Man beweise, daB der Massenmittelpunkt
von P’ und W’ mit der Beschleunigung sinkt
g(WP — W Py
(W P W %) (W' P)’

211. Kleine Schwingungen. Wir wollen die geringe Be-
wegung eines Systems betrachten, das ein wenig aus der Gleich-
gewichtslage gebracht wird, wollen uns jedoch nur auf solche
Fille beschrinken, bei denen jede Lage des Systems durch
Angabe des Wertes einer einzigen geometrischen GroBe 6 be-
stimmt ist, wie dies beispielsweise fiir das mathematische Pendel
zutrifft (Abschn, 119). Wir kénnen durch geeignete Wahl von
© es immer so einrichten, da O fiir die Gleichgewichtslage
verschwindet. Denn hitten wir auch die Wahl anders ge-
troffen, so da in der Gleichgewichtslage ©® den Wert 6, be-
sifle, so konnten wir ©® — 6, an Stelle von O setken.

Nun kenn man die Geschwmdlgkelt jedes Systempunktes
durch € und @' ausdriicken, so da8 die kinetische Energie T
die Form ; 4 6° erhilt, worin 4 von @ abhingen, aber nicht
zugleich mit © verschwinden wird.

Die potentielle Energie V verschwindet mit &, wenn als
Ursprungslage die Gleichgewichtslage gewihlt wird. V ist also
eine Funktion von O, die man als Potenzreihe von @ an-
schreiben kann, und deren simtliche Glieder von @ abhingen.
Ferner lehrt das Prinzip der virtuellen Arbeit. daB ‘% mit O
verschwindet, dafl also das Glied erster Ordnung in der Potenz-
reihe fiir V fehlt. Somit 148t sich V als Reihe schreiben, die
mit dem Glied beginnt, das ©? enthilt. Noch allgemeiner
konnen wir sagen, daB fiir geniigend kleines ® V=1C 6>
wird, worin C eine Funktion von 6O ist, die fiir @ =0 einen
endlichen Wert besitzt.

Daher lautet die Energiegleichung

14 @“‘—{—%C@*zconst;

differenzieren wir diese, so erhalten wir

46+3 (d@) 6+ 0O+ <d@> 6" =0.

Vernachliassigt man kleine GroBen zweiter Ordnung, so
ergibt sich hieraus

46-4+Ce=0,
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worin 4 und C fiir ® =0 bestimmte Werte annehmen. Haben
diese beiden GréBen das gleiche Vorzeichen, so ist die Bewegung
hinsichtlich © eine einfache harmonische Schwingung -mit der

Periode
A
92 7. ‘/: .
Ve

Nun muB 4 auf jeden Fall positiv sein, da sonst der

Ausdruck %Aé2 keine Zunahme an kinetischer Energie dar-
stellen kann, Hiernach ergeben sich Schwingungen von reeller
Periode, wenn auch C positiv ist.

Fiir ©®==0 hat C den gleichen Wert, den der Ausdruck
2
Z_GI; fir ©=0 annimmt. Die Bedingungen fiir eine reelle
Schwingungsperiode sind daher dieselben wie die Bedingungen,
daB ¥ in der Gleichgewichtslage einen Minimalwert haben muB.

Ist die Periode reell, so kann die Bewegung immer klein
genug gewihlt werden, daB diese Naherung zuliéssig bleibt.

Andernfalls werden die Ausschlige so groB3, daB wir die Be-
wegungsgleichungen nicht mehr durch Vernachlédssigung von ©*
vereinfachen diirfen. Im ersten Fall heit das Gleichgewicht
stabil, im letzteren labil.

Wir erkennen daraus, daB in einer stabilen Gleich-
gewichtslage die potentielle Energie einen Kleinst-
wert') hat.

Wie man sieht, haben wir bei dem hier angewendeten
ProzeB den Ausdruck fiir T vereinfacht, indem wir in 4 & =0
gesetzt haben, und fiir ¥V haben wir einfach dasjenige Glied
der Reihe genommen, da ©? enthilt. Diese Vereinfachungen
wurden noch vor der Differentiation der Energiegleichung vor-
genommen. Driicken wir die kinetische Energie bis zur zweiten

Potenz kleiner GroBlen genau durch den Ausdruck %A@.“ aus
und die potentielle Energie mit derselben Genauigkeit durch
den Ausdruck 1C6?, so erhalten wir als Periode der kleinen

Schwingungen 27 ‘/% Im Falle des mathematischen Pendels

von der Masse m und der Linge ! wird 4 =m!* und C=myl,
so daB

1) Dieses Ergebnis, das wir hier fiir einen Sonderfall behandelt
haben, behilt seine Giiltigkeit fiir alle konservativen Systeme.
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In jedem andern Falle kénnen wir die Bewegung mit der
eines mathematischen Pendels vergleichen; dann stellt die GroBe

!ZCA die Lénge eines mathematischen Pendels dar, welches die-

selbe Schwingungsdauer wie das System hat. Man nennt sie

die reduzierte Pendellinge fiir kleine Schwingungen des
Systems,

212. Beispiele. 1. Zwei durch einen masselosen Stab miteinander
verbundene Ringe von den Massen m, m’ vermdgen auf einem glatten,
kreisformig gebogenen und in einer Vertikalebene liegenden Drahtreifen
vom Radius a zu gleiten. Der zu dem Stab als Sehne gehérige Zentri-
winkel sei «. Man beweise, daB fiir kleine Schwingungen des Systems
das gleichwertige mathematische Pendel die Linge hat

(m+m')a
Vm® - m' 42 mm/ cos a
2. Ein undehnbarer Faden, dessen eines Ende im festen Punkte 4
angebunden ist, liuft iiber eine kleine Rolle B, die im Abstand 2a von
A in gleicher Héhe angebracht ist, und triigt einen Korper von der
Masse P. Ein Ring von der Masse M, der auf dem Faden gleiten kann

und sich zwischen 4 und B befindet, steht mit P im Gleichgewicht.
Man beweise, da die Dauer einer kleinen Schwingung des Systems

in ‘/aMP(M—f;P)
g4 P —m)t

betrigt.

3. Ein Massenpunkt ist mittels zweier elastischer Fiden von der
natiirlichen Lénge a an zwei gleich hoch gelegenen Punkten aufgehingt.
Er ist in einer Tiefe & unter den letzteren im Gleichgewicht, wobei die
Fiden je die Linge ! haben. Bringt man ihn parallel zur Verbindungs--
linie der Aufhéingepunkte ein klein wenig aus seiner Lage, so macht er

kleine Schwingungen mit derselben Periode wie ein mathematisches
Pendel von der Linge A2 (l— a)

I*—h%a -’

4. Bezeichnet 2¢ in Beispiel 3 den Abstand der Aufhingepunkte
und bringt man den Massenpunkt in vertikaler Richtung aus seiner Lage,
so schwingt er wie ein mathematisches Pendel von der Linge

hi2(1— a)
B—cta -’

5. Von einem festen Punkte hingt an einem elastischen Faden vom
Elastizititsmodul 12 und der natiirlichen Linge a eine kleine masselose
Rolle herab. Uber diese liuft eine undehnbare Schnvr, die an ihren

Enden die Massen M und m triigt. Man zeige, daB die Rolle kleine
vertikale Schwingungen mit der Periodendauer

./ Mma
1"V T my

macht.
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213. Das Energieprinzip und das Prinzip von der Erhaltung
der Bewegungsgrife., Es war gesagt worden, daf es zahlreiche Fille
gibt, in denen das Energieprinzip und das Prinzip von der Erhaltung
der BewegungsgroBe alle ersten Integrale der Bewegungsgleichungen eines
Systems liefern und zur Bestimmung der Geschwindigkeiten der Teile
des Systems in jeder Lage ausreichen.

Um diese Prinzipien nidher zu erldutern, sei folgende Aufgabe
vorgelegt:

Zwei Massenpunkte 4 und B, die durch einen elastischen,
masselosen Faden verbunden sind, liegen auf einem glatten,
horizontalen Tisch. Der Fadén liegt zunichst gerade und
hat seine natiirliche Linge. Plotzlich erhidlt der eine Massen-
punkt einen StoB in der Fadenhchse und vom andern Punkt
weg. Man bestimme die hierauf folgende Bewegung.

m sei die Masse des gestoBenen, m/ die des andern Korpers, V die
Geschwindigkeit, mit der m seine Bewegung beginnt. Da der Faden
nicht eher eine Spannung iibertrigt, als bis er sich gedehnt hat, so be-
sitzt m’ zunichst keine Geschwindigkeit.

Der Massenmittelpunkt bewegt sich auf der Tischfliche, und zwar
mV

m
Es bezeichne x die Lingeninderung des Fadens zur Zeit . Dann sind
die Geschwindigkeiten der Massenpunkte

in der Fadenachse mit der gleichférmigen Geschwindigkeit u = m , -

upmE_ g _mE
m-+m'’ m—4m'’
Somit ist die kinetische Energie 1(m -+ m') u"'—}—l _mm' #2. Die poten-
2 ; 2m4-m'"
. A . .
tielle Energie hat, solange x positiv ist, den Wert %;m", worin a die

natiirliche. Liinge und 4 den Elastizititsmodul des Fadens bezeichnen.
Also lautet die Energiegleichung
1 m? ey 1 mm'
Smtm | Tamfm
sie zeigt, daB die Bewegung eine einfache harmonische Schwingung mit
der Periode

2+%%m"=%mV“;

po ] e

(m—+4m')a
ist, solange « positiv bleibt. Immer, wenn der Faden spannungslos ist,
haben wir £=+V. Wenn # verschwindet, hat er seine grofte Linge

mm'a
Vet
Wir konnen damit die ganze Bewegung beschreiben: m bewegt
sich anfangs mit der Geschwindigkeit ¥V, die nach und nach abnimmt, und
m’ bewegt sich in derselben Richtung aus der Ruhelage mit allmihlich
wachsender Geschwindigkeit. Der Faden beginnt sich zu dehnen und
dechnt sich immer mehr, bis er seine gréBte Linge erreicht hat. Dies
tritt am Ende einer Viertelperiode der einfachen harmonischen Schwingung
ein. In diesem Augenblick haben die Massenpunkte gleiche Geschwindig-
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keit w. Die Geschwindigkeit von m vermindert sich weiter, bis sie auf

Vim—m' . . . . ,
den.Wert ———— - zuriickgegangen ist, wihrend die von m’ noch
m-+m
mV

immer zunimmt bis zur GréBe pressp Diese beiden Werte werden zu

gleicher Zeit erreicht. Mittlerweile schrumpft der Faden zu seiner natiir-
lichen Lénge zusammen, die er zu der eben erwihnten Zeit wieder er-
langt hat, nimlich am Ende einer Halbperiode seit Beginn der Bewegung.
Die Mn.ssenpunkte bewagen sich nun so lange mit den bis dahin erlangten
Geschwindigkeiten, bis m’ den m .einholt und ein Aufeinanderprallen
stattfindet. Die weitere Bewegung hingt vom StoBkoeffizienten ab. Ist
dieser gleich eins, so kehrt sich,die Relativbewegung um. Jedenfalls
bietet die Beschrelbung der nunmehr folgenden Bewegung nichts Neues.

214. Beispiele. 1. Aus einem Geschiitz von der Masse M, das auf
einer glatten, horizontalen Ebene steht, und die Rohrerhohung o hat,

wird ein Gescho3 von der Masse m abgeschossen. Man beweise, daB bei
einer Miindungsgeschwindigkeit ¥V des Geschosses die SchuBweite

2y2 (1+ )t“j‘H
9 1+( +A) tan?a

ist.

2. Ein glatter, dreieckiger Keilkérper von der Masse M mit den
Basiswinkeln « und f liegt auf einem glatten Tisch. Auf seinen Seiten-
flichen bewegen sich zwei durch einen undehnbaren Faden verbundene
Massenpunkte von den Massen m und m’. Der Faden lduft iiber eine
an der Dreieckspitze befestigte glatte Rolle. Man beweise, daB sich der
Keil mit der Beschleunigung

(m sin o — m’ sin §) (m cos ot |- m’ cos f)
g(m+m’) (M m 4 m') — (m cos « + m’ cos §)?
bewegt.

3. Zwei Korper mit den Massen m,, m, sind durch eine Feder ver-
bunden. Diese ist so dimensioniert, daBl, wenn m, festgehalten wird,
my in der Sekunde n volle Schwingungen macht. Man beweise, daB,

wenn m, festgehalten wird, m, in der Sekunde n‘/’ﬁg und, wenn beide

my
frei sind, sie in der Sekunde n\/m‘ b Schwingungen machen. Die

Schwingungen fallen in simtlichen F‘allen mit der Achse der Feder zu-
sammen.

4. Drei gleiche Massenpunkte sind in gleichen Abstanden an einem
undehnbaren Faden befestigt. Der Faden sei zunichst geradlinig aus-
gestreckt. ‘Die beiden Punkte an den Fadenenden werden mit gleichen
und gleichgerichteten Geschwindigkeiten senkrecht zum Faden in Be-
wegung gesetzt. Unter der Voraussetzung, daB keine duBeren Krifte
vorhanden sind, beweise man, da jeder der an den Enden befindlichen
Massenpunkte im Augenblick des Zusammenprallens eine Geschwindig-

keit (senkrecht zu dem zugehérigen Fadenstiick) besitzt, die Y3 mal so
groB wie die Anfangsgeschwindigkeit ist.
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5. Ein Massenpunkt ist mittels eines elastischen Fadens von der
natiirlichen Linge a an einem Punkte eines glatten- Holzstiickes be-
festigt, das sich auf einer horizonthlen Tischfliche verschieben kann.
Der Faden wird in wagerechter Lage so gehalten, daB er iiber den
Massenmittelpunkt hinweggeht und auf eine Lénge a - ¢ gedehnt. Dann
iiberliBt man das System sich selbst. Unter der Voraussetzung, da8 das
Holzstiick und der Massenpunkt gleiche Massen haben und daB der
Elastizititsmodul des Fadens gleich dem Gewicht des Massenpunktes ist,
weise man nach, daB sich ‘der Massenpunkt in dem Augenblick, in
welchem der Faden wieder seine natiirliche Lénge erreicht hat, gegen-
iiber dem Holzstiick mit der gleichen Geschwindigkeit bewegt, die er

. L .
haben wiirde, wenn er von einer Hohe = herabgefallen wire.

6. Eine Hohlkugel vom Radius ¢ und der Masse m ruht auf einer
horizontalen Ebene und enthilt einen Massenpunkt von gleicher Masse,
"der mit dem héchsten Punkt durch einen elastischen Faden won der
Linge a -} ¢, aber der natiirlichen Linge a und mit dem tiefsten Punkt
durch einen undehnbaren Faden verbunden ist. Plotzlich reiBt der untere
Faden; der Massenpunkt schnellt bis zum héchsten Punkte der Kugel
in die Hohe und bleibt dort haften. Dabei macht man die Beobachtung,
daB die Kugel ein Stiick i in die Hohe springt. Man beweise, daB der
Elastizitiitsmodul des oberen Fadens

2 mga @04

ist. Welche duBeren Krifte verursachen, da8 sich in dem System als
Ganzem die Bewegungsgrole éndert?

7. Drei gleiche Massenpunkte sind in gegenseitigen Abstinden a
und b an einem undehnbaren Faden von der Linge a- b befestigt.
Der mittlere Punkt werde festgehalten und die beiden andern beschreiben
um ihn mit gleichen Winkelgeschwindigkeiten Kreise, so daB die beiden
Fadenstiicke stets in einer geraden Linie liegen. Der mittlere Pankt
wird plotzlich losgelassen. Man beweise, daB sich die Spannungen in
2a+b 2b+a

und 35

den beiden Fadenteilen im Verhiltnis dndern, wenn

keine duBeren Krifte vorhanden sind.

8. Zwei gleiche Massenpunkte sind durch einen undehnbaren Faden
von der Linge ! miteinander verbunden. Der eine von ihnen A liegt
auf einem glatten Tisch und der andere befindet sich eben iiber der
‘Tischkante. Der Faden liegt gerade und zwar senkrecht zu der Kante.
Man ermittele die Geschwindigkeiten in dem Augenhlick, in dem -die
Punkte den Tisch verlassen haben und beweise, daB 1. bei der hierauf
folgenden Bewegung die Fadenspannung stets gleich dem halben Gewicht
eines der beiden Massenpunkte ist, und daB 2. die Bahn von 4, un-
mittelbar nachdem er den Tisch verlassen hat, in ihrem Anfangspunkte

den Kriimmungsradius §; /51 besitat.

Vermischte Beispiele. 1. Von einem Punkte einer starren, hori-
zontalen Ebene wird eine Kugel mit der Geschwindigkeit v, vertikal nach
oben geworfen. Sobald ihre Geschwindigkeit auf den Wert v, gesunken
ist, wirft man vom selben Ausgangspunkt eine zweite Kugel mit der
Geschwindigkeit v, in' die Hohe. Unter der Annahme vollkommener
Elastizitit beweise man, daB 1. die Zeit zwischen zwei aufeinander-

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 17
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folgenden StéBen der beiden Kugeln % betrigt, daB 2. die erreichten

Hohen (3 v, — v;)g(vl + ve) und (3 v + ‘U;) (171 — vg)
Geschwindigkeiten der Kugeln im Augenblick des Zusammenprallens

gleich und entgegengesetzt gerichtet sind und die GréBe E%’z

sind und daB 3. die

und

m haben
3 .

2. Zwei_gleiche Billardbille vom Radius a liegen auf einem glatten
Tisch und beriihren einander. Ein dritter Ball vom Radius ¢, der sich
in Richtung der gemeinsamen Horizontaltangente im Beriihrpunkte der
ersten Bille bewegt, trifit die beiden gleichzeitigz. Man beweise unter
Voraussetzung gleichen Materials fiir simtliche Bille, daB der dritte Ball
durch den Zusammenprall in Ruhe kommt. wenn der StoBkoeffizient den

Wert
1 ¢t(a+¢)?
2a°Q2a—+c)
hat.

3. Zwei gleiche Bille liegen auf einem Tisch und beriihren sich.
In einer Richtung, die mit der beiden Billen gemeinsamen horizontalen
Tangente nahezu zusammenfillt, st6Bt ein dritter, ebenfalls gleicher
Ball auf die ersten. Unter der Annahme, daf sich die StoBzeifen
nicht iiberlagern, beweise man, daB die Geschwindigkeiten, die die
Bille, je nachdem sie zuerst oder zuzweit angestoBen werden, be-
kommen, im Verhéltnis 4 : (3—¢) stehen. Hierin bezeichnet e den
StoBkoeffizienten.

4. Zwei Kugeln von gleichem Radius und den Massen 4,7 und
Zym liegen auf einem glatten, wagerechten Tisch und beriihren ein-
ander. Eine dritte Kugel vom gleichen Radius und mit der Masse m
fallt frei herunter derart, daB ihr Mittelpunkt dabei in der Vertikalebene
bleibt, die die beiden Mittelpunkte der ersten beiden Kugeln enthilt;
m trifft 2, m und 2,m gleichzeitig. Unter der Annahme vollkommen un-
elastischer St6Be beweise man, dal die Geschwindigkeit, die in der Kugel
von der Masse 2,m hervorgerufen wird, den Wert erlangt

vy3 1+ 24y
1437, + 44, - 127, 7,

worin v die Geschwindigkeit der fallenden Kugel kurz vor dem StoS
bezeichnet.

' 5. Aus einer Ecke A eines rechteckigen Billards A BCD wird ein
Ball unter einem Winkel o gegen die Seite 4 B fortgestoBen. Zuerst
trifft er die Seite BC, dann AD, dann DC, dann wieder B C und darauf
kehrt er nach A zuriick. Man beweise, da8 4 B: AD = ¢?cot a: (1 + €?).
wenn e den StoBkoeffizienten bezeichnet.

6. Drei gleich groBe, glatte und vollkommen elastische Billardbille
liegen auf einem glatten Tisch und bilden ein Dreieck A BC. Soll der
Ball A den Ball B nach C hinstoBen, so muB der StoBwinkel in B
zwischen

1 2dcos B
Bogmeretan o T B
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und d B¢
1 2 d cos ( )
B+6—§“~arcmnc_“—_—2dsin(B+6)

4
liegen, worin é = arc sin Td bedeutet.

7. Man zeige, daB es moglich ist, im Innern eines regelmiBigen
n-seitigen Vielecks einen kleinen elastischen Ball so fortzustoBSen, daB
er ein regelmiBiges Vieleck mit der gleichen Seitenzahl beschreibt, und
beweise, daB das Seitenverhiltnis der beiden Polygone

) ]
x l—e . 2x l1—e . 2a
z. e 1y/1— in 2%
‘2cos" .{\/1+1 L R \/1 I , Sin ”}

ist, wobei e den StoBkoeffizienten bezeichnet.

8. Von einem Punkte einer schiefen Ebene mit dem Neigungs-
winkel o wird ein Ball mit der Geschwindigkeit V unter einem rechten
Winkel zur Ebene abgeworfen. Der StoBkoeffizient zwischen Ball und
Ebene ist e. Man beweise, dal der Ball, bevor er zu springen aufhort,
eine Strecke - »-2}:—8'1 n e -— auf der Ebene zuriickgelegt hat.

geoso(l —e)?

9. Ein elliptischer Hohlzylinder steht mit vertikaler Achse auf
einer horizontalen Ebene. Vom Brennpunkt eines Horizontalschnittes
aus wird ein Massenpunkt in wagerechter Richtung mit der Anfangs-
geschwindigkeit v fortgeschleudert. Man beweise, daB die .Hohe des
Schnittes iiber dem Tisch, falls der Punkt zum Ausgangspunkt zuriick-

2 2
kehrt, %Lé’}a—
n2ov?
groBe Achse bedeuten. AufBerdem ist hierbei angenommen, daB es sich
um lauter vollkommen elastische StoBe handelt.

10. Ein Massenpunkt wird im Innern einer glatten Réhre von
gleicher Masse, die an beiden Enden geschlossen ist und auf einem
glatten Tische [iegt, fortgeschleudert. Man beweise, daB die Rohre nach
(n -+ 1) maligem Anfprallen des Massenpunktes ein Stiick

betrigt, worin m, n beliebige ganzen Zahlen und 2a die

a(1—e") a-(1—e"t?)
— < oder ——— =
en_cn—}—l eu__en—f—l

durchwandert hat, je nachdem % gerade oder ungerade ist. Hierin
bezeichnen ¢ die Linge der Rohre und e den StoBkoeffizienten fiir
jeden Stof. :

11. Zwei ungleiche Massenpunkte sind an einem Faden befestigt,
der iiber eine glatte Rolle liuft. Anfangs beriihrt der kleinere eine
feste, horizontale Ebene; wihrend sich der andere in einer Héhe h iiber
der Ebene befindet. Unter der Voraussetzung, daB der StoBkoeffizient
fiir jeden StoB gleich e und daB e eine Wurzel einer Gleichung von der
Form e”—2e-+41=0, mit » als ganzer Zahl, ist, beweise man, dal
2h (1 +e)
v(l—e)
v die Geschwindigkeit des schwereren Massenpunktes unmittelbar vor
seinem erstmaligen Auftreffen auf die Ebene.

12. Zwei sich beriihrende, gleiche Kugeln sind mittels gleich langer
Fiden an zwei andere, in Ruhe befindliche, gleiche Kugeln angebunden.

17*

das System nach der Zeit - zur Ruhe kommt. Hierin bedeutet
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Die Mittelpunkte der Kugeln liegen auf den Verlingerungen der Fiden.
an denen sie befestigt sind, und di¢ Fiden bilden mit der im Beriih-
rungspunkte der beiden ersten Kugeln gezogenen Tangente der Kugeln,
die in die Ebene der vier Mittelpunkte fillt, je einen Winkel ‘von 30°.
Eine fiinfte, ebenfalls gleiche Kugel,. die in dieser Tangentenrichtung ge-
laufen kommt, trifft die beiden ersten Kugeln symmetrisch, so daB die
Fiden sich spannen. Man beweise, daB sich die Geschwindigkeit der
stoBenden Kugel im Verhéltnis (7 — 12¢):19 verkleinert, wenn e den
Stoflkoeffizienten bezeichnet.

13. Zwei gleich dicke Bille mit den Massen M, m, die durch einen
undehnbaren Faden verbunden sind, liegen auf einem glatten Tisch.
Der Faden ist ausgestreckt. Ein dritter Ball von gleichem Radius und
der Masse m’ bewegt sich mit der Geschwindigkeit v parallel zu dem
Faden und trifftt den Ball m so, daB die Zentrale m’'m mit der Zen-
trale Mm den spitzen Winkel « bildet. Man beweise, daB M mit der
Geschwindigkeit

vmm' (14 €)cos®a
Mm' sin? o +m (M -+ m —m')

fortlduft, wenn man unter e den StoBkoeffizienten zwischen m und m’
versteht.

14. Zwei Bille sind durch undehnbare Fiden an feste Punkte ge-
bunden. Der eine von ihnen von der Masse m, der mit der Geschwindig-
keit u auf einem Kreise lduft, trifft den anderen, der die Masse m’ hat
und in Rubhe ist, derart, daB die Zentrale einen Winkel « mit dem an
m befestigten Faden bildet und die Faden sich rechtwinklig kreuzen.
Man beweise, daB8 m’ einen Kreis mit der Geschwindigkeit

mu sin « cos « (1 e)

m cos® a |- m’ sin® &

beschreiben wird, wenn e den StoBkoeffizienten bezeichnet.

15. Eine Kugel von der Masse M bewegt sich mit der Geschwindig-
keit V. Durch eine Explosion im Innern wird ein Energiezuwachs E
erzeugt. Die Kugel zerbricht dabei in zwei Stiicke, deren Massen im
Verhaltnis m, : m, stehen. Die beiden Teile bewegen sich in der ur-
spriinglichen Bewegungsrichtung der Kugel weiter. Man beweise, daB
sie die Geschwindigkeiten

2m, B 2m, E
V4 m, M und m. M
haben.

16. An einer Seilscheibe und Seiltrommel von vernachlissigbarer
Masse halten sich zwei Gewichte P und W das Gleichgewicht. P wird
durch ein Gewicht W vergroBert und nach Verlauf von 1 sec wird auch
das einporgehende Gewicht W um W vermehrt. Man beweise, da8 nach
Verlauf einer weiteren Sekunde dic Geschwindigkeit des hinaufgehenden
Gewichtes 2W .

gb(2a—b)
a*+ab-2b°
geworden ist, wenn « der Radius der Scheibe und b derjenige der
Trommel ist.
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17. Durch undehnbare Fiden ist éin Massenpnnkt von der Masse m
mit zwei anderen von den Massen m’ und m” verbunden. Die Massen-
punkte liegen so auf einem glatten Tisch, daB die beiden Fiden gerade
gestreckt sind und senkrecht zueinander stehen. In Richtung der Winkel-
halbierenden der beiden Fiid?n erhilt der Punkt m einen Schlag, den
die Fiden auf die Massen m’ und m"”. iibertragen. Man beweise, daB
die Geschwindigkeiten, mit denen sich m’ und m” bewegen, im Ver-
hiltnis (m -+ m”): (m -+ m’) stehen.

18. Ein Massenpunkt von der Masse M wird mit der Geschwindig-
keit V unter einem Erhebungswinkel © gegen die Horizontale abge-
schossen. Er ist mit seinem Ausgangspunkt durch einen undehnbaren

2
Faden von der Lﬁnge_V—g-E‘;i;w verbunden. Man bewgise, dafl beim
Straffwerden des Fadens dessen plotzliche Zugkraft MV? cos? @ cosec @
ist und daB unmittelbar nach der Bewegungsinderung die Fadenspann-
kraft Mg (1 — 2sin*®) betrigt.

19. Drei Massenpunkte 4, B, C befinden sich auf einer gegen die
Horizontale unter dem Winkel o geneigten Ebene, und B, C sind mit 4
durch Fidey von der Linge hsec o verbunden. - Diese Fiden liegen zu
beiden Seiten der durch A gehenden Fallinie der Ebenes und zwar unter
gleichen Winkeln o gegen diese Fallinie. Hierbei liege B C tiefer als A.
Infolge "eines StoBes in Richtung der Fallinie beginnt A sich in dieser
Linie mit der Geschwindigkeit V zu bewegen. Man ermittele, wann die
Fiiden straff werden und beweise, daB 4 kurz danach die Geschwindigkeit

|4 , 2ghsina
(3 —Ysin?a) 'V

hat.

20. Vier gleiche Massenpunkte sind an den Ecken eines aus vier .
gleichlangen Fiden a gebildéten Rhombus angebracht. Wihrend sich
das System auf einer horizontalen glatten Tischfliche mit der gleich-
formigen Geschwindigkeit % in Richtung der lingeren Diagonale 4C,
bewegt, wird der Endpunkt 4 der Diagonale plotzlich festgehalten. Man
beweise, daB sich die Rhombusseiten mit der Winkelgeschwindigkeit

2w sin ot
a (14 2sin®a)
Rhombus bezeichnet.

21. Drei Massenpunkte von gleicher Masse, die in gleichen Ab-
stinden an einem starren, masselosen Stab befestigt sind, befinden sich
in Ruhe, bis eine der an den Enden sitzenden Massen senkrecht zum
Stab einen Schlag erhilt. Man beweise, daB die dem System erteilte
kinetische Energie, wenn das andere Ende des Stabes festgehalten wird
und sich der Stab darum dreht, im Verhiltnis 24 : 25 kleiner ist, als sie
sein wiirde, wenn das System vollkommen frei wire.

’ 22. An zwei gleichen, starren Stiben 4B und BC von vernach-
lassigbarer Masse sind in A und C, sowie in ihren Mittelpunkten vier
gleiche, kleine Massen angebracht. Die Stibe, die sich- mittels eines
Scharniers um B zu drehen vermdgen, sind geradlinig ausgestreckt und
das Ende A erhilt einen Schlag senkrecht zu den Stiben. Man beweise,
daB die Geschwindigkeiten der Massen in dem Verhiltnis 9:2:2: 1 stehen.
) 23. Ein System von vier Massenpunkten, die gleiche Massen haben
und in gleichen Abstinden an einem Faden befestigt sind, liegt so auf
einem glatten Tische, daB es ein Stiick eines regelmiaBigen Vielecks mit

zu drehen beginnen, wenn 2« den spitzen Winkel des
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dem Winkel = — a bildet. Einer der an den Enden befindlichen Massen-
punkte erhilt einen StoB in Richtung des daran befestigten Fadens.
Man beweise, daB die hierdurch erzeugte kinetische Energie
cos:' a4 s?nj o«
cos® ot 4 2sin?a
80 groB ist, als sie sein wiirde, wenn die Massenpunkte gezwungen wiren,
sich in einer kreisformigen Nut zu bewegen und der StoB tangential zu
dieser erfolgte.

24. Vier kleine, glatte, gleichschwere Ringe, die in gleichen Ab-
stinden an einen Faden gekniipft sind, sind auf einem aus Draht ge-
bogenen vertikalen Kreis aufgefidelt. Der Radius des Kreises betrigt
ein Drittel der Fadenlinge, die Ringe befinden sich in den vier oberen
Ecken eines regelmifligen, dem Kreise eingeschriebenen Sechsecks, so’
daf also die beiden tieferen Ringe mit den Endpunkten des horizontalen
Durchmessers zusammenfallen. Man beweise, daf die Fadenspannung
in dem mittleren Fadenstiick, wenn einer der duBeren Fadenteile zer-
schnitten wird, sich plétzlich im Verhiltnis 5:9 verringert..

25. Auf der Oberfliche eines glatten, horizontalen Kreiszylinders
von der Masse M liegt in einer Vertikalebene ein Faden, an dessen
Enden zwei Massenpunkte von den Massen m und m’ befestigt sind. Der
Zylinder kann auf einer Horizontalebene gleiten. Zunichst wird das

‘System so in einer Anfangslage gehalten, daB8 die Radien des Kreis-
schnittes, in den die Punkte fallen, mit der Vertikalen die Winkel o
und g einschlieBen. Man beweise, daB unmittelbar nach dem Loslassen
des Systems die Fadenspannung

M (sin o 4 sin f) - (m sin o | m’ sin f) {1 — cos (x -+ B)}

m —-m') (M - msin® oo - m’ sin? ) — mm’ (cos & — cos f)?

mm’'g 7

ist. )

26. Drei Fiden, die an den Punkten 4, B, C der Kante eines

glatten Tisches iiber glatte Rollen laufen und an deren Enden die Massen

m, m’/, m” hiingen, sind mit ihren freien Enden an einem Massenpunkte P

von der Masse M hefestigt. Dieser befindet sich unter ihrer Wirkung

auf dem Tisch im Gleichgewicht. Schneidet man den Faden, der m”

trigt, durch, so beginnt M sich in einer Richtung zu bewegen, die mit
CP einen Winkel

e (m —m) {(m 4 m")* — m”?}

arc tan . o ] e S

4 Mmm'm"? 4 (m - m') 12
einschlie8t, wobei

WE=2m 2w 2w m b 2wt — ot — ) —
ist.

27. An der Spitze einer glatten schiefen Ebene vom Steigungs-
winkel « befindet sich ein glatter Ring; durch diesen geht ein Faden.
an dessem Ende sich zwei Massenpunkte 4, B von der Masse m, m’ be-
finden. Anfangs fillt AC (= a) mit einer Fallinie zusammen, wihrend
BC vertikal berabhiingt. Wirft man A4 rechtwinklig zu AC mit der
Geschwindigkeit v empor, so wird B zu steigen oder zu sinken be-
ginnen, je nachdem

m’

m

< oder > (sin x4 ;’) .
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28. Am einen Ende eines starren horizontalen Armes von der
Liinge ¢, der sich frei um eine durch sein anderes Ende gehende verti-
kale Achse drehen kann, hingt an einer masselosen Kette van der
Linge b eine Kugel von der Masse m. Der Arm wird plétzlich mit
der Winkelgeschwindigkeit £ gedreht. Man beweise. da8 in der Kette

2"
sogleich die Spannung m (g+g;c—) auftritt und daB die durch die
Kette und den Radius vom Kugelmittelpunkte nach dem Aufhénge-
punkt gehende Ebene sich mit der Winkelgeschwindigkeit 2 um den

2
Radius-dreht.

29. Ein Faden ABC ist in A festgemacht und trigt in B und C
Massenpunkte von den Massen m,m’. Das System wird so in einer
Vertikalebene gehalten, daB AB und BC mit der Vertikalen spitze
Winkel o und (« -+ B) einschlieBen. Werden B und C losgelassen, so
tritt in A B die Anfangsspannung .

m(m -4 m')gcosa
m -+ m'sin®p
auf.

30. Kin zunichst festgehaltener vertikal stehender Drahtreifen be-
riihrt in seinem untersten Punkte einen glatten Tisch. Ein undehnbarer
Faden, dessen eines Ende. in der Reifenebene an einem festen Punkte
in gleicher Hohe wie der hichste Punkt des Reifens befestigt ist, liuft
iiber den Reifen und trigt am anderen Ende einen Massenpunkt m,
der sich gegen den Reifen legt. Wenn man den Reifen losliBt, so ver-
mindert sich die Druckkraft des Massenpunktes auf den Reifen sogleich

’ . mPgsin®a
um den Betrag ————
M—f—4msin2%
Zentriwinkel des Reifens angibt.

31. Auf einer glatten unter o (< }«) gegen die Horizontale ge-
neigten Ebene sind vier durch gleichlange Fiden verbundene Massen-
punkte so aufgebracht, daB AC . eine Fallinie ist und AB, AD mit
letzterer zu beiden Seiten gleiche Winkel a bilden. . Hilt man den
obersten Punkt A fest, 1a8t aber B und D los, so vermindert sich plotz-
lich die Spannung in den beiden unteren Fiden im Verhéltnis

, worin o den vom Faden umspannten

1—2sin?ax
1+ 2sin%o’

32. Eine Perle von der Masse m' kann auf einem Faden gleiten,
dessen eines Ende fest ist, wihrend das andere einen Massenpunkt m
trigt, der anfangs in derselben Hohe wie das feste Ende gehalten
wird. Dann bilden die beiden Fadenstiicke gegen die Vertikale gleiche
Winkel . L#Bt man m los, so wird die Anfangsspannkraft in ‘dein
Faden -M™IC%BX .4 die Anfangsbéschleunigung der Perle ist

aden 4y U ie Anfangsbéschleunigung der Perle is
(m’ -+ 2m cos®a)
(m’ +4mcos®a)

33. Das eine Ende eines Fadens PQ ist an einem Punkte P einer

glatten horizontalen Ebene befestigt, wihrend am anderen Ende @ ein
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in der Ebene ruhender kleiner, glatter Ring von der Masse m an-
gebunden ist. Durch diesen Ring liuft ein zweiter Faden, dessen eines
Ende an einem Punltt R der Ebene festgemacht ist, wihrend das andere
Ende S einen Massenpunkt M trigt. Am Anfang ist der Winkel PQR
ein stumpfer und gleich § und der Winkel RQS ein rechter Winkel.
Der Massenpunkt M wird parallel Q R mit der Geschwindigkeit V in
Bewegung gesetzt. Man beweise, dal die Anfangsspannung in PQ

MmV? (sin § — cos f)

a(m-+ M-+ Msin 2 f)
ist, worin a die Linge QS bedeutet.

34, Es sei ein System von n beweglichen Rollen von den Massen

m,, My, ..., m, und n zugehorigen Gegengewichten von den Massen
U5 Mgy - .., 4, gegeben. Jede Rolle und ihr Gegengewicht hingen an
einer Schnur, die iiber die vorhergehende Rolle liuft. Die oberste Schnur
(die m; und g, verbindet) liuft iiber eine feste Rolle. Uber die tiefste
Rolle geht keine Schnur. Die Indizts geben- die Reihenfolge an, in der
die Rollen aneinander hingen. Die Rollen werden gleichzeitig los-
gelassen. Man beweise, daB die Fadenspannungen 7,, T,, ..., T, in
der Beziehung stehen

9 (_TPHJF&l) _r (L +i+-5~).
My Mp—y PAmy Ty omyy
Unter der Annahme, daB die Masse jeder Rolle (m) zur Masse

eines jeden Gegengewichtes (u) sich wie 5:3 verhilt, beweise man, da
die abwirts gerichtete Beschleunigung der p-ten beweglichen Rolle

32n—p+1 —5

—_— P __
32n+1+5 (3 l)g

istr

. 35. Zwei gleiche materielle Punkte, die durch einen undehnbaren
Faden verbunden sind, liegen auf einem glatten Tisch. Der Faden ist
ausgestreckt. Man beweise, daB, wenn einer von ihnen auf der Tischfliche
rechtwinklig zum Faden in Bewegung gesetzt wird, der Kriimmungs-
radius. seiner Bahn gleich der doppelten Fadenlinge ist.

36. Auf einem glatten geraden Draht ruht ein kleiner Ring von
der Masse m, der mit einem anderen Massenpunkt m’ durch einen Faden
von der Linge a verbunden ist. ' befindet sich anfangs in einem
Abstand @ von m auf dem Draht und wird in der zum Draht senk-
rechten Richtung fortgeschleudert. Man bew?ise, daBl der Kriimmungs-
radius im Anfangspunkte der Bahn alm-mw) (m"—n}—m) ist.

- 37. Ein undebnbarer Faden, an dessen Enden zwei Massenpunkte p
und g befestigt sind, lduft durch zwei auf einem glatten Tisch liegende
glatte Ringe 4, B. In einem Punkte O zwischen 4 und B trigt er noch
einen dritten Massenpunkt m. Man beweise, daB der Punkt m, wenn
er senkrecht zum Faden in horizontaler Richtung in Bewegung gesetzt

Lo 9
04 OB,

m 1st.

wird, eine Bahn beschreibt, deren Anfangskriimmung
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38. Ein auf einem glatten Tische ruhender Massenpunkt m ist
durch einen Faden von der Linge a, der senkrecht zur Tischkante liegt,
mit einem zweiten Massenpunkte m’ verbunden. Dieser héngt gerade
noch iiber die Tischkante hinaus und ist ebenfalls anfangs in Ruhe. Das
System wird sich selbst iiberlassen. Man beweise, daB der Kriimmungs-
radius der Bahn von m, unmittelbar nachdem er, den Tisch verlassen hat,

2m’ a {(m—f—m’)z—{—m’z}%
(m w2 L (m 4 ')+ 2m'2}

ist.

39. Zwei Massenpunkte A und B sind durch einen diinnen Faden
miteinander verbunden; A ruht auf einem rauhen, horizontalen Tisch
(Reibungskoeffizient = x) - und B hingt eine Strecke ! unterhalb der
Tischkante. B wird eine Horizontalgeschwindigkeit u erteilt. Man zeige,
daB A4 sich mit einer Beschleunigung (lu—'i—"-m zu bewegen. beginnt und
daB im Anfangspunkte der Bahn von B der Kriimmungsradius (x—1)1 ist.

40. Ein System von drei Massenpunkten A, B, C mit den Massen
m,p,q, die durch zwei Fiden AB, AC verbunden sind, liege gerad-
linig ausgestreckt auf einem glatten Tisch. Den &ulleren Massen werden
senkrecht zum Faden die Geschwindigkeiten u, v erteilt. Bezeichnen a
und b die Lingen der Fiden, so laBt sich beweisen, daB die Anfangs-
krimmungen der Bahnen von B und C

@F+Fmut | gvf (p+m)v* | pw?
— Tt und Tt
(p+gq+m)w? (p+q+mt

sind.

41. Ein Massenpunkt von der Masse m ist an einem Ende eines
Fadens angebunden, der durch einen Ring von der Masse M lauft und
mit dem anderen Ende an einem Punkte eines glatten horizontalen
Tisches befestigt ist. Das ganze System ruht zunichst derart auf diesem
Tische, daB die beiden Fadenstiicke geradlinig sind und einen stumpfen
Winkel o miteinander bilden, und daB das Stiick zwischen m und M
die Linge a hat. Dann wird m senkrecht zu diesem Fadenstiick fort-
geschleudert. Man beweise, daB die Bahn von m in ihrem Anfangs-

- punkt den Kriimmungsradius a (1 -+ %cos”%) hat.

42. Ein Schubfenster hingt an zwei Schniiren, die iiber Rollen
im Fensterrahmen laufen und an ihren anderen Enden je ein Gegen-
gewicht tragen, das gleich dem halben Fenstergewicht ist. Das Fenster
passe lose in seinen Rahmen. Eine Schnur reift und das Fenster rutscht
mit der Beschleunigung f herunter. Man beweise, daf8 der Reibungs-
koeffizient zwischen Fenster und Rahmen

a(g—3/()

e
ist, wenn hierin u die Héhe und b die Breite des Fensters bezeichnen.
43. Vom Grunde eines Brunnens von der Tiefe & wird ein Eimer

von der Masse M mittels eines Seiles emporgewunden, das auf einer
Trommel von der Masse m aufgewickelt ist. Die Trommel wird von
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einer konstanten Kraft angetrieben, die eine Zeitlang an ihrem Umfang
wirkt und dann aufh6rt. Unter der Voraussetzung, daB der Eimer ¢sec
nach Beginn der Bewegung gerade an der Brunnenkrone zum Stillstand
kommt, beweise man, daB die groBte Leistung wihrend der Bewegung

2 h M2g%t
Mgt —2h (M -+ m)

ist. Hierbei ist angenommen, daB die Masse der Trommel gleichmiBig
auf ihrem Umfang verteilt sei.

44. Eine Lokomotive zieht einen Zug und leistet dabei bestindig
H Arbeitseinheiten in der Sekunde. Ist M die Masse des ganzen Zuges
und F' der als konstant vorausgesetzte Reibungswiderstand, so braucht
die Maschine vom Beginn der Bewegung bis zur Erlangung der Ge-
schwindigkeit v die Zeit

\
(MH H &) Sekunden.

7R H_Fo F
45. Ein zweirddriger Wagen wird mit der Geschwindigkeit v lings
eines ebenen Weges gezogen. Die Rider (vom Radius ¢) sind auf eine
Achse (vom Radius 7) aufgezogen, das Gewicht des Wagens ausschlieB-
lich der Achse und Rider ist W, sein Massenmittelpunkt liegt senkrecht
iiber der Mitte der Achse und die Deichseln sind in einer Horizontal-
ebene in Hohe der hochsten Punkte der Rider angeordnet. Man beweise,
daB das Pford die. Leistung —V2T50% _  siibt, wobei 4 den Rei-
Vet —1r2sin?l
bungswinkel zwischen Achse und Lagern hezeichnet.

46. Auf einem glatten Tische liegt ein Massenpunkt von der Masse M,
der an einem Faden angebunden ist. Dieser lauft iiber die Tischkante
und trigt an seinem anderen Ende eine Rolle von der Masse m, iiber
die eine Schnur geht, an deren Enden zwei Korper von den Massen m,
und m, befestigt sind. Man bheweise, daB sich M mit der Beschleu-

nigung bewegt
m(m, + m,) 4 m;m,
(M- m) (m;, + mg)+~dmym, ?

47. Zwei Korper hingen an einer Schnur iiber eine feste Rolle.
Man zeige, daB die Korper in aufeinander folgenden gleichen Zeitriumen
Wege zuriicklegen, die nach einer arithmetischen Reihe zunehmen, wenn
die Tragheit der Rolle vernachldssigt wird.

Einer der Korper werde durch eine masselose Rolle ersetzt, an
der zwei Massen m und m’ hingen. Wie groB muB die Masse des ein-
zelnen Korpers sein, damit m’' in Ruhe bleibt, wenn es anfangs in Ruhe

4 —
war? Man beweise auch, daB die Beschleunigung der Rolle %% g ist.

48. Bei einer Atwoodschen Fallmaschine werde der eine Korper
durch eine Rolle ersetzt, iiber die eine Schnur mit zwei frei herunter-
hingenden Massen P,Q lauft. Liegt das Verhiltnis P: @ zwischen den
Werten 3 und 4, so lassen sich bestimmte Werte fiir die Masse des
anderen Korpers finden, bei deren Zugrundelegung entweder P oder @
in Ruhe bleibt. Man beweise dies und zeige, daB diese Werte im Ver-
haltnis (3 P — Q) : (3 @ — P) stehen.
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49. Bei einer Atwoodschen Fallmaschine ist die Nut in der Schanur-
rolle so tief geschnitten, daB die Trigheit der Rolle zu gleichen Teilen
auf die beweglichen Massen verteilt werden kann. ¢ ist das Gewicht,
das hinzugefiigt werden mulBl, um die Achsenreibung zu iiberwinden,
wenn an den Enden der Schnur gleiche Gewichte hingen. Man be-

weise, daB ein Zusatzgewicht R eine Beschleunigung 3PT2Q j_ BEFW

hervorruft, wenn hierbei W das Gewicht der Rolle ist.

50. Zwei gleiche Massen P, P’ sind durch eine Schnur verbunden,
die iiber eine glatte Rolle lauft. An ihnen-hingen an Fiéden zwei weitere
ebenfalls gleiche Massen @ und @’. Anfangs liegt @ in einer horizon-
talen Ebene und P, P’, @ sind in Bewegung; wiilhrend ¢ von der Ebene
abgehoben wird, wird @' fast gleichzeitig aufgesetzt. Ist V die Ge-
schwindigkeit von P, @, P’, wenn ¢ abgehoben wird, noch bevor @' auf-
gesetzt ist, .und ist V' diese Geschwindigkeit, wenn @' aufgesetzt wird,
noch bevor @ abgehoben ist, so ergibt sich die Beziehung

V:VV=02P+Q?:4P(P+ Q).

51. Zwei Rollen, jede von der Masse 8 m, hingen an den Enden
einer masselosen Kette, die iiber eine feste Rolle linft. Uber jede der
beiden Rollen geht eine ebensolche Kette und trégt an ihren Enden
Korper von der Masse 2m. Von einem der Korper wird nun eine-
Masse m weggenommen und an einen an der anderen Rolle hingenden
Korper aufgebracht. Man beweise, daB sich beide Rollen mit der Be-
schleunigung .4 g bewegen, daB die beiden herabsinkenden Korper
gleiche Geschwindigkeit haben und daB die Geschwindigkeit des einen
der emporgehenden Korper fiinfmal so groB ist wie die des andern.

52. Eine masselose Kette lduft iiber zwei feste und unter einer
beweglichen Rolle und trigt an ihren Enden Gewichte. Unter der Vor-
aussetzung, daB alle Kettenstiicke vertikal sind, beweise man, da8 die
bewegliche Rolle in Ruhe bleiben wird, wenn ihre Masse gleich dem
doppelten harmonischen Mittel der beiden anderen Massen ist.

53. Eine masselose Kette geht iiber eine feste Rolle B, trigt am
einen Ende einen Koérper von der Masse m und am anderen eine Rolle ¢
von der Masse p. An einem Punkte A unterhalb B ist eine dhnliche
Kette befestigt, die iiber C' liuft und einen Kdorper von der Masse m’

. trigt. Man beweise, da8 sich die Rolle C mit der Beschleunigung bewegt

g@m —m+ p)

4m' +m—+p
54. Zwei Rollen von den Massen M und M’ sind durch einen
Faden verbunden, der iiber eine feste Rolle lauft. An einem iiber M
gehenden Faden hidngen zwei Koérper von den Massen m, und m,, an
einem iiber M’ gehenden zwei andere Korper von den Massen m,” und

m,’. Man beweise, da sich beide Rollen mit der Beschleunigung
gMt2p— M —24)
MM f2nt2y

bewegen.

55. Bei einem Potenzflaschenzuge halte ein Gewicht P einem
Korper vom Gewicht W das Gleichgewicht. Man beweise, dal nach
Vertauschung dieser Gewichte durch zwei andere P’ und W’ das Ge
wicht P’ mit der Beschleunigung f herabsinkt und daB
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{2"P4+W 3@+ 1)@ P—W)}=2"g {2"(P'— P)+ W —W}
ist, falls alle Rollen gleiches Gewicht haben.

56. Auf einem masselosen kreisférmig gebogenen Draht vom
Radius a sind drei materielle Punkte 'von den Massen m,,m,, m;, sym-
metrisch befestigt. Der Draht kann sich in einer ebenfalls nach einem
Kreise vom Radius @ gebogenen glatten Rohre, die in einer Vertikal-
ebene steht, bewegen. Man beweise, da die Linge des gleichwertigen
mathematischen Pendels fiir kleine Schwingungen des Systems

(my~+my4-my) a

T 2 2 2
ym® + mg® + mg® — mymy — mym, — m,m,

ist.

57. Ein Faden, der iiber zwei in einer Horizontalen im Abstand 2 @
eingeschlagene Nigel lduft, trigt an seinen Enden zwei Massenpunkte
von der Masse P und in seinem mittleren Teil zwei weitere gleichgroBe
Massenpunkte von der Masse Psin «, die einen Abstand 2asin o« von-
einander haben. Man beweise, da8 die Schwingungsdauer fiir kleine
Schwingungen um die Gleichgewichtslage dieselbe ist, wie die eines
mathematischen Pendels von der Linge atan a.

58. Ein Faden AE =4 a ist mit seinen Enden an zwei in gleicher
Hohe liegenden festen Punkten A, E befestigt und trigt in den Punkten
B, C,D drei Massenpunkte m, M, m. Die Stiicke AB, BC, CD und
DE haben die gleiche Linge ¢ und bilden mit der Horizontalen die
Winkel o, f,8,«. Man beweise, daB Mtan o= (M- 2m)tan 8 und
daB8 die Schwingungsdauer fiir kleine Schwingungen von M, falls dieses
eine kleine vertikale Auslenkung erfihrt, die gleiche ist wie die eines
mathematischen Pendels von der Linge

sin a sin g sin (¢ — B) cos (¢ — f)
sin%a cos o - sin? g cos §-

59. In der Mitte eines horizontalen, kreisrunden, glatten Tisches
vom Radius a liegt ein materieller Punkt von der Masse M, von dem
aus n Schniire nach # glatten, gleichmiBig auf den Umfang des Tisches
verteilten Rollen laufen, die je eine Masse M tragen. Man beweise,
daB die Schwingungsdauer fiir kleine Schwingungen des Systems

x \/“__(ng: 2)

betrigt.

60. Ein iiber eine kleine feste Rolle laufender Faden verbindet
zwei gleiche Massenpunkte, die dicht beieinander auf einer glatten,
schiefen Ebene vom Neigungswinkel a ruhen, so daB die, beiden Faden-
stiicke nahezu in einer 'Vertikalebene liegen. Die letzteren bilden mit
der Ebene den Winkel 8. Wenn die Massenpunkte ein wenig aus ihrer
Gleichgewichtslage gebracht werden und man annimmt, daB8 die Be-
wegung sich in einer Vertikalebene abspielt, so ist die Linge des gleich-
wertigen mathematischen Pendels

1 cot 8 cosec g cosec a.

61. Drei gleiche, glatte Stibe von der Linge 2 a bilden ein Drei-
eck ABC. In den Mittelpunkten von AB, AC befinden sich kleine
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gleiche Ringe, die durch gleiche elastische Faden von der natiirlichen
Liinge | an A befestigt und auBerdem miteinander durch einen undehn-
.baren Faden verbunden sind, welcher durch einen glatten Ring im
Mittelpunkte von BC liuft. Unter der Voraussetzung, daB keine &ufleren
Krifte existieren, beweise man, daB bei einer kleinen Auslenkung eines
Ringes die Schwingungsdauer fiir kleine Schwingungen

9 [ 2alm
T VE(Ba—31)
betriigt, worin m die Masse jedes Ringes und E den Elastizitétsmodul
bezeichnet.

62. Ein elastischer Faden von der natiirlichen Linge 2 a trigt in
der Mitte einen Massenpunkt und ist mit seinen Enden an zwei Punkten
befestigt, die in derselben Horizontalebene liegen und den Abstand 2 a
voneinander haben. In der Gleichgewichtslage stehen die beiden Faden-
teile senkrecht zueinander. Man beweise, daB die Zeit einer kleinen
Schwingung dieselbe ist wie die Schwingungsdauer. eines mathematischen
Pendels von der Linge —

a(2y2—2)

2y2—1

63. Ein homogener, kreisférmig gebogener elastischer Ring von
der Masse m, dem Elastizititsmodul 2 und der natiirlichen Lénge 2 =c
steht unter dem EinfluB einer vom Mittelpunkt nach auBen wirkenden,
auf die Masseneinheit bezogenen Kraft 4 (Abstand). Unter der Voraus-
setzung, daB 2z1 > muc ist, beweise man, daB sich der Radius gegen-

i
ijber seiner mittleren Lénge __2ale nach dem Gesetz einer har-
2xk —muc .

monischen Schwingung andert. Was geschieht, wenn diese Bedingung
nicht erfiillt ist?

64. Drei kleine gleiche Ringe sind auf drei glatte Stibe gesteckt,
die paraliel zueinander derart in einer Ebene liegen, daB sich der eine
in der Mitte zwischen den beiden anderen befindet und der Abstand
zweier benachbarter Stibe a ist. Wenn sich die Ringe nach dem Gravi-
tationsgesetz anziehen und wenn sie so angebracht sind, da8 die Ver-
bindungslinien je zweier Ringe nahezu senkrecht zu den Stiben stehen,
so werden der mittlere Ring sowie der Massenmittelpunkt der beiden
2
V3u
beiden duBeren Ringe gegeneinander mit der Periode

anderen Ringe Schwingungen mit der Periode ausfiihren und diese

4n .
—— schwingen;
Su ’
hierbei bezeichnet na die Anziehungskraft im Abstand a. .
65. Ein Massenpunkt ist mit einem masselosen kreisférmigen Reifen
vom Radius b starr verbunden, und zwar befindet er sich im Abstand ¢
vom Mittelpunkt. Der Reifen ist gezwungen, mit seiner Innenfliche
auf der AuBenfliche eines festen Kreises vom Radius a (b > a) zu rollen,
und steht unter dem EinfluB einer vom Mittelpunkt des festen Kreises
ausgehenden abstoBenden Kraft, die gleich dem wu-fachen Abstand ist
Man weise nach, daB die Dauer kleiner Schwingungen des Reifens

b+c /b—a
2n 2 ‘-_‘c,u

ist.
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66. Von einem festen Punkte hingt ein Faden herab, an dem
zwei Massenpunkte M und m iibereinander befestigt sind; m ist dabei
die obere Masse. 1) m wird ein wenig [um h von der Gleichgewichts-
lage] beiseite gezogen; wieder losgelassen, fiihrt das System kleine
Schwingungen aus; 2) M wird um eine kleine Strecke k beiseite ge-
zogen, ohne daB dadurch m in Mitleidenschaft gezogen wird; wieder los-
gelassen, macht das System kleine Schwingungen. Man beweise, daB die
Winkelbewegung des unteren Fadenteiles im ersten Fall die gleiche ist, wie
die des oberen Fadenstiickes im zweiten Fall, wenn Mk = (M -+ m) ] ist.

67. Eine Anzahl gleichmiBig verteilter Massenpunkte bewegt sich
in derselben Richtung und mit derselben Geschwindigkeit. In dieses
Medium wird ein Korper von beliebiger Form gebracht, an dem alle
Massenpunkte beim Anprallen kleben bleiben. Die Masse dieses Korpers
zu einer beliebigen Zeit sei M und seine Gsschwindigkeit u. Man be-
weise, daB M (v — u) konstant bleibt.

68. Ein Regenschirm mit glatter, kugelférmiger Oberfliche wird
in den Regen hinausgehalten, der mit der Geschwindigkeit v hernieder-
fillt, und wird mit einer Geschwindigkeit V (< v) nach abwirts gezogen.
Man beweise, daB3 in einem Punkte im Abstand @ vom héchsten Punkte
des Schirmes der mittlere Druck des fallenden Regens auf die Flichen-
pcos?O(w—V)? .

v? !

einheit gleich st. Unter p ist hierin der mittlere

Druck des fallenden Regens auf die Flicheneinheit einer festen Hori-
zontalebene zu verstehen.

69. An einem Faden sind in gleichen Abstinden drei gleiche
Massenpunkte befestigt. Bei ausgestrecktemn Faden werden die beiden
duBeren mit gleichen Geschwindigkeiten in gleicher Richtung senkrecht
zum Faden fortgeschleudert. Unter der Annahme, daB keine #uBeren
Krifte vorhanden seien, beweise man, daB die Winkelgeschwindigkeit
der Fadenhilften, nachdem sie sich um einen Winkel @ gedreht haben.

gleich dem (]*—-ten Teil ihres Anfangswertes ist.
v1-+42sin?26
70. Zwei auf einem glatten Tisch in einer Entfernung a von-
einander in Rube befindliche Massenpunkte sind durch einen elastischen
Faden von der natiirlichen Linge a verbunden. Der eine Massenpunkt
erhilt eine Geschwindigkeit senkrecht zum Faden. Wenn bei der folgen-
den Bewegung die groSte Fadenlinge 2 a sein soll, so muB diese An-

/8a

fangsgeschwindigkeit gleich '\ i gewihlt werden. Hierin bezeichnet 7

3m
den Elastizitditsmodul des Fadens und m das harmonische Mittel zwischen
den Massen der beiden Massenpunkte.

71. Ein gleichseitiger Keil von der Masse M liegt auf einem
glatten Tische und beriihrt mit einer der unteren Kanten eine glatte
vertikale Wand. Zwischen Wand und Keil wird eine glatte Kugel von
der Masse M’ gebracht, die beide Flichen beriihrt, so daB bei der nun
einsetzenden Bewegung der Keil sich nicht dreht. Man beweise. daB

’
herabsinkt.

. . . . 3SM'g
die Kugel mit der Beschleunigung TS T
72. An einem undehnbaren Faden O AB sind zwei Massenpunkte
A, B mit den Massen 2m und m so befestigt, daB O 4 —= A B ist. Das
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System liegt auf einem glatten Tische; der Faden ist ausgestreckt, sein
Ende O wird festgehalten. Der Punkt B erhilt in der Tischebene
senkrecht zu A B eine Geschwindigkeit. Man beweise, daB bei der ein-
tretenden Bewegung der Winkel O A B nie kleiner als ein rechter Winkel
werden kann und daB die Geschwindigkeit von B halb so groB8 wie die
von A ist, wenn O AB wiederum eine gerade Linie bildet.

73. Auf einem glatten horizontalen Tisch liegen zwei Massen-
punkte m,m’ dicht beisammen. Sie sind an den Enden eines elasti-
schen Fadens vom Elastizititsmodul 4 und der/natiirlichen Linge a an-
gebunden, der um einen glatten Stift in der Ebene lduft. Die beiden
Massenpunkte werden mit gleichen BewegungsgroBen vom Pflocke weg-
gestoBen. Man beweise, daB sie zu gleicher Zeit zur Ruhe kommen

auwv

(m—+m)
und v ihre Anfangsgeschwindigkeiten bedeuten.

74. Man ermittele die Pulverladung, die gebraucht wird, um ein
GeschoB von 14,5 kg bei 15° Rohrerhdhung 1460 m weit zu schieBen,
wenn man weil, daB durch eine Ladung gleich dem halben GeschoB-
gewicht eine Anfangsgeschwindigkeit 490 m sec—! erzeugt wird.

Wenn das Geschiitz sich auf einer glatten Horizontalebene bewegen
kann, wenn es n mal so schwer ist wie das GeschoB und wenn es die
eben gefundene Ladung erhilt, so ist die SchuBweite

5850 n
4n+2—3

und daB sie dann eine Entfernung (m — m') \/ i haben, worin

Meter.

75. Ein Geschiitzrobr ist unter einem Winkel o¢ gegen die Hori-
zontale an zwei gleichen, parallelen, vertikalen Ketten frei aufgehiingt,
die mit der Seelenachse in einer vertikalen Ebene liegen. Ein Geschof§

von —:"— Gewicht des Geschiitzrohres wird daraus abgefeuert. Man be-

weise, daB die SchuBweite in einer durch die Miindung gehenden Hori-
zontalebene 47 (1 4+ n)htana ist, wenn mit h die HOhe bezeichnet
wird, bis zu der das Geschiitz beim RiickstoB steigt.

76. Auf einem glatten horizontalen Tisch ruht ein Keil von der
Masse M und und dem Keilwinkel . In einer Vertlka.lebene, die den’
Massenmittelpunkt des Keiles und eine Fallinie seiner schiefen Ebene
enthilt, nihert sich auf dem-Tische eine kleine Kugel von der Masse m
der Keilkante. Vorausgesetzt, daB zwischen Keil und Kugel kein elasti-
scher StoB stattfindet und daB8 der Keil geniigend hoch ist, beweise
man, daB die Kugel, in der Vertikalen gemessen, ein Stiick

h M? cos?a
(M~ m) (M —+ msin®or)

steigen wird; hierbei bezeichnet h die Fallhéhe, der die Geschwindig-
keit der Kugel kurz vor ihrem:- Auftreffen auf den Keil entsprechen
wiirde.

77. Ein Keil vom Winkel « und der Masse M vermag sich auf
einer festen Horizontalebene frei zu bewegen. Ein zweiter Keil vom
Winkel o und der Masse M’ liegt so auf dem ersten, daB seine obere
Fliche, auf der ein Massenpunkt von der Masse m ruht, horizontal ist.
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Alle Oberflichen seien vollkommen glatt und die Bewegung gehe in einer
Vertikalebene vonstatten. Man beweise, daB der Druck des Massen-
punktes m auf seine Unterlage
MM mg
MM+ (M4 M')(m -+ M) tan?

ist.
Man zeige ferner, daf das Gesamtgewicht um

(M4 M) (M’ m)? g sin® &
(M- M) (M’+ m) sin® o« -+ MM’ cos® o
groBer ist als der Druck auf die feste Horizontalebene.

78. Ein Kanonenrohr mit Lafette, zusammen von der Masse M ton,
stehen auf einem Leiterwagen von der Masse M'ton, der auf glatten
ebenen Schienen lduft. Aus dem Geschiitz wird ein GeschoB8 von der
Masse m ton parallel den Schienen abgefeuert. Unter der Voraussetzung,
daB Rohr und Lafette fest verbunden sind, daB die Pulvergase einen
gleichmiiBigen Druck von @ton auf Gescho8 und Rohr ausiiben, der
so lange anhilt, bis das GeschoB die Miindung verlassen hat, d. h. eine
Linge [ Meter, und daB schlieBlich der Gleitwiderstand zwischen Lafette
und Giiterwagen konstant und zwar gleich R ton bleibt, beweise man,
daB die vom Gescho8 erlangte Geschwindigkeit

i
Q'\/m(m+M)Q—mﬂR

msec™ ist und daB die Lafette infolge des RiickstoBes auf dem Giiter
wagen die Strecke

1@gm{M @Q—R—MR}
[B L+ ) {(M+m)@—mR}]

zuriickrutscht.

79. Mit einem Eisenbahnwagen von der Masse M ist eine enge
vertikale Rohre starr verbunden, in der ein Massenpunkt von der Masse
m festgehalten wird. Durch eine masselose, horizontale Kette, die iiber
eine feste, glatte Rolle liuft und einen Kéorper von der Masse M’ trigt,
bringt man den Wagen: auf seinen glatten, horizontalen Schienen ing
Rollen. Nachdem die Bewegung eine Zeit ¢ gedauert hat, wird dem
Massenpunkt m gestaftet, in der Rohre herabzufallen. Man beweise,
daB die Bahn von m eine Parabel mit dem Halbparameter

2 M2 (M M+ m)gte
{M 41 mpt- a3 2

80. Ein Eisenbahnwagen von der Masse M trifft mit der Ge-
schwindigkeit v auf einen ruhenden andern Wagen von der Masse M’.
Die Kraft, die nétig ist, einen seiner Puffer um die gesamte Federungs-
linge 1 zusammenzudriicken, sei gleich dem Gewicht einer Masse m.
Unter der Voraussetzung, da die Zusammendriickung proportional der
Kraft ist, beweise man, daB die Puffer nicht ganz zusammengedriickt

1 1
werden, solange v®* < 2mgl (]l_[ -+ W) -

ist.
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Uberschreitet v diesen Grenzwert und sind die Druckplatten, gegen
die die Puffer sich legen, unelastisch, so liBt sich ferner beweisen, daB
das Verhiltnis der Endgeschwindigkeiten der Fabrzeuge

My ——’\/gmM’gl (1 + %)

Mo+ 2m Mgl (1 + %)

81. Zwei Massenpunkte. mit den Massen m und m’, die durch einen
elastischen Faden von der natiirlichen Linge ! und dem Elastizitdétsmodul
4 verbunden sind, liegen auf einem glatten Tische, und zwar befindet
sich der eine gerade auf der Tischkante, wihrend der andere den senk-
rechten Abstand ! von der Kante hat. Der Punkt m wird nun iiber
die Kante hinausgeschoben. Man zeige, -daB in einem Augenblick, in dem
der Faden die Linge !+ 8 hat, die Bezichung gilt

L8 (m -+ m')
mm'l

ist.

=298 — .
Ferner beweise man, daB zur Zeit ¢, nachdem m die Strecke z durch-
fallen hat und m’ sich im Abstand = von der Kante befindet,

m' (I —x) 4 mz=}mgt.
82. Ein elastischer Ring vom Radius ¢sino wird in horizontaler
Lage  unausgedehnt iiber einer glatten Kugelfliche vom Radius ¢ ge-
halten. Man zeige, daB dann, wenn nach dem Loslassen der Ring

gerade noch iiber die Kugel schliipft, die Gleichgewichtslage © durch
die Gleichung bestimmt ist

4 (sin ©® — sin o)? (1 - sin or) = tan? @ (1 — sin )3 .

83. An einem Faden, von dem ein Punkt festgehalten wird, sind
zwei Massenpunkte bzfestigt, die um diesen Punkt mit derselben Winkel-
geschwindigkeit Kreise von den Radien @ und b beschreiben, so daB der
Faden immer gerade ist. Man beweise, daB die Spannkrifte in den
beiden Fadenteilen bei einem plétzlichen Loslassen des Fadens sich im

Verhiltnis
a-t+b a+b
ga "™ g%
indern.

84. Drei gleiche Massenpunkte sind in gleichen Abstinden an einem
Faden befestigt. Wihrend der eine #uBere 4 von ihnen festgehalten
wird, beschreiben die beiden iibrigen mit gleicher Winkelgeschwindigkeit
Kreise um ihn, so daB der Faden gerade bleibt. Man beweise, daB sich
beim Loslassen von A die -Spannungen in den beiden Fadenteilen in
den Verhéltnissen 1:3 und 1:2 vermindern.

85. Zwei gleiche Massenpunkte von der Masse m sind durch einen
masselosen Stab von der Linge [ verbunden und liegen auf einer rauhen
horizontalen Ebene (Reibungskoeffizient x). Einer von ihnen wird mit
der Geschwindigkeit V senkrecht nach oben geworfen. Man beweise,
daB sich der andere zu bewegen beginnt, wenn der Stab mit der

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 18
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Ebene denjenigen Winkel o bildet, der sich als kleinster Wert aus
der Gleichung .
(V2 — 8 glsina) (cosx 4 pein o) = p gl

2
ergibt, vorausgesetzt, dal Zl< 3sin ot} cosec « ist. Man ermittele ferner

den Kriimmungsradius der Bahn in deren Anfangspunkt.

86. Zwei gleiche Massenpunkte von der Masse m sind durch einen
undehnbaren Faden von der Linge ! verbunden, der iiber eine kleine,
glatte Rolle am hochsten Punkt einer glatten, schiefen Ebene mit dem
Neigungswinkel o liuft. Einer der materiellen Punkte liegt im Abstand a
von diesem héchsten Punkte auf der Ebene (@ << l). Nachdem man das
System losgelassen hat, kommt es in Bewegung. Man beweise, daB da-
bei die Fadenspannkraft konstant und gleich

1mga
2 1

ist und daB die Bahn des oberen Massenpunktes im Augenblick, wenn
er die Ebene verliBt, den Kriimmungsradius besitzt

8
1 — sin ot{ cos?a 4 4 (1 — sin &)? }""
cos & ’

cos? & (1 — sin )

1 +2£ll cos?oc (1 — sin o)

87. Eine Hohlkugel enthilt einen Massenpunkt von gleicher Masse,
der von zwei an den Endpunkten eines Durchmessers befestigten Federn
von gleicher Linge und Stirke gehalten wird. Dieses System, dessen
simtliche Teile sich in der Achsenrichtung der Federn mit gleicher
Geschwindigkeit bewegen, st6Bt in gerader Richtung auf eine feste
Ebene. Der Stofkoeffizient zwischen Kugel und Ebene sei eins. Man
zeige, daB die Kugel zum zweitenmal an die Ebene anschléigt und zwar
nach einer Zeit, die gleich der halben Schwingungsdauer der freien
Schwingung des Systems ist.

88. Im Beispiel 87 habe die Kugel die Masse km, der Massen-
punkt die Masse m. Man beweise, daB die Kugel auf die Ebene noch-
mals oder nicht wieder auftreffen wird, je nachdem k<< oder > (1-+2 coso)
ist, wobei o die kleinste positive Wurzel der Gleichung tanx=o 4 &
bezeichnet.

89. In Beispiel 87 mogen Kugel und Massenpunkt zwar gleiche
Masse haben; es moge jedoch ein unvollkommen elastischer StoB (StoS-

koeffizient €) zwischen Kugel und Ebene stattfinden. gnf sei die Peri-

ode der freien Schwingungen des Systems. Man beweise, daB dann die
Zeit, bis die Kugel die Ebene zum zweiten Male trifft, gleich der kleinsten
positiven Wurzel der Gleichung

1+ esinnt=_1—c¢e)nt
ist.
90. Man beweise fiir Beispiel 88, daB die Schwingungsdauer, wenn
sich die Kugel frei bewegen kann, im Verhiltnis 1:}/1 —}—;‘ kleiner ist,

als wenn sie festgehalten wird.
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91. In einer glatten Tischplatte sind zwei kleine Locher A, B in
einem Abstand 2a voneinander. Im Mittelpunkt von AB liegt ein
materieller Punkt von der Masse M, der mit einem unter dem Tisch
hingenden Massenpunkt m durch zwei gleichlange Fiiden von der Linge
a (1 4 sec «), die durch die Locher gehen, verbunden ist. Nun wird M
ein Schlag vom Antrieb J rechtwinklig zu AB -erteilt. Man beweise,
daB fiir den Fall J? > 2 Mmag tan a der Punkt M innerhalb einer Strecke
2@ tan o hin und her schwingt, daB aber fiir den Fall

J®2=2 Mmag (tan o — tan f),

worin 8 positiv ist, der Schwingungsausschlag von M

2 a V(sec o« — sec f) (sec o« — sec f - 2)
sein wird.

18*



VIII. Die zweidimensionale Bewegung
eines starren Korpers.)

215. Vorbemerkung. In diesem Kapitel wollen wir die Be-
wegung eines starren Korpers behandeln, soweit es sich nur
um solche Fille handelt, bei denen alle Massenpunkte des
Korpers sich parallel einer festen Ebene bewegen, beispielsweise
parallel zur (xy)-Ebene eines Koordinatensystems. In diesem
Falle sind 2 und y eines Korperpunktes mit der Zeit ver-
inderlich; die z-Ordinate jedes Massenpunktes bleibt jedoch
wihrend der ganzen Bewegung konstant. Man nennt deshalb
diese Art Bewegung eine ,zweidimensionale“ oder ,,ebene*
Bewegung. Aus Abschnitt 180 wissen wir, daf es zur Be-
stimmung der Lage eines starren Koérpers erforderlich und hin-
reichend ist, wenn man die Lagen eines Punktes, einer durch
den Punkt gehenden Geraden und einer durch die Gerade ge-
legten Ebene des Korpers ermittelt. In dem hier behandelten
Falle wollen wir die Gerade und die Ebene parallel zur (zy)-
Ebene annehmen. Die Lage der Ebene verdndert sich dann
nicht. Die Lage der Geraden wird durch den Winkel bestimmt,
den sie mit einer festen Geraden, z. B. der x-Achse, einschlief3t.
Die Lage des gewihlten Massenpunktes endlich ist durch dessen
Koordinaten x und y festgelegt. Die Bestimmung der Lage
eines starren Korpers, der sich zweidimensional bewegt, erfordert
also die Ermittelung dreier Zahlen. Diese stellen die Koordi-
naten der Lage eines seiner Massenpunkte und derjenigen
Winkel dar, den eine durch diesen Punkt gezogene und sich
in seiner Bewegungsebene bewegende Gerade mit einer festen
Geraden einschlieB3t.

Wir wollen zunichst zusehen, was wir unter der Winkel-
geschwindigkeit eines starren Korpers zu verstehen haben, der

1) Die mit einem Sternchen (*) bezeichneten Abschnitte dieses
Kapitels kénnen beim erstmaligen Lesen iiberschlagen werden.
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sich in einer Ebene bewegt. Es moge eine im Korper fest-
gelegte und zu der Ebene parallel laufende Gerade zur Zeit .t
einen Winkel © mit einer festen Geraden der Ebene ein-
schlieBen. Dann wichst dieser Winkel mit einer Geschwindig-
keit ®. AuBerdem sei eine beliebige andere zur Ebene parallele
Gerade gezogen; ihr Winkel gegen die erste Gerade sei ¢. Dann
ist « unverinderlich, da sich sonst der Korper deformieren
miiBte. Nun bildet die zweite Gerade einen Winkel O+«
mit der festen Geraden; dieser Winkel wichst ebenfalls mit
der Ggschwindigkeit ©. Daraus erkennen wir, daB jede Ge-
rade des Korpers, die parallel der Ebene lauft, sich mit der-
selben Winkelgeschwindigkeit dreht; es ist dies die Winkelge-
schwindigkeit des starren Korpers.

216. Das Trigheitsmoment. Wir wollen einen starren Koérper
betrachten, der sich mit der Winkelgeschwindigkeit w um eine
Achse dreht. m sei die Masse eines materiellen Punktes des
Korpers im Abstand r von der Achse. Dann beschreibt dieser
Punkt einen Kreis vom Radius » mit der Geschwindigkeit r w.
Sein Drall um die Drehachse ist also m#®w, seine kinetische
Energie m r? w®.

Daraus folgt, daB der Drall des starren Kérpers um die
Achse

wZmr,
seine kinetische Energie

lw?2mr?
ist, wobei man die Summationen auf simtliche Massenpunkte
zu erstrecken hat.

Fiir einen Korper mit der Dichte o im Punkte (x, y, 2)
sind diese Ausdriicke dann

rofffg(me—}—y“’)dxdydz

Yo [[[o(a®+y*)dzdy dz,
wenn die z-Achse die Drehachse ist.

Die Integrale sind Volumenintegrale und erstrecken sich
iiber das ganze Volumen des Korpers; d.h. wir miissen das
Volumen des Koérpers in eine sehr groBe Zahl in all ihren
Dimensionen sehr kleiner Volumina teilen, dann "jedes solche
Volumen mit dem zugehérigen Werte o (x® -+ y*) multiplizieren,
simtliche so erhaltene Produkte addieren und schlieBlich durch

un
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unbeschrinktes Verkleinern der Volumina zu einem Grenzwert
iibergehen. Dieser ProzeB wird in Abschnitt 218 durch Bei-
spiele néher erldutert werden.

Der in den obigen Ausdriicken auftretende Faktor von w
bzw } w? wird das Trigheitsmoment des Korpers um die
Achse genannt. Wir werden bald sehen, daB er in den Aus-
driicken fiir die kinetische Energie und den Drall eines sich
drehenden Korpers immer wieder vorkommt, ganz gleich ob
die Drehachse fest ist oder nicht.

Das Tragheitsmoment ecines Korpers um eine Achse hingt
nur von seiner Gestalt, seiner Lage mit Bezug auf die Achse
und der Verteilung seiner Dichte im Innern ab.

217. Lehrsitze iiber Triigheitsmomenfe. I. Das Trigheitsmoment
eines Systems um irgendeine Achse ist gleich dem Tréagheits-
moment um eine parallele Achse durch den Massenmittel-
punkt plus dem Trigheitsmoment der gesamten im Massen-
mittelpunkt vereinigten Masse um die urspriingliche Achse.

Es seien z, y, z die Koordinaten und m die Masse eines beliebigen
Massenpunktes des Systems, %, §, z die Koordinaten des Massenmittel-
punktes, z’, y/, 2/ diejenigen des Massenpunktes relativ zum Massen-
mittelpunkte.

Dann gilt

z=x+a, y=y+y, z=:i-+2,
Smx'=0, Imy =0, Imz=0.
Es ist weiter
EZmet=2Zm(x+xlP=xIm+Ima't 42z > ma’

=z Zm-++Zma’?.

In gleicher Weise ist

myt=ytZm-+Zmy'?.
Hieraus folgt

Sm(@ 4y = Em @y + @+ Im,
so daB der oben aufgestellte Satz bewiesen ist.

II. Das Trigheitsmoment einer ebenen Platte voh be-
liebiger Form um irgendeine Achse senkrecht zu ihrer Ebene
ist gleich der Summe der Trigheitsmomente um zwei be-
liebige aufeinander senkrechte Achsen der Ebene, die sich
auf der ersten Achse schneiden.

Denn wihlen wir als Achsen die 2z, z, y-Achsen, so sind die Trig-
heitsmomente um die - und y-Achse 2my? und 2 m x?, wihrend das
Trigheitsmoment um die z-Achse 3 m (x4 y?) iét.

III. Man soll die Trigheitsmomente einer Platte um verschiedene
Achsen in ihrer Ebene miteinander vergleichen.

Fiir parallele Achsen laBt sich Lehrsatz I anwenden; infolgedessen
geniigt es hier, Achsen in verschiedenen Richtungen durch den Ursprung
zu betrachten. Eine solche Achse bilde mit der x-Achse den Winkel 6.
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Der Abstand eines Punktes (x. y) von dieser schiefen Achse ist
— xsin & -}y cos ©, und damit das Trigheitsmoment um die Achse

Zm (y cos @ — x sin B)*=sin? O 3 (mx?) -}- cos? O3 (m y*)
— 2sin O cos O 3 (mxy).

Der Wert des Trigheitsmomentes um eine hierzu senkrechte Achse
wire

cos® O I (mx?) 4 sin® O 2 (my?) - 2 sin O cos 6 3 (maxy).

Die GroBe S (mzy) ist unter dem Namen des Zentrifugalmo-
ments in bezug auf die z- und y-Achsen (in zwei Dimensionen) be-
kannt. Fiir andere Achsen, die man durch Drehung um einen Winkel ©
erhiilt, hat es den Wert

(cos® O — sin® 6) = (mzy) -+ sin O cos O { = (my*) — 3 (ma?) } -

Wir konnen die (z, y)- Achsen jederzeit so wihlen, daB X (mzy)
verschwindet. In' einem solchen Falle nennen wir die Achsen die
Hauptachsen der Platte. Dic Richtungen der Hauptachsen sind fiir
verschiedene Ursprungspunkte verschieden.

Es seien die z- und y-Achsen Hauptachsen der Platte fiir den
Ursprung. Bezeichnen wir mit 4 =3 (my? das Trigheitsmoment um
die z-Achse und mit B.= 3 (ma?®) das Trigheitsmoment um die y- Achse,
so wird das Trigheitsmoment um eine vom Ursprung unter dem Winkel
© gegen die z-Achse gezogene Gerade durch den Ausdrack dargestellt

Acos? ® 4 Bsin®? 6.

Zeichnet man eine Ellipse von der Gleichung Az®-}- By?= const
auf der Platte auf, so ist das Trdgheitsmoment um einen beliebigen
Durchmesser dieser Ellipse umgekehrt proportional dem Quadrat der

Linge dieses Durchmessers. Man nennt diese Ellipse die Tragheits-
ellipse.

IV. Wenn zwei ebene Systeme in derselben Ebene gleiche
Masse, den gleichen Massenmittelpunkt, dieselben Haupt-
achsen im Massenmittelpunkt und die gleichen Trédgheits-
momente um diese Hauptachsen haben, so haben sie auch
dasselbe Trigheitsmoment um jede beliebige Achse in oder
senkrecht zu der Ebene.

Denn erstens haben die beiden Systeme nach Satz III das gleiche
Trigheitsmoment um jede beliebige in der Ebene liegende und durch
den gemeinsamen Massenmittelpunkt gehende Achse; nach Satz I haben
sie zweitens .dasselbe Trigheitsmoment in bezug auf jede andere Achse
der Ebene und nach Satz II haben sie schlieBlich auch gleiche Trig-
heitsmomente fiir jede zur Ebene senkrechte Achse.

Solche Systeme nennt man triigheitsgleich.

Es ist klar, daB zwei ebene Systeme trigheitsgleich sind, wenn
sie dieselbe Masse und denselben Massenmittelpunkt haben und wenn
ihre Tragheitsmomente um drei beliebig gewiihlte Achsen der Ebene
gleich sind.

218. Die Berechnung von Triigheitsmomenten. I. Der
homogene Ring. Der Trigheitsradius. Fiir einen Kreisring von
der Masse m, dem Radius ¢ und sehr kleinem Normalschnitt ist das
Trigheitsmoment um die Achse ma?; denn man kann dann annehmen,
daB jedes Massenelement denselben Abstand a von der Achse hat.
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Bei jedem beliebig gestalteten Korper von der Masse m kénnen
wir das Trigheitsmoment um jede Achse in der Form mk? ausdriicken.
k stellt hierin eine Strecke dar und zwar, wie wir sehen, den Radius
eines Ringes, auf dessen Umfang die Kérpermasse gleichformig verteilt
ist und dessen Titigkeitsmoment um seine Achse gleich dem Trigheits-
moment des Korpers um die vorliegende Achse ist. Die GroBe k fiir
einen Korper um eine beliebige Achse pflegt man den Triagheitsradius
des Korpers um diese Achse zu nennen.

II. Der homogene Stab. Es bezeichne m die Masse des Stabes.
2a seine Linge, r den Abstand eines beliebigen Normalschnittes von
seinem Mittelpunkte. Das zwischen den Schnitten r und r -4 dr gelegene
Stiick hat die Masse ZL’:—z
Stabes ist daher das Triigheitsmoment um eine durch seinen Mittelpunkt
gehende und senkrecht zu ihm stehende Achse

dr. Bei Vernachlissigung der Dicke des

a

ﬁrgdr—lma‘3
2a 3 ’

— 4.

Der Trigheitsradius des Stabes ist i3 .

III. Die Kreisscheibe. Die auf die Flicheneinheit entfallende
Masse einer diinnen, homogenen Kreisscheibe vom Radius ¢ und der

Masse m ist ;a—,.‘ Die Fliche des schmalen Ringes, der von zwei kon-

zentrischen Kreisen mit den Radien » und r | dr begrenzt wird, ist
2x(r+48r)dr. Simtliche Msssenpunkte dieses Ringes haben vom
Mittelpunkte Abstinde, die zwischen » und » - §r liegen. Hiernach be-
sitzt die Scheibe um eine durch ihren Mittelpunkt gehende und senk-
recht auf ihrer Ebene stehende Achse das Trigheitsmoment

a
m
f——g r2.2xrdr;
na
(V]

dies ergibt §ma?. Der Trigheitsradius der Scheibe um [die Achse ist
a
Ve
IV. Die homogene Kugel. Es bezeichne ¢ den Radius der
Kugel und o die (gleichméBige) Dichte des Materials; der Koordinaten-
anfang sei zugleich der Kugelmittelpunkt. Nach der allgemeinen Formel

des Abschn. 216 miissen wir (¢°-} »?) iiber das gesamte Kugelvolumen
integrieren. Aus der Symmetrie der Kugel folgt

fffxgdxdydz=fff y*ﬂdxdydz:fffz’dxdydz,

wobei die Integration iiber das ganze Volumen der Kugel zu erstrecken
ist. Daher ist ein jedes dieser Integrale

+[[[ @+ v+ MHdedydz  oder 3 [[[razaydz,
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worin ebenfalls iiber das gesamte Kugelvolumen integriert werden muf
und r den Abstand des Punktes (z, y, z) vom Mittelpunkt bedeutet.

Um dieses Integral auszuwerten, haben wir zunichst die Kugel in
eine sehr groBe Anzahl kleiner Volumenteilchen zu zerlegen, darauf den
fiir irgendeinen Punkt innerhalb eines Teilchens geltenden Wert » mit
dem Volumen des Teilchens zu multiplizieren, sodann diese Produkte zu
addieren und schlieflich durch unbegrenztes Verkleinern der Volumen-
teilchen zu einem Grenzwert iiberzugehen. }

Nun ist das Volumen, das sich zwischen zwei konzentrischen Kugeln
mit den Radien » und 7 - dr befindet, 4 = { r*+rdr+ 1 (8 r)z}ar und
die Abstiinde aller Punkte dieser Schale vom Mittelpunkt liegen zwischen
r und r 4 dr. Damit wird das geforderte Integral

a
5 b
fffr:‘d:c dy:lz:J ,-2_47".2dr=47;a .
0

Das Triagheitsmoment der Kugei um einen beliebigen Durchmesser
ist also

% 4z a? oder g 2
3¢ 5 gmas

wobei m = 4§ 7 p a® die Masse der Kugel bezeichnet.

219. Beispiele. 1. Man beweise, daB ein diinner Stab von der
Masse m vollkommen trigheitsgleich mit einem System von 3 Massen-
punkten ist, von denen der eine die Masse } m hat und im Mittelpunkt
des Stabes liegt, wilhrend die beiden andern, jeder von der Masse ! m,
an seinem Ende angebracht sind.

2. Man beweise, daB die Trigheitsmomente einer homogenen, recht-
eckigen Platte von der Masse m und den Seiten 2a und 25 um ihre
Symmetrieachsen gleich } mb? und 4 ma? sind.

3. Man beweise, daB der Triigheitsradius einer Kreisplatte um
einen Durchmesser gleich dem halben Radius ist. Man werte damit das

Integral f f z*dz dy aus, das iiber die Fliche eines Kreises vom Radius ¢
zu nehmen ist, wenn der Ursprung mit dem Kreismittelpunkt zusammen-
fallt (vgl. II von Abschn. 217 und IV von Abschn. 218).
4. Man werte das Integral f f z*dx dy aus, das iiber die Fliche
2

2

einer Ellipse mit der Gleichung %—k%&:l zu erstrecken ist; man

ersetze die Verinderlichen durch x=a&, y=b7n. Es ist dann der
Wert von a3b f f E2d&dn zu finden, wobei sich die Integration iiber
einen Bereich erstreckt, der durch die Ungleichung &%-7% < 1 gegeben
ist. Dies entspricht der Integration iiber eine Kreisfliche mit dem Radius
eins. Man beweise hiernach, daB die Tragheitsmomente einer homogenen,
diinnen, elliptischen Platte mit den Halbachsen a und b und der Masse
m um ihre Hauptachsen gleich } mb? und 4 ma? sind.
5. Ein Ellipsoid sei durch die Gleichung gegeben
z'l y2 22 .
ztpTa=!
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Um den Wert von fff 2°dxzdydz zu finden, der iiber das Volumen

des Ellipsoids zu erstrecken ist, setze man die Variabeln z=—a £, y="by,
z=c{. Man erhilt dann

abe [[[&rdedqade,

wobei sich das Integral iiber einen Bereich erstreckt, der durch die Un-
gleichung &% %% (1 gegeben ist. Dies entspricht einer Integration
iber das Volumen einer Kugel vom Radius eins. Nach IV in Abschn. 218
ergibt sich # =. Hiernach beweise man, daB die Trigheitsmomente des
Ellipsoids (unter der Annahme iiberall gleicher Dichte. ) um die Achsen
z, y, z die Werte haben

T+, Teta), L@+,

worin m =4 n o abc die Masse des Ellipsoids bezeichnet.

6. Man beweise, daB eine homogene, dreieckige Platte mit einem
System von drei Punkten trigheitsgleich ist, die alle den dritten Teil
der Masse haben und in den Mittelpunkten der Seiten angebracht sind.

7. Man beweise, daB das Trigheitsmoment eines homogenen Wiirfels
von der Masse m und der Seite 2 @ um eine durch seinen Mittelpunkt
entweder parallel oder senkrecht zu einer Kante gelegte Achse gleich
3 ma? ist.

: (Es 1iBt sich beweisen, daB dieselbe Formel fiir jede beliebige
Achse gilt, die durch den Mittelpunkt des Wiirfels gezogen ist.)

220. Die Geschwindigkeit und Bewegungsgrofie des starren
Korpers. Bei der zweidimensionalen Bewegung eines Korpers
(Fig. 63) bezeichne G den Massenmittelpunkt, » und » die Ge-
schwindigkeitskomponenten von G parallel den 2- und y-Achsen.
P sei ein beliebiger anderer Massehpunkt des Korpers, r sein Ab-
stand von G und «’, y’ seine Koordinaten relativ zu G zur Zeit t.
Die Gerade G'P dreht sich dann mit der Winkelgeschwindig-
keit & des starren Korpers und P hat relativ zu G die senk-
recht zu GP gerichtete Geschwindigkeit rw. Da die Gerade

G P mit der x-Achse einen Winkel eipschlieBt, dessen Kosinus

gleich g% und dessen Sinus gleich % sind, so besitzt die eben

erwihnte Relativgeschwindigkeit parallel den Achsen die Kom-
ponenten — wy’ und wzx’.

Hiermit ergeben sich die Geschwindigkeitskomponenten
von P parallel den Achsen

vu—owy und v+owx.

Bezeichnen wir mit m die Masse des Punktes P, so ist
die resultierende Bewegungsgrofe des Korpers parallel der
x-Achse gleich

Zm(u—wy),
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das ist aber gleich Mu, wenn M= Z2m die Masse des Korpers
bedeutet. Entsprechend finden wir, daB die Bewegungsgroe
des Korpers parallel der y- Achse gleich Mwv ist. Somit ist
die resultierende BewegungsgroBe des Korpers dieselbe, wie'
die Bewegungsgrole eines Massenpunktes, der die Masse des

k”

Fig. 63.

Korpers besitzt, sich im Massenmittelpunkt befindet und sich
mit letzterem bewegt (Abschn. 153).

Der Drall des Korpers um eine. Achse durch’den Massen-
mittelpunkt senkrecht zur Ebene der Bewegung ist

Em{dvtowr)—y@u—oy)}.

Dies ist gleich w Xm(2'*-y'%) oder gleich Mi*’w, worin k
den Trigheitsradius des Korpers um diese Achse bedeutet.

Der Drall um eine parallele Achse ist gleich dem auf diese
Achse bezogenen Drall der Gesamtmasse, den diese haben
wiirde, wenn sie im Massenmittelpunkt vereinigt wére und sich
mit ihm bewegte, vermehrt um den Drall Mk*w (Abschn. 156).
Damit ist die BewegungsgroBe des starren Korpers auf die
Resultierende und das resultierende Paar eines Systems von
Vektoren zuriickgefiihrt, die an gerade Linien gebunden sind.
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Die Wirkungslinie der Resultierenden geht durch G und
hat in den beiden gewdhlten Richtungen die Komponenten
Mu und Mv; das Moment des Paares (der Drall) ist Mk®w.

Die kinetische Energie des Korpers ist

s2Zm{(v— wyP+ v+ wx)?)

=3 M(u*+ v’ 4 k* 0?),
d. h. sie ist gleich der kinetischen Energie der im Massenmittel-
punkt vereinigt gedachten und sich mit diesem bewegenden
Gesamtmasse plus der kinetischen Energie der Drehung um

den Massenmittelpunkt (Abschn. 158).

Die oben angegebenen Formeln fiir die Geschwindigkeit
eines Massenpunktes P zeigen, da derjenige Punkt, der relativ

zu G im gegebenen Augenblick die Koordinaten —Y und ;)L
)

hat, augenblicklich keine Geschwindigkeit besitzt. Die Bewegung
des Korpers kann also momentan als eine Drehung um eine
durch diesen Punkt gehende und senkrecht zur Ebene der Be-
wegung stehende Achse angesehen werden. Der Punkt wird
das ,,Momentanzentrum¢“ oder der ,Geschwindigkeitspol
der Bewegung“ oder kurz der ,Pol* genannt. Diese Tat-
sache, dall die ebene Bewegung einer starren ebenen Figur
mit einer Drehung um einen Punkt gleichbedeutend ist, ist fiir
viele geometrische Untersuchungen von Wichtigkeit.

221. Die Beschleunigungskraft des starren Korpers. Wir
hatten im letzten Abschnitt gesehen, daB sich der Punkt P
relativ zu G auf einem Kreis vom Radius » mit einer Winkel-
geschwindigkeit bewegt, die zur Zeit ¢ gleich w ist. Seine Be-
schleunigung relativ zu G werde in zwei Komponenten zerlegt,
niamlich r @ senkrecht zu GP und rw® in Richtung PG. Hier-
nach sind dann die Beschleunigungskomponenten von P parallel
zu den Achsen

u—owy —o*z2 uwd v+’ —owy.

Wir konnen die Beschleunigungskrifte zuriickfithren auf
eine resultierende Beschleunigungskraft, deren Wirkungslinie
durch den Schwerpunkt geht, und ein Kriftepaar. Die Resul-
tierende besitzt in den Achsenrichtungen die Komponenten

Imm— oy —o’z) und Zm (¢ -+ oa’— w?y),

die sich zu M« und . M7 vereinfachen lassen.
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Das Kriftepaar ist das Moment der Beschleunigungskrifte
um eine durch den Schwerpunkt gehende und senkrecht zur
Bewegungsebene stehende Achse; es ist

EZm{r’ (v 02’ — 0y ) —y (4 — 0y —0*2')}
oder vereinfacht
MEw.

Das Moment der Beschleunigungskréfte um eine beliebige

zur Bewegungsebene senkrechte Achse setzt sich zusammen aus

dem .auf diese Achse bezogenen Moment der Beschleunigungs-
kraft eines Massenpunktes, in dem die Gesamtmasse des Korpers

v

rw?

Fig. 64.

vereinigt ist und der sich mit dem Schwerpunkt bewegt, und
dem Moment des Paares Mk*& (Abschn. 157).

Wie aus den oben angeschriebenen Formeln fiir die Be-
schleunigungen eines beliebigen K6rperpunktes hervorgeht, gibt
es in jedem Augenblick einen Punkt, der keine Beschleunigung
hat. Dieser Punkt wird der Beschleunigungspol genannt.
Er hat im Gegensatz zum Geschwindigkeitspol nur unterge-
ordnete Bedeutung.

222, Beispiele. 1. Man beweise, daB in jedem Augenblick die
Bahnnormalen aller Punkte durch den Geschwindigkeitspol gehen.
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(Es folgt daraus, daB wir diesen Pol konstruieren kénnen, wenn
wir die Bewegungsrichtungen zweier Punkte kennen.)

2. Berechnung des Moments der Beschleunigungskrifte um den Ge-
schwindigkeitspol. '

Da die Koordinaten des Geschwindigkeitspoles J, auf zwei durch
den Schwerpunkt @ gehende und zu den urspriinglichen Koordinatenachsen

parallele Achsen bezogen, gleich — —:; und % sind, so wird das fragliche
Moment

v u K

—mb + - mu +mkio.

Nun steht die Geschwindigkeit von G senkrecht auf der Verbindungs-
linie JG = und ist gleich rw; infolgedessen ist auch u® 4 v* =122,
Der obige Ausdruck geht daher iiber in
1d (l . 2) o
'w—dt émr w —}—mk w
oder

1d1
;—d—t{gm(kg—}—r")wg}

Fithren wir einen Winkel ® ein (so daB 6= ) und bezeichnen wir
das Trigheitsmoment um den Pol J mit dem Buchstaben K, so ist
K = m[k?-} ] (nach I des Abschnittes 217), und der letzte Ausdruck kann
geschrieben werden 76 %ng .

Bleibt der Punkt J stiéindig der Pol, so kann man fiir den letzten
Wert noch einfacher schreiben K@. Weitere Félle, in denen diese
Formel angewendet werden kann, sind hinter den Abschnitten 235
und 236 angegeben.

3. Man beweise, daB diejenigen Massenpunkte, die sich zu einem
gegebenen Zeitpunkt in Wendepunkten ihrer Bahnen befinden, auf einem
Kreise liegen.

(Dieser Kreis heit der ,Wendekreis“.)

4. Man beweise, daB die Kriimmung der Bahn eines Massenpunktes,

32
: E)Vi) ist; hierin be-
zeichnen p? die Potenz des Punktes in bezug auf den Kreis, o die
Winkelgeschwindigkeit des Kérpers und V die resultierende Geschwindig-
keit des Massenpunktes.

5. Man beweise, daB sich im allgemeinen der mit dem Pol zu-
sammenfallende Massenpunkt in einer Spitze seiner Bahn befindet.

der sich nicht auf dem Wendekreis befindet, gleich

223. Die Bewegungsgleichungen des starren Korpers. Die
Bewegungsgleichungen geben die Bedingungen an, unter denen
die Beschleunigungskrifte und die duBleren Krifte dquivalente
Vektorsysteme sind.

M sei die Masse des Koérpers, f,, f, die Beschleunigungs-
komponenten seines Schwerpunkts in zwei beliebigen, senk-
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recht zueinander stehenden Richtungen in der Bewegungsebene,
o seine Winkelgeschwindigkeit.

Wir wollen annehmen, da8 die auf den Koérper wirkenden
Krifte auf eine resultierende, in seinem Schwerpunkt angreifende
Kraft und ein Kriftepaar zuriickgefiihrt sind, und zwar seien P,
@ die Kraftkomponenten in den gleichen Richtungen, in welche
die Beschleunigung des Schwerpunkts zerlegt war; N sei das
Kriftepaar.

Dann hat das durch Mf,, Mf,, Mk*«& gegebene Vektor-
system in jeder beliebigen Richtung dieselbe Komponente und
um jede Achse dasselbe Moment wie das System P, @, N.

Insbesondere haben wir

Mf,=P, Mf,—Q, MKo=N,

und die Bewegungsgleichungen des Korpers konnen immer in
‘dieser Form angeschrieben werden.

Die Bildung der Bewegungsgleichungen fiihrt zu sehr
mannigfaltigen Gleichungsformen, je nach der Wahl der Kom-
ponentenrichtungen und der Achsen, um die die Momente ‘an-
geschrieben werden. Wie schon bei der Dynamik des Massen-
punktes kommen dabei Differentialgleichungen heraus, fiir deren
Losung im allgemeinen keine bestimmten Regeln angegeben
werden konnen. Liegen die Umstédnde jedoch so, dafl es eine
Energiegleichung oder eine Gleichung von der Erhaltung der
BewegungsgroBe gibt, so sind diese Gleichungen erste Integrale
der Bewegungsgleichungen.

224, Bestiindigkeit der zweidimensionalen Bewegung. Es er-
hebt sich die Frage; ob ein Korper, der sich in einem Zeitpunkt zwei-
dimensional parallel einer bestimmten Ebene bewegt, in seiner Bewegung
parallel der Ebene beharrt oder ob er sich gegebenenfalls in einer andern
Weise bewegt. Eine allgemeine Antwort auf diese Frage zu geben, ist
hier nicht méglich; aber es ist klar, da es eine Reihe von Fillen geben
muB, in denen die zweidimensionale Bewegung erhalten bleibt. Hierzu
gehoren alle die Félle, in denen der Korper in bezug auf eine Ebene
symmetrisch ist und die an ihm angreifenden Krifte in Geraden wirken,
welche in diese Ebene hineinfallen oder, allgemein gesprochen, in denen
sich die Krifte auf eine einzelne Resultierende in der Symmetrieebene
und ein Kriftepaar zuriickfiihren lassen, das um eine auf dieser Ebene
senkrechte Achse dreht.

225. Das physische Pendel!). Zum Unterschied vom ,mathe-
matischen Pendel“, dessen Bewegung wir in den Abschn. 95

1) Ch. Huygens war der erste, der das Problem der Pendelbewe-
gung l6ste; seine hierbei eingeschlagenen Gedankenginge gehdren mit.
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und 119 erdrtert hatten, versteht man unter dem ,physischen
Pendel“ einen schweren Korper, der sich frei um eine feste,
horizontale Achse zu drehen vermag (Fig. 65)

Es seien G der Schwerpunkt des Korpers, GS das von G
auf die Achse gefillte Lot, @ der Winkel zwischen @S und
der Vertikalen zur Zeit ¢ Dann spielt
sich die ganze Bewegung in der durch G
senkrecht zur Schwingungsachse gelegten
Ebene ab und die Pendellage zu irgend-
einer Zeit hingt lediglich vom Winkel © ab.

Es bezeichnen ferner GS=—h, M die
Masse des Korpers, & seinen Trigheits-
radius bezogen auf eine durch G gehende

und senkrecht zur Bewegungsebene stehende
Achse.

Da der Schwerpunkt die Geschwindigkeit 46 hat, so be-
sitzt der Korper die kinetische Energie

1M (R® 4 k2) 2

AuBerdem hat er im Felde der Erdschwere die potentielle
Energie

Fig. 65.

Mgh(1 — cos @),
wenn man die Gleichgewichtslage des Pendels als seine Ur-
sprungslage annimmt.
Hiernach kann die Energiegleichung aufgestellt werden

LM+ k) 6 — Mgh cos © - const.

Vergleicht man diese Gleichung mit der in Abschnitt 119
erhaltenen, so sieht man, dafl die Bewegung ganz die gleiche wie

2 2
die eines mathematischen Pendels von der Lénge (I_c_jl_i) ist.

Der Punkt auf der Geraden SG, der diese Lénge als Ab-
stand von § hat, heilt der ,Schwingungsmittelpunkt¥;
S wird die ,,Schwingungsachse“ genannt. Die zwischen
diesen beiden Punkten' liegende Strecke ist die ,reduzierte
Pendelldnge¥.

226, Beispiele. 1. Ein physisches Pendel mit der Schwingungs-
achse S und dem zugehdrigen Schwingungsmittelpunkt O werde so auf-

zu denjenigen Betrachtungen, die schlieBlich zu der Aufstellung der Lehre
von der Energie fiihrten. Sein Werk, De horologio oscillatorio, er-
schien im Jahre 1673.
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gehingt, daB es in derselben Vertikalebene wie zuvor schwingt, aber da8
jetzt O als Schwingungsachse an Stelle von S tritt. Man beweise, dafl
dann 8 der Schwingungsmittelpunkt wird.

2. Ein homogener Stab bewege sich mit seinen Endpunkten auf
einem in einer festen Vertikalebene stehenden, glatten Kreis; die nach
seinen Enden gezogenen Radien schlieBen einen Winkel von 120° ein.
Man beweise, daB die reduzierte Pendellinge gleich dem Kreisradius ist.

3. Ein physisches Pendel bestehe aus einem Stab, der sich um eine
feste Horizontalachse drehen kann, und einem Kugelgewicht, das auf
dem Stab zu gleiten vermag. Man beweise, da8 man die Schwingungs-
dauer entweder durch Herauf- oder Herunterschieben der Kugel ver-
léngert, je nachdem die reduzierte Pendellinge > oder <C als der doppelte
Abstand des Schwerpunkts der Kugel von der Drehachse ist.

4. Zwei physische Pendel mit den Massen m und m’ drehen sich
um dieselbe Horizontalachse. Die Abstéinde ihrer Schwerpunkte und
ihrer Schwingungsmittelpunkte von der Achse seien k, A’ und I, I In
der Gleichgewichtslage werden beide Pendel fest miteinander verbunden.
Man beweise, daB die reduzierte Pendellinge dieses zusammengesetzten
Pendels nunmehr

(mhl+ m' V)
mh -+ m' W
ist.

227. Erliuternde Aufgaben. Wir wollen: die Anwendung der neu
gefundenen Sitze an einigen Aufgaben iiben, die teilweise durchgerechnet
werden sollen. Vor allem ist es wichtig, die Wirkungen zweier, ent-
weder glatter oder rauher, starrer Korper aufeinander zu erldutern, sowie
zu zeigen, wie man vermittels des Trigheitsmoments den EinfluB der
Trigheit eines starren Korpers ausdriicken kann. Wenn auch von ge-
ringerem Interesse, gehoren hierhin ebenso Aufgaben, an denen man
lernt, wie man Geschwindigkeiten und Beschleunigungen durch wenige
unabhéngige, geometrische Grofen ausdriickt, wie man ferner kinematische
Bedingungen aufstellt oder wie man endlich die resultierenden Krifte
bergchnet.

I. Die Tragheit eines Getriebes. Wir wollen wieder die At-
woodsche Fallmaschine betrachten. Um die Bewegung der Rolle nicht
mit in Rechnung ziehen zu miissen, hatten wir
bei unserer ersten Besprechung der Atwoodschen
Fallmaschine (Abschn. 73) angenommen, daB die
Rolle vollkommen glatt sei und daB die Schnur
ohne Reibung und, ohne die Rolle in Bewegung
zu setzen, dariiber hmwegglelten konne. Um sich
eine Vorstellung davon zu machen, in welcher
Weise die Rollenbewegung das Rechnungsergebnis /
beeinfluBt, wird es am bequemsten sein, wir
nehmen die' Rolle so rauh an, daB die sich be-
riilhrenden Schnur- und Rollenstiicke sich mit
gleicher Geschwindigkeit lings der Rollentangente
bewegen. -

Nun bezeichne M die Masse der Rolle, h 0
a ihren Radius, % ihren Trigheitsradius um ihre
Achse und ® den bisherigen Drehwinkel zur
Zeit t. Ferner seien m und m’ die Massen der beiden am Seil hingenden
Korper und « die bisherige Fallhohe von m zur Zeit {. Dann ist x=a®.

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 19
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Vernachlissigen wir die Masse des Seiles, so ist die kinetische
Energie
} MK 6+ 4 (m —+ m' )32
und die geleistete Arbeit ist
(m —m')gx.

Die Energiegleichung lautet daher
2
% Mll—;—2 i:*—l—% (m -} m') 2 =(m — m’) gx -} const.

Infolgedessen senkt sich m mit der Beschleunigung
m—m'

— w7

m+m 4+ M p

Wie man erkennt, ist der EinfluB der Tréigheit der Rolle derselbe.
als ob man jede der beiden Massen im vereinfachten Fall (bei welchem
2

die Rolle als glatt und masselos angenommen wurde) um »l;[—aké— ver-
groBerte.

II. Ein Rad wird durch ein Kriftepaar in Bewegung ge-
setzt. Ein Rad, das in einer Vertikalebene steht und den rauhen,
horizontalen Erdboden beriihrt, werde durch ein um seine Achse drehendes
Kriftepaar in Bewegung gebracht.

Es seien a der Radius des Rades, k der Trigheitsradius um seine
Achse, m seine Masse, G das daran angreifende Kriftepaar, F' die Rei-
bungskraft und R die Auflagerkraft im Beriihrungspunkt mit dem Erd-

G

boden. Ferner bezeichne w die Winkelgeschwindigkeit,.mit der sich das
Rad dreht, v die Geschwindigkeit seines Mittelpunktes (Fig. 66).
In der linken Figur sind die Beschleunigungskraft bzw. das Be-
schleunigungsmoment, in der rechten die #uBleren Kriifte eingezeichnet.
Zerlegt man die Krifte in Horizontal- und Vertikalkomponenten
und schreibt man die Momentengleichung um den Mittelpunkt an, so
erhilt man die Bewegungsgleichungen

mé=F, O0=R—mg, mk*®=G— Fa.

F
Fig. 66.

Die Zeichnung der Figur und das Niederschreiben der Gleichungen
geschah in der stillschweigenden Voraussetzung, da8 v nicht gréSer als
aw ist. Solange v < aw, gleitet der Beriihrungspunkt auf der Ebene
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im umgekehrten Sinn von v und die Reibung wirkt in der eingezeichneten
Richtung.
Wird v= aw, rollt das Rad also, so konnen wir aus zwei unserer
Gleichungen #' eliminieren und erhalten die Gleichung
mk+a¥)o=G.
Der Drehsinn von & ist der gleiche wie der von G'; beginnt die Be-
wegung aus der Ruhelage, so hat daber auch w mit G gleichen Dreh-

sinn. Dann ist F=

e +aa2 positiv und die Reibung wirkt im selben
Sinne, in dem sich der Mittelpunkt des Rades fortbewegt (nimlich in
dem in der Fig. 66 gezeichneten Sinne).

Damit die Bewegung in dieser Weise vor sich geht, ist es nétig,
da F d Ga

TR Bt amg

Wir ziehen daraus den Schlu8, daB bei geniigender Rauhigkeit
des Erdbodens das Rad auf dem Wege rollt und daB die Reibung im
Beriihrungspunkte diejenige Horizontalkraft ist, die die horizontale Be-
wegungsgrofle erzeugt.

nicht gréBer als der Reibungskoeffizient wird.

III. Ein Rad wird durch eine Kraft in Bewegung gesetzt.
Dasselbe Rad, wie unter II, werde durch eine horizontale Kraft P in
Bewegung gebracht, die in die Radebene fillt und am Mittelpunkte an-
greift. Mit denselben Bezeichnungen wie vorher erhalten wir die Be-
wegungsgleichungen

mv =P F, = R —myg, mk?:o =— Fa.
Rollt das Rad, ist also v=aw, 8o erhalten wir durch Elimination von ¥
m(k*4 a%) @ = P-a.
2
Hiernach wird & positiv und F ist negativ und gleich —E_,L_:a 2. In
diesem Falle wirkt die Reibung entgegen dem Sinne von P bzw. ent-
gegen der Bewegungsrichtung des Rades (d. h. in umgekehrten Sinne,

als er in der Fig. 65 eingetragen ist). Die Bewegung ist ein Rollen,
Pk?
" mg ()

Die Aufgaben II und III erldutern die Krifte, die die Bewegung
eines Eisenbahnzuges kervorrufen. Die Maschine ist so konstruiert,
daB auf das Triebrad der Lokomotive ein Kriftepaar ausgeiibt wird.
Ist dieses Kriftepaar zu gro8 oder die Reibung zu klein, so rutscht das
Rad oder es ,schliipft® auf den Schienen. Ist dagegen die Reibung
geniigend groB, so beginnt das Rad zu rollen. Die Reibungsrichtung
im Beriihrpunkt des Rades ist nach Nr. II dieselbe wie die Bewegungs-
richtung.

Die Bewegung eines Rades eines Personen- oder Giiterwagens, der
am Zuge hingt, ist von der in Nr. IIT geschilderten Art. Die Zugkraft
der Kupplung ist eine horizontale Kraft, die das Fahrzeug in Bewegung
setzt, wihrend die Reibungskrifte in den Beriihrpunkten der Rider mit
den Schienen als Widerstinde wirken.

Man sieht, daB der  Maschinenzug* (Abschn. 71) im Grunde
genommen die Reibung der Schiene auf das Triebrad ist. Sie ist die
»Kraft“ die den Zug in Bewegung setzt und ihn entgegen den Wider-
stinden in Bewegung erhilt. Die Vorbedingung fiir die Erzeugung von

10%

kleiner als der R'eibungskoefﬁzient ist.
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Bewegung ist das Vorhandensein einer Quelle von innerer Energie, die
in Arbeit umgesetzt werden kann. Diese Arbeit wird von dem Krifte-
paar am treibenden Rade geleistet. Die Art und Weise, wie eine innere
Energiequelle vermittels duBerer Krifte Bewegung erzeugen kann, ist
fiir einfache Fille schon in Beispiel 1 des Abschnittes 207 und Beispiel 6
des Abschnittes 214 dargelegt worden. Alle charakteristischen Bewe-
gungen von Maschinen und Lebewesen sind Beispiele fiir dieselben Prin-
zipien; nur ist die Durchrechnung im einzelnen gewdhnlich eine schwierige
Sache. Die duBleren Krifte, wie hier die Reibung, sind fiir die erfolg-
reiche Betitigung des Lebewesens oder der Mdschine unerliBlich (vgl.
R. S. Ball, Experimental Mechanics, 2. Auflage, London 1888,
S. 83 u. 84).

IV. Rollen und Gleiten. Als letztes Beispiel betrachten wir
die Bewegung eines homogenen Zylinders von der Masse M und dem
Radius @, der auf einer rauhen, horizontalen Ebene in gleichzeitiges
Rollen und Gleiten ge-
bracht wird. Die anfing-
liche. Winkelgeschwindig-
keit sei so gerichtet, daB3
die Punkte der untersten
Erzeugenden die gri8te Ge-
schwindigkeit haben.

¥V moge die Geschwin-
digkeit der Achse und
die Winkelgeschwindigkeit
zur Zeit t sein; der Rich-

Fig. 67. tungssinn fiir beide sei der
in Fig. 67 eingezeichnete.

Das System der Beschleunigungskrifte vereinfacht sich zu MV, hori-
zontal durch den Schwerpunkt im selben Sinne wie ¥V, und zu dem
Kriftepaar M k?w, mit gleichem Drehsinn wie w; %k bezeichnet dabei
den Tragheitsradius um die Zylinderachse. Die Momentengleichung um
den Beriihrungspunkt lautet

MaV—Mko—0.

Nun sei F die Reibung zwischen Zylinder und Ebene. Die Punkte
der tiefsten Krzeugenden haben die Geschwindigkeit V-}- aw im Sinne
von V; infolgedessen hat F entgegengesetzten Richtungssinn.

Die Bewegungsrichtung in der Horizontalen heiBt

MV=—F,
worin F eine positive Zahl ist. Hiernach werden V und damit auch
negativ.
Die Geschwindigkeit ¥ nimmt ab und auch die Winkelgeschwindig-
keit » verkleinert sich entsprechend der Gleichung
Bo—aV=IFKw,—aV,,

in der V; und w, die Anfangswerte von V und w zu Beginn der Be-
wg k?

wegung bedeuten. Wir wollen zuniichst den Fall V, << betrachten.

Dann muB es einmal einen Augenblick geben, in dem V verschwindet.

In diesem Zeitpunkt hat o den Wert w, ~%—‘§. Gleichzeitig hat der
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a® . .
‘;c“ im selben Sinne wie vorher.

tiefste Punkt die Geschwindigkeit aw,
Die Reibung besitzt noch
einen endlichen Wert und
hat noch ihre alte Rich-
tung. Dagegen beginnt die
Geschwindigkeit des Mittel-
punkts sich in den entgegen-
gesetzten Sinn wie vorher
umzukehren.

Im weiteren Verlauf
der Bewegung sei U die Ge-
schwindigkeit im entgegen- K
gesetzten Sinne von V, Fig. 68.

(s. Fig. 68). Solange noch
aw > U, wirkt die Reibung F noch immer in der alten Richtung, und
wir haben

MU=F,
MaU-+Mko=0,
wobei also U wichst, wihrend sich w nach der Gleichung

aU-+kow=~kw,—aV,
verkleinert.
Wird U=aw, so erhilt es den Wert

a(FPw,—aV,) .
a?+k
in diesem Augenblicke rollt der Zylinder auf der Ebene. Von nun an
rellt er bestindig mit gleichférmiger Geschwindigkeit.
Es ist noch zu bemerken, daB bei dieser Aufgabe die Reibung,

solange der Zylinder gleitet, konstant und gleich x Mg ist, wenn u den
Reibungskoeffizienten zwischen Zylinder und Ebene bedeutet.

228, Beispiele. 1. Man beweise, daB in der soeben betrachteten
Aufgabe die Zeit vom Bewegungsbeginn bis zu dem Augenblick, in dem
Vo +a"’o :

e g ist.

2. Ein homogener Zylinder von der Masse M und dem Radius ¢
vermag sich um seine horizontal liegende Achse frei zu drehen. Dicht
neben der hochsten Erzeugenden wird ein materieller Punkt von der
Masse m daraufgelegt. Man beweise, daB in dem Augenblicke, in welchem
der Punkt zu gleiten beginnt, die Vertikale mit dem durch m gehenden
Radius einen Winkel ® bildet, der sich aus der Gleichung ergibt

(M~ 6m) cos © — 4m] = Msin ©.

Hierin bezeichnet u den Reibungskoeffizienten zwischen Massenpunkt
und Zylinder.

3. Ein homogener diinner Kreisreifen vom Radius a, der sich um
seine Achse in einer Vertikalebene mit der Winkelgeschwindigkeit
dreht, wird vorsichtig auf eine rauhe, schiefe Ebene gelegt, deren
Neigungswinkel gleich dem Reibungswinkel zwischen dem Reifen und der
Ebene ist. Dies geschehe so, daB das Gleiten im- Beriihrungspunkte mit

2
die Bewegung eine gleichférmige wird, gleich —:_
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einer Fallinie zusammenfillt und nach unten gerichtet ist. Man beweise,

daB der Reifen eine Zeit g:i:oc stehen bleibt, ehe er mit der Beschleu-

nigung % g sin« herunterrollt.

4. Eine Lokomotive von der Masse M besitze zwei Paar Rider
vom Radius a; das Trigheitsmoment jedes Paares einschlieSlich der
Achse um die letztere sei 4. Die Maschine treibt die vordere Achse
mit einem Kriftepaar G an. Unter der Voraussetzung, daB beide
Riderpaare beim Anlaufen der Maschine sofort fassen, beweise man,
daB die Reibung, die zwischen einem Vorderrad und der Schiene her-

GA+Ma? .
Ta@AT Mo sein darf.
Wenn die einzige Wirkung, die zwischen der Achse und ihren Lagern
auftritt, in einem Reibungsmoment (Kriftepaar) besteht, das sich pro-
portional der Winkelgeschwindigkeit der Achse éndert, so ist die schlieB-
lich zwischen Vorderrad und Schiene hérvorgerufene Reibung gleich

vorgerufen werden kann, nicht kleiner als

G .. .
i auch dies ist zu beweisen.

5. Eine homogene Kugel rolle eine rauhe, schiefe Ebene hinunter,
die gegen die Horizontale den Winkel « bildet. Man beweise, da sich
ihr Mittelpunkt mit der Beschleunigung  gsin « bewegt, und daB die
Reibung gleich dem } tan « fachen der Auflagerkraft ist.

*229, Die kinematische Bedingung fiir das Rollen. Wir wollen
die folgende Aufgabe betrachten:
Ein Zylinder vom Radius b rolle auf einen Zylinder vom Radius
a, der seinerseits wieder auf einer horizontalen Ebene rollt. Man soll
die Bewegung ermitteln (Fig. 69).
‘m und m’ seien die Massen, A und B die Mittelpunkte der Zylin-
der, V die horizontale Geschwindigkeit von m, 2 die Winkelgeschwindig-

[+)
Fig. 69.

keit von m, ©® der Winkel, den AB mit der Vertikalen einschlieBt, »
die Winkelgeschwindigkeit von ', k und k' die Trigheitsradien von m
und m' um ihre Achsen.
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Die Bedingung, daB8 m auf der Ebene rollt, heif3t
V=aQ .. ... e e (1)

Die Geschwindigkeit von B relativ zu A ist (a }-b) © und steht
senkrecht zu AB. Die absolute Geschwindigkeit von B setzt sich da-
ber aus dieser Geschwindigkeit und der Horizontalgeschwindigkeit V
(Fig. 69) zusammen.’

Die Geschwindigkeit von P (falls man ihn als Punkt von m' auf-
faBt) relativ zu B ist bw; sie steht senkrecht auf AB und hat den-
selben Richtungssinn wie (a4 b) 6.

Die Geschwindigkeit von P (wenn P als Punkt von m angesehen
wird) relativ zu A ist a 2; sie steht senkrecht zu AB und hat umge-
kehrten Richtungssinn. ‘

Die Bedingung fiir reines Rollen ist, daB die Massenpunkte von
m und m’, die in P aufeinander fallen, lings der gemeinsamen Tangente
beider Kreise dieselbe Geschwindigkeit haben.

Wir haben daher

@+b6+bo=—aQ. 92)
Im Beschleunigungsplan (Fig. 70) haben wir den Wert von V aus

Gleichung 1) eingefiihrt.

Da B relativ zu 4 mit der Winkelgeschwindigkeit @ einen Kreis
beschreibt, so setzt sich die Beschleunigung von B relativ zu 4 zusam-

[
Fig. 70.

men aus (¢ b) © senkrecht zu AB und (a-}b) 6% in Richtung BA.
Dies liefert uns den Beschleunigungsplan.

Um nun die Bewegungsgleichungen aufstellen zu kénnen, schreiben.
wir um P die Momente fiir m’ und um 0 die Momente des ganzen
Systems an. Wir erhalten dann

— ’b(a+b)9"+m'a!§bcos@+m’k"'£o=—m’gbsin9 3)
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und
mkt Q4 matO+mal{at(@+b)cosOf +m' K2
—m’ (a+b) 6 (@4 b+ acos O +m' (a+b) O asin®
=—m'g(a+b)sin®. J'

Eine der beiden Grofen w und Q2 kann vermittels der Gleichung (2)
eliminiert werden. Es bleiben dann zwei Unbekannte iibrig, und die
Bewegung 1a8t sich vollkommen durch diese ausdriicken, indem man die
oben erhaltenen Gleichungen durch Substitution von (2) in (3) und
4) auflost.

Man erhdlt zwei erste Integrale dieser Gleichungen, von denen
eines die Energiegleichung ist.

#)

*230. Beispiele, 1. Man beweise, daB in der eben besprochenen
Aufgabe eine Integralgleichung von der Form besteht

ma!)(l—{—%)—}—m’{aﬂ—(a—{—b) 6 cos 6—9—5—2}30011&

und daB ® und © miteinander nach einer Gleichung von der Form ver-
kniipft sind

’ k’ :
%(a . o {(1 . %)} B m (k(:OS‘@ —_5;) s
L m(l—i—;_,)"f“m'(l'*'ﬁ)

2. Ein homogener Stab von der Linge ! liegt auf einem festen
horizontalen Zylinder vom Radius @, mit seinem Mittelpunkte auf dem
hochsten Punkte. Bringt man ihn in einer vertikalen Ebene aus seiner
Gleichgewichtslage, so daB er mit dem Zylinder in Beriihrung bleibt
und auf- und abschaukelt ohne zu gleiten, so ist der Winkel ©, den er
zur Zeit ¢ mit der Horizontalen bildet, durch die Gleichung gegeben

1 (5 124 a® 6%) 6° + ga (cos © } O sin ) = const
und die reduzierte Pendellinge ist fiir kleine Schwingungen
1e
12a”
3. Von einer Rolle vom Radius a wickelt sich ein Seil ab, dessen

oberster Punkt festgehalten wird und dessen abgewickelter Teil senk-
recht hingt. Die Rollenachse ist wagerecht. Man beweise, daB die Be-

-+ gcos @ = const.

2

schleunigung des Rollenmittelpunktes gleich ﬁ? und daB die Seil-
.

spannkraft gleich dem kz_k? fachen des Rollengewichtes ist; k bedeutet

hierin den Trigheitsradius der Rolle, bezogen auf die Achse.

4. Ein Faden lduft iiber einen glatten Zapfen und wickelt sich von
zwei zylindrischen Rollen ab, die miit wagerechten Achsen frei daran
hingen. Man beweise, daB jede Rolle mit gleichfSrmiger Beschleunigung
herunterfillt.

5. Eine zylindrische Gartenwalze, in der eine Kugel ruht, wird er-
faBt und auf einem ebenen Weg in gleichformiges Rollen gebracht.
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Man ermittle die Bewegung der Kugel unter der Annahme, daB8' diese
auf der Walze nicht gleitet.

Es bezeichnen a den Kugelradius, b den Radius der Walze, ® den
Winkel, den die Verbindungslinie der Mittelpunkte mit der Vertikalen
einschlieBt, V die Geschwindigkeit der Walze.

Man beweise, 1. daB die Winkelgeschwindigkeit der Walze -’;;ist,

2., daB die Kugel die Winkelgeschwindigkeit%—@——-;)—g hat
Die Kugel sei homogen, ihr

Triigheitsradius, bezogen auf eine

durch ihren Mittelpunkt ge-

hende Achse, sei k, ihre Masse

sei m. Zunichst gehen alle die

Kugel antreibenden Krifte durch

ihren Beruhrungspunkt infolge-

dessen ist am Anfang der Drall i

der Kugel um jede beliebige durch

diesen Punkt gehende Achse gleich

Null. Auf Grund dieser Betrach-

tung leite man die Gleichung ab

m ko, —ma{(b—a) 6, — V} =0,
die zwischen den Anfangswerten w, und éo besteht.

Man zeige ferner, daB w, gleich Null ist und ermittele den Wert

von 6,
\glexter leite man die Bewegungsgleichungen ab

Fig. 71.

mk*o —ma(d—a)-G=mgasin®,
m((b—a)6*—R —mgcos 8,

in denen R die Auflagerkraft zwischen Walze und Kugel bezeichnet.
Man beweise, daB hinsichtlich © die Bewegung dieselbe ist, wie die eines
mathematischen Pendels von der Linge [ (b—a), und da8 R in jeder

Lage den Wert ,
mg (I—Zcos 9——) —{—EE

hat. Man stelle die Bedingung auf, unter der die Kugel im Inneren der
Walze rund herumrollt.

6. Ein kugelférmig -ausgehhlter Wiirfel gleite ohne Reibung auf
einer schiefen Ebene vom Neigungswinkel o herab, wihrend ‘eine homo-
gene Kugel in seiner Hohlung rollt. Man bewelse, ‘daB die Normale der
Ebene -mit der gemeinsamen Normalen der Kugel und der Héhlung einen
Winkel ©® bildet, der mit der Winkelgeschwindigkeit » der Kugel in
der Beziehung steht .

(a—b)O=>bw;
hierin bezeichnen a den Radius der Hohlung und b den Kugelradius.

Es seien M und m die Masse des Wiirfels und der Kugel, x der
Weg, den der Wiirfel in der Zeit ¢ zuriickgelegt hat. Man stelle die
Bewegungsgleichungen auf, indem man die an dem System angreifenden
Krifte in Richtung der schiefen Ebene und eenkrecht zu ihr zerlegt
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und fiir die Kugel die Momentengleichung um ihren Beriihrungspunkt
anschreibt.
Endlich leite man die Gleichung ab

%{% (M—}—m)—mcos*@}@'*‘——(M—{—m) cos o Cos @-a%—bzeonst.

7. Unter der Annahme, daB die in Beispiel 6 erwiihnte Ebene rauh
und der Reibungswinkel zwischen ihr und dem Wiirfel ¢ ist, weise man
nach, daB der Winkel © zur Zeit ¢ durch die Gleichung gegeben ist

1d

ém[{%(M_*—m) cos & — mcos @ cos (O —£)} ©2] — } m % sin &

—}—(M—}—m)cosocsin(@—-s)a—ibzo.

8. Die Bewegung einer Kreisscheibe, die unter der Wirkung
der Schwere auf einer gegebenen Kurve rollt (Fig. 72).

Es seien ¢ der Ra-
dius der Kreisscheibe, &
der Winkel, den die Be-
riihrungsnormale mit der
Vertikalen einschlie8t, und
¢ der Kriimmungsradius
der Kurve im Beriihrungs-

. punkt. Der Mittelpunkt

Fig. 72. der Scheibe beschreibg eine

Aquidistante im Abstand ¢

von der gegebenen Kurve. Augenblicklich dreht sich die Scheibe um

den Beriihrungspunkt; ihre Winkelgeschwindigkeit hierbei werde mit w
bezeichnet. Dann ist:

Geschwindigkeit des Mittelpunkts = cw = (0 4 ¢) ®.

Hiernach leite man die Energiegleichung ab

—12~(9+c)2 (1 +i‘—:)4.5‘=gf(e+c) sin®d ®;

k bedeutet darin den Trigheitsradius der Scheibe um ihren Schwerpunkt,
der mit dem Mittelpunkt der Scheibe zusammenfallen mag. Man er-
mittle auch die entsprechende Gleichung fiir den Fall, daB8 die Kurve,
von der Scheibe aus gesehen, konkav ist.

Man beweise, daB die Scheibe in einer Zykloide, deren Erzeuger-
kreis den Radius a hat und deren Scheitel zu unterst liegt, derart rollt,

daB die Winkelgeschwindigkeit & gleichférmig und gleich
1 ‘ /_ 9
2 k2
+(1+3)

Ist die Scheibe homogen und rollt sie auf der AuBenseite einer

ist.

Zykloide, deren Erzeugerkreis den' Radius g hat und deren Scheitel zu
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oberst liegt, so ist die Bewegung durch die Gleichung gegeben

3¢ Pcost g =g (3 + cos D) sin? g
Man leite diese Gleichung ab und beweise, daB die Scheibe die Zykloide
im Punkte cos ® —§ verldBt.

9. Ein homogener Stab gleitet zwischen einer glatten, vertikalen
Wand und einer glatten, horizontalen Ebene und bleibt dabei in einer
festen Vertikalebene. Man
bestimme seine Bewegung.

AB sei der Stab, 2a ,
seine Lénge und m seine
Masse. Bei der Bewegung
bleibe A in Beriihrung mit
der vertikalen Wand, B in
Beriihrung mit der Hori-
zontalebene. Der Momen-
tanpol ist der Schnittpunkt
der durch 4 gelegten Ho-
rizontalen und der in B
errichteten Vertikalen, so
daf die Figur O BI A ein
Rechteck ist. Infolgedessen
behilt der Schwerpunkt G,
der mit demMittelpunkt von Fig. 78.

AB identisch ist, immer den
gleichen Abstand a von O.

Das System der Beschleunigungskrifte ist daher gleichwertig mit

einer resultierenden Beschleunigungskraft in @, die senkrecht zu OG

und lings GO die Komponenten m a ® und m a 6* besitzt, und einem

Kriftepaar mk? ® im Sinne einer Zunahme des Winkels ®, den der
Stab BA mit der Vertikalen BI einschlieBt.

Die auf den Stab wirkenden Kriifte sind sein Gewicht in G, die
horizontale Auflagerkraft in A und die vertikale Auflagerkraft in B. Die
Wirkungslinien der beiden letzten Krifte schneiden sich in I. Schreiben
wir die Momentengleichung um I an, so fallen die Auflagerdrucke aus
der Gleichung heraus.

Auf Grund dieser Betrachtungen beweise man, daB die Bewegung
beziiglich ® die gleiche ist wie die eines mathematischen Pendels von
der Linge %a.

Durch Aufstellung der Bewegungsgleichungen in horizontaler und
vertikaler Richtung ermittle man die Auflagerkrifte in 4 und B und
zeige, daB der Stab die Mauer verliBt, wenn cos ® — % cosx geworden
ist, wobei o den Anfangswert von & bedeutet.

10. Fir den Fall, daB Ebene und Mauerfliche des Beispiels 9
beide rauh sind und fiir beide der Reibungswinkel ¢ gilt, leite man fiir
den Wert von @ zur Zeit ¢ die Beziehung ab

a (i -+ cos25) & —a®sin 2 = gsin (@ — 2¢).

11. Ein Rad, dessen Schwerpunkt in seiner Achse liegt, rollt eine
schiefe Ebene vom Neigungswinkel o hinunter und zieht dabei einen
Massenpunkt m hinter sich her, der auf der Ebene gleitet und mit der
Radachse durch einen Faden verbunden ist. Die ganze Bewegung spielt
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sich in einer Vertikalebene ab; der Faden bildet mit der Fallinie, lings

der der Massenpunkt herabgleitet, einen Winkel 8. Man beweise, daB

das System mit der gleichf6rmigen Beschleunigung
Msmoccos(ﬂ—s)—]—mco.ﬂsm(a:—s)

M (k*+ a®) cos (8 — &)+ m a cos f cos g
herunterkommt, wenn hierbei @ den Radius des Rades, M dessen
Masse, k seinen Trigheitsradius um die Achse, m die Masse des Massen-
punktes und ¢ den Rejbungswinkel zwischen diesem und der Ebene
bedeutet.

12. Zwei glatte Kugeln beriihren sich; die untere gleitet auf einer
horizontalen Ebene.

M und m seien die Massen, a und b die Radien, ® der Winkel,
den die Zentrale zur Zeit ¢ mit der Vertikalen bildet. War das ganze
System am Anfang in Ruhe, so bewegt sich der Massenmittelpunkt &' in

einer Vertikalen; denn es gibt ja keine resultierende Horizontalkraft in
dem System. Da sidmtliche Krifte, die auf eine der Kugeln wirken,
durch deren Mittelpunkt gehen, so' kann keine der Kugeln eine Winkel-
geschwindigkeit erlangen. Zur Zeit ¢ sei & der Abstand des Mittelpunkts
der unteren Kugel (M) von der durch den Massenmittelpunkt gehenden
Vertikalen. Der Abstand zwischen G und dem Mittelpunkt M ist

M—Zn_—m-ﬂ(a-—}—b). Infolgedessen besitzt G die Horizontalgeschwindigkeit
M=

i — M+m(a+b)@coso

Setzen wir diese gleich Null, so ist # als Funktion von ® und

6 ausgedriickt.
Hiernach beweise man, dafl die Energiegleichung in der Form

1 \
§(l M+ cos’@ 6+ +b

angeschrieben werden kann. Ferner ermittle man fiir eine beliebige

cos ® ='const
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Lage die Druckkraft zwischen den Kugeln und weise endlich noch nach,
daB die Kugeln sich trennen, wenn

m ep) __
cos & (‘-}_F—FR cor@) = 2cos &

geworden ist, worin « den Anfangswert von @ bezeichnet.

*231, Die Kraftwirkung in einem Stabe. Als Beispiel fiir die
zwischen zwei Teilen eines Kérpers wirkende resultierende Kraft wollen
wir einen starren, homogenen Stab betrachten, der als Pendel um sein
eines Ende schwingt.

Es seien m die Masse, 2a die Linge des Stabes und @ der Winkel,
den er zur Zeit ¢ mit der Vertikalen bildet; da der Trdgheitsradius um
den Schwerpunkt % war, so gilt ,,

die Gleichung
4a*®@=—agsin®
und damit auch

%a 6% = g (cos @ — cosa),
worin « die Amplitude der Schwin-
gungen ist.

Wir wollen nun die Wirkung
betrachten, die die beiden Stabteile
in einem Querschnitt im Abstand 2z
vom freien Ende aufeinander aus-
iitben. Der Schwerpunkt dieses Quer-
schnittes sei P. Wir konnen an-
nehmen, daB die Wirkung von AP
auf BP auf eine Kraft in P und
ein Kriftepaar zuriickgefiihrt sei. Die
Kraft zerlegen wir in eine Zug- Fig. 75.
kraft T im Stabe und eine Schwer-
kraft S senkrecht zu ihm. Wir
wollen das Kriftepaar mit G bezeichnen und voraussetzen, daB der
Richtungssinn von 7, S und G mit den Einzeichnungen in der Figur
iibereinstimmt. Dann laBt sich andererseits die Wirkung von BP auf
AP auf eine in P wirkende Kraft mit den Komponenten T, S und auf
das Kriftepaar G zuriickfiihren, die entgegengesetzten Sinn wie diese
Einzeichnungen haben.

Nun ist BP ein starrer gleichformiger Stab von der Masse m%, der

sich mit der Winkelgeschwindigkeit © dreht, wihrend sein Mittel-
punkt mit derselben Winkelgeschwindigkeit einen Kreis vom Ra-
dius 2@ — z beschreibt. Dieser Stabteil bewegt sich also unter der

Wirkung der Krifte T, S, des Gewichtes mg(-z‘, das in seinem Mittel-

punkt vertikal nach unten angreift, und des Kriftepaares G. Zerl:gen
wir die Krifte in Richtung AB und senkrecht dazu, und schreiben wir
die Momente um P an, so erhalten wir die Bewegungsgleichungen von
BP in der Form



302 Die zweidimensionale Bewegung eines starren Korpers.
m§(2a—m) ézzT—ngeos@ ]
a a
mE(Za—x)@_S—ngsm@
mxrx(Za x)@—}—ﬁ@ =—G—mg zsin®
2t Tbj=—G—mg  zsin

Durch diese Gleichungen sind T, S, G vollkommen bestimmt,
wenn man 6 und G® kennt. Insbesondere betrigt das sich der Biegung
widersetzende Kriftepaar G

2
megsin@:;—g(a—x) oder %mgsin@élg—;gﬁ

232. Die Bewegung unter der Wirkung von Impulsen. Wir
wenden hierbei die Sitze iiber plotzliche Bewegungsinderungen
eines Systems (Kap. VI, Abschn. 168) und die Lehre von der
Bewegungsgrofe eines starren Korpers an (Abschn. 220).

Fiir eine unter dem EinfluBl eines Impulses vor sich gehende
Bewegung stehen uns drei Gleichungen zur Verfiigung; diese
besagen, daB die Anderung der BewegungsgroBe des Korpers
den auf ihn ausgeiibten Impulsen &quivalent ist.

Wie wir gesehen hatten, war die gesamte Bewegungsgrofie
des Korpers einer resultierenden BewegungsgroBe und einem
Paar gleichwertig. Die resultierende Bewegungsgroe, deren
Wirkungslinie durch den Schwerpunkt geht, ist gleich der Be-
wegungsgroBe der gesamten, im Schwerpunkt vereinigt ge-
dachten und sich mit diesem bewegenden Masse des Korpers.
Das Paar ist seiner GréBe nach gleich dem Produkt der Winkel-
geschwindigkeit des Korpers und seines Tragheitsmomentes um
eine durch den Schwerpunkt gehende, auf der Bewegungsebene
senkrecht stehende Achse.

Es seien m die Masse des Korpers, U, V die Geschwindig-
keitskomponenten des Schwerpunkts in zwei aufeinander senk-
rechten, in die Bewegungsebene fallenden Richtungen, 2 die
Winkelgeschwindigkeit vor dem StoB; ferner seien u, v die Ge-
schwindigkeitskomponenten des Schwerpunktes in denselben bei-
den Richtungen und w die Winkelgeschwindigkeit nach dem Stof.
Mit k& wollen wir den Tragheitsradius des Korpers um eine
durch den Schwerpunkt gehende und zur Bewegungsebene senk-
rechte Achse bezeichnen.

Die Anderung der Bewegungsgrofie des Systems 18t sich
durch einen Vektor ausdriicken, dessen Wirkungslinie durch
den Schwerpunkt geht und dessen Komponenten in den beiden
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oben angegebenen Richtungen m(u —U) und m (v — V) sind,
zusammen mit einem Vektorpaar, das in die Bewegungsebene
fallt und das Moment

mk? (w — Q)
besitzt.

Die auf den Korper ausgeiibten Kraftantriebe lassen sich
durch einen Einzelantrieb in einem beliebig gewihlten Ursprung
und durch ein Antriebspaar ausdriicken.

Die Gleichungen der vorliegenden Bewegungen sprechen
nun die Gleichwertigkeit der beiden Vektorsysteme aus.

Sind beispielsweise die Impulse auf einen Impuls im
Schwerpunkt mit den Komponenten X und Y in den besagten
Rlchtungen und ein Impulspa.a.r N zuruckgefuhtt so konnen
wir die Bewegungsgleichungen in der Form anschreiben

mu—U)=X, mv—V)=Y, mk?®(wo—Q2)=N

Noch allgemeiner konnen wir sagen, daB die in einer
beliebigen Richtung genommene Komponente des Vektors, der
in den oben gewilhlten Richtungen die Komponenten m (v — U)
und m (v — V) besitzt, gleich der in derselben Richtung ge-
nommenen Komponente des Vektors ist, welcher in den be-
sagten Richtungen die Komponenten X und Y hat. Das auf
eine beliebige Achse bezogene Moment des durch m (u— U),
m(v—7V), mk?(w — £2) bestimmten Vektorsystems ist gleich dem
um dieselbe Achse genommenen Moment des Vektorsystems,
das durch X, Y, N bestimmt ist.

233. Die durch Impulse erzeugte kinetische Energie. Wir
wollen annehmen, daB der Korper eine ebene Bewegung aus-
fiilhrt. Es seien m seine Masse, U, V die Geschwindigkeits-
komponenten seines Schwerpunktes parallel zu den Koordinaten-
achsen und Q2 seine Winkelgeschwindigkeit kurz vor der Wir-
kung der Impulse, 4, v, w die entsprechenden GroéBen kurz
nach der Wirkung.

X und Y seien die parallel den Achsen genommenen
Komponenten eines beliebig herausgegriffenen Impulses, der
auf den Korper in einem Punkte wirkt, dessen Koordinaten
relativ zum Schwerpunkt x, y sind. Dann sind die Bewegungs-
gleichungen

m (u—U)—Z X
m(@y—V)=
mk®(w— ) Z(mY—yX)
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Wenn wir diese Gleichungen der Reihe nach mit

3@+0), 5@+7), 3(0+9
multiplizieren und mit 7 die kinetische Energie des Korpers

nach den Impulsen, mit T, die vor den Impulsen bezeichnen,
so haben wir

T—T,— 3} (X —wy+U— Q) +¥ 0+ vz + 7+ 2a)).

Die rechte Seite dieser Gleichung ist die Summe der
Produkte der duBeren Impulse mit den arithmetischen Mitteln
der Geschwindigkeitskomponenten ihrer Angriffspunkte, wenn
man deren Geschwindigkeiten vorher und nachher in ihre
Richtungen zerlegt.

Nun besagte der in Abschn. 174 abgeleitete Satz, daB
die Anderung der kinetischen Energie gleich dem Werte
dieser sich iiber sdmtliche sowohl innere wie duBere Impulse
erstreckenden Summe ist. Es folgt daraus, da die inneren
Antriebe zwischen den einzelnen Teilen eines starren Korpers,
der eine plotzliche Bewegungsinderung erfahrt, zu dieser Summe
keinen Beitrag liefern.

234. Beispiele. 1. Einem homogenen, in Ruhe befindlichen Stab
wird an einem Ende senkrecht zu seiner Achse ein Impuls erteilt. Man
beweise, daB der Stab, wenn er frei beweglich ist, sich um denjenigen
Punkt auf seiner Achse zu drehen beginnt, der ein Drittel der Stablinge
vom andern Ende entfernt ist, und daB die durch den StoB erzeugte
kinetische Energie 4 mal so groB ist, als sie sein wiirde, wenn das an-
dere Ende festgehalten wiire.

2. Ein freier starrer Korper rotiere um eine durch seinen Schwer-
punkt gehende Achse, um die er den Trigheitsradius k besitzt. Plotz-
lich wird eine parallele Achse im Abstand c festgehalten. Man beweise,
daB sich die Winkelgeschwindigkeit des Korpers augenblicklich im Ver-
héltnis k®: (¢*- k?) éndert.

3. Eine elliptische Scheibe rotiert in ihrer Ebene um das eine Ende
P eines Durchmessers PP’, als P’ plotzlich festgehalten wird. Man er-
mittle den in P’ auftretenden Impuls sowie die Winkelgeschwindigkeit
um P’ und beweise, daB fiir den Fall, wenn die Exzentrizitit den Wert
V2 iiberschreitet, der Durchmesser PP so gewihlt werden kann, daB
die Scheibe zur Ruhe kommt,

4. Ein homogener Stab von der Linge 2a und der Masse m sei
gezwungen, sich mit seinen beiden Enden auf zwei glatten, festen und
sich rechtwinklich schneidenden, geraden Drihten zu bewegen. Er werde
durch einen Impuls von der Gré8e m V in Bew:gung gesetzt.g Man be-

weise, dal die hierbei erzeugte kinetische Energie %mV’g—;— betrigt;

hierin bezeichnet p das Lot, das man vom Schnittpunkt der festen
Drihte auf eine Gerade fillt, die parallel der Wirkungslinie des Im-
pulses so gezogen ist, daBl der Schwerpunkt des Stabes mitten zwischen
beiden Parallelen liegt.
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235. Beginnende Bewegungen. Zur Losung von Aufgaben
von der in den Abschnitten 203 —206 betrachteten Art bedarf
es keiner neuen Methode, wenn es sich um starre Korper han-
delt. Man hat nur darauf zu achten, daB fiir die Beschleu-
nigungskraft eines starren Korpers der richtige Ausdruck - ein-
gesetzt wird. Wie wir in Abschn. 221 sahen, sind die Beschleu-
nigungskrifte einer resultierenden Beschleunigungskraft und
einem Paar dquivalent. Hierbei ist die resultierende Beschleu-
nigungskraft dieselbe wie die eines Massenpunktes, der sich im
Schwerpunkt befindet und sich mit dessen Beschleunigung be-
wegt und der die gesamte Masse des Korpers in sich vereinigt.

Bisweilen kommt man recht bequem dadurch zu einer
Bewegungsgleichung, daf man die Momente um den Momentan-
pol anschreibt. Man mufl dann beachten, daB in einem Augen-
blick, in dem die Geschwindigkeit verschwindet, das Moment
der Beschleunigungskraft gleich K w ist. Hierin bezeichnen K
das Trigheitsmoment um eine durch den Pol gehende, auf der
Bewegungsebene senkrecht stehende Achse und w die Winkel-
beschleunigung (vgl. Beisp. 3 von Abschn. 222).

236. Kleine Schwingungen. - Wenn man die in Abschn. 211
beschriebene Methode anwenden will, so hat man vor allem
darauf zu achten, daB in dem Ausdruck fiir die potentielle
Energie der kleine Winkel ©, der die Verschiebung aus der
Gleichgewichtslage eindriickt, auf Grofen zweiter Ordnung genau
zu beriicksichtigen ist.

Ebenso wie bei beginnenden Bewegungen ist es auch im
Falle kleiner Schwingungen bisweilen bequem, als Bewegungs-
gleichung die Momentengleichung um den Momentanpol an-
zuschreiben. Wiirden wir die Momente um den Pol in der
Gleichgewichtslage aufstellen, so kimen wir freilich zu keiner
brauchbaren Gleichung. Natiirlich wird auch diese Lage von
dem Koérper in einem Augenblick wihrend der Schwingungs-
periode eingenommen. Injedem andern Augenblick dieser Periode
befindet sich das-Momentanzentrum in -einer etwas abweichen-
denn Lage. Wir kommen zum Zielé, wenn wir die Momenten-
gleichung fiir eine von der Gleichgewichtslage abweichende Lage
auschreiben. Das Moment der Beschleunigungskraft um. den
Pol wird fiir den Ausschlag ©® auf Groflen erster Ordnung
genau durch den Ausdruck K@ dargestellt, in welchem die
Buchstaben dieselbe Bedeutung wie in Abschn. 235 haben.
Diese Anniherung ist fiir die Bildung der Gleichung der Schwin-
gungsbewegung hinreichend genau..

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 20
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237. Erliuterndes Beispiel. Ein homogener Stab kann mit
seinen Enden auf zwei glatten, geraden Driahten gleiten, die
fest in einer Vertikalebene liegen und gegen die Horizontale
unter gleichen Winkeln geneigt sind. Man ermittle die
Schwingungen um die horizontale Lage.

OA und OB seien die beiden Drihte, a ihr Neigungswinkel gegen
die Horizontale, AB die horizontale Gleichgewichtslage des Stabes. A’B’
sei eine andere Lage, ® der Winkel zwischen AB und 4’B’. Dann ist
& die Winkelgeschwindigkeit und ® die Winkelbeschleunigung des Stabes.
Der Momentanpol in einer beliebigen Lage ist der Schnittpunkt der in
den Endpunkten des Stabes errichteten Senkrechten OA und OB. Wir

S

Fig. 76.

wollen mit I, I’ die den Lagen AB und A’B’ entsprechenden Lagen
des Momentanpols und mit G, G’ die zugehérigen Schwerpunktslagen
bezeichnen (Fig. 76).

Das Moment der Beschleunigungskraft um I’ ist
m (k% + I'G’?) 6,

worin m die Masse des Stabes und k seinen Trigheitsradius um den
Schwerpunkt bedeuten. Fiir I'G’ konnen wir mit geniigender Annihe-
rung IG setzen.

Die auf den Stab wirkenden Kriifte sind sein Gewicht und die
Auflagerkrifte an seinen Enden. Die Wirkungslinien dieser Auflager-
krifte gehen durch I. Nun ist OI' ein Durchmesser eines Kreises, in
dem A’B’ eine Sehne und A’OB’'— n — 2« der zugehirige Peripherie-
winkel ist. Infolgedessen hat OI' konstante Linge und II’ ist an-
nihernd senkrecht auf OI und horizontal. Ebenso ist GG’ annihernd
senkrecht zu IG und horizontal, so daB das Moment des Gewichtes um
I' gleich —mg (IT — G@’) ist.
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Damit haben wir die Momentengleichung
mE + I6®) & =—mg (IJ' — GG).
Nun sei 2a die Stablinge. Wir haben dann
II' = BB’ sec o« = IB 6 sec & — a & cosec o sec o;
GG'=1GO®=aBcota,
und unsere Gleichung 1dBt sich daher schreiben

ma? (3 4 cot?a) & ——m g a O (sec « cosec & — cot a).

Die rechte Seite ist —mga &tana, und somit ist die Bewegung
in bezug auf © die gleiche, wie die eines mathematischen Pendels von

der Liinge a cot ot (} 4 cot?® ).

238. Beispiele. 1. Ein homogener Stab von der Linge 2a und
der Masse m wird durch zwei gleiche, undehnbare Fiden, von denen
jeder die Lange ! hat, in horizontaler Lage gehalten. Von jedem Faden
ist das eine Ende am Stab, das andere an einem festen Punkte an-
gebunden, so daB die Fiden mit der Vertikalen gleiche Winkel a bilden.
Plotzlich wird ein Faden durchgeschnitten. Man beweise, daB die Spann-
kraft im andern im selben Augenblick

m g coso
1+ 3 cos?a

wird und daB die Winkelbeschleunigungen des bleibenden Fadens und
des Stabes im ersten Augenblicke im Verhaltnis

stehen. asino: 3!l cos2a

2. Eine homogene, dreieckige Platte wird durch drei gleiche, verti-
kale und in ihren Eckpunkten befestigte Fiden in horizontaler Lage
gehalten. Man beweise, daB in dem Augenblick, in dem einer der Fiden
zerschnitten wird, die Spannung in jedem der beiden andern auf die
Hilfte sinkt.

3. Im obersten Punkte. einer glatten festen Kugel vom Radius a
ist ein glatter vertikaler Stab eingesetzt. Ein anderer homogener Stab,
von der Liénge 2b, der gezwungen ist, mit seinem cberen Ende an dem
ersten Stab zu bleiben, befindet sich auf der Kugelfliche in Ruhe. Sein
Schwerpunkt habe den Abstand ¢ vom Beriihrungspunkt. Man beweise,
da in dem Augenblick, in dem der Zwang aufgehoben wird, sich die
Auflagerkraft auf der Kugel im Verhiltnis

) b(b—c): (b®4-3¢?)
verringert. )

4. Ein gleichformiger Stab von der Linge 2a liegt in horizontaler
Lage in einer glatten Schiissel, die"die Farm einer Umdrehungsfliche
mit vertikaler *‘Achse hat. In den Endpunkten des Stabes habe die
Meridiankurve den Kriimmungsradius o¢; die Normale bilde in diesen
Punkten einen Winkel & mit der Vertikalen. .Man beweise, daB fiir
kleine Schwingungen in der durch die Gleichgewichtslage des Stabes
gelegten Vertikalebene die reduzierte Pendellinge

1 (14 2cos?a)

3780 gsinda)

betrigt, vorausgesetzt, daB dieser Wert positiv ist.

20*
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5. Ein homogener Stab von der Linge 2a gehe durch einen glatten
Ring, der in einer Hohe b ‘iiber. dem tiefsten Punkte einer glatten
Schiissel befestigt ist, die die Form einer Umdrehungsfliche mit vertikaler
Achse hat. Der Stab steht zunidchst vertikal und ist in Ruhe. Der
Kriimmungsradius der Meridiankurve im tiefsten Punkte sei ¢. Man
beweise, daBl die reduzierte Pendellinge fiir kleine Schwingungen

1 {a+3@—bp

3 b2 —ac

ist, vorausgesetzt, daB. dies einen positiven Wert gibt.

6. Ein homogener Stab von der Linge 2a ist in der in Beisp. 1
angegebenen Weise aufgehéingt. Der Abstand der festen Punkte, in
denen die Fiden angebunden sind, sei 2 (¢ - 1sin ). Man beweise, dafl
fiir kleine Schwingungen in der durch die Faden gehenden Vertikalebene
die reduzierte Pendellinge

1 1+ 2 cos2a
3 atoos a-lsina
ist.

Vermischte Beispiele. 1. Man beweise, daB die Beschleunigungen
aller Punkte, die auf einem durch den Beschleunigungspol gezogenen
Kreis liegen, nach einem gemeinsamen Punkt gerichtet sind.

2. Ein gerader Stab bewege sich in beliebiger Weise in einer
Ebene. Man beweise, daB in jedem beliebigen Augenblick die Bewegungs-
richtungen aller Punkte des Stabes Tangenten an einer Parabel sind.

3. Ein Seil lanft um eine rauhe Rolle, die sich in beliebiger Weise
in ihrer Ebene bewegt, so daB das Seil straff bleibt. Man beweise, daf3
die Bewegungsrichtungen aller Seilpunkte, die mit der Rolle augenblick-
lich in Beriihrung sind, Tangenten an einem Kegelschnitt sind.

4. Eine homogene, dreieckige Platte ABC ist so aufgehiéngt, daB
sie sich in ihrer eigenen (Vertikal-) Ebene um den Winkel 4 drehen
kann. Man beweise, daB die reduzierte Pendellinge

1 3@®+4c%)—a?
" 4 V2 (0P ¢ — a2
ist.
5. Eine homogene, dreieckige Platte ABC wird gezwungen, sich in
einer Vertikalebene derart zu bewegen, daBl ihre Eckpunkte auf einem

festen Kreise bleiben. Man beweise, dal die Bewegung dieselbe wie die
eines mathematischen Pendels von der Linge

R (1 — 2 cos A cos B cos C)
V1 — 8 cos A cos B cos C

ist, wenn R den Radius des dem Dreieck umgeschriebenen Kreises
bedeutet. ‘

6. Ein Uhrpendel besteht aus einem Stab mit einem beweglichen
Gewicht, dessen Schwerpunktlage in der Mittellinie des Stabes beliebig
verstellt werden kann. Wenn die Uhr an einem Tage n,, n,, n; Minuten
vorgeht, habe der Schwérpunkt des Gewichtes von der Aufhingeachse
des Pendels die entsprechenden Abstinde x,, x;, ;. Man beweise, daBl
fiir die richtig gehende Uhr die reduzierte Pendellinge o
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52 67 (On? — 6.7
z &, (6m2 - 01!2)

betriigt. Hierin bedeuten I, m, n in zyklischer Reihenfolge die Zahlen
1, 2, 3und9—1+l440,

Gliedern, die man erhiilt, wenn man der Reihe nach 1, 2, 3 fiir
einsetzt.

7. Zwei gleiche Kreisringe vom Radius a, die miteinander fest ver-
bunden sind, so daB ihre Ebenen einen Winkel 2 ot einschlieBen, werden
auf einen rauhen horizontalen Tisch ge tellt. Man beweise, daB die
reduzierte Pendellingé des Systems

; jede der Summen besteht aus drei

¥ acos « cosec?a (1 4 3 cos? )
ist.

8. Ein diinner gleichférmiger Stab, dessen eines Ende sich reibungs-
frei um ein Scharnier zu drehen vermag, wird aus der horizontalen Lage
fallen gelassen. Man beweise, daB in dem Augenblick, fiir welchen die
Horizontalkomponente der Auflagerkraft im Scharnier ein Maximum

wird, die Vertikalkomponente u des Stabgewichtes betrigt.

8
9. Eine homogene Kugel von der Masse M und dem Radius a
schwingt unter dem EinfluB der Schwere um eine feste horizontale
Tangente als Achse. Die Winkelgeschwindigkeit w der Kugel in ihrer
tiefsten Lage sei bekannt. Man suche fiir jede Lage die Kraft, mit der
die Achse beansprucht wird, und beweise, daB in den Umkehrpunkten
der Bewegung die Wirkungslinie der resultierenden Achsenkraft senk-
recht zur Verbindungslinie des Kugelmittelpunktes mitodem Beriihrungs-
10g
7a’

10. Ein homogener rechteckiger Klotz von der Masse M liegt auf
einem Eisenbahnwagen, mit zwei Seiten senkrecht zur Fahrtrichtung;
die Unterkante der Vorderseite ist durch ein Scharnier mit dem Boden
des Wagens verbunden. Plotzlich hilt der Zug und der Klotz vermag
gerade noch iiberzukippen. Welche Fahrtgeschwindigkeit war vorhanden?
Man beweise, daB in diesem Falle entweder die Horizontal- oder die
Vertikalkomponente der Scharnierkraft verschwindet, wenn der Winkel,
den die durch das Scharnier und den Schwerpunkt des Klotzes gelegte
Ebene mit der Horizontalebene einschlieBt, die Werte arc sin } bzw.
arcsin } annimmt. Man zeige ferner, daB die resultierende Scharnier-

punkt der Kugel und ihrer Achse steht, wenn w?®=

kraft ein Minimum wird und den Wert —1—Mg \/lji erreicht, wenn der
besagte Winkel arc sin% ist.

11. Eine Eisenbahnwagentiir, deren Angeln, die als reibungsfrei
angenommen seien, nach der Maschine zu liegen, steht offen, und zwar
senkrecht zur Fahrtrichtung. -Der Zug fihrt mit einer Beschleunigung f

|1/2n

T2% | L2 e
an. Man beweise, daB die Tiir nach der Zeit ‘/a +k it

2af \/sm e
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a22 af = zuschligt, worin 2a die Breite

einer Winkelgeschwindigkeit

der Tir und k ihr Trigheitsradius um die vertikale Schwerachse ist.

12. Ein massiver homogener Zylinder liegt auf einem horizontalen
Eisenbahnwagen mit seiner Achse senkrecht zur Fahrtrichtung. Plotz-
lich fihrt der Zug mit einer gegebenen Geschwindigkeit an, die er
stindig beibehdlt. Man beweise, daB der Zylinder zunichst gleitet und
spiter auf dem Wagen rollt, und ermittele die Zeit, die verstreicht, bis
er zu rollen beginnt.

13. Auf eine rechteckige rauhe, ebene Platte, die anfangs horizontal
ist und die sich um eine horizontale Schwerachse frei bewegen kann,
wird ein Massenpunkt gebracht. Man zeige, da8 der Massenpunkt zu
rutschen beginnt, wenn sich die Ebene um einen Winkel

2
arc tan MMa -
Ma® F 9me*

gedreht hat. Hierin bedeuten x den Reibungskoeffizienten, 2a die
Linge der Platte senkrecht zu ihrer Achse, ¢ den Abstand des Massen-
punktes von dieser Achse und M, m die Massen der Platte und des
Massenpunktes.

14. Auf die hochste Erzeugende eines rauhen Zylinders mit horizon-
taler, fester Achse wird eine homogene Kugel gestellt. Ein wenig aus
dieser Gleichgewichtslage gebracht, rollt die Kugel so lange auf dem
Zylinder, bis die durch die Kugelmitte und die Zylinderachse gelegte
Ebene einen Winkel « mit der Vertikalen einschlieBt. Man beweise,
daB o die Gleichung erfiillt

17ucosot—2sina =10 ;

u ist dabei der Reibungskoeffizient.

15. Die Enden eines geraden homogenen Stabes von der Masse m
vermogen auf einem rauhen, homogenen, nach einem Kreise gebogenen
Draht von der Masse M zu gleiten, und das ganze System bewegt sich
in einer Ebene ohne Einwirkung von &#uBleren Kriften. Der iiber dem
Stab als Sehne stehende Zentriwinkel sei 2 x. Wenn keiner der Aus-
driicke

(M - m) sin®ot 4 3 M cos?a + u sin & cos & (m — 3 M)

negativ wird (u ist der Reibungskoeffizient) und wenn der Stab sich
anfangs mit der Winkelgeschwindigkeit £ um den Mittelpunkt dreht,
wihrend der Draht in Ruhe ist, so wird der Stab nach Verlauf
der Zeit

(M 4+ m) [(M -+ m) sin® a -+ 8 M cos® & | u? msin® « — 2 u® Msin® o
umQ[(M-+ m)sine 4 3 Mcos>a]

relativ zum Draht in Ruhe kommen.

16. Uber einen rauhen, horizontalen Tisch wird eine flache, kreis-
formige ‘Scheibe vom Radius @ geworfen. Die Reibung zwischen Tisch
und Scheibe fiir ein Element ot sei ¢V3mo; hierin ist V die Geschwindig-
keit des Elements und m die Masse der Flicheneinheit. Sind %, und
w, die Geschwindigkeit des Schwerpunkts und die Winkelgeschwindigkeit




Die zweidimensionale Bewegung eines starren Korpers. 311

der Scheibe am Anfang, so erfiillen die entsprechenden Geschwindig-
keiten %, w zu einer spiteren Zeit die Gleichung

Bul—atw?)? wo
Bul?—atw,?®  u? w,”

17. Ein homogener Kreisring bewegt sich ohne Einwirkung duBerer
Krifte auf einer rauhen Kurve, deren Kriimmung iiberall kleiner als
die des Ringes ist. Der Ring wird in einem Punkte 4 der Kurve fort-
geschleudest und beginnt in einem Punkte B zu rollen. Man beweise,

daB der Winkel zwischen den Normalen in 4 und B gleich —:Tlog2 ist,

wenn u den Reibungskoeffizienten bezeichnet.

18. Eine homogene, massive Halbkugel von der Masse M und dem
Radius ¢ mit glatter Grundfliche wird mit ihrem Scheitel nach unten
auf eine rauhe, horizontale Ebene gebracht. In einem Abstand ¢ vom
Mittelpunkt der Grundfliche wird auf diese ein materieller Punkt von
der Masse m gelegt. Man zeige, daBl die Halbkugel auf der Unterlage
zu rollen oder zu gleiten beginnt, je nachdem der Reibungskoeffizient
zwischen der Halbkugel und der Ebene groBer oder kleiner ist als

25 mac
26 (M -+ m)a®-}40me?’

19. Eine homogene Kugel vom Radius a liegt anfangs in Ruhe
auf einer horizontalen Ebene. Diese Ebene wird in eine horizontale
hin und her gehende Bewegung versetzt, so daB ihre Verschiebung zur
Zeit t gleich b cos nt ist. Man beweise, daB fiir einen Reibungs-
rn—a

. 2bnt .
koeffizienten p, der kleiner als " ist, zu den Zeiten das

7

Rollen in Gleiten iibergeht. Hierin ist r eine positive ganze Zahl und
o die Kkleinste positive Wurzel der Gleichung cosat;ﬁi. Ebenso

zeige man, dafBl zu den Zeiten rn_;b}—y das Gleiten in Rollen iibergeht

(ausgenommen das erste Mal); unter y ist hierbei die kleinste positive
Wurzel der Gleichung
Tugr+o)

sin y 4 sin ot = 1Y
zu verstehen.

20. Eine homogene Kugel von der Masse M ruht auf einer rauhen
Planke von der Masse M’, die auf einer rauben horizontalen Ebene
liegt; die Planke wird in ihrer Lingsrichtung plétzlich mit der Ge-
schwindigkeit ¥ in Bewegung gesetzt. Man zeige, daB die Kugel zuerst
auf der Planke gleit?n und dann rollen wird, und daB das ganze System

zu einer Zeit nach Beginn der Bewegung zur Ruhe kommt,

MV
ng (M4 M)
wobei p den Reibungskoeffizienten fiir beide Reibungsflichen bezeichnet.

21. Auf der QOberfliche eines Brettes von der Masse M, das auf
einem Tische liegt, wird eine Kugel von der Masse m so in Bewegung
gesetzt, daB die Anfangsgeschwindigkeit ihres Mittelpunktes in die
Vertikalebene fillt, welche diesen Mittelpunkt und den Schwerpunkt
des Brettes enthilt. AuBer der Anfangsgeschwindigkeit V hat die Kugel
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noch eine Winkelgeschwindigkeit 2 um eine horizontale Achse, die
senkrecht zur Anfangsrichtung der Bewegung steht. Der Reibungs-
koeffizient zwischen dem Brett und der Kugel ist x, die Reibung
zwischen Tisch und Brett werde vernachlissigt. Man beweise, daf
nach der Zeit

V—af

ug (1-{—%:-4_%)

die Bewegung gleichférmig wird und daB dann die Geschwindigkeit
des Brettes

m
a? m
Hwtw

22. Eine Rolle von der Masse M und dem Radius a liegt auf
einer rauhen Unterlage, wobei x der Reibungskoeffizient ist. Auf der
Rolle ist ein diinner Faden so aufgewickelt, daB er auf einer mit der
Rolle gleichachsigen Zylinderfliche vom Radius b (< a) liegt. Das freie
Fadenende lduft vertikal nach oben iiber einen glatten Stift, der sich
in einer Hohe kb iiber dem Rollenmittelpunkt befindet, und trigt einen
Korper von der Masse m. Unter der Voraussetzung, daB

2
[ g ﬁ}
—_— —_ e

‘“<(M—m)a oder daB M<m|l1—b P
ist, beweise man, da der Draht von der Rolle abgewickelt wird.

23. Eine Gartenwalze, deren Handhabe als masselos angenommen
werde, ruht auf einer Horizontalebene und wird durch eine Kraft P
gezogen, die unter einem Winkel o gegen die Horizontale angreift. Man
zeige, daB die Walze nur dann rollen wird, wenn

ist.

mb

P~{sino:sin ® - cos x cos P }gW-sin @

a®+ k®
ist; hierin bedeuten @, k, W den Radius, den Trigheitsradius um die
Achse und das Gewicht der Walze, sowie & den Reibungswinkel
zwischen Walze und Boden.

24. Uber zwei rauhe Zylinder mit den Radien r,, r,, die auf
einem rauhen Tische ruhen, ist eine rauhe Planke gelegt. Man beweise,
daB das System unter gewissen Bedingungen sich aus der Ruhelage so
zu bewegen beginnt, daB jeder Zylinder mit der unverinderlichen Be-
schleunigung

Mgsin 2
( j k. k,?
my (14— )4 my {1+ =) 44 Mcos®a
\ r,? 7,
rollt; hierin ist sino=—* ;—f ?; d ist die Anfangsentfernung zwischen

den Zylinderachsen. :
25. Auf einer Horizontalebene rollt ein Kreiszylinder vom Radius ¢,
dessen Tragheitsmittelpunkt einen Abstand b von der Achse hat. Man
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beweise, daB beim Hin- und Herschwingen seine Winkelgeschwindigkeit
durch eine Gleichung von der Form gegeben ist

1 62 (k®+ a4 b° — 2 ab cos ©) = gb (cos @ — cos @) .

26. Auf einer festen, glatten Kugel liegt obenauf ein diinner,
homogener Ring, wobei sein Mittelpunkt mit dem vertikalen Kugel-
durchmesser zusammenfillt und sein Durchmesser in der Kugel den
Zentriwinkel 2 bestimmt. Man beweise, da3 der Ring bei einer leichten
Verschiebung erst die Kugel zu verlassen beginnt, nachdem sich seine
Ebene um einen Winkel & gedreht hat, der aus der Gleichung folgt

sin (@ + o) sin ot = 2 cos?a (2 — 3 cos O) .

(Es werde die Annahme gemacht, daB die Auflagerkraft zwischen
Kugel und Ring nur in dessen hichstem und tiefstem Punkte angreift.)

27. In einér glatten Kugel vom Radius a liegt ein homogener
Stab von solcher Linge, daB die nach seinen Endpunkten gezogenen
Radien senkrecht aufeinander stehen. Der Stab wird nun derart in
Bewegung gebracht, daB seine Endpunkte auf der Kugel bleiben und
in einer Vertikalebene volle Umdrehungen machen. Die Anfangs-
geschwindigkeit des Stabmittelpunktes werde mit V bezeichnet. Man

beweise, dal B
Ve>ga(3y2 44 y202).

28. Zwei homogene Stibe von gleicher Linge a‘/é und gleicher
Masse sind je mit einem Ende so miteinander verbunden, daB sie senk-
recht aufeinander stehen. Diese Stibe werden iiber zwei glatte Bolzen
gelegt, die in gleicher Héhe liegen und einen Abstand ¢ voneinander
haben, und bewegen sich in einer Vertikalebene. Man beweise, daBl die
Winkelgeschwindigkeit des Scheitels des rechten Winkels auf dem von
ihm beschriebenen Halbkreise durch eine der Gleichungen

é”(%a’— accos } D+ c?)+4g(acos i P — ccos $P)==const
gegeben ist und daB fiir kleine Schwingungen die reduzierte Pendellinge
$@2a*4-3¢*—3ac)(4c—a)

ist.

29. Zwei gleiche und homogene Stibe, von denen jeder die Masse m
und die Linge 2 ¢ hat, vermigen sich um ihre in gleicher Héhe und
im Abstand 2 a voneinander befindlichen Mittelpunkte frei zu drehen.
Wahrend die Stidbe horizontal liegen . und sich dabei mit ihren Enden
beriihren, wird eine homogene Kugel von der Masse M und dem Radius ¢
vorsichtig in diesem Beriihrurigspunkte darauf,gelegt. Unter der Voraus-
setzung, daB- 9 M(a®-}- %) =2 m (a® — c?? jst, beweise man, daB die
Kugel beim Verlassen der Stibe eine halb so groBe Geschwindigkeit
besitzt, wie sie sie in dieser Lage beim freien Fall erlangt haben wiirde.

. 30. Ein elastischer Faden vom Elastizititsmodul 4 ist' um den
glatten Rand einer homogenen Kreisscheibe von der Masse m gewunden.
Sein eines Ende ist am Umfang der Scheibe, das andere im hdchsten
Punkte einer schiefen Ebene vom Neigungswinkel a (gegen die Horizon-
tale) befestigt, auf der die Scheibe lings einer Fallinie in einer Vertikal-
ebene herunterrollt. Der gerade Teil des Fadens deckt sich dabei
stindig mit dieser Fallinie. Anfangs besitze der Faden seine natiirliche
Linge ! und sei vollstindig auf dem Umfang der Scheibe aufgewunden,
die sich dann naturgemdB im hochsten Punkte und in Ruhe befindet.
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Man beweise, daB der Faden zu irgendeiner Zeit ¢, wihrend er noch
nicht vollkommen abgewickelt ist, die Spannung

2 o insint {1 £ /52

3 mgsinasin®y im
hat.

31. Zwei gleiche Zylinder von der Masse m, die durch ein leichtes,
elastische Band von der Spannung 7' verbunden sind, rollen mit hori-
zontal gestellten Achsen eine rauhe, schiefe Ebene von der Neigung «
herunter. Man zeige, daB ihre Beschleunigung lings dieser Ebene

2 . ( 2uT )
g gsme 1 mg sin &
ist, wobei x4 den Reibungskoeffizienten zwischen den Zylindern bedeutet.
32. Ein Wagen liuft einen Weg herunter, der unter einem Winkel o
gegen den Horizont geneigt ist. Die Riider sollen sich gleichmiBig tief
in den Boden eindriicken. Der Schwerpunkt liege mitten zwischen den
Riidern. Bezeichnen M die Masse des Wagengestells, m die Masse,
mk® das Trigheitsmoment und & den Radius jedes Riderpaares und
versteht man unter B einen von der Bodenbeschaffenheit abhingigen
Winkel, so ist die Beschleunigung

(M + 2 m) sin (¢ — B) g
(M—}—2m)co:sﬂ—}~2mk2

aﬁ

33. Ein Stab AB, dessen Dichte iiber seine Linge hin nach einem
beliebigen Gesetz verschieden ist, schwingt als Pendel um eine durch
A gehende horizontale Achse. Man beweise, daB das groBte Biegungs-
moment in einem Punkt P auftritt, der sich aus der Bedingung ergibt,
daB der Massenmittelpunkt des Teiles PB der Schwingungsmittelpunkt
des Pendels ist.

34. Ein halbkreisférmiger Draht ACB, dessen Liniendichte pro-
portional dem Abstand vom Halbmesser AB ist, drehe sich in seiner
Ebene, die vertikal stehe, mit der gleichférmigen Winkelgeschwindig-
keit « um den festen Punkt A. Man beweise, daB das Biegungs-
momentim Mittelpunkt C des Bogens AB fiir die vertikale Lage von AB
verschwindet, falls

(4 —m)g
*=Ve—ma
vorausgesetzt, daB die die Drehung aufrechterhaltende Kraft sn dem
Drahtstiick 4 C angreift.

35. Das eine Ende eines homogenen Stabes von der Masse m ist
mittels ‘eines Zapfens mit dem Mittelpunkte emer homogenen Kreis-
scheibe von der Masse M befestigt, die auf einer Horizontalebene rollt.
Das andere Stabende beriihrt eine glatte, vertikale Wand. Die Wand-
ebene stehe senkrecht zur Ebene der Kreisscheibe, in die der Stab mit
hineinféllt. Man beweise, daB der Stab in dem Augenblicke, in welchem
er die. Wand verliBt, gegen die letztere unter einem Winkel © geneigt
ist, der sich aus der Gleichung ergibt

‘:)Mcoa;*’@—{—ﬁmcos & —4mcosa=0.
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Hierbei ist vorausgesetzt, daB das System seine Bewegung aus der
Ruhelage ® — « beginnt.

37. Eine homogene Kugel von der Masse M und dem Radius a
steht auf einer Horizontalebene und beriihrt dabei eine vertikale Wand.
Eine zweite homogene Kugel von der Masse m und dem Radius b (< a)
liegt auf der ersten und beriihrt ebenfalls die Wand, wobei die beiden
Kugelmittelpunkte in eine zur Wand senkrechte Ebene fallen. Unter
der Annahme, daB alle Oberflichen vollkommen glatt sind, beweise man,
daB sich die Kugeln trennen, sobald die Verbindungslinie ihrer Mittel-
punkte mit der Horizontalen einen Winkel © einschlieBt, der durch die
Gleichung bestimmt ist

(a+ b) {(M — m) sin® © + 3 m sin O} — 4 m yab.

37. Auf einer glatten, horizontalen Ebene liegt ein glatter Kreis-
zylinder von der Masse M und dem Radius ¢; auf diesem Zylinder ruht
eine schwere, gerade Schiene von der Masse m und der Liinge 2a. Das
eine Ende der Schiene beriihrt den FuBboden. Man beweise, daB bei
der vor sich gehenden Bewegung (von der angenommen sei, daB sie in
einer Vertikalebene erfolge) die Schienenneigung gegen die Vertikale
durch die Gleichung gegeben ist

L O N S ——1
=ga (cos x—cos O);

hierin bezeichnet o den Anfangswert von €.

38. Eine homogene Hohlkugel von der Masse M habe den AuBen-
radius .a und den Innenradius b. Wihrend die Kugel auf einer
Horizontalebene rollt, bewegt sich im Innern der Kugel ein Massen-
punkt ohne Reibung. Man zeige, daB der Winkelabstand ® des Massen-
punktes vom vertikalen Kugeldurchmesser zur Zeit ¢ durch die Gleichung
bestimmt wird

1(7 AN g
?(?M+msm 9) 02 = <~5 M—{—m) (cos@—cosa)-—l;——,
worin o den Hochstwert von @ bezeichnet.

39. Ein Kreiszylinder vom Radius ¢ und vom Trégheitsradius &
rollt im Innern eines festen, horizontalen Zylinders vom Radius 6. Man
beweise, daB sich ‘die durch die beiden Zylinderachsen bestimmte Ebene
wie ein mathematisches Pendel von der Lénge

bewegt. ¢—a (1 + %:_)

Der zweite Zylinder mag sich um seine Achse frei drehen konnen.

Der erste Zylinder habe die Masse m, das Trigheitsmoment des zweiten
um seine Achse sei MK®. Man beweise, daB in diesem Falle die redu-
2 2

(b—a)rfl_—l;r_pz ist, worin n:% -+ LLn[IbZE zu setzen
ist. Man zeige ferner, daB der Druck zwischen den beiden Zylindarn
proportional der Tiefe ihrer Beriihrungslinie unter einer. Ebene ist, die

um 2—17—"_3_0_;;“ unter der festen Achse liegt. Hierin ist 2 & der Schwin-

gungswinkel.

zierte Pendellinge
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40. Auf einem ebenen Wege stehe eine Gartenwalze, die Handhabe
senkrecht nach oben. Der Griff wird bis zur Horizontalen niedergedriickt,
zuarst in Ruhe gehalten und ‘dann wieder losgelassen. Man beweise,
daB die Winkelgeschwindigkeit der Handhabe um die Walzenachse durch
die Gleichung gegeben ist

—;—11.52 ! ;i,lcos’-(l’Kg =gcos?P.
o (1)
m R?

Hierin bezeichnen R den Walzenradius, K den Trigheitsradius der
Walze um ihre Achse, M ihre Masse und m die Mass> der Handhabe.
h deren Schwerpunktsabstand von der Achse und schlieBlich ! die redu-
zierte Pendellinge der Handhabe bei festgehaltener Walze.

41. Ein homogener Kreisring vom Radius a vermége lediglich in
einer Horizontalebene auf einer festen horizontalen Geraden zu rollen.

Auf dem Ring soll ein Massenpunkt reibungsfrei gleiten, der i-Amal

so viel Masse hat wie der Ring. Wenn anfangs der Ring in Ruhe ist
und der Massenpunkt von dem von der festen Geraden entferntesten
Punkte mit der Geschwindigkeit v lings des Ringes in Bewegung ge-
setzt wird, so dreht sich der Ring in der Zeit ¢ um einen Winkel

(ﬂ sin )
Vo — 1)
2141 ’

worin 1y den Winkel bezeichnet, um den sich der durch den Massen-
punkt gehende Durchmesser in derselben Zeit gedreht hat. Man be-
weise ferner, daB

Yy

vtV2i=a [V21{sin?0d0.
0

42. Ein gleichformiger Stab ist mit seinen Enden an zwei Fiden
aufgehéingt, die an zwei in einer horizontalen Linie liegenden Punkten
A, B befestigt sind. AB ist gleich der Lidnge des Stabes; die Fad:n
sind nicht gekreuzt und haben die Lingen ¢ und a1, wobei 1 eine
kleine GroBe ist. Der Stab werde in seiner Vertikalebene in Schwin-
gungen versetzt. Man beweise, daB die Winkelgeschwindigkeit des in
A befestigten Fadens in der um O gegen die Vertikale geneigten Lage
etwa um

;/9—)%0@ o %(taw 1 eco )
'\2a3 (cos ® — cos o) n* 6 — 5-sec O sec a

groBer ist, als sie sein wiirde, wenn A Null wire. Hierin bedeutet o
den Wert der Amplitude von ©® in einer Ruhelage, jedoch unter der
Annahme, daB « nicht nahezu ein Rechter wird.

43. Ein homogener Stab, der sich um einen festen Punkt seiner
Achse frei drehen kann, beriihrt im Abstand ¢ von dem Drehpunkt den
rauhen Umfang einer Kreisscheibe von der Masse m, dem Radius a
und dem auf ihren Mittelpunkt bezogenen Trigheitsradius k. Das System
liegt zunidchst in einer glatten, horizontalen Ebene in Ruhe. Plétalich
wird dem Stab eine Winkelgeschwindigkeit 2 erteilt, so da8 auch die
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Scheibe ihre Lage éindert. Man beweise, da bei der nunmehr folgen-
den Bewegung der Abstand r des Berithrungspunktes von dem festen
Punkte die Gleichung befriedigt

k2
(MK®-+mr?) (1 -+ t?*)
iﬁ
Hierbei bezeichnet MK? das Trigheitsmoment des Stabes um die feste

Achse; auBerdem wird vorausgesetzt, dafl der Scheibenumfang rauh ge-
nug ist, um ein Gleiten zu verhindern.

= (ME*+ me) (k4 a® + * — ¢%) .

44. Ein gleichférmiger Stab.stiitzt sich mit seinem unteren Ende
gegen einen glatten Tisch und wird aus einer beliebig geneigten Ruhe-
lage losgelassen. Man zeige, daB sein Mittelpunkt beim Auftreffen auf

den Tisch die Geschwindigkeit y/§ gh hat, wobei h die Fallhohe des Stab-
mittelpunktes bedeutet. Man beweise ferner, daf in dem Augenblicke,
in dem der Mittelpunkt den Tisch erreicht, die Stiitzkraft des Tisches
ein Viertel des Stabgewichtes betrigt. ’ o

45. Bewegt sich ein Massenpunkt in einer kreisformig gebogenen
Rohre, die zunichst auf einer glatten Horizontalebene festgehalten wird,
und liBt man die Rohre los, so beschreibt der Mittelpunkt der Rdhre
eine Trochoide.

46. Eine homogene Kugel von der Masse m rollt auf der hori-
zontalen oberen Fliche eines Keils von der Masse M, wihrend die un-
tere Keilfliche reibungsfrei auf einer unter dem Winkel o gegen die
Horizontale geneigten festen Ebene gleitet. Wir wollen annehmen, da
das System sich aus der Ruhelage zu bewegen beginnt, und daB die
ganze Bewegung sich in einer Vertikalebene abspielt. Wenn der Keil
nach der Zeit t sich gegeniiber der Ebene um die Strecke = verschoben
hat und die Kugel in der gleichen Zeit auf der Keilfliche eine Strecke s
gerollt ist, so stehen diese GroBen in der folgenden Beziehung

x———’z-ssecocff 7(\M+m)sinoz
B T eI M+ (T —5cor ) my’®

47. Auf einem Rad, das sich um seine horizontale Achse frei
drehen kanm, sitzt im tiefsten Punkte eine Fliege von der Masse m.
Die Fliege beginnt plotzlich lings des Radkranzes relativ zum Rade
mit der konstanten Geschwindigkeit ¥V zu laufen. Man beweise, daB
sie niemals bis zum hochsten Punkte des Rades gelangen kann, wenn
nicht V wenigstens gleich

m a’ ( ma‘-’)
2Vga grs (1 + 300

ist. Hierin bedeuten @ den Radius des Rades und MK* das Trigheits-
moment um seine Achse.

48. Auf einer rauhen schiefen Ebene von der Neigung o wird ein
diinner Hohlzylinder vom Radius ¢ und der Masse M in horizontaler
Ruhelage gebalten. Ein Insekt von der Masse m, das anfangs im In-
nern auf der Mantellinie sitzt, in der der Zylinder die Ebene beriihrt,
beginnt' den Zylinder mit der Geschwindigkeit ¥V hinauf zu kriechen.
Gleichzeitig wird dieser dabei losgelassen. Wird die Relativgeschwindig-
keit aufrechterhalten und rollt der Zylinder bergan, so wird er in dem

2.
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Augenblik in Ruhe kommen, in dem der durch das Insekt gehende Ra-
dius mit der Vertikalen den Winkel © bildet, der durch die Gleichung
bestimmt ist

V2{1 — cos (6 — )} -} ag (cos o« — cos O) = (1—{—%) ag(® — a)sina.

49. Ein starres Quadrat ABCD, das aus vier gleichen, homo-
genen Stiben von der Linge 2a besteht. liegt auf einer glatten hori-
zontalen Tischfliche und kann, sich um einen festen Eckpunkt A frei
drehen. Ein Kifer von einer Masse gleich der eines Stabes beginnt
-von der Ecke B aus auf dem Stabe BC mit gleichférmiger Geschwindig-
keit V relativ zum Stabe entlang zu kriechen. Man beweise, daB das
Quadrat sich zu einer beliebigen Zeit £, ehe der Kiifer C erreicht hat.

um den Winkel - N
‘/ 8 otan (7t ‘/ 3 )
ﬁ al an ;‘ 5—2-

50. Die Ecken A4, B eines homogenen rechteckigen Bleches 4 BCD
konnen auf zwei glatten, festen und starren Stiben O A4, OB gleiten,
die aufeinander senkrecht stehen, in einer und derselben Vertikalebene
liegen und gegen die Vertikale gleiche Neigung haben. Die Blechscheibe
befindet sich im Gleichgewicht, wenn AB horizontal ist. Man ermittle
die Geschwindigkeit, die durch einen lings der tiefsten Kante CD er-
teilten Impuls hervorgerufen wird.

Sind AB=2a und BC=4a, so wird sich die Platte gerade so-
weit bewegen, daB die Kante AB eben noch mit einem Drahte zur
Deckung kommt, falls der Impuls so groB war, wie er sein miiite, um
einer Masse gleich der des Bleches eine Geschwindigkeit

gedreht haben wird.

3Vag(a—2y2)
zu erteilen.

51. Ein homogener, starrer, halbkreisférmig gebogener Draht dreht
sich in seiner eigenen Ebene um ein an einem Ende angebrachtes
Scharnier und wird durch einen StoB, der auf das andere Ende in tan-
gentialer Richtung an den Kreis ausgeiibt wird, plétzlich zur Ruhe ge-
bracht, Man beweise, daB das plétzlich auftretende Biegungsmoment
in dem Punkte am grioBten ist, dessen Winkelabstand @ vom Scharnier
sich aus der Beziebung

d-tan § =1
ergibt.

52. Ein Massenpunkt von 'der Masse m stoBt gerade auf ein
ruhendes, glattes, homogenes Rotationsellipsoid von der Masse M und
den Halbachsen @, b, ohne -daB dabei Energie verloren geht. Man be-
weise, daB man den StoSpunkt so wihlen kann, daB der Massenpunkt
in Ruhe kommt, falls die Bedingung erfiillt wird

M ab
—
1 < < 6 10 aﬁ b2 .
53. . Eine homogene Kreisscheibe ist mit den Enden ihres horizon-

talen Durchmessers an zwei Fiden aufgehiingt, die gegen die Horizon-
tale gleiche Winkel o bilden, und zwar so, daB ihre Ebene vertikal
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steht. Man beweise, daB nach Zerschneiden eines Fadens die Span-
nung im anderen sich im Verhiltnis

2sin? o : (14 28in® @)
vermindert.

54. Ein homogenes Brett in Form eines gleichseitigen Dreiecks ist
mit seinen Ecken an drei gleichen Schniiren aufgehingt, die an den
Ecken eines #dhnlichen und in einer Horizontalebene Jiegenden festen
Dreiecks angebunden sind. Die durch je zwei Fiden gelegte Ebene
bilde mit der Horizontalebene den Winkel «. Man beweise, daB8 nach
Zerschneiden eines Fadens sich die Spannungen in den beiden iibrigen
Fiden im Verhiltnis

3sin? ot : (2 + 4 sin® )
vermindern.

55. Ein kreisformiger Ring hingt in einer Vertikalebene iiber
zwei Bolzen, die in einer horizontalen Geraden liegen und in dem
Kreise einen Zentriwinkel 2 o bestimmen. Plotzlich wird der eine Bolzen
entfernt. Man ermittle die Auflagerkraft auf den iibrigbleibenden Bolzen
1) wenn dieser glatt, 2) wenn er rauh ist, und beweise, daBl diese Auf-
lagerkrifte im Verhaltnis

1:(1-+ § tan? o)
stehen.

56. Eine auf einer Horizontalebene liegende Kugel ist durch
Ebenen, die alle durch den vertikalen Durchmesser gelegt sind, in
eine sehr groBe Anzahl von Scheiben geteilt-und wird nur durch ein
um den Horizontalkreis gelegtes Band zusammengehalten. Man be-
weise, daB nach Zerschneiden des Bandes sich der Auflagerdruck auf
45 22

die Ebene um den 5048

sten Teil des Kugelgewichtes vermindert.

'57. Das untere Ende eines homogenen Stabes von der Lénge a
gleite auf einem undehnbaren Faden von der Linge 2 a, der mit
seinen Enden an zwei festen Punkten angebunden ist, die im Abstand

2y/a® —b® voneinander auf einer horizontalei Geraden liegen. Mit
seinem oberen Ende gleite der Stab auf einem glatten vertikalen Draht,
der die Verbindungslinie der beiden festen Punkte halbiert. Man be-
weise, daB fiir den Fall 2b > a die Schwingungsdauer um die vertikale
Gleichgewichtslage gleich

2y2=ma

V3g2b—a)

58. Die Enden eines homogenen Stabes von der Liinge 4 a gleiten
reibungslos auf 'dem Umfang einer in einet Vertikalebene liegenden
Hypozykloide mit 3 Spitzen, von der eine Spitze mit dem hochsten
Punkt des umgeschriebenen Kreises zusammenfillt (Radius 3 a). Man
beweise, da8 die reduzierte Pendellinge 4 a ist.

59. In einer schweren, ebenen Platte, deren Schwerpunkt G sei,
sind zwei enge gerade Schlitze BA, AC derart eingeschnitten, da 4G
den Winkel BAC halbiert Durch jeden Schlitz geht ein fester Bolzen.
Beide Bolzen P und @ liegen auf einer horizontalen Geraden. Man
beweise, daB die Zeit einer kleinen Schwingung der Platte in ihrer

ist.
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Ebene um eine Gleichgewichtslage, bei der der Scheitel A des Dreiecks
APQ oben liegt, gleich
. ‘/ 2 PQ (PQ*+ k*sin® 4)

gsin 4 (4 PQ? — AG*sin? 4)
ist. Hierin bezeichnet k den Triigheitsradius der Platte um eine durch
G gehende und zur Ebene senkrechte Achse.

60. Ein homogener, massiver, gerader Kreiskegel von der Héhe h,
dem Spitzenwinkel 2o und dem Trigheitsradius k£ um eine durch seinen
Schwerpunkt gelegte und senkrecht zu seiner Achse stehende Gerade,
hiangt mit seiner Spitze<nach unten zwischen zwei rauhen parallelen
Schienen, die im Abstand 2c¢ voneinander in einer Horizontalebene
liegen. Man beweise, daB bei stabilem Gleichgewicht die Schwingungs-
dauer fiir kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage

16 k% sin® oc |- (3 h sin ot — 4 ¢ cos a)?
x -
gsin « cos « (4 ¢ — 3 h tan o)

ist.

61. Eine homogene Kugel vom Radius ¢ wird auf einen horizon-
talen und nach einer Ellipse mit den Halbachsen a und b gebogenen
Draht gelegt. Unter der Voraussetzung, daB der Draht rauh genug ist,
um das Gleiten zu verhindern, beweise man, daB die reduzierte Pendel-
linge fiir kleine Schwingungen um die Gleichgewichtslage

(2 —b%) (@4 #)
bd
s t, worin k= ¢ ¢® und d®= ¢® — b® bezeichnen.

62.. Zwei gleiche Rider von der Masse M, dem Radius a und dem
Trigheitsradius k um ihre Mittelpunkte sind durch eine Achse von der
Linge c¢ starr miteinander verbunden und laufen auf einer Horizontal-
ebene. An den Mittelpunkten beider Rider sind zwei Massenpunkte von
der Masse m mittels Fiden angebunden, die iiber glatte, in der Ver-
bindungslinie der Mittelpunkte angebrachte Bolzen laufen. Man be-
weise, dafl bei symmetrischer Anordnung der Rider zwischen den Bolzen
und bei kleiner Verschiebung der Rider aus der Gleichgewichtslage
(durch Rollen), die Schwingungsdauer fiir kleine Schwingungen

Mb (a®+£?)
mga®
betrigt, wobei 254 ¢ den Abstand der Bolzen bezeichnet.

64. Ein massiver Kreiszylinder ist durch zwei Ebenen begrenzt,
die unter gegebenen Winkeln gegen die Achse gelegt- sind, und wird
mit seiner Mantelfliche auf eine rauhe Horizontalebene gelegt. Man
iermittle die stabile Gletthgewichtslage und beweise, daB, wenn' § die

reduzierte Pendellinge fiir kleine Schwingungen und d der Zylinder-
durchmesser ist, die lingste und kiirzeste Mantellinie im Verhiltnis

(+4d):0—24d)

2x

stehen.
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239. Der StoB zwischen zwei festen Korpern. Zur Erfor-
schung der Bewegung zweier fester Korper, die zusammen-
prallen, stellle Poisson?®) eine Hypothese iiber den Bewegungs-
vorgang auf, der wihrend der Beriihrung der beiden Korper
vor sich geht. In diesem Zeitraum darf man die Korper nicht
als starr ansehen, sondern man muB die eintretende Form-
dnderung in Rechnung ziehen (Abschn. 192). Poisson machte
die Annahme, daB man diesen Zeitraum in zwei Perioden
teilen konnte: Wahrend der ersten Periode erleiden die Korper
eine Zusammendriickung (Kompressionsperiode); wihrend der
zweiten geht die Wiederherstellung der fritheren Form vor
sich (Expansionsperiode). Ferner nahm Poisson an, daB der
Antrieb der zwischen den Kérpern wirkenden Kraft wihrend
der Expansionsperiode zu dem Kraftantrieb wihrend der Kom-
pressionsperiode im Verhdltnis ¢:1 steht, wenn man unter e
den StoBkoeffizienten versteht.

Diese Hypothese fiithrt auf die folgende Regel, nach der
man das StoBproblem zu lésen hat: Zuerst 16se man die Auf-
gabe in der Weise, wie wenn es sich um einen vollkommen
unelastischen Sto handelte, und ermittle den Antrieb zwischen
den beiden Korpern. Dann multipliziere man den Antrieb mit
(1 4-€) und l6se hierauf die Aufgabe nochmals unter der An-
nahme, da der Antrieb den nunmehr berechneten Wert hat.

Wir wollen diese Methode auf das Problem des geraden StoBes
zweier Kugeln anwenden. Nach Abschn. 195 in Ka.pitel VII sind die
Bewegungsgleichungen fiir den vollkommen unelastischen StoB

u—uw=0, mutm'uw=mU-3-m'U’,

1) Dieses Kapitel kann beim erstmaligen Lesen des Buches iiber-
schlagen werden. °

) 8. D. Poisson, Traité de Mécanique, 2. Aufl, Paris 1833,
S: 273 u. folg.

Love-Polster, Theoretische Mechanik. 21
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und der Antrieb R, zwischen den beiden Korpern ist
mm’
—m(u——U) oder m—w(U—U’)
Wir multiplizieren das mit (14 ¢). Unter der Annahme, da8 der An-
trieb der Koérper aufeinander (1 e) R, ist, erhilt man die Bewegungs-
gleichungen

—-m(u—U):Em_{_"—IM(U—U’)(l—}—e)

’
=2

Aus diesen Gleichungen ergeben sich fiir w und u/ dieselben Werte wie
sie in Abschn. 195 ermittelt worden sind.

und

U—TU"(14+e).

Im Falle des geraden StoBes glatter Kugeln kommt man
unter Zugrundelegung ‘der Poissonschen Hypothese zu dem
gleichen Resultat, wie man es auf Grund der Newtonschen
Versuchsergebnisse erhilt. In derselben Weise 148t sich zeigen,
daB auch beim schiefen Stof glatter Kugeln (Abschn. 197) die
aus der Poissonschen Hypothese hergeleiteten Ergebnisse die-
gelben sind, wie die im Abschn. 196 mit der ,verallgemei-
nerten Newtonschen Regel“ erhaltenen. Wir werden zeigen,
daB dies fiir den StoB zweier beliebiger Koérper — ganz gleich,
ob glatt oder rauh — gilt, vorausgesetzt, da die Reibung nicht
so groB ist, daB sie das Gleiten verhindert.

240, Der StoB vollkommen glatter Korper. Zwei feste Korper,
die sich in einer Ebene bewegen, mogen in einem Punkte P in Be-
riihrung kommen, und wir wollen annehmen, daB die Kérper in P glatt

sind. R sei der StoBantrieb
zwischen den Korpern in
P; seine Richtung fillt mit
y der gemeinsamen Normalen
der beiden Oberflichen in
P zusammen. Wir wollen
diese Richtung als z-Achse
und eine beliebige dazu
senkrechte  Gerade als
y-Achse wihlen.
Es seien m und m’
x die Massen der Korper, U,
Fig. 77. V, 2 das Geschwindigkeits-
system von m vor dem StoB,
u, v, o die entsprechenden
GréBen nach dem StoB. Fiir m' mégen dieselben Bezeichnungen, jedoch
mit einem Akzent, Verwendung finden. Ferner seien z, y die Schwer-
punktskoordinaten von m und &', 3y diejenigen von m’ im Augenblick
des StoBes; zu gleicher Zeit seien &, # die Koordinaten von P. AuBer-
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dem werde angenommen, daf der Richtungssinn des auf m wirkenden
Antriebes B mit dem negativen Richtungssinn der z-Achse zusammen-
falle (Fig. 77).

Der Punkt P, als Punkt von m betrachtet, hat die Geschwindig-
keitskomponenten

U—Q@m—y), V+8(¢E—=z) vor dem StoB
und

u—w(p—y), v+oE—2) nach dem StoB.
Als Punkt von m’ angesehen, hat P die Geschwindigkeitskomponenten

U—2Mn—y), V+2(@E—2') vor dem StoB

w—o'(n—y), v+ (E—2) nach dem StoB.

Nach der verallgemeinerten Newtonschen Regel folgt daraus die
Gleichung
w—w@—y)—w+o' @ —y)=—e{U—Q@—y)—U'+20—y)}.

Die StoB8gleichungen der beiden Korper ir der z-Richtung sind

mu—U)=—R, m'@w—U)=R.

Die StoBgleichungen in der y-Richtung sind

m—V)=0, m@—V)=0.

Die Momentengleichungen um die zur Bewegungsebene senkrechten
Schwerpunktsachsen lauten

mi2(wo—D=R@n—y), mk(o —L)=—R(@Hp—1y);
hierin bedeuten k¥ und & die Trigheitsradien der Kérper um diese
Achsen.

Durch Elimination von u, %/, @, o’ erhalten wir auf Grund der
obigen (Newtonschen) Gleichung

1 (n —y)* 1 (n—y")* }
B[ fi4 0y UL 0o dY
=A4+U—-U—20—y)+20—y)k
diese Gleichung zeigt, daB der StoBantrieb fir jeden Wert von e
(1 + €Y mal so groB ist, als er fiir e=0 wire.

Das Ergebnis dieses Abschnitts kann in dem Satz ausgesprochen
werden, daf die verallgemeinerte Newtonsche Regel und d}e aus der
Poissonschen Hypothese abgeleitete Regel fiir zwei beliebige, glatte
Korper, die sich in einer Ebene bewegen, gleichwertig sind.

und

241, Der StoB rauher Korper. Wir nehmen an, da8 wir die
StoBwirkung zwischen zwei rauhen Korpern, die in Beriihrung kommen
und dabei in ihrem Beriihrungspunkt aufeinander gleiten, durch einen
StoBantrieb genau wie bei glatten Korpern und durch eine Stobireibung
ausdriicken kénnen, die das Gleiten zu verhindern sucht, und daB die
Reibung und die StoBkraft in einem konstanten Verhiltnis stehen,
welches gleich dem Reibungskoeffizienten ist. Es mag ferner voraus-
gesetzt werden, daB die geometrische Bedingung beziiglich der Relativ-
geschwindigkeit dieselbe wie im Falle glatter Korper ist, d. h. da8 die
verallgemeinerte Newtonsche Regel gilt.

Wir wollen zeigen, da8 fiir den Fall, wenn im Beriihrungspm_akte
ein Gleiten eintritt, die aus der Poissonschen Hypothese abgeleitete

21%
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Regel auch fiir die StoBwirkung zwischen rauhen Korpern mit der ver-
allgemeinerten Newtonschen Regel gleichbedeutend ist.

Bezeichnen wir die StoBreibung im Beriihrungspunkte mit F und
wenden wir sonst dieselben Benennungen wie im letzten Abschnitt an,
so haben wir die Gleichungen fiir die StoBbewegung

mu—U)=—R, m(v—V):—F}
mi (o0 —Q=—(E—2) F+(—y) R

mw—U)=R, mwW—V)=F
mE2(o —)=CF(—2)F—@n—y)R
AuBerdem haben wir die Gleichung der gleitenden Reibung
F=p-R . ... ........ 3)
und die sich aus der Newtonschen Regel, ergebende Gleichung
w—o@—y)—w+o' (O —y)=—e{U=Qn—y)—U'+2n—y)} - 4
Aus diesen Gleichungen erhalten wir durch Elimination von «, %/, v, v’
w, o, F eine Gleichung fiir R, namlich

11 —y ) — .
R[4 o)+ - = -0} + I =y = =}
=14+9U—-20—y—U+ 20—yl

Man sieht aus dieser Gleichung, daB R den Faktor (1 4-e) ent-

hélt, sonst aber von e frei ist; damit ist der Beweis fiir die Gleich-
wertigkeit der beiden Regeln auch in diesem Falle erbracht.

und

242. Der Fall ohne Gleiten, Wenn die Kérper rauh genug sind,
um ein Gleiten zu verhindern, so ist das Problem verwickelter. Die
Wirkungen der Elastizitit der Kérper konnen nicht so einfach sein wie
in den fritheren Killent).

Wir konnen eine angeniiherte Losung erhalten, wenn wir die An-
nahme machen, daB die verallgemeinerte Newtonsche Regel gilt. Dann
behalten die Gleichungen (1), (2), (4) des Abschnitts 241 ihre Giiltigkeit;
nur an Stelle von Gleichung (3) tritt die Bedingung, daB kein Gleiten

eintritt, nimlich
v4olE—a)=v+ o (E—2a) (6)

Aus den Gleichungen (1), (2), (4), (5) konnen wir zwei Gleichungen
fir R und F ableiten, niamlich

1,1 > —y?® | —y)% [(E —n)(m—y) (=) ('i—y')}
R[(ﬁ+m’ + mk? + m'k'? J_F mk? + m' k'
=A4+U—Q@a—y)—U+2 0n—y),

TR N e it/ B (=2 r—0) | =2 O—y)
F () + ST - -2 mie Tt R
=V+QE—2)—V — & (&—2).

) Poisson selbst nahm nicht an, daB seine Hypothese auf solche
Fillle anwendbar sei, in denen geniigend Reibung vorhanden ist, um
das Gleiten zu verhindern. Die Frage ist auch von keinem groBen

praktischen Interesse, weil die Bewegung sehr von Zufilligkeiten ab-
hangen muB.
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Man sieht, daB die Losung dieser Gleichungen auf einen Ausdruck
von R fithrt, der aus zwei Gliedern besteht, von denen das eine den
Faktor (1 -} e€) hat, wihrend das andere diesen Faktor nicht enthélt.

Da R gewdhnlich nicht proportional (1-}e) ist, so ist das auf
Grund der Poissonschen Hypothese erhaltene Resultat im allgemeinen
nicht dasselbe wie das aus der verallgemeinerten Newtonschen Regel
abgeleitete.

Die beiden Resultate stimmen jedoch in allen Fillen iiberein, in

denen entweder
VAhQE—2)— V' — @ —2)=0

oder
E—2)g—y) , E—a)m—y)
mit T w0

ist.

Die erste dieser Gleichungen driickt die Bedingung aus, daB es
im Augenblick des StoBes keine Gleitgeschwindigkeit gibt, oder dafB
der StoB im eigentlichen Sinne ,gerade® ist.

Die zweite Bedingung ist erfiillt, wenn =y =14, d. h. wenn die
Beriihrungsnormale im Sto8punkt durch die Schwerpunkte der beiden
Kérper geht, wie es der Fall sein wiirde, wenn die Kérper Kugeln oder
Kreisscheiben wiren. Sie ist ebenso erfiillt, falls n=y und &==2'
sind, was der Fall wire, wenn der eine Korper eine Kugel oder eine
Kreisscheibe, der andere aber ein diinner Stab sein wiirde.

243. Beispiele. 1. Eine homogene Kugel vom Radius ¢ und
der Masse m, die sich, ohne sich zu drehen, bewegt, stoBt gerade auf
¢inen glatten homogenen Wiirfel von der Kantenlinge 2a und der
Masse m’, wobei die Bewegungsrichtung der Kugel im Abstand b am
Schwerpunkt des Wiirfels vorbeigeht. Man beweise, daf bei vollkommen
unelastischem Stofl die beim StoB verloren gegangene kinetische Energie
sich zu derjenigen der Kugel vor dem Sto8 wie

m 30
1'l+m’<1+2a2>
verhdlt.

2. Ein homogener Stab, der, ohne sich zu drehen, fallt, schlagt
auf eine glatte horizontale Ebene auf.. Man beweise, daB fiir alle Werte
des StoBkoeffizienten die Winkelgeschwindigkeit des Stabes unmittelbar
nach dem Sto8 ein Maximum wird, wenn der Stab vor dem StoB mit

der Horizontalen einen Winkel arc cosi~ bildete.

3. Eine Kugel, deren Schwerpur}kt mit ihrem Mittelpunkt zu-
sammenfillt, bewegt sich in einer Vertikalebene und dreht sich dabei
um eine zu dieser Ebene senkrechte Achse. Dabei prallt sie gegen eine
horizontale Ebene, die glatt genug ist, um ein Gleiten zu verhindern.
Man beweise, daB die Kugel unter einem Winkel zuriickspringt, der
groBer oder kleiner als im Falle ohne Reibung ist, je nachdem ihr
tiefster Punkt sich im Augenblick des StoBes nach vorwirts oder nach
riickwiirts bewegt.

4. Eine beliebig geformte Scheibe von der Masse m, die sich in
ihrer Ebene, ohne sich zu drehen, mit der Geschwindigkeit V senkrecht
zu einer festen Ebene bewegt, prallt an diese an; die Absténde ihres
Schwerpunktes vom StoBpunkt und von der Ebene sind in diesem
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.Augenblicke r und p. Unter der Annahme, daBl die Ebene rauh genug
ist, um ein Gleiten zu verhindern, beweise man, daB der StoBantrieb gleich

mV (14 o) (& + p%)
ist, worin k den Trigheitsradius der Scheibe um ihren Schwerpunkt
bedeutet.

5. Ein Billardball, der sich schnell um seine Achse dreht, bewegt
sich auf einem glatten Tisch senkrecht auf eine vertikale Bande zu
und prallt an dieser untér einém Winkel ® ab. Man beweise, daB sich
die kinetische Energie im Verhiltnis

(10 + 14'tan?0): (%2 -+ 49tan® 9)

vermindert, sofern die Bande rauh genug ist, um ein Gleiten zu ver-
hindern.

6. Eine Kreisscheibe von der Masse M und dem Radius,c¢ st68t
an einen Stab von der Masse m und der Linge 2a, der in seinem
Mittelpunkt drehbar um einen Zapfen gelagert ist. Der StoBpunkt liege
um b von diesem Zapfen entfernt. Bezeichnen o und g die Winkel der
Bewegungsrichtungen gegen den Stab vor und nach dem StoB, so ist

2 (3 Mb® 4 ma?) tan f = 3 (3 Mb® — ema?) tan o,

vorausgesetzt, daB die sich heriihrenden Flichen rauh genug sind, um
ein Gleiten zu verhindern.

244. StoBbewegungen von Korpersystemen. Zur Veran-
schaulichung dafiir, wie man die Bewegungsgleichungen fiir
den StoBl auf Systeme starrer Korper anzuwenden hat, die in
bestimmter unverénderlicher Weise miteinander verbunden sind,
mogen die folgenden Aufgaben dienen. Aus der ersten wird
man sehen, dal es nicht notwendig ist, die zwischen den ein-
zelnen Korpern'an ihren Verbindungsstellen wirkenden Krifte
ausdriicklich einzufiihren. Das zweite veranschaulicht die Wahl
der Gleichungen; denn, obwohl man einzelne der unbekannten
Verbindungskrifte einfithren muB, ist es unnétig, fiir jeden ein-
zelnen Korper besondere. Bewegungsgleichungen anzuschreiben.

I. Drei homogene Stiibe, deren Massen proportional
ihren Léngen sind, seien durch Kugelgelenke miteinander
verbunden und in einer geraden Linie ausgestreckt. Einer
der 4uBeren Stibe erhalte an seinem freien Ende senkrecht

zur Stabachse einen Schlag. Man soll ermitteln, wie sich
die Stidbe zu bewegen beginnen.

2a, 2b, 2c¢ seien die Stablingen (2c¢ sei der geschlagene Stab)
und —Z-, %— —i die Winkelgeschwindigkeiten, mit denen sie sich zu
bewegen beginnen. u sei die Geschwindigkeit des Schwerpunkts des ersten

Stabes. Dann ergibt sich das in der Figur eingezeichnete Geschwin-
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digkeitssystem. Der auf das Stabende 4 ausgeiibte StoBantrieb sei P;
ka, kb, kc seien die Massen der Stibe.

Wir wollen die Drallgleichungen fiir den Stab CD um C, fiir die
Stibe BC, CD um B und schlieBlich fiir alle drei Stibe um A an-

U+ Z+2y+2 Au+T+Y %

A B L\ 2 D

P/ z/cJ y/b\/ Wk/

Fig. 78.

schreiben. AuBerdem sei die Gleichung fiir den Antrieb des ganzen
Systems senkrecht zu den Stabachsen aufgestellt. Dann erhalten wir
die Bedingungen

u—izo

3
b [b(u—]—?o:—{—y)—%] +a [(2b+a)u-“§] =0,
clewtateyta—F|+o[eotn@tatn—2
+a[(2c+2b+a)u—%”]=0,
ke(ut+z+4+2y+2)+kb(u42z+y)+kau=_P.

Dividiert man die Differenz der zweiten und dritten Gleichung
durch ¢, so ergibt sich

c(u+x+2y—{—2—3z)+2b(u+x+y)—1'—2au=0.

Vereinfacht man diese Gleichung sowie die zweite unter Benutzung
der ersten, so erhilt man

z(a+4b+2¢)+yBc+3b)F2z¢=0

und
@2b+a)z+by=0.
Daraus ergibt sich schlieBlich
u oz y cz P

i b —(b+a) 2ab+3act+2b°+4bc k(3abtactibet§by”

II. Ein aus vier gleichen, homogenen Stiben, die an
ihren Enden durch Kugelgelenke verbunden sind, gebildeter
Rhombus wird durch einen Schlag, der auf einen Stab senk-
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recht zu dessen Achse ausgeiibt wird, in Bewegung gesetst.
Man ermittle, wie sich der Rhombus zu bewegen beginnt.

2a sei die Seitenlinge des Rhombus ABCD, o der Winkel DAB,
# der Abstand des StoBpunktes vom Mittelpunkt der Seite AB, auf
der er liegt, P der StoBantrieb und m die Masse jedes Stabes (Fig. 79).

Der Schwerpunkt des Systems fillt mit dem Schnittpunkt der
beiden Geraden zusammen, die die Mittelpunkte gegeniiberliegender
Seiten "verbinden. Da die Figur stets ein Parallelogramm bleibt, so
haben gegeniiberliegende Seiten immer gleiche Winkelgeschwindigkeit
und die Verbindungslinien der Mittelpunkte zweier Gegenseiten behalten
konstante Linge 2a und drehen sich mit den Winkelgeschwindigkeiten

Fig. 79.

der Seiten, lzu denen sie parallel sind. Diese Winkelgeschwindigkeiten
seien » und ', v sei die Geschwindigkeit des Schwerpunkts. Dann
haben die Schwerpunkte der einzelnen Stibe die in der Figur ein-
gezeichneten Geschwindigkeiten und die Winkelgeschwindigkeiten der
Stiibe stimmen ebenfalls mit den Eintragungen der Figur iiberein.

Nun sei der im Gelenk C auftretende StoBantrieb in S parallel
zu BC und E senkrecht zu BC zerlegt; die Komponenten in denselben
Richtungen fiir den Impuls im Gelenk D seien S/, R’. Diese Antriebe
wirken in den jeweils im Gelenk verbundenen beiden Stiben in ent-
gegengesetztem Sinne. In die Figur sind sie in dem Sinne eingetragen,
in dem sie am Stabe CD wirken.

Wir bilden zwei Bewegungsgleichungen, indem wir die Antriebs-
gleichung in der StoBrichtung und die Gleichung fiir den Drall um
den Schwerpunkt anschreiben. Dann erhalten wir

4myv—P.
§ma2(w—}—w’);—.1’(x+acosoc).}

Drei andere Gleichungen, die R und R’ enthalten, liefern uns
die Bedingungen fiir den Antrieb des Stabes CD senkrecht zu BC
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und fiir den Drall der Stibe BC' und AD um B bzw. A. Es ist
niamlich
m@ecosa—aw)=R-+ R,
m[(v——am)acosoc—%a’m’]:—ZaR,}
m[v+aw)acosa —ia*w']=—2aR.

Durch Elimination von R und R’ aus diesen Gleichungen erhialt man

veosa=2%aw'.
Damit ist
P 3 Px

[ p— 4

__ 3Pz 3 Pcosa
Im’ “T 8ma T 3ma

245, Beispiele. 1. Zwei gleiche Stibe AB, AC sind durch ein
Kugelgelenk in 4 verbunden und bilden in der anfinglichen Ruhelage
einen rechten Winkel miteinander. A C erhdlt im Punkte C einen StoB
parallel zu AB. Man zeige, dal die. Geschwindigkeiten der Schwer-
punkte von AB und AC in Richtung AB im Verhiltnis 2:7 stehen.

2. Zwei gleiche, homogene Stibe sind an zwei Enden durch ein

Kugelgelenk miteinander verbunden und in einer Geraden ausgestreckt.
Der eine Stab erhilt an seinem freien Ende senkrecht zur Stabachse
einen Schlag. Man beweise, da die hierdurch erzeugte Energie % mal
so groB ist, als sie sein wiirde, wenn die Stibe ein festes Ganze
bildeten. .
3. Vier gleiche, homogene Stibe, die durch Kugelgelenke mit-
einander verbunden sind, bilden einen Rhombus mit der Seitenlinge 2«
und einer vertikalen Diagonale. Das System falle in seiner Vertikal-
ebene und treffe mit der Geschwindigkeit V auf einer festen Horizontal-
ebene auf. Ist o der Winkel, den jeder Stab mit der Vertikalen bildet,
und ist der StoB vollkommen unelastisch, so ist 1) der StoBantrieb
zwischen den beiden oberen Stiben horizontal gerichtet, 2) die Winkel-
3 Vsin o . 3) 4
Ta( F3amiay’ O 9T
StoBantrieb zwischen den beiden oberen Stiben steht zu der Bewegungs-
groBe des Systems vor dem StoB8 im Verhiltnis

sin o (3 cos®at — 1): 8 cos & (1 -+ 3 sin%ax);

4. der StoBantrieb in den beiden Gelenken, die auf der horizontalen
Diagonale liegen, bildet mit der Horizontalen einen Winkel

arc tan {(3 cos®a — 1) cot oc} .

geschwindigkeit jedes Stabes nach dem Sto8

4. Unter der Voraussetzung, daB der StoBkoeffizient in Beispiel 3
zwischen dem Rhombus und dem FuBboden gleich e ist, beweise man
daB die Winkelgeschwindigkeit jedes Stabes nach dem StoB

3(l4-e)Vsina

2a (1 3sin%a)
'5. Ein quadratischer Rahmen ABCD sei aus homegenen Stiben
hergestellt, die in den Ecken B, C und D durch Gelenke miteinander
verbunden sind, wihrend die Stabenden in A sich nur frei beriihren.
Erhilt AB in A einen Schlag in Richtung DA, so ist die Anfangs-

geschwindigkeit von A 79 mal so groB wie die von D.
6. Ein Rechteck werde aus vier homogenen Stiben von den

wird
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Lingen 2a und 2b und den Massen m und m’ gebildet und rotiere in
seiner Ebene um den Schwerpunkt mit der Winkelgeschwindigkeit- n.
Die Stiibe seien an ihren Enden durch Kugelgelenke miteinander ver-
bunden. Plgtzlich wird ein Punkt auf einer der Seiten 2a festgehalten.
Man beweise, daB die Winkelgeschwindigkeit der Seiten 2b im selben
n (B m-+m)
2(8m -+ 2m')
geschwindigkeit der Seiten 2 a.

Augenblick gleich wird, und ermittle ferner die Winkel-

246. Beginnende Bewegungen und Anfangskriimmungen der
Bahnen. Die Beschleunigungskrifte der Teile eines zusammen-
héingenden Systems von Massenpunkten oder Kérpern lassen
sich stets als Funktionen einer begrenzten Anzahl geometrischer
GroBen ausdriicken, die selbst durch keinerlei geometrische
Bedingungen voneinander abhingig sind. Gewdhnlich 1i8t sich
dies in #hnlicher Weise durchfiihren wie in Abschn. 205.

Freilich kann es auch vorkommen, daB sich die in diesem
Abschnitt benutzten Methoden nur schwer anwenden lassen.
In einem solchen Falle schreiben wir zunichst die geometri-
schen Beziehungen an, die zwischen den Koordinaten der Punkte
fiir eine beliebige Lage bestehen. Differenzieren wir dann
die so erhaltenen Gleichungen zweimal nach der Zeit und
setzen wir in dem KErgebnis fiir jeden ersten Differential-
quotienten einer geometrischen GroBe den Wert 0 und fiir
jede geometrische GréBe selbst den ihr fiir die Anfangslage zu-
kommenden Wert ein, so erhalten wir die Bedingungen, denen
die Anfangsbeschleunigungen der verschiedenen geometrischen
GroBen, die darin enthalten sind, geniigen. Sind namlich z,y
die Koordinaten eines Massenpunktes, dessen Beschleunigung
man finden will, und sind 6, &, ... eine Anzahl geometrischer
GroBen, die die Lage des Systems kennzeichnen, so wird es
fiir diese Grofen bestimmte Anfangswerte 6, @, ... geben.
Nun liefern die geometrischen Bedingungsgleichungen das Mittel,
die x und y des Massenpunktes in einer beliebigen Lage fiir
diese Lage als Funktionen von O, &, ... auszudriicken. Es
sei ¢ =1{(0, @, ...) die Form einer solchen Gleichung. Durch
Differentiation erhalten wir

N WK
AR X
i (0 o O 4 ) (8"‘2“ s 0 g )
=560 T 360 ) O+ 05 O+ s 0+ )

of

’ . of
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Nach Umformung in der oben angegebenen Weise ergibt sich
. ar) .. (af) .
xo—-(a@ 0@0—{— 2d 0450—{—...,
worin unter &, @0, ... die Anfangswerte von &, é,. .. Zu ver-

. of of . of of
stehen sind und (3@)0’ (a¢)_o’ ... die Werte von 30’ 36’
tir #=06,, D= P,, ... bedeuten.

Der ProzeB kann nun in gleicher Weise fortgesetzt werden.
Er ist ein NiherungsprozeB, mit dem man die Werte von 2, y, . ..
als Reihe mit wachsenden Potenzen der Zeit darstellen kann.
Wir erhalten als erste Anndherung z = 1&,1?, y=1,t.

Auf Grund dieser Reihen konnen wir die Anfangskriim-
mungen der Bahnen aller Massenpunkte ableiten.

Die Durchfithrung des Prozesses wird leichter versténdlich
werden, wenn man zunichst seine Anwendung auf eine be-
stimmte Aufgabe niher betrachtet. Gleichzeitig wird man sehen,
wie sich mitunter Vereinfachungen von selbst aufdringen. Ab-
sichtlich ist als solches Beispiel ein etwas verwickeltes Problem
gewdhlt worden.

247. Erliuterndes Beispiel. Zwei homogene Stibe AB, BC
mit den Massen m,, m, und den Lingen a, b, welche in B
durch ein Kugelgelenk verbunden sind und von denen sich
AB um ein Scharnier in 4 in einer vertikalen Ebene drehen
kann, befinden sich zundchst in einer Ruhelage, in der 4B

Fig. 80.

horizontal und BC vertikal ist. Man soll die Anfangskriim-
mung der Bahn eines beliebigen Punktes von BC ermitteln.

Zur Zeit t schlieBe 4B mit der Horizontalen den Winkel ® und
BC mit der Vertikalen den Winkel & ein. Da B um A einen Kreis
vom Radius ¢ beschreibt und der Schwerpunkt von BC sich relativ
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. . b . . .
zu B auf einem Kreise vom Radius 5 bewegt, so ergibt sich der in

Fig. 80, S. 331, eingetragene Beschleunigungsplan.
Schreibt man fiir BC die Momentengleichung um B und fiir das
System die um A an, so erhalten wir die Gleichungen

b b%\ . b , b
m, -—+T§ & —m,ab s1n(@+¢>)—m,,a@ —- €08 (@ + P)

4 2
b..
:—m,_,g~2—sm¢
und
i,y (—(E—}— )@+m2a@{a—,— b sin (@ Q)}—}—m,,a@“icos(@—{—d’

__mggqﬁ_mg{ +asm(c~)+<1>)} é— mgacos(@—}—(b)

== mlg—é» cos @ -+ myg (acos@—}—gsin fbji .

Addieren wir beide Gleichungen und dividieren durch die ge-
meinsamen Faktoren, so haben wir

(Lgl+m2)a@—m2—12)—d§sin(@+ ‘I))—-m2~b—4.52cos(@—}— D)

2
=gcos@(%—{—mg). e e e e e e e e (1)
Unsere erste Gleichung laft sich- ﬁinfacher schreiben
% 2 5 ©sin (6 + ®)— L 5a6° cos (0 @)= _-% sind . . (2)
In der Anfangslage waren @ =0, ®=10, @=0, #=0 und damit
v .._‘§m1+6m2
=0, Gy=guieltt.
Fiir eine beliebige Lage haben wir nach dem Satz von Maclaurin
O=16,+316,82F..., P=1F15,8+...
und somit
O=6,t+ 16,82 +.. ., b=t} 3 12+

Betrachten wir nun Gleichung (2), so sehen wir, daB, falls 40 end-
lich wire. ® von der Ordnung ¢ und @ vord der Ordnung t® sein
wiirden; die Glieder der Gleichung wiren aber beziiglich ¢ der Reihe

nach von der Ordnung 1, 2, 2, 3. Dies beweist, da8 &, gleich Null

sein muB. Ist ferner @, endlich, so kann die Gleichung durch Abscheiden
der Glieder von der zweiten Ordnung von ¢ vereinfacht werden zu
b oeeee a - 1 .. a -:
§h— 50 (36) — 500
hieraus ergibt sich
11)" _ Ya G Y9a (3m,+6m2' y)‘-’.

20 ° 720 \2m, F6m, a
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Betrwchten w1r Glelchung (1) und bedenken wir, daB sich cos® in
die Reihe 1 — 57 + g entwickeln 1aBt, so ist, wie man sieht,

die niedrigste Potenz in dieser Reihe die visrte; auf Grund von Glei-
chung (1) ist auch in @ die niedrigste Potenz von ¢ die vierte, so da8

die Reihe fiir ©® beginnt
@ﬂ_@ t*—|—6 Ot

Wenden wir uns nun wieder der Gleichung (2) zu, so ist es klar,

daB & kein Glied mit #3, wohl aber eines mit ¢¢ enthilt. Suchen wir
die Gliedsr mit ¢* in Gleichung (2) heraus, so haben wir

b ...... td a = t4 1 esee t4
ERRE T R That LA P
woraus sich ergibt
...... _§<—q_ . __.2_)..--_9 ml .isai
Po=35\3 % ¢°_4ml—|—2m2@° B

Wenn wir in der Figur die Anfangslage von B als Ursprung und
die 2- und y-Achsen horizontal und vertikal wihlen, so kénnen wir
die Koordinaten eines Punktes von BC im Abstand r von B in der
folgenden Weise ausdriicken

z=—a(l —cos®)}rsin®P, y=asin® -+ rcosd.
Lésen wir sin und cos.in Reihen auf, so ergibt sich angenihert

el ) r(o-%),

N (0% 2 Q“)
y““@"&;‘)‘“(l T
Das ergibt
3r >
—_ 2 2
%z ==— t‘@o +24t"q5 16@ t“(b —2],

y—r=§at’éo,

bis zur zweiten Potenz von ¢ genau. Hiernach ist die Bahn des Punktes
anfangs nahezu eine Parabel

b
— )= 7
Y—rr=tezr 53
und ibr Kriimmungsradius ist _2ab auler wenn r:gb.
3r—2b 3

Ist némlich =30, so miissen wir, um eine angeniherte Bahn-
gleichung zu erhalten, noch héhere Glieder der Reihe dazu nehmen.
Wir finden

Zowett  omy @ Xl

=3°%e m,--2m, b 480
bis zur sechsten Potenz von ¢ genau. Damit kann die Bahn in ihrem
Anfangspunkt durch die Niherungsgleichung wiedergegeben werden

(y——gb)3= 60aba (1 +27?f) .
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248, Beispiele. 1. Zwei gleiche homogene Stibe sind an ihrem
einen Ende durch ein Kugelgelenk miteinander verbunden. Das andere
Ende des einen ist so befestigt, daB sich die Stibe darum drehen
kénnen, und das zweite Ende des zweiten Stabes wird in derselben
Hohe wie das feste Ende des ersten gehaltsn, so daB die Stibe gegen-
iiber der Horizontalen gleiche Winkel o bilden. Darauf wird das freie
Ende des zweiten Stabes losgelassen. Man beweise, daB die Winkel-
beschleunigungen der Stibe zu Beginn der Bewegung im Verhiltnis

(6 —3cos2a):(9cos2 o —8)
stehen.

2. Drei gleiche homogene Stibe sind in den Punkten BC durch
Kugelgelenke miteinander verbunden und bilden drei Seiten eines Vier-
ecks ABCD. Thre Enden 4 und D kénnen auf einem glatten horizon-
talen Stab gleiten. Vermittels horizontaler in 4 und D angebrachter
Krifte wird das System zundchst in einer symmetrischen Lage sd
gehalten, daB BC unten liegt und horizontal ist, und daB AB
und CD unter gleichen Winkeln o gegen die Horizon'ale gencigt
sind. Man beweise, daB sich beim Loslassen der Enden 4 und D die
Auflagerkrifte in 4 und D im Verhiltnis (1-}sin%a):(5 — 3 sin®w)
andern.

3. Ein homogener Stab von dor Liénge 2a wird unter einem
Winkel o gegen die Horizontale derart gohalten, daB er in seinem
Mittelpunkt einen glatten Stift beriihrt. Man bewcise, daB der Stab,
nachdem er losgelassen wurde, sich so bewegt, daB die Bahn eines

seiner Punkte im Abstand » vom Mittelpunkt anfangs den Kriimmungs-
2

. a
radius Ttanoc bat.

4. Zwei gleichs homogene Stibe AB, BC, von denen jeder die
Linge a hat, sind in B durch ein Kugelgelenk verbunden und kénnen
gich um A4 frei drehen. Anfangs wird das System in horizontaler Lage
gehalten und dann losgelassen. Man beweise, daf der Kriimmungs-
radius der Bahn von C' am Anfang £ a ist.

249. Kleine Schwingungen. Erliuterndes Beispiel. Die
folgende Aufgabe moge die Anwendung der in Abschn. 211 angegebenen
Methode erlautern.

Ein homogener Stab-ist mit seinen Enden an zwei
gleichen vertikalen Fiden aufgehdngt, die an feste Punkte
angebunden sind. Man soll die klecine Schwingung unter-
suchen, 'die der Mittelpunkt in vertikaler Richtung macht,
und die Drehungsschwingung des Stabes um seinen Mittel-
punkt, wenn er immer horizontal bleibt.

2a sei die Liinge des Stabes, | die Linge eines Fadens, z die Steig-
hohe des Stabmittelpunktes zur Zeit t, © der gleichzeitige Drehwinkel
des Stabes. Die Tiefe eines Endpunktes 4 oder B unter dem ent-
sprechenden Aufhingepunkt ist | —z und der Abstand AM oder BN
von der Gleichgewichtslage des entsprechenden Fadenendes 2a sin%.
Damit erhalten wir

l—z244a® sinzgz 53
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Fiir kleine Werte von z und ® ergeben sich aus dieser Gleichung
g
z= % (aT) @2, bis zu kleinen GroBen 2ter Ordnung genau, und 2=20,

bis zu kleinen GroBen erster Ord-

nung genau. /"’"\
Ist m die Stabmasse, so ist

die kinetische Energie in einer be-
liebigen Lage
im(#+ta'67),

und die potentielle Energie ist
mgz, vorausgesetzt, daB die tiefste
Lage als Ursplungslage gewihlt
wird.

Damit ist fiir kleine Schwin-
gungen die kinetische Energie mit
geniigender Anniherung gleich

ima®&®
und die potentielle Energie eben-
falls mit guter Annéherung
1 (a”) " Fig. 81.
Hinsichtlich @ ist die Bewegung also dieselbe wie die eines mathe-
matischen Pendels von der Liénge } ! bei kleinen Ausschligen.

250. Beispiele. 1. Eine Anzahl gleicher, homogener Stibe sind
mit ihren Enden durch ein Kugelgelenk miteinander verbunden und in
gleichen Zwischenriumen wie die Rippen eines Regenschirmes ange-
ordnet. Dieser derart aus Stiben gebildete Kegel ist iiber eine glatte
Kugel gestiilpt und hat in der Gleichgewichtslage den Spitzenwinkel a.
Man beweise, daB fiir kleine vertikale Schwingungen des Gelenkpunktes
die reduzierte Pendellinge

acos o (1 4 3 cos®ax)
8(1 4 2cos®a)

ist.

2. Man beweise, daB fiir kleine Schwingungen die reduzierte Pendel-
linge des Handgriffes einer Gartenwalze, die iiber einen horizontalen
Weg rollt, gleich

. h
- B+ a®
14 M— ma?

ist; hierin bedeuten a den Rollenradius, M die Masse der Walze allein,
k ihren Trigheitsradius um die Achse, m die Masse des Handgriffes,
h den Schwerpunktsabstand des Handgriffs von der Rollenachse, [ die
reduzierte Pendellinge der Schwingungen des Handgriffs bei festge-
haltener Walze.

3. Vier gleiche, homogene Stibe sind durch ein Kugelgelenk mit
je einem Ende verbunden; ebenso sind vier weitere Stébe ganz in der-
selben Weise aneinander befestigt. Die freien Stabenden sind dann paar-
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