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В книге приводится краткое изложение теории термоупру-
гости. В ней содержатся основные положения и методы тер-
моупругости, необходимые для исследования тепловых на-
пряжений в элементах конструкций при стационарных и не-
стационарных температурных полях; приводятся решения
ряда задач о тепловых напряжениях в дисках, пластинах,
оболочках и телах вращения в статической и квазистати-
ческой постановках; рассматриваются динамические задачи
термоупругости, а также термоупругие эффекты, вызванные
процессами деформирования.

Предназначена для научных работников, проводящих
исследования в области термоупругости, а также может
быть полезна студентам механико-математических факульте-
тов университетов, специализирующихся по механике дефор-
мируемых сред.



Предисловие

В основу книги положен спецкурс термоупругости,
читавшийся автором в течение последних лет студентам
механико-математического факультета Киевского гос-
университета им. Т. Г. Шевченко.

В книге изложены основные положения и методы тер-
моупругости, включающие теплопроводность, тепловые
напряжения, возникающие вследствие теплообмена с
окружающей средой, и термоупругие эффекты, вызван-
ные процессами деформирования.

Содержание книги подчинено следующему плану: сна-
чала рассматриваются термодинамические основы тер-
моупругости и дается постановка задачи термоупругости
для самого общего случая, когда учитывается связь
между полями деформаций и температурными полями,
и динамические эффекты при нестационарных процес-
сах деформирования; затем излагается постановка ква-
зистатической задачи термоупругости и приводятся ос-
новные сведения по теории теплопроводности, необходи-
мые для исследования температурных полей; далее
разбираются основные классы задач термоупругости в
квазистатической постановке (плоская задача термоупру-
гости, термоупругость оболочек вращения и осесимме-
тричная задача термоупругости); в последней главе
обсуждаются динамические и связанные задачи термо-
упругости.

В книге использованы результаты исследований ав-
тора и его сотрудников в области квазистатических за-



дач термоупругости и теории теплопроводности. Для
чтения этой книги требуется знание основ термодинами-
ки, тензорной алгебры и теории дифференциальных
уравнений.

Автор выражает благодарность своим ученикам кан-
дидатам наук Л. А. Ильину, И. А. Мотовиловцу,
А. Ф. Улитко, В. Т. Гринченко, В. Г. Карнаухову и
младшему научному сотруднику Н. А. Лобковой, ока-
завшим ему помощь при написании книги.



Введение

Термоупругость в последние годы получила существенное
развитие в связи с важными проблемами, возникающими при
разработке новых конструкций паровых и газовых турбин, реак-
тивных и ракетных двигателей, высокоскоростных самолетов,
ядерных реакторов и др.

В результате подвода тепла от газового потока в тепловом
двигателе, аэродинамического нагрева в высокоскоростном са-
молете, выделения тепла в атомном реакторе и т. д. элементы
этих конструкций работают в условиях неравномерного неста-
ционарного нагрева, при котором изменяются физико-механи-
ческие свойства материалов и возникают градиенты температу-
ры, сопровождающиеся неодинаковым тепловым расширением
отдельных частей конструкций.

Неравномерное топловое расширение, вообще, не может про-
исходить свободно в сплошном теле и вызывает тепловые (тер-
мические, температурные) напряжения.

Знание величины и характера действия тепловых напряжений
необходимо для всестороннего анализа прочности конструкции.

Тепловые напряжения сами по себе и в сочетании с механи-
ческими напряжениями от внешних сил могут вызвать появление
трещин и разрушение конструкций из материалов с повышенной
хрупкостью.

Некоторые материалы при быстром появлении напряжений,
обусловленном действием резкого градиента нестационарного
температурного поля, становятся хрупкими и не выдерживают
теплового удара. Повторное действие тепловых напряжений
приводит к термоусталости элементов конструкций.



В результате действия тепловых напряжений может возник-
нуть существенная пластическая деформация, ведущая к пол-
ному или прогрессирующему разрушению конструкции, произой-
ти термовыпучивание тонкостенных конструкций и т. п.

В общем случае изменение температуры тела происходит не
только за счет подвода тепла от внешних источников, но также
и за счет самого процесса деформирования. При деформациях
тела, протекающих с конечной скоростью, имеют значение тер-
момеханические эффекты другого рода: образование и движе-
ние тепловых потоков внутри тела, возникновение в нем связан-
ных упругих и тепловых волн, термоупругое рассеяние энергии
и др.

Настоящая книга посвящена теории термоупругости, осно-
ванной на применении принципов термодинамики к процессу
деформирования.

Книга не содержит исчерпывающего изложения основ тер-
моупругости. Целью книги является сжатое изложение основных
принципов и методов термоупругости, охватывающих следую-
щие ее разделы: теплопроводность, термоупругие деформации
и напряжения, вызванные передачей тепла от внешних источ-
ников, и термоупругие эффекты, обусловленные процессом де-
формирования.

Книга состоит из семи глав.
Первая глава посвящена термодинамическим основам тер-

моупругости. Изложение начинается с основных положений
классической термодинамики. При рассмотрении второго закона
термодинамики предпочтение дается новой его формулировке,
разработанной профессором Киевского университета Н. Н. Шил-
лером в 1897—1901 гг., немецким математиком Каратеодори в
1909 г. и Т. А. Афанасьевой-Эренфест в 1925—1928 гг. Эта фор-
мулировка устанавливает общий эмпирический принцип о не-
возможности определенных процессов — принцип адиабатичес-
кой недостижимости, удобный для математического выражения
второго закона термодинамики в случае термодинамических
систем, состояние которых определяется большим числом не-
зависимых переменных (деформируемых твердых тел и др.).

Теория необратимых процессов изложена в объеме, необхо-
димом для изучения термодинамики деформирования неравно-
мерно нагретого тела, обладающего свойствами идеальной
упругости, однородности и изотропии.

Для вывода соотношений между напряжениями и деформа-
циями, выражений для энтропии и связанного уравнения теп-
лопроводности используется метод термодинамических функций,
разработанный Гиббсом в 1875—1878 гг.

Вывод основных уравнений, постановка и представление об-
щего решения задачи термоупругости даются для самого общего
случая: учитываются связь между полями деформаций и темпе-
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ратурными полями, являющаяся следствием законов термоди-
намики, а также силы инерции, возникающие от действия не-
стационарного нагрева или внешних сил.

Вывод уравнения теплопроводности с членом, зависящим от
деформации, приводится в рамках термодинамики линейных
необратимых процессов, т. е. в предположении небольшого от-
клонения термодинамической системы от равновесного со-
стояния.

В заключение первой главы на основе термодинамики ли-
нейных необратимых процессов рассматривается вариационный
принцип для связанной задачи термоупругости, позволяю-
щий развить приближенные методы решения связанных задач
динамической теории упругости и нестационарной теплопровод-
ности.

Во второй главе рассматриваются основные уравнения зада-
чи термоупругости в квазистатической постановке, когда не
учитываются связывающий член в уравнении теплопровод-
ности и инерционные члены в уравнениях равновесия. Рассмо-
трение этого вопроса в специальной главе оправдывается тем,
что квазистатическая задача термоупругости имеет наибольшее
практическое значение; в обычных условиях теплообмена тепло-
вые потоки, образующиеся вследствие деформации, и динами-
ческие эффекты, обусловленные нестационарным нагревом, на-
столько невелики, что соответствующие члены в уравнениях
могут быть отброшены и система уравнений распадается на
обычное уравнение нестационарной теплопроводности и уравне-
ния, описывающие статическую задачу о термоупругих напря-
жениях при заданном температурном поле, вызванном внешними
источниками тепла. Здесь при изложении постановки квазиста-
тической задачи термоупругости в перемещениях представление
общего решения выбрано в форме, полученной П. Ф. Папкови-
чем в 1932—1937 гг. В этой форме решение однородного уравне-
ния для вектора перемещения содержит произвольные гармони-
ческие вектор и скаляр, а частное решение соответствующего
неоднородного уравнения, отвечающего заданному температур-
ному полю, определяется через скалярную функцию, получив-
шую название термоупругого потенциала перемещений, которая
удовлетворяет уравнению Пуассона.

Формулировка квазистатической задачи термоупругости в
напряжениях дается как для односвязных, так и для многосвяз-
ных тел.

В связи с методами исследования тепловых напряжений во
второй главе рассматривается аналогия между задачей термо-
упругости и соответствующей задачей изотермической теории
упругости при фиктивных объемных и поверхностных силах,
излагаются вариационные принципы для задач термоупругости,
являющиеся обобщениями вариационного уравнения Лагранжа



и вариационного принципа Кастильяно для изотермической тео-
рии упругости, и дается обобщение теоремы о взаимности работ
на случай задачи термоупругости, полученное В. М. Майзелем
в 1941 г.

Третья глава содержит основные сведения по теории тепло-
проводности, необходимые для исследования температурных
полей и соответствующих им тепловых напряжений в квазистати-
ческой постановке. В ней рассматриваются способы теплопере-
дачи на поверхности тела, выводятся основные уравнения ста-
ционарной и нестационарной теплопроводности при отсутствии
и наличии источников тепла, формулируются идеализированные
граничные условия и исследуются отдельные задачи о стацио-
нарных и нестационарных температурных полях в пластинах,
дисках и цилиндрах, имеющие практическую целенаправлен-
ность и иллюстрирующие применение основных методов теории
теплопроводности.

Четвертая, пятая и шестая главы относятся к отдельным
классам квазистатических задач термоупругости.

В четвертой главе излагается общая постановка плоской за-
дачи термоупругости в перемещениях и напряжениях; при этом
особое внимание уделяется формулировке плоской задачи тер-
моупругости в напряжениях для многосвязной области в связи
с изучением термонапряженности плоских многосвязных тел.
Здесь дается подробный вывод условий однозначности для пе-
ремещений и углов поворота, выясняется связь их неоднознач-
ности с дислокационными напряжениями и приводится аналогия
между плоской задачей термоупругости для многосвязных тел
при стационарном температурном поле и соответствующей плос-
кой задачей изотермической теории упругости с дислокациями,
установленная Н. И. Мусхелишвили в 1916 г.

В качестве примеров, иллюстрирующих применение методов
решения плоских задач термоупругости, рассматривается опре-
деление тепловых напряжений в диске и цилиндре при плоском
осесимметричном (стационарном и нестационарном) температур-
ном поле и при плоском неосесимметричном стационарном тем-
пературном поле.

Четвертая глава завершается точным решением задачи об
осесимметричном растяжении и изгибе круглой пластины, выз-
ванных стационарным осесимметричным температурным полем,
при нахождении которого используется аналогия между задачей
о плоском осесимметричном напряженном состоянии и задачей
об осесимметричном изгибе круглой пластины.

Пятая глава посвящена термоупругости оболочек вращения.
В ней рассматривается общая теория оболочек вращения при
температурном поле, симметричном относительно оси оболочки,
но изменяющемся по любому закону вдоль ее меридиана и по
толщине; при этом используются результаты изотермической
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теории оболочек, содержащиеся в известных монографиях
А. Л. Гольденвейзера, А. И. Лурье, В. В. Новожилова и др.

Для оболочек вращения, обладающих постоянной кривизной
меридиана, рассматриваемая задача с помощью статико-геоме-
трической аналогии и комплексного преобразования уравнений
оболочек сводится к нахождению комплексной разрешающей
функции, удовлетворяющей дифференциальному уравнению вто-
рого порядка. В случаях конической и сферической оболочек
приводятся точные решения в специальных функциях для всех
усилий, моментов и перемещений, необходимые для расчета теп-
ловых напряжений.

В шестой главе на основе представления общего решения
уравнений теории упругости в перемещениях в форме П. Ф. Пап-
ковича исследуются осесимметричные задачи термоупругости
для цилиндра и полой сферы при заданных температурных по-
лях (стационарных или нестационарных). Функциональный про-
извол в представлении общего решения здесь используется так,
чтобы наиболее просто удовлетворить граничным условиям.

В случае цилиндра конечной длины применяется наложение
решений для бесконечного цилиндра и слоя; удовлетворение
граничных условий на цилиндрической поверхности и торцах
цилиндра приводит к бесконечной системе линейных алгебраи-
ческих уравнений, эффективное решение которой может быть
получено методом Б. М. Кояловича.

В случае сферы нахождение функций, входящих в представ-
ление общего решения, сводится к решению векторного уравне-
ния Лапласа, которое в отличие от уравнения в декартовых и ци-
линдрических координатах не распадается на отдельные уравне-
ния относительно компонентов вектора. Для произвольного тем-
пературного поля решение задачи о тепловых напряжениях в
сфере приводится к решению систем алгебраических уравнений,
каждая из которых состоит из четырех уравнений.

Наконец, в седьмой главе рассматриваются динамические
задачи термоупругости о динамических эффектах в телах, под-
верженных действию импульсивных тепловых потоков, и связан-
ные задачи термоупругости о колебательных процессах, сопро-
вождающихся выделением тепла, распространением связанных
упругих и тепловых волн и термоупругим рассеянием энергии.
Оба указанных класса задач сводятся к исследованию волновых
уравнений.

В качестве основной динамической задачи термоупругости
выбирается задача о тепловом ударе на поверхности полупро-
странства, впервые исследованная методами операционного
исчисления В. И. Даниловской в 1950 г. Эта задача, обладаю-
щая сравнительно простым решением, охватывает особенности
распространения динамических тепловых напряжений, типичных
для рассматриваемого типа задач (тепловой удар на поверх-



ности цилиндра, сферы и др.)- Приводится также решение ха-
рактерной для тонкостенной конструкции задачи о колебаниях
прямоугольной пластины, вызванных тепловым ударом на ее
поверхности.

В качестве основной связанной задачи термоупругости рас-
сматривается распространение плоских гармонических волн рас-
ширения в неограниченном сплошном теле. Здесь для модифи-
цированной под влиянием тепла упругой волны приводятся
соотношения, выражающие изменение ее фазовой скорости, за-
тухание амплитуды и относительное рассеяние энергии.

Другая связанная задача термоупругости, рассмотренная в
этой главе и требующая привлечения кроме потенциальной так-
же и соленоидальной части общего решения, относится к дви-
жению продольных волн в бесконечно длинном сплошном ци-
линдре.



Глава первая

Термодинамические основы
термоупругости

§ 1.1. Общие замечания. Обозначения

Термоупругость занимается вопросами равновесия тела
как термодинамической системы, взаимодействие которой с
окружающей средой заключается лишь в механической работе
внешних сил и теплообмене.

Тело, как и в классической теории упругости, рассматривает-
ся в виде материального континуума, обладающего свойствами
идеальной упругости, однородности и изотропии.

В термоупругости используются положения механики конти-
нуума, известные из линейной теории упругости. В сжатой фор-
ме они излагаются в § 1.2.

Состояние термодинамической системы определяется конеч-
ным числом независимых переменных — макроскопических ве-
личин, называемых термодинамическими параметрами.

Одним из независимых макроскопических параметров термо-
динамической системы, отличающим ее от механической, явля-
ется температура как мера интенсивности теплового движения.

Изменение температуры тела может происходить как в ре-
зультате подвода тепла от внешнего источника, так и за счет
самого процесса деформирования.

Связь деформации с температурой устанавливается с по-
мощью законов термодинамики.

Непосредственное применение законов классической термо-
динамики для изучения процесса деформирования тела возмож-
но только для обратимых процессов.

Реальный процесс термоупругого деформирования тела,
строго говоря, является неравновесным процессом, необрати-
мость которого обусловливается градиентом температуры.
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Созданная в последние годы макроскопическая теория не-
обратимых процессов позволяет более строго поставить задачу
о необратимом процессе деформировании.

Так как термодинамика необратимых процессов основана на
обобщении классической термодинамики, то в настоящей главе
сначала (§ 1.3) рассматриваются основные положения термоди-
намики обратимых процессов, а затем (§ 1.4) — принципы тер-
модинамики необратимых процессов.

Далее (§ 1.5) излагается термодинамический подход к вы-
воду соотношений между напряжениями и деформациями, со-
держащих температурные члены. С другой стороны, в рамках
термодинамики линейных необратимых процессов дается вывод
уравнения теплопроводности с членом, зависящим от деформа-
ции. Полученная система уравнений описывает так называемую
связанную задачу термоупругости, в которой температурное по-
ле и поле деформаций рассматриваются связанными между
собой.

Постановка и представление общего решения связанной за-
дачи термоупругости рассматриваются в § 1.6.

В общем случае нахождение точных решений связанных за-
дач термоупругости, представляющих собой сочетание задач
динамической теории упругости и нестационарной теплопровод-
ности, наталкивается на значительные математические затруд-
нения.

Вариационный принцип (§ 1.7), разработанный на основе
термодинамики необратимых процессов, позволяет развить приб-
лиженные методы решения этих задач. В этой и в следующей
главах для упрощения записи применяются индексное обозна-
чение и правило суммирования по повторяющимся индексам,
принятые в тензорном анализе.

Оси х, у, z в декартовой системе координат обозначаются
через х\, Х2, х3 или в более компактной форме через xt 0 = 1,

2, 3). Вектор а с компонентами а\, Ог, аз обозначается через а{.
В этом смысле вектор перемещения ut в упругом теле означает
вектор с компонентами щ, ы2, «з. Напряженное и деформирован-
ное состояния упругого тела определяются соответственно тен-
зорами второго ранга <зц и s,y- (/, / = 1 , 2, 3). Символы оу, sif

означают величины с девятью компонентами.
Индексы обозначаются малыми латинскими буквами. Пов-

торяющийся индекс называется немым. Индекс, который в од-
ночленном выражении не повторяется, называется свободным.
Для них вводятся следующие два условия.

1. Повторяющийся индекс означает суммирование от 1 до 3.

Например, скалярное произведение двух векторов а и b

a- Ь=а1-Ь1 = а1
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°н=«11+а22+азз- (1-1-2)

Применение для повторяющихся индексов какой-нибудь специ-
альной буквы не требуется; для удобства ее можно заменить
любой малой латинской буквой.

2. Свободные индексы пробегают значения от 1 до 3.
Например, символ а,3- означает любой из девяти компонентов

(1.1.3)

Антисимметричный единичный тензор третьего ранга обозна-
чается через eijk. Он является антисимметричным тензором от-
носительно трех индексов, т. е. таким тензором, у которого при
перемене мест любых двух индексов составляющие изменяются
по знаку, но не по абсолютному значению.

Из 27 его компонентов отличны от нуля только те шесть,
у которых индексы I, \, k образуют какую-либо перестановку
чисел 1, 2, 3. Составляющие могут иметь только три следующих
значения: 0, когда любые два индекса равны; + 1 , когда ijk яв-
ляется четной (цикличной) перестановкой чисел 1, 2, 3; — 1 ,
когда ijk является нечетной перестановкой чисел 1, 2, 3. На
основании этого определения устанавливаются равенства

6123 = 6231 = £312=1, 6132 = 6213=6321 = — 1 . ( Ы . 4 )

Если образовать произведение двух единичных тензоров
третьего ранга eijkelmn, а затем свернуть результат произведе-
ния по индексам кип (приравнять их), то получим единичный
тензор четвертого ранга

eijkelmk>

компоненты которого имеют следующие значения:
О, когда i = j или 1=т;
+ 1, когда ij и 1т представляют собой одни и те же переста-

новки одних и тех же двух чисел (i = l и j = m, но ii=j)\
— 1, когда ij и 1т представляют собой противоположные пе-

рестановки одних и тех же двух чисел (i = m и / = /, но 1ф]).
Этот результат записывается в виде

еи^шк = 5 л 8 у т - 3лА-/. (1.1.5)

где 8у — символ Кронекера, обладающий следующим свой-
ством:

(1.1.6)
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С помощью единичного вектора etjk можно определять век-

торное произведение двух векторов. Например, векторное про-

изведение aXb является вектором с с компонентами

Ci=eijkajbk (1-1.7)

или в развернутом обозначении

Дифференцирование по определенной координате обознача-
ется запятой на уровне индексов с одновременным индексным
обозначением соответствующей координаты. Например,

«,-,/= ^ (i,y = 1,2,3), (1.1.8)

' " • " ^ д ^ С У . * . ' " ! . 2,3). (1.1.9)

Частные производные по времени обозначаются точками
сверху. Например,

.. д2и.

Начиная с третьей главы индексное обозначение и правило-
суммирования по повторяющимся индексам не применяются.

Все формулы пишутся в развернутом виде. Координаты хи

х2, х3 обозначаются соответственно через х, у, г; эти же обозна-
чения применяются в качестве индексов для компонентов тен-
зора напряжения и деформации. Например, вместо о п , . . . ,
°i2>---> eii>---> ei5>--- пишутся соответственно ах,..., оху,...,
ех,..., еху.... Компоненты вектора перемещения ии и2, ия

обозначаются через и, v, w. Другие обозначения приводятся в
процессе изложения.

§ 1.2. Деформация. Уравнения равновесия
(движения). Работа внешних сил

В настоящем параграфе рассмотрим в сжатой форме те
основные положения механики сплошной среды [20, 36, 44], ко-
торые устанавливаются в линейной теории упругости и исполь-
зуются в термоупругости.

Предполагаем, что перемещения и их производные являются
малыми величинами. Дифференцируя вектор ut по переменной
Xj, получаем тензор второго ранга Иу, который можно предста-
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вить в виде суммы симметричного гц и антисимметричного
тензоров:

Симметричный тензор е,;. называется тензором деформации;
его компоненты связаны с компонентами вектора перемещения
и1 следующим соотношением:

е//=-^ (и/./+«/.*), (1-2-2)

где £ц = ец.
Антисимметричный тензор шц обладает тем свойством, что

для любых индексов i и /

ШИ = "2 ("'• / - «Л') = - °V' ( ',/ = 1,2, 3)-

Он имеет таблицу компонентов

О — 3 2

а>з 0 - ш х , (1.2.3)

ш 2 (Oj О

т. е. определяется тремя величинами шк (k = \, 2, 3), являющими-

ся компонентами аксиального вектора со.

Вектор со называется вектором поворота; он равен по ве-
личине среднему значению угла поворота объемного элемента
и направлен в сторону поступательного движения винта с пра-
вой нарезкой в правой системе координат.

Применяя единичный вектор eljk (см. § 1.1), можно устано-
вить следующую зависимость между вектором поворота <оА и
антисимметричным тензором ш,/:

2"

Умножая обе части уравнения (1-2.4) на единичный вектор
и используя тождество (1.1.5), получаем

OV=<WV (1.2.5)
Рассмотрим упругое тело, внутри которого выделим объем

V, ограниченный поверхностью Q (рис. 1). Пусть Р — точка
граничной поверхности Q,, a dQ, — элемент этой поверхности, со-
держащий точку Р. Положение элемента dQ, поверхности зада-
ется единичным вектором п внешней нормали к поверхности О.
в точке Р. На рассматриваемый объем действуют внешние силы,
которые разделяются на поверхностные и объемные.
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На элемент поверхности dQ в точке Р со стороны внешней

нормали п действует вектор поверхностной силы fdQ, где / —
вектор плотности поверхностной силы, величина которого на-

зывается напряжением.
На элемент объема dV в

точке Pi действует вектор

объемной силы FdV, где F —
вектор плотности объемной
силы.

Если элемент объема, со-
держащий точку Р\, будет со-
вершать движение с ускоренн-

Рис. I.
ем и, то, кроме силы FdV, на
него будет действовать сила

инерции —pudV, где р — плотность массы тела в точке Р\,

а — ри — вектор плотности объемной силы инерции.
Выделим элемент объема в точке Р в виде бесконечно мало-

го тетраэдра, три грани которого параллельны координатным
плоскостям, а четвер-
тая грань площадью
dQ имеет внешнюю

нормаль п (рис. 2).
Условие равновесия

всех сил, действующих
на тетраэдр, имеет
вид

1ЧЛ (/=1,2,3)
(1.2.6)

(объемные силы не учи-
тываются, так как они

являются величинами
более высокого порядка

малости), где fj — век-
торы плотности поверх-
ностных сил на пло-
щадках, перпендикулярных осям х/, щ — компоненты единич-
ного вектора п, равные косинусам углов, составляемых векто-
ром П С ОСЯМИ Xj.
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Пусть разложения векторов f и /) по ортам еи е2, ег (см.
рис. 2) определяются выражениями

)=*//,. l=l°jr (1-2-7)
Тогда, учитывая (1.2.16), векторное равенство (1.2.6) можно
представить тремя скалярными

(Л 7 = 1.2,3), (1.2.8)

где ft — компоненты вектора плотности поверхностной силы;
а,7 — компоненты тензора напря-
жения.

В системе декартовых коорди-
нат тензор напряжения определя-
ется таблицей (1.1.3) своих ком-
понентов. Диагональные элемен-
ты таблицы (1.1.3) являются
нормальными напряжениями на
соответствующих площадках, а
недиагональные — касательны-
ми (рис. 3).

Рассмотрим условия равнове-
сия произвольного объема V те-
ла, ограниченного поверхностью
Q. Для этого необходимо при-
равнять нулю главный вектор и
главный момент (относительно
произвольной точки) внешних
объемных и поверхностных сил; при движении тела в соответ-
ствии с принципом Даламбера в объемные силы должны вклю-
чаться силы инерции. Указанные условия равновесия дают сле-
дующие уравнения:

/•и
Рис 3.

(F,-pul)dV+ = 0, (1.2.9)

(1.2.10)

где Xj — радиус-вектор точки приложения силы.
Подставляя в уравнения (1.2.9) и (1.2.10) выражение (1.2.8)

для ft и применяя формулу Остроградского — Гаусса, интегра-
лы по поверхности преобразуем к виду

Г f^Q = Г в 1 / я / 2 = Г оу, jdV, (1.2.11)
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2 %Я

= [{elJkxjokl),ldV= (eUkokjdV+ [eijkXj°kUldV=Q. (1.2.12)

V V V
При выводе равенства (1.2.12) учитываем, что xj, <=5,7 и

Ьпяы=ак1, где Sy7 — символ Кронекера.
Подставляя равенство (1.2.11) в уравнение (1.2.9), а равен-

ство (1.2.12) — в уравнение (1.2.10), получаем

! •

J

(1.2.14)

В силу произвольности объема V из уравнения (1.2.13) по-
лучаем следующие три уравнения равновесия (движения):

(/=1,2,3). (1.2.15)

Учитывая уравнение (1.2.15), из уравнения (1.2.14) находим

[eiJkok/dV=0

или v

4j=°jk, (1-2.16)

т. е. тензор напряжения является симметричным тензором.
В заключение этого параграфа рассмотрим скорость работы

внешних сил при деформации упругого тела объемом V

L = Г (F-pu) utdV+ Г f^dU. (1-2.17)
V Ь

Подставляя в уравнение (1.2.17) выражение (1.2.8) для /; и
преобразуя поверхностный интеграл по формуле Остроградско-
г о — Гаусса в объемный, получаем вместо (1.2.17) следующее
уравнение:

tui,j]dV. (1.2.18)

Принимая во внимание уравнение (1.2.15) и тождество
[ 1.2.1), находим скорость работы внешних сил, отнесенной к
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единице объема упругого тела:

W = оц (ё1у+<i/y) = оцкц. (1.2.19)

При выводе этого выражения учитываем, что о,;Ш,у=0, так
как о,у — симметричный, а шц — антисимметричный тензор.

§ 1.3. Основные положения классической термодинамики

Вспомним некоторые основные понятия термодинамики
[3, 24].

Всякое материальное тело, состоящее из большого числа
частиц и взаимодействующее с окружающей средой, называет-
ся термодинамической системой.

Состояние термодинамической системы характеризуется ря-
дом макроскопических величин, называемых термодинамически-
ми параметрами.

Параметры системы разделяются на внешние, характеризую-
щие внешние условия, в которых находится термодинамическая
система, и внутренние, зависящие от движения и взаимодей-
ствия входящих в систему микрочастиц (молекул). В этом
смысле деформации упругого тела являются внешними пара-
метрами. К внутренним параметрам относятся плотность, вну-
тренняя энергия и др.

Совокупность независимых термодинамических параметров
полностью определяет состояние системы. Другие величины,
определяемые состоянием системы в рассматриваемый момент,
являются функциями состояния.

Термодинамическая система, предоставленная самой себе при
неизменных внешних условиях, приходит в состояние равнове-
сия, характеризуемое постоянством всех параметров и отсут-
ствием макроскопических движений. Такое состояние системы
называется состоянием термодинамического равновесия.

С понятием о термодинамическом равновесии связано поня-
тие о температуре.

Опыт показывает, что две системы, каждая из которых при
тепловом контакте с третьей находится в состоянии термодина-
мического равновесия, будут находиться в состоянии термодина-
мического равновесия между собой независимо от различия или
равенства их внешних параметров (свойство транзитивности
термодинамического равновесия). Из этого свойства следует,
что состояние термодинамического равновесия системы опреде-
ляется не только ее внешними параметрами, но и еще одной
величиной, характеризующей ее внутреннее состояние. Эта ве-
личина, имеющая одно и то же значение для всех систем, нахо-
дящихся в состоянии термодинамического равновесия, называ-
ется температурой.
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Положение о существовании температуры как особой вели-
чины, характеризующей состояние равновесной системы, назы-
вается нулевым законом термодинамики.

При термодинамическом равновесии все внутренние парамет-
ры системы являются функциями внешних параметров и тем-
пературы.

Если макроскопические свойства системы изменяются со вре-
менем, то говорят, что в такой системе происходит процесс.

Процесс называется равновесным *, когда изменение всех па-
раметров системы происходит бесконечно медленно, так что сис-
тема в каждый момент времени находится в состоянии термоди-
намического равновесия.

Равновесный процесс является обратимым процессом, т. е.
таким процессом, который может пройти в обратном направле-
нии через те же состояния, что и прямой процесс, не вызвав в
окружающей среде никаких изменений.

Процесс, сопровождающийся существенным нарушением рав-
новесного состояния, называется нестатическим. Характерной
особенностью такого процесса является его необратимость, т. е.
невозможность возвращения системы в первоначальное состоя-
ние без того, чтобы в окружающей среде не произошли какие-
либо изменения. С этой точки зрения процесс теплопередачи при
конечной разности температур необратим.

Полная энергия системы состоит из внешней энергии, связан-
ной с движением системы как целого (кинетической энергии
движения системы и изменения ее потенциальной энергии), и
внутренней энергии, являющейся энергией всех видов движения
и взаимодействия микрочастиц, из которых состоит система.

Внутренняя энергия U является функцией состояния и в рав-
новесном процессе определяется внешними параметрами и тем-
пературой.

Взаимодействие термодинамической системы с окружающей
средой заключается в обмене энергии между окружающей средой
и системой путем совершения работы и путем передачи тепла.
Работа есть способ передачи энергии, связанный с изменением
внешних параметров. Количество энергии, полученное системой
таким образом, называется также работой и обозначается
через W.

Способ передачи энергии без изменения внешних параметров,
обусловленный изменением температуры, называется процессом
теплообмена. Переданное при этом системе количество энергии
называется теплотой и обозначается через Q.

* В термодинамике [3, 24] равновесный процесс называется также квази-
статическим. Во избежание путаницы с понятием квазистатической задачи
термоупругости (глава вторая) мы в настоящей книге отказываемся от при-
менения этого названия.
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Ни работа, ни теплота не являются функциями состояния сис-
темы и имеют смысл только тогда, когда совершается процесс,
при котором происходит изменение состояния системы.

Если состояние системы изменяется только за счет изменения
внешних параметров, а обмен энергией с окружающей средой в
форме теплоты не происходит, то система называется адиаба-
тически изолированной, или адиабатической.

В адиабатической системе работа не зависит от пути перехо-
да от одного состояния системы в другое, а зависит только от
начального и конечного состояния системы: при адиабатическом
процессе работа совершается лишь за счет изменения энергии
системы. Энергия системы аддитивна, т. е. энергия системы равна
сумме энергий ее частей.

В общем случае адиабатически неизолированной системы из-
менение энергии происходит не только за счет макроскопической
работы, но также и посредством теплообмена.

На основании закона сохранения энергии первый закон термо-
динамики, определяющий превращение энергии при механичес-
ких и тепловых процессах (как обратимых, так и необратимых),
для конечного процесса имеет вид

Ui-U^Q + W, (1.3.1)

где U2—И\ есть изменение внутренней энергии при переходе сис-
темы из состояния 1 в состояние 2; Q — теплота, полученная при
этом системой; W — работа внешних сил, приложенных к сис-
теме.

Первый закон термодинамики для элементарного процесса
определяется выражением

dQ = dU+dW, (1.3.2)
где dW' = — dW.

В этой форме уравнение (1.3.2) гласит: теплота, переданная
системе, идет на увеличение ее внутренней энергии и на работу,
совершаемую системой.

В термодинамике доказывается, что в случае обратимого про-
цесса выражение для элемента теплоты можно представить в
виде пфаффовой формы:

dQ = X1dxi+X2dx2 + .. .+Xndxn, (1.3.3)

где xL(i= I,. . . , п) — независимые параметры состояния, а
Xt (i= 1,.. ., п) — функции от этих параметров.

Второй закон термодинамики, являющийся обобщением опыт-
ных данных, гласит: невозможно осуществить вечный двигатель
второго рода, т. е. создать машину, которая превращала бы теп-
лоту в работу, пользуясь одним резервуаром тепла постоянной
температуры.

В новой независимой формулировке второго закона термоди-
намики устанавливается более общий эмпирический принцип о
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невозможности определенных процессов, позволяющий более
просто дать математическое описание второго закона термоди-
намики.

Впервые новую формулировку второго закона термодинамики
дал в 1898 г. профессор Киевского университета Н. Н. Шиллер
[50, 51], которым был приведен вывод интегрирующего множи-
теля для dQ, в основном совпадающий с выводом немецкого ма-
тематика Каратеодори. Каратеодори в 1909 г. развил эту форму-
лировку второго закона термодинамики, связав ее с теорией
пфаффовых форм [56], и она вошла в науку под названием прин-
ципа адиабатической недостижимости Каратеодори.

Т. А. Афанасьева-Эренфест, критически анализируя работу
[56] Каратеодори, впервые показала в своих работах [2, 60], что
второй закон термодинамики состоит из двух независимых
утверждений, из которых первое относится к обратимым про-
цессам, а второе — к нестатическим (необратимым) процессам,
и четко установила различие между понятием об адиабатической
недостижимости определенного состояния из другого состояния
с помощью обратимого перехода и понятием о необратимости
термодинамического процесса.

В настоящее время формулировка принципа адиабатической
недостижимости состоит из следующих двух частей (см. [3, 28,
55] и др.):

1) в окрестности каждого состояния термодинамической сис-
темы существуют такие состояния, которые недостижимы из
него адиабатическим обратимым процессом;

2) в окрестности каждого состояния термодинамической сис-
темы существуют такие состояния, которые недостижимы из
него любым адиабатическим необратимым процессом.

Первая часть формулировки принципа адиабатической не-
достижимости приводит к существованию новой однозначной
функции состояния — энтропии S. Действительно, если система
адиабатическая, а процесс обратимый, то пфаффова форма
(1.3.3) переходит в уравнение Пфаффа

dQ = Xldxl+X2dx2 + .. . + XJxn = 0, (1.3.4)

в котором параметры jt,(i= 1, . . . , я) удобно рассматривать как
координаты точки n-мерного пространства.

Из теории уравнений Пфаффа с п переменными известна
следующая теорема [28]: если уравнение Пфаффа (1.3.4) инте-
грируемо (т. е. существует интегрирующий множитель), то,
перемещаясь из данной точки Р(х,) по кривым, являющимся
решениями дифференциального уравнения, нельзя достичь каж-
дой точки в окрестности точки Р(х,).

Каратеодори доказал [56], что справедлива и обратная тео-
рема: если в окрестности данного состояния, определяемого
параметрами xh существуют состояния с параметрами х\, ко-
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торые недостижимы из него при помощи уравнения (1.3.4), то
это уравнение является интегрируемым. Но так как наличие
недостижимых точек в случае адиабатического обратимого
процесса, описываемого уравнением (1.3.4), установлено на
основании обобщения данных опыта, то уравнение (1.3.4) ин-
тегрируемо.

На основании факта интегрируемости уравнения (1.3.4) в
термодинамике затем доказывается существование полного диф-
ференциала

dS = — , (1.3.5)

где 5 — энтропия; Т — абсолютная температура.
Из второй части формулировки принципа адиабатической

недостижимости вытекает положение о неуклонном возрастании
энтропии в случае адиабатического необратимого процесса, т. е.

dS>0. (1.3.6)

§ 1.4. Основные положения термодинамики необратимых
процессов в связи с термоупругим деформированием
неравномерно нагретого тела

Для изучения реального процесса термоупругого дефор-
мирования тела, подвергающегося действию внешних сил и не-
равномерного нагрева, должна быть привлечена термодинамика
необратимых процессов.

Основные идеи термодинамики необратимых процессов за-
ключаются в понятиях локального равновесия и медленных
процессов.

Значения термодинамических параметров определяются для
внезапно выделенной макроскопически малой части тела, кото-
рую можно рассматривать в состоянии локального равновесия.

Такое обобщение классической термодинамики основано на
предположении, что равновесное состояние устанавливается
прежде всего в макроскопически малых частях системы, когда
она в целом еще не находится в равновесии.

Значительно медленнее наступает термодинамическое рав-
новесие в большом объеме вследствие теплопроводности.

Термодинамическая теория необратимых процессов предпо-
лагает, что основные уравнения термодинамики обратимых про-
цессов (1.3.2) и (1.3.5) сохраняются справедливыми и для
локально равновесных макроскопически малых частей системы
[3, 10].

Связывая на основании закона сохранения энергии величину

плотности теплового потока, представляемого вектором q с ком-

23



понентами qt, со скоростью подводимой к телу удельной (отне-
сенной к единице объема) теплоты Q по формуле

~QU=Q (1.4.1)

и определяя в связи с равенством (1.2.19) скорость удельной
(отнесенной к единице объема) работы упругого тела выра-
жением

W'=-W = -a,plh (1.4.2)

первый и второй законы термодинамики можно записать в виде

-q, .=7\S=£/-a,7e,7) (1.4.3)

где S и U — плотности (объемные) энтропии и внутренней
энергии.

К уравнениям (1.4.3) добавляется феноменологический за-
кон, описывающий необратимый процесс теплопроводности —
закон Фурье о пропорциональности вектора теплового потока
градиенту температуры:

qt = -KT,i, (1.4.4)

где Хт — коэффициент теплопроводности.
Одним из важных принципов термодинамики необратимых

процессов является возникновение энтропии как определенно
положительной величины.

Из уравнений (1.4.3) и (1.4.4) следует

S=-^r' = Si+S,,, (1.4.5)

где

изменение энтропии, обусловленное подводом тепла из окру-
жающей среды;

5„ = - 1 9 . Г ; = ~ ^ > 0 - (1.4.7)

локальное образование энтропии в единицу времени, вызванное
градиентом температуры.

§ 1.5. Термодинамические функции. Уравнения состояния.
Уравнение теплопроводности

Для исследования термодинамики деформирования, кро-
ме плотности внутренней энергии U и плотности энтропии S,
вводятся следующие термодинамические функции:
плотность свободной энергии

F = U—TS (1.5.1)
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и плотность термодинамического потенциала Гиббса

G=F-aijZij. (1.5.2)

Функции U, F, G являются функциями состояния; изменения
этих функций при изменении состояния упругого тела являются
полными дифференциалами. Эти функции называются термоди-
намическими потенциалами.

Исходя из выражения для полного дифференциала плот-
ности внутренней энергии

dU^TdS+Oijthy, (1.5.3)

находим с помощью уравнений (1.5.1) и (1.5.2)

dF=-SdT+aljdBlJ, (1.5.4)

dG = - SdT - tijdoij. (1.5.5)

Так как dU, dF и dG являются полными дифференциалами,
то

dU dU
Т ( 1 5 6 )

Знание хотя бы одного термодинамического потенциала поз-
воляет определить все термодинамические параметры (абсолют-
ную температуру, тензор напряжения, тензор деформации,
энтропию).

Напомним физический смысл введенных термодинамических
потенциалов.

Как видно из уравнений (1.5.3) и (1.5.4), для изотермических
процессов (7=const) работа деформации совершается за счет
изменения свободной энергии F подобно тому, как при адиаба-
тическом процессе (5 = const) работа деформации происходит
за счет изменения внутренней энергии U.

Из уравнений (1.5.4) и (1.5.5) следует, что при изотермиче-
ском процессе дополнительная работа, совершаемая упругим
телом, равна возрастанию термодинамического потенциала Гиб-
бса, тогда как при этом же процессе работа упругого тела
равна уменьшению свободной энергии.

Для установления соотношений между напряжениями и де-
формациями необходимо составить выражение для плотности
свободной энергии F как функции компонентов тензора дефор-
мации и температуры Т.
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Учитывая малость деформаций и предполагая, что чисто
тепловая деформация, отвечающая разности температур Т—То

(Го — температура тела в ненапряженном состоянии), является
величиной одного порядка малости по сравнению с еу, сохра-
няем в разложении F в ряд относительно параметров е,у и Т
лишь члены второго порядка малости: квадратичные члены для
компонентов деформации s,y и члены, являющиеся произведе-
ниями е,-,- на чисто тепловую деформацию.

Плотность свободной энергии F как скалярная величина не
зависит от принятой системы координат и определяется через
инварианты тензора деформации и температуру.

Из тензорной алгебры известно, что из компонент симме-
тричного тензора деформации может быть образован один ли-
нейный инвариант skk и два инварианта второй степени e|ft и
e/jsy. Указанному отвечает следующее выражение для плот-
ности свободной энергии [20]:

F= \elk+№/sij-{&+W*r{T-T0)ekk+F0, (1.5.9)

где к, ц, ат — постоянные величины; Fo — функция Т.
На основании формул (1.5.7) находим плотность энтропии

5-(3).+ 2 |*)а т е Й Л -^° (1.5.10)

а/

и соотношения между напряжениями и деформациями

;х) ат (Т-То) Ц. (1.5.11)
При дифференцировании F по е/у- принимаем во внимание,

что J!** = s//f Где 8у — символ Кронекера.

В соотношениях (1.5.11) величины % и \х являются известны-
ми коэффициентами Ляме для изотермической деформации.

Полагая в соотношениях (1.5.11) i = j = k, находим относи-
тельное изменение объема (первый инвариант тензора дефор-
мации)

^ а т (Г-Г 0 ) , (1.5.12)^ о ^ Г + З т ( Г 0 ) ,
61-+ Zfl

где учитываем, что 3ftft = 3.
Приравнивая в уравнении (1.5.12) обнулю, получаем отно-

сительное изменение объема при свободном тепловом расши-
рении.

Следовательно, величина ест, введенная в выражение (1.5.9),
является коэффициентом линейного теплового расширения.

Подставляя выражение (1.5.12) для skf! в соотношение
(1.5.11) и определяя из него £,-/, находим соотношения между

26



деформациями и напряжениями в виде

(l+v)g,
7
 _ vo^

 g
 (7_r

0
) 8y, (1.5.13)

где модуль упругости £ и коэффициент Пуассона v связаны с
коэффициентами Ляме следующими зависимостями:

Ь = — , ji = — - — . (1.5.14)
(l+v)(l—2v) 2(L+v)

Рассматривая соотношения (1.5.13), видим, что полная де-
формация е,у в каждой точке упругого тела складывается из
двух частей:

1) деформации

' г/1 i \ 2 : 1 / 1 С 1 С \

£/j= — l ( l + v ) a / / — Vafcft°i/Ii ( l .O.lb)

возникающей как от действия внешних сил, так и от действия
тех напряжений, которые необходимо приложить для обеспече-
ния сплошности тела при его неравномерном нагреве; эта де-
формация связана с напряжением обычным соотношением, вы-
текающим из обобщенного закона Гука;

2) деформации
6^=0,(7"—ro)8 t f, (1.5.16)

отвечающей свободному тепловому расширению упругого тела
при повышении его температуры на Т—То; эта деформация для
термически изотропного тела является шаровым тензором.

Зная F, по формуле (1.5.2) определяем плотность термоди-
намического потенциала Гиббса. Заменяя в этой формуле F и
£,-,• их выражениями (1.5.9) и (1.5.13), находим

OF '' IJ op т **

- - f ^ - « H r - r o ) 2 + F o . (1.5.17)

Применяя первую из формул (1.5.8), находим другое выра-
жение для плотности энтропии:

( Г - 7 - 0 ) - — ° . (1.5.18)

С помощью выражений (1.5.10) и (1.5.18) для плотности
энтропии можно определить удельные объемные теплоемкости
при постоянном тензоре деформации сг и постоянном тензоре
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напряжения cz. Вычисляя в соответствии с определением тепло-
емкостей эти величины по формулам

dS{ekk,T) d*F0

дТ dT2

r_TdS(akk, Т) _ гЕа\Т d*F0

дТ 1—2v dT-
находим

C-ct= =3(3/.+2[i)g?7\ (1.5.20)
1 —2v

Будем понимать под теплоемкостью св теплоемкость при
отсутствии деформаций. Тогда, используя первую Из формул
(1.5.19), находим

т г
/=•„ = - Г [-dTdT, (1.5.21)=•„ = - Г [ -

где постоянные интегрирования выбираем из условия F = 0 и
S = 0 при £,7 = 0 и Г = Г 0 .

В дальнейшем предполагаем, что теплоемкость сг и коэффи-
циент теплопроводности \ не зависят от температуры.

Выражение (1.5.10) для плотности энтропии после подста-
новки зависимости (1.5.21) для функции Fo принимает вид

S=(3X+2n)aTeftft-f-c£ln^. (1.5.22)
1 о

Теперь в дополнение к известным уравнениям линейной
теории упругости (§ 1.2) и соотношениям между напряжениями
и деформациями (1.5.11) или (1.5.13) можно получить уравне-
ние теплопроводности.

Подставляя в уравнение (1.4.3) вместо плотности теплового
потока q.t и плотности энтропии S их выражения (1.4.4) и
(1.5.22) и учитывая, что на основании (1.5.20)

Т=^-Е, (1-5.23)

находим следующее уравнение теплопроводности:

^ ' ' = c J + C i r S M ' (1'5-24)

Указанная система уравнений является связанной членами

— г-гкк в уравнении (1.5.24) и членами— (ЗХ + 2(л) ат(Т—Го) 3̂ -
Зат

в уравнении (1.5.11) или <хт (Т—То) Ьц в уравнении (1.5.13).
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Рассмотрим случай, когда разности температур Т—То малы
по сравнению с Г. В этом случае можно ограничиться в выра-
жении (1.5.22) линейным членом относительно Т—То и поло-
жить в равенстве (1.5.23) Т^Т0. Тогда выражение (1.5.22) для
плотности энтропии и уравнение теплопроводности (1.5.24) по-
лучают вид

^ o , (1.5.25)
'о

^кк- (1.5.26)

Заметим, что в случае адиабатической деформации, когда
5 = const, из уравнения (1.5.25), которое удовлетворяет условию

S = 0 при 7 = То и sftft=0,
получаем

Г - Г 0 — &+*№» , ц . (1.5.27)
с.

Подставляя (1.5.27) в уравнение (1.5.11), находим

Ч=К*и*и+2р*ц, (1.5.28)

где К — постоянная Ляме в случае адиабатической дефор-
мации:

(ЗХ+2|х)2а?Г0
^ а = И • (1.5.29)

Вторая постоянная Ляме ц остается без изменения.

§ 1.6. Постановка и представление
общего решения задачи термоупругости

В общем случае постановка задачи термоупругости за-
ключается в следующем.

Необходимо определить 16 функций координат хк и времени
/, а именно: шесть компонентов тензора напряжения оУ) шесть
компонентов тензора деформации е,у-, три компонента вектора
перемещения и, и температуру Т, удовлетворяющих:

1) трем уравнениям движения
3;у./=Р««; (1.6.1)

2) уравнению теплопроводности

1 - Г0

'"~а >

где а = — — коэффициент температуропроводности;
с*
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3) шести соотношениям между напряжениями и деформа-
циями

Oii = 2v-Bij+lUkk-(3\+2V.)aT(T-T0)]SlJ; (1.6.3)

4) шести соотношениям между деформациями и перемеще-
ниями

£г7 =-(«/,/-Г-И;,;) (1.6.4)

при начальных и граничных условиях, заданных, например,
через перемещения ui и температуру Т следующим образом:

1) начальные условия (̂  = 0)

(1.6.5)

2) граничные условия (^>0)

»i=g?](xk,t), T=G{2]{Xh,t). (1.6.6)

Здесь и дальше обозначения g{xk), G(xk) и т. п. являются
функциями всех переменных хк (k=l, 2, 3).

Для этой задачи доказывается теорема единственности [69].
Составим теперь уравнения движения в перемещениях. Вы-

ражая в уравнениях (1.6.1) напряжения через деформации по
формулам (1.6.3) и учитывая, что члены, содержащие skk и Т,
сохраняются только при i — j , получаем *

2{1гу. ,+Ци.,-(ЗХ+2(х) атГ,,— ри,=0.

В этом уравнении деформации заменяем перемещениями по
формуле (1.6.4). Внося при этом вместо / немой индекс k и
учитывая, что uki ik = ukt ы, находим

№.**+(^+l*)« f c J M-(3).+2j»)aT7', i=pur (1.6.7)

Три уравнения (1.6.7) совместно с четвертым уравнением
(1.6.2) при определенных начальных и граничных условиях опи-
сывают изменение в пространстве и во времени поля деформа-
ций и температурного поля. Представим эти уравнения в век-
торной форме:

\>-V2u+{l+\i) grad dlv и—(3>-+2JJ.) aT grad T=pu,

У 2 Г „ I f - 7"о(3^2 !х)а т -
а К

* Здесь и в дальнейшем во всех соотношениях, где Т—То находится под
знаком дифференцирования, величину Го опускаем.
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Вектор перемещения и может быть разложен на потенциаль-
ную и соленоидальную части и представлен в виде

u = gradO+irot^, (1.6.9)

где Ф — скалярный потенциал; А — векторный потенциал.
После подстановки выражения (1.6.9) в уравнения (1.6.8)

получаем ряд уравнений, решения которых можно представить
[35, 59, 65]

1 ( ^ ± а д « т ( Г _ Г о ) = О ) (1.6.10)

0, (1.6.11)

а Хт

Здесь с\ — скорость распространения упругой безвихревой вол-
ны (волны расширения); с2 — скорость распространения упругой
волны искажения (поворотов), вызывающей изменение формы
без изменения объема; 70 = const — температура тела в нена-
пряженном состоянии, при котором Ф = 0.

Исключая Т из уравнений (1.6.10) и (1.6.12), получаем одно
уравнение для функции Ф:

Если пренебречь взаимодействием поля деформаций и темпе-
ратурного поля, то получаем представление общего решения
(1.6.9) динамической задачи термоупругости, в котором скаляр-
ный потенциал Ф и векторный потенциал А определяются из
уравнений

п , ф = ЩШЪ{Т-ТО)= \±^*ЛТ-Т0), (1.6.14)
А + 2 1 — v

• ?Л=0, (1.6.15)

г д е n'-v-?&
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Решение связанной задачи термоупругости в общем случае
представляет значительные математические трудности. Для при-
ближенного решения этой задачи целесообразно использовать
вариационный принцип.

§ 1.7. Вариационный принцип для связанной задачи
термоупругости

Исходя из основных положений термодинамики необра-
тимых процессов, Био [52] установил вариационный принцип для
связанной задачи термоупругости. Здесь приводится вывод это-
го принципа, несколько отличающийся от предложенного Био.

Ограничиваясь небольшими отклонениями термодинамичес-
кой системы от равновесного состояния (Т~Г 0 ) , вводим в рас-
смотрение два векторных поля: поле вектора перемещения и и

поле вектора энтропии 5. Вектор энтропии 5 определяет коли-
чество тепла, прошедшего в данном направлении, деленное на

абсолютную температуру. Он связан с вектором потока q тепла
следующим равенством:

или

<7<~7<А, (1-7.1)

где Sj — компоненты вектора энтропии.
На основании уравнения (1.4.1) и равенства (1.4.7) имеем

•"о
(1.7.2)

(1.7.3)

где 5 — плотность энтропии.
Варьированию подвергаются компоненты вектора перемеще-

ния и1 и компоненты вектора энтропии «,-. Сообщая им шесть
независимых вариаций 8и,-, 8s, ( i = l , 2, 3) и используя урав-
нения (1.6.1), (1.4.4) и (1.7.1), составляем следующее очевидное
равенство:

f ("U.J-pud bu,dV- Г (т, i + ЗД 8 ^ = 0 , (1.7.4)
V V

где интегрирование распространяется по всему объему тела.
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С помощью формулы Остроградского — Гаусса уравнение
(1.7.4) преобразуем к виду

Г оипри^ + Г ( - ?Щ) butdV - Г
2 V V

- [(T-T0)nibsldQ+ [{T-T0)SsudV- f ^ 8 ^ = 0 . (1.7.5)
J J J К
a v v

Применяя формулы (1.6.3), (1.7.2) и (1.5.25), преобразуем
третий и пятый интегралы в уравнении (1.7.5) к виду

Г 3y8eydy=8 Г (^ el+^je^ dV-

v v

- Г (3).+2|*)ат(Г-Г0)8ейкаИ, (1.7.6)

v

Г ( Г - 70) bSl, tdV^-Ur- To) bSdV =
v v

T0)UkkdV. (1.7.7)

При преобразовании интегралов (1.7.6) и (1.7.7) учитываем,
что 5ijS(7 = eftft- Подставляя эти интегралы в уравнение (1.7.5) и
принимая во внимание равенство (1.2.8), сформулируем ва-
риационный принцип для связанной задачи термоупругости в
следующем виде:

= f\ftSul-{T-T0)nfisl]dQ+ Г(-ри,)5и^, (1.7.8)
a v

где

[
2 J XT

(1.7.10)

Скалярный инвариант VB называется термоупругим потен-
циалом Био, а скалярный инвариант D — функцией рассеяния.

Инвариант D, как видно из равенства (1.7.3), пропорциона-
лен скорости образования энтропии всего объема тела.
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Правую часть уравнения (1.7.8) можно интерпретировать
как обобщенную виртуальную работу; при этом величина
— (Т—T0)nt (я,- — единичный вектор внешней нормали к по-
верхности) аналогична силе, a 6s,- — виртуальному переме-
щению.

В случае несвязанной задачи термоупругости вариациям под-
вергаются только компоненты вектора перемещения и,-. Игнори-
руя при этом в равенстве (1.7.7) связывающий член

(ЗХ4-2[А)ЯТ(Г— T0)bskkdV, из вариационного принципа (1.7.5)IV
получаем вариационное уравнение Лагранжа для случая термо-
упругого равновесия (§ 2.3). Если, наоборот, в уравнении
(1.7.8) приравнять механические члены нулю, то получим ва-
риационное уравнение теплопроводности

5l ' B +8D=- ?{T-T0)nfis,da, (1.7.11)

где

Ув=ЦСЛТ~То)2 dV, (1.7.12)
2 J /о

2 , M-'dV, 'Sl-%. (1.7.13)
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Глава вторая

Основные уравнения
квазистатической задачи

термоупругости

§ 2.1. Общие замечания

В зависимости от условий теплообмена в постановку свя-
занной задачи термоупругости (§ 1.6) можно внести упрощаю-
щие предположения.

При неравномерном нагреве, обусловленном внешним источ-
ником тепла, можно считать, что температурное поле не зависит
от вызываемых им деформаций; тогда в уравнении теплопро-
водности (1.6.2) не учитывается член механической связи

—L zkk Если же изменение температуры упру-

К
гого тела вызывается не внешним источником тепла, а исклю-
чительно изменением его деформаций, то для изучения такого
необратимого процесса, сопровождающегося термоупругим рас-
сеянием энергии, в уравнении (1.6.2) следует учитывать член
механической связи; при этом в связи с небольшими измене-
ниями температуры, вызванными деформациями от внешних сил,
можно не учитывать член —(ЗА, + 2|л)ат (Т—Т0)5ц в соотноше-
ниях (1.6.3). В том и другом случаях задача термоупругости
становится несвязанной; поле деформаций определяется неза-
висимо от температурного поля.

В обычных условиях теплообмена скорость изменения тем-
пературы мала по сравнению со скоростью распространения
звука в материале, а поэтому тепловые напряжения в упругом
теле в определенный момент можно определять исходя из тем-
пературного поля в рассматриваемый момент (стационарного
или нестационарного) без учета сил инерции, соответствующих
движению частиц тела при переменном тепловом расширении;
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это равносильно отбрасыванию в уравнении (1.6.1) инерцион-

ного члена —ри.
Постановка задачи термоупругости, в которой не учитыва-

ются член механической связи в уравнении теплопроводности
и инерционные члены в уравнениях равновесия, называется ква-
зистатической.

Первый этап в решении этой задачи заключается в нахожде-
нии температурного поля Т. Он сводится к решению уравнения
(1.6.2), в котором отбрасывается член, зависящий от деформа-
ции, при начальном условии, определяющем распределение тем-
пературы в момент времени / = 0, и при граничных условиях,
устанавливающих закон теплообмена между окружающей сре-
дой и поверхностью тела (глава третья).

После нахождения температурного поля определяется соот-
ветствующее термоупругое напряженное состояние. Так как в
термоупругих уравнениях игнорируются инерционные члены, то
время t здесь играет роль параметра.

Задача заключается в определении 15 функций ay, e;y, и(.,
удовлетворяющих трем уравнениям равновесия

».7./+Л=0, (2.1.1)

в которых учитывается действие статических объемных сил,
шести соотношениям между напряжениями и деформациями
(1.5.11) или (1.5.13) и шести соотношениям между деформа-
циями и перемещениями (1.2.2). Граничные условия на одной
части поверхности упругого тела Qi могут быть заданы в пере-
мещениях

«!=&(**), (2-1.2)

а на другой части его поверхности Q2 — в напряжениях

ЧЪЧМ, (2.1.3)
где Qi + Q2 = Q.

При решении отдельных задач термоупругости удобно при-
нимать в качестве основных неизвестных компоненты вектора
перемещения и, или компоненты тензора напряжения оу. В со-
ответствии с этим различают постановку задачи термоупругости
в перемещениях (§ 2.2), при которой раньше всех других
неизвестных находятся неизвестные uh и постановку задачи
термоупругости в напряжениях (§ 2.3), когда начинают решение
задачи с определения неизвестных ац.

Для представления общего решения задачи термоупругости
в перемещениях (§ 2.2) используются формулы П. Ф. Папко-
вича [40], которые являются наиболее удобными для примене-
ния, так как они содержат функции, подчиняющиеся сравни-
тельно простым дифференциальным уравнениям, и имеют функ-
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циональный произвол, который можно эффективно использовать
при удовлетворении граничных условий.

Постановка задачи термоупругости в напряжениях, излага-
емая в § 2.3, предусматривает, кроме односвязной, также и слу-
чай многосвязной области; при этом устанавливаются условия
однозначности для перемещений и углов поворота.

Определение тепловых перемещений и напряжений в теле
путем непосредственного интегрирования соответствующих диф-
ференциальных уравнений и удовлетворения неоднородных гра-
ничных условий, вообще говоря, является сложной задачей.
Поэтому большой интерес представляют вариационные прин-
ципы термоупругости, рассматриваемые в § 2.4, с помощью
которых могут быть разработаны приближенные методы реше-
ния задач термоупругости, аналогичные известным вариацион-
ным методам изотермической теории упругости [23]:

методы, основанные на обобщенном на случай задачи термо-
упругости вариационном уравнении Лагранжа совместно с вы-
ражениями, аппроксимирующими возможные перемещения, и

методы, основанные на обобщенном на случай задачи термо-
упругости принципе минимума потенциальной энергии дефор-
мации совместно с выражениями, аппроксимирующими возмож-
ные напряжения.

Один из прямых методов решения задачи термоупругости —
метод В. М. Майзеля [29], основанный на обобщении теоремы
о взаимности работ, приводится в § 2.5.

§ 2.2. Постановка и представление общего решения
задачи термоупругости в перемещениях

Для постановки квазистатической задачи термоупругости

в перемещениях используется первое из уравнений (1.6.8). От-

брасывая в нем инерционный член — ри и внося в него допол-

нительный член — вектор объемной силы F .получаем основное

уравнение рассматриваемой задачи в виде

| А У 2 И + ( ^ - Ы grad div м-(3>-+2ц) aT grad T+?=0. (2.2.1)

В этом уравнении функция Т предполагается известной из реше-
ния соответствующей задачи теплопроводности.

Граничные условия в перемещениях (2.1.2) остаются без
изменения, а граничные условия в напряжениях (2.1.3) можно
с помощью соотношений (1.5.11) представить также в переме-
щениях

и/, j+Uj, ,)+№. k -(3X+2ji) а, ( Г - Го)] S,,} n]=fi(ж,). (2.2.2)
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Общее решение уравнения (2.2.1) имеет вид

и=и*+и^+и^, (2.2.3)

где и* — общее решение однородного уравнения, соответствую-

щего уравнению (2.2.1); и (Г) — частное решение неоднородного

уравнения (2.2.1), взятого при F = 0; ы(/г) — частное решение
неоднородного уравнения (2.2.1), взятого при Т—7*0 = 0.

Общее решение однородного уравнения и* найдено
П. Ф. Папковичем [38] в следующем виде:

ы* = 4(1— v)B—grad(5-r + 5 0 ), (2.2.4)

где В — гармонический вектор, удовлетворяющий уравнению

V2B = 0; (2.2.5)
Во — гармонический скаляр, удовлетворяющий уравнению

0; (2.2.6)

г — радиус-вектор.
Заметим, что без ограничения общности гармонический ска-

ляр S o в решении (2.2.4) может быть опущен; однако его сохра-
нение в ряде случаев упрощает решение задачи.

Частное решение м(/7) исследуется в теории упругости; здесь

ограничимся рассмотрением частного решения и(Г>. Это частное
решение, полученное одновременно П. Ф. Папковичем [39] и
Гудьером [61], , имеет вид

, (2.2.7)
где скалярная функция Ф удовлетворяет уравнению Пуассона

\ а Ф а ( Т Т )
1 —

(2.2.8)

Функция Ф носит название термоупругого потенциала пе-
ремещений.

В работах Мелана и Паркуса [31], Новацкого [35] и др.
определение термоупругого потенциала перемещений Ф являет-
ся основным этапом при исследовании тепловых напряжений.
В этих работах принят следующий метод решения отдельных
квазистатических задач термоупругости.

Сначала при известном температурном поле находится част-
ное решение уравнения (2.2.8) для термоупругого потенциала
перемещений Ф, первые производные которого по координатам
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определяют соответствующие частные решения для переме-
щений.

Далее вычисляются отвечающие термоупругому потенциалу
перемещений Ф тепловые напряжения, которые, вообще говоря,
не удовлетворяют заданным условиям на поверхности.

Затем на это решение накладывается решение соответствую-
щей краевой задачи изотермической теории упругости, содержа-
щее необходимое число постоянных интегрирования для удов-
летворения граничных условий.

Заметим, что решение (2.2.7) является окончательным только
для неограниченного тела.

Рассмотренные постановка и представление решения квази-
статической задачи термоупругости в перемещениях справедли-
вы как для односвязных, так и для многосвязных тел; при этом
перемещения должны быть однозначными функциями, имеющи-
ми непрерывные производные до второго порядка включительно.

В заключение этого параграфа упомянем аналогию между
квазистатической задачей термоупругости и задачей изотерми-
ческой теории упругости с фиктивными объемными и поверх-
ностными силами.

Сравнивая уравнения (2.2.1) и (2.2.2) с соответствующими
уравнениями изотермической теории упругости, можно сделать
заключение о том, что постановка квазистатической задачи тер-
моупругости в перемещениях сводится к постановке задачи изо-
термической теории упругости, если рассматривать в качестве

вектора плотности объемной силы F величину —(3A,+2(x)aTgrad T,
а к заданным внешним поверхностным силам /,. добавить рав-
номерное нормальное к поверхности растяжение величиной
(ЗЯ + 2|х)ат (Т—Го). Указанная аналогия нашла широкое приме-
нение при исследовании термоупругих напряжений в книге
С. П. Тимошенко [47] и др.

§ 2.3. Постановка задачи термоупругости в напряжениях

При решении задач термоупругости, в которых граничные
условия заданы в напряжениях (2.1.3), удобно пользоваться
системой уравнений в напряжениях, которые получаются, если
из уравнений (2.1.1), соотношений (1.5.11) или (1.5.13) и соот-
ношений (1.2.2) исключить перемещения и деформации, выбрав
и качестве неизвестных шесть компонентов тензора напряже-
ния Оц.

Рассмотрим сначала эту задачу для односвязного упругого
тела.

Уравнения равновесия (2.1.1) и граничные условия (2.1.3)
уже представлены в напряжениях.
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Для полной формулировки задачи термоупругости в напря-
жениях необходимо из соотношений (1.2.2) по известным ком-
понентам тензора деформации е у определить компоненты век-
тора перемещения ut.

В соответствии с равенством (1.2.5) запишем тождество
(1.2.1) в виде

pk. (2.3.1)

Условие интегрируемости уравнений (2.3.1) имеет вид

=epmjzij,m->repmjemuk,m=<d. (2.3.2)

Используя соотношение (1.1.5), второй член правой части
равенства (2.3.2) преобразуем к виду

ерт}е}ИРк,т = {Ьр1Кк-Ьр>£пи)шк,т = ЬрЫк,к-Мр.1. (2.3.3)

Подставляя выражение (2.3.3) в условие (2.3.2) и учитывая,
что o>ft, А = 0, получаем

^ti,m- (2.3.4)

Применяя к уравнениям (2.3.4) еще раз условие интегри-
руемости, находим соотношение

<WW e '/ .m n =0. (2.3.5)

Соотношение (2.3.5) имеет два свободных индекса р и q и
симметрично относительно этих индексов; таким образом, оно
определяет шесть уравнений, которые называются уравнениями
совместности деформаций.

Полагая

р = 3, 9 = 3, n — tn—l, i—j = 2
и

р = 2, <7 = 3, т=3, п=\, 1 = 2, / = 1 ,

получаем соответственно два следующих типичных уравнения
из шести уравнений совместности деформаций:

Остальные четыре уравнения получаются посредством цикли-
ческой перестановки индексов.

При выполнении условий (2.3.5) величины

являются полными дифференциалами.
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Используя выражения (2.3.1) и (2.3.4) соответственно для
производных ui, j и со,-, j и интегрируя, получаем следующие ком-
поненты вектора перемещения ut и угла поворота о^ в точке Р:

р

ul=u°i+ ((ttj+eJlk<»k)dxj, (2.3.6)

ь, mdx,, (2.3.7)

Л,
я

Ро

где интегралы берутся по любому пути между точками Ро и Р
в рассматриваемой области V, а #(

и и а>° — компоненты пере-
мещения и угла поворота в точке Ро-

Интеграл (2.3.6) можно представить также в следующем
виде *:

(2.3.8)

Для односвязной области интегралы (2.3.6) и (2.3.7) не за-
висят от пути интегрирования, а, следовательно, представляют
собой однозначные функции; при этом перемещения должны
иметь непрерывные производные до третьего порядка вклю-
чительно.

Найдем теперь уравнения совместности деформаций в напря-
жениях.

Переписываем соотношение (2.3.5) в виде
si},mn — eim,ln — £nj, ml + Snm, y i = 0 . (2.3.9)

Полагая т — п, получаем

«У, пп —2in,jn—2nJ,ni-\-snn.Ji=0- (2.3.10)

Выражая в уравнении (2.3.10) деформации через напряже-
ния по формуле (1.5.13) и заменяя затем величины а,„ул и алу_ „,-
на основании уравнения (2.1.1) величинами — Fjj и —Fjti, на-
ходим

(1 -f v) atJi nn—wkk, nr$u+ann, y+( l + v ) (Fi, j+Fj, i)+

+ЕаТ(Т,ппЬи+Т,и)=0. (2.3.11)

* В тождественности выражений (2.3.6) и (2.3.8) легко убедиться, при-
нимая во внимание уравнение (2.3.4) и выполняя интегрирование (2.3.8)
по частям.
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При i=j равенство (2.3.11) дает следующее соотношение:

(1 -v)ott, я я + ( 1 -f v) F,. i+2EaTT, nn=0. (2.3.12)

При выводе этого соотношения полагаем

°И. лл = алл, «= a *ft, nn, T, ii = 1,nn-

Наконец, подставляя выражение для а**, „„, определяемое из
соотношения (2.3.12), в равенство (2.3.11), находим следующие
уравнения совместности деформаций в напряжениях:

о|у, nn+onn, у + *-U±$. Fa. А / + 0 +v) {Flt f+Fj, i) +
1—v

Т. ,j\ = 0. (2.3.13)

Полагая i=j=l и t = l , / = 2, получаем соответственно сле-
дующие типичные уравнения совместности деформаций в на-
пряжениях:

[()F 1 , 1 + (
1 V

) (2.3.14)

aT7;i2=0. (2.3.15)

Остальные четыре уравнения получаются посредством цикли-
ческой перестановки индексов.

В постановке задачи термоупругости в напряжениях решение
сводится к нахождению шести функций оц, удовлетворяющих
трем уравнениям равновесия (2.1.1), шести уравнениям совмест-
ности деформаций в напряжениях (2.3.13) и трем граничным
условиям (2.1.3).

Зная напряжения, с помощью соотношений (1.5.13) опреде-
ляем деформации, а затем из уравнения (2.3.6) — перемещения.

Если рассматриваемая область многосвязна, то функции и,-
и coft, определяемые уравнениями (2.3.6) и (2.3.7), могут ока-
заться многозначными.

Дополнительные условия однозначности для функций и( и
щ устанавливаются на основании свойств функции, определя-
емой по ее полному дифференциалу в многосвязной области [34].

Рассмотрим (Af+ 1)-связную область, которую мысленно по-
средством N разрезов (внутренних поверхностей) можно пре-
вратить в односвязную (рис. 4).

Для однозначности функции и1 необходимо и достаточно,
чтобы наряду с условиями (2.3.13) выполнялось условие о ра-
венстве нулю интеграла в уравнении (2.3.8), взятого по каждо-
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му замкнутому контуру L*- К— I,... ,N), охватывающему толь-
ко одну iC-тую полость, т. е.

(Xj—x'j) е/я, m\ dx'^0,

K = l , . . . , N.

(2.3.16)

Аналогичные условия должны существовать для однознач-
ности функции ык, определяемой уравнением (2.3.7).

Учитывая, что в уравнениях (2.3.16) величины

X/

L

равны нулю на основании усло-
вий для однозначности функции
tos, указанные условия для одно-
значности функций и,- и шк мож-
но представить в виде 1

/ •

1=?
1 ^
ч -

X

(С

-^—

lJУ

•< »

Ml

£/'
у

/

I,

1

K-l,...,N; (2.3.17)

kmnBln,mdXl=0, (2.3.18)

K=\,...,N.
Рис. 4.

Этот результат с помощью соотношения (1.5.13) записывается в
напряжениях следующим образом:

1 + v С
— {°n—ejikekmnxfin,m)dxi—

, m) dx{+

'•к

[+< Г [(Г-Г 0 )3 ; г -е / ; ^ т ^Т, m] dXl=0, (2.3.19)

1 + у Г о _ •

ekmlT, mdxt=0, (2.3.20)
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§ 2.4. Вариационные принципы
для задач термоупругости

Во многих случаях является эффективным применение
вариационных методов для приближенного расчета тепловых
напряжений. Рассмотрим в связи с этим соответствующие ва-
риационные принципы, предполагая, что тело находится под
действием поверхностных fl и объемных F t сил при известном
температурном поле T(xk, t).

Обобщение вариационного уравнения Лагранжа на случай
задачи термоупругости.

Сообщим телу виртуальные перемещения buh удовлетворяю-
щие всем кинематическим граничным условиям.

На основании уравнений равновесия справедливо следующее
равенство:

Hj.j+F^bu^V^O, (2.4.1)

где интегрирование выполняется по всему объему тела V.
Применяя формулу Остроградского — Гаусса, получаем

I oiJn/buidQ+ ^FfiutdV- f оч8е///К=0, (2.4.2)
ч] */ ч)
s v v

где Q — замкнутая поверхность, ограничивающая объем V.
Учитывая формулы (1.5.7) и условия на поверхности (1.2.8),

а также принимая во внимание, что при виртуальных переме-
щениях температурное поле предполагается неизменным, на-
ходим

5 I" ГFdV—\F i U idV- Г ftuM = 0, (2.4.3)
v v я

где F — плотность свободной энергии; ft •— компоненты векто-
ра плотности поверхностных сил.

Уравнение (2.4.3) является обобщением известного начала
возможных перемещений Лагранжа для случая упругого равно-
весия [23]; вместо плотности потенциальной энергии деформации
здесь вносится плотность свободной энергии [62].

Обобщение принципа минимума потенциальной энергии де-
формации на случай задачи термоупругости.

Подвергнем напряженное состояние рассматриваемого тела
такой произвольной вариации, при которой новые компоненты
тензора напряжения оц+8оу удовлетворяли бы уравнениям
равновесия (2.1.1), т. е.

К-,,=0. (2.4.4)
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Для удовлетворения граничных условий (2.1.3) необходимо
вариации внешних поверхностных сил подчинить условию

bf.=baiinj. (2.4.5)

Естественно, что при такой вариации напряженного состояния
тела должны быть удовлетворены все условия кинематических
связей.

На основании формул (1.5.8) можно записать следующее
равенство:

В этом равенстве по формулам (1.2.2) заменяем компоненты
тензора деформации eti через компоненты вектора перемещения
иь а затем применяем формулу Остроградского Гаусса. За-
мечая при этом, что индексы i и / расположены симметрично,
находим

Г и,8оул^2- (
V

O. (2.4.7)
2 V V

На основании равенств (2.4.4) и (2.4.5) окончательно по-
лучаем

v
Г u^do] = 0, (2.4.8)

s
где поверхностный интеграл распространяется на всю поверх-
ность тела.

Уравнение (2.418) обобщает известную вариационную фор-
мулу Кастилиано [23]; роль плотности энергии деформации в
формуле (2.4.8) играет плотность термодинамического потен-
циала Гиббса, взятая со знаком «минус» [62]. Если при вариа-
ции напряженного состояния выполняется условие о неизменя-
емости внешних поверхностных сил (5/( = 0), то

b^GdV=O. (2.4.9)

v
Эта формула обобщает известный принцип минимума потенци-
альной энергии деформации.

§ 2.5. Обобщение теоремы о взаимности работ
на случай задачи термоупругости

Рассмотрим два напряженных состояния упругого тела,
из которых первое состояние характеризуется напряжениями а(/,
деформациями гц и перемещениями и,-, возникающими под дей-
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ствием внешних сил Ft, f. и температурного поля Т, а вто-
рое — напряжениями a'{.t деформациями е!. и перемещениями
и\, возникающими под действием внешних сил F'., f\ и темпе-
ратурного поля Г'.

Определяя работу сил первого состояния на перемещениях
второго состояния, применяя формулу Остроградского — Гаусса
и используя уравнения равновесия и граничные условия в на-
пряжениях, находим

L1 2 = С FiuldV+ Г f.ii\dQ = Г (о,,-,,
К 2 V

к

+ f "„uljdV= toifil/IV. (2.5.1)

Аналогичным образом можно получить выражение для рабо-
ты сил второго состояния на перемещениях первого состояния:

(2.5.2)
V 2

Сравнивая работу сил первого состояния на перемещениях
второго состояния с работой сил второго состояния на переме-
щениях первого состояния, после замены с помощью соотно-
шений (1.5.11) и (1.5.13) напряжений через деформации или,
наоборот, деформаций через напряжения, приходим к следую-
щей формуле:

L12-L2l=(3X+2|x)aT [(Г-7-0)6^-^-7-0)8^]^=

v

= ar U(T'-T0)okk-(T-T0)akk}dV. (2.5.3)

v

Полученная формула обобщает известную теорему о взаим-
ности работ на случай статической и квазистатической задач
термоупругости. Это обобщение принадлежит В. М. Майзелю
[29, 30].

Рассмотрим теперь применение формулы (2.5.3) для опре-
деления перемещений, возникающих в определенной точке тела
при неравномерном нагреве. Для этого предположим, что
Ft—0, /, = 0, Т' = Т0, а система внешних сил F'. и /! сводится
к сосредоточенной единичной силе, приложенной в точке х% и
направленной параллельно оси *,-.
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Пусть при действии такой единичной силы, приложенной в
точке х°, в точке хг упругого тела возникают напряжения
а*;(х?, хг) и деформации г*. (х°г, хг). В этом случае из формулы
(2.5.3) получаем формулы В. М. Майзеля для определения
перемещений в точке х° от действия температурного поля Т:

и, (*?)=(3X+2|i) ат Г (Т-То) г\к (х°г, xr) dV=

v

(2.5.4)

где °*kk(x.°r, xr) и ^lk(x°r, xr) — суммы диагональных компонентов
(первые инварианты) тензора напряжения о* и тензора дефор-
мации e*j.

Формулы (2.5.4) допускают обобщение на тот случай, когда
модуль упругости Е и коэффициент Пуассона v (или коэффи-
циенты Ляме Я, и ц) зависят от температуры и, следовательно,
являются заданными функциями координат хт\ в этом случае
они имеют вид

и, (*°)= I" (ЗХ+2ц) ат(Т- То)г\к (x°r, xr)dV=

(2.5.5)

Здесь под а*4(д;", д;,.) и s*ft (x°r, хг) следует понимать суммы диа-
гональных компонентов тензора напряжения о*, и тензора де-
формации Е*., соответствующих действию единичной силы на
такое упругое тело, для которого переменные Е и v изменяются
в зависимости от координат по тому же закону, что и при дей-
ствии температурного поля Т.

Таким образом, метод решения задачи термоупругости, ос-
нованный на теореме взаимности, заключается в том, что
определение напряженного состояния в упругом теле под дей-
ствием температурного поля сводится к задаче изотермической
теории упругости о напряженном состоянии упругого тела под
действием единичной сосредоточенной силы.

При осесимметричной деформации задача термоупругости
сводится к задаче о напряженном состоянии равномерно на-
гретого тела, находящегося под действием сосредоточенных
сил, равномерно распределенных вдоль окружности.
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Совершенно ясно, что применение этого метода требует на-
личия готовых решений задач изотермической теории упругости
для тел, подверженных действию сосредоточенных сил.

§ 2.6. Криволинейные координаты

Основные положения термоупругости рассматривались
выше с привлечением прямоугольных координат. Однако для
решения ряда задач термоупругости удобно применение орто-
гональных криволинейных координат.

Рис. 5.

Рассмотрим основные уравнения в цилиндрических и сфери-
ческих координатах; при этом предположим, что правило сум-
мирования по повторяющимся индексам для криволинейных
координат не имеет места.

В цилиндрических координатах положение точки Р опреде-
ляется тремя координатами г, 0, z (рис. 5). Координатными по-
верхностями являются цилиндры г=const, полуплоскости 8 =
== const и плоскости z=const.

Декартовы координаты связаны с цилиндрическими соотно-
шениями

, x2=rsm0, x3 = z.

Введем в рассмотрение трехгранник единичных взаимно ор-

тогональных векторов еГ) е%, ez, образующих правую систему;

ег является единичным вектором радиуса, е9 — единичным век-

тором касательной к окружности, ег — единичным вектором

образующей. Каждый из единичных векторов направлен в сто-

рону возрастания соответствующей координаты (см. рис. 5).

48



Из векторного анализа известно, что основные векторные
операции в цилиндрических координатах можно выразить сле-
дующим образом:

grad*=3 + ; i I | + ^ , (2.6.1)
дг г дВ dz

= I ^ + I ^ + ^ , (2.6.2)

, -* ~ /1 da2 даЛ , - /да, да,\
rot а=ег

 z- ) + eJ — м -
\ г дВ d z } [ d z д г J

[г дг г дВ\

. <2.6.4)

В системе цилиндрических координат соотношения между
компонентами тензора деформации вг, se, ег, sr9, е9г, е2г и компо-
нентами вектора перемещений ип нв, и2 записываются следую-
щим образом:

ди. 1 /ди9 . \ ди,
в = 1 e ^ { + u f к=

(2.6.5)
ди% 1 duz

2 [ d r

Уравнения движения приобретают вид

zr 2 [ d r

дг г [дв
 т ' V d z т d t 2 '

^ f + / 7 ( i = p a 3 l . (2.6.6)

^ « , 1 / ^ о г , \ , ^ , F д%
d r r [ дВ } дг дг

где <зг, з9, аг, аг9, а9г, зг л — компоненты тензора напряжения
(рис. 6); FT, Fe, Fz — компоненты вектора плотности объемной

силы F.
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В сферических координатах положение точки Р определяет-
ся тремя координатами г, <р, б (рис. 7). Координатными поверх-
ностями в этой системе координат являются сферы г = const,
конусы <р = const и полуплоскости 6 = const*.

• 8 е *
Рис. 6.

Декартовы координаты связаны со сферическими соотноше-
ниями

X\ = r cos Ssirxp, л:2 = г sin бвшф, д:з = гсозф.

Вводя трехгранник единичных взаимно ортогональных векто-
ров ег, е9, е9 (см. рис. 7), основные векторные операции в сфери-
ческих координатах представляем в виде

5Ф

56' ( 2 - 6 J )

% , (2.6.8)

, , "* 5ф - 1 56
grad«|> = e ,— +е9- -±

rota=e,

r sin ф
\d(a

дф

г sin 5ф

г sin

+
J

sin
-\ 1

5r J
дг

* В целях единообразия обозначений здесь, в отличие от общепринятых
обозначений, угол между плоскостью Х\Охъ и плоскостью меридиана (в пло-
скости параллели) обозначается через 9, а угол между радиусом сферы и
осью хз — через (р; аналогичные обозначения для углов приняты при изло-
жении термоупругости круглых дисков и пластин, оболочек и тел вращения.
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Рис. 7.

Рис. 8.



f r ) + - l - l f s « n , ^ + — L - ^ . (2.6.10)

Ограничиваясь случаем осесимметричного температурного
поля и поля напряжений, когда деформации и напряжения не
зависят от координаты 6, в системе сферических координат по-
лучаем следующие зависимости (рис. 8):

соотношения между компонентами тензора деформации и
компонентами вектора перемещения

диг 1 / ди9

j("r+Urrtg<i>). (2.6.11)

1 \дис , 1 (ди,
С I i 1 Г •<? >

уравнения движения

дг г \ dw
(2.6.12)

?-ae) ctg
дг ' [ду \ dt2



Глава третья

Основные законы
и задачи

теплопроводности

§ 3.1. Общие замечания. Основные уравнения

Температурное поле и поле напряжений в твердом теле,
вообще говоря, взаимосвязаны (см. первую главу). Однако при
обычной теплопередаче, происходящей в неравномерно нагре-
том твердом теле за счет внешних источников тепла, влияние
напряжений и деформаций на распределение в нем температуры
можно игнорировать. Это позволяет распределение температуры
в твердом теле, соответствующее определенным условиям тепло-
передачи, изучать независимо от его напряженного состояния.

В твердом теле перенос тепла осуществляется одной только
теплопроводностью, имеющей молекулярно-атомный характер,
без макроскопических движений в теле.

Теплопередача на поверхности тела может происходить
тремя способами: теплопроводностью, конвекцией и излу-
чением.

При конвективном теплообмене перенос тепла осуществля-
ется за счет движения неравномерно нагретой жидкости (газа),
омывающей тело; при этом под конвективным теплообменом
понимается суммарный перенос тепла частицами жидкости и
теплопроводностью.

Теплообмен излучением (лучистый теплообмен) происходит
между удаленными друг от друга телами (или частями тела)
посредством электромагнитных волн.

Уравнение теплопроводности, необходимое для исследования
температурных полей в упругих телах, можно получить из
уравнения теплопроводности (1.5.26), отбрасывая в нем член,
зависящий от деформации.
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Здесь приведем независимый вывод этого уравнения. Коли-
чество тепла, поглощаемое единицей объема тела в единицу

времени, равно с— , где с — удельная объемная теплоемкость
вещества тела.

С другой стороны, количество тепла, теряемое единицей

объема тела в единицу времени, равно div q, где q — вектор
плотности потока тепла.

Предполагая в теле наличие источников тепла, выделяющих
в единице объема в единицу времени количество тепла q0, и
принимая во внимание уравнение (1.4.4), на основании баланса
тепла находим уравнение теплопроводности

dlv(XTgrad7yb7o=c—. (3.1.1)
at

Если принять коэффициент теплопроводности Хт постоянным,
то уравнение (3.1.1) принимает вид

где а = — — коэффициент температуропроводности.

При отсутствии в теле источников тепла (<70 = 0) уравнение
(3.1.2) превращается в уравнение

V ' 7 - = I ^ . (3.1.3)

Решение уравнения (3.1.3) определяет нестационарное тем-
пературное поле. Для стационарного температурного поля урав-
нение (3.1.3) переходит в уравнение Лапласа

V 2 r = 0 . (3.1.4)

Для однозначности решения уравнения (3.1.2) необходимо
его дополнить соответствующими начальным и граничными уело.
виями.

В качестве начального условия задается распределение тем-
пературы тела в фиксированный момент времени.

Граничные условия обычно связаны со сложным теплообме-
ном на поверхности тела, где могут иметь место все три способа
теплопередачи одновременно.

В теории теплопроводности применяются следующие основ-
ные идеализированные граничные условия.

1. Задана температура поверхности

T{xk,t)=f(Xklt). (3.1.5)
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где xk — точка на поверхности тела и f(xk, t) — заданная
функция.

2. Задана плотность теплового потока, выходящего из тела
в окружающую среду:

a T ( * f ) , (ЗЛ.6)
дп

где п — внешняя нормаль к поверхности тела в точке xk.
В частном случае, когда <7 = 0, имеет место адиабатическое

граничное условие для тела, идеально изолированного от внеш-
него теплообмена:

*П*£-о. (3.1.7)
дп

3. Заданы температура окружающей среды Ь и закон кон-
вективного теплообмена между поверхностью тела и окружаю-
щей средой

dT(xk,t) = Xhtt)-b], (3.1.8)
дп

где а — коэффициент теплоотдачи.
Коэффициент теплоотдачи а зависит от термических и физи-

ческих характеристик поверхности тела и окружающей среды.
Различают теплообмен при свободной конвекции, возникаю-

щей при естественном перемещении частиц жидкости за счет
неравномерной ее плотности, обусловленной неравномерным на-
гревом, и при вынужденной конвекции, создаваемой движением
жидкости посредством внешних механических воздействий (на-
гнетанием жидкости от насоса, движением высокоскоростного
воздушного потока относительно самолета и др.); теплообмен
при вынужденной конвекции происходит более интенсивно, чем
при свободной конвекции.

Для конвективного теплообмена важным является состояние
так называемого пограничного слоя, под которым понимается
область потока жидкости, прилегающая к поверхности обтека-
емого тела, с резким изменением скорости и температуры (от
скорости и температуры свободного потока до скорости и темпе-
ратуры на поверхности тела).

Течение жидкости в пограничном слое может быть ламинар-
ное, когда частицы жидкости перемещаются слоями, и турбу-
лентное, при котором частицы жидкости совершают пульсацион-
ные движения, приводящие к интенсивному перемешиванию
слоев движущейся жидкости. Турбулентное течение происходит
в результате потери устойчивости ламинарного течения. Условия
перехода из ламинарного течения в турбулентное определяются
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некоторым (критическим) числом — так называемым числом
ovl

Рейнольдса Re= — , где р — плотность; v — средняя ско-
•п

рость течения; / — линейный размер; г\ — коэффициент вяз-
кости.

Теплообмен при ламинарном течении осуществляется в ос-
новном теплопроводностью, а теплообмен при турбулентном
течении происходит в основном за счет пульсационных макро-
скопических движений частиц жидкости.

При турбулентном течении коэффициент теплоотдачи может
быть во много раз больше, чем при ламинарном.

Из указанного ясно, что коэффициент а изменяется в очень
широких пределах и его следует каждый раз выбирать в зави-
симости от условий конвективного теплообмена на основании
экспериментальных данных.

При больших скоростях газа (например, в случае аэродина-
мического нагрева) в уравнение (3.1.8) вместо температуры сво-
бодного потока & следует подставить так называемую адиабати-
ческую температуру поверхности &а.

Вследствие трения в пограничном слое кинетическая энергия
свободного потока переходит в теплоту; при этом повышается
температура в пограничном слое и на теплоизолированной по-
верхности конструкции устанавливается адиабатическая темпе-
ратура поверхности 0а, определяемая по формуле

К=Ъ+г~, (3.1.9)
2ср

где & и v — температура и скорость свободного потока газа;
ср — удельная массовая теплоемкость газа при постоянном
давлении; г — коэффициент восстановления, показывающий, ка-
кая часть кинетической энергии свободного потока переходит в
теплосодержание потока на поверхности.

Коэффициент восстановления г при определенном состоянии
пограничного слоя определяется в основном числом Прандтля

Рг= —-, которое для воздуха в широком интервале темпера-

туры почти не изменяется; например, Рг = 0,72-=-0,65 при Т =
= 250-4-1300°К.

Теоретические исследования установили, что в случае лами-
нарного пограничного слоя на плоской пластине r = Pr '\ а при
турбулентном пограничном слое г=Рг' 3 .

Для решения дифференциальных уравнений в частных про-
изводных (3.1.2), (3.1.3) применяются методы разделения пере-
менных; методы, основанные на интегральных преобразованиях;
методы, использующие наложение решений для источников теп-
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ла и других решений; численные методы и др. Они излагаются
в монографиях, посвященных теории теплопроводности, как,
например, в монографиях [27, 57] и др., а также в специальной
литературе [1].

Исследование уравнений теплопроводности (параболического
и эллиптического типа) содержится в курсах математической
физики [43, 46, 49]. Здесь рассматриваются задачи теплопровод-
ности, имеющие наибольшее практическое значение и иллюстри-
рующие применение основных методов теории теплопроводности.
К ним относятся задача о нестационарном теплообмене пласти-
ны произвольного профиля, решение которой основано на ап-
проксимации температуры по толщине пластины по степенному
закону (§ 3.2); задачи о стационарном и нестационарном осе-
симметричном плоском температурном поле диска (§ 3.3 и § 3.6);
задача о нестационарном осесимметричном теплообмене полого
цилиндра конечной длины с окружающей средой, исследованная
с помощью интегрального преобразования Лапласа и метода
разделения переменных (§ 3.7), и др.

§ 3.2. Уравнения нестационарной теплопроводности
для пластин

Расположим срединную поверхность тонкой пластины тол-
щиной h в плоскости хОу декартовой системы координат.

Рассмотрим пластину при нестационарном конвективном

теплообмене на ее контуре L и поверхностях z = + - (рис. 9).

При значительной разности температур среды, омывающей
поверхности пластины з =

h
— + 9 » п о е е толщине воз-
никают существенные гради-
енты температуры, вызыва-
ющие, кроме растяжения,
также тепловой изгиб плас-
тины. Определение неста-
ционарного температурного
поля такой пластины при
постоянных теплофизических
характеристиках сводится к

3

и с ' 'рр
решению уравнения (3.1.3), которое в декартовых координатах
принимает вид

(РТ дЧ^_\_дТ
(3.2.1)
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Решение уравнения (3.2.1) должно удовлетворять следую-
щим начальному и граничным условиям:

Г = Г0 при t = 0, (3.2.2)

дТ ао.„ . ч \
з - = — ^(Т—»0) на контуре пластины L,

дТ а , _ „ . \h (3.2.3)

% п р и * = *
3s АТ 2

В уравнениях (3.2.1) — (3.2.3) введены следующие обозначе-
ния: Т — температура пластины; То — начальная температура
пластины; &0, Ья и &4 — температуры среды соответственно на

h h
контуре пластины, на поверхности z=-^ и поверхности z = —-^ ;

Z* Z*

а0, а3 и а4 — коэффициенты теплоотдачи соответственно на кон-
h h

туре пластины, на поверхности Z~TJ и поверхности г = — =• ;
Хт и а — коэффициенты теплопроводности и температуропровод-
ности материала пластины; п — внешняя нормаль на контуре
пластины.

Ищем приближенное решение этой задачи. Аппроксимируя
изменение температуры Т вдоль толщины пластины по степен-
ному закону

m

T=yti]{x,y,t)z\ (3.2.4)
( = 0

сводим рассматриваемую задачу к двумерной.
Для составления уравнений, которым удовлетворяют функ-

ции Г(<1, умножаем уравнение (3.2.1) на z" (р = 0, 1, . . . , т) и
h h

интегрируем его по г от — „ до „ ; при этом выполняем инте-

грирование по частям, принимая во внимание тождество

ZP — = — \zp pzp-lT\ + р(р—])гр~2Ти граничные условия
dz2 dz\ dz )

(3.2.3). В результате получаем следующее уравнение:

^ А
^ М , 1 4 (3.2.5)
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где
, & ,

v = —
а 2

J— 2"
a,/z а./г

78= f " , T 4 = — •

Подставляя выражение (3.2.4) в условие (3.2.2) и первое из
условий (3.2.3), находим начальные и граничные условия для
функций Г (" (/ = 0, 1 , . . . , т ) . В случае, когда То и &0 не зависят
от z, эти условия принимают вид

Г ( 0 ) = Г 0 , Г ( / ) = 0 (i = l от) при

на контуре (3.2.6)^ 1 ^ р
d w Л^ °п />т пластины L

( i = l , . . . , и ) .

Применяя уравнение (3.2.5) и условия (3.2.6) при разных
значениях р, можно составить необходимую систему уравнений,
описывающую нестационарную теплопроводность пластины при
разных степенных законах изменения температуры по толщине
пластины.

Предполагая температуру постоянной по толщине пластины

Г = Г(°) (3.2.7)
и полагая р = 0, получаем уравнение теплопроводности

2 т ( Т _ & ) = I д_1 (3.2.8)
h2 a dt

где

2лт '
при условиях

Т=Т0 при ^=0, 1
ЗГ а о , _ ^ (3.2.9)
— = (/—в0) на контуре пластины L.
дп Хт

Предполагая линейный закон изменения температуры по
толщине пластины

T=TIO]->rT{V'z, I3.2.10)
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отвечающий значениям р = 0,\, находим систему двух уравнений
теплопроводности

1 3/т»(0)
1 О , , , 01

h ~ a dt 'V * — -JJ2V ' - » ) -

г(0) 6(2+ Т )
/г2 (

a dt
где

(3.2.11)

г
 (2+т)А '

при начальных и граничных условиях

= 7
0
, Г

(1)
=0 при t=0,

г т
на контуре
пластины L.

(3.2.12)

Предполагая квадратичный закон изменения температуры no-
толщине пластины

T=Ti0)+Twz+T{2)z\ (3.2.13)

соответствующий значениям р = 0, 1, 2, находим систему трех
уравнений теплопроводности

Л2' Ah
зт+20 (2)^1аг101

4 ~ а dt

h*

60т г

/г3

я—Y4)T-(D

) ,
1у(2)

15(4+Y)

, (3.2.14)

T ( 2 ) 1
7 =

a d^

при начальных и граничных условиях
,0) т Т(Ц = T ( 2 ) _ Q , _ 0

"(1) яг! 2 ) ~ Г ' 2 )
(3.2.15)

on Хт

 и дп Кт дп Ат

на контуре пластины L.

В случае одинаковых коэффициентов теплоотдачи а 3 = а 4 = а ,
а, следовательно, и одинаковых параметров т3=Т4=Т уравне-
ния (3.2.11) и (3.2.14) принимают соответственно вид

9-/ 1 Л Г ( 0 )

о •WO) £\ fp(0) а\ 1 V'
п д [ ' , и (3-2.16)

п1 v а
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3 Y + 2 0 7 , ( 2 ) _ 1 дТ.(0)

60Т

>~ a dt '

1 5 ( 4 + Т ) г ( 2 ) = 1

(3.2.17)

Л2 a dt

§ 3.3. Стационарное плоское осесимметричное
температурное поле диска и цилиндра

Определим стационарное плоское температурное поле
диска постоянной толщины h с центральным отверстием. Обо-
значим радиус наружного контура через r2, a
радиус внутреннего контура (центрального от-
верстия) через Г\ (рис. 10).

Предполагаем, что на поверхности диска

z — + тг одинаковый конвективный теплообмен.
~ 2

Переходя к полярным координатам и учитывая
симметрию температурного поля, уравнение теп-
лопроводности этой задачи получаем из урав-
нения (3.2.8) в виде

где Y =
ah

(3.3.1)

и а - температура среды и коэф-

1

О

г

}

Ш
п

С

г

фициент теплоотдачи на поверхностях диска

2Г= + — . Рис. 10.
~ 2
Вместо условий (3.2.9) для рассматриваемой задачи имеют

место следующие граничные условия *:

- & х ) = 0 при г=ги

при г=г„

(3.3.2)

где &! и си — температура среды и коэффициент теплоотдачи
на контуре центрального отверстия диска г = Г\, Ь% и а2 — тем-

* При составлении первого из граничных условий (3.3.2) учитываем, что
положительное направление г на контуре центрального отверстия противо-
положно положительному направлению внешней нормали.
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пература среды и коэффициент теплоотдачи на наружном кон-
туре диска г = г2.

Вводя вместо г относительную координату Р = —. перепи-
сываем уравнение (3.3.1) и условия (3.3.2) в виде

~-Ь(Т-^)=0 при

^ + Ъ(Т-Ъ2)=О при р =

(3.3.4)

А Хт Хт г 2

Решением уравнения (3.3.3) является выражение

r=&+C1/0(Sp)+C2K0(8p), (3.3.5)

где /o(jc) и Ко(х) — функции Бесселя нулевого порядка перво-
го и второго рода от чисто мнимого аргумента.

Постоянные интегрирования определяем из условий (3.3.4);
при этом учитываем известные из теории функций Бесселя фор-
мулы

~ /0 W = Л (х). f Ко (х) == -К, (х),
ах dx

где /i(*)> Ki(x) — функции Бесселя первого порядка первого
и второго рода. Находим

(3.3.6)

где

= - [Ti (»i-») «i(5)+Y2 (».-») "2

о

o 2 (5 P l )
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При Yi = T 2 = c o условия (3.3.4) принимают вид

при р=Ри) ( 3 3 7 )

Т=Ь2 при р=1

Уравнение (3.3.3) и условия (3.3.7) описывают задачу об
осесимметричном температурном поле диска в случае, когда
на внутреннем r = rx (p=p t) и наружном г — г^ (р=1) его кон-
турах заданы соответственно температуры Ь^ и &, при конвек-

h
тивном теплообмене на поверхностях диска z= + —.

Решение этой задачи получаем из решения (3.3.5), устрем-
ляя в нем Ti и Тг к бесконечности; при этом постоянные инте-
грирования (3.3.6) принимают значения

с _ ( & 1 ^ )

/o(8)/Co(8p,)-/o(8pi)Ko(8)

c _ ( » i - » ) / o ( 8 ) - ( » 8 - e ) / o ( 8 P i ) ( 3 3 8 )
2 /o(S)Ko(5p1)-/,(Sp1)Ko(5) '

Полагая в уравнении (3.3.3) 2=0 / отсутствие теплообмена
на поверхностях диска z = ± — , получаем уравнение тепло-
проводности, которое при граничных условиях (3.3.4) или (3.3.7)
описывает задачу об осесимметричном температурном поле
длинного цилиндра при заданном конвективном теплообмене
на его внутренней г = гх( р=р1) и наружной г = г2 (р=1) цилин-
дрических поверхностях или при заданных температурах на
этих поверхностях. В том и другом случаях температурное поле
определяется выражением

(3.3.9)

при этом в случае граничных условий (3.3.4)

c i = д t'b82+TiPi(&i-Y2&2lnp1)],
(3.3.10)

где

а в случае граничных условий (3.3.7)

i=»2. Ч = —; •

In р,
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§ 3.4. Стационарное осесимметричное
температурное поле круглой пластины
при линейном изменении температуры по ее толщине

Определим стационарное температурное поле в круглой
пластине постоянной толщины h с центральным отверстием.
Обозначим радиус наружного контура пластины через г2, а ра-
диус внутреннего контура (центрального отверстия) пластины
через Г\.

Рис. 11.

Пусть температура по толщине пластины изменяется по ли-
нейному закону (3.2.10) (рис. 11). Предполагаем также, что на

h

поверхностях пластины z=± — происходит конвективный теп-

лообмен при одинаковых коэффициентах теплоотдачи а.
Для решения этой задачи используем систему уравнений

(3.2.11) при граничных условиях (3.2.12). В рассматриваемом
случае они принимают вид

(3.4.1)

dt .(0)
dp

dT{0>
dp

dT(1)

dp

dtl)

dp

- T l ( T ( 0 ) ~ & 1 ) = 0 при P = P l l

"Ь Тг (Т — ^ 2 ) = 0 при р = 1 ;

- T J ( 1 ) = O П ри p = P l )

+ Y l T ( I ) = 0 при р = 1,

(3.4.2)

(3.4.3)

(3.4.4)
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1Г2 a>rt

Решение уравнения (3.4.1) при граничных условиях (3.4.3)
определяется выражением (3.3.5). Полагая в этом выражении
5=5j, $ = ]J., &j=&2=0, получаем решение для уравнения (3.4.2)
при граничных условиях (3.4.4).

Таким образом, для искомого температурного поля находим
следующее решение:

r=ft+z li+c1/0 (5р)+с2к0 (5Р)+^ \с[10 (SIP)+C;A:0 (адь (3.4.5)
В этом решении постоянные интегрирования С) и Сг имеют
значения (3.3.6), а постоянные С[ и С'2 — значения

1 (3-4.6)

где Д,=и 2 (SlPl) [у2/Со (8i)-SiK, (Ml+o,(8 l P l ) [Tl/l / 0

§ 3.5. Стационарное неосесимметричное плоское температурное
поле длинного цилиндра

Определим стационарное плоское температурное поле
длинного полого цилиндра, когда температуры среды Ьг и ft,
соответственно на внутренней цилиндрической поверхности
(г = г\) и наружной цилиндрической поверхности (г = г2) явля-
ются функциями угла 9 (см. рис. 5). Эта задача сводится к ре-
шению уравнения (3.1.4), которое в цилиндрических координа-
тах принимает вид

+ + 0. (3.5л)
d p 2 Р др р 2 <?62 У

Решение уравнения (3.5.1) должно удовлетворять гранич-
ным условиям

-V--Yi(r-»i)=0 при р=р„

^+Ъ(Т-^2)=0 при р=1,

(3.5.2)
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где

$j и &2 являются периодическими функциями В с периодом 2л„
а поэтому их можно представить в виде рядов Фурье

1 /ft)

(3.5.3)

A - l

где
f cos /габ, когда k=2m,

, _
(sinmS, когда k=2m— 1

Коэффициенты в разложениях (3.5.3) определяются по фор-
мулам

KhdO (3.5.4)
о

В связи с выражениями (3.5.3) ищем решение уравнения
(3.5.1) в виде

о*
7=-Т ( 0 ) + УТ{\, (3.5.5)

где Г101 и 7**' — функции координаты р.
Подставляя решение (3.5.5) в уравнение (3.5.1) и в гранич-

ные условия (3.5.2), находим для определения функций Г10' и 7'lft>

следующие уравнения:

^ ^ ™ > . = 0 (3.5.7)

I от= — при А четном, т = — — при fe нечетном, £ = 1 , 2 , . . . 1
\ Z Z /
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при граничных условиях

-Ъ?)=0 при P = P l >

р = 1 .

- ^ ^ О п р и Р = Р 1 ,

> - ^ ) ) = 0 п р и р = 1 .

(3.5.8)

(3.5.9)

Для уравнения (3.5.6) при граничных условиях (3.5.8) ранее
найдено решение (3.3.9) с постоянными интегрирования (3.3.10).

Уравнение (3.5.7) при граничных условиях (3.5.9) имеет сле-
дующее решение:

r l f t ) = C lP'»+C3p-'n, (3.5.10)
где

(3.5.11)

§ 3.6. Нестационарное плоское осесимметричное
температурное поле диска

Определим нестационарное плоское температурное поле
сплошного диска постоянной толщины h и радиуса г2 при оди-
наковом конвективном теплообмене на поверхностях z = + — .

Применяя в случае полярных координат уравнение (3.2.8)
г

и вводя относительную координату р = — и безразмерное время
ta ?

т = —2, получаем для рассматриваемой задачи уравнение теп-

лопроводности

при условиях

P д9

Т=Т0 при £=0,

-&2) = 0 при р=1,
(3-6.2)
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где
2т^ ah

5 " " Ж 1 T ~ v
Здесь введены следующие обозначения: 0 и а — температура
среды и коэффициент теплоотдачи на поверхностях диска

z=± — ; &2 и а2 — температура среды и коэффициент тепло-

отдачи на контуре диска г = г2 (р = 1) [Ь2 является функцией т).
Для решения уравнения теплопроводности (3.6.1) применяем

интегральное преобразование Лапласа.
Интегральное преобразование Лапласа функции f(x) состоит

в умножении ее на экспоненциальную функцию e~sz, где s —
некоторая комплексная величина, и интегрировании в пределах
от 0 до оо. Получаем некоторую новую функцию

f*(s)= [f(t)e-"dx, (3.6.3)

которая называется изображением.
Выполняя такое преобразование в уравнении (3.6.1) при

условиях (3.6.2), от дифференциального уравнения в частных
производных для неизвестной функции Т переходим к обыкно-
венному дифференциальному уравнению для ее изображения Т*

при условии
dT*
~Т- + Ъ(Т*-Ь1)=0 при р = 1, (3.6.5)
dp

где
?

Т*= Te-$xdz, &*= 4 ,
J J ' (3.6.6)

Уравнение (3.6.4) по форме совпадает с уравнением (3.3.3).
По аналогии с решением последнего находим решение урав-

нения (3.6.4) при граничном условии (3.6.5) в виде

T*= — + CJ0(*P), (3.6.7)

где
т2(де'»;-в)

1 se'lY/oW + eMe)] "
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Пусть температура &2 среды, омывающей наружный контур
диска (р=1), изменяется во времени по экспоненциальному
закону

е-к-, (3.6.8)

где $2i и 2̂2 — постоянные величины.
Вычисляя величину

^* — 1?! _1_ 2 ?

2 s~

и подставляя ее в решение (3.6.7), находим следующее решение
для изображения:

<е>[»(Д+/г)+»Д1(Д + ^)в}/(ер)

' { '

Зная изображение, находим по нему искомую функцию. Пе-
реход от изображения к оригиналу функции составляет основ-
ную трудность рассматриваемого решения дифференциального
уравнения. Этот переход осуществляется с помощью известной
в теории операционного исчисления теоремы разложения, кото-
рая впервые была установлена М. Е. Ващенко-Захарченко [4] *.

Обобщенная теорема разложения гласит: если изображение
f* (s) есть отношение трансцендентных функций Ф(«) и ф(«)

где функция ф (s) имеет только простые корни sn (n=l, 2 , . . . ) ,
ю искомая функция

я = 1

где

* Профессор Киевского университета М. Е. Ващенко-Захарченко заложил
основы операционного исчисления. В своей монографии [4], вышедшей в
1862 г., он дал систематическое изложение операционного исчисления и вывел
основные соотношения для решения дифференциальных уравнений опера-
ционным методом.

Теорема разложения им выведена как для простых, так и для кратных
корней.

Позже О. Хевисайд в своих работах в 1893 и 1894 гг. применил метод
операционного исчисления к решению некоторых задач электротехники.
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Существует аналогичная теорема разложения и для кратных
корней *.

Для применения формулы (3.6.10) к рассматриваемому слу-
чаю определяем корни уравнения

ф (S)=S (s+k) e2 [Tl/0 (e) + e/, («)] = 0 . (3.6.11)

Корнями уравнения (3.6.11) являются

Sj = U, $2= "'i ^3 = 6

и корни рл уравнения

где p = ie; /o(P), -Л(Р) — функции Бесселя первого рода нулевого
и первого порядка.

Учитывая значения этих корней и выполняя переход от изо-
бражения (3.6.9) к оригиналу с помощью формулы (3.6.10),
после проведения необходимых преобразований получаем сле-
дующее выражение для температуры диска:

' • * ' • " ' ' 5 ) ъ1о(Р)+Р'1(Р)

' 0(3n P)e""(S I + p«)T, (3.6.12)

Я - 1

где

" Л — Я2 I »2 ' 0 l

В случае мгновенного приложения среды с температурой Ь2

находим температурное поле из решения (3.6.12), полагая в

(3.6.13)

* Отметим, что не для всякой функции }(х) существует изображение.
Обратное преобразование Лапласа в общем случае также не есть оригинал
функции. Условия, необходимые для перехода от функции к ее оригиналу
и обратно, рассматриваются в монографиях, посвященных основам операцион-
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где

§ 3.7. Нестационарное осесимметричное температурное поле
цилиндра конечной длины

Определим нестационарное осесимметричное температур-
ное поле полого цилиндра конечной длины / с радиусами цилин-
дрических поверхностей г\ и г2 (рис. 12), который находится в
условиях конвективного теп-
лообмена с окружающей
средой.

Предполагаем, что тем-
пературы среды, омывающей
поверхности цилиндра, явля-
ются функциями соответ-
ствующей координаты и вре-
мени, т. е.

»,=»,(«,

о

У/////////////Л

Коэффициент теплопро- Р и с 1 2

водности материала цилин-
дра \ и коэффициенты теплоотдачи ал («=1, 2, 3, 4) считаем
постоянными. Начальная температура цилиндра То также при-
нимается постоянной.

Эта задача описывается дифференциальным уравнением
{3.1.3) при соответствующих начальном и граничных условиях.

Вводя относительные координаты

г г, „ z „ /
Р=-> P i = - , С=

' Г

и обозначения

сводим рассматриваемую задачу к решению уравнения

др2
 Р др ас2 ах

ного исчисления. Применение операционного исчисления к решению задач
теплопроводности подробно освещается в монографии А. В. Лыкова [27]
(глава XIV). Там же содержится обширная таблица для изображений функ-
ций, отвечающих определенным оригиналам.

В рассматриваемых здесь задачах предполагается, что указанные усло-
вия выполняются.



при начальном условии

= Т0 при / = 0, (3.7.2)

и граничных условиях

ар

•»!) = 0 ПрИ р = р„

&2)=0 при р = 1 ,

*"" Тз [Т—^з)=0 П Р И ^=0>

-j- -\-4i(T—&4)=0 при C=Ci-

Без ограничения общности можно положить Го = (
Решение уравнения (3.7.1) ищем в виде

т=т,+т2,

где функция Т\ является решением уравнения

dp2 p ар ас2 dz

Tj—O при х=0;

=0 при p = pi

=0 при р = 1,

— ! — Уз ("^1—*з)=0 при С=0

а функция Т2 удовлетворяет уравнению

(3.7.3)

при условиях

(3.7.4)

(3.7.5)

(3.7.6)

07,

07,
др

(3.7.7)

аР

2
 РР д ах

(3.7.8)
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и условиям

д]\
dp

Т9

(3.7.9)

(3.7.10)

при т=0;

при p = p l t

при р = 1 ,

при С=0,

при C = Ci-

Решения уравнений (3.7.5) и (3.7.8) находим с помощью
интегрального преобразования Лапласа и метода разделения
переменных. Применяя к этим уравнениям и соответствующим
граничным условиям преобразование Лапласа (3.6.3), приходим
к решению уравнения

при условиях

дТ\

др

4- - *!Л 4- f-Zi - Т*
dp2 + p dp +"ac2 ~ s '

при р=р 1 (

при р = 1;

) = 0 при С=0,

дП
ас

и уравнения

при условиях

дП

ас

Гг—&i)=0 при p = pi,

*—&2)=0 при р = 1 ;

= 0 при С=0,

= 0 при С=С1?

(3.7.11)

(3.7.12)

(3.7.13)

(3.7.14)

(3.7.15)

(3.7.16)
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где
оо

К= [Ке-Ы* («=1,2,3,4).
о

Для решения уравнений (3.7.11) и (3.7.14) применяем метод
разделения переменных. Рассмотрим подробно этот метод для
определения функции Т\. Подставляя решение для функции Т*
в виде

7^=/7(р)ФГ0 (3.7.17)

в уравнение (3.7.11) и вводя обозначение

+ ^
F\dp2 P dp

получаем для определения функций F и Ф уравнения

d?F I dF

решения которых имеют вид
Р)+>1УО(РР) ( 3 7 1 8 )

где /о(х) и Y0(x) — функции Бесселя нулевого порядка первого
и второго рода; '§ 2 =s+p 2 .

Используя выражения (3.7.18), представляем решение
(3.7.17) в виде

(3-7.19)

где C=AiBv D = AXB2, P= ~г •

Решение (3.7.19) содержит четыре величины р, р, С, D, под-
лежащих определению из граничных условий.

Используя граничные условия (3.7.12) и принимая во вни-
мание известные из теории бесселевых функций формулы

^ I ( \ 1 ( \ ^ V ( \ V ( \

dx dx
находим

Т\= V (Сп ch 8ЛС+О„ sh SnC) «0 (рп Р), (3.7.20)

где K=
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Величины рл являются корнями трансцендентного уравнения

^ = Т„ (3.7.21)
«о(Р)

а функции ио(рр) и «! (рр) имеют следующие выражения:

Постоянные Сп и Dn находим из условий (3.7.13). Представ-
ляем величины sft* и s&* в виде рядов по ортогональным функ-
циям иофпр)*

л - 1 л=1

* Свойство ортогональности функций ц0 (р р)
1

Pi

можно доказать следующим образом. Функция и0 (РПР) (п='<Л удовлетво-
ряет уравнению (3.7.26). Умножая это уравнение, взятое при n=i и n=j,
соответственно на ыо(Р?) и "о (?,-Р). а затем из первого произведения
вычитая второе, находим

1 " р < И 1 ( р р р у И 1 (ру)

В силу уравнения (3.7.21) и тождества

заключаем, что правая часть выражения (2) равна нулю, т. е. является
справедливым свойство ортогональности (1).
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где коэффициенты в разложениях (3.7.23) имеют значения

Чп
р1 (3.7.24)

]- (3.7.25)

Интеграл (3.7.25) легко вычисляется следующим образом.
Так как функция ио(Влр) является решением уравнения

то

dp [ dp
или

^ [ р ^ 4 1 + Р2Р«-(Р-Р) = О| (3.7.26)
«PL J

d Г.

di

Интегрируя по частям, получаем формулу (3.7.25).
Определяя постоянные С„ и Dn из граничных условий (3.7.13)

и подставляя их в решение (3.7.20), находим

„ и о ( Ы . (3-7.27)
„f, К ch 5ПС, + ( Т з Т 4 + SB) sh SnC

где

(3.7.28)

Аналогичным образом определяем функцию Т*. Ищем реше-
ние уравнения (3.7.14) в виде

T;=F {Р)Ф(Ц. (3.7.29)
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Подставляя решение (3.7.29) в уравнение (3.7.14) и вводя
обозначение

1 * * = а»
Ф dX? r '

получаем для определения функций F и Ф уравнения

d t Pd? ' (3.7.30)

d?
где е2 = я+!>Л

Интегрируя эти уравнения и подставляя выражение для
функций F и Ф в решение (3.7.29), после перехода к новым
постоянным интегрирования получаем

Г, = [Л/о (ер)+5К0 (ер)] (cos &+р sin (iC), (3.7.31)

где /0(х) и Ко(х) — функции Бесселя нулевого порядка первого
и второго рода от чисто мнимого аргумента.

Определяя величины р и \i из граничных условий (3.7.16),
находим

77= £ I Vo М + Я Д , М ] 2 (^), (3.7.32)

где
Т

2 (IJO=COS Р-Ч4—- sin u.̂ , (3.7.33)

a JJ._,- являются корнями уравнения

i v 13 1 1 4 , . / 0 7 0 / 1 4
t g p - ^ , = - 7 J V-- ( о . 7 . о 4 )

t 1 T 3 T 4

Представив в виде рядов по ортогональным функциям

* Свойство ортогональности функций Z (\>-Z)

Z (ц„С) Z (fimC) ^ = 0 (1)

о
устанавливается аналогичным образом, как и свойство ортогональности функ-
ций и„ (Ряр).

С помощью уравнения (3.7.38) находим

^ 2 q
р Г

о L

Г
= Z

Принимая во внимание зависимости (3.7.43), убеждаемся в справедли-
вости свойства ортогональности (1).
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величины Ь* и Ь'., определим постоянные А, и В, из условий
(3.7.15):

во со
( 3 J - 3 5 )

где коэффициенты в разложениях (3.7.35) имеют значения

С с,

^ ^b;Z(^)di, (3.7.36)

о о

(' ^

Интеграл (3.7.37) вычисляется следующим образом. Функция
С удовлетворяет уравнению

)=0. (3.7.38)

Полагая в этом уравнении п = \, находим

(i.? Z 2 ( l i /)dC=- Z(|ij£) ^ ' + — J p I dC.(3.7.39)
о о

С помощью выражения (3.7.33) определяем

(3.7.40)

(3.7.41)
_ L «*"• J

0 0

Складывая выражения (3.7.39) и (3.7.41), получаем

С

о

78



Функция Z (]>•/.) удовлетворяет условиям (3.7.16), из которых
вытекают зависимости

при С=0,
(3.7.43)

или

при

при С=СХ.

(3.7.44)

Сравнивая выражения (3.7.43) с выражением (3.7.40), имеем

при С=О,

(3.7.45)
при C=Ci.

На основании (3.7.43) и (3.7.45) находим

(3.7.46)

Наконец, подставляя выражение (3.7.46) в (3.7.42), получаем
выражение (3.7.37).

Подставляя найденные из граничных условий значения по-
стоянных Aj и В] в решение (3.7.32), окончательный результат
представляем в виде

*= V
2

(3.7.47)

где

(еР) =

% (*Р) = I * i ( е ) - -J * 0 (<0 I /о (=Р) + I Л (е) + ^ /0 (Ю | Ко (ер),

Используя теоремы разложения операционного исчисления,
для различных законов изменения температур среды # „ ( « = ! , 2,
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3, 4) от времени можно из выражений для изображений (3.7.27)
и (3.7.47) получить соответствующие решения для температур-
ного поля в цилиндре.

В качестве примера рассмотрим случай, когда температуры
среды 1>п(п=1, 2, 3, 4) имеют постоянные значения. Применяя
для перехода от изображения к оригиналу формулу (3.6.10),
можно найти следующее выражение для температурного поля
Ц И Л И Н Д Р З : " T=TX-TIU (3.7.48)

где функция Т\ не зависит от времени, а функция Гц носит за-
тухающий характер и уменьшается со временем. Эти функции
имеют следующие выражения:

л = 1

S T,«.(iv>+»vM«v) z <•*>• ( 3 7 - 4 9 )

3 = 1

2
Mnj

n-l j=\

Ntfltfi/w^+bDjUoMe-'"", (3.7.50)
y' = l n - l

г д е 4 ^ ; 5 » 9 ;

)1 А (Р„р)-i Ф„Р)= У, (h)~ ¥ Yo (Р„) h (Р„Р)- А ( Р „ ) - ^ -/о (Р„) П (Р„Р),

Z, (цр=cos In,, (d - 0 1 + - sin [v.j(C, -C)j,

X

Nnj (PS+^) LTi (1 -TiPi in
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Остальные обозначения указаны выше.
Для сплошного цилиндра (Pi=0) выражения (3.7.49) и

(3.7.50) принимают вид

(3.7.51)

п - 1 /-1

-e~ ? "\ (3.7.52)

где

a Рл — корни уравнения

г" 1V.P) ., /о 7 СО\i — ! - = Y?. (О./.tJO)

Другие частные случаи нестационарной теплопроводности
цилиндра рассмотрены в работе [32].



Глава четвертая

Плоская задача
термоупругости

§ 4.1. Основные уравнения плоской задачи
термоупругости

Рассмотрим в квазистатической постановке две типичные
плоские задачи термоупругости, возникающие при плоском тем-
пературном поле T(x,y,t): о плоской деформации и плоском
напряженном состоянии.

Плоская деформация возникает в длинном цилиндрическом
или призматическом теле, когда его ось совпадает с осью Oz
(рис. 13).

Для плоской деформации характерными являются переме-
щения

и = и(х,у), v = v(x,y), ш = 0, (4.1.1)

при которых обращаются в нуль деформации е2, гхг, гуг и на-
пряжения охг, ayz.

Полагая в соотношении (1.5.13) е / у =е г =0, получаем

°z=v{°x+°y)-*£{T-T0). (4.1.2)

Зная аг, находим соотношения между деформациями ех, гу%

sxy и напряжениями ох, су, вху в следующем виде:

гх = — (ах - vl°y) + ат1 ( Т— То),
Ьу

^ Т - Т о ) , (4.1.3)
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где

1 —v 1 —v
(4.1.4)

Плоское напряженное состояние возникает в тонкой пласти-
не, когда ее срединная поверхность расположена в плоскости

хОу; при этом поверхности пластины 2 = + — должны быть сво-

бодными от внешних усилий (см. рис. 13).

Рис. 13.

При плоском напряженном состоянии напряжения aXJ oy,
аху равномерно распределены по толщине пластины, а осталь-
ные напряжения отсутствуют:

Деформации вх, еу, ez, еху определяются по формулам

е = 1 ( о -VJ )+а (Т-Т)х Е х у т ° '
(4.1.6)

ву = £ (Зу""
аЛт~ то),

Общая постановка плоской задачи термоупругости в декар-
товых координатах сводится к нахождению восьми функций ах,
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°у. а*у, s

x>
 гу> г*у< u> v' удовлетворяющих в случае отсутствия

объемных сил двум уравнениям равновесия

дзху дзу __
дх + ду~ U '

трем соотношениям между деформациями и напряжениями
(4.1.6) (плоское напряженное состояние) или (4.1.3) (плоская
деформация) и трем соотношениям между деформациями и пе-
ремещениями

е * 4 в ' •*=?• е -=4 (?+?)• {4Л-9)

дх ду 2 \ду дх/
После решения этой основной задачи в случае плоского на-

пряженного состояния определяется г2 по формуле (4.1.7), а в
случае плоской деформации — az по формуле (4.1.2). Гранич-
ные условия на наружном контуре задаются либо в напряжениях

axn

X+°xyny=zfx{x, У), /4 j щ
°xynx+ayny=fy(x, у),

либо в перемещениях

u=gi(x,y), v=g2(x,y). (4.1.11)

Здесь fx, fy — компоненты вектора плотности поверхностной си-
лы; пх, пу — компоненты единичного вектора внешней нормали
к контуру.

Если граничные условия плоской задачи термоупругости за-
даны в перемещениях, то целесообразно решать плоскую задачу
термоупругости в перемещениях.

Полагая в уравнении (2.2.1) «3 = ̂  = 0, получаем следующие
два уравнения, к решению которых сводится решение задачи
термоупругости о плоской деформации в перемещениях:

0
(4.1.12)

г з - = 0 ,

где

V дх2 ду2

оператор Лапласа для двумерной задачи.
Для получения соответствующих уравнений в случае плоско-

го напряженного состояния поступаем следующим образом.
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Из равенств (4.1.4) определяем

Е=Е, 1 + 2 V ' 8 , v = - ^ - , 0 , = ^ , - ^ " - ' - . (4.1.13)

Этим величинам соответствуют

Подставляя величины (4.1.13) в уравнение (4.1.12) и заме-
няя затем Е\, v,, ат1 на Е, v, aTl получаем основные уравнения
в перемещениях для плоского напряженного состояния.

Частное решение системы уравнений (4.1.12) в соответствии
с решением (2.2.7) имеет вид

и^= — , v^= — , (4.1.15)
дх ду

где на основании уравнения (2.2.8) термоупругий потенциал пе-
ремещений Ф для плоской деформации удовлетворяет урав-
нению

д2Ф дгФ 14-v
Г-Ф=~ + ~=1^*ЛТ-Т0). (4.1.16)

дх ду2 1—v
Подставляя в это уравнение значения v и ат из равенств (4.1.13)
и заменяя затем v, и ат1 на v и ат, находим соответствующее
уравнение для плоского напряженного состояния:

V ^ = ( l + v ) a T ( r - r 0 ) . (4.1.17)
К частному решению (4.1.15) системы уравнений (4.1.12) не-

обходимо присоединить общее решение соответствующей одно-
родной системы уравнений, содержащее необходимое число по-
стоянных интегрирования для удовлетворения граничных усло-
вий в перемещениях (4.1.11). Такая постановка задачи пригодна
как для односвязных, так и для многосвязных тел.

Не останавливаясь больше на этом вопросе, перейдем к по-
становке плоской задачи термоупругости в напряжениях.

Рассмотрим сначала случай односвязных тел.
Для двумерной задачи шесть уравнений совместности дефор-

маций переходят в одно уравнение

Лх,^_2?Ч. (4.1.18)
ду1^ дх2 дхду

Заменяя в этом уравнении по формулам (4.1.6) деформации
напряжениями и принимая во внимание уравнения равновесия
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(4.1.8), получаем для плоского напряженного состояния следую-
щее уравнение совместности деформаций в напряжениях:

V 2K+S>+£aTV 2^=0. (4.1.19)

Вводим функцию напряжений F по формулам

d2F d2F dzF

ду2 у дх дхду
( 4 Л ' 2 0 )

при этом уравнения равновесия (4.1.8) удовлетворяются тожде-
ственно.

Подставляя выражения (4.1.20) в уравнение (4.1.19), нахо-
дим, что для плоского напряженного состояния функция напря-
жений должна удовлетворять уравнению

V4F+£aTv2r = 0, (4.1.21)
где

^ ^ L f ^ . (4.1.22)
дх*ду* ду

Заменяя в этом уравнении Е, <хт на Еи ап и подставляя их в
выражения (4.1.4), получаем соответствующее уравнение для
функции F в случае плоской деформации:

V 4 / r + ^ ^ a T v 2 T = 0 . (4.1.23)

1 —v

Общее решение уравнения (4.1.21) или (4.1.23) имеет вид

F=F*+F{T), (4.1.24)
где функция F* является общим решением бигармонического
уравнения

v*F*=0, (4.1.25)

а функция F{T) в случае плоского напряженного состояния —
частным решением уравнения

V2F{T)+EaAT-T0)=0, (4.1.26)

а в случае плоской деформации — частным решением уравнения

V V ( r ) + - ^ - a I ( 7 ' - 7 ' o ) = O . (4.1.27)
1 —v

Сформулируем граничные условия для функции напряжений
в системе ортогональных криволинейных координат s, n для
односвязного тела.

Пусть в некоторой точке Р контура удовлетворяются гранич-
ные условия (4.1.10) (рис. 14). Выражая напряжения через
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функцию напряжений по формулам (4.1.20) и учитывая ра-
венства

_, ( \_ ( \-dx__dy
dtl dS' (4.1.28)

/ \ i х dy dx

ny = cos(n,y) = — cos (s, x)=^ = - j - s ,

переписываем условия (4.1.10) в виде

f _&F_ dy , d2F dx _ d_ fdF^
dy2 ds + дхду ds ds [

d*F dy д'-F dx

dxdyds

Интегрируя равенства (4.1.29),
получаем

J S

dx (4.1.30) Рис. 14.

где а и р — постоянные.
Зная частные производные от функции напряжений в двух

взаимно перпендикулярных направлениях, находим функцию на-
пряжений (интегрированием по частям) и ее нормальную про-
изводную 5 s s

, (4.1.31)

0
s

( 4 1 - 3 2 )

Так как добавление линейной функции к функции напряже-
ний F не влияет на распределение напряжений, то постоянные
а, р, у можно принять равными нулю.

При отсутствии поверхностных сил (/r

A- = fi, = 0) граничные
условия для функции напряжений F в случае односвязного те-
ла будут следующими:

dF
F= — = 0 на контуре L. (4.1.33)

дп
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Таким образом, плоская задача термоупругости в напряже-
ниях сводится к нахождению общего решения (4.1.24) для
функции напряжений F, т. е. к нахождению общего решения F*
бигармонического уравнения (4.1.25) и частного решения Я7^
уравнения Пуассона (4.1.26) или (4.1.27), при удовлетворении
граничных условий (4.1.33).

Зная частные решения Я7"', можно плоскую задачу термо-
упругости свести к плоской задаче изотермической теории упру-
гости, для которой разработаны эффективные методы решения,
основанные на применении теории функций комплексного пере-
менного [34].

При стационарном температурном поле без источников тепла,
удовлетворяющем уравнению

(х, у)=0, (4.1.34)

плоская задача термоупругости для односвязного свободного
тела на основании уравнения (4.1.21) или (4.1.23) описывается
уравнением

V*F=0 (4.1.35)

при граничных условиях (4.1.33). В этом случае задача стано-
вится полностью однородной. Ее единственное решение

и все напряжения в плоскости хОу ах, су, аху равны нулю.
При плоской деформации единственный компонент тензора

напряжения аг, отличный от нуля, на основании формулы
(4.1.2)

Таким образом, в односвязном свободном теле, находящемся
в условиях плоской деформации или плоского напряженного
состояния, стационарное температурное поле без источников теп-
ла не вызывает напряжений ох, оу, аху. Это свойство впервые
было указано Н. И. Мусхелишвили [33].

Для постановки плоской задачи термоупругости в напряже-
ниях в случае многосвязных тел необходимы дополнительные
уравнения, определяющие однозначность перемещений (§ 4.2).
В многосвязных телах, находящихся в стационарном плоском
температурном поле, в связи с неоднозначностью перемещений
напряжения в плоскости хОу, вообще говоря, не равны нулю.

В заключение этого параграфа приведем основные соотно-
шения плоской задачи в полярных координатах г, 6:
соотношения (4.1.9) между деформациями и перемещениями

_ диг _ иг 1 д и в . _ 1 / 1 диг дий i
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соотношения между напряжениями и деформациями в случае
плоского напряженного состояния

1 -
(4.1.37)

выражения для напряжений (4.1.20)

а = 1 dF ! d%F

°г~ г дг г2 a s 2 '
оператор Лапласа

= ¥•• * • — * ? ? ) ' <4Л-38>

*+1±+1£ = 1*.(г±) + \*. (4.1.39)

% 4.2. Постановка плоской задачи термоупругости
в напряжениях для многосвязных тел

Рассмотрим плоское напряженное состояние ./V+1-связ-
ного тела в плоском температурном поле.

Пусть плоское тело ограничено несколькими замкнутыми
контурами, из которых наружный контур L охватывает все
остальные (пластина с N отверстиями) (рис. 15). Разрешаю-
щее уравнение рассматрива-
емой задачи (4.1.21) содержит
функцию F, которая имеет не-
прерывные производные до
четвертого порядка.

Так как напряжения ах, ау

и аху есть однозначные функ-
ции, то производные от функ-
ции F, начиная с производных
второго порядка, являются
также однозначными. Для од-
носвязного тела однозначность
вторых производных определя-
ет однозначность и самой
функции.

В случае многосвязного тела перемещения могут стать мно-
гозначными функциями. Поэтому постановка плоской задачи
термоупругости в напряжениях, данная в § 4.1 для односвязной

Рис. 15.



области, для многосвязной области должна быть дополнена тре-
мя условиями однозначности: двумя для перемещений и и v
и одним для угла поворота coz.

Указанные условия однозначности можно было бы получить
как частный случай соответствующих условий однозначности
для пространственной задачи теории упругости (§ 2.3). Однако
в целях лучшего уяснения существа рассматриваемого вопроса
здесь приводится независимый вывод этих условий в системе
ортогональных криволинейных координат s, п.

Начнем с вывода условия однозначности для угла поворота

( 4 2 1

2 [дх ду) К

Так как деформации являются однозначными функциями, то на
основании формулы

»,-„-^=£-«„. (4-2.2)
ду дх

вытекающей из соотношения (4.2.1) и третьего из соотношений
(4.1.9), следует, что условие однозначности для угла поворота

ди
сводится к условию однозначности для производной j - или

для производной д- •
„ ди

Условие однозначности для производной ^- можно запи-
сать в следующем виде:

J ду J [д\ду/ д\ду) J

К=\ Л',

где интегрирование выполняется по каждому замкнутому кон-
туру LK, обходящему только одно К-е отверстие (К=1, 2, . . . , N)
(см. рис. 15).

Вводя в подынтегральное выражение по формулам (4.1.9)
деформации и выражая их с помощью формул (4.1.6) и (4.1.20)
через функцию напряжений, получаем

ду J [ду [ ду дх) У\

[\^FdyЕ J [дх ду

* (дТ
 J

 д Т

d
т тг d x + _ d y ) + Ext\ dy

\дх дхду ду дхду j \дх ду
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Принимая во внимание равенства (см. равенства (4.1.28))

д _ д dx , д dy

ds dxds dy ds' ( 4 2 4 )

д _ д dx д dy _ д dy д dx

дп дх dn dy dn dx ds dy ds'

E J \дх дхду ду дхду j E J дхду
LK LK

находим условие однозначности для угла поворота в виде

<ди\ 1 С д _, , ГдТ

LK LK LK
K=\, 2 , . . . , N.

Условие однозначности для перемещения и записываем в
виде

Интегрируя по частям, получаем

Считая, что условие однозначности для производной -v- уже
выполнено, и вводя деформации, имеем

fd«=— \ x(-^dx+ т-^dy) +y(-^dx+^dy]\ =
J J \дх

2
 дхду I \дхду ду

2
 /J

Выражая деформации через функцию напряжений и прини-
мая во внимание равенства (4.2.4), находим
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1+v
E J l

ду\дхду)

•[ I v ) + y d ( ) ]

Наконец, преобразуя в этом равенстве с помощью первого из
граничных условий (4.1.30) последний интеграл

й х +

дх* дхду

окончательно получаем условие однозначности для перемеще-
ния и в виде

LK LK LK

K=\,2,...,N. (4.2.8)

Аналогичным образом составляем третье условие однознач-
ности для перемещения v:
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у \-х —
ds dnj " '.] V ds " dn

?ds=O, K = \,2,...,N, (4.2.9)
LK

где f*\ f^] — компоненты вектора плотности поверхностной
силы на внутреннем контуре LK(K=\, 2,...,N) (см. рис. 15).

Если в условиях (4.2.5), (4.2.8), (4.2.9) заменить величины
Е, v, ат на величины Е\, vIt aTl, определяемые выражениями
(4.1.4), то получим соответствующие условия однозначности для
плоской деформации (длинного цилиндра).

Условия однозначности для перемещений в плоской задаче
упругости впервые выведены Мичеллом [64].

Таким образом, постановку плоской задачи термоупругости
в напряжениях можно резюмировать следующим образом.

Необходимо определить функцию напряжений F(x,y), удов-
летворяющую дифференциальному уравнению (4.1.21) (плоское
напряженное состояние) или дифференциальному уравнению
(4.1.23) (плоская деформация), граничным условиям (4.1.31)
и (4.1.32) на наружном контуре L и соответствующим гранич-
ным условиям на каждом внутреннем контуре LK{K= 1,2,... ,N)
(рис. 15), условиям однозначности для перемещений и, v и угла
поворота о)2 на каждом внутреннем контуре LK, определяемым
уравнениями (4.2.5), (4.2.8), (4.2.9) (плоское напряженное сос-
тояние) или теми же уравнениями, но содержащими вместо
величин Е, v, <хт величины Е\, v,, ат1 (плоская деформация).

В граничные условия входят постоянные а, р, f (наружный
контур) и ак, $к, уд- ( / ( = 1 , 2 , . . . , N) (внутренние контуры).
Одна из групп этих постоянных выбирается произвольно.

Как указано в § 4.1, постоянные а, р, •у можно положить рав-
ными нулю; тогда остальные 3N постоянных определяются из
удовлетворения 3N условий однозначности для перемещений и
углов поворота.

Пример, иллюстрирующий применение указанной постановки
плоской задачи термоупругости, рассматривается в § 4.4.

Можно дать физическое толкование неоднозначности пере-
мещений и углов поворота в многосвязных телах. Оказывается,
что эта неоднозначность связана с дислокационными напряже-
ниями, т. е. с такими напряжениями, которые возникают в мно-
госвязных телах не от действия внешних сил, а за счет образо-
вания особого рода деформаций, называемых дислокациями.
Образовать такую деформацию (дислокацию) можно, например,
посредством соединения двух краев тела, получившихся в ре-
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зультате того, что после разреза по линии aKbK из него удалена
или, наоборот, в него вставлена узкая полоса (рис. 15).

Совершенно ясно, что при такой операции для соединения
различных участков краев приходится посредством внешних воз-
действий этим участкам давать различные перемещения и углы
поворота. После жесткого соединения краев и удаления внешних
воздействий тело останется в напряженном состоянии, и по ли-
нии акЬк будет иметь место скачкообразное изменение переме-
щений и углов поворота.

Из формул (4.2.1), (4.2.5), (4.2.7) — (4.2.9) следует, что в ре-
зультате такой деформации при обходе замкнутого контура LK
в точке Ро возникают (при отсутствии температурного поля)
следующие изменения перемещений Аи, До и угла поворота Люг:

- [[у- + * — \v2Fds, (4.2.10)
Е J \ ds dnj

где и+\, u+,u)+ — перемещения и угол поворота в точке Ро одно-
го края, а и~, v~,m~ — перемещения и угол поворота в точке
Р о другого края (рис. 15).

Существует аналогия между плоской задачей термоупругости
для многосвязных тел при стационарном температурном поле
и плоской задачей изотермической теории упругости с дислока-
циями, которая установлена Н. И. Мусхелишвили в 1916 г. [33].
Действительно, при наличии дислокаций и отсутствии поверх-
ностных сил {fx=fy = O) постановка задачи изотермической тео-
рии упругости сводится к нахождению функции напряжений,
удовлетворяющей дифференциальному уравнению

V4/r=0, (4.2.11)

граничным условиям

dF
F=— = 0 (a=j3 = 7 = O) на контуре L, (4.2.12)

дп
)

dF _ dx , о <fy\ на контуре Z.̂ , K=\, 2 , . . . , N (4.2.13)
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и условиям

I \ (У Г + х т) V2Fds=\v-xAMz, (4.2.14)
E J V ds d)

E

вытекающим из выражений (4.2.10).
В случае плоской деформации в условиях (4.2.14) необходи-

17 * Е

мо Ь заменить на с, = .
1 l - v «

Постановка плоской задачи термоупругости при стационар-
ном температурном поле без источников тепла, удовлетворяю-
щем уравнению (4.1.34), сводится к решению того же дифферен-
циального уравнения (4.2.11) при тех же граничных условиях
(4.2.12) и (4.2.13) и при условиях однозначности перемещений
и, v и угла поворота ыг

{4s£)<4-2-15>
E J dn J dn

Здесь опять заметим, что в случае плоской деформации в усло-

виях (4.2.15) следует величины Е и <*т заменить на Ех=

Из сравнения условий (4.2.14) и (4.2.15) вытекают равенства

ат \ | х у— I Tds=ku+yku>z,
ds dn)

) Tdsbvx^it (4.2.16)
dn)

J
I-K
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устанавливающие те величины дислокаций Аи, Av, Лсог, которые
должны быть приняты во внимание при решении плоской задачи
изотермической теории упругости для многосвязного тела, что-
бы получить такое же распределение напряжений, как и в со-
ответствующей плоской задаче термоупругости при стационар-
ном температурном поле.

Для исследования плоских задач термоупругости для много-
связных тел может быть эффективно применен метод, основан-
ный на теории функций комплексного переменного. Этот метод
детально разработан Н. И. Мусхелишвили [34]. По вопросу
применения теории функций комплексного переменного для изу-
чения плоских задач термоупругости следует отметить также
работу Н. Н. Лебедева [21].

§ 4.3. Тепловые напряжения в диске и цилиндре
при плоском осесимметричном температурном поле

Рассмотрим сначала задачу о плоском осесимметричном
напряженном состоянии тонкого круглого диска с радиусом на-
ружного контура г2 и радиусом центрального отверстия г ь Та-
кое напряженное состояние диска возникает при плоском осе-
симметричном температурном поле T(r,t).

Температурное поле T(r, t) предполагается известным из
опыта или из решения соответствующей задачи теплопровод-
ности. Используя первое из уравнений (4.1.12) и заменяя в нем
в соответствии с равенствами (4.1.13) и (4.1.14) р, v и ат на

Е v 1+v
, , ат , получаем следующее разрешающее

2 ( l + v ) 1+v l+2v
уравнение рассматриваемой задачи:

^ (4.3.1)f ^ . d + ) ^
dry dr J dr

где иг — радиальное перемещение диска.
Общее решение уравнения (4.3.1) имеет вид

иг=Схг+ £ + ( i ± ^ i j ( Г _ Г о ) rdr, (4.3.2)£ + (i±^i j (Г_

где С] и С2 — постоянные интегрирования.
Зная и, вычисляем по формулам (4.1.36) и (4.1.37) соответ-

ствующие напряжения г

-*7 [
Г2 J

v)r2 J
(4.3.3)
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При отсутствии контурных усилий постоянные интегриро-
вания определяем из условия

з г = 0 при г = Г\ и г = г2. (4.3.4)

Определяя постоянные интегрирования, находим

б. =

(4.3.5)

Полагая в решениях (4.3.5) Г] = 0, получаем соответствующие
решения для сплошного диска. Возникающие в этих решениях
неопределенности раскрываются по правилу Лопиталя следую-
щим образом:

г

lim I Г (7-Г0)rdr= | (Т-Т0)г_0,

l i m | Г ( Г -
'-0 r J

(4.3.6)

при этом температура в центре диска предполагается конечной.
Е vЗаменяя в решениях (4.3.5) Е, v, ат на EY= , v 1 = =

1—va 1—v
aTI = a T ( l+v) , получаем выражения для тепловых напряжений о,.,
о8 и радиального перемещения иг в длинном полом цилиндре
в случае его плоской осесимметричнои деформации, обуслов-
ленной плоским температурным полем T(r,t).

Тепловое напряжение °2 в полом цилиндре определяем по
формуле (4.1.2) в виде выражения

^ )_ (4.3.7)
(1—v)(r» —rJ)

*••

Это напряжение возникает в цилиндре в том случае, когда его
торцевые поверхности закреплены от осевого перемещения
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(да=О). Если торцевые поверхности цилиндра свободны от на-
пряжений, то в соответствии с принципом Сен-Венана тепловое
напряжение в осевом направлении определяется по формуле

°'ж=Евж+о„ (4.3.8)

где гг — постоянная продольная деформация цилиндра; oz —
напряжение в цилиндре при w = 0, определяемое выражением
(4.3.7).

Деформация ег подбирается так, чтобы равнодействующая
напряжений, действующих на торцевой поверхности цилиндра,
обращалась в нуль. Она имеет значение

£*=
rTi74 (Т~т^гйг- (4-3-9)

Подставляя величины (4.3.7) и (4.3.9) в формулу (4.3.8),
получаем

1(T-T0)rdr-(T-T0)\=o,+ot. (4.3.10)

Исключая перемещения цилиндра как твердого тела, для
цилиндра, у которого торцевые поверхности свободны от напря-
жений, из равенства (4.3.9) находим следующую величину пе-
ремещения в осевом направлении:

(T-TJrdr. (4.3.11)

Исследованиям тепловых напряжений в дисках и цилиндрах
посвящена обширная литература. Ранними работами в этой
области являются работы Лоренца [63] и А. Н. Динника [11].
Современное состояние исследований по напряжениям в дисках
и цилиндрах излагается в книге [54].

§ 4.4. Тепловые напряжения в диске и цилиндре при
плоском неосесимметричном стационарном
температурном поле

Пусть под действием плоского стационарного неосесим-
метричного температурного поля Т(г, 6) в тонком круглом дис-
ке с центральным отверстием возникает плоское неосесимметрич-
ное напряженное состояние. Диск предполагаем свободным от
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поверхностных сил на внутреннем {г = Г\) и наружном (г=г2)
контурах. Рассмотрим решение этой задачи, используя ее по-
становку в напряжениях (§ 4.2).

Температурное поле, удовлетворяющее уравнению Лапласа
в полярных координатах

v ' ' г дг\ дг) г* дВ*

представляем в виде ряда Фурье

Т(г, В)- То = £ Г1*1 (г) cos kB+ £ Г]*1 (г) sin kB, (4.4.2)

где коэффициенты Г1 ' и Т[ ' являются решениями уравнений

a I di \ к mfk\ ^ Л .

г dr\ dr
(4.4.3)

r dr\ dr

В соответствии с выражением (4.4.1) для температурного
поля Т(г, б) выбираем решение для функции напряжений
F(r, 9) в виде

F{r, 6 ) = %1*к)(г) cos ^ 6 + ^ F ' , * 1 (r) sin /fee. (4.4.4)

ft=0 ft-l

На основании результатов § 4.2, где для рассматриваемого
случая следует учесть, что x = rcos 6, y = r sinQ, ds = rdO,
dn = dr, функция напряжений F(r, В) должна удовлетворять
следующим соотношением:
дифференциальному уравнению

EV2T==O; (4.4.5)

граничным условиям

F= — = 0 при /•=/-„ (4.4.6)

F^af cos e+P:r sin
—
dr

о . о . о п р и г—г,: (4.4.7)
— = ajCOS 9+Pi sin P y 1» v /



условиям однозначности для перемещении и угла поворота

г sin 6 cos 0 -^— | rdQ =
дг дВ )

,дТ
= ~Еят \ ( r s i n Q — - c o s S ^ j rdB

j(rcose^+eln!

при г = г х ; (4.4.8)

дг

= - £ец Г (Л COS б — + sin б —

dr
\ — при /"=Г!. (4.4.9)

Подставляя выражения (4.4.2), (4.4.3) и (4.4.4) в уравнения
(4.4.5) — (4.4.8), получаем следующие соотношения:

дифференциальное уравнение для f-{k](r)

'df(*> .
dr' г dr* dr2 dr

граничные условия для F

= 0 , 1,-..),

{0> m

условия однозначности для F{k) на контуре г =

1 d\\ F{1]d
dr r dr\r dr

_d_ J_ d / dF_
dr\ r dr V dr

•(0)
dr
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(4.4.14)



Аналогичным образом находим соответствующие уравнения для
F[k){r) ( k = l , 2 , . . . ) .

При составлении условий однозначности (4.4.13) и (4.4.14)
используются свойства ортогональности тригонометрических
функций.

Рассматривая условия (4.4.13) и (4.4.14), замечаем, что они
возникают только для функций F{0) и Fl\ а следовательно, и
для функции М'1; для функций F1- ' и F[k) (k > 2) условия
однозначности удовлетворяются автоматически.

В связи с нулевыми граничными условиями (4.4.12) для
функций Fik) (к>2) и F\k) (k>2) заключаем, что

F{k)=F[k)=0 (k>2). (4.4.15)

Отсюда можно сделать вывод о том, что тепловые напряжения
вызываются только стационарным температурным полем

Т(г, б ) - Го = Г ( О )(г)+Г ( 1 ) (г) cos G+711' (r) sin 9; (4.4.16)

при этом они отвечают следующей форме решения для функции
напряжений:

f(rt B)=Fm{r)+F{l)(r)cosQ+Fl[)(r)sinQ. (4.4.17)

Отсутствие тепловых напряжений, соответствующих темпера-
турным полям вида Г1*1 (г) cos &6(/г>2), может быть легко объяс-
нено с помощью аналогии между плоской задачей термоупруго-
сти и задачей изотермической теории упругости с дислокациями.

Рассматривая уравнения (4.2.16) и учитывая равенства
x = rcosS, z/ = rsin6, замечаем, что в ненагретом диске с цент-
ральным отверстием отсутствуют дислокации, эквивалентные
температурным членам, содержащим гармоники с k = 2, 3 , . . . ,
и поэтому не возникают и соответствующие напряжения <зп ав, агв.

Определим тепловые напряжения ?f\ o(

e°> и о^\ с'1), о*.1', от-

вечающие соответственно температурным полям^'(г), T(r)(1)cos0.
Решения для функций Tw(r), Til}(r), удовлетворяющих диф-

ференциальному уравнению (4.4.3), имеют вид

r ( O )(r)=eoinf + e;, (4.4.18)

Тщ(г)=^ + в[г, (4.4.19)

где в 0 , в 0 , 8 t , 6i — постоянные, определяемые из граничных
условий соответствующей задачи теплопроводности.

Заметим, что температурные поля В'о и Q[ r cos 0 = 9' х
тепловых напряжений не вызывают.
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Тепловые напряжения а(.°>, о<°) при осесимметричном темпе-
ратурном поле (4.4.18) можно было бы определить с помощью
непосредственной подстановки в формулы (4.3.5) вместо Т—То

выражения (4.4.18) для функции Т{0)(г). В целях иллюстрации
метода приводим решение для тепловых напряжений а®>, о<°1 ,
используя постановку плоской задачи термоупругости в напря-
жениях.

Решение уравнения (4.4.10) при k = 0 принимает, вид

nL. ( 4 .4 . 2 0 )

Для определения пяти постоянных С ь Сг, С3, С4 и fi имеем
пять уравнений: два граничных условия (4.4.11), два из гранич-
ных условий (4.4.12) и одно условие однозначности (4.4.14).
Постоянные С\ и т, не влияют на величину напряжений. Опре-
деляя постоянные

2(г\-г\) г,

'••'~li7~> i7 I I l " r ' b I 1 I ~ r » " ~ ' i I • (4.4.21)

и подставляя их в выражения для напряжений, вычисленных
по формулам (4.1.38), находим

o<°) =
9 И Г / r»_,2""r, """Г, I '

(4.4.22)

Аналогичным способом определяем тепловые напряжения о'1),

При /г=1 решением уравнения (4.4.10) является выражение

+ С4

 r- In f . (4.4.23)

Для определения постоянных интегрирования, входящих в
выражение для функции напряжений F[1\ составляем систему
пяти уравнений относительно пяти неизвестных постоянных С ь

^2, С3, С4, аь используя два граничных условия (4.4.11), два
из граничных условий (4.4.12) и условие однозначности (4.4.13):
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(4.4.24)

(4.4.25)

Так как постоянные С[ и си не влияют на распределение напря-
жений, то в дополнение к постоянной С4, имеющей значение
(4.4.25), из системы (4.4.24) определяем

4(rJ+r=) 4(rJ+rJ)
Выражая тепловые напряжения of?), of), of?' с помощью фор-

мул (4.1.38) через функцию напряжений F^'cosS, где F{1) опре-
деляется выражением (4.4.23), и подставляя в полученные вы-
ражения значения постоянных интегрирования (4.4.25) и (4.4.26),
получаем окончательный результат в виде

9 2(r»+rJ)V г« г* j

" 2(r\+rl)[ r*){ г*)
Заменяя в формулах (4.4.27) величины Е, ат на Ех= —

1 —V2

и а т 1 = а т (1 —v), получаем формулы для тепловых напряжений
of?), a'6

n, aW в длинном полом цилиндре, находящемся в состоя-
нии плоской деформации под действием плоского стационарного
температурного поля T ( 1 )(r)cos6.

Полные тепловые напряжения, возникающие в тонком круг-
лом диске с центральным отверстием и в длинном полом ци-
линдре при стационарном температурном поле Т[0) (г) +
+ T(1)(r)cos6, определяются выражениями

(4.4.28)
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В случае плоской деформации к этим напряжениям добавля-
ются осевые тепловые напряжения, вычисляемые по форму-
ле (4.1.2).

Рассмотренная в настоящем параграфе задача явилась пред-
метом исследования ряда авторов. Впервые решение этой зада-
чи с помощью метода, основанного на исследовании вспомога-
тельной задачи о дислокации цилиндра и применении теории
функций комплексного переменного, получено Н. И. Мусхелиш-
вили [33, 34]. Позже метод, использующий теорию функций
комплексного переменного, был применен для исследования
указанной задачи Гейтвудом [5].

Решение аналогичной задачи дано Меланом и Паркусом без
использования функций комплексного переменного; в их методе
применяется комбинация термоупругого потенциала перемеще-
ний и функции напряжений [31].

Приведенный здесь метод решения позаимствован из кни-
ги [54].

§ 4.5. Термоупругость круглых пластин

В этом параграфе рассматриваются в квазистатической
постановке осесимметричное растяжение и изгиб круглой сплош-
ной пластины, обусловленные стационарным осесимметричным
температурным полем

Т(г, г) = Т{0)(r)+zTm(г), (4.5.1)

где координата z отсчитывается от срединной поверхности плас-
тины (см. рис. 11); при этом влияние растяжения на изгиб не
учитывается.

Предполагается, что на наружном контуре пластины г = г2

, h

и на ее поверхностях z=± — происходит осесимметричныи ста-

ционарный конвективный теплообмен, при котором температура
h

среды, омывающей поверхность пластины z = —, существенно

отличается от температуры среды, омывающей ее поверхность

z = . При таких условиях теплообмена температурное поле

изменяется как вдоль радиуса, так и по толщине пластины, вы-
зывая, кроме растяжения пластины, также ее тепловой изгиб.

Решение соответствующей задачи теплопроводности приво-
дится в § 3.4. Если предположить, что температурное поле вдоль
толщины пластины изменяется по линейному закону, то реше-
ние для стационарного осесимметричного температурного поля
определяется выражением (3.4.5). Полагая в этом выражении
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постоянные С2 и С^ равными нулю (пластина сплошная), полу-
чаем температурное поле (4.5.1), в котором функции Т{0) (г) и
Т{ (г) имеют следующие выражения:

(4.5.2)

7 4" (/-) = !* [ l+c;/ 0 (S l P )], (4.5.3)

где

„
( 2 + Y ) A '

«A

Здесь &о и Ъ, — температуры среды, омывающей поверхности
h h

пластины z = — и 0 = ; а — коэффициент теплоотдачи на
2 2 h

поверхностях пластины z=+ —; Хт — коэффициент теплопро-
2 гводности материала пластины; р = — — относительный радиус

пластины. 2

Постоянные С) и Cj имеют значения, определяемые первыми
из равенств (3.3.6) и (3.4.6); при этом в связи с отсутствием
в пластине центрального отверстия в этих равенствах следует
положить Yiдо-

определим тепловые напряжения растяжения и изгиба пла-
стины, соответствующие температурному полю (4.5.1).

Выведем, опираясь на теорию тонких круглых пластин [15],
основные уравнения, описывающие рассматриваемую задачу.

Обозначим радиальное перемещение и прогиб срединной
плоскости пластины через иг и и2.

Относительные удлинения срединной плоскости пластины в
радиальном ег и окружном ев направлениях

dur ur
£r=-f, е«=-Г- (4-5-4)

dr r

Кроме удлинений, срединная плоскость пластины получает
искривление. При нахождении параметров, характеризующих
это искривление ,в соответствии с гипотезой о неизменяемости
нормального элемента считаем, что элемент пластины РР\ после
деформации получает направление нормали к деформированной
срединной плоскости, поворачиваясь на малый угол Ьг в плос-
кости rOz (рис. 16).
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Малый угол поворота &, связан с прогибом и2 равенством

К=-^-г. (4.5.5)
dr

На основании принятой гипотезы о характере деформации
пластины составляем следующие зависимости между перемеще-

Рис. 16.

ниями u!f\ и(/> в точке Р\ на расстоянии z от срединной поверх-
ности и перемещениями ur, uz в соответствующей точке Р сре-
динной поверхности: ( г ) _

Заменяя в формулах (4.5.4) ur, uz на ul

r

z\ «<f>, находим отно-
сительные удлинения sjf\ е(

в

г> в точке Pi на расстоянии z от
срединной поверхности

где

^dr=- dr* '

(4.5.7)

Y-~- (4-5.8)
г dr

Величины %г и хв представляют собой кривизну срединной по-
верхности в радиальном и окружном направлениях.

На элемент пластины, выделенный двумя радиальными
(плоскими) и двумя цилиндрическими сечениями, действуют нор-
мальные напряжения <зг, а„ и касательное напряжение <згг

(рис. 17).
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Введем вместо напряжений статически им эквивалентные
усилия и моменты по формулам

Л/2 Л/2 Л/2

.V,= f °rdz, Nt= f а,Лг, Q= I crzdz,
- Л / 2 - Л / 2 —A;2

Л/2 Л/2
(4.5.9)

- Л / 2 -А/2

Здесь Nr, Q и Мг — соответственно нормальное усилие, попереч-
ное усилие и изгибающий момент, действующие в цилиндричес-
ком сечении; Л/в и Мц — нормальное усилие и изгибающий
момент, действующие в радиальном сечении.

Рис. 17.

Внутренние усилия и моменты отнесены к единице длины
соответствующей координатной линии (окружности или поляр-
ного радиуса).

Введение внутренних усилий и моментов позволяет задачу о
равновесии пространственного элемента пластины свести к за-
даче о равновесии соответствующего элемента ее срединной по-
верхности. Рассматривая равновесие элемента срединной по-
верхности (рис. 18), составляем следующие уравнения равнове-
сия пластины:

dN'r-N9=0, (4.5.10)
dr

dQr

dr
= 0,

dMrr

dr
-Mt-Qr=0.

(4.5.11)

(4.5.12)
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Деформации (4.5.7) состоят из упругих деформаций, связан-
ных с напряжениями известными соотношениями, и чисто теп-
ловых деформаций.

Если температура пластины возрастает на Т—То, то при
тепловом расширении относительное удлинение линейного эле-

А/„аг (Qr^«

Qrae
N.dr

Рис.

мента в любом направлении равно ат(Т—Го), где ат

фициент линейного теплового расширения.
Получаем

коэф-

(4.5.13)

е'г' = ат (Т-То),

где Е — модуль упругости, a v — коэффициент Пуассона.
Обе части равенств (4.5.13) умножаем сначала на dz, а за-

, h h
тем на zdz и интегрируем в пределах от г = до г = — .
Вводя вместо напряжений усилия и моменты по формулам
(4.5.9) и используя выражения (4.5.7), находим

\г ,.\т м „Л;

(4.5.14)

^ + х т , (4.5.15)

Eh Eh

где
Л/2 ft/2

е т = — i aT(T-T0)dz, % T = — aT(T—T0)zdz. (4.5.16)
h J Л3 J
-ft/2 —ft/2

Величины £т и хт можно рассматривать как обобщенные чисто
тепловые деформации.
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При линейном изменении температуры Т—То по толщине
пластины и при постоянном коэффициенте линейного теплового
расширения <хт величины sT и хт принимают вид

5 т = а т ( Г * - : г 0 ) , (4.5.17)

д , (4.5.18)
h

где

ДГ=(Г) Л - ( Г ) л . (4.5.20)

В этом случае sT есть чисто тепловое относительное удлинение
срединной плоскости, а %т — кривизна срединной плоскости,
обусловленная тепловым расширением.

Подставляя в равенства (4.5.19) и (4.5.20) выражение (4.5.1)
для температурного поля, определяем величины Т* и AT, а за-
тем по формулам (4.5.17) и (4.5.18) — чисто тепловые дефор-
мации:

eI = e I [&-r 0 +C 1 / 0 (8p)] l (4.5.21)

х т =а т 1 1 [1+С;/ 0 (3 1 Р )]. (4.5.22)

Определяя из выражений (4.5.14) и (4.5.15) усилия и мо-
менты, получаем следующие соотношения между усилиями,
моментами и деформациями:

Af,1=D J l f[xV+vx r-(l+v)xT]>

 K*-°-ZV

Eh
где Dv= — цилиндрическая жесткость растяжения плас-

l - v 2 тины;
Eh6

D,.= — цилиндрическая жесткость изгиба пластины.
м 12(1 —V2)

Поперечное внутреннее усилие Q, входящее в уравнения рав-
новесия (4.5.11) и (4.5.12), вследствие отсутствия внешних по-
перечных сил следует положить равным нулю.

Формулы для вычисления напряжений получаем следующим
образом. Из соотношений (4.5.13) определяем напряжения

А ат (Г- То)],
(4.5.25)
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Заменяя деформации e<f> и e£Z) их выражениями (4.5.7) и выра-
жая затем деформации &г, е( и хг, хв по формулам (4.5.14)
и (4.5.15) через усилия и моменты, находим

_N_r \2Mrz Et^ EY^Z _ £а т (Г-Г„)
°r~~ h A 3 1—v 1—v 1—v

i v i v iv /4526)
Ег E^z EaT(T-T0)

При изменении Г—То вдоль толщины по линейному закону
температурные члены в формулах (4.5.26) сокращаются. В этом
случае суммарные тепловые напряжения находятся по фор-
мулам _ , ,,

/ = а

Г . /аи (4.5.27)

где

°1=Т' о 1.= г - <4-5-28>
тепловые напряжения растяжения;

a I I = 12Af^ а П = Щ £ _ (4.5.29)

тепловые напряжения изгиба.
Предполагаем, что на контуре г = г2 отсутствуют радиальные

силы и изгибающие моменты; в соответствии с этим граничные
условия получают вид

Nr — 0, М1Г = 0 п р и г = г2. (4.5.30)

Если не учитывать влияние растяжения пластины на ее из-
гиб, то рассматриваемая задача распадается на две независи-
мые задачи: первая из них является задачей о плоском осесим-
метричном напряженном состоянии пластины, соответствующем
чисто тепловой деформации (4.5.19); вторая — задачей об осе-
симметричном тепловом изгибе круглой пластины, обусловлен-
ном чисто тепловой деформацией (4.5.20). Между этими двумя
задачами существует полная аналогия, которая проявляется как
в основных уравнениях, так и в граничных условиях.

Величинам Nn N9, и, Eh, eT первой задачи соответствуют

величины Мп М6, Ьп — , хт второй задачи.
1 ^

Величинам &—Го, С,, 8 в выражении (4.5.21) для етсоответ-
ствуют величины |л, jxCj, 3, в выражении (4.5.22) для хт.

Решение первой задачи исследовано в § 4.3. Полагая в фор-
мулах (4.3.5) r i=0, r = Ci/o(8p) и учитывая соотношение
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получаем искомые тепловые напряжения растяжения

(4.5.31)

Eh3

Заменяя в формулах Nn NQ, Eh, Cv 8 на Мп Мв, — , \>-C[h

получаем следующие выражения для изгибающих моментов".

(4.5.32)

Соответствующие этим изгибающим моментам тепловые напря-
жения изгиба вычисляются по формулам (4.5.29).

Более сложные задачи термоупругости круглых пластин (теп-
ловой изгиб круглых пластин переменной толщины при неосе-
симметричном температурном поле, тепловые напряжения в
круглой пластине при переменном модуле упругости и др.) рас-
сматриваются в работе [15].



Глава пятая

Термоупругость
оболочек вращения

§ 5.1. Общие замечания.
Основные формулы теории поверхностей

Рассмотрим тонкостенную оболочку вращения постоянной
толщины под действием внешних контурных сил и температурно-
го поля, распределенных симметрично относительно ее оси.

Срединная поверхность такой оболочки представляет собой
поверхность вращения, линиями главных кривизн которой яв-
ляются меридианы 6 = const и параллели s = const, где 9— угол
между плоскостями рассматриваемого и начального меридиана,
a s — длина меридиана, отсчитываемая от некоторой начальной
точки (рис. 19).

Первый главный радиус кривизны срединной поверхности
R\ является радиусом кривизны меридиана. Второй главный ра-
диус кривизны /?2 равен длине отрезка нормали к срединной
поверхности, заключенного между этой поверхностью и ее осью.
Радиус параллели г связан с радиусом кривизны R2 соотно-
шением

r = /?2sincp, (5.1.1)

где ф — угол между нормалью к срединной поверхности и осью
вращения (см. рис. 19).

Температурное поле предполагается двумерным и в общем
случае нестационарным T=T(s, z, t) (s — меридиональная ко-
ордината; z — координата, отсчитываемая от срединной поверх-
ности в сторону ее внешней нормали).

Задача термоупругости оболочки рассматривается в квази-
статической постановке, а поэтому время t здесь играет роль
параметра.
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Применяя гипотезу о неизменяемости нормального элемента,
можно задачу о деформации оболочки свести к задаче о дефор-
мации ее срединной поверхности. Исследование такой задачи
удобно проводить методами дифференциальной геометрии.

Положение какой-либо точки Р срединной поверхности опре-
деляется координатами s, 0 (рис. 19).

Рис. 19.

Введем в рассмотрение так называемый сопровождающий
точку Р трехгранник единичных взаимно ортогональных векто-
ров es, ee, е2, образующих правую систему; es является единич-
ным вектором касательной к меридиану, направленным в сто-
рону возрастания s, ee — единичным вектором касательной к

параллели, направленным в сторону возрастания 6, и ez —
единичным вектором внешней нормали к срединной поверх-
ности. _̂  _> _>

Между векторами es, e9 и ел существуют соотношения

(5.1.2)

(5.1.3)

(5.1.4)
где косой крест обозначает векторное произведение.

Учитывая, что первая производная радиуса-вектора по длине
дуги равна единичному вектору касательной, получаем

— dR — 1 dR

ds
(5.1.5)

из



В дальнейшем нам понадобятся формулы для производных
единичных векторов по длине дуг линий главных кривизн.

Из дифференциальной геометрии известно, что первая про-
изводная единичного вектора по длине дуги есть вектор, который
имеет модуль, равный кривизне кривой, и направлен по главной
нормали этой кривой в сторону ее вогнутости.

Предполагаем, что в рассматриваемом случае меридиан об-
ращен вогнутостью к оси оболочки. Тогда, учитывая, что глав-
ная нормаль плоской кривой лежит в ее плоскости, находим

^ ' = - - ? , д^=-г, (5.1.6)

где ег — единичный вектор, направленный по радиусу парал-
лельного круга (рис. 19).

—>
Вектор ег может быть разложен на две составляющие по

направлениям векторов es и ez и представлен в виде
£,.=cos ф^+sin <ре2.

Подставляя выражение для ет во вторую из формул (5.1.6),
имеем

—- = — cos ф^—sin уе2. (5.1.7)

При движении вершины трехгранника по меридиану вектор

ей не изменяет своего направления. Следовательно,

Й = 0. (5.1.8)
ds

Дифференцируем векторное произведение (5.1.4) по коор-
динате s:

as as os

Применяя первую из формул (5.1.6) и формулу (5.1.8) и
учитывая, что от перестановки множителей векторное произве-
дение меняет знак, переписываем последнее равенство в виде

^ = 1 7 в х Я = ~ ^ - (5.1.9)
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Дифференцируя векторное произведение (5.1.2) по коорди-
нате 6 и используя формулу (5.1.7), получаем

де, дел ~* —* де,

— s\nyezXez+etX —-.
oQ

Принимая во внимание, что векторы е6 и —- параллельны,
дВ

и учитывая свойства векторных произведений, находим

де
f cosq>ee- (5.1.10)

дВ
Аналогичным образом определим

де ->•
— z = sin9^ e. (5.1.11)
дВ

Полная таблица производных единичных векторов прини-
мает вид

де 1 ->

(5.1.12)

^ g z I <5ег

—- = — et, —- = s n
<?5 У?! Об

Выведем еще дифференциальное соотношение между радиу-
сами кривизны Ri и ^ 2 оболочки вращения, которое потребуется
в дальнейшем.

Из рис. 20 видно, что — = coscp. Подставляя в это равенство
ds

ds^=Ridq> и r = R2smq>, получаем известное условие Кодацци —
Гаусса для поверхности вращения:

—^ = .ft, coscp. (5.1.I3)
dtp

Теория деформаций и вывод уравнений равновесия оболочек
вращения, опирающиеся на методы дифференциальной геоме-
трии, рассматриваются в § 5.2 и 5.3.
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Соотношения между усилиями, моментами и деформациями,
учитывающие температурные члены, приводятся в § 5.4.

Вывод разрешающего уравнения, описывающего задачу о
термоупругом равновесии оболочек вращения канонических
форм (конической, сферической, торообразной), дается в § 5.5.

С помощью статико-геометричес-
кой аналогии и комплексного прео-
бразования уравнений теории обо-
лочек рассматриваемая задача сво-
дится к решению одного комплекс-
ного дифференциального уравнения
второго порядка относительно ком-
плексной функции Ns = Ns + kox9

(Ns — меридиональное усилие; хв —
изменение кривизны в направлении
параллели; k0 — комплексная по-
стоянная).

Анализ граничных условий из-
лагается в § 5.6.

Построение решений разрешаю-
щих уравнений приводится только
для конической и сферической обо-
лочек вращения (§ 5.7 и 5.8). Тер-
моупругая задача для цилиндри-
ческой оболочки, детально освещен-
ная в работах [31, 42] и др„ здесь
не рассматривается.

Для конической и сферической оболочек выводятся частные
решения для всех усилий, моментов и перемещений, необходи-
мые для расчета тепловых напряжений; при этом особое вни-
мание уделяется построению точных решений в специальных
функциях (бесселевых, гипергеометрических).

§ 5.2. Деформации оболочки

При температурном поле и внешних контурных силах,
симметричных относительно оси оболочки вращения, ее средин-
ная поверхность при деформации остается поверхностью враще-
ния; все точки поверхности перемещаются в своих меридио-
нальных плоскостях.

Деформация срединной поверхности в этом случае характе-
ризуется четырьмя величинами: относительными удлинениями
е, и EJ в направлениях меридиана и параллели и изменениями
кривизны y.s и y.j в направлениях меридиана и параллели.

Установим зависимости между деформациями и перемеще-
ниями срединной поверхности.

Рис. 20.
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Обозначим проекции вектора перемещения на направления

единичных векторов es и ег в произвольной точке срединной по-
верхности через us и и2. Положение этой точки до деформации

определяется радиусом-вектором R, а после деформации —
радиусом-вектором

^' = ~R+u^es+uz7z. (5.2.1)

Единичные векторы касательных к меридиану и параллели
деформированной срединной поверхности в соответствии с выра-
жениями (5.1.5)

е = е = — —— (5 2 2}
s ds'' e г' об ' v " • '

где ds' и r'db — элементы дуг меридиана и параллели после
деформации. Эти элементы можно представить выражениями

ds'=ds(\+es), r'dB=rdB(\+et), (5.2.3)

где es и ец — относительные удлинения в направлениях мери-
диана и параллели.

Подставляя выражение (5.2.1) в (5.2.̂ 2) и принимая во вни-
мание выражения (5.2.3), получаем

., . .->-, dR' dR де, , de2 , dus-+ duz-^
(1 -\-г3) е = — = h us —i + uz —^ -\ 5 es H ez,

ds ds ds ds ds ds (5 2 4)
.-*, 1 dR' 1 /dR , de< , de.

(l+£e)^j= = ~~ V us— "t- uz~'

При написании второго из равенств (5.2.4) учитываем, что в
силу симметричной деформации

~dJ~~d~B = '

Заменяя в равенствах (5.2.4) производные единичных век-
торов их выражениями (5.1.12) и учитывая формулы (5.1.5),
получаем

W = (\ _|_ д-Ь + !Ь) 7S -f (- *Ь. +

 dJb
(5.2.5)

1 ^ . _ Л , Ъ. ' Ъ
г М ~ \ г ^^ г



Из равенств (5.2.4) видно, что величина 1 + ^ является дли-

дЯ' , . „ \ 6R'
ной вектора -т—, величина 1+е в — длиной вектора ~аи~ •

3 R '
1ак как квадрат длины вектора -з— равен сумме квадратов
его проекций на направления es и ег, то

Отбрасывая величины второго порядка малости, находим

Из сравнения вторых из равенств (5.2.4) и (5.2.5) получаем

е е = — (us cos (f+uz sincp), (5.2.8)

( 1 " Т " — U ) C/W

Линейный элемент оболочки, имеющий до деформации на-
правление ег, после деформации получает направление единич-
ного вектора внешней нормали к деформированной поверхности

е'г. Этот вектор может быть найден как векторное произведе-
—> —>

ние векторов e's и ej. Используя при вычислении векторного
произведения выражения (5.2.7), (5.2.9) и (5.1.2), (5.1.4) и
учитывая, что от перестановки сомножителей векторное про-
изведение изменяет знак, находим

> < е е % ^ (5.2.Ю)

где

»=3-^'. (5.2.11)
Яг ds

Величина & является проекцией единичного вектора нормали
—у

к деформированной срединной поверхности е'г на направление

es и равна малому углу поворота нормали к срединной поверх-
—v

кости вокруг оси е$.
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Положение любой точки Pi тела оболочки определяется ко-
ординатами s, 6, z, где координата г, равная отрезку РР\, от-
считывается от срединной поверхности в направлении единично-
го вектора ez. Поверхность 2 = const представляет собой поверх-
ность вращения, равноотстоящую от срединной поверхности,
так называемую параллельную поверхность. Радиусы кривизны
параллельной поверхности равны Ri+z и R% + z,

Рис. 21.

Зная угол поворота (5.2.11) нормали к срединной поверх-
ности при ее деформации, находим в соответствии с исходными
допущениями теории тонких оболочек следующие зависимости
между перемещениями «'/>, и[*] в точке Р[ на расстоянии z от
срединной поверхности и перемещениями в соответствующей
точке Р' срединной поверхности (рис. 21):

_ (5.2.12)

Заменяя в формулах (5.2.6) и (5.2.8) us, uz, Rn{n — \,2) на

u.w, и^\ Rn 1 -| («=-1,2), получаем следующие выраже-

ния для относительных удлинений е^ и е'г) в точке Рх на рас-
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стоянии z от соответствующей точки Р срединной поверхности

(5.2.13)

где
dzu, /r n ...

г , (5.2.14)

. (5.2.15)

Известно, что исходные допущения теории оболочек вызы-

вают погрешность — по сравнению с единицей [37]. Поэтому
R

при вычислении деформаций нет смысла принимать во внимание
члены порядка — по сравнению с единицей.

R
Пренебрегая в формулах (5.2.13) членами указанного поряд-

ка, получаем выражения для деформаций в более простом виде:

(5.2.16)
e(

e

) = £e+Zxe.
С точностью до погрешности исходных допущений теории

оболочек величины %s и * в представляют собой изменения кри-
визны срединной поверхности соответственно в меридиональном
сечении и в другом главном нормальном сечении, проходящем
через касательную к параллели и нормаль к меридиану.

Положительные значения изменений кривизны соответствуют
положительным значениям s.s и е9 на поверхности оболочки

h

2 '
Для осесимметрично деформированной оболочки вращения

существуют два уравнения совместности деформаций, являю-
щиеся частным случаем уравнений совместности деформаций
общей теории оболочек [6]:

— (rx,)—cos <px.s— — — cos (pss = О,

(R^+R,^) sin ф+/?, — - ^ - cos ф£ J = 0.
ds I ds J
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Уравнения (5.2.17) удовлетворяются тождественно при за-
мене деформаций срединной поверхности их выражениями в
перемещениях us, uz по формулам (5.2.6), (5.2.8), (5.2.14),
(5.2.15).

§ 5.3. Уравнения равновесия оболочки

Выделим из оболочки элемент двумя меридиональными се-
чениями 8 = const и G-)-dS = const и двумя коническими поверх-
ностями s = const и s + ds = const, нормальными к срединной по-
верхности. Пусть as, ae — нормальные напряжения, действую-
щие по площадкам, ограничивающим
элемент; o5Z — касательные напряже-
ния, действующие по тем же площад-
кам в направлении единичного вектора

Тг (рис. 22).
В теории оболочек вместо напря-

жений вводятся статически эквива-
лентные им усилия и моменты по фор-
мулам

ft/2Л/2 ft/2

Ns = £asdz, Nt= fo,dz, Q=f.

—ft/2
ft/2

,= \°szdz,
- A / 2

- f t /2

ft/2

- f t /2

-A/2
(5.3.1)

sintpdt

Здесь Ns, Q, Ms — соответственно нор-
мальное усилие, поперечное усилие Рис. 22.
и изгибающий момент в сечении
5 = const; Л в̂, М$ — нормальное усилие и изгибающий момент
в сечении 8 = const.

Внутренние усилия и моменты отнесены к единице длины
соответствующей координатой линии срединной поверхности
(параллели или меридиана).

Положительные направления внутренних сил и моментов
указаны на рис. 23.

Задача о равновесии пространственного элемента оболочки
сводится к задаче о равновесии соответствующего элемента
срединной поверхности. Этот элемент ограничен параллелями
s = const и 5 + ds = const и меридианами 9=const и 6+d8
= const.

На сторону элемента s = const действует усилие

-(Nses+Qez)rdQ,
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а на сторону элемента s + ds = const — усилие

5s ds )

Равнодействующая этих двух усилий равна

(Nses+Qe2)rdu~

ds ds
(5.3.2)

sin (fide

Рис. 23.

Таким же образом находим равнодействующую усилий, дей-
ствующих на стороны элемента 6=const и 6+d9 = const:

ао
dsdb; (5.3.3)

равнодействующую изгибающих моментов, действующих на сто-
роны элемента s = const и s + ds = const:

ds
(5.3.4)
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и равнодействующую изгибающих моментов, действующих на
стороны элемента 6 = const и В-\-с№ = const:

(5.3.5)

Кроме этого, с точностью до величин того же порядка малости
учитываем момент действующих на элемент усилий

—QreadsdB. (5.3.6)

Из условий равенства нулю главного вектора и главного
момента всех сил, действующих на элемент срединной поверх-
ности, получаем два векторных уравнения равновесия элемента
оболочки:

~~ds ds + дВ ~ ~ '
(5.3.7)

— - — — — Qrea =0 .
ds ae

Дифференцируем произведения скалярных множителей на
векторы, используя при этом формулы (5.1.12) для производных
единичных векторов и принимая во внимание, что

Приравнивая затем нулю коэффициенты при es, еа, ег, нахо-
дим из двух векторных уравнений (5.3.7) три скалярных урав-
нения равновесия элемента оболочки:

dNsr .. , Qr
— Ne cos ф + — = О,
ds Rl

^ — Л ^ з 1 п ф - У ^ = 0, (5.3.8)
ds Ri

M9 cos ф—Qr = 0.
ds

§ 5.4. Соотношения между усилиями, моментами
и деформациями

Деформации оболочки слагаются из упругих деформаций,
обусловленных напряжениями, и деформаций, вызванных из-
менением температуры, т. е. так называемых чисто тепловых де-
формаций.
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Чисто тепловая деформация в некоторой точке оболочки, воз-
никающая при изменении температуры в этой точке на величину
Г—Го (Го — температура оболочки в ненапряженном состоя-
нии), характеризуется чисто тепловым относительным удлине-
нием ат (Г—Го), где ат — коэффициент линейного теплового
расширения.

Если необходимо учесть зависимость ат от температуры, то
ат (Г—Го) рассматриваем как заданную функцию координат в
фиксированный момент времени; при этом под ат понимаем
среднее значение коэффициента линейного теплового расшире-
ния в интервале между Го и Г.

Из гипотезы о неизменяемости нормального элемента сле-
дует, что соотношения теории упругости, связывающие дефор-
мацию сдвига e{fz и относительное удлинение e[f> с соответ-
ствующими напряжениями, могут быть с учетом чисто тепловой
деформации заменены равенствами

Касательное напряжение osz и соответствующее ему попереч-
ное усилие Q являются чисто статическими факторами и опре-
деляются из уравнений равновесия.

В соответствии с исходными допущениями теории оболочек
предполагается, что нормальные напряжения ог на площадках
z = const пренебрежимо малы по сравнению с другими напря-
жениями.

Таким образом, применяя для упругих деформаций извест-
ные соотношения, вытекающие из закона Гука для двумерного
напряженного состояния, и учитывая чисто тепловые относи-
тельные удлинения, имеем следующие соотношения между де-
формациями ê >, е̂ 2> на расстоянии z от срединной поверхности
и соответствующими напряжениями:

(5.4.1)

где Е — модуль упругости; v — коэффициент Пуассона.
Обе части равенств (5.4.1) умножаем сначала на dz, а затем

h h
на zdz и интегрируем в пределах от z— до г = — , предпо-
лагая модуль упругости Е постоянным по толщине оболочки.

Вводя вместо деформаций е(г', ê > их выражения (5.2.16)
через деформации срединной поверхности, а вместо напряже-
ний — усилия и моменты по формулам (5.3.1), находим
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где
Л/2

Г
Л/2

хт = ^

-ft/2

ат ( Г - (5.4.4)

-Л/2

Величины ет и хт являются обобщенными чисто тепловыми де-
формациями; в случае линейного изменения ат(Т—Т0) по тол-
щине оболочки sT — чисто тепловое относительное удлинение
срединной поверхности, а х , — изменение ее кривизны, обуслов-
ленное тепловым расширением.

Определяя из выражений (5.4.2) и (5.4.3) усилия и момен-
ты, получаем следующие соотношения между усилиями, момен-
тами и деформациями срединной поверхности:

Eh
где DN= — цилиндрическая жесткость растяжения

l v 2 оболочки;

цилиндрическая жесткость изгиба обо-
Eh3

м 12(1—v2)

На основании формул (5.2.16) и (5.4.1) — (5.4.3) получаем
выражения для напряжений в оболочке:

ЕNs , \2Msz

П П (5.4.7)

§ 5.5. Разрешающее уравнение

Исключая из первых двух уравнений равновесия (5.3.8)
усилие yVe, получаем

— (Nsr sin у) {Qr с о Б ф ) = 0 .
ds ds
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После интегрирования находим

Q=Nstg<f>+ —— , (5.5.1)
Г COS ф

где С — постоянная интегрирования.
Подставляя выражение (5.5.1) для Q в первое и третье урав-

нения равновесия (5.3.8), находим следующие два уравнения
равновесия:

М9 cos <f—Nsr tg ф = 0 .
-г ^ ь -г C Q S ^

С
—т М9 cos <f—Nsr tg ф

as -г ^ ь -г C Q S ^
Механический смысл постоянной С определим, рассматривая

величину равнодействующей силы Р, направленной вдоль оси
оболочки:

P = 2nr(Ns sin <p — Qcosy). (5.5.3)
Принимая во внимание соотношение (5.5.1), находим

С=-~. (5.5.4)

Таким образом, постоянная С с точностью до множителя

равна осевой силе Р, растягивающей оболочку.

К аналогичной (5.5.2) форме можно привести уравнения сов-
местности деформаций (5.2.17).

На основании соотношений (5.2.14) и (5.2.15) имеем

е) sin ф = # ^ J L /j
ds ds

Подставляя это выражение во второе из уравнений (5.2.17) и
выполняя интегрирование, получаем

^ s J - f C ' = 0 . (5.5.5)

В уравнении (5.5.5) постоянная С равна нулю; в этом мож-
но убедиться, заменяя деформации перемещениями по форму-
лам' (5.2.6), (5.2.8), (5.2.15).

Учитывая выражение (5.5.5) при С' = 0, уравнения совмест-
ности деформаций (5.2.17) представляем в следующем виде:

cos
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При сравнении уравнений (5.5.2) и (5.5.6) обнаруживается
известная статико-геометрическая аналогия: величины Ns, N9t

Ms, Мв в уравнениях (5.5.2) соответствуют величинам xe, %st

— £(, — es в уравнениях (5.5.6) [6].
Сравнивая соотношения (5.4.2) и (5.4.6), можно указанную

аналогию расширить: величины v, , sT в соотношениях

(5.4.2) соответствуют величинам — v, DM, (1-\-V)XTDM В соот-
ношениях (5.4.6).

В качестве основных неизвестных, относительно которых бу-
дем составлять разрешающие уравнения, выбираем Ns и xfr.
Заменяя во втором из уравнений (5.5.6) деформации es и е,
усилиями по формулам (5.4.2) и исключая затем усилие N^
с помощью первого из уравнений (5.5.2), получаем первое раз-
решающее уравнение

| [Rx d I г 2 \ | ^ d f

I r lcos ф ds2 I r rfslcos ф/ rfs\cos ф/J ds

(

ds \cos ф

EhRxtg9"o+yU^(V) - £Лcos
C 0 S C P

Принимая 7?! = const и используя соотношение (5.1.13), урав-
нение (5.5.7) преобразуем к виду

3 + _2rtg4p\ dtf, Г 2 1 ё Ф

(5.5.8)

С помощью статико-геометрическои аналогии находим вто-
рое разрешающее уравнение

R1cos<p) ds ' [ Rt Rl cos <p

_v_tM 1|ф Лч_ C _ = a
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Выбирая в качестве разрешающей функции комплексную
функцию

риг Г г'1 Р2

^ ± 1 ^ *=V W~^> Co = 12(l-V), (5.5.10)

преобразуем два разрешающих уравнения (5.5.8) и (5.5.9) к
одному комплексному уравнению второго порядка

d*Ns cos'
+ ~^~ •' ' ~ ' ds

(5.5.11)

r ds

M

5.6. Форма решений и граничные условия

Общее решение уравнения (5.5.11) можно представить в
такой форме:

. (5.6.1)

Этому решению соответствуют следующие решения для Ns и х8:

s

л - 1л - 1

( 5 . 6 . 2 )

Здесь С„МЛ) и Слх
(

в"' (п=1, 2, 3, 4) — определенные с точ-
ностью до постоянных интегрирования Сп частные решения од-
нородного уравнения, соответствующего уравнению (5.5.11).
Так как это однородное уравнение не содержит членов, обу-
словленных действием осевой силы и неравномерного нагрева,
то его частные решения соответствуют такому напряженному
состоянию оболочки, которое вызывается в ней действием само-
уравновешенных контурных нагрузок: изгибающих моментов Ms

и радиальных усилий Nr = Ns cos <p + Q sin <p. Такое напряженное
состояние принято называть краевым эффектом.

Четыре линейно независимые решения краевого эффекта поз-
воляют путем соответствующего выбора постоянных интегриро-
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вания С„ осуществить любую комбинацию краевых самоуравно-
вешенных нагрузок Ms и N-r на двух ограничивающих оболочку
контурах.

Входящие в решения (5.6.2) М Ч N(^\ N{

S

C) и х£т), х<*т), xjf1

представляют собой частные решения уравнения (5.5.11),
соответствующие свободному члену, содержащему слагаемые
ет, хт и & Эти частные решения отвечают таким видам напря-
женного состояния оболочки, которые обусловлены действием
соответственно неравномерного нагрева, вызывающего обобщен-
ные чисто тепловые деформации ет и хт, и осевой силы Р =
= —2лС.

Зная Ns и х (, из уравнений (5.5.2) и (5.5.6) можно опреде-
лять Nt и х„ а затем из соотношений упругости (5.4.2) и
(5.4.6) — Ej, ee и Ms, Мв. Поперечная сила Q определяется по
формуле (5.5.1).

Перемещение и2 можно определить из дифференциального
уравнения

*L. + tefB, + _ ! _ ( x , - ^ = 0, (5.6.3)
ds ^ Rt

 z созф^ RJ '
полученного из уравнений (5.2.8) и (5.2,15) путем исключения
us. Из этих же уравнений получаем следующее выражение для
определения перемещения us:

Ис= (гв9—и sinep). (5.6.4)
cos <р

Так как для определения перемещений надо интегрировать
дифференциальное уравнение первого порядка (5.6.3), то форма
их общих решений будет отличаться от формы решений (5.6.2)
для усилий, моментов и деформаций наличием дополнительного
частного решения, т. е. она представляется так:

" = 1 (5.6.5)

Здесь С5и .̂5) — решение однородного уравнения, соответству-
ющего уравнению (5.6.3), a a$.5)= —и*?'tgq>.

Рассматривая однородную систему двух уравнений, соответ-
ствующих уравнениям (5.2.8) и (5.2.15), легко убедиться, что

С5и<5>=С5 sin ф, C5KJS

5> = - C 5 C O S 9 . (5.6.6)
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Из этих выражений ясен простой механический смысл постоян-
ной С5: С5 представляет собой смещение оболочки в целом
как жесткого тела вдоль ее оси.

Наличие в решениях для усилий, моментов и деформаций
пяти постоянных интегрирования С и Сп (п=1, 2, 3, 4) и шестой
постоянной С5 в решениях для перемещений позволяет удовле-
творять любые граничные условия на контурах, ограничиваю-
щих оболочку.

Граничные условия представляют собой условия загружения
или закрепления краев оболочки. Они формулируются при сос-
тавлении расчетной схемы рассматриваемой конкретной задачи.

Задаются граничные условия в виде силовых или кинемати-
ческих факторов. Силовые факторы характеризуют загружение
краев оболочки, а кинематические — их закрепление или пере-
мещения.

В весьма общем случае граничные условия могут быть зада-
ны в виде следующих трех силовых и четырех кинематических
факторов:

1.

2.

3.

Силовые факторы

Меридиональный изгибающий
момент Ms.

Радиальное усилие
Nr = Ns cos <p -f- Q sin ср.

Осевая сила
Р = 2кг N^ =

= 2кг (Ns sin tf — Q cos cp).

1.

2.

3.

4.

Кинематические факторы

Угол поворота
us duz r

" / ? ! ds costp в'

Радиальное перемещение
1 = us cos cp -+- uz sin cp = гг%.

Взаимное осевое смещение краев
оболочки

Д£ = С2 — Ci = (us sin cp —
- Uz COS cp)2 — (us Sin cp — Uz COS cp)j.

Осевое перемещение на одном
из контуров

С = us sin cp — uz cos ср.

На каждом граничном контуре могут быть заданы незави-
симо первые два из указанных силовых или кинематических
факторов.

Если из условия равновесия оболочки в целом можно опре-
делить осевую силу Р, то задается третий силовой фактор. Если
закрепление оболочки не позволяет определить осевую силу Р
из условий статики, т. е. оболочка является статически неопре-
делимой относительно этой силы, то задается третий кинемати-
ческий фактор.

Четвертый кинематический фактор фиксирует положение на-
чала отсчета осевых перемещений оболочки. Он может быть за-
дан лишь на одном из контуров.
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Таким образом, всего может быть задано шесть граничных
условий, из которых можно определить входящие в частные
решения шесть постоянных интегрирования.

Если оболочка статически определима относительно осевой
силы Р, то определение постоянных интегрирования выполняет-
ся в такой последовательности.

1. Находится сила Р, и по формуле (5.5.4) определяется по-
стоянная С.

2. На основании заданных первых двух силовых или кине-
матических факторов (по два на каждом краю оболочки) состав-
ляется система четырех уравнений, из которой определяются
постоянные интегрирования С„ (п=1, 2, 3, 4), входящие в част-
ные решения краевого эффекта.

3. Для контура с известным осевым перемещением (четвер-
тый кинематический фактор) записывается одно уравнение, из
которого определяется постоянная интегрирования С5.

§ 5.7. Тепловые напряжения в конической оболочке

В конической оболочке /?i=oo и ф= a =const (а —

угол между осью и образующей срединной поверхности оболоч-
ки). Тогда разрешающее уравнение (5.5.11) (для определен-
ности берем верхний знак) принимает вид

d2Ns 3slna dNs . с0 cos a ~

~ds* ~~r~ US ~l hr s

[ T { + ) o T ] ^ , (5.7.1)
ds hr2

Eh2

гле с
о
=У\2(l-^), k

o
=i — .

Вводя новую переменную

у = 1——^— s, (o./.z)
h

вместо (5.7.1) получаем

y2<L±Ljt3y—- — v .V+/=0, (5.7.3)
dy2 dy

где

1 у [ щ ( + ) O T ] Д
dy Л sin a

Построим сначала решения для краевого эффекта.
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Посредством замены независимой переменной и функции по
формулам

NN 2У (5.7.4)

однородное уравнение, соответствующее уравнению (5.7.3), при-
водим к уравнению Бесселя

+^4)Ы0. (5.7.5)

Уравнение (5.7.5) имеет общий интеграл

п=А^2{гй+А2У2еч), (5.7.6)

rneJ2(r\) и УгСп) — функции Бесселя второго порядка первого

и второго рода; Аи А2 — постоянные интегрирования (вообще
говоря, комплексные).

Учитывая формулы (5.7.4), находим общее решение N* одно-
родного уравнения, соответствующего (5.7.3):

Л ^ л Ц J2{2iVy)+A2± Y2{2iVy). (5.7.7)

Возвращаясь к переменной s и вводя

общее решение N*s переписываем следующим образом:

Л Г = - 4 / У » 1 - Jt[ixVT)-4iA2-Yt (ixVT). (5.7.9)
х2 х2

Функции Jt{ixYi ) и Yt{ixYi ) выражаются через функции
Бесселя от мнимого аргумента I2{xYi) и /С2(лг"|/г):

Y2 {ixYi ) = - И% [xYi )+—Ki [xYi )•

Используя эти выражения, находим

iV*«»C —-/ [xV~T)-\-C —К (jcl/T) (5.7.11)

где

г* Ai(A _L i А \ С — А
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Переходя от функций Бесселя второго порядка к функциям
Бесселя нулевого порядка по формулам

, ._. (5.7.12)

кЛхП)-кАхУТ)+2Щр1,
вместо (5.7.11) получаем

(в.7.18)

Разделяя /0 [xYi ) и Ко {xVi ) на действительные и мнимые
части с помощью функций Томсона

(5.7.14)
Ku{xVi ) = k e r * + i k e i x

и заменяя комплексные постоянные интегрирования С\ и С2 вы-
ражениями *

C 1 =4(C,+iC a ) ,
7, 8/„

можно записать следующие четыре частных решения однород-
ного уравнения для усилия Ns и деформации хе:

(5.7.15)
Eh* ш ' ' п ч ^

* Эти выражения выбраны так, чтобы получить известные решения для
усилий, моментов и перемещений, приведенные в работах [12, 25, 48].
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где
ф 1 = Ь е

2 2
Ф 3 = kei JC, Ф 4= кегх,

Ф > ^ (Л = 1 , 2 , 3 , 4 ) . (5.7.16)
ах

По известным решениям М. и хв определяются все осталь-
ные усилия, моменты и перемещения.

Как описано в § 5.6, из первого уравнения (5.5.2) находим

NB=--Ns+s^s . (5.7.17)
ds

Выражая деформацию KS через х е по первой из формул
(5.5.6), из соотношений (5.4.6) получаем

(5.7.18)

где
£A3

12(1—v2)

Перемещение и г определяется из дифференциального урав-
нения (5.6.3) (постоянную интегрирования опускаем — она
учтена в общем решении (5.6.5)):

С
иг=- \ xesflfs. (5.7.19)

Получаем следующие частные решения для усилий N{

B"\ мо-
ментов М{"\ M(

9

n) и перемещения и{,пЦп=\, 2, 3, 4) :

х ' '

2 (5.7.20)

^•3 )=-Ф;-^3 ',
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где

(5.7.21)

(5.7.22)

(5.7.23)

с о = У 12(1—v2).
Остальные перемещения определяются следующим образом.
Перемещение us находится из соотношения (5.6.4), где де-

формация ев выражается через усилия по второй из формул

J L b + ^ - ctg o.uz. (5.7.24)

Радиальное | и осевое t перемещения, которые связаны с us

и ы2 зависимостями

, (5725)
"-. = us COS а — M Z s in а,
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имеют следующие частные решения:

J (5.7.26)

sin a

Угол поворота Ь определяется на основании формул
(5.2.15) и (5.4.3)

[
1
\Eh3

Для построения частных решений неоднородного уравнения
(5.7.3) достаточно рассмотреть частные решения этого уравне-
ния при свободных членах

~f=As\ (5.7.28)

/=Л 0 . (5.7.29)

При свободном члене (5.7.28) частное решение определяется

где
оо
V„_,, . -)КН-2+л)1

При свободном члене (5.7.29) частное решение принимает
вид

N'f — —А0Ф(у), (5.7.31)
где

л! (и+2)! \ 1 л

1г{хУТ)= S д ! ( д + 2 ) ! ( Х 2 ) "" *УН К Ц И Я Б е с с е л я в т о"
л=0

рого порядка первого рода от мнимого аргумента,

Составляя определенным образом линейные комбинации
частных решений (5.7.30) и (5.7.31) с соответствующими част-
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ными решениями однородного уравнения, можно получить част-
ные решения неоднородного уравнения в виде полиномов

я - 1

X - l

= ЛЛ £octga\ (x—1)! (л+1)! Л + 2 J] уп\ . (5.7.32)

г;=ет, хт),

( l - - U . (5.7.33)

где _ „

Y£ = 0,5772157 — постоянная Эйлера.
При неравномерном нагреве, соответствующем чисто тепло-

вой деформации

S l=s,.^(e,.=const, 7 = 1,2,3,4,5), х т = 0 ,

постоянная А в свободном члене (5.7.29) имеет вид

A=Ehjsj, (5.7.34)

и частные решения неоднородного уравнения записываются сле-
дующим образом:
при / = 1

6о
э - , (5.7.35)

и(о= !l_—i-?.*:^
32С=

при / = 2

с1

9 ~ 2с5 '

96 eg
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при / = 3

• т'
• 2"

,
384 (l+v) }' (5.7.37)

l+3v

384 (1 + ̂
(О 9e3ft

4tg5a ,/, 1 Л
up' = 2-—^— х 4 1 xi ;

4с4 \ 768 '
при / = 4

"4 ' 384

1 OQ
1/8 /

4 + ^ 11920 (2+

( , = 120(l+2v)e4£^tg4a Г
8 ^ [ 1920(1+2v)

5e4/z5tg6a / 1
-ь ' 1 —^ 3200

при у = 5

cl \ 1920

9 cl \ 960 у

3 + v ^4

384 (l+v)
5+v

2211840 (l+v)"

{ l+3v

384 (l+v)'

^ 8 , (5.7.39)

2211840 (l+v)

L 7 6 8L 7 6 8 6635520
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При неравномерном нагреве, соответствующем чисто тепло-
вой деформации

ет=0, хт= ^SJ (ji^const, У=0, 1, 2, 3, 4, 5),

постоянная А в свободном члене (5.7.28) имеет вид

(l + v)£Ay>
A = -i \ (5.7.40)

со

и частные решения неоднородного уравнения записываются сле-
дующим образом:
при / = 0

со
у (5.7.41)

при /=1

4 V = 4 T ) = - -
 ( 1 + v )4 1

cf
/ ' 3 t g g *2- <5-7-42)

при / = 2

Д/' т — д/ т — " ^ v ^

(5.7.43)
96(l+v

, ( , j _ 3(l + v)|i2A
3tg4a 4

при / = 3

1

384

6o
^ » g ^ . Г ^ _ ^ 1 , ( 5 . 7 . 4 4 )

I 3 8 4 ( 2 + v ) J ' V
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, v _ 6(l+v)(l+2v)1i,gA»tg'a Г _ 1 J
1 eg [ 3 8 4 ( 1 + 2 У ) * _ | '

при / = 4

K ) 120(1+v)M?tf»tg«a/ 1 Л

1 960

1 3 + V
1 лг+

384(1+v)
1 x 8 ] , (5.7.45)368640(1+ v)

,, ( x ) 1440(l+v)2u.4£A6tg4a Г l+3v
M l v = — * . r 4 — 1- ! * 4 +

* eg [ 384 (1+v)

+ « *

368640 (1+v)

768при / = 5

^ , v = _ 43200(l _ J _
384384 2211840

43200(1 + ̂ 1 ^ tgsq/ J
128 + 442368

^ 3600(1+v)(2+v)|x5£ytg5a 2Г 4+v
1920 (2+v)

+ д:8] , (5.7.46)
3686400 (2+v) J

V 1 ~~ 1920(1+27) X +

1

V 3200
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При нагрузке оболочки контурными осевыми силами постоян-
ная Ло в свободном члене (5.7.29) имеет вид

4 = - ^ С , (5.7.47)

и частные решения неоднородного уравнения записываются сле-
дующим образом:

4с° с, < 5 7 ' 4 8 >
3 ( l + ) ^

§ 5.8. Тепловые напряжения
в сферической оболочке

В случае сферической оболочки

Ri=R2 = r0, r=r0 sin ф, ds = rod<f).

Разрешающее уравнение (5.5.11), взятое с верхним знаком пе-
ред i, для сферической оболочки принимает вид

aq>8

+ ctg ф ^

2
T DMrosm2<p

где

= 0 , (5.0.1)

ft (5.8.2)

ci—

Вводя новую переменную

, (5.8.3)
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вместо (5.8.1) получаем уравнение

'2

х
п

d , , 2С , [(1+У)Р
Ж
-'О*О]С

"J" I E-it&T ( 1 ~f ^ ) *^П^Т I 1" • ~t гл /1 о\
7 у 1 ' " J Vе\Х LJ Y'п \ 1 — X 1

Выполняя подстановки

~xdx

(5.8.5)

переписываем уравнение (5.8.4) в виде

d*N c—(a+b+\)Z cW _ _ab_ ~

d'e- С (1-Е) dl g(l-?)

где

1 5 =0, (5.8.6)

20
3
 5

2
(1—S)

2
(l—25)

а,Ь=-±Ъ, S=-V'5-4/>, c=2; (5.8.7)

« ( 1 - е ) Л

. 2C _ \d+v)DM~r0k0]C
A= , D = 77Г .

r0 4DMr0

Соответствующее уравнению (5.8.6) однородное уравнение

+ l ( + + ) Z ] ^ 0 (5.8.9)
dc dc,

является уравнением Гаусса, частные решения которого Nn) и

JV(2) определяются в гипергеометрических функциях. Используя
теорию гипергеометрических функций *, находим следующие
частные решения этого уравнения:

= F(a, Ь;с;Ъ), (5.8.10)

= F(a,b; a + b+\-c; 1-е), ;5.8.11)

* Основные свойства гипергеометрических функций, используемые при
выводе решений для сферической оболочки, излагаются, например, в книге
[15] (см. стр. 280—294).
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где F(a, b; с; х) — гипергеометрическая функция. Здесь в ка-
честве частного решения Л/(11 выбирается частное решение урав-
нения (5.8.9) в окрестности | = 0, а в качестве частного решения

JV(2) — частное решение этого уравнения в окрестности | = 1 .
Выделяя в решениях (5.8.10) и (5.8.11) особенности по из-

вестной формуле [15]

F(a,. b; с; х) = ( 1 — x)c-*-bF(c—а, с—Ь; с; х) (5.8.12)

и учитывая подстановки (5.8.5) и значения параметров (5.8.7),
находим общее решение однородного уравнения, соответствую-
щего уравнению (5.8.1)

N's^CJfiP+CJftK (5.8.13)
где

+ 2, 1 - 5 ; 2; 1-5J. (5.8.15)

Частные решения (5.8.14) и (5.8.15) имеют особенности соот-
ветственно в точках | = 1 и | = 0. Для расчета замкнутой сфери-
ческой оболочки с вершиной в точке £ = 0 или в точке | = 1 сле-
дует пользоваться соответственно частным решением (5.8.14)
или (5.8.15).

Зная два линейно независимых частных решения (5.8.10) и
(5.8.11), с помощью метода вариации произвольных постоян-
ных находим частное решение неоднородного уравнения (5.8.6),
соответствующее свободному члену /•"(£), в следующем виде:

т<*т> = л,(1) Г _ J L I S 3 1 _ cK~N[il 1 —- ' к:' dL (5.8.16)
J л 1мт дг(2>)

Здесь Д(Л^(1), # ( 2 ) ) — определитель Вронского решений N{h и Л' !2):

(5.8.17)
1 — - „ .

где Ао — постоянная, равная значению A(JV(I>, iVl2') при £ = go-
Подставляя выражение (5.8.17) в решение (5.8.16) и учи-

тывая подстановки (5.8.5), преобразование по формуле (5.8.12)
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и значения параметров (5.8.7), находим следующее частное ре-
шение неоднородного уравнения (5.8.1), соответствующее тем-
пературному члену:

— X

Х \ 1 - | „ + Ь , 2 - 8 , 2, 1 у ., _. ( 5 8 1 8 )

3,^-5; 2; 1 4
/ i / i i \

X

1
U-QdZl.

Заменяя в решении (5.8.18) /•"(£) через

получаем частное решение неоднородного уравнения N[C), соот-
ветствующее осевой силе Р = —2пС. (см. § 5.6).

Частное решение МС> можно найти без квадратур следующим
образом.

Вводя новую переменную хг и функцию TVi по формулам

N^-^—N» (5.8.19)

преобразуем уравнение (5.8.1), взятое при е т = х т = 0 , к виду

l)xl]~±-

где

«1,^1= | ± 8 „ 5 1 = | К 5 ^ 4 ^ ; <?, = ! • (5.8.21)
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Для определения частного решения уравнения (5.8.20) ис-
пользуем следующие известные результаты теории гипергеоме-
трических уравнений *.

Частное решение уравнения

=г2 (1 -z) — + z [?,-(«i+«o+1) z] — —alaizW+Azx=0, (5.8.23)
dz2 " dz

когда к =—т (т = 0, 1,...), имеет вид

х 8ФЯ(«1,
 а 2 . 1 + « ; i+да, Pi; z), (5.8.24)

[a]m=a(a+l)...(«-fOT-l), [a]0=l.

Функция

определяется выражением

, P2; z ) i n z -

In . Ж~1 » i I - I i-*-o I - I W-o | „

x y ( - ± - . + - l — . + 1 1 1 1
s (5.8.25)

где

a3,
> — — 2 .

Функции (5.8.25) и (5.8.26) являются частными решениями
гипергеометрического уравнения третьего порядка

( 5 - а 2 7 )

* См. К о в а л е н к о А. Д., Про узагальнення розв'язюв Ломеля, ДАН
УРСР, 1964, № 4.
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у которого параметр
?, = l + m (от=0, 1,...)-

Принимая во внимание решение (5.8.24) и значения пара-
метров (5.8.21), находим следующее частное решение неодно-
родного уравнения (5.8.20):

~ 4(f + fii)(|-8«)4-i^(j+si.^-5i.2; 2, |; *,). (5.8.28)

Наконец, учитывая зависимость

7 ( 5-8 '2 9 )

и подстановки (5.8.19), получаем частное решение неоднородно-
го уравнения (5.8.1), соответствующее осевой силе Р = —2яС,
в виде

X

" ' ' 2 ' х)

/3 \ / 3 \
На основании тождества 2Л0-|-4 [—\-В1 ( § 1 |Л_, '=0

\ 4 / \ 4 /окончательно получаем

Зная решение (5.6.1) для функции JVS, определяем решение
для функции

N9 = Nt+k0*s, (5.8.31)

где постоянная k0 имеет значение (5.8.2). Необходимую для это-
го зависимость получаем, умножая уравнение (5.5.6) на k0 и
складывая его с уравнением (5.5.2).

В случае сферической оболочки имеем

= f (Ns tg Ф ) + — ^ j - . (5.8.32)
^ф / Го COS ф
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Подставляя в уравнение (5.8.32) решение (5.8.13) и приме-
няя формулы преобразования и дифференцирования для гипер-
геометрических функций [15], находим общее решение однород-
ного уравнения для функции N9:

'9

-C2-~Fl- + o, 1-5; 3; 1-§V (5.8.33)

Разлагая решения (5.6.1) и (5.8.32) на действительные и
мнимые части, находим решения для усилий Ns, N6 и дефор-
маций xs, %в' а затем по формулам (5.4.6) вычисляем решения
для изгибающих моментов.

Необходимые для определения перемещений формулы сос-
тавляем следующим образом.

Полагая в соотношениях (5.2.6) и (5.2.8) R{ = R2 = r0 и исклю-
чая в них перемещение иг, находим

1 (5.8.34)
J s i n 9

w

С помощью соотношений (5.4.2) и уравнения (5.5.2) опреде-
ляем

£ Ф ) С
Eh Eh [ с(ф r 0 cos ф_

(5.8.35)1 s l n 9 ( )
Eh [ d(p\cosq>/

Подставляя выражение (5.8.35) в (5.8.34), получаем

( 5 - 8 - 3 6 )

ф

Зная перемещение us, из соотношения (5.2.6) находим

dq> Eh

Eh
(5.8.37)

Заметим, что С5 есть перемещение оболочки как жесткого
тела в направлении ее оси.
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Для определения частных решений однородных уравнений
для всех усилий, моментов и перемещений в вещественных функ-
циях полагаем

(5.8.38)

(с=2, 3),

где С„ (п=\, 2, 3, 4) — вещественные постоянные; фс(?), Фс(£)
(с = 2, 3) — вещественные функции, определяемые бесконечными
рядами

пЛ", (5.8.40)

^ ( g ) = £ V - (5.8.41)

Коэффициенты а л о bnc вычисляются с помощью рекуррент-
ных формул

_п(п—\)—\ __ р.
n(n-t-c—1) ( л~ 1 ) с

 ^ ( Й ^ - С — ! )

(5.8.42)

(с=2,3; л = 1 , 2 , . . . ; аос=\; Ьос=0).

Разлагая решения (5.8.13) и (5.8.33) на действительные и
мнимые части и принимая при этом во внимание выражения
(5.8.38) и (5.8.39), находим частные решения N{

s"\ JVJ,"), xW, ч<$

я>
{п=\, 2, 3, 4), входящие в общие решения однородных урав-
нений

(5.8.43)

п - 1 л = 1
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После проведения необходимых преобразований получаем;

(5.8.44)

(1 -V) Фз ( 9 + (р + ^) Фа ©
(5.8.45)

(5.8.46)

Л1

(5.8.47)
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Подставляя решения (5.8.43) в формулы (5.4.6), (5.8.36) и
(5.8.37), взятые при е т =0, У . Г =0, С = 0, С5 = 0, находим

где

: ялс, м„=
" " ' (5.8.48)

[Ф, (5)+w, (5)1 i ^ ° .

[ф3 (5)-цфз (Е)] ( 1 ~ v ) r ° ,
m w P Y 3 V " ; J |x (5.8.50)

| ^ = _ - ( 1 + У ) 1 - 1 - Л Ь Л " /V̂ ;'-g- (5.8.51)

(я = 1, 2, 3, 4),

uf = (Nsn)+N{

e

n])^°h (n=\, 2, 3, 4). (5.8.52)

Выполняя аналогичные разложения решений (5.8.18) и
(5.8.30) и применяя затем формулы (5.4.6), (5.8.36) и (5.8.37),
определяем частные решения неоднородных уравнений

;v ,. . . , и-, ,
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которые необходимо добавить к общим решениям однородных
уравнений (5.8.43) и (5.8.48), чтобы получить общие решения
для усилий Ns, Л?9, деформаций xs, xe, изгибающих моментов
Ms, M9 и перемещений us, u2:

(5.8.53)

z г—Сь cos ср.

Для определения частных решений, отвечающих чисто тепло-
вым деформациям ет и х„ в вещественных функциях ограни-
чимся случаем, когда температурное поле Т—То изменяется
только по толщине оболочки. В этом случае ет = const, чт = const
и соответствующий свободный член в уравнении (5.8.1) отсут-
ствует. Тогда Л^Е т '*т '=0 и на основании формулы (5.8.32), взя-
той при С = 0, Л/^т>Хт1=0. Учитывая эти равенства и применяя
формулы (5.4.6), (5.8.36) и (5.8.37), находим

(5.8.54)

Разделяя выражения (5.8.30) и (5.8.32) на действительные
и мнимые части, в связи с формулами (5.5.10), (5.8.31) опре-
деляем

^Ц (5.8.55)
r0 sin-

х (_с) = х (с ) = в 0 . (5.8.56)

Применяя затем формулы (5.4.6), (5.8.36) и (5.8.37), находим

MiC)=M'eC| = 0, (5.8.57)

и к ) = /dg ф-sin ф In tg^] ( 1 + V ' ) C + Сr, sin ф,
V 2I Е11 (5.8.58)
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Зная частные решения для Ns, по формулам (5.4.2) и (5.5.1)
находим соответствующие частные решения для ss, ee и Q. Ис-
пользуя частные решения для усилий Ns, N6, изги-
бающих моментов Ms, Mt, деформаций е̂ , s9) %s, хл и переме-
щений us, u2 и удовлетворяя необходимым граничным условиям,
рассмотренным в § 5.6, определяем постоянные интегрирования
Сп (п=1, 2,3, 4, 5), входящие в решения (5.8.43), (5.8.48) и
(5.8.53). После этого решение задачи термоупругости для сфе-
рической оболочки, находящейся в осесимметричном темпера-
турном поле, может считаться законченным.



Глава шестая

Осесимметричная задача
термоупругости

§ 6.1. Основные уравнения

Рассмотрим тепловые напряжения в телах вращения, обу-
словленные симметричным относительно оси вращения темпера-
турным полем. Осесимметричному температурному полю в телах
вращения отвечает осесимметричное напряженное состояние.

Напряженное состояние таких тел вращения, как цилиндр
или сфера, удобно изучать в цилиндрических или сферических
координатах (см. рис. 5 и 7).

Если ось вращения совпадает с осью г, то в силу симметрии
термоупругой деформации относительно оси z все компоненты
тензора напряжения не зависят от угла б.

Для исследования таких задач в квазистатической постанов-
ке используем представление общего решения в форме Папко-
вича (§ 2.2)

"«=«( r )+«*=grad®-f4(l-v)B-grad(f i-H-A ) ) . (6.1.1)

в котором скалярная функция Ф, гармонический вектор В и
гармонический скаляр Во, определяемые соответственно форму-
лами (2.2.8), (2.2.5) и (2.2.6), являются функциями только двух
координат. При использовании этого решения следует иметь в
виду, что в системе криволинейных координат компоненты гар-
монического вектора В не удовлетворяют уравнениям Лапласа.
Применяя известное из векторного анализа [18] тождество, опре-
деляем их из векторного уравнения

V 2 5 = g r a d d l v B - r o t r o t B = 0 . (6.1.2)
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Ниже приводим формулы, необходимые для исследования
осесимметричной задачи термоупругости в цилиндрических и
сферических координатах.

Цилиндрические координаты. При осевой симметрии напря-
женного состояния компоненты вектора перемещения нв, тен-
зора деформации е̂ е и евг и тензора напряжения а,9 и ов г

обращаются в нуль (§ 2.6).
Компоненты вектора перемещения иГ и uz в направлениях

единичных векторов ег и ег (рис. 5) имеют вид

где

« < Г > = ^ , и < Г ' = ^ , (6 .1 .4 )

(6.1.5)

Уравнение Пуассона (2.2.8) для скалярной функции Ф в
рассматриваемом случае принимает вид

д2Ф 1 дФ д2Ф 14-v

I
(6.1.6)

где Го — температура тела в ненапряженном состоянии.
Функции Вг и В2 в решении (6.1.4) являются компонентами

—>
гармонического вектора В в направлениях единичных векторов

ег и ez (рис. 5).
Выполняя в уравнении (6.1.2) векторные операции по фор-

мулам (2.6.1) — (2.6.3) и учитывая, что все производные по 6
обращаются в нуль, получаем для определения Вг и Bz следую-
щие уравнения:

Заметим, что уравнение (6.1.7), которому удовлетворяет Вп не
является уравнением Лапласа.
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Уравнение Лапласа для гармонического скаляра Во (2.2.6)
в цилиндрических координатах имеет вид

' % i ^ ^ O . (6.1.9)
дг2 г дг dz1

Используя соотношения (2.6.5) и (1.5.11) и принимая во вни-
мание уравнение (6.1.6), находим следующие выражения для
деформаций и напряжений:

• • '• • • (6.1.10)

( 6 . 1 . П )

где

Л2ф 1 дФ д'2Ф дгФ

^ I ^ ° ^ (6.1.12)5А2 ' 8 г дг ' dz* rz дгдг

да" 1 3«* 1 /Зи* ди\

<=а/' в:=г<- e:=-aF' е « = 1 Ы + -^) ! (6ЛЛЗ)

3(Л=2|1-^— , (6.1.14)

д2Ф

1—2v / • V 1—2v

(6.1.15)

Сферические координаты. При осесимметричном напряжен-
ном состоянии компоненты вектора перемещения «е. тензора де-
формации елв и ев ? и тензора напряжения огВ и oe.f равны нулю
(§ 2.6).
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Компоненты вектора перемещения ит и и9 имеют вид

где
дФ

дг

(6.1.16)

(6.1.17)

(6.1.18)

-

Здесь В, Й й ? — компоненты гармонического вектора В в на-

правлениях единичных векторов ejr и е9 (рис. 7).
Используя выражение (2.6.10) для оператора Лапласа в

сферических координатах, для определения термоупругого по-
тенциала Ф получаем следующее уравнение:

1 д I . дФ\1 д ( дФ\
г2 —

г2 дг у д
/ г2 sin дф\ 1-v

ат ( Г - Го). (6.1.19)

Для составления уравнений для Вг и В9 используем опять
векторное уравнение (6.1.2). Выполняя в нем векторные опера-
ции по формулам (2.6.7) — (2.6.9), получаем следующие урав-
нения:

дес
1

г sin ф
(6.1.20)

где

sin
дЛ

дг

— (sin (

(6.1.21)

Уравнения (6.1.20) для функций ев и и>в оказались связанными.
С помощью несложных преобразований можно решение сис-

темы уравнений (6.1.20) свести к решению двух независимых
уравнений относительно ев и ыв.

156



Применяя операцию div( ) к уравнению (6.1.2) и учиты-
вая, что

divgrad( ) = V2( ),

divrot( ) = 0 ,

находим, что ев является гармонической функцией, удовлетво-
ряющей уравнению

\ L[№\ + Т 1 - / (sin Ф~*) = 0. (6.1.22)
г2 дг\ дг } ' г1 sin ф дц> \ ду/

Операция rot ( ), примененная к уравнению (6.1.2), приво-
дит к следующему уравнению для функции шв;

= 0 . (6-1.23)
sin ср дф

При нахождении уравнения (6.1.23) операцию rot rot rot ( )
вычисляем с помощью формулы (2.6.9) и учитываем, что

rotgrad( ) = 0

Найдя решения уравнений (6.1.22) и (6.1.23), для определе-
ния Вг и Bf получаем систему двух уравнений первого порядка
(6.1.21). Уравнение для гармонической функции Во, входящей
в решение (6.1.18), принимает вид

^ = о. (6.1.24)

Деформации и напряжения определяются по формулам

(6.1.25)
S/-cp

°л =

r<p

TO "
(6.1.26)

Гер Гер ~ ГО1

где

(6.1.27)
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да*г , 1 / . dul

( 6 Л - 2 8 )

2 L r \ду f) ^ dry

!Ф

_ д2Ф 2 <ЭФ 1 <ЭФ , , 1 д2Ф

°Т~' (6.1.30)

1—2v

В качестве примеров, иллюстрирующих применение общего
решения (6.1.1), в настоящей главе рассматривается определе-
ние тепловых напряжений в цилиндре конечной длины (§ 6.2)
и в полой сфере (§ 6.3) при заданных температурных полях.

§ 6.2. Тепловые напряжения
в цилиндре конечной длины

Рассмотрим метод определения тепловых напряжений в
сплошном цилиндре радиуса г2 и длиной 21, подвергающемся
действию осесимметричного нагрева, при котором температурное
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поле T = T(r,z) является симметричным относительно оси z и
плоскости 2 = 0 (рис. 24).

Цилиндрическая (г=г2) и торцевые поверхности цилиндра
свободны от внешней нагрузки.

Задача нестационарной теплопроводности для цилиндра ко-
нечной длины рассмотрена в § 3.7.

В фиксированный момент времени температурное поле ци-
линдра аппроксимируем выражением

T(r, z)-T0= (6.2.1)

где Го — начальная температура, соответствующая ненапряжен-
ному состоянию цилиндра

ao(r)=l-£[T(r,z)-To]dz,

"п(г) = у

(6.2.2)

То\ cos knzdz,

k -™

Рис. 24.
Зная температурное поле, вы-

бираем выражение для термоупругого потенциала перемещений,
являющееся частным решением уравнения (6.1.6), в виде

1-v
ат У bn(r) cos к„г. (6.2.3)

л - 0

Подставляя выражения (6.2.1) и (6.2.3) в уравнение (6.1.6),
получаем следующее уравнение для определения функций Ь„(г):

r)=r*an(r) (6.2.4)

(«=0, 1,...).

При /г = 0 (к„ = 0) из уравнения (6.2.4) определяем

= - rao{r)drdr. (6.2.5)

о о
При п~>\ однородное уравнение, соответствующее уравнению

(6.2.4), является уравнением Бесселя нулевого порядка.
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Определяя при я > 1 частное решение неоднородного урав-
нения (6.2.4) методом вариации произвольных постоянных, на-

(r)dr-
ходим *

- Ко (kar) г/„ (*яг) в» (') <*г (6.2.6)

(« = 1,2,...).

При нахождении частного решения (6.2.6) используем из-
вестное из теории функций Бесселя соотношение

/0(*)^^-JU*)^W=-I. (6.2.7)
dx dx x

Соответствующие термоупругому потенциалу (6.2.3) переме-
щения и напряжения, вычисленные по формулам (6.1.4) и
(6.1.14), имеют выражения

m 1+v dbo(r) , 1+v ^dbn(r) ,
rfr 1 ^ " dr1—v dr 1—v

л - 1

\ J nfen ( r ) s l n ^ . (б.2.8)
Л - 1

] l + v

~ a° ir)\ + cr^vа т x

я-i 1- J (6.2.9)

°'еГ)^1+Уат |"1 dbo(r) а Л г ) 1 , 1 + У В Т Х

3(Г)

* В этом параграфе используются обозначения и формулы дифференци-
рования функций Бесселя, приведенные в главе третьей.
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Переходим к построению общих решений однородных урав-
нений рассматриваемой задачи.

В силу симметрии температурного поля относительно плос-
кости z = 0 общее решение (6.1.5), очевидно, должно удовлетво-
рять условиям

u'r(-z) = u;{z), и; (-z) = - и » . (6.2.10)

Решение (6.1.5) считаем состоящим из двух частей:

(6.2.11)

Первая часть решения и1

г и и\ строится таким образом, что-
бы с ее помощью удовлетворить произвольные граничные усло-
вия в напряжениях на поверхности цилиндра г = г2; вычисленные
напряжения для этой части решения должны иметь вид рядов
по полной на интервале —l^z^l системе ортогональных функ-
ций. В связи с этим для функций Вг и Во, входящих в решение
(6.1.5), выбираем следующие выражения, удовлетворяющие
уравнениям (6.1.7) и (6.1.9) и условиям (6.2.10):

со

Br=go(r)+ ^gnW cos knz,

"I1 (6.2.12)

B0=h0(r)+ ^

Функцию Bz удобно при этом положить равной нулю:

В г = 0. (6.2.13)

Подставляя выражения (6.2.12) в уравнения (6.1.7) и
(6.1.9), получаем следующую систему уравнений для опреде-
ления go(r), fto(r), gn(r), hn(r):

1 dho(r)_
7 ~dT ~ u>

dr (j
' (6.2.15)

dr- r dr " " '
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Общие решения этих уравнений имеют вид

где а 0 ) . . ., $'п — произвольные постоянные.
Так как цилиндр является сплошным, то следует положить

%=о Р ; = О . (6.2.17)

Учитывая (6.2.17) и используя формулы (6.2.12) и (6.1.5),
находим

«J.=2( l-2v)a 0 r+

л - 1

— $nknl\ (knr) I cos knzt (6.2.18)

2 ^ п п п П П П Я

При построении второй части решения и'1 и и^1 удобно
принять

Вг=0. (6.2.19)

На основании аналогичных соображений представляем гармо-
нические функции В2 и Во в виде

(6.2.20)

/-i

В выражении (6.2.20) Х;- являются корнями трансцендентного
уравнения

Ji(Xra)=O. (6.2.21)

При этом обеспечивается ортогональность функций

J0(Xjr) и У 1 ( л , г ) = - ± — < L J - L
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и необходимое условие для разложения любой функции в ряды
по функциям ^0(Хуг) и JiQ-jf) на интервале 0 ^ г ^ г г .

Подставляя выражения (6.2.20) в уравнения (6.1.8) и (6.1.9),
получаем

= 0 **oW = 0 > ( 6 2 2 2 )

dzi dz*

* > г ) = о , ^ - ^ м - а (6.2.23,

Учитывая условия (6.2.11), решения уравнений (6.2.22) и
(6.2.23) выбираем в виде

Po(z)=ToZ, ?о(*)=А, (6 2 24)
p[z)='ishKz 7 ( г ) = 8 с Ь Х г

где 7о> ^о. Т/. /̂ — произвольные постоянные.
Найденные выражения для функций Вг и Во позволяют вто-

рую часть решения и\1 и «£' представить в виде

и ' '= 2 {тлг s h Х У 2 + 8 Л c h v ) î (V).

J ] - (6.2.25)

—Х_,-г ch Xyz]-8y-Xy sh Xy-z} Уо (Xy-r).

Подставляя выражения (6.2.18) и (6.2.25) в равенства
(6.2.11), получаем общее решение однородных уравнений для
перемещений:

«;= 2 (1 -2v) «ол+ J {а„ [4 (1—v)/, {knr)-knrl0 (knr)\ -

V {т3Ху sh Xys+8y.Xy. ch Ijz) J^l/),
j-i (6.2.26)

v?=
n = l

] {ту 1(3—4v) sh Xyz-Х^г ch Xy.Z]—S/y. sh \jz) Jo (X/).
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Соответствующие напряжения, вычисленные по формулам
(6.1.13) и (6.1.15), получают выражения

а* °° f Г
£ = 2ao+2vTo+ £ а„ _4(l-v)i /, (*яг)-«г/, (V)+

^ n = i *• L

PA [7 A(V)-Ve(V

- £ (Т/Хуг sh Xyz + bjkj ch Хуг) - L - / i + J {T. ^ z sh Xy

? = 1 7 = 1

+2vX, ch bjz)+bj\* ch Ху.г} / 0 ( y ) ,

^ = 2a o +2v Y o +
^ /1=1

7 Л (V)} cos £„г+ 51 ( r ^ z s h V + 8 A c h x>z

x i W' > + 2 v J Г/; c h lJzJo (XA (6.2.27)

j'-i

2-; = 2(l-v)T o+4va0+
n - l

{ T / [2 (1 - v ) Xj ch > V 2 -

/=1

^ = 2 {«A ["2 (i -v) Л

sin Аяг+ S ( Y / V [ ^ ch \jZ-(\ -2v) sh /y

/=1

Выражения (6.2.27) для компонентов тензора напряжений
содержат необходимый функциональный произвол для удовле-
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творения произвольных симметричных относительно плоскости
z = 0 граничных условий.

Для цилиндра, у которого поверхности г = г2 и z=±l сво-
бодны от напряжений, граничные условия имеют вид

при г=г2

при 2 = ± /

Подставляя решения однородных уравнений для напряжений
(6.2.27) в граничные условия (6.2.28), получаем следующую
систему функциональных уравнений для определения постоян-
ных а0, То, а „. Ря, Т/. Р/:

cos fenz+ J {T. [X̂ z sh X,Z+2VA,.ch

a / 2 ) + 1 (аЭТ),_Г1=0,8/2 ch Xy-z} J o a / 2 ) + 1 (аЭТ),_Г1=0, (6.2.29)

Л - 1

+2vknI0 (knr)]+$nkll0 (knr)}+ 2 J ("0 [2 0 —v) V h У -

^Л-8Л? ch X,./> Уп (Xr)+ 1 (0(Л). = 0 ;x /

n - l

j / y [X/ ch Xy/—(1 — 2v) sh X;/] +
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Из граничных условий для касательных напряжений (6.2.30)
получаем следующую зависимость между искомыми постоян-
ными:

2 Л ( V

1—v dr J

8/2 = - Т/.Ху [—(1 - 2v)+Xy ctg X/].

Используя известные разложения

,cos к„гshX;/ 2Xysh Xy/ ^,

y я=1

shXi /2X,shXi \
J sh Х7г=сЬ X/ j-f- -f y ; f 2X2 c h у х (6.2.32)

J

n - l ' n=-l

и первое из выражений (6.2.9) для напряжения а̂ 7"', вместо
первого функционального уравнения системы (6.2.29) получаем
эквивалентные ему на интервале — l ^ z ^ l алгебраические
уравнения

2 a o + 2 v T o = - C o , (6.2.33)

Ak4?. sh X7
(6.2.34)

где

(6.2.35)

Аналогично с помощью разложений
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x

4
knr2

J o { l ' r )

DjJ0(\jr), (6.2.37)

вместо второго функционального уравнения системы (6.2.29)
получаем эквивалентные ему на интервале О^г^л, алгебраи-
ческие уравнения

2 ( l - v ) T , + 4 v a o = - D O ( (6.2.38)

' shX/j ^ ; "r t(^+xp»J0(V.) (6.2.39)
Система двух уравнений (6.2.33) и (6.2.38) для определения

То и <х0 отвечает элементарным решениям задачи о равновесии
цилиндра конечной длины [26].

Исследуем парную бесконечную систему линейных алгебраи-
ческих уравнений (6.2.34) и (6.2.39) относительно неизвестных
постоянных <хл и т_,-.

Вводя новые неизвестные по формулам

shll ( 6 - 2 - 4 0 )

вместо системы алгебраических уравнений (6.2.34) и (6.2.39)
получаем более удобную для исследования систему вида

"" ' (6.2.41)
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где
Г V 1

I ch 1/+ - ^
(6.2.42)

V)

Рассмотрим сумму коэффициентов каждой строки в беско-
нечной системе (6.2.41). Исходя из свойств равномерной сходи-
мости рядов (6.2.32) и (6.2.36), получаем следующие равенства:

Х =-.1

(6.2.43)

Можно показать, что функции
1_

Ф у ~ 2 ф /
1+i (6-2.44)
2£2£

определенно положительные и каждая из них не превосходит
единицы для всех / = 1 , 2 , . . . ; п = 1 , 2 , . . . . Это обстоятельство
указывает на то, что система уравнений (6.2.41) является ре-
гулярной [13].

Для существования ограниченного решения регулярных бес-
конечных систем определенные ограничения налагаются на их
свободные члены; они должны иметь такой же порядок убыва-
ния на бесконечности, как и функции фу- и ф„. Для системы
(6.2.41) последнее обеспечивается, если справедливы оценки

(6.2.45)

Для рассматриваемых температурных полей указанные условия
обычно выполняются.

Если оценки (6.2.45) выполняются, то с помощью метода
редукции [13] можно находить приближенные значения некото-

168



рого числа первых неизвестных Хп и Yj в регулярной бесконеч-
ной системе (6.2.41).

Используя результаты работы [19], можно существенно улуч-
шить метод редукции. На основании их можно доказать, что
для системы (6.2.41) справедлив так называемый закон асимпто-
тических выражений

lim X n=lim F,=K. (6.2.46)

Полагая при достаточно большом ;V в связи с равенствами
(6.2.46)

представляем конечную систему 2(N+l) уравнений, отвечаю-
щую системе (6.2.41), в виде

1 ^Akn+W\ SJ
n=l (6.2.47)

N о r N 2 -i r

Такой подход позволяет значительно повысить точность на-
хождения первых JV неизвестных в бесконечной системе (6.2.41),
а также найти приближенное значение К. В качестве К можно
взять одно из двух чисел Ys+i, XN+\.

Другими методами (методами, основанными на использова-
нии принципа Сен-Венана, методом однородных решений и др.)
задача термоупругости для цилиндра конечной длины рассма-
тривалась в работах [41, 67].

§ 6.3. Тепловые напряжения в полой сфере

Исследуем термонапряженное состояние полой сферы под
действием осесимметричного температурного поля Т(г, ср).
Предполагаем, что сфера свободно деформируется; при этом
внутренняя (г = Гу) и наружная (г=г2) поверхности ее свободны
от внешней нагрузки (рис. 25).

Определим сначала частное решение уравнения (6.1.19) для
термоупругого потенциала перемещений Ф.

Однородное уравнение, соответствующее уравнению (6.1.19),
является уравнением Лапласа в сферических координатах; его
решение, как известно, находится методом разделения пере-
менных в виде суммы слагаемых

const r"Pn (cos ср),
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где п — целое число (положительное или отрицательное);
Pn(cosq)) — полином Лежандра я-го порядка.

Pn(cos<p) является решением уравнения [46]

=0. (6.3.1)

Для целочисленных значений п полиномы Лежандра обра-
зуют полную ортогональную сис-
тему функций в интервале 0 ^

так что

( c o s ф ) Р т ( c o s ф ) s i n ф ^ ф =

'О при пфт,
2 (6.3.2)

Пр„ п=т.

ТЕ

В анализе доказывается [22],
что разложение функций в ряд

Р и с 25 п о полиномам Лежандра облада-
ет теми же свойствами, что и раз-
ложение функций в ряд Фурье.

Для построения частного решения уравнения (6.1.19) пред-
ставим температуру Т(г, ф)—То в виде ряда по полиномам Ле-
жандра

Т(г, ф)—7*0= 2 ап (г) Рп (cos ф). (6.3.3)
л-0

Коэффициенты разложения находятся по формуле
тс

2 / 1 + 1 ^ f / r / - ~ ) - r o ] P n ( c o s ? ) s l n ? ^ . (6.3.4)

Частное решение уравнения (6.1.19) ищем в виде ряда

(6.3.5)
л - 0

Подставляя разложения (6.3.3) и (6.3.5) в уравнение (6.1.19)
и используя уравнение (6.3.1), получаем следующее уравнение
для определения неизвестных функций Ь„(г):

n= 1±-V4,C). (6-3.6)
1 vdr\ dr
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Так как общее решение однородного уравнения, соответ-
ствующего уравнению (6.3.6), имеет вид C 1 r n + C 2 r - n ~ 1 (Clt C2 —
постоянные интегрирования), то частное решение неоднородного
уравнения (6.3.6), найденное методом вариации произвольных
постоянных, можно представить выражением

^ г»

(6.3.7)

В случае стационарного теплообмена без источников тепла
выражение для температурного поля, являющееся решением
уравнения Лапласа в сферических координатах, имеет выра-
жение

Т(г, Ф ) - Г о = £ (алг"+Рлг-«-1)Яя(со5Ф), (6.3.8)

л=0

где коэффициенты ап и (Зл предполагаются известными; они опре-
деляются в каждом конкретном случае на основании заданных
условий теплообмена.

Частное решение для Ь„(г) (6.3.7) в этом случае приобрета-
ет вид

Ьп (г)= j ± ? ат [—^— г"+'2 ^ — г-»+11 . (6.3.9)
" 1-v т[2(2д+3) 2(2л-1) J

Зная частное решение (6.3.5) для термоупругого потенциала
перемещений Ф(г, ф), по формулам (6.1.27) и (6.1.29) опреде-
лим соответствующие частные решения для компонентов тензо-
ра деформации и тензора напряжения; при этом используем
уравнение (6.3.1).

Ниже приводим результаты вычислений для компонентов
тензора напряжений в случае температурного поля (6.3.3):

л - 0

(6.3.10)

г и \ dr
л - 1
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в случае стационарного температурного поля (6.3.8):

1 /
f

l - v )
л=0

1
J2«+3 2л-1 / ^Ф J (6.3.11)

З я - 1
"

_ /_V^ _ ЪГ^Л dPn (созф) ]
1.2я+3 2л-1 У ^ф J '

l а г Я | n
2 и + 3 " " ! " 2 л - 1 Н я

Для сплошной сферы в выражениях (6.3.11) следует поло-
жить р„ = 0, а для пространства со сферической полостью —
ая = 0.

Переходим к определению решений и* и и*. Для этого
сначала найдем функции ев и шв, входящие в систему уравне-
ний (6.1.21) относительно функций Вг и В9. Эти функции яв-
ляются решениями уравнений (6.1.22) и (6.1.23).

Методом разделения переменных решение уравнения (6.1.22)
представляется в виде суммы слагаемых

eBn = Cnr
nPn{cos<¥), (6.3.12)

а решение уравнения (6.1.23) — в виде суммы слагаемых

) - (6.3.13)

Постоянные С'п и D'n не могут быть независимыми, так как евп

и (1>в„ связаны уравнениями (6.1.20).
Подставляя выражения для евп и швп в эти уравнения, на-

ходим
с ; = - ( л + 1 ) о ; . (6.3.14)

Заменяя теперь в уравнениях (6.1.21) функции еВп и шВп их вы-
ражениями (6.3.12) и (6.3.13) и принимая во внимание равен-
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ство (6.3.14), для определения Вт и В9П получаем следующую
систему уравнений:

" or sin ф o<f
( 6 - З Л 5 )

dr дф dq>

Частное решение этой системы уравнений представляется в виде

) , (6.3.16)

где введены новые постоянные интегрирования по формуле

" 2 л + 3

Из-за функционального произвола, существующего в реше-
нии (6.1.18), общее решение системы уравнений (6.3.15) не
используется; соответствующая часть решения может быть ох-
вачена функцией В0- Эту функцию представляем в виде суммы
слагаемых

Воя=-£„/•»/>„ (cos Ф ) . (6.3.17)

Подставляя выражения (6.3.16) и (6.3.17) для функций Вг,
В9 и Во в формулы (6.1.18) и суммируя по целочисленным п
от —оо до оо, с учетом рекуррентной зависимости для полино-
мов Лежандра P,n(cos ф) =P-<n+i)(cos9) получаем

л=0

+п («+3-4v) Cnr-"-(n+1) Dnr-»->\ Pn (cos Ф ), (6.3.18)

л=0

+ ( 4 _n_4v)C 1 I r-H-D ( I r—

Здесь введены постоянные СЛ=Л__„_1, D n =B_ n _j .
Применяя далее формулы (6.1.28) и (6.1.30), вычисляем на-

пряжения

А = V \(п+\)(п2—п—2—2\>)Апг
п+п(п— 1)Влг"-2-

2м. ^
л-0

(д+2) Dnr~"-3] Р л (cos ф),
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_L = - V [(п+\)(п2+4п+2+2ч)Апг"+п2Впг
п-2-

-п(п*-2п—l

= S { [ ( + ) ( ) л + ^ +
я = 0

, г. я 41 dP. (cos ш) , ]+Dnr-"-3] "\ У-l ctg Ф
^ф i

% = V [(«2

2ti ^ J

Для определения постоянных интегрирования А„, В„, Ст Dn

используем условия отсутствия напряжений на внутренней
( г = п ) и наружной (г = г2) поверхностях сферы

r + r P l f 2 ) (6.3.20)
о* +° | . Г ) =0 при г=гг, г=гг.

Остановимся отдельно на случаях п = 0, п=1 и п>2.
dP

Для л = 0 — = 0 и согласно (6.3.11) и (6.3.19) а^ — О;

остальные напряжения являются функциями только радиуса г;
при этом а 9 =а в . Из четырех постоянных интегрирования оста-
ются только две: Ло и Do. Для их определения получаем систему
двух алгебраических уравнений

(6.3.21)
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о т к у д а
л _ 1 Г 2 db0, . з ^ о 1

(6.3.22)
(г1-г\)[ *dr^}

°

Определяя в случае стационарного температурного поля по
формуле (6.3.9)

W 2 ( l - v ) U
получаем напряжения

(6.3.23)

^ + ^ + 2 ( l + ) ^ +dr2 r dr r

Рассмотрим решение для сплошной сферы, когда темпера-
турное поле Т(г) обладает центральной симметрией. На осно-
вании формул (6.3.6) и (6.3.10) находим

а<П = - 2 [ А 1 ± - Ч 4 f
1 — v Г6 J

о
3 1->

(6.3.24)

где Т# = — \r2T(r)dr •— средняя температура сферы радиуса

г. Добавляя к решениям (6.3.24) выражение равномерного на-
пряженного состояния

4р. 1+v

3 1-v
«т^* (г2),

получаем известное решение термоупругой задачи для сплошной
сферы в случае центральной симметрии при отсутствии напря-
жений на ее поверхности [41]:

(6.3.25)
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В случае п = \ коэффициенты при постоянной В\ в равенствах
(6.3.19) обращаются в нуль, и для определения оставшихся
трех постоянных Аи Си Di имеем систему четырех алгебраи-
ческих уравнений

_ dl

d r V " J '(6.3.26)4'

1 - 2 v

Для существования решения системы уравнений (6.3.26) не-
обходимо, чтобы определитель четвертого порядка, составлен-
ный из ее коэффициентов и правых частей, был равен нулю.
В рассматриваемом случае он оказывается

36 (г5—г5)
d b ^ O * 2 ) H(°+2x)-/-2(a2+2x2)] (6.3.27)

г ч
и, как следует из выражений для правых частей (6.3.26), дей-
ствительно обращается в нуль.

Заметим, что существование решения системы уравнений
(6.3.26) становится очевидным, если положить Cj = O; система
четырех уравнений (6.3.26) при этом превращается в систему
двух уравнений относительно постоянных Ах и D\.

Решение системы уравнений (6.3.26) записывается в виде

С1=0, Л,=
2(l+v)(rf-r|) ' ( 6 - 3 . 2 8 )

[
Можно показать, что определитель системы четырех алгебра-

ических уравнений для каждого л > 2 отличен от нуля.
Таким образом, задача термоупругости для осесимметрично

деформированной сферы может считаться решенной. Эта задача
рассматривалась рядом авторов [66, 68].



Глава седьмая

Динамические
и связанные задачи

термоупругости

§ 7.1. Общие замечания

Если условия нестационарного теплообмена таковы, что
скорость изменения температуры во времени весьма велика, то
при исследовании тепловых напряжений в конструкциях следует
учитывать динамические эффекты, обусловленные движением
частиц твердого тела при быстром тепловом расширении. В этом
случае возникает динамическая задача термоупругости.

Динамическая задача термоупругости в перемещениях сво-
дится к решению первого из уравнений (1.6.8), в котором тем-
пературное поле Т предполагается известным из решения соот-
ветствующей нестационарной задачи теплопроводности (глава
третья). Для получения общего решения этого уравнения в
форме (1.6.9) требуется исследование волновых уравнений
(1.6.14) и (1.6.15).

Здесь ограничимся рассмотрением простейших динамических
задач термоупругости, связанных с оценкой динамических эф-
фектов в одномерных задачах нестационарного теплообмена, —
задач о тепловом ударе на поверхности полупространства (§ 7.2)
и на поверхности прямоугольной пластины (§ 7.3). Исследова-
ния этих и других аналогичных динамических задач термоупру-
гости, приведенные в книге [41] и др., показывают, что значи-
тельные динамические эффекты в конструкциях могут возник-
нуть лишь при мгновенном изменении температуры их поверх-
ностей или окружающей среды.

Реально осуществимый быстро протекающий нестационар-
ный теплообмен сопровождается изменением температуры в те-
чение весьма малого, но всегда конечного интервала времени,
при котором динамические эффекты существенно уменьшаются.
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В связи с указанным установилось мнение, что при исследо-
вании термонапряженности конструкций учет динамических на-
пряжений, вообще говоря, практического значения не имеет и
для определения тепловых напряжений в условиях нестационар-
ного теплообмена возможно применение квазистатических ре-
шений. Тем не менее исследования динамических задач термо-
упругости нуждаются в дальнейшем развитии в связи с услови-
ями работы новых конструкций, подвергающихся действию им-
пульсивных теплопотоков; здесь важным является также изу-
чение условий возникновения и распространения в конструкциях
термоупругих волн напряжений.

В последнее время наметилось новое направление исследова-
ний задач термоупругости, учитывающее взаимодействие полей
деформации и температуры [52, 58, 59].

Законы термодинамики гласят, что изменение деформаций
упругого тела сопровождается изменением его температуры, при
котором возникает теплопоток, приводящий в свою очередь к
увеличению энтропии термодинамической системы, а, следова-
тельно, к термоупругому рассеянию энергии. Этот процесс опи-
сывается системой дифференциальных уравнений (1.6.8).

Нахождение общего решения (1.6.9) системы дифференци-
альных уравнений (1.6.8) сводится к решению уравнения
(1.6.13) относительно скалярного потенциала Ф и уравнения

(1.6.11) относительно векторного потенциала А.
При изучении распространения безвихревых волн следует

в решении (1.6.9) положить Л=0.
Выбирая решение для функции Ф в виде

Ф-<р(*,у,2)*" , (7.1.1)

находим для функции ф уравнение

(V2+S?)(V2+52)<P = 0, (7.1.2)
где

В равенствах (7.1.3) введены следующие обозначения:

Если предположить, что термоупругая связь отсутствует

(г = 0), а волны являются гармоническими с частотой —(/> = /">),
то из уравнения (7.1.3) получаем

5 i = ^ 2 ' ° 2 = =~-J- ( 7 Л - 5 )
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Следовательно, уравнением (7.1.2) описывается распростра-
нение двух видов волн расширения, из которых один, связанный
с 8j, близок к чисто упругой волне, а другой, связанный с 82,
сходен по своему характеру с чисто тепловой волной.

На основании уравнений (7.1.1) и (7.1.2) общее решение
уравнения (1.6.13) можно представить в виде

(7.1.6)

где ф. удовлетворяет уравнению

(V2+3*-)<P,=O, У - 1 . 2 . (7.1.7)

Таким образом, при безвихревом движении (А=0) общее
решение связанной термоупругой задачи (1.6.9) в связи с урав-
нениями (7.1.6) и (1.6.10) принимает вид

iT- £ grad ф/^, (7.1.8)

Учитывая, что

и принимая во внимание формулу (7.1.9), получаем из соотно-
шений (1.6.3) следующие решения для напряжений:

( ^ ) У (7.1.10)

где bkl — символ Кронекера.
Для иллюстрации теории в § 7.4 рассматриваются плоские

волны расширения в неограниченном сплошном теле.
Применение решения (1.6.9), учитывающего кроме потенци-

альной и соленоидальную часть, рассматривается в § 7.5 в свя-
зи с изучением влияния термоупругого рассеяния энергии на
распространение продольных волн в бесконечно длинном сплош-
ном цилиндре.
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§ 7.2. Тепловые напряжения в упругом полупространстве,
возникающие при тепловом ударе
на его поверхности

Задача о тепловом ударе на поверхности полупростран-
ства является одной из первых динамических задач термоупру-
гости, подвергшихся детальному исследованию.

Впервые эта задача рассмотрена В. И. Даниловской [8, 9].
Пусть начальная температура упругого полупространства

х > О равна То.
В момент времени ^ = 0 температура среды внезапно повыша-

ется до значения &; при этом на границе полупространства про-
исходит конвективный теплообмен со средой.

Нестационарное одномерное температурное поле полупро-
странства Т(х, t) в соответствии с уравнениями (3.1.3) и (3.1.8)
должно удовлетворять уравнению теплопроводности

* ! Г = 1 ^ (7.2Л)
дх2 a dt

и условиям
Т = Т0 при t = 0, (7.2.2)

— — - ( Г - » ) = 0 при х=0. (7.2.3)
дх Хг

Применяя к уравнению (7.2.1) и условию (7.2.3) преобра-
зование Лапласа (3.6.3), приходим к решению уравнения

при условии

а 1™ 1-То-
Ь-^А = 0 при * = 0 . (7.2.5)

Решение уравнения (7.2.4), удовлетворяющее условию
(7.2.5), а также условию ограниченности Т* при *-»оо, имеет
вид

-х|/"1
1 v С,Ч_Г \ t> а

( 7 . 2 . 6 )

S ( T + l/" |
где Т = ~ (а — коэффициент теплоотдачи от среды к границе

Хт

полупространства; Хт — коэффициент теплопроводности).
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Переходя от изображения Т* к оригиналу Т с помощью пра-
вил, указанных в книге [27], находим

(7.2.7)
где

erfc и = 1—erf и,
и

2 г
erf и — —•= I е~и'du — интеграл вероятности Гаусса, а символ

о
ехр означает экспоненциальную функцию.

а
В случае у = : —> ее температура поверхности, как это вид-

'•т
но из условия (7.2.3), мгновенно принимает значение темпера-
туры окружающей среды Ь. В этом случае решение (7.2.7) при-
нимает вид

Г _ 7 0 = ( & - 7 0 ) erfc ^ = . (7.2.8)

Переходим к решению одномерной динамической задачи
термоупругости, в которой перемещения v = w — 0 и все произ-
водные по координатам у и z равны нулю, а, следовательно,

v "г "ху _гг уг "•

Из соотношений (1.5.13) имеем

с у = о г = ~ - о , - - L атЕ(Т-Т0), (7.2.9)
1—v 1—v

а из первого уравнения движения (1.2.15) получаем

Дифференцируя обе части уравнения (7.2.11) по х и под-

ставляя вместо производной — деформацию s определяемую

выражением (7.2.10), находим следующее уравнение движения:

^ " ^ I ^ ~ l ~ v

p a ^ ' ( 7 - 2 л 2 )
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, X+2(i. £ ( l - v )
где с-= = — — скорость распространения

1 P ( l+v)( l-2v) P

упругой продольной волны.
Решение уравнения (7.2.12) ищем при следующих начальных

и граничном условиях:
ах=^ = 0 при t=0, (7.2.13)

dt
ax=Q при х=0. (7.2.14)

Применяя к уравнению (7.2.12) и граничному условию
(7.2.14) преобразование Лапласа, приходим к решению урав-
нения

с\
! - , = ?-:.Р«Т*2 г ' - т ^ о (7-2 1 5)

при граничном условии
<£=0 при х=0. (7.2.16)

Подставляя в уравнение (7.2.15) изображение (7.2.6) для
температуры, получаем

Решение уравнения (7.2.17) при условии (7.2.16) с учетом
ограниченности функции а* при х-»оо имеет вид

( 7 2 1 8 )

С целью облегчения перехода к оригиналу приводим это выра-
жение к виду

1—2v L^^+Y) Vs-^-

Ya
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Используя теорему запаздывания и таблицу изображений,
помещенную в книге [27], находим

0 при t<y,

»; при * > - ,
(7.2.20)

где
£ат(»-П)

1-5

X erfc

1 а?

X erfc

X erfc

1 a2f
х

X

, (7.2.21)

l - 2 v
тг" X

В случае мгновенного повышения температуры поверхности

( л \

Y = >- оо I функции (7.2.21)
Л т /

в решении (7.2.20) получают следующие выражения:
C\t

е ° erfc - 4 =
(7.2.22)

где
к_Е<хт(Т-Т0)

l-2v
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Зная ах, определяем нормальные напряжения ау, az по фор-
мулам (7.2.9).

Если в уравнении (7.2.11) пренебречь силами инерции, т. е.
д2и

положить —- = 0, то на основании граничного условия (7.2.14)

и формул (7.2.9) получим решение рассматриваемой задачи в
квазистатической постановке:

_ л Е*ЛТ-Ти)
1-v

(7.2.23)

Из рассмотрения формул (7.2.9) и (7.2.23) можно сделать
заключение о том, что решение динамической задачи (7.2.20)

tc,

Рис. 26.

совпадает с решением в квазистатическои постановке во всех
тех случаях, когда сх=0, а именно: в начальный момент вре-
мени / = 0 для всей области полупространства х >0; при />0
на поверхности полупространства х = Ь.

В. И. Даниловская исследовала изменение динамического
ХС

напряжения ах в фиксированном сечении £ = —1 .

На рис. 26 для случая > оо приводится график изменения
Хт а / £ а т ( 7 - Г 0 ) \

относительного напряжения —\К — L в зависимос-
К\ l - 2 v )

tc
ти от безразмерного времени —' в сечении | = 1 . Здесь динами-

X

ческое напряжение ах сначала возрастает от нуля при / = 0 до

некоторого отрицательного значения ох при г= — . В момент

184



. X

времени ; = ••-- продольная волна напряжения а движущаяся
с\

от поверхности х = 0 внутрь полупространства со скоростью еи

достигает сечения | = 1 и в нем происходит скачкообразное из-
„ Еаг(Т-Т0)

менение напряжения ох на величину <зх = — с перехо-
дом в область положительных значений. После этого дина-
мическое напряжение быстро уменьшается до нуля, прибли-
жаясь к квазистатическому.

(X

В случае — < со характер изменения динамического напря-
жения з будет зависеть от параметра В = — = -̂ —!\

х J v r г щ ал
Для малых значений параметра Р Ф С 1 ) напряжение зх

растет от нуля до некоторого отрицательного значения, затем
переходит плавно без скачка в область положительных значений,
достигает максимального положительного значения и после это-
го быстро убывает до нуля.

Для больших значений параметра Р(Р>1) напряжение
ах возрастает в области положительных значений и, достигнув
некоторого максимума, быстро уменьшается до нуля.

Исследование теплового удара на поверхности полупростран-
ства с конечной скоростью изменения температуры приводится
в книге [41].

Установлено, что динамический эффект существенно умень-
шается, если изменение температуры поверхности происходит
не мгновенно, а в течение малого, но конечного интервала вре-
мени. Так, например, даже при весьма малой продолжительнос-
ти нагрева ^0=Ю""12 сек максимум динамического напряжения,
указанный на рис. 26, снижается на 86%.

§ 7.3. Колебания прямоугольной пластины,
обусловленные тепловым ударом

Рассмотрим свободно опертую прямоугольную пластину,
занимающую область (рис. 27):

2 ^ Z 5 £ 2 '

Пусть к поверхности пластины 2 = — внезапно подводится

тепловой поток, плотность которого * равна q' = —q.

* Положительное направление вектора плотности теплового потока q
совпадает с направлением внешней нормали к поверхности.
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Нижняя поверхность пластины г— и края пластины

л = ± а , у=±Ь предполагаются идеально теплоизолированными.
Исследование динамического поведения пластины при скач-

кообразном изменении температуры ее поверхности проведено в
работе [53].

Рис. 27.

При указанных условиях теплообмена нестационарное темпе-
ратурное поле будет зависеть только от координаты z и вре-
мени t.

Задача нестационарной теплопроводности на основании
уравнений (3.1.3), (3.1.6) и (3.1.7) описывается уравнением*

д*Т 1 дТ

dz* a'

при начальном условии

Г = 7"о при

и граничных условиях

Ку = д'-—я

дт - о

dt

/ = 0

при z

при z

_ h

~ 2

= —

f

h

2 '

(7.3.1)

(7.3.2)

(7.3.3)

(7.3.4)

* Здесь для коэффициента температуропроводности принято обозначение
а' во избежание путаницы с обозначением стороны пластины 2а.
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Решение этой задачи посредством преобразования Лапласа при-
водится в книге [57] в виде выражения

2U ( 7 а д

где

Используя известное уравнение термоупругого изгиба плас-
тины [15]

(7.3.6)

и заменяя в соответствии с принципом Даламбера интенсивность
daw

поверхностных сил силами инерции — рп , получаем сле-
дующее уравнение движения: "^

где

ft/2

х т = 1 | Гга т (Г-Г 0 )^ , (7.3.8)

-Л/2
ат — коэффициент линейного теплового расши-

рения,
Eh3

Du — — цилиндрическая жесткость изгиба пластины.
м 12(1—v2)

Решение уравнения (7.3.7) должно удовлетворять следую-
щим начальным и граничным условиям *:

ад=0, - ^ = 0 при г=0, (7.3.9)

(7.3.10)

| х г = 0 при у=±Ь. (7.3.11)
* Граничные условия (7.3.10) и (7.3.11) соответствуют граничным усло-

виям (5.16) в книге [15], записанным в полярных координатах.
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Подставляя выражение (7.3.5) в равенство (7.3.8), полу-
чаем для чисто тепловой деформации хт следующее выражение:

1

Так как хт не зависит от координат л: и у, то

V 4 = O . (7.3.13)

Учитывая равенство (7.3.13), переписываем уравнение
(7.3.7) в виде

V W ^ = O. (7.3.14)

Решение уравнения (7.3.14) представляем в виде суммы
квазистатической да, и динамической wn частей:

(7.3.15)

Квазистатическая часть решения w{ должна удовлетворять
уравнению

V V 4 = O (7.3.16)

при граничных условиях (7.3.10) и (7.3.11), в которых следует
w заменить на wv

Подставляя решение (7.3.15) в уравнение (7.3.14) и учиты-
вая уравнение (7.3.16), получаем следующее уравнение для
динамической части решения:

= 0, (7.3.17)
\ at' oim i

где

•г--
ph

Так как квазистатическая часть решения те», удовлетворяет
всем граничным условиям пластины (7.3.10) и (7.3.11), то дина-
мическая часть решения должна удовлетворять начальным
условиям

и однородным граничным условиям

w,, = 0 Vzwn=0 при х=±а, у=±Ь. (7.3.19)

1S8



Решение уравнения (7.3.16) выбираем в виде

^ 2 + w [ + w [ l , (7.3.20)

где функции w[ и та," являются бигармоническими функциями,
которые подчиняем следующим граничным условиям:

d2w'. .
40 = 0 при*=±а, (7.3.21)

= ± й , (7.3.22)

£ x t ( a a + / ) , - ^ - = 0 при х=+а, (7.3.23)

w['=0, -^-f=0 при у=±6. (7.3.24)

При этих граничных условиях для функций w\ и toj' полностью
выполняются граничные условия для функции wr

Выражения для бигармонических функций выбираем в виде

л-1,3,...

w['= J (C^hp^+p^D^h^Jcosp^, (7.3.25)

где
_ ятг _ лт:

Выражение для w\ автоматически удовлетворяет условиям
(7.3.21), а выражение для w[' — условиям (7.3.24).

Для удовлетворения остальных граничных условий разлага-
ем в ряды Фурье следующие величины, входящие в граничные
условия (7.3.22) и (7.3.23):

где

^ = 2 ancos*nx,
" - 1 - 3 . - (7.3.26)

-I(l+v)xT(a 2+>' 2)=
2 л

( 7 3 2 ? )
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Внося выражения (7.3.25) и (7.3.26) в граничные условия
(7.3.22) и (7.3.23), находим постоянные

А,=

2 с Ь а « * ' (7.3.28)

л 2 ch Вла •

Переходим к нахождению динамической части решения.
Условия (7.3.19) удовлетворяются, если динамическую часть

решения выбрать в виде выражения

» „ = 2 2 0»*(*)со8ая*со8рту. (7.3.29)
я —1, 3,... т-1, 3,...

Представляя функцию wv определяемую выражением
(7.3.20), в виде двойного тригонометрического ряда

<ге\ = хт V V к„т cos л„х cos 8my, (7.3 30)

где
n+m

и подставляя ряды (7.3.29) и (7.3.30) в уравнение (7.3.17), по-
лучаем следующее дифференциальное уравнение для определе-
ния коэффициентов а ;

где

с начальными условиями

Применяя преобразование Лапласа и учитывая условия
(7.3.32) и равенство

х т(0)=0,
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находим следующее алгебраическое уравнение для изображе-

После обратного преобразования, выполненного с учетом
выражения (7.3.12) для хт и равенства

\

О I 2 3 4д

Рис. 28.

получаем окончательный результат для динамической часта
решения в виде

л-1,3,... ei-1,3,...
( Й -

тУ- (7.3.34)

Авторами работы [53] были проведены вычисления отноше-
ния максимального динамического прогиба в центре пластины

Wmaxк наибольшему квазистатическому прогибу — при различ-
Ш1 max

ных значениях параметра

В:
h

2aVa'V
и отношениях т-.

На рис. 28 приводится кривая изменения отношения
(а \

в з а в и с и м о с т и о т п а р а м е т р а В д л я б а л к и 1 г = и 1 "
w,
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Аналогичные кривые получаются при других отношениях:

Результаты исследования показывают, что динамический
эффект увеличивается по мере уменьшения значения параметра

В; при В-»0 отношение — ! П 5 £ становится равным 2.
I max

§ 7.4. Плоские волны расширения в неограниченном
сплошном теле

Пусть в неограниченной термоупругой среде возникают
плоские гармонические волны расширения с круговой часто-
той со. Предполагая в связи с этим, что в решении (7.1.6) <ру
являются функциями только координаты х, т. е. ф,=Ф/- (х), по-
лучаем вместо (7.1.7) уравнение

Ь - 0 - (74|)

решение которого имеет вид

Ф /=С:'е± йЛ (7.4.2)

Внося выражение (7.4.2) в (7.1.8) и полагая для случая
гармонических волн р = гсо, находим искомое решение

2
exp U(±bjx+mt)], ( у 4 ^

где величины оу- после замены р на г'со определяются выражения-
ми (7.1.3), а С]= ±ibjC'j' (/=1,2).

Рассмотрим распространение преимущественно упругой вол-
ны, связанной с S,.

Для определения величины Ь1 имеем формулу

8?=2з{(1+~ю~) + 11 ~̂~
где

Безразмерный коэффициент Q для большинства материалов
в области частот, встречающихся в инженерной практике, очень
мал; в дальнейшем будем считать, что п у у л
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Разложим выражение для 8, в ряд по степеням Q.
Выполняя необходимые преобразования, наводим

b^mi + ilu (7.4.5)
где

cs[
 Т 8 ( 1 + )< J

s V (7.4.7)
с 5=с,(1+б)/..

Величина с 5 является адиабатической фазовой скоростью
безвихревых волн в неограниченной среде. Этот физический
смысл cs устанавливается следующим образом. .

Полагая в случае адиабатического процесса а = — = 0 и

принимая во внимание обозначение (7.1.4) для величины е, из
уравнения (1.6.13) получаем волновое уравнение

1 дФ
У ! Ф - 4 Т — = 0 ,

где адиабатическая скорость cs связана с изотермической ско-
ростью распространения волны расширения С\= ст соотноше-
нием (7.4.7). Этот же результат получается при подстановке
в выражение

cs р

значения (1.5.29) для постоянной Ляме ^а

 в случае адиаба-
тической деформации.

Подставляя (7.4.5) в решение (7.4.3), взятое при / = 1 , и
выбирая знак «минус» перед Ш\ (рассматриваем волну, распро-
страняющуюся в направлении возрастания А:), находим реше-
ние для перемещения преимущественно упругой волны

ил.=[С, sin (u>/—mtx)+C2 cos (tat—mrf] e1'*, (7.4.8)
где

Коэффициент /i является отрицательной величиной; поэтому
амплитуда волны подвергается затуханию в теплопроводящей
среде по экспоненциальному закону. Фазовая скорость распро-
странения этой волны

CD
V = — .

от,
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Подставляя значение m( и учитывая, что для большинства
материалов e ^ l , находим следующую величину фазовой ско-
рости:

v=cc

Определим теперь для рассматриваемой волны относительное
W

рассеяние энергии , где AW — энергия, рассеянная в тече-

ние цикла напряжений, a W — упругая энергия, накопленная

телом в момент достижения наибольшей деформации.
Обозначим через «i и и2 последовательные значения ампли-

туд перемещения по одну и ту же сторону от положения рав-
новесия.

Если относительное рассеяние энергии мало по сравнению
с единицей, то

W «i «2

Так как на основании формулы (7.4.8)

— = e~'tL
щ

где

то, учитывая значения коэффициентов (7.4.6), находим

4тг/,

W Щ (1 + s)2 (7.4.10)

§ 7.5. Продольные волны
в бесконечно длинном сплошном цилиндре

Рассмотрим влияние термоупругого рассеяния энергии на
распространение продольных волн в бесконечно длинном сплош-
ном цилиндре.

Общее решение рассматриваемой задачи в перемещениях
(1.6.9) состоит из потенциальной и соленоидальной частей.

Для определения потенциальной части решения используем
метод, рассмотренный в § 7.4.

Предполагая движение осесимметричным и происходящим в
плоскости rz, полагаем пространственное изменение скалярного
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потенциала в цилиндрических координатах Ц>,=ц>{г, г). Тогда
уравнение (7.1.7) принимает вид

2 r dr dz2

Применяя метод разделения переменных (см. § 3.7), находим
для сплошного цилиндра следующее решение:

%=CjJ0{hjr)e^, (7.5.2)

где J0(x) — функция Бесселя нулевого порядка первого рода,

Внося решение (7.5.2) в (7.1.6), получаем
2

Ф = £ CjJ0 (/г/) е'т+Р'. (7.5.3)

Переходя к соленоидальной части решения, замечаем, что вектор

Ч2А следует вычислять после замены В через А по формуле
(6.1.2); при этом без ограничения общности можно поло-
жить [18]

div7=0, (7.5.4)

где вектор А носит название векторного потенциала.
Принимая во внимание формулы (2.6.3) и (7.5.4) и учитывая,

—>•
что rot9y4=0 и все производные по координате 6 равны нулю,
находим

Учитывая равенство (7.5.5), из векторного уравнения (1.6.11)
получаем следующее скалярное уравнение для определения Л9:

д2 , Ь д 1 , д2 1 а3 \ . . ,_ _ ..
—;Н Н о— Ме=0. (7.5.6)
аг2 ^ ал г2 dz* с\ dt2)

Решением уравнения (7.5.6) для сплошного цилиндра яв-
ляется выражение

Л 9 = ГС/J (kr) eLiz+pt, (7.5.7)

где J\ (x) — функция Бесселя первого порядка первого рода;
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Решения (7.5.3) и (7.5.7) подставляем в (1.6.9). Применяя
при этом формулу (2.6.3) и формулы для дифференцирования
функций Бесселя, при Аг—Аг = 0 находим

2

« , = - [ £ CJhj
и,=0, (7.5.8)

Так как тепловые эффекты не связаны с поперечными вол-
нами, то выражение температурного поля определяем по фор-
муле (7.1.9)

;
Компоненты тензора напряжения на поверхности r = const

определяем по формулам (7.1.10) в виде

2
,=2р { 2 С, ̂  У, (V) + (т'+ ^ ) о̂ (V)] +

) — 1 У, (Аг)1 j «'т*+* (7.5.10)

—г 2 )

Для получения единственного решения рассматриваемой за-
дачи необходимо удовлетворить как граничным условиям для
напряжений, так и граничным условиям для теплообмена на
цилиндрической поверхности.

Предполагаем, что цилиндр на своей поверхности (г=г2)
свободен от внешних сил и теплоизолирован.

Удовлетворяя граничные условия

дТ
о = 0 , о =0, — = 0 при г=гг, (5.7.11)

дг
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получаем для гармонических волн (р = ш) следующие урав-
нения:

г [ | Л (V,)+ (Y2 - ^ ) Jo (V,)] +С, J | J, (А2г2)+
2 - Й ) Л (V2) I + СТ Г*/. (kr2) - I Л (Лг,)1 =0,

J c 2/ J L r2 J (7.(7.5.12)

Пусть радиус цилиндра г2 достаточно мал, чтобы hj-r2 (y =
= 1, 2) и ^г2 были малы по сравнению с единицей, т. е. длина
гармонической волны велика по сравнению с радиусом цилин-
дра. Тогда

JQ(hfa)saJ0(kr3)xz\,

Л (V») ~ ^ ^ r 2 . Л ( ^ ) ~ ^ fer2-

Подставляя эти приближенные значения в систему уравнений
(7.5.12) и приравнивая определитель этой системы нулю, нахо-
дим следующее частотное уравнение:

= »•

Учитывая,

преобразуем

V
где

что

2

частотное

г2 1 W Q

2с\ 2

уравнение
2 \ * 2

1 / о \^

+£-

(7.5.

•2-1)

О)2

f4 (У

.13) к

Г

= 1, 2),

виду

(О 2 \

°х (7.5.15)

* _ 11 _ Л • г ^2
2 ~ /-2 ~ „ » 60 =

Р
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При отсутствии теплового эффекта (е =0) фазовая скорость
ш

распространения продольных волн равна величине v = — = с0,
т. е. скорости распространения продольных волн в стержне,
найденной по элементарной теории.

Тот факт, что уравнение (7.5.14) является комплексным, сви-
детельствует о том, что амплитуды волн затухают в простран-
стве.

Находим следующие корни уравнения (7.5.14):

где

, (7.5.17)

1—2v
o = 2 ( l - v ) e .

Легко показать, что уравнение (7.5.16) отвечает волнам двух
видов, из которых один, связанный с fi> близок к чисто упругой
волне, а второй, связанный с ^\, по своему характеру сходен
с чисто тепловой волной.

Ограничимся изучением распространения преимущественно
упругой волны.

Предполагая, что 2 < 1 , получаем

Т?=(-У(Ф1—1"Фг), (7.5.18)
\со/

где

(7.5.19)

Если теперь положить

где Yr и Y/ — вещественные величины, и ввести безразмерную
фазовую скорость по формуле

V= —, (7.5.20)
Ъ-̂ о
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то уравнение (7.5.18) приводит к следующему уравнению:

У2=(\-х*)У~1, (7.5.21)

где величина х = — удовлетворяет алгебраическому уравнению

х 2 - ^ Ь х — 1 = 0 . (7.5.22)

Отрицательный корень этого уравнения, соответствующий
затухающей в пространстве волне, равен

х=-£г- (7- 5- 2 3)
2ф,

Подставляя значение величины (7.5.23) в уравнение (7.5.21),
при 2 < 1 и е « 1 получаем следующее выражение для без-
размерной фазовой скорости:

..W1 О.Л Т

( 7 . 5 . 2 4 )

где Vs=[ —I — безразмерная фазовая скорость волн расши-

рения в стержне, соответствующая адиабатическому процессу.

Скорость Vs можно получить, решая рассматриваемую за-

дачу при а = — = 0.
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