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The Origin of the Solar System?).

By J. H. Jeans, London.
With 9 figures.

The astronomer of to-day has at his disposal telescopes which
range in aperture from his naked eye, of aperture about one-fifth of
an inch, up to the giant Mount Wilson telescope of more than 100 inches.
If we lived in the midst of a uniform infinite field of stars, or in a field
which was uniform as far as our telescopes could reach, the numbers
of stars visible in different telescopes would be proportional to the
cubes of their apertures.

In actual fact our naked eyes reveal about 5000 stars; with a one-inch
telescope this number is increased to about 100,000, with a ten-inch
to 5 million, and with the 100-inch telescope to perhaps 100 million.
These numbers increase much less rapidly than the cubes of the apertures.
We conclude that we are not surrounded by an infinite uniform field
of stars. We live in a finite universe, which thins out quite perceptibly
within distances reached by telescopes of very moderate size. It is
estimated that the whole universe consists of some 1500 million stars,
our sun being not very far from the centre of the system.

Imagine the various celestial objects in this universe arranged
according to their distance from us. Disregarding altogether bodies
which are much smaller than our earth, we must give first place to the
planets Venus and Mars, which approach to within 26 and 35 millions
of miles respectively. Next comes Mercury with a closest approach
of 47 million miles, and the sun at 93 million miles. The remainder of
the planets follow at distances ranging up to 2800 million miles, the
radius of the orbit of Neptune.

But now comes a great gap. The first objects beyond this gap are
the faint star Proxima Centauri at a distance of 24 million million miles,
or more than 8000 times the distance of Neptune, and close to it, & Cen-
tauri at 25 million million miles. Next in order come the faint red star
Munich 15,040 at 36 million million miles, and another faint star Lalande
21,185 at about 47 million million miles. Thus our nearest neighbours
among the stars are at almost exactly a million times the distances of
our nearest neighbours among the planets. After these comes Sirius,

1) Discourse delivered at the Royal Institution on February 15.

Seeliger - Festschrift. 1



2 J. H. JEANS:

the brightest star in the sky, at 50 million million miles. From here
on there is a steady succession of objects until we reach distances of
more than 20,000 times that of Sirius; but long before these distances
are reached other objects, spiral and spheroidal nebulae, and ultimately
star-clusters, are found to be mingled with the stars. The furthest ob-
ject the distance of which is known with any accuracy is the star-cluster
N.G.C. 7006, which Shapley estimates to be 25,000 times as distant as
Sirius. This cluster is so remote that its light takes 200,000 years to
reach us; even for light to cross the cluster takes hundreds of years.
To all appearances the star-cloud N.G.C. 6822 is still more remote.
According to Shapley its distance is about six million million million
miles, a distance which light takes a million years to traverse. So far
as is known at present, this brings us to the end of our universe, or
perhaps I ought to say it brings us back to the beginning.

Tt is no easy matter to get all these different distances clearly into
focus simultaneously, but let us try. The earth speeds round the sun
at about twenty miles a second; in a year it describes an orbit of nearly
six hundred million miles circumference. If we represent the earth’s
orbit by a pin—head? or a full—s’cop/c of radius one-hundredth of an inch,
the sun will be an invisible speck of dust, and the earth an ultra-micro-
scopic particle one-millionth of an inch in diameter. Neptune’s orbit,
which encloses the whole of the solar system, will be represented by a
circle the size of a threepenny-piece, while the distance to the nearest
star, Proxima Centauri, will be about 75 yards and that to Sirius about
160 yards. On this same scale the distance to the remote star cluster
N.G.C. 7006 is 2400 miles and that to the star-cloud N.G.C. 6822 about
12,000 miles, so that roughly speaking the whole universe may be
represented by our earth.

It thus appears that we are on this occasion to discuss the origin
and past history of a system which bears the same relation to the uni-
verse as a whole as does a threepenny-piece to our earth. Why are we
so interested in this particular threepenny-piece? Primarily because,
although a poor thing, it is our own, or at least one particle of it, one
millionth of an inch in diameter, is our own. But there is a historical
reason of a less sentimental kind. We have already noticed the immensity
of the gap between our system and its nearest neighbours. As regards
astronomical knowledge this gap has taken a great deal of crossing. Well
on into last century, human knowledge of the further side of this gap
was infinitesimal; the stars were scarcely more than points of light,
described as “fixed stars”. In those days the problem of cosmogony
reduced perforce to the problem of the origin of our own system.
 Recent research has changed all this, and the modern astronomer has
a very extensive knowledge of the nature, structure and movements
of the various bodies outside our system. The cosmogonist of a century
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ago could assert that the solar system had evolved in such and such
a way, and need have no fear of his theories being upset by comparison
with other systems. But if I put before you now a theory of the origin
of our system, you will at once inquire as to the behaviour of the
1500 million or so of systems beyond the great gap. Are they following
the same evolutionary course as our own system, and, if not, why not?
It may be well to consider these other systems first.

Among these 1500 million or so of objects there are certain com-
paratively small classes the nature and interpretation of which are still
enigmatical —the planetary nebulae, the Cepheid variables, the long-
period variables such as Mira Ceti, and a few others. Apart from these,
practically all known bodies can be arranged in one single continuous
sequence. The sequence is approximately one of increasing density:
it begins with nebulae of almost incredible tenuity and ends with solid
stars as dense as iron. There is but little doubt that the sequence is an
evolutionary one, for the laws of physics require that as a body radiates
heat its density should increase, at least until it can increase no further.
Let us begin our survey at the furthest point back to which we can
attain on this evolutionary chain—the nebulae.

After the enigmatical “planetary’” nebulae have been excluded, the
remaining nebulae fall into two fairly sharply defined classes, which may
be briefly described as regularly and irregularly shaped nebulae.

The irregularly shaped nebulae comprise such objects as the great
nebula in Orion, and the nebulosity surrounding the Pleiades. Until
quite recently these irregular nebulae were supposed to be of great
evolutionary importance. It was noticed that they were usually asso-
ciated with the very hottest stars: whence arose a beautifully simple
cosmogony, asserting that these very hot stars were the immediate
products of condensation of the nebulae, and that their after-life con-
sisted merely of a gradual cooling until they got quite cold. This cos-
mogony was too simple to live for long—it was buried some ten years
ago by the researches of Russerr, HERTZSPRUNG, and others. Thanks
to these researches, we now know that the very hot stars associated
with irregular nebulae, so far from being newly born, are standing at
the summit of their lives awaiting their decline into old age.

A mass of hot gas isolated in space radiates heat, and this causes it
to contract. If the mass radiated without contracting, it would, of
course, get cooler; on the other hand, if it contracted without radiating,
it would get hotter. But when radiation and contraction are proceeding
together it is not obvious without mathematical investigation which of
the two tendencies will take command. In 1870, HoMER LANE showed
that a mass of gas of density low enough for the ordinary gas laws to
be approximately obeyed, will in actual fact get hotter as it radiates
heat away. Cooling does not set in until a density is reached at which

1*
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the gas laws are already beginning to fail—that is to say when lique-
faction and solidification are already within measurable distance. Thus
we see that maximum temperature is associated with middle age in a star,
the age at which the star may no longer be regarded as a perfect gas.
At this period of middle age the surface temperature of the star may
be anything up to about 25,000° C., while the temperature at its centre
will amount to millions of degrees. Its average density will probably
be something like one-tenth of that of water. It is still not known why
stars at this special maximum temperature are so commonly associated

Fig. 1. Regular shaped nebula (N.G.C. 3115).

with irregular nebulae. Possibly it may be that only stars at the very
highest temperatures are capable of lighting up surrounding nebulosity
which would otherwise remain invisible. Be this as it may, it is fairly
clear that these irregular nebular masses are not an essential part of
the evolutionary chain. They are probably mere by-products, and as
such may be dismissed from further consideration.

We turn to the nebulae of regular shape. A great number of these
appear as circles or ellipses, some as ellipses drawn out at the ends of
their major-axes, sometimes almost to sharp points. An example of
this last type of figure is shown in Fig. 1 (Nebula N.G.C. 3115).

A number of these regular-shaped nebulae have been examined
spectroscopically, and in every case have been found to be rotating
with high velocities about an axis which appears in the sky as the
shortest diameter of the nebula. The mathematician can calculate what
configurations will be assumed by masses of tenuous gas in rotation.
If rotation were entirely absent the mass would, of course, assume a
spherical shape. With slow rotation its shape would be an oblate spheroid
of low ellipticity—an orange-shaped figure like our earth. At higher
rotations the spheroidal shape is departed from, the equator bulging out
more and more until finally, for quite rapid rotation, the shape is approxi-
mately that of a double convex lens having a sharp circular edge for its
equator, the shape, in fact, exhibited by the nebula shown in Fig. 1.
The whole succession of figures, if looked at along all possible lines of
sight, will exhibit precisely the series of shapes which are found to be
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exhibited by the regular nebulae under discussion. There are, then,
good grounds for conjecturing that these nebulae are rotating masses
of gas; but we can test this conjecture further before finally accep-
ting it.

As a mass of gas radiates its energy away it must shrink. If it is in
rotation, its angular momentum will remain constant, and the shrunken

Fig. 2. Regular shaped nebula (N.G.C. 5866) with band of dark matter on
equator.

mass can only carry its original dose of angular momentum by rotating
more rapidly than before. This conception, which formed the corner-
stone of the cosmogonies of KANT and LAPLACE, is still of fundamental
importance to the cosmogonist of to-day. Thus every nebula, as it grows
older, will rotate ever more and more rapidly and, barring accidents,
will in due course reach the configuration shown in Fig. 1. This con-
figuration marks a veritable landmark in the evolutionary path of a
nebula. Until this configuration is reached the effect of shrinkage can
be adjusted, and is adjusted, by a mere change of shape; the mass carries
the same angular momentum as before, in spite of its reduced size, by
the simple expedient of rotating more rapidly, and restores equilibrium
by bulging out its equator. But mathematical analysis shows that
this is no longer possible when once this landmark has been passed.
Further shrinkage now involves an actual break-up of the nebula, the
excess of the angular momentum beyond that which can be carried by the
shrunken mass being thrown off into space by the ejection of matter
from the equator of the nebula.

We have so far spoken of the nebular equator as being of circular
shape, as it undoubtedly would be if the nebula were alone by itself in
space. Butan actual nebula must have neighbours, and these neighbours
will raise tides on its surface, just as the sun and moon raise tides on
the surface of the rotating earth. Whatever the neighbours are, there
will always be two points of high tide antipodally opposite to one an-
other, and two points of low tide intermediate between the two points
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of high tide. Thus the equator, instead of being strictly circular, will be
slightly elliptical.

If the equator of the nebula had been a perfect circle, and if the
nebula had been in all respects symmetrical about its axis of rotation,

Fig. 3.

Regular shaped nebula (N.G.C. 4594) with ring of dark matter sur-

rounding equator.

the ejection of matter would have started from all points of the equator
simultaneously. Indeed, there could be no conceivable reason why it
should start at one point rather than at any other point. But in Nature

Fig. 4.

Spiral nebula
seen edge on.

(N.G.C. 891)

we do not expect to find perfect
balances of this kind; if the main
factors are of exactly equal weight
some quite minor factor invari-
ably intervenes to turn the ba-
lance in one direction or another.
In the present problem there
could be no choice as between one
point of the equator and another
if the various minor factors were

- absent, but when these minor fac-
tors come into play, a discrimin-

ation at once takes place. Assum-
ing, as seems likely, that the
tidal irregularities are the minor
factors which determine the choice
of points for the ejection of mat-
ter, mathematical investigation
shows that the ejection of matter
will take place from the two anti-
podal points on the equator at
which the tide is highest. The

equator being slightly elliptical, these points are of course the ends
of its major-axis. After the nebula has passed its critical landmark,
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shown in Fig. 1, its shape ought to be similar to the lenticular figure
which formed the landmark, but with the  additional feature of
matter streaming out from two antipodal points on its equator.

This describes exactly what is observed in the spiral nebulae. Fig. 2
(N.G.C. 5866) shows a nebula in which the ejection of matter is just

Fig. 5. Spiral nebula in Canes Venatici (M. 51).

beginning; we notice the bulge along the equator and the dark band
which we may assume represents ejected matter which is already cooling.
Fig. 3 (N.G.C. 4594) exhibits a more advanced state of development;
and Fig. 4 (N.G.C. 891), a still later one in which the ejected matter
already dwarfs the central nucleus in size, although probably not in
total mass. '

In all these figures we are looking at the nebulae very approximately
edge-on. Fig.5 (M. 51) shows the well-known ‘“whirlpool” in Canes
Venatici, a nebula which may be very similar physically to that shown
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in Fig. 4, but we see it face on: we are looking along its axis of rotation.
Again the central nucleus occupies only a small part of the picture.
Figs. 6 (M. 101) and 7 (M. 81) show two nebulae, the evolution of which
has proceeded still further, so much so that in the last of these there is
very little nucleus left, and by far the greater part of what we see is
what we believe to be ejected matter.

In both of these last two nebulae it will be seen that the arms of
ejected matter proceed from two antipodal points, exactly as required

Fig. 6. Spiral nebula in Ursa Major (M. 101).

by dynamical theory. So far we have spoken of the matter in these
arms as ejected matter because theory has suggested this interpretation,
but we need not be satisfied with theory; there is very direct obser-
vational evidence on the point. Various astronomers, especially VAN
MAANEN, have detected motion in the arms of many nebulae, including
the three shown in Figs. 5, 6, and 7. Their observations show that the
arms are in real truth jets of matter coming out of the nucleus. Fig. 8
shows the motion found by Van MAANEN for about 100 points in the
nebula M. 81, the arrows showing the motion in a period of 1300
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years?), and the measures on the various other nebulae show substantially
similar results; you will see that there is little room for doubting that the
arms consist of matter flowing out of the nucleus. On measuring the actual
velocities of flow it is found that in nebula M. 51 (Fig. 5) a particle of
the jet makes a complete revolution around the nucleus in about
45,000 years; in M. 81 (Fig. 7) the corresponding figure is about 58,000
years, and in M. 101 (Fig. 6) about 85,000 years. From these figures
it is possible to estimate the density of the matter in the nucleus. It

Fig. 7. Spiral nebula in Ursa Major (M. 81).

is found that the densities must be of the order of 10-16 gm. per cubic
centimetre, a figure representing a vacuum more perfect than any
obtainable in the laboratory. The small amount of gas in an ordinary
electric light bulb, if spread out through St. Paul’s Cathedral, would
still be something like 10,000 times as dense as the nucleus of a spiral
nebula. '

1) The points surrounded by small circles are stars which are believed to have
no physical connexion with the nebula.
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The nebula shown in Fig. 4 exhibits a lumpy or granulated appearance
in its arms. In M. 51 (Fig. 5) this takes the form of pronounced con-
densations, and in the outer regions of M. 101 (Fig. 6) and M. 81 (Fig. 7)
these condensations have further developed into detached and almost
star-like points of light.

When gas is set free out of an ordinary nozzle into a vacuum it
immediately spreads into the whole of the space accessible to it. Why

Fig. 8. Motion in the arms of the spiral nebula (M. 81).

then does not the jet of gas shot off from the equator of the nebula
do the same? The explanation is to be found in the gigantic scale on
which this latter process takes place. As we increase the scale of the
phenomenon the mutual gravitational attraction of the particles of gas
becomes of ever greater importance until finally, by the time nebular
dimensions are reached, gravitation overcomes the expansive influence
of gas pressure and is able to hold the jet together as a compact stream.
But, as soon as this happens, dynamical theory predicts that a further
phenomenon ought to appear. As regards the distribution of density
along the filament, the influence of gas-pressure is in the direction of



The Origin: of the Solar System. 11

keeping the density spread out uniformly, while that of gravitation is
towards making the stream condense with compact globules. When
nebular dimensions are reached the latter tendency prevails, and the
issuing jet of gas breaks up into drops much as a jet of water issuing
from a nozzle does, although for a very different physical reason. In
the photographs reproduced in Figs. 4, 5, 6, and 7 we can trace this pro-
cess going om.

Dynamical theory not only predicts that these globules of gas must
form, but also enables us to calculate their size, mass, and distance
apart. A comparison between their distance apart, as calculated in kilo-
metres, and their angular distance apart, as observed in the sky, leads
at once to an estimate of the distance of the nebula to which they belong.
It is gratifying to find that estimates of nebular distances made in this
way are in good agreement with estimates made in other ways. The
calculation of the masses of these condensations leads to a still more
interesting and significant result. In every nebula for which the cal-
culation can be made, the calculated mass of a single condensation
proves to be approximately equal to the mass of the average star.

This gives, I believe, the key to the evolutionary process we have
been considering—we have been watching the creation of the stars.
In Fig. 1 we saw the raw material—a gaseous mass of extreme tenuity,
already moulded, as a result of shrinkage and consequent increase of
rotation, to the stage at which disintegration is about to commence.
Further shrinkage takes place, and in Fig. 2 and 3 we see the ejection
of jets of gas from which the future stars will in due course be made.
In Figs. 4 and 5 individual stars are beginning to form, although at
present only as vague condensations in what is still a continuous
nebular mass. Finally, the outermost parts of Figs. 6 and 7 show us the
finished product—separate masses, although still far more tenuous than
ordinary stars, starting off on their independent existences. Each of
these masses will go through the changes we have already briefly descri-
bed. It will contract, getting hotter in doing so, until it reaches a maxi-
mum temperature just as the gas-laws are beginning to fail, after which
it cools and contracts into a dead dark mass.

The family of stars born out of a single nebula may be millions in
number. They may either mingle with the general mass of the stars or,
if the original nebula was sufficiently remote from the main universe
of stars, may form a separate colony by themselves. In illustration of
the former alternative, numbers of groups of stars are known—e.g. the
Pleiades, the stars of the Great Bear—in which all the members have a
common velocity and, generally speaking, similar physical constitutions
also. All the stars of any such group are voyaging through space together,
and have obviously done so since they first came into being. The alter-
native possibility of a family of stars forming a detached colony by
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themselves is perhaps exemplified in the so-called “globular” star-
clusters, such as the well-known cluster in Hercules (Fig. 9). These are
globular only in name, for Shapley has found that they are of an elliptical
structure, showing symmetry about a plane precisely as might be ex-
pected if they were the final product of a rotating nebula.

Fig. 9. Star-cluster (M. 13) in Hercules.

Probably we ought not to regard the two possibilities just mentioned
as sharply cut alternatives. It is more likely that they represent the two
extreme ends of a continuous chain of possible histories for the family of
stars born out of a single nebula. It seems quite possible that what we
describe as “‘the main mass of the stars”” may be nothing more than a collec-
tion of clusters of stars, each cluster having originated out of a single
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nebula. The clusters are by now so intermingled that it is difficult to
look on them as distinct groups of stars, although we can still find some
evidence that this may be the proper way of regarding them. In 1905
Kapteyn showed that the stars in the neighbourhood of the sun formed
what he described as two “‘star-streams,” each stream moving with its
own velocity in space. Except that it begs the question as to the extent
of these streams in space, it would have been equally accurate to describe
them as forming two intermingled moving clusters. Shortly after,
EppineToN and HALM, independently, found a third stream or moving
cluster, constituted of the very hot stars which the astronomer classifies
as stars of types B and O. In this case we know the extent of the cluster
in space and also its approximate shape. According to Charlier, it is
shaped like a round biscuit lying parallel to the Milky Way, its diameter
being about 2:8 times its thickness. Any cluster of stars having a com-
mon origin, whatever shape it may assume at first, will be rapidly
knocked out of shape when it begins to intermingle with other stars.
Dynamical theory shows that after it has been knocked about ad in-
finitum in our universe of stars, such a cluster ought to assume the
shape of a round biscuit parallel to the Milky Way, the ratio of its
diameter to its thickness being about 2-5. This agrees sufficiently well
with what is observed to suggest that all the stars in this stream have
a common origin, and the same is true of many of the smaller known
moving clusters, such as the Ursa Major cluster already mentioned
Thus, although we cannot claim that anything is definitely proved,
there is every justification for thinking of the main mass of the stars
as a jumble of intermingled moving clusters, each cluster owing its
existence to a separate nebula. This possibility has no very direct
bearing on the question of the origin of our solar system; it has been
mentioned merely as rounding off our knowledge of what appears to
be the main evolutionary process of the stars.

In all its essentials except one, this evolutionary process is similar
to, and in its earlier stages almost identical with, that which Laplace,
in his famous nebular hypothesis, imagined as the origin of the solar
system. We have seen before our eyes the rotating and shrinking nebula
finally shedding matter from its equator; we have watched the conden-
sation of this matter into separate masses, and have finally witnessed
the start of these detached masses on their voyages into space, all
precisely as pictured by Laplace.

The one essential difference is that of size. The evolutionary process
we have been watching occurs on a scale such as Laplace never dreamed
of. His primeval nebula was supposed to be of about the size of Nep-
tune’s orbit, a size represented on the scale I used at the beginning of
this lecture by a threepenny-bit. On this same scale the nucleus alone
of a good-sized spiral nebula, such as those shown in Figs. 6 and 7,
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would be about the size of the ALBERT HALL, while the arms would
sprawl over the whole of Hyde Park and Kensington. The pictures of
these nebulae that you have before you would have to be enlarged to
the size of a whole country, or even possibly of a whole continent, be-
fore a body the size of our earth became visible in them at all.
Although the parent nebulae we have been considering are all in-
comparably greater than Laplace’s imaginary nebula, yet each tiny
condensation, as it starts off into space, is a gaseous nebula the mass
of which is just about equal to that imagined by Laplace and the size
of which is not perhaps very greatly different. If, then, this younger
generation of nebulae meet with the same experiences in life as their
giant parents before them, we should not have to look far for an ex-
planation of the origin of the planets, and if the third generation again
repeated the experience of their ancestors, the satellites of the planets
are also accounted for. But mathematical research and observation
agree in disposing of so simple an explanation of the origin of the solar
system. As we have seen, it is only because the filaments in the spiral
nebulae are of such huge size that gravitation is able to cause conden-
sation in opposition to the expansive tendency of gas-pressure. A nebula
of mass comparable to our sun might go through the same life-history
as the bigger nebula until matter began to be thrown off from its equator,
but after this the difference of scale would begin to tell, and the sub-
sequent course of events would be widely different. The ejected matter
could not condense into filaments, still less into detached globules;
it would merely constitute a diffuse atmosphere surrounding the parent
nebula. As such a system shrunk by the emission of radiation, the con-
stancy of angular momentum would, at first, merely demand that more
and more gas should be transferred from the centre to the atmosphere.
But mathematical investigation shows that in time, after the central
star had shrunk to a certain critical density, perhaps somewhere about
one-tenth of that of water, a cataclysmic period would ensue, from which
the mass would emerge as a binary star —two stars of comparable masses
revolving about one another nearly in contact and in approximately
circular orbits. This is a formation with which the practical astronomer
is very familiar. He finds that a very large proportion —perhaps about
one-half—of the stars in the sky are binary, and he can detect an evo-
lutionary sequence in these binary stars. The sequence starts with the
formation just described in which the two constituent stars are almost
in contact. As it progresses the stars move ever farther and farther
apart, while the eccentricity of their orbits increases. Theory indicates
that the process of fission which has broken up the original star into
two constituents may repeat itself in either or both of these constituents,
so that the final product may be a “multiple” star of either three or four
constituents. Prof. H. N. RUSSELL, investigating this question theo-
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retically, found that certain numerical relations must hold between
the relative distances of the various constituents of a multiple star:
he also showed that the predictions of theory are confirmed quan-
titatively by observation.

So far, then, theory and observation have gone hand-in-hand. We
have traced the evolution of astronomical matter through stages of
ever-increasing density, from the most tenuous of nebulae to the densest
of multiple stars, and at almost every stage observation has confirmed
the predictions of theory. Not all astronomical matter will traverse
the whole length of this evolutionary course. The driving force on this
course is increase of rotation consequent on the shrinkage produced by
emission of radiation. When the shrinkage has proceeded a certain
length solidification sets in; the rotation can increase now no further,
and evolution, in the physical sense, stops. The distance along the
course to which any particular system proceeds depends in effect on
the amount of rotation with which it was originally endowed. Let
a nebula begin its career with absolutely no rotation, and it will remain
spherical in shape throughout its whole career, ending merely as a cold
non-radiating, but always spherical, mass. Such a nebula never even
gets away from the starting-post. It is true that this is not a likely event,
but for aught we know many a nebula may freeze and die before reaching
the critical configuration (Fig. 1) at which the birth of stars first com-
mences. Similarly many of the stars may become cold and so cease
to develop without ever attaining the stage at which binary systems
are formed. In the same way many binary systems must fail to develop
into multiple systems. Here again observation is with us: there are ten
times as many purely binary systems known as there are multiple
systems which have proceeded beyond the binary stage. Theory has
traced out for us the whole length of the evolutionary course, but
theory and observation agree that not many systems stay out the
whole course.

We now come to the crux of the whole question. Nowhere on this
course have we found our solar system, or anything in the least degree
resembling it. If our sun had been unattended by planets we should
have had no difficulty in guessing its origin. It might reasonably be
supposed to have been born out of a nebula in the normal way, but
to have emerged with insufficient rotation to have carried it on to the
later stages of fission into a binary or a multiple system. It might, in
fact, be supposed to have had the same evolutionary career as half of
the stars in the sky. In support of the conjecture that our sun had been
born out of a nebula in the ordinary way, we could note that its mass
is about equal to what we calculate ought to be the mass of a star born
out of a nebula, and that it is, apart from its planets, similar in every
way to millions of other stars to which we may ascribe a nebular origin.
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In support of the conjecture that it had stopped short on its evolutionary
course from want of adequate rotation to carry it on further, we should
merely have to note the slowness of its present rotation. A simple
calculation shows that the sun has only a small fraction of the amount
of angular momentum requisite for fission. Even if we add the angular
momentum of all the planets, as we ought if we suppose that these at
one time formed part of the sun, the result is the same—the whole system
can never have had more than a fraction of the angular momentum
necessary for a rotational break-up into a binary star.

Thus the sun is a quite intelligible structure. The difficulty of our
problem is not the origin of the sun, but the origin of the planets and of
their satellites.

Certain special types of astronomical structure have already been
mentioned as not falling into place on the main line of evolutionary
development. The particular examples chosen were the planetary
nebulae, the Cepheid variables, and the long-periad wveriables. The
question now arises as to whether we must add the solar system to the
list. The circumstance that certain structures do not find a place in
the evolutionary main line suggests that off this main line may be
branch lines on to which the development of a system may in certain
circumstances be turned. This indeed is only what might be anticipated.
We should no more expect two stars to have precisely the same ex-
periences in their careers than we should expect it of two humans. Our
normal star has been supposed to develop in a universe of its own, where
its angular momentum remained constant and where it was in every
way unmolested by its neighbours. The mathematician finds it con-
venient to allot a whole infinite universe to each star, but Nature does
not. Nevertheless, the conditions postulated by the mathematician
are nearer to the truth than is often the case in his idealised problems.
On the scale we have already used, on which the sun was represented
by a microscopic particle g4y inch in diameter, the most gigantic of
known giant stars may be represented by a pin-head one-thirtieth of
an inch in diameter. The present spacing of the stars is such that on
this scale there is less than one star to a volume equal to the interior
of St. Paul’s Cathedral. Space then cannot be said to be overcrowded,
and although it is possible that stars may disturb one another as they
move in their courses, it is clear that any serious disturbance of one star
by another must be a rather exceptional event. Obviously we have been
right in regarding the evolution of a star entirely undisturbed by its
neighbours as the normal course of evolution, and we can now see why
the vast majority of stars follow this normal course.

To all appearances, the stars which have been sidetracked off this
normal course are extraordinarily few in number. The total number
of stars in the sky is about equal to the total population of the earth;
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the number of known exceptional systems would at most populate one
small town, although, of course, we can scarcely even conjecture how
many exceptional systems there may be which are still unknown to us.
There is no reason for supposing that the side-tracking influence has in
every case been a neighbouring star, but the systems known to be ex-
ceptional are sufficiently few to suggest that this may have been the
cause in a large proportion of cases.

The immediate question before us, however, is not that of the ex-
ceptional systems in general, but of our own solar system. Was it a
neighbouring star that threw it off the main line of evolutionary develop-
ment? Here, for the first time, observational astronomy denies us any
help. Not a single system is known outside our solar system which
resembles it in the least degree. The reason is not that no such system
exists, but that we could not see it if it did. An astronomer on a distant
star observing our system would see Jupiter as the brightest object after
our sun, but the ratio of their luminosities would be as three hundred
million to one. Seen from our nearest known neighbour in space, Proxima
Centauri, the sun would appear as a first magnitude star, and Jupiter
as a star of magnitude 22-2, the distance between them being at most
four seconds of arc. A star of magnitude 22-2 is still well beyond the
range of our largest telescopes, and would be doubly invisible if it had
a first magnitude star only four seconds away. We must wait for a very
great increase in the power of our telescopes before there will be any
hope of seeing systems similar to our own in the sky, even if they exist
no further away from us than Proxima Centauri. Thus it is clear that
our discussion has now left the regions in which observation can be
called upon to make suggestions or to check our conclusmns "hence-
forth we have theory alone to guide us.

Let us start on our quest by noticing that our solar system has quite
clearly marked characteristics. It is no mere jumble of bodies looking
as though they had fallen together by accident—had it presented this
appearance the problem of its origin might reasonably be dismissed as
hopeless. Not only has the principal system of the sun and its planets
got clearly marked characteristics, but also these same characteristics
reappear in the smaller systems formed by Jupiter and Saturn, each
with its family of satellites. Each of these small systems is, to all intents
and purposes, a replica in miniature of the solar system, so much so that
no suggested origin for one system can be regarded as satisfactory unless
at the same time it explains the origin of the other two. The principal
features common to the three systems are, that the orbits in all three
systems are, with few exceptions, all in or close to one plane, that these
orbits are all described in the same direction, and that the masses of the
secondaries, whether planets or satellites, are all small in comparison
with those of the primaries around which they revolve. Thus the sun
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has a mass equal to 1047 times that of his greatest planet Jupiter, while
Jupiter’s mass is about 11,000 times that of his most massive satellite.
The smallest disparity in mass is found in our own Earth-Moon system
with a mass ratio of 81 to 1. In systems possessing many satellites
(those of the sun, Jupiter, and Saturn) there is a general tendency for
the masses to increase up to a maximum as we pass outwards through
the system, and then to decrease to a minimum. Thus in the main
system there is a regular progression trough Mercury, Venus, Earth,
Mars to the maximum mass of Jupiter, broken only by the anomalous
position of Mars, while on the descending side the progression through
Jupiter, Saturn, Uranus, Neptune fails in regularity only through Nep-
tune being some few per cent. more massive than Uranus.

The main line of evolutionary progress has been supposed to be that
of a mass of shrinking, rotating matter—{first gaseous, then liquid, then
solid—left to itself in space. Such a system must show one very marked
characteristic throughout its whole career, namely, a plane of symmetry.
In its earliest stage of all, when the system is a mere chaos of independent
molecules, the plane will coincide with what mathematicians describe as
the “invariable plane’”” of the system. Later, when the mass has assumed
the regular shape of a rotating nebula, the plane is the equatorial plane
of the nebula, the plane in which the arms subsequently appear and in
which the stellar condensations start off in their orbits. The symmetry
of spiral nebulae about their equatorial planes would of itself suggest
strongly that they have developed to their present formations as rotating
bodies practically undisturbed by external influences.

If our solar system had developed out of an undisturbed rotating
mass, it too ougth to exhibit a plane of symmetry. The orbits of nearly
all the planets and their satellites do, in actual fact, lie very nearly in one
plane, which, to this extent, is, of course, a plane of symmetry. But the
sun’s axis of rotation is not perpendicular to this plane; the sun has its
own plane of symmetry in its equator, and this is inclined at an angle
of 7° to the plane of orbits.

The existence of these two distinct planes is enough in itself to suggest
that our system has not developed simply out of an undisturbed rotating
mass. Thus, in tracing our system back to its origin, we naturally look
at the effects to be expected from rotation plus some external influence.
To a first rough approximation, it is natural to suppose that the plane
of the sun’s equator records the plane of rotation of the original system,
while the plane of the planetary orbits was in some way determined
by the extraneous disturbance.

Of all the interactions between two separate astronomical bodies,
gravitational attraction is likely to be by far the most potent. The moon
has been accused of exerting all kinds of influences on our earth, as, for
example, on its weather, on the destinies, the emotions, and even on the
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sanity of its inhabitants; but the only influence which survives scientific
examination is gravitational attraction as evidenced by the semidiurnal
tides. Itis true that a head-on collision between two astronomical bodies
would produce more immediately dramatic results than a mere tidal
pull; but we shall not consider such an event here. Head-on collisions
must of necessity be exceedingly rare; systems that experience them
would undoubtedly be deflected from the main line of evolutionary
progress on to a branch line; but it does not seem likely that this branch
line contains systems like our own. As time does not permit the ex-
ploration of all conceivable branch lines, let us turn at once to that
which seems most likely to reveal the origin of our system—the branch
line that diverges from the main line at the occurrence of a violent tidal
encounter. ' '

On the earth, our moon raises tides the average height of which at
high tide is only a few feet. This height of high tide is only about a
ten-millionth part of the earth’s radius, a fraction which we may de-
signate as the tidal fraction. If the moon were ten times as massive, the
tidal fraction would be increased ten-fold; if it were brought to half its
present distance, the tidal fraction would be increased eight-fold. If we
agree to measure masses in terms of the body on which the tide is raised
as unity and to measure lengths in terms of the radius of the same body,
then the tidal fraction is equal to the mass of the tide-generating body
divided by the cube of its distance, say M/R3. Using this formula, we
find that our nearest neighbour Proxima Centauri raises on the sun a
tide of quite infinitesimal magnitude; the tidal fraction is about 1072,
and the actual height of tide is of the order of 107 cm. or, say, one-
fiftieth of the radius of an electron. This single illustration will show,
and with some margin to spare, that under normal conditions the tidal
influence between neighbouring stars is utterly insignificant. For tidal
forces to become important to cosmogony, conditions must be ab-
normal.

Our sun happens at the present moment to have no especially near
neighbour; but it is fairly certain that at some time, in its wanderings
through the stars, it must have passed stars within a much less distance
than that which now separates it from Proxima Centauri. The most
trustworthy lines of evidence as to the earth’s age, namely, those from
geology and radioactivity, indicate an age of from 800 to 1100 million
years. For precision, let us think of the sun’s age as 1000 million years.
Let us imagine for the moment, what is no doubt very far from the
truth, that throughout all this thousand million years the sun and all
the stars have moved just as they are moving now, with the same average
velocities as now and keeping at the same average distance apart. Through-
out this thousand million years the distance of our sun from its nearest
neighbour will have been continually changing, and one star after an-
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other will, of course, have taken up the réle of nearest neighbour. But
there must have been some one instant in this thousand million years
at which our sun was nearer than at any other instant to its nearest
neighbour. A calculation based on the theory of probability indicates
that this nearest distance is likely to have been of the order of 7 X 10¥%cm.,
a distance which, although only a six-hundredth of that which now
separates us from Proxima Centauri, is still equal to fifteen times the
radius of Neptune’s orbit. Even if the sun had filled the whole of Nep-
tune’s orbit, the tidal fraction at this closest encounter, on the supposition
that the nearest star had a mass equal to the sun, would only be equal
to 1/(15)3 or 1/3%75, giving a height of tide which is quite unimportant
from the point of view of cosmogony. So long as things have been as
they now are, tidal actions between separate stars must have been quite
devoid of cosmogonic interest, except possibly in very special cases of
quite exceptionally close approaches.

It is, of course, possible that our sun was the victim of one of those
exceptionally close encounters. Nothing can be brought against the
supposition of such an event, except its a priori improbability. The
result of such a close encounter might, as we shall see, be the creation
of a system in many ways resembling our solar system.

Our calculations of probabilities and improbabilities have, however,
rested upon the admittedly erroneous assumption that stellar conditions
have been similar to the present ones for a period of a thousand million
years. On looking back trough the past history of the universe, we
come to a time when conditions must have been very different from
what they are now. We come to a time, which we have already con-
sidered, when our sun had not yet assumed its present stellar charac-
teristics. It was a condensation in the arm of a spiral nebula moving
with thousands of similar condensations towards a free career in space.
Its density was enormously lower than it now is, and its size correspond-
ingly greater. It was also much nearer to its neighbours than, in all
probability, it has ever been since. In this early stage of its existence,
the tidal effects of its neighbours may well have been enormous; we shall
pass to exact figures in a moment.

In general, the passage of one star past another merely raises a tide
which subsides as the tide-raising body recedes. Even when the approach
is so close that the height of the tide raised is greater than the original
radius of the star, the recession of the disturbing star may result in the
disturbed star relapsing merely to its original spherical form. But there
is a limit which must not be passed, and if the disturbing body passes this
limit, all hope of the star resuming its original shape is lost. The distance
of the limit depends primarily on the mass of the disturber; to a lesser
degree it depends on the rotation, shape, and density-distribution of the
primary star; and to some extent it depends on the velocity of the two
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stars relative to one another. We shall get a tolerable idea of the march
of events if we suppose the primary star to be surrounded by an imaginary
sphere the radius of which depends solely on the mass of the disturbing
star. If this mass is equal to the mass of the primary, the radius of this
imaginary sphere will be about 2% times the radius of the primary; if the
disturbing star has eight times the mass of the primary, the radius of
the imaginary sphere will be 44 times that of the primary, and so on.
So long as the centre of the visiting star remains outside the sphere, a tide
is raised which recedes as the visiting star disappears, but the moment
the visiting star invades this sphere, an entirely new phenomenon
appears. ‘

As the approach of the disturber raises the tide to higher and higher
levels, the highest points of the tide move ever farther away from the
star’s centre, into regions where the gravitational attraction of the star
gets weaker and weaker. At the same time, of course, the gravitational
pull of the visiting star gets stronger and stronger. Finally, just as the
visiting star crosses the critical sphere, its gravitational pull just balances
that of the primary—it is this condition that defines the critical sphere.
If the visiting star further invades this critical sphere, the particles at
high tide are shot away from the primary star, the resultant gravitational
force on them now being definitely towards the visiting star; they are
of course immediately replaced by others which are shot off in turn, and
so on. The total effect is that a filament or jet of gas is shot out from
the point of high tide. Each particle of this jet moves under the comb-
ined forces of the primary and of the visiting star, and the problem of
determining its orbit is a special case of the problem of three bodies,
which unfortunately is not soluble. But the general result is that the
jet undergoes various contortions while moving all the time in the plane
which contains the orbit of the visiting star.

If such a jet had been thrown off the sun simply by an increase of
rotation consequent on shrinkage, its gravitational attraction would,
as we have seen, be inadequate to resist the expansive effect of its own
gaspressure, and it would have been rapidly dissipated away into space.
In the present situation conditions are very different, the essential
difference being that, while shrinkage from loss of radiation is a very
slow process, tidal disruption may be a very rapid process. The rate
of a star’s rotation will alter but slightly in a thousand years, whereas ten
years may suffice for a tide-raising body to come, do its work, and go
away again. The filament of gas set free by increase of rotation would
be of extreme tenuity; a filament set free by a tidal cataclysm might
easily be of sufficient substance for its own gravitation to hold it together
as a compact whole.

If gravitation is potent enough to do this, it will also be potent
enough to break up the filament into condensations, just as the filaments
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of spiral nebulae are broken up into condensations. But here again an
essential difference must be taken into account. The shrinkage of a spiral
nebula is a slow secular process. Year after year, and century after
century, the filament will be ejected without change of character—the
process may be compared to the paying out of a coil of rope. But the
tidal disruption of a star is a rapid, even cataclysmic event: within
a few years the emission of the filament starts, reaches a maximum,
declines, and ends. There is no steady paying out here; the process
ought rather to be compared to the discharge of a torpedo, or other
body which is thickest in the middle and tapers off at the two ends.
When a filament of this shape breaks up into condensations it will form
no long chain of similar masses, but a small number of unequal masses.
It is natural to conjecture a priori that large masses are likely to form
out of the central portions where matter is most plentiful, and smaller
masses at the ends where matter is scarce. Such a question cannot of
course be finally settled by a priori conjectures, but in the present case
an exact discussion of the problem indicates that the a priori view is
the right one, and suggests that the comparative abundance of matter
in the central part of the filament may provide an explanation of the
appearance of the more massive planets, Jupiter and Saturn, near the
centre of the sequence of planets. )

Obviously, if a tidal cataclysm can explain the existence of the
planets, it can also, in general terms at least, explain the existence of
the satellites of these planets. For immediately after the birth of any
planet, say Jupiter, the original situation repeats itself in miniature.
Jupiter now plays the part originally assigned to the sun, while either
the wandering star or the sun itself, or possibly the combination of the
two, acts the part of the tide-raising disturber. Again we get the emitted
filament, again the formation of condensations, and again, as the ulti-
mate result, a sequence of detached bodies with the most massive in
the middle. Since Jupiter, the sun, and the disturbing star all move
in the same plane, namely the plane of Jupiter’s orbit, it follows that
Jupiter’s satellites, when formed, ought also to move in this plane, as
in actual fact they are observed to do.

So long as we merely discuss the matter in general terms it looks
as though the process might go on for generation after generation, each
member of a family of satellites producing minor satellites to circle
round itself, and so on ad snfinitum. Common sense suggests that this
cannot go on for ever: there must be a limit somewhere. Exact calcula-
tion confirms the view of common sense, with the disconcerting addition,
that we are in danger of overstepping the limit if we attempt to account
for the whole of the satellites in the solar systemin the way just suggested.

I have already mentioned a mathematical formula which enables
us to calculate the masses of the bodies formed out of the condensations
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in the arms of spiral nebulae. The same formula puts us in a position
to calculate the masses of the planets which ought to be formed from
the filament drawn out of the sun. Let us suppose that when the tidal
cataclysm took place the sun had a radius equal to that of Neptune’s
orbit, and therefore a mean density of 5-5 X 10712, Let us suppose that
at the middle parts of the ejected filament the mean density was one-
tenth of this, or 5 -5 X 1078, Let us further suppose that the tempera-
ture of the ejected matter corresponded to a molecular velocity 4 X 10%,
this being about the molecular velocity of hydrogen or oxygen at their
ordinary boiling-points. Then our formula indicates that the masses
of the planets formed out of the middle parts of the filament ought to
be about 10% gm., a mass intermediate between those of Jupiter and
Saturn. This is satisfactory as showing that there is no numerical
difficulty in supposing Jupiter and Saturn to have come into being in
the way we have imagined. If we like to accept the tidal theory of
their birth, we can reverse our calculation and can calculate from
their present known masses what must have been the density of the
matter from which they were formed.

Naturally an inverted calculation of this kind is not applicable only
to Jupiter and Saturn; if the tidal hypothesis is correct, it must be
applicable to all the planets and to all their satellites. For example, the
first five satellites of Saturn all have masses of about 5 X 102 gm.; our
calculation shows that if these satellites came into being as gaseous
condensations in a filament, the gas in this filament must have been
anything from one to a million times as dense as lead. Such a conclusion
is, of course, preposterous: the only proper conclusion is that these
satellites cannot have originated as gaseous condensations.

This conclusion is not surprising, or even unexpected. Even now these
satellites, on account of the smallness of their mass, are incapable of retai-
ning a gaseous atmosphere, whence it follows that they can never have exis-
ted in the gaseous state. They must have been born either liquid or solid.

In this way we come upon the practical limitation to the possibility
of endless generations of satellites being born. Primarily it is that after
a time the satellites would be too small for their gravitation to hold
them together. A brief reprieve from the operation of this law is afforded
by the possibility of the matter liquefying or even solidifying before
it scatters into space, and it is probably owing to the operation of this
reprieve that all the satellites of the planets, and probably also the
smaller planets themselves, owe their existence.

What of our Earth, which interests us above all other planets? Its
present mass is rather too small to have been born out of a purely
gaseous filament, but we must remember that if it were born gaseous,
a large part of its mass might be immediately dissipated away into
space, the present Earth representing only a remnant of a once much
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more massive planet. This line of investigation leads nowhere. A more
promising line of attack is through a consideration of our satellite the
moon. The more liquid a planet was at its birth the less likely was it
to be broken up tidally by the still gaseous sun, but, in the event of this
breaking up taking place, the ratio of mass between satellite and primary
would be much nearer to unity than in the case of a wholly gaseous
planet. Thus, as we pass from planets which were wholly gaseous at
birth to planets which were wholly liquid, we ought to start from planets
with large numbers of relatively small satellites and, after passing
through the boundary cases of planets with a small number of relatively
large satellites, reach planets having no satellites at all. This is precisely
what we find in the solar system. Leaving Jupiter and Saturn each with
their nine relatively small satellites we pass through Mars with its two
satellites to the Earth with one relatively very large satellite, and after
this come to Venus and Mercury with no satellites at all. Proceeding
in the other direction from Jupiter and Saturn, we pass trough Uranus
with four small satellites to Neptune with one comparatively big satellite.
Looked at from this point of view, the Earth-Moon system figures as
the obvious boundary case between the planets which were originally
liquid and those which were originally gaseous, the corresponding
boundary case on the other half of the chain being Neptune. Thus we
can conjecture that Mercury and Venus were born liquid or solid, that
the Earth and Neptune were born partly liquid and partly gaseous, and
that Mars, Jupiter, Saturn, and Uranus were born gaseous.

We have already noticed that Mars and Uranus both have masses
which are too small for their positions in the sequence of planets. If the
planets were born out of a filament of continuously varying density, the
mass of Mars at birth ought to have been intermediate between that
of the Earth and that of Jupiter, and similarly the mass of Uranus at
birth ought to have been intermediate between that of Neptune and
that of Saturn. We have, however, just seen reasons for conjecturing
that the two anomalous planets, Mars and Uranus, were the two smallest
planets to be born in the gaseous state; they would therefore be likely
to lose more mass by dissipation of their outer layers than any of the
other planets. Let us introduce the supposition that Mars, and to a lesser
degree Uranus, lost large parts of their mass by dissipation into space;
let us suppose that they are mere fragments of what were originally
much more massive planets, then all anomalies disappear, and the
pieces of the puzzle begin to fit together in a very gratifying manner.

Nevertheless, and in spite of the high promise which the tidal theory
seems to hold out, it is far too early to claim that it can finally explain
the origin of our system; its claim to consideration at present is rather
that, so far as I know, it provides the only theory of that origin which
is not open to obvious and insuperable objections.



The Interior of a Star.
By A. S. Eddington, Cambridge (England).

The heaven's glorious sun
That will not be deep-searched with saucy looks;
Small have continual plodders ever won'
Save base authority from others’ books.
SHAKESPEARE, ‘‘Love’s Labour’s Lost.”

The first “saucy look” into the fiery regions lying deep below the
visible surface of the sun and stars is contained in a paper published
by HoMER LANE in 1870 ““On the Theoretical Temperature of the Sun”.
His theory was further developed by A. RITTER, Lord KEeLVIN, and
others; in particular the masterly work of R. EMDEN in his book Gas-
kugeln has been invaluable as a basis of recent advances. Progress in
thermodynamics and atomic physics has led to modifications of the
original theory and to further opportunities of advance, so that we
now appear to have reached a stage at which the study of the deep-
lying conditions enables us to predict to some extent the surface features
accessible to observation, and we may appeal to experiment to declare
that our professed knowledge of the interior is something more than
“base authority from others’ books”.

It greatly simplifies the problem if the material of a star can be
treated as a perfect gas; and most investigations refer to stars limited
by this condition. In HoMER LANE’s time it was doubtful if any such
stars existed; the density of the sun is 1-38, and there was at that time
no reason to doubt that this was typical of the densities of stars in
general. It is now known, however, that there are stars (“giant stars’)
with mean densities comparable to air or even to the density in a vacuum
tube. *These can evidently be regarded as composed of perfect gas; so
there will be no lack of opportunity for application to actual stars of
results obtained for a perfect gas. Moreover I have very recently been
led to suspect that all ordinary stars are in the state of a perfect
gas — even though in some cases the density is as great as that of
platinum. This revolutionary idea will be referred to later.

We shall take Capella as a typical gaseous star of low density since
our observational knowledge of it is especially accurate and complete.
The bright component of Capella is 4-2 times as massive as the Sun,
and it gives out 150 times as much light. In the main the greater
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brilliancy is due to its diffuseness; it has a much larger radiating surface
than the Sun. The temperature conditions on the Sun and Capella are
very similar, as is shown by the close resemblance of their spectra.
The temperature of the photosphere (i. e. of the layers from which
the light is coming) is about 5500° C. That is not so very high a tem-
perature judged even by terrestrial standards; but it is only the marginal
temperature of the furnace and affords no idea of the terrific*heat
within. By a calculation, which now appears fairly trustworthy, we
find that the temperature at the centre of Capella is about 8,000,000°,
and at least 90 per cent of the mass of Capella is at a temperature above
2,000,000°. The average density is .0026, about twice the density of
air; the density at the centre is probably 20 times greater.

We shall not attempt to explain in detail how these internal tempe-
ratures are calculated; but we may perhaps show that there is a clue
which can be followed up by appropriate mathematical methods.
Elasticity is a well-known property of a gas — familiar to everybody
through its practical application in the pneumatic tyre” What gives
the gas its elasticity or expansive force is its heat, that is to say the
energy of motion of its molecules hastening in all directions and tending
to spread apart. Now at any point inside a star a certain condition
of balance must be reached; on the one hand we have the weight of all
the layers above pressing down and trying to squeeze closer the gas
inside; on the other hand we have the elasticity of this gas inside trying
to expand and force the upper layers outwards. Since neither one thing
nor the other happens, and the star remains practically unchanged
for hundreds of years, we must conclude that these two tendencies just
balance. At each point therefore we must attribute to the gas the heat
which will give it just the elasticity needed to bear the weight of the
layers above. The heat distribution has therefore to satisfy a certain
condition, and it is from this condition that we are able to determine
numerical values of the temperature. To perform the calculation it is
necessary to know the average molecular weight of the gas constituting
the star. At first widely different values of the temperature were found
according to different hypotheses as to the chemical constitution of
the star; it was sheer speculation whether we ought to take the molecular
weight of hydrogen, carbon, iron, etc. We shall see later that this source
of difficulty has recently been removed by the discovery that at stellar
temperatures all the chemical elements (except hydrogen) have the
same ‘“‘molecular weight” within narrow limits.

These high temperatures are to be taken quite literally. Do not
imagine that a million degrees indicates a temperature so vast that
ordinary conceptions have broken down. Temperature is a mode of
describing the speed of motion of the ultimate particles of matter. In
helium at ordinary temperatures the average speed of the atoms is
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about 1 km. per sec.; at 4 million degrees it is 100 km. per sec. That is
not a speed to feel uncomfortable over, when you reflect that in the
laboratory physicists are accustomed to deal with atoms of helium
moving at speeds approaching 100,000 km. per sec. (& particles). I usual-
ly find ’)c(hat my physical colleagues are rather disappointed with the
jog-trot atoms in the stars.

Inside Capella then the atoms are rushing in all directions with
speeds of the order 100 km. per sec., continually colliding and changing
their courses. Each atom is pulled inwards by the gravitation of the
whole mass, and as continually boosted out again by collision with
the atoms below. The energy of this atomic motion constitutes a great
store of heat contained in the star; but it is only part of the store.
There is a store of another kind of heat, atherial heat or xther-waves
similar to those which bring us the sun’s heat across 150 million kilo-
metres of vacant space. These waves are also hastening in all directions
inside the star. They are encaged by the material as in a sieve which
prevents them leaking into outer space except at a slow rate. An ather-
wave making for freedom is caught and absorbed by an atom, flung out
again in a new direction, and passed from atom to atom; it may thread
the maze for hundreds of years until by accident it finds itself at the
confines of the star, free now to travel through space indefinitely, or
until it reaches some distant world and perchance entering the eye of
an astronomer makes known to him that a star is shining.

The possession of this double store of heat is a condition which
we do not encounter in any of the hot bodies more familiar to us. It
is true that a red-hot mass of iron contains a little of the wtherial heat
in addition to the heat of its molecules; but the ztherial heat is less
than a billionth part of the whole. Only in the stars, and more especially
in the giant stars, does the @therial portion rise to equal importance
with the material portion A red-hot metal emits @ther-waves but it
keeps no appreciable store; it converts its material heat into this form
as it is required for use The star rejects this hand-to-mouth method,
and although it is continually transforming heat from one form to the
other it keeps a thousand years’ supply of atherial heat always in readi-
ness and emits its radiation by leaking etherial heat from this store.
In older theories this novel feature ‘was not recognised; it was supposed
that convection currents must exist continually bringing up hot matter
from below to replace the surface-matter which had radiated and
cooled. But now the problem is reversed; we have to explain how the
star manages to dam back its store of &ther-waves so that they do not
leak from it faster than we observe.

This helps us over another difficulty which initially confronted those
who tried to calculate the internal temperature. In the older theory
it was necessary to know the adiabatic constant y — the ratio of specific



28 A. S. EDDINGTON:

heats of the material of the star This could only be guessed, since the
chemical nature of the material is still unknown Now in thermodynami-
cal problems radiation behaves in most respects like a material gas
with an adiabatic constant y = %; this is because the energy of wave-
motion is half kinetic and half potential; and % is the value of y for
a gas whose energy is half kinetic (molecular velocity) and half con-
cealed in internal or rotational motion of the molecules Whether we
should use the value of y for matter or =ther depends on whether the
material heat or the etherial heat is the more mobile — the more
rapidly conveyed from place to place seeking its equilibrium distrib-
ution, and accordingly having the first voice in deciding the temperat-
ure distribution, There is no question that the atherial heat flows
from place to place far more freely than the material heat moved by the
clumsy process of transferring material. Thus the value to be used
for y is the @therial value 4; and the value of y for the material gas
is no longer relevant. To use the technical terms, we have substituted
radiative equilibrium for convective equilibrium This amendment was
first urged by R. A, SAMPSON in 1894, but the state of thermodynamics
at that time did not admit of much development of the idea. Modern
researches on radiative equilibrium originated with the work of
K. SCHWARZSCHILD in 1906.

In the hot bodies of the laboratory the heat is almost entirely in the
material form. In the giant stars the heat is about evenly divided
between the material and etherial forms. Can we not imagine a third
condition in which the heat is almost wholly atherial, the material
portion being insignificant ? We can imagine it no doubt; but the inter-
esting, and I believe significant, thing is that we do not find it in nature
We shall consider this from a slightly different point of view, paying
attention to pressure instead of energy.

Light has mass and weight and momentum and exerts a minute
pressure on any object which obstructs it. A beam of light or ather-
waves is like a wind —a very feeb'e wind as a rule, but the intense
@therial energy rushing through the star makes a hurricane” This
wind distends the star; it bears to some extent the weight of the layers
of material, leaving less for the elasticity of the gas to bear. That, of
course, must be taken into account in calculating the internal tempera-
ture, making them somewhat lower than the original theory supposed.
The ancients imagined a giant Atlas who bore the weight of the skies
on his shoulders; at a point inside the star we have two Atlas’s bearing
the skies above, viz. the material pressure due to the elasticity of the
gas and the. atherial pressure due to the hurricane of @ther-waves.
How do these two Atlas’s divide the burden between them We find
that to a first approximation they share it in the same proportion
throughout the whole interior, and further this proportion depends
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only on the mass of the star and not on its density or even on its chemical
composition?). We again need to know the molecular weight, but I have
already promised to explain later how that is fixed We do not make
use of any astronomical knowledge in this calculation; all the constants
used in the work have been determined in our terrestrial laboratories.

Let us imagine a physicist on a cloud-bound planet who has never
heard tell of the stars setting to work to make these calculations for
globes of gas of various dimensions Let him start with a globe contain-
ing 10 grams, then 100 grams, then 1000 grams, and so on, so that his #*
globe contains 10" grams. The following table gives part of his results.

No. of Globe Ztherial Pressuve Material Pressure
30 -00000016 99999984
31 -000016 999984
32 -0016 -0984
33 106 -894
34 570 430
35 -850 150
36 *951 -049
37 -984 016
38 9951 *0049
39 0984 -0016
40 99951 *00049

You will see why I omit the rest of the table; it consists of long
strings of 0’s and 9’s: But for the 33rd, 34th and 35th globes the table
gets interesting, and then lapses back into 9’s and 0’s again Regarded
as a tussle between ®ther and matter to control the situation the contest
is too onesided to be interesting .except from Nos. 33 to 35 where some-
thing exciting is likely to happen.

What “happens” is — the stars.

We draw aside the veil of cloud behind which our physicist has
been working and let him look up into the skies. There he will find
a thousand million globes of gas all of mass between the 33rd and
35th globes. The lightest known star comes just below the 33rd globe;
the heaviest is just beyond the 35th. The vast majority are between
Nos. 33 and 34 where the critical struggle is beginning?2).

1) If the ratio of material to @therial pressure is f : (1 — f), the formula is
1 — f = -00309 M2putpt
where M is the mass {Sun = 1) and p is the molecular weight in terms of the
hydrogen atom.

2) The table is calculated with molecular weight 4. More recently it has been
ascertained that a lower value, about 2.2, should be taken for a typical star. But
we are about to apply the table to a discussion of the origin of a star, and must
therefore consider the conditions when it first begins to crystallise out of primordial
material; owing to the comparatively low temperature at this stage a higher
molecular weight is justified.
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It is remarkable that the matter of the universe has aggregated
primarily into units so nearly alike in mass. The stars differ from one
another widely in brightness, density, temperature, etc.; but they
mostly contain about the same amount of material I think we can
now form a general idea of the cause of this, although the details of the
explanation may be difficult. Gravitation is the force drawing the
matter together; it would if unresisted gather more and more material
building globes of enormous size. Against this, radiation-pressure is
the main disruptive force (doubtless assisted by the centrifugal force
of the star’s rotation); its function is to prevent the accumulation of
very large masses. But this countervailing tendency, as we see from
the table, only begins to be appreciable when the mass has already
nearly reached the 33rd globe; it then rises so rapidly that before the
35th globe is reached it must perform whatever it is capable of per-
forming. Somewhere between these two limits the balance is reached
and the accumulation of mass is stopped; the precise point will depend
on the rotation and possibly on other causes of disturbance affecting
the particular star considered. All over the universe the masses of the
stars bear witness that the gravitational aggregation proceeded just
to the point at which the opposing force called into play became too
strong to allow a continuance.

We have hitherto pictured the inside of a star as a hurly-burly of
atoms and @ther-waves; we must now introduce a third population
to join in the dance. There are vast numbers of free electrons — unatta-
ched units of negative electricity. More numerous than the atoms
(perhaps 20 times as numerous) the electrons dash about with a hundred-
fold higher speed corresponding to their small mass which is only tg'r5
of a hydrogen atom. These electrons have come out of the atoms,
having broken away at the high temperatures here involved. An atom
has been compared to a miniature solar system: a composite central
nucleus carrying a positive charge corresponds to the sun, and round
it revolve in circular and elliptic orbits a number of negative electrons
corresponding to the planets. We know the number of satellite electrons
for each element: sodium has 11, iron 26, tin 50, uranium 92. Our
own solar system with eight revolving planets would represent an atom
of oxygen. There is a general law that the number of satellite electrons
is roughly equal to half the atomic weight of the element.

This solves for us the difficulty in deciding what value to adopt
for the molecular weight of the material of a star. Each of the free
electrons has to be reckoned as a separate “molecule’’; it exerts the same
pressure as a gas-molecule would do. In terrestrial gases a number of
atoms combine to form a molecule, but in the stellar gas:an atom splits
up into a number of molecules. The molecular weight is thus less than
the atomic weight. If the temperature is high enough all the satellite
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electrons are set free and become independent molecules; and since
their number is about half the atomic weight the average weight per
molecule is just about 2. For example an atom of sodium seprataes
into 12 molecules, viz., 11 electrons 4+ 1 nucleus; its atomic weight
of 23 therefore corresponds to a weight of 23 or 1-92 per molecule.
For iron the atomic weight of 56 is divided between 27 particles, giving
an average molecular weight 2:07. For tin we have 119 divided by 51;
average 2-34; and so on. It is very fortunate that we are thus able to
assign within narrow limits the molecular weight of stellar material
although we do not know its chemical composition. I should mention,
however, that hydrogen is an exceptional element; its atom breaks up
into a nucleus and 1 electron giving molecular weight 0-5. I have
sometimes been tempted to think that the youngest stars might consist
largely of hydrogen which was gradually being converted into heavier
elements, the energy set free by this process providing the main source
of the heat radiated by the stars; but a hydrogen star would on account
of the lower molecular weight differ so widely from stars composed of
other material that this view seems to be quite untenable. I do not
think we can admit more than a very moderate admixture of hydrogen
in the material of a star; and the evolution of heavier elements must
be far advanced before the stellar stage is reached.

Stellar temperatures are not quite high enough to detach all the
satellite electrons; but except for the heaviest atoms the process is
nearly complete. For example in Capella sodium has lost all its
electrons, but iron retains 2 out of the 26; tin retains 3 or 4 out of 50.
The possibility of calculating the condition of an atom of any
element at given density and temperature is due partly to the
thermodynamical theory initiated by NERNST, and partly to exten-
sive determinations of the inner structure of the atoms revealed by
x-ray experiments. ‘

From the observational standpoint the important thing to determine
is not how much heat is stored up in the star but how fast this heat
leaks out. We therefore turn now to the consideration of the laws which
govern the flow of heat from the interior to the outside of the star.
The immediate cause of this flow is the temperature-gradient from the
centre to the outside; as already explained the internal distribution
of temperature can be calculated, so we know the temperature-gradient.
But in order to calculate the flow of heat which results it is necessary
also to know what is obstructing the flow, namely the opacity or ab-
sorption-coefficient of the material through which the radiation must
force its way. If we knew the opacity we could calculate the intensity
of this flow of radiation, which starts as a modest stream near the
centre and gathers strength as it pursues its course to the outside; on
emergence from the star it passes across space to our telescopes where
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its intensity can be measured directly with the bolometer or more
easily deduced from its luminous quality.

The procedure may be reversed. From the observed intensity of
the emitted radiation the unknown opacity of the stellar material can
be found. Thus the data for Capella show that its opacity is about
120 C.G.S.units. This means that a screefi of stellar material of thickness
such as to contain 3y gm. per sq.cm. would let through only 1/e
(e = 2:718) of the radiation falling on it. To illustrate the significance
of this let us enter Capella and find a region where the density is equal
to that of the atmosphere in which we live; a slab of the material only
5 cms. thick would form a screen so opaque that only ¥ of the radiation
falling on one side of it would get through to the other side, ithe rest
being absorbed in the material. It seems at first surprising that 5 cms.
of gas could stop the ether-waves so effectually, but we might have
anticipated something like this from our general physical knowledge.
Different names are given to @ther-waves according to their wave-
length. The longest are the Hertzian waves used in wireless telegraphy;
then come the invisible heat waves, then light waves, then photographic
or ultra-violet waves. Beyond these we have x-rays, and finally the y-rays
emitted by radioactive substances. Where in this series are we to place
the @ther-waves in the interior of a star? It is solely a question of
temperature, and at stellar temperatures the ather-waves are x-rays —
more precisely, they are very “soft” x-rays. Now x-rays, and especially
soft x-rays, are strongly absorbed by all substances. The opacity which
we have found for Capella has about the usual value of the opacity of
substances to x-rays measured in the laboratory.

It is gratifying to be able to measure the absorption of x-rays inside
a star and find a result similar to that obtained by physicists who
experiment on terrestrial substances in the laboratory. It is of even
greater interest if the stellar experiment turns out to be not a mere
repetition but an extension of the laboratory experiments, so that
the influence of conditions unattainable in terrestial surroundings may
be traced. A careful examination shows that the correspondence be-
tween the stellar and the terrestrial absorption-coefficients is not so
close as at first sight appeared. In the laboratory the absorption varies
very rapidly according to the wave-length of the radiation that is being
absorbed. By using stars of different temperatures we can also experi-
ment over a considerable range of wave-length, and the astronomical
result is that the absorption is neaily independent of wave-length;
we cannot yet detect with certainty whether it increases or decreases.
Here is a striking contradiction. Further the laboratory results to which
I have referred apply to radiation between 1 and 2 Angstrém units,
whereas the radiation in Capella is in the main between 5 and 10 units.
If we extrapolate the results for Capella according to the stellar law —
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that the wave-length does not make much difference — then we agree
with the terrestrial results; but if we extrapolate the laboratory results,
using the laboratory law, we arrive at exceedingly high absorption
at 5 to 10 Angstrém units far exceeding the value found in Capella.
To understand the cause of this difference of behaviour in terrestrial
and stellar conditions we must plunge into the midst of those problems
of atomic physics which are most exercising physicists at the present
day. We started to explore the interior of a star; we find ourselves
exploring the interior of an atom.

It is now generally agreed that when aether-waves fall on an atom
they are not absorbed continuously. The atom lies quiet, waiting its
chance, and then suddenly swallows™a whole mouthful at once. The
waves are done up in bundles called quanta and the atom has no option
but to swallow the whole bundle or leave it alone. Generally the mouth-
ful is too big for the atom’s digestion, but the atom does not stop to
consider that; it falls a victim to its own greed — in short it bursts.
One of its satellite electrons shoots away at high speed, carrying off
the surplus energy which the atom was unable to assimilate. This
bursting could not recur continually unless there were some counter-
process of repair. The ejected electrons travel about meeting other
atoms; after a time a burst atom meets a loose electron under suitable
conditions and induces it to stay and heal the breach. The atom is
now repaired and ready to swallow another quantum as soon as it
gets the chance.

From this cause a difference arises between the absorption of x-rays
in the laboratory and in the stars. In the laboratory the atoms are
ted very slowly; we can only produce in small quantities the bundles
of x-rays which they swallow. Long before the atom has a chance of
a second mouthful it is repaired and ready for it. But in the stars the
intensity of the x-rays is enormous; the atoms are gorged and cannot
take advantage of their abundant chances. We must allow for this
saturation effect, which does not appear in terrestrial experiments.
The consumption of food by the hungry hunter is limited by his skill
in trapping it; the consumption by the prosperous profiteer is
limited by the strength of his digestion. Laboratory experiments test
the skill of the atom in catching quanta; stellar experiments test how
quickly it can repair itself after the absorption of one quantum so as
to be ready to deal with another. The theory of the stellar absorption
coefficient thus depends on a study of the process of repair of the shat-
tered atom, that is to say on the conditions of capture of electrons by
atoms. '

The most satisfactory theory of the process of electroncapture is
contained in a remarkable paper by H. A. KrRAMERS published in No-
vember 1923. On applying his theory to stellar material at temperatur T°

Seeliger-Festschrift. 3
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and density @, we find that the absorption coefficient will be proportional
to @/T%; there is also a rather complicated correcting factor which may
be neglected in a first approximation since it does not vary much in
the range with which we are concerned in the stars. KRAMERS’ theory
not only gives the law of variation but also the absolute value of the
absorption for any density and temperature, so that we have sufficient
information to predict the outflow of radiant energy from a diffuse star of
given mass and density. For Capella the predicted value of the absorption
turns out to be about { of that actually observed. It is difficult to know
how much stress should be laid on the want of precise agreement. The
predicted amount varies a little with the assumed chemical composition
and other uncertain factors in the constitution of the star; but the limits
of uncertainty are restricted and it is not easy to find an excuse for the
disagreement by a factor of 8. Whether a fuller knowledge will improve
the agreement or not, I have little doubt that KRAMERS' process of
capture actually occurs in the stars and contributes to the absorption-
coefficient. It is possible, however, that the major portion — the
remaining § — arises from some additional mode by which atoms can
capture electrons, perhaps unimportant in terrestrial conditions and
therefore not brought to the attention of KRAMERS.

The writer had previously proposed a different theory of capture
which also leads to the law of absorption ¢/7%. When an electron meets
an atom, we can trace its path through the interior of the atom under
the electrical forces prevailing there. It has been shown by experiments
on scattering that we have sufficient knowledge to do this correctly.
In a small proportion of cases the track will be such that the electron
actually hits the nucleus. We have at present no theoretical means
of foretelling what will be the result of this collision, which must occur
at enormous speed since the nucleus strongly attracts the electron;
but if the speed of rebound is a trifling fraction less than the speed of
impact the electron will have insufficient energy left to escape from
the sphere of attraction of the nucleus — in other words capture has
taken place. Let us assume provisionally that the great majority of
the electrons which hit the nucleus suffer this loss and become captured;
on calculating the absorption coefficient which results from this hypo-
thesis we find a value which agrees as closely as possible with astro-
nomical observation. It may be remarked that the electrons captured
by KRAMERS' process do not hit the nucleus so that the captures here
postulated are additional; further KRAMERS' theory does not deal
with the question what happens to electrons whose tracks are inter-
rupted by meeting the nucleus, so that we are not interfering with his
scheme. At the same time there are certain difficulties in the nuclear
theory of capture, which become apparent in a detailed technical
discussion; and notwithstanding its perfect agreement with astro-
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nomical observation, I am not very confident that it can be maintained
in its present form.

We shall shelve the difficulty attending the prediction of the ab-
solute value of the absorption, and now concentrate attention on the
law that the absorption is proportional to ¢/T% which is common to
both theories. Indeed very general considerations indicate that a law
approximately of this form must hold. The densities and temperatures
of the stars vary very widely, so that it might be thought that we should
obtain widely different values of the absorption from different stars.
But to a large extent the fluctuations of ¢ and of T% cancel one another,
the less dense stars having the lower temperatures. Indeed our earlier
study of the distribution of density and temperature in a star shows
that for stars of equal mass ¢ is proportional to 73, so that the absorp-
tion is constant except for the comparatively unimportant factor 7~ %.
Not only does this proportion hold between different stars but between
different parts of the same star; this simplifies the problem, since the
absorption-coefficient will then vary comparatively little throughout
the main part of a star. The comparative constancy of the absorption
occurs only in comparing stars of nearly the same mass but different
temperatures; for stars of different mass a much wider variation appears.

By gathering together the various threads of investigation we are
now in a position to predict the total radiation and hence the absolute
brightness of any star which is not too dense to behave as a perfect
gas. The one uncertain constant (the constant factor multiplying
¢/T% may be settled by astronomical observation of a single star,
preferably Capella; the formula is then complete and ready to be tested
on any other star. It turns out that the absolute brightness should
depend mainly on the mass; the other condition required to specify
the nature of the star, viz., its spectral type or the surface-temperature
corresponding to its type, has relatively small influence; but the effect
of this factor is duly given by the formula and may be applied as a smalt
correction in the comparison between theory and observation. Unfortuna-
tely Capella is the only star of low density for which the mass and abso-
lute magnitude have been determined by direct methods. By indirect
methods we can find the requisite data for certain eclipsing variables
and for the Cepheid variable stars; these are found to agree very well
with the formula, but perhaps the test scarcely inspires so much con-
fidence as if the masses and luminosities had been determined in the
more usual way.

If it were not necessary to limit the test to diffuse stars likely to
obey the laws of a perfect gas, a great many direct determinations of
mass and absolute brightness would be available to check the theoretical
formula. If we boldly compare the data for dense stars with the formula,
a great surprise awaits us. The theory developed for a perfect gas predicts

3*
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corrvectly the magwitudes of the sun and even denser stars. In a recent
investigation I have collected the masses and absolute magnitudes of
about 35 stars, extending over practically the whole range of stellar
mass from # to 30 times the sun’s mass and of absolute magnitude from
— 4 to + 12; more than half of these are dense stars to which we should
scarcely have expected the theory to apply; yet the average discordance
between the predicted and observed magnitudes is only 40756, the
greater part of which may reasonably be attributed to observational
error. The test of the theory is almost too successful; the stars agree
with it irrespective of whether they ought to agree or not!

When we state that matter is in the condition of a perfect gas we
are ascribing to it a definite compressibility, namely, if the pressure
is doubled the matter will be compressed to double the density. If the
results here reached are to be taken at their face value, they indicate
that stellar material retains this compressibility even in stars with
density greater than water. An ordinary terrestrial gas placed under
high pressure so as to reach the density of water, becomes almost in-
compressible; doubling the pressure will make only a trifling increase
of density. If stellar material were in that stage our theory of a perfect
gas would be quite inapplicable, and in fact the absolute brightness
would be much reduced?!). Hence, unless we have been greatly misled,
we must accept the conclusion that in stellar conditions matter may
remain a perfect gas, even when its density is as great as that of water
or (in some stars) of platinum.

It is perhaps natural at first sight to dismiss this conclusion as ab-
surd, and assume that there must have been some false step in the rather
intricate investigation. But I think on the other hand that we have
only been led — in a very roundabout way — to a conclusion which
is almost obvious from modern physical theory though it does not seem
to have occurred to anyone previously. In terrestrial gases the atoms
occupy a finite bulk; they behave approximately as rigid spheres with
radii of the order 1078 cm. The upper limit to the compression of a gas
is due to these spheres coming into contact; when they are packed as
tightly as possible the maximum density is reached. But in the stars
these atoms have been broken up, as already explained; what is left
of the iron atom has aradius of about 2:107% cm., whilst of the lighter
atoms there remains only the bare nucleus having a radius less than
10712 cm. Not until the density reaches 100,000 times greater value
will these multilated atoms or ions begin to pack tightly. At the trifling
density of water or of platinum the tiny stellar ions have plenty of room

1) For two reasons; firstly the internal temperature and temperature-gradient
would be smaller because not so much heat is needed by the gaseous material
to prevent it from ‘‘giving”’ under the weight of the outer layers; secondly the

absbrption is increased because Q/TZ‘ is greater than for a perfect gas.
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to behave as in a perfect gas. The ideal gas is one whose molecules are
of infinitesimal size, and the condition in a star which breaks up the
atom into very much smaller bodies brings the material nearer to
this ideal.

Thus it is quite natural in a star to have perfect gas of the density
of platinum. The stars with which .we have tested ‘the theoretical
formula are after all not the wrong stars. None of the ordinary
stars have densities at all approaching the maximum density of stellar
matter, so that there is no occasion for the formula to fail. And
the test is so well fulfilled that we are tempted to hope that it is now
possible to deduce the mass of a star from observation of its absolute
brightness, or the absolute brightness from observation of its mass.

I do not think we need be greatly concerned as to whether these
rude attempts to explore the interior of a star have brought us to any-
thing like the final truth. We have, I think, gained an insight into
the varied factors participating in the problem. The results already
attained correspond well enough with observation to encourage us to
think we have begun at the right end in disentangling the problem, and
we do not anywhere come across difficulties which seem likely to be
insuperable. Especially do we realise that in a star matter exists in
its simplest condition; and it is a much more promising subject for
investigation by the mathematical physicist than the complex structure
of matter at lower temperatures. And if in this article I appear to be
trusting toorashly to present-day theories, pressing them to the remotest
conclusions, I would plead that by doing so their possible defects may
best be brought to light and remedied.

In ancient days two aviators procured to themselves wings. Daedalus
flew safely through the middle air and was duly honoured on his landing.
Young Icarus soared upwards towards the Sun till the wax melted
which bound his wings, and his flight ended in fiasco. In weighing their
achievements there is something to be said for Icarus. The classical
authorities tell us he was only ‘doing a stunt’ but I prefer to think of
him as the man who certainly brought to light a constructional defect
in the flying-machines of his day. So too in Science. Cautious Daedalus
will apply his theories where he feels confident they will safely go; but
by his excess of caution their hidden weaknesses remain undiscovered.
Icarus will strain his theories to the breaking-point, till the weak joints
gape. For a spectacular stunt? Perhaps partly; that is only human.
But if he is not yet destined to reach the Sun, and solve finally the
riddle of its constitution, we may at least hope to learn from his
journey some hints to build a better machine.



Die ruhenden Kalziumlinien.

Ein Beitrag zur Kosmogonie der O-Sterne und der
Planetarischen Nebel.

Von Hans Kienle, Gottingen.
Mit 3 Abbildungen.

Bei der Einordnung der Planetarischen Nebel in das allgemeine
Schema der Sternentwicklung ergaben sich gewisse Schwierigkeiten, die
bis heute noch nicht vollkommen {iberwunden werden konnten. Wollte
man diese Gebilde im Sinne der alten kosmogonischen Anschauungen
an den Anfang der Sternentwicklung setzen, so widerstreitet dem die
groBe Seltenheit, mit der die Planetarischen Nebel auftreten (Gesamt-
anzahl nach Lick XIII: 96), sowie die Tatsache, daBl ihr Vorkommen
am Himmel ortlich eng begrenzt ist. Die gleichen Griinde verbieten
auch die Auffassung, daB3 die Gasnebel zusammen mit den Wolf-Rayet-
Sternen (denen sie in spektraler wie auch in stellar-statistischer Be-
ziehung nahe stehen) ein normales Durchgangsstadium, und zwar den
auf der Mitte des Weges liegenden Hohepunkt der Sternentwicklung
im Sinne LOoCKYER-RUSSELLS darstellen. Man muf3 vielmehr annehmen,
was schon RuUSsSerLL und HERTzSPRUNG getan haben und was durch
EDDINGTONS Arbeiten theoretisch verstdndlich geworden ist, daBl diese
Gebilde seitene Ausnahmezustinde verkorpern, die zu erreichen nur
wenigen Individuen beschieden ist. Eine groBe Schwierigkeit bleibt
aber auch dann noch unbehoben, auf welche die statistische Unter-
suchung der Motus peculiares gefithrt hat. Befreit man die beob-
achteten Radialgeschwindigkeiten ¥V, der Sterne von dem EinfluB3
der Apexbewegung (V), dann erhdlt man nach weiterem Abzug einer
fiir die einzelnen Spektralklassen verschiedenen Konstanten K eine
von M bis B absteigende Reihe durchschnittlicher ,,Eigengeschwindig-
keiten“ ¥, wie die zuletzt von GYLLENBERG angegebenen Zahlen deut-
lich veranschaulichen:

Typus Vs K
B 7,0 km/sec -+ 4,3 km/sec
A 11,8 ’» + 0,1 »
F 14,5 5 + 0,2 »
G 15,8 » — 0,8 »
K 159 +36 .
M 17,2, + 5,3 »
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Aus dieser Reihe fallen die Planetarischen Nebel mit durchschnitt-
lich 30 km/sec vollkommen heraus. Es scheint kein stetiger Ubergang
zu diesem Werte vorhanden zu sein, weder am Anfang noch am Ende
der Spektralreihe. Im gleichen Sinne weichen, worauf wir gleich an
dieser Stelle hinweisen wollen, die frither mit M d bezeichneten lang-
periodischen Verdnderlichen von den iibrigen Sternen ab.

PrLASKETTS eingehende Untersuchungen tiber die Spektra der O-Sterne
haben es sehr wahrscheinlich gemacht, daB diese Spektra sich in sinn-
gemidBer Fortsetzung der auf die Linienintensitdt gegriindeten Ein-
teilung an die B-Sterne anschlieBen lassen als 05, 06,...09, Bo.
Wirklich liickenlos ist nach den verschiedenen Untersuchungen iiber die
spektroskopischen Parallaxen der B- und A-Sterne der weitere Anschlufl
von B iiber A nach F. Die Frage, die uns im folgenden beschiftigen
wird, ist die, ob sich die Verbindung von O und B nicht noch durch
weitere Tatsachen festigen 148t und ob es nicht vielleicht mdglich ist,
von O auch noch eine Briicke zu schlagen zu den Planetarischen
Nebeln (P). Wir kniipfen dabei an eine Erscheinung an, die man bis
vor nicht allzu langer Zeit noch als Seltenheit ansah, die aber beginnt,
sich als ganz allgemeines Charakteristikum dieser ,,frithesten* Typen
zu entpuppen. Wir meinen die ,,ruhenden Kalziumlinien®.

Die ,,ruhenden* oder, wie man richtiger sagte, scharfen Linien H
und K des Kalziums, deren Natur seit ihrer Entdeckung durch HART-
MANNY) im Jahre 1904 Gegenstand mehrfacher Diskussionen gewesen
ist, sind, soviel 14Bt sich mit aller Bestimmtheit sagen, an ein bestimm-
tes Entwicklungsstadium der Sterne gekniipft. Sie sind bisher bei
keinem Stern aufgefunden worden, dessen Spektraltypus spéter als B 5
ist, und zeichnen sich dadurch aus, daB sie im Gegensatz zu den breiten
und diffusen Wasserstoff- und Heliumlinien, die das Spektrum dieser
Sterne beherrschen, schmal und scharf sind und dafl sie an den peri-
odischen Verschiebungen der iibrigen Linien, soweit solche vorhanden
sind, gar nicht oder nur mit geringerer Amplitude teilnehmen. Bei
einer Reihe von Sternen ist es gelungen, neben diesen besonderen
Kalziumlinien auch die normalen aufzufinden, welche die gleichen Ver-
schiebungen wie die anderen Linien des Spektrums aufweisen und die
theoretisch bei keinem Typus frither als B3 auftreten konnen. Es
besteht kaum ein Zweifel dariiber, daB da, wo die scharfen Kalzium-
linien keine unverinderliche Lage aufweisen, die periodischen Schwan-
kungen auf den EinfluB der nicht getrennt sichtbaren normalen (und
schwachen) Linien zuriickzufiihren sind, und es 148t sich ein in den
meisten Stadien bereits durch typische Sterne zu belegender konti-
nuierlicher Ubergang schaffen von den Spektren mit nur scharfen
und ruhenden Kalziumlinien zu denen mit nur normalen, an den

1) Astrophys. Journal Bd. 19, S. 268.
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Schwankungen der tibrigen im vollen Umfange teilnehmenden Linien,
iiber die Spektren, in denen die Amplitude der Kalziumlinien kleiner
ist als die der iibrigen Linien. ‘

Wichtig fiir die Deutung des Phidnomens sind noch eine Reihe
empirischer Feststellungen, auf die an dieser Stelle hingewiesen sei:
die gleichen Eigenschaften wie die Linien H und K des Kalziums
konnten von Mi3 HEGER?) und von PLASKETT?) in einer Reihe von
Fillen auch fiir die beiden D-Linien des Natriums aufgezeigt werden,
und es ist hier besonders interessant, wie die unmittelbar benachbarte
Dj-Linie des Heliums neben den beiden Komponenten D; und D, des
Natriums periodisch hin nnd her pendelt wihrend eines Umlaufs des
spektroskopischen Doppelsternpaares. Im Spektrum des aus mehrfachen
Griinden oft untersuchten Systems f-Lyrae sind neben den periodisch
variierenden auch anormale Linien des Wasserstoffs vorhanden, die
genau wie die Kalziumlinien unverdnderlich ihre Lage beibehalten.
Nach neueren Mitteilungen I. S. PLASKETTS ?) treten die scharfen Kal-
ziumlinien nicht nur in den Spektren friiher B-Sterne, sondern in praktisch
allen O-Spektren und in den Spektren der Kerne der planetarischen
Nebel auf, ja sie sind vielfach auch iiber die breiten Emissionen in den
Spektren der Wolf-Rayet-Sterne als scharfe Absorptionen gelagert.
SchlieBlich kennt man sie seit langem in den Spektren der neuen Sterne,
wo sie dadurch auffallen, daB sie allein auf normale Radialgeschwindig-
keiten fithren (von der GréBenordnung --10 km), wihrend die starken
Verschiebungen der iibrigen Linien, als Dopplereffekte gedeutet,
radiale Bewegungen bis zu — 2000km ergeben (Violettverschiebung
der Emissionslinien!).

Ohne uns damit auf einen bestimmten Standpunkt beziiglich der
Deutung der Linienverschiebungen festzulegen, werden wir im folgenden
im AnschluB an den allgemeinen astronomischen Gebrauch und mit
Riicksicht auf die der Literatur zu entnehmenden Beobachtungsergeb-
nisse alle Linienverschiebungen in km/sec angeben. Zur iiberschlags-
weisen Orientierung sei bemerkt, dafB in dem fiir uns im allgemeinen
in Betracht kommenden Bereich (1 = ca. 4000 A) einer Rotverschiebung
von 1 A eine Radialgeschwindigkeit von - 75 km/sec entspricht und
daB die diffusen Linien in den O- und B-Spektren teilweise Breiten von
mehreren A haben.

Es darf wohl angenommen werden, daf3 die im vorstehenden skiz-
zierte besondere Kalziumabsorption anderen physikalischen Bedingun-
gen ihre Entstehung verdankt als das iibrige Sternspektrum. Man braucht
dabei aber keineswegs, wie dies gewdhnlich geschieht, an eine richtige
», Kalziumwolke®, sei sie nun interstellarer Natur oder sei es eine aus-
gedehnte Sternatmosphire, zu denken. Ist doch in den letzten Jahren

1) Lick Obs. Bull. Bd. 10, S. 59 u. 141.
2) Monthly Notices of the Royal Astr. Soc. Bd. 84, S. 80.
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oft genug darauf hingewiesen worden, welch wichtige Rolle die Anregungs-
bedingungen (Temperatur!) spielen, wie eng der unserer Beobachtung
bei Verwendung aller zu Gebote stehenden Hilfsmittel zugingliche
Wellenldngenbereich (3800 bis 6800) und wie begrenzt damit die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Auftreten der charakteristischen Linien der
Elemente in den Sternspektren ist. Wenn wir daher im folgenden
gelegentlich der Kiirze halber uns des Ausdrucks ,,Kalziumwolke® be-
dienen, so geschieht dies unter allem Vorbehalt.

Es sind bisher zwei verschiedene Hypothesen iiber den Sitz der
besonderen Kalziumabsorption aufgestellt worden:

A. Das von dem Stern ausgesandte Licht durchsetzt auf seinem Weg
zur Erde eine dunkle interstellare Kalziumwolke. Die Kalziumlinien
haben dann eine unverinderliche Lage, und die aus ihrer konstanten
Verschiebung abgeleitete Radialgeschwindigkeit wird im allgemeinen
nicht iibereinstimmen mit der Radialgeschwindigkeit des Sternes bzw.
des Schwerpunktes des Doppelsternsystems.

B. Der Stern ist eingehiillt von einer ausgedehnten Kalzium-
atmosphidre, die im Falle eines spektroskopischen Doppelsternsystems
weit iiber die Bahn hinausgreift und nur an der Translation des ganzen
Systems, nicht aber an der Bahnbewegung teilnimmt. In diesem Falle
muf natiirlich die aus den Kalziumlinien abgeleitete Geschwindigkeit
innerhalb der Beobachtungsgenauigkeit iibereinstimmen mit der Schwer-
punktsgeschwindigkeit, abgesehen von der im folgenden erwihnten
Moglichkeit.

Wihrend HARTMANN noch die erste Hypothese als die wahrschein-
lichere betrachtete, entschieden die im Laufe der Jahre hinzukommenden
Beobachtungen immer mehr zugunsten der zweiten. Es féllt hier vor
allem die eingangs erwihnte Tatsache ins Gewicht, dal die scharfen
Kalziumlinien nur innerhalb des Bereiches der héchsten Sterntempera-
turen auftreten. Die Hypothese B ertffnete eine Moglichkeit zur
Priifung der von EINSTEIN geforderten Rotverschiebung der Spektral-
linien in starken Gravitationsfeldern; denn die Kalziumlinien entstehen
in einem Gebiet mit wesentlich geringerem Potential als die eigentlichen
Sternlinien. FREUNDLICH?!) hat seinerzeit einen Versuch in dieser Rich-
tung unternommen, der auch zu einem positiven Ergebnis gefiihrt hat.
Indessen war das ithm zur Verfigung stehende Material viel zu spdrlich,
als dafl man dem Resultat groBe Beweiskraft hitte zusprechen kénnen.
Durch eine bald darauf von Younc?2) versffentlichte umfangreiche Liste
von B-Sternen wurde denn auch das FREUNDLICHsche Ergebnis sehr
in Frage gestellt; denn KRUSE3) bemerkte in einem Referat, daf3 die
Differenzen zwischen der Systemgeschwindigkeit 7, und der aus den

1) Phys. Zeitschr. Bd. 20, S. 561.
2) Publ. Dominion Astrophysical Observatory Victoria Bd. 1, S. 17.
3) Naturwissenschaften 1921, S. 483.
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Kalziumlinien abgeleiteten Geschwindigkeit V¢, sich gleichmiBig iiber
positive und negative Werte verteilen.

Es schien also, als ob auch die Hypothese B nicht in ihrer urspriing-
lichen Form zutreffe, vielmehr die Geschwindigkeit des Systems und die
der Kalziumwolke merklich voneinander verschieden seien. Indessen
glaubte Youne die auftretenden Differenzen im Hinblick auf ihre Klein-
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ADbb. 1. Haufigkeitskurven der Differenzen Vg — Vi, nicht mehr gangbar, da

(Young, 2 Oe-, 20 B-Sterne) bei seinen Beobach-
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erscheinen zu lassen.

Es ist nun von groBer Wichtigkeit, zu entscheiden, ob der empirische

Befund wirklich zu der SchluBfolgerung berechtigt, daB wir es hier
mit reellen Geschwindigkeitsdifferenzen zu tun haben.

Abb. 2. Haufigkeitskurven der Differenzen Ve — Vo,
(PLASKETT, 10 Oe-, 20 O-, 8 B-Sterne)

1) Anmerkung bei der Korrektur. Erst nach Drucklegung des vorlie-
genden Aufsatzes erhielt ich durch Herrn LunENDORFF Kenntnis von einem Auf-
satz in Astr. Nachr. Bd. 212, 3, in dem auch schon der Zusammenhang zwischen
O-Sternen und planetarischen Nebeln auf Grund vorliegender Messungen von
Radialgeschwindigkeiten untersucht wird. Ich méchte nicht unterlassen, darauf
hinzuweisen, vor allem, weil dort auch schon der von PLASKETT vorgeschlagene
Ausweg der Vereinigung der beiden Hypothesen A und B diskutiert wird.
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Gehen wir zundchst rein statistisch vor, indem wir die Verteilung .
der Differenzen durch Abzdhlung in Intervallen von je 5 km/sec
untersuchen, so ergeben sich fiir die Differenzen V,—V, die folgenden
Bilder. Die Differenzen V,—V, gruppieren sich nicht um den Mittel-
wert 0, sondern zeigen eine deutliche Bevorzugung positiver Werte,
bei PLASKETT ausgesprochener als bei Young. Die Hauptmasse der
Sterne YounGs schlieit sich sehr gut einer Gaussschen Fehlerkurve
an mit der Symmetrielinie bei + 2,5 km/sec und einem mittleren
Fehler von 9,3 km/sec. SchlieBt man die vier extremen und voll-
kommen isoliert liegenden Werte aus, beschrinkt sich also auf
— 20 < (Vx—Veca) < + 30, dann erhdlt man:

Vie—Vca = +2,5 km/sec, & =-+7,0 km/sec (Kurve II)

Bei PLASKETT gestaltet sich das Bild wesentlich anders. Bei einer
ausgesprochenen Bevorzugung positiver Werte (25 von 38) ist die ganze
Verteilung sehr viel ungleichméBiger, und ist es kaum moglich, sie durch
eine Gausssche Fehlerkurve wiederzugeben. Rein formal erhielte man
die Symmetrielinie bei + 12,5 km/sec, den m. F. zu 4 12,5 km/sec.
Es zeigt sich nun aber, daB} die extremen Werte durchweg von Sternen
geliefert werden, in deren Spektrum neben den Absorptionslinien auch
Emissionslinien auftreten, und daB bei einer Reihe von Sternen die
Kalziumlinien variabel sind, ihre Verschiebung daher unsicher ist.
In der Figur sind diese Anzahlen punktiert eingezeichnet. SchlieBt
man sie aus, dann wird die formal giinstigste Darstellung erzielt durch
die Kurve II, deren Konstante sind:

Ve—Vea=+17,5 = 2,1 km/sec, & =-9,3 km/sec

Die Streuung der Einzelwerte ist erheblich und fiihrt auf wesentlich
groBere mittlere Fehler, als nach der von den Beobachtern angegebenen
inneren Genauigkeit zu erwarten wire. Indessen darf nicht vergessen
werden, dalB3 bei diesen Spektren mit ihren breiten und diffusen Linien
die systematischen Fehler meist einen sehr hohen Betrag erreichen, wie
aus dem Vergleich der von verschiedenen Beobachtern gemessenen
Radialgeschwindigkeiten ein und desselben Sternes hervorgeht. Die
meisten der obigen Messungen gehen auf nur einen Beobachter
zuriick; eine Elimination der systematischen Fehler hat also nicht
stattgefunden.

Da ein systematischer Unterschied zwischen den Geschwindigkeiten
V4 und ¥V, offenbar vorhanden ist, ist es wichtig, zu entscheiden,
welche der beiden Geschwindigkeiten die ,,richtige® ist; richtig in dem
Sinne verstanden, daf sich im Mittel daraus die normale Apexbewegung
der Sonne ergibt. Geht man auch hier rein statistisch vor — wir unter-
driicken die entsprechenden Tabellen und Figuren als unwesentlich —,
so gelangt man zu folgenden Ergebnissen:
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a) Die aus den Kalziumlinien abgeleiteten Geschwindigkeiten stim-
men im Mittel iiberein mit den entsprechenden Komponenten der Sonnen-
bewegung und fiihren auf die gleichen durchschnittlichen Absolut-
geschwindigkeiten, wie CAMPBELL und GYLLENBERG sie fiir die Gesamt-
heit der B-Sterne gefunden haben. Es ist ndmlich:

K = — 0,2 km/sec, V = 6,5 km/sec bei YOUNG
+ 0,6 4,4 ,, PLASKETT

b) Die aus den iibrigen Linien des Spektrums abgeleiteten Geschwin-
digkeiten geben einen positiven K-Effekt von betrichtlicher GroBe
und die durchschnittlichen Absolutgeschwindigkeiten ndhern sich dem
groBen Wert fiir die Planetarischen Nebel. Es ist ndmlich:

K = 4+ 6,6 km/sec, V = 13,8 km/sec bei YoUNG
+ 45 24,0 ,, PLASKETT

AbschlieBend gewinnen wir also aus diesen orientierenden statisti-
schen Betrachtungen den Eindruck, daB die ,,Kalziumwolken* relativ
zum Sternsystem ruhen, daB bei den Sternen selbst aber besondere Ver-
haltnisse vorliegen. Lassen wir die beobachteten Linienverschiebungen
als reelle Radialgeschwindigkeiten gelten, dann fallen diese Geschwindig-
keiten sowohl wegen ihrer GroBe als auch wegen der einseitigen Be-
vorzugung positiver Werte aus dem allgemeinen Rahmen heraus.

Versucht man dem Kern des Problems durch genauere Rechnungen
niaher zu kommen, dann st6B8t man sofort auf erhebliche Schwierigkeiten.
Das von YounG gesammelte Material ist sehr heterogen und unvoll-
standig. Schlieft man nach den von YounG selbst gegebenen Anmer-
kungen alle unsicheren Objekte aus, dann bleiben nur 15 Sterne iibrig,
die sich auf einen zu engen Spektralbereich verteilen (B 0 bis B 3), als
daB sich bei der groBen Ungenauigkeit der einzelnen Werte irgendein
Gang zu erkennen geben kénnte. Wir werden daher diese Zahlen hier
nicht fiir sich diskutieren, sondern sie nur unten in anderem Zusammen-
hange mit verwerten.

Das umfangreichere und in sich homogenere Material PLASKETTS
gestattet eine Unterteilung nach verschiedenen Gesichtspunkten. Wir
behalten zunichst die Gruppierung nach Himmelsgegenden bei, in
welcher Form PLASKETT seine Resultate mitgeteilt hat. Der besseren
Ubersicht wegen stellen wir die Ergebnisse der angestellten Rechnungen
in einer einzigen Tabelle zusammen. Unter # steht jeweils die Anzahl
der zur Mittelbildung herangezogenen Sterne, in Klammern beigefiigt
die Anzahl der Sterne, bei denen die Geschwindigkeit V, variabel ist,
von denen aber keine Bahnbestimmung vorliegt. In diesen Fillen
sind die Geschwindigkeiten von PLASKETT nur auf ganze Kilometer
angegeben, und in den folgenden Rechnungen wurde diesen Sternen das
Gewicht 1, den anderen das Gewicht 2 erteilt. ¢ bedeutet den m. F.
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einer Differenz V,—V¢, von mittlerem Gewicht, so wie er formal bei

der Ausgleichung hervorgeht; in Klammern beigefiigt sind die Werte,

welche nach den von PLASKETT angegebenen wahrscheinlichen Fehlern

der einzelnen Geschwindigkeiten zu erwarten wiren. Schliefllich ent-

halten die beiden letzten Spalten der Tabelle die durchschnittlichen

Absolutgeschwindigkeiten nach Befreilung von Apexbewegung und
K-Effekt“. (Alles in km/sec.)

Tabelle 1
" \ Ve-Vea | Ve-Vg l Vea-Vo ‘ c Ve | Poa
Perseus. . .. | 6 (4)| —29,6 £ 4,9 —43,6 = 3,7| —12,6 £=3,1|F12,1 (2,5)! 5.4 5.4
Monoceros. . | 6 (4)| +20,3 &= 2,2/ +19,5 + 2,3/ + 0,0 =04+ 6,6 (2,1)] 4,7 0,9
Cygnus I .. |5 )|+ 5,2 44 + 88+ 48 + 4,2-10,7+10,7 (3,3)] 89 1.3
.. s ()] + 884 2,2+ 7,84 2,9 — 1,121 4,8(2,0) 53 41

O5ebis Bze [11 (5)| — 7.7 10,0l —14,0 ==10,1] — 5,7 #£3,7/-£33,3 (3.1)| 31,1/ 10,5
O5 bis O7 .| 7 (2)+182+ 3,2/ +19.8 £ 52 + 25121‘4— 8,6 (2,8)] 7,11 4,0
5) )
4) )

O8 und O9. |11 (5)] +15,6 £ 59 +158 £ 6,9 + ozizo’ 23,8 (2,1)[ 17,6/ 4,3
B1und B2. | 7 ( —4-21,3 (2,7) 22,2] 4,2

— 1,24 81— 2,0:1:10,3|— o,oizé

In der Perseusgegend sind alle Differenzen negativ, und es erreicht
vor allem Ve,—V, wesentlich grofere Werte als in irgendeiner der
anderen Gruppen. PLASKETT hebt hervor, daB ‘“the calcium lines in
the stars in this region are not so strong and sharply defined . .. than
elsewhere’’; vier von den Sternen haben variable, nur auf wenigen
Beobachtungen beruhende Geschwindigkeiten. In der Monoceros-
gruppe fillt ein Stern stark heraus (BD 4+ 11°1204), bei dem die
Differenz V,—Vc, = —42,7 km/sec betrdgt, wihrend alle anderen
Sterne positive Differenzen ergeben. Der Stern hat ein B-Spektrum
mit Emissionslinien; er wurde aus dem Gruppenmittel, das er stark
einseitig beeinflussen wiirde, ausgeschlossen. Das gleiche gilt von
ACephei in der Gruppe Cygnus II. Er hat das Spektrum OGe

und liefert eine Differenz ¥V, — V¢, = — 59,2 km/sec, wihrend alle
anderen Differenzen dieser Gruppe zwischen + 9 und + 17,5 km/sec
liegen.

Sieht man von diesen Ausnahmen, auf die wir sogleich zuriickkom-
men werden, zunichst ab, dann lassen sich die folgenden Gemeinsam-
keiten feststellen:

a) Die Differenzen V,—V, sind durchweg kleiner als die Dif-
ferenzen V,—V .

b) Die Streuung der Differenzen V,—V ist wesentlich kleiner als
die der V,—V,.

c) Die Sternlinien zeigen bei 3 Gruppen eine Rotverschiebung,
bei der Perseusgruppe eine Violettverschiebung gegeniiber den Kalzium-
linien.
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d) Die Kleinheit der Zahlen in-der letzten Spalte legt den SchluB nahe,
daB die Geschwindigkeiten der ,,Kalziumwolken® der einzelnen Sterne
einer Gruppe nicht unabhingig sind, sondern daB es sich um teilweise
gleichgerichtete ,,Bewegungen® der ,,Kalziumwolken*, vielleicht iiber-
haupt jeweils nur um ein und dieselbe ausgedehnte Wolke handelt.

Gewisse andere Ziige treten in Erscheinung, wenn wir zu einer
Gruppierung nach Spektraltypen iibergehen, wie dies in der 2. Abteilung
der Tabelle geschehen ist. Man erkennt jetzt vor allem das besondere
Verhalten der Sterne mit Emissionslinien: im Mittel eine Violettverschie-
bung der Sternlinien gegeniiber den Kalziumlinien bei einer aulerordent-
lich starken Streuung, die kaum erlaubt, dem Mittelwert eine einheit-
liche Deutung zu geben. Auch sonst ist die Streuung in den neuen
Gruppen groBer als in denen nach Himmelsgegenden, wodurch der oben
gewonnene Eindruck verstidrkt wird, daB es sich bei den auftretenden
Differenzen in den gemessenen Radialgeschwindigkeiten um Gemein-
samkeiten in den Bewegungen rdumlich benachbarter Sterne handle.

Im iibrigen aber legt der Verlauf der Zahlen doch die Vermutung
nahe, daB3 die systematische Verschiebung der Sternlinien gegen die
Kalziumlinien bei den friihesten Typen grofier ist und gegen die B-Sterne
hin abnimmt, so daB es nicht ganz unberechtigt erscheint, hier nach
tieferen Zusammenhingen zu suchen. Handelt es sich bei den auftreten-
den Differenzen zwischen V, und V¢, wirklich um eine vom Spektral-
typus abhingige Erscheinung, dann muB sich diese deutlicher zu er-
kennen geben, wenn wir unser ganzes Material zusammenfassen, d. h.
die Sterne aus YounGs Liste hinzunehmen und gleichzeitig innerhalb
enger Bereiche des Spektraltypus mitteln. Die Sterne mit Emissions-
linien scheiden dabei ganz aus; iiber ihr Verhalten wird noch zu sprechen
sein. Die Tabelle 2 enthilt alle nétigen Zahlenangaben.

Tabelle 2

Sp Ve—Vea Gew. B-R V-V Gew B-R Vea-Vo
kmfsec km/sec km/sec | km/sec km/sec

(O8] + 25,4 2 + 21 + 25,2 2 + 2,9 —0,2
6 + 13,1 6 — 69 + 13,7 6 — 55 + 0,6

7 + 23,4 3 + 6,6 + 28,4 3 + 12,4 + 5.0

8 + 18,0 8 + 4,5 + 17,3 9 + 4.4 — 0,7

9 + 12,8 7 + 2,5 + 94 8 — 0,3 — 3.4
Bo + 6.4 3 — 0,6 + 3,5 3 — 31 —2,9
1 + 3,0 14 — 0,8 + 4,1 14 + 0,7 — 1,1

2 — 16,0 7 — 16,6 — 19,5 7 — 19,8 — 3,5

3 + 3,7 7 + 6,4 + 541 6 + 80 + 1,4

5 + 7.6 1 + 16,7 + 11,7 2 + 10,9 -+ 4,1

Die Differenzen Vy—Vc, und V,—V_ lassen sich durch lineare
Formeln, die Differenzen V¢,—V, durch eine Konstante gut dar-
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stellen. Wihlen wir als spektrale Einheit 0,4 Harvard-Klassen, so fiihrt
die Ausgleichung auf die folgenden Zusammenhinge:

Ve—Vea=+70 =324 (Sp. —BO0), & = =4-18,9 km/sec

+2,5 41,02

Ve—Vy =+66 —3,15 (Sp. —B0), &==%235
+3,0 +£1,24

Vea—Vey = —0,44 40,80 6g=4 62

& ist der m. F. einer Differenz vom Gewicht 1. In der nebenstehen-
den Figur sind die Verhiltnisse bildlich zum Ausdruck gebracht. Rech-
nung und Figur bestitigen vollkommen, daf} die ,,Kalziumgeschwindig-
keiten® unabhéngig 05 6 7 8 9 B0 7 2 3 ¥4 5

T T T T 1 T

vom Typus stets ;rm/ke/'( L
identisch mit den + 60

Sonnengeschwindig- |

keiten sind, wahrend o)
die ,Sterngeschwin- %0 x
digkeiten* beimFort- *

schreiten von B nach
O positiv anwachsen. 20

Koénnen wir ange- 4
sichts dieser merk-
wiirdigen Gesetz- 0

maBigkeit die von 1
PLaskeTT gegebene

201 x e = Beobachtungen
Deutung aufrecht er- . 4 ° =§°£bffﬂﬁgtei
halten, daBl wir es 30 % @ - ;;);;;:::;:
bei den Differenzen . Gewicht 7
Ve—Ve mit wirk- [« . x
lichen relativen Radi- 501 X = Steme mit Emissionslinieny
algeschwindigkeiten _ | x —-—= Gerade + 7,0 - 8,24 (8p. ~ B 0)
zwischen einem Stem 1 = = Differenz V¢, - Vo

und einer ,,Kalzium- Abb. 3. Darstelh.mg .der Differenzen V,— Ve, .(Ordi-
wolke® zu tun ha- naten) in Abhangigkeit vom Spektraltypus (Abszissen).
ben? Es ist allerdings zu bedenken, daB die zur Verfiigung
stehenden Objekte aus nur wenigen Gruppen am Himmel benach-
barter Sterne stammen, daB also eine gemeinsame Bewegung nicht
unbedingt von der Hand zu weisen ist. Aber gerade die wenigen
negativen Differenzen, die vorkommen, sind {iber alle Gruppen verteilt
und haben nur geringes Gewicht, wihrend der lineare Abfall der Rot-
verschiebung mit dem Spektraltypus so auffallend ist, daB man darin
doch etwas anderes als reelle Radialgeschwindigkeiten sehen mochte.
Denkt man an einen Gravitationseffekt im Sinne EINSTEINS, wobei die
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Kalziumwolke so weit ausgedehnt zu denken ist, daB fiir sie das Potential
nur noch gering ist, dann erhilt man fiir das Produkt m?d*%, wo m
die Masse, 0 die mittlere Dichte der betreffenden Sterne ist, ziemlich
hohe Werte, die entweder groBe Masse oder groBe Dichte oder beides
erfordern, wie aus der folgenden kleinen Tabelle hervorgeht:

Tabelle 3
: p——
Sp. Ym2o S(m=100) M(F=1)
B1 6,3 0,025 16
09 17,1 0,50 71
07 27,9 2,17 147
(O] 38,7 5,8 241

Unter 0 steht die mittlere Dichte (Sonne = 1) unter der Voraussetzung
einer Masse von 100 Sonnenmassen, unter # die Masse (Sonne = 1),
wenn die. Dichte gleich der Sonnendichte ist. Obwohl die Werte fiir
m und O keineswegs auBerhalb des Bereiches der Mdoglichkeit liegen,
ist dieser Deutung doch nicht allzu groBes Gewicht beizulegen. Was
aber auf alle Fille bestehen bleibt, ist die GewiBheit, daf3 es sich hier
um Sterne handelt, die von der Norm ganz betrichtlich abweichen.

Wir haben oben die Sterne mit Emissionslinien ausgeschieden
und sie in der Figur durch X besonders hervorgehoben. Sie zeigen ein
abweichendes Verhalten, wie man aus folgenden Mittelwerten, nach dem
Spektraltypus gruppiert, ersehen mag.

Tabelle 4
Sp. Vi=Veca | Gew. \ Va-Vo ’ Gew. | Vea-Ve ‘ Gew.
O s5e — 17 km/seci 2 ‘ — 25 km/sec! 2 | — 3 km/sec 3
6 —33 6 | —43 ] 6 —7 7
718 |+ 23 o |+ 16 6 | =7 6
09—B2 |—12 3 1= 09 | 3 +5 4

Uber die Feststellung hinaus, daB diese Sterne, die sich iiber alle
bei der Untersuchung der Sterne mit Absorptionslinien verwendeten
Gruppen verteilen, sich dem allgemeinen Bilde nicht einordnen, 1483t
sich hier kaum etwas Weiteres aussagen; die Anzahl der Sterne ist zu
klein, die Beobachtungsgenauigkeit im einzelnen viel zu gering, als daB
die Unterteilung nach Spektralklassen irgendwelche GesetzmiBigkeiten
aufzudecken vermdochte.

Zam SchluBl kommen wir auf die eingangs aufgeworfene Frage zu-
riick: Lassen sich aus den diskutierten Linienverschiebungen Schliisse
ziehen auf die kosmogonische Stellung der O-Sterne und der Planeta-
rischen Nebel? Wir stellen kurz alle Zahlen (in km/sec) zusammen,
die uns in dieser Hinsicht wichtig erscheinen.
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Linien { Sp. P ’ 05-09 Bo-3 B A F. G K M M1e - M8e
_ Ca — 6,8 4,2
V{ Abs. — 13,1 13,8 7,0 11,8| 14,5| 15,8| 15,9| 17,2 33,4
Em. 30,3 31,1 — 30,9
Ca — — 04 |—0,3
K{Abs. — + 16 o |+43+01|+02{— 08|+ 3,6+ 53| — 0,2
Em. |+ 1,1| (—12,7)| — — 11,7

Der mittlere Teil der Tabelle enthilt die oben bereits angefiihrten
Zahlen GYLLENBERGS fiir ¥ und K. An diese Zahlen haben wir links
die fiir die B- und O-Sterne von uns gefundenen und die fiir die Plane-
tarischen Nebel aus Lick XIII abgeleiteten angefiigt, rechts die von
MEeRrILL fiir die Me-Sterne angegebenen Werte, und zwar getrennt,
je nachdem die Kalzium-, die Absorptions- oder Emissionslinien benutzt
wurden. Auf Grund dieser Zahlen gelangen wir zu folgenden Schliissen:

a) Alle Objekte, in deren Spektren Emissionslinien auftreten (Plane-
tarische Nebel, O-Sterne und langperiodische Verdnderliche der Klasse M),
zeigen dieselbe groBle Absolutgeschwindigkeit von 31 km/sec.

b) Soweit Absorptions- #nd Emissionslinien vorhanden sind, er-
scheinen die letzteren nach Violett verschoben (also qualitativ iiber-
einstimmend mit den bei den Novae gemachten Erfahrungen).

c) Die Kalziumlinien ergeben keinen K-Effekt und setzen die Rethe
der von M nach B abnehmenden Absolutgeschwindigkeiten bis O 5 fort.

d) Die Absorptionslinien fithren auf einen von B3 bis O35 stark
anwachsenden positiven K-Effekt und auf Absolutgeschwindigkeiten,
die rund doppelt so grofB3 sind wie fiir die B-Sterne im Mittel.

Wie immer wir auch die verschiedenen Zahlen deuten wollen, so
stellen sie keine normale Fortsetzung der die Hauptmasse der Sterne
umfassenden Spektralklassen dar. Hilt man an PLASKETTS Deutung
fest, dann handelt es sich um Sterne mit relativ groBen Geschwindig-
keiten, und ihr Vorkommen ist eng verkniipft mit kosmischen Staub-
wolken. Die Novae wiirden sich dann dieser Sterngruppe einordnen
nach MaBgabe der Theorie v. SEELIGERS. Es ist aber auch sehr wohl
moglich, daB wir es hier mit gewissen instabilen Zustdnden zu tun haben,
bei denen grofe Massen unter dem EinfluB relativ hohen Strahlungs-
druckes eine teilweise Auflésung erleiden. Die Planetarischen Nebel
wiren in diesem Falle der Durchgangszustand, in dem die ausgestrahlte
Materie ihre gréfite Ausdehnung erreicht hat, die Novae jene Objekte,
bei denen das Instabilwerden sich ,katastrophal® vollzieht. Eine
Priifung dieser verschiedenen Moglichkeiten wird erst moglich sein,
wenn noch weiteres Material iiber die ruhenden Kalziumlinien vorliegen
wird, vor allem fiir die Wolf-Rayet-Sterne und die Planetarischen Nebel.
Gerade das Studium der an beide Enden der Spektralreihe vorldufig nur
lose sich ankniipfenden Ausnahmeerscheinungen wird den Schliissel lie-
fern zu manchem Raitsel, das die Kosmogonie heute noch fiir uns birgt.

Seeliger-Festschrift. 4



Die Bgdeut’ung
von Farbenhelligkeitsdiagrammen
fiir das Studium der Sternhaufen.

Von P. ten Bruggencate, Gottingen.
Mit 8 Abbildungen.

1. Russell-Diagramme fiir Sternhaufen. Die Aufzeichnung von
Russell-Diagrammen fiir kugelf6rmige und offene Sternhaufen hat sich
als ein Mittel erwiesen, nicht nur Parallaxenabschidtzungen fiir die
Haufen zu erhalten, sondern auch tiefer in die kosmogonische Stellung
der Sternhaufen einzudringen.

Es soll deshalb damit begonnen werden, die wichtigsten Punkte,
die bei der Betrachtung der Diagramme auffallen, zu besprechen. Leider
ist das Material, das mir zur Verfiigung stand, sehr klein, so dal manche
Schliisse nur vorldufigen Charakter haben. Den Diagrammen liegen
die folgenden Kataloge iiber Helligkeit und Farbe der einzelnen Sterne
zugrunde:

Messier 13: SHAPLEY, Thirteen hundred stars in the Herculis
cluster, Mt. Wilson Contr. 116.

Messier 3: SHAPLEY, Photometric catalogue of 848 stars in M. 3,
Mt. Wilson Contr. 176.

Messier 11: SHAPLEY, The galactic cluster M. 11, Mt. Wilson Contr.
126.

Messier 37: v. ZEIPEL, Photometrische Untersuchungen der Stern-
gruppe M. 37. K. Sv. Vet. Ak. Hdl. Bd. 61, Nr. 15.

Messier 67: SHAPLEY, A catalogue of 311 stars in M. 67, Mt. Wilson
Contr. 117.

Schon ein flichtiger vergleichender Blick auf die fiinf Diagramme
zeigt, daB die fiinf Haufen in drei Gruppen zerfallen: Messier 13 und
Messier 3 bilden die erste Gruppe; M. 11 scheint mit M. 37 verwandt
zu sein; M. 67 dagegen ist wohl eine Sterngruppe ganz anderer Art,
M. 13 und M. 3 werden zu den kugelférmigen Haufen gezdhlt, M. 11
und M. 37 zu den offenen und M. 67 deutet SHAPLEY?) auf Grund von
Vergleichen zwischen den Haufensternen und denen der Umgebung
als ,,a condensation in an ordinary stellar field*.

1) Mt. Wilson Contr. 126, p. 2.
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Wir wollen nun die Diagramme fiir die Sternhaufen vergleichen
mit dem Russell-Diagramm fiir das Sternsystem. Dieses zeigt, daB
sich die Riesensterne unserer Umgebung im groBen und ganzen in
einem horizontalen Ast anordnen und daB sich der Ast der Zwerge
zwischen den Spektralklassen Ao und Fo etwa bei der absoluten
Helligkeit + 270 nach rechts unten loslostl). Hat man ein Doppel-
stern- oder mehrfaches Sternsystem, bei welchem die einzelnen Kom-
ponenten Riesen sind, aber verschiedene Masse besitzen, so ist es eine
bekannte Erscheinung, daB die Verbindungslinien der Komponenten
im Russell-Diagramm eine schridge Stellung besitzen, die sich einfach
dadurch erklart, dal die kleinere Masse ihre Entwicklung rascher durch-
lduft als die groBe. Stellt man sich nun eine Gruppe von sehr vielen
gleich alten Sternen vor, und zeichnet fiir eine solche Gruppe das Russell-
Diagramm, so wird sich kein horizontal verlaufender, sondern ein ge-
neigter Ast der Riesen ergeben. Wir wollen den geneigten Ast der
Riesensterne oder die zunehmende Helligkeit bei réter werdender Farbe
geradezu als Kriterium fiir eine Gruppe gleich alter Sterne ansehen.
Bei verhdltnismidfig jungen Sterngruppen ist es sehr wohl denkbar,
daB ibr Russell-Diagramm nur den geneigten Ast der Riesen zeigt und
ein Zwergast noch gar nicht vorhanden ist.

Die Russell-Diagramme fiir Sternhaufen werden natiirlich mehr
oder weniger beeinfluBt durch fremde Sterne, die keine wirklichen
Glieder der Gruppe sind. Die Stérungen werden besonders grof3 bei den
offenen Haufen.

Die Diagramme (I und II} der Kugelhaufen M. 13 und M. 3 zeigen
ganz deutlich das Kriterium einer Gruppe gleich alter Sterne. Das
gleiche zeigt auch der Haufen M. 11 (Diagramm III) und auch noch —
aber weniger deutlich — der offene Sternhaufen M. 37 (Diagramm IV).
Es ist wohl anzunehmen, daB3 dieser Haufen, der in der Aurigawolke
eingebettet liegt, schon eine betrichtliche Anzahl fremder eingefangener
Sterne verschiedenen Alters enthalt, wodurch dann sofort eine wviel
gleichméafigere Verteilung der Riesensterne nach Helligkeit und Farbe
entsteht. Dies ist zweifellos der Fall bei M. 67 (Diagramm V), wo jedes
Kriterium fiir den gemeinsamen Ursprung der Haufensterne fehlt.
Das Russell-Diagramm fiir M. 67 bestdtigt deshalb die SHAPLEYsche
Vermutung, daB M. 67 etwas anderes ist als die gew6hnlichen offenen
Haufen, ndmlich nur eine Verdichtung in einem gewdhnlichen Stern-
feld. Durch diese kurzen Andeutungen soll gezeigt werden, wie mit
Hilfe der Russell-Diagramme vielleicht ein kontinuierlicher Ubergang
gewonnen werden kann von den stark konzentrierten Kugelhaufen
bis zu den offensten Sterngruppen.

Der Hauptunterschied zwischen den Diagrammen der Kugelhaufen
M. 13 und M. 3 und dem Russell-Diagramm fiir das Sternsystem besteht

1) Annual Report Mt. Wilson 1921, p. 270.
4%
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nicht in dem geneigten Riesenast — was wohl zuerst auffillt —, denn
er erklirt sich zwanglos aus der Annahme eines gleichen Alters aller
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Haufensterne. Er liegt vielmehr im Aufspalten des einen Astes von
Riesensternen bei beiden Haufen in zwei Aste bei einem Farben-
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index von etwa -+ 0770, also bei den Spektraltypen F7 und F8. Dieser
kritische Punkt ist bei M. 3 ganz deutlich ausgeprigt; bei M. 13 ist er
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weit weniger scharf zu erkennen wegen der geringen Anzahl vermes-
sener, schwacher Sterne. Es ist jedoch héchst wahrscheinlich, da3 seine
Lage in beiden Haufen nach Farbe und absoluter Helligkeit die gleiche
ist. Wir haben in den Diagrammen nichts anderes vor uns als eine zwei-

Russellsches Diagramm fiir Messier 3.

Abb. 2.
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dimensionale Darstellung des SHAPLEYschen Phinomens der kritischen
Helligkeit in der Sternentwicklung?!). SHAPLEY hat die Haufigkeitskurven
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noch kurz zuriickkommen. Bemerkenswert

der Leuchtkrifte der
Sternein den Haufen
M. 2, 3, 5, 13, 15Y)
und 68 2) untersucht
und bei jeder Haufig-
keitskurve ein sekun-
ddres Maximum ge-
funden. Diese Haufig-
keitskurven ergeben
sich gleichsam als
Projektion der Sterne
des Diagramms auf
die Achse der Hellig-
keiten. Da bei jedem
der genannten Hau-
fen ein sekundires
Maximum  auftritt,
so besteht auch in
jedem . zugehérigen
Russell - Diagramm
der kritische Punkt.
Denn das sekundire
Maximum kann nur
auftreten durch die
Abspaltung des hori-
zontalen Astes vom
geneigten Riesenast.
Leider steht mir kein
anderes Material als
das hier benutzte zur
Verfiigung, um diese
Frage auch bei ande-
ren Haufen zu verfol-
gen. Auf die kosmo-
gonische Bedeutung
des kritischen Punk-
tes in den Russell-
Diagrammen der Ku-
gelhaufen mochte ich
im dritten Abschnitt
ist es, festzustellen,

1) SmAPLEY: Mt. Wilson Contr. 155. 2) SuapLEY: Mt. Wilson Contr. 175.
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daB er mur bei den Kugelhaufen auftritt und nicht bei den offenen
Haufen M. 11, 37 und 67.

>

mdex
.

+760 Farben-

+740

T .

+

Russellsches Diagramm fiir Messier 37.
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Bei M. 11, der noch am meisten Verwandtschaft mit den typischen
Kugelhaufen hat, zeigt das Russell-Diagramm einen nach rechts unten
verlaufenden Ast von Sternen, der sich zwischen a5 und f5 vom geneigten
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Riesenast losl6st. Dieser Ast stellt die Zwergsterne des Haufens dar.
Bei M. 37 haben wir eine ganz #hnliche Erscheinung; der Ansatz der
Zwergsterne ist mehr nach der blauen Seite zu verschoben, entsprechend
A der bedeutend groBe-
ren Anzahl frihér
Spektraltypen in
M. 37 im Vergleich
zu M. 11. Hier sind
die Sterne schwicher
als 1375 bestimmt
Zwerge. Es sei noch
. aufmerksam gemacht
. auf die groBe Liicke
im Diagramm von
M. 37 bei hellen Ster-
nen der Farben a7y
bis 10, wahrend der
den Kugelhaufen
niher verwandte
Haufen M. 11 diese
nicht aufweist. Auch
bei den Kugelhaufen
ist sie nicht vorhan-
den. Dafiir liegt bei
diesen in diesem Be-
reich der Kkritische
Spaltungspunkt. Bei
den kosmogonischen
. Betrachtungen im
* . dritten Abschnitt ist
- diese Feststellung von
. Wichtigkeit.BeiM.67,
einem Haufen, der
sehr arm ist an Ster-
nen blauer Spektral-
typen, zeigt das Dia-
gramm einen Ansatz
§g des Zwergastes bei
= den Farben 0 bis g5.
2. Die Ableitung der Haufenparallaxen aus den Russell-Dia-
grammen. Die iiberraschende Ahnlichkeit des Russell-Diagramms
von M. 37 mit dem Diagramm fiir die Sterne des Sternsystems,
wie es z.B. im Annual Report of the Director of the Mt. Wilson Obs. fiir
1921 sich findet, hat mich zuerst auf die Moglichkeit hingewiesen, die
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Russell-Diagramme von Sternhaufen zu Parallaxenabschitzungen zu
benutzen.

Wenn auch hinsichtlich der Farbe der Ansatz des Zwergastes bei den
drei Haufen M. 11, M. 37 und M. 67 etwas variiert — eben abhingig
von der Reichhaltigkeit der Sterngruppe an blauen Spektraltypen —,
so scheint mir doch die Hypothese, daB die Ablosung des Zwergastes
vom Ast der Riesen bei allen Haufen bei der gleichen absoluten Hellig-
keit geschieht wie bei den Sternen des Sternsystems, groe Wahrschein-
lichkeit zu besitzen und jedenfalls brauchbar zu sein, um die Parallaxen
der GroBenordnung nach abzuschitzen.

Die Loslosung des Zwergastes vom horizontalen Riesenast findet
bei den Sternen des Sternsystems bei einer absoluten Helligkeit von
+ 270 ( @ = 071) stattl). Bei den offenen Haufen M. 11, 37 und 67
ist es moglich, diejenige scheinbare Helligkeit ziemlich genau festzu-
legen, bei der sich der Ast der Zwergsterne vom Ast der Riesensterne
loslost. Indem man nun — nach der gemachten Hypothese — diesen
abgelesenen scheinbaren Helligkeiten die absolute Helligkeit -+ 270
zuordnet, hat man eine Abschdtzung der Parallaxe gewonnen. Bei den
Kugelhaufen M. 13 und M. 3, fiir welche Diagramme gezeichnet werden
konnten, liegt die Sache nicht so einfach. Hier kann man nur diejenige
scheinbare Helligkeit angeben, oberhalb welcher sicher kein Abtrennen
der Zwerge moglich ist. Dies liefert dann Maximalparallaxen. Be-
sonders bei M. 13 sind viel zu wenig schwache Sterne vermessen, um
sagen zu konnen, ob sich in dem beobachteten Helligkeitsintervall
ilberhaupt schon ein Zwergast loslost. Wieweit bei einer Gruppe
gleich alter Sterne ein Ast der Zwerge ausgebildet ist, hingt wesentlich
vom Alter der Sterngruppe ab. Ist das Alter der Gruppe kleiner als
die Entwicklungsdauer eines Sternes normaler Masse vom roten Riesen
bis zum f-Zwerg, so kann kein Zwergast auftreten. Die Schwierigkeit
bei diesen Betrachtungen liegt darin, dal man keinerlei zuverldssige Ab-
schdtzung der Zeit bei den Vorgidngen der Stellarastronomie machen kann.
Es soll nur angedeutet werden, dal3 theoretisch sehr wohl eine Sterngruppe
denkbar ist, deren Russell-Diagramm plétzlich abbricht. Bei den typi-
schen Kugelhaufen ist es allerdings sehr unwahrscheinlich, dal ihre
Russell-Diagramme keinen Zwergast enthalten wegen des stark konzen-
trierten Hintergrundes sehr schwacher Sterne, den die Kugelhaufen zeigen.

Im folgenden handelt es sich daher bei M. 13 und M. 3 um Maximal-
parallaxen, bei den offenen Haufen um eine Abschétzung der wirklichen
Parallaxen. Aus den Diagrammen findet man, dafl der abseluten Hellig-
keit + 2®0 in den Sternhaufen:

Messier 3 13 11 37 67
die scheinbaren Helligkeiten 16.0 15.5 14.0 13.0 13.0

1) Annual Report Mt. Wilson 1921, p. 270.



58 P. TEN BRUGGENCATE:

entsprechen. Aus der Gleichung
M=m+545-logm
erhilt man dann sofort die Parallaxenwerte:

Messier 7 7 (SHAPLEY) v (SCHOUTEN)
3 = 0700016 0700007 0700055
13 = 00020 00009 00075
11 = 00025 00014 00055
37 = 00063 00040 00250
67 = 000063 00025 00100

Zum Vergleich sind in den letzten Spalten die Parallaxen von SHAPLEY
und SCHOUTEN angegeben.

Wir wollen nun umgekehrt vorgehen und bestimmen, bei welcher
scheinbaren Helligkeit in den einzelnen Haufen die Trennung von
Zwergen und Riesen stattfinden muB}, unter Annahme der SHAPLEYschen
und SCHOUTENschen Parallaxen,

SuaprLEYS Parallaxen.

Messier m (fir M = +270 Bemerkung
3 -+ 17.75 SHAPLEYS Parallaxen viel-
13 17.25} leicht zu klein
11 16'25] SHAPLEYS Parallaxen be-
37 14'0()} stimmt zu klein
67 15.00
ScuoUTENS Parallaxen.
Messier m (fir M = + 270) - Bemerkung
3 -+ 13.30 fast lauter Zwerge]l un-
13 12.60 lauter Zwerge }méglich
11 13.30 moglich
37 10.00 lauter Zwerge, unméglich
67 12.00 moglich

Die Bemerkungen in der letzten Spalte ergeben sich sofort aus den Deu-
tungen, die wir den Diagrammen der Haufen im ersten Abschnitt ge-
geben haben.

Es ist interessant, noch die Parallaxe anzufiihren, die KoPFF fiir
M. 13 gefunden hat!) bei Benutzung der KAPTEYN-SCHOUTENschen
Methode. In dem von ihm benutzten Helligkeitsintervall scheint die
ausgeglichene Helligkeitskurve gut mit der KAPTEYNschen iiberein-
zustimmen. KoPrF hat nur die duBleren Teile des Haufens benutzt,
um die unbestimmten Verhiltnisse im Zentrum des Haufens zu ver-

1) Koprr: Astr. Nachr. 219, p. 311.
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meiden, wihrend in SCHOUTENS Arbeiten Zdhlungen {iber den ganzen
Haufen vorgenommen wurden. Als Parallaxe von M. 13 fand er 00003,
ein Wert, der der GréBenordnung nach besser mit dem aus dem Farben-
helligkeitsdiagramm bestimmten Maximalwert 070002 iibereinstimmt
als die SHAPLEYsche oder SCHOUTENsche Parallaxe.

Das Studium der Farbenhelligkeitsdiagramme von Sternhaufen
macht es wahrscheinlich, da8 die SHAPLEYschen Parallaxen mit 1.5 bis
2.0 multipliziert werden miissen. Dies deckt sich mit allen neueren Er-

Anzat einer Spekir: A
geiamfzaﬁ/

7
0,750}

0725

4,100

4,075

9050~

T

9,025

farben-
b a v g k m index
Abb. 6. Relative Hiufigkeit der Farbenindices.

0

fahrungen. SHAPLEY selbst hilt eine Division seiner Entfernungen mit
1.5 bis 2.0 fiir wahrscheinlich.

AnschlieBend an diese Betrachtungen méchte ich hier noch Héufig-
keitskurven fiir Farbenindizes besprechen, wie ich sie mit Hilfe des
zitierten Materials gezeichnet habe. Ahnliche Kurven finden sich auch
in den Arbeiten SHAPLEYS und v. ZEIPELS. Die Kurven des Diagramms
sind vergleichbar, da als Ordiniate gewdhlt wurde die Anzahl der Sterne
einer Spektralklasse dividiert durch die Gesamtzahl der Haufensterne.
Wir kénnen an Hand des Diagramms die notwendigen Verdnderungen
der Hiufigkeitskurve bei Sternhaufen studieren, die verschiedene Ent-
fernung von uns besitzen und ein verschiedenes Alter haben. Beim
typischen Kugelhaufen (M. 13), der auch die gréBte Entfernung besitzt
unter den Haufen, die wir hier betrachten, haben wir ein sekundires
Maximum in der Haufigkeitskurve bei den frithen Spektraltypen b und a.
Bei dlteren Haufen werden mehr Zwerge vorhanden sein, die wir dann
beobachten koénnen, wenn uns die Haufen nahe genug sind. Solche
Beispiele haben wir in den Haufen M. 11 und M. 37. Das sekundare
Maximum ist verschwunden, und aus diesem und dem Hauptmaximum
von M. 13 hat sich ein einziges scharfes Maximum gebildet: bei M. 37
beim Farbenindex -+ 010, bei M. 11 bei + 0740. Die Verschiebung
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des Maximums bei M. 11 nach réterer Farbe im Vergleich zu M. 37
rithrt, wie das Russell-Diagramm fiir M. 11 und M. 37 zeigt, nicht her
von einer Vermehrung der réteren Zwerge bei M. 14, aus der man auf
eine kleinere Entfernung dieses Haufens schlieBen konnte, sondern nur
daher, daB3 M. 11 iiberhaupt arm an Sternen der Farben b und a0—a5
ist. Wohl aber wird nun die weitere Verschiebung des Maximums bei
M. 67 gegeniiber M. 11 ausschlieBlich hervorgerufen durch das Uber-
wiegen der Zwergsterne der Farben f und g, ein sicheres Kriterium da-
fiir, daB M. 67 uns naher ist als der Haufen M. 11, der in einer Milch-
straBenwolke eingebettet liegt. Man erkennt, daB die Untersuchung
des Maximums in den Hiufigkeitskurven der Farben, im Zusammen-
hang mit den Farbenhelligkeitsdiagrammen geeignet ist, eine Ab-
schiatzung zu liefern fiir relative Haufenparallaxen. Durch die not-
wendige Kombination beider Arten von Diagrammen wird die Ab-
schitzung schwieriger. Trotzdem ist sie geeignet, die bei Ableitung von
Haufenparallaxen eingehenden Hypothesen zu priifen. Widersprechen
die gefundenen Parallaxen den auf diesem Weg gefundenen relativen
Entfernungen, so wird man berechtigt sein, an der Richtigkeit der
gemachten Hypothesen zu zweifeln.

3. Kosmogonische Betrachtungen auf Grund der Russell-Diagramme
fiir Sternhaufen. Das Russell-Diagramm fiir das Sternsystem?) weist
beim Ast der Riesensterne zwei kritische Stellen auf. Die erste solche
Stelle liegt im Spektralbereich F5—G8, die zweite liegt an der Spitze des
Diagramms bei den B-Sternen. Im ersten Bereich finden sich fast
gar keine normalen Riesensterne; es ist vielmehr der Bereich der lang-
periodischen d-Cepheisterne. Der zweite Bereich reiht sich nach der
blauen Seite an die B-Sterne an und enthdlt die O-Sterne und die
planetarischen Nebel. Kosmogonisch kann man diese Tatsachen
wohl in der folgenden Weise deuten?), was hier nur kurz skizziert
werden soll. !

Von Sternen normaler Masse, etwa zwischen 0.5 und 5 Sonnenmassen,
weill man, dafl ithr Lebensweg durch den horizontalen Ast der Riesen
fithrt, dort bei einem gewissen Spektraltypus in den geneigten Ast der
Zwerge abbiegt. Bei welchem Typus dies Abbiegen eintritt, hidngt
von der Masse des Sternes ab. Diese Sterne bleiben stabil wihrend
ihrer ganzen Entwicklung oder bilden normale Doppelsternsysteme.
Denken wir uns die Masse eines Sternes als wachsend, so wird die Mog-
lichkeit des Instabilwerdens gréBer, erstens weil der Strahlungsdruck
im Verhiltnis zum Gasdruck wichst, und zweitens weil der Stern
wegen der groBeren Masse zu fritheren Spektraltypen, also hoheren
Temperaturen fortschreiten kann. Es wird eine Masse geben, die aus-
reicht zur Erreichung der Typen B und O. Und von diesen Massen ist

1) Annual Report Mt. Wilson 1921, p. 270.
?) KienNLE: Naturwissenschaften. 12. Jahrg., Heft 24.
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anzunehmen, daf sie in diesem Stadium instabil werden und auf diese
Weise zu den planetarischen Nebeln hinfiihren.

Sterne mit noch gréBerer Masse werden, da der Strahlungsdruck
mit der Masse wichst, ehe sie iiberhaupt die B-Typen erreichen, schon
instabil werden. Und als solche Massen haben wir wohl die 8-Cephei-
sterne anzusehen.

Kurz zusammengefa3t denken wir uns die Entwicklung der Sterne
nach dem Russell-Diagramm fiir die Sterne des Sternsystems so, daB
die groBten Massen zu den 6-Cepheisternen fiihren; kleinere, aber doch
noch iibernormale Massen, die wir vielleicht Ubergiganten nennen
koénnen, fithren zu den O-Sternen und den planetarischen Nebeln.
Die normalen Massen durchlaufen den horizontalen Riesenast, hchstens
bis zu den Typen A5—A10 und biegen dann ab in den Ast der Zwerge.
Es entstehen nun die folgenden Probleme: Gibt es zwischen den bei
F und G liegenden instabilen d-Cepheisternen und den an der Spitze
stehenden O-Sternen noch andere instabile Zustinde; was hat die
groBe Liicke im Russell-Diagramm bei den A-Sternen zu bedeuten, und
gibt es von den O-Sternen oder den Cepheiden irgendeinen Ubergang in
den Zwergast?

Die folgenden Ausfithrungen sollen zeigen, wie man vielleicht mit
Vorteil zur Losung der aufgeworfenen Fragen die Sternhaufen heran-
ziehen kann. Da das Material, das mir zur Verfiigung stand, ein sehr
sparliches ist, so soll durch das Folgende nur ein Weg gewiesen werden,
auf welchem man hoffen kann, weiter vorwirts zu kommen, wenn voll-
stindigere Daten iiber Helligkeiten und Farben der Sterne in Stern-
haufen zur Verfiigung stehen.

Meine Untersuchung beschrinkt sich im groBen und ganzen auf den
Haufen M. 3, von dem ein ausfiihrlicher frither zitierter Katalog der
Helligkeiten und Farben seiner Sterne existiert. Er enthilt auch eine
verhédltnismiBig groBe Anzahl von Haufenverinderlichen, die, nach
den Untersuchungen von SHAPLEY iiber die Periodenhelligkeitskurven
der Cepheiden, eng zusammenhingen mit den kurzperiodischen Cepheiden
(Periode Kkleiner als 19). In Mt. WiLsoN Contr. 154 findet sich ein
Farbenhelligkeitskatalog dieser Verdnderlichen. Im Russell-Diagramm
von M. 3 habe ich die Haufenverdnderlichen als Kreuze eingezeichnet.
Sie fallen genau zusammen mit dem sich vom geneigten Hauptast der
gewohnlichen Sterne loslésenden horizontalen Ast. Es ist bemerkenswert,
daB nur ein einziger Verdnderlicher auf der roten Seite des Spaltungs-
punktes, den wir den kritischen Punkt genannt haben, liegt. Und dessen
Farbenindex ist -+ 0™75, wihrend der kritische Punkt beim Index
+ 0770 liegt. Andererseits erstrecken sich die Verinderlichen vor
bis b0 (— 0740), und zwar liegen alle, ebenso wie die groBe Mehrzahl
der gewdhnlichen Sterne des horizontalen Astes, in einem Streifen
von der Breite einer GroBenklasse. Da diese Verdnderlichen bis zu den



62 P. TEN BRUGGENCATE:

b-Typen vorschreiten, miissen sie eine Masse besitzen, die gréBer ist
als die normale Sternmasse. Wir nennen daher die gewShnlichen Sterne
des horizontalen Astes Ubergiganten, die Sterne des geneigten Astes
gewohnliche Riesen. Ganz analog ist das Diagramm fiir den Kugel-
haufen M. 68 (Dia-
gramm VII) entwor-

farben-
Index

+7(60

fen1). ILeider enthilt
der benutzte Katalog
. nur sehr wenig Sterne.
o Aber immerhin ist eine
y ganz analoge Anord-
: nung der gewdhnlichen
Riesenundder Haufen-
veranderlichen, wie bei

+7)20

M. 3, sofort zu erken-
nen. SHAPLEY hat er-
kannt, daB es die Hau-
fenverdanderlichensind,
die das sekundire Ma-
ximum in den Hiu-
figkeitskurven  der

Leuchtkrifte verstidr-
ken. Aber wie groB
bei den einzelnen Hau-
fen die Streuung der
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Helligkeit und Farbe
ist und ob sie viel-
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< der eindimensionalen
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diesem Zweck habe ich
das Diagramm VIII
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die Verdnderlichen von
M.3, M.15% und M.68
eingezeichnet sind nach Farbe und absoluter Helligkeit. Zur Umrechnung
der beobachteten scheinbaren Helligkeiten der Verdnderlichen in absolute
wurden die mit 4,5 multiplizierten Parallaxen von SHARPLEY als die plau-
sibelsten Parallaxenwerte benutzt. Das Diagramm beweist, da8 sich die

1) SuapLEY: Mt. Wilson Contr. 175.
2) SuapLEY: Mt. Wilson Contr. 154, p. 15.
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Verinderlichen dieser drei Haufen, und daher mit groBer Wahrscheinlich-
keit diejenigen aller Haufen, nach Farbe und Helligkeit vollig gleich
verhalten. Durch einen gréfleren Kreis ist in dem Diagramm der kri-
tische Punkt in M. 3 eingezeichnet. Man sieht, da3 diesem Punkt auch
in dem Haufen M. 15 und M. 68 die Rolle eines kritischen zukommt.
So haben uns die Russell-Diagramme zu einem Punkt gefiihrt, der in
der Kosmogonie zweifellos eine grofle Bedeutung hat.

=040 -0,20 0,00 +0,20 +0,40 +060 Farben—
m i | index
-70
40
* ' JE Tt S t ™ l AR
: Xk o H .it ¥ S LI}
+70 . 5 xx'*.-x.’i . d o
Absolute .
Helligkeit :

Abb. 8. Haufenveranderliche: « Messier 3, X Messier 15, o Messier 68.

Die Folgerung, die wir aus den bisherigen Betrachtungen ziehen, ist
die, daB die Ubergiganten der kugelférmigen Sternhaufen nichts anderes
sind als die Sterne des Sternsystems, die wir weiter oben als Uber-
giganten bezeichnet haben. Die Wahrscheinlichkeit ist grof3, daB sich
aus ihnen die O-Sterne und planetarischen Nebel entwickeln. Wir haben
in den Sternen des horizontalen Astes und den Haufenverinderlichen
ein Stadium im Entwicklungsprozel eines Sternes groBer Masse zum
planetarischen Nebel. Bei solchen Sternen — sie k6nnen Haufenverdnder-
liche sein — kann also schon beim kritischen Punkt eine Art Instabilitit
eintreten, entsprechend der zunehmenden Helligkeit der Riesensterne
des Sternsystems vom Typus A5 bis vor zu den O-Sternen. Der kritische
Punkt liegt aber gerade da, wo die blauesten J-Cepheisterne im Russell-
Diagramm liegen. D. h. wir haben in den Haufenverdnderlichen in-
stabile Zwischenzustinde zwischen Jd-Cepheisternen und planetarischen
Nebeln gefunden; Zwischenzustinde nur in dem Sinne gemeint, daf3
dort, wo das Russell-Diagramm des Sternsystems eine Liicke zeigt,
bei den Farben A0—FS5, in den Kugelhaufen instabile Sterne vorkommen.
Die duBerst geringe Streuung der Haufenverdnderlichen nach der Hellig-
keit 148t darauf schlieBen, daB diese Art von Instabilitit nur bei einer
ganz bestimmten Sternmasse auftreten kann. Die Zustinde in den
Kugelhaufen scheinen solche zu sein, daB solche Massen verhdltnismiBig
hiufig — {ibrigens ganz verschieden bei einzelnen Haufen — auftreten
konnen.
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Wir stellen uns vor, daB beim Altern eines Haufens allmihlich ein
AufldsungsprozeB stattfindet, eine Ansicht, die stark gestiitzt wird durch
die Untersuchungen von JEaNs. Es ist deshalb sehr wohl moglich, daB
die offeneren Haufen aus typischen Kugelhaufen durch Auflésung
hervorgegangen sind. Nun enthalten aber die offenen Sterngruppen
keine oder doch nur in seltenen Fillen Haufenverinderliche. Was ist
der Grund dieser Erscheinung? Von den wenigen kurzperiodischen
galaktischen Cepheiden weil man, daB sie sehr groBe Geschwindig-
keiten besitzen. Es ist also durchaus wahrscheinlich, daB beim Auf-
I6sungsprozel ein verhdltnismiBig groBer Prozentsatz der forteilenden
Sterne aus Haufenverdnderlichen besteht. Andererseits ist es auch denk-
bar, daB3 die Haufenverdnderlichen irgendwie im Laufe der Entwick-
lung in den Ast der Zwerge einbiegen. Ob und wie dies geschieht, kénnen
uns nur die Russell-Diagramme von Sternhaufen lehren, die Zwischen-
glieder zwischen Kugelhaufen und offenen Haufen bilden. Von hier aus
ist auch, wenn iiberhaupt, ein Ubergang zu finden zwischen den O-Sternen
und dem Ast der Zwerge. Es ist doch eigentlich ein mehr oder weniger
kontinuierlicher Ubergang von den Russell-Diagrammen der typischen
Kugelhaufen zu denen der offenen Haufen, wie z. B. M. 11 oder M. 37,
zu erwarten. Die dazwischenliegenden Diagramme miissen zeigen, wie
der Ast der Ubergiganten und damit der kritische Punkt verschwindet,
wenn man zu immer offeneren, d. h. im allgemeinen ilteren Gruppen
iibergeht; denn der kritische Punkt fehlt véllig in den Diagrammen der
offenen Haufen.

Viel schwieriger scheint ein Verfolgen der langperiodischen é-Cephei-
sterne zu sein und an Hand von Diagrammen von Sternhaufen kaum
durchzufithren. Man kennt zur Zeit, soviel ich wei}, nur in w-Centauri,
47 Tucanae und M. 15 einzelne langperiodische Cepheiden. Alle drei
sind sehr reichhaltige Sterngruppen.

Aus dem Katalog der spektroskopischen Parallaxen in Mt. Wilson
Contr. 199 habe ich in das Diagramm von M. 3 noch die langperiodischen
d-Cepheisterne als Ringe und vier kurzperiodische als Punkte in Ringen
eingezeichnet. Als Parallaxe von M. 3 wurde wieder das 1,5fache der
SHAPLEYschen gewidhlt, also 0700011. Man sieht, daB sie fast aus-
nahmslos auBerhalb des Gebietes der Sterne des Haufens liegen. Von
den vier kurzperiodischen Cepheiden fallen drei in das Gebiet der
Haufenverdnderlichen. Aus dem Diagramm miissen wir schlieBen, daf
die Cepheiden, wenn iiberhaupt, nur aus den hellsten roten Riesen
des Haufens hervorgehen kénnen, was nicht unméglich erscheint; es
ist jedoch unwahrscheinlich, da die langperiodischen Cepheiden im
Durchschnitt absolut heller sind, also auch massiger als die hellsten
Sterne von M. 3. Nehmen wir die Méglichkeit an, so miiBten sich in
den Haufen, die zwischen den typischen Kugelhaufen und den offenen
Haufen stehen, langperiodische Cepheiden vorfinden. Die Annahme
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jedoch, daB Sterne mit so groBer Masse, daB sie gleich am Anfang ihrer
Entwicklung instabil werden und zu den O-Cepheisternen iibergehen,
kaum in normalen Sternhaufen vorkommen koénnen, scheint mir nicht
unwahrscheinlich zu sein.

Die kiinftigen Untersuchungen werden sich deshalb vor allem in
der Richtung zu erstrecken haben, die Liicke im Beobachtungsmaterial
zwischen den typischen Kugelhaufen und den typischen offenen Haufen
zu iberbriicken. Vom Studium der Zwischenglieder kann eine Lsung
der Hauptprobleme der Kosmogonie erwartet werden, ndmlich, wie die
Weiterentwicklung der Haufenveridnderlichen, kurzperiodischen und
langperiodischen Cepheiden vor sich geht.

w1

Seeliger-Festschrift.



Kugelnebel, Spiralnebel und
Fliachenhelligkeit.

Eine statistische Studie.

Von Carl Wirtz, Kiel.
Mit 1 Abbildung.

1. Aus Jeans’ Kosmogonie. J.H. JEans hat in seiner Kosmo-
goniel) ein Weltbild entwickelt, nicht nur geschlossen und logisch
in sich aufgebaut, sondern in dessen dynamischen Folgerungen auch
Wahrnehmungen beschrieben, die zu dem Bau der JEaNsschen Ent-
wicklungstheorie nicht unmittelbar den Anlafl gegeben haben. JEANS
umfaBt in gleich packender Form die kleine und die gro3e astronomische
Welt, die Entstehung des nahen Planetensystems und die des fernen
Weltalls. Die Natur des Gegenstandes bringt es mit sich, dal eine
direkte Bestitigung aus den Beobachtungen fiir kosmogonische Theorien
nicht zu erbringen ist. Nicht das zeitliche Nacheinander der Theorie
schaut das menschliche Geschlecht, nur das gleichzeitige Nebeneinander
der Erscheinungen am Himmel kann fiir die Kosmogonie herangezogen
werden. Indes auch hier fiir verschiedene Arten von Objekten in ver-
schiedenem Range.

Unter den vielerlei Moglichkeiten, die Ergebnisse von JEANS’ Stellar-
dynamik mit der Erfahrung zu vergleichen, sei eine Klasse von Kérpern
herausgegriffen, der alle Kosmogonien eine wichtige Rolle zuschreiben,
die Klasse der Nebel. Auch JeaNs bedient sich ihrer immer wieder
in fesselnder Form, gleichsam zur Kontrolle der ganzen Rechnungen.
Bei JEaNs geschieht das z. B., indem die feineren Ziige der UmriB-
linien einzelner Nebelindividuen studiert werden, und es zeigt sich
dann eindrucksvoll die Ubereinstimmung mit der rechnerisch abgelei-
teten Figur.

In anderer Weise wird hier ein Versuch gemacht, einiges zu der
Frage beizutragen, inwieweit die Kosmogonie von JEANS ein Abbild
des zeitlichen Verlaufs der Entwicklungsvorgdnge der Materie sei.
Nicht ein einzelnes Individuum ist Gegenstand der Betrachtung, sondern
Gesamtheiten verschiedener Kategorien von flichenhaften Nebel-

1) Jeans, J. H.: Problems of cosmogony and stellar dynamics. Cambridge
1919.
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objekten. Es kann dann in dem statistischen Verhalten verschiedener
direkt beobachtbarer Charakteristiken nachgesehen werden, ob die
Aufeinanderfolge und die Uberginge der Arten diejenigen sind, die
die Theorie erfordert. Kein Zweifel, die Schliisse aus der Statistik
zwingen und iiberzeugen nicht. Und wiirde auf die Weise vielleicht
ein Einwand gegen die Kosmogonie von JEANS gefunden, so braucht
man ihn nicht schwer wiegen zu lassen. Aber solche Erwigungen gelten
fiir jegliche kosmogonische Forschungsart, gelten fiir die gesamte
Wissenschaft {iberhaupt. Es .existieren weder zwingende Einwinde
noch iiberzeugende Beweise.

Die Theorie von JEANS kann hier auch nicht im Grundzug skizziert
werden. Nur einige Bemerkungen mdgen die statistischen Rechnungen
des Zusammenhanges halber begleiten.

Als erste sichtbare GroSformen der Materie erscheinen die Kugel-
nebel; zu ihnen zdhlen auch die schwach linsenférmigen strukturlosen
Nebel mit jenem scharfen Rand, dessen feinerer Linienzug mit der
JeEansschen Theorie aufs schonste harmoniert. Auf die Kugelnebel
folgt das Stadium der Spiralnebel in den verschiedenen Windungs-
stufen. Mit dem Ablauf der Entwicklung geht eine erhebliche Ausbrei-
tung der urspriinglichen Gasmasse einher, derart, daf8 das schlieBliche
Sternsystem einen sehr viel gréfleren Raum einnimmt als der Kugel-
nebel, das Anfangsglied in der Kette der Erscheinungen.

2. Kugelnebel. Unter den Charakteristiken fiir flichenhafte Ob-
jekte steht die Flachenhelligkeit nicht zuletzt an Wert. In Lund Med-
delanden, Ser. II, Nr. 29 (1923) (zitiert als LM) liegen die photometri-
schen Messungen der Flichenhelligkeiten von 566 Objekten vor; diese
photometrischen Werte sollen zu einigen anderen Charakteristiken in
statistische Beziehung gebracht werden.

Zuerst die Kugelnebel. Es wurden aus LM diejenigen Nebel aus-
gewahlt, die nach den Beschreibungen von H. D. Curtis!) sicher
Kugelnebel und zum Teil schon im Katalog in LM als solche bezeichnet
sind, dazu noch 3 Objekte aus anderen Quellen. Zwei Kugelnebel
fortgelassen, fiir die in LM die Totalhelligkeit gemessen wurde. Fiir
alle Flichenobjekte ist die statistische Beziehung zwischen Fldchen-
helligkeit und scheinbarem Durchmesser von unzweifelhaftem Inter-
esse, schon wegen des Gesetzes der Unabhingigkeit der Flichenhellig-
keit von der Entfernung.

Ingesamt waren es 35 Kugelnebel, fiir die in LM photometrische
Flachenhelligkeiten vorkamen. Als Durchmesser (Dm) liegt die schein-
bare groBe Achse zugrunde, wie sie sich im Mittel aus dem visuellen
und dem photographischen Wert ergibt. Der visuelle Dm steht im Kata-
log in LM, der photographische wurde den Angaben von CURTIS?)
1) Publ. Lick Obs. Bd. 13, Teil I 1918.

2) Publ. Lick Obs. Bd. 13, Teil I. 1918.

5*
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oder F. G. PEAsE!) entnommen. Die weitaus fiberwiegende Mehrzahl
der 35 Kugelnebel zeigte natiirlich keine ovale Gestalt, nur 4 Nebel
haben verschiedene Achsen. Dm in Bogenminuten ausgedriickt.

Flachenhelligkeit Mg und log Dm.

Argum. Mg Argum. log Dm

Mg log Dm n log Dm Mg ”
10732 0.36 5 9.54 11796 4
10.79 0.10 8 9.70 11.57 8
11.2% 9.88 5 9.93 11.50 8
11.61 9.83 7 0.10 11.05 7
11.87 9.83 4 0.27 10.69 3
12.13% 9.66 5 0.45 10.39 4

Der hellste Nebel NGC 221 (Mg = 8790, Dm =117) ist wegge-
lassen; es handelt sich um den kleinen Begleiter des Andromedanebels
{Abstand = 074), mit dem er die gleiche Flichenhelligkeit aufweist.
Rechnet man aus den 35 Wertepaaren den Korrelationskoeffizienten
(Kk) 7 aus, so kommt:

7 = —0.720 £ 0.081 (m. F.)
mit den Regressionslinien: '
Mg = 11"™4 — 17842 - log Dm
log Dm = 3.11 — 0.281 - Mg
Mittlere ausgleichende Linie:
Mg = 110 — 2770 - log Dm

Bleibt in diesen Rechnungen NGC 221 fort, so dndert sich » nur innerhalb
des m. F.:

7 = —0.763 - 0.072 (n = 34)
mittlere ausgleichende Linie:

Mg = 11717 — 27226 - log Dm
Man sieht, zu 3/, des Betrages wird die Flichenhelligkeit durch den
lg Dm bestimmt; die mittlere ausgleichende Linie stellt am besten
den Streuweg der einzelnen Punkte dar. Und die Abhingigkeit lduft
in dem Sinne, dal die Flidchenhelligkeit mit dem scheinbaren Durch-
messer ganz erheblich wichst: nimmt der Durchmesser um das 10fache
zu, so wird Mg um mehr als 2™ heller. Jedenfalls zeigt die absolute

Grofle von 7, dal eine starke statistische Bindung beider Merkmale,
Mg und Dm, aneinander existiert. Siehe die Abbildung.

1} Contrib. Mt. Wilson Obs. Nr. 132, 186. 1917, 1920.
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Ein weiterer Gang tritt in den Mg der Kugelnebel nach galaktischer
Breite B zutage. Die dritte Spalte enthilt den mittleren scheinbaren
Dm, dessen Verlauf mit B die negative Korrelation zwischen Flichen-
groBenklasse und Durchmesser wieder bestitigt.

Mg und scheinbarer Durchmesser der Kugelnebel und
galaktische Breite.

B | Mg Dm ‘ n
76° . 1086 1765 8
67 11.06 1.22 5
56 | 11.39 1.02 9
44 | 11.44 0.79 8
25 . 11.81 0.75 ’ 4

D. h. mit Anndherung an die MilchstraBe werden die Kugelnebel rasch

schwicher (und klei- Flichenhellighert My

ner), in dem vorlie- 85™ 9" 95" w" 5" 7" ns” 2" 15"

genden Intervall fast

linear mit der Breite ,//

B. Inder MilchstraBe Y/

selbst fehlen die Ku- 4, ,,f/

gelnebel, gleich den ' of o ope /(

Spiralnebeln und Ku- § 98 "

gelsternhaufen. N . / ol
3.Spiralnebel, Nun % Xy 2

liBt sich gegen die ,, . 7]

Ergebnisse einwen- | o2z 7 -

den, daB die Auswahl gy o4

der Kugelnebel nicht Y

nach festen Linien 46 - e Mo and lon D

habeerfol g e.n kf)lll nen, Abb. 1Au§§?§zﬁe§§; Flachenhelhrili\?t . écur;m 'og ”m.

trotzdem sie, wie es Linien } — — — — ohne NGC 221.

eine statistische Be-

handlung voraussetzt, dem Zufall unterworfen war. Um diese Moglichkeit
einer einseitigenVerschiebung zu priifen, wurde die gleiche Diskussion auf
eine Klasse von Kérpern angewandt, deren statistisches Verhalten als
Kollektivgegenstand durch friithere Untersuchungen?) aus umfangreichem
Material gut bekannt war, auf die Spiralnebel. Aus derselben Quelle
wie vorhin bei den Kugelnebeln (Curtis 1. c.) wurden die Nebel fest-
gestellt, die nach dem Anblick der photographischen Platte unzweifel-
hafte Spiralnebel sind und fiir die zugleich photometrische Flichen-
helligkeiten in LM vorliegen. Es sind auf die Weise Spiral- und

1) LM, S. 251f.;,,Aus der Statistik der Spiralnebel*, Astr. Nachr. Bd.221. 1924.
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Kugelnebel aus den gleichen Beobachtungsreihen unter den gleichen
Bedingungen herausgesucht. Das rechtfertigt die Erwartung, dal
in beiden Fillen eine statistisch gleichartige Gesamtheit gewonnen
worden ist. .

Bei den Spiralnebeln kommt auBer 1. Fldchenhelligkeit Mg und
2. scheinbarem Durchmesser Dm als Charakteristik der Gestalt das
3. Achsenverhiltnis A der groBen zur kleinen Achse in Betracht, und
diese drei Eigenschaften greifen in ihrer statistischen Abhingigkeit
so ineinander, daB man auf die partiellen Kk iibergehen muf}, um die
reinen Beziehungen je zweier Eigenschaften zueinander zu erhalten.
Zur Herleitung der Kk wurden hier, der groBeren Zahl der Spiralnebel
halber, Verteilungstafeln angelegt, die in log Dm mit 0.2, in Mg mit
076 und in 4 mit der Einheit fortschritten. Als Durchmesser wieder
das Mittel der scheinb. gr. Achse aus visuellen und photographischen
Beobachtungen, deren Ergebnisse schon in den Listen in LM enthalten
sind. Bezeichnet man die drei Charakteristiken der Spiralnebel Mg,
log Dm, A der Reihe nach mit 1, 2, 3, so gehen die folgenden drei Kk
paarweise hervor:

713 = — 0.120 733 = +0.019 795 = -+ 0.529
m.F.  40.085 +0.086 +0.062
n=134 135 ' 133
Mittl. Mg = 11™70 11768 Mittl.log Dm = 0.432 (2.70)
Mittl.log Dm = 0.430 (2.69) Mittl. A = 3.39 3.39

Die partiellen Kk ergeben sich danach zu:
V195 = —0.153 7132 = ~+0.097 7951 = +0.534

Hier deutet z. B. der Index 12.3 an, dafl der betr. K% zwischen den
Eigenschaften 1 und 2 so gilt, wie wenn die Eigenschaft 3 konstant
geblieben wire; die Korrelation der beiden GréBen 1 und 2 erscheint
also gereinigt vom Einfluf} der in die Beobachtungen hineinspielenden
GroBe 3. Analog verstehen sich 13.2 und 23.1.

Die starke Korrelation 2/3 (4/Gr. Achse) verdient nicht viel Auf-
merksamkeit. Es handelt sich dabei in Wahrheit um eine V-férmige
oder dreieckige Verteilung derart, daB3 Nebel mit kleinen Durchmessern (2)
nie ein grofes Achsenverhiltnis 4 (3) besitzen. Eine Notwendigkeit,
die aus der Wahrnehmungsmdglichkeit flieft; denn wenn kleine Nebel
zu fadenférmigen Gebilden zusammenschrumpfen, werden sie nicht
mehr entdeckt. Der gleiche Kk 2/3 hatte sich iibrigens auch aus einem
umfangreichen Spiralnebelmaterial in mehrfacher Diskussion er-
geben?).

1) Astr. Nachr. Bd. 221. 1924, L c.
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Wichtiger sind die beiden ersten Kk 1/2 und 1/3, die ihren Ursprung
in der rdumlichen Anordnung und in der physikalischen Beschaffenheit
des den Rechnungen zugrunde liegenden Kollektivgegenstandes suchen.
Hier zeigt sich, die Korrelation Mg/A4 (1/3) ist verschwindend gering,
sie ergibt den gleichen kleinen Betrag und auffallenderweise das gleiche
Vorzeichen, wie sehr viel groBere und ganz anders ausgeschnittene
Abzéhlungen und Beobachtungen!). Das Vorzeichen - sagt aus,
daB die Flichenhelligkeit eines Spiralnebels abnimmt mit der Annihe-
rung der Ebene der Spirale an die Gesichtslinie. Wiren die Spiralnebel
aber der MilchstraBe koordinierte Sternsysteme von dhnlichem Aufbau,
so miilte sich ein erheblicher Kk 7,3 mit negativem Vorzeichen ergeben.
Vgl. dazu LM, S. 30.

Sehr klein, wenig den mittleren Fehler iibersteigend, ist auch 7,,.
Wenn seine Realitit nicht von vornherein verneint wird, so deshalb,
weil dieser Kk immer wieder aus Reihen weit gréBeren Umfanges und
verschiedener Art mit gleich kleinem Wert und mit demselben negativen
Vorzeichen herauskam?). D. h. im statistischen Durchschnitt zeigen
Flichenhelligkeit und Dm eine lockere Bindung in dem Sinne, daB der
scheinbar groere Dm die Tendenz zu gréBerer Flichenhelligkeit hat. —

Ordnung der hellen Spiralnebelnach galakt1scher Breite.

B Mg j ” I Dm n
78° | 1175y 30 | 428 | 31
65 11.73 32 3.27 32
55 11.81 29 ‘ 3.29 30
42 11.70 25 J 2.91 24
22 11.72 \ 15 1 3.6 15

Kein sonderlich ausgesprochener Verlauf, weder in Mg noch in Dm,
der nicht dem fiir die Spiralnebel in fritheren Untersuchungen gefun-
denen widerspricht. Dort fand sich: Maxima der Flichenhelligkeit
an den Polen und bei der MilchstraBe, Minima in mittleren Breiten?).
Das hat man auch hier, wo die Helligkeitsunterschiede recht gering
bleiben. :

Die Priifung der jetzt durch den Zufall des Vorkommens in zwei
Verzeichnissen ausgewihlten hellen Spiralnebel hat demnach gezeigt,
daB} sie in jeder statistisch erfaBbaren Hinsicht iibereinstimmen mit
der groBen Masse der ,,kleinen Nebel®, deren Verhalten als Kollektiv-
gegenstand frither untersucht ist. Es besteht mithin die Annahme
zu Recht, daB auch die durch genau denselben Zufall aus der Welt der

1) LM, S.30; A.N. Bd.221. 1924, L c.
2) LM, S.26; A. N. Bd. 221. 1924, L c.
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Kugelnebel ausgelesenen Objekte die statistischen Merkmale dieser
besonderen Kérpergruppe reprasentieren.

4. Statistischer Vergleich; kugelférmige Sternhaufen. Damit ist
ein Vergleich zwischen Kugelnebeln und Spiralnebeln nach ihrem
allgemeinen statistischen Verhalten mdoglich. Es zeigt sich, dafl die
Kugelnebel durchgreifend verschieden sind von den Spiralnebeln:
bei den Kugelnebeln ein starker Gang der Fliachenhelligkeit gleichsinnig
mit dem scheinbaren Durchmesser, bei den Spiralnebeln nichts davon
oder nur in sehr geringem MaBe. Bei den Kugelnebeln ferner eine
ausgesprochene Abnahme der Fldchenhelligkeit mit der Annidherung
an die MilchstraBe, bei den Spiralnebeln nur eine lose und ganz anders-
artige Bindung zwischen Helligkeit und galaktischer Breite.

Dieses grundsitzlich verschiedene Gesamtverhalten der beiden
Korperklassen spricht nicht dafiir, da die Spiralnebel die Fortsetzung
einer mit den Kugelnebeln beginnenden Entwicklungsreihe sind.

Nimmt man an, daB die Kugelnebel sich im Verlauf der Entwick-
lung ausdehnen (Jeans) und daB die- Entwicklungsstadien im Raum
durchschnittlich gleichférmig gemischt sind, so erwartet man vielmehr,
daB mit wachsendem scheinbaren Durchmesser eine Abnahme der
Fldchenhelligkeit eintritt. Eine Erscheinung, die man in unzweideutiger
Klarheit bei den planetarischen Nebeln bemerkt!). Dort palit dieses
Phinomen durchaus zu den Vorgingen, die nach JEANS sich in einer
rotierenden Gasmasse abspielen miissen. ‘

Gibt es denn eine Korperklasse, der die Kugelnebel in ihren stati-
stischen Eigenschaften als Kollektivgegenstand nahe stehen? Das sind
merkwiirdigerweise die kugelférmigen Sternhaufen. Bei ihnen begegnet
man einem gleich hohen und gleichsinnigen Kk zwischen Flidchenhellig-
keit und log Dm wie bei den Kugelnebeln: » = —0.639 4-0.070 (# = 71) %),
und die Regressionslinien, 1. c. nicht mitgeteilt, ergeben sich zu:

Mg = 10784 — 17304 - log Dm
log Dm = 3.76 —0.313 - Mg
Mittlere ausgleichende Linie:
Mg = 11742 — 27247 - log Dm

D.h. nahe Gleichheit, sogar in der Lage der mittleren ausgleichenden
Linie, besonders wenn man bei den Kugelnebeln den erheblich aus dem
Streuweg herausfallenden NGC 221 fortld8t. Auch in dem Zuge herrscht
Ubereinstimmung zwischen Kugelnebeln und Kugelhaufen, daB beide

Gebilde mit der Annidherung an die MilchstraBe an Helligkeit abnehmen,
beide in dhnlich betrichtlichem Grade.

1y LM, S.34; A. N. Bd. 219, S.256. 1923.
2) A. N. Bd. 220, S.294. 1924; ferner LM, S. 37.
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Die Kugelnebel wiirden mithin nach ihren statistischen Merkmalen
den kugelformigen Sternhaufen zuzuweisen sein, einer Korperklasse,
die in der kosmogonischen Theorie einem anderen Zweige, ja einem
anderen Ende der Entwicklung angehoért. Andererseits verlangt die
Kosmogonie den Ubergang der Kugelnebel in Spiralnebel, mit denen
indes die Kugelnebel durch keinerlei statistische Eigenschaften ver-
bunden sind.

In einem Punkte 148t sich Ubereinstimmung zwischen statistischer
Beobachtung und Jeans’ Kosmogonie feststellen. Es darf angenommen
werden, dafl Kugelnebel und Spiralnebel gleichformig gemischt im
Weltraum angeordnet sind. ‘Wird nun durch einen identischen zufil-
ligen ProzeB eine Gesamtheit aus beiden Korperklassen ausgewdhlt,
wie es in den vorliegenden Untersuchungen geschah, so werden die
mittleren Absténde fiir Kugelnebel und Spiralnebel gleich sein. Eine
Verschiedenheit der scheinb. D geht dann auf die linearen Dm zuriick.
Nun findet sich

fiir die 35 hellen Kugelnebel: geometr. Mittel, scheinb. Dm = 091
fiir die 134 hellen Spiralnebel: geometr. Mittel, scheinb. Dm = 2.70

D. h. die spatere Entwicklungsphase, der Spiralnebel, weist eine durch-
schnittlich dreimal gréBere Ausdehnung auf als das Urstadium, der
Kugelnebel. Und Jeans’ Theorie sagt in der Tat voraus, dal3 das Aus-
stoBen von Materie aus dem Aquator sich fast unbegrenzt fortsetzt,
so daB die Dimensionen in der Aquatorebene mit der fortschreitenden
Entwicklung des Nebels stindig wachsen miissen.

Wenn dann der durchschnittliche scheinb. Dm der kugelférmigen
Sternhaufen sich wieder gréfer ergibt, als der der Spiralnebel, 411 geo-
metrisches Mittel (A. N. Bd. 220, S. 204. 1924), so hat das nichts
mehr mit der hier verfolgten Linie der Entwicklung zu tun.

5. Eigenbewegungen von Spiralnebeln. Immer wieder — und ganz
gewill in jeder Kosmogonie — trifft man mit der Frage zusammen:
Wo stehen im Weltraum die Spiralnebel? Ist es mdglich, nach ihrer
Anordnung und Ausdehnung, dal die Spiralen ferne Sternsysteme sind,
dem Milchstraensystem koordiniert? Da Parallaxen von Spiralnebeln
direkt nicht bestimmt werden koénnen, bieten den sichersten Anhalt
die Eigenbewegungen, wenn deren Ermittelung einwandirei geldnge.
Mit hoher innerer Genauigkeit ist das — wvorerst allerdings nur fiir
7 Objekte — durch die Arbeiten von A. vaAN MAANEN?') am Mt. Wilson
Observatory erreicht, und da nach einer Bemerkung des Autors ,,mit
diesen Messungen von M 33 gegenwirtig die moglichen Untersuchungen
iiber die inneren Bewegungen in Spiralnebeln zu einem Abschlull ge-

1) Contrib. Mt. Wilson Obs. Nr. 118, 213, 214, 242, 243, 255, 260. 1916,
1921, 1922, 1923.
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langt sind, so kann man versuchen, das hochwertige Mt. Wilson-
Material daraufhin nachzusehen, ob sich schon die Spur eines systemati-
schen Anteils der Nebel-EB darin verridt. Der Grund dafiir, daB bis auf
weiteres neue Nebel-EB nicht abgeleitet werden koénnen, liegt darin,
daB frithere photographische Aufnahmen an den groBen Reflektoren
des Mt. Wilson- und Lick-Obervatory entweder nicht vorhanden sind,
oder daB die &lteren Bilder nicht befriedigen.

Die folgende Tabelle stellt aus den 7 Aufsitzen VAN MAANENs die
jahrlichen EB als Grundlage der Rechnung und einige weitere Daten
fiir die 7 Spiralnebel zusammen.

EB und innere Bewegungen von 7 Spiralnebeln.

Eigenbewegung Nebel- +« | Zwischen- Innere Bewegung 5

NGC | ey cos s punkte Vgl. * Zeit Hstrom | erans Scheinb, Dm

5981+ 077003 — 077004 | 400 | 24 12%1 |4 07020 |— 07003 | 55" X 40
2403 | + 0.002 0.000 76 | 24 |11*u.8* |-+ 0.019 |+ 0.007 |16 X 10
3031 |-+ 0.014 | — 0.005 110 | 14 11.2 |+ 0.039 |+ 0.007 {16 X 10
4736 — 0.014 0.000 321 15 9 + 0.021 [+ 0.009 | 5 X 3.5
5055] + 0.005 | — 0.015 98 | 21 12 + 0.019 |+ 0.004 | 8§ X3
5194+ 0.006 | + 0.001 80 | 20 11.2 |4+ 0.021 |+ 0.003 [12 X 6
545714 0.005 | — 0.013 871 32 | 5%2u.9* {+ 0.021 0.000 16

| + 0.023 | + 0.004

Die scheinbaren Dm sind nach Curtis (l.c.) angesetzt. Unter
Mstrom UNA  Uyays stehen die Komponenten der inneren Bewegung
der Nebelknoten lings der Spiralarme und senkrecht dazu; das ---Zeichen
bedeutet die Richtung vom Kern auswirts. Die Helligkeit der Ver-
gleichsterne, im einzelnen nicht angegeben, bewegt sich zwischen
1375 und 1777, im Durchschnitt kann 16™ angenommen werden. Im
ganzen sind wohl die Vergleichsterne etwas schwicher als die vermes-
senen Nebelpunkte. Die EB der Nebel verstehen sich relativ zu den
Vergleichsternen. Nun sind deren EB zwar nicht bekannt; sie lassen
sich aber auf Grund der Untersuchungen von P.J.van RuIjN!) ab-
schitzen, und man findet dann mit kleiner Extrapolation um 2%, daB3
fiir Sterne 16™ die zu erwartende EB schwerlich an 07002 heranreicht,
wahrscheinlich nicht iiber 07001 hinausgeht.

Da stets viele Sterne benutzt sind, besteht nicht die Gefahr, daB
nahe schwache Sterne unter die Vergleichsterne gerieten, die durch
starke EB erkannt worden wiren. Die gefundene EB der Nebel ist
nun erheblich gréBer als die wahrscheinliche EB der Vergleichsterne.

6. Zielpunkt der Sonnenbewegung und Abstand fiir Spiralnebel,
ein Versuch. Demnach hat auch die Frage einen Sinn: Auf welchen
Zielpunkt der Sonnenbewegung fiihren diese durch hohe innere Ge-

1) Publ. astr. labor. Groningen, Nr. 34. 1923.
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nauigkeit ausgezeichneten Nebel-EB? A, D seien die dquatorealen
Koordinaten des Zielpunktes, ¢ die Winkelbewegung des Sonnen-
systems (MilchstraBensystems), gesehen aus der mittleren Entfernung
der 7 Spiralnebel. Trennt man zunichst die EB nach AR und Dekl,
so folgt

aus den ty: A = 28° g cos D = 070064,
aus den us: A =36 D = +49° g = 0.0069
und aus der Vereinigung der EB in beiden Koordinaten:
A= 31° D = 438 g = 0.0071
galaktisch L = 107 B=—21

Die Ubereinstimmung der Losungen aus den , und den s in 4 und ¢
— die Einsetzung von D liefert fiir die p,-Losung ¢ = 070081 —
spricht dafiir, daB diese Werte, trotz geringer Anzahl und ungiinstiger
Verteilung der Nebel, eine nicht ganz negative Beziehung zu den wirk-
lichen Bewegungsvorgingen haben. Dafiir kann man auch die Tat-
sache heranziehen, daB frithere Versuche mit sehr viel mehr (98) Nebel-EB,
die aber als Einzelwerte nicht in die Realitdt sich erhoben, auf einen
Punkt 4 = 70°, D = + 34° fiihrten?), der etwa ebensoweit von dem
jetzt erhaltenen abweicht, wie das bei den ersten Ableitungen des Apex
der Sonnenbewegung aus den Bewegungen der Fixsterne der Fall war.

Noch mehr. Die Bearbeitung der sicher bestimmten und sehr
groBen Radialbewegungen der Spiralnebel?) liefert einen Zielpunkt
der Sonnenbewegung (A = 54°, D = +83°), der immerhin noch in
dasselbe sphirische Oktantendreieck fillt, wie die beiden andern aus
den EB abgeleiteten Punkte. Auf der Erdkugel wiirden drei ent-
sprechende Punkte z. B. etwa liegen in Spitzbergen, Portugal, Klein-
asien. Wihrend die Genauigkeit der ersten Bestimmungen des Vertex
der beiden Sterntriften im irdischen Analogon ungefihr dem Areal
der Sahara entsprach, lassen die ungenaueren und an Zahl weit ge-
ringeren Bewegungen der Spiralnebel noch die Streufliche innerhalb
der Grenzen des europiischen Kontinentes zu. Nimmt man die Ko-
ordinaten aus Radialbewegungen und Transversal-EB als verschiedene
Bestimmungen desselben Punktes der Sphire, so kann man die mittlere
Entfernung der Nebel abschdtzen. In einer friiheren Untersuchung
der Radialbewegungen der Spiralnebel (l. c. A. N.Bd. 215) fand sich
fiir die lineare Geschwindigkeit der Sonne (der MilchstraBe) relativ
zum Zentroid der Spiralnebel ¥, = 712 km/1® = 150.3 astr. Einh./1%
Vereinigt man diesen Wert mit dem aus den Mt. Wilson-Messungen
berechneten ¢, so folgt als mittlere Parallaxe der 7 VAN MAANENschen
Nebel 7 = 07000 047, entsprechend einem Abstand von 21200 Par-

1) A. N. Bd. 204, S.29. 1917. 2) A. N. Bd. 215, S.351. 1922.
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sec = 69 000 Lichtjahre. Das gilt fiir die hellen Nebel mit groBen
scheinbaren Durchmessern, fiir die nun lineare Durchmesser von der
GroBenordnung 200 Parsec = 600 Lichtjahre hervorgehen.

Ein Bedenken erhebt sich, das ebenfalls aus den Beobachtungen
VAN MaaneNs flieBt. Hauptgegenstand der Mt. Wilson-Messungen
war das Studium der inneren Bewegungen der Nebel, neben denen die
EB der Nebel als eine allerdings iiberaus wertvolle Zugabe erscheinen.
In die Tabelle oben sind auch diese scheinbaren inneren Bewegungen
aufgenommen, und ein Blick darauf zeigt, daB sie fiir alle 7 Nebel
vom gleichen Range sind, im Mittel + 07023/1* lings der Spiralarme
vom Nebelkern weggerichtet. Verglichen mit der eben abgeleiteten
Entfernung ergibt sich daraus eine Geschwindigkeit von 2300 km/1%,
i. e. molekulare Geschwindigkeit. Geschwindigkeiten von dieser Ordnung
in den Spektralarmen verlangt auch JEAnS' kesmogonische Theorie.
Aber es fillt auf, daB die scheinbare Stromgeschwindigkeit fiir Nebel
der verschiedenen scheinbaren Durchmesser dieselbe ist. Man erwartet,
daB die scheinbaren Geschwindigkeiten direkt ungefihr mit dem schein-
baren Durchmesser laufen. Nichts davon, und der eine nach oben heraus-
fallende Wert, + 07039 fiir NGC 3031, gehért zu einem Durchmesser
mittlerer GroBe. Die innere Genauigkeit der vaN MAANENschen Mes-
sungen ist so hoch und durch die groBe Zahl der eingestellten Nebel-
knoten und Vergleichsterne so verstirkt, daBl an der Tatsdchlichkeit
dieser Vorgidnge im photographischen Bilde ein Zweifel nicht mog-
lich ist. :

Den kleinen EB van MAANENS gegeniiber mag ein Hinweis auf die
sehr viel groBeren EB am Platze sein, die H. D. Curtis!) aus zahl-
reicherem, der Entstehung nach mit vAN MAANEN gleichartigem Material
ableitet. Fiir 66 groBe Spiralnebel ergab sich aus Platten des Crossley-
reflektors (Licksternwarte) bei durchschnittlich 14 Jahren Zwischenzeit
eine mittlere relative EB von 07033/1%; Helligkeit der je 5 bis 6 sym-
metrisch gelegenen Vergleichsterne 12™ bis 15™. Besonders aufgefiihrt
wird nur der Nebel NGC 253, der, gemessen durch 9 Nebelknoten auf
Platten aus 1902, 1907 und 1915, die gréBte und ziemlich gut verbiirgte
EB zeigt: pycosd = —07072, ps=--07028, u = 07077. Die iibri-
gen 65 EB sind nicht explizite mitgeteilt. VaNn MAANENs 7 Nebel haben
dagegen eine mittlere EB von nur 07010. Auffillig ist es wieder, dal
fiir die verschiedenen Nebelkategorien die EB nach CurTis von der-
selben Grofenordnung sich ergeben:

10 groBe diffuse Nebel, mittlere jahrl. EB . . . 07036,
17 planetarische Nebel, mittlere jahrl. EB . . . 0.028,
- 47 sehr kleine (Spiral-)Nebel, mittlere jahrl. EB . 0.040,
66 groBe Spiralen, mittlere jahrl. EB. . . . . . 0.033,

1) Publ. astr. soc. Pac. Bd. 27, S.214. Dez. 1915.
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also Werte, wie sie auch fiir helle Sterne gelten. Man erwartet, daB
zwischen der zweiten und dritten Nebelklasse eine véllige Anderung
im Abstand der Objekte eintritt. Fiir die Platten vom 60 inch.-Reflektor
des Mt. Wilson scheint diese Gleichformigkeit der mittleren EB aller
Nebelklassen nicht zu bestehen; denn, gegeniiber der mittleren EB 07010
fiir Spiralnebel, folgt fiir vier planetarische Nebell) die mittlere EB
zu 07037.

Auf einem ganz anderen Wege gewinnt man eine merkwiirdige Be-
stitigung fiir die GréBenordnung des gefundenen Abstandes der Spiral-
nebel. Eine kurze Erwdhnung des Ergebnisses mag geniigen; denn vor-
ldufig wird man darin noch nicht mehr sehen diirfen als eine beachtens-
werte Zufdlligkeit. Es handelt sich um die wichtige, der sicheren Beob-
achtung zugingliche Folgerung aus der Kosmologie DE SITTERs, daf3
ein Objekt einen Dopplereffekt zeigen muB, der von der Entfernung
abhingt. Dadurch kann riickwirts die Entfernang bestimmt werden,
wenn der Kriimmungsradius R der DE SitTERschen Raum-Zeit-Welt
bekannt ist. L. SILBERSTEIN %) hat eine Ableitung des Wertes R mit
Hilfe von 7 Kugelsternhaufen versucht, fiir die der Abstand (nach
SHAPLEY) und die Radialbewegung vorlagen; es sind Objekte mit
groBen Radialbewegungen (= 100 km) ausgewihlt, um den EinfluB
der zufdlligen Fehler (m. F. etwa -4 50 km) auf R zu verringern. SILBER-
STEIN hatte schon friiher gezeigt, dafl sowohl negative als positive Be-
wegungen mit DE SITTERS Kosmologie vertriiglich sind; er erhdlt
jetzt als Kriimmungsradius der Welt R = 6.0 X 10'? astr. Einh.
= 95 X 10% Lichtjahre = 29 x 108 Parsec.

Fiir 5 der 7 Spiralnebel van MAANENS hat weiter V. M. SLIPHER?3)
die Radialbewegungen gemessen, deren Mittel sich zu |260| km ergibt.
Damit findet man durch R als mittlere Entfernung dieser Spiralnebel
25000 Parsec = 82000 Lichtjahre (Parallaxe = 07000 040). Das
stimmt, so gut als man iiberhaupt erwarten kann, zu den aus den EB
erschlossenen 21 200 Parsec. Dieser neue Abstand der Spiralnebel
beruht also auf dem Beobachtungsdatum der Dopplerverschiebungen
und auf dem durch die Abstinde der Kugelsternhaufen und deren
Radialbewegungen festgelegten Kriimmungsradius der DE SITTERschen
Welt. Es liegt nahe, aus der guten Ubereinstimmung der beiden Ent-
fernungswerte vollig verschiedener Herkunft fiir die Spiralnebel zu
schlieBen, daB die SmArLEvschen Distanzen der Kugelsternhaufen
auch der GroéBenordnung, nicht nur der Reihung nach richtig
sind, und daB pE SitTERs Kosmologie eine hinreichende Beschreibung
des Weltraumes bildet.

1) MarshH, HaNNaH M.: Pop. Astron. Bd. 32, S. 34. 1924.
2) Nature Bd. 113, S. 350. 1924.
3) EppiNGTON, A. S.: Math. theory of relativity, S.162. Cambridge 1923.
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Allerdings steckt in den beiden Ableitungen der Entfernungen der
Spiralnebel ein gemeinsamer Teil, der im einen Falle explizite benutzt
wird, im anderen nicht in die Erscheinung tritt. Es ist die Komponente
in den Radialbewegungen, die sich als Geschwindigkeit der Sonne
(712 km/1°) relativ zum System der Spiralnebel darstellte. Dennoch
sind beide Abstandsschitzungen wesentlich unabhingig voneinander.

9. Vergleichung photometrischer Flidchenhelligkeiten. Fiir stellar-
statistische und astrophysikalische Untersuchungen macht die photo-
metrische Flichenhelligkeit ausgedehnter Gebilde ein wichtiges Merk-
mal aus. Auch in den Abschnitten 2, 3, 4 dieses Aufsatzes wurde weit-
reichender Gebrauch davon gemacht. Lagen bisher nur wenige
vereinzelte Messungen vor, so ist jetzt durch die Verdffentlichung in
Lund Meddelanden, Serie II, Nr. 29 (1923) ein Katalog dieser Charakte-
ristik fiir 566 Nebelflecken und Sternhaufen aufgestellt. Nun werden
zwar auch schon im Text jener Publikation Vergleichungen mit fritheren
Messungen ausgefiithrt, doch vermégen die deshalb nicht viel auszusagen,
weil die dlteren Beobachtungen nicht die heute mogliche und wiinschens-
werte innere und systematische Genauigkeit besitzen. Von Bedeutung
wire es offenbar, wenn sich die umfangreiche Reihe LM durch eine
moderne visuelle Beobachtungsreihe niher untersuchen lie3e.

Eine wertvolle, wenn auch kleine, Reihe derartiger Messungen wird
nun mitgeteilt von H. VogT?!), der am achtzolligen Refraktor in
Heidelberg (Konigstuhl) die Fldchenhelligkeiten von 41 Nebeln und
Sternhaufen bestimmte. Bei VosT und LM kommen 26 vergleichbare
gemeinsame Objekte vor, verteilt iiber 5™ GroBenklassenintervall.
Ein Gang der beiden Reihen VoeT (V) und LM mit dem (visuellen)
scheinbaren Durchmesser braucht nicht angenommen zu werden, weil
die Gruppenmittel gemidll der Streuung der Einzelwerte zufilligen
Charakter tragen:

Differenz (LM—V) und scheinbarer Dm.

Dm ] LM—V | n
077 +0™14 3
1.3 —0.03 5
2.2 —0.12 5
3.4 —0.15 5
5.4 -+0.10 6
40 +0.18 | 2

Dagegen zeigen die beiderseitigen GroBenklassen nicht ganz die gleiche
Weite. Am bequemsten 1483t sich die Beziehung mit Hilfe des Korrela-
tionskoeffizienten ableiten, durch den zugleich auf einen Blick gezeigt

1) A. N. Bd. 221, S. 11. 1924.
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wird, wie sich die innere Ubereinstimmung beider Reihen stellt. Aus den
26 Wertepaaren erhilt man fiir den Kk zwischen den Fldchenhellig-
keiten LM und V den Wert:

7 = 4+ 0.9862 = 0.0131
und weiter die Regressionslinien:

IM= 1.48 4 0.8628-V,
V=—137+1.1275-1LM

Als beste Darstellung von LM durch V und zur Reduktion von V auf
das System LM hat man die mittlere ausgleichende Linie:
LM = 10™09 + 0™875 (V — 10),

eine Linie, die sich am engsten dem schmalen Streuweg der nach den
Koordinaten LM und V aufgetragenen Punkte anschlieBt. Die Skala V
ist also enger als die Skala LM; denn auf dasselbe Helligkeits-
intervall entfallen mehr GroBenklassen nach V als nach LM; z. B.
5700 V = 4738 LM.

DaB3 die Dehnung der beiden GroBenklassensysteme gegeneinander
in der Tat linear verlduft, lehrt schon die gruppenweise

Ordnung der Differenzen (LM—V)

nach Arg. LM nach Arg. V
LM LM—V n v LM—-V n
9710 +0™M7 5 3787 +0m29 5
10.37 4 0.06 5 10.37 —0.06 5
10.79 +0.01 5 10.78 +0.01 5
11.26 —0.03 5 11.35 —0.02 6
12.05 —0.19 6 12.35 —0.23 5

Ubertridgt man die Helligkeiten V durch die Formel auf das System LM
und bildet den Unterschied der so reduzierten V gegen LM, so erhilt
man eine Streuung von - 0179 und eine mittlere absolute Differenz
von 07140 (GroBenklassen System LM).

Wenn es in LM, S. 25, noch heiBit: ,,Alle verglichenen Reihen bergen
erhebliche Widerspriiche in sich, die wohl nur zum Teil aus der natiir-
lichen Schwierigkeit und der Unsicherheit der Auffassung von Nebel-
helligkeiten entspringen®, so trifft diese Bemerkung nicht mehr die
Reihen V und LM, deren zufillige Abweichungen innerhalb ,,der natiir-
lichen Schwierigkeit und der Unsicherheit der Auffassung von Nebel-
helligkeiten‘ liegen.



Uber die Beziehungen zwischen den
verschiedenen Klassen der
verdnderlichen Sterne.

Von H. Ludendorff, Potsdam.

Die Erkldrung des Lichtwechsels der verdnderlichen Sterne ist eine
Aufgabe, von deren Losung wir noch sehr weit entfernt sind. Fiir keine
einzige der verschiedenen Klassen dieser Himmelskorper ist es bisher
moglich gewesen, die Ursache der Lichtschwankungen in befriedigender
Weise anzugeben, auBer fiir die Verfinsterungsverdnderlichen, deren
Helligkeit aber nur scheinbar verdnderlich ist, und die daher gar nicht
zu den verdnderlichen Sternen im eigentlichen Sinne des Wortes zu
rechnen sind; von ihnen wird im folgenden ganz abgesehen.

Die verdnderlichen Sterne lassen sich in verschiedene Klassen ein-
teilen, die sich fiir den weniger mit dem Material Vertrauten ziemlich
scharf voneinander zu unterscheiden scheinen. Es sind die Klassen
der langperiodischen Verdnderlichen (Mira Ceti-Sterne), der kurz-
periodischen (6 Cephei-Sterne) und der unregelmiBigen Verdnder-
lichen. Dazu kommt noch die Klasse der neuen Sterne, die man mit zu
den Verdnderlichen rechnen muB.

Dem heutigen Stande der Wissenschaft geniigt diese rohe Einteilung
nicht mehr. Schon seit geraumer Zeit ist man zu der Erkenntnis ge-
kommen, daB3 die Klasse der unregelmidBigen Veridnderlichen Objekte
so grundverschiedener Art umfaB8t, daB man diese unmdoglich zu der-
selben Klasse rechnen darf, oder dal3 dies wenigstens nur aus rein
formalen Griinden statthaft ist. Es sind daher verschiedene Versuche
gemacht worden, die Klasse der unregelméBigen Verdnderlichen in
verschiedene neue Klassen zu zerlegen. Den gegenwirtigen Kenntnissen
entspricht die Einteilung, die ich in der 6. und 7. Auflage von NEWCoMB-
ENGELMANNS Populdrer Astronomiel!) gegeben habe. Sobald man eine
Klasseneinteilung der Verdnderlichen vorgenommen hat, wird es die
nichste Aufgabe sein, zu untersuchen, ob und was fiir Beziehungen
zwischen den verschiedenen Klassen bestehen. Das ist nicht ganz ein-
fach, da wir, wie gesagt, die Ursache des Lichtwechsels in keinem
Falle wirklich kennen. Die folgenden Zeilen haben den Zweck, eine

1) Leipzig: W. Engelmann, 1921 und 1922.
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solche Untersuchung zu liefern, wobei alle Klassen der Verdnderlichen
in den Kreis der Betrachtung gezogen werden sollen. Eine derartige
Gesamtdiskussion liegt meines Wissens bisher noch nicht vor. DaB
ich sie schon jetzt unternehme, obwohl meine seit 1919 im Gange be-
findlichen allgemeinen Untersuchungen?) iiber die verdnderlichen Sterne
noch keineswegs abgeschlossen sind, mag die festliche Gelegenheit ent-
schuldigen. Ich habe zudem den Eindruck, daBi die Fortfilhrung dieser
Untersuchungen wesentlich neue Gesichtspunkte fiir das hier behandelte
Thema nicht ergeben wird.

Wir gehen bei unseren Betrachtungen aus von der Klasse der Mira
Ceti-Sterne, also den Sternen mit einem meist mehrere GréBenklassen
umfassenden, einigermaBen regelmiBigen Lichtwechsel, der in Perioden
von mehreren Monaten bis zu etwa 600? vor sich geht. Bei den Licht-
kurven dieser Sterne kann man mehrere Typen unterscheiden, die aber
nicht scharf voneinander verschieden, sondern durch Ubergangsformen
miteinander verbunden sind. Ich definiere diese Typen wie folgt (siehe
ITI, IV und V):

a: eine unsymmetrische Lichtkurve, Anstieg deutlich steiler als

Abstieg, keine konstante Phase im Minimum;

(a): ebenso, aber mit nahezu oder vollig konstanter Phase von be-
trachtlicher Dauer im Minimum und meist sehr steilem Hellig-
keitsanstieg;

b: eine Lichtkurve, die einer Sinuskurve oder einer Zykloide dhn-
lich ist (keine wesentliche Unsymmetrie);

c: eine Lichtkurve, die auch symmetrisch ist, bei der der Stern
aber im Maximum ldngere Zeit v6llig oder mit grofler Anndherung
konstant bleibt, wihrend die Minima besser definiert sind;

d: eine Lichtkurve, bei der das breite Maximum durch ein sekun-
dires Minimum geteilt wird, so daB sie Ahnlichkeit mit der von
B Lyrae hat;

(d): eine Lichtkurve mit deutlichem Stillstand oder Bucgkel im
Anstieg.

Wie schon erwihnt, 146t sich eine scharfe Grenze zwischen den
verschiedenen Formen von Lichtkurven nicht ziehen; Ubergangsformen
werden mit a—b usw. bezeichnet. Nur sehr wenige Lichtkurven von
Mira-Sternen passen nicht in das obige Schema.

Natiirlich wiirde es exakter sein, die Formen der Lichtkurven
irgendwie zahlenmiBig darzustellen; bei der oben geschilderten, roheren

1) Bisher sind verdffentlicht: Uber die mit R Coronae borealis verwandten
veranderlichen Sterne (A. N. Bd. 209, S.273. 1919); Untersuchungen iiber ver-
anderliche Sterne I (A. N. Bd. 214, S. 77. 1921); II (A.N. Bd. 214, S. 217.1921);
IIT (A. N. Bd. 217, S. 161. 1922); IV (A. N. Bd. 219, S. 1. 1923); V (A. N. Bd. 220,
S.145. 1924); VI (A.N. Bd. 220, S. 241. 1924); diese 7 Arbeiten werden im fol-
genden mit A und I bis VI zitiert. . . )

Seeliger-Festschrift. . 6
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Klassifizierung hat man aber den Vorteil, da man die Lichtkurven
vieler Sterne bereits einordnen kann, fiir die eine zahlenmiBige Dar-
stellung noch nicht gut moglich wére, da die vorhandenen Beobachtungen
dazu nicht ausreichen.

Die Spektra der Mira Ceti-Sterne gehoren den Klassen Md (Absorp-
tionsspektrum M mit dariiber gelagerten Emissionslinien, hauptsich-
lich des Wasserstoffs, die gegen die Absorptionslinien etwas nach
Violett verschoben sind), M und N, sowie in einigen Féllen den Klassen S,
K und R an. Man hat merkwiirdigerweise bis vor kurzem bei den iibri-
gens nur sehr spirlich vorliegenden allgemeinen Untersuchungen iiber
die Mira-Sterne auf die Verschiedenheiten der Spektralklassen gar
keine Riicksicht genommen, also z. B. die Mira-Sterne der Spektral-
klasse N ruhig zusammen mit denen der Spektralklasse Md behandelt.
Ich habe aber in III und IV nachgewiesen, dafl die Eigenschaften des
Lichtwechsels je nach der Spektralklasse betrichtliche Unterschiede
aufweisen; insbesondere sind die Mira-Sterne der Klasse N stark von
denen der Klasse Md verschieden. Die wichtigsten dieser Unterschiede
sind folgende:

Die N-Sterne haben durchschnittlich ldngere Perioden als die Md-
Sterne und systematisch kleinere Helligkeitsschwankungen als die
Md-Sterne gleicher Periode. Unter den Lichtkurven der N-Sterne
sind die symmetrisch gestalteten weit hiufiger als bei den Md-Sternen
gleicher Periode. (Bei den Md-Sternen hat sich, worauf ich hier nicht
weiter eingehe, eine starke Korrelation zwischen Form der Lichtkurve
und Periodenlidnge gezeigt. Man darf also bei Vergleichungen der Licht-
kurven von Sternen verschiedener Spektralklassen immer nur Sterne
gleicher Perioden vergleichen.)

Nach dem Gesagten muB3 man die Mira-Sterne der Spektralklasse N,
obwohl sie ohne Zweifel mit denen der Spektralklasse Md aufs engste
verwandt sind, als besondere Unterklasse betrachten.

Die Mira-Sterne der Spektralklassen K, Ma und Mb (ohne helle
Linien) haben durchschnittlich viel kiirzere Perioden als die Md-Sterne,
wenn man von W Cassiopeiae (mit abnormem Spektrum) und den-
jenigen unter den ersteren Sternen absieht, welche Lichtkurven der Form d
besitzen. Die Mc-Sterne, wieder mit Ausschlufi derjenigen mit d-Licht-
kurven, stehen in ihrer Periodenldnge weit weniger hinter den Md-
Sternen zuriick. Die Helligkeitsamplituden der langperiodischen
K-, Ma-, Mb- und Mc-Sterne sind durchschnittlich kleiner als die der
Md-Sterne gleicher Periode. Was die Form der Lichtkurven angeht,
so scheinen bei den K- und M-Sternen von weniger als 200¢ Periode
die Helligkeitsanstiege durchschnittlich etwas steiler zu sein als bei
den Md-Sternen gleicher Periode, ferner kommen unter den M-Sternen
ohne helle Linien Lichtkurven mit breitem Maximum (¢, b—c, c¢—d)
und solche der Form d relativ weit hdufiger vor als bei den Md-Sternen.
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Im ganzen sind aber die langperiodischen K- und M-Sterne von den
Md-Sternen jedenfalls weniger verschieden als die N-Sterne, und man wird
sie daher kaum als besondere Unterklasse, sondern nur als Grenzfille
zu betrachten haben, um so mehr, als bei einigen jener K- und M-Sterne
zuweilen Emissionslinien auftreten (z. B. bei SX Herculis; RT Hydrae
ist im Draper-Katalog als Mc bezeichnet, wihrend MeRRILL!) diesen
Stern unter den von ihm beobachteten Md-Sternen hat). Auf die
wenigen Mira-Sterne der Klassen S und R will ich hier nicht weiter
eingehen.

Besonderes Interesse verdienen die Mira-Sterne mit Lichtkurven
der Formen d und (a), da sie den Ubergang zu gewissen Klassen der
unregelmiBigen Verdnderlichen zu bilden scheinen.

An einer schon zitierten Stelle habe ich die folgende Einteilung
der unregelmiBigen Verdnderlichen vorgeschlagen, die alle diese Sterne
mit ganz wenigen Ausnahmen umfaSt:

1. Gewdhnliche, rote unregelmiBige Verdnderliche (« Cephei-Sterne).

2. RV Tauri-Sterne.

3. U Geminorum-Sterne.

4. R Coronae-Sterne.

5. Nova-dhnliche Verdnderliche.

Dal} die Mira-Sterne mit den w Cephei-Sternen eng verwandt sind,
wird wohl nicht bezweifelt werden. Unter den Md-Sternen gibt es zwar,
abgesehen von einigen RV Tauri-Sternen (sieche unten), nur einen,
ndmlich S Persei, von dem mit Sicherheit behauptet werden kann, da3
er unregelmiBig verdnderlich ist. Aber die Verdnderlichen der Spektral-
klasse M (ohne helle Linien) gehéren z. T. zu den Mira-, z. T. zu den
1 Cephei-Sternen, und der Unterschied scheint nur graduell zu sein.
Z.B. bildet W Persei (Mc) einen Ubergang. Die Periode ist bei diesem
Stern?) im Mittel 496¢, die Einzelwerte schwanken aber zwischen
400% und 600¢, die Form der Lichtkurve ist stark verinderlich. Im
allgemeinen scheint die Sache so zu liegen, dal3 M-Sterne mit gréBeren
Amplituden eine regelmiBige Periode haben, solche mit kleinen Am-
plituden dagegen meist oder mindestens sehr hdufig unregelmiBig
sind; ganz dhnlich ist es mit den verdnderlichen N-Sternen. Leider
sind die roten unregelmifligen Verdnderlichen meist nur wenig beob-
achtet worden, und die Beobachtungen sind im Verhiltnis zu der kleinen
Helligkeitsamplitude zu ungenau, so daf wir erst sehr wenig iiber den
Lichtwechsel dieser Sterne wissen. Es ist keineswegs ausgeschlossen,
daB wir bei ihnen noch Unterklassen unterscheiden miissen.

Die RV Tauri-Sterne, die zweite Klasse der unregelmiBigen Ver-
dnderlichen, sind dadurch gekennzeichnet, daBl zwischen zwei Haupt-
minima in der Regel ein sekundires Minimum liegt. Die Lichtkurve

1) Astrophysical Journal Bd. 58, S.215. 1923.
2) Harvard Obs. Bull. Nr. 784.

6*
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ist aber sehr veranderlich, bisweilen bleibt ein Minimum aus, bisweilen
sind die Nebenminima ebenso tief wie die Hauptminima, bisweilen
vertauschen sich Haupt- und Nebenminima. Die Lichtkurve gleicht
zeitweise dem f Lyrae-, zeitweise dem 0 Cephei- oder { Geminorum-
Typus, ja in einigen Fillen kommen auch Algol-dhnliche Lichtkurven
vor. Es ist gebrduchlich, die iibrigens stark verdnderliche Periode von
Hauptminimum zu Hauptminimum zu rechnen.

In II habe ich die RV Tauri-Sterne einer zusammenfassenden
Diskussion unterworfen. Unter Fortlassung einiger zweifelhafter Fille
kann man folgende Sterne in diese Klasse rechnen (es bedeutet P die
Periode, A die Gesamthelligkeitsamplitude, § die galaktische Breite):

Stern P A B i Spektrum
R Sagittae. . . .| 70% | 178 ] 11° cGo
V Vulpeculae . .| 75 C.7 9 cGs5p
RV Tauri . . . . 78 2.5 12 ?
U Monocerotis . . 92 1.5 ) cGop
TV Androm. . . .] 127 1.7 16 ?
RScuti, . . . . 140 4.5 3 Pec
RV Androm. . .| 171 2.7 11 Md ?
RS Camelop. . .|(190) | 0.6 34 Mb
Z Ursae maj. . .| 198 1.9 58 Md
WCygni . . . .]259 1.1 6 Mc
BM Scorpii ? 0.9 2 K

Die Zugehorigkeit von RV Andromedae und W Cygni zur RV Tauri-
Klasse ist noch nicht sichergestellt. In II ist Z Ursae majoris noch
nicht zu dieser Klasse gerechnet, nach einer schénen Beobachtungs-
reihe von BRUN') muf} dies aber ohne Zweifel geschehen (BRUN nimmt
P = 999 an, aber bisweilen bleibt ein Minimum aus oder ist nur schwach
angedeutet; wenn man den Stern als RV Tauri-Stern betrachtet, muf3
man daher fiir P den doppelten Betrag ansetzen).

Uber die Spektra ist noch folgendes zu bemerken : Die von R Sagittae,
V Vulpeculae und U Monocerotis sind auf dem Mt Wilson-Observato-
rium photographiert worden ?); die beiden letztgenannten Sterne haben
auffallend schwache Wasserstoffabsorptionslinien, ,,a condition almost
certainly due to the partial balancing of absorption and emission in
these lines*“. Die Radialgeschwindigkeiten aller drei Sterne sind ver-
dnderlich. Das Spektrum von R Scuti variiert nach. Joy?) zwischen
G5e im Maximum der Helligkeit und K 2ep (K2 mit hellen Linien des
Wasserstoffs und Absorptionsbanden des Titan-Oxyds, also eng mit Md
verwandt) im Minimum. Die Radialgeschwindigkeit ist variabel und

1) Bull. de 'Obs. de Lyon Bd. 6, S.24. 1924.
2) Annual Report of the Director of the Mount Wilson Obs. 1922, S. 234.
3) Publ. of the Astr. Soc. of the Pacific 1922, S.349.
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befolgt nach R. H. Curtiss!) eine verinderliche Periode von 65¢
bis 75¢ (also offenbar gleich der Hilfte der in der Tabelle angegebenen
mittleren Periode des Lichtwechsels, die, wie erwdhnt, von Haupt-
minimum zu Hauptminimum gerechnet ist). Die Wasserstoff-Emissions-
linien sind gegen die Absorptionslinien nach Violett verschoben, so wie
dies bekanntlich auch bei den Md-Sternen der Fall ist.

Die obige Tabelle zeigt nun, daB die Spektra der RV Tauri-Sterne
eine deutliche Abhingigkeit von der Periodenlinge besitzen, und zwar
haben die Sterne mit langen Perioden Spektra, die mit denen der Mira-
Sterne eng verwandt oder identisch sind. Die mit kurzen Perioden
liegen nahe der MilchstraBe, fiir die mit lingeren trifft dies, wie bei den
Mira-Sternen, nicht mehr durchweg zu.

Die RV Tauri-Sterne sind hiernach unzweifelhaft mit den Mira-
Sternen verwandt, und zwar, der Form der Lichtkurve nach zu urteilen,
wohl gerade mit denjenigen unter diesen, die Lichtkurven der Form d
oder diesen verwandte® besitzen. Als Beispiele fiir solche fiihre ich
an R Normae (P = 484%, Spektrum Mb, Kurve d), R Doradus (3459,
Mc, d), R Ursae min. (332%, Mc, c—d), RT Hydrae (Mc, 255¢, c—d),
R Centauri (568%, Md, d). Wie #hnlich die Lichtkurven dieser Mira-
Sterne und die der RV Tauri-Sterne zeitweise sind, geht z. B. daraus
hervor, daB ich in IT Z Ursae majoris auf Grund einer noch unvollstin-
digen Kenntnis des Lichtwechsels zu den Mira-Sternen gerechnet habe.
Der Hauptunterschied ist der, daB die Mira-Sterne der genannten Art
einen weit regelmiBigeren Lichtwechsel als die RV Tauri-Sterne und
auch lingere Perioden haben. In der Periodenlinge scheinen sie sich
an die RV Tauri-Sterne im Sinne wachsender Perioden anzuschlieBen.

Wir wenden uns nun zu der nichsten Klasse der unregelmiBigen
Verdnderlichen, den U Geminorum-Sternen. Bei diesen wichst die
Helligkeit aus einem Minimum in unregelmiBigen Intervallen meist
sehr rasch um mehrere Groflenklassen an, um dann langsamer wieder
herabzusinken. Das Verhalten dieser Sterne im Minimum ist nicht
in allen Fillen bekannt, doch ist bei SS Cygni, U Geminorum und
RU Pegasi die Helligkeit im Minimum nur wenig veridnderlich. Die
Sterne, die zu dieser Klasse gehoren, sind wenig zahlreich. Es sind
folgende:

SS Aurigae BI Orionis
SS Cygni RU Pegasi
U Geminorum UV Persei
X Leonis TW Virginis

Nach den Angaben in der ,,Geschichte und Literatur der verinder-
lichen Sterne® ist das Intervall zwischen aufeinanderfolgenden Auf-
hellungen:

1) Popular Astronomy 1924, S. 220.



86 H. LUDENDORFF:

" bei SS Aurigae . . . 40% bis 1039,
, SSCygni . . . . 24% ,, 80¢ (durchschnittlich 519),
,, U Geminorum . . 62¢ ,, 1524
,, BIOrionis. . . . 19 , 269
» RUPegasi . . .60 , 904,
», TW Virginis . . . 23% und grofer,

und ferner nach anderweitigen Angaben:
bei X Leonis . . . . durchschnittlich 169

,, UV Persei. . . . etwa 200% und groBer.

Eine Bevorzugung geringer galaktischer Breiten ist bei diesen
Sternen kaum festzustellen.

Uber die Spektra der U Geminorum-Sterne ist infolge ihrer Licht-
schwiche wenig bekannt. SS Cygni und SS Aurigae haben im Maxi-
mum nahezu kontinuierliche Spektra mit schwachen, breiten Absorp-
tionslinien des H und He. Im Minimum zeigt SS Cygni starke, sehr
breite Emissionslinien dieser beiden Elemente?!). Es liegt offenbar
eine Ahnlichkeit mit dem Spektrum der neuen Sterne vor.

Aus dem Gesagten geht hervor, daf die Lichtkurven der U Gemi-
norum-Sterne den Lichtkurven der Form (a) bei den Mira-Sternen
dhnlich sind, nur treten bei letzteren die Aufhellungen regelmifBig ein.
Es ist aber zu erwidhnen, daf3 auch bei den Md-Sternen mit (a)-Kurven
gelegentlich starke UnregelmdBigkeiten auftreten. So scheinen bei
Z Tauri die Maxima manchmal auszubleiben oder nur schwach an-
gedeutet zu sein. Bei RW Lyrae erheben sich die Maxima manchmal
bis fast zur 9. GroBe, manchmal aber auch nur bis zur 13., d. h. nur
etwa 1—1%/, GroBenklassen iiber die Minimalhelligkeit. Besonders
die Ahnlichkeit der Lichtkurven einiger dieser Md-Sterne mit der von
SS Cygni ist verbliiffend, nur der zeitliche MaBstab der Kurven ist bei
SS Cygni ein anderer. In der Regel ist allerdings die Dauer des kon-
stanten Minimums relativ zur Dauer der Erhebung iiber dieses bei
SS Cygni groBer als bei den Md-Sternen; immerhin dauert bei V Camelo-
pardalis (P = 5119 der konstante Teil des Minimums mitunter 300¢
und mehr, bei Z Tauri (P = 500%) etwa 320¢, und es kommen anderer-
seits beil SS Cygni Fille vor, wo die Dauer der Minima ziemlich kurz ist.

Der Md-Stern?) kiirzester Periode, der eine Lichtkurve der Form (a)
hat, ist wohl Z Cygni mit P = 263%. Der Periodenlinge nach schlieBen
sich also die Md-Sterne mit (a)-Kurven an die U Geminorum-Sterne
schon an, da bei UV Persei das kiirzeste beobachtete Intervall zwischen

1) Annual Report of the Director of the Mount Wilson Obs. 1922, S. 234,
und Popular Astronomy 1922, S.103. Vgl. auch Harvard Annals Bd. 56, S. 210
bis 211.

2) Bei Mira-Sternen der iibrigen Spektralklassen kommen Lichtkurven der
Form (a) augenscheinlich nicht vor.
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zwei Aufhellungen etwa 200 betrigt (die Maxima bei UV Persei
sind allerdings viel spitzer als bei den Md-Sternen mit (a)-Kurven).
In ganz dhnlicher Weise schliefen sich, wie wir sahen, die Mira-Sterne
mit d-Kurven an die RV Tauri-Sterne an. Nebenbei sei hier erwihnt,
daB auch der merkwiirdige, von einem Gasnebel umgebene Md-Stern
R Aquarii eine Lichtkurve der Form (a) hat.

Nach allem kann man sich des Eindrucks nicht erwehren, daB viel-
leicht eine Verwandtschaft zwischen den Md-Sternen mit Lichtkurven
der Form (a) und den U-Geminorum-Sternen vorliegt. Dagegen spricht
freilich der Umstand, daB8 SS Cygni und U Geminorum Spektra haben,
die von denen der Mira-Sterne grundverschieden sind; aber vielleicht
ist dies nicht ausschlaggebend, da bei den RV Tauri-Sternen die ein-
zelnen Objekte sehr verschiedene Spektra haben, deren Beschaffenheit
von der Periodenlinge abhingt. Ahnliches kénnte auch bei den U Gemi-
norum-Sternen der Fall sein.

Zwischen den Mira-Sternen und den beiden letzten Klassen der
unregelmiBigen Verdnderlichen, namlich den R Coronae-Sternen und
den Nova-dhnlichen Veranderlichen, scheint eine direkte Verwandtschaft
nicht zu bestehen.

Sehr schwierig ist nun die Frage einer etwaigen Verwandtschaft
zwischen den Mira- und den 0 Cephei-Sternen. Unter den letzteren
konnen wir deutlich zwei Gruppen unterscheiden, je nachdem die Periode
mehr oder weniger als etwa 19 betrigt. Wir wollen diese beiden Gruppen
als lang- und als kurzperiodische & Cephei-Sterne bezeichnen. Daf} diese
beiden Gruppen eng miteinander verwandt sind, ist nicht zu bezweifeln
und wird allgemein angenommen. In der Tat sind die Beziehungen
zwischen den Anderungen der Radialgeschwindigkeit und denen der Hel-
ligkeit bei beiden Gruppen die gleichen, ebenso dhneln sich die Licht-
kurven, wenngleich Lichtkurven mit lang ausgedehntem, konstantem
Minimum [Form (a)] nur bei den kurzperiodischen 0 Cephei-Sternen
vorkommen. Grundverschieden sind andererseits die galaktische Ver-
teilung (sehr starke Bevorzugung der Milchstrale bei den langperio-
dischen, Verteilung iiber den ganzen Himmel bei den kurzperiodischen),
die Radialgeschwindigkeiten (kleine bei ersteren, sehr groBe bei letz-
teren), in geringerem Grade auch die Spektren (die langperiodischen
weisen durchschnittlich ,,spédtere® Spektraltypen auf als die kurz-
periodischen). Trotzdem mufl an der Annahme der Verwandtschaft
festgehalten werden, fiir die auch der Verlauf von SHAPLEYS bekannter
,,Period-Luminosity-Curve spricht.

Die Mira-Sterne kénnen nun natiirlich nur mit den langperiodischen
0 Cephei-Sternen direkt verwandt sein! Gegen eine solche Verwandt-
schaft sprechen folgende Griinde:

1. Die verschiedene galaktische Verteilung (die Mira-Sterne sind,
abgesehen von den der Spektralklasse N angehorigen, iiber den ganzen
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Himmel verteilt, die langperiodischen 8 Cephei-Sterne zeigen eine sehr
starke galaktische Konzentration).

2. Die von der Sonnenbewegung befreiten Radialgeschwindigkeiten
der Mira-Sterne sind durchschnittlich ziemlich grofB1), die der lang-
periodischen & Cephei-Sterne dagegen nur klein.

3. Die Mira-Sterne gehoéren vorwiegend den Spektralklassen M und N,
die langperiodischen & Cephei-Sterne den Klassen F, G und K an.

4. Die Radialgeschwindigkeiten verhalten sich bei beiden Klassen
von Sternen zum Lichtwechsel ganz verschieden. Die Radialgeschwin-
digkeiten der & Cephei-Sterne sind stark verdnderlich, das Maximum
bzw. Minimum der Helligkeit fillt ungefdhr mit dem negativen bzw.
positiven Maximum der Radialgeschwindigkeit zusammen. Bei den
Mira-Sternen ist die aus den Verschiebungen der Absorptionslinien
folgende Radialgeschwindigkeit gar nicht oder nur gering variabel,
und bei Mira Ceti selbst ist das Verhalten dieser Radialgeschwindig-
keiten zur Lichtkurve gerade umgekehrt wie bei den d Cephei-Sternen?).
Die Emissionslinien der Mira-Sterne scheinen allerdings nach MERRILL
bei einigen Sternen, ganz wie die Absorptionslinien der é Cephei-Sterne,
sehr bald nach dem Maximum der Helligkeit ein Maximum der Annédhe-
rungsgeschwindigkeit zu ergeben. Bei Mira Ceti selbst ist die Sachlage
nach Joy komplizierter, doch ergeben bei diesem Stern die hellen Linien
im Minimum ein positives Maximum der Radialgeschwindigkeit.

Von diesen Griinden, die eine Verwandtschaft zwischen den Mira-
und 0 Cephei-Sternen zunichst unwahrscheinlich machen, sind aber
1. bis 3. wenig stichhaltig, da ganz dhnliche Unterschiede auch zwischen
den lang- und den kurzperiodischen & Cephei-Sternen bestehen.

Die Verschiedenheit der Spektra kénnte sogar vielleicht als Grund
fitr die Verwandtschaft angefithrt werden. Ordnet man nidmlich die
kurzperiodischen und die langperiodischen 6 Cephei- sowie die Mira-
Sterne nach ihrer Periodenlinge in eine fortlaufende Reihe und bildet
(unter Auslassung der N-Sterne) die mittleren Spektren fiir gewisse
Periodenintervalle, so erhdlt man fiir die Spektra eine stetig fort-
laufende Reihe von etwa Az bis M, und auch innerhalb der Klasse der
Mira-Sterne werden die Sterne noch immer réter, je linger die Periode ist.

Stdrker als 1. bis 3. spricht 4. gegen die Verwandtschaft; aber auch
dieser Gegengrund wird wenigstens etwas abgeschwicht durch das oben
geschilderte Verhalten der Emissionslinien bei einigen der Mira-Sterne.

Fiir die Verwandtschaft der é Cephei- und der Mira-Sterne sprechen
folgende Umstinde:

1. Mira-Sterne und 6 Cephei-Sterne sind Riesensterne; im Minimum
der Helligkeit ist ihre Temperatur niedriger als im Maximum, wie aus
Anderungen im Spektrum hervorgeht.

1) Vgl. MERRILL in Astrophysical Journal Bd. 58, S.215. 1923.
2) Vgl. Joy in Popular Astronomy 1923, S. 645.
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2. Die Lichtkurven beider Klassen haben ihrer Gestalt nach in vielen
Fillen die gréBte Ahnlichkeit.

3. Bei den Mira-Sternen mit verhdltnismidBig kurzen Perioden ist
die Helligkeitsamplitude durchschnittlich kleiner als bei demen mit
lingeren Perioden; die ersteren ndhern sich dadurch den d Cephei-
Sternen, die kleine Helligkeitsamplituden besitzen.

4. Wenn auch (vgl. T) Sterne mit Perioden zwischen 45¢ (der un-
gefihren oberen Periodengrenze fiir die unzweifelhaft der J Cephei-
Klasse angehorigen Sterne) und 90¢ (der unteren Periodengrenze der
unzweifelhaften Mira-Sterne) selten sind, so gibt es doch einige Sterne
in dieser Liicke, die dem Spektraltypus M angehéren (soweit die Spektra
bekannt sind), und die einen Ubergang zwischen den beiden Klassen
zu bilden scheinen. Ganz ihnlich liegen die Dinge bei dem Ubergang
von den kurz- zu den langperiodischen ¢ Cephei-Sternen.

5. Die Mira-Sterne besitzen eine deutliche Verwandtschaft mit den
RV Tauri-Sternen. Andererseits 148t sich, wie wir sehen werden, auch
eine solche zwischen den RV Tauri-Sternen und den langperiodischen
0 Cephei-Sternen feststellen.

6. In der kleinen Magellanschen Wolke kommt neben 6 Cephei-
Sternen mit normalen Perioden auch ein Verdnderlicher mit einer
Periode von 127¢ vor. Dieser paBt seiner Helligkeit nach zwanglos in
die Kurve, welche die Beziehung zwischen Helligkeit und Perioden-
linge fiir die iibrigen & Cephei-Sterne der kleinen Magellanschen
Wolke darstellt. Man hat also hier einen ¢ Cephei-Stern von 127¢
Periode vor sich, den man sonst auf Grund der langen Periode
als Mira-Stern betrachten wiirde. Die Lichtkurve ist die typische
fiir Mira-Sterne?l); die photographische Amplitude ist aber nur 0.9
GréBenklassen.

7. In einigen Fillen scheinen Mira-Sterne in Beziehungen zu kugel-
formigen Sternhaufen zu stehen, so wie dies fiir 0 Cephei-Sterne haufig
zutrifft. Die wichtigsten Fille dieser Art sind folgende: Der kugel-
férmige Sternhaufen 47 Tucanae enthilt 7 langperiodische Verdnder-
liche ?), von denen die drei hellsten Perioden von 2119, 203d und 192¢
haben, wiahrend die Perioden der vier anderen noch unbekannt sind.
Nahe bei NGC 6584 liegéen zwischen AR 18812™1 und 18%139,
Dekl — 52°51” und — 52°32’ sechs Verdnderliche dicht zusammen3),
von denen drei wahrscheinlich Perioden von 361¢, 2384, 112¢ haben,
wihrend die anderen kurze, noch unbekannte Perioden besitzen. Inner-
halb 1%/,° Entfernung von NGC 6451 liegen zwolf Verdnderliche?),
von denen drei kurzperiodische ¢ Cephei-Sterne sind, wiahrend die neun
anderen Perioden zwischen 353¢ und 186% aufweisen. Ebenso liegen 5)

1) Harvard Obs. Circular Nr. 237. 2) Harvard Obs. Bull. Nr. 783.
3) Harvard Obs. Bull. Nr. 801. 4) Harvard Obs. Bull. Nr. 799.
5) Harvard Obs. Bull. Nr. 798.
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nahe bei NGC 6093 fiinf Veréinderliche, von denen vier Perioden von 5824
bis 1519 haben, der fiinfte dagegen eine solche von weniger als 1 hat.

8. Der 6 Cephei-Stern RU Camelopardalis (P = 22%) hatl) im
Maximum ein Spektrum der Klasse K, im Minimum merkwiirdigerweise
ein solches der Klasse R mit Emissionslinien des Wasserstoffs, die,
wie bei den Md-Mira-Sternen, gegen die Absorptionslinien nach Violett
verschoben sind. DaB RU Camelopardalis ein typischer d Cephei-
Stern ist, geht aus dem Verhalten der Verdnderungen der Radial-
geschwindigkeit zu denen der Helligkeit hervor.

Trotz der Verschiedenheiten, von denen nur die unter 4. genannten
wirklich von Belang sind, scheint es also, als ob zwischen den Mira-
und den langperiodischen & Cephei-Sternen eine Verwandtschaft
bestdnde. Aber die Frage ist noch nicht entschieden, und es ist wohl
moglich, daBl die eben ausgeprochene Ansicht irrig ist.

Ob etwa eine direkte Verwandtschaft zwischen den & Cephei- und
den unregelmiBigen u Cephei-Sternen besteht, ist eine Frage, die wir
noch ganz unentschieden lassen miissen; wir kennen den Lichtwechsel
der letzteren noch zu wenig. Dagegen bestehen sicher enge Beziehungen
zwischen den langperiodischen 6 Cephei-Sternen und den RV Tauri-
Sternen mit Perioden von weniger als etwa 100%. Letztere sind (vgl.
die Tabelle auf S. 84) galaktisch wie erstere. Die Spektren der lang-
periodischen & Cephei-Sterne gehéren vorwiegend den Klassen acF
und acG an, die RV Tauri-Sterne R Sagittae, V Vulpeculae und U Mono-
cerotis haben cG-Spektren.

Die Lichtkurve von RV Tauri gleicht zeitweise sehr stark der eines
0 Cephei-Sternes, wenn man fiir die Periode nicht 78¢ (von Haupt-
minimum zu Hauptminimum), sondern 39¢ (von Hauptminimum zu
Nebenminimum) annimmt, nur ist die Lichtkurve sehr verdnderlich;
dhnlich ist die Sachlage bei V Vulpeculae.

Eine Verwandtschaft der langperiodischen 6 Cephei-Sterne zu den-
jenigen U Geminorum-Sternen, bei denen die Aufhellungen rasch
aufeinander folgen, namentlich X Leonis, ist ebenfalls keineswegs aus-
geschlossen. Allerdings scheint es unter den langperiodischen & Cephei-
Sternen solche mit lang andauernder konstanter Phase im Minimum
nicht zu geben, aber auch bei X Leonis diirfte diese Phase manchmal
nur ziemlich kurz (wenn iiberhaupt vorhanden) sein. Eine Verwandt-
schaft der J Cephei-Sterne mit den R Coronae-Sternen und den Nova-
dhnlichen Verdnderlichen diirfte dagegen nicht in Betracht kommen.

Wenden wir uns nun den beiden zuletzt genannten Klassen von
Verdnderlichen zu. Es scheint, als ob zwischen den U Geminorum-
Sternen und den Nova-dhnlichen Veridnderlichen Beziehungen bestehen.
SS Cygni hat, wie wir sahen, ein Spektrum, das an das der neuen Sterne

1) Publ. Astr. Soc. of the Pacific 1919, S. 180.
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in gewissen Phasen ihrer Erscheinung erinnert. Das Aufleuchten ge-
schieht bei manchen U Geminorum-Sternen, z. B. bei UV Persei, au3er-
ordentlich pl6tzlich; das Maximum dauert bei diesem Sterne nur wenige
Tage. Fiir die Nova-dhnlichen Verdnderlichen ist T Pyxidis ein typischer
Fall. Dieser Stern erhob sich aus einem nahezu konstanten Minimum
plotzlich in den Jahren 1890, 1902 und 1920 zu gréBerer Helligkeit
und zeigte dabei 1920 ein typisches Nova-Spektrum. Man kénnte ihn
einen U Geminorum-Stern nennen, der nur in sehr langen Intervallen
aufleuchtet, ebensogut aber auch eine Nova, die mehrmals erschienen
istl). Zu den Nova-dhnlichen Verdnderlichen ist wohl auch
RS Ophiuchi?) zu rechnen, sowie auch % Carinae3), wenngleich
hier die Verhiltnisse anders liegen. In beiden Fillen weist das Spektrum
auf nahe Beziehungen zu den neuen Sternen hin. Jedenfalls umfaft die
Klasse der Nova-dhnlichen Verdnderlichen bisher nur wenige Objekte.

Sehr eigenartig sind die unregelmiBigen Verdnderlichen der R Coronae-
Klasse. Die R Coronae-Sterne im engeren Sinne sind dadurch charakte-
risiert, daf sie lange bei einer konstanten Helligkeit im Maximum ver-
harren. Diese Zeiten normaler Helligkeit werden unterbrochen durch
meist scharf einsetzende Minima, in denen die Sterne oft ebenfalls lange
Zeit unter bedeutenden Lichtschwankungen verbleiben. Ich habe
diese Sterne in der schon auf S. 81 zitierten Arbeit A eingehend dis-
kutiert und dabei noch einige zu ihnen gerechnet, welche noch nicht
lingere Zeit hindurch in einem konstanten Maximum beobachtet
worden sind, aber sonst doch groBe Ahnlichkeit mit den R Coronae-
Sternen haben. Im ganzen erhielt ich in A eine Liste von 13 R Coronae-
Sternen. Zu diesen kommen noch folgende Sterne hinzu, deren Licht-
wechsel damals noch gar nicht oder erst mangelhaft bekannt war:

S Apodis. f = 12° Spektrum R (vgl. Harvard Bull. Nr. 761).

AB Aurigae. f=8°. Spektrum A0. ,,Situated on the edge of an obscu-
red region. Probably, therefore, its abnormal variabilityis to be attributed
to occultation by cosmic dust clouds® (vgl. Harvard Bull. Nr. 798).

VY Pegasi. f# = 41°. Spektrum unbekannt (vgl. Harvard Bull. Nr. 792)

RT Serpentis. f = 9°. Spektrum A8 mit hellem Hpf. (Helligkeits-
beobachtungen an zahlreichen Stellen verdffentlicht.)

HD 81137. # =1° Spektrum Ma mit einigen hellen Linien, die
mit solchen im Spektrum von 7 Carinae identisch zu sein scheinen
(vgl. Harvard Bull. Nr. 783).

Z Canis majoris. f# = 1°. Spektrum Bp (Hpf, Hy hell) (vgl. Harvard
Circ. Nr. 225).

1) Lichtkurve s. Harvard Annals Bd. 84, Nr. 5, und Publ. of the Astr. Soc.
of the Pacific 1921, S. 191.

2) Lichtkurve s. Harvard Annals Bd. 84, Nr. 5, und Publ. of the Astr. Soc.
of the Pacific 1921, S. 191.

3) Lichtkurve s. Annals of the Cape Observatory Bd. 9, S. 78 B.
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Die Zugehorigkeit von VY Pegasi und HD 81137 zur Klasse der
R Coronae-Sterne ist noch zweifelhaft.

Alle die hier und in A angefiihrten R Coronae-Sterne liegen in
geringen galaktischen Breiten auBler R Coronae selbst und VY Pegasi;
sie besitzen sehr verschiedene Spektren, aber auffallend zahlreiche
unter ihnen haben zeitweise oder dauernd helle Linien, und einige haben
im Spektrum Eigentiimlichkeiten, die an die neuen Sterne erinnern.
Ich habe in A versuchsweise die Hypothese aufgestellt, daB der Licht-
wechsel durch Staub- und Nebelmassen zustande kommt, die sich
an dem Stern vorbeibewegen oder durch die der Stern sich hindurch-
bewegt. Um einfache Verfinsterungsvorginge kann es sich aber wegen
der Eigentiimlichkeiten der Spektren vieler dieser Sterne sicherlich nicht
in allen Fillen handeln. Diese hier angedeutete Hypothese, die an
SEELIGERS Theorie der neuen Sterne anklingt, gewinnt noch dadurch
an Wahrscheinlichkeit, daB manche der R Coronae-Sterne in Nebeln
liegenl). So scheint alles in allem eine Verwandtschaft mit den Nova-
dhnlichen Verdnderlichen und den neuen Sternen selbst vorhanden zu
sein, wie ich schon in A niher ausgefiihrt habe.

Von wenigen Ausnahmen abgesehen, auf die ich noch etwas niher
eingehen werde, lassen sich alle veridnderlichen Sterne, deren Licht-
wechsel hinreichend bekannt ist, in die besprochenen Klassen einordnen.
Diese Klassen und ihre verwandtschaftlichen Beziehungen zueinander
sind nun in nachstehendem Schema iibersichtlich dargestellt.

Neue Sterne
A

¢

¥
R Coronae-Sterne «<———» Nova-ghnliche Sterne

/ Mira-Sterne <<—————->> y Cephei-Sterne

A4S
/ — \‘\.
T T

ol 4/// - T .
U Geminorum-Sterne ~ 7 RV Tauri-Sterne

\ Ak//

Langperiod. § Cephei-Sterne

<€—>>

Kurzperiod. é Cephei-Sterne
Die Stirke der Verwandtschaft zwischen den einzelnen Klassen
wird durch die Art der Verbindungslinien zwischen den Bezeichnungen

1) Vielleicht sind die zahlreichen Veridnderlichen im Orionnebel zu den
R Coronae-Sternen zu rechnen; doch ist der Beweis hierfiir noch nicht erbracht.
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der Klassen gekennzeichnet. Linien mit zwei Spitzen an jedem Ende
bedeuten eine unzweifelhafte Verwandtschaft, solche mit einer Spitze
eine stark zu vermutende, und solche ohne Spitze eine zweifelhafte Ver-
wandtschaft. Wonoch keine Verwandtschaft erkennbarist, z. B. zwischen
1 Cephei- und RV Tauri-Sternen, sind keine Verbindungslinien gezogen.

Es scheint nach dem Schema, als ob die verdnderlichen Sterne (von den
Verfinsterungsverdnderlichen abgesehen) in gewissem Sinne eine Gesami-
heit bilden, deven Glieder durch allmihliche Uberginge verbunden sind,
so daBl die Sachlage dhnlich, wenn auch weniger einfach, wie bei den
Spektren der Sterne ist. (Vor allem sind bei den verinderlichen Sternen
die Ubergangsformen seltener, als dies bei den Spektren der Fall ist.)
Freilich diirfen wir nicht vergessen, dafl wir uns bei den verdnderlichen
Sternen noch auf sehr unsicherem Boden bewegen, und es liegt mir
vollkommen fern, die obigen Ausfiihrungen als endgiiltig zu betrachten.
Es handelt sich hier vielmehr lediglich um einen ersten Versuch, die
Verwandtschaftsverhiltnisse zwischen den einzelnen Klassen der Ver-
dnderlichen einheitlich zu diskutieren.

Wie schon hervorgehoben, passen nur sehr wenige Verdnderliche
nicht in die hier angewandte Klasseneinteilung. Diese Ausnahmen
betreffen meist Sterne mit kleinen Helligkeitsamplituden, und es ist
wohl kein Zweifel, daB3 sich mancher von ihnen noch als zu einer der be-
kannten Klassen gehérig erweisen wird, wenn reicheres Beobachtungs-
material vorliegt. Als gut verbiirgte Ausnahmen nenne ich nur Z Andro-
medae und RW Aurigae. Ersterer Stern?) ist wohl mit den Nova-
dhnlichen Verdnderlichen verwandt. RW Aurigae ist von ENEBO viel
beobachtet worden und erleidet ganz unregelmiBige Schwankungen
zwischen den Groflen 8.8 und <C12.2. Die Schitzungen verschiedener
Beobachter sind oft sehr widerspruchsvoll. Vielleicht liegt Verwandt-
schaft mit der R Coronae-Klasse vor.

Auch die von GUTHNICK photoelektrisch gemessenen kurzperiodischen
Veridnderlichen mit sehr kleinen Helligkeitsamplituden, z. B. f Cephei,
bieten hinsichtlich ihrer Klassifizierung noch Schwierigkeiten. Be-
ziehungen zur 0 Cephei-Klasse sind hier wohl vorhanden, es scheint
mir aber nach den Ausfiihrungen von Epita E. CuMMINGS?2) iiber
B Cephei nicht angingig, diese Sterne einfach, wie es hiufig geschieht,
zur Klasse der kurzperiodischen ¢ Cephei-Sterne zu rechnen.

1) Lichtkurve s. Harvard Bull. Nr. 797.
2) Lick Observatory Bull. Nr. 349.



Stationdre Geschwindigkeitsverteilung im
Sternsystem.
Fragment von K. Schwarzschild (f).

Das Planetensystem wird durch die Gravitation fiir auferordent-
lich lange Zeiten stabil in seinem jetzigen Zustand erhalten. Es ist
méglich, daBl auch im Fixsternsystem der Gravitation dieselbe Rolle
zufillt, daB sich durch ihre Wirkung die verhdltnisméBig regulédre linsen-
formige Gestalt des Sternsystems dauernd erhdlt. Wie im Planeten-
system miissen dann auch im Fixsternsystem die Anfangsgeschwindig-
keiten der einzelnen Korper in besonderer Weise geordnet sein. Im
Hinblick auf diese Moglichkeit soll nun folgende Aufgabe behandelt
werden: Es sei ein Sternhaufen gegeben von ellipsoidischer Begrenzung
und gleichférmiger Dichte (gleicher Anzahl und Masse der Sterne in
der hinreichend gro3 genommenen Volumeinheit). Wie miissen die An-,
fangsgeschwindigkeiten der Sterne in einem solchen Haufen beschaffen
sein, damit diese rdumliche Verteilung unter der gegenseitigen Attrak-
tion der Sterne dauernd erhalten bleibt?

Zur Begriindung und Prizisierung der Aufgabe sei folgendes bemerkt:
Der Sternhaufen soll seinen Dimensionen und seiner Massendichte nach
natiirlich etwa unserem Milchstraflensystem entsprechen. Ohne Gravi-
tation wiirde die Anordnung des MilchstraBensystems bei den tat-
sdchlichen Geschwindigkeiten der Sterne verhidltnismiBig sehr vergidng-
lich sein. Wenn z. B. die Sonne mit ihrer Geschwindigkeit von 20 km/sec
geradeaus liefe, wiirde sie innerhalb 108 Jahren eine Strecke durchmes-
sen, die einer Parallaxe von 070005 entspricht und damit etwa dem
Halbmesser des Sternsystems ndch SEELIGER gleichkommt. Das Alter
von Erde und Sonne ist zweifellos hoher als 108 Jahre anzusetzen. Daf3
andererseits die Gravitation des Sternsystems erheblich sein mubB,
lehrt eine einfache Rechnung wie diese: Man nehme eine Kugel, deren
Radius der Parallaxe 07003 entspricht. Die Massendichte innerhalb
dieser Kugel sei so bemessen, dafl je eine Sonnenmasse auf eine Kugel
kommt, deren Radius der Parallaxe 1/ entspricht. Eine Kreisbewegung
an der Oberfliche der groBen Kugel unter der Gravitation derselben
erfolgt mit 20 km/sec Geschwindigkeit und innerhalb 108 Jahren.

Bei den Gravitationswirkungen selbst ist zu unterscheiden zwischen
den reguliren Kriften, die der Gesamtattraktion des Systems ent-
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springen, wenn man die Sternmassen durch eine kontinuierliche Dichte-
verteilung ersetzt, und den érreguldren Kriften, die von den sich zufdllig
ndhernden Sternen der Umgebung ausgeiibt werden. Letztere Krifte
wirken wie die ZusammensttBe der Molekiile in der Gatheorie, wenn
auch bei der Seltenheit erheblicher Anniherungen zwischen zwei Fix-
sternen auBlerordentlich viel langsamer. (Direkte ZusammenstoBe
zwischen zwei Fixsternen sind so selten, daB sie nicht beriicksichtigt
zu werden brauchen.) Nach der unten folgenden Abschitzung wiirden
die irreguldren Krifte erst nach Zeiten von der GréBenordnung 102 Jah-
ren einen merklichen Energieaustausch und erst nach noch ldngeren
Zeiten eine gleichméBige Verteilung der Energie auf alle Freiheitsgrade
zuwege bringen. Da nach dem oben Gesagten die reguldren Krifte viel
erheblicher sind, so darf man in erster Anndherung die irreguldren Krifte
neben den reguldren vernachldssigen und jedem Stern eine bestimmte,
nur wenig gestdrte — damit ist nicht gemeint geschlossene — Bahn
durch das Sternsystem zuschreiben.

Herr EppingTON1) hat ausgefiihrt, daB3 ein unmittelbarer Beweis
fiir das Uberwiegen der reguliren iiber die irreguliren Krifte durch die
Existenz von Sternstrémen in der Art des Hyadenstroms gegeben ist.
Wie man aus der Ubertragung bekannter Betrachtungen iiber die Auf-
16sung von Kometen?) erkennt, vermdgen die reguldren Krifte einen
solchen Sternstrom nicht zu zerstéren, solange die Dichte des Stern-
stroms einige Male groBer ist als die durchschnittliche Dichte der Stern-
verteilung, welche er durchsetzt. Die irreguldren Krifte hingegen
wirken zerstérend auf ihn. Wenn also solche Sternstréme noch
jetzt existieren, so' beweist dies, daB sich die Wirkung der irreguldren
Krifte bisher noch nicht zu einem erheblichen Betrag hat summieren
kénnen.

Mit Hilfe unserer Abschitzung der irreguldren Krifte kann man
iiber diesen SchluB Herrn EppINGTONS noch hinausgehen, wenn man
aulerdem annimmt, daBl die Sternstréme ebenso alt sind wie das ganze
Sternsystem, und nach dem Spektraltypus der Sterne des Hyaden-
stromes liegt kein Grund vor, ihn fiir besonders jung zu halten. Es folgt
dann, daB das Alter des ganzen Sternsystems die GréBenordnung von
102 Jahren nicht iiberschreitet.

Es soll jetzt die eben benutzte Abschitzung der irreguldren Krifte
ausgefiihrt werden. Dieselbe ist namentlich in prinzipieller Hinsicht
liickenhaft, diirfte aber doch zu einer richtigen GréBenordnung
fithren.

Man betrachte die Begegnung zweier Sterne der Massen m; und #,.
Die Geschwindigkeit ihres Schwerpunktes sei s; die urspriingliche
Relativgeschwindigkeit von m, gegen m, sei v. Der Winkel zwischen

1) Brit. Assoc. 1911. Stellar Distribution and Movements.
2) TisseranD: Méc. celeste IV. Chap. XVIL.
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s und v sei@. Dann gilt fiir die Geschwindigkeiten »; und v, beider
Massen vor der Begegnung:

2 2 2 s :
vy =84 250 —"— COng—i—v —_—
1+ my = My
m m 2
B=st—2sv iﬁ”wﬂz(m)
1 2 1 2

Die beiden Sterne beschreiben unter ihrer gegenseitigen Anziehung
eine Hyperbel umeinander. Dabei bleibt die Schwerpunktsgeschwindig-
keit s unverdndert. Auch die Relativgeschwindigkeit » kehrt zu ihrem
Ausgangswert zuriick, nur ist sie aus der Richtung der einen Asymptote
in die der anderen getreten. Ist 2w der (den Brennpunkt enthaltende)
Winkel zwischen den beiden Asymptoten, so wird der Winkel ¢’ zwischen
Relativ- und Schwerpunktsgeschwindigkeit nach der Begegnung:
@’ = @ +180° — 2w. Die Geschwindigkeiten v; und vj der Sterne
nach der Begegnung werden damit:

m. m 2
v} =8 4 250 ——>—cos ¢’ + v* (#__2‘>

ml—{—m my -+ My

4

vy =§% — 250 —— cosgv —l—v2<

wy —]— "y —}—_7:}@—2)
Der Energieaustausch bei der Begegnung ist daher:

2 ’2 ’2 2
v — v 157 — ¥ Wy W
Aeg=my *+—1 —m, -2 2 — sy —1 2
2 2 My -+ My
4 4 N /
My M, . + . — Wy M . -+
—osy- 21 G ¥ TP G P TP gy T P
my ~+ iy 2 2 L 2

(cos @ — cos¢)

* Cosw

Der Asymptotenwinkel w 148t sich nun noch ausdriicken mittels der
Relativgeschwindigkeit v und des Abstandes D der Asymptote vom
Brennpunkt, wobei zu beachten ist, dafl dieser Abstand zugleich die
kleinste Entfernung ist, die die Sterne ohne Ablenkung durch die gegen-
seitige Gravitation erreicht hitten.

Wir wollen Sonnenmasse und Erdbahnhalbmesser als Einheit wihlen
und die Zeiteinheit gleich 58 Tagen setzen, so daB3 die GAusssche Kon-
stante gleich 1 und die Einheit der Geschwindigkeit gleich der Erd-
geschwindigkeit (30 km/sec) wird.

. Bezeichnet man mit @ und ¢ die Halbachse und Exzentrizitit der
Hyperbel, so gilt nunmehr:

"y Ay
a

9 1 . m My
P2 = , COSW = —, D=a651nw=atgw=———-tgw
e

Daraus folgt:
2
tgw:ﬂ——, CosSw == "y £ My
V(omy + my)? + Dot
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Setzt man dies in den obigen Ausdruck fiir den Energieaustausch ein,
so nimmt derselbe die fiir die weitere Rechnung geeignete Gestalt an:

Ae=2m1mzsin<(p+(p,> i
2 V(m1

+ my)? + Dot

Damit ist die einzelne Begegnung, so weit als hier erforderlich, erledigt,
und es ist die Summenwirkung einer grofen Reihe von Begegnungen
zu bilden. Da fiir den einzelnen Stern von Begegnung zu Begegnung
das Vorzeichen von 4¢ wechselt und — wenigstens fiir Sterne mittlerer
Geschwindigkeit — auf beide Vorzeichen gleichmiBig verteilt ist, so
hat man die Quadratsumme > (4¢)? zu bilden und aus dieser die Wurzel
zu ziehen.

Bei der Summation der Begegnungen ist ferner noch zu iiberlegen,
bis zu welcher GroBe D, der Minimaldistanz D man die Begegnungen
als solche rechnen will. Esist dabei zu bedenken, da8 von der Anziehung
jedes Sternes ein Teil in Abrechnung zu bringen ist, der durch die regu-
laren Krifte des kontinuierlichen Systems, durch welches wir das wirk-
liche ersetzen, wiedergegeben wird. Insofern ist also der obige Ausdruck
fiir den Energieaustausch zu groB. Auf der anderen Seite werden auch
die Begegnungen jenseits der Distanz D, noch kleine Beitrige zum
Energieaustausch liefern. Man hat daher fiir D, einen Wert zu nehmen,
bei dem der eine Fehler den anderen gerade aufhebt. Der richtige Wert
von D, wird ein kleines Vielfaches von der GroBenordnung der mitt-
leren Sterndistanz sein. Es soll im folgenden Dy = 10% (entsprechend
072 Parallaxe) gesetzt werden. Es wird sich zeigen, dafl es auf eine
Zehnerpotenz in der Wahl von D, fiir unseren Zweck nicht ankommt.

Wir wollen nun die Wirkung der Begegnungen fiir die Zeiteinheit
summieren. Zur Vereinfachung sollen alle Sternmassen gleich 1 gesetzt
werden. Die mittlere Geschwindigkeit der Sterne sei V. Dann ist die
mittlere Schwerpunktsgeschwindigkeit zweier Sterne V/}2, die mittlere
Relativgeschwindigkeit ]/5 . V. Ist N die Anzahl der Sterne pro Volum-
einheit, so wird bei dieser mittleren Relativgeschwindigkeit die Zahl
der Begegnungen pro Zeiteinheit, bei welchen die Distanz D zwischen
den Grenzen D und D 4 4D liegt, gleich:

272 VNDdD

Die Héaufigkeit jeder Relativgeschwindigkeit in den Grenzen v bis
v 4 dv werde nach dem MaAxwEeLLschen Gesetz angesetzt zu:

2V =V
Dabei sind die Konstanten so gew#hlt, dafl das mittlere Geschwindig-

keitsquadrat gleich 2 V2 wird, und daB die Integration iiber alle Werte
von v die Summe 1 ergibt.

Seeliger - Festschrift. 7
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Als Mittelwert von sinz2 ¥ =% + ¢ werde der Wert, %, als Mittelwert von

82 der Wert V2 eingefiihrt. Mlt alledem erhdlt man als Summation
fiir die Zeiteinheit: 3 o
: X e *V.0tdvDdD
2 ==
D (de) 3V6nN]] pay,

wobei das Integral iiber v von 0 bis oo und iiber D von 0 bis Dy zu er-
strecken ist. Die Integration nach D ldBt sich ohne weiteres ausfithren
und ergibt:

3 v¢ s D2
2([’82“‘31/67%]\7/ [Re 10g1+ D)v

Setzt man 22 = :}vz/VZ und Y =£%-V2.D,, so schreibt sich dies:

D (de)2=3 VZn Ner‘zzlogU + Y24 dz
0

Die Ausfithrung letzteren Integrals wird einfach in Riicksicht auf den
Umstand, dal Y eine grofle Zahl von der Ordnung 108 ist. Schreibt
man némlich:

je“zz log(1 + Y228 dz = zlogY‘ e~?dz —i—ﬁz‘zzlog (% + z‘*)dz
0 0 6

so ndhert sich mit wachsendem Y das zweite Integral dem Wert:
C=4[e*logzdz
0

wofiir ich durch eine rohe mechanische Quadratur finde: C = —3%,5 .
Es gilt somit nahe:

fe‘zzlog(i + V22 dz=TVrlogy — 3,5
0

2 (dep =322 NV(Jnlog¥ —3,5)
Man sieht, da Y und damit die Distanz D, nur logarithmisch eingeht,
so daB es, wie erwdhnt, auf ihren genauen Wert nicht ankommt. Die
Anzahl N der Sterne in der Volumeinheit werde bestimmt durch den
Radius R der Kugel, auf welche durchschnittlich ein Stern kommt.

Dann ist: ]—if = itﬁR3 und die vorstehende Formel geht iiber in:

——-V (anogY—-3S)

Das ist das Ergebnis fiir die Summation {iber die Zeiteinheit (58 Tage).

und:
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Die Summation iiber ¢ Tage ergibt, wenn man die numerischen Koeffi-
zienten ausrechnet und Dezimallogarithmen einfiihrt:

D(dep= 46——[10g(V2D ) —1,03]-¢

Es sind schlieflich noch numerische Werte fiir V, D, und R einzu-
filhren. Die mittlere Sterngeschwindigkeit V wird gleich der Erd-
geschwindigkeit 1 gesetzt, D, sei gleich 108 (entsprechend 072 Parallaxe)
und R gleich 2-10° (entsprechend 1’ Parallaxe). Dann folgt:

D (de)=28-10"1¢

Nach 1012 Jahren wird > (d¢)2 = 0,028, die Wurzel daraus = 0,17 und
mithin vergleichbar mit der durchschnittlichen Energie $m V2 des ein-
zelnen Sternes, welche nach den obigen Annahmen = 0,5 ist. Das
ist das oben benutzte Resultat.

Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Problem des Aufsuchens
einer stationdren Geschwindigkeitsverteilung in einem homogenen
ellipsoidischen Sternhaufen.

Die Begrenzung des Sternhaufens habe in rechtwinkligen Koordi-
naten x, y, z die Gleichung:

22 2 2
ﬁ+%7+§=4 (1)

so daBl a, b, ¢ die Achsen des begrenzenden Ellipsoids sind. Indem
die Dichte innerhalb dieses Ellipsoids als konstant vorausgesetzt wird,
folgt bekanntlich fiir das Gravitationspotential:

2

v=—(Lwr By Ca)in (2)

wo A, B, C, D Konstanten sind. Die Bewegungsgleichungen eines
Punktes, der sich im Innern des Ellipsoids bewegt, sind daher:

2 2

Die Integration derselben ergibt:
% = « sind, y = fsind,, 2 =ysind,, (4)
Oy =At+ ky, Gy=DBt-+ky, O3=Ct-+kg, (5)

wobei &, B, ¥, ky, ks, ks Integrationskonstanten sind. Wir wihlen
o, B,y positiv. Jede Koordinate fithrt also eine Sinusschwingung aus,

deren Periode gleich —2;175 resp. %BE und %g— ist, deren Amplitude &

resp. f3, y ist.
Es werde nun ausdriicklich vorausgesetzt, daB3 diese drei Perioden

inkommensurabel untereinander seien. Man denke sich die drei Vari-
7*
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ablen 4 fiir einen Augenblick als rechtwinklige Koordinaten aufgetragen
und ziehe von ihnen stets solche Vielfache von 27 ab, daB3 sie immer
zwischen 0 und 27 bleiben. Der Punkt der Koordinaten ¢, ¥, 94
wird dann innerhalb eines Wiirfels der Seitenldnge 2 7 bleiben und wird
nach hinreichend langer Zeit diesen Wiirfel in gleichmiBiger Dichte
ausfiillen. Der Stern, dessen Koordinaten x, ¥, z sind, wird demgemif
das Parallelepiped |#|<<|e|, |y|<<|B]|, |2|<|y| ausfiillen, dieses aber
mit ungleichférmiger Dichte. Man hat:

dxdydz = &y cost; cosdycostydty dV, dd, (6)
oder 7
A9, d0yd0y=Addxdydz
wobei
4= : 7)
V(o2 —x2) (B2 — 9?) (* — 27)

ist. Der hier auftretende Faktor 4 von dx dy dz gibt die — im Mittel
iiber eine hinreichend lange Zeit genommene — Dichte an, mit welcher
der Stern das von ihm durchlaufene Parallelepiped erfiillen wiirde.
Da bei stationdrer Dichteverteilung die Dichte in jedem Augenblick
mit dem Mittelwert der Dichte iiber beliebig lange Zeiten identisch ist,
so ist das zugleich der Beitrag, welchen der betrachtete Stern zur Massen-
dichte in jedem Punkte des Systems liefert.

Wir betrachten jetzt die Gesamtheit aller Sterne des Systems. Die
Anzahl derjenigen Sterne, deren Amplituden zwischen & und & + d«
resp. f und B+ df, y und y +.dy liegen, sei:

@ (x,f,7)dodfdy (8)

Dann ist die gesamte Dichte an dem Punkte der Koordinaten x, v, z

(9,2 _j @ f,y)dadfdy
o2 —x2) (B2 —9?) (o — 2)
Das Integral ist zu erstrecken iiber alle Amplituden, die gréBer sind als
die betreffende Koordinate, weil Sterne kleinerer Amplitude die be-
treffende Koordinate iiberhaupt nicht erreichen, mithin auch nicht zur
Dichte beitragen wiirden. Die Integrationen sind also von den Grenzen
a2 = x2, 02 = 92 y2 = 22 bis ins Unendliche zu erstrecken.

Damit nun unser Sternsystem wirklich stationdr seine Dichtevertei-
lung beibehilt, mufl diese Dichte ¢ mit der zu Anfang angenommenen
iibereinstimmen. Es muf3 das vorstehende Integral fiir Punkte im
Innern des Ellipsoids (1) gleich 1, auBerhalb gleich 0 werden.
Die Gleichung (9) ist demnach eine Integralgleichung, aus der

die Funktion @ («,f,7) gemiB der vorgegebenen Funktion ¢ zu be-
stimmen ist.

)
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Betrachtet man zunichst den eindimensionalen Fall

oo

p(x)da

ox) = Voi —

K=%

so ist das eine bereits von ABEL behandelte Integralgleichung, deren
_xdx
sz — &2

(& ein Parameter) und integriere von x = & bis ¥ = oo. Das gibt

/ xdx~[ f x)xdxdo
fo—& T

Vertauscht man rechts die Integratlonsordnung, so hat man bei fest-
gehaltenem & zunichst iiber ¥ von x = £ bis x = & zu integrieren, und
dann iiber & von & = & bis &« = oo . Da aber

Losung folgendermaflen geschieht: Man multipliziere mit

T xdx =z
fe— @ —e) 2
=&
ist, so folgt:
(o (x)xdx n/oo
e ——— (p(D‘)dOC
22 — E2 2
=EV =
oder:
018 = — 2 d Q(x)xdx

7 d§ ]/ g

womit die Losung gegeben ist.
Die dreidimensionale Integralgleichung 1Bt sich ganz analog be-
handeln und hat die Losung:

_ 8 & xdx-ydy-sdz
(7. 7 dEdny df// e .2) Vo2 —8) (2 — ) @ — &)

lwl=¢,lyl=n,l21=<L

- (10)

In unserem speziellen Falle hat man ¢ = 1 zu setzen und bis zu den durch
das Ellipsoid

bestimmten Grenzen zu integrieren.
Diese Integration ist leicht. Setzt man nimlich:

B2 =X2, P_22=Y2 2Z_[2=
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so geht das auszufiihrende Integral iiber in:

[[[aXxdYaz
zu nehmen zwischen den Grenzen X = Y = Z = 0 und:
XZ Y2 Z2 52 1]2 52
et a=l"a w e
Das ist aber nichts anderes als das Volumen eines Ellipsoids, dessen
2 2 2
Achsen gleich resp. @, b, ¢ multipliziert mit V1 — —55 — 2—2 — i—z sind.

Das Volumen dieses Ellipsoids hat den Wert:

2@ B 2
Setzt man diesen Wert fiir das Integral in (10) ein, so erhdlt man:

32, n¢

P (Enl) = ntabe D i z-ﬁ
]/1—;2-——,,—2———;
oder:
_ 32 xBy
¢ (o Br7) = n2abc PER L (11)
l/“ﬁ“b?“zz‘

Damit ist diejenige Verteilung der Anfangsbedingungen gefunden,
bei welcher das homogene ellipsoidische Sternsystem stationdr ist.

Es interessiert besonders, wie dabei die Geschwindigkeitsverteilung
in jedem Punkte des Systems ist. Fiir die Geschwindigkeitskomponenten
hat man:

%=u=z‘1yo¢2—x2, %zszVﬁz—— 2, %:w:nyz—ﬁ,

und damit, wenn man x, y, z festhilt, #, v, w als unabhingige Variable
statt &, f, y einfiihrt:

@, p,y)dndfdy
o — 2 B — ) (7 — &)
32 . adudvdw
ntabe Vﬂ—ﬁ—ﬁ—z—z— ) B 2 ~ w?
PO 2 @A BB 2(2

Gleich h#ufig sind hiernach Geschwindigkeiten, fiir welche der Aus-
druck:

MZ 7}2 wZ
=eaTrpE T ac

2
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denselben Wert hat.” Die Geschwindigkeitsverteilung ist demnach eine
ellipsoidische. Die Achsen des Geschwindigkeitsellipsoids sind in jedem
Raumpunkte den Achsen des Sternhaufens parallel. Die Hiufigkeit nimmt
2 2 2

mit wachsendem W zu und wird unendlich fiirr W2 =1 ——% — %)—2— - % .
Letzterer Fall entspricht den Sternen, die bis an die Grenze des Systems
gelangen. Uber diesen Maximalwert von W hinausgehende Geschwindig-
keiten kommen nicht vor. Der Maximalwert von W und damit die obere
Grenze der vorkommenden Geschwindigkeiten wird um so kleiner, je
mehr man sich der Grenze des Systems nihert. Auf der Grenze selbst
werden alle Geschwindigkeiten Null.

Die Achsen des Geschwindigkeitsellipsoids findet man aus dem
Ausdruck?)

oo

a?A2=2n ! . as

: S v N S N
. () V(‘*ﬁ)(“fﬁ)(“f‘c?)
0

nebst den entsprechenden. Aus diesen Ausdriicken erkennt man leicht,
dafBl das Geschwindigkeitsellipsoid im selben Sinne, aber weniger stark
abgeplattet ist wie der Sternhaufen selbst.

Wenn man zum Fall des Rotationsellipsoids (¢ = 8) {ibergehen will,
so kann man voraussetzen, daB dabei immer noch ein kleiner Unter-

schied zwischen den Perioden 27 und —22;—‘ bleibt, welcher dieselben

|
inkommensurabel macht. Unter dieser Voraussetzung geschieht der
Ubergang, indem man in der Tat einfach in den obigen Formeln ¢ = b
setzt. Will man hingegen von vornweg strenge die Voraussetzung
a =1b, verbunden mit genauer Gleichheit der Perioden % und 2B—n
machen, so dndert das Problem vollstindig seinen Charakter. Es be-
schreibt dann jeder Stern in der Projektion auf die «, y-Ebene eine feste
Ellipse und erfiillt im Laufe der Zeit nicht ein Parallelepiped, sondern
den Mantel eines elliptischen Zylinders. Da in diesem Falle eine viel ge-
ringere Durchmischung eintritt, so wird die stationire Geschwindigkeits-
verteilung nicht mehr eindeutig bestimmt. Vielmehr zeigt sich, daB man
die Abhingigkeit der Verteilungsfunktion ¢ («, 8, ¥) von einer der beiden
Variablen o, f# bis auf gewisse Stetigkeitsforderungen beliebig ansetzen
kann, worauf dann die von der anderen bestimmt ist. Man kann in diesem
Falle eine stationire Geschwindigkeitsverteilung angeben, bei der die
Sterne — auf die x, y-Ebene projiziert — genau oder angenéhert kreisfor-
mige Bahnen beschreiben. Ebensowohl gibtesaberauch Geschwindigkeits-
verteilungen, bei welchen die angendhert radialen Bewegungen vorwiegen.

1) TisserRAND: Méc. céleste II, S. 45.



104 K. SCHWARZSCHILD:

In Wirklichkeit wird nun die Forderung a = b gewill nicht strenge
erfiillt sein. Wenn die Rotationssymmetrie aber sehr nahe erfiillt ist,
so werden sich die Perioden —zAit und Z—BJE sehr wenig unterscheiden, und
die oben vorausgesetzte Durchmischung der Sterne wird so lange Zeit
in Anspruch nehmen, daf es eine Ubertreibung wire, das Prinzip des
stationiren Zustandes auch noch auf diese Zeit anzuwenden. Es ist
also im Falle guter Rotationssymmetrie des Fixsternsystems sehr wohl
moglich, daB die strenge Voraussetzung a = b besser mit der Wirklich-
keit stimmende Folgerungen gibt als der Grenziibergang aus dem drei-
achsigen Ellipsoid. '

Ganz abgesehen von dem hypothetischen Charakter unserer Forde-
rung stationdrer Geschwindigkeitsverteilung wire eine Ubertragung
der obigen Ableitung auf das wirkliche Sternsystem schon deshalb be-
denklich, weil die Dichte in demselben nicht gleichformig ist. Es wiirde
interessant sein, eine in dieser Beziehung sich der Wirklichkeit nidher
anschlieBende Verteilung zu bilden. Indessen glaube ich, daf3 die obige
Ableitung zur Fixierung der Vorstellungen mniitzlich und in folgender
Beziehung lehrreich ist.

Die bekannte Erscheinung einer der Milchstrale parallelen Vorzugs-
richtung in den Eigenbewegungen der Fixsterne habe ich mir durch die
Annahme zu erkliren gesucht, dal die Sonne exzentrisch im Stern-
system steht und daB die Sterne angenihert kreisférmige Bahnen
parallel der MilchstraBenebene beschreiben, wobei direkte und retro-
grade Bewegungen als gleichhiufig vorausgesetzt werden. Nach dieser
Anschauung wire die Richtung nach dem Zentrum des Systems senk-
recht zur Richtung des bei 7P -+ 10° liegenden Vertex der Sternbewe-
gungen zu suchen. ‘

Herr HErTZSPRUNG hat mir miindlich die Meinung ausgesprochen,
daB die Sternbewegungen parabolischen Charakter haben und im
wesentlichen radial gerichtet sein kénnten, so da3 wir das Zentrum
in der Richtung der Vertexlinie selbst zu suchen hitten, Letztere An-
schauung ist kiirzlich von Herrn H. H. TURNER publiziert und mit
groBem Schwung ausgefithrt worden.

Die obige Rechnung zeigt nun, daB die stationdre Geschwindigkeits-
verteilung in einem homogenen Ellipoisd die Richtung nach dem Zen-
trum nirgends verrit, sondern nur die Richtung der Hauptachsen des
Ellipsoids wiedergibt. Wenn etwas Ahnliches fiir das wirkliche Stern-
system gilt, so muB die Richtung nach dem Zentrum des Systems weder
mit der Vertexlinie noch mit einer Senkrechten dazu zusammenfallen.

Die geringe mittlere Geschwindigkeit der Heliumsterne fithrt Herr
EppiNcToN auf den Umstand zuriick, daB sich diese im Durchschnitt
in groBen Entfernungen niher der duBeren Grenze des Sternsystems
befinden. Herr KaprrEyN hat die Schwierigkeiten dieser Anschauung
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hervorgehoben. Herr TURNER verweist die Heliumsterne umgekehrt
mehr in das Zentrum des Systems. Halten wir uns an die oben ge-
fundene Geschwindigkeitsverteilung, so ergibt sich folgendes: Kleine
Geschwindigkeiten herrschen vor in den ZuBeren Teilen des Systems.
2 2 2
Indessen kleine Energien (kleine Werte der Summen % +ﬁ Zc?’
von kinetischer und potentieller Energie) finden sich nur im Innern des
Systems. Wenn man also annimmt, daB die Heliumsterne von Anfang
an kleine Gesamtenergie gehabt haben, so kommt man auf die TURNER-
sche Anschauung, gegen welche Widerspriiche nicht vorliegen.



Beziehungen zwischen den unter sich
getrennten Bewegungsformen im Gebiete
der Himmelsmechanik.

Von K. Bohlin, Stockholm.

Die verschiedenen Entwicklungsarten, die in den Bewegungstheorien
der Himmelskérper angewandt worden sind, unterscheiden sich wohl
hauptsédchlich durch die Wahl einer unabhingigen Verinderlichen.
So rechnet ja die Theorie der Variation der Konstanten und im beson-
deren der Sakularstérungen mit der Zeit oder der mittleren Anomalie
g =nt -+ ¢ als unabhingiger Verdnderlichen. Aber schon im Zwei-
korperprobleme findet sich die Veranlassung, die Zeit durch die wahre
Anomalie v oder durch die exzentrische # zu ersetzen, wobei je die
Differentialrelationen:

72 7
dt= ——=dv und #ndt=—du (1)
Ve @
als Substitutionen maBgebend sind. Hierzu ist als neuere Substitution
zu erwahnen:
const. d¢ = 7* du (1a)

die gewissermaBen ein Mittel aus den Substitutionen (1) ist. Diese
Substitution, die auf elliptische Funktionen fiihrt, ist an und fiir sicn
durch die Analogie mit der mittleren Anomalie gerechtfertigt, welche
letztere durch die Beziehung:

RV +mdt= a%dg
gegeben ist.

Mit Anwendung der ersten der Substitutionen (1) ergibt sich unmittel-
bar die Integration der Differentialgleichungen des Zweikdrperproblems
in rechtwinkligen Koordinaten:

d?x

2 Y. BY g, y_
Ja TEA+m =05 SR +m) =0 ()
indem z. B. erhalten wird:
a k2 2 2/ \
at VC 7 Vc Vc ”
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Man bekommt so die ,,Geschwindigkeitsintegrale®:
2
ds _ _E@+m) 2
at Ve
ay _  F(+m) x
dt Ve
Benutzt man von jetzt an die zweite der Substitutionen (1), d. h. die

exzentrische Anomalie, so verschwindet » im Nenner, und es wird
z. B.:

(3)

—{—l

k(14 m)

adx=— ———"-ydu-+hdt
©anye
2
RO gyt
anyec

woraus dann mit Leichtigkeit die Formeln:

x=a(cosu—e); y=u}l—esinu; 7=a(1— ecosun)
herflieBen.

Wie systematisch diese Vorgangsweise auch erscheinen mag, so
148t sich dieselbe jedoch nicht ohne weiteres fiir mehr als zwei Kérper
verallgemeinern. Daher die Auffassung, daB die Integrale der leben-
digen Kraft und der Fldchen, die solcher Verallgemeinerung fihig sind,
vor jeder anderen Beziehung im Zweikdrperprobleme den Vorzug
haben.

1. Beziehungen zum Zweizentrenproblem.

1. Indessen wurde neuerdings auf gewisse Beziehungen im Zwei-
korperprobleme hingewiesen, die mit dem Zweizentrenproblem Ver-
wandtschaft zeigen. Fiihrt man in den urspriinglichen Differential-
gleichungen (2) die neuen Bestimmungsstiicke:

2= x4y, 2 — x_—ﬂ
a ’ a
ein, so ergeben sich mit Anwendung des Vis viva-Integrales die ein-
fachen Gleichungen:

a2é _ 2y
ind ++&=0; du +3+n=0
woraus:
=(xsin7/—t——3%; 17=—ocsin% (4)
und damit:

Yoy =g 0% I Vi
C V)

cosia, cosia,
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so daB die Exzentrizitit als e =1 : cos¢a, gegeben ist. Der Radius
nimmt also den Wert ,,Null“ an fiir die Argumente % =114, .

2. Ohne auf Einzelheiten hier einzugehen, moge nun das Problem
der zwei festen Zentra demgegeniiber betrachtet werden. Hier erfolgt
die bekannte EuLERsche Auflésung durch Einfithrung der Summe und
der Differenz der beiden Radien:

rts=p;, r—s=vy (5)
woraus auch:
Lot te R (o | Gt

2a > T ° 22 1T 2a

Diese Transformation hat neuerdings an aktueller Bedeutung gewonnen
durch die Bemerkung?) von Prof. H. SAMTER iiber deren Zusammenhang
mit der Tuiereschen Transformation im Dreikérperproblem in enger
Fassung, sowie durch die Untersuchungen, die SAMTER auf Veranlassung
von Prof. E. STROMGREN hieriiber begonnen hat.

Setzt man mit THIELE:

Y= acos#; pM = acosiv (6)
so wird nach einigen Reduktionen:
] -+ 1v . Ly
x+iy=acos®? ———; x—a-+iy=—asin®?——
2 2
. G U — 1 . U — 1V
x—iy=acos———; x—a—iy=—asin®———

Hier ist a der Abstand der beiden Focus, und setzt man deshalb a = 2a, ¢
und auBerdem:

x—l—iy__ .. x——a+1}y_ 5
: ﬂl ‘_‘5) ﬂl _‘51
x'~iy= 5. x——a—iy: 0
_dz_ /i —al‘_*“ Ui

so ist auch beispielsweise:
51 =] — 26'83.[1’171;;—1/?

. U — 10
Ny = ——]/—Ze-sm—z——

(7)

Formeln, die den eben fiir das Zweikdrperproblem betrachteten (4)
analog sind. Von (4) zu (7) kommt man eben durch Variation der Kon-
stante a,, die in — v iibergeht.

3. Die Differentialgleichungen sind die folgenden:

au 2 . dv 2

S Z; — = at
Vw2 —ay M =9 Y@ —») N pr =

1) Astr. Nachr. Nr. 5267.
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wo M und N Polynome in g und » sind. Die Verdnderlichen werden
aber erst getrennt, wenn mit + 1, — 1 resp. u?, — »? multipliziert
und addiert wird.
Anstatt ¢ fithrte hier THIELE eine neue Verédnderliche ! durch die
Substitution:
ndt=rsdl (8)

in gewisser Analogie mit (1) ein.

Wenn aber von den beiden anziehenden Massen A und B die eine,
z. B. A, verschwindet, so sollte die Substitution eigentlich in die im
Zweikorperprobleme {iibliche, ndmlich:

7
ndt =-—du
a

iibergehen. Dies ist jedoch mit der Substitution (8) nicht der Fall
und infolgedessen haben die Argumente mit der exzentrischen Anomalie
keine Verwandtschaft. Die Aufgabe bleibt so von dem Zweikdrper-
probleme getrennt. Diese Trennung ist andererseits in dem Probleme
dreier Kérper in enger Fassung an und fiir sich vorhanden. Denn sobald
eine Masse z. B. 4 = 0 wird, so gibt es keine Veranlassung, die Bewegung
von C auf den bewegten Radius 4 B zu beziehen; es entsteht eine feste
elliptische Bahn von C um B. Den Ubergang zwischen den beiden Fillen
kann man sich kaum anders als durch Vermittlung einer Bewegung in
bezug auf zwei feste Zentra vorstellen.

Im letzteren Falle ist nimlich der Ubergang durch eine Modifikation
von der Substitution (8) wohl denkbar. Setzt man ndmlich anstatt (8):

Aa-+ Ba
As-+ Br

so geht dieselbe z. B. fiir B = 0 in die Substitution:

andt= rsdl 9)

ndt:idu
a

und das Argument / in die exzentrische Anomalie # iiber.

Auf Einzelheiten dieser Vorgangsweise soll hier nicht eingegangen
werden. Nur ist es vielleicht von Interesse, anzugeben, wie sich hier-
durch das Gleichungssystem verdndert, ndmlich in:

du dv 0

VM, YN,

udp B—A vdy

yar, BEAYN,
Als besonderer Spezialfall tritt hier die Bedingung 4 = B auf. Eine

=4dl
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frither fiir die geradlinige Bewegung dreier Korper in Vorschlag ge-
brachte Substitution?):

deckt sich mit der Substitution (9) fir 4 = B.

2. Einige Beziehungen des allgemeinen Dreikérperproblems.

4. Auf den Radius 4 B als x-Achse bezogen, haben die Bewegungs-
gleichungen des dritten Kérpers C im Dreikorperprobleme enger Fassung
-die Form:

ax ay 2 ~ Ax B(x—a)
P TRk e A R o
2y d , Ay By
iz T2 Y T e
wobel & = A1B a und & + f = a gesetzt sein mége. Hierzu existiert

das sog. JacoBische Integral, welches, obschon es mit dem Vis viva-
Integrale dhnliche Ableitung und Gestalt gemeinsam hat, mit dem
letzteren nicht zu verwechseln ist. Die THieLEsche Transformation
dieser Gleichungen wurde von ihm nur fir den Fall 4 = B angegeben.
Der allgemeine Fall ist schon etwas mehr verwickelt und enthdlt eine

A4+ .
sind diesem Aufsatze, jedoch ohne Ableitung, als Zusatz zur Orientie-
rung beigefiigt.

5. Obschon es gewagt erscheinen mag, auf das allgemeine Drei-
korperproblem im Rahmen dieses Aufsatzes einzugehen, mochte ich
es doch nicht unterlassen, iiber einige neuerdings in bezug auf die
LAGraNGEsche Reduktion dieses Problems zum Abschlufl gefithrten
Entwicklungen hier zu berichten. Bei dieser Reduktion ist man be-
strebt, die Bestimmung der Radien 7,, 7,, 75 getrennt zu fithren, was
indessen im allgemeinen nur durch Hinzuziehung einer vierten Grofle s
durch die Gleichung:

ds
at

abhingige Glieder. Die entsprechenden Gleichungeﬁ

Anzahl von

= — [myp1q1 + Mot qs -+ MyPsqs) (11)

geschehen kann. Die 7y, 7,, 7, werden durch:
jAEA=A L AdA—i Ak
! 2 Co 2 o 2
1) Analytische Merkmale des Dreikérperproblems. Astr. iaktt. o. unders.
Observatorium, Stockholm. Bd. 9, Nr.1, S. 56.
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ersetzt und die Bezeichnungen:
11 11, 11
LERTR ETATAE BTaTa

zur Vereinfachung gebraucht. Bei der Weiterfithrung der Rechnungen
ergeben sich fast von selbst als Fundamentale die GroBen:

(A A )t
R= 2 <m1 + e + iy =5 (1 P1 + UaPe + 13Ps)
A% = pypo + Pats + sty (Doppelte Dreiecksfliche)

Q=dpydp, +dpsdps+ dpsdp,
und es wurde gezeigt!), daB die oben erwihnte GroBe s eine solche

Bedeutung hat, daB:
Rs4+S= —Ekdcos? (11a)

wo ¢ die Neigung der Dreiecksfliche gegen die unverinderliche Ebene ist.
Fiir die Bewegung in einer Ebene ist ¢ = o, und weil:
s_i[B, P Py
2 lmy  my My
und dabei:

Py = pydpy — psdps; Py = ps dpy — prdps; Py = p1dp,— ppdpy  (12)
wird in diesem Falle die Bestimmung der Radien tatsichlich getrennt
gefiihrt werden kénnen.

Die Rechnung mit diesen auf das Dreieck beziiglichen Gréfen 148t
sich systematisch durchfithren. Einige Resultate ergeben sich fast

unmittelbar, so z. B. die schon ldngst bekannte Gleichung:
a?R
o U+ (13)

1
mit dem Potential U = Z;n; VerhdltnismaBig einfach ist auch die

Differentialgleichung fiir 4:

e e mytmy] 1540
1

a2 7 2 4
Durch einige Reduktionen, die hier fortgelassen sein mégen, zeigt sich,
daB 4 im Nenner auf der rechten Seite, wie naturgemiB ist, sich auf-
hebt, wobei ein aus dR, d4 und Q zusammengesetzter Ausdruck sich
entwickelt. Die GréBe 4 erscheint infolge der Einfachheit dieser
Gleichung als geeignetes Bestimmungsstiick, das neben R in Betracht
kommen kann. Im Spezialfalle eines gleichseitigen Dreiecks macht auch
die GroBe 4 keine Schwierigkeit. Neuerdings wurde noch die Auf-

My -+ My
73

._[_

+

(14)

1) Vetenskaps Akademiens Handlingar Bd. 42, Nr. 9. Stockholm 1907.
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merksamkeit darauf gelenkt, daBl im Probleme enger Fassung, wenn
niamlich die eine Bewegung kreisférmig ist, z. B. wenn 73 = a und eine
Masse verschwindet, infolge der dann geltenden Beziehung:

A=ay

das Dreieck einfach auf die y-Koordinate zuriickgefithrt werden kann.
Bei niherer Betrachtung geht dann die 4-Gleichung (14) in die

folgende:

' ax 4 B

aptg ===

iiber. Dies ist die zweite der Gleichungen (10). Es befremdet dann

zunichst, daB es im allgemeinen Dreikdrperprobleme an einer mit 4

verwandten GroSe und damit an einer zu (14) entsprechenden Diffe-

rentialgleichung fehlt. Der Zusammenhang in dieser Beziehung zeigt

sich aber alsbald der zu sein, daB die zweite Differentialgleichung (10),

ndmlich fiir die x-Koordinate, unter den gemachten Voraussetzungen

aus der LAaGraNGEschen Gleichung (11):

ds
Th —2mpgq

herflieft. Die allgemeine Behandlung des Problems schlieft also einen
Hinweis auf den reduzierten Spezialfall ein.

6. Die Gleichung der lebendigen Kraft erhilt, wenn wir uns hier
vorerst an die Bewegung in einer Ebene halten, die einfache Form:

1 [[dR\* M (dA\* M 1 k2
z—z‘e.[(;z?) + E(E) - ;:Q] =M 2 ot —or U13)
M = Summe, p = Produkt der Massen. In dieser Gleichung ist das
Flachenintegral durch die GréBe £2 : 2 R mit beriicksichtigt. ’
7. Wollte man auf Grund dieser Vis viva-Gleichung die Differential-
gleichungen ableiten, so miiiten die Operationen in bezug auf 7, 7,, 75
oder pq, Py, p5 ausgefiihrt werden, weil zu R und 4 kein drittes Bestim-
mungsstiick wohldefinierter Art zugeordnet ist. Der Umstand, daf
dies Verfahren die Differentialgleichungen richtig wiedergibt, jedoch nur
bis auf gewisse Glieder, die besondererweise in Wegfall kommen, beriihrt
gewissermafen die allgemeinen mechanischen Prinzipien und eine kurze
Erlduterung des Verhaltens diirfte daher nicht ohne Interesse sein.
Gibt man bei Einfithrung der iiblichen Bezeichnungen:

1 [{dR\2 M{{dd\> M
2T:2RK‘¢7>+;(E>_TLQ}

1 k2
2U, =2M — —
! mr 2R
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der Vis viva-Gleichung (15) die Form (H = %)

T—-U,=H
und fithrt man die Rechnung in bezug auf die Gleichungen:
a <6T) 0T oU,

di\opl) — dp, 0py
at\apl) " ap, 9p,
d 0T\ 8T U,
o)~ 55— %,

aus, so ergeben sich nachher leicht drei andere Gleichungen, deren
erste dadurch erhalten wird, daB8 man in (16) sukzessive mit

P15 Par P
multipliziert und addiert. Es ergibt sich in Ubereinstimmung mit (13):
d? R
e
Multipliziert man wieder in (16) der Reihe nach mit
1 1 1

so kommt die Gleichung:

=U-+h

24 1dRdA [ my+my  2U+h kT_

it "Ratat T AT TR TR =o |
ES
TR

die indessen fehlerhaft ist. Durch einige Reduktionen ergibt sich nim-
lich aus der Gleichung (14) auf der rechten Seite statt ,,Null* das oben
hinzugesetzte Glied: LS
R
Multipliziert man wiederum in (16) der Reihe nach mit
Bo?3— lis73;  ps?} — 73 w3 — pe?
so ergibt sich die Gleichung:

as SdR
ai TRai " REmPe=

kE ad dR
="§(Rﬁ“"7ﬁ)

GemiB (11) und mit Riicksicht auf (11 a) soll doch rechter Hand anstatt
»Null* das nebenbei angesetzte Glied
kB{_ a4 d R)
— &z FrarT]
stehen.

Seeliger-Festschrift. . 8
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8. Das Auftreten dieser Anomalien liegt daran, daf} solche Gleichun-
gen wie (16) nicht immer unbedingt richtig sind. Denn man kann diesen
Gleichungen die allgemeinere Form:

407y o7 U, , ip.

G\ " omom T

d (0T 0T ouU,

ﬁ(@)“am op T1T (16)
d(@T oT aU iP,

7i\ag) “ap " ap

geben, ohne daB bei beliebiger Bestimmung des Faktors f die Vis viva-
Gleichung verindert wird, weil die GroBen P,, P,, P; gemil (12) die
Form von Flidchengeschwindigkeiten haben, so da die Beziehung:
Pydp,+ Pydp, ‘*:P:sdib?,: 0
erfillt ist. '
Daraus, daB3 ebenso die Beziehung:
Pypy+ Pypy+ Pypy=0

stattfindet, folgt weiter, daBl auch die Gleichung:

d*R

e U-+h
von den Zusatzgliedern in (16a) unberiihrt ist, wihrend in den beiden
anderen Gleichungen die Zusatzglieder in (16a), bei der Annahme

1Mk

I=3u uw R A
die oben erwidhnten Zusatzbetridge auf der rechten Seite dieser Gleichun-
gen erzeugen.

(17)

Zusatz.
Die vollstindigen Daifferentialgleichungen in dem Dreikérperproblem in enger
Fassung mit elliptischen Koordinaten (dt=vrsdl).

dzlu. I (d,u)_{_z u2— 2 VLL2~—612 dv

ir w2 — a2 \dl 4 He—»
_Mzu—cﬂ{/x(u — ) 1_1‘1“3[“2(#'*"’) y
4 2 T2 AT Bl e+ )

= [} (4 +B) + Cu](u* — a*);
N S G
ar a2 —v2\dl 4 l/,m al
212—v2{1f(a2—v2) 1A—B[a2(,u—{—v) ]}
4 2 2A+B— ul3(@—»)+ 3 (u2—a?)]
=[—$(4—B)—C¥)(a—»?)
(2 C ist die zum Potential hinzugefiigte Konstante im Integral der lebendigen Kraft.)

—n




Zur Bestimmung effektiver Wellenldngen
der Sterne.
Von G. Eberhard, Potsdam.

Die Bestimmung effektiver Wellenlingen von Sternen wird neuer-
dings immer hiufiger zur Anwendung gebracht, seitdem man fand,
daB diese recht brauchbare Farbendquivalente darstellen. Aber gewisse
Schwierigkeiten sind trotz mancher eingehenden Untersuchungen
immer noch geblieben. Es hat sich nimlich gezeigt, daB jeder Beob-
achter (und ebenso jedes Instrument) seine eigene Skala effektiver
Wellenlangen hat, die in sich richtig sein kann, sich aber nicht ohne
weiteres mit anderen Skalen vergleichen oder auf diese reduzieren 1af3t.
Bei Benutzung von Refraktoren als Aufnahmsinstrumente pflegt man
solche Unterschiede in der Hauptsache als eine Folge der verschiedenen
Achromatisierung der Objektive oder, wenn identische Objektive
benutzt werden, als Folge verschiedener Fokusierung anzusehen?).
In der Tat konnen, namentlich bei &lteren Objektivtypen, sehr erheb-
liche Differenzen in den effektiven Wellenldngen (und. natiirlich auch
in den anderen Farbendquivalenten) auf diese Weise entstehen, wie
sich leicht einsehen 148t. Besondere Komplikationen treten-auf, wenn
das Objektiv auBerdem noch eine betrachtliche Bildfeldwélbung be-
sitzt. Photographiert man z.B. mit einem Himmelskartenrefraktor
der iiblichen Art eine Gruppe Sterne von gleichem Spektraltypus,
nachdem man die Platte so gestellt hat, daB} in ihren mittleren Teilen
gute Schirfe der Sternbildchen erzielt wird, so werden sich infolge der
starken Bildfeldw6lbung dieser Objektive nicht die photographisch
wirksamsten Strahlen der nach dem Rande der Platte zu stehenden
Sterne auf der Platte vereinigen, sondern die Strahlen gréBerer Wellen-
linge, d.h. die Sterne am Rande der Platte werden so wirken, als ob
sie anders gefdrbt wiren als die Sterne in den mittleren Teilen. Dieser
Firbungsunterschied erreicht bei einem Himmelskartenrefraktor einen
solchen Betrag, dafl ein A-Stern, wenn er nahe dem Rande der Platte
steht, wie ein M- oder N-Stern auf die lichtempfindliche Schicht wirkt,
wie Versuche von Prof. BIRck mit dem Potsdamer Himmelskarten-
refraktor ergaben. (Bei der Berechnung der Refraktion sollte man

1) RoseNBERG: Uber den EinfluB der Fokusierung auf die photographisch
wirksamen Wellenlangen, Astr. Nachr. 5109, Bd. 213, S. 329.

8*
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dies immer beriicksichtigen.) Wesentlich giinstiger in dieser Hinsicht
wirken die modernen Objektive mit geebnetem Gesichtsfeld (Triplets).

Aber auch bei der Benutzung von Reflektoren erhielten, wider Er-
warten, verschiedene Beobachter stark voneinander abweichende
Skalen effektiver Wellenldngen, wie neuerdings einige groBere Beob-
achtungsreihen, z. B. die von M. WoLF1), zeigen. Ja selbst mehrfache,
mit einem Reflektor von demselben Beobachter unter gleichen Be-
dingungen, aber an verschiedenen Abenden ausgefiihrte Bestimmungen
weisen Differenzen auf, die weit groBer sind, als daB sie sich durch
Ungenauigkeit der Messung selbst erkliren lieBen. Luftunruhe allein
kann man dafiir nicht verantwortlich machen. Zwar zeigen die schwachen
Bilder bei unruhiger Luft etwas groBere effektive Wellenldngen als bei
ruhiger 2), aber diese Unterschiede sind nicht so groB, zumal man bei
besonders ungiinstiger Luftbeschaffenheit derartige Aufnahmen nicht
machen wird.

Storungen in den optischen Teilen des Aufnahmeapparates (De-
formationen der Spiegel und Objektive) sowie Fehler in den Gittern
diirften zwar auch Abweichungen hervorbringen, aber solche optischen
Ursachen reichen nicht aus, um die groBen Unterschiede zu erkléren,
die z. B. zwischen den Reflektoraufnahmen von BERGSTRAND und
M. WoLr bestehen. Man hat iiberdies auch mit fehlerfreien Gittern
solche groBen Unstimmigkeiten gefunden.

Ohne Zweifel werden aber solche erzeugt durch systematisch ver-
schiedene Auffassung der kleinen Beugungsspektren durch die Beob-
achter. So stellt z.B. M. WorF auf ,,den Schwerpunkt der kurzen
fischférmigen Figuren® ein?®), wihrend HERTZSPRUNGY) und LinD-
BLADS) die ,,geschwirzte Gesamtfliche des Spektrums halbieren‘:.
Gerade die sorgfiltige Untersuchung von WoLF zeigt, welche Schwierig-
keiten dem Beobachter aus der Gestalt der kleinen Spektren und der
Lichtverteilung in ihnen entstehen kénnen. Aber auch diese Erklirung
geniigt nicht vollig, denn wie oben schon erwihnt, treten hdufig fiir
den mit demselben’ optischen Apparat arbeitenden Beobachter recht
erhebliche Differenzen zwischen verschiedenen Aufnahmen auf, wo also
eine verschiedene Auffassung des Bildchens nicht in Frage kommen kann.

Es bleibt schliellich nur noch klarzulegen, welche Rolle die photo-
graphische Platte bei der Bestimmung effektiver Wellenlingen spielt,
und ich habe daher das Verhalten dieser einer eingehenden Untersuchung

1) Astr. Nachr. 5092, Bd. 213, S.49 ff. Versuche mit dem Objektivgitter.

2) HerTzSsPrRUNG, E: Publ. d. Astrophysikal. Observatoriums zu Potsdam
Nr. 63, S. 17.

3) L. c. S.51, auch 54, 58.

4) lc. S.8.

5) LinpBLAD; Die photographisch effektive Wellenlinge als Farbendquivalent
der Sterne. Ark. f. Matem., Astron. o. Fysik Bd. 13, Nr. 26, S. 8.
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unterzogen. Da Aufnahmen mit den gebrduchlichen Stabgittern viel
zu klein fiir eine exakte Ausmessung mit dem Mikrophotometer sind,
habe ich die Spektra mit Hilfe eines kleinen Sternspektrographen her-
gestellt. Als Lichtquelle diente eine auf konstanter Stromstiirke gehal-
tene mattierte Metallfadenlampe. Vor der Offnung des die Lampe
einschlieBenden lichtdichten Kastens befanden sich noch einige matte
Glasscheiben, die das Licht der I.ampe gleichmiBiger verteilten. Vor
der duBeren Mattscheibe und eng an ihr anliegend lieBen sich zehn
feine Drahtgitter bekannter Absorption zur meBbaren Anderung der
Intensitdt einschieben, und zwar schwichte jedes Gitter rund 075
mehr als das vorhergehende. Mittels dieser Vorrichtung ist auf jede
Platte eine Reihe von Spektren mit wachsender Intensitiit, aber bei
konstanter Belichtungszeit hergestellt worden.

Nachdem sich im Verlauf meiner photographisch-photometrischen
Versuche ergeben hatte, daB die Dicke der Emulsionsschicht einen
starken EinfluB auf das gesamte Verhalten der Platte dem Lichte
gegeniiber hat, benutzte ich zwei Sorten SchleuBnerplatten derselben
Emulsion, deren Schichtdicken 0,009 mm bzw. 0,050 mm betrug. Die
Herstellung dieser Platten verdanke ich Dr. Lirpo CrRaMER. Die Auf-
nahmen sind mit voN HtBLschem Glyzinentwickler vllig ausentwickelt
(40 Minuten bei -+ 18°) und nach Fertigstellung in einem Mikro-
photometer vermessen worden.

Als erstes Ergebnis folgte, daf} die Lage des Schwirzungsmaximums
ganz unabhingig von der einwirkenden Lichtintensitit ist. Es lag bei
der Platte mit diinner Schicht zwischen 4 445 und 1448, bei der mit
dicker Schicht bei 4 462. Aus dieser unverinderlichen Lage ist zu
schlieBen, dal weder bei der HERTZSPRUNG-LINDBLADschen noch bei
der Worrschen Auffassung der Beugungsspektren das Schwirzungs-
maximum selbst gemessen wird, sonst wiirde ja keine Reduktion auf
normale Helligkeit anzubringen sein, die sich bei allen bisher vorliegen-
den Beobachtungsreihen als nétig erwiesen hat. Es zeigt sich aber
ferner, daB die Farbenauffassung der Platte nicht unerheblich von der
Dicke der Emulsionsschicht abhéngig ist derart, daB die dicke Schicht
eine stirkere Empfindlichkeit fiir Licht lingerer Wellen besitzt als die
diinne. Sternaufnahmen auf einer Platte mit dicker Schicht miissen
also eine grofBere effektive Wellenldnge und natiirlich auch einen gréBeren
Farbindex aufweisen als auf einer diinnen Schicht derselben Emulsion.
Da nun Platten auch aus ein und derselben Packung nur selten gleich-
maBige Schichtdicken besitzen, so ist es begreiflich, daB man bei wieder-
holten Aufnahmen derselben Sterngruppe hiufig voneinander ver-
schiedene effektive Wellenldngen erhdlt. Da ferner fast jede Platte
teils unregelmdBige, teils regelmiBig verlaufende Fehler (keilférmige
Schicht) in der Dicke hat, so werden bei wiederholten Aufnahmen nicht
selten gréBere Abweichungen einzelner Sterne vorkommen, oder die effek-
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tiven Wellenlingen der Sterne der einen Aufnahme werden vom Ort des
Sterns auf der Platte abhingige Differenzen gegen die einer zweiten Platte
besitzen. Beide Fille, besonders ersterer, sind hdufig beobachtet worden.

Werden die Platten nicht vollig ausentwickelt, was wohl gew6hnlich
der Fall ist, so dndert sich nichts an dem vorstehenden Ergebnisse,
als daB die Schwirzungsmaxima etwas nach den kleineren Wellenldngen
hinriicken, wie folgende Tabelle zeigt:

Schwirzungsmaximum der Rodinal 1:20
dinnen |  dicken 5 Minuten
Schicht
1443 4459 +17,5°
1444 2458 +13,5°

Es war nun von Interesse zu sehen, was sich ergibt, wenn man die
vorliegenden Aufnahmen so behandelt, wie es meist bei der Bestimmung
effektiver Wellenlingen geschieht, wo, wie bereits erwdhnt, die ge-
schwirzte Gesamtfliche halbiert wird. Zu diesem Zweck habe ich die
Schwirzungen der in engen Intervallen mikrophotometrisch durchgemes-
senen Spektren als Ordinaten, die Wellenldngen als Abszissen in Milli-
meterpapier eingetragen und die resultierenden Punkte durch eine sich
moglichst eng anschlieBende glatte Kurve verbunden. Man erhilt auf
diese Weise ebenso viele Kurven gleicher einwirkender Intensititen, als
man Spektralaufnahmen auf der Platte hat. Liest man nun aus der
Zeichnung die Wellenldngen auf dem auf- wie auf dem absteigenden
Ast der Kurve ab, die einer bestimmten Schwirzung entsprechen, und
nimmt das Mittel aus diesen Ablesungen, so erhdlt man fiir jede ein-
wirkende Intensitit die GroBe, welche von den meisten Beobachtern
als effektive Wellenlinge bezeichnet wird. In der folgenden Tabelle
sind die Werte fiir die Intensititen 45 bis 170 und fiir die Schwir-
zungen 35, 39, 44, 47 des MeBkeiles (die Schwirzungen wachsen mit den
Zahlen) enthalten.

Glycin (-+18°) 40 Minuten.

A effekt. Schleussner dick ’ A effekt. Schleussner diinn
m S=35 S=39 S=44 S=47 S=35 S$=39 S=44
“p e X 25 120 “p “p
4,5 | 4575 — - - - - -
4,0 454 458 — — 447,5 447,5 —_
3,5 450 453 457 460,5 444,5 444 —
3,0 449 450,5 454 456 443 442,5 445,5
2,5 449,5 449,5 451,5 453,5 442 442 442
2,0 — — — — 442,5 443 441
1,0 — — —_ — 446 447 442,5
Schwirzungsmaximum: 4462 2448

Die Tabelle zeigt wieder auf das deutlichste, daf3 die effektive Wellen-
linge nicht mit dem Schwirzungsmaximum zusammenfillt, ferner daf3
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sie stark mit der Intensitit des einwirkenden Lichtes variiert. Diese
Variation wiirde die Reduktion der effektiven Wellenldnge auf normale
Helligkeit (Bildstérke) darstellen. Der Verlauf ist, wie aus der Tabelle
folgt, gleichfalls stark von der Schichtdicke abhéngig. Wenn man nun
noch beriicksichtigt, daB die verschiedenen Beobachter nicht nur verschie-
dene Bildstirken ihren Reduktionen als normale zugrunde legen, sondern
auch die durch die Schwirzung bestimmten Grenzen der Sternscheibchen
verschieden annehmen .(z. B. wird sie der eine bei S = 35, der andere
bei stirkerer Schwirzung, S = 39, sehen), so ergibt sich ohne weiteres
aus der Tabelle, daB sehr groBe Unstimmigkeiten zwischen den ein-
zelnen Beobachtern vorkommen kdnnen, auch wenn sie alle Reflektoren
benutzt haben. Ganz analog gestalten sich iibrigens die Verhiltnisse;
wenn man nicht ganz ausentwickelte Aufnahmen verwendet. Als Bei-
spiel diene folgende Tabelle:

" Rodinal 1 : 20 (+13,5°) 5 Minuten.

1 effekt. Schleussner dick 1 effekt, Schleussner diinn
m - S=32,7 S=35 S=39 S=32,7 $=35 5=139
wp np wp pa ne pp
4,0 458 — - - — -
3,5 452 - - 446 — -
3,0 448,5 452 - 442,5 - -
2,5 448 449,5 - 441 442 -
2,0 447 447 - 440 440,5 -
1,5 448,5 447,5 455 440,5 440,5 440
1,0 449,5 448 451 442 441 439,5
0,5 452 449 449 444 441,5 438,5
0,0 454 451 449,5 446 442,5 440
Schwirzungsmaximum: 4458 L 1444

In qualitativ ganz gleicher Weise wie die Schleussnerplatten ver-
halten sich die Platten anderer Fabriken, nur liegt das Schwirzungs-
maximum zum Teil bei anderen Wellenldngen. Ich fand Werte fiir das-
selbe zwischen 4 445 und 4 485.

Die photographische Platte iibt somit einen grofen, ungemein
komplizierten EinfluB auf die Bestimmung effektiver Wellenldngen
aus, und wenn man auBerdem, wie oben besprochen, noch die ver-
schiedene Auffassung der Spektren durch den sie ausmessenden Beob-
achter in Rechnung zieht, so diirften die starken Verschiedenheiten
der Skalen mehrerer Beobachter ihre Erkldrung in dem Zusammenwirken
dieser beiden Ursachen finden. Bei dieser Sachlage kann natiirlich
nur eine rein empirische Reduktion der verschiedenen Skalen auf eine
einheitliche Normalsequenz in Betracht kommen, daher ist der Vor-
schlag von BERGSTRAND und ROSENBERG!) warm zu‘empfehlen.

1y Vorschlag zur Aufstellung einer Normalsequenz zur Bestimmung effektiver
Wellenlangen. Astr. Nachr. 5159, Bd. 215, S. 447 ff.



Uber die zwei Sternstréme.

Von Arnold Kohlschiitter, Potsdam.
Mit 4 Abbildungen.

1. Geschichtlicher Uberblick bis zum gegenwirtigen Stand des Pro-
blems. Seit der Entdeckung der ersten Eigenbewegungen von Fix-
sternen ist der Frage nach GesetzmiBigkeiten in den Bewegungen
der Sterne dauernd das regste Interesse entgegengebracht worden.
Schon HERSCHEL benutzte die geringe Zahl von nur 13 Sternen, deren
Eigenbewegungen ihm zur Verfiigung standen, um zu untersuchen,
ob aus einer zufilligen Bewegungsverteilung ein systematisches Glied
herausgefunden werden konnte. In der Tat leitete er schon aus diesen
wenigen Sternen eine bevorzugte Bewegungsrichtung ab, die er natur-
gemil als das Spiegelbild der Bewegung des Sonnensystems, von dem
aus die Eigenbewegungen gemessen sind, auffaBte. Zahlreiche spitere
Untersuchungen mit gréBerem Material bestitigten dieses Ergebnis,
indem sich nur dies eine systematische Glied aus einer sonst zufilligen
Bewegungsverteilung merklich hervorhob. So hat dieses Problem der
Bestimmung des Zielpunktes der Sonnenbewegung, das ,,Apexproblem®,
mehr als ein Jahrhundert lang in dieser Fragestellung, die wir jetzt
als zu eng gefaBt aufgeben miissen, bestanden, und viele eingehende
Bearbeitungen erfahren.

Es war um die letzte Jahrhundertwende, als ein wesentlicher Schritt
vorwirts getan wurde. Zunichst gelang es KoBoLD, festzustellen, dal3
man mit der Annahme, es lagere sich iiber die zufillige Verteilung der
Sternbewegungen nur ein systematischer Effekt (die Sonnenbewegung),
nicht auskommt, sondern daf auch nach Riicksichtnahme auf die Sonnen-
bewegung weitere systematische Abweichungen bestehen bleiben. In
langjdhrigen Untersuchungen ist es dann KAPTEYN, durch Sammlung
und kritische Bearbeitung sehr umfangreichen Beobachtungsmaterials,
gelungen, die Existenz dieser Abweichungen iiber allen Zweifel sicher-
zustellen. In seiner ,,Zweistromhypothese” gab KAPTEYN dieser neuen
Erscheinung eine Deutung. Er stellte sich vor, daBl es im Sternsystem
zwei Stréme gibt, die sich gegeneinander bewegen, von denen jeder in
sich eine zufdllige Geschwindigkeitsverteilung zeigt. Das Resultat der
Uberlagerung der Geschwindigkeiten ist eine bevorzugte Bewegungs-
richtung im Raume, die sog. ,,Vertexrichtung®, die mit der Richtung
zusammenfillt, in welcher sich die beiden Stréme gegeneinander bewegen.
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Diese Vorzugsrichtung liegt genau in der MilchstraBe, nach den galak-
tischen Ldngen 164° bzw. 344° gerichtet. Beide Sterngruppen sind
rdumlich vollstindig miteinander vermischt und zeigen auBer der Be-
wegung durchaus keine unterschiedlichen Merkmale, indem spektrale
Verteilung, absolute GroBe, Entfernungen und alle anderen unter-
suchten Eigenschaften bei beiden merklich gleich sind. Es ist dies eine
nicht zu erwartende auffallende Tatsache, welche zunidchst Zweifel an
der Richtigkeit der KAPTEYNschen Auffassung erzeugen konnte; aber
die Wucht des aus den Bewegungen gelieferten Materials war so groB,
daB diese Bedenken zunichst zuriicktreten muBten.

Neben KAPTEYNS Zweistromtheorie wird meist die gleichzeitig ent-
standene ScCEWARZSCHILDsche ,,Ellipsoidtheorie‘ gestellt. Insofern nicht
ganz mit Recht, als KAPTEYN eine physikalische Deutung zu geben
versuchte, wihrend die Ellipsoidtheorie nur eine mathematische Dar-
stellung der beobachteten Bewegungsanomalie ohne jeden Erkldrungs-
versuch bedeutet. ScHWARzSCHILD nimmt nicht zwei Stréme, sondern
nur einen einzigen Schwarm mit einer Abart MAXwWELLscher Geschwin-
digkeitsverteilung an, von der Eigentiimlichkeit, daB3 das StreuungsmaBd
der Geschwindigkeitsverteilung in den drei Koordinatenrichtungen ver-
schieden ist. Die Bearbeitung des Beobachtungsmaterials nach der
Ellipsoidtheorie liefert wieder eine bevorzugte Richtung, in welcher die
Streuung der Geschwindigkeiten am groften ist, und diese Richtung
fallt naturgem&fl mit den KAPTEYNschen Vertices zusammen.

In neuester Zeit hat STROMBERG am Mount-Wilson-Observatorium
mit dem jetzt zur Verfiigung stehenden umfangreichen Material die
rdumlichen Bewegungen der Sterne untersucht. Ihm verdanken wir
einen wesentlichen Fortschritt insofern, als er zeigte, daB man jetzt
nicht mehr mit der fiir KAPTEYN und SCHWARZSCHILD ausreichenden
Annahme einer groBeren Beweglichkeit der Sterne in einer Richtung
auskommt, sondern daB dariiber hinaus noch eine Asymmetrie besteht.
Eine Andeutung dieser Asymmetrie liegt schon in der seit vielen Jahren
bekannten, aber in ihrer Bedeutung nicht voll erkannten und gewiirdigten
Tatsache, daB die groBten Sterngeschwindigkeiten einseitig nur nach
einer Seite des Himmels gerichtet sind, also nicht dieselbe Verteilung
der Richtungen zeigen wie die kleineren Sterngeschwindigkeiten.

Man denke sich die Geschwindigkeit jedes einzelnen Sternes durch
einen Vektor im Raume dargestellt. Als Ausgangspunkt dieser Vektoren
wihlt man zweckmiBig das Sonnensystem, weil wir von ihm aus die
Sterngeschwindigkeiten messen; an und fiir sich ist jedoch die Wahl
des Ausgangspunktes gleichgiiltig, und man konnte ebensogut jeden
anderen Punkt wihlen, der gegen die Sonne mit einer bestimmten
Geschwindigkeit in einer bestimmten Richtung bewegt ist. Die End-
punkte der Vektoren erfilllen den Raum mit wechselnder Dichte,
und den durch diese Dichteverteilung festgelegten Korper bezeich-
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nen wir als ,,Geschwindigkeitskorper®, die Flidchen gleicher Dichte
als ,,Geschwindigkeitsflichen“. Die von STROMBERG geleistete grofle
Arbeit bestand zunichst darin, diese Geschwindigkeitsflichen aus dem
Beobachtungsmaterial ohne jede vorweggenommene Annahme iber
die Gestalt der Flichen abgeleitet zu haben. Es zeigte sich, daB die
Geschwindigkeitsflichen im allgemeinen ellipsoid-dhnlich sind, wobei
die groBte Achse, wie man erwarten konnte, in die Richtung der Kap-
TEYNschen Vertices fillt; es erscheint demnach gerechtfertigt, von
vornherein mit ,,Geschwindigkeitsellipsoiden* zu rechnen, was natiir-
lich eine wesentliche Erleichterung bedeutet. Indem nun STROMBERG
fiir verschiedene Gruppen von Sternen, die teilweise eine physika-
lische Zusammengehorigkeit, teilweise einen Bewegungszusammenhang
bedeuteten, ,,Geschwindigkeitsellipsoide‘ ableitete, gab sich eine Asym-
metrie kund, deren Wesen in den wichtigsten Ziigen folgendermaBen
geschildert werden kann: Wenn die Beobachtungen einen Unterschied
in den Achsen der Ellipsoide verbiirgen lassen, so liegt die groBte
Achse stets in Richtung der KAPTEYNschen Vertices. Aber die Mittel-
punkte der Ellipsoide fallen nicht zusammen, sondern liegen auf einer
Geraden, die in der galaktischen Ebene, und zwar senkrecht zur
Vertexrichtung liegt. Die Mittelpunkte der Ellipsoide scheinen um so
weiter abzuriicken, je groBer die Ausdehnung der Ellipsoide ist.

2. Die nichsten Sterne. Da die bisher bekannten systematischen
Abweichungen von einer zufilligen Geschwindigkeitsverteilung parallel
zur MilchstraBe verlaufen — sowohl die KAPTEYNschen Strome als auch
die STROMBERGsche Asymmetrie liegen in dieser Ebene —, wollen wir
uns auf die Betrachtung der in der galaktischen Ebene liegenden Be-
wegungskomponenten beschranken. Die von der Sonne aus gemessenen
Geschwindigkeiten der einzelnen Sterne denken wir uns daher auf die
galaktische Ebene projiziert, und diese Projektionen in ein Koordinaten-
system eingetragen, dessen positive x-Richtung nach der galaktischen
Linge 0°, und dessen positive y-Richtung nach der Lange + 90° zeigt.
Die Untersuchung der Geschwindigkeitsverteilung besteht nun in der
Diskussion einer Fliche z (%, v), wobei z die Anzahl der in einem Fldchen-
element (x,y) endigenden Geschwindigkeitsvektoren bedeutet. Diese
Fliche z(x,y) kann direkt aus den beobachteten Geschwindigkeiten
der einzelnen Sterne abgeleitet werden, was am zweckmaBigsten zeich-
nerisch durch Eintragung von ,,Hohenlinien* geschieht.

In der nebenstehenden Abb. 1 sind diese Hohenlinien fiir die uns
nichsten Sterne wiedergegeben. Die Grundlagen hierfiir habe ich einer
kiirzlich von J. Haas verdffentlichten Zusammenstellung und Diskussion
der uns nidher als 20 Sternweiten stehenden Sterne entnommen, in
welcher der Verfasser auch den allgemeinen Charakter der Geschwindig-
keitsverteilung treffend schildert. Die Anzahl dieser Sterne — zur Zeit
sind nur 186 bekannt — ist so gering, dafl man ohne Ausgleichung keine
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verniinftigen Héhenlinien bekommt; es wurden deshalb die durch Ab-
zihlung einzelner Felder erhaltenen Zahlen nicht direkt benutzt, sondern
die Mittel benachbarter Felder wiederholt gebildet, bis ein einigermaBen
glatter Flichenverlauf erhalten wurde. Als Mittelpunkt des Koordinaten-
systems wurde der Geschwindigkeitsschwerpunkt der betrachteten Sterne
gewihlt. Die auf die galaktische Ebene projizierte Geschwindigkeit der
Sonne ist durch einen kleinen Kreis bezeichnet. Durch ein Kreuz ist
das Maximum der Geschwindigkeitsfliche dieser Sterne gekennzeichnet,
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Abb. 1. Galaktische Geschwindigkeitsverteilung der nichsten Sterne.

dessen Koordinaten rechnerisch abgeleitet wurden und die Werte er-
gaben: galaktische Linge 66°, Abstand vom Nullpunkt 15 km/sec.
Die Richtung der KapTEvNschen Vertices ist durch Doppelpfeile an-
gegeben.

In bezug auf weiter nach auBen liegende Hohenlinien ist die Abb.
unvollstindig: Drei schnell bewegte Sterne, die auBerhalb der Abb.
liegen wiirden, sind durch. Pfeile angedeutet, so daB hiernach die weiteren
Hoéhenlinien eine sehr groBe Ausdehnung nach unten und links unten
bekommen miiBten. Auf diese drei Sterne kann natiirlich kein Gewicht
gelegt werden; daB sie aber den Charakter der duBleren Hohenlinien
richtig andeuten, weil man aus anderem Materjal. So hat z. B. STROM-
BERG das entsprechende Bild fiir alle Sterne gegeben, deren Geschwindig-
keit relativ zur Sonne gréBer als 100 km/sec ist. Es zeigt sich, daB alle
diese Sterne (etwa 85 an Zahl) ausnahmslos in der linken unteren Halfte
der Abbildung liegen, begrenzt durch eine Gerade, die durch den Null-
punkt geht und ungefihr parallel zur Vertexrichtung verlduft. Ichhabe
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hiernach den Verlauf der #uBersten Héhenlinien in der Abb. 1 durch
eine gestrichelte Linie angedeutet.

Es sei ein Wort iiber die Vollstindigkeit des Bildes eingeschaltet.
Die Auswahl der benutzten Sterne ist im wesentlichen deswegen unvoll-
stindig, weil unsere Beobachtungen bei einer gewissen scheinbaren
Helligkeit und daher auch bei einer gewissen absoluten Helligkeit ab-
brechen, also absolut schwache Sterne fehlen. Ist nun zu erwarten, da8
durch Hinzufiigen schwicherer Sterne der Prozentsatz der hinzukommen-
den Sterne iiberall im Bild derselbe ist? Keinesfalls. Denn es besteht
eine starke Abhingigkeit der Geschwindigkeit von der absoluten Hellig-
keit, indem schwache Sterne systematisch schneller bewegt sind. Durch
Hinzunahme schwicherer Sterne wiirde also der Prozentsatz hinzukom-
mender Sterne in den inneren Teilen der Abb. wesentlich geringer sein
als in den AduBeren. Man muB also darauf achten, daB in bezug auf die
Verteilung der Sternanzahlen zwischen inneren und #uBeren Partien
das Diagramm ein unsicheres und falsches Bild gibt. Ob hinzukommende
schwichere Sterne die unsymmetrischen Eigenschaften verdndern wiir-
den, 148t sich natiirlich nicht sagen; wir miissen uns zur Zeit mit der
Annahme begniigen, dal der allgemeine Charakter der Unsymmetrien
durch das vorhandene Beobachtungsmaterial richtig wiedergegeben
wird.

Obwohl nur aus den nichsten Sternen abgeleitet, zeigt die Abb. 1
doch im Prinzip alles, was man an systematischen Abweichungen von
einer zufilligen Verteilung bis jetzt iiberhaupt kennt. Man kann es in
folgenden Sitzen zusammenfassen:

I. Inder galaktischen Ebene haben die H6henlinien der Geschwindig-
keitsverteilung ovale Gestalt, wobei die lingere Ausdehnung in Richtung
der KapTEYNschen Vertices liegt.

II. Geschwindigkeitsschwerpunkt (Mittelwert) und Maximum der
Geschwindigkeitsfliche (,,mode*) fallen nicht zusammen, sondern liegen
senkrecht zur Vertexrichtung voneinander getrennt (STROMBERGS Asym-
metrie). Dies kann auch durch die Tatsache ausgedriickt werden, daf3
groBe Sterngeschwindigkeiten nur einseitsg in einer Richtung senkrecht
zur Vertexrichtung vorkommen.

- Nachdem man Punkt II jetzt als iiber allen Zweifel verbiirgt ansehen
kann, muf} seine Wirkung auf die KApTEYNsche Auffassung der zwei
Sternstrome beachtet werden. Und dieser Punkt ist in der Tat ver-
héngnisvoll fiir die Zweistromtheorie in ihrer alten Form. Wenn jeder
der beiden Sternstrdme irgendeine in sich symmetrische Geschwindig-
keitsverteilung zeigt, wie es die Zweistromtheorie annimmt, so kann
niemals durch die Ubereinanderlagerung der beiden Geschwindigkeits-
verteilungen eine Unsymmetrie entstehen, welche senkrecht zur Strom-
bewegung orientiert ist. Es muf daher notwendigerweise die Zweistrom-
theorie tn threr alten Form aufgegeben werden.
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3. Theoretische Geschwindigkeitsverteilungen verschiedener Ordnung
in gendherter Darstellung. Bei der Uberlegung, ob es einen Ausweg
zur Rettung der alten Zweistromtheorie geben konnte, zeigte sich
eine merkwiirdige Eigentiimlichkeit, die mich zunichst sehr iiberraschte
und die ich deswegen im folgenden wiedergeben mdochte; nicht so sehr
in der Meinung, da3 dadurch eine Lésung des Problems gefunden werden
konnte, als vielmehr nur des allgemeinen Interesses wegen und um zu
zeigen, wie auBerordentlich vorsichtig man in der Deutung von beob-
achteten Geschwindigkeitsverteilungen sein muB. Es ist nimlich das
endgiiltige Bild der gesamten Geschwindigkeitsverteilung sehr stark
davon abhingig, welche Geschwindigkeitsverteilung man einzeln in
jedem der beiden Sternstrome voraussetzt. Dies geht so weit, dafl man
unter gewissen, im Rahmen des vorhandenen Beobachtungsmaterials
zuldssigen Annahmen iiber die Einzelverteilung der Geschwindigkeiten
ein Gesamtbild der Verteilung erhalten kann, dessen Héhenlinien in der
Nihe des Maximums ausgesprochen linglich in einer Richtung verlaufen,
die senkrecht zur Bewegungsrichtung der beiden Sternstréme liegt. In
solchem Fall wiirden also die beiden Sternstréme sich nicht in der
Richtung der Vertices, sondern genau senkrecht dazu bewegen! Es ist
klar, daB3 dann die Schwierigkeit, die die alte Zweistromtheorie zu Fall
bringt, nicht besteht, denn die STROMBERGsche Asymmetrie wiirde nun
in Richtung der gegenseitigen Strombewegung liegen, wie es sein mubB,
wihrend andererseits die beobachtete Dehnung der Hohenlinien senk-
recht zu dieser Richtung ebenfalls von den zugrunde liegenden An-
nahmen gefordert wird.

Wir wollen uns jetzt die Aufgabe stellen, rechnerisch den Verlauf
der Hohenlinien zu untersuchen, wenn wir zwel voneinander unab-
hingige Sternstréme voraussetzen, von denen jeder in sich eine bestimmte
Verteilung der Geschwindigkeiten zeigt. Wir untersuchen also die Fliche
2 =2 + 2 = f1(%, ¥)+ fa2 (%, ¥) , wobei f, und f, die Geschwindigkeits-
verteilungen in den beiden Sternstrémen bezeichnen. Bei MAXWELLscher
Verteilung wiirden die Funktionen £, und f, , abgesehen von Konstanten,
die Form e ~#@+%) haben, in gréBerer Allgemeinheit wollen wir aber

die Form e ~#@*+¥)% ansetzen, die mit wachsendem # eine steiler ab-
fallende Verteilung bedeutet. Bleibt man im Gebiet der Maxima
dieser Funktionen, so kann man eine N#herung durch eine Potenz-
entwicklung einfithren, und wir wollen zur ersten Orientierung uns
mit den ersten Gliedern einer solchen Entwicklung begniigen. Wir
setzen daher:

fix, ) = ay — by 775, falx, y) = ag — by 7,
wobei:

R =ty A=(x—d?+y°
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sei, wir legen also das Zentrum der Geschwindigkeitsverteilung der
ersten Gruppe in den Koordinatenanfangspunkt, das der zweiten Gruppe
auf die positive x-Achse in den Abstand 4 vom Nullpunkt. Die resul-
tierende Flichengleichung beider Gruppen lautet:
2=a,; 4+ ay — by #1— b,73
Fiir den Fall # = 2, d.h. die Ndherung an eine MAXWELLsche Ver-
teilung, ergibt sich ein einfaches Resultat: Das Maximum der Ge-
db, -

by + b,

g 0
Die Differentialgleichung der Héhenlinien lautet % dx + édy =0,

schwindigkeitsflache z liegt bei den Koordinaten y, = 0 und x, =

woraus folgt, dafl alle Hohenlinien Kreise mit dem Maximum als Zen-
trum sind.

Die Geschwindigkeitsfliche interessiert uns hauptsidchlich in der
Niahe des Maximums, weil dort die Anzahl der beobachteten Sterne am
groBten ist und ein Vergleich der theoretischen Kurve mit den beob-
achteten Hoéhenlinien am sichersten ist. Auch gilt ja unsere Niherung
nur fiir die Ndhe des Maximums. Wir ersetzen in diesem Gebiet die
Héhenlinien durch Kegelschnitte, deren Hauptachsen wegen der Sym-
metrielage der beiden Geschwindigkeitsgruppen nach der x- und y-Rich-
tung orientiert sein miissen. Bezeichnen wir diese Hauptachsen mit s,

2
und sy, so ist (?) gleich dem Verhdltnis der entsprechenden Kriim-

. @ . 02z 0%z
mungsradien der Flichen. Unter Einfithrung von =7 und ~— =1

042 092

haben wir also:

Sz

DasVerhiltnis der Hauptachsen ist also in einfachster Weise nur von # ab-

héngig. Man hat demnach fiir das Maximum der Fliche folgendes Schema
Grenzfall sehr langgestreck- der Hohenlinien (Abb 2) .

= —— ter Ellipsen Hierin liegt folgendes Resul-

, Ellipsen mit der gréBeren  tat: Das Bild der gesamten Ge-
1<n<2 Achse in der z-Richtung .. A K
schwindigkeitsverteilung  von

zwel Sterngruppen, die gegen-
n=2 @ Krelse einander bewegt sind, hingt
stark davon ab, welche Ge-
schwindigkeitsverteilung inner-

11 it der grog : :
n>2 e e halb jeder einzelnen Stern-
o gruppe besteht. Fir » kleiner

T . als 2, d.h. fir Geschwindig-

Abb. 2. Hohenlinien in der Nahe des Maxi- keit teil die flach
mums fiir Geschwindigkeitsverteilungen ver- €l SYer érungen, 1€ Tacher
schiedener Ordnung. als die MAXWELLsche verlaufen,
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zeigen die Hohenlinien der Gesamtverteilung im Maximum der
Fliche eine Verlingerung in Richtung ‘der Bewegung der beiden Stern-
gruppen. Dagegen fiir » groBer als 2, also steile Einzelverteilung in
jeder Gruppe, liegen die groBen Achsen der Ellipsen senkrecht zur Be-
wegung der Sterngruppen, es kann also hier durch das Gesamtbild
filschlich eine Bewegung zweier Gruppen vorgetduscht werden, die
genau senkrecht zur tatsichlichen Bewegung liegt.

4. Geschwindigkeitsverteilungen nach Exponentialfunktionen ver-
schiedener Ordnung. Gehen wir jetzt von der Ndherung zu Exponential-
funktionen selbst iiber, so wollen wir zunichst » = 2 setzen, also In
jeder der beiden Sterngruppen eine MAxwELLsche Verteilung annehmen.
Die Gesamtverteilung sei durch die Gleichung gegeben:

2= o=@V L g . g—Wla— @+
Der Geschwindigkeitsschwerpunkt der gesamten Geschwindigkeitsver-
+o00 ~+ oo
teilung, definiert durch die Gleichung =, f z2dx ——-.f xzdx, und.ent-

sprechend fiir die y-Koordinate, hat die Koordinaten:

a
Xo = m llnd yo =0
Sind #; und y, die Koordinaten des Maximums der Flache, soist y;, = 0,
wihrend x, durch die Gleichung gegeben ist:

%o e ahP(x, — d)e @ - =0

Schwerpunkt und Maximum fallen im allgemeinen nicht zusammen,
sondern liegen in Richtung der Bewegung der beiden Sterngruppen
voneinander entfernt. Nur fiir ¢ =1 und %» = 1 fallen beide Punkte
zusammen. Weiter interessiert uns das Verhidltnis der beiden Haupt-
achsen der elliptischen Héhenkurven in der Ndhe des Maximums. Wir
erhalten hierfiir: '

5y\? 2
- <_> =1 — = x)(d — x;) [%, + F¥(d — %,)]
Sy a
Da fiir die allein in Frage kommenden ,,verniinftigen‘ Fille x; kleiner
als d ist, folgt hieraus, daB s, kleiner als s, ist; die Héhenkurven in der
Nihe des Maximums sind also in Richtung der Bewegung der beiden
Sterngruppen verlingert. Fir kleine 4 werden die Kurven mehr und
mehr Kreise, wodurch wir uns dem oben behandelten Ndherungswert
anschlieBen.

Nun wollen wir uns einer Exponentialfunktion vierter Ordnung zu-
wenden. Die Gesamtverteilung der Geschwindigkeiten sei durch die
Fliche dargestellt:

2= o= @YV L g . o= Plw— a7+ oD
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Wiederum hat der Geschwindigkeitsschwerpunkt die Koordinaten:

Xy = und y,=0

ad
a-+h
Die Koordinaten x, und y; des Maximums der Fldche sind gegeben durch
die Gleichungen:
y1=0
und:
xie~ %+ ahM(x; — d)Fe~M@®H-D'=0

Maximum und Schwerpunkt fallen wieder fiir ¢ =1 und 2 =1 zu-
sammen, liegen aber im allgemeinen in Richtung der gegenseitigen Be-
wegung der beiden Sterngruppen voneinander getrennt. Das Verhiltnis
der Hauptachsen der elliptischen Héhenlinien in der Nahe des Maximums
wird : '

(oo fotas

2 =3 — Zx(d—x)-[x+ Hd— )]

Sy a
woraus zu ersehen ist, daB im allgemeinen, wenn 4 und damit auch x;
nicht zu groB sind, s, groBer als s, ist. Fir =1 und a =1, d. h.
gleich steile und gleich hohe Verteilung in den beiden Emzelgruppen
wird %, = d und daher:

Fiir kleine Werte von d wird gyz 1.73 , d. h. wir erhalten eine starke

Verlidngerung der Hohenlinien in der Ndhe des Maximums der Ge-
schwindigkeitsverteilung, und zwar in der Richtung, die senkrecht zur
Bewegungsrichtung der beiden Sterngruppen steht.

Um ein anschauliches Bild des Verlautes der Héhenlinien fiir solche
Geschwindigkeitsverteilungen zu geben, sind in Abb. 3 und 4 zwei ein-
fache Fille gezeichnet. Abb. 3 stellt den Fall einer Geschwindigkeits-
verteilung vierter Ordnung dar mit den Konstanten: 2 =1, a =0.5,
d = 1. Schwerpunkt und Maximum liegen hier bei den Werten x, = 0.33

bzw. x; = 0.43 , wihrend das Achsenverhiltnis z—y den Wert 1.66 hat.
z
Abb. 4 stellt den Fall # =2, a =1, d = 0.8 dar, wofiir xy = 0.27,

%, = 0.60 undz—y = 1.67 werden. Diese als schematische Beispiele ge-

z

gebenen theoretischen Verteilungen gleichen der beobachteten Ver-
teilung insofern, als sie auch die zwei wesentlichen Eigenschaften auf-
weisen: 1. Trennung vom Schwerpunkt und Maximum, und 2. lingliche
Gestalt der Hohenlinien in der Ndhe des Maximums in einer zur Richtung
Schwerpunkt-Maximum senkrechten Richtung.
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Ein Sinn kann einer solchen Hypothese iiber die Geschwindigkeits-
verteilung nicht zugesprochen werden. Das kommt aber auch nicht in
Frage, denn Sinn kénnte man zur Zeit nur einer MAXwELLschen Ver-
teilung zusprechen. Eine Maxweiische Verteilung konnte aber nur
angenommen werden, wenn wir einen stationiren Zustand der Be-
wegungen im Sternsystem
hétten, und das ist zweifellos 4
nicht der Fall. Uber die tat-
sdchliche Verteilung kénnen
wir also zur Zeit nur die Beob-

73
achtungen selbst befragen, und /\
ein analytischer Ansatz ist nur I

daran gebunden, daB kein &
Widerspruch zu dem Beobach-
tungsmaterial auftreten darf.

b. SchluBwort. Zusammen-
fassend sagen wir: Die alte

KaAprTEYNsche Zweistromtheo-

L ; : Abb. 3. Geschwindigkeitsverteilung vierter
1 -
re ISt,n cht mehr h?jllt_bar’ selt Ordnung nach den Konstanten % =1, 4=0.5,
demeine Asymmetriein der Ge- d=1

schwindigkeitsverteilung der
Sterne verbiirgt ist, welche senkrecht zur Vertexrichtung, d.h. zur
vermeintlichen Strombewegung, orientiert ist. Diese Asymmetrie ist
das Wesentliche in der Geschwin-
digkeitsverteilung und darf bei

einer Deutung nicht auBler acht ¢
gelassen werden. Will man eine g
Zweistromauffassung beibehalten, a
so zwingt diese Asymmetrie dazu, / s
eine gegenseitige Bewegung der <] @ b

zwei Strome senkrecht zur Vertex- \ *
Richtung anzunehmen. Gegeniiber '
dieser Asymmetrie kommt erst in
zweiter Linie die Tatsache in
Frage, daB die Geschwindigkeits-
korpell en}e in der Vertex-Rich- Abb. 4. Geschwindigkeitsverteilung
tung 1anghChe Gestalt haben, denn vierter Ordnung nach den Konstanten
die Form der Geschwindigkeits- h=2,a=1, d=08

korper ist auBerordentlich stark

davon abhéngig, welche Geschwindigkeitsverteilung einzeln in jedem
der beiden Stréme vorausgesetzt wird. Man kann kiinstlich, wie ge-
zeigt wurde, Verteilungen konstruieren, die in den inneren Gebieten
sogar eine stark lingliche Ausdehnung senkrecht zur Strombewe-
gung zeigen.

Seeliger-Festschrift. 9



130 ArnoLp KonLscHUTTER: Uber die zwei Sternstrome.

In der Tat scheint jedoch eine Vorstellung, die nur zwei Stréme an-
nimmt — etwa Feldsterne eines gréBeren galaktischen Systems, zwischen
denen die Sterne unseres engeren Systems schwimmen —, kaum aus-
zureichen. Schon in unserer Nihe ist offenbar das Bild der Bewegungen
der Sterne wesentlich durch zwei spezielle Sterngruppen, die Taurus-
Gruppe und die Ursa major-Gruppe, beeinflufit, und das ganze Stern-
system scheint sich in eine groBe Anzahl solch einzelner Gruppen auf-
16sen zu lassen, von denen schon eine gréBere Zahl bekannt ist und die
eine groBe Mannigfaltigkeit in bezug auf rdumliche Ausdehnung, Stern-
fillle und inneren Zusammenhang zeigen. Fir das Studium der Be-
wegungen der Fixsterne diirfte eine hierauf fuBende Arbeltshypothese
zur Zeit am meisten Erfolg versprechen.



Zur Statistik der Kometen und Planeten
im Zusammenhang mit der Verteilung
der Sterne.

Von S. Oppenheim, Wien.

Das Problem der Verteilung der Kometen, speziell ihrer Perihele,
nach der Ellipsoid-Methode hat zuerst A. SVEDSTRUPY) in Angriff ge-
nommen. Die von ihm erhaltenen Resultate, die ich einer kurzen Dis-
kussion?) unterzog, sind ganz merkwiirdiger Art. Nicht, wie man auf
Grund der Anschauung erwarten sollte, nach der die Kometen stdndige
Mitglieder des Sonnensystems sind, hat das Verteilungsellipsoid ihrer
Perihele in seinen Hauptebenen eine Beziehung zur Ekliptik, vielmehr
héngt es mit der MilchstraBe und dem geheimnisvollen Vertex der Stern-
bewegungen zusammen. Dieses eigentiimliche Resultat bewog mich,
die Rechnungen A. SVEDSTRUPS an dem reichhaltigeren Beobachtungs-
material, das zur Zeit gegeben und ibersichtlich und wohlgeordnet in
dem von Hofrat WEiss besorgten und im Astronomischen Kalender
der Sternwarte Wien, Jahrgang 1909, ver6ffentlichten Verzeichnis der
Bahnelemente aller bisher berechneten Kometen vorliegt, zu wieder-
holen. .

Hierbei méchte ich in herzlicher Dankbarkeit der werktédtigen Hilfe
gedenken, die mir mein ehemaliger Schiiler, H. ELBOGEN in Wien, ge-
wihrte, der den groBten Teil der weitldufigen Rechnungen durchfiihrte
und sie mir zur Ver6ffentlichung {ibergab. Nur dadurch war es mir
moglich, der Untersuchung eine breitere Grundlage zu geben, indem ich
sie nicht blof auf die der Verteilung der Kometenperihele beschriankte,
sondern auch auf deren Bahnpole ausdehnte, ferner noch, um gleichsam
einen empirischen MaBstab fiir die Genauigkeit der erhaltenen Ergeb-
nisse zu gewinnen, die Perihele und Bahnpole der kleinen Planeten in
die Rechnung einbezog, dabei von der Voraussetzung ausgehend, daf3
die Ellipsoide der letzteren genau nach der Ekliptik orientiert sein
diirften. :

Die Methode selbst besteht bekanntlich darin, zunidchst die einzelnen
Vektoren der Perihele nach den Formeln:

I = cos @ cos £ — sin w sin £ cosi
m = cos w sin £ 4 sin @ cos £2 cosi
# = sin o sini
1) Astr. Nachr. Bd. 107, S. 113. 1883. % Astr. Nachr. Bd. 216, S. 47. 1922.
9*
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der Bahnpole dagegen nach:
V= — sin 2 sini, m’ = cos £ sini, n’ = cosi
zu berechnen, aus ihnen die Summen:
A =22 B = 2 (m? C =2 (n?)
D=2(mn) E=2(nl) F = 2X(lm)

die Summierung erstreckt iiber alle in Frage kommenden Einzelkorper,
zu bilden, wodurch die Gleichung des Ellipsoids in der Form:

Ax2+ By2 4+ Cz24+2Dzy +2Ezx +2Fxy =1

erscheint, und dieses endlich auf die Hauptachsen zu reduzieren. Deren
Richtung geben die Pole der gesuchten extremalen gréBten Kugelkreise,
um die sich die Perihele oder Bahnpole am dichtesten gruppieren.
Bei der Aufstellung der Ellipsoidgleichung beniitzte ich die aus der
Relation /2 4+ m? + n2 =1 flieBende Beziehnung A + B 4+ C = der
Anzahl der bei der Berechnung verwendeten Einzelkorper und dividierte
alle Koeffizienten AB...F durch diese Zahl. Dadurch erzielte ich,
daBl stets 4 4+ B 4+ C =1 wurde und so die kubische Gleichung zur
Bestimmung der Hauptachsen, die in Determinantenform:

A—R2 F E |
F B — k2 D =0
E D C— R
lautet, in der vereinfachten Form erscheint:
kR — k24 Pk — Q=0

1. Die Bahnpole der kleinen Planeten. Die Rechnung wurde hier
auf die ersten 200 der kleinen Planeten beschrankt, deren Bahnelemente
im Berliner Jahrbuch gegeben sind. Sie gab die Koeffizienten:

4= 001174 B= 0.09969 C= 0096857
D = — 0.000662 E = +0.016483 F = +0.001397
Aus ihnen die kubische Gleichung:
. k® — k% 4- 0.030400 £ — 0.00021666 = 0

mit den Wurzeln und den ihnen entsprechenden Hauptachsen:

ky, = 0.96885 Ry, = 0.01992 k&, = 0.01 123
a, = 1.002 ay = 7.085 a; = 9.438

wiahrend fiir ihre Richtungen, bezogen auf die Ekliptik, folgte:
A= 357°8 Ay = 170°5 Ay = 80%5
B, = -+ 89°%0 By = -+ 1°0 B; = — 021

Damit erweist sich das Verteilungsellipsoid der Bahnpole der kleinen
Planeten als eine stark abgeplattete Scheibe, deren eine Hauptebene
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mit der Ekliptik zusammenfillt, und deren beiden anderen innerhalb
dieser nahe nach den Lingen 90° und 180° und den Breiten 0° gerichtet
sind. Nimmt man als Bedingung an, daB8 dieses Zusammenfallen ein
vollstindiges sein solle, so folgt fiir die Genauigkeit der erhaltenen Zahlen
in Linge und Breite etwa:

A2 =410° A4 =+1°
Aus der Kleinheit des von % freien Gliedes in der kubischen Gleichung
148t sich ferner schlieBen, daBl die mit der Ekliptik zusammenfallende
Hauptebene des Ellipsoids, d.i. die mittlere Bahnebene der kleinen
Planeten, fast genau durch die Sonne als den Anfangspunkt des Koordi-

natensystems, das den Bahnelementen zugrunde liegt, hindurchgeht.
Thr sphirischer Abstand von der Sonne berechnet sich aus:

sin? d = 0.00021 666 zu d = 0°50’

2. Die Perihele der kleinen Planeten. Fiir diese begniigte ich mich
bei der Rechnung blo mit den ersten 100 unter ihnen und erhielt:

A=. 050424 B= 047995 C = 0.01581
D = +0.002946 E = — 0.002648 F = + 0.013323
mit der kubischen Gleichung:
k% — k2 4+ 0.25379 & — 0.003816 = 0
deren Wurzeln und daraus bestimmten Hauptachsen:
ky = 0.51000 ky = 0.47345 ks = 0.01655
a; = 1.400 ay, = 1.45% az = 7.953%

sowie deren Hauptrichtungen:

A= 239 Ay = 113°4 Ay = 29420

Bi— 04  fo—+05  fy—+896
sind. Daraus folgt, daB das Verteilungsellipsoid nahe die Form eines
verlingerten Rotationsellipsoides hat, das in einer Hauptebene nach
der Ekliptik orientiert ist, in den beiden anderen aber nicht mehr nach
den Lingen 0° und 90° gerichtet, sondern um einige Grade in positivem
Sinne verschoben erscheint. Man wird wohl nicht fehlgehen, hierin den
stérenden EinfluB zu erkennen, den der Planet Jupiter, dessen Perihel-
linge 12°9 betrigt, auf die Gesamtmasse der kleinen Planeten ausiibt.
Setzt man als Bedingung fest, daf3 diese Orientierung nach /1 = 12°9,
By = +0° 4y = 10229, B, = + 0° genau zutreffen soll, so erglbt sich,
wie oben, als Genauigkeitsabschidtzung der erhaltenen Zahlen:

A2 =-410° Ap=41°

In gleicher Weise findet man als sphirischen Abstand der Hauptebene
des Ellipsoids von der Sonne, berechnet aus sin?d = 0.003816, den
noch immer sehr kleinen Wert:

d = 3%
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3. Die Perihele der periodischen Kometen. Als periodische Kometen
nimmt A. SVEDSTRUP in sehr weitgehendem Sinne alle jene an, deren
Exzentrizitdt ¢ << 0.995 oder deren Umlaufszeit U <C 1000 Jahre ist.
An dieser Annahme wurde auch hier festgehalten. Von den im Ver-
zeichnis des Hofrat WEIss enthaltenen 372 Kometen sind in diesem
Sinne 65 als periodisch zu bezeichnen, und mit ihnen wurde die Berech-
nung des Ellipsoids durchgefiithrt. Sie gab:

A= 044250 B= 046113 C= 0.09637
D = 4 0.02192 E = 4 0.03596 F = 4 0.06800

Die kubische Gleichung, deren Wurzeln, Hauptachsen und Hauptrich-
tungen fanden sich daraus zu:

£ — k% + 028474k — 0.01852 =0

k= 0.5243 ky = 0.3836 ky = 0.0921
a; = 1.381 a, = 1.615 ag = 3.295
A= 484 Ay = 138%2 Ay = 204%0
ﬁlz + 54 /32 = —"2.4 ﬂzz +84.1

Das damit charakterisierte Ellipsoid zeigt Ahnlichkeit mit dem analogen
der kleinen Planeten. Es ist wie dieses nach der Ekliptik orientiert,
aber wohl schon etwas zu weit iiber das Perihel des Jupiter hinaus
verschoben. Halt man auch hier an der Bedingung fest, da8 das Ellipsoid
genau nach dieser Richtung eingestellt sein soll, so folgen fiir die Ge-
nauigkeit der erhaltenen Zahlen die weitaus gréBeren Fehler:

Adl=4300 Af=-5°

4. Die Perihele der parabolischen Kometen. Von den nach Abzug
der 65 periodischen Kometen {ibrigbleibenden 306 nichtperiodischen
sind 144 in direkter und 162 in retrograder Bewegung. H. ELBOGEN
berechnete deren Verteilungsellipsoide sowohl getrennt fiir die ersteren
{(in der Folge mit I bezeichnet), wie fiir die zweiten (mit II), als auch
fiir alle 306 zusammengenommen (als III gekennzeichnet) Er fand:

1 II III
A= 0.28189 0.29015 0.28626
B = 0.42323 0.38161 0.40120
C= 020487 0.32824 0.31254
D = + 0.00666 — 0.01682 — 0.00577
E = 4+ 0.01210 -+ 0.03 222 + 0.02275
F=—002771 + 0.03 731 + 0.00671

Die aus diesen Werten abgeleiteten kubischen Gleichungen, deren Wur-
zeln, die ihnen entsprechenden Hauptachsen und Hauptrichtungen sind:
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I A% — k24 0.32627 k& — 0.03488 = 0
IT A% — k2 + 0.32851 % — 0.03537 = 0
IIT A% — k2 4 0.32911 & — 0.03566 = 0

I II 111
Ry = 0.42884 0.39536 0.40160
ky = 0.30024 0.34634 0.32612
ks = 0.27092 0.25 829 0.27228
a; = 1.527 1.590 1.578
a, = 1.825 1.699 1.751
a; = 1.921 1.908 1.916
I I III
A, = 100°5 72°5 87.3
fy=+ 19 — 51 — 3.0
Ay = 187.0 171.7 182.4
Bo=— 622 — 622 — 59.8

3= 191795 159.3 175.5
fs=+ 277 -+ 273 + 300

oder nach Transformation in Rektaszension und Deklination:

I I 11T
& = 1019 7192 87.1
S, =+ 249 + 172 + 204
&= 147.0 138.2 147.2
gp=— 565 — 51.7 — 53.2
Xy = 201.8 172.8 189.0
9=+ 209 -+ 331 -+ 2941

Der Anblick der Zahlen sagt vor allem, daB die zwei Verteilungs-
ellipsoide der Perihele der direkten (I) und retrograden (1T) Kometen weder
in der GroBe ihrer Hauptachsen noch in ihren Hauptrichtungen nennens-
werte Unterschiede zeigen. Die aus ithnen abgeleiteten Mittelwerte (ITI)
diirften daher die genaueren Angaben darstellen. Er sagt ferner, daf das
Verteilungsellipsoid fast sphérisch ist. Daraus ist zu schlieBen, daf3 die
Materie, aus denen sich die Kometen gebildet haben, nahezu zentrisch
symmetrisch die Sonne umgibt. Aber den Richtungen 4 und f oder & und
0 kommt nunmehr keine Beziehung zur Ekliptik zu. Im Gegenteil, wie
man aus den unter III fiir &, und J; angefithrten Werten findet, zeigt
sich, dalB3 eine Hauptebene des Ellipsoids mit der Ebene der MilchstraBe
zusammenféllt, fir deren Pol gegenwirtig als beste Werte etwa:

& = 192° 0 = | 28°
anzunehmen sind. Ebenso zeigt die Richtung der kleinsten Achse bzw.

grofiten Wurzel der kubischen Gleichung mit den Werten &, = 87°1,
0, = -+ 20°4 mit sehr groBer Anndherung nach dem geheimnisvollen
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Vertex der Sternbewegungen, fiir den nach verschiedenen Methoden

und aus verschiedenen Beobachtungsdaten Zahlen zwischen den Grenzen
o = 80° bis 100°, 0 = + 3°bis 4 28°

berechnet wurden.

Es ist schwer, dieses eigentiimliche Resultat richtig zu deuten, da
es mit der Anschauung, daB alle Kometen, also auch die parabolischen
unter ihnen, stindige Mitglieder unseres Sonnensystems sind, in Wider-
spruch steht. Denn diese wiirde eine Einstellung nach der Ekliptik,
wie es tatsichlich bei den periodischen Kometen der Fall ist, auch
bei den nichtperiodischen fordern. Vielleicht diirfte hier der Standpunkt
als der annehmbarste erscheinen, der aussagt, daB3 die Kometen jetzt
noch, da sie sich schon enger dem Sonnensystem angegliedert haben, ihre
urspriingliche der der Sterne analoge Verteilung beibehielten, indem sie
die Ebene der MilchstraBe und in ihr die Richtung nach dem Vertex bevor-
zugten, wihrend die kurzperiodischen unter ihnen, durch Jupiter und die
anderen groBen Planeten eingefangen, sich bereits der Ekliptik anschlossen.
Moglich, daB da ein ProzeB vorliegt, der langsam und stetig, jedenfalls
aber in sikularen Perioden verlduft und damit enden wird, bis alle
Kometenmaterie eine Anordnung nach der Ekliptik erlangen diirfte.

5. Die Bahnpole der parabolischen Kometen. Die Koeffizienten der
Ellipsoidgleichungen fiir diese, in der gleichen Reihenfolge wie die der
Perihele angesetzt, I (direkte), IT (retrograde Kometen) und III (Mittel-
werte), sind nach den Rechnungen von H. ELBOGEN:

I 11 111
A= 035120 0.27804 0.31246
B = 0.26920 0.31397 0.29291
C= 037960 0.40799 0.39463
D = —0.00071 -+ 0.00832 -+ 0.00408
E = —0.00617 — 0.02547 — 0.01638
F = —0.01457 — 0.01230 — 0.013%7

Die aus ihnen abgeleiteten kubischen Gleichungen, deren Wurzeln und
die ihnen entsprechenden Hauptachsen und Hauptrichtungen lauten:

I k% — k%4 032974k — 0.035778 =0

IT %% — %%+ 0.32795 & — 0.035338 = 0
T %3 — k2 4 0.32095 & — 0.035965 = 0

1 11 111
ky = 0.38200 0.41406 0.39704
ky = 0.35168 0.31502 0.31616
ks = 0.26632 0.27092 0.28590
a; = 1.618 1.554 1.585
ay = 1.686 1.782 1.778

ag = 1.941 1.922 1.870
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I II I1I I II I1I
= 174%2 151°3 162°3 &, = 240° 236°6 259
o=+ 776 + 773 + 784 6, =+ 648 + 695 -+ 67.3
Ay = 350.0 102.7 331.6 0, = 345.9 103.3 320.4
fo=-+ 123 — 84 + 11.7 Oy=-4+ 74 -+ 144 + 041
Ay = 80.2 141 624 3= 792 9.2 59.5
Bs=+ 09 -+ 123 + 22 ;=4 240 + 142 -+ 22.7

Was an diesen Zahlen vor allem auffallt, ist die Vertauschung der
zwei Hauptrichtungen, 2 und 3, in den beiden Gruppen I und II, der
direkten und retrograden Kometen. Es ist ndherungsweise:

Ay B, der Gruppe I = A6, der Gruppe II
13/?3 LR 2 I = ﬂ’2/92 s I3 II

so, als ob die beiden ihnen entsprechenden Hauptachsen der beiden
Ellipsoide I und II ihre gegenseitige Lage miteinander vertauscht hdtten
und nur in der ersten Hauptrichtung 4,8, identisch sind. Eine not-
wendige Folge dieses eigentiimlichen Ergebnisses ist, daB das aus ihnen
gezogene Mittel, angefithrt unter III, da es die beiden Richtungen 2
und 3 in nicht zutreffender Weise miteinander verkniipft, nur in der
ersten -4;f,- nicht aber in den beiden anderen richtig ist. Um auch
in ihnen den richtigen Mittelwert zu erhalten, muBl erst das Ellipsoid II
so transformiert werden, daB es in allen seinen Hauptrichtungen mit
denen von I zur Deckung kommt.
Diese Tranformation ist in der folgenden Weise durchzufiihren. Wird
die reduzierte Ellipsoidgleichung in der Form:
k8 Ry Byl =1
angenommen und werden die Richtungscosinus der drei Hauptachsen
k,, ky und k; mit aw, (3, 8 =1, 2, 3) bezeichnet, so erhidlt man die
Koeffizienten der urspriinglichen Gleichung nach den Formeln:
A =kay  +hay A kyay
B = ka3, + k2a§2 + kgaj
C=ryayy kot + kay
D = kya150y5 + Eogsiteg + Rassttsg
E = kyay3ay; + Roltastyy + Ryagsag,
F = kyayy 015 + Rollg1a0p + k3agag,
und daher fiir die transformierte Gleichung mit Vertauschung der beiden
Achsen k, und k,:
A" =kad,  + keay A+ kyal
B =kyaj, + ks, 4+ Ryah
C'=kialy -+ ksaty -+ ksl
D" = kyaypaq5 + Rspplog + kydgeii g
E" = kyay3ay; + kalass; + Ratgatgy
F’ == k@015 + kollayog -+ Ryagag,
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Die Rechnung danach gab die Zahlenwerte, die nunmehr an Stelle
von II zu treten haben:

4’= 031715 B'= 027457 C’'= 0.40828
D’ = 4 0.016327 E"= —0.019732 F” = + 0.007082
und ihnen entsprechen tatsichlich die gleichen Wurzeln wie urspriing-

lich, nur in der Anordnung %,, k3 und %, und daher auch als Haupt-
richtungen:

= 156% b= 141 A= 102%7
b=+773 B=+123 fy=— 84
Nun erst kénnen die Koeffizienten der beiden Ellipsoide I und II ge-
mittelt werden, und man erhilt als neue Mittelwerte, in der Folge
mit (III) bezeichnet:
(IIl) 4 = 033317 B=  0.27205 C= 039478
D= +0083095 E=—0.013348 F = — 0.003107
Sie fithren zu der neuen kubischen Gleichung, ihren Wurzeln, Haupt-
achsen und Hauptrichtungen:
E® — k% 4032031k — 0.035707 =0
ky = 0.39904  k, = 032884 kg = 0.27212

a, = 1.583 ay = 1.744 as = 1.917
1) 4, = 161°2 hy= 3587 ly = 88%
By =+ 775 By = +11.8 Bs = — 3.6

Oder in Reklaszension und Deklination umgewandelt:

(II) o, = 237% %, = 354 ay = 87°8
0, =+ 674 0, = -+ 10.2 8y = +19.8

Erst dies sind die richtigen Grofenwerte, die an Stelle der oben
unter IIT angefithrten zu setzen sind und die Gesamtmittel aller 306
in Rechnung gebrachten Kometen darstellen. Speziell zeigt sich wieder
in &; und J, die Richtung nach dem Vertex fast vollstindig identisch
mit der gleichen Richtung in dem Verteilungsellipsoid der Kometen-
perihele; die beiden anderen dagegen &, und d, sowie &, und J, sind
zunichst ganz unbekannt, d.h. mit keiner irgendwie anderwirts be-
kannten in Ubereinstimmung zu bringen.

6. Die Eigenbewegung der Fixsterne. Nun soll die Nutzanwendung
dieser Rechnungen auf einige Probleme der Stellarastronomie folgen.
Es ist bekannt, daB viele unter ihnen auf die Bestimmung von Ellip-
soiden aus gewissen Beobachtungsdaten fithren und in deren Berechnung
das Endergebnis ihrer Untersuchung finden. Beispiele hierzu sind die
BesseL-KosoLDsche Methode zur Bestimmung des Apex der Sonnen-
bewegung aus den Eigenbewegungen der Fixsterne, die SCHWARZSCHILD-
sche Ellipsoidhypothese zur Ableitung des Vertex der Sternbewegungen,
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besonders in der ihr von C. CHARLIER gegebenen Form, nach der diese
Ableitung aus den Momenten zweiter Ordnung der Eigenbewegungen
der Sterne, d. h. ihrer Streuung, erfolgt, wie auch endlich Untersuchungen
iiber die scheinbare Verteilung der Sterne am Himmel, wonach man
die aus photographischen Aufnahmen gewonnenen Sternzahlen in Fou-
RIERsche Reihen auflést und sich bei der Darstellung mit den Gliedern
zweiter Ordnung begniigt.

Merkwiirdigerweise fiihren alle in dieser Richtung durchgefiithrten
Rechnungen?), ebenso wie bei denen iiber die Verteilung der Bahnpole
der nichtperiodischen Kometen, auf zwei Ellipsoide, mit einem Paar
identischer und den beiden anderen gegeneinander um 90° gedrehten
Hauptrichtungen, scheinbar so, als ob sich das ganze System der Fix-
sterne in zwei Gruppen teilen wiirde, denen ebenzwei in der erwdhnten
rein geometrischen Beziehung zueinanderstehende Ellipsoide entsprechen.
Diese beiden Gruppen von Sternen sind rdumlich voneinander ge-
schieden. Zur ersten gehdren Sterne, die zumeist dem Zuge der Milch-
straBe am Himmel folgen bis zu einer Grenze von etwa 4-40° galak-
tischer Breite, zur zweiten wiederum mit wenigen Ausnahmen alle jene,
welche nunmehr nérdlich und siidlich der MilchstraBe innerhalb der
hoheren galaktischen Breiten von =40° bis zu den Polen —-90° liegen.
Eine Zweiteilung des Himmels, die keinesfalls mit der KAPTEYNschen
Hypothese der zwei Schwirme zu identifizieren ist. Denn nach dieser
sind die Sterne der beiden Schwirme nicht rdumlich voneinander ge-
trennt, sondern durchdringen sich wechselseitig und erfiillen in einem
fast konstanten Zahlenverhiltnis alle Teile des Himmels. Ob sie aber
in Analogie mit der Zweiteilung der Kometen in direkte und retrograd
bewegte auch auf direkte und retrograde Bewegungen der Sterne zuriick-
zufithren ist, wiirde einer besonderen Untersuchung?) bediirfen, auf die
jedoch hier nicht eingegangen werden soll.

Vielmehr sei das Ziel der folgenden Untersuchung, auf die Frage auf-
merksam zu machen, ob es denn eigentlich gestattet ist, bei der durch
diese Zweiteilung des Himmels bedingten Doppeldeutigkeit der berech-
neten Ellipsoide das einfache Mittel ihrer drei Hauptrichtungen zu
nehmen und es als Mittelwert fiir die Gesamtheit der Sterne gelten zu
lassen, oder ob nicht zunéchst das eine Ellipsoid gegen das zweite so
zu drehen ist, bis alle drei Hauptrichtungen zusammenfallen, worauf man
erst berechtigt ist, deren Mittelwerte zu berechnen. Das Beispiel der
Verteilung der Bahnpole der Kometen weist darauf hin, daB der letztere
Vorgang der richtigere ist.

1) Vgl Vierteljahrschr. d. Astr. Ges. Bd. 56, S. 191. 1921.

%) Es sei in dieser Richtung verwiesen auf: OPPENHEIM: Eine Erweiterung
der Arryschen Methode zur Bestimmung des Apex. A. N. Bd. 209, S. 149. 1919;
sowie H. ErBoGEN: Uber die Eigenbewegungen der Sterne von verschledenem
Spektraltypus und aus ihnen berechnete Parallaxen. A. N. Bd. 215, S. 393. 1921.
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7. Das Bessel - Koboldsche Ellipsoid. Bei der BErsseL-KoBOLD-
schen Methode der Apexbestimmung, d. h. dem nach ihr zu berechnenden
Ellipsoid, am besten als Momentenellipsoid zu bezeichnen, kommt die
Beriicksichtigung dieser Doppeldeutigkeit weniger in Betracht. Man
legte eben den Hauptwert der Untersuchung auf die Bestimmung des
Apex als den in den beiden Ellipsoiden zusammenfallenden Haupt-
richtungen, und beachtete die beiden anderen fast gar nicht, vielleicht
wegen der Unmoglichkeit, ihnen nach der Zweischwarmhypothese eine
bestimmte geometrische Deutung zu geben. Immerhin diirfte eine An-
gabe tiber die beiden Mittelwerte, die die Rechnung liefert, je nach-
dem ob eine Vertauschung der Achsen des zweiten Ellipsoids gegen das
erste, um diese miteinander in volle Ubereinstimmung zu bringen, vor-
genommen wird oder nicht, nicht ohne Interesse sein, besonders, da
die Grundlagen der Rechnung, die Koeffizienten 4, B ...F, schon von
mir in der Notiz: Uber die Bahnebene der Sonne (A.N.Bd. 202, S. 89,
1916) verdffentlicht sind. Dort erhielt ich, wie in Kiirze mitgeteilt werden
moge, auf Grundlage der von CHARLIER in den Meddelanden der Stern-
warte Lund (Serie II, Nr.9. 1913) besorgten Zusammenstellung der
Eigenbewegung der Sterne aus dem Bossschen Katalog, fiir die Ellipsoide
der beiden Sterngruppen I und II, und ihren Mittelwert, III, ohne Ver-
tauschung der Achsen, die Werte ihrer Hauptrichtungen zu:

I II III
oy = 15074 35% 110°2
0, =+ 40.3 + 445 + 66.5
By = 28.7 159.4 4.6
0, =+ 31.8 + 205 + 6.2
Ky = 274.5 269.4 270.9

b=+ 335 4+ 312+ 310
wihrend nach Vertauschung der Achsen im Ellipsoid IT die neuen Mittel-
werte (III) folgen, die von den oberen, III, ziemlich stark abweichen,
mir aber jedenfalls die richtigeren zu sein scheinen:

I II (I11)
6, = 150% 159%4 1551
0, =+ 403 + 295 + 35.2
Oy = 28.7 35.6 31.4
O =+ 31.8 -+ 445  + 384
&g = 2745 269.5 271.5

3
0=+ 335  + 312+ 323
Die mittlere Apexrichtung, &5 = 271°5, 8; = - 32°3, steht mit der
von CHARLIER nach der Airvschen Methode gefundenen, &g = 273°2
®g = -+ 31°2, im besten Einklang.
8. Das Schwarzschild-Charliersche Streuungsellipsoid. Von gréBe-
rer Bedeutung wird erst die Frage nach der Beriicksichtigung der
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Doppeldeutigkeit der Ellipsoide beim CrHARLIERschen Streuungsellipsoid.
Bei diesem werden stets alle drei Hauptrichtungen ihrer Achsen berechnet
und mitgeteilt. Als Beispiele seien unter anderen erwihnt die Rechnungen
von WICKSELL!), die sich auf die Eigenbewegungen der Sterne auf Grund-
lage des Bossschen Kataloges beziehen, dann die von GYLLENBERG?),
die die gleiche Aufgabe, aber die Radialgeschwindigkeiten der Sterne
betreffend und gesondert nach den drei Spektraltypen B und A,
F und G sowie K und M, behandeln, sowie die analoge Untersuchung
von STROMBERG?®) : The distribution of the velocities of stars of spectral
types F to M. In ihnen wird auf die Zweiteilung der Sterne am Himmel
und die Doppeldeutigkeit der ihr entsprechenden Ellipsoide keine Riick-
sicht genommen. Es scheinen mir daher die von ihnen mitgeteilten
Zahlen nur in der den beiden Ellipsoiden gemeinsamen Richtung, d. i.
der nach dem Vertex, zutreffend zu sein, nicht mehr aber in den beiden
anderen, von denen eine, wie bekannt, nach dem Pole der Milchstrale
zeigt. Jedenfalls bediirfen alle diese Rechnungen einer Revision.

Ich habe nur die Rechnungen von WICKSELL einer solchen unter-
zogen und erhielt aus den von ihm mitgeteilten Daten fiir die Ellipsoide
der beiden Sterngruppen, I und II, sowie nach Vertauschung der
Achsen, (II), und das aus I und (II) gemittelte Ellipsoid, III, die Werte,
denen ich die von WICKSELL gefundenen Zahlen, mit W bezeichnet,
beischliefe:

I IT (I) III w
6, = 279% 27892 278°2 278°8 2743
0, =— 638 — 10.2 — 19.2 — 129 — 124
Oy = 177.9 212.2 174.6 172.4 159.1
0y = — 59.4 + 49.4 — 3441 — 50.8 — 62.5
oy = 193.6 174.6 212.2 198.4 189.2
d; =+ 20.6 — 3441 + 494 + 36.2 + 244

Die recht bedeutenden Differenzen in den Angaben unter III und W
weisen auf die Notwendigkeit hin, bei der Berechnung des Mittels, das
fiir die Gesamtheit der Sterne des ganzen Himmels gelten soll, auf den
Unterschied in den beiden Ellipsoiden I und IT Riicksicht zu nehmen.
Die ohne Beriicksichtigung dieser Tatsache durchgefithrten Rechnungen
sind als mit einem systematischen Fehler behaftet zu bezeichnen, und
die von den Rechnern mitgeteilten mittleren Fehler scheinen mir daher
ganz illusorisch zu sein.

Als gleich fehlerhaft wiren auch die Dichtigkeitsrechnungen STROM-
BERGS in der schon oben erwihnten Abhandlung anzusehen, sowie die
aus ihnen konstruierten Diagramme, die die Sternverteilung fiir die

1) Meddelanden der Sternwarte Lund, Serie II, Nr. 12. 1915.
?) Dieselben: Serie II, Nr. 13. 1915.
3) Astrophysical Journal Bd. 56, 283. 1922.
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einzelnen Spektralklassen darstellen, soweit sie sich auf eine harmonische
Analyse von Sternzahlen griinden. Denn auch bei dieser Analyse muf}
die Zweiteilung der Sterne beachtet werden. Jede der zwei Sterngruppen
gibt eine Reihe, und beide unterscheiden sich voneinander durch das
Vorzeichen in den Gliedern zweiter Ordnung. Leider teilt H. STROM-
BERG gar keine der Beobachtungsdaten mit, auf die sich seine Berech-
nungen stiitzen. Eine Revision derselben konnte daher nicht durch-
gefiihrt werden.

Aus dem gleichen Grunde der Nichtbeachtung der zwei Gruppen,
in die sich die Gesamtheit der Sterne am Himmel.teilt, ist nach meinem
Dafiirhalten auch die Kritik, die EDDINGTON?) an der BESSEL-KOBOLD-
schen Methode der Apexberechnung iibt, nicht berechtigt, wenn er sagt:
,,this method makes no discrimination between the two ways, in which
a star may move along its great circle’”’, und fortsetzt: ,,Two stars moving
in exactly opposite directions will have the same pole.” Wohl etwa den
gleichen Pol der Eigenbewegung, aber nicht notwendigerweise das
gleiche Ellipsoid.

9. Der Vertex der Sternbewegungen. Fiir die Koordinaten des Ver-
tex ergeben die verschiedenen Methoden seiner Berechnung Werte, die
ungefdhr zwischen den Grenzen:

o = 260° bis 280°, 0 = — 10°bis 20°
liegen und, in galaktischen Koordinaten reduziert, auf:
1 =1330°—340°, b=0°

fithren. Es liegt also der Vertex in der Ebene der MilchstraBe. Anderer-
seits ist man, wie bekannt, bei der Untersuchung iiber die Verteilung
der Kugelsternhaufen auf die gleiche Lange I = 325° als jene Richtung
gekommen, um die sich diese h#dufen, wihrend die entgegengesetzte
I = 145° von ihnen ganz gemieden wird. Wie weiter bekannt, sollen
nach der Anschauung SHAPLEYS die Kugelhaufen ein grofBeres galak-
tisches System bilden, in das jenes, von dem unsere Sonne einen Teil
bildet, wie eine lokale Anhdufung eingebettet ist. Dann aber muf3 die
Richtung, in der der Mittelpunkt des groBen Systems von der Sonne
aus gesehen erscheint, in die der groBten Konzentration der Kugel-
haufen, d. h. in die Liange 325°, fallen, und der Vertex wire sonach mit
dieser Zentrumsrichtung identisch. — Auf die Frage jedoch, ob diese
Ubereinstimmung der beiden Richtungen nur ein Zufall ist, gibt die
Stellarastronomie zur Zeit noch keine Antwort. Sie kann nur die Aus-
sage machen, daB sie in der Definition der Vertex nach der Zwei-
schwarmhypothese, wonach er die relative Bewegungsrichtung des einen
gegen den anderen Schwarm darstellt, nicht begriindet ist.

1) EpDINGTON, A.S.: Stellar movements and the structure of the universe.
S. 84. London 1914.
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Aber noch mehr! Von den drei Richtungen, zu denen mran bei der
Berechnung des Momentenellipsoides kommt, fillt die beiden Ellipsoiden
gemeinsame in die des Apex der Sonnenbewegung. Die zweite, durch
&y = 155%1, 8, = -+ 35°2 bestimmte, gibt nach Reduktion in galaktische
Koordinaten /= 157°5, & = + 57°9 und fithrt damit nach Projektion
auf die Ebene der MilchstraBle (b = 0°) wieder zu der geheimnisvollen
Linge [ = 157° bzw. 337°, sowie nach deren Riicktransformation in
Aquatorkoordinaten zu & = 90°7, 6 = - 20%2, d.i. dem Vertex, der
damit als Projektion der zweiten Hauptrichtung des Momentenellipsoids
auf die MilchstraBe erscheint.

Hierdurch ist ein Zusammenhang zwischen den beiden Ellipsoiden
der Stellarastronomie, dem Momenten- und dem Streuungsellipsoid, fest-
gelegt, der darin besteht, daf3 eine Hauptrichtung des ersteren, projiziert
auf die Milchstrafle, in eine Hauptrichtung des zweiten fillt, ohne daf3
aber damit das Geheimnis des Vertex als geldst angesehen werden kann.



Zum Strahlungsgleichgewicht der Sterne.
Von H. v. Zeipel, Upsala.

Von einer rotierenden Gasmasse sagt man, dal3 sie sich im mecha-
nischen Gleichgewicht befindet, wenn die Schwerkraft genau durch den
Auftrieb des Totaldruckes aufgehoben wird. Die Schwerkraft ist die
Resultante der Attraktions- und der Zentrifugalkraft. Der Totaldruck
ist die Summe des Gas- und des Strahlungsdruckes. Ein gasférmiger
Koérper von gegebener Masse, mittlerer Dichte und Rotationsgeschwin-
digkeit kann sich auf unendlich viele Arten in mechanischem Gleich-
gewicht befinden. Jeder solche Gleichgewichtszustand ist durch einen
gewissen Funktionszusammenhang zwischen der Dichte und dem Schwere-
potential oder zwischen dem Gasdruck und der Temperatur charakteri-
siert. Aber dieser Zusammenhang kann willkiirlich gewdhlt werden.
Bei adiabatischem Gleichgewicht ist der Gasdruck einer Potenz der
Temperatur proportional. Die adiabatischen Gleichgewichtszustinde
sind besonders eingehend von EMDEN in seiner Arbeit ,,Gaskugeln®
studiert worden.

1. Die Strahlungsintensitit. Die Einfiihrung des Begriffes ,,Strahlungs-
gleichgewicht durch ScHwARzSCHILD?Y) bedeutete einen wichtigen Schritt
zur Losung des Problems. Jedes Element des gasférmigen Korpers wird
nach allen Richtungen von Energie durchstrahlt. Emission und Absorp-
tion innerhalb des Gases erfolgen im Einklang mit KIRCHHOFFS und
STEFANS Gesetzen. Wenn der Strahlungszustand stationir, d. h. unab-
hingig von der Zeit ist, so sagt man, daB Strahlungsgleichgewicht statt-
findet. Wegen der Energieausstrahlung des Sternes in den Raum muB
hierbei stdndig neue Energie im Innern des Sternes gebildet oder frei-
gemacht werden.

ScuwaRrzsCHILD leitete die Differentialgleichung fiir die Intensitit I
eines Strahles von gegebener Richtung innerhalb der Gasmasse ab.
Seine Differentialgleichung kann man schreiben:

2L f Tho=uTsko (1)

) al . . . e
Hier bedeutet —— den Differentialquotienten der Intensitdt in der

as
Richtung des Strahles, ¢ die Dichte des Gases, T seine Temperatur,

1) Gottinger Nachrichten 1906, S. 41. — Sitzungsber. d. preuf3. K. Akad. d. Wiss.
1914, S. 1183.
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k seinen Absorptionskoeffizient und u = 1,685 - 10~ % eine physikalische
Konstante. Wenn ¢, T und % gegebene Funktionen der Lage und also
auch der Wegstrecke s lings der Richtung des Strahles sind, so wird
vollstindig durch die lineare Differentialgleichung (1) sowie durch die
Anfangsbedingung I = 0 fiir s = 0 bestimmt, welche Bedingung be-
deutet, daB die Einstrahlung aus dem Raum gleich Null ist. Die Losung
148t sich in Integralform schreiben. Aber beim Studium des Innern
der Sterne ist es zweckméBiger, MiLNE’s') Entwicklung:

1 duTt 1 d (1 d,uT‘*)
- 4 T S\ T e e
I=pl = e @s T hods \ko ds @

anzuwenden, welche, wie unmittelbar ersichtlich ist, formell (1) geniigt.
Die ersten Glieder dieser Entwicklung nehmen innerhalb des Sternes
nicht allzu nahe seiner Oberfliche iiberaus schnell ab. Nur die drei
ersten Glieder kommen fir verschiedene Zwecke zur Anwendung.
Man hat:
a d a a
js“=0‘d76+/3@+7% (3)

wo «, B, y die Richtungscosinus des Strahles mit der x-, ¥- und z-Achse
sind.

2. Die Energieerzeugung. SCHWARZSCHILD studiertenur dasStrahlungs-
gleichgewicht in der Nidhe-der Oberfliche des Sternes. Hier konnte die
Energieerzeugung als gleich Null angenommen werden. EDDINGTON?)
ging weiter und suchte das Strahlungsgleichgewicht im Innern der Sterne
zu erforschen. Hierbei stellte er die Differentialgleichung des Strahlungs-
gleichgewichtes auf. Dieselbe stellt einen Differentialausdruck fiir die
Energieerzeugung dar. Mit 4 7we wird die Energieproduktion pro Sekunde
und Gramm innerhalb des Sternes bezeichnet. Ist P die Emission und
Q die Absorption der Massencinheit pro Sekunde, so ist offenbar:

4ne=P —Q 4
Nach KircHHOFFS und STEFANS Gesetzen ist:

P=4akuT*
Weiter ist:

Q= k[ Idz2 (5)

wo der Elementarkegel 2 die Fliche der ganzen Einheitssphéire durch-
Jduft. Nach Einfithrung der Entwicklung (2), wo (3) gilt, in den Integral-

1) Monthly Notices of R. A. S. Bd. 83, S. 122.

2) Monthly Notices of R. A. S. Bd. 77, S. 16, 596; Zeitschr. f. Physik Bd. 7,
S. 351.

Seeliger-Festschrift. 10



146 H. v. ZEIPEL:

ausdruck (5) fiir Q findet man unter Beriicksichtigung der wohlbekannten
Relationen:

[d2 = 4= [adZ=0,...
[BrdZ=o0,... /azdz—f
daB der Ausdruck (4) fiir ¢ geschrieben werden kann:
e Loy ddntt (6)

3o < dx kodx

Auf der rechten Seite dieser Formel enthdlt die Summe g drei Glieder,
entsprechend %, ¥ und z.

Die Gleichung (6), welche mit groBer Approximation im Innern des
Sternes nicht allzu nahe seiner Oberfliche gilt, ist die Differential-
gleichung des Strahlungsgleichgewichtes. Wenn die Energieerzeugung &
und der Absorptionskoeffizient 2 bekannte Funktionen von ¢ und T°
wiren, so wiirde (6) in Verbindung mit der Gleichung des mechanischen
Gleichgewichtes zur Bestimmung des Gleichgewichtszustandes fiithren.
Aber ¢ ist vollig unbekannt. Man weill nicht einmal, ob die Energie-
erzeugung durch die Abnahme der potentiellen Energie infolge der
Transformation der Elemente verursacht wird, oder ob Materie in Energie
iibergeht. Auch iiber die Natur des Absorptionskoeffizienten herrscht
Unsicherheit, insofern verschiedene Theorien etwas verschiedene Aus-
driicke fiir & geben.

Gegeniiber diesen Schwierigkeiten entschloB sich EDDINGTON zu der
Annahme, daB3 ¢ und % innerhalb des Sternes konstant seien.

Dagegen nahm A. KoHLSCHUTTER') an, daB die Energieerzeugung
proportional der Temperatur, % aber konstant sei.

Eppincrons Theorie fiir das Gleichgewicht kugelférmiger Sterne
wurde von MILNE?) auf rotierende Sterne mit geringer Abplattung aus-
gedehnt. MILNE hilt an EppincToNs Hypothese fest, dafl € konstant ist.

Im folgenden wird unter einer sehr allgemeinen und glaubhaften
Voraussetzung der generelle Ausdruck fiir die Energieerzeugung inner-
halb einer rotierenden Gasmasse in Strahlungsgleichgewicht abgeleitet.
Als Grundhypothese wird angenommen, dafl die Natur des Gases, d. h.
seine Zusammensetzung, in jeder Niveaufliche konstant ist, aber von
einer Niveaufliche zur anderen variieren kann. Dann sind auch Ioni-
sationsgrad, mittleres Atomgewicht, Absorptionskoeffizient und Energie-
erzeugung in der Niveaufliche konstant. Diese Grundhypothese ist
bedeutend allgemeiner als die Hypothesen von EDDINGTON und KoHL-
SCHUTTER. Ferner wird der Gasmasse eine Eigenschaft zugeschrieben,

1) Publ. d. Astrophys. Obs. z. Potsdam Nr. 78. 1922.
%) Monthly Notices of R. A. S. Bd. 83, S. 118.
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die wihrend der Entwicklung des Sternes fortbesteht, wenn sie nur
einmal vorhanden war. Mit dieser allgemeinen Grundhypothese als
Ausgangspunkt wird unten gezeigt, daB3 die Energieerzeugung innerhalb
eines rotierenden Sternes mit Notwendigkeit dem Gesetz:

w2
47z6=B<1—2nGQ> (7)

folgen muB, wo @ die Rotationsgeschwindigkeit, G die Attraktions-
konstante (G = 6,6576 - 1078) und B eine Konstante innerhalb des
Sternes ist.

3. Die Strahlungskraft und der Strahlungsdruck. Eine Masseneinheit,
die von einem Strahlenbiindel von der Intensitit 7 und innerhalb eines
Kegels d 2'um eine Richtung «, f, y passiert wird, absorbiert pro Sekunde
die Energiemenge 0Q = Ikd 2. Hierbei wird die Masseneinheit — im
Einklang mit der elektromagnetischen Theorie und LEBEDEWS Experi-
ment — durch eine Strahlungskraft von der GréBe ¢! - 6Q in der Rich-
tung des Strahles beeinfluft. (¢ = 3 - 100 bezeichnet die Geschwindigkeit
des Lichtes.)

Die totale Strahlungskraft wird von der nach allen Richtungen
gehenden Strahlung erzeugt. Die Projektion dieser Kraft auf einen
Vektor s’, dessen Richtungscosinus &/, f’, ¥ sind, ist also:

k ,
Ss»=7/132zxoc dZ

wo 4
U
a= —Cl— = 7,060 -10~15

Definiert man den Strahlungsdruck & durch die Formel:

a
@ = = T* 8
3 8
so ist also:
add
05y =—7y

4. Die Gleichung des mechanischen Gleichgewichtes. Bezeichnet p
den Gasdruck, & den Strahlungsdruck, ¢ die Dichte und @ das Schwere-
potential, so ist die Gleichung des mechanischen Gleichgewichtes:

alp+ @) =ed P (10¥

10*
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Die Gleichung der Niveaufldche ist:
& = konst

Aus (10) folgt, daB auch der Totaldruck p -+ @ auf der Niveaufliche
konstant ist. Demnach besteht ein Funktionszusammenhang :

p+&=P(®) (11)
Dann ergibt (10):
i ~
o= _ pay (12)

Also ist auch die Dichte ¢ in der Niveaufliche konstant.

In Ubereinstimmung mit v.D. WAALS Zustandsgleichung ist der
Gasdruck p durch die Formel:

R o

b=~ 1—bo T (13)
gegeben, wo R = 8,2962- 107 die Gaskonstante ist. v. D. WAALs Kon-
stante b ist der umgekehrte Wert der Gasdichte bei groBtmoglicher
Kompression. Bei idealen Gasen ist b = 0. m bezeichnet das mittlere
Molekulargewicht des Gasgemisches. Bei Ionisation werden die freien
Elektronen mit als Molekiile gerechnet. Bei starker Ionisation ist m
bei fast allen Gasen nahe =2.

Aus unserer Grundhypothese, daf die Natur des Gases in der ganzen
Niveauflache die gleiche ist, folgt, daBl # und 4 in der letzteren konstant
sind. Demnach ergibt sich auf Grund von (11), (13), (8), (12), daB die
Temperatur T in der Niveaufliche konstant ist.

Das gleiche gilt zufolge unserer Grundhypothese auch fiir den Ab-
sorptionskoeffizienten %.

Innerhalb einer Gasmasse, die sich in Strahlungsgleichgewicht be-
findet und deren Natur in der Niveaufliche konstant ist, sind also s,
k, b, 0, T, p, ® Funktionen von @.

5. Die Energieerzeugung innerhalb einer rotierenden Gasmasse, deren
Natur in der Niveauflache konstant ist. Ich greife auf EDDINGTONS Aus-
druck (6) fiir die Energieerzeugung zuriick.

Man hat:

14T 1dT*d P
kodx kod® dx
(14T LdTED | i (14T (40)
dx\kg dx ) ko d® dx*  dD\kod D) \dx
Der- Ausdruck (6) wird also:
w1 dT d (1 dT4> (d @)21
AP — ) |5
kod®)\dn/ | (14)

T 30lkod® dd
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denn fiir das Quadrat des Differentialquotienten von @ in der Richtung
der Normale der Niveaufliche gilt:

d @)2 (d @)2

%{ﬁgﬁ;
was nur bedeutet, daB die Schwerekomponenten d;gé’ @, d—q—s
sind. adx ay az

Aus PoissoNs Gleichung folgt:
AP = —47Go+ 2w (15)

wo @ die Rotationsgeschwindigkeit der Gasmasse ist. Demnach ist 4D
in der Niveaufldche konstant. Dasselbe gilt also von dem ganzen ersten
Glied im Ausdruck (14).

Es 148t sich zeigen, daB} die Schwere cfi_@ bei einer rotierenden Fliissig-
”

keits- oder Gasmasse in mechanischem Gleichgewicht notwendig-in der
Niveaufliche variabel ist. Den Beweis iibergehen wir hier.

Aus unserer Grundhypothese folgt, da ¢ in der Niveaufldche kon-
stant ist. Also ist bei Strahlungsgleichgewicht fiir eine rotierende Gas-
masse, deren Natur in der Niveaufliche konstant ist:

i(Ldjjl)_o
AD\ko d D)
d. h.
4
gd@zc%‘z—z— (16)

wo C innerhalb des Kérpers konstant ist.
Auf Grund von (15) und (16) erhilt nun der Ausdruck (14) fiir die
Energieerzeugung die Form:

cG w?
o= 7 (1= 5mc0 “un

Dieses Gesetz fiir die Energieerzeugung ist vom Strahlungsgesetz
Ki1rcHHOFFS und STEFANS sowie von der Zustandsgleichung des Gases
ganz unabhingig. Nur die Schwere ist dafiir maBgebend. Bei Ableitung
von Formel (17) wurde auch keine spezielle Annahme beziiglich der
Quantitdten m, b und %k gemacht. Dieselben koénnen vollig arbitrire
Funktionen der Natur und des Zustandes des Gases sein. Ebensowenig
wurde etwas iiber die Rotationsgeschwindigkeit oder allgemeine Form
des Systems angenommen. Letzteres kann aus einem oder mehreren
Teilkorpern mit willkiirlichen Massen und mittleren Dichten bestehen.
Unsere Resultate haben also eine sehr grofe Tragweite. Sie konnen
auf gewdhnliche Riesen- und Zwergsterne, aber auch auf Ubergangs-
formen zwischen einfachen und Doppelsternen, sowie auf Doppel- und
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Multipelsterne mit gebundener Rotation angewandt werden und gelten
auch fiir schalenartige oder ringférmige Gleichgewichtsfiguren.

Bei verschwindender Rotation reduziert sich das Gesetz (17) auf
EppingTons Hypothese, daB ¢ innerhalb des Sternes konstant ist. In-
dem wir von dem allgemeinenFalle (w2 == 0) zu dem besonderen (w? = 0)
gingen, ist es uns also gelungen, eine festere Grundlage fiir EDDINGTONS
Hypothese zu finden, als es bisher moglich war. Es ist bemerkenswert,
dafl EppineTroNs Hypothese keine Folge unserer fundamentalen An-
nahme ist, wenn wir nur Sterne ohne Rotation betrachten; denn fir
solche ist die Schwere in der-Niveaufliche konstant. Wir kénnen dann
nicht zu der Relation (16) gelangen.

Aus dem Obigen folgt, daB &, falls m, b und % in der Niveaufliche
konstant sind, nur unter derjenigen Bedingung innerhalb des ganzen
Sternes konstant sein kann, daB entweder w? = 0 oder ¢ = konstant
in der ganzen Gasmasse ist.

Die Energieproduktion ist nach dem Zentrum der Gasmasse zu
w?
276G’
den duBlersten Schichten des Sternes Geltung behilt. In einem Zwischen-
CO2
276G’
bedeutet, daB hier Energie aufgespeichert oder in Materie verwandelt
wird. Das fragliche Gebiet erstreckt sich tatsichlich ziemlich weit nach
innen, auch bei nahezu sphirischen Sternen. Fiir wenig abgeplattete

Idealgassterne gilt die Formel:

positiv, solange o > Es ist ungewiB3, ob die Formel (17) auch in

gebiet, wo o < ist indessen die Energieerzeugung negativ. Dies

=" 0,0031 (—‘”—2—)'%‘4- = 0,9846 - (Abplattung)?
= =0, 3 27Gon ...=0, (Abplattung)s 4 ...
Hier bezeichnet 7 den mittleren Radius des Sternes und 7, den der
602
- N e
Niveaufliche, fiir die o = mC
Fiir die Sonne ist:
602
— 10-5
2nGo,
und also:
=T 0,019

Fiir einen Idealgasstern mit der Abplattung 1072 ist:
L0 — 0,09846
In so groBlen Abstidnden von der Oberfliche gelten die Theorie und
die Formel (17) mit Sicherheit.
Die Energieproduktion der Volumeneinheit 4 mg¢ ist aus zwei Glie-
dern zusammengesetzt. Das erste positive Glied ist proportional der
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Dichte g, das zweite negative Glied ist innerhalb des Sternes konstant
und proportional des Quadrates der Rotationsgeschwindigkeit. Ob diese
mathematische Zerlegung auch einen physikalischen Grund hat, das
mag dahingestellt bleiben. :

6. Der Zusammenhang zwischen dem Gasdruck und der Temperatur,
Auf Grund von (16) und (8) erhilt die Gleichung des mechanischen
Gleichgewichts (10) die Form:

a(C C
2= _ S D 18
ap 3(k 1>dT (k 1>dco (18)

Wenn die Abhéngigkeit des Absorptionskoeffizienten vom Zustand
des Gases bekannt wire, so wiirde (18) den Zusammenhang zwischen $
und T ergeben.

EpDINGTON nahm anfangs % als konstant an. Spiter setzte erl),
mehr in Ubereinstimmung mit modernen Emissionstheorien, voraus,

daB kc\vﬁL—T‘:’. Dieses Gesetz 14Bt sich auch schreiben:

k=K;bT‘4=%K-% (19)

wo K eine Konstante ist.

Wenn der Absorptionskoeffizient dem Gesetz (19) folgt, so erhilt
der Zusammenhang zwischen dem Gasdruck und der Temperatur die
Form:

_2 B
b= 15T (20)
wo 8 eine Konstante ist, welche C ersetzt zufolge der Substitution:

a p
C=—K——71
5 (1—pr
v. D. WaALs Gleichung (13) verglichen mit (20) gibt die Relation:

R_o _a f (21)
mil—bp 31—p
Nach Integration von (16) erhilt man den Zusammenhang:
N S T (22)
315 m f
Die Integrationskonstante ¢ bezeichnet den Wert des Schwere-
potentials auf der Oberfldche des Korpers.
Wird T aus (21) und (22) eliminiert, so ergibt sich die Gleichung:

bo(1—4bp)® ab (m\* fp* ~
(1—bo)* “3-43<§> 1—,3(@*@3 (23)

1) Zeitschr. f. Physik Bd. 7, S. 351.




152 H. v. ZeipEL: Zum Strahlungsgleichgewicht der Sterne.

Bei Idealgasen vereinfachen sich die Formeln (21), (22) und (23) zu:

g:%%l—isi—ﬂf“’ (24)
R Sy (25)
m ‘
a [(m\t p* _
92?@(‘1?)1—ﬁ(@_@)3 20

Y. Die Bestimmung des Schwerepotentials. Zufolge der Gleichungen
von PorssoN und LAPLACE geniigt das Schwerepotential @ der par-
tiellen Differentialgleichung:

AD+4nGo — 20 =0 (27)
wo 4 LapLaces Symbol ist. AuBerhalb der Teilkdrper ist ¢ = 0.
Innerhalb derselben gilt (23) oder (26).

Wenn die Anzahl der Teilkdrper % ist, so kommen in der Differential-
gleichung (27) 2# -+ 1 Parameter vor, ndmlich in erster Linie die fiir
alle Koérper gemeinsame Rotationsgeschwindigkeit w und auBerdem fiir
-jeden Teilkérper ein Parameterpaar § und P,

Die gesuchte Lésung muB derart sein, daB die Differenz zwischen @
und dem Zentrifugalpotential nebst ihren Differentialquotienten erster
Ordnung im ganzen Raum endlich und kontinuierlich ist.

Tatsdchlich bestimmen diese Bedingungen die Lésung vollstdndig.
Als die 27 + 1 Fundamentalparameter kénnen die Rotationsgeschwin-
digkeit, die Massen und die mittleren Dichten gewdhlt werden. Auf
ihnen beruhen alle Eigenschaften des Systems in bezug auf Massen-
verteilung, Form, Strahlung usw.



Uber die Grenzkurven
und ihre Einhiillende im asteroidischen
Dreikorperproblem bei elliptischer Bahn
des storenden Korpers.
Von A. Wilkens, Breslau.

Wenn im Problem der drei Korper eine der drei Massen als ver-
schwindend, die beiden anderen aber als beliebig betrachtet werden,
so gestattet das Integral der lebendigen Kraft, unter der Voraussetzung
einer kreisf6rmigen Bewegung der beiden nicht verschwindenden Massen
umeinander, in der Hirrschen Form des Jacosischen Integrals die Fest-
legung einer fiir alle Zeiten uniiberschreitbaren Grenze fiir den Aste-
roiden. Die Grenze ist definiert, sobald zu irgendeiner Zeit die relative
Lage und Geschwindigkeit des Asteroiden in bezug auf die beiden
von O verschiedenen Massen vorgelegt sind. Die Grenzkurve hat dann
ihre einfachste Darstellung in der DarwiNschen Form:

2 9 2
70+76+m(2+412)=] (1)

wo 7, und 4 die Bipolarkoordinaten des Asteroiden in bezug auf die
Sonne und den Jupiter als Pole sind, wobei s’ unter der Annahme
der Sonnenmasse als Einheit die Jupitermasse und J die JacoBische
Konstante fixiert. Ist aber die Bahn des Jupiter kein Kreis, sondern
wie von nun ab angenommen werden soll, eine Ellipse, so wird die der
obigen Grenzkurvengleichung entsprechende Gleichung eine Funktion
nicht nur der Koordinaten, sondern auch der Geschwindigkeit der Ko-
ordinaten und explizite auftretender Zeit werden; zu untersuchen ist
dann die Frage, ob es mdglich ist, die neue und komplizierte Gleichung
so zu transformieren, daf3 sie nur noch von den Koordinaten und der
expliziten Zeit abhingt, so daB alsdann jedem Zeitpunkt eine bestimmte
Grenzkurve entsprechen wiirde. Dann aber wire die Moglichkeit ge-
geben, die Einhiillende aller zeitlichen Grenzkurven zu ermitteln, als
Erweiterung des Grenzkurvenproblems fiir den Fall einer elliptischen
Bahn des stérenden Korpers. Die Durchfithrbarkeit dieser Skizze ist
das Ziel der vorliegenden Arbeit.

§ 1. Die Aufstellung der Bedingungsgleichungen. Ist die Sonne der
Anfangspunkt eines festen rechtwinkligen Koordinatensystems, in dessen
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xy-Ebene die Bewegung des Jupiter wie die des Asteroiden vor sich
gehen soll, so lauten die Differentialgleichungen der Koordinaten x
und y. des Asteroiden, wenn x” und vy’ die Koordinaten des Jupiter sind
und die Gausssche Konstante gleich 1 gesetzt wird:

d2x x 080

iz~ T BT ix
(2)
ady vy 0Q
d t2 - 7’3 6 y
wo:
i . (1 xx vy
£ = Stérungsfunktion = m (Z — e ~>
und:

M= —xP (=P, =24y, =24y

dy
dt
und darauffolgender Addition und Integration der Gleichungen (2) fiir
das Geschwindigkeitsquadrat:

Ve — (dx>+<~):_+ (0!2 dx 00 dy)dt—i—C 3)

Folglich ergibt sich nach Anbringung der Multiplikatoren 2% und 2 —=

dt ox dt 0«/ dt,

wo C = Integrationskonstante. An Stelle des festen Koordinaten-
systems trete jetzt ein bewegliches System &, % derart, da8 die &-Achse
stdndig mit dem- Radiusvektor des Jupiter zusammenfillt; wegen der
vorausgesetzten elliptischen Bewegung des Jupiter ist die Bewegung
der &-Achse dann eine ungleichmiBige. Ist v’ die von der Richtung der
x-Achse aus gezdhlte Linge des Jupiter, so ist die Beziehung der beiden
Koordinatensysteme fixiert durch:

x=&Ecosv’ — ysin v’ } )
y = &sinv’ + 5 cosv’

so daB, ausgedriickt durch &, # und deren Geschwindigkeiten:
dx d,y) (dE) ( )2 (dv) < g d§>dv'
2 - 2 —
vi= (dt> +<dt ) T T2 ) ©)
Folglich ist die Geschwindigkeit im bewegten System, nach (3) und (5):
d £\2 dl]) B <8Q dx 09 dy) ) (dv')2
<E>+(W C+ + 0x dt+¢9y i) T\

2( dn d_é:) dv
o at a1l di

(6)

Diese Bedingungsgleichung, deren rechte Seite fiir die Grenzkurve spiter
gleich 0 zu setzen ist, stellt nun eine Beziehung zwischen den Koordinaten
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£, n, deren Geschwindigkeiten, der Zeit ¢, die in #” und v’ enthalten
ist, und der Konstanten C dar, so daB} sie die Form hat:

dE dn

Dabei treten die Differentialquotienten %-und % gemil (4) auch implizite
in ax und —= 4y auf. Lieflen sich die Geschwindigkeiten a¢ und ar elimi-
at dt at at

nieren, so daf die Gleichung (7a) in die Form:
g, ., =0 (7b)

iiberginge, so wiirde sie sich von der Darwinschen Form im Spezial-
falle einer Kreisbahn des Jupiter nur durch das Auftreten von ¢ unter-
scheiden. Indem ¢ als Parameter betrachtet wird, gehort zu jedem ¢
eine bestimmte Grenzkurve; die Vermittlung der Einhiillenden aller
Grenzkurven ist dann an die Bedingung:
og
Zﬁ =0 (7 C)
gebunden, die dann in Verbindung mit (7b) die Koordinaten & und 7
als Funktion von ¢ resp. nach Elimination von ¢ die Gleichung der Ein-
hiillenden selbst als Funktion von & und # allein ergibt.
Nach der Beziehung (4) folgt zunéchst fiir die Fléichengeschwindigkeit

dy dx_ dn dE 2

andererseits ist nach (2):

ey i d(dy dx) 00 00

it Va) T ey " Vex ©)

Yae " Var T @
so daB folghch

S = +]< "y Y a) ¥ ©2)
wo ¢ = Integrationskonstante. Folglich ergibt sich nach (8) und (9a):
an d& dv ( 0Q 0 Q)

g =e—rg e g v Ty (10)

d§

womit zunéchst die die Ableitungen = und fi_t explizite enthaltenden
Teile der rechten Seite von (6) eliminiert werden.

Die unter dem Integral von (6) in ax und % implizite enthaltenen

at
Ableitungen ‘i—i und % sind folgendermafBen eliminierbar: Da £ nach
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der Definition (2) als eine Funktion von %, ¥, ” und y” allein aufgefal3t
werden kann, so ist die totale Ableitung:

dQ dRdx dQdy 02 dx¥ 0Qdy

JR— - ~ . —_— /1
dt  Ox di ' Oy dt ' 0« dt ' 6y dit (1)
wihrend die partielle Ableitung:
0 0 ’
QL 0Qdx  0Qay (11a)

Tt ax di oy dt

weil die Zeit explizite nur in den Jupiterkoordinaten enthalten ist.
Folglich wird das zu eliminierende Integral:

00Q dx J0 dy) <¢9de any>
=z = dt+C 1
[(&x dt ' 0y dt dt =102 — ox dt = 0y dt + (12)
wo C’=const. d. h. eine von ac und - ]etzt unabhingige, allein
at 4t 00 00
noch von &, # und ¢ abhingende Funktion, indem £, —— nur

, 6 VA (9 7
Funktionen von &, # und ¢, und ferner % und —d)»;- Funktlonen von ¢

allein sind. Folglich nimmt die Bedingungsgleichung (6) die folgende
Form an, wenn C + 2 C’ in die Bezeichnung C zusammengefal3t werden:

'd&)z <d772_ av 2 2<dv’>2
(E + E) =C—20- -+ 42047 (2

00 d« ony av [ 08 (99)
_2/(0 P dt)‘“"zﬁf(xﬁy Vo)

Da die Koordinaten & # auch in den Funktionen unter den Inte-
gralen auftreten, verbunden mit Funktionen von ¢, so stellt die gleich ¢
gesetzte rechte Seite von (13) eine Integralgleichung dar, wihrend die
dem Spezialfalle ¢’ = 0 entsprechende Grenzkurvengleichung (1) nach
DARwIN eine gewdhnliche Funktionalgleichung ist. Ferner ist fiir den
allgemeinen Fall, wo ¢’ 4 0, das Auftreten der neuen unabhingigen
Konstanten ¢ der Flichen bemerkenswert, die sich, wenn ¢’ = 0 und

deshalb

(13)

—=const ist, mit C zu einer einzigen willkiirlichen Kon-

stanten verbindet. Das Nichtvorkommen der Integrale in (13) im Falle
einer Kreisbahn des Jupiter legt den Gedanken nahe, daB die betref-
fenden Integrale sich fiir ¢’ = 0 fortheben miissen, was sogleich be-
wiesen werden soll; dabei soll ¢’ als gemeinsamer Faktor der Integrale
in Evidenz gesetzt werden.

4

. v
Ist ¢/ = 0, so ist #' = a’ = const, ferner -—— = #’ = const. und
’ dt
x = a’cosl }

(14)
Y =da sinl
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wo I’ die mittlere Linge, so daB:

dx/ — ylnl
it
dy oy (14a)
a "
Ferner ist nach der Definition (2) fiir £:
roxe] e —o o« , N4
T2 " [T—ﬁJrS(xxﬁ—yy);,—s}
oQ / g (1)
Rl y—=y _ y ’ ’ 2’_
ay'—m[ yE 7,3+3(xx+yy)y,5}
so daf}, wenn ¢’ = 0, unter Verwendung von (14 a):
0Qdx 0Qdy ., , , ,(1 1>
Wﬁ;*l—ay,j{——-—m%(x} —yx) B (16)
Da ferner: 00 Y — 5% A
9x (713‘ B F)
’ ’ (17)
?___sz,(y —y_L)
éy 43 7’3
so folgt: 90 00 1 1
xwﬂya—x:m(xy“yx)<ﬁ—/3> (18)
Folglich ist im Falle ¢/ = 0:
0Qdx 082 dy ,( 00 09
Grai oy ar T e e =0 19)
was zunichst zu beweisen war.
Folglich reduziert sich die Bedingungsgleichung (13):
a0+ (@) -
(EZ T\ =0
auf die folgende Form, falls ¢’ = 0:
C—20n’—}—%+29—|—¢/2n’2:0 (13a)

Setzen wir noch der Einfachheit halber a’ = 1, so ist der Faktor »’2
von 72 in (13a): #'2 =1 +m'. Da ferner £ wegen der Beziehung
xx"+yy =wr'cos(r,7’) auf die Form:

’ 1 7 7’
Q:m(j—y—,zcos(r,r)> (2a)

gebracht werden kann, so 1468t sich die in £ in (13 a) noch enthaltere
Zeit ¢ eliminieren, weil

A2 =72 19’2 —yy' cos (r.7") (2b)
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so daB3:
N ol el
cos(7,7') = 577
so daB folglich:
J— ’ _'1____ 1 2 2 2)
Q_m(A 27,3(1' + 7 42) (2¢)

Die Substitution dieses Ausdruckes in (13 a) fithrt dann aber direkt
auf die Darwinsche Form der Grenzkurvengleichung:

2 2

wo J =—C 4+ 2cn’ +m’ die Jacosische Konstante fixiert.

Nach dieser Reduktion im Spezialfalle ¢’= 0 ist es nun leicht, im
allgemeinen Falle ¢’ = 0 den gemeinsamen Faktor ¢’ der Integrale in (13)
evident zu machen und die Gleichung (13) dementsprechend zu ver-
einfachen. Da:

%" =7 cosv’
’ 7 e 4 } (20)
y =17 "sinv

. T a
so werden die Geschwindigkeiten von x” und y’, wenn 477; =u'+dwn

gesetzt wird, wo »’ die konstante mittlere Bewegung des Jupiter:

n' =11+ m und Adn’ der mit ¢’= 0 verschwindende Teil von v
ddnw a2 d
ist, definiert durch =
ar
ax’ , , o, % dr
Ty Ar Sy
d ’ 7 d 4 (21)
y . ’ 7 4 ’ 2_.—7’
g = AR AN+
wo d_z mit ¢’= 0 verschwindet.
Folglich wird auf Grund der Beziehungen (15) und (21):
00 dx', 0L dy 1 iny »(L 1)
ox dt "oy at WY =y m T
’ ’ ’, 1 1 ’ ’ 1 1 1 d?’,
— A (xy —yx)(ﬁ_ﬁ>+(xx +yy)(215"r’3>7 ii( 2
s gy
g AR YY) gy

Mithin ergibt sich noch mit Riicksicht auf (18) fiir die Summe der
in (13) auftretenden Integrale:



Uber die Grenzkurven im asteroidischen Dreikérperproblem. 156
0Qdx dey) av ( 00 :9!2)
u/(&x'gt__{_f/_y'—&t dt_{_iﬁ oy ~Yox at

, 1 1 ,
z—mf(xy —yx)<A3 7—3>An dt

+m'A n’ﬁxy’ —yx) (Z% - ;:) dt (23)
NI
+’”ﬂ‘”+”’(ﬁ*ﬁ>7*$
17]dv
T30 4 yy) o P

Die beiden ersten Glieder rechter Hand von (23) sind in ein einziges
Doppelintegral zusammenfaf3bar, denn sie haben zusammen die Form:

D= —fuvdt+ufvdt (24)

wenn:

w=dn und o=@y —y) (s k)

so daB nach der Regel der partiellen Integration:

=‘/(fv dzf)du = m’/.[f(xy’ —yx) (% — %)dzf] . df;t%/dzf (24a)

Folglich wird die in (13) auftretende Summe:

0Qdxy  0Q dy) dv ( oQ (9!2)
*2/‘<c7_x’—d?+0 ayar) M / a9y Y ox at
1 dAn ‘
- 2w EDYP LY 3 23a
Zm/{](xy yx)(A3 - )dt} 'Th di (23a)

o fx_ﬂy_( _L>_1 M}ﬂ
ZM/[ v A3 '3 4134—3 7’4 dtdt

Hiermit ist eine einfache Form fiir die beiden in (13) auftretenden Inte-

grale erreicht, und ferner ist, weil die Faktoren rechter Hand von (23a),
dAn _ &V 1 und 2 im 2. Integral mit ¢ = o0
47 = g m 1. und — im 2. Integral mit ¢’=0 ver-
schwinden, zugleich gezeigt, wie ¢’ als Faktor aus beiden Integralen
. An ar
in (13) abspaltbar ist; die explizite Darstellung von 7 und
spiter im Zusammenhange mit der unmittelbaren Anwendung.

Setzen wir schlieBlich mit Riicksicht auf die Beziehungen (4) und (20):
xx/ _[_ yyl — Eyl
xye—yx = —qnv

niamlich

(25a)
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azy e 1
—W/’” (zrz—ﬁ)”“:l

7)ol T -

so nimmt unsere Bedingungsgleichung (13) die folgende Endform an:
dv 2

und zur Abkiirzung:

(25b)

C ( ) —Zm'fldt—Zm’fmdt:O (13¢)

Sollen in (13 c) die GroBen 7, 4 und 7’ nebst ¢ allein als Variable auf-
treten, so sind auBer der Funktion £2, die schon in (2c), S. 158, durch
7, 4 und 7’ dargestellt ist, noch die in ! und m auftretenden & und %
als Funktionen von #, 4 und »’ darzustellen. Da & die Projektion von »
auf 7’ und %2 =72 — &2, so folgt:

Er=r¥cos(r,?) =3 (2 + 72 — 4% }
0= 3V[(r 4+ 7) — A2][42 — ( )]

Hiermit ist dann das Ziel erreicht, die Gleichung (13 c) als eine Bezie-
hung zwischen 7, 4 und ¢ aufzufassen, mit ¢ als Parameter, in bezug
auf den die einhiillende Grenzkurve abzuleiten ist. Differentiation
von (13 c) nach dem Parameter ¢, soweit { explizite auftritt oder implizite
in #” und v’ enthalten ist, ergibt als Bedingungsgleichung der Ein-
hiillenden:

azv’ 00 av av’

- 9o VY T T ’ . ’ —
dt2+20t+27 ST 2m'l—2m'm=20 (134d)

(26)

— 2¢

Diese Gleichung muf fiir ¢’ = 0 identisch verschwinden, was auch

2 7’
zutrifft, indem TR ! und m bereits nach obigem mit ¢'=0 ver-
00 00 0!) ar
i 1
sehwinden und Iwell a7 da gemil (2¢), S. 158, o =8y a7 weeen

mit ¢’ = 0 ebenfalls verschwindet.

des Faktors dr
dat

Das Problem ist damit zunichst prinzipiell gel6st, indem die beiden
Grundgleichungen (13c¢) und (13d) bei Elimination des Parameters ¢
die gesuchte Gleichung der Einhiillenden aller zeitlichen Grenzkurven
in 7 und 4 als Bipolarkoordinaten ergeben, wie fiir die DARWINsche
Grenzkurve im Spezialfalle ¢’= 0. Die Elimination von ¢ st68t aber
nun praktisch bei beliebig vorgelegtem ¢/, zumal die beiden Gleichungen
{13 c) und (13 d) Integralgleichungen sind, allgemein auf ganz erhebliche
Schwierigkeiten, so daB3 zwecks Losung des Problems durch Reihen-
entwicklungen eine notwendige Beschrinkung auf kleine, planetare Ex-
zentrizitdten des stdrenden Korpers stattfinden mul.
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§ 2. Entwicklung der Grundgleichungen nach kleinen Parametern.
Die Bedingungsgleichung (13 ¢) enthilt an kleinen resp. klein zu hal-
tenden Parametern zunichst nur die im folgenden stets als klein vor-
ausgesetzte Exzentrizitdt ¢’ des Jupiter. Setzen wir r =7, + 47, so
soll 47 in jedem Falle als klein und mit ¢’ verschwindend vorausgesetzt
werden, so daB 7, dem Betrage von 7 bei kreisférmiger Jupiterbahn
entspricht. Dann soll die Gleichung (13c¢) zunichst unter Voraus-
setzung beliebiger, nicht kleiner Masse s’ nach Potenzen von ¢’ und v
entwickelt werden, und zwar bis zum 2. Grade einschlieBlich, wobei
¢’ und 4r als von der gleichen GréBenrechnung betrachtet werden.

Zu entwickeln ist dann: dl, 1, Q, (dl)z, / und m.

at’ r at
Man findet sukzessive:

d 4
,d—z;zn’ (1 +26'cosM’+~;-e'2 cos2 M) (27a)
wo M’ die mittlere Anomalie des Jupiter darstellt.
1 1 1 1
=Y il 2
y =R 7+ = (47) (27Db)

2 12 2
£ 7 1 ) (27¢)

2Q=m(z+'ﬁ—*,“—“—,
gemdl (2c) S. 158, erhilt, weil a’ =1 und:
v"=1—¢e cosM + $e2— Le'2cos2M’

geordnet nach Potenzen von ¢’ und 47, die Form:
’ 2 ) 2 ’ ’ 4 2 9 7
20 =m <Z+A2> —w'vg—m + 3m A2 cos M — 3w’ 3¢ cos M’

—27gm' Ay —m' e cosM' + $m' 242 + §m’ A2 €% cos2 M’
—$m'r3e’r — $m'rde2cos2M — 6m vy Ay cos M’ — m/ (A7)?
—m €2cos2 M’

av\z ,
72< ) =n'2[r}+47r3¢ cosM + 2r,dr 4+ 2272

dat (274d)
4+ 7€ cos2 M’ + (47)2] + 8vy¢ Arcos M’
—2m'l—2m'd2v,/(1 : \]' "dt
= dn | s (27¢)
e e 11
Da — - bereits vom 1.Grade in ¢’ ist, sind die Faktoren — — —~ und
as 43 v'3

77’ nur bis zum 1. Grade in ¢’ und 47 zu entwickeln. Bei Entwicklung
der 2. Gleichung (26) ergibt sich:

171":770-—%7"*1[(1—|—70)2—A2][A7+e'cosM']
Lt 9
+ A e (1)) [y — ¢ cos ]
4

Seeliger-Festschrift. . 11
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wo'!

o= (17 )wmo= V(U470 — LJ[& — (1 —r,F]  (282)
In dem Integral in (27e) ist dann nur insoweit nach ¢ zu integrieren,
als ¢ explizite in M’ auftritt. Es wird also zunichst:

—2m'l=2men'?y, (Ai — 1) [—2tsin M’ — 5 ¢ ¢tsin M)

—4m' w2 fyAvisin M — 4w w' &% g sin? M’
+ 12w n' & 2yesin2 M’
wo die Koeffizienten f, und g, in dem spiteren Formelsystem (32)
definiert sind. Mit Riicksicht auf die Beziehungen:

(27¢€)

fn’tsinM'dt = —tcos M’ + %sinM’

. , 1 1
[Wisin2M’dt = ——tcos2 M’ ;
2 4n

wird dann:
— 2m’fldt = —4m' ¢ g, (% — 1) (— n'tcos M’ 4 sin M")
—10m’¢’2 <i — 1) (— in’ztcoszM’ 4 1 SinzM')
o\ g5 2 4
—2m &2 (g, — 37) (n’t—izsinzM’>
i A ¢ w 1 . .,
—4m'e f,Ar ——Jcos +;,—és1nM
Wird schlieBlich im letzten Gliede von (13¢):
7 ’ d?’l 1 1 ! 35
TAmm= 2y [5(21‘3—75)‘**73} (271}

die GréBe & mittels (26) eliminiert und die Entwicklung der Funktionen
von 7 und 7’ nach 47 und ¢’ vorgenommen, so erhilt man:

—2m’fmdt:2m’ [ (70—1—A2)+70+1MA2]005M’

243
+ 2w’ e (% + 270) Arcos M’

—{—m’e’z[;'?'(i 2 3A2 >+37§—3A2+2}c052M’

Die in ‘/'ldzf und fmdt auftretenden Terme in 47 haben in (13 c),
das Produkt m’e’ als Faktor, so da3, wenn #’ klein von der 1. Ordnung-
die betreffenden Glieder von der 3.Ordnung klein und deshalb bei
Festhaltung der Genauigkeitsgrenze bis zur 2. Ordnung zu vernach-
lissigen wiren. Ist w’ nicht klein von der 1. Ordnung, so geniigt es
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aber bei Beschriankung auf die 2. Ordnung, in die betreffenden Terme
in A7 einen Niherungswert 1. Ordnung zu substituieren. Bei Substitu-
tion der Ausdriicke (27 a) bis (27 f) in (13 ¢) erhilt man schlieBlich die
in der folgenden Tabelle (31) zusammengestellten Glieder der einzelnen
Ordnungen:

0. Ordnung:

C—ch’——m’—i—rg—}-rqum’(—jT—i—Az)
0

1. Ordnung:

Ar

—dcwdcosM — 2— wm' A2 ¢ cosM’ — 3w’ v2 e cosM’ — w' ¢ cos M’

72 0
0

4 4756 (1 4+ m')cos M’ + 2r,dr + 4w’ &' 5, <~}1§ — 1) ' tcos M’

1 . .
— 4m’ ¢y, (Zé — 1) sin M’ + 2m ¢’ g, cos M’

2. Ovdnung:

(An? | 3

9
78+5

— Sen'e2cos2 M’ + 2 m’AZe'2+5m’Aze’zcoszM’

3

9
— Em’r%e’z — Em’rge’zcoszM’—~ 6m' vye Avcos M’ — m’ e¢'2cos 2 M’

+26275(1 +m') + 7€273(1 + m')cos 2 M’ + (Ar)?
+ 87,(1 +m') & Arcos M’ + 5m’ &%y, (Z:?: — 1) n' tcos2 M’

S ’ 1 1 4 ‘e /
—2m 32’70(2}"1)51112]” —2m (g —3n)n't

+m' (g, — 3ng)sin2 M’ — 4w’ fon’ € [- tcos M’ + -:L—,sinM’ Ar

2m’
¢ f, Avcos M’
n

+m'e'2g cos2 M+
unter Benutzung der folgenden Abkiirzungen:

%

=1 (E + 21'())

e I E I R PR

4 o 4 0
(LAt 2 > 1”o+1< )]
1 o R
ge=5 (0 —1—=4)F 7514 — A&
, 1 1 1 .
g3=%(7“—4‘2)25—z'ﬁ+3(7’6—112)—1“2

11*

(32)
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Zu den obigen Gliedern in (31) miissen nun aus folgendem Grunde
noch weitere von e’ abhingende Glieder hinzugefiigt werden. Die Grenz-
kurve wird konstruiert, indem {iber #’ als Basis ein Dreieck mit 7 und 4
als den beiden iibrigen Seiten errichtet wird. Bei ¢’ # 0 ist nun aber die
Basis #’ variabel, und auBlerdem setzt die Fixierung von #’ als Basis
die Kenntnis von M’ resp. die Annahme von M’ als unabhingige
Variable voraus; diese letztere Annahme ist aber, wie aus dem Fol-
genden hervorgehen wird, unbrauchbar. Man kann der genannten Vor-
aussetzung aber leicht aus dem Wege gehen und die Konstruktion der
Kurve so ausfithren, daf§ die Basis, wie im Spezialfall ¢’ = 0, konstante
Lange hat und die Pole der Bipolarkoordinaten unabhingig von der
Zeit festliegen. Man fithrt zu diesem Zweck statt der Entfernung 4
des Kurvenpunktes P vom Jupiter J die neue Entfernung D desselben
Punktes P von dem auf der Verbindungslinie Sonne-Jupiter gelegenen
Punkt K ein, der von der Sonne S den konstanten Abstand 1 hat. Da
der Abstand J K von der Ordnung der Exzentrizitit ¢’ ist, sind PJ = 4
und PK = D nur um GréBen der Ordnung ¢’ voneinander verschieden.
Wird der Winkel PK | = vy gesetzt, so wird:

72==D2 4+ 1 — 2 D cosy (33)

ferner ist im Dreieck PK J:
A2 =D2 4 (1 —#)2 —2D (1 — 7’) cosy (34)
so daf die Substitution von vy aus (33) in (34) die gesuchte Beziehung
ergibt: B2=D2+ (1 =72 —(1—7)(14 D2 — 2 (35)

worin der 2. und 3. Term der rechten Seite mit ¢’ = 0 verschwinden.
Die Substitution des unter (27c) gegebenen Ausdruckes:
1—7 =¢cosM + }e2cos2M’ —1¢2
und (b) von 7 =7, + A7 in (35) ergibt bei Entw1cklung wieder bis zum
2. Grade in ¢’ und Ar den endgiiltigen Ausdruck:
B=D>+4 (©3—1— D) e’ cosM' + 322+ D% —13) 6
+ 1e2cos2 M’ (v} — D?) 4 27, Av e cosM’ } (362)

Fiir die auBer 42 noch benétigten Funktionen 1 und 1 erhdlt man
. . . 4 43
weiter die Ausdriicke:

1 1 11

S=p 2D3(q 1—D2)ecosM’
11 9 ,
wzﬁe (2+D2—1’6)—*ZD3 2(ry — D?) cos2 M
(36b)
, 1, .
—OAM cos M —I—vll%ﬁ( 1 — D2)2 ¢
. _ 212
-+ 13_6 (73 })TD—) €2 cos2 M’
11 1 2 2 7’ ’
L (72 — 1 — D?) ¢’ cosM (36¢)

A5 Dps V2"D5
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wobel % nur bis zum 1. Grade entwickelt zu werden braucht, weil 1

e
erst in denjenigen Termen in (31), die bereits von der 1. Ordnung sind,
vorhanden ist. Schlielich bleibt noch die Entwicklung der von A4 ab-
hingigen Funktion 7, als Funktion von D bis zum 1. Grade in ¢’; man

findet: 1o =18+ nbe cos M’
wo: 1= 3V F rof =D D" — (1 = )] i
- o (37)
TV T = DD — (1 — 7o)

Ersetzen wir jetzt alle Funktionen von A in (31) durch die soeben
entwickelten Funktionen von D, so treten zu den Termen (31) die
folgenden Zusatzglieder hinzu, nachdem in (31) nach Substitution der
betreffenden Funktionen von D die Bezeichnung 4 iiberall durch D
ersetzt zu denken ist:

1. Ordnung:
—m~D1—3( — 1 — D2y cosM’ 4w/ (i — 1 — D?) ¢’ cos M’
2. Ovdnung:
—im i(2~{—D2——4') —im’ o ! (©2 — D) cos 2 M’
D 2™ D
, 3, n—1—D2
—2m—Are cos M —+—~8—m s g2
’ - ,1 _D2 ’ 3 Va4 9
—}—%m(() Ds‘—)—e%oszM +%me2(2—|—D2—75)
+ tm' &2 (7] — D?)cos2M’ + 2m' ryAre cosM’  (38)
+3m 2 (r2 —1 — D?) cosz M’
Ay D¥)isin2 i — 07 % D?) 5y M’ cos?
+3m7)€(70—1— ynosin2] s (r3—1— D¥)nd M’ cos® M’
1
—2m 2 gﬂ sin2M’, + 4m’e’2D](;M’cos2M’—|— 2w’ €2 ylsin 2 M’
/2
—4m &2n M cost M’ — 3 8D5 (r—1) (73— 1 — D?)cost M’
/2
+ — m%§(3—1 — D% cos? M’ — 2m &2 (v2 — 1 — D?)cos2 M’

Da 7 =7, + 47 und 4 = D + D, gesetzt war, wo 47 und D, mit
¢’ = 0 verschwinden, so sind 7, und D durch die DarRwiNsche Gleichung:

3—}~7’°—{—m'<3—}~D2>:] (38a)
7 | ° D

aneinander gebunden; wo | = —C + 2¢cn’+ m/.
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§ 3. Die einhiillende Grenzkurve. Die Gesamtheit der Glieder 1. und
2. Ordnung fithrt nach (31) und (38) allgemein zu der folgenden Glei-
chung, nachdem die Glieder 0. Ordnung fiir sich verschwinden, was in

(38 a) zum Ausdruck+gebracht ist:

adr+ B(Adrp=ysin M'+ dcos M’ + e M'cos M'+ {sin 2 M’ } (39)

+Kcos2M' 44 +uM'+ vy M cos2 M’
wo die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:
x=2 [70 ———1;—{— wm' e 7, (2 — ﬁ) cos M+ 4roe'cosM’]
4m’ e’A v
e

1
p=1+ 3,y—4me<ﬁ—1 1s

26 4

5:4gn(0_nfyg)_e_;1",ﬁ
y 1 4m' e Ar

82_4’“’73<Ds 1)"7?”2

c=a[ s 31— DY) 42w

Ds D3
5 ’ 1 4 ’
b5 w32
x=3’2[50n’—— ng2+ w 2w’ — 7ri(1 + m') — m' gy

oy g A= DY = R = D — (DY
+%M§(—ﬂﬁ—%%ﬂ—%m%@—1 D)
—%m’(73—1-—D2)

A=2¢|— ;m’c’1)2+3m706~270(1+m)e

b S D e = e S — 1 — Dy
——%me’(2+D—r‘é)+im'e'1-;—5(7g—1)(1'3—1—D2)
—%m’ ’Di(rﬁ—i——Dz)—%me(ro——i—D%]

r

1
p=2e?2 t w'(g —3170)+3m~~(7 —1—D2)778-—2m'179~+2m’17(1)}

y= 5’2[—~ Sm'ng(l;— 1>+3m’ﬁ(73 —1— D2)170—2m’173 +2m'y }

(40)

In (39) ist 't = M’ gesetzt worden, indem die Zeit vom Momente
des Periheldurchganges des Jupiter gezihlt werden soll. Aus der Zu-
sammenstellung (40) der Koeffizienten folgt, daB « und f§ allgemein
von der 0. Ordnung, auller wenn 7, nahe 1, wobei « von der 1. Ordnung
wird; ferner sind y, § und ¢ allgemein von der mindestens 1., 4, %, u,
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v und 1 von der 2. Ordnung. Auf Abidnderungen der GréBenordnungen
bei speziellen Kurvenpunkten und bei kleiner Masse wire spezielle
Riicksicht zu nehmen.

Die 2. Bedingungsgleichung fiir die einhiillende Grenzkurve folgt
aus (39) mittels partieller Differentiation nach M’.

Mit Riicksicht auf die Abhingigkeit des Koeffizienten o von M’
erhdlt man die Bedingungsgleichung:

— 2[%1’1'0(2 — ]%) + 470]Are'sinM’= ycos M'— dsin M’
—+ecosM’'— eM’sinM’+ 2¢ cosM’'— 2xsin2 M’
+u-+vcos2M' —2vM’'sin2 M’

Aus den Gleichungen (39) und (41) folgt nun zundchst allgemein
wegen des Auftretens der Glieder inM’, M’ cos M’, M’ sin M’, M’ cos2 M’
und M’ sin 2 M’, daB die Grenzkurven und ihre Einhiillende allgemein
sdkularen Verdnderungen unterliegen, worauf am Schlul nochmals zu-
riickzukommen ist. Ist m’ nicht klein, so sind die sakularen Verinde-
rungen wegen des Koeffizienten & bereits von der 1. Ordnung in e’;
ist m’ klein von der 1. Ordnung, so werden die sdkularen Verinderungen
wegen des Koeffizienten & von der 2. Ordnung: m’e’. Wenn die Kurve
ferner bei kleinem m’ speziell in der Nahe der LacraNGcEschen Dreiecks-
punkte gelegen sein sollte, welcher Fall mit Riicksicht auf die Planeten
der Jupitergruppe des Sonnensystems spezielles praktisches Interesse
hat, werden die sdkularenVerdnderungen von der 3.0rdnung: m’e’(1—D),
weil D in der N&dhe der Librationspunkte nahe gleich 1 ist.

Wird m” nicht als klein angenommen und beriicksichtigt man in
1. Ndherung nur die Glieder 1. Ordnung, so ist nach (39):

Arz%[ysinM’—l- dcos M+ eM’cosM’] (42)

(41)

und entsprechend nach (41):

0= (y +&)cosM'— dsin M'— e M’ sin M’ (43)
Da nach (40) die Summe y ¢ =0 ist, so folgt aus (43), falls erstens
sin M’ 0, also M’4 0 und 180°:

, 6 0
M=—-=— (44)
¢ Y
substituieren wir 0 = — ¢ M’ in (42), so wird:
Ay':lsinM,z—lSin<—a—> (45)
o o €

Der Algorithmus zur Ableitung der Koordinaten der einhiillenden Grenz-

kurve ist also der, daB man nach Vorlegung der JacoBischen Kon-

stanten J, indem die Energiekonstante C und bei ¢’ & 0 auch die

Flachenkonstante ¢ mittels der fiir £=0 geltenden Koordinaten %, y
ay

und Geschwindigkeiten %, =7 nach (3) und (9a) als gegeben zu be-
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trachten sind, zunichst D als unabhingige Variable widhlt. Dann ergibt
sich zuerst 7, aus der Gleichung 7§ — 73 + (D2 + %> = J. Hat man
dann weiter die Koeffizienten &, y :O— g und 6 mittels der bisher be-
kannten GréBen nach (40) ermittelt, so folgt schlieBlich M’ nach (44) und
Ay nach (45), woraus dann die zu D gehorige andere Bipolarkoordinate
7 =174+ Ar folgt. Dam’ nicht als klein galt, muB ¢’ klein sein, wenn nicht
die Sdkularglieder bereits in kurzem Zeitraum die Mitnahme von Gliedern
héherer Ordnung erforderlich machen sollen. Bemerkenswert ist, dafl M”
nach (44), weil d wie y proportional ¢’ sind, von ¢’ ganz unabhingig ist, so-
lange ¢’ klein angenommen wird. Dagegen ist 47 wegen y proportional
e’ und verschwindet, wie es sein mull, mit ¢’; wenn aber der Nenner &
in (45) selbst von der Ordnung ¢’ wird, indem 1 — 7, von der Ordnung e’

wird, so daB3 infolgedessen %}: in 1. Ndherung von ¢’ unabhéngig wiirde,

ist das Glied &« 47 in (39) von vorneweg von der 2. Ordnung, und man
muB deshalb in diesem Falle von vorneweg iiberhaupt die Glieder
2. Ordnung in Riicksicht ziehen.

Ist zweitens (43) dadurch erfiillt, daB sin M'=0, d.h. M'=0
resp. 180° so wird die einhiillende Grenzkurve dementsprechend ent-
weder durch eine spezielle zeitliche Grenzkurve oder auch durch zwei
spezielle zeitliche Grenzkurven gebildet, wobei im letzteren Falle die
eine Grenzkurve die innere, die andere die duBere Einhiillende fixiert,
wie bei einer um den Mittelpunkt rotierenden Ellipse der Kreis um
den Mittelpunkt mit der kleinen Halbachse als Radius die innere Ein-
hiillende und der Kreis mit der groBen Halbachse als Radius die dulere
Einhiillende bildet. Dann ist nach (42) in 1. Ndherung:

) )

Ay = o Tesp — (46)
Zusammenfassend ergibt sich als Resultat: Bei nichtverschwindender
Exzentrizitit ¢’ der Jupiterbahn gehort zu jedem Zeitpunkt eine Grenz-
kurve, deren Abweichungen von der fiir ¢’= 0 geltenden Grenzkurve
fiir die Bewegung des Asteroiden nach (39) zu ermitteln sind. Die Ein-
hiillende der zeitlichen Grenzkurven ergibt sich mittels der Bedingungs-
gleichung (41) unter Zuhilfenahme von (39) nach dem dort beschriebenen
Algorithmus. Die Losung ist aber, da Koordinaten und Zeit in der
elliptischen Jupiterbewegung nur durch Reihenentwicklungen nach e’
aneinander gebunden sind, auf kleine Exzentrizitidten beschrinkt, zumal
die Lésung auch in ¢’ multiplizierte Sdkularglieder aufweist, so da auch
eine zeitliche Beschrinkung der Losung besteht. Diese Beschrankung
wird aber um so geringer, je kleiner ¢, um mit ¢’= 0 ganz zu ver-
schwinden, in welchem Falle die Hirrsche Grenzkurve die fiir unbe-

grenzte Zeiten giiltige Losung bildet.



Sur une propriété
géométrique des trajectoires des bolides
dans 'atmospheére terrestre.

Par Kyrille Popoff, Sofia-Bulgarie.

Avec 3 figures.

Nous voulons attirer 'attention des astronomes sur une propriété
géométrique des trajectoires des bolides dans I’atmosphérel) qui peut
fournir facilement les éléments nécessaires pour !'étude de leurs orbites
au dehors de I'atmosphére.

Nous conservons a la loi de résistance de l'air au mouvement sa
forme la plus générale et nous prenons comme point de départ le théo-
réme de H. POINCARE que
dans des conditions bien
déterminées les intégrales g
sont des fonctions holomcr-
phes des paramétres qui |&
figurent dans les équations o i

Ly

indungsthors2omt

différentielles et par consé- /;, « '/ ~

quent peuvent étre déve-
loppées en séries de puis- Fig. 1. Les composantes de la force de

B la rési ‘apres les de coor-
sances entiéres des para- a résistance d’aprés les axes :
. données introduits dans ce travail.
metres.

Considéronsle mouvement
d’'un point dans un milieu résistant et soit @ (v) la force de résistance
pour l'unité de masse. En choisissant un point quelconque de la tra-
jectoire pour origine, l'axe des x étant dirigé suivant la vitesse de
ce point et I'axe des y suivant la verticale descendante, les cotés du
triangle des forces composantes de P (v) seront dans le rapport v : x” : v’
et par conséquent les équations du mouvement seront:

dx  dx D(v) a2y dy D (v) "

BT Td v dr St T v (
1) Pororr, KyRILLE: Uber eine Eigenschaft der ballistischen Kurve und ihre
Anwendung auf die Integration der Bewegungsgleichungen. Zeitschr. f. angew.
Mathem. u. Mechanik Bd. 1, S. 96—106. 1921. — Poporr, KvRILLE: Sur l'intégra-
tion des équations de la Balistique dans des conditions générales de la résistance.
Cpt. rend. hebdom. des séances de I’Acad. des sciences. p.337—340. 16 aofit 1922.
— PopPoFF, KYRILLE: Sur une propriété des orbites. Astr. Nachr. Bd. 211, Nr. 5059.

August 1920. — PorofFF, KYRILLE u. G. STAINOFF: Uber eine Methode zur Héhen-
bestimmung. Meteorolog. Zeitschr. 1920, H. 9, S. 263.
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avec les conditions initiales: t =0, x =0,y =0, ¥’ =1v,, ¥ = 0. Idi
la vitesse v est donnée par:

12 =x24 92 — 2%y sing

ol ¥'= % , Y = % et & est 'angle que fait la vitesse & I’origine avec
I'horizon.
Sur @ (v) nous ne faisons que les hypothéses suivantes: 1. Cette

fonction est positive pour des valeurs positives de v et croit en méme
D (v . .

temps que v; 2. —1E~)~= f (v) peut étre développée suivant les puissances

positives et entiéres de v dans tout le plan de w.

Une étude préliminaire!) de ces équations montre que (v,, 0) étant
la position initiale du point (x’, y’) ce point reste pendant tout le temps
(méme pour ¢ = oo) dans le premier quadrant du plan A une distance
finie; sa distance minima a 1’origine pour les différentes valeurs de sin &
de lintervalle (— 1, 1 — &) reste supérieure & une quantité positive
71, différente de zéro, et 1'on a pour toute la durée du mouvement
V22492 > et 02 = &2 92 — 24"y sina > A2

Nous désignerons par A2 la valeur minimale de »2 pour sin & = 0
et par A] sa valeur minimale pour sin & = — 1. Dans ces conditions v
et par 1a f(v) seront des fonctions holomorphes de x’, ¥’ et sin® au
voisinage de chaque point des courbes intégrales qui correspondent aux
valeurs réelles de sin & de lintervalle (—1, 41 —¢) et d’aprés le
théoréme de POINCARE il existe un ¢, tel que pour toute valeur de ¢ = ¢,
les intégrales x” et y’ seront des fonctions holomorphes de sin & tant
que [sinx| <1 —eé.

On aura par conséquent
% = Qg (8) + @y, (@) sin & 4 @yq () sin2 & + ... + @y (H) sin” & + ...,
Y = Yor () + Y1y () SIn & 4y () sin® & - ... 4y () sin® & 4 ...
pour f=1{,, les ¢, et vy, étant des fonctions de ¢ seulement.

Nous désignerons par x; et y; les valeurs de %’ et y’ pour ¢ =,
et nous ferons dans les équations du mouvement (1) le changement
de variables:

K= +& YV=vi+y, t=t-+7
On obient ainsi:
dé, z 4 dn’ ’ ’
de— —wt &0, =g —0i+)] W)

avec les conditions initiales 7=0, & =0, 7' =0.

') Pororr, KYRILLE: Sur 'intégration des équations de la balistique extérieure.
Journ. des mathémat. pures et appliquées (sous presse).
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Pour des valeurs réelles de sin & le point (¥ + &, y; + %) reste
4 une distance supérieure a 7' de l'origine; d’autre part x] et y] sont
des fonctions holomorphes de sin & tant que |sin&|<<1—e&. Par
conséquent v%, qui est une fonction holomorphe de #’, ¥” et sin &, sera
aussi une fonction holomorphe de &, 5’ et sin® . Soit sin &, une racine
de I'équation en sin «:

=+ P+ 0+ —20 + ) (i +y)sina=0

Cette racine ne peut pas étre réelle puisque dans ce cas le premier
membre qui représente la valeur de v*> dans le mouvement réel pour
& = &, aura une valeur plus grande que 42 Le module m, de sin®,
sera donc différent de zéro et par conséquent f(v), qui est une fonction
holomorphe de v, sera aussi une fonction holomorphe de &, %’ et de
sine tant que |sinx|<<m, et d’aprés le théoréme de POINCARE les
intégrales &, %’ seront des fonctions holomorphes de sin & tant que
| sino| <<m, et 7 ne dépasse pas une certaine valeur 7, assignée par
ce théoréme.

On aura ainsi:

E =y (1) + @15 @) sine + ... + @py (7) sina + . ..
7 =14 (1) + o (1) SING + ...+, (7) siD® + . ..
pour T=r1,.

Puisque £(0) =0 et %’(0) = 0 pour toute valeur de sin«, on doit
avoir @,,(0) =0 et y,,(0) =0.

On prendra le point x5 = #; + &' (v1) , y5 =¥} + %’ (¥;) comme nou-
veau point de repére et 'on continuera ainsi de proche en proche a
I'infini. Dans les étapes successives on peut bien étre obligé de rétrécir
le rayon de convergence de ces séries d’aprés les puissances entiéres
de sin &, mais ce rayon restera toujours différent de zéro puisque la
fonction:

(s + &P+ i+ —2@+ &) i +7)sina
ol x; et y; sont les valeurs de %', ¥’ obtenues dans la ™ étape comme
fonctions holomorphes de sin & dans un domaine [sin &| <<, ne pourra
pas s’annuler pour sin&; = 0, puisque dans ce cas elle représente le
carré de la vitesse dans le mouvement réel qui correspond a l'angle de
projection & = 0 et ce carré de vitesse est supérieur a v} puisque dans
le cas & =0 la vitesse ne fait qu'augmenter. Cette racine ne peut
non plus tendre vers zéro quand ¢ tend vers I'infini, puisque I'expression:

@+ )+ i+ ) =25+ &) i+ 7) sine
est une fonction continue de sin @ qui pour sin & = 0 prend une valeur
finie plus grande que v} .
Dans le cas ot f(v) serait une fonction paire de v elle sera holomorphe

comme v pour toutes les valeurs de sin & et par conséquent les déve-
loppements ci-dessus ‘sont valables pour toutes les valeurs de sin&.
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On obtient ainsi:

%:x{,(t) +x (@Osino + ...+ x, (@) sin"o + ...
; (a1
djz; =9y, + v @) sinew + ...+ v, (@) sin®eo + ...
pour toute valeur de ¢ de zéro a l'infini, ou
%n(t) = @1 (1) pour des valeurs dezde 04,
=@n1(t) + @na (t—11) pour des valeursdetdet, at, =4 + 174

= Q1 (t) + @ua(ty— t) + @ns(t — &) pour des valeurs de det, azyete.

On a de méme pour vy, (Z).

Le développement (A1') étant valable pour toute valeur de ¢ entre 0
et T, ou T peut étre pris arbitrairement grand et pour |sin&| <R <1,
on doit avoir une quantité positive I telle que pour chaque valeur
de ¢ de lintervalle (0, 7) on ait:

|y, R <M, |y, R* <M
Pour |sin&|<C R les termes de (A1) étant plus petits que les termes
correspondants de la série: (sin “>n
R

on peut intégrer les séries (4’) terme a terme entre les limites 0 et ¢
et 'on obtient ainsi:

x =%y (t) + % (£)sin & + x, (¢) sin?2x . . . }
Yy =9,() + vy, () sinx + vy, (f)sin?x + . . .

Pour obtenir un autre développement des intégrales nous mettrons v

sous la forme:

/ -
U:Vxlz"f—ylz—Zx'y'Sintx=l/(x/+y')2—4My’5in2_(2£

(A)

N 7T . .
ol @ =— —}—(x. Ici encore v reste une fonction holomorphe de x’, y*

est sm-*%o— tant que —1=<sino <1 —e¢.

Des considérations tout a fait semblables a celles que nous venons
de faire permettent d’établir que dans tout intervalle (0, 7) de la
variable £ les quantités x, vy, «7, y sont des fonctions holomorphes de

smz(;7 tant que |sin? (Z]I reste plus petit qu'une quantité déterminée R

différente de zéro et que par conséquent on aura aussiles développements:

X=2%{8) + % @s nz(p+x() n4(p+---+xn(t)sin2"%—|—~-
(B)
Y =9 () + ¥, (¢) sin®>—~ +y()sin‘*%Jr-~-+yn(f)sin2”%+-~

pour toute valeur finie de ¢.
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On aura un troisiéme développement en mettant v sous la forme:

¥ = ]/(x’ — 42 + 4%’y sin? —;ﬂ
. 7
oly="_—¢.
v 2

Dans ce cas aussi tant que %’ n’est pas devenu égal 4 y’, v sera

v

une fonction holomorphe de x’, y* et sin2? et par conséquent on aura:

('

x = %, (f) +x1(t)sin2% —}—xz(i)sin“%i—}— <o+ x, (f)sin®? — - ...
(©)

SIASIENIRS

y =30+ (Osin® L 4y, (sint £ - 4y, (@) sin

ce développement étant valable de # = 0 jusqu’au moment ot x’ devient
égal a y'.

Dans le cas ol f(v) sera une fonction paire de v, ces derniers dé-
veloppements aussi sont valables pour tout intervalle de .

11 est facile de se rendre compte que les développements (A) et (B)
sont d’une convergence trés rapide. En effet pour le calcul effectif
des coefficients de ces développements il faut développer f(v) et pour
cela il faut commencer par développer v. Or nous avons:

s 25y . , , 42y . @
v =]x"2 4+ 2V1—,~—“—;,smcx:x+ V'l——,——,—suﬁ»—
/ Y ¥4y ( v) (& 4 "2 2
D’autre part on a:
(¥ —y)2=0
d’oti:
2’2+ y'2=2x"y" ou bien (¥ +y)2=4x"y
et puisque %’ et 9’ sont des quantités positives et finies qui ne s’annulent
pas a la fois on aura:
s
1= 2%y

=7 42y’ =0
:xlz +yl2 =

=0 ou bien 1=z ——55=
(" +9)

v

Par conséquent, tant que [sin | <<1 ou bien sinzgl <1, on peut

développer v et de méme f(v), qui est ‘une fonction holomorphe de v,
en séries suivant les puissances entiéres et positives de:
2%’y . . ¥y .
—————sinQ® ou bien de ————s8in® =
Ay WHyE 2
Ces développements convergent trés rapidement puisque pour ¢ = 0
et { = oo les facteurs:
2x'y" 4%y
2’24y (' + )
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sont nul (pour t=0on a ¥ =0 et pour { =oc on a " =0 et y’ trés
grand). Pour des petites valeurs de ¢ ces facteurs sont petits de I'ordre
/

7/

de ¥ et pour des grandes valeurs de ¢ ils sont petits de V'ordre de %

e

Cette convergence rapide des séries de v conduit & la convergence
rapide des séries x et y. On aura une approximation suffisante en ne
retenant que les premiers termes de ces développements et en posant
simplement :

02 0y

A 0

Fig. 2. Appareil servant 4 obtenir les trajectoires qui correspondent A la méme
vitesse initiale et aux différentes valeurs de « par des transformations simples
de l'une d’elles.

Dans ce cas x et y ne dépendent que du temps et de v,. Prenons
un cadre parallélogramme ABCD, dont les c6tés peuvent tourner autour
des points A, B, C, D et portons sur ses cOtés opposés AB et CD les
points %, %, %5...x, a des distances x,(1), %4(2), %¢(3) ... x,(2)
des points A et C. Tendons entre les points correspondants des fils
sur lesquels on porte les points ms, , my, my. .. m,, a des distances
Yo(1) s ¥0(2), ¥6(3) .. . ¥o(f) des points correspondants %, , %y, %3 .. . %
de AB. Les points m,, m,, my...m,. .. ainsi obtenus seront alignés

sur une trajectoire qui correspond a langle & = < BAC — %
En déformant le cadre on obtient toutes les trajectoires qui correspondent
4 la méme vitesse initiale v, et & des valeurs de & entre — % et 4 —723
Le temps que met le point pour arriver & un point m, sur n’importe

laquelle des trajectoires ne change pas avec la déformation du cadre et
une lecture simple sur AB ferra connaitre ce temps.

‘Avec un tel appareil simple nous sommes arrivés i transformer
I'une dans T'autre d'une maniére trés satisfaisante les trajectoires pour
la sixiéme charge des »Schaubilder fiir 10,5 cm Gebirgshaubitze L]12<«
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de Krupp, ce qui montre que notre premiére approximation donne des
trajectoires qui s’approchent beaucoup des trajectoires réelles.

Dans les développements ci-dessus nous avons négligé dans la pre-
miére approximation les variations de la densité de Vair dans les

m
#1500
+100) - = ~— <]
e =
e I~ »=
N —— S
= \
S
‘\E \\\ V= "
- \ \\l} F
.,m] N
& Logung N \
= C 7/ R R R T

Aarrenenyfernung

Fig. 3. Cette figure reproduit les trajectoires pour la sixiéme charge des ,,Schau-

bilder fiir 10,5 cm Gebirgshaubitze L/12°* de Krupp. Les lignes pointillées re-

présentent les trajectoires obtenues en déformant la trajectoire o = 16% de Krupp
par I'appareil reproduit dans la figure 2.

différentes couches de I'atmosphére. La considération de ces variations.
se fera d’aprés les mémes principes. Pour le calcul effectif des coefficients
de nos développements nous renvoyons 4 notre mémoire dans la Zeit-
schrift fiir angewandte Mathematik und Mechanik.



Probleme der rechnenden
Himmelsmechanik.

Von M. Brendel, Frankfurt a. M.

1. Analysis und numerische Rechnung. Wohl nirgends treten die
Zusammenhinge wie auch die Unterschiede der reinen und der an-
gewandten Mathematik schirfer zutage als in der Mechanik des Himmels.
Sind doch die Fragen, die uns die letztere stellt, besonders klar und
durchsichtig; es muB darauf eine ebenso klare und durchsichtige Ant-
wort geben. Und doch ist eine solche nur in besonderen Féllen moglich;
vollkommen gelingt sie eigentlich nur im reinen Zweikérperproblem.
Hier sind sich Analysis und Rechnung in der Behandlung und in der
Losung der Aufgabe vollkommen einig. Ganz anders liegt die Sache
bei den schwierigeren Fragen des Drei- und Mehrkorperproblems. Die
Differentialgleichungen dieses Problems haben, wie man weil, der
Analysis nicht nur manche Anregung geboten, sondern dadurch auch
manchen schénen Erfolg veranla3t. Beiden Problemgruppen, dem Zwei-
und dem #n-Kérperproblem, gemeinsam sind die seit lange bekannten
Integrale der Bewegung des Schwerpunkts, der Energie und der Fldchen-
geschwindigkeiten. Wihrend diese Integrale aber beim Zweikoérper-
problem von groBem Nutzen sind und den Weg fiir die vollstindige
Lésung vorbereiten, erscheint dagegen jeder Weg, von ihnen aus der
Loésung des Mehrkorperproblems ndherzukommen, verschlossen, wenn
es gilt, die Bewegung aller Korper des Systems zu finden. Es zeigt sich
nimlich, daB in den Ausdriicken fiir alle diese Integrale die Koordinaten
eines jeden Korpers mit dessen Masse multipliziert vorkommen. Je
kleiner die Masse eines Korpers ist, je weniger er also zur Festlegung
des Schwerpunkts, zum Wert der Energie und zu den Flidchengeschwin-
digkeiten beitrigt, desto weniger genau ist seine Bewegung durch diese
Integrale bestimmt, und wir erfahren aus ihnen gar nichts iiber die
Bewegung eines Korpers, dessen Masse verschwindet. Und doch ist
gerade das Problem der Bewegung eines Korpers mit verschwindender
Masse nicht nur theoretisch das am nichsten liegende, sondern auch
das in der Natur sich am hiufigsten darbietende. Man mag dies Mi3-
verhidltnis etwa vergleichen mit einem System gewdhnlicher linearer
Gleichungen mit sehr kleiner oder verschwindender Determinante; ist
diese sehr Kklein, so ist zwar die analytische Lésung moglich, aber fiir
die Rechnung versagt sie; ist die Determinante Null, so versagen beide.
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Eine Ausnahme macht das im Falle des ,,eingeschrinkten‘ Problems
geltende JacoBische Energieintegral, das wenigstens zu wichtigen Unter-
suchungen iiber gewisse Stabilitdtsfragen (Grenzkurven) dient?).

Einen groBeren Nutzen kann die rechnende Astronomie schon aus
anderen neueren analytischen Errungenschaften ziehen; hier bieten die
Ergebnisse gewisser Existenzuntersuchungen, wie die {iber periodische
Lésungen, dem Studium wirklicher Bewegungen wenigstens brauchbare
Ausgangspunkte?). Inwieweit andererseits die neuerdings gegliickte
analytische Bewiltigung des allgemeinen Dreikdrperproblems3) fiir die
rechnende Astronomie fruchtbar gemacht werden kann, 148t sich heute
noch kaum iibersehen.

Unter diesen Umstdnden ist der Astronom, der den Bewegungen
der Himmelskorper folgen will, bestdndig gezwungen, Methoden an-
zuwenden, deren analytische Bedeutung nicht leicht scharf erfafit werden
kann und die den sicheren Boden der strengen Analysis verlassen.
Man hat sein Verfahren wohl gelegentlich als ein mathematisches Ex-
perimentieren bezeichnet und damit etwas nicht ganz Unzutreffendes
gesagt, sofern man dabei auch die Vergleichung des errechneten Er-
gebnisses mit der Beobachtung im Auge hat.

In der Tat, wenn man eine durch ein irgendwie geartetes Verfahren
vorausberechnete Naturerscheinung mit der Wirklichkeit vergleicht und
Ubereinstimmung findet, so wird man ein gewisses Vertrauen in dieses
Verfahren setzen, mag es nun in irgendeiner Hypothese iiber einen
Naturvorgang oder in der formellen Anwendung einer mathematischen
Formel bestehen.

Das hervorragendste Beispiel eines solchen Verfahrens auf dem
Gebiete der Himmelsmechanik ist KEPLERs Aufstellung seiner Gesetze
der Planetenbewegung. Die Antwort auf die Frage, warum die von ihm
gefundenen mathematischen Formeln gelten und ob sie wirklich streng
gelten, wird er selbst wie andere nach ihm gesucht haben, bis NEwTON
sie fand. Und auch diese Antwort ist keine endgiiltige; sie fiihrte aber
zu einem hoheren Standpunkt und zu der weiteren Frage, warum das
NEwTONsche Gesetz gilt und ob es streng gilt. Heute sehen wir, da3 der
ndchste Schritt in einer Weiterbildung unserer hergebrachten Vorstel-
lungen von Raum und Zeit besteht.

Freilich handelt es sich selten um Fragen von so gewaltiger Be-
deutung wie diese; aber es 1Bt sich in den meisten Fillen nicht von
vornherein ibersehen, welche Bedeutung ihnen einmal zukommen wird.
Andererseits wird man sich fragen, wie denn das erwdhnte Beispiel in

1) Hirr, BoHLIN, DARWIN. — Um den Aufsatz nicht mit Literaturangaben
zu iiberladen, sind an den. betreffenden Stellen nur die Namen einiger Verfasser
in FuBnoten als Anhaltspunkte genannt; im iibrigen sei besonders auf den VI. Band
der Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften hingewiesen.

2) POINCARE,
3) SUNDMAN,
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Vergleich zu stellen ist mit den rechnerischen Methoden der Himmels-
mechanik; denn bei diesen setzt man die Differentialgleichungen der
Bewegung voraus und leitet daraus, immerhin deduktiv, durch Reihen-
entwicklungen und Integrationsverfahren die Ergebnisse ab; man ver-
sucht nicht etwa eine empirische Formel fiir die Bewegungen auf-
zustellen, wie es die KEPLERschen Gesetze zundchst waren. Es handelt
sich aber bei den genannten Methoden eben nicht um eine strenge
Deduktion; um der Anforderungen einer solchen gerecht zu werden
oder um ihnen geradezu aus dem Wege zu gehen, kann man die Sache
auch anders auffassen: ‘ :

Der rechnende Astronom arbeitet mit auBerordentlich verwickelten
Reihenentwicklungen nach vielen Verdnderlichien, und schon darum
kann er sich iiber die strenge analytische Bedeutung dieser Entwick-
lungen keine Rechenschaft geben. -Sein Verfahren ist wesentlich ein
formelles. Betrachtet man es vom allgemeinsten Standpunkt, so besteht
es im Grunde darin, daB man eine oder mehrere GroBen, Konstante
oder Verdanderliche, aufsucht, die hinreichend klein sind, um eine ge-
niigend starke Abnahme der ersten Glieder der Reihen zu bedingen,
wobei sich einzelne Entwicklungen allerdings als konvergent in einem
bestimmten Bereich erweisen. Ohne auf Einzelheiten einzugehen, kann
man wohl sagen, daB diese Entwicklungsmethoden darauf hinauslaufen,
eine Gr6Be oder Funktion durch eine andere zu ersetzen, die die Form
einer endlichen oder abbrechenden Reihe hat. Das Wesentliche ist
dabei, daB die endliche Reihe einen Ndherungswert geben soll. Die Aus-
driicke, mit denen wir <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>