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Рассматривается широкий круг вопросов, свнзанных с синтезом 
электрических цепей. Даны как традиционные, 1<лассичес1<Ие методы 
синтеза двухполюсных. и четырехполюсных цепей, так и современные 
методы синтеза, развитие которых во многом обязано исследованиям 
автора. 

Методы синтеза цепей изложены последовательно и четко. Много
численные примеры и задачи завершают каждую главу. 

Книга рассчитана на  научных работников и инженеров, работаю
щих в области синтеза электрических цепей. Опа может быть также 
весьма полезной студентам и аспирантам электротехнической и ра
диотехнической специальностей. 
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От редактора перевода 

В последние годы заметно возрос интерес к теории электриче
ских цепей. Дело, видимо, в том, что основные идеи и методы те·ории 
цепей применимы, помимо электрических, и к цепям другой физиче
ской природы. Представляется возможным распространить эту тео
рию на  очень широкий круг цепей и систем не только линейных постоянных, но и параметрических ( а  возможно, и нелинейных) . 
Наконец, многого можно ожидать при использовании ее методов в теории сигналов . Вполне вероятно, что в ближайшее время будет 
создана единая теория сигналов и цепей. Имеется и ряд других причин, к числу которых, несомненно, от
носится резкое увеличение количества кибернетических устройств, 
составленных из большого числа сложных электрических цепей. 

Одной из наиболее важных и далеко не полностью решенных в современной теории цепей является проблема их синтеза .  Синтезу 
электрических цепей посвящены труды советских. ученыхП. К. Акульшина, Г. И .  Атабекова, А. Ф.  Белецкого, Б .  В .  Булга
кова ,  Н .  С .  Кочанова, П .  И. Матханова, В .  А. Тафта и др . Однако 
в большинстве из них рассматриваются лишь некоторые специаль
ные вопросы. 

Предлагаемая вниманию читателей монография принадлежит 
американскому ученому Э. А. Гиллемину - автору ряда фунда
ментальных работ по теории цепей («Цепи связи», «Математиче
ский аппарат теории цепей» , «Введение в теорию цепей» , «Синтез 
пассивных цепей», «Теория линейных систем») и множества статей . 
I( сожалению, ни одна из его книг не была переведена на русский 
язык, что, разумеется, затрудняло знакомство с ними советских 
читателей . 

По инициативе издательства «Связь» впервые в русском перево
де появится один из наиболее ценных трудов Гиллемина - «Синтез пассивных цепей» , в котором подробно рассмотрены обе задачи син
теза :  аппроксимация и реализация. 

Принципы,  положенные в основу книги, изложены в предисловии 
автора .  -5-



Переводчики и редактор стремились сохранить максимальную 
близость к оригиналу и возможно более точно передать все оттенки 
мысли автора . Поэтому, хотя в основном использованная термино
логия соответствует принятой в отечественной литературе, в некото
рых случаях указывается также терминология, применяемая авто
ром. Оставлены без изменения все обозначения математических 
символов. 

Однако ряд отступлений от оригинала все же имеется. Так, 
вместо подстрочных ссылок на цитируемую литературу было сочте
но целесообразным дать список литературы в конце книги . Кроме 
трудов, на которые ссылается автор , в э.ту библиографию доб авлены 
работы советских ученых. Для уменьшения объема книги пришлось 
значительно сократить предисловие автора и уменьшить чµсло при
водимых им. задач. Все задачи вместе с приложением к"главе Х 
перенесены в конец книги. При редактировании были устранены 
некоторые замеченные неточности и опечатки. 

Монография Гиллемина несомненно принесет пользу научным 
работникам и инженерам ,  студентам и аспирантам. 

М. АРIЗИНОВ 



Из предисловия а втора 

".Теория линейных электрических цепей, по существу, является 
·теорией линейных систем и поэтому находит применение во многих 
областях, помимо той, в которой она возникла и развивалась, дос
тигнув современного состояния. Вторая причина, имеющая не мень
шее значение, заключается в той важной роли, какую теория линей
ных пассивных цепей играет при рассмотрении более широкого 
класса задач, связанных с непассивными, односторонними, нелиней
liыми и статистическими цепями .  Практически все, что нам известно 
о том ,  как проводить исследования в этих областях, основано на ме
тодах, позволяющих использовать теорию линейных пассивных дву
сторонних цепей. 

1\асаясь предмета , которому посвящена эта книга , важно 
в самом начале отметить, что синтез и анализ различаются по двум 
основным признакам :  

а )  не  обязательно существует решение поставленной задачи и 
б )  если оно и существует, то не является единственным ; теоре

тически возможно бесконечное количество цепей, причем все они 
имеют одинаковую функцию или функции .  Таким  обр азом, подход 
к проблеме синтеза следует начинать с установления необходимых 
условий существования решения и эффективных способов опреде
ления того, удовлетворяются ли эти условия в данной ситуации. 
Неединственность решения приводит нас к малоизученным вопро
сам определения эквивалентных цепей - дополнительной задаче, 
которую в настоящее время приходится считать далеко еще не ре
ше-нной . 

-7-



Подход к проблеме синтеза усложняется также тем ,  что исход
ные данные, относящиеся к возбуждению и реакции, могут быть 
представлены в р азличных формах:  в форме временнь1х либо частот
ных функций .  Кроме того, в любом из указанных случаев требуемую 
характеристику цепи можно описать графически или аналитически, 
либо частично аналитически, либо с помощью различных комбина
ций этих способов. 

Известные методы реализации конечных цепей с сосредоточен
ными параметрами удается приспособить к требованиям, предъяв
ляемым к характеристике, лишь в том случае, когда они выражены . 
в форме рациональных функций 1юмплексной частоты, например , 
в виде входного сопротивления или сопротивления передачи. Следо
вательно, прежде чем получить решение задачи синтеза ,  необходимо 
придать предъявляемым требованиям эту форму. На этапе, где ха
рактеристики могут рассматриваться как во временной, так и в час
тотной областях, по существу, производится аппроксимация с задан 
ными допусками, но обычно без ограничений в других отношениях, 
так что опять существует любое число возможных решений. 

Для того чтобы произвести обоснованный выбор, нужно сначала 
основательно познакомиться с методами реализации, поскольку 
тогда появляется возможность управления такими важными прак
тическими факторами, как экономия числа  элементов, структурная 
форма результирующей цепи и возможное влияние паразитных 
элементов. . 

1 Это и определило расположение материала в книге: 
В гл авах 1-XIII рассматриваются теория и методы реализацин, 

а в последних двух главах, XIV и XV - задача аппроксимации соот
ветственно в частотной и временной областях. Рассмотрение теории 
реализации н ачинается с изучения свойств функций сопротивлений, 
формулирования необходимых условий реализации и методов про
верки данной функции для того, чтобы установить, удовлетворяютсn 
ли поставленные условия .  Этим вопросам посвящены две первые 
главы . 

В главе 1 исследуются функции цепей общего вида (RLC цепи), 
в главе II - специфические особенности двухэлементных цепеi'!. 
Синтез входного сопротивления LC цепей без потерь изложен в гла
ве 111, аналогичные методы, применимые к RC и RL цепям,- в гла
ве IV. Полученные результаты наглядно показывают неоднознач
ность методов реализации, а также наличие свойства обратимости, - 8 -



проявляющегося в том, что реализуемая входная функция обладает 
одинаковыми особенностями как в прямом, так и в обратном на
правлениях. Эти вопросы рассматриваются в главе V. 

Проблема реализации цепей общего nида (RLC) характери
зуется некоторыми существенными оттенками .  Вытекающее отсюда 
разнообразие возможных способов ее решения вызывает необходи
мость предварительного изучения дополнительных вопросов, в том 
числе некоторых свойств четырехполюсников, методов реализации 
данных цепей, в том случае, когда они не имеют потерь, и построе
ние сопротивления по его вещественной части , рассматриваемой на 
мнимой оси. Эти вопросы анализируются в rлавах VI, VII и Vlll 
соответственно. В главе VIll, кроме того, исследуются методы 
построения сопротивления по его модулю, заданному на мнимой 
оси, или углу, а также особенность этих методов, если допу
скается существование импульсов у заданной вещественной части 
на мнимой оси. 

В главе IX описаны кл ассические методы синтеза входных сопро
тивлений по Вруне и Дарлингтону, а в главе Х - методы реализа
ции по Ботту и Даффину и по Мията, позволяющие устранить из 
схем взаимные индуктивности . Второй метод, в отличие от первого 
метода, неприменимого в общих случаях, изложен более под
робно, чем это сделал сам Мията . Метод Ботта и Даффина уточ
нен с учетом результатов исследований, проведенных автором дан
ной книги. 

В главах XI и XII рассматриваются вопросы синтеза передаточ
ных функций, причем в главе XI описаны различные классические 
методы, а в главе XII - некоторые другие методы, а также излага
ются более общие точки зрения . Синтезу передаточной функции RC 
цепи посвящена глава XIII. / 

На этом этапе уже создается соответствуЮщая база для изуче
ния задачи аппроксимации. Ее исследование в частотной области. 
приведенное в главе XIV, основано на использовании функций Бат
терворта, Чебышева и эллиптических, а также метода Фурье и ме
. тодов полубесконечных наклонов и потенциальной аналогии .  Син-
тез во временной области, отличие которого сводится лишь к осо
бенностям решения соответствующей задачи аппроксимации, рас
сматривается в последней, XV главе, в которую включен и метод 
Фурье, позволяющий использовать известные способы непосредст
венного контроля погрешности во временной области . 

-9-



На протяжении всей книги, но особенно в последней главе и в 
тех главах, где р ассматриваются вопросы синтеза передаточной 
функции, пришлось опустить значительный материал, углубляющий 
и расширяющий обсуждение этих вопросов. Однако указанный ма · 
1'ериал менее важен как для практического применения, так и для· 
методики . . .  

Э. А. ГИЛЛЕМИН 



1. 
ГЛАВА 

Свойства входных сопротивлени� 
и сопротивлений передачи 

1 . 1 .  Физические соображения 

Из рассмотрения поведения цепей в переходном или свободном 
режимах ( например, реакций цепей на импульсное возбуждение) 
известно, что нули и полюсы функции входного сопротивления 
·отождествляются с комплексными собственными частотами соот
ветствующей цепи при ограничениях, накладываемых в режиме 
короткого замыкания и холостого хода. Таким обр азом, если 

Z(s) = H(s-s1) (s-sз)... (I. l )  (s-s2) (s-s4) • • •  
представляет собой сопротивление линейной, п ассивной цепи N 
(рис. 1.1) с сосредоточенными параметрами ,  то комплексные ча 
стоты s1, s3, . . •  являются собственными частота
ми этой цепи, когда входные зажимы замкнуты 
накоротко, а s2, s4, • • •  - собственными частотами 
той же цепи ,  когда входные зажимы разомкнуты . 
Другими  словами ,  если цепь с замкнутыми на 
коротко входными зажимами возбуждается ка

Рис. 1.1 

ким-либо образом (например, зарядом '-емкостей некоторым коли
чеством электричества ) ,  то выражение для тока на  ее входе имеет 
вид 

i1(t) = A1es,t + А3е5а1 + . . . (1. 2) 
В случае цепи  с разомкнутыми  зажимами выражение для напря
жения на ее входе имеет вид 

е1 (t) = В2е5•1 + В4е5•1 + . . . (1. 3) 
Назовем s1, S3" . .  собственными  частотами цепи в режиме корот

кого замыкания, а s2, s4" .. ее собст:венными частотами в режиме 
холостого хода. Таким образом, нули и полюсы сопротивления 
Z ( s) , измеренного со стороны определенных входных зажимов, 
представляют собой собственные частоты цепи соответственно в 

- 1 1 -



режиме короткого замыкания и холостого хода . Выражение ( 1 .2) 
для тока можно рассматривать как реакцию цепи на приложенный 
импульс напряжения, а выражение ( 1 .3) для напряжения - как 
реакцию на  приложенный импульс тока. 

Из физической интерпретации критических частот входного со
противления очевидно, что, если подключиться непосредственно к 
любым выбранным парам узлов цепи (прямые входы) , все соот
ветствующие сопротивления будут иметь одинаковые полюсы 
s2, S4, ". , поскольку они представляют собой собственные частоты 
той же цепи при тех же условиях. Аналогично, если замкнуть на
коротко данную пару зажимов и создать новый вход при помощи 
разреза какой-либо ветви (р азрезные входы ) ,  то сопротивление 
в любой другой паре зажимов будет иметь такие же нули s1, s3,". 

Если использовать разрезные входы, но не замыкать накоротко 
первоначальную пару зажимов, то нулями соответствующих сопро
тивлений будут s2, S4,"., т. е. точно такие же полюсы, как у сопро
тивлений прямых входов .  

Когда одновременно используется несколько прямых входов, 
можно рассматривать как сопротивления передачи цепи  в режиме 
холостого хода, так и входные сопротивления, причем в с е  о н и 
и м е ю т  о д и н а к о в ы е  п о л ю с ы. Если же одновременно ис
пользуется несколы<а разрезных входов, то целесообразно рассмат
ривать входные проводимости и проводимости передачи цепи  в 
режиме короткого замыкания, причем в с е  и х  п о л ю с ы б у д  у т 
о д  и н а к о в ы  м и и выражены через s1, s3,". 

При этом, подобно любым общим утверждениям относительно 
свойств цепи, предполагается , конечно, что в пей никоим образом 
не могут возникнуть колебания собственных частот, не возбуждае
мые в одной из ее ветвей. Однако и подобные цепи всегда можно 
построить так, чтобы высказанные утверждения оста.�:шсь справед
ливыми .  Действительно, если данное сопротивление не будет иметь 
определенного полюса ( вследствие того, что соответствующее ко
лебание собственной частоты не возбуждается при воздействии 
рассматриваемой входной функции) , то можно считать, что сопро
тивление имеет этот полюс, но с нулевым вычетом в нем . 
Г Мы будем рассматривать лишь пассивные цепи .  В этом случае, 

оЧевидно, функции ( 1 .2 )  и ( 1 .3) должны затухать с течени'ем вре
мени и, следовательно, все критические частоты сопротивления 
( 1 . 1 ) - иметь отрицательную вещественную часть, а нули и полюсы 
входного сопротивления - лежать в левой полуплоскости комп
лексных частот. Таким образом, это основное свойство входных 
сопротивлений сразу же становится очевидным из физического 
р ассмотрения поведения цепей. 

Что касается с о п  р о т  и в л е н и й п е р е д а ч и в р е ж и м е 
х о л о с т о г о_ х о д а  или п р о в о д и м о с т е й  п е р е д а ч и  в 
р е ж  и м е к о р о т  к о г о  з а м ы к а н и я ,  то приведенное выше 
рассуждение не поясняет расположения их нулей, которые никак 
не связаны с собственными частотами цепи. С этими частотами свя-
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заны только полюсы передаточных функций (сопротивление в ре
жиме холостого хода или проводимость в режиме короткого замы
кания ,  а также отношение выходной функции к входной) .  Вполне 
понятно, что указанные полюсы, подобно полюсам соответствующих 
входных функций, должны лежать в левой полуплоскости комплекс
ных частот. Это условие, вытекающее из того факта, что переходная 
характеристика пассивной цепи должна затухать со временем, 
представляет собой одновременно требование устойчивости. Систе- · 
ма ,  независимо от того пассивна она или нет, не может иметь устой
чивую характеристику (т. е. такую характеристику, которая не 
станет изменяться сама по себе, без внешнего воздействия ) , если 
соответствующая функция системы (входная или передаточная ,  
сопротивление или проводимость или безразмерный коэффициент 
передачи) не будет аналитической в пр авой полуплоскости ком
плексных частот. 

Что касается передаточных функций, то именно это положение 
и является для них определяющим , за исключением очевидного 
требования ограничения мнимой осью, куда бы ни включались 
потери. С другой стороны, входное сопротивление ( или проводи
мость) не может быть достаточно просто описано путем ограниче
ния расподожения его нулей и полюсов только левой полуплоско
стью. Прежде всего, числ а  конечных нулей и полюсов могут отли
чаться не более чем на единицу. Это эквивалентно тому, что асимп
тотическое поведение функции на  очень малых или очень больших 
частотах может быть сведено только к одному из трех ее ви
дов, а именно: к постоянной ; к постоянной, помноженной на часто
ту s, и к постоянной , деленной на частоту s. Физически причина 
такого ограничения, накладываемого на асимптотическое поведение 
функции, является результатом того, что на очень в1_:?1соких или на 
очень низких частотах цепь вырождается в одну из трех ее постоян
ных : R, L или С. В противоположность этому передаточная функ
ция может иметь значительно больше конечных полюсов, чем нулей 
{требования к ограничению исключают обр атную ситуацию) .  Фак
тически ее числитель может быть сведен к постоянной, а знамена
тель - иметь любую конечную степень. , Все нули передаточной 
функции тогда лежат на бесконечности, а ее полюсы конечны. 
Входная функция не имеет такой свободы, причем важно также 
напомнить, что она является функцией реакции или системной 
функцией (отношение выходной функции к входной ) независимо 
от того, р ассматривается ли передача в прямом направлении или 
в обр атном. С другой стороны, при обратном' направлении переда
чи передаточная функция уже не является более функцией реакции 
(в случае входной функции возбуждение и реакция не могут ме
няться ролями, когда эти две зависимые переменные относятся к 
р азличным точкам входа ) .  При обр ащении передаточной функции 
(т. е. для функции, обратной передаточной, у которой степень по
линома знаменателя в несколько р аз больше, чем степень полинома 
числителя)  известные граничные условия нарушаются . Для вход-
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ной функции ,  степени полиномов числителя и зн аменателя которой 
отличаются на единицу, граничные условия также нарушаются, но 
она, по крайней мере, имеет п р  о с т ы е  полюсы на мнимой оси, 
допустимые и в предельном случае ( без учета потерь) . В том же 
смысле простые полюсы на мнимой оси допускаются и в передаточ
ной функции, но это практически имеет меньшее значение, чем в 
случае входной функции (см. § 1 .6 ) . 

Поскольку входная функция должна быть функцией реакции 
при передаче в прямом или обратном направлении, то условия ус
тойчивости, очевидно, требуют, чтобы и нули и полюсы имели 
отрицательные вещественные части. На нули передаточной функ
ции такие огр аничения не накладываются. 

Входная функция ограничивается далее пассивностью схемы. 
Для всех точек на мнимой оси, соответствующих синусоидальному 
поведению при устойчивой амплитуде, средняя энергия, поглощае
м ая цепью, положительна. Следовательно, вещественная часть 
входной функции должна быть положительной на всей мнимой оси 
плоскости комплексных частот. (Заметим, что отрицательный знак 
вещественной части передаточной функции отнюдь не означает 
отрицательного поглощения средней энергии ни цепью, ни нагру
зочным сопротивлением. )  Поскольку вещественная часть сопротив
ления должна оставаться положительной, необходимо и достаточ
но, чтобы угол этого сопротивления ограничивался диапазоном • n n Н значении от - 2 до + 2. етрудно определить, что это ограниче-
ние, налагаемое на угол, может быть нарушено даже в случае ра
венства конечных нулей и полюсов и р асположения их в левой 
полуплоскости. Можно представить себе в этой связи скопление 
нулей на отрицательной вещественной полуоси вблизи начала ко
ординат и скопление полюсов на значительном р асстоянии от него. 
Углы частотных множителей, обусловленные нулями, тогда быстро 
суммируются с увеличением частоты, в то время как углы,  обуслов
ленные полюсами, не суммируются, пока не будут достигнуты зна
чительно более высокие частоты. Хотя чистый прирост угла (для 
всего частотного спектра )  р авен нулю при одинаковом числе конеч
ных нулей и полюсов, величина угла может во много р аз превышать 
n 2 на  некоторых конечных частотах, отличных от нуля. 

Поэтому огр аничения, накладываемые на  р асположение полю
сов и нулей, и соотношения степеней полиномов числителя и зна
менателя входной функции не являются достаточными. Кроме того. 
требуется , чтобы либо вещественная часть оставалась положитель-• б n n нои, �и о значение угла оставалось в пределах от -2до + 2во 
всех точках мнимой оси. 

Как будет показано ниже, совместное выполнение этих необхо
димых условий реализуемости входных сопротивлений или проводимостей является также достаточным. - 14 -



1.2. днаnитические основы изучения сво14ств функций · сопротивnения иnи проводимости 

Эффективный аналитический подход при изучении основных 
свойств входных и перед�точных функций основан на использова
нии энергетических функций соответствующей цепи [ 1 ]  1• Используя 
метод контурных токов, получим систему уравнений 

(1 . 4) 

где Zai - входные сопротивления и сопротивления передачи цепи 
в режиме холостого хода, имеющей l геометрически независимых 
контуров, в которых протекают контурные токи с комплексными 
амплитудами / 1 , " . , 11• Число доступных пар ,  образованных соответ
ствующим выбором из р ассматриваемых контуров, р авно р. 

Так называемые «энергетические функции» [ 1 ] 2 математически 
определяются следующими выражениями :  

l 
Т0 = � L1kl1lk; 

i, k=I 
l 

F0 = � R1kftik; 
i,k=I 

l 
Vo = � Sik!Jk. 

i, k=I 

(1. 5) 

(1. 6) 

(1. 7): 

Заметим, что двойное суммирование распространяется здесь на все 
l контуров, тогда как знак суммы в ур-нии ( 1 .4) - только на 
выбранные пары,  к которым относятся Zai.  Параметры Lik, Rik и 
Sik представляют собой соответственно индуктивность, сопротив
ление и обратную емкость в выбранном контуре. 

Если состояние р авновесия выр азитJ:> системой уравнений узло� 
вых напряжений, то аналогично для проводимостей получим 

р • 

� . - • • То � y1kE1Ek = sVo + Fo + -
5
-. 

i, k=I 
(1 .В} 

Здесь Yik - входные проводимости и проводимости передачи ц�пи 
в режиме короткого замыкания относительно выбранных р нагру
зочных пар или пар узлов, _которые представляют собой любые или 
все п геометрически независимые пары узлов цепи. Переменные R 

1 Такой подход к проблеме впервые был сформулирован в 1930 r. О. Вруне. 
См. также [49, 50, 5 1) (прим. ред.) . 2 В работе [ 1 ], однако, Т0 имеет размерность энергии. 

См. также [49, 50, 5 1 ] (прим. ред.) .  
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выражении ( I .8) представляют собой ряд напряжений узловых пар 
с комплексными амплитудами Е1 ,  "" En, а энергетические функции 
для данного случая определяются выражениями: 

п 

V�= � CikEiEk; 
l, k=I 

п 

F� = � GikEtEk; 
i, k=I 

п 

Т�= � ГikEJfk. 
l, k=I 

(I . 9) 

(I . 1 0) 

(1 . 1 1 ) 

Здесь суммирование распространяется на  все пары узлов от l до 
п, тогда как суммирование в ур-нии ( I .8 ) - только на р пар, кото
рые выбраны в качестве входов .  Параметры Си�., Gui. и Ги�. представ
ляют собой емкость, проводимость и обр атную индуктивность в 
соответствующих пар ах узлов. 

Комплексная частота s появляется либо в ур-нии ( I .4 ) , либо в 
ур-нии ( I .8 ) . Она более широко используется вследствие того, что 
сопротивления Zik и проводимости Yik являются ее функциями, а 
комплексные амплитуды токов /1, "" 11 или напряжений Е1, "" En, 
найденные из решения соответствующего ряда уравнений равнове
сия, за висят от комплексной частоты источника или источников 
возбуждения. Следовательно, когда в ( I .4) или ( I .8 ) рассмат
риваются функции от частотной переменной s, н�бходимо помнить 
об их явной и подразумеваемой зависимости отl s. В этой связи 
важнее всего тот факт (см .  первую ссылку на стр . 1 5) ,  что энер
гетические функции, определяемые ф-лами ( I .5) , ( I .6) , ( 1 .7) , а так
же ( I .9) , ( I . 1 0) и ( I . 1 1 ) ,  являются и вещественными и положитель
ными для всех комплексных значений частотной переменной s. 

Нетрудно заметить, что функции комплексной частотной пере
менной s, определяемые ур-ниями ( I .4 )  и (1.8) , имеют следующие 
общие свойства :  

- Функции вещественны, если s вещественно; 
- Функции имеют положительную вещественную часть, если 

полож ительна вещественная часть s. ( I . 1 2 )  
Функция комплексной переменной, обладающая этими основны

ми свойств ами (впервые введенная в синтез цепей О. Вруне) , назы
вается п,олож ительной вещественной функцией. Термин «положи
тельная» указывает на положительный знак ее вещественной части 
при вещественных положительных значениях s. При этом положи
тельная функция не обязательно имеет вещественную часть при 
всех вещественных значениях s .  Положительные вещест'венные 
функции (сокр ащенно п .  в .  ф . ) , определяемые ур-ниями ( I .4 )  и 
( I .8) , являются, таким образом, более ограниченными, чем просто 
положительные функции. Далее будет показано, что функции вход-
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ного сопротивления и проводимости линейных пассивных цепей 
представляют собой п. в. ф . , причем это свойство является необ
ходимым и достаточным для их реализуемости. Ниже мы, кроме 
того, докажем, что все тонкие особенности поведения указанных 
функций цепей обнаруживаются именно потому, что они положи
тельны и вещественны. 

Поскольку двойные суммы в ур-ниях ( 1 .4 )  и ( 1 .8 )  являются 
п. в. ф . ,  можно сформулировать некоторые свойства входных и пе
редаточных сопротивлений zik и проводимостей Yik· Прежде всего 
необходимо устранить трудность, заключающуюся в том ,  что в этих 
суммах присутс:rвуют комплексные переменные /i и Ei. Метод, 
посредством которого выполняется указанная задача, будет по
дробно рассмотрен применительно к двойной сумме, определяемой 
ур-нием ( 1 .4) . Однако изложенные положения справедливы также 
и для ур-ния ( 1 .8 ) . 

Запишем комплексную величину /i в виде · ft=at+ibt, (1 . 1 3) 
где ai и bi - вещественные величины, на которые более не накла 
дывается никаких ограничений. Тогда сопряженную величину lk 
можно представить в виде 

(1 . 1 4) 
В результате получается 

Iilk= (atak+btbk) +i(akbi-aibk)· (1 .1 5) 

Подстановка этого выр ажения в двойную сумму, определяемую 
ур-нием ( 1 .4 ) , дает 

р р р � Zti Jk = �-Ztk(atak + btbk) + i � Ztk(akbt-aibk) • 
l, k=I i,k=I i,k=I 

(1 . 1 6) 

Используя условие симметрии Zik = z11.i, можно показать, что вто
р ая сумма в правой части рассматриваемого уравнения, р авна ну
лю. Принимая во внимание, что функция в левой части ур авнения 
должна быть п .  в .  ф . даже в том случае, если токи обусловлены 
соответствующим образом выбранными, но произвольными источ
никами возбуждения, ограничения, накладываемые на эту функ
цию, точно такие же, как и исходные. Они заключаются в том , что 
функция 

р 
Z(s) = � Ztkxixk (1 . 1 7) 

i,k=I 

должна быть п .  в .  ф. при всех значениях независимых вещественных 
переменных Х1, • • •  , Хр. 

2 Заказ 49 - 17-



Функция Z (s) яв.ТJяется квадратичной формой этих переменных 
с матрицей [Zн . . . . . .  Z1p] 

. . . . . . . . .  ' 
ZP1 • ZPP 

(I .1 8) 

которая характеризует входные сопротивления и сопротивления 
передачи цепи с выбр анными р парами зажимов в режиме холо
стого хода. Поскольку коэффициенты Zik матрицы ( 1 . 18) являются 
функциями комплексной частоты s, квадратичная форма Z (s )  так
же является функцией s и, кроме того, функцией вещественных _ _ _ _ _ переменных х1, • • •  , Хр. Она долж-

,..,,,. на  оставаться п. в .  ф. от s для 
./' - - - - - ..... всех вещественных конечных зн а -

/ ' ,  чений этих переменных. Указан-
' ' ное требование накладывает оп-' ределенные ограничения на  Zih· 

1 
Р.ис. /.2 

Рассмотрим данный вопрос, а 
также физическую интерпрета
цию функции z ( s) . 

На рис. I.2 показана цепь N с 
р парами зажимов, напряжения 
и токи на  которых соответственно 
обозначены Е1, 11; Е2, 12; • • • ; Ер, 
1 Р· К каждой паре зажимов под
ключен идеальный трансформа 
тор с последователвно соединен 
ными вторичными обмотками .  От-
ношения числа витков вторичных 

обмоток трансформаторов к числу витков их первичных обмоток 
обозначены вещественными величинами х1, • • • , Хр. Поскольку на 
пряжения на вторичных обмотках равны х1Е1; х2Е2; . • •  ; ХрЕр, то  об
щее напряжение при последовательном соединении Этих обмоток 
определяется выражением 

(I. 1 9) 

Общий ток вторичных обмоток / связан с различными частными 
токами посредством коэффициентов трансформации: 

f1=xif; f2=X2f; ... ; fp=X,). (1. 20) 

В матричной форме два последних уравнения имеют вид 

Е� [х,х, ... x,J х r 1] (1. 21) 
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[/1J [Х11 ;: � : xl. (I. 22) 

При  использовании матрицы сопротивлений ( 1 . 1 8) ур авнения, 
связывающие напряжения и токи, можно записать так: 

• . . . . . . 12 Е2 
[Z11 • Z1p l [/1 l [Е11 

z,, . z" х J, � i, . 

(1 . 23) 

Если подставить в матрицу-столбец токов эквивалентное выр аже
ние, определяемое ур -нием ( 1 .22) , а затем _умножить обе части 
ур авнения на матрицу-строку 

[Х1Х2 • • •  Хр), 
то получим с учетом ур-ния ( 1 .2 1 )  

[Х1Х2 • • •  Хр) Х [
Z�1 _.· • • • • • • �

1
� l Х [�l= � =Z(s) .  

Zpl • Zpp Хр , 

(1 . 24) 

(1 . 25) 

Левая часть этого уравнения фактически является м атрицей, 
эквивалентной двойной сумме ур-ния ( 1 . 1 7 ) , а отношение _Ё_ пред-

. ' / 
ставляет собой суммарное сопротивление со стороны последова
тельного соединения всех вторичных обмоток тр ансформаторов (см .  
р ис. 1 .2 ) . Следовательно, функция Z (s), определяемая ур-нием 
( 1 . 1 7 ) , имеет простое физическое толкование . (впервые данное 
Бруне в 1930 г. ) ,  а именно: суммарное сопротивленИе создается 
последовательным соединением р пар  зажимов цепи при условии, 
что каждая пара имеет идеальный трансформатор с независимо 
регулируемым вещественным коэффициентом трансформации. Ес
ли  р ассмотреть ур-ние ( 1 . 1 7 )  для случая р = 1 ,  то увидим ,  что 
любое входное сопротивление должно быть п. в. ф. Из рис. 1 . 2  вид
но, что цепь с р пар ами зажимов вырождается при этом в цепь с 
одной парой зажимов, а функция Z (s) представляет собой входное 
сопротивление со стороны данных зажимов. Физически ясно, что 
если р ассматриваемое входное сопротивление не будет п. в . ф. при 
всех значениях вещественных коэффициентов х1, • • •  , �Р• то ряд со
противлений Zik , определяющий функцию Z(s), .не м9жет представ
лять собой физической цепи .  По существу, именно .это условие и 
подразумевают, когда говорят, что функция, определяемая ур-нием 
( 1 . 1 7 ) , должна быть п .  в .  ф .  при всех вещесjв�;нны,� значениях Xk. 
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для того, чтобы данный ряд Zik соответствовал входным сопротив
лениям и сопротивлениям передачи цепи с р парами зажимов, на
ходящейся в режиме холостого хода. 

До сих пор было показано, что указанное условие является 
.!Jишь необходимым для физической реализуемости . Достаточность 
его можно доказать, поскольку физическая цепь оказывается дей
ствительно осуществимой, если не накладывается никаких других 
ограничений кроме этого. 

Аналогичное р ассмотрение применительно к параметрам цепи -
проводимостям приводит к функции вида 

р 
Y(s) = L Yillxlxk, 

l, ll=I 

(1. 26) 

где Yik - входные проводимости и проводимости передачи цепи с 
р парами зажимов, находящейся в режиме короткого замыкания. 
Для этого выражения справедливо такое же физическое толкова
ние, как и для рассмотренного ранее (см. рис. 1 .2 ) . Используя ту 
же цепь N, получим матрицу проводимостей [У�1 • . . . •  • • . • У�р]

· 
Ур1 

• 
Урр 

(1 . 27) 

которая представляет собой матрицу, обратную матрице сопротив
лений, выраженной ф-лой (1 . 1 8 ) . 

Полученный результат показывает, что если функ�ия Z (s) , оп
ределяемая ур-нием ( 1 . 1 7 ) , является п .  в. ф. для всех вещественных 
х1, ••• , Хр, то она будет такой же функцией и в случае матрицы z, 
замененной обр атной матрицей. Если эту обратную матрицу снова 
рассматривать как матрицу сопротивлений, то она будет хар акте
ризовать втЬрую цепь с р парами зажимов (в противоположность 
первоначальной цепи N ее можно обозначить как цепь R), рас
сматриваемую как о б р а т н у ю  для данной цепи N [ l ] 1 • 

Таким образом, можно показать, что обратная цепь по отноше
нию к любой данной цепи всегда осуществима ,  тогда как дуальная 
ей цепь неосуществима (подробное ср авнение дуальных и обр ат
ных цепей изложено в р аботе [l] 1• 

1 .3. Сво84ства nоnожитеnьных вещественных функци-4 

Используя соответствующие положения теории функций комп
лексного переменного, можно подробно сформулировать свойства 
функций ,  относящихся к классу п. в .  ф. Нетрудно доказать, что 
п. в . ф .  не может иметь полюсов в правой полуплоскости комплекс
ных частот, так как вещественная часть ее изменяет свой адгебраи-

1 См .  также [49, 50, 5 1) (прим. ред.) . 
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ческий знак по меньшей мере дважды при полном обходе вокруг 
полюса в непосредственной близости от него. Поскольку в правой 
полуплоскости вещественная часть п .  в .  ф .  остается положитель
ной, то в данной области, очевидно, вещественная часть не может 
изменить знака. Поэтому предположение относительно того, что 
п. в . ф. имеет полюсы в пр авой полуплоскости, неспр аведливо. По
дробный анализ, подтверждающий такое утверждение, состоит в 
следующем. 

Если функция Z (s) имеет полюс порядка п в точке s = s1, то ее 
разложение Лорана около этой точки будет 

а_п a-(n-1) a_I Z (s) = п + п-� + . .. +-- +a0+a1(s-s1) + ... 
(s-s1) (s-s1) s-s1 

(1 .28) 
Заменив в непосредственной близости от нее ряд доминирую

щим членом, получим 
а_п 

Z(s) � (s-s1)n 
. (1 . 29) 

Для комплексного коэффициента a_n можно записать 
а_п = Aei<i>. (1. 30) 

Чтобы упростить прохождение вокруг полюса по концентриче
ской окружности, примем 

(s-s1) = pei0, (1 . 3 1 )  
где р - произвольное малое, н о  н е  равное нулю число. Тогда для 
вещественной части функции Z(s) имеем 

Re (� eli<1>-n0>) = �cos(n0-q>). pn pn (1 .32) 

Угол q> постоянен, а угол 0 изменяется от нуля до 2n, тогда как 
р остается постоянным по мере прохождения вокруг полюса по 
концентрической окружности. Ясно, что вещественная часть ур-ния 
( 1 .32 )  принимает произвольно большие положительные и отрица
тельные значения на этой окружности, изменяя свой алгебраиче
ский знак 2п раз при полном обходе вокруг полюса. Таким обра
зом , видно, что п. в. ф . должна быть анаJщтической в правой полу
плоскости, где ее вещественная часть остается положительной. 

Покажем далее, что функция не может быть п .  в. ф., если обрат
ная ей функция не является п. в. ф., или что обр атная фунI<ция бу
дет п .  в. ф., если данная функция является п .  в .  ф .  Предположим, 
что 

Z(s) =R(a, ro) +iX(a, ro) 
при s = а + jro. 
Тогда обратная функция будет 

Y(s) = -1 - = R-iX 
Z(s) Rz+xs - 2 1 -

(1 . 33) 

( 1. 34) 



Отсюда ясно, что исходная функция и обратная ей имеют одина
ковые алгебраические знаки для своих вещественных частей. Ут
верждение, сформулированное в начале этого пар аграфа ,  ср азу же 
становится очевидным. 

Поскольку нулями исходной функции являются полюсы обрат
ной функции, которые не могут располагаться в правой полупло
скости, то нули также не могут располагаться в ней. Таким обра
зом, можно сказать, что п .  в .  ф. не может иметь ни нулей, ни 
полюсов в правой полуплоскости или, иными словами, исходная и 
обратная ей функции должны быть аналитическими в правой полу
плоскости комплексной частоты. Это свойство входных функций 
ранее было рассмотрено на основе физических представлений. Сей
час оно трактует·ся так же, как свойство п .  в . ф. 

Логично теперь выяснить, могут ли полюсы п .  в .  ф .  лежать на 
мнимой оси , которая является гр аницей между левой и правой 
полуплоскостями. Чтобы ответить на этот вопрос, снова р ассмот
рим выражение ( 1 .32) для вещественной части функции вблизи 
полюса. Заметим, что если полюс простой (п = 1 )  и коэффициент 
ап = а_1 ( который при п = 1 становится вычетом функции в этом 
полюсе) является вещественным и положительным, так что со
гласно ур-нию ( 1 .30) <р = О, то вещественная часть в непосредствен
ной близости от полюса остается положительной, по кр айней мере, • л: 0 л: э в пр авои полуплоскости, где --< < -. то доказательство не 

2 2 
объясняет полностью, могут ли полюсы функции лежать на мнимой 
оси. Оно лишь показывает, что если полюсы на мнимой оси простые, 
а вычеты вещественны и положительны, то вещестченная часть 
несомненно положительна (и может быть сколь угодно большой по 
абсолютному значению, за исключением точек 0 = ± � ) на полу
окружности ср авнительно небольшого радиуса, лежащей полностью 
в правой полуплоскости. Ясно, что приведенное условие как р аз 
позволяет допустить существование таких полюсов на мнимой оси. 
Однако для полного доказательства этого утверждения необходимо 
воспользоваться другим р азделом теории функций комплексного 
переменного. 

П. в. ф., как следует из ее названия, имеет вещественную часть, 
положительную во всей правой полуплоскости комплексных частот. 
Она является также функцией аналитической во всей этой полу
плоскости. Существует теорема относительно вещественной части 
функции, аналитической в данной области и на границе ее. Она 
гласит, что наибольшее и наименьшее зн ачения, которые принима 
ет вещественная часть функции в этой области, включая е е  границу, 
должны лежать на гр анице области [2] 1 • Чтобы применить эту 
теорему для п .  в. ф" имеющей полюсы на мнимой оси, а также в 
.тrевой полуплоскости, выберем в качестве гр аницы пр авой полу-

1 См. таю1{е [52] (прим. ред. ) . 
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1 1лоскости мнимую ось, включая обл асти, непосредственно примы
кающие к полюсам , и заполним промежутки в этих точках с помо
щью концентрических полуокружностей, лежащих полностью 13 
пределах правой полуплоскости, как это показано на рис. 1 .3 . Диа
грамма на этом рисунке соответствует случаю, когда рассматривае
мая функция является сопротивлением, причем его вещественная 
часть вдоль мнимой оси должна быть неотрицательной. 

Поскольку наименьшие значения, принимаемые вещественцой 
частью во всей правой полуплоскости, лежат на этой гр анице, то 
положительный знак функции здесь гар антирует ее положительное 
значение во всей правой полуплоскости. Следовательно, если счи
тать доказанным вещественность функции для вещественных зна -
чений s, то это гарантирует, что функция J!.J будет п .  в. ф. Другими словами, фун�щия 
может иметь полюсы на мнимой оси и все 
же быть п. в .  ф., когда полюсы простые, а 
вычеты вещественны и положительны .  
При этом вещественная часть функции не 
будет отрицательной на дугах полуок
ружности в случае, если на линейных 
участках мнимой оси, включая участки в 
непосредственной близости от полюсов, 
вещественная часть функции также не 
отрицательн а . 

Плосн.s 

но6ая гоаиuиа 
Приведенное ранее рассмотрение, ос

нованное на физических представлениях, 
уже показало, что вещественная часть 

Рис. l.3 

функции не должна быть отрицательной на мнимой оси, но при этом 
не было дано никакой специальной информации относительно по
люсов на мнимой оси . Аналитический подход проливает больший 
свет .на  характеристики функций сопротивления ·и  проводимости. 

Теперь можно сформулировать условия, необходимые для того, 
чтобы функция была п. в. ф .  В случае цепей с конечным число:\'\ 
сосредоточенных параметров она являетсн рациональной функцией 
(частное от деления конечных полиномов) , как это было исчерпы
вающе показано раньше. Для вещественности функции при всех 
Значениях s требуется лишь, чтобы полиномы имели вещественные 
коэффициенты . В свою очередь, нули этих полиномов симметрично 
р асположены относительно вещественной оси плоскости s. Картина 
расположения полюсов и нулей рациональной п .  в. ф .  должна пре
жде всего показывать эту симметрию. 

Кроме того, вещественная часть такой функции должна быть 
положительной во всей правой полуплоскости s. Если р ассматри
вать, кроме s-плоскости, еще плоскость, в которой построены комп
лексные значения функции (f-плоскость или Z-плоскость для функ
ции сопротивленин Z) ,  то данное условие выразится как требова
ние, накладываемое на отобр ажение свойств функции f (s) или 
Z (s) , а именно: точки в правой полуплоскости s должны быть ото-
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бр ажены в точках, лежащих в правой половине [-плоскости или 
Z-плоскости, причем гр аницы полуплоскостей должны быть вклю
чены как гр аничные точки. Следовательно, точка на мнимой оси 
плоскости s может быть отображена в правой полуплоскости J или 
же точка на  мнимой оси в одной плоскости - стать точкой на  мни
мой оси в другой плоскости . Такие предельные случаи возникают 
только в идеализированных условиях и практически не имеют боль
iпого значения, но поскольку, в принципе, их можно представить 
себе, то общее положение, установленное относительно п .  в .  ф . ,  
должно допускать возможность существования подобных случаев. 

Необходимо заметить, что точку в пр авой полуплоскости s нель
зя отобразить на мнимую ось плоскости f, так как свойство п .  в .  ф .  
выразится в эквивалентной форме в полярных координатах (в  
противоположность прямоугольным координатам ,  которыми мы 
пользовались при всех ее рассмотрениях) .  Эквивалентная форма  
в полярных координатах имеет вид 1 

1 arg Z 1 < 1 arg s 1 при 1 arg s 1 < ...=:_ • (1 . 35) 
2 

Другими словами, угол функции всегда меньше по абсолютному 
значению, чем угол независимой переменной при ее значениях в 
пределах правой полуплоскости. Обе формы математически пол
ностью эквивалентны в том отношении, что они могут быть полу
чены одна из другой .  По всей видимости такое утверждение гораз
до более строго, чем приведенное р анее о том ,  что вещественная 
часть функции f (s) является положительной для всех значений s 
с положительной вещественной частью. Полярная СИ9'1'ема  по ср ав
нению с ·прямоугольной системой координат окаjывается более 
удобной для выявления одних свойств функций и, наоборот, пря
моугольная система позволяет легче выявить другие свойства .  Сле
довательно, в общем случае необходимо пользоваться обеими си
стемами .  

В результате применения упомянутой выше теоремы о веще
ственной части функции комплексной переменной и анализа ее по
ведения вблизи полюса можно сформулировать следующие необ
ходимые и достаточные условия : функция, являющаяся веществен 
ной при вещественных s, имеет положительную вещественную часть 
во всей правой полуплоскости s . Таким образом , если функция ана
литическая в пр авой полуплоскости •и на мнимой оси, то надо толь
ко убедиться , что ее вещественная часть не будет отрицательной 
на мнимой оси и что она останется положительной во всей правой 
полуплоскости. Исследование поведения вещественной части вдоль 
мнимой оси является, по-видимому, менее сложной задачей, чем 
исследование ее �о всей правой полуплоскости. Практический эф
фект применения соответствующей теоремы для этого случая оче-

1 Детальный вывод и рассмотрение этой формы см. [ 2J. 
См. также [49, 50, 5 1] (прим. ред.) . 
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виден. Однако необходимо убедиться прежде всего в том, что функ-
1 \Ия является аналитической в правой полуплоскости s, включая 
мнимую ось. В противном случае теорема неприменима. 

При наличии полюсов на  мнимой оси можно изменить границу 
нравой полуплоскости так, как показано на рис. 1 .3. На этой изме
ненной гр анице функция является аналитической, и к ней может 
быть применена теорема ,  позволяющая сформулировать следую
щее предложение: если вещественная часть функции положительна 
вдоль все этой новой границы, то она положительна и во всей пра 
вой полуплоскости. Рассматривая вещественную часть функции 
вдоль измененной границы, можно разделить последнюю на две 
части : линейные участ1ш и дуги полуокружностей. Неотрицатель
ность вещественной части на  дугах полуокружности обеспечивает
ся тем, что полюсы являются простыми, а вычеты функции в них -
положительными вещественными. Неотрицательность вещественной 
части вдоль линейных участков может быть исследована (как это 
будет показано далее) теми же методами, которые используются 
при отсутствии полюсов на мнимой оси. Когда функция имеет по
люс на  мнимой оси, необходимые и достаточные условия принад
лежности данной функции к классу п. в .  ф. отличаются от анало
гичных условий для функций, аналитических только на мнимой оси. 
Отличие заключается в дополнительном требовании, чтобы полюсы 
были простыми, а вычеты в них - положительными веществен
ными. 

Все вышеприведенные рассуждения относительно необходимых 
и достаточных условий для получения п. в .  ф. можно обобщить о 
одно, содержащее три основных положения : 

Рациональная функция, вещественная при вещественных значе-
ниях s, является п .  в. ф . ,  если 

А. Функция является аналитической в правой полуплоскости. 
Б. Вещественная часть фуН1щии неотрицательна Щl мнимой оси. 
В. Любые полюсы функции на мнимой оси являются простыми 

и имеют положительные вещественные вычеты. ( 1 .36)  

- 1.4. Методы оnредеnения nринадnежности функции 
к кnассу n. в. ф. 

Первый основной этап при определении, является ли  данная 
рациональная функция п .  в. ф . 1 , заключается в выяснении того, 
аналитична ли она в правой полуплоскости. Другими словами, не
обходимо исследовать полином знаменателя функции для того, 
чтобы определить, имеют ли его нули отрицательные вещественные 
части. Если он имеет только такие нули, то его можно рассматри
вать как полином Гурвица. Указанная проверка известна как за-

1 Предполагается, что ее  полиномы имеют вещественные коэффициенты. 
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дача Гурвица 1• Напомним некоторые важные свойства полинома 
Гурвица .  Запишем полином 

Q(s) = а0 + a1s + a2S2 + ... + ansn ( I .  37) 
·СО следующими четными и нечетными частями :  

m(s) = а0 + a2s2 + a4s4 + . . . + ansn 

} п(s) = a1s + a3s3 + a5s5 + . . . + an_1sn-I · (I . 38) 

Здесь п - четная степень, в противном случае последние члены 
должны быть переставлены местами. Рассматривая необходимые 
условия проверки, следует учесть, что полином не может быть по
линомом Гурвица, если не все его коэффициенты положительны и 
·если пропущены промежуточные члены. Нетрудно оценить эти тре
бования, заметив, что полином Гурвица может быть получен то"1ь
ко при использовании трех видов сомножителей : 

(s + а) для а - в ещественного и полож ительного; 
(s2 + Ь2) для Ь - вещественного; 

(s2 + 2as + а2 + Ь2) для а -вещественного и положительного и Ь - вещественного. ( I .39 ) 
Первый из сомножителей дает нуль на  отрицательной веществен
ной оси, второй - пару нулей на мнимой осн (которую мы р ас
см атриваем как предельный случай, хотя математическое опреде
ление полинома Гурвица .не включает такие нули) ; третий - пару 
сопряженных комплексных нулей вида s = -а ± jb . Важной осо
бенностью этих сомножителей является отсутствие в них отрица
тельных слагаемых . Ясно, что произведение любой комбинации та
ких сомножителей может дать в результате полиномы только с по
ложительными слагаемыми. При этом никакие члены не будут 
сокращаться, так что в полученном полиноме не окажется каких
либЕ отсутствующих степеней s. Единственным исключением яв 
ляется случай вырождения, когда полином состоит только из про
изведения сомножителей, р асположенных на мнимой оси, и стано
вится четной или нечетной функцией s ( нечетной, когда имеет место 
нуль при s = О). 

Предположим, что все коэффициенты в полиноме положительны 
и ни один не пропущен, тогда при определении его принадлежности 
к классу полиномов Гурвица необходимо использовать более стро
гие методы. В этой связи рассмотрим подробнее некоторые свойства 
четной и нечетной ч астей полиномов m(s ) и п(s), которые форму
лируются следующим образом. Все нули полиномов m(s) и п(s) 
являются простыми и расположение их ограничено мнимой осью, 

1 ДJIЯ детального рассмотрения этого вопроса следует обратиться к работе 
[2] . Здесь приводятся только наиболее важные аспекты рассмотрения .  

См .  также учебники по радиотехнике и учебники по автоматическому регули: 
рованию, например, [53, 54] (прим. ред. ) . 
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где они появляются сопряженными пар ами, чередуясь друг с дру
гом .  Таким образом, полином n(s) - нечетный с коэффициентом s 
и ,  следовательно, р авен нулю при s = О. Следующая, самая боль
шая по абсолютному значению пара  нулей относится к полиному 
т (s), последующие за ней пары нулей на мнимой оси - к полиному 
n(s) и т. д. Здесь проявляется с в о й с т в о  ч е р е д о в а н и я  нулей 
полиномов т и п на l\!Нимой оси. Если  можно доказать, что четная 
и нечетная части произвольного полинома имеют такие простые 
ч е р е д у ю щ и  е с я ну.'lи, он должен быть Полиномом Гурвица п 
наоборот. 

На рис. 1 .4 показан общий хар актер поведения пары функций 
т (jro) и п (jro) вдоль мнимой оси, на которой рациональная 
функция 

'Ф
(s) = 

m(s) 
п (s) 

(1 . 40) 

имеет простые полюсы в нулях s = s. функции n(s) с вычетами. 
р авными 

k - [�] ' -
п' (s) s=s.' (1 . 4 1 )  

где 
, dn dn d r п ) 

п 
(
s) =-;z;= jdw = dw \./ · (1 . 42) 

Из рис .  1 .4 видно ( по отношению к нулям полинома п) , что 
когда функция т - положительная, наклон функции n/j также по-

Рис. 1.4 

ложительный. Если же функция т - отрицательна, то функция 
n/j имеет отрицательный наклон. Отсюда следует, что вычеты в 
ур-нии ( 1 .4 1 )  все вещественные и положите.1ьные. Этот р езультат 
является следствием чередования нулей полиномов т и п. Анало-

п гично можно утверждать, что р ациональная функция -, обр атная 
т 

ур-нию ( 1 .40) , точно так же имеет все простые полюсы, ограничен
ные мнимой осью, и положительные вещественные вычеты. Факти
чески функция 'Ф (s) и обратная ей имеют преде{!ьную форму 
п. в .  ф., все полюсы которой лежат на мнимой оси. Такая функция, 
как мы увидим далее, является входным сопротивлением или про-
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водимостью цепи без потерь, т. е. имеющей только индуктивность 
и емкость. 

Весьма важно в связи с этим отметить, что если данная рацио
нальная функция обладает таким свойством , то и обратная ей 
имеет тот же характер ,  а значит соответствующие полиномы т (s ) 
и п (s)  должны Иметь простые нули, чередующиеся на  мнимой оси. 
Чередование нулей обеих функций и то, что они должны быть про
стыми, являются н е о б х о д и м ы м  и условиями для положитель
ности всех вычетов функции ..p (s) или обр атной ей. Точно так же 
справедливо обратное утверждение, а именно, что если полюсы 
функции 'Ф (s) простые, а вычеты положительны, то нули функций 
m (s )  и п (s)  должны быть простыми и чередоваться . При этом ни
какое другое р асположение нулей не может дать постоянных поло
жительных вычетов. Следовательно, функция, обратная 'Ф (s) , бу
дет, очевидно, обладать тем же свойством, а сумма функций 
т (s )  + п (s )  = Q (s) должна быть полиномом Гурвица . 

На основании рассмотренных результатов нетрудно сформули
ровать простой метод проверки, является ли данный полином по
линомом Гурвица. Предположим задан полином четной степени. 

. т Тогда функц1:1я 'Ф (s )  = - имеет простой полюс на бесконечности 
п 

и ее вычет там (отношение коэффициентов при членах с наиболь
шей степенью в полиномах т и п) положителен, поскольку все ко
эффициенты в таком полиноме должны быть положительными. 
Пусть а1  обозначает этот вычет и функция 

(1 . 43) 

соответствует удалению полюса на  бесконечности из функции 'Ф (s) . 
Оставшаяся функция 'Ф' (s )  имеет все другие полюсы 'Ф (s)  с теми 
же вычетами. Если это полином Гурвица, то полюсы будут просты-

1 ми и вычеты положительными. Обратная функция � также имеет 
все простые полюсы с положительными вычетами. В противном 
случае рассматриваемый полином не может быть полиномом Гур 
вица. Другими словами, метод проверки необходимого условия 
принадлежности функции 'Ф' к классу полиномов Гурвица такой же, 

1 . как и для функции "".ф7 Мы выбр али этот последний метод проверки 
данной функции, поскольку она имеет полюс на  бесконечности и 
может рассматриваться точно так же, как исходная функция 'Ф (s) . 
Таким образом, из ур-ния ( 1 .43) Ясно, что степень полинома т' на 
две единицы меньше степени полинома т, потому что при вычита
нии исключается член с наибольшей степенью, а члены в полиномах 
т или п содержат только чередующиеся степени s. Следовательно, 
функция 'Ф' = О при s = оо, а обратная ей имеет там простой полюс. 
Если вычет в этом полюсе снова не является положительным, то 
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1 �· а следовательно, и 'Ф' не удовлетворяют необходимому условию 
принадлежности к классу полиномов Гурвица. Как и в ур-нии 
( 1 .43) , составим функцию 

1 п п ' 
'Ф" (s) = -- - a2s = - - a2s = -- ,  

'Ф ' (s) т ' т ' (1 . 44) 

где коэффициент а2 должен быть положительным, а полином п' бу
дет иметь степень на две единицы ниже, чем полином п и, значит, 

1 на одну единицу ниже, чем полином т'. Поэтому функция � снова 
имеет простой полюс на бесконечности с положительным вычетом.  

Таким образом, картина проверки ясна . Если  продолжать про
цесс точно так же дальше, то получим разложение в непрерывную 
дробь рациональной функции 'Ф (s )  вида 

1 'Ф(s) = a1s +-- 1 
a.2s + -- 1 a.3S + -

1 
. +-- . 

a.ns 
(1 . 45) 

где п - степень первоначального полинома. Если это полином 
Гурвица, то все коэффициенты а1, • • •  , an должны быть положи
тельными.  

При необходимости указанную методику можно изменить ис 
ключением полюсов в точке s = О для непрерывной последователь-
ности, полученной из , первоначальной функции 'Ф (s) = ..!!!:.... и ее 

п 
последующих инвертированных остатков. Такое изменение дает в 
результате непрерывное разложение, подобное выражению ( 1 .45) ,  
в котором члены представляют собой постоянные, умноженные на -1- .  Рассмотрим еще один способ проверки. Заменим в заданном 

s 

полиноме Q (s) s на -1- и .затем полученный в результате полином 
s 

проверим точно так же, как это делалось первоначально. Посколь-
1 ку преобразование, соответствующее замене s на  -, отображает . s 

левую полуплоскость на саму себя, то, очевидно, что если функция ( 1 . Q -; ) является полиномом Гурвица, то и функция Q (s) должна 
быть полиномом Гурвица. Ясно также, что коэффициенты полинома 
Q( +) если они расположены в порядке возрастания степеней s, яв
ляются коэффициентами полинома Q (s) , следующими в обратном 
порядке. Таким образом, любой критерий Гурвица (эквивалентный 
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критерию Рауса 1 , выраженный непосредственно в значениях ко
эффициентов, остается фактически неизменным при изменении их 
порядка .  

В предложенной выше методике проверки подразумевается , что 
рассм атриваемый полином не имеет нулей на мнимой оси. Дей
ствительно, если бы он имел такие нули, то процесс разложения 
в непрерывную дробь не продолжался бы до п членов, а закончился 
р аньше и сомножители, относящиеся к мнимой оси, нужно было 
бы поместить в точке окончания .  Дело в том ,  что эти сомножители, 
как по1<азано в условиях ( 1 .39) , имеют вид ( s2 + Ь2) ,  являются чет
ными функциями s, и, следовательно, когда полином Q (s )  = 
= т (s)  + п (s)  содержит _такой множитель, то он должен содер
жаться в обоих полиномах т (s) и n (s) . В рациональной функции 

т 
'Ф (s )  = - указанные множители, являющиеся общим делителем 

п 
(или делителями) , фактически сокр ащаются . Следовательно, про
цесс непрерывного деления и инверсии закончится быстрее, чем 
в нормальных условиях. 

Описанный процесс зн аком читателю по ан алогии с арифмети
кой - это метод нахождения наибольшего общего делителя двух 
целых чисел (например 32 и 56 ) , известный как алгоритм Евклида 
[4] . Он заключается в том же непрерывном делении и в процессе 
инверсии остатка ,  что и рассмотренный выше метод для функции 
'Ф (s ) . Для двух взятых целых чисел процесс деления может быть 
компактно записан следующим образом : 

1 
321 56 

� 
24 l 32 

� 
8 1 24 

24 
о (1 . 46) 

Из приведенного примера видно, что наибольшим общим дели
телем в данном случае является число 8. Здесь частные от деления 
играют лишь вспомогательную роль при определении наибольшего 
общего делителя .  В аналогичном делении для р ациональной функ
ции 'Ф (s) эти частные представляют еобой члены в р азложении 
( 1 .45 ) , и если процесс заканчивается преждевременно, то ср азу же 
можно увидеть, что предшествующий делитель является наиболь
шим общим делителем полиномов m (s) и n (s ) . Такой общий дели
тель, как отмечалось выше, должен быть четным полиномом от s. 
Если он представляет собой полином второго порядка, то вид его 

• С м. ,  напри мер, [3] . 
См.  также учебники по радиотехнике и автоматическому регулированию,. на 

при мер, [53] (прим. ред. ) .  
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liудет (s2 ± Ь2) . При знаке плюс в этом выражении полином имеет 
щ1 ру нулей на мнимой оси. При знаке минус полином также имеет 
1 1 ару нулей, но расположенных на вещественной оси симметрично. 
относительно начала координат. В последнем случае исследуемый 
1юлином, конечно, отбрасывается .  

Когда определенный подобным образом общий делитель имеет· 
четвертую степень ( втор ая степень от s2 ) , то для нахождения нулей 
полинома от s2 можно применить «квадратную» формулу. Только. 
нри условии, что нули отрицательные вещественные, они будут· 
нвляться нулями общего делителя, огр аниченными мнимой осью. 
В общем случае, для того чтобы исследуемый полином удовлетво
рял нас, общий делитель должен иметь простые отрицательные 
вещественные нули относительно s2• Это обусловлено тем обстоя
тельством, что в исследуемых выражениях для сопротивления или 
нроводим.ости полиномы знаменателей могут иметь лишь простые 
нолюсы на мнимой оси. Рассмотрим теперь метод проверки того, 
�шляются ли все нули данного полинома или некоторые из них 
1 1 ростыми отрицательными и вещественными.  Пусть задан полином 

. Q (s) = s6 + 2s6 -j- 1 4s4 + 26s3 +49s2 + 72s + 36. ( I . 47). 

Процесс деления и инверсии, аналогичный приведенному в выра
жении ( I .46) , можно записать в виде 

s 
2 

2s6 + 26s3+ 72s /s6 + l 4s4 + 49s2 + 36 
s6 + 1 3s4 + 36s2 l 2s 
о + s• + 1 3s2 + 36 1 2s6 + 26s3 -j-72s 

2s& + 26s3 + 72s 
о + о + о  

Непосредственно перед получением делителя 
s4 + 1 3s2 + 36 = (s2 + 4) (s2 + 9) 

(I . 48) 

(I . 49) 

процесс заканчивается, т. е. этот делитель является сомножителем 
1юлинома Q (s ) . Если разделить на него полином Q (s) , то получим 

s2 + 2s + 1 = (s + 1 ) 2• ( I . 50) 

В этом простом примере мы полностью разложили на множи
тели заданный полином, являющийся полиномом Гурвица. Такой 
резу.цьтат обусловлен положительным знаком двух частных в вы
ражении ( I .48 ) и особенностями общего делителя ( I .49) , который 
может быть получен и непосредственно. Нетрудно убедиться, что 
он состоит только из множителей, расположенных на мнимой оси. 

Из графиков четных и нечетных частей полинома Гурвица, при
веденных на рис .  I .4, очевидно, что производные его также относят
сн к классу полиномов Гурвица. Это следует из того факта, что при 
дифференцировании нули и четно�� и нечетной частей полинома 
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Гурвица остаются простыми и чередующимися, хотя четная часть 
полинома становится нечетной и наоборот. По той же причине ясно, 
что полиномы ( т + dm ) и (п + �) являются полиномами Гур · 

ds ds 
вица, если к ним принадлежит полином (т + п) . 

Аналогичные р ассуждения приводят к более простому методу 
определения (не требующему разложения на множители) , имеет ли 
данный четный полином, ·  подобно выражению ( 1 .49 ) , только простые 
нули на мнимой оси. Если такое условие соблюдается , то производ
ная этого полинома точно так же имеет только простые нули, чере
дующиеся с нулями исходного. Частное от деления исходного по
линома на его производную будет тогда представлять собой функ
цию 'ljJ, определяемую ур -нием ( 1 .45) , и давать непрерывную дробь 
со всеми положительными коэффициентами. В противном случае 
можно сделать вывод, что у р ассматриваемого четного полинома 
не все нули, лежащие на  мнимой оси, являются простыми .  Когда 
проверяется четный полином, имеющий кратные нули на мнимой 
оси, то на  ней появляются множители. 

Рассмотренный метод проверки принадлежности полинома к 
классу полиномов Гурвица уже учитывает условие А критерия 
( 1 .36) и требует учета условия В того же критерия, причем часть 
его, устанавливающая, что полюсы на мнимой оси должны быть 
простыми, также была учтена . Одновременно необходимо исследо
вать вычеты в этих полюсах. Для упрощения р ассмотрения упомя
нутой части условия В следует предварительно осуществить про
верку по условию Б. При этом задача сводится к изучению свойств 
вещественной части заданной функции. Необходимо убедиться , 
остается ли  вещественная часть положител�ной ( или,  точнее, не
отрицательной) на всей мнимой оси, поскольку она может стать 
равной нулю в конечном числе точек. Чтобы облегчить задачу ис
следования вещественной части, запишем функцию в виде 

Z (s) = P (s) = m1 + n1 , \ (I . S l )  
Q (s) т2 + n2 

где т и п означают соответственно четные и нечетные части соот
ветствующих полиномов. При s = jro четные части - веществен
ные, а нечетные - мнимые. Представив функцию Z (s )  в другом 
виде 

Z (s) = P (s) Q ( - s) _ (т1 + п1) (т2- п2) , Q (s) Q ( - s) (m2 + n2) (m2 -n2) 
(1 . 52) 

перемножив сомножители числителя и разбив функцию на четное 
и нечетное слагаемые, получим 

(I . 53) 

При s = jro общий знаменатель в этих членах становится квадра
том абсолютного значения [заметим, что n2 {jro) - чисто мнимая 
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uсличина и, следовательно, -п � (jro) - положительная веществен 
ная величина при всех ro точно так же, как т: при s = jro]. Поэтому 
нервый член выр ажения ( 1 .53) является вещественной частью, а 
uторой член - мнимой частью функции Z ( s) . Следовательно, 

( 1 . 54) 

Важно заметить, что оба члена в ур -нии ( 1 .53) становятся со
ответственно вещественной и мнимой частями функции Z (s) т о л ь-
1\ о при s = jro. Для любого комплексного числа  s = а + jro эти 
1 1леиы не являются соответственно вещественной и мнимой частями 
рассматриваемой функции. 

Непосредственная задача, стоящая перед нами ,  з аключается в 
том, чтобы определить условия, при которых выражение ( 1 .54) 
остается положительным (или неотрицательным) при всех веще
ственных значениях ro. Поскольку знаменатель этого выражения 
представляет собой квадр ат абсолютной величины и ,  очевидно, яв
ляется положительным, то достаточно (а также необходимо) , 
чтобы 

(1 . 55) 
Выражение в скобках, которое является четной частью числителя 
Р (5) Q (-5) , представляет собой четный полином от 5. 

Поскольку при 5 = jro 52 = -ro2, целесообразно обозначить его 
через 

(1 . 56) 
и представить в виде р азложения на множители 

A ( -s2) = Aп (s� - s2) (s� -s2) . . .  ( s�- s2) ,  (1 . 57) 
где п - общая степень полиномов Р и Q. Заметим , что если сте
пени их неодинаковы, то степень полинома А (-s2) от переменной 
52 будет ниже, но выражщше ( 1 .57) останется прежним. Для 5 = jro 
имеем 

(1 . 58) 
Условие ( 1 .55) требует, чтобы последнее выражение оставалось 

положительным (или, по крайней мере, не стало отрицательным)  
для всех вещественных значений ro.  

Нетрудно видеть, что при этом необходимо выполнение условия 
An > О, так как иначе полином А (ro2) будет отрицательным при 
больших значениях ro. Рассмотрим отдельно возможные случаи. 
Нули s2 полинома А (-s2) согласно ур -нию ( 1 .56) могут быть: 
а )  положительными вещественными;  б )  сопряженными комплекс
ными парами и в) отрицательными вещественными. Сомножители 
( 5 2 + ro2) , у которых 5 � - положительное вещественное число, не 
могут стать отриuательными при любом вещественном значении ro. 
3 Заказ 49 - 33 -



Пара сомножителей (s� + ro2) (s,; + ro2) ,  имеющая сопряженные 
комплексные значения s; , является сама по себе комплексной ве
личиной и, следовательно, дает в результате произведение, которое 
представляет собой квадрат абсолютного значения. Такие сомно
жители также не могут стать отрицательными при любом веще
ственном ro. Однако сомножители, у которых имеются отрицатель
ные вещественные величины s; , безусловно, станут отрицательными 
при . некоторых значениях ro. Знак минус перед этими  сомножите
лями можно устранить только в том случае, если в выражении 
( 1 .58) имеется другой аналогичный сомножитель. Тогда полином 
А (-:--s2) будет иметь отрицательный вещественный нуль s2 с кр ат
ностью 2 или с нулем второго порядка на мнимой оси. 

Нули и полюсы функции Z (s) на мнимой оси являются, очевид
но, нулями полинома ( 1 .56) . Обратное положение не обязательно 
справедливо, так как нули этого полинома не должны быть нулями 
функции P (s) или Q (s) в ур-нии ( 1 .5 1 ) .  В нулях второго порядка 
на мнимой оси [см .  выражение ( 1 .56) ] второй член в ур-нии ( 1 .53) 
является необходимым не только для функции Z (s) , но также и 
для вычисления ее производной. Поскольку здесь 

т2п1 -т1п2 = � (т� -п�). т2 
то 

(1 . 59) 

и производная Z (s )  будет иметь вид 
(1 . 60) 

где бы ни р асполагался на мнимой оси нуль вещественной части 
этого положительного вещественного сопротивления. 

Анализ ур-ния ( 1 .59) показывает, что сопротивление не обяза
тельно равно нулю, если �го вещественная часть р авна нулю. Ниже 
мы увидим [см . ур-ние ( 1 1 .26) ] ,  что функция Z (s) , опред�ем ая 
ур-нием ( 1 .59) , ведет себя в окрестности р ассматриваемой 1\ОЧКИ 
аналогично реактивной функции (сопротивление цепи, не имеющей 
потерь) . Как нетрудно заключить из ур-ния ( 1 .60) , производная 
указанной функции в этой точке всегда вещественна  и положи
тельна. 

З аметим далее, что хотя вещественная часть функции Re[Z (jro) ] 
должна быть р авна нулю, когда нуль функции Z (s)  р асполагается 
на мнимой оси, она не имеет полюса на мнимой оси, когда функция 
Z (s) его имеет. Это происходит в том случае, если нули полинома 
( 1 .56) , расположенные на  мнимой оси, являются четными, причем 
сомножитель (s  ,; + ro2) 2, имеющийся в знаменателе выражения 
( 1 .54) , появляется и в его числителе и ,  следовательно, сокращается. - 34 -



Ниже, в главе VI I'I , будет показано, что на  мни.мой оси функция 
Re[Z (jro) ] имеет импульсы там, где функция Z (s ) имеет полюсы. 
Это весьма интересное свойство не обнаруживается при использо
вании алгебраических методов вычисления вещественной части .  Во 
всех других случаях вещественная часть положительного вещест
венного сопротивления на мнимой оси представляет собой огр ани
ченную функцию. 

С помощью обЬ!чного алгебр аического анализа нетрудно уста
новить, что сопротивление с полюсами только на  мнимой оси имеет 
вдоль нее вещественную часть, тождественно р авную нулю. По
скольку вычеты в этих полюсах должны быть положительными  ве
щественными, такое сопротивление выражается суммой функций 
вида 

-- + 1 2s (1 . 6 1 ) s- jroo s + jroo s2 + ro� 
При s = jro выражение ( I . 6 1 ) является чисто мнимым. 

Любое сопротивление, содержащее полюсы н а  мнимой оси ,  мо
жет быть представлено ( путем р азложения на  элементарную дробь) 
как сумм а  двух компонент, одна из которых не имеет там полюсов, 
а другая имеет только такие полюсы. Вещественная часть всего 
сопротивления на мнимой оси, таким образом, тождественно р авна 
вещественной части компоненты, не имеющей полюсов, и ,  следова
тельно, остается регулярной в окрестности полюса сопротивления, 
р асположенного на мнимой оси. Наличие этого полюса совершенно 
не сказывается на поведении сопротивления в окрестности полюса. 

Если полином, определяемый выражением ( 1 .58) , построить в 
зависимости от ro, то его простой нуль будет точкой, где кр ивая 
пересекает нулевую ось при конечном, отличном от нуля наклоне, 
тогда как при нуле второго порядка кривая касается этой оси, не 
пересекая ее. При нуле третьего порядка кривая снова пересекает 
ось, но уже с нулевым наклоном. В окрестности нуля четвертого 
порядка функция остается положительной, как и для нуля второго 
порядка, но имеет меньшую величину и т. д. Таким образом, нули 
нечетной кр атности полинома А (-s2) на мнимой оси плоскости s 
являются точками, в которых вещественная часть полинома ( 1 .54) 
будет, безусловно, менять знак, тогда как нули четной кратности 
на мнимой оси или нули в любой другой точке плоскости s ( неза 
висимо от их парядка) не могут вызвать изменения зна�а веще
ственной части вдоль этой оси. 

Ясно, что выражение ( 1 .58) остается положительным при всех 
вещественных значениях ro, если полином А (-s2 ) , определяемый 
ур -нием ( 1 .56) , не имеет отрицательных вещественных нулей s2 
н е ч е т н о й  кр атности. В этом случае вещественная часть, опре
деляемая ур-нием ( 1 .54) , несомненно неотрицательна при всех ве
ще'ственных значениях ro, как и требуется по условию Б критерия 
( 1 .36) . Следовательно, .проверка данного условия свелась к про
верке того, имеет ли полином какие-либо отрицательные веществен-
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ные нули нечетной кратности. Если, например, в выражении поли
нома  ( 1 .58) положить (1)2 = х, то при - оо < (J) < оо х будет нахо
диться в диапазоне О < х < оо . Следовательно, полученный 
полином от х не должен иметь положительных вещественных нулей 
нечетной кратности. · 

Метод определения числа вещественных нулей полинома в пре
делах заданного интервала изменения переменной основан на тео
реме Штурма 1 • Рассмотрим вначале построение ряда Штурма .  
Запишем полином 

f о (х) = tZo + а1х + а2Х2 + . . .  + апхп (1 . 62) 

и его первую производную 
f1 (X) = а1 + 2�х + . . .  + папхп-1 • ( 1 . 63) 

Выражения ( 1 .62) и ( 1 .63) представляют собой первые два по
линома так называемого ряда функций Штурма.  Остальные фу�к
ции Штурма можно получить, используя полиномы f0 (x) и f1 (х) и 
процесс деления, аналогичный рассмотренному в методе Гурвица. 
Единственное отличие данного процесса заключается в том , что 
при каждом делении используется частное двух полиномов. Полу
чающиеся в результате деления последующие остатки являются 
полиномами, степень которых отличается на единицу от степени 
соответствующего полинома - делимого. Каждый из остатков, взя
тый с обратным алгебраическим знаком, будет последующей функ
цией ряда Штурма. 

Процесс деления начнем с деления f о (х)  на f 1 (х)  и будем запи
сывать все промежуточные действия. Первый член частного пред
ставляет собой постоянную, умноженную на х, а второй - посто
янную. У полученного остатка степень окажется на единицу ниже, 
чем степень полинома f 1 (х) . Этот остаток, взятый с обратным ал
гебраическим знаком, обозначается через f 2 (х) и представляет 
собой последующую функцию ряда Штурма .  Далее проводится ана
логичный процесс деления f1  (х)  на f2 (x) и находится остаток, сте
пень которого на единицу меньше степени f 2 (х) . Снова остаток 
берут с обратным алгебраическим знаком, обозначают его через 
f 3 (х) и т. д. Процесс построения ряда Штурма заканчивается пqлу
чением функции f n (х) = const, где п - степень первоначал�ого 
полинома ( 1 .62 ) . Если  обозначить частные двух полиномов, исп ль
зуемых при делении (которые, вообще говоря, не представ яют 
интереса ) ,  через q1 , q2, . " , то можно компактно записать рассмот
ренный процесс деления в следующем виде : 

fo = Q1f1 -f2 I f1 = QJ2 -fs · 
f2 = Qsfs -f4 

(1 . 64) 

1 . См., например, [ 5] . 
См. также [ 55], стр. 95 (прим. ред.) . 
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Описанный метод определения наличия каких-либо нулей функ
ции f 0 (х) в интервале а < х < Ь удобно представить в виде 
таблицы : , 

х = а 
Х = Ь 

f о 

+ 
f1 

+ + : 1 � 
1 

Число перемен 
знака 

(1 . 65) 

В этой таблице в столбцах для ряда функций Штурма f о, 
f1 , " " f n записываются лишь алгебр аические знаки соответствующих 
функций, вычисленных соответственно для х = а и х = Ь. Величины 
в последнем столбце, обозначенные через Va и иь,  представляют 
собой целые числа перемен знака в соответствующих строках. Мо
дуль разности Va - vь р авняется числу нулей функции f 0 (х) в пре
делах указанного интервала при условии, что все эти нули простые. 

Если полином fo (х) имеет кратные нули, то и его производная -
полином f 1 (х) - тоже имеет такие нули. Отсюда можно сделать 
вывод, что полиномы f о (х) и f1 (х) имеют общий делитель. Согласно 
алгоритму Евклида в этом случае процесс построения ряда функций 
Штурма,  записанный в виде выражений ( 1 .64) , преждевременно 
закончится и даст в результате такие общие делители . Если эти де
лители достаточно просты, т. е. можно непосредственно определить, 
какие из нулей полинома fo (х) являются кратными и каков порядок 
их кратности, то сразу становится ясно, потребуется ли дальнейшее 
исследование остатка функции f0 (x) после ее деJ1ения на ука
занные делители .  Если  же для :аепосредственного анализа общий 
делитель слишком сложен, то необходимо применить к нему теоре
му Штурма .  На любом этапе построения ряда функций Штурма, 
когда оказывается , что полином f о (х) имеет какие-либо нули не
четной кратности, процесс дальнейшего исследования следует пре
кр атить, поскольку очевидно, что данный полином нас не удов
летворяет. 

Теперь покажем пр авомерность . использования таблицы ( 1 .65) 
для получения требуемых сведений. Рассмотрим некоторые основ
ные закономерности, касающиеся числа  перемен знака у данного 
ряда величин таблицы и приведенные в виде диаграммы на р.ис. 1 .5 . 
Предположим, что ряд величин f0, "" f 1o имеет случайное р аспре
деление алгебр аических знаков. Положительные знаки приведены 
в столбце слева от вертикальной оси ,  а отрицательные - в столб
це справа от нее. Ломаная линия соединяет числа  по порядку. 

Как видно из диаграммы, число перемен знака в ряду функций 
р авняется числу пересечений ломаной линией вертикальной оси. 
Рассмотрим функцию, соответствующую индексу 2, 3 и 6, для ко
торой смежные функции аналогичны по знаку. Если  она будет 
иметь обратный алгебраический знак, то число пересечений вер-
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тикальной оси изменится на д в а . Однако, когда функция, соот· 
ветствующая индекс·у 1 ,  4, 5, 7, 8 или 9 (для которой смежные функ
ции имеют противоположные знаки) , сдвинута с одной стороны на 

+ 
о 

9 
10 

Рис. 1.5 

другую относительно указанной оси, тогда измене
ний в числе пересечений этой оси не произойдет. 
Если же такой сдвиг произойдет у функции с индек
сом О, то число пересечений этой оси всегда изме
няется на  е д и н и ц у. 

В пределах интервала а < х < Ь функция f о из
меняет знак в каждом из своих нулей. Некоторые 
из функции f 1 , f2, . . .  также могут иметь нули в дан
ном интервале. Обозначим все эти нули через х = 
= r 1 < r2 < rз < . . .  , и пусть величины Х1 , Х2 Хз, . . .  
будут значениями х, лежащими между нулями. На 
рис .  1 .6  показано расположение нулей указанных 
функций (функций Штурма )  в интервале а < х < Ь . 
Отсюда непосредственно следует, что 

va-Vь = (va - Vx1) + (vx1 - Vx2) + (vxt - Vxз) + 
+ (vx3 - Vь) , ( 1 . 66) 

где ·Vx1 , Vx2, . . .  - число перемен знака функций 
fo, . . .  , f n в промежуточных точках Х1 , Х2, . . . 

В пределах любого подынтервала типа х1 < х < х2 только одна 
из функций ряда f0, • • •  , fn проходит через нуль. Эта функция имеет 
противоположные знаки в точках х = Х1 и х = х2; другие функции 
имеют одинаковые знаки в обеих точках. Теперь можно показать, 

Рис. 1.6 

о J 
lj � 1 . 

� 
ь . 

что если функцией, р авной нулю в пределах подынтервала ,  будет 
любая функция, кроме f 0, то функции, смежные с ней, имеют про
тивоположные знаки по всему подынтервалу. Тогда соvласно 
рис. 1 .5 число пересечений оси нулей (их не следует путать 9' нуля
ми ,  расположенными на оси х и изображенными на рис. Г .6)  для 
функций ряда fo, . . .  , f n одинаково как при х = Х1 , так и при х = х2 . 

. Следовательно, (vx1 - Vx2) = О. С другой стороны, если f0 - функ
ция, проходящая через нуль в пределах подынтервала, то, как вид
но из рис. 1 .5, Vx 1 и Vx2 отличаются на единицу. 

Предположим, что функция f1i р авна нулю при х = r2 в преде
лах интервала х1 < х < х2 и что k =1= О. Согласно процессу построе
ния ряда функций, записанному в виде выражения ( 1 .64) , имеем 

fk- 1 = qkfk- fk+ I • - 38 -
(1 . 67) 



Ясно, что функции f1i-1 и f 11.+1 при х = r2, когда 'f1i = О, имеют про
тивоположные знаки, которые не изменяются в пределах подын
тервала. Поэтому знаки функций в точках х1 и х2 противоположны. 
Таким образом, удовлетворяется приведенное выше условие и под
тверждается справедливость теоремы Штурма .  

Для того чтобы пояснить сказанное, обратимся к рис .  1 .7 ,  на 
котором показан ряд функций fo, f1 , f2 , fз  и f 4, построенных в зави
симости от х в интервале а < х < Ь .  Последняя функция , в данном 
случае f4, всегда величина постоянная и, следовательно, изобр а
жается в виде горизонтальной линии. Предполагается, что функция 
fo (заданный полином) не имеет нулей в указанном интервале и 
поэтому не изменяет знака на границах р азличных подынтервалов, 

L-------� ��-----------1 

r 

как это можно заметить из последовательностей знаков для 1<аж
дой функции на границах подынтервалов а, Х1 , Х2, • • •  , Ь . Если гра
ница интервала  а совпадает с точкой а', где f2 = О, то у функции f2 может быть знак либо плюс, либо минус, как если бы граница была 
немного сдвинута влево или вправо от точки, в которой f 2 = О. Яс
но, что в любом из этих случаев число перемен знака одинаково. 
Можно также не учитывать f2 на гр анице до тех пор , пока знак 
изменяется. В общем же случае пренебрегать функцией f 2 нельзя, 
особенно на других гр аницах, где она не обращается в нуль. 

Теперь целесообразно привести пример проверки принадлежно
сти функции к классу п. в. ф. Допустим, что необходимо произвести 
проверку следующего сопротивления : 

Z (s) = s4 + зss + 4s2 + зs + l 
. s4 + 7s3 + 6s2 + 4s +  1 

(1 .  68) 
Сначала определим, принадлежит ли полином знаменателя к 

Р<Л ассу полиномов Гурвица, для чего произведем деление 
Js3 +-4s 

0 , 1 43s 
1 s4 + 6 s2 + 1 

s« + 0 , 57 s2 l l , 29s 

5 , 43 s2 + l 1 7s3 + 4 s  
7sз + l , 29s 1 2 , 0s 

2 , 7 1 sJ5 , 43s2 + 1 
5 , 43s2 1 2 , 7 1 s 

1 J 2 ,  7 l s  
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Поскольку все частные - положительные и процесс не заканчи
вается преждевременно, то сопротивление, выражаемое ф-лой 
( 1 .68) , является аналитическим в правой полуплоскости и на мни
мой оси. 

Составим далее выражение . 
(m1m2-n1n2) = (s4 + 4s2 + 1 )  (s4 + 6s2 + l ) -

-3s(s2 + l ) s (7s2 + 4) = s8 - i l s6- 7s4-2s2 + 1 . (1 . 70) 
или 

(m1m2 -n1n2) s=ioo = {1)8 + 1 1(1)6-7(1)4 + 2Ф1 + 1 .  (1 . 7 1 ) 
Полагая {1)2 = х, имеем 

Разделив fo на f1 

fo = x4 + 1 1 х3- 7х2 + 2х + 1 } ·  
f1 = 4х3 + 33х2- 14х + 2  

О , 25х + 0 , 688 
4х3 + 3Зх2 - 1 4х + 2  l x4 +  1 1  хз- 1х2 + 2 x + I  

х4 + 8 , 25х3- 3 , 5х2 + 0 , 5  х 
2 , 75 х3- 3,5х2 + 1 , 5  х + l  
2,75 хз + 22,7х2- 9,63 х + 1 , 375 

-26,2х2 + l l , l Зx- 0 , 375 ' 

получим следующую функцию Штурма :  

(1 . 72) 

f2 = 26,2x2- l l , 1 3х + 0,375. (1 . 73) 
Аналогичным образом получаем 

fз =  -О ,�8х - 1 ,503 } · (l . 74) 
f4 = - 1 53 

Поскольку процесс не заканчивается преждевременно, полином 
f о не имеет кратных нулей. Теперь нетрудно построить таблицу в 
представляющем интерес интервале О < х< оо : 

f o f 1 f2 f з f 4 
Ч исло перемен 

знака 
(1 . 75) 

Х = О + + + / ·  Х = оо + + + 
Число перемен знака одцнаково как для х = О, так и для х = оо ,  
следовательно, полином fo (х) не имеет нулей по всему бесконечно
му интервалу и сопротивление ( 1 .68) является п .  в .  ф . 

Для трго чтобы проиллюстрировать применение теоремы Штур
ма в более сложном случае, р ассмотрим полином 

f0 (x) = х7 - 10х6 + 45х5 - 1 20х4 + 204х3- 2 1 6х2 + 1 28х -32, (1 . 76) 
имеющий производНУ!О 

f1 (x) = 1х6-- 60х5 + 225х4-480х3 + 6 1 2х2- 432х + 1 28 . (1 . 77) 
- 40 -



Если разделить полином f о на  полином f 1 ,  то получим частное 
1 1 0  -х -- и остаток 
7 49 

� хь - 270 х4 + � х3- 1 440 х2 + 1 056 х- 228 • 
49 49 49 49 49 49 

Этот полином, взятый с обратным знаком, представляет собой 
функцию f2 (x) . Нетрудно видеть, что любую функцию можно ум
ножить на положительную постоянную величину, не влияя на  ре
зультаты р ассматриваемого метода. Поэтому прежде чем изменить 

49 знак полученного полинома , умножим его на - . 
6 

Обозначим новый полином через 
f2 (x) = - 5х0 + 45х4- 1 52х3 + 240х2- 176х + 48 . ( 1 .  78) 

7 3 Поделив полином f 1 на полином f2, получим частное - -х--
5 5 

и остаток 
� х4-....!..!20.... хз + 2548 х2- 2352 х + 784 • 5 5 5 5 5 

Умножим последний полином на _о_ и изменим его знак. Тогда 
1 96 

f3 (x) = -х4 + 6х3- 13х2 + 1 2х- 4. (1 . 79) 
Разделив полином f2 на полином fз, получим частное 5х - 15 и 

остаток зхз - 1 5х2 + 24х - 12 .  
1 Умножение последнего выражения на - и изменение знака дает 
3 

f4 (x) = -х3 + 5х2-8х + 4. ( 1 . 80) 
Следующий цикл оказывается завершающим в этой последова

тельности, так как в результате получается остаток, тождественно 
равный нулю. Очевидно, что полином f4 (x) является общим дели
телем ·полиномов f о и f 1 .  Поскольку его нельзя проанализировать 
непосредственно, применим к нему теорему Штурма .  Для этого 
рftссмотрим полином 

h0 (x) = Х3-5х2 + 8х- 4  
и его первую прои�водную 

h1 (x) = Зx2- lOx + 8. 

(1 . 8 1 ) 

(1 . 82) 
При делении полинома ho на полином h1 получается частное 

1 5 2 4 -х -- и остаток - -х+-. 
3 9 . 9 9 

9 После умножения остатка на  - - получим 
2 

h2 (x) = х- 2. (1 . 83) 
- 4 1 -



Разделив полином h1 на полученный полином, найдем, что в 
.данном случае остаток тождественно р авен нулю. Таким образом , 
(х - 2) является общим делителем полиномов ho (x) и h1 (х) и , 
·следовательно, полином h0 (х) Имеет сомножитель (х - 2)  2• Теперь  
летрудно найти второй сомножитель полинома h0, который р авен 
(х - 1 ) .  Отсюда 

h0 (x) = (х - 1 ) (х - 2) 2• (1 . 84) 
Полученный по�ином являе.тся общим делителем первоначаль

.ного полинома fo (x) , определяемого ур-нием ( 1 .76) , и полинома 
производной, определяемого ур-нием ( 1 .77) . Ясно, что полином 
.f 0 (х) содержит множители (х - 1 )  2 (х - 2) 3• Поскольку (х - 2)  3 
является множителем нечетной кратности, функция (т1т2 - n1n2) , 
из которой получен полином f о, не может оставаться положитель
ной при всех вещественных значениях ro. 

Прежде чем сделать соответствующие выводы из применения 
·теоремы Штурма для р ассмотренного полинома, напомним о том ,  
что проверка принадлежности его к классу полиномов Гурвица да
·ет в результате четную функцию от s, когда m (s) и n (s ) имеют 
·общий делитель. В этом случае необходимо проверить, лежат ли 
лули этого делителя на мнимой оси и какова их  кратность. Если 
заменить s2 на -ro2, а затем принять ro2 = х, получим полином 
.f 0 (х) , положительные вещественные нули которого соответствуют 
парам сопряженных нулей первоначального полинома от s на мни
мой оси (общий делитель полиномов т и п) .  Таким образом, снова 
можно исполвзовать теорему Штурма, хотя метод, приведенный 
выше, с точки зрения вычислений более прост. 

Если в этой части проверки по Гурвицу у полинома обнаружи
ваются кратные нули на  мнимой оси, то от данной функции сопро
·тивления или проводимости следует немедленно отказаться, так 
как она не может быть п .  в .  ф .  Если, однако, такие нули (а следо
вате.1ьно, соответствующие полюсы сопротивления · на мнимой 
•Оси) - простые, тогда необходимо определить вычеты сопротивле
ния в данных полюс·ах для того, чтобы убедиться, являются ли они 
вещественными и положительными.  Как будет показано ниже, эти 
.вычисления могут оказаться довольно громоздкими. 

Если рассматриваемое сопротивление представлено в виде 
ур-ния ( 1 .5 1 ) ,  то можно непосредственно вычислить вычет в про
стом полюсе на мнимой оси при s, = jro , : 

k _ [ P (s) ] v - Q '  (s) s=sv ' ( 1 . 85) 

тде Q' (s) - производная полинома Q (s)  по s. Полиномы P (s) и 
•Q' ( s ) , вычисленные при s = s . , всегда комплексные, даже в том 
·случае, если вычет k, вещественен. При вычислениях, однако, мож
но совершенно избежать комплексных членов, используя приведен
ные ниже свойства полинома .  · - 42 -



Пусть функция Z (s) , определяемая ур-нием ( 1 .5 1 ) , имеет про
стой полюс на мнимой оси . Пусть, далее, полиномы т2 и n2 содер-
жат простой множитель (s2 + ro �) . р ассмотренный ранее. Веще
ственная часть функции Z (jro ) на мнимой оси, определяемая ур-ни
ем ( 1 .54 ) ,  не имеет особенностей в этой точке, поскольку полиномы 
(т1т2 - п1п2) и (т � .- п � )  содержат квадратный множитель 
'(s2 + ro v ) 2 . 

Запишем 

(1 .86) 

откуда 

( :1 ) . 
= ( п� ) = (�) , 1 m2 • m2 • (1 . 87) 

где штрихи обозначают дифференцирование по s, а индекс v ука
зывает, что соответствующее отношение вычисляется при s = jro • •  
Соrласно выражению ( 1 .85 )  вычет k . может быть представлен в 
виде : 

(1 . 88) 

С друго_й стороны, полином (m1rrt2 - n1n2 ) может содержать 
множитель (s2 + ro �) 2 потому, что полиномы т1 и т2 имеют про-
стой множитель, а полином n2 - квадратный. Следовательно, 
вместо ур-ния ( 1 .86) можно записать: 

• ( 2 + 2) • ( 2 + 2) 1 т 1  = т, s ro. ; т2 = т2 s ro . . 
n2 = п; ( s2 + ro�)2 

Тогда из ур-ния ( 1 .85)  имеем 
kv = (�) . m2 • 

(1 . 89) 

(1 . 90) 

Другое отношение ( �1 ) из выражения ( 1 .88) становится теперь n2 v 
неопределенным и несправедливым, поскольку здесь нельзя ис
пол�зовать зависимость, аналогичную той, которая дается уравне · 
нием ( 1 .87) . 

Случай, когда полиномы п 1 и n2 содержат множитель (s2 + ro� ) , 
а полином т2 - квадрат этого множителя, является лишь вариан
том рассмотренной ситуации. Конечные результаты совпадают с 
полученными выше при условии, что в соотв�тствующих ан алитиче-
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ских выражениях полиномы т и п переставлены местами. Таким 
образом, вместо ур-ния ( 1 .89 ) имеем 

(1 . 9 1 )  

Вычет можно вычислить и з  выражения 
k. = (-'!!!-) ' n2 • 

(1 . 92) 

причем теперь уже другое отношение из выражения ( 1 .88) стано
вится неопределенным и несправедливым. В данном случае функ
ция Z (SI) не имеет простых полюсов на мнимой оси, поэтому 
соответствующий вычет всегда может быть вычислен из отношения 
четных полиномов при s2 = -ro� так, что комплексные члены пол-
ностью исключаются . 

Поскольку такое отношение, очевидно, должно быть всегда 
вещественным, неотрицательность полинома Re[Z (jro ) ] ( когда он 
имеет нули)  гарантирует вещественность вычетов в соответствую
щих полюсах функции Z (s ) на мнимой оси. Однако это не дает 
уверенности в том , что указанные вычеты будут положительными .  
Поэтому для проверки условия В критерия ·  ( 1 .36 ) необходимо най
ти эти вычеты. 

Прежде чем сделать выводы из рассмотрения методов проверки 
принадлежности рациональных функций к классу п .  в .  ф. , следует 
отметить несколько моментов, представляющих, nравда, ограничен 
ный интерес, но иногда полезных. Так, метод, описанный в этом 
параграфе, приводит к весьма громоздкой проверке того, является 
ли полином числителя полиномом Гурвица, хотя он бесспорно 
должен быть таковым, если данная рациональная функция яв
ляется п .  в .  ф .  В то же время, когда в процессе проверки принад
J1ежности по.л'инома знаменателя к классу полиномов Гурвица 
обнаруживается , что он имеет простые полюсы на  мнимой оси 
(т. е .  необходимо вычисление вычетов ) , то может оказаться целе
сообразным переключиться на проверку обратной рациональной 
функции, поскольку полином ее знаменателя (который первона
чально был полиномом числителя) может не иметь нулей на мни
мой оси . В этом случае проще проверить обратную функцию, что 
не потребует вычисления выч'ета .  Другими словами, проверка 
положительной вещественной функции по условиям А, Б и В кри
терия ( 1 .36) сводится только к проверке по условиям А и Б, когда 
полюсы на мнимой оси отсутствуют. Поскольку рациональная 
функция либо имеет полюсы на мнимой оси и не имеет на ней 
нулей, либо наоборот, то данная ориентация функции (прямая или 
обратная) может быть наиболее выгодной. 

В любом случае при проверке функции на  принадлежность ее 
к классу п .  в .  ф .  необходимо последовательно выявлять все при
сущие ей свойств_а , не пропуская ни одного условия проверки. По-
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линомы должны быть полными, т. е. содержать все члены, иметь 
положительные вещественные коэффициенты ; наибольшая и на
именьшая степени членов не должны отличаться более, чем на 
единицу. Если непосредственно видно, что любое из этих свойств 
не выполняется , то ясно, что нет необходимости прибегать к каким
либо более совершенным средствам проверки. Очевидно, могут 
возникнуть случаи, когда адэкватными окажутся более простые 
критерии, чем формальные методы проверки Гурвица и Штурма .  
Однако данный вопрос выходит за рамки настоящего параграфа .  

Отметим некоторые необходимые свойства полинома (т 1т2 -
- n1n2) , знание которых в отдельных случаях может оказаться нуж
ным . Как известно, алгебраический знак полиномов т1т2 или 
- n1n2 изменяется в нуле функций т1 или т2, либо п 1 или n2. Из
вестно также, что если знак полинома (m1m2 - n1·n2) должен оста
ваться неизменным, то знаки функций т1т2 и -n1n2 не могут 
изменяться один за другим .  Иными словами,  если на  какой-то 
частоте функция т1т2 изменяет знак, то последующее изменение 
его не может произойти у функции -1n 1n2, так как при этом весь 
полином (т1т2 - п 1п2 ) изменит знак. Значит, такое следующее 
изменение знака вновь будет у функции m1m2. Поскольку нули 
функций т1  и п1 , а также функций т2 и п2 чередуются , отсюда 
следует, что з'В.тем должна претерпевать два изменения знака функ
ция - n1n2. Вследствие этого полиномы т1т2; -n1n2 и т. д. будут 
иметь два нуля подряд. Это двойное чередование нулей функций 
т1 т2 и -n1n2 является необходимым, хотя, очевидно, недоста
точным условием гарантии того, что полином (т1т2 - n1n2)  при 
s = jro будет положительным . В тех случаях, когда пули этих 
функций либо известны,  либо легко находятся, нетрудно убедиться, 
есть ли необходимость прибегать к проверке по методу Штурма .  

Как показал Реза, можно компактно выразить условия принад
лежности функции к классу п. в . ф. Для этого необходимо образо-
вать функцию т1т2 при s = jro, изобразив ее графически как -n1n2 функцию переменной ro2 в виде, показанном на рис. 1 .8 . График 
соответствует случаю, когда функция Z (s)  представляет собой 
отношение двух полиномов пятой степени .  Важное значение имеет 
также следующий факт: двойное чередование нулей функций т1т2 
и -n1n2 гарантирует, что наименьший минимум функции, изобра
женной на рис . 1 .8, не может быть меньше, чем ,ее наибольший 
максимум при ro2 > О (см. заштрихованную полосу на  рис. 1 .8) . 
Доказательство этого положения следует из условия 
m1m2 - kn1n2 = О, или � = -k. В противном случае, очевид--п1n2 
но, рассматриваемое уравнение может иметь больше положитель
ных вещественных (для ro2) корней при соответствующем значении 
k, чем позволяет степень полинома от ro2• Например ,  для функции, 
изображенной на рис. 1 .8, количество таких корней может быть 
максимально равно 5. Соответствующее сопротивление Z ( s )  яв-
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ляется положительным вещественным, если (и только если)  точ
ка - 1 лежит в предел ах заштрихованного участка . 

Предположение о том ,  что частота - удобный критерий быстрой 
проверки , является или нет данная р ациональн ая функция п .  в .  ф. , 
следует из выр ажения 

(т1т2 - п 1п2) = m 1n2 ( nz2 -�) = m1п2 ("ф2 - -ф1) . (1 . 93) n2 т1 

Как отмечалось в связи с проверкой принадлежности данного 
полинома к классу полиномов Гурвица, функции -ф1 и -ф2 имеют 

Рис. 1.8 

простые нули и полюсы, чередующиеся на  мнимой оси. Поскольку 
их разность изменяет знак в каждом полюсе той или другой функ
ции и упомянутые нули и полюсы являются нулями полинома т1п2, 

"' 

о 

Рис. 1.9 

1 • (,/ i( 
то функция , определяемая выражением ( 1 .93) , не изменяет знака 
в данных точках. Она может изменять знак на мнимой оси только 
в том случае, если разность ('Ф2 - 'Ф1 )  изменяет знак в точках, где 
полиномы 'Ф� и 'Ф2 конечны. 

На рис. 1 .9 приведены графики функций 'Ф1 и -ф2. Они соответ
ствуют случаю, когда исследуемое сопротивление является п .  в .  ф. - 46 -



(цифры на кривых указывают индексы функций) . Как видно из 
рисунка, функция, определяемая выражением ( 1 .93) , изменяет знак. 
па  мнимой оси лишь тогда , когда графики обоих полиномов пере
секаются. Если известно только расположение их нулей и полю
сов, можно без дальнейшего вычисления ориентировочно опреде
.r1ить, является ли соответствующая рациональная функция п. в. ф .  
Для того чтобы получить точное решение поставленной задачи ,  
необходимо выполнить детальную проверку (например, по р ассмот-
ренному выше методу, использующему ряд функций Штурма ) . 
Однако уже знания приближенного расположения полюсов и 
нул·ей, которого с помощью соответствующих вычислений нетрудно· 
достигнуть и для сравнительно сложных рациональных функций" 
часто вполне достаточно, чтобы получить правильный ответ на 
вопрос, принадлежит ли данная функция к классу п .  в . ф. 

1. 5 .  Некоторые допоnнитеnьные свойства 
поnожитеnьной вещественной функции 

·Рассмотрим часто встречающееся преобразование 
z (s) = 1 - Z (s) ; Z(s) = 1 - z (s) 1 

1 + Z (s) 1 + z (s) (1 . 94} 
которое отображает правую половину Z-плоскости на внутреннюю . 
часть единичного круга z-плоскости и наоборот. Если функция Z (s )  
является п .  в . ф. ,  тогда Re[Z (s ) ]  � О  при Re (s) � О. Из свойств 
отображения функции ( 1 .94 ) следует, что l z (s )  1 � · 1 при Re (s ) � О. 
Наоборот, если l z (s) 1 � 1 при Re (s )  � О, то функция Z (s ) дол
жна .быть, очевидно, п .  в .  ф. (предполагая, что она вещественна  
при  вещественном s ) . 

Эта взаимная зависимость между функциями z (s) и Z (s )  мо
жет быть сформулирована по-иному, что в ряде случаев оказы
вается более удобным на практике. Если функция Z ( s )  является 
п. в. ф., то функция 1 + Z (s ) , очевидно, также является п. в. ф .  
Следовательно, она не имеет нулей в правой полуплоскости и на  
МJ:!ИМОЙ оси, так как функция 1 + Z (jro ) не может равняться нулю 
при Re[Z (jro ) ]  � О. Функция z (s )  является аналитической в правой 
полуплоскости s и на мнимой оси . Используя принцип максимума 
модуля [2] 1 , можно установить, что максимальное абсолютное зна
чение функции z (s )  для всех значений s = а +  jro (cr  � О) должно 
иметь место при cr = О. Таким образом, если функция Z (s) являет
ся п. в .  ф .  (с нулями или _полюсами на мнимой оси или без них) , то 
функция z (s )  будет аналитической в правой полуплоскости s, 
включая мнимую ось, причем l z (iro) 1 � 1 .  Наоборот, если z (s )  -
вещественная функция. при вещественных s и известно, что он а 
ан алитичн а в правой полуплоскости s, включая мнимую ось, и если 

1 См. также (52], стр. 56 (прим. ред.) . - 47 -



l z (i(J) )  1 � 1 ,  то согласно принципу максимума модуля l z (s ) 1 � 1 
для всех значений s = fJ + j(J) при о � О. Свойство отображения , 
характеризуемое ур-нием ( I .94) , показывает при этом, что функция 
Z (s )  является п .  в .  ф .  

Представим функцию Z (s)  в виде выражения ( 1 .5 1 ) .  
Тогда 

(1 . 95) 

и 
I Z (j(J)) l2 - [ (т2- т1)2- (n2-n1)2 ] • 

(т2 + т1)2 - (п2 + n1)2 . s=/ю 
(1 . 96) 

Из этих соотношений видно, что перестановка полиномов m1 и 
т2 или п 1 и n2 не влияет ни на знаменатель функции z (s ) , ни на  ее 
абсолютное значение при s = j(J). Следовательно, если функция 
Z (s )  является п .  в .  ф. ,  так что z (s )  аналитична в правой полу
плоскости и 1 z (j(J))  1 � 1 ,  то это положение остается справедливым 
при перестановке мест полиномов т 1 и т2 или in 1 и n2.  Таким обра
зом, можно утверждать, что когда 

Z(s) = P (s) = m1 + п1 (l . 97) Q (s) m2 + n2 
является п .  в . ф . ,  то функция 

Z* (s) = '7tt + п1 Р* (s) ( 1 .  98) 
т1 + п2 Q* (s) 

и обратная ей функция также будут п .  в .  ф. Четную или нечетную 
части полиномов P (s)  и Q (s)  можно поменять местами . При этом 
функция Z (s )  останется положительной вещественной. 

Следствием рассмотренных свойств является также утвержде
ние о том, что если Z (s )  представляет собой п. в .ф . ,  то не только 
функции P (s)  и Q (s ) , но и функции P* (s)  и Q* (s ) , полученные в 
результате перестановки четных или нечетных частей исходной 
функции, будут полиномами Гурвица. 

1.6. Некоторые эамечанияr относящиеся 
к соnротивnениям передачи 

Рассматривая квадратичную форму ( 1 . 1 7 ) и учитывая, что она 
должна быть п. в .  ф .  при всех вещественных значениях х1 , • • •  , Хр , 
запишем функцию Zili (s )  в прямоугольной системе координат 

Тогда, поскольку 
z1k (s) = r1k (o, (1)) + jx1k (o, (1)) . ( 1 . 99) 

р р 

Re � z1kx1xk = � r1kx1xk, 
i, k=l l ,  k= I  

- 48 -
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применение рассмотренного ранее метода проверки положительных 
вещественных функций к сопротивлению Z (s) , выраженному в виде 
соотношения ( 1 . 1 7) , показывает, что если Z (s) должна быть п .  в .  ф . ,  
то и все входные сопротивления и сопротивления передачи Zili (s) 
также должны быть вещественными при вещественном s. При этом 
необходимо, чтобы они были аналитичными в правой полуплоско
сти s и чтобы выполнялось соотношение 

р � r1kx1xk > О  при s = jro (a = О) .  (1 . 10 1 )  
i, k=l 

ЕсЛи любое из сопротивлений Zik (s) имеет полюсы на  мнимой 
оси, то последние должны быть простыми, а вычеты функции Z (s) 
в них - вещественными и положительными. Это утверждение 
вытекает из того факта, что любые полюсы функции Zik (s) являют
ся полюсами функции Z (s) . Обозначим вычеты функции Zik (s) в 
ее полюсах на мнимой оси через kik• а аналогичные вычеты 
функции Z (s ) - через k. Тогда очевидно, что выражение 

р 
k = � kzkXtXk (1 . 102) 

l, k= I 
будет положительной вещественной функцией. 

Таким образом, для того чтобы функция Z (s) была п. в .  ф . ,  
квадратичные формы (1 . 1 0 1 )  и ( 1 . 1 02) должны быть положитель
но определенными. Вспомнив известный способ выражения 
необходимых и достаточных условий принадлежности данной 
вещественной квадратичной формы к классу положительно опре· 
деленных (см. [2] 1 ) ,  можно сделать вывод, что, кроме условия 
ru ;;;;::: О (при s = jro) и ku ;;;;::: О, следующие определители 

(1 . 1 03) 
rp1 ·- • . rpp 
. k1 1  • • •  kip 

(1 . 1 04) 
kp1 • • • kpp 

и все их главные миноры должны быть положительными. 
Для четырехполюсника этот результат означает, что при 

s = jro необходимо выполнение .условий :  
r1 1 > О; r12 > 0; r1 1 Г22 -r�2 > 0. (1 . 1 05) 

Любые полюсы функции Zik (s) на мнимой оси должны быть 
простыми, а вычеты в этих полюсах - вещественными, причем 
должны удовлетворяться следующие неравенства :  

k 1 1  > О; k22  > О; k1 1k22 -k�2 > О. (1 . 106) 
1 См. также [56], стр. 2 1 (прим. ред.) . 
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Важным следствием полученных результатов является условие, 
что r12 и k 12 не должны быть положительными. Именно оно при
водит к тому, что нули сопротивления передачи z12 = z21 могут 
иметь любую кратность и лежать в любой точке плоскости ком
плексных частот. При этом степень полинома знаменателя должна 
быть на единицу больше степени полинома числителя. Тогда угол 
функции z12 изменяется более, чем на 90° в интервале частот 
О < ro < оо и, следовательно, вещественная часть r12 на некоторых 
частотах будет отрицательной . 

На основе приведенных рассуждений можно заключить, что 
если выражение ( 1 .54 ) представляет собой вещественную часть 
сопротивления п е р е д а ч и  ( 1 .5 1 ) ,  то полином ( 1 .56) может иметь 

Рис. 1. 10 

простые множители, - относящиеся к мнимой 
оси .  Исключением является тот случай, когда 
соответствующая частота будет полюсом это
го сопротивления. Тогда вещественная часть, 
определяемая выражением ( 1 .54) , также бу
дет иметь полюс, если знаменатель данного 
выражения не имеет в рассматриваемой точке 
кратных нулей второго порядка. Поскольку 
вещественная часть входного сопротивления 

на мнимой оси не может иметь полюса, условия ( 1 . 1 05) не допу
скают наличия полюса и у вещественной части сопротивления пере
дачи. Таким образом, если сопротивление передачи имеет полюс 
на мнимой оси, то полином (т1т2 - п1п2) подобно п .  в .  ф . должен 
иметь кратный нуль двойного порядка. . 

Для симметричного четырехполюсника r1 1 = r22 и условия 
( 1 . 1 05)  принимают вид 

(1 . 1 07) 

Для симметричной скрещенной цепи, изображенной на 
рис. 1 . 1  О ,  получим 

1 1 Z11 = 2 (zь + Za) ; Z12 = 2(Zь -:::- Za) (1 . 1 08) 

или 

или 

Za = Zi1 -Z12; Zь = Z11 + Z12• 
Следовательно, -

Га = Г11 - Г12; 'ь = Г11 + ra. 

Неравенс1'ва ( 1 . 1 07) теперь будут иметь вид 
ra + rь � О; 'а'ь � О  

'а� О; rь � О. 

(1 . 1 09) 

(1 . 1 1  О) 

(1 . 1 1 1 ) 

Аналогичные зависимости справедливы для вычетов, определяе
мых выражениями ( 1 . 1 06) . Условия осуществимости симметричного - 50 -



1 1етырехполюсника таким образом определяются условиями осуществимости сопротивлений Za и zь скрещенной цепи. Следовательно, сели симметричный четырехполюсник реализуем, то он во всяком случае реализуем в виде скрещенной цепи. Другими словами, 
скрещенная цепь является наиболее общей формой симметричной 1 �епи . Этот результат практически очень полезен, так как ясно, что сели в качестве исходной при проектировании симметричных цепей 
используется скрещенная цепь, то метод расчета будет наиболее 
общим, чего нельзя сказать применительно к Т- или П-образной 
или перекрытой Т-образной' цепям .  Пс;> той же причине скрещенная 
непь играет важную роль в методах синтеза .  

"' D 

Рис. 1.1 1  

Важным для практики является и тот факт, что для любой дан
ной цепи и обратной ей передаточные функции обладают одина-
1ювыми свойствами. Чтобы оценить справедливость этого утвер
ждения, р ассмотрим цепь N, работающую между соответствующими 
источником и нагрузкой (рис. l . l l a ) ,  и дуальную ей цепь 
(рис. 1 . 1 1 б) . Четырехполюсники N и D являются дуальными или 
обратными так же, как их источники и нагрузки. Для сопротивле-
1шй источника и нагрузки в этом случае справедливы следующие 
количественные соотношения : 

(1 . 1 1 2) 

Поскольку проводимость передачи первой схемы, приведенной 
на рис. 1 . 1 1 а, численно равна сопротивлению передачи второй схе
мы, изображенной на  рис. 1 . 1  l б , то имеем ' 

(1 . 1 13) 

Однако для первой схемы справедливо выражение 

(1 . 1 14) 

1 Для количественного равенства величин неодинаковой размерности в книге 

н спользуется знак ,,;,, (прим. ред. ) . 
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Заменив на второй схеме источник тока с параллельно вклю
/ . / ченной проводимостью G8 источником напряжения Е 1 = -1 = -1 
Gs Rs 

с последовательно включенным сопротивлением Rs, получим 

(Ь..) ..:... (А) Rs 
Е1 D - /1 D • (1 . 1 1 5) 

Следовательно, 

( Е2 ) _ ( Е2 ) Rs 
Е1 D = Е1 N RL . 

(1 . 1 1 6) 

При Rs = RL, как это часто имеет место, коэффициент передачи по напряжению будет одинаковым для цепи N и для дуальной цепи. Если сопротивления источника и нагрузки представляют собой любые резистивные элементы, то передаточные функции отличаются только постоянным множителем. 

/ 



1 1. 
ГЛ А В А 

Входные и передаточные функции 

двухэлементных цепей 

В этой главе подробно исследуются характеристики входных 
и передаточных сопротивлений и проводимостей цепей, в которых 
содержатся два из трех возможных типов элементов R, L и С. 
Иными словами, р ассматриваются различные виды тех положи
тельных вещественных функций, которые являются сопротивле
ниями или проводимостями так называемых двухэлементных цепей. 
В последующих главах будет показано, что относительная простота 
указанных функций по сравнению с соответствующими функциями 
цепей, содержащих все три типа элементов, позволяет разработать 
простые и прямые методы синтеза .  Эти методы являются полезны
ми не только при практическом применении, но могут служить 
базой для более сложных методов синтеза R.L C цепей. 

11. 1 .  Функции LC цепей 

Сопротивления LC цепей представляют собой простейшие из 
трех возможных типов функций двухэлементных цепей, так как на  
вещественных частотах они имеют только мнимую часть, а не 
вещественную и мнимую, как на комплексных частотах вида 
s = а + j(J}. Поэтому логично начать исследование с данного про
стейшего случая . 

Рассмотрим соотношение ( 1 .4 )  при Fo = О  и р = 1 , 
когда 

z11 (s) = Z(s) = ( sт0 + Vo ) . s /1=1 (11 . 1 ) 

Учитывая, что функции Т0 и V0 - положительные вещественные, 
сопротивление Z (j(J}) представляет чисто мнимую величину. Это 
вытекает из физических соображений, заключающихся в том, что 
цепь, не содержащая резисторов, не может потреблять в синусои
дальном установившемся режиме какое-либо среднее количество - 53 - . 



энергии. Цепь, у которой вещественная часть любого сопротивле
ния или проводимости равна нулю при s = jffi, называется цепью 
без nо1'ерь, так как в ней не может быть средних потерь энергии .  

Полагая, что для ур-ния ( I I . l )  справедливо условие / 1 = 1 и 
приравнивая это уравнение нулю, получи� 

8 = -.  ( _ Vo = ± j 11 f Vo • 
V То V То 

(II . 2) 

Здесь То и Vo - неявные функции s. Однако поскольку То и Vo 
являются п .  в. ф . ,  то все нули Z (s ) , определяемые ур-нием ( I I .2) , 
должны иметь чисто мнимые значения. Все полюсы функции Z (s ) ,  

- 1 которые являются нулями функции Y (s )  = - , представленной 
Z(s) 

выражением ,  аналогичным ур-нию ( I I . 1 ) , тоже располагаются на 
мнимой оси плоскости s .  Следовательно, входное сопротивление 
(или проводимость) цепи без потерь является предельной формой 
п .  в .  ф., все нули и полюсы которой лежат на  мнимой оси плоско
сти комплексных частот. Как мы уже знаем, такие нули и полюсы 
п . в .  ф. должны быть простыми, поэтому можно сказать, что вход
ное сопротивление (или проводимость) цепи без потерь (LC цепи)  
имеет только простые нули и полюсы, ограниченные мнимой осью. 

Анализ, приведенный в предыдущей главе, показал , что вычеты 
в полюсах, лежащих на  мнимой оси, должны быть вещественными 
и положительными. В то же время функция, имеющая полюсы 
только на мнимой оси с положительными вещественными вычетами 
( аналогично функции 'Ф (s )  = !!!.... , образованной из четной и нечет-п 
ной частей полинома Гурвица ) ,  может иметь лишь простые нули и 
полюсы, которые на этой оси ч е р е д  у ю т  с я. Входное сопротив
ление цепи без потерь (называемое также реактивной функцией) ,  
как раз обладающее такими свойствами, представляет собой отно
шение четной и нечетной частей полинома Гурвица. 

Утверждение о том, что нули и полюсы функции LC цепи на 
мнимой оси являются простыми и чередуются, можно доказать и 
другим способом . Рассмотрим функцию ( I I . 1 )  для комплексных 
значений s 

Тогда 

и 

Z(s) = R (cr, ffi) + jX(cr, ffi) = (cr + jffi) T0 + Vo. 
(] + JOO 

R (cr, ffi) = crT0 + 
crVo 

cr2 + ro2 
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Используя ур-ние ( 1 1 .4 ) ,  получим 
дR 

= О' дТо + То + _а_ дVо + 
ro2 - a2 Vo 

да да a2 + ro2 да (a2 + ro2) 2 
или после преобразований 

(П . 6) 

( дR ) = Т0 + � = 4 (Тср + Vcp) .  (П . 7) 
да 

а=О ro2 
Выражение ( 1 1 .7 ) является положительным для всех веществен

ных частот Ф (и не равно нулю, так как ficp + Vcp при / 1 = 1 в 
точке, не лежащей на  мнимой оси, может быть равно нулю в любых 
нетривиальных случаях) , поэтому условие Коши - Римана [2] 1 

дает 

дR дХ -- = --
да дrо 

(!!i.) >
о

, дrо а=О 

(11 . 8) 

(11 . 9) 

а , значит, реактивная функция имеет на  мннмой оси положитель
ный, не равный нулю наклон на всех частотах. 

Рис. ll.1 

Полученный результат показывает, что все нули должны быть 
простыми, ибо наклон в нуле более высокого порядка равен нулю 
и изменяет знак в любом нуле четной кратности. 

При использовании проводимостей оказывается, что наклон 
функции реактивной проводимости ( susceptance) У (jФ) = j В ( Ф) 
является положительным и не равным нулю; следовательно, нули 
Y (s) , т. е. полюсы Z (s) , также простые. Далее, согласно выраже
.нию ( 1 1 .9 ) ,  представляющему условие положительного наклона ,  
полюсы и нули рассматриваемой функции должны чередоваться. 
При этом реактивная функция (или функция реактивной проводи
мости) обязательно должна иметь общий вид, графически показан ·  
ный на рис .  1 1 . 1 .  Ввиду того что она с увеличением частоты только 

1 См. также [52], стр. 2 1  (прим. ред. ) . 
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возрастает, то очевидно, что два нуля не могут следовать один за  
другим.  Поскольку полюсы функции являются нулями обратной 
ей функции, а последние обладают теми же свойствами, что и по
люсы исходной функции, то два полюса также не могут следовать 
друг за  другом . 

Рассмотрим поведение функции Z (s)  на комплексной плоскости. 
Согласно изв�стному представлению комплексная плоскость яв
ляется поверхностью бесконечно большой сферы, а мнимая ось 
представляет собой большой круг, проходящий через южный по
люс при Z = О и через северный полюс при Z = оо .  Из рис. 1 1 . 1 
видно, что функция достигает значения + оо ,  затем имеет разрыв 
и вновь начинается при значении - оо ,  причем условие, согласно 
которому она должна непрерывно возрастать, не нарушается. 

Указанное условие, при котором наклон является положитель
ным, можно также обосновать следующим образом . Из ур-ния 
( 1 1 .3)  имеем 

Отсюда 
Z(jro) = iX (ro) = i  (т0rо - v� ) · (11 . 10) 

Х (ro) = T0ro _....!l . (11 . 1 1 )  
(J) 

После дифференцирования с учетом того, что функции Т0 и V0 
являются явными функциями ro, получаем 

dX 
= То + ....!l + ro dT0 __ l dV0 • (II . l 2) dro ro2 dro ro dro 

В последних двух членах выражения ( 1 1 . 1 2) То и V0 необходимо 
рассматривать как функции всех комплексных амплитуд тока и 
их сопряженных величин [см .  ур-ния ( 1 .5) ,  ( 1 .6) , ( 1 .7) ] ,  т. е. 

и 

То = То (/1, • · · • lz; �· • • . , �) } ·  (11 . 1 3) 
V0 = Vo (I1, . . .  , fz ; 11, . . .  , lz) 

Производные этих функций принимают вид 
l -dT0 = � ( дТо dli + д1:._о �) 

dro � дli dro дlz dro l=I 
l -dV0 = � ( дV0 dli + д�0 dlt ) ·  

dro � д/1 dro д/1 dю l=I 

(11 . 1 4) 

(11 . 1 5) 

Теперь можно использовать то обстоятельство, что в цепи без 
потерь токи контуров оказываются либо в фазе, либо в противо
фазе; следовательно, если 11 принимается з а  эталон [как в ур-нии 
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( 1 1 . 1 ) ], то все комплексные амплитуды тока являются веществен
ными. В таком случае, объединив два члена в ур-ниях ( 1 1 . 1 4 )  и 
( 1 1 . 1 5 )  и записав функции То и V0 в виде 

и, следовательно, 

получим 

l ! 
То = � Likftlk; Vo = � Szkftlk 

l , k=I l , k=I 
(11  . 1 6) 

(П . 1 7) 

ro dT0 _ _ l dV0 =� � [� j (Likro - Sik ) ik] dl1 . (II . 1 8) dro ro dro / � � ro dro i=I k=I 
Величина 

(1 1  . 1 9) 

представляет собой напряжение источника в i-м контуре. Согласно 
принятому ранее Предположению в цепи действует лишь один ис
точник напряжения в первом контуре, т. е . напряжения всех источ
ников, за исключением указанного, р авны нулю, поэтому 
ур-ние ( 1 1 . 1 8) с учетом того, что 11 = const = 1 ,  принимает вид 

ro 
dT0 _ _ l_ dV0 = � Ei dl1 = 2X (ro) /i � = О . dro ro dro j dro dro 

Тогда из ур-ния ( 1 1 . 1 2) получим 

а из ур-ния ( 1 1 . 1 1 )  

_!!:!i_= т +� > о 
dro 0 002 ' 

dX _ __!S__ = 2V0 > О . dro ro 002 

(II . 20) 

(11 . 2 1 ) 

(11 . 22) 

Следует отметить не только то, что реактивная функция имеет 
положительный наклон, но и что он в любой точке этой кривой 
должен быть больше наклона прямой линии, проведенной из 

· начала координат до этой точки. На рис. 1 1 .2 дан график, для 
которого условие ( 1 1 .22 )  не выполнено, хотя наклон везде положи
тельный.  Указанное условие, очевидно, более строгое, чем только 
одно условие положительного наклона. Для любой кривой, задан
ной графически, это можно легко проверить, если н анести на гра
фике луч, исходящий из начала координат, и использовать его 
свободное вращение (при закреплении луча в начале координат) 
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около кривой Х ( ro ) . Наклон этой кривой, где бы она ни пересе
кала луч, должен быть больше его наклона .  

Выражение для реактивной функции как отношение полиномов 
можно получить из общего равенства 

(П . 23) 

(11 . 24} 
Отсюда 

(П . 25) 
так как функция, стремящаяся к нулю вдоль отрезка линии, 
должна стремиться тождественно к нулю 1 • Могут возникнуть два 

о 

Xtwl нетривиальных случая, для 

Рис. 1/.2 

которых выполняется усло
вие ( 1 1 .25) : либо m 1 = n2 == 0, 
либо n1 = т2 = О. 

Таким образом, можно 
записать 

Z (s) = �] 
или т2 ' ·  1 (11 . 26) 

Z (s) = т1 J 
n2 

Как показано в § 1 .5, четные и нечетные части т1 и n2, а так
же т2 и п1 являются соответственно четными и нечетными частями 
полинома Гурвица, и ,  таким образом, реактивная функция по 

т своим характеристикам, очевидно, идентична функции -ф (s )  = -
п ( или t= : ) , р ассмотренной при исследовании полиномов Гур

вица . Важно учитывать, что реактивная функция должна быть 
отношением двух полиномов, один из которых нечетный, а другой 
четный. Следовательно, в полиноме Гурвица, помимо других 
свойств, не могут отсутствовать какие-либо члены, и, очевидно, в 
точках s = О и s = оо он всегда будет и.меть соответственно нуль 
или полюс. Иными словами, реактивная функция (сопротивление 
цепи без потерь)  в точках s = О  и s = оо всегда должна иметь 
либо нуль, либо полюс. Обе точки могут быть либо нулями, либо 
полюсами, либо одна из них может быть нулем, а другая т-- полю-

1 Согласно другой интерпретации, также справедливой для изложенного в на
стоящей работе анализа, вещественная часть реактивной функции на мнимой оси 
имеет импульсы в полюсах этой функции и, следовательно, не равна тождественно 
нулю. Такой более общий подход (см. § VIIl .2) в данной главе не рассматри
вается. - 58 -



сом (какая именно - не имеет значения) . Аналогичные замечания 
относятся, разумеется, и к проводимости цепи без потерь. 

Для анализа характеристик сопротивлений передачи такой 
цепи следует рассмотреть ур-ние ( 1 . 1 7) при р = 2 .  В этом случае 
функция 

(1 1 . 27) 
должна обл адать всеми свойствами функции входного сопротивле
ния цепи без потерь, только что описанной при всех вещественных 
значениях переменных х 1 и х2• Нетрудно заметить, что сопротив
ление передачи z12 и входные сопротивления z1 1 и Z22 могут иметь 
только простые Полюсы, ограниченные мнимой осью. Поскольку 
вычет 

(11 . 28) 
функции Z (s) в таких полюсах должен быть вещественным .и 
положительным, очевидно, что все три вычета k 1 1 , k22, k 1 2 сопротив
лений z1 1 ,  z22, Z1 2 соответственно должны быть вещественными.  Сле
довательно, вычеты сопротивления передачи, подобно вычетам 
входных сопротивлений z1 1 и Z22 должны быть вещественными, но 
не обязательно положительными, так как если k в ур-нии ( 1 1 .28 ) 
положителен при всех вещественных значениях х1 и х2, то, помимо 
условий k 1 1  ;;;:::: О и k22 ;;;:::: О, будет удовлетворяться только так назы
ваемое условие вычетов 

(11 . 29) 
Ясно, что это условие может быть удовлетворено и при отрицатель
ном значении k 12 . 

Разложение входного сопротивления или сопротивления пере
дачи на элементарные дроби имеет вид 

k(O) k(2) k(2) M2n) k(2n) 
z lk (s) = _.!_1!_ + _..!!;__ + -tk_ + " . + -ik_ + _!!!___ + k�%n+2>s, - (11 . 30) 

s s - s2 s + s2 s - s2n s + s2n 

где s = О; ± s2 ;  ± s4 ;  " . ; и - полюсы на  мнимой оси, сопряженные 
величины которых имеют обратный алгебраический знак . Вычеты 
в сопряженных полюсах обычно являются сопряженными при 
условии, что функция характеризуется вещественными значениями 
при всех вещественных s . Вследствие условия вещественности в 
данном случае эти вычеты одинаковы в сопряженных полюсах. 
После объединения членов с сопряженными полюсами 
ур-ние ( 1 1 .30) принимает вид • k<.0k> 2k<2k>s 2k<14k>s 

+ + 2k<,�kn>s 
+ k(2n+2>8 Z1k (s) = -1 -+  1 + · · · lk • 

s s2 -s� s2 - s� s2 -s�n 
(11 . 3 1 ) 

Если начало координат или бесконечно удаленная точка, или 
обе точки одновременно являются регулярными, то первый или 
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последний, или и первый и последний члены в выражении ( 1 1 .3 1 ) 
отсутствуют. 

В любом случае, если это выражение представлено в виде 
отношения полиномов , очевидно, что один из них будет четным, а 
другой - .нечетным, как указывалось ·выше при анализе входных 
реактивных функций. В частности, когда имеется полюс в точке 
s = О, то функция Zik ( s ) представляет собой отношение четного 
полинома к нечетному. Наоборот, при отсутствии полюса в указан
ной точке функция Zik (s ) представляет собой отношение нечетного 
полинома к четному. Для входного сопротивления и сопротивления 
передачи цепи без потерь точки s = О и s = оо всегда являются 
особыми точками (нуль или полюс в любой комбинации ) .  

Если ур-ние ( 1 1 .3 1 )  описывает сопротивление передачи ( i =/= k) 
и вычеты имеют смешанные, т. е. положительные и отрицательные 
значения, то в полином числителя функции Z12 (s) также могут 
входить смешанные (положительные и отрицательные) коэффици
енты, но, в отличие от четных или нечетных частей полинома Гур
вица, он не обязательно будет иметь простые нули, ограниченные 
мнимой осью, а может иметь нули любой кратности, расположен
ные в любом месте конечной плоскости s .  Расположение этих ну
лей, однако, всегда полностью симметрично и относительно мнимой, 
и относительно вещественной осей, так как все нули четного или 
нечетного полиномов не изменяются при замене s на -s . 

Важно также отметить, что при наличии смешанных положи
тельных и отрицательных значений вычетов степень полинома чис
лителя будет меньше степени полинома знаменателя, причем 
вторая степень не может отличаться от первой более чем на еди
ницу. Практически полином числителя может стать постоянной 
величиной, но лишь тогда, когда полином знаменателя нечетный. 
Однако в любом случае необходимо выполнение требования, со
. гласно которому полиномы числителя и знаменателя (напомним, 
что их отношение представляет собой z12 ) должны быть соответ
ственно четным и нечетным. 

Снова обращаясь к условию ( 1 1 .29) , можно сделать несколько 
интересных заключений относительно распределения полюсов трех 
сопротивлений z1 1 ,  z22, Z 1 2 , характеризующих четырехполюсник без 
потерь. Очевидно, что одно или оба входных сопротивления могут 
иметь полюсы там, где другое входное сопротивление или сопро
тивление передачи их не имеют. Обратное утверждение несправед
ливо. Там, где находится полюс сопротивления передачи, должны 
располагаться полюсы о б  о и х  входных сопротивлений (с соответ
ствующими вычетами) .  Если представить себе цепь в виде Т-об
разного звена (несмотря на то, что· оно не представляет наиболее 
общей физически реализуемой формы четырехполюсника ) , то такой 
вывод станет очевидным, так как последовательные ветви этого 
звена оказывают влияние только на входное сопротивление, в то 
время как сопротивление параллельной ветви z12 является адди
тивной составляющей обоих входных сопротивлений. 
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11.2. Функции RL цеnе-4 

В RL цепях энергетическая функция Vo или V� тождественно 
равна нулю. Тогда, используя ур-ние ( 1 .4) при /1 = 1 ,  получим 

Z (s) = sT0 + F0 = R (а, ro) + jX (а, ro) . (П . 32) 

Аналогично, используя ур-ние ( 1 .8) при Е1 = 1 ,, получим 
• 

• То G . 
Y (s) = Fo + - = (а, ro) + тВ (а, ro) . s 

Нули функции Z (s ) должны удовлетворять условию 

(11 . 33) 

- �  3 ) S = -- (11 . 4 
То ' 

.а полюсы (нули функции У) - соответствовать зависимости 
-Т� s = -- . (11 . 35) 

р• 
о 

Так же, как и в случае LC цепи, эти выражения практически 
·бесполезны при определении нулей и полюсов. Однако энергети
ческие функции являются п .  в .  ф . ,  и поэтому ясно, что нули и 
полюсы входных сопротивлений и проводимостей R.L цепи распола
гаются на отрицательной вещественной оси плоскости комплексных 
частот. 

Из ур-ний ( 1 1 .32 )  и ( 1 1 .33) при условии, что s = а + jro, имеем : 
R (a, ro) = aT0 + F0; Х (а, ro) = roT0; (11 . 36) 

• аТ� - roT� 
G (a, ro) = Fo +  · В (а ro) - --011 + 002 ' ' - a• + ro2 • (11 . 37) 

Анализ полученных соотношений показывает, что функции Х и 
В являются соответственно положительной и отрицательной в лю
бой точке верхней полуплоскости комплексных частот. Для поло
жительной части мнимой оси этот вывод подтверждает известный 
факт - сопротивление RL цепи имеет положительную мнимую 
часть ;  следовательно, мнимая часть соответствующей проводимости 
является отрицательной. 

Из ур-ния ( 1 1 .36) следует, что 

( дХ ) = Т0 > О . (11 . 38) дrо 00=0 

Отсюда условие ( 1 1 .8 ) Коши - Римана дает 
(�) = Т0 > 0 . да 00=0 (11 . 39) 
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При ro = О сопротивление Z (s) чисто вещественно. Уравнение 
( 1 1 .39) показывает, что если построить график зависимости вход
ного сопротивления RL цепи в функции от о при ro = О, т .  е .  
график зависимости Z (о ) = R (о, О) вдоль вещественной оси, точно 
так же, как в случае LC цепи, был построен график для реактивной 
функции вдоль мнимой оси (см . рис. 1 1 . 1 ) ,  то эта кривая везде 
будет иметь положительный наклон, отличный от нуля .  Практиче
ски полученная кривая окажется в значительной степени подобной 
кривой, изображенной на рис. 1 1 . 1 ,  так как нули и полюсы входного 
сопротивления RL цепи расположены на вещественной оси . По
скольку функция Т0 при /1 = 1 в любом нетривиальном случае не 
равна нулю, наклон рассматриваемой кривой не может быть равен 
нулю. Поэтому нули должны быть простыми, и два нуля не могут 
следовать друг за  другом вдоль отрицательной вещественной 
полуоси . 

Из выражения ( 1 1 .37) имеем ( дВ ) - Т� - = -- < О. дrо оо=О 02 (11 . 40) 

Используя условие ( 1 1 .8) Коши - Римана, получим следующую 
зависимость : 

( дG ) - Т� - =-- < 0 
да оо=О 08 • (1 1 .  4 1 )  

Таким образом, входная проводимость RL цепи, представлен
ная на графике как функция о, имеет отрицательный наклон, от
личный от нуля. Следовательно, нули этой проводимости, которые 
являются полюсами входного сопротивления RL цепи, должны быть 
простыми и два из них не могут следовать друг за другом вдоль 
отрицательной вещественной полуоси . 

На основании приведенных рассуждений можно сделать вывод, 
что нули и полюсы входного сопротивления или проводимости RL 
цепи будут простыми и чередоваться на отрицательной -веществен
ной оси .  График сопротивления как функции о имеет положитель
ный наклон, тогда как соответствующий график проводимости ,
отрицательный. Как  видно и з  рис. 1 1 .3, эти графики подобны ана
логичным кривым, построенным для LC цепей на  мнимой оси, за  
исключением того, что там обе  функции - сопротивление и прово
димость - имеют положительный наклон, а здесь у первой наклон 
положительный, а у второй отрицательный. Указанное обстоятель
ство можно оценить и с другой точки зрения. Обратной величиной 
для чисто мнимой величины jX является l /jX = -j/X. Следова
тельно, она имеет обратный алгебраический знак, тогда как вели
чина, обратная вещественной величине Z (о) для RL цепи, имеет 
одинаковый с исходной величиной алгебраический знак. Учиты
вая это, а также то, что при увеличении абсолютного значения Z 
уменьшается абсолютное значение У и наоборот, функции Z (cr) и 

- 62 -



У (о) цепи должны иметь противоположные по знаку н аклоны, как показано на рис. 1 1 .3 .  Напомним, что у функций Z (jro) и Y (jro) 
LC цепи наклоны положительны. 

Помимо сказанного выше, вх'одные функции RL цепи характеризуются и другим важным отличием, а именно они не обязательно 
должны иметь особые точки при s = О и s = оо. В случае, если эти 
функции имеют там особые точки, последние не могут быть полю
сом или нулем. Действительно, достаточно вспомнить, что на нуле
вой частоте индуктивность идентична короткому замыканию, в то 
время как на бесконечной частоте она становится разомкнутой 
цецью. Отсюда очевидно, lfdJ что входное сопротивле
ние RL цепи не может 
иметь полюса в точке 
s = О  или нуля в точке 
s = оо. Начало координат 
плоскости s является ли
бо нулем, либо точкой, в 
которой функция Z (s ) 
имеет конечное значение. 
На бесконечности она 
имеет либо полюс, либо 
конечное значение, отлич
ное от нуля. 

Входное сопротивле
ние RL цепи можно пол
ностью описать рацио
нальной функцией, имею
щей простые нули и по
люсы, чередующиеся н а 

1 
1 
1 

о 

����.......:!L.-��.....Jl�-1--....... -4..,....-..:: 6 \i 
Рис. JJ.3 

отрицательной вещественной оси, и обладающей самой низкой 
критической частотой, равной нулю. При таком представлении по
лином числителя должен иметь степень, равнуJО (или большую на 
единицу) степени полинома знаменателя, причем степень полино
ма знаменателя не может быть выше степени полинома числителя. 
Следовательно, удовлетворяются ограничения, н аложенные на 
рассматриваемые функции в предыдущем пар аграфе. Входную 
проводимость RL цепи можно описать подобным образом. О,:гли
чие будет состоять лишь в том , что самая низкая критическая ча
стота в этом случае является полюсом. Не требует доказательств 
и тот факт, что полиномы имеют положительные ·(неотрицатель
ные) коэффициенты и Z (О) � О, как, очевидно, и должно быть. 

, Поскольку вычеты функции Z (s ) в конечных полюсах равны 
обратным значениям наклонов функции Y (s )  в ее нулях [2] 1 , они 
являются отрицательными вещественными.  По той же причине вы
четы функции Y (s)  в полюсах - положительные вещественные. 

1 См. также [52), стр . 84 (прим. ред.) . - 63 -



Разложение входного сопротивления RL цепи на элементарные 
дроби дает 

Z ( ) kв k, kвп k k s = -- + --+ . . . + -- + 2n+2 s +  оо , S -S2 s-sf, S - Ssn (11 . 42) 
где все вещественные коэффициенты k. являются отрицательными, 
за исключением k = оо и k2n+2· Таким образом, в то время как 
вычеты во всех конечных полюсах являются отрицательными, вы
чет k2n+2 для возможного полюса на бесконечности, безусловно, 
должен быть положительным. Если Sk = --.ak для отрицательных 
вещественных полюсов, то ур-ние ( 1 1 .42) примет вид 

Z (s) = �+�+ . . .  +�+k2n+2s+koo. s +а2 s + а, s + а211 
(11 . 43) 

Из этого уравнения можно получить следующее выражение для 
входного сопротивления RL цепи на нулевой частоте 

Z (O) = koo +�+ . . .  +� � О . 
IJ2 1J211 

(11 . 44) 
Полученное сопротивление, как указывалось выше, должно 

быть неотрицательным, несмотря на отрицательные значения 
k2, . . " k2n· Если s = оо является регулярной точкой (k2n+2 = О) ,  то 
Z ( оо ) = koo > О. Здесь знак равенства не введен по причине, отме
ченной выше. Из ур-ния ( 1 1 .44 ) следует, что в любой подобной 
ситуации Z (О) :::::;;; Z ( оо ) . Ввиду того что 

Re ( k, ) = k,a, (11 . 45) 
j(J) + а, а� + (J)2 

непрерывно уменьшается по абсолютной величине, из ур-ния 
( 1 1 .43) можно сделать следующий вывод: 

Для RL цепи Re[Z (jro) ] является непрерывно возрастающей 
функцией ro. ( 1 1 .46) 
Это утверждение, наряду с установленным выше положением о том ,  
что мнимая часть сопротивления Z (jro) положительна при всех 
положительных вещественных ro, характеризует поведение сопро
тивления RL цепи на вещественных частотах (s = jro) . 

Разложение входной проводимости RL цепи на элементарные 
дроби можно представить в виде 

у ( ) hi ha h2n-\ h 
S = -- + -- + . . .  + + 2п+1 , s-s1 s-s3 s-s2n-I 

где коэффициенты h, положительны 1 • При sk = -ak 

(11 . 47) 

1 Подобно разложению ( 1 1 .42) для Z (s) рассматриваемое выражение для Y (s ) 
представляет наиболее общую форму, которую может иметь эта RL функция. Не 
следует думать, что Z (s) в ( 1 1 .42) и Y (s) в ( 1 1 .47) являются взаимно обратными 
вели•шнами. Итак, если выражение ( 1 1 .47) для Y (s) соответствует представлению Z (s) в виде выражения ( 1 1 .42) , то h2nн = О. Наоборот, если выражение ( 1 1 .42) 
соответствует проводимости ( 1 1 .47) , то k2 n +2 должно быть равно нулю. 
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это выражение примет вид 

Y(s) = � + � + . . .  + 
h2n-I + h2n+I • 

s + a1 s + a3 s + a2n-I 
(11 . 48) 

На основании изложенного можно сделать следующий вывод: 
Для RL цепи R.e[Y (jro ) ]  является непрерывно уменьшающейся 

функцией ro. ( 1 1 .49) 
Мнимая часть, как видно из ур-ния ( 1 1 .37) , отрицательна при 

всех положительных вещественных величинах ro. 
Если функция входного сопротивления RL цепи не имеет осо

б ых точек при s = О или s = оо, то ее значение на  нулевой частоте 
всегда меньше асимптотического значения при S -+  оо .  Для соо_т
ветствующей входной проводимости RL цепи ее значение на  нуле
вой частоте всегда больше асимптотического значения при s -+ оо.  

Для того чтобы определить сопротивление передачи R L  цепи, 
необходимо применить приведенные выше р ассуждения относи
тельно входных сопротивлений RL цепи к функции Z (s ) , выражен
ной ур-нием ( 1 . 1 7) . Это уравнение при р = 2 превращается в 
ур-ние ( 1 1 .27) , которое Использовалось при анализе цепей без по
терь. Здесь сопротивлениями z1 1 и z22 являются входные сопротив
.11ения RL цепей, а z12 - сопротивлением передачи такой цепи. 
Очевидно, что последнее сопротивление подобно первым двум дол
жно иметь простые полюсы только на  отрицательной вещественной 
полуоси. Вполне понятно, что вычет функции Z (s ) , выраженный 

- через вычеты Zik, дается выражением ( 1 1 .28) . Поэтому р ассужде
ния, аналогичные приведенным в случае LC цепи, позволяют уста
новить, что вычеты функции z12, хотя и являются вещественными, 
не должны быть отрицательными подобно вычетам z 1 1  и Z22 в их 
конечных полюсах. Вычет, определяемый ур-нием ( 1 1 .28) , должен 
(для RL цепей)  представлять собой о т р и ц а т е л ь н у ю  опреде 
ленную квадратичную форму от переменных х1 и Х2 во всех конеч
ных полюсах и положительную форму в возможном nолюсе на  
бесконечности . В конечных полюсах это услевие удовлетворяется, 
так как требуется , чтобы, кроме условий k 1 1  � О и k22 � О, выпол
нялось условие вычетов ( 1 1 .29 ) по форме такое же, как в случае 
LC цепи, и с той же ориентацией знака неравенства .  

Известно, что сопротивления z1 1 или z22 могут иметь полюсы, 
отсутствующие в любом из двух других сопротивлений. Возможно 
также, что z1 1 и z22 имеют полюсы, которых не содержит z12• 
Однако условие вычетов (как и в случае LC цепи) не  допускает 
наличия в Z12 полюсов, не содержащихся одновременно в z1 1 
И Z22. 

Разложение Zik на  элементарные дроби имеет вид 

5 Заказ 49 

k(2) · k(4) ' k(2n) 
Zlk = ___!!!._ + ___l!!_ + . . .  + __!!!__ + k��n+2> s + k�f >. s-s2 s-s4 s - 5Р.п 
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Несмотря на то, что k ��> не является выЧетом, а представляет 
собой асимптотическое значение вещественной части Zili при s = 
= jro, соотношения, определяемые выражениями ( 1 . 1 05) и ( 1 . 1 06 ) , 
показывают, что условие вычетов ( I I .29 )  относится к этим коэффи
циентам так же, как и к вычетам в ур-нии ( I I .50) . Коэффициенты 
k�� в разложении сопротивления передачи z12 на элементарные 
дроби могут иметь любые положительные или отрицательные веще
ственные значения. Следовательно, если выражение для Z12 пред
ставить в виде отношения полиномов, то числителем оказывается 
полином, который может иметь нули любой кратности, расположен
ные в любой точке плоскости s ; его степень может быть либо равна 
степени полинома знаменателя, либо больше ее на единицу. 

Интересно отметить, что выполнение условия вычетов и требо
вания Z (О )  � О связаны с условиями вещественной части (см . гла
ву 1 ) ,  необходимыми для реализации сопротивлений цепей общего 
вида (RLC цепей) . Таким образом, свойство входных RL сопротив
лений, определяемое выражением ( 1 1 .46) , и выполнение требова
ния Z (О) > О обеспечивают выполнение условий осуществимости 
вещественной части. Из условия вычетов ( 1 1 .29 ) следует, что функ
ция Z (s ) ,  определяемая ур-нием ( 1 1 .27) , обладает свойством , вы
раженным в предложении ( I I .46) . 

Для исследования свойств функций проводимости передачи RIJ 
цепей целесообразно проанализировать следующую, аналогичную 
ур-нию ( 1 1 .27) зависимость [см .  ф-лу ( 1 .26) для р = 2] : 

Y (s) = у1 1х� + -2у1 2х 1 х2 + у2 2х� (11 . 5 1 )  
при условии, что у1 1 , У22 и Y (s )  обладают свойствами входных про
водимостей RL цепей. Таким образом , снова можно заметить, что 
функция у1 2 должна иметь простые полюсы, расположенные только 
на отрицательной вещественной полуоси. Вычеты в этих полюсах 
должны быть вещественными, причем , как и в случае входных 
функций, они не могут быть положительными. Однако дополнитель
но к условию У ( оо ) � О во всех полюсах должно выполняться ус
ловие вычетов ( 1 1 .29) . Проводимость передачи У1 2 обладает точно 
такими же свойствами, как сопротивление z12, р ассмотренное выше 
(за исключением наличия полюса на бесконечности ) .  

11.3. Функции RC цепей 

При рассмотрении функций RC цепи функция магнитной энер
гии Т0 или Т� равна нулю. Используя ур-ния ( 1 .8) при Е1 = 1 ,  
получим 

У (s) = sV� + F� = G(cr, ro) + jB (cr, ro) .  
Уравне�ия ( 1 .4 ) , описыва19щие сопротивление, дают 

Z (s) = Fo +  Vo = R (cr, ro) + jX(cr, ro) .  
s 
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Сравнивая ур-ния ( 1 1 .52) и ( 1 1 .53) с ур-ниями ( 1 1 .32) и ( 1 1 .33) , 
видим, что функция проводимости Y (s) для RC цепи по форме по
добна функции сопротивления Z (s) для RL цепи и н аоборот. 
Следовательно, все полученные ранее результаты остаются спра
ведливыми, если поменять местами функции У и Z. 

Итак, можно утверждать, что входные сопротивления и прово
димости цепей RC имеют простые нули и полюсы, чередующиеся 
на отрицательной вещественной оси плоскости 's . Для сопротивле
ния самая нижняя критическая частота (особая точка ) является _ 
полюсом, а для проводимости - нулем. При построении графика 
зависимости от cr сопротивление имеет отрицательный наклон, 
проводимость - положительный. Вычеты функции Z (s)  в ее полю
сах являются положительными, вычеты Y (s )  в ее конечных по
люсах - отрицательными .  Разложение входного сопротивления на 
элементарные дроби 

Z ( ) k1 kз · k2n-1 S = -- + -- +  . . .  + + k2п+1 s-s1 s- sa s-s2n-I (11 .  54) 
подобно уравнению ( 1 1 .47) для проводимости RL цепи ,  тогда как 
р азложение входной проводимости на элементарные дроби 

Y (s) = ____!!!__ + � + . . .  +_.l!:E!_+ h2n+2s + hoo (iI . 55) 
S-S2 S-S4 S -S2n 

подобно уравнению ( 1 1 .42 ) для сопротивления RL цепи 1 • В урав
нении ( 1 1 .54) все вычеты k, вещественны и положительны, в ур
нии ( 1 1 .55) вычеты h2, . . . , h2n оказываются отрицательными, а 
hoo и h2n+2 положительными вещественными. По аналогии с пред
ложениями  ( 1 1 .46) и ( 1 1 .49) можно сделать следующий вывод: 

Для RC цепи Re[ Y (jro) ]  является непрерывно возрастающей 
функцией ro, тогда как Re[Z (jro ) ]  - непрерывно уменьшающейся 
функцией. ( 1 1 .56) 

Мнимая часть входного сопротивления RC цепи является отри
цательной при всех положительных вещественных значениях ro, 
мнимая же ч асть соответствующей проводи;мости - положительной. 

Для изучения свойств сопротивлений передачи и связи между 
входными сопротивлениями и сопротивлением передачи четырех
полюсника рассмотрим одновременно ур-ния ( 1 1 .27) и ( 1 1 .54) 
[для проводимости соответственно ур-ния ( 1 1 .5 1 )  и ( 1 1 .55 ) ] . Очевид
но, что для функции Zik RC цепи разложение на элементарные 
дроби имеет вид 

k( l )  k(З) k(2n-1 ) Z . = -i_k _ + _!!!_ + + ik + k(2n+ I )  t k  • • • tk ' s- s1 s- s8 s-s2п-1 (П . 57) 

1 Как уже говорилось в связи с разложениями ( 1 1 .42) и ( 1 1 .47) для функций Z (s) и Y (s) ,  их нельзя считать соответствующими одной и той же цепи . Для того 
чтобы ( I I .55) соответствовало ( I I .54) , должен отсутствовать член h2n+2, и, если 
( 1 1 .54) соответствует ( I I .55) , вычет k2n+ i  равен нулю. 
5* - 67 -



Т а б л и ц а 1 1 . 1  
Свойства входных сопротивлений и сопротивлений передач и 1 .  Условие-функция Z(s) вещественна при вещественном 

s - относится ко всем функциям. 

В х о д н ы е  с о п р о т и в л е н и я  

RL 1 RC 1 LC RLC 
2 .  Положительные сомножители - чередующиеся прос-

Полюсы тые полюсы и нули И нулн ОГ• 
раничены левой полу-

на отрицательной вещественной оси на мнимой оси плоскостью или МНИ• 

3 .  Критическая частота вблизи 3. Функция пред-
мой осью. Нули долж· 

ТОЧ· ны быть простыми, 
кн s = О является ставляет собой от- ПО.'IЮСЫ могут иметь , ношение четного и любую кратность 

1 
и 

нулем полюсом нечетного поли но- любое расположение, 
4 . Вещественная часть · на мнимой мов. Точки s = О  и пока вещественная 

оси является монотонной функцией s = оо всегда явля- часть на мнимой оси 

1 
ются особыми точ- неотрицательна. Выче-

возрастающей уменьшающейся ками. Вещественная ты в полюсах на мни-
часть на мнимой мой оси должны быть 

функцией ro оси = о положительными ве-

5 .  R.e [Z (O) ] = 
1 

R.e [Z (oo) ] == 4 . Простые 
щественными. Вычеты 

по- в других полюсах мо-= Z (O) :;;i,. О = Z (oo) :;;i:. О люсы на мнимой гут иметь комплексные 
оси с положитель- значения 6 . Вычеты в ко- Вычеты во всех ными вещественны-

нечных полюсах - полюсах - поло- ми вычетами 
отрицательные ве- жител ьные веще- 5 . Наклон реак· 
щественные ственные тивной функции 

Свойства l ,  2 и 3 достаточны для Х (оо) - положи-
описания функций тельный и больший, 

чем ДJIЯ функции х -
(1) 

Свойства l и 2 
эквивалентны свой-
ствам l и 4. Любая 
пара свойств доста-
1 очна для описания 
фун кций 

С о п р о т и в л е н и я  п е р е д а ч и  

П р о с т ы е  ПОJIЮСЫ ограничены п о л ю с ы  
левой полуплоскостью 

на отрицательной вещественной оси 1 на м нимой оси или мнимой осью. 
Произвольные нули Нули с квадрант- Они должны быть 

ной симметрией . простыми и давать ве-
Полиномы - соот- щественные вычеты. 
ветственно четные Должно удовлетво-
и нечетные ряться условие 

Вещественная часть на мнимой оси k 1 1 k22 - k�2 :;,i:. O . 
2 Вещественная часть ограничена и ' 1 2 � '1 1 ' 22 1 тождественна 

равна нулю ограничена мнимой 
при s = О 1 при s = оо осью и должна удов· 

Вычеты должны быть вещественными и удовлетворять летворять условию 
условию /t 1 1  k2 2  - k� 2 :;;i:. О во всех полюсах '1 1 '2 2 - '�2 :;... о 
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где, кроме k1 1  ;;::::: О и k22 ;;::::: О, вычеты kili должны удовлетворять 
условию вычетов ( 1 1 .29 )  для того, чтобы можно было утверждать, 
1по вычет k функции Z (s) , определяемый ур-нием ( 1 1 .28) , пред
ставляет собой положительную определенную квадратичную форму 
от вещественных переменных Х1 и Х2. 

В ур-нии ( 1 1 .54) требование, чтобы вычет k2n+1 = Z ( оо ) был 
положительным, позволяет считать (с  учетом ( 1 1 .56) ) ,  что веще
ственная часть функции Z (jffi) является положительной при всех 
13ещественных (J) .  В ур-нии ( 1 1 .55) требование 

h00 -(�+�+ . . . + h2п ) = У (О) :;;? О (11 . 58) S2 S4 В2п 
позволяет считать, что вещественная часть функции У (jffi) 
является положительной. Следо'Вательно, нет необходимости вво
дить дополнительные условия для вещественной части .  

В последующих главах рассматриваются методы синтеза цепей 
двухэлементного типа .  Там показано, что достаточные условия для 
реализуемости сопротивлений или проводимостей RC цепи (как и 
в случае RL цепи) определяются требованиями, чтобы нули и по
J1юсы этих функций были простыми и чередующимися или же 
полюсы простыми и чтобы выполнялось условие вычетов. Кроме 
того, необходимо выполнение неравенства Z ( оо ) ;;::::: О или .  У (О) ;;::::: 
;;::::: о. В табл. 1 1 . 1  приведены свойства входных сопротивлений и со
противлений передачи цепей различного вида. 

у 



. 1 1 1 .  
ГЛАВА 

Си нтез входных сопротивлений LC цепей 

111. 1 .  Общие замечания о синтезе 

Теория цепей опирается на три основных фактора : возбуждение, 
реакцию и цепь. В том случае, когда известны два из них, третий 
можно найти .  Если заданы цепь и либо возбуждение, либо реакция, то возникает задача анализа цепи. Если цепь неизвестна, а 
заданы возбуждение и реакция, процесс решения принято называть 
синтезом цепи .  Хотя такое определение синтеза является доста
точно общим, оно, однако, непригодно для точного описання мето
дов, рассматриваемых в данной работе. 

Термин «синтез» цепи при правильном его использовании не 
относится ко всем операциям,  связанным с расчетом цепи в соот
ветствии с установленными требованиями; он также не может 
рассматриваться и как замена термина «расчет» цепи. На практике, 
как правило, при расчете цепи делаются предположения (основан
ные на предыдущем опыте) относительно ее общей конфигурации, 
а затем методом последовательных приближений и путем неко
торых незначительных изменений структуры цепи получают задан
ные характеристики. Такой порядок проектирования нельзя назвать 
синтезом цепи, сущность которого состоит в том ,  что структура 
цепи и значения ее элементов определяются в самом процессе про
ектирования. Здесь все вопросы, касающиеся допусков и приемле
мых характеристик, решаются вначале, когда образуется рацио
нальная функция (отношение полиномов от комплексной частоты ) 
с учетом требуемой характеристики, с одной стороны, и определен
ных условий реализуемости, с другой . Этот начальный . этап ,  
безусловно, являющийся существенной частью всего процесса 
синтеза , называется задачей аппроксимации. После того как она 
решена и найдена соответствующая рациональная функция, метод 
последовательных приближений не применяется и далее никаких 
предположений не делается . В прQцессе синтеза получают семей
ство так называемых эквивалентных цепей, любая из которых 
точно реализует заданную рациональную функцию. 
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Как можно заметить, задача синтеза отличается от задачи 
анализа некоторыми важными особенностями .  Первая из них свя
зана с существованием решений. Когда заданы цепь и возбужде
ние, вопрос о существовании реакции не является сложным ;  если 
задана реакция и требуется найти возбуждение, возникает та же 
задача, но с соответственной заменой названия «известная» и «не
известна.Я» величина .  Необходимо отметить, что функция реакции 
не инвертируется, так как это означало бы, что следует поменять 
:местами названия «возбуждение» и «реакция». 

Однако когда заданы возбуждение и реакция и требуется найти 
цепь, то неизбежно возникает вопрос о существовании решения. 
Процесс решения зависит от того, определяются ли  данные функ
ции во временной или в частотной области .  В случае частотной 
области отношение этих функций представляет собой требуемую 
функцию цепи .  Она должна быть п .  в. ф . , если существует решение 
для входной функции, и рациональной, если предполагается по
лучить конечную цепь .  В случае, когда исходные характеристики 
з аданы в форме временнь1х функций, прежде всего производится их 
перевод в частотную область .  При этом нет никакой уверенности, 
что результирующая функция, полученная из отношения соответ
ствующих функций во временной области, отвечает обязательному 
требованию устойчивости для реализ ации п ассивной цепи . 

Второе важное различие между задачами анализа и синтеза 
состоит в том ,  что когда выполнены условия существования реше · 
ния, это решение не является единственным .  Теоретически суще
ствует бесконечное число решений (известных как эквивалентные 
цепи ) , о чем более подробно сказано далее. 

З адача, которая будет исследована в первую очередь, заклю
чается в том ,  чтобы найти реализации входных сопротивлений или 
проводимостей, заданных в виде положительных вещественных 
рациональных функций .  Если такая функция известна, решение 
сводится к нахождению способов построения цепи, которые при 
з аданной входной функции точно реализуют ее .  В этой и следую
щей главах мы рассмотрим только п .  в .  ф . ,  характеризующие цепи 
с двумя типами элементов . Однако соображения, на которых б ази
руется синтез указанных цепей, являются основой последующих 
исследований при создании более сложных схем. Об этом будет 
сказано позже в связи с обобщением рассматриваемой задачи, а 
именно, с введением в цепь всех трех типов элементов и использова
нием большего числа пар входных зажимов. 

Таким образом, сущность поставленной задачи з аключается в 
том ,  чтобы установить зависимость между структурой физической 
цепи и данной рациональной функцией. На первый взгляд может 
показаться, что это процесс простой, если проста заданная функ
ция. Например, когда функция сопротивления представляет собой 
постоянную, умноженную на переменную s, или постоянную, делен
ную на s,  то, очевидно, цепь является либо только одной индук
тивностью, либо только одной емкостью соответственно. Р ацио-
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нальная  функция, характеризующая последовательную пли 
параллельную комбинацию этих двух элементов, также достаточно 
проста .  Следовательно, даже при отсутствии большого опыта мож
но непосредственно определять соответствующую физическую 
реализацию. Но как поступить в случае, когда функция довольно 
сложная и нельзя непосредственно говорить о возможности 
реализации? 

Ответ вытекает из логического рассуждения : вероятно тогда 
представляется возможным отделить от данной функции простую 
часть, которую можно считать физическим компонентом (или, по 
крайней мере, выявить, существует ли  такая возможность) . Если 
остаток функции упростился и (после некоторых преобразований) 
можно отделить другую простую часть, то продолжение этой опе
рации в конце концов приведет к полному разложению первона 
чальной функции в реализацию цепи .  Описанный процесс основан 
на  предположении, что если данная функция слишком сложна для 
непосредственного �интеза ,  то, по-видимому, целесообразно приме
нять каждый раз отделение небольшой ее части .  

Такая, сравнительно простая, процедура может привести к 
полезным результатам при решении многих вопросов, связанных с 
проблемой синтеза .  При этом в процессе выполнения каждого этапа 
(или нескольких этапов) обязательно необходимо соблюдать сле
дующие три условия :  

1 .  Часть, которая отделяется от данной функции, должна быть 
реализуемой и достаточно простой, чтобы ее реализацию можно 
было определить непосредственно. 

2. Остаток функции должен представлять собой п. в . ф . Иными 
словами, процесс разбиен,ия функции не должен н арушать поло
жительного вещественного ее характера .  

3 . Степень полинома, получающегося в остатке, должна быть 
более низкой, чем степень функции. 

Если все три перечисленные условия не удовлетворяются, то 
рассмотренный процесс не может привести к нужным результатам .  
Если же они удовлетворяются при выполнении ряда операций, то 
их повторное использование обязательно приведет к полной реа
лизации данной функции .  

В некоторых случаях можно сократить процесс разложения 
функции путем ее разбиения сразу на  аддитивные составляющие, 
реализуемые непосредственно. Как далее станет ясно, такой упро
щенный метод весьма эффективен для любых цепей с двумя типа
ми элементов, а иногда даже и для цепи общего вида , т. е. 
RLC цепи .  

Сущность рассматриваемого метода состоит в нахождении 
математического приема разложения какой-либо рациональной 
функции на простые (и реализуемые) составляющие члены, причем 
в таких случаях пригоден способ разложения на  элементарные 
дроби .  Иногда он может быть применен непосредственно к данной 
функции, иногда лишь после соответствующих преобразований .  - 72 -



При выполнении этих операций часто оказываются необходимыми 
интуиция и изобретательность. Некоторые особенности дан ного 
метода синтеза рассмотрены в следующем параграфе н а примере 
входных функций сопротивлений и проводимости LC цепей. 

111.2. с"нтез реактивных функци-4 и функци-4 реактивной 
проводимости посредством их разnоженин на 

эnементарные дроби 

Предположим, что реактивная функция имеет простые нули в 
точках s = ± s 1 ;  ± s3 ; ± s5 ;  . • • и простые полюсы в точках s = О ; 
± s2 ; ± s4 ; • • •  Такую функцию можно выразить в виде отношения 
полиномов 

(III . 1 ) 

где каждый множитель представляет собой пару сопряженных 
мнимых критических частот. Например, при s . = jro . множитель 
(s2 - s� )  � (s2 + ro;) = (s + s . ) (s - s . ) = (s + jro. ) (s -j(JJ . ) 
ясно указывает н а то, что в сопряженных точках s = + jro . и 
s = -jro . на мнимой оси существуют критические частоты . Если 
этот множитель находится в числителе, его степень, очевидно, н а 
единицу больше степени знаменателя, и функция Z (s ) имеет про
стой полюс в точке s = оо . Если указанный множитель находится 
в знаменателе, то степень знаменателя н а единицу больше степени 
числителя и Z (s) имеет нуль в точке s = оо . Полюс в точке s = О 
обусловлен наличием коэффициента s в знаменателе, который в 
данном случае является нечетным полиномом . Если Z (s) представ
ляет собой отношение нечетного полинома к четному, то точка 
s = О становится вместо полюса нулем. При этом независимо от 
того, является ли точка s = оо нулем или полюсом, точка s = О 
может быть либо нулем, либо полюсом . 

Важно отметить, что, пос�ольку нули и полюсы чередуются, 
т. е. 

(Ш . 2) 
вид конечных ненулевых критических частот ( нулей и полюсов) 
функции Z (s) автоматически определяется характером точек s = О 
и s = оо . -

Итак, если самая низкая ненулевая критическая частота яв
.11 н ется нулем [см . ур-ние ( 1 1 1 . 1 ) ], то в точке s = О должен быть по-
1 1 юс.  Если же самая низкая ненулевая критическая частота -
1 1 олюс, то в точке s = О должен быть нуль. Аналогично, если самая 
высокая критическая частота является нулем, то в точке s = оо 
должен быть полюс, и наоборот. Поэтому после определения ко-
1 1 счпых ненулевых критических частот уже нет необходимости 
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определять характер точек s = О и s = оо ,  такие дополнительные 
данные не нужны. 

Аналитическое выражение для реактивной функции, представ
ленное ур-нием ( 1 1 1 . l ) ,  однозначно характеризуется ее конечными 
ненулевыми критическими частотами с точностью до постоянного 
множителя Н, называемого коэффициентом уровня сопротивления 
( impedance level factor) 1 • 

На рис. 1 1 1 . 1  приведен график распределения критических то.чек 
реактивной функции (за исключением постоянного множителя) , 
который мы  будем называть ее частотной диаграммой ( frequency 
pa ttern) . Этот график, по существу, состоит из оси частот ro ,  на 
которой в качестве конечных отмечены точки ro = оо и ro = О. Ко
нечные ненулевые нули и полюсы, обозначенные соответственно 
кружками и крестиками, отмечены как частоты ro 1 , ro2 , . . . . В числен
ном примере эти символы заменяются их численными значениями, 

о 
ZfJWI + •• о ." 

GJz ы1 t.J4 
Рис. III. 1 

причем нет необходимости задавать количественные значения ка
ких-либо критических частот. 

Таким образом, частотная диаграмма ,  являясь просто качест . 
венным представлением реактивной функции, тем не менее позво
ляет найти (за исключением коэффициента уровня) аналитическое 
выражение для этой функции. Следовательно, если принять коэф
фициент уровня для функции, представленной на рис. 1 1 1 . 1 ,  равным 
единице, можно записать 

( s2 + оо2) ( s2 + 002) ( s2 + 002) 
Z (s) = 1 3 5 • (Il l . 3) s ( s2 + оо�) ( s2 + оо�) 

Уравнение ( 1 1 1 .3 )  и частотная диаграмма на рис. 1 1 1 . l  полно
стью эквивалентны в том смысле, что, если известна диаграмма ,  
можно найти аналитическое выражение, и наоборот. 

Определение цепи, реализующей реактивную функцию, осущест
вляется посредством разложения на элементарные дроби после 
того , как каждая пара членов, представляющих сопряженные по
люсы, объединена , как это делалось при переходе от ур-ния ( 1 1 .30) 
к ур-нию ( 1 1 .3 1 )  в предыдущей главе. Записывая подобным спосо
бом разложение для функции Z (s) , представленной ур-нием ( 1 1 1 .3) , 
получим 

(Ш . 4) 

1 Обычно эту величину называют масштабным множителем (прим. ред. ) . - 74 -



где ko, k2, k4 и k6 - вычеты функции Z (s ) в ее полюсах в точках 
s = О, s = ± j(J)2, s = ±j(J)4 и s = оо соответственно. Вычеты можно 
вычислить различными способами, например, воспользовавшись 
известной формулой 

k. = [ (s -s.)Z (s) ]&=s, · 
В данном примере для s .  = О 

( s2 + ro�) ( s2 + ro�) ( s2 + ro�) (s-s.) Z (s) = . 
( s2 + ro�) ( s2 + ro�) 

Тогда из ур-ния ( 1 1 1 .5) 
(1)2(1)2(1)2 

ko = 1 з 5 

(J)�(J)� 
Аналогично, для полюса в точке s = j(J)2 находим 

( s2 + roO ( s2 + ro�) ( s2 + ro�) 
(s -s,)Z (s) = . 

s (s + jro2) ( s2 + ro�) 

(111 . 5) 

(111 . 6) 

(111 . 7) 

(Ш .  8) 

Ввиду того что при s = j(J)2 s2 = -(J)� , из ур-ния ( 1 1 1 .5) имеем 

(111 . 9) 

В этом случае вычет является положительным, как и можно было 
предположить на основе рассуждений, приведенных во 11 гл аве. 

При прямом методе вычисления вычетов необходимо исследо
вать область в непосредственной близости от любого полюса и ус
тановить, что в разложении на элементарные дроби вида ( 1 1 1 .4 )  
только доминирующий член дает адекватное представление функ
ции Z (s )  в данной области. Например, для s -+  j(J)2 или s2 -+ -(J) � 
из ур-ний ( 1 1 1 .3)  и ( 1 1 1 .4)  следует 

( s2 + ro2) ( s2 + ro2) ( s2 + ro2) 2k2s Z (s) = 1 з s � __ _ 
s ( s2 + ro�) ( s2 + ro�) s2 + ro� 

После сокращения коэффициента (s2 + (J)� )  получим 
( s2 + ro�) ( s2 + ro�) ( s2 + roIO 

2 
2 k2 � при s --+ - (J)2 ,  · 2s2 ( s2 + ro�) 

что соответствует ур-нию ( 1 1 1 .9 ) .  
Наконец, формула 

k, = [ dY (s) ]\ I 

ds s=s, - 75 -

(Ш . 1 0) 

(111 . 1 1 ) 

(111 . 1 2) 



l может быть использована в том случае, когда У ( s )  = --- co-z (s) ответствующая функция реактивной проводимости - имеет нули 
там, где функция Z (s) имеет полюсы. Легко показать, что анализ 
функции Y (s ) аналогичен рассмотренному выше, а результаты 
согласуются с полученными ранее. Например, р ассматривая функ
цию, выраженную ур-нием ( 1 1 1 .3) , можно записать 

Y(s> - s ( s2 + ro�) (s + ro�) Q (s) 
( s2 + ro�) ( s2 + ro�) ( s2 + ro�) Р (s) 

Дифференцируя эту функцию по s, получим ( dY ) = [P (s) Q ' (s) - Q (s) P ' (s) ] = Q ' (s2) d.� .-s. Р2 (s) s=s1 Р (s2) ' 
что вытекает из условия Q (s2) = О. 

Если записать 
Q (s) = (s2 + ro�) q (s) , 

то 
Q ' (s2) '= [(s2 + ro�) q ' (s) + 2sq (s) ] S=S. = 2s2q (s2) . 

(Ш . 1 3) 

(III . 1 4) 

(Ш . 1 5) 

(II I . 1 6) 
Подставив эту величину в ур-ние ( 1 1 1 . 1 4 )  и используя ур-ние 

( 1 1 1 . 1 2) , можно найти, что 

ka = P (s2) 
2S2Q (S2) (111 . 17) 

Принимая во внимание выражения для P (s ) и q (s) [ур-ния 
( 1 1 1 . 1 3 ) и ( 1 1 1 . 1 5 ) ], получим _ , ( s2 + ro�) ( s2 + ro�) ( s2 + ro�)] 

� - . 2s2 ( s2 + ro2) 2 2 . 4 "S =-002 
что также соответствует уравнению ( 1 1 1 .9 ) . , 

(111 . 1 8) 

Вычет функции Z (s) в простом полюсе в точке s = оо опреде
ляется с учетом ее поведения при большом значении s. Так, если 
функция Z (s)  имеет полюс в бесконечности, она ведет себя при 
s -+  оо как постоянна�. умноженная на s ,  и является вычетом в 
этом полюсе. Формально можно записать 

Z (s) · 
k6 = -- при s � oo, s (Ш . 19) 

откуда следует, что функция, определяемая выражением ( 1 1 1 . 3) , 
равна единице, поско·льку было сделано предположение, что по
стоянный множитель равен единице. 

При сравнении разложения на элементарные дроби функции 
Z (s) посредством ур-ния ( 1 1 1 .4 )  и частотной диаграммы, приве
денной на рис. 1 1 1 . 1 ,  очевидно, что каждому полюсу этой характе-
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ристики соответствует член разложения. Первый и последний члены 
представляют собой полюсы в точках s = О и s = оо соответствен
но, тогда как оставшиеся члены - конечные ненулевые полюсы. 
После того как определена аналитическая форма каждого из этих 
трех типов членов, нетрудно найти разложение на элементарныЕ> 
дроби для функции Z (s) непосредственно по ее часточюй диаграм
ме. Аналогично по разложению на  элементарные дроби можно 
легко построить частотную диаграмму. 

Переходя к реализации цепи, необходимо отметить, что первый 
и последний члены разложения функции на элементарные дроби 
являются соответственно реактансом емкости и реактансом индук
тивности, а член для конечного ненулевого полюса - реактансом 

О) L1 i" �!! �z1i-• ---.-.._f 
Рис. 111.2 

параллельного LC контура, изображенного н а  рис. 1 1 1 .2а . Для это
го контура 

L.s 
Zv = ---- - -----

1 1 + L .c.s2 
c.s + ""У8 s 

1 
- s  с. 

1 
s2 + -тс v v 

(111 . 20) 

При сравнении с соответствующим членом разложения на  элемен
тарные дроби видно, что 2 1 1 (J)v = --

LvCv 
1 ' 

2k. = -
c. 

откуда легко вычислить значения L. и С • . 

(111 . 2 1) 

Таким образом, полная цепь для функции, представленной 
ур-нием ( 1 1 1 .4) , имеет вид, показанный на рис. 1 1 1 .2б, где L2, С2, 
L4, С4 определяются из выражений ( 1 1 1 .2 1 )  и соотношений 

1 Со = -- ,  Ls = kв .  ko (111 . 22) 

При анализе полученного результата особый интерес представ
J1 яют два момента . Во-первых, если вычеты являются положитель
ными вещественными, то величины всех элементов также будут 
1 1оложительными и вещественными. Следовательно, условие, со-
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гласно которому функция Z (s) принадлежит к классу п .  в .  ф . ,  яв
ляется достаточным условием физической реализуемости входного 
сопротивления LC цепи .  Во-вторых, число элементов в реализации 
точно равно числу соответствующих параметров, определяющих 
функцию Z (s) . Функция ( I I l .3) , как нетрудно заметить, опреде
ляется пятью конечными ненулевыми критическими частотами и 
постоянным множителем (равным единице) , т. е. всего шестью ' 
параметрами .  Соответственно цепь, показанная на рис. I I I .2б, со-
держит шесть элементов. . 

Если рассматривать аналитическое представление функции Z (s ) 
в виде выражения ( I I l .4 )  вместо выражения ( I I I .3) , то соответ
ствующими параметрами окажутся местоположения конечных не
нулевых полюсов и вычеты, в том числе и вычеты в полюсах (в 
точках s = О и s = оо ) . Таким образом, и в данном случае исполь
зуются шесть параметров. Эти параметры, характеризующие 
функцию Z (s)  в любой из форм, Представленных ур-ниями ( I I I .3 )  
или ( I I I .4 ) , позволяют получить шесть значений элементов в реали
зующей цепи. Следовательно, описанный метод синтеза приводит 
к реализации с минимальным числом элементов . По этой причине 
подобная форма реализации заданной функции Z (s) называется 
канонической. 

Точно такой же метод синтеза можно применить к функции 
реактивной проводимости, определяемой ур-нием ( I I l . 1 3 ) . Для нее 
получаются полюсы только на конечных ненулевых критических 
частотах ± jro 1 ,  ± j.ro3, ± jros, причем точки s = О и s = оо будут 
являться нулями. Отсюда соответствующее разложение на элемен
тарные дроби имеет вид 

Y (s) = 2k1s + 
s2 + ro� 

2k3s + 2/lr,S 

s2 + ro� s2 + ro� 
(III . 23) 

Вычеты вычисляются одним из трех методов, предложенных для 
реактивной функции. , 

Каждый член разложения ( I I I .23) можно рассматривать ка к 
функцию реактивной проводимости последовательного LC контура,  
изображенного на рис. I I I .3a .  При этом 

C,s 
У. = ---- - -----1 1 + L,C,s2 L,s +cs 

• 

Сравнивая полученное выражение с 
разложения ( I I I .23) , находим 

(J.)� =-1 1 L,C, 1 • 
2k .= -

L, 
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- s  L, 

1 s2 + --L,C, 
(Ш . 24) 

соответствующим членом 

(III . 25) 



Таким образом, полная цепь для реализации функции ( 1 1 1 .23) 
должна им·еть вид, показанный на рис. 1 1 1 .3б, причем значения ее 
элементов определяются из ур-ний ( 1 1 1 .25) с учетом соответствую
щих вычетов и частот полюсов . 

Очевидно, что этот процесс (но не конечный результат ! )  полно
стью аналогиче� рассмотренному выше процессу разложения дJIЯ 
функции сопротивления, в результате которого была  получена 
цепь, показанная на рнс. I l l .2б .  Ит�к. разложения на элементарные 
дроби ( 1 1 1 .4 )  и ( 1 1 1 .23) , по  существу, одинаковы по  форме, тогда 
как цепи-компоненты на рис. 1 1 1 .2а и 1 1 13а и результирующие цепи 
на рис. 1 1 1 .2б и 1 1 13б дуальны по форме. Пр-и этом соотношения 

YtsJ 
-

с, 

Рис. 1//.8 

элементов, представленные ур-ниями ( 1 1 1 .2 1 )  и ( 1 1 1 .25) , одина
ковы ,  за исключением взаимной замены дуальных элементов L и С. 
Достаточными условиями для реализации канонической цепи 1 
(т. е. цепи с минимальным количеством элементов) в этом случае 
являются условия принадлежности функции Y (s) к классу п .  в .  ф . , 
которые, таким образом, совпадают с соответствующИJ\!.И условия
ми для функции Z (s ) , полученными выше. 

111 .3. Свойства канонических реализаций цепей 

Рассмотрим частотную диаграмму общего вида, изображенную 
на рис. 1 1 1 . 1 ,  применительно к цепи , показанной на рис. 1 1 1 .2б .  
Ясно, что каждый полюс функции Z (s) соответствует одному из 
четырех компонентов полной последовательной цепи .  Полюс в точке 
s = О  обусловлен емкостью С0, полюсы в точках s = s2 и s = s i, 
очевидно, соответствуют двум пар аллельным LC контур ам, имею
щим на  этих частотах резонансы, а полюс в точке s = оо обуслов
лен последовательной индуктивностью, включенной в конце цепи .  
При  такой интерпретации целесообразно рассматривать емкость Со 

, 1 Структуры цепей, изображенных на рис. 1 1 1 .2б и 1 1 1 .Зб, получены путем раа-
ложения на элементарные дроби С'оответствующих функций сопротивления и про
водимости. Эти структуры называются формами Фостера, rюскольку метод синтеза 
реактивных фушщий был предложен . Фостером в его классической работе [6], где 
впервые описан то•шый метод синтеза любой положительной вещественной рацио
нальной функции . Указанная работа положила начало современной теории синте-
за цепей. · 
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и индуктивность L6 как вырожденные формы параллельных LC 
контуров, имеющих резонансы соответственно в точках s = О и s = 
= оо . Поскольку реактивная функция цепи, приведенной на 
рис. 1 1 1 .2б, имеет полюсы, метод синтеза называется синтезом. 
посредством полюсов реактивной функции. 

Аналогично последовательные резонансные LC контуры в реали
зации, показанной на  рис. 1 1 1 .Зб, приводят к появлению полюсов 
соответствующей функции реактивной проводимости Y (s) или нулей 
реактивного сопротивления Z (s) . Форма указанной цепи, а также 
цепи, приведенной на р ис. 1 1 1 .2б, может быть определена непо
средственно из рассмотрения частотной диаграммы, изображенной 
н а рис. 1 1 1 . 1 .  Процесс, позволяющий получить цепь, показанную на 
рис. 1 1 1 .Зб , называется синтезом посредством полюсов функции 
реактивной проводимости (нулей реактивного сопротивления) . 

В связи с этим интересно отметить возможность использования 
ф-лы ( 1 1 1 . 1 2 ) для определения вычетов функции Z (s) . Если необ
ходимо вычислить вычеты функции Y (s ) , то формула ( 1 1 1 . 1 2) при
обретает вид 

k, = [ dZ (s) ]- 1 . ds S=s, (111 . 26) 

При рассмотрении цепИ на рис. 1 1 1 .26 целесообразно объединить 
ур-ния ( 1 1 1 . 1 2 )  и ( 1 1 1 .2 1 ) .  Тогда значения элементов можно найти 
по формулам 

С, = -1 [ dY (s) J 
2 ds s =s, 

1 L. = -- для v = 2, 4 , . . .  
с.оо� 

(111 . 27) 

В этом случае s . = jro, являются полюсами функции Z (s) или 
нулями функции У ( s) . Элементы цепи ,  определяемые соотношения
ми ( 1 1 1 .27). (ер. с параллельными контурами цепи на рис. 1 1 1 .26) , 
выр�жены через нули функции Y (s)  и ее наклоны в нулях. 

Аналогично, если объединить ур-ния ( 1 1 1 .25) и ( 1 1 1 .26) , описы
вающие цепь, изображенную на  рис. 1 1 1 .Зб, можно найти выраже
ния для значений ее элементов : 

L, = _l 1 dZ (s) ] 1 2 t ds s =s, 
l • С, = -- для v =  1 , 3, 5, . . • 

L,oo� 

(111 . 28) 

где s, = jт. - полюсы функции Y (s) или нули функции Z (s) . 
Элементы цепи, определяемые соотношениями ( 1 1 1 .28) (ер .  с по
следовательными LC контурами цепи на  рис. 1 1 1 .Зб) , выражены 
через нули функции Z (s) и ее наклоны в нулях. 
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В случае, когда нули и наклоны реактивной функции или функ
ции реактивной проводимости известны, либо их можно вычислить, 
нетрудно найти реализации этих функций в виде любой из цепей, 
показанных на рис. I I l .2б и I I l .Зб .  Целесообразность применения 
рассмотренного метода можно показать на примере. На рис. I I I .4 
изображена · однородная линия пере-
дачи без потерь длиной l, замкнутая Zк1 1 накоротко на дальнем конце. Входное -- ' //ини11 nepeda vu. сопротивление линии является реак-
тивной функцией с равномерно распре- l ----i 
деленными нулями и полюсами, при- Рис. Ill.4 чем их число бесконечно. Если L и 
С - распределенные параметры ин-
дуктивности и емкости н а единицу длины, то входное сопротивле
ние линии определяется известным выражением 

Zк.з = j v � tg (J)[ V LC, (111 . 29) 

а соответствующая проводимость 

Ук. з = - j V � ctg (J)[ у' CL . (Ш . 30) 

Это - трансцендентные мероморфные функции и ,  значит, они 
имеют бесконечное число обычных полюсов в конечной s-плоскости. 
Следовательно, в лучшем случае, · их можно только приближенно 
представить конечной цепью. Однако поскольку все эти полюсы 
простые и лежат на мнимой оси, а их вычеты вещественные и по
ложительные, то есть основание считать, что может быть составлена 
конечная цепь с сосредоточенными параметрами, имитирующая 
сопротивление Zн.з в конечном диапазоне частот. Такая имитирую
щая цепь (s imulating network) имеет различное практическое 
применение и поэтому рассмотрение способа ее синтеза представ
ляет некоторый интерес. 

Из ур-ния ( 1 1 1 .29) видно, что нули функции Zн.з расположены 
в точках s = j(J) , , где 

l V- 0 'VП 'VП 2 (J), LC = , = - или (J), = 
V 

для v = O, , 4 . . .  , 
2 2l LC 

(111  . 3 1 ) 

и что наклоны функции Zк.з в этих точках определяются выра
жениями ( dZк .з  ) - " / Т l vи - Ll - L � ro=ro, - v С cos2 0 , - - О• (111 . 32) 

rде Lo - суммарная (полная) индуктивность линии. Из соотноше
ния ( 1 1 1 .28) и структуры цепи, изображенной на рис. 1 1 1 . Зб , к ко-
6 Заказ 49 - 8 1 -



торой они относятся, сразу видно, что имитирующая цепь может 
иметь конфигурацию, показанную на рис. 1 1 1 .ба . Здесь первая па
раллельная ветвь представляет собой индуктивность, в два раза 
превышающую индуктивность других ветвей. Выбор таких значений 
индуктивности обусловлен необходимостью выполнения требования 
наклона в точке s = О. 

Рис. l/1.5 

С другой стороны, из ур-ния ( 1 1 1 .30) следует, что нули функции 
Ун.а располагаются в точках s = jro " где частоты ro. также опре
деляются выражением ( 1 1 1 .3 1 )  для v - нечетного целого. При этом 

( dУк.а ) -. / с  1 VLё 
� ro=ro. = V L sin2 e. 

где Со - суммарная (полная) емкость линии. 
шениями ( 1 1 1 .27) , относящимися к цепи, 
рис .  1 1 1 .2б, получают имитирующую цепь, 
рис. 1 1 1 .бб .  

(111 . 33) 

Пользуясь соотно
изображенной на 
показанную на 

С учетом известного местоположения полюсов и нулей можно 
записать выражение для функции Zн.3 в форме ур-ния ( 1 1 1 . 1 ) .  
Разлагая ( 1 1 1 . l )  на элементарные дроби (для конечного числа 
полюсов ) , получают имитирующую цепь по форме такую же, как 
й на рис. 1 1 1 .бб. Аналогично, разлагая на такие же дроби соответ
ствующую функцию Ун.3, получают цепь, подобную показанной на 
рис. 1 1 1 .ба . Однако значения элементов указанных цепей не совпа
дают в' точности с величинами элементов цепей, изображенных на 
рис. 1 1 1 .ба и 1 1 1 .бб .  Это объясняется тем , что данные цепи построе
ны в соответствии с точными значениями полюсов и нулей. Вместе 
с тем при реализации функций У н.3 и Zн.3 в виде таких цепей при
ходится использовать полюсы и вычеты соответствующих трансцен
дентных функций. Более подробно имитирующие свойства, кото
рыми обладают различные аппроксимирующие цепи ,  рассмотрены 
ниже. 

111.4. Друrие канонические реаnизации цепей 

С учетом идей и представлений процесса реализации, описан
ного в предыдущих параграфах, нетрудно составить цепи нового 
вида, которые соответствуют данной· реактивной функции. Так, - 82 -



цепи, показанные на рис. 1 1 1 .2б и 1 1 1 .Зб, можно полу�шть путем 
устранения сразу всех полюсов данной функции [Z (s)  или У (s) 
соответственно] . Используется и другой путь, состоящий в том, что 
из функции Z (s) выделяется только один или два из ее полюсов. 
Тогда остаток функции, содержащий неустраненные полюсы, оче
видно, будет представлять собой положительную вещественную 
реактивную функцию. Обратная ей функция обязательно будет 
п. в .  ф. реактивной проводимости, которую можно реализовать по 
Фостеру в виде параллельного соеДинения последовательных LC 
контуров. Таким образом, синтез данной функции Z (s) сводится к 
образованию последовательного соединения частей цепи, соответ
ствующих устраненным из функции полюсам, и реализации инвер
тированного остатка в виде другой формы Фостера .  

Разумеется, существуют более трудоемкие способы объединения 
двух цепей Фостера .  Например, можно сначала выделить один 
полюс из функции Z (s) , за
тем инвертировать остаток 
и устранить еще один полюс, 
из инвертированного второ
го остатка снова устранить 
один полюс и т. д. Первый, 
выделенный из функции, по- 0 Т Т люс дает последовательную 
ветвь в результирующей це- Рис. 11/.6 

пи, тогда как полюс, выде-
ленный из инвертированного первого остатка функции,  дает па
раллельную ветвь, поскольку эта функция является проводимо
стью .  Второй инвертированный остаток является сопротивлением, 
и поэтому полюс, выделенный из него, даст последовательную 
ветвь, так как сопротивления суммируются при последовательном 
соединении, а проводимости - при параллельном. Нетрудно заме
тить, что применение описанного метода приводит к несимметрич
ной лестничной структуре общего вида, изображенной на рис. 1 1 1 .6, 
причем здесь предполагается, что все выделенные полюсы сущест
вуют на конечных ненулевых частотах. Последнее означает, что 
в цепи отсутствуют вырожденные формы последовательных или 
параллельных резонансных LC контуров. 

Иногда процесс может быть изменен путем выделения из ин
вертированной остаточной функции более чем одного полюса. Воз
можность осуществления любой из этих комбинаций очевидна .  
Действительно, после устранения из положительной вещественной 
входной LC функции одного или нескольких полюсов должен в 
результате получиться остаток, который является п .  в .  ф .  и можщ 
быть реализован в виде LC цепи рассмотренным выше методом. 
Отсюда ясно, что все указанные формы реализации содержат оди
наковое минимальное число элементов. 

При использовании подобного смешанного метода реализации 
возможно бесконечное число вариаций, если учесть, что на  любом 
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этапе нет необходимости полностью устранять полюс. В том случае, 
когда применяется выделение полюса, процесс рассматривают как 
вычитание какого-то члена из разложения на элементарные дроби 
соответствующей функции сопротивления или проводимости. Этот 

2ks член имеет вид ---"2 , где k - вычет в данном полюсе. Если s2 + ro, 
вместо этого члена вычитается член 2k' s ( s2 + ffi; } , где k' <; k, то 
полюс лишь частично устраняется из исследуемой функции .  Такое 
частичное устранение его может повторяться многократно, и в ре
зультате оказывается бесконечное множество реализаций цепи для 
любой заданной функции. Таким образом, эти цепи уже не содер
жат больше минимального числа элементов, но позволяют прове
рить распределение их значений и rюэтому имеют большую прак-
тическую ценность. · 

Две формы рассматриваемых цепей представляют теоретиче
ский интерес . Одну из них получают путем выделения из данной 
функции и ее инвертированных остатков только полюса в точке 
s = оо, вторую - путем устранения только полюса в точке s = О. 

Пусть данная функция Z (s )  имеет полюс в точке s = оо. После 
его устранения, т .  е . выделения последовательной индуктивности, 
получим остаток, который обязательно является п .  в .  ф .  и реали
зуется в виде LC цепи .  Кроме того, появится остаток, который 
обязательно имеет нуль в точке s = оо . Это обусловлено тем фак
том, что в этой точке реактивная функция должна иметь нуль или 
полюс, а последний устранен. Инвертированный остаток (функция 
реактивной проводимости ) ,  следовательно, имеет полюс в точке 
s = оо, выделение которого дает параллельную емкость. Остав
шаяся реактивная проводимость, также являющаяся п .  в .  ф . ,  реали
зуется в виде LC цепи и имеет нуль в точке s = оо. Таким образом, 
обратная величина этого остатка имеет в данной точке полюс. Да
лее повторяется первоначальное положение, а именно получение 
реактивной п . в .  ф., реализуемой в виде LC цепи, с полюсом в точке 
s = оо. При выполнении аналогичного цикла операций можно по
лучить другую последовательную индуктивность, затем параллель
ную емкость и другую реактивную функцию с полюсом в точке 
s = оо. После каждого цикла оставшаяся реактивная функция 
имеет на  один конечный ненулевой полюс и нуль меньше, чем пре
дыдущая функция, т .  е .  па  две конечные ненулевые критические 
частоты меньше, чем в начале цикла .  После того как устранены 
все полюсы и нули ,  процесс заканчивается . Функция реализуется в 
виде несимметричной лестничной цепи, в которой все последова
тельные ветви - индуктивности, а параллельные - емкости, как 
показано на рис. I I I .7a .  

Используется также метод, согл асно которому из реактивности и 
ее последующих инвертированных остатков устр аняются лишь 
полюсы в точках s = О. Он полностью аналогичен описанному вы
ше и подтверждает его общую применимость. В этом случае можно - 84 -



предположить, что заданная функция Z (s) имеет полюс в точке 
s = О. ПосJ1е его устранения, т. е . выделения последовательной 
емкостной ветви, получают остаточный реактанс, который обяза
тельно является п. в .  ф . ,  реализуемой в виде LC цепи и имеющей 
нуль в точке s = О. Инвертированный остаток (функция реактив
ной проводимости) имеет полюс в точке s = О, после устранения 
которого, т .  е .  в·ыделения параллельной индуктивности, получают 
остаток, обладающий, если его инвертировать, тем же характером, 
что и первоначальная реактивная функция. После многократного 
повторения этого цикла получают несимметричную лестничную 
цепь с последовательными емкостями и параллельными индуктив
ностями, как показано на рис . 1 1 1 .7б .  

Q) t..1 '-J l.5 l.n-, 
�--� :rr:r� _ _:r 

Рис. /ll.7 

Следует отметить, что первый и последний элементы в каждой 
из полученных лестничных цепей определяют поведение функции в 
точках s = О и s = оо соответственно. Так, если в цепи ,  приведен
ной на  рис .  I I I .7a, функция Z (s) имеет полюс в точке s = оо, то 
L1 =1=- О. Если же точка s = оо является нулем функции ,  то, очевид
но, L1 = О. С другой стороны, если точка s = О является полюсом, 
то Сп =1=- оо, а если она является нулем , то Сп = оо ( короткое з а
мыкание) . В том случае, когда заданная функция Z (s)  не имеет 
полюса в точке s = оо, ее необходимо инвертировать и рассматривать 

1 . 
функцию Y (s) = -, которая имеет полюс в точке s = оо и дает 

Z (s) 
nараллельную емкость С2. 

Аналогично в цепи, изображенной на  рис .  1 1 1 .7б ,  не  будет по
следовательной емкости С1 , если функция Z (s)  не имеет полюса в 
точке s = О, и не будет конечной индуктивности Lп, если та же 
функция не имеет полюса в точке s = оо . Из рассмотрения цепи ,  
показанной на рис . 1 1 1 .7а ,  видно, что функция Z (s) имеет полюсы в 
точках s = оо и s =-= О ; это в р авной мере относится и к цепи ,  при
веденной на рис . 1 1 1 .7б .  Ввиду того что указанные реализации, как 

' отмечалось выше, дают цепи, содержащие минимальное число эле-
ментов, общее количество последних в обеих цепях одинаково. 
Описанные реализации также известны как канонические формы 1 

1 Впервые они были описаны в работе [7) и часто называются формами Кауэ
ра, в отличие от форм Фостера, о которых упоминалось ранее. - 85 -



Более глубокое понимание процесса последоват.ельных выделе
ний полюсов в точках s = О и s = оо достигается с помощью гра
фиков, на  р'ис. 1 1 1 .8а, где приведены функции реактивного сопро
тивления Х1 (ro) с полюсом в точке s = оо. Этот полюс и 

должен быть устранен, 
11) x, {tJ) что приводит к выделе

нию последовательной 
индуктивности L 1 • Пун
ктирная линия - пря
мая представляет co----. ...... �.;--111:-т.:�---.r!;Jt-+.------t.J бой асимптоту функ-

d) о 
z, 1 

т 
1 
1 

-, Zz 
1 .... 

', 
,_ 

т 
1 
1 

т 
1 1 

" 
1 

.1 т 
Ys 

1 -
'\ т ... \ t ... 

\. ... .... 
1 -, 
1 1 .. . 
1 .- -
1 .... .... .... .... - ... 
т 
l 

- - - - - - - - -

- - - ... - - - - - - -

Рис. 1//.8 

- --:r; _::ci_ 

ции Х1 (ro) . Наклон ее 
равен вычету функции 
в полюсе s = оо и, сле
довательно, величине 
L1 . Устранение из 
функции полюса в точ
ке s = оо соответству
ет вычитанию из нее 
асимптоты . При этом 
процессе положение 
оставшихся полюсов 
не изменяется, но ну
ли в точках а и Ь сме
щаются в положения 
а' и Ь', расположенные 
по вертикали под точ
ками пересечения кри
вой Х1 (ro) и асимпто
ты. Для нуля в точке 
с точка пересечения 
лежит на бесконечно
сти, и этот нуль смеща
ется в точку s = оо. 

Инвертированная 
остаточная функция 
В2 ( ro) , изображенная 
на рис. 1 1 1 .8а под кри
вой Х 1 ( ro) , очевидно, 
имеет полюс в точке 
s = оо. Вычет в полю-
се снова равен накло

ну асимптоты и представляет собой значение емкости С2 следу 
ющей параллельной ветви лестничной цепи. В результате устране
ния из функции B2 (ro) этого полюса ее нуль, имеющий наиболь
шее значение, смещается в точку s = оо, причем следующий ин
вертированный остаток снова имеет полюс н а  бесконечности . Та
ким образом, на каждом этапе данного процесса число конечных - 86 -



ненулевых критических частот уменьшается н а  одну. Когда не 
останется ни  одной конечной ( критической) частоты получится 
функция, имеющая критические частоты только в точках s = О и 
s = оо и представляющая собой просто индуктивность или ем
кость. Следовательно, общее число элементов в полной лестничной 
цепи на единицу больше числа конечных ненулевых критических 
частот и точно р авно числу соответствующих параметров, характе
ризующих данную реактивную функцию или функцию реактивной 
проврдимости. 

Итак, получено еще одно, независимое подтверждение того, что 
при описанном методе реализации достигается минимальное число 
элементов . 

Весь процесс разложения заданного импеданса z1 представлен 
графически на рис. I l l .8б в виде ряда частотных диаграмм после
довательных членов функции и ее инвертированных остатков. Н а  
первом этапе устранение и з  функции z1 полюса в точке s = оо дает 
последовательную индуктивность L1 и остаток z2, конечные ненуле
вые полюсы котqрого такие же, как у функции z1 , но нули смещены 
относительно их первоначального положения (в частности, нуль, 
имеющий наибольшее значение, сдвигается в точку s = оо ) . Н а  
третьей линии рисунка показана частотная диаграмма для инвер-• ф 1 • тированнои ункции z2 - проводимости У2 = - , имеющеи полюсы ' Z2 в тех точках, где р асположены нули функции z2, и наоборот. После 
устранения полюса в точке s = оо получают параллельную �мкость 
С2, а наибольший нуль снова сдвигается в точку на бесконечности; 
при этом появляется остаток - функция у3• Следующее сопротив-

1 ление z3 = - аналогично сопротивлению z1 и, значит, можно, 
Уз 

повторив тот же цикл операций, получить последовательную 
ветвь - индуктивность L3 и параллельную ветвь - емкость С4• Н а  
этом этапе выделены все первоначальные конечные, отличные от 
нуля ,  полюсы и нули, а остаток у5 или его обратная величина -
сопротивление z5 имеет критические частоты только в точках s = О 
и s = оо.  Как уже говорилось, такой остаток дает последователь
ную индуктивность L5, которой оканчивается цепь. Рассмотренное 
графическое представление последовательности операций, связан
ных с получением полной лестничной цепи ,  является весьма удоб
ным способом поэтапного анализа и позволяет увидеть чем закан
чивается процесс. 

Для того чтобы исследовать метод построения лестничной цепи 
с алгебраической точки зрения, наиболее целесообразно предста
вить реактивную функцию в виде полиномов, не  р азложенных н а  
множители 

S1 -1-- • п-2 + + 2 + 
Z (s) = __ ап __ ,_а_п_-_2_в ___ · ._. __ а_2 в __ а_о_ 

Ьп-1 si-1 + Ьп-з вп-з + . . .  + Ьз sз + ь1 s • 
- 87 -
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Полюс в точке s = оо устраняется делением полинома знамепа-
п а s теля на полином числителя. .  ри этом получится частное _n - и Ьп-1 

остаток - функция, которая является отношением полинома степе
ни (п - 2)  к полиному степени (п - 1 )  

, ..п-2 , ..п 4 , 2 , 
Z(s) = '  s ап-2 :> + ап-4 :0 - + . . .  + a2 s + ао 

ч +  1 з з ' Ьп-1 {'- + Ьп-з {'- + . . .  + Ьз s + Ь1 s 
(Ш . 35) 

L "п " u где 1 = -- - величина первои последовательнои индуктивно-Ьп- 1 
сти .  После инвертирования остатка и повторения процесса получим 

1 Z (s) = L1s +-----------, п-з , Ьп_3 s + . . .  + Ь1 s C2s +----------, п-2 ' 2 ' ап-2 s + . . .  + а2 s + а0 

(Ш . 36) 

где С2 - значение последующей параллельной емкости. Второй 
остаток представляет собой функцию, являющуюся отношением по
линома степени (п - 3) к полиному степени (п  - 2) . Продолжение 
этого процесса позволяет получить следующее р азложение дщшого 
входного сопротивления в непрерывную (цепную) дробь: 

1 Z (s) = L1s +--------
1 

C-zS + -- 1 L8s + -- + c"s 

+ -1-
1 Ln-l s + - . (Ш . 37) Cns 

В выражении ( 1 1 1 .34) для сопротивления Z (s )  предполагается, 
что п - четное. Если же п - нечетное, то сопротивление Z (s ) пред
ставляет собой рациональную функцию в виде отношения нечет
НОГQ полинома к четному, а конечный член - индуктивное 
сопротивление Lns.  . 

Описанный процесс последовательного деления и инверсии , оче
видно, идентичен методу проверки Гурвица. Выше уже отмечалось, 
что реактивная функция является такой же предельной формой 
п .  в .  ф" как и отношение нечетной части полинома Гурвица к чет 
ной его части или как отношение четной части этого полинома к 
нечетной части .  Для таких отношений р азложение в цепную дробь 
[см . ур-ние ( 1 .45) ] дает все положительные вещественные коэффи
циенты. Таким образом, вновь независимо проверяется физическая 
реализуемость цепи ,  полученной в результате рассмотренного 
процесса. - 88 -



Можно воспользоваться и другим р азложением в непрерывную 
1 дробь - по параметру -,  при котором устраняется полюс в точке 
s 

s = О . В этом случае полиномы функции Z (s )  целесообразно запи
сать в виде 

z (s) = а0 + azs2 + a4s4 + . . . + ans" 
b 1 s +  b3 s

з + b5 s5 + . . . + ьп-1 �-1 (111 . 38) 

После деления полинома знаменателя на  полином числителя полу
чают частное � и остаток в виде 

b1s 
, 2 

, 4 , п 
Z (s) = -1 - + a2 s + a4 s  + . . .  + an s (111 . 39) 

C1s b 1 s +  b3 s3 + . . . + Ьп-I s
n-l 

где С1 = !!l__ значение первой последовательной емкости (см. 
ао рис. 1 1 1 .7б ) .  Инвертированный остаток также имеет полюс в точке 

s = О. Выделение этого полюса приводит к выражению 

, 
Z (s) = _c

_I _ + ----, -з---,-_п.--
-, ' 

is 1 b3 s + . . .  + ьп-l :г 
--+--------L2s a� s2 + . . . + а�� 

(Ш . 40) 

а2 где L2 = - - значение следующей параллельной индуктивности. 
ь ,  

Продолжение процесса дает разложение в непрерывную дробь в 
виде 

+ ------1 1 -- + --c n-I S _1 _ 
Lns 

Здесь последующими членами являются 
C1s ' L2s ' 

которые представляют собой полюсы в точке s = О. - 89 -

(111 . 4 1) 
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Указанный процесс аналогичен проверке полинома Гурвица 
P (s} , где сначала производится замена переменной S -+ -1- ( с·м .  

s 
§ 1 .3) . Положительность всех элементов L и С обеспечивается, 
во-первых, тем, что реактивная функция Z (s) является функцией 
LC цепи, а во-вторых, условием принадлежности ее к классу 
п. в. ф. Рассматриваемая реактивная функция Z (s)  идентична от
ношению четной части полинома Гурвица к его нечетной части. 

При выполнении подобного разложения по Кау�ру в численном 
примере необходимо в процессе непрерывного деления и инверти
рования обращать внимание на физические особенности, по край
ней мере, начальных стадий этого процесса .  В противном случае 
формальное применение алгебраических операций может привести 
к ошибке. Так, нетрудно заметить, что одна из лестничных цепей 
получена  выше с помощью полиномов, у которых переменная рас
положена по восходящим степеням, а другая цепь - путем приме
нения полиномов с нисходящей степенью переменной. Очевидно, 
что рассматриваемый процесс предусматривает одно из ч е т ы р е х 
возможных исходных построений функции Z (s) . Два из них в лю
бом случае дают формы Кауэра, два других неприемлемы. Лучший 
способ предотвратить появление двух последних форм - дать физи
ческую интерпретацию проводимых математических преобразова
ний согласно приведенным выше рассуждениям. Иными словами, 
синтез следует осуществлять очень внимательно, а не просто дей
ствовать по формальной схеме. 

11 1 • 1 

111. 5 .  Чисnенные примеры 

11 1 
Рассмотрим реактивную 

Рис. l/1.9 

функцию, частотная диаграм
ма которой показана на  рис. 
1 1 1 .9 . Аналитическим выраже
нием для данной функции яв
ляется отношение частотных 

множителей и ее разложение н а  элементарные дроби, т .  е. 
3 5 -s - s = -8- + -8 - . (111 . 42) s2 + 1 s2 + 9 

Соответствующая функция реактивной проводимости и ее раз
ложение на элементарные дроби имеет вид 

9 1 5 - -s 
Y(s) = (s2 + 1 ) (s• + 9) = -4- + _4_ + s . (Ш . 43) s (s2 + 4) s s2 + 4 

Две формы Фостера, связанные с разложениями ( 1 1 1 .42) и 
( 1 1 1 .43) , показаны соответственно на  рис. 1 1 1 . l Oa и 1 1 1 . l Об. 
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Можно сделать проверку точности вычислений для указанных 
t> азложений, обратив внимание на то, дают ли эти цепи одинаковые 
результаты для очень низких и очень высоких частот. Так, при 
s = О цепь, показанная на рис .  1 1 1 .  l Oa ,  вырождается в индуктив-

3 + 5 4 э 
u Jюсть со значением в 72= 9. то является проверкои поведе-

1 1 и я  цепи , изобр аженной на рис. 1 1 1 . l Об, на низких частотах, где 
емкости представляют собой разомкнутые ветви .  На высоких ча
стотах цепь, приведенная на первом рисунке, вырождается в ем-
1<0ст1.> со зн а ч ением , равным единице, что совпадает с соответствую
щ и м  а с и м 11тотичес1ш м  поведением цепи, показанной на  втором 
рисунке. Можно произ- а) d) вести провер 1<у 1 1  другим 3 .f n--------
с пособом.  Есл и замкнуть 7f 71 
то собственная частота 9 1 н акоротко л ю бую цепь, vc:r 4 

;щлжна быть нулем функ- * 1щи Z (s )  при s2 = - 4 о--+------' 
пли s = ± j2 .  Во второй J � 

1 .I. 6 18 
г) 31 JI J (епи при коротком замы- 6,I 

кании остается средний � 
последовательный LC 
1юнтур ,  замкнутый нако
ротко. При этом rog = JE 
-: -1- или ro2 = 4 т. е .  

JfjJ 
LC ' 

!•>о = 2. В первой цепи при 
1юротком замыкании ем-

ZН. ф 
Рис. Il/. 10 

1юсти как и индуктивности соединяются параллельно. Значение ре-
" 8 8 1 5 зультирующеи емкости составляет -+ - или-; значение резуль-

3 5 256 u 1 5  т б тирующеи .  индуктивности равно 32 .  аким о разом, произведение 
1 1 . 

LC составляет 4 = -2- и, следовательно, roo = :.;!. 
roo 

Для того чтобы получить формы Кауэра, нужно представить 
функцию Z ( s) в виде 

(Ш . 44) 

Если желательно прежде всего получить форму, содержащую 
последовательные индуктивности и параллельные емкости, необ
ходимо устранить полюсы в точке s = оо.  Ввиду того что функция Z (s) не имеет полюсов в этой точке, следует на первом этапе инвер-- 9 1 -



тировать функцию ( 1 1 1 .44) . Процесс дальнейшего деления и инвер
сии можно представить в виде 

5 
s3 + 4s 1 54 + 1 os2 + 9 

s4 + 4s2 l f 
бs11 + 9 1 s3 + 4 s 

3 1 1 2 s3 + - s - 5 2 5 

+ s 1 6s2 + 9  

бs2 l 5 -s-
1 8  

Соответствующая цепь показана на рис. 1 1 1 . lОв. 

( I II . 45) 

В связи с тем что функция Z (s )  не имеет полюсов и в точке 
s = О, процесс деления и инверсии, приводящий к другой форме 
Кауэра, также начинается с инверсии. Вычисления производятся в 
приводимой ниже последовательности 

9 
45 

4s + s3 l 9 +  1 0  52 + s'  
9 1 1 6 

9 + - 52 --
4 31 5 

� 52 + s4 \ 45 + s3 

1 6 1 98 1 
4s + 31 s3 Ws 

- sз -s2 + s4 1 5 1 31 
31 4 

� s2 1 15 
4 31 5  

1 1 5 54 - s3 
31 

(111 . 46) 

Соответствующая цепь показана на рис. 1 1 1 . l Ог. Обе цепи вы-
4 рождаются в индуктивность со значением -гн в точке s = О  и ем-
9 

кость величиной 1 ф в точке s = оо.  Если входные зажимы замк
нуты накоротко, то эти цепи имеют собственную частоту roo = 2. - 92 -



111.6. Эквиваnентные и обратные цепи 

В данном параграфе будет показано, что задача синтеза не име
ет единственного решения. Например, для каждой положительной 
nещественной реактивной функции можно найти не только две фор
мы Фостера и две формы Кауэр а для ее реализации, но, кроме 
того, как окажется - составить бесчисленное множество дополни
тельных цепей, которые будут иметь то же входное сопротивление 
со стороны заданной пары зажимов. Все эти цепи называются эк
вивалентными относительно р ассматриваемого входа. Важно отме
тить, что под термином «эквивалентный» подразумевается не толь-
ко определенная кон- ll} d) 15 фигурация цепей, но и � � 16 то, что их элементы _ f� имеют такие значения, ..,...., при которых становят-

r.J. -1� ся один аковыми вход- 1f 1 6 
пые сопротивления це-
пей как функции пере-
менной комплексной 
частоты . Например, 
четыре структуры, изо
браженные на рис .  
1 1 1 . 1 0  без указания 
значений элементов, 
н азываются потенци-
ально эквивалентныжи. 
Под этим термином 

о------' .t 15 
Z) 1 /1; 

ZН, ф 
Рис. lll. 1 1  

�ll! � 113/ � 
16 15 

подразумевается , что цепи будут эквивалентными, когда их эле
менты получат соответствующие значения. 

Очевидно, что описанные р анее методы синтеза позволяют, кро
ме того, построить цепь, nходиая реактивная функция которой яв
ляется обратно/\ но отношению к аналогичной функции некоторой 
з ад а нной цен и 1 • Иными словами, с помощью этих методов можно 
1 tо<"rJнн1 ·1ъ обр атные цепи относительно одной пары зажимов. В том 
сл учае ,  1югда требуется построить дуальную цепь [1] 2, соответст
nующая обратная цепь находится без применения описанной мето
дики. Однако, если гр аф схемы является непланарным или если 
наряду с индуктивностями в схеме имеются также и взаимные ин
дуктивности, обратную цепь, тем не менее, можно найти путем вы
числения входного сопротивления обычным способом ( инвертиро
ванием ) и з атем синтезируя его в виде любой из рассмотренных 
выше форм ,  Очевидно, что обратная цепь, в отличие от дуальной, 
существует всегда и может быть составлен;:� простым способом . 

1 Два двухполюсника называются обратными,  если произведение их сопротив
лений равно постоянной величине, т .  е .  Z1Z2 = а2 (прим. ред.) . 

2 См. также [50], стр. 1 49, 2 1 3, 266 (tipuм. ред. ) . 
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Структуры, обратные любой из канонических форм,  изображен
ных на рис. 1 1 1 . 1 0 , легко получаются использованием простого прин
ципа дуальности. Таким образом, индуктивность и емкость, имею
щие одинаковые численные значения, являются дуальными, а. 
параллельное соединение элементов - дуальным относительно по
следовательного соединения соответствующих дуальных элементов. 
Нетрудно заметить, что цепи, показанные на рис. 1 1 1 . l l a  и 1 1 1 . 1 1 6  
являются обратными по отношению к формам Фостера , приведен
ным на рис. 1 1 1 . l Oa и 1 1 1 . lОб, а цепи, изображенные на рис. 1 1 1 . 1  l в. 
и 1 1 1 . l  l г,- обратн1;>1ми по отношению к формам Кауэра (см .  
рис. 1 1 1 . l Ов и 1 1 1 . l Ог) . 

Ввиду того что дуальная цепь по Фостеру или по Кауэру по 
своей структуре аналогична соответствующей эквивалентной цепи ,  
необходимо во избежание ошибки р азличать эти типы, а также. 
как и в случае эквивалентных цепей,- обратные и потенциально 
обр атные цепи. Вследствие того, что в схемах потенциально экви
валентных или потенциально обратных цепей значения элементов. 
обычно не указываются, для их различия требуется еще больше 
внимания. 

111.7. Преобразование относитеnьно нормаnьной 
системы координат 

Из всех эквивалентных цепей, которые можно построить с по
мощью одного из описанных выше методов, формы Фостера обла
дают отличительной особенностью, заключающейся в возможности 
применения к ним · нормальных координат, общих для всех цепей. 
Рассмотрение этого явления с математической и физической точек 
зрения представляет не только некоторый теоретический интерес, 
но позволяет р азработать другой, более удобный метод построения 
обратных цепей и глубже понять связь между элементами их ана
лиза и синтеза .  

Допустим ,  что Т и V - мгновенные функции соответственно 
магнитной и электрической энергии, относящиеся к любой физиче
ской LC цепи. Если эти функции выразить через контурные токи 
i 1 , . . . , i1, их неопределенные интегралы и контурные заряды - через 
q 1 , • • •  , q1, то получим положительные определенные квадратичные 
формы [1] 1 

и 

1 См. также [57], стр. ЗО, 346 (прим. ред. ) .  - 94 -
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где Lik и Sik - параметры индуктивности и обр атной емкости при 
анализе методом контурных токов. Указанные квадр атичные формы 
можно представить в виде эквивалентных матриц [ 1 ]  1 :  

2T = i  х [L] х i] ; ...... 
2V = q х [S] х q] , ...... 

(Ш . 49} 
(III . 50)· 

где [L] и [S] - соответственно матрицы контурных индуктивностей. 
и обратных емкостей [ 1 ]  1 , а 

(III . 5 1 }  

- соответственно матрицы-столбцы контурных токов и зарядов_ 
С помощью известных методов можно определить вещественное

невырожденное преобразование переменных 
i] = [А] х i ' ] ;  q] = [А] х q'] (Ш . 52)· 

с матрицей [А], которая одновременно преобразует функции Т и V 
в сумму квадратов. Тогда выражения ( 1 1 1 .49) и ( 1 1 1 .50) принимают
вид: 

2Т = i '  х [A] t  х [L) х [А) Х i '] ; ...... 
2V = q' х [A]t х [S] х [А] х q'] , ...... 

(111 . 53)· 
(III . 54} 

где [A]t - матрица, транспонированная по отношению к матрице
[А], а 

[A]t  х [L] х [А] = [L'] ; 
[А] 1 х [S] х [А] = [S 'J 

- диагональные матрицы. 

(1 11 . 55} 
(III . 56). 

Характеристическое уравнение [L']s + [S']s-1 = О оказывается. 
разложенным на  множители и, таким образом, подтверждается 
существование нормальных мод (собственных частот) . Координаты, 
к которым относятся переменные i; и q; , обладают той особенно-· 
стью, что они отделяют нормальные моды и поэтому называются 
нормальными координатами исходной цепи. Обычно эти координа
ты считаются фиктивными и представляют интерес только с мате
м�тической точки зрения. Однако дальше станет очевидным, что. 
можно построить действительную цепь, эквивалентную исходной. 
относительно первого входа, в которой указанные нормальные ко
ординаты появляются как действительные контуры. 

1 См. [57], стр. 338, 345 (прим. ред.) . 
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Далее вводится дополнительное преобразование 
i ' ] = [D] х i"] (Ш . 57) 

с диагональной матрицей � а-1 1 1  

[D] � · :· 
о 

о l о 
-1 а и  

' (Ш . 58) 

где а1 1 ,  а 12, . . . , а 1 1  - коэффициенты в первой строке матрицы [А]. 
В результате этого дополнительного преобразования получаем 

где 
i] = [А] х [D] х i"] = [В] х i"] , (II I .  59) . �"l · 

Ьа 
(Ш .  60) 

Все коэффициенты в первой строке р авны единице, следователь
но, первое преобразование ( l l l .59) имеет вид 

(Ш .  6 1 )  
Матрицы параметров, связанные с переменными t k ( и  q; ) , яв

ляются диагональными и могут быть представлены в ниде 
[L"] = [8] 1  х [L] х [В] ; 
[S"] = [8] 1 х [S] х [В] . 

(III . 62) 
(III . 63) 

Фактически дополнительное преобразование сводится просто к и·з 
менению уровней сопротивления различных нормальных координат. 

. + i�' 
lJ lt 

l" l" J l 
.. - - - -j" С'' · С/' .2.:t:. - - - - l .::r 

Рис. lll. 12 

Каждая нормальная ко
ордината содержит последо
вательную ветвь с парамет
рами,  выраженными матри
цами ( I I I .62) и ( I I I .63) . 
Сумма  токов в этих ветвях 
согласно ур-нию ( I I I .6 1 )  
численно равна  входному 
току исходной цепи при не-
котором приложенном на

пряжении возбуждения. Входное сопротивление цепи равно вход
ному сопротивлению заданной цепи с м атрицами параметров {L] 
и [S] . Иными словами, в выражении ( I I I .59) входное сопротивле
ние остается инвариантным при преобразовании в нормальную 
форму, в которой проявляется существование собственных частот. 
Цепь, изобр аженная на рис. I I l . 1 2, представляет собой конечный - 96 -



результат рассмотренного преобразования .  Ясно, что она идентич
н а  одной из форм Фостера , полученных путем разложения на эле
ментарные дроби входной проводимости . 

Другую форму Фос+ера можно получить точно таким же спосо
бом, производя аналогичные преобразования на основе метода 
узловых напряжений. Таким образом, две канонические формы 
Фостера в действительности являются формами, в которых нор
мальные координаты системы становятся реальностью. 

Несмотря на то, что исходная цепь с матрицами {L] и [S] может 
быть непланарной и содержать произвольные взаимные индуктив
ные связи, изложенный прямой метод позволяет осуществлять пре
образование цепи в Любую из эквивалентных ( а  следовательно, 
обратных) канонических форм. 

у 

7 Заказ 49 



IV. 
r л д в д  

Синтез входных сопротивлений RC и RL цепей 

IV. 1 .  Реаnизация RC цепей по Фостеру 

Во второй главе было показано, что если р ациональная функ
ция имеет простые полюсы, ограниченные конечной отрицательной 
вещественной осью (причем вычеты в этих полюсах положитель
ные вещественные) , и если, кроме того, ее значение в точке s = оо 
является неотрицательным и конечным, то такая функция удовлет
воряет необходимым условиям принадлежности к классу входных 
сопротивлений RC цепей. Легко заметить, что перечисленные усло
вия являются также и достаточными, так как рациональная функ
ция, удовлетворяющая лишь им, всегда является реализуемой. Ме
тод синтеза такой функции аналогичен использованному в преды
дущей главе при реализации входных LC функций. 

Разложение на элементарные дроби указанной рациональной 
функции имеет вид 

при 
Z( 

) 
k1 ks k2n- I k s = -- -/- -- -/- . . . -1- -1- 2п+1 (IV . l ) S - 81 S-S3 S - S2n-I 

- оо <s2n-1 < . . .  < s3 <  s1 .:;:;;; о .  (IV . 2) 
Используя а. вместо -s. , получим 

Z ( ) k1 kз k2n-I k S = -- -j- -- -j- . . .  -j- -/- 2n+1 , s + u1 s + uз s + u2n-l 
(IV . 3) 

где k - положительные вещественные числа  и k2n+I =F О, если 
функция Z (s )  не имеет нуля в точке s = оо . Представив сопротив
ление параллельного RC контура, изображенного на рис. IV. l а 
в виде 

R.  С: z. = ---- - ---- - -----
1 С 1 + R,C,s 1 у + ,s s +J[C • • • 
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можно слагаемые в ур-нии ( IV.3) считать тождественными Zv в 
ур-нии ( IV.4) , где 

11 

1 kv = c 
v 

1 Ov = RC (за исключением v = 2n + 1 ) . 
• v 

(IV . 5) 

(IV . 6) 

Ввиду того что k v  и а. являются положительными веществен
пыми благодаря указанным свойс.:твам функции Z (s ) ,  значения R v 
и С . обязательно также будут вещественными положительными. 

Рис. I V. 1  

Следовательно, функция Z (s)  всегда реализуется в форме ,  пока
занной на рис. IV. l б , со следующими значениями элементов : 

R. =� ,  С. = -1- при v = 1 , 3 , . . .  , (2п -- 1 )  j 
u. k. 

R2n+l = k2п+1 = Z (oo) 

где R - в омах, С - в фарадах . 

, (IV .  7) 

Если самый низкий (the lowest) 1 полюс функции· Z (s ) находит
ся в точке s = О, то а1 = О, R1 = оо и первый параллельный RC 
контур , приведенный на рис. IV. l б , вырождается в одну емкость С1 .  

Эта цепь аналогична форме Фостера при реализации входного 
LC сопротивления методом разложения на элементарные дроби, и 
потому называется формой Фостера 2• Она содержит минимальное 
число элементов, необходимых для реализащш заданной функции 
Z (s) , поскольку этот минимум точно р авен числу постоянных 
k , , .. . , k2n+1 и 0'1, . . . , а2п-1 , хар актеризующих функцию, представлен
ную ур-нием ( IV.3) . Подобно аналогичной LC цепи рассматривае
мая цепь называется канонической формой. 

Логично предположить, что, пользуясь р азложением на элемен
тарные дроби соответствующей функции проводимости Y (s) = 

1 Термины �низкий и высокий» употребляются эдесь и ниже для того, чтобы 
указать соответственно на значения, близкие к точке s = О или удаленные от нее, 
независимо от их алгебраического знака. 

2 Эта и другие формы реализации RC и RL цепей, рассматриваемые в данной 
главе, впервые были описаны Кауэром (см. главу 1 1 1) .  
� - � -



1 , можно получить другую форму Фостер а .  Прежде чем при-
z (s) 

менить данный метод, целесообразно несколько глубже исследовать 
свойства входных функций сопротивления и проводимости RC це
пей и, та�<им образом, определить необходимые и достаточные ус
ловия для их реализации. Рассмотрим эти условия иным способом, 
а именно, не через полюсы и вычеты, а через нули и полюсы. В гла
ве 11 указывалось, что р ациональная функция является п .  в .  ф .  и 
реализуется в виде RC цепи (как входное сопротивление) , если, 
помимо выполнения требования О � Z ( оо ) < оо, ее нули и полюсы 
простые и чередуются на отрицательной вещественной оси, причем 
самая низкая критическая частота является полюсом. 

Для удовлетворения требования устойчивости (заключающегося 
в том, что критические частоты не должны лежать в правой полу
плоскости) необходимо выполнение условий, согласно которым 
полюсы и нули функции должны быть ограничены вещественной 
осью (что обусловливает вещественность вычетов) ,  а также быть 
простыми и чередующимися . Последнее является обязательным 
условием положительности вычетов. Перечисленные условия можно 
интерпретировать графически, для чего нужно воспользоваться 
ф-лой ( 1 1 1 .5) :  

k, = [ (s-s,) Z (s)]s=s, . (IV . 8) 

Если допустить, что функция Z (s) представляет отношение ча
стотных множителей, то величина в скобках будет являться этой 
а) 

1 
? 

же функцией, но без v-го 
множителя знаменателя 
(полюса ) .  При s = s .  
другие множители можно 
рассматривать как векто-
ры, начинающиеся из oc-

d) 1------- 1 тавшихся нулей и полю-
1 ,_, _"_.1" ... ---11 1 сов и заканчивающиеся в 

--�----·111---<i�-----��-___,, ... • --+о...---.•• б v-м полюсе. 1----'-----...... --"'-----, На рис. IV.2a изобра-
Р IV 2 

жено типичное располо-
ис. · жение полюсов и нулей 

вдоль отрицательной оси cr плоскости s ( s = cr + jro) .  Группа частотных множителей показана 
на этом рисунке в виде векторов для вычисления вычета в полюсе, 
ближайшем к началу координат, причем множители нулей располо
жены над осью cr, а множители полюсов - под н&й. Поскольку все 
векторы являются положительными вещественными, отношение про
изведения множителей нулей к произведению множителей полюсов, 
очевидно, также является положительным вещественным . 

На рис. IV.2б графически показана другая группа множителей, 
полученных при вычислении вычета в следующем полюсе. Как 
видно из рисунка, вследствие чередования нулей и полюсов, один - 100 -



м ножитель нуля и один множитель полюса имеют обратные знаки, 
и,  таким образом, вычет снова является положительным вещест
венным. С помощью такого графического представления процесса 
nычисления вычета нетрудно заметить, что чередование нулей и 
полюсов '(начиная с полюса, ближайшего к началу координат) яв
ляется необходимым и достаточным условием положительности 
всех вычетов. Расположение их на вещественной оси является не
обходимым и достаточным условием того, чтобы все множители 
были вещественными, а следовательно, были вещественными и 
вычеты. 

Вещественность вычетов фактически требует лишь, чтобы по
люсы располагались на вещественной оси, так как комплексные 
нули должны появиться в сопряженных парах. Для положитель-
1юсти вычетов необходимо, чтобы нули лежали на вещественной 
оси и чтобы полюсы и нули были простыми и чередовались. 

l(б) 
1 l(O) 
1 - - - � - -
' 

Рис. IV.3 

Достаточные условия реализации R.C функций были приведены 
выше. Естественно, что необходимые условия, сформулированные 
при помощи нулей и полюсов, являются также и достаточными. 

График простой рациональной функции Z ( s ) , удовлетворяющей 
перечисленным условиям,  приведен на рис. IV.3 для значений пере
менной s вдоль вещественной оси (ось а) . Вполне понятно, что 
поскольку эта функция должна стремиться к одной и той же ко
нечной положительной асимптоте при больших положительных и 
отрицательных значениях а, то значение функции на нулевой ча
стоте должно быть больше ее значения на бесконечной частоте. 
Фактически в то время как второе значение ограничено, первое -
пеогр аничено, так как самый низкий полюс может совпасть с точ
кой s = О. Из рис . IV.3, кроме тоrо, следует, что особые свойства 
функции Z ( s ) , описанные выше, сохраняются при вычитании из нее 
положительной вещественной постоянной до тех пор , пока величина 
последней меньше величины функции Z ( оо ) . Действительно, при 
вычитании постоянной происходит сдвиг нулей функции Z (s )  влево, 
причем он становится бесконечным для самого высокого нуля, когда 
вычитаемая постоянная имеет значение, равное Z ( оо ) . Если вычи-
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тается большая по величине постоянная, то результ�рующая кри
вая пересе1<ает п о л о ж и т е л  ь н у  ю вещественную ось, что недо
пустимо, так как ни одна п. в .  ф. не может иметь нулей в правой 
полуплоскости. 

То обстоятельство, что вычитание положительной постоянной, 
меньшей Z ( оо ) , не вызывает ухудшения свойств функции, свиде
тельствует о соответствии минимального значения вещественной 
части Z (jro) точке s = оо для всех вещественных значений ro [см .  
условия ( 1 1 .56) ] .  Это можно объяснить следующим образом .  Если  
минимальное значение Re[Z (jro) ] является конечным, т о  вычитание 
Z ( оо ) , превышающее его, несомненно нарушит условия принадлеж
ности функции Z (s) к классу п . в. ф . В этой связи бесконечность 
целесообразно рассматривать как точку, к которой может стремить
ся функция при изменении переменной вдоль вещественной или 
мнимой оси. Поскольку функция Z (s) является рациональной, ее 
предельное значение не зависит от того, вдоль какой оси изменяется 
переменная. 

Результат вычитания значения Z ( оо ) из функции Z (s) , пред
ставленной на рис. IV.3, показан графически в верхней части 
р ис. IV.4, где остаточная функция; обозначенная Z' (s) , нанесена 
вдоль оси а. На нижней части этого рисунка показана соответству
ющая проводимость У' (s) , полюсы которой являются нулями функ
ции Z' (s) , и наоборот. Итак, поскольку функция Z' (s) при s -+  оо 
имеет нуль, функция У' (s )  имеет в этой точке полюс, что иллюстри
руется ее асимптотическим поведением. Несмотря на то, что гра
фики на рис. IV.4 построены для весьма простых функций, их об 
щий характер , очевидно, останется неизменным, если ввести допол
нительные нули и полюсы слева от корней исходных функций. 
Следовательно, с достаточной уверенностью можно предположить, 
что последующие выводы, как и предыдущие, будут иметь общий 
характер . 

Наклон кривых проводимости оказывается положительным, 
тогда ка�< наклон кривых сопротивления - отрицательным.  Поэто
му легко установить, что вычеты функции Z (s) в ее полюсах (рав
ные обратным наклонам функции У (s) в ее нулях) являются поло
жительными, в то время как вычеты функции Y (s) в ее конечных 
полюсах [равные обратным наклонам функции Z ( s )  в ее конечных 
нулях] - отрицательными. Вычет проводимости Y (s )  в ее полюсе 
при s = оо [как и для функции У' (s ) , изобр аженной на рис. IV.4], 
однако, является положительным, так как он равен наклону асимп
тоты. Уравнение этой асимптоты имеет вид 

y = C (s-s0) = Cs -t- g0, (IV . 9) 
где С - наклон асимптоты ; g0 - ее пересечение с осью ординат 
(т. е. при а = О) . При s -+  оо поведение проводимости соответствует 
поведению вырожденной цепи, состоящей из параллельного соеди
нения емкости С и активной проводимости go. 
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В более общем случае входную RC проводимость, имеющую 
полюс в точке s = оо, можно представить в виде 

Y(s) = (s + cr1) (s + cra) . . .  (s + crп) (IV 1 0) 
(s + cr2) (s + cr.) • • • (s + а п-� ) при п -нечетном . . 

l�cfJ 

Рис. I V.4 

Ее асимптотическое поведение при большом значении s определяет
ся делением знаменателя на числитель. Частное имеет вид 

(IV . 1 1 )  
Отсюда легко найти точку пересечения асимпотой оси ординат 

g0 = (<11 + аз +  . . . + ап) - (а2 + а4 + . . . + ап-1 ) .  (IV . 1 2) 
Если согласно рис. IV.4 обозначить через У" ( s )  разность графи

ков проводимости У' (s )  и прямой линии Cs, проходящей через на
чало координат, то, как показано на р ис. IV.5, асимптота У" (а) 
будет постоянной, равной g0 [см .  ур -ние ( IV.9) ]. Значение У' на  ну
левой частоте (или равное ему значение У") , очевидно, меньше 
значения этой постоянной асимптоты. Иными словами, условие - 103 -



У" (О) < У" ( оо ) ,  характерное для входных RC проводимостей (см. 
рис .  IV.5) , является общим, как уже упоминалось в главе 1 1 .  

Приведенные гр афики показывают, что свойства входной RC 
проводимости не изменяются при вычитании положительной посто
янной, если значение последней меньше значения проводимости на 
нулевой частоте, ибо при таком вычитании происходит лишь сдвиг 
нулей к началу координат. При этом, если вычитаемая постоянная 

Y"fdJ равна У (О) , т. е. зна-
1 чению соответствую-
! щей проводимости на 
1 нулевой частоте, то �нпто.mа =ео один из нулей совпа-- _ _ _ _ _ /_ _ t- - - - - - - дает с началом коор-

а'  
1 динат. Очевидно, что -r11ro1 = Y'toJ при вычитании посто-

Рис. / V.5 

янной с брльшим зна
чением произойдет 
сдвиг нуля в правую 
полуплоскость и функ
ция уже не будет при

надлежать к классу п .  в . ф .  По той же причине нельзя, например, 
вычитать значения , выраженные ур-ниями ( IV.9) и ( IV. 1 1 ) ,  и пред
полагать, что остаток будет являться п. в. ф .  

Рис. IV.6 

Из этих гр афиков видно также, что минимальное значение ве
щественной части У (jro) для всех вещественных значений ro соот
ветствует точке s = О [см .  также условие ( 1 1 .56) ]. Это объясняется 
тем , что если минимальное значение Re[Y (jro) ] соответствует конеч
ной частоте ro, то при вычитании У (О) ,  большего, чем указанное 
минимальное значение, функция Y (s)  уже не будет принадлежать 
к классу п .  в .  ф . 

Предположим, далее, что рассматривается реализация по Фо
стеру функции Y (s )  в виде разложения на элементарные дроби, 
аналогичная описанной выше реализации сопротивления Z (s) , при
водящей к цепи, показанной на рис . IV. l б. При этом предполагает
ся также, что в конечном итоге будет получена цепь, представляю
щая собой пар аллельное соединение проводимостей, каждая из 
которых является последовательным RC контуром типа ,  изобра
женного на рис. IV.бa (с  соответствующими вырожденными фор 
мами для возможного полюса в точке s = оо и для аддитивной по-
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стоянной на  нулевой частоте) . Проводимость такого контур а име
ет вид 

c.s у. = ----
1
- - -----

1 + R,C,s R, + ""'C'S  

1 -- s R. 

1 
s + RC 

k,s k,s _ =--= -- , s- s. s + a. (IV . 1 3) 

где 
• • • 

1 ) k. = -R. 
1 • - s. = cr. = RC • • 

Здесь появляется очевидная трудность: член 

(IV . 1 4) 

k. в р азло-s-s. 
женин на  элементарные дроби не имеет коэффициента s, который 
есть в числителе �sыражения ( IV. 1 3) для у . . Однако ее можно 
преодолеть. Так, отсутствующий коэффициент s может быть введен 
путем обычного р азложения на  элементарные дроби функции У (s) .  s 
которая затем умножается на s. В результате этой операции полу
чаем требуемое р азложение функции Y (s) , в котором каждый член 
будет теперь иметь необходимую форму, соответствующую ур-нию 
( IV. 1 3) .  Единственное условие, предъявляемое в данном случае к 
р азложению, состоит в том, чтобы члены имели положительные 
вещественные коэффициенты k . . Однако поскольку это вычеты 
функции Y(s> , а не функции Y (s) , они являются положительными, 

s так как вычеты Y (s) отрицательные! Указанное обстоятельство 
становится очевидным, если вспомнить, что вычет функции У (s) в s 
полюсе s = s .  является соответствующим вычетом функции У ( s) , 

у (s) деленным на  отрицательное вещественное число s • .  Функция 
s 

безусловно, не имеет полюса в точке s = оо ; в общем случае она 
может иметь полюс в точке s = О .  Однако отмеченные свойства не 
препятствуют р азложению функции по общей методике, котор ая 
оказывается теперь применимой. 

Рассмотрим р азложение на элементарные дроби 
у (s) = J!L + ___.!:!__ + ---..!!!_ + . . . + k2n-2 + k1п . (IV . 1 5) s s s- s2 s- s4 s -- s2n_2 

Умножая это разложение н а  s, получим следующее выражение 
для проводимости 

Y (s) = ko + � + � + . . . + k2п-28 + k2пs, (IV . 16) S-S2 S-S4 S- S2n-2 - 105 -



где все коэффициенты k, положительны. Положительными являют
ся и коэффициенты ko = У (О) и k2п. Последний представляет вычет 
функции Y (s) в ее полюсе при s = оо .  Полная реализация цепи для 
выражения ( IV. 1 6) схематически показана на  рис. IV.6б, на кото
ром согласно ур-нию ( IV. 14 )  

1 R. = - · 
k 

' 
• 

k, С. = -- при v = O, 2, 4, . . .  , 
а. 

где R - в омах, С - в фарадах. 

(2п - 2) 1· 
(IV . 1 7) 

Как и форма  Фостер а, приведенная на рис. IV. l б, полученная 
реализация содержит минимальное число элементов, поскольку 
оно точно равно числу определяющих постоянных в выражении для 
проводимости ( IV. 1 6) .  Нетрудно видеть, что цепи, изобр аженные 
на рис. IV. l б  и IV.6б, характеризуются разными входными сопро
тивлениями. В первом случае входное сопротивление имеет конеч
ное нулевое значение в точке s = оо, тогда как во втором случае 
его значение в этой точке равно нулю, а соответствующая проводи
мость здесь имеет полюс. 

IV.2. Друrие канонические формы реализации 
сопротивлений RC цепей 

Используя два основных способа реализации входных сопро
тивлений RC цепей, можно найти много других эквивалентных 
схем, как и в случаях LC цепей. Две из них аналогичны тем , кото
рые приводят к формам Кауэра или лестничным LC цепям,  р ас
смотренным в предыдущей главе. Применительно к одной форме 
из исходной функции цепи и ее инвертированных остатков после
довательно устранялись полюсы в точке s = оо .  Вторая форма 
(дуальная по отношению к первой) обусловливала необходимость 
устр анения из исходной функции полюсов в точке s = О. Сущест
венное отличие, наблюдаемое при использовании аналогичного спо
соба  для функций RC цепи, состоит в том, что приходится попере
менно устранять полюс и постоянную величину в точках s = оо или 
s = О, а не только полюсы. Причина такого различия в методике 
реализации сразу станет понятной, если обратить внимание на то, 
что лишь входное сопротивление RC цепи может иметь полюс в 
точке s = О и лишь проводимость может иметь полюс в точке s = 
= оо.  В этой точке сопротивление имеет положител,ьное веществен
ное конечное значение; такое же значение имеет проводимость в 
точке s = О (см .  рис. IV.3 и IV.5) . 

Сказанное иллюстрируется цепями, показанными на рис. IV. l б 
и IV.6б, где при ср авнении с подобными LC цепями оказывается , 
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что индуктивности заменены сопротивлениями .  Для сопротивления 
индуктивность представляет полюс в точке s = оо, а для проводи
мости - в точке s = О. Таким образом, по аналогии можно в слу
чае RC цепи устранить постоянную, в то время как в соответствую
щей LC цепи устр аняется полюс, который реализуется индуктив
ностью. 

Рассмотрим этот метод синтеза более подробно, для чего пред
положим, что имеется некоторое сопротивление z1 (s) , которое не
обходимо синтезировать в виде RC цепи. Как показано на  
рис. IV.3, в общем случае в точке s = оо оно имеет конечное нену
левое положительное вещественное значение. Вычтем это значение 
из исходного сопротивления z1 (s) . .Ясно, что полученная разность, 
так же как и сама функция, будет п. в. ф. и относиться к классу RC 
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функций. Следовательно, можно выделить в начале цепи последа · 
вательное р езистивное сопротивление, соответствующее указанно
му выше постоянному значению. Оставшееся сопротивление (обо
значим его z2 ) р авно нулю в точке s = оо , как показано в верхней 

l части рис. IV.4, и, таким образом, обратная функция у2 = - , по-
z, 

казанная в нижней части того же рисунка, имеет полюс в точке 
s = оо. После его устр анения появляется параллельная емкость, 
р авная по значению наклону асимптоты, изображенной на рис. IV.4. 
Остаточная функция (обозначим ее у3) ,  графически представлен
ная на  рис. IV.5, имеет положительное вещественное, отличное от 
нуля значение в точке s = оо .  Это значение должно быть больше 
неотрицательного значения на нулевой частоте. Следовательно, 
обратная функция z3 = -1-, как и функция z 1 ,  имеет конечное не- · Уз нулевое положительное вещественное значение. С выделения по-
следнего начинается второй этап процесса получения лестничной 
цепи, который аналогичен описанному выше первому этапу. 

На рис. IV.7 показано последовательное использование ряда 
частотных диаграмм для получения лестничной цепи, подобных 
построенным для реактивных функций. Отличие состоит в том ,  что 
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здесь горизонтальные оси соответствуют отрицательной веществен
ной оси плоскости s .  Как видно из рисунка, при выделении первого 
последовательного резистивного сопротивления R1 = z1 ( оо ) проис
ходит сдвиг самого нижнего нуля в точке s = -оо, причем инвер
тированный остаток, т. е. функция у2, будет иметь в этой точке по
л.юс. Затем он устр аняется, т. е. выделяется последующая пар ал
лельная емкость С2 лестничной цепи. Следует отметить, что на 
данном этапе из функции У2 исключается не только полюс в точке 
s == оо, но и следующий смещенный нуль. Таким образом, функция 
у8 имеет на две критические частоты меньше, чем функция у2. От
метим, что функция z2 (или У2) обладает одинаковым с функцией 
z1 числом критических частот. Однако было бы неправильно ут
верждать, что функция z2 (или У2) настолько же сложна, как и 
функция z1 . Действительно, если представить обе функции в виде 
отношения частотных множителей, то можно увидеть, что и та и 

4J R1 RJ Rn-1 R11ф.1 

___,.____..____.,Те� _ _  rn 
Рис. I V.� 

другая содержат на один параметр меньше. Так, например, z2 со
держит в числителе на один множитель меньше, чем z 1 •  

и u 1 нвертированныи остаток, т. е. z3 = -, а налогичен z1 и по�во-Уs ляет вычесть из исходной функции значение Rз = z3 ( оо ) , как это 
было сделано на первом этапе и т. д. После того как из функции у4 
выделена емкость С4, все полюсы и нули исключены, но остается 
одна постоянная, которая дает конечную ветвь R5• 

Полная лестничная цепь показана на рис. IV.8a .  Очевидно, что 
она реализует данную функцию с минимальным числом элементов, 
так как оно на единицу больше числа конечных ненулевых крити
ческих частот, что, в свою щ1ередь, р авно числу параметров, ха
рактеризующих данное сопротивление. Описанная методика синтеза 
справедлива не только для данного конкретного примера, но имеет 
общий характер , поскольку при образовании цепи в процессе устра
нения особых точек каждый элемент соответствует конечной нену
левой критической частоте, а последний элемент - оставшейся по
стоянной. 

Отдельные выделенные элементы показаны в левой части 
рис. IV.7, р азличные промежуточные функции (остатки) ,  к которым 
относятся соответствующие части диагр аммы, приведены в правой 
части того же рисунка. Таким обр азом , рис. IV.7 дает в компактной 
форме полную информацию относительно методики р ассмотренной 
реализации, за  исключением численных значений элементов . Эти 
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значения можно получить путем алгебраических вычислений, при
веденных ниже. 

Прежде всего р ассмотрим рациональную функцию Z (s) в виде 
отношения нер азложенных на множители полиномов :  

. an s11 + an-1 sn-1 + . . . + a1 s + ао 8 Z (s) = • (IV . 1 ) 
Ьп� + Ьп-1 sn-1 + . . .  + Ь 1 s +  Ьо 

В отличие от реактивной функции, это входное сопротивление 
RC цепи представляет собой отношение полиномов, которые содер 
жат все степени переменного s ( а  н е  как у четных или нечетных 
полиномов) . В таком сопротивлении нет отсутствующих членов, и 
все коэффициенты должны быть положительными. Как видно из 
ур-ния ( IV. 1 8) ,  сопротивление Z (s) имеет конечные ненулевые зна
чения в точках s = О и s = оо . Таким образом, это уравнение яв
ляется наиболее общей формой входного сопротивления RC цепи .  

Если задана подобная функция, причем нет уверенности в том, 
что она является п. в . ф. и реализуется в виде RC цепи ,  то необхо
димо проверить р аспределение нулей полиномов числителя и зна
менателя функции по теореме Штурма .  Однако к такому же ре
зультату можно прийти значительно быстрее, пользуясь алгебраи
ческим методом ,  который изложен ниже. 

В процессе реализации лестничной цепи, к которому относится 
ряд опер�ций, показанных на рис. IV.7, производится попеременное 
исключение постоянной величины и полюса в точке s = оо, начиная 
с постоянного значения Z ( оо ) . В соответствии с этим алгебраиче
ские вычисления начинаются с выражения 

Z (s) = R1 + 
' Jt 1 ' п-2 ' ' 

an-I s - + ап_2 s + . . . + а1 s + а0 
Ьп�+ Ьп- 1 sп-1 + . . . + Ь1 s + Ьо 

(IV . 1 9) 

где R1 = � . а остаточный полином степени (п - 1 )  в числителе Ьп второго члена определяется обычным делением полиномов. Второй 
член, очевидно, является нулем ·в точке s = оо .  Следовательно, 
обратная величина остатка (проводимость) имеет полюс в данной 
точке. Его устранение является вторым этапом процесса разложе
ния и также осуществляется методом непрерывного деления. В ре
зультате ПОJ1учаем 

Z (s) = Ri т ---------, ...п 1 , ' Ьп-1 s - + . . . + Ьо C2s + --------, п-1 . ' ап-1 s + . . . + ао 

(IV . 20) 

Ь11 где С2 = -, -. Обратная величина остаточной рациональной функ
ап-1 

ции теперь представляет сопротивление с теми же свойствами, что 
и функция Z (s) . Это объясняется тем , что ни один из рассмотрен-
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ных двух этапов, связанных с выделением R 1 и С2, не приведет (со
гласно сказанному выше) к такому положению, что исходная функ
ция уже не будет больше принадлежать к классу п .  в .  ф. типа RC. 
Следовательно, можно повторять цикл опер аций до тех пор, пока 
остаток не станет постоянной. · 

Следует отметить, что каждый этап синтеза дает два элемента 
цепи и уменьшает число коэффициентов полинома па два. В ре
зультате получится цепь с минимальным числом элементов илн 
каноническая форма . При этом производятся такие же алгебраиче
ские действия (деление и инверсия) , как и при реализации сопро
тивлений LC цепи по Кауэру и при проверке по методу Гурвица. 
Окончательно получаем р азложение функции в непрерывную дробь 
вида 

Z(s) = R1 + ---
C2s + ----1 -

Ra + -- + С4.5 

+ ------=--
Rn-1 + -----1 

Спs + -R- . ( IV . 2 1 )  n+ I 

Несмотря на то, что в выражении ( IV. 18 )  для функции Z (s) по
являются (п + 2 )  коэффициента, лишь (п + 1 )  из них оказывают
ся независимыми, так как постоянным множителем является отно-

а . 
шение -1!.. . Следовательно, в процессе реализации будет получено Ьп 
(п + 1 )  элементов. Это число, как указывалось выше, на единицу 
больше числа конечных ненулевых критических частот. Результи
рующая цепь показана на рис. IV.86. 

Другая реализация лестничной цепи, аналогичная второй фор 
ме Кауэра для сопротивлений LC цепи, предполагает иной способ 
исключения постоянной величины и полюса в точке s = О. Ввиду 
того что постоянную величину в этой точке можно вычесть из про
водимости RC цепи (см. рис. IV.5 и соответствующий метод реали
зации) , полюс в точке s = О устр аняется из соuротивления, а по
стоянная величина - из его инвертированного остатка .  В конце 
процесса реализации получится лестничная цепь с последователь
ными емкостями (так как последовательные ветви исключены из 
сопротивлений) и параллельными резистивными сопротивлениями. 
На рис. IV.9 графически представлена общая последовательность 
операций синтеза ,  аналогичных изобр аженным на рис. IV.7, для 
дополнительной реализации по Кауэру того же входного сопротив
ления z1 (s ) . 
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Вследствие того что данное сопротивление не имеет полюса в 
точке s = О, необходимо прежде всего изменить критические часто
ты, чтобы получить в ней полюс. Поскольку полюсы нельзя пере
мещать, а нули можно, операция состоит в следующем. Вначале 
необходимо инвертировать функцию z1 , изменяя полюсы на  нули 
и н аоборот. Самый - оо 
нижний нуль функции z, 
У1 можно затем сдви- У, 
путь к началу коорди- >l нат, если вычесть из z1 
исходной функции ак- 11 тивную проводимость у3 
G 1  = У1 (О) .  Эта прово- У" димость соответствует z. 
выделению первой па- 11 
раллельной ветви в 
требуемой лестничной � 
реализации. Остаточ-
ной функцией в данной 
точке является функ-

1 
l 
1 ,_ 
::-

' ...t 
1 

1 1 1 о 
�· 1 l r\1. , _  " " _ 

]_ 
::: 
1 ---- - -- .... _ _ _  

Рис. I V.9 

1 1 щя у2. Соответствующее сопротивление z2 = - теперь имеет тре-
У2 буемый нуль в точке s = О. После выделения последовательной ем-

кости С2 получится остаток - функция z3, имеющая одинаковые с 
функцией z1 свойства. Цикл повторяется , появляются ветви Gз и G4, 

а) с" и; Ci с" Сп 

l7{t:l G, G3 G �� Oв,JJ���E�· 
Рис. I V.10 

после чего остается только постоянная величина. Полная лестнич
ная цепь показана на рис. IV. lOa .  

Снова необходимо подчеркнуть, что если данная функция отно
сится к классу п. в . ф. и реализуется в виде RC цепи, то все эле
менты реализации будут положительными, а число элементов пре
высит на единицу число конечных ненулевых критических частот. 

При рассмотрении соответствующего алгебр аического способа 
синтеза следует обратить внимание на выражение ( IV. 1 8) для 
функции Z (s ) . Вследствие того что из нее необходимо устранить 
постоянные величины и полюсы в точке s = О, члены полиномов 
выражения ( IV. 1 8) р асполагаются по восходящим степеням пере
менного s, и, таким образом, функция, определяемая указанным 
уравнением, должна быть записана в обратном порядке. В начале 
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следует инвертировать его, так как постоянная величина в точке 
s = О должна быть исключена из проводимости, а не из сопротив
ления. Поскольку на первом этапе осуществляется процесс непре
рывного деления и инверсии, то 

Z (s) ----------, , 2 , п (IV . 22) 
b 1 s + b2 s + . . . + bn s 

G1 +---------а0 + а1.� + . . .  + ansn 

где G 1 = ..!!!!.. • Далее опер ации производятся в уже известной после
ао довательности, в результате которой получаем чередующиеся чле-

1 ны от переменного s 
Z (s) = --- и постоянные, т. е. 

+ -----
Gп-1 + ----

1 ] 
Cns + Gn+I • (JV . 23) 

Полное р азложение содержит (п  + 1 )  членов, число которых, 
как и раньше, на единицу превышает число конечных ненулевых 
критических частот. Соответствующая каноническая цепь показана 
на рис. IV .  l Oб .  Подобно лестничной LC цепи первый и последний 
элементы определяют ее поведение в точках s = О и s = оо соот
ветственно. Таким образом , в цепи, показанной на рис. IV. lOб, не 
будет параллельной активной проводимости G1 , если функция Z (s) 
имеет полюс в точке s = О, и не будет конечной параллельной про
водимости Gn+• • если функция Z (s) имеет нуль в точке s = оо .  

Аналогично в цепи, показанной на  рис. IV.8б, первое резистивное 
сопротивление R 1 отсутствует, если функция Z (s) имеет нуль в 
точке s = оо ,  а последнее сопротивление Rn+i отсутствует, если 
функция Z (s) имеет полюс в точке s = О . 

При рассмотрении разложений на  непрерывные дроби вида 
( IV.2 1 )  или ( IV.23) ,  используемых для получения лестничных це
пей, показанных на рис. IV.8б и IV. l Oб ,  в начале процесса непре
рывного деления и инверсии необходимо обратить особое внимание 
на правильное расположение полиномов по восходящей или нисхо
дящей степени и правильный выбор полинома-делимого и полино-
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ма-делителя. Для получения требуемой цепи пригодна лишь одна 
из четырех возможных комбинаций записи функций. Две другие 
приводят к тому, что на некотором этапе процесса деления и ин
версии получится неприемлемая остаточная функция. Такие не
удачные комбинации трудно обнаружить в самом начале процесса 
синтеза ,  и проектировщик, который руководствуется картиной рас.
положения особых точек цепи, а не общепринятыми физическими 
соображениями, быстро «увязнет» в середине расчетного процесса . 
Это может, кроме того, с.лучиться из-за чиеленной ошибки или не
достаточной точности. Поэтому, прежде чем приступить к построе
нию одной из р ассмотренных лестничных реализаций, важно убе
диться в том, что исходные данные правильны. Указанное физиче
ское и математическое обоснование является обязательным при 
использовании любого метода синтеза. 

IV .3. &onee общиеr сссмеwанные» методы синтеза 
RC цeneii 

Дополнительные лестничные реализации можно, очевидно, по
лучить путем объединения обоих методов реализации по Фостеру. 
Этот прием является более общим по сравнению с устр анением 
компоненты, характеризующей асимптотическое поведение функции 
в точках s = О и s = оо, поскольку одновременно представляется 
возможным устранить один или часть одного конечного ненулевого 
полюса, либо несколько таких полюсов. В этом случае следует пом
нить, однако, что конечные ненулевые полюсы RC функции могут 
быть устра�ены либо из функции Z (s) , либо Y (s) /s, но не Y (s) . 

При устранении полюса, т. е. алгебраически при вычитании из • ф kv ф такои ункции члена, аналогичного -- , исходная ункция пo-s-s. прежнему принадлежит к классу п. в .  ф .  и входных RC сопротивле
ний или проводимостей. Это объясняется следующим. Известно, что 
фующия Z (s) реализуется RC цепью, если она имеет простые отри
цательные вещественные ( возможно, в том числе р авные нулю) 
полюсы с положительными вещественными вычетами и если вели
чина Z ( оо ) является неотрицательной. Функция У ( s) реализуется 
RC цепью, если функция Y (s ) /s имеет простые отрицательные ве
щественные (возможно, в том числе равные нулю) полюсы с поло-
жительными вещественными вычетами и ее.Ли величина ly �s)] s=oo • В kv является неотрицательнои. виду того что член типа -- равен S-Sv  
нулю в точке s = оо ,  его вычитание не может оказывать влияния 
на неотрицательный характер функции Z (s) или Y (s) /s в данной 
точке. Кроме того, это вычитание, очевидно, также не влияет на 
соответствующие свойства аналогичных членов, представляющих 
оставшиеся полюсы.  Таким образом, применение «смешанного» 
8 Заказ 49 - 1 13 -



метода, предполагающего исключение указанных полюсов в произ
вольной последовательности, всегда позволит реализовать задан
ную функцию. Более того, если полюсы исключаются полностью, 
реализация будет содержать минимальное число элементов. При 
частичном же исключении полюсов могут появиться лишние эле
менты. 

IV .4. Примеры синтеза входных функций RC цепей 

Рассмотрим входное сопротивление RC цепи 

z s _ (s + 2) <� + 4) 
( ) - (s + l ) (s + 3) (s + 5) 

3 1 3 - -
8 4 8 

s +  1 + s + З  + s + 5  • (IV . 24) 

Вычеты функции Z (s) легко определить, если исключить соот
ветствующий множитель полюса и вычислить оставшееся выраже
ние в точке, где этот множитель равен нулю. Например, для выче
та в точке s = -3 имеем 

k _ [ (s + 2) (s + 4) ] _ ( - 1 ) ( 1 ) 
з - (.� + l ) (s + 5) S=-З - (-- 2) (2) 

1 
4 

(IV . 25) 

Поскольку каждый член разложения ( IV.24) на элементарные 
дроби представляет параллельный RC контур, полная цепь, реали
зующая это сопротивление, аналогична показанной на рис. IV. 1 1 а .  

ОМ, ф 
Рис. IV.11 

Для того чтобы получить вторую форму Фостера, следует р аз
ложить на элементарные дроби соответствующую функцию Y (s ) /s : 

У (s) (s + l ) (s + З) (s + 5) -- = ���-�� 
s s (s + 2) (s + 4) 

3 3 - -
1 5 

+ -4 - + -8 - + 1 . ( IV . 26) Bs s + 2  s + 4 

Постоянный член + 1 в правой части выражения ( IV.26) необ·
ходим для того, чтобы учесть поведение функции при s -+ оо . Как 
принято говорить, при р азложении на  элементарные дроби этот 
член представляет собой рациональный целый остаток. Вычеты 
функции определяются так же просто, как и в приведенном выше 
примере. · 

- 1 1 4 -



!lосле умножения разложения ( IV.26) на s получим 
3 3 - в - в  1 5  4 8 Y (s) = - + -- + -- + s .  

8 s + 2  s + 4  
(IV . 27) 

Очевидно, что выражение ( IV.27) соответствует проводимости це
пи, изображенной на рис. IV. 1 1  б. 

Для того чтобы получить лестничные цепи, нужно прежде всего 
представить сопротивление, определяемое выражением ( IV.24) , в 
форме, не разложенной на  множители 

Z ( ) ss + 6s + 8 
5 = ss + 9s2 + 23s + 1 5 

(IV . 28) 

Предположим, что требуется получить лестничную цепь, содер
жащую рез�стивные сопротивления в последовательных ветвях � 
емкости в п араллельных ветвях. Для получения реализации такого 
типа необходимо произвести вычитание из сопротивления постоян
ных членов и выделение из проводимости емкостной реактивной 
проводимости, которые характеризуют поведение первоначальной 
функции и последующих остаточных функций в точке s = оо. В со
ответствии с этим полиномы должны располагаться по нисходящим 
степеням s. Ввиду того что функция Z (s) , определяемая ур-нием 
( IV.28) , имеет нулевые значения в точке s = оо, на первом этапе 
необходимо произвести инверсию. Тогда последующие операции 
можно записать в виде 

8 

в• 

Зs2 + l 5s +  1 51 в2 + бs + 8 
s2 + 5s + 5  1 3s 

s + з  l 3s2 +  l 5s +  15  

' � l 2s 

+ 1 6s + 1 5 

6s · 1 i-
1 51 +· 

- 1 15 -

3s2 + 9s 1 _6
1 

' 6s +  1 51 s + 3 
5 s + -
2 
1 
2 

(IV . 29) 



Как видно из приведенной записи, численные расчеты легко 
выполнить на листе бумаги нормальных размеров путем перемеще
ния остаточных полиномов в процессе непрерывного деления левее 
и ниже предыдущей строчки каждый р аз, когда достигается край 
правой стороны листа .  Последовательные частные s ;  .!.._ ; Зs; !.._ ; 1 2s; 

3 6 l - являются соответственно чередующимися проводимостями и со-30 
противлениями ветвей лестничной цепи. Легко установить, что тре
буемой реализацией является цепь, показанная на рис. IV. 1 2a . . б} 47  65JJ IJI 

1!} 

.trf] 
зг f9'1't т 

: 8 l!G 108 15· !!09 f!Jlf 

-lt 
4 4 15 т 

11 

ом. ф 
Рис. I V.12 

Для того чтобы получить лестничную цепь, в которой последо
вательными ветвями являются емкости, а пар аллельными - рези
стивные сопротивления, нужно устр анить из сопротивлений полюсы 
в точке s = О и из проводимостей постоянные величины в точке 
s = О . Полино·мы, таким образом, должны р асполагаться по восхо
дящим степеням, и выражение ( IV.28) для функции Z (s) должно 
быть з аписано . в обратном порядке. Кроме того, его необходимо 
инвертировать, так как исходное сопротивление не имеет полюса в 
точке s = О. Соответствующие алгебраические расчеты можно пред-
ставить в в.иде · 

1 5  
8 

8 + бs + s2 \ 1 5 + 23s + 9s2+ sз 

, r r 1 

1 5 + -s +-s2 
45 1 5  1 32 
4 8 47s 
47 57 1 
4s + --gs2 + sз . 8 + 6s + s2 - 1 16 -



228 32 
8 +-- s + - s" 47 47 

1 2209 
216 

- s + - s" + sз 1 47 57 
4 8 

47 235 - s +-- s2 
4 72 

1 944 
6533s 

-- s2 + s3 - s + - s1 1 39 1 54 1 5 
36 47 47 

54 1 944 2 47 s + 6533
5 

3 -- s2 1 39 

1 1 932 1 
1 08 

1 1 39 
36" s" + s3 

1 39 -- �2 + s3 36 

1 39 1 3 
36 52 1з9;" (IV . 30) 

sз l _3_ s• 1 39 

П�следующие частные снова являются чередующимися прово
димостями и сопротивлениями соответственно. Их интерпретация 
для получения цепи, показанной на рис. IV. 1 2б, не вызывает за
труднений. В случаях более сложных, чем приведенный выше, це
лесообразно использовать десятичные, а не простые дроби, как в 
примере ( IV.30) . 

Наконец, исходное сопротивление преобразуется в лестничную 
цепь путем устранения поочередно из функций Z (s) и Y (s) /s ко
нечных ненулевых полюсов. Используя ур-ние ( IV.24 ) , предполо
жим, что сначала из функций Z (s) устраняется полюс в точке s = 

= -3. Обозначив остаточную функцию через Z1 (s) , можно записать: 
1 

(s + 2) (s + 4) 4 Z1 (s) = ----'----'--'------'---<·� + 1 ) (s + 3) (s + 5) s + 3 
3 9 27 

Zi (s) = ( s3 + 6s + 8 1 ) 1 4 s2 + 2 s + 4 
s2 + 6s + 5 -4 s + 3 

= 
(s2 + 6s + 5) (s + 3) 

3 9 
- s + -
4 4 
s2 + 6s + 5 

(IV . 3 1 )  

После вычитания в круглых скобка в числителе появляется по
лином, который должен делиться на множитель (s + 3) ,  ибо остаток 
Z1 (s ) не может уже содержать полюс в точке s = -3. То условие, 

- 1 17 -



что множитель (s + 3) должен быть в этой точке делителем, т. е. 
деление осуществляется без остатка, можно использовать при про
верке численной точности расчетов. 

1 Образуем далее функцию У1 (s) /s, где У1 (s) = -- .  
Z1 (s) 

Следует отметить, что вновь лишь конечный ненулевой полюс 
этой функции лежит в точке s = -3. Из ур-ния ( IV.3 1 )  вытекает, 
что 

4 
Y1 (s) 3 (s + 1 ) (s + 5) -- = ------

s s (s + З) 

Вычет данной функции в точке s = -3 имеет вид 

k =  
[ + (s + 1 ) (s +  5) ] = + ( -2) (2) 1 6 

S S= -3 -3 - -9
- . 

После вычитания этого полюса получим 
- (s + l ) (s + 5) - - s2 + 8s + -3 9 3 3 

(IV . 32) 

(IV . 33) 

4 16 ( 4 20 

--------- = s (s + З) s + З  s 
1 6  ) 1 
9 s + з 

= 

4 56 20 3 s• + 9 s + 3 1 2sD + 56s + 60 
9s (s + 3) 

1 2s + 20 
s (s + З) 9s 

Итак, второй остаток имеет вид 
3 

4 20 4 Y2 (s) = -s+ - или Z2 (s) = ---3 9 5 s + 3 

Y2 (s) 
s (IV . 34) 

(IV . 35) 

Сопротивление, выделенное в виде первой последовательной 
ветви, как видно из выражения ( IV.3 1 ) ,  можно представить вы
ражением 

4 Z1 =-- . 
s + з 

(IV . 36) 
Проводимость следующей пар аллельной ветви согласно ( IV.34) 

равна 
16 

9 s 
У2 = -- . (IV . 37) 

s + з 
Нетрудно видеть, что конечная последовательная ветвь являет

ся сопротивлением, определяемым ур-нием ( IV.35) . Соответствую
щая лестничная цепь Показана на рис. IV. 1 2в .  

- 1 18 -



IV.5. Способ синтеза RL цепей, анапоrичный 
способу синтеза RC цепей 

Анализ результатов, полученных в главе I I ,  показывает, что 
функция входной проводимости RL цепи по своей форме и свой
ствам идентична функции входного сопротивления RC цепи и на
оборот. Таким образом, входная проводимость У (s) RL цепи имеет 
простые полюсы, р асположенные на отрицательной вещественной 
полуоси, где ее вычеты являются положительными вещественными, 
при этом О � У ( оо ) < оо. Ту часть сделанного вывода, которая 
касается требований, предъявляемых к полюсам и вычетам, можно 
заменить соответствующими требованиями к нулям и полюсам. 
В этом случае они должны быть простыми и чередоваться на  отри
цательной вещественной полуоси, причем самая нижняя критиче
ская частота должна быть полюсом функции. 

Представим: отношение частотных множителей в виде 
(s + 2) (s + 4) (s + б) . "  
(s + 1 ) (s + З) (s + 5) . . .  (IV . 38) 

Поскольку множители числителя и знаменателя чередуются на 
отрицательной вещественной оси ,  то автоматически удовлетворяют
ся требования, согласно которым р ассматриваемое отношение 
должно быть при s = оо конечным и неотрицательным независимо 
от того, находится последний множитель в числителе или знамена
теле. Такое выражение, следовательно, представляет собой входное 
сопротивление RC цепи или входную проводимость RL цепи. Пер
вый частотный множитель (s + 1 )  может стать просто коэффициен
том s, и в этом случае функция имеет полюс в начале координат. 

б/ --�R; -.-
Lз 

0) 

Рис. I V. 13 

Rzn -1 
Rzп+t 

Lzn-1 
----� 

Реализация функции У (s) в виде RL цепи по Фостеру начинает
ся с р азложения на элементарные дроби, аналогичного ур-ниям 
( IV. l ) и ( IV.3) для функции Z (s) , реализуемой RC цепью. Каждый 
член в этом р азложении имеет форму проводимости обычного по
следовательного RL контура, показанного на рис. IV. lЗa. Для это
го контура  

у = ---• R, + L,s 

- 1 19 -
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Полная цепь, соответствующая р азложению ( IV.3) для функции 
Y (s) , реализуемой в виде RL цепи, имеет вид, изображенный на 
рис. IV. 1 3б ,  

где 
k. k. . (IV . 40) 

R. = � ; L. = -1- при v = 1 ,  3 , . . .  , (2п- 1 )  1 · 
R = k2п+1 = У (оо) 2п+ 1  

Здесь R . - в омах, L . - в генри. 
Вторую форму Фостера можно получить с помощью разложения 

на элементарные дроби функции Z (s) /s, которое аналогично р аз
ложению для функции Y (s) /s, реализуемой в виде RC цепи [см .  
ур-ние ( IV. 15 )  ] .  Таким образом, получается р азложение функции 
Z (s) , по форме идентичное правой части ур-ния ( IV. 16) . Типичным 

tJJ Rz R" Rzn-J 

L" Lz L1, Lzn-t 
z" ltsl 

Рис. I V. 14 

членом в этом выражении является сопротивление параллельного 
RL контура, показанного на рис. IV. 14a .  Для такого контура имеем 

1 R.s z. = ---- - ---
1 1 R. - + -- s + -

R. Lys L, 
Полная цепь, для которой 

L � ) R. = k. ;  . = -
а. 

при '\1 = 0, 2, 4, . . .  , (2п- 2) ;  L2п = k2п ' .  
показана н а  рис. IV. 1 4б. 

(IV . 4 1 ) 

(IV . 42) 

То обстоятельство, что вычеты являются положительными ве
щественными, а функции Y (s)  или Z (s) /s при s = оо - конечными 
неотрицательными, гарантирует реализуемость этих RL цепей по 
Фостеру. Кроме того, очевидно, что они содержат минимальное чи
сло элементов. 

Способ получения лестничной цепи идентичен способу реализа
ции RC цепи, если поменять местами функции Y (s) и Z (s) . Для 
RL цепи величина Z (О) всегда вычитается из функции Z (s ) ,  а ве
личина У ( оо )  - из функции Y (s) , так как эти величины равны - 120 -



[согласно ур-ниям ( 1 1 .46) и ( 1 1 .49) ] минимальной вещественной 
части соответствующей функции вдоль всей мнимой оси. Таким 
образом, лестничную цепь с последовательными сопротивлениями 
и параллельными индуктивностями можно получить вычитанием 
из сопротивления Z (s) и его последующих инвертированных остат
ков попеременно постоянной величины и полюса в точке s = О. 
Такую цепь с последовательными индуктивностями и параллель
ными резистивными сопротивлениями можно получить вычитанием 
из сопротивления Z (s) и его последующих инвертированных остат
ков попеременно полюса и постоянной величины в точке s = оо . 

Итак, в выражении для Z (s) , определяемом ур-нием ( IV. 1 8 )  
(которое в аналитической форме в р авной степени может описы
вать сопротивление RL или RC цепей) , полиномы располагают по 
восходящим степеням для первой из двух р ассмотренных лестнич
ных цепей и по нисходящим степеням для второй. В результате 
аналогичного процесса непрерывного деления и инверсии получа
ют, с одной стороны, р азложение н а  непрерывные дроби в виде 

Z (s) = R1 + ---1 1 -- + -----L2s 
R 

а с другой - в виде 

Z (s) = ---

в + ---1 -- + L4s 

01 + ---
L� + ----

1 
Oa + -L4s +  

+ -----
Rп-1 + 1 - + R , (IV . 43) 

Lns п+I 

+ -----=-
On-1 + ---l

Lпs + -0-- · n-f-1 (IV . 44) 

Цепи, описываемые приведенными разложениями, показаны на  
рис. IV. 1 5a и IV. 1 5б соответственно. Как  и в случае лестничных RC 
цепей, наличие или отсутствие первого и последнего элементов за
висит от свойств функции Z (s )  в точках s = О и s = оо . 
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В конечном итоге можно получить неограниченное число допол
нительных лестничных цепей путем устранения из функций Z (s) /.s 
и Y (s)  всех или части конечных ненулевых полюсов поочередно. 
Этот процесс аналогичен синтезу RC цепей. 

Рис. I V. 15 

IV .6. Эквиваnентные, обратные и допоnнитеnьные цепи 

Целесообразно обр атить внимание на эквивалентность свойств 
различных RC и RL цепей, полученных для данной входной функ
ции сопротивления или проводимости р азличными методами син
теза ,  рассмотренными выше. Здесь как и в аналогичном р ассмот
рении, приведенном в главе 1 1 1  для LC цепей, в общем случае 
необходимо различать эквивалентность и потенциальную эквива
лентность. Кроме того, следует обратить внимание на  то, что все 
эти цепи эквивалентны лишь со стороны одной пары зажимов 
( входа) , к которой относится данное сопротивление. 

Что касается RL или RC цепей, входные сопротивления которых 
обратны, то они несколько отличаются от LC цепей. Действительно, 
цепь, обратная LC цепи, снова является LC цепью, но цепь, обр ат
ная RC цепи, является RL цепью и наоборот. Этот результат оче
виден, поскольку методы синтеза RL и RC цепей по форме идентич
ны, при  том условии, однако, что выражения для функций Z (s) и 
У (s) необходимо поменять местами. Иными словами, величина ,  
обратная сопротивлению RC цепи, если она снова рассматривается 
как сопротивление, удовлетворяет требованиям реализуемости со
противления RL цепи и наоборот. 

Таким обр азом , решение задачи построения цепи, входное со
противление которой является величиной, обратной сопротивлению 
данной RC и RL цепи, не вызывает затруднений. Очевидно также, 
что решение может быть получено независимо от того, является ли 
цепь планарной и содержит ли она взаимные индуктивности. Ис
пользование метода преобразований нормальных координат, опи
санного в связи с рассмотрением LC цепей в § 1 1 1 .7 , допустимо и 
в рассматриваемом случае, но с некоторыми изменениями. При 
этом к квадратичным формам Т и F или V и F можно применить 
способ одновременного сведения к сумме квадратов, так же как 
для .LC цеп�й по отношению к формам Т и V. 

Помимо взаимной связи, существующей между эквивалентны
ми  и обратными цепями относительно их входов, какие-либо две 
цепи при соответствующих условиях могут обладать другим важ-
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ным свойством,  а именно дополнять друг друга. Если функЦии 
Z1 (s) и Z2 (s) обозначают соответствующие входные сопротивле
ния, то для описания взаимных свойств эквивалентных, обратных и 
дополнительных цепей соответственно справедливы следующие за 
висимости : 

Z1 (s) = l · 
Z2 (s) 

' 

Z1 (s) Z2 (s) = 1 ; 
Z, (s) + Z2 (s) = 1 .  

(IV . 45) 
(IV . 46) 
(IV . 47) 

Постоянная в приведенных выражениях не обязательно равна 
единице, но всегда можно так нормализовать заданные сопротив
ления (путем выбора их постоянных множителей) ,  чтобы это усло
вие равенства единице было соблюдено. Тогда в большинстве слу
чаев оказывается возможным значительно упростить численные 
р асчеты, связанные с построением одной цепи, когда известна 
другая . 

Например, если по заданной планарной цепи находят обратную, 
предварительно построив дуальную ей цепь, то подразумевается , 
что постоянная в выражении ( IV.46) р авна единице. В этом случае 
значения индуктивностей в одной цепи становятся значениями ем
костей в другой ; то же можно сказать о значениях резистивных 
сопротивлений и проводимостей, и в результате не требуется ни
каких численных р асчетов. 

Необходимо отметить, что цепи без потерь с сопротивлениями, 
содержащими полюсы на  мнимой оси, не имеют дополнительных 
цепей, поведение которых описывается выражением ( IV.47) . Это 
объясняется тем ,  что вычеты в полюсах на мнимой оси сопротивле
ний Z1 и Z2 цепей без потерь должны быть вещественными и поло
жительными. Следовательно, они не могут взаимно сокращаться, и 
невозможно получить сумму функций, не имеющую на этой оси по
люсов. С другой стороны, входные RC сопротивления имеют поло
жительные вычеты, а вычеты RL сопротивлений являются отрица
тельными. Таким обр азом, можно составить цепь, имеющую допол
нительное сопротивление; вполне понятно, что дополнительной 
цепью для RC цепи будет являться RL цепь и наоборот. Учитывая 
сказанное, условие реализуемости для RL и RC цепей запишется 
в следующем виде : 

ZRc (cx:) >- O; 
RRL (O) >- O; 

YRc (O) >- O; 
YRL (oo) >- q. 

(IV . 48) 
(IV . 49) 

Если дано 'сопротивление ZRc и требуется составить цепь по со
противлению ZRL = 1 - ZRc, то согласно условию ( IV.49) необхо
димо, чтобы выполнялось требование ZRc (О) � 1 .  Если же дана 
проводимость У п с ,  то для построения цепи по проводимости У RL = 

= l - У нс необходимо, чтобы выполнялось требование У нс ( оо ) � 
� 1 .  Условия ( IV.48) накладывают аналогичные требования на - 123 -



R.L сопротивление или проводимость, когда существует соответст
вующая дополнительная цепь. Даже если первоначально эти усло
вия не выполнялись, они всегда могут быть удовлетворены путем 
введения для данных функций масштабных коэффициентов ( и  соот
ветственно путем изменения цепей ) , что в большинстве практиче· 
ских случаев не вызывает серьезных затруднений. 

В качестве примера р ассмотрим сопротивление RC цепи 
Z (s) = (s+2) (s + 4) = s2 + бs + 8 . (IV . 50) 

(s+ I) (s + 3) s2 + 4s + 3 
Лестничную цепь, состоящую из последовательных сопротивле

ний и параллельных емкостей, определим путем деления и инверсии 
1 1 

52 + 4s +  3 I 59 + 68 + 8 

52 + 4s + 3 I f 
2s + 5 1 52 + 4 5 + 3 

52 +-s 
5 1 _!_3 2 
3 -5 + 3 2 

Эта цепь показана на рис. IV. 1 6a. 

ОМr ф ,  г н  

Рис. I V.16 

1 1 : s + 3 

f s 1 + 
3 1 1 

(IV . 5 1 )  

Предположим, что требуется найти вторую цепь, которую мож
но соединить параллельно с первой и получить результирующее 
резистивное входное сопротивление, р авное 1 ом. Для этого необ
ходимо составить цепь, проводимость которой является дополни-
тельной к проводимости Y (s )  = -1- , определяемой выражением 

Z (8) 
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( IV.50) . Поскольку данная RC проводимость при s = оо равна еди
нице, необходимое условие существования дополнительной к ней 
проводимости удовлетворяется, и она имеет вид 

s2 + 4s + 3  2s + 5  -
s2 + 6s + 8  

(IV . 52) 
Для синтеза лестничной цепи с последовательными L элемен

тами и параллельными R элементами по указанной проводимости 
необходимо произвести следую�ие расчеты : 

s 
2 

2s + 5 I s2 + 6  s+B 

s2 + - s  5 1 ...!.7 2 

+ s + в/ 2s + 5  

32 1 49 2s+-7- -
6
- s 

� 1 + s + B 7 
- s  2 

в 

1 5� (IV . 53) 
1 + 

Соответствующая цепь показана на  рис. IV. l бб. Если  эту цепь 
и цепь, приведенную на рис. IV. l бa ,  соединить параллельно со сто
роны входных полюсов, то проводимость или сопротивление резуль
тирующей цепи будет представлять собой резистивное сопротивле
ние, равное 1 ом. О практическом использовании таких цепей будет 
сказано ниже. 

' 



v. 
Г Л А В А 

Исследова ние эквивалентных и обратных 

цепей 

V . 1 . Эквиваnентные цепи. поnучен.ные при помощи 
nинеJ4ноrо преобразования переменных 

В двух предыдущих главах при анализе методов реализации 
был рассмотрен вопрос об эквивалентности цепей. Свойство экви
валентности, хотя и является одним из интересных и полезных в 
проблеме синтеза ,  в настоящее время недостаточно изучено. До
полнителыюе рассмотрение указанного вопроса целесообразно 
само по себе, поскольку оно дает нам не только средства для ре
шения задач синтеза ,  но и позволяет использовать свойство экви
валентности в последующих исследованиях. 

Возможный подход к изучению этого свойства, позволяющий 
оценить потенциальные возможности цепи ,  основан на применении 
линейных преобразований переменных цепи, ограничиваемых 
только требуемой инвариантностью определенных входных и пере
даточных сопротивлений- 1 • Примером может служить цепь, для 
которой только одно входное сопротивление является неизменным, 
и соответствующий вход расположен в контуре 1 цепи. Применяя 
к этой цепи обычное преобразование произвольно выбранных кон
турных токов, можно получить цепи, отличающиеся как по струк
туре, так и значениями элементов 2, в то время как входное 
сопротивление со стороны соответствующего входа у всех цепей 
будет одно и то же. 

За исключением ряда частных случаев, такой, казалось бы 
удобный, подход не приводит к требуемым результатам. Для того 
чтобы лучше раскрыть положительные и отрицательные стороны 
этого метода или ,  по крайней мере, оценить те потенциальные воз
можности, которые можно реализовать, необходимо кратко обсу
ди'Гь его математические основы.  

1 Этот метод был впервые предложен В .  Кауэром [8) и в дальнейшем развит 
Н. Ховиттом [9]. 

2 Единственное ограничение в данной задаче состоит в том, что контурный 
ток i1 должен быть одинаков для всех цепей. 
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Метод в равной степени применим при описании цепи как 
системой уравнений контурных токов, так и системой уравнений 
узловых н апряжений. В обоих случаях цепь характеризуется рядом 
параметров и независимых переменных. В приводимом ниже рас
смотрении возьмем, например, за основу систему контурных токов . 
Матрицы параметров [L], [R] и [S] вместе с переменными - контур
ными токами i1 , . . .  , iz и их неопределенными интегралами, пред
ставляющими собой заряды контуров q1 , • • • , q1, определяют три 
квадратичные формы :  

l 
Т = -1- .I Lzkiiik; 

2 i , k=I 
l 

F =+ � R1ki1ik; 
l , k= I  

1 
l 

V = 2 .I S1kQ1Qk · 
l , k= I  

. (V . l ) 

(V . 2) 

(V . 3) 

Эти квадратичные формы являются функциями запасенной 
энергии и потерь в цепи .  Произведем линейное преобразование 
переменных :  

i 1  = a 1 1 i ;  + a1 2i� + . . .  f a l li; ; 

i2 = a2 1 i ;  + a22i� + . . .  + a21i; ; 

i1 = <1 1 i ;  + c12i� + . . .  + aui ; , 

в .котором матрица преобразования имеет вид - lall . • • C1z] 
[А] - . . . . . ' 

а11 • • • а11 

(V . 4) 

(V . 5) 

а матрицы параметров из квадратичных форм, определяемых вы
ражениями (V. l ) ,  (V.2 ) ,  (V.3) , можно представить [2] 1 в виде : 

[L'] = [А]� х [L] х [А] ; 
[R'J = [AJ 1 х [RJ х [А] ; (V . 6) 
[S'] = [AJ1 х [S] х [А] . 

Квадратичные формы Т, F и V остаются положительно опреде
ленными до тех пор, пока матрица, определяемая выражени
ем (V.5 ) , является вещественной и неособенной. Следует напом
нить, что поскольку они являются положительно определенными, 

1 См. также [56) (прим. ред.) .  
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входное сопротивление цепи будет п .  в .  ф .  Известно также (по 
крайней мере, для двухэлементных цепей ) , что в этом случае до
пустимо применение к цепям нормалЬ1Ного координатного преобра
зования , которое позволяет реализовать эквивалентные канониче
ские конфигурации цепей. Следовательно, упомянутое свойство 
форм Т, F и V можно рассматривать как основной, необходимый 
и достаточный критерий реализуемости. Поэтому, если матрицы [L], 
[R] и [S] получены из заданной физической цепи, должен быть реа
лизуем трансформированный ее вариант, которому соответствуют 
матрицQI, определяемые выражениями (V.6) . Однако такой способ 
реализации не совсем ясен, кроме особых случаев, которые будут 
рассмотрены ниже. 

Если заданная цепь имеет один вход, р асположенный, напри
мер, в контуре 1 ,  тогда инвариантность тока этого контура  (при 
некотором заданном напряжении возбуждения в нем) обеспечи
в ается выбором матрицы [А] так, чтобы 

а11 = 1 и a1k = O  при k =/= 1 . (V . 7) 

Несмотря на  то , что остальные вещественные элементы матри
цы [А] могут быть любыми (единственное ограничение заключается 
в том , что эта матрица должна быть неособенной ) ,  преобразован
ная цепь, характеризуемая матрицами вида (V.6) , будет иметь то 
же входное сопротивление, что и заданная цепь. Если она имеет 
два входа, например, в контурах 1 и 2 и требуется, чтобы входные 
и передаточные сопротивления z1 1 , z22, z1 2 были -инвариантными, 
тогда, кроме условий (V.7) , должны удовлетворяться следующие 
условия : 

(V . 8) 

Процесс можно продолжить дальше и ,  наконец, предположить, 
что входы имеются в каждом КО/нтуре цепи .  При этом, если потре
бовать, чтобы все ее входные и передаточные сопротивления оста
'Вались инвариантными, то матрица {А] сведется к единичной 
м атрице и преобразование станет тривиальным .  

Причина ограниченной применимости изложенного метода за 
ключается в отсутствии однозначного соответствия между матри
цами параметров и соответствующей цепью. Даже если выбор 
контуров и переменных (контурных токов) не ограничен опреде
.ленным образом, трудно интерпретировать это соответствие в 
значениях графов и величин элементов, особенно если такой выбор 
достаточно сложен . _ Чтобы упростить процесс интерпретации, полезно рассматри
вать матрицу преобразования [А] как произведение матриц эле
ментарных преобразований [2] 1 и соответственно - преобразование 

1 См. также [56] (прим. ред.) .  - 128 -



первоначальной цепи на  базе преобразований простых подцепей . 
Используются три элементарных преобразования матрицы : 

а )  перестановка пар строк или столбцов ;  
б) добавление элементов одной строки (или столбца) к соот

ветствующим элементам другой строки (или столбца ) ;  
в )  умножение строки или столбца на  постоянную. 
Вследствие симметричности преобразований, определяемых 

выражениями (V.6) , для соответствующих столбцов необходимо 
использовать преобразование, которое применимо к выбранным 
строкам .  Оно должно, разумеется, применяться ко всем . соответ
ствующим матрицам параметров, причем следует рассматривать 
только преобразования, не нарушающие требуемых условий инва
риантности типа (V.7) или (V.8) . 

В этой связи становится очевидным, что преобразование 
а) тривиально, поскольку оно просто равносильно введению новой 
нумерации контуров ; преобразование б ) либо трудно представить 
физически, либо также тривиально. Следовательно, из всего этого 
общего и весьма изящного математического метода получения 
эквивалентных цепей практически можно использовать лишь ре ·  
зультаты, достижимые при помощи элементарного преобразования 
в ) . Несмотря на  такой обескураживающий результат, не будем 
спешить с отказом от всего метода в целом, ибо практическая по
лезность используемого в нем единственного нетривиального пре · 
образования оправдывает усилия, затрачиваемые на то, чтобы по
нять математическую и физическую значимость метода . 

Таким образом, можно прийти к заключению, что все 
эквивалентные цепи, получаемые описанными выше методами,  
должны иметь одинаковое число геометрически независимых кон
туров или при использовании системы уравнений узловых напря
жений - одинаковое число геометрически независимых пар узлов . 
Существуют рассматриваемые в настоящем параграфе специаль
ные приемы, посредством которых число контуров (при использо 
вании метода контурных токов) или число узлов (при использова
нии метода узловых напряжений) может быть изменено, несмотря 
на их очевидную инварианТ1ность при соответствующих преобразо
ваниях: Эти приемы, а также удобство использования в каждом 
конкретном случае либо контуров, либо узлов приводят к ряду 
интересных и полезных результатов. 

Для иллюстрации рассмотрим сопротивление 1 0 ом на  рис. V. l a , 
а также двухконтурную цепь на  рис. V. l б , эквивалентную исходно
му сопротивлению. Несмотря на  то, что второй вариант представ
ляет собой тривиальный случай, он может быть превращен в 
нетривиальный посредством простых преобразований матрицы 
сопротивлений 

[RJ = [ l : :] ' 
9 Заказ 49 

[ 1 5 5 ] [ 15 !R' I = � 5 5 2 1 0 
t 2 
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где вторая строка и второй столбец умножены на  2. Эта операция 
соответствует выбору матрицы преобразования (V.5) вида 

[А] = [� �] · (V . 1 0) 

Ясно, что последняя матрица удовлетворяет условию инвариант
ности (V.7) . а) .d) · 10 UJ s 10 З � =r:J 

3) 40 -5 10 Н} 36 О � �- :!·О оа 1 
� ]2:1 .... --0--.f----.f---10__. 

�10 ·С&. 10 l;) 
f!g.mp-p 

Рис. V. 1 

Из анализа методом контурных токов нетрудно видеть, что 
цепи, изображенной на рис. V. l в , соответствует матрица сопротив
лений [R'] . Входное сопротивление этой цепи также равно 1 0  ом. 
Процесс добавления контуров можно продолжить, введя, напри
мер, в контур 2 трехконтурной цепи ,  показанной на  рис. V. l r, 
дополнительное сопротивление 5 ом, замкнутое накоротко. В дан
ном случае осуществляется следующее преобразование: r � � �� � ] � [ � � �� 1 �] . (V . 1 1 ) 

о 5 5 2 о 10 20 
f 2 
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Оно обусловливает цепь, изображенную на рис . V. l д, которая 
представляет собой трехконтурную цепь с входным сопротивлени
ем, также равным 1 О ом, и соответствует нетривиальному случаю. 

Если в контур 3 этой цепи ввести вторую пару зажимов, как 
показано на рис. V. l e, и применить матричное преобразование [ 1 5 10 о] [ 1 5 15 о] 

3 1 0  25 1 0  -!> 1 5 56,25 1 5 ' 
2 о 1 0  20 о 1 5 20 

t_!_ 
1 2 

которому соответствует матрица преобразования 

[А] = r� : �J . 
о о 1 

(V . 1 2) 

(V . 1 3) 

10 получим четырехполюсник, изображенный на  рис. V. lж, имею
щий такие же входные и передаточные сопротивления, как _и у 
четырехполюсника , показанного на рис. V. l e. 

Этот прием можно, разумеется, использовать и тогда, когда 
1 ребуется изменить в определенное число раз входное сопротивле
ние цепи .  Например, если умножить первую строку и первый стол
бец матрицы (V. 1 1 ) ,  описывающей цепь, приведенную на рис. V. lд, 
на 2, т .  е. 

�[ 1 5  1 0  о] [60 20 о] 2 1 о 25 1 о � 20 25 1 о ' 
о 1 0  20 о 1 0  20 

(V . 1 4) 

t 2 
то получим цепь, изображенную на  рис. V. l з , входное сопротивле
ние которой в 22 р аз больше (Zвх = 40 ом) , чем входное сопротив
ление исходной цепи .  При этом соответствующее преобразование 
(V.4) дает i 1  = 2i ; ; i2 = i � ;  . . .  ; i 1 = i i , в то время как квадратичная 
форма F [см . ур-ние (V.2 ) ]  для общей входной мощности остается 
инвариантной 1 • 

Осуществленному преобразованию можно дать следующее 
физическое объяснение. Ко входным зажимам цепи ,  приведенной 
на рис. V. lд, необходимо подключить идеальный трансформатор, 
как показано на рис. V. l и, где входной ток имеет новое значение 

1 Для данных значений i1 , • • • , i 1  функция F имеет определенное значение. Под
становка преобразования (V.4) в ур-ние (V.2) просто выражает функцию F при 
помощи нового ряда то1<0в i ; , . . . , ii . Система ур-ний (V.4) позволяет вычислить 
соответствующие значения новых токов, для которых получено рассматриваемое 
условие. 
9* - 13 1 -



• ' i i  . i 1 = 2, а рассеиваемая мощность при заданном токе t 1 не изме-
нилась по сравнению с первоначальной цепью. Для того чтобы ток 
i 1 остался прежним, напряжение со стороны входа идеального 
трансформатора  должно быть вдвое больше, чем исходное. Поэто
му входное сопротивление производной цепи необходимо умножить 
на квадрат коэффициента тра0нсформации идеального трансформа 
тора .  Таким образом , в процессе перехода от цепи рис .  V. lд к цепи 
рис. V. l з  можно говорить об «увеличении уровня сопротивления» 
контура 1 в четыре раза .  

Недостатком второй цепи (рис. V. lз )  является появление 
в ней отрицательного сопротивления .  Это не означает, однако, что 
цепь больше не является пассивной, так как функция потерь для 
нее осталась положительно определенной, поскольку последнее 
свойство инвариантно линейному конгруэнтному преобразованию с 
вещественной неособенной матрицей [А] . Такую цепь практически 
трудно построить вследствие наличия отрицательного сопротивле
ния - 5 ом. Поэтому его целесообразно устранить, для чего можно 
соответствующим образом повысить уровень сопротивления конту
ра 2 при помощи следующего преобразования матрицы (V. 1 4 ) : 

6 [�g ;� lg] ___,. [�� �: · �] . (V . 1 5) 
5 о 1 о 20 о 1 2  20 

i� 
1 5 

Рассмотрим детально причину возникновения в последнем 
б выражении коэффициента - . Прежде всего отметим, что появ-
5 

ление сопротивления - 5 ом в цепи (рис .  V. l з )  обусловлено диаго
нальными элементами матрицы (V. 1 4 ) , которые представляют 
собой значения полных сопротивлений контуров. Каждый из диаго
нальных элементов по величине не превышает сумму недиагональ
ных элементов одного ряда или столбца. Во второй строке матрицы 
диагональный элемент равен 25, а сумма недиагональных элемен
тов составляет 30. Умножением второй строки и второго столбца 
матрицы на соответствующий множитель, больший единицы (что 
эквивалентно умножению уровня сопротивления контура 2 на квад
рат этого множителя ) ,  можно добиться их равенства .  При этом 
диагональный элемент умножается на квадр ат множителя ,  тогда 
как недиагональные элементы - на сам множитель. Элемен:гарные 
алгебраические преобразования показывают, что если множитель 
выбрать равным сумме недиагональных элементов , поделенной на • ( 20 +  1 0  

б ) диагональныи элемент в приведенном примере 
25 - s , то в 

результате получается матрица с диагональным элементом, равным 
сумме недиагональных элементов. Это значение множителя позво-
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ляет повысить сопротивление в контуре 2 и, следовательно, уст
ранить из цепи отрицательное сопротивление. 

Цепь, соответствующая матрице (V. 1 5) , показана на рис. V. l к. 
Она может быть приведена к двухконтурной цепи путем объеди
нения параллельно включенных сопротивлений 24 ом и 12 ом . Не
трудно видеть, что если в качестве множителя матричного преоб
разования (V. 1 5 )  выбрать множитель, больший двух, то 

6 отрицательное сопротивление появРiтся в контуре 3. Множитель 5, 
необходимый для устранения отрицательного сопротивления в кон
туре 2, является не столь большим, чтобы привести к появлению 
отрицательного сопротивления в контуре 3.  М,ожно сказать, что 
этот контур имеет достаточное положительное сопротивление для 
компенсации отрицательного сопротивления, возникающего в нем 
при использовании преобразования (V. 1 5 ) . 

В связи с приведенным рассмотрением возникает вопрос: всегда 
ли возможно, используя процесс преобразования, полностью осво
бодиться от отрицательного сопротивления? На этот вопрос можно 
дать утвердительный ответ. Даже для наиболее неблагоприятных 
случаев не потребуется никаких операций, кроме умножения 
в с е х  строк и столбцов данной матрицы на о д и н  и т о т  же 
множитель. Эта операция приведет к известной цепи, сопротивление 
ноторой при увеличении значений всех ее резистивных сопротив
лений в а раз будет в а раз больше первоначального сопротив
ления. В любом менее неблагоприятном случае преобразованию 
подвергаются только сопротивления, расположенные вблизи вхо
да, и отрицательные сопротивления исчезают постепенно, по 
мере продвижения к концу цепи .  Процесс компенсации отрицатель
ных величин элементов от контура к контуру посредством преобра
зования в контурах не затрагивает входного сопротивления, кото
рое остается инвариантным.  Данный способ получения 
эквивалентной цепи является результатом применения методов 
линейного преобразования и поэтому заслуживает внимания. 

aJ 2 3 5  б в d) щ:о--_г�_·t_._,__�+_,.,,___.�,t т= 
6) г1 l!l. Ш. 7 

�1---,-0---о / з 9 3 б 8 
i .L, 1 zsz�i--r� 
I -� тз. Т1  9 Т  о о 1 2Н. ф 

Рис. V.2 - 1 33 -



Покажем применение описанного метода к более сложным це
пям , для чего рассмотрим LC цепь, изображенную на рис. V.2a .  
Допустим, что необходимо изменить эту цепь так, чтобы получить 
в 25 раз большее входное сопротивление. Можно, конечно, найти 
матрицы полных индуктивностей и обратных емкостей и опериро
вать с преобразованиями вида (V.6) . Однако учитывая, что задан 
ная цепь - лестничная, нецелесообразно применять такой громозд
кий метод. Значительно проще иметь дело с отдельным звеном 
лестничной цепи, в котором используется только один тип элемен
та .  Например, если выделить на входе цепи звено в виде двух 
индуктивных ветвей, как показано на рис . V.2б, то вначале необхо
димо рассмотреть только преобразование простой матрицы индук
тивностей порядка 2 Х 2 

[L] = [ 1 1 J [L'] = s[ l 1 1 � [25 51 · (V . 1 6) 1 ЗJ ' 1 з_  5 з_ 
f 5 

Заметим, что если не увеличивать уровня сопротивления конту
ра 2, то в нем появится некоторая отрицательная индуктивность. 
З апишем операцию преобразования, освобождающую от встретив-
шегося затруднения, в виде 

[ 25 1 25 5 25 3 [ s з] .• � � � · r 5 - 3 3 
- з 3 

(V . 1 7) 

Поскольку предполагается , что уровень сопротивления конту
ра 2 должен быть увеличен в 25/9 раз, операцию преобразования 
необходимо провести также для емкостных элементов рассматри
ваемого контура .  Заменим емкостную подцепь, примыкающую к 
звену, приведенному на  рис. V.2a, цепью, приведенной на рис. V.2в. 
Матрицу обратных емкостей этой цепи порядка 2 Х 2 можно запи 
сать так :  

[S] = [: :J . (V . 1 8) 

Здесь номер строки и номер столбца соответствуют контуру 2 ис
ходной цепи .  Следовательно, преобразование, совместное с преоб
разованием (V. 1 7) , имеет вид 

;[� : :J �[� :J � . 19) 
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Таким образом ,  отрицательная индуктивность, возникшая в 
результате первого преобразования (V. 1 6) , оказывается скомпен
сированной, ·причем в данном случае некоторая отрицательная 
индуктивность компенсируется некоторой положительной емкостью. 
Правильнее, конечно, сказать, что отрицательная индуктивность 
компенсируется соответствующим увеличением уровня сопротивле
ния контура 2, и что увеличение обусловлено емкостными элемен
тами этого контура .  

Соединим индуктивную цепь, описываемую матрицей (V. 1 7 ) ,  
каскадно с емкостной цепью, описываемой матрицей (V. 1 9 ) , к 
выходу которой подключим оставшуюся подцепь первоначальной 
цепи, изображенной на рис. V.2a .  Указанное построение показано 
на рис. V.2г. На этом решение задачи заканчивается . Интересно 

а) dJ пс, 

�� а-гт 

с2 
В) C1 Jc2 
0-1-с ..... }� I 2 ft-n)c.[1 !n2{C,+CzJ-nC,] 

о�----+--о 0 _ ..J:. о о 
JC1 +C2 о 

Рис. V.8 

отметить, что в процессе решения только преобразование (V. 1 6 )  
дает требуемый результат, поскольку речь идет об увеличении 
входного сопротивления в 25 раз .  Последующие действия, относя
щиеся к преобразованию уровня в н у т р е н н е г о соп ротивления ,  
оставляют входное сопротивление неизменным. 

При этом преобразовании для лестничной цепи основным яв
ляется . преобразование простого Г-образного звен а ,  точнее звен а ,  
полученного при повороте Г-образного звена на 1 80° ( рис. V.За ) , 
элементами которого являются емкости. При этом основной прин
цип сохраняется независимо от типа  используемого элемента цепи ,  
если только в обеих ветвях звена он один и тот же .  Разнообразия 
ради, рассмотрим последнюю цепь в системе узловых напряжений .  
Обозначив верхние левый и правый узлы через 1 и 2,  а .нижние 
узлы приняв за базовый (нулевой) узел , получим матрицу емко
стей вида [С] = [ С1 -Сх ] . -С1 С1 +С2 (V . 20) 

Увеличим уровень проводимости узла 2 в п2 раз , что дает пре
образованную матрицу емкостей вида 

(V . 2 1 ) 



Этой матрице соответствует П-образное звено, изображенное на  
рис. V.Зб . Для того чтобы все величины элементов оставались 
положительными , множитель п ограничивается диапазоном вели
чин, опредёляемых выражением 

(V . 22) 

Из этого выражения ясно, что для звена, приведенного н а  
рис. V.За, уровень проводимости может быть уменьшен ( соответ
ственно уровень сопротив-ления - увеличен ) только со стороны 
правого · входа звена .  Максимальная величина изменения уровня 
проводимости достигается при · 

С1 п = ----""- - ---
С1 + С2 С2 1 + -

С1 

(V.23) 

Таким образом , коэффициент п зависит исключительно от отноше
ния заданных величин емкостей. Цепь, получающаяся в результате 

Рис. V.4 

максимального изменения уровня проводимости или сопротивления. 
показана на рис . V.Зв .  Она представляет собой Г-образную цепь. 
но повернутую на 1 80° по отношению к цепи, изображенной на  
рис. V.За . Ее  можно рассматривать как полностью тр ансформиро
ванный вариант Г-образной цепи, причем - промежуточный вариант 
представлен цепью, приведенной на  рис. V.Зб для значений п в. 
пределах, определяемых выражением (V.22 ) . 

Полученные результаты находят практическое применение пра 
расчете полосовых фильтров. Общий тип такого фильтра показан 

L на рис. V.4a, где L1 C1 = L2C2. Во многих случ аях отношение -1 = 
L2 

= �: оказывается чрезвычайно большим ( 1 04 и б1;тее) . Подобный 
диапазон величин элементов трудно вы,полнить, особенно для ин
дуктивностей. Нормализуя уровень сопротивления со стороны вхо
да цепи, можно изменить в одинаковое число раз оба значения 
индуктивностей. Тогда одна из них будет либо весьма большой, 
либо весьма малой ; величина другой при этом будет иметь умерен
ное зн ачение. 
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Путем преобразования уровня внутреннего сопротивления 
можно еще больше облегчить проектирование. Для этого построим 
цепь, изображенную на рис . V.4б . Параллельная индуктивность 
соединяется здесь справа и слева с симметричными цепями :  Г-об
разной и перевернутой Г-образной. Сравнивая построенную цепь 
с цепями, изображенными на рис. V.За, V.Зб, V.Зв, видим, что уро
вень сопротивления в месте подключения индуктивности L2 может 
быть увеличен в большее число раз , чем в случае, когда удается 
обеспечить близкие значения индуктивностей L2 и L 1 • Отношения 
величин емкостей в некоторых случаях оказываются значитель-

", �25 
С3 t C'r 

-6-'rr"V"'-ll l----�� ............... --�.....,-vy-� 
Cz 

С5 RI l_ 1 1 1 
U/ 1 10 во 1 70 15 1 G!tfir11U 

ен, ф, ом 
Рис. V.5 

ными" однако с точки зрения практического использования здесь 
не возникает никаких трудностей. 

Существует несколько дополнительных способов, посредством 
которых цепь, изображенную на рис. V.4a ,  можно превратить в 
более пригодную для практики ; в одном из них используется взаи 
моиндуктивная связь, причем ослабление связи отражает сравни
тельную малость параллельной индуктивности. Читателю целесооб
разно проделать подобные преобразования в качестве упражнения. 

Рассмотрим другой метод изменения уровня сопротивления н а  
примере цепи, приведенной на рис. V.5a .  Задача заключается в 
том , чтобы, изменяя реактивную часть сопротивления цепи, до
биться равенства всех индуктивных элементов. Поскольку после
довательно можно нормализовать все индуктивности до любой 
требуемой одинаковой величины, попытаемся приравнять их еди
нице. 
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На первом этапе построим цепь, показанную на  рис. V.бб, где 
«<аждая индуктивность граничит с емкостными Г-образными цепя
ми ,  а коэффициенты изменения уровня каждого сопротивления 
-около данной индуктивности показаны цифрами у стрелок. На 
правление стрелки указывает .на увеличение или уменьшение 
уровня соответствующего сопротивления. Тогда должны удовлет- · 
воряться следующие условия :  

С1 + С2 = 1 0; 
1 1 - + - = 5; Сз С4 
Сь + С8 = 3. 

(V . 24) 
(V . 25) 

(V . 26) 
Далее необходимо определить величины емкостей С1 , . . .  , Св, ко

торые, с одной стороны, будут удовлетворять ур-ниям (V.24) , .(V.25) и (V.26) , а с другой - соответствовать рассматриваемым 
изменениям уровня сопротивления. 

Приведенный процесс преобразования, конечно, не является 
�единственным, так как при данном изменении уровня, зависящем 
.от того, как распределены величины емкостей С1 и С2, Сз и С4, 
С5 и С6, преобразования емкос1'ных Г-образных звеньев могут 
привести к бесконечному числу П-образных звеньев . Однако этот 
11роцесс будет единственным, если потребовать, чтобы каждое 
Г-образное звеио преобразовывалось в противоположное. Такое 
условие при заданных значениях элементов иногда невыполнимо, 
но во всяком случае оно может оставаться верным до тех пор , 
пока это возможно. 

Рассмотрим первое слева Г-образное звено цепи, изображенной 
на рис. V.5б, и применим преобразование к его матрице емкостей 

[_ � 1 --- 1 1 0  [ l J l + Ci ] +-� _ _  1 1 + с 1  • 

t 1 ..!.. 1 0  1 00 
1 1 0  l O 

(V . 27) 

Для того чтобы полученная м атрица соответствовала полностью 
преобразованному Г-образному звену, необходимо выполнение со
отношения 1 1 + С1 - = --- или С1 = 9 , 1 0  1 00 
!Которое получается также из равенства (V.24) при 

С2 = 1 .  

(V . 28) 

(V . 29) 
Далее составим матрицу емкостей для примыкающего к перво

му звену Г-образного звена, содержащего емкости С2 и С3• При 
преобразовании этой матрицы проводимость ее элемента, стоящего 
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в первом ряду и в первом столбце, необходимо умножить на  коэф-
ф 1 u ициент - , а проводимость элемента, стоящего во второи строке 1 00 1 и втором столбце,- на коэффициент - , т .  е . 

4 
1 J_ 
! 1 0  1 l 1 + сз 

1 0 - С3 

- �� l · 
� 

4 

\V . 30) 

В данном случае полному преобразованию цепи соответству_ет 
равенство 

1 + С3 С3 -- = - или 1 00 20 
Тогда из ур-ния (V.25) находим 

С4 = 1 .  

1 Сз = - . 4 \V . 3 1 ) 

(V . 32) 

Таким образом, снова возможно полное преобразование звена .  
При рассмотрении Г-образного звена, содержащего ем кости С4 

и С5, уровень его проводимости со стороны левой пары зажимов 
б 1 u нео ходимо умножить на -, а со стороны правои пары зажи-4 

мов - на -1- Соответствующую матрицу емкостей можно запи-25 сать в виде 
1 J_ 
! 2 

1!> [ 1 
2 - 1  

- 1  4 1о 
[ 

1 
--

1 l l + C, ]y - - 1 l + C, 
. 

j 1 - 1 0  25 
1 5 5 

Из условия полного преобразования находим, что 
1 1 + Съ - = --- или 1 0 25 

Тогда из ур-ния (V.26) получим 
3 Се = - . 2 - 1 39 -

(V . 33) 

\V . 34) 

(V . 35) 



При преобразовании последнего Г-образного звена матрl'{ца 
емкостей имеет вид 

1 J r 1 - 1  J 6 
-

15 1 5  
. 

1 -- 1 2 - <- - -
6 2 1 5  3 
f 2 

(V . 36) 

Ясно, что в результате получится полностью преобразованное зве
но. Подставив значения емкостей С1 , Сз и Cs из ф-л (V.28 ) , (V .3 1 ) 
и (V.34 )  в соответствующие элементы матриц (V.27) , (V.30) и 
(V.33) , находим матрицы : 

r 1 

=..!._J 
1 0 

- 1  1 
1 0  1 0 

' r 1 - l J 80 80 
; 

- 1 1 - -
80 1 6  

[ 1 - l J - -
4 1 0 

- 1 1 
1 0  1 0 

(V . 37) 

Матрицы, определяемые ф-лами (V.36) и (V.37) , дают значения 
всех емкостей полностью преобразованной цепи, приведенной на 
рис. V.5в. Для этой цепи уровень сопротивления выходного контура 
в четыре раза меньше соответствующего уровня исходной цепи, а 

1 нагрузочное сопротивление стало равным Т ом. Сра�нение с 
цепью, изображенной на рис. V.5a , показывает, что преобразован 
ная цепь имеет то же входное сопротивление z1 1 ,  сопротивление Z22, 

1 равное - сопротивлен ия z 1 1 ,  и сопротивление передачи Z12 ,  рав-
4 

ное половине входного. Частотная зависимость этих функций в 
результате преобразования не изменяется. 

Интересно заметить, что полученная цепь имеет на  три емкости 
больше, чем первоначальная .  С практической точки зрения на это 
можно пойти , чтобы иметь возможность подобрать некоторые зна
чения элементов так, как это сделано в рассмотрещюм примере. 

Хотя данный пример был приведен только для того , ч.тобы 
проиллюстрировать полное преобразование каждого Г-образного 
звена ,  было бы несправедливо считать, что подобный процесс 
выравнивания сопротивлений может редко встретиться на прак
тике. Отметим прежде всего, что практические ситуации никогда 
не бывают случайными .  Проектирование схем не является беспоря 
дочным действием ( toss iпg dice) - оно протекает в определенной 
последовательности ; кроме того, в процессе проектирования и.ме
ется возможность влиять даже на характер результатов экспери
мента . Не всегда, конечно, удается спроектировать схему настолько 
хорошо, как в указанном примере, но даже, если некоторые Г-об-
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разные звенья останутся в процессе преобразования П-образными , 
это приведет только к тому, что количество емкостей станет не
сколько большим .  Несмотря на то, что в некоторых случаях не
возможно достигнуть равенства всех индуктивностей, описанный 
метод все же очень полезен, так как он позволяет значительно 
уменьшить чрезвычайно большой первоначальный диапазон значе
ний элементов цепи .  

V .1. Метод опредеnения потенциаnьно 
эквиваnентных цепей 

Как известно, собственными частотами цепи в ре�име холосто 
го хода и короткого замыкания для данного входа являются 
полюсы и нули соответствующей функции сопротивления . Поэтому 
определение потенциальной эквивалентности цепей различной кон
фигурации представляет собой по существу задачу непосредствен
ного определения числа собственных частот цепи по ее геометриче
ской структуре и распределению типов элементов. Предсказание 
степени характеристического уравнения из такого непосредствен- . 
ного рассмотрения данной цепи уже долгое время интересует ис · 
следователей в связи с анализом цепей, ввиду чего рассмотрение 
этой задачи здесь представляется весьма важным . 

Первый подход к ее решению был основан на том,  что степень, 
являющаяся целым числом, должна быть равна количеству неза
висимых элементов накопления энергии ( индуктивностей и емко
стей) , существующих в цепи, т. е. числу независимых начальных 
условий .  С помощью их можно определить число постоянных 
инт�грирования, которое, как известно, равно числу собственных 
частот. Это следует из рассмотрения известной аналитической 
формы собственного поведения цепи, описываемого ур-ниями ( I . 2 )  
и ( I .3 ) . Указанное замечание, хотя и является довольно веским 
аргументом в пользу такого подхода, не оказывает существенной 
помощи . Однако при непосредственном определении элементов на ·· 
копления энергии в данной цепи возникают, за исключением срав
нительно простых случаев, некоторые трудности, аналогичные пер
воначальной задаче. 

Для решения поставленной проблемы более целесообразно 
использовать понятие нормальных координат. Каждая нормальная 
координата соответствует одной собственной частоте или паре со
пряженно-комплексных частот ( когда они комплексные) , и ,  таким 
образом , цель заключается в том, чтобы найти метод предсказания 
числа нормальных координат, относящихся к данной динамичес1<ой 
системе. При этом подходе сразу становится очевидным один важ
ный аспект рассматриваемой проблемы, а именно, если цепь со
держит все три типа элементов, точного решения не существует, 
поскольку для такой системы нельзя определить нормальные коор
динаты в их обычном смысле. Дело в том,  что обычно невозможно - 1 4 1 -



одновременно свести три квадратичные формы (формы Т, F и V} 
к сумме квадратов [2] . Поэтому все дальнейшее рассмqтрение ве 
дется только применительно к цепям, в которых используются два 
типа элементов. 

При определении числа нормальных координат динамической 
системы необходимо у.становить число ее степеней свободы или 
число динамически независимых переменных, необходимых для 
полного описания состояния системы в любой момент. Важно об
ратить внимание на термин «динамический», так как он означает, 
что в данном случае число независимых переменных рассматри
вается с другой точки зрения по сравнению с принятой при выводе 
уравнений равновесия системы по методу контурных токов и узло
вых напряжений. Важно также ясно понимать значение термина 
«степень свободы». Часто это понятие ошибочно отождествляют с 
числом переменных, определяющих дин амическое равновесие си
стемы, подобно числу контурных токов (при анализе методом 
1юнтурных токов ) или числу напряжений пар узлов (при анализе 

-методом узловых напряжений) . Число контурных токов в общем 
случае не равно числу напряжений пар узлов, поэтому их ото
ждествление с числом степеней свободы системы приведет, очевид
но, к ошибке. Поскольку свойства динамической системы 
адекватны ее физическому содержанию, число степеней свободы 
системы должно быть постоянным и не зависеть от особенностей 
алгебраических методов, применяемых для определения уравнений 
равновесия. 

Другими словами,  число динамически независимых переменных 
среди контурных токов или узловых напряжений должно быть 
одн·им и тем же и может, в крайнем случае, быть равным меньше
му из двух чисел l и п, представляющих соответственно количество 
геометрически независимых контуров и пар узлов графа цепи . 

При обсуждении вопроса о независимых переменных в связи 
с определением уравнений равновесия методами контурных токов и 
узловых напряжений мы касались лишь получения числа незави
симых уравнений, равного числу переменных, содержащихся в них. 
Для доказательства этого использовалась только геометрия графа 
цепи, а все, что относилось к независимости используемых пере
менных, ограничивалось их топологической или геометрической 
независимостью. Последнее не зависит от типов используемых в 
цепи элементов и, следовательно, не связано с условиями динами
ческой независимости .  

Для того чтобы стало ясным различие между геометрической 
и динамической независимостью, достаточно обратить внимание на 
следующий факт :  хотя чисто резистивная цепь может содержать l 
геометрически независимых переменных, соответствующих кон
турным токам,  только одна из переменных независима в динамиче
ском смысле. При этом система в целом имеет одну степень сво
боды, так как если зафиксировать величину одного из токов, то 
величины всех других то.ков определяются однозначно. Таким 
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образом, существует лишь одна возможность независимого выбора: 
контурного тока ; после того как выбор сделан, величины всех дру
гих токов в любой данный момент оказываются фиксированными .  
С динамической точки зрения это означает, что система l независи
мых уравнений контурных токов рассматривается как с и с т е м  а 
с в я з е й  (set of constra ints ) .  

Уравнения связи представляют собой обычные алгебраические 
уравнения с несколькими переменными, в отличие от системы 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнений, содержащей производные 
различных порядков. В последней выбор величины одной из пере
менных в данный момент не будет однозначно определять вели
чины всех других переменных . Для определения их необходимо 
либо знать величины одной или более последовательных производ
ных выбранной переменной в тот же момент времени, либо значе
ния не одной, а нескольких переменных. Нужное количество 
переменных, которое должно быть известно, или количество соот 
ветствующей информации относительно одной или нескольких пере
менных определяет число динамически независимых переменных 
или число степеней свободы системы. 

Уравнения связи подобны «скобам» (c lamps ) : они отбирают 
определенную часть свободы от данной системы - свободы в ди
намическом смысле. В чисто резистивной цепи все уравнении 
равновесия представляют собой rакие «скобы» - система · прочно 
сжата . Вот почему, зная одну переменную, можно найти остальные. 
За исключением определенных канонических форм,  динамические 
системы обычно имеют ряд «скоб» или «ограничителей свободы» 
( freedom snatchers ) .  Число динамически независимых переменных 
в этом случае равно разности между общим числом переменных, 
однозначно определяющих состояние равновесия системы, и числом 
независимых уравнений связи (существующей между перемен
ными ) . 

Рассмотрим прямой метод нахождения числа уравнений связи. 
На первом этапе определяется вид физической ситуации, которая 
приводит к появлению связей. Из системы уравнений, составленных 
по методу контурных токов, нетрудно видеть, что связь существует 
всякий раз, когда внутри цепи, содержащей один тип элементов, 
можно найти замкнутый путь . Примером может служить простой 
контур, изображенный на рис. V.ба, у которого в качестве един
ственного типа элемента выбрана обратная емкость (или емкость) . 
Уравнение равновесия контура ,  записанное на основе закона нв-
пряжений Кирхгофа, имеет вид · 

J [S1 (i1 -io) + S2 (i2- i0) + S3 (i3-i0) + S4 (i4 -i0)] dt = О, (V . 38) 

где ( i 1 - io) , ( i2 - io ) ,  " . - токи в отдельных емкостях. После диф
ференцирования и группировки членов имеем 

S1i1 + S2i2 + SJ3 + S4i4 = (S1 + s2 + Sз + SJ i0• 
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Из этого уравнения четко видна связь, существующая между 
током io, протекающим в так называемом емкостном контуре, и 
между токами, протекающими в смежных контурах. 

Очевидно, что такой же тип связи окажется и тогда, когда ем
костный контур образует не простой, а более сложный замкнутый 
путь. Аналогичная ситуация имеет место и для случая, когда 
еди I Iственным элементом цепи является индуктивность; при этом 
наличие или отсутствие в цепи взаимных индуктивностей несуще · 
ственно . Допустим, что ветви 1 ,  2, . . .  , 't представляют собой любую 

а} 1 
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�Уf:' 1 

О} \ / 
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Рис. V.б 

последовательность ветвей среди индуктивных ветвей 1 ,  2 , . . . , Л, ко
торые все вместе образуют сложный замкнутый путь. Для падений 
напряжений в этих ветвях можно записать следующее уравнение :  

Тогда 
v1 + v2 +  . . .  + v,; = 0. (V . 40) 

). 
d '  V · = """ L "k -1!!.. t � t dt ' 

k= I 
(V . 4 1 )  

где j 1 , . . . , j л  - токи во всех индуктивных ветвях, а La1. - соответ
ствующие коэффициенты собственной и взаимной индуктивностей. 
Токи ветвей связаны с выбранной последовательностью контурных 
токов линейными уравнениями вида 

l 
ji = � �kiik ,  (V . 42) 

k= I 
в которых коэффициенты � равны ± 1 или нулю. После Подстанов
ки ур-ния (V.42) в ур-ние (V.4 1 )_ и найденных в результате ве
личин v - в ур-ние (V.40) получим уравнение 

L di1 + L di2 __1_ • • • + L di 1  = О 1 dt 2 dt 1  1 dt 
' - 144 - (V . 43) 



в котором L 1 , • • •  , L1 - некоторые коэффициенты суммарной индук
тивности (интерпретация их в данном случае не представляет 
интереса ) . После интегрирования ур-ния (V.43) получим 

L1i1 + 4.i2 + . . . + L1i1 = const. (V . 44) 
Уравнение (V.44) и представляет собой требуемое уравнение 
связи . 

Аналогичное уравнение можно получить при рассмотрении 
уравнений равновесия цепи методом узловых напряжений . В этом 
случае соблюдается условие линейной связи напряжений пар уз 
лов , если в цепи имеется соединение в виде звезды, все ветви ко
торой содержат один и тот же тип элемента .  При индуктивной 
звезде наличие или отсутствие любых взаимных индуктивностей 
несущественно. На рис. V.бб показана цепь с таким соединением 
типа звезды, где ветви сходятся в одном узле ео, а в качестве 
элементов служат емкости . Уравнение для этого узла , записанное 
на основе закона Кирхгофа, имеет вид 

d - [С1 (е1 -е0) + С2 (е2-е0) + С3 (е3-е0) + С4 (е4 -е0)] = О. (V . 45) dt 
После интегрирования и группировки членов получим 

С1е1 + С2е2 + С3е3 + С4е4 = (С1 + с2 + cз + CJ e0 -t const . (V . 46) 
Узлы, подобные изображенному на рис. V.бб узлу е0, в зависи

мости от вида используемого элемента называются резистивными ,  
индуктивными или емкостными узлами или звездами .  Используя 
метод контурных токов, можно аналогично найти выражения для 
линейных связей соответствующих резистивных индуктивных или 
емкостных простых или сложных (meshes or loops ) контуров. Воз
никает задача, заключающаяся в том, чтобы разработать способы 
однозначного определения числа н е  з а. в и с и м  ы х узлов, соедине
ний типа звезды, сложных или простых контуров в любой произ
вольно заданной цепи .  Поскольку должна быть уверенность отно
сительно нез ависимости перечисленных соединений цепей 1 , то при 
их определении нельзя полагаться на  какую-то случайность. Ана
логично в любом графе цепи существует значительно больше 
различных замкнутых, чем геометрически независимых контуров. 
Например, число таких емкостных контуров, которые мы можем 
обнаружить в данной цепи, обычно больше, чем число независи 
мых емкостных контуров. 

Решение этой дополнительной задачи сводится к тому, чтобы 
для данной двухэлементной цепи построить не только полный граф, 
1 1 0  также и подграфы для каждого из двух видов элементов. На 
пример, в случае LC цепи, кроме полного графа, строят подграф, 
состоящий только из ветвей, содержащих индуктивности, и другой 
подграф, состоящий только из ветвей, содержащих емкости. Иначе 

1 Т. е. узлов, звезд и т. д. (прим. ред.) . 
1 0 За каз 49 - 1 45 -



говоря , так называемый индуктивный подграф получается п ри 
удалении из общего графа цепи тех ветвей, которые содержат 
емкости, тогда как емкостный подграф получается при удалении из 
общего графа тех ветвей, которые содержат индуктивности. 

Анализ подграфов позволяет непосредственно определить число 
индуктивных или емкостных контуров. При этом число геометри
чески чезависимых контуров в каждом подграфе соответственно 
равно числу независимых контуров данного типа в общем графе. 
Поскольку для каждого подграфа легко и однозначно определяется 
число ветвей Ь ,  общее число узлов nt и число отдельных частей 
(separate parts ) s, без труда можно вычислить и соответствующее 
число независимых контуров l = Ь - •nt + s . Таким образом, в 
каждом из подграфов цепи, все контурные токи которой динамиче
ски независимы, замкнутых путей не будет. Если же подrрафы 
содерж·ат замкнутые пути, то общее число таких независимых 
контуров для обоих подграфов равно числу динамически избыточ
ных ( superfluons) переменных (контурных токов) .  Иными словами,  
разность между числом геометрически независимых контурных то
ков полной цепи и числом независимых контуров обоих подграфов 
равна  числу динамически независимых контурных токов и ,  следо
вательно, числу нормальных координат или нормальных мод 
системы. 

Аналогично определяется число динамически независимых 
переменных цепи методом узловых напряжений путем вычитания 
из числа геометрически независимых пар узлов полной цепи числа 
независимых индуктивных и емкостных звезд, которые могут быть 
определены непосредственно из подграфов. Однако количество 
звезд не просто равно числу независимых звезд для обоих подгра
фов, как это можно было предположить вначале. Для того чтобы 
правильно найти число индуктивных или емкостных звезд, необ 
ходимо рассмотреть отдельно те  звезды, которые созданы ветвями ,  
сходящимися в одиночных узлах (индуктивных или емкостных) , и 
те, которые содержат ветви, сходящиеся в группу узлов с соответ
ствующими ветвями меньшего подграфа внутри рассматриваемого. 

Относительно индуктивных или емкостных узлов можно отме
тить следующее : индуктивный узел отсутствует, н апример, в емко 
стном подграфе. Точно так же емкостной узел отсутствует в 
индуктивном подграфе. Поэтому число независимых индуктивных 
узлов равно разности между общими числами узлов графа полной 
цепи (первоначального графа) и емкостного подграфа ; число не
зависимых емкостных узлов равно разности между общими чис
лами узлов первоначального графа и индуктивного подграфа .  Если  
через п1 обозначить общее число узлов исходного графа , а через 
nL1 и nct - общее число узлов индуктивного и емкостного под
графов, то соответственно: 
Число независимых индуктивных и емкостных узлов равно n1 - n c1 } ·  
Число независимых емкостных узлов равно n1 - nL 1 , 
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Далее можно. увидеть, что при удалении из звезды ветвей, 
сходящихся к группе узлов, последняя вместе со своими ветвями 
(меньший подграф, упомянутый выше) отделяется от остальной 
цепи .  Если указанная звезда содержит индуктивные ветви, то 
емкостный подграф по сравнению с первоначальным графом будет 
иметь дополнительную отдельную часть. Обозначим через s число 
отдельных частей первоначального графа, а через sL и sc - число 
отдельных элементов индуктивного и емкостного подгр афов, тогда :  
Число независимых индуктивных звезд равно s с - s } 
Число независимых емкостных звезд равно s L - s · (V.48) 

Очевидно, что . в  соотношения (V.48) будут входить также и индук
тивные или емкостные звезды, сходящиеся в одиночные узлы, если 
при удалении ветвей, образующих подграфы, узлы с ветвями не 
удаляются и если отдельный, изолированный узел рассматривается 
как образующий подграф. Поскольку этого обычно не делают, 
будем рассматривать индуктивные и емкостные узлы, определяе
мые соотношениями (V.47) , отдельно от звезд, для которых спра 
ведливы зависимости (V.48) . 

Обозначая общее число независимых индуктивных и емкостных 
узлов и звезд через пL8 и п с8, соответственно, можно с уче-
том (V.47) и (V.48) записать: 

Сумма 

nL = (п1-пс ) + (sc- s); s t . 
пс = (n1- пL ) + (sL -s). 

s t , 

(V . 49) 
(V . 50) 

п5 = пL + пс (V . 5 1 ) 
s s 

равна общему числу независимых условий линейной связи, суще
ствующей между переменными, полученными по методу узловых 
напряжений (полное число динамически избыточных переменных ) . 

Обозначим через Ь , п и l соответственно число ветвей, число 
геометрически независимых пар узлов и число геометрически неза
висимых контуров первоначального графа и, кроме того, исполь
зуем соответствующие индексы для обозначения указанных вели
чин подграфов : 

и 
п1 = п + s; пс = пс + s6 пL = пL + sL (V . 52) t t . 

(V . 53) 
Величины lL и lc, как следует из приведенного анализа, пред

ставляют собой числа независимых индуктивных и емкостных 
контуров, а их сумма 

(V . 54) 
10"'  



равна числу независимых усm>вий линейной связи, существующей 
между контурными токами, или числу динамически избыточных пе
ременных (контурных токов) подобно тому, как ns в ур-нии (V.5 1 )  
представляет собой число динамически избыточных переменных 
(напряжений пар узлов) . После подстановки ур-ний (V.49) и (V.50 ) 
в ур-ние (V.5 1 ) получим 

n5 =  2 (n1 -s) -(nL1-sL) - (nc1 -sc)• (V . 55) 

или с учетом соотношений (V.52 ) 
(V . 56) 

Используя в равенстве {V.56) соотношения (V.53) , придем к 
следующему выражению: 

n -n5 = nL + nc -n = (bL- lL) + (bc - lc) + (l - b) 
или 

В последнем уравнении, кроме выражения (V.54) , была исполь
зована следующая очевидная зависимость : 

b = bL + ьс. (V . 58) 
Результат, представленный ур-нием (V.57) , вообще говоря, мож
но предсказать на основе физических соображений . 

Таким образом , число динамически независимых переменных, 
полученных при использовании метода узловых напряжений, равно 
п - ns, а при использовании метода контурных токов l - ls .  
В обоих случаях число динамически независимых переменных 
одинаково. Это непосредственно вытекает из того факта, что число 
таких переменных, характеризующих данную физическую систему 
(равное числу нормальных мод или нормальных координат) , за
висит исключительно от ее физических свойств · и не может изме
няться в зависимости от алгебраического процесса ,  используемого 
при составлении уравнений равновесия. 

Полученные результаты (с  соответствующими изменениями в 
обозначениях) , очевидно, применимы также и к RL и RC цепям.  
По причинам, уже упомянутым ранее, их, однако, нельзя распро
странить непосредственно на цепи, в которых используются все 
три типа элементов .  

Рассмотрим теперь применение этих результатов . Предположим ,  
что рассматривается LC цепь, приведенная на  рис .  V.7a, и сначала 
определим число ее конечных ненулевых собственных частот . Для 
этого обратимся к трем графам, изображенным на рис. V.7б. 
Здесь для полного графа :  Ь = 1 5 , n1 = 1 0, s = 1 ,  п = 9, l = 6;  
для L графа : bL = 1 0 , nL1 = 1 0, SL = 2, nL = 8, lL = 2 ; для С гра-
фа : Ьс = 5, nc1 = 1 0, sc = 5, пс = 5, lc  = О. 
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Определим непосредственно из этих графов величины п, nL, пс , l, 
LL, lc .  По ф-лам (V.54)  и (V.56) находим 

l8 = 2 + О = 2 И n8 = 1 8 -8 -5 = 5. (V . 59) 
Из последних соотношений ясно, что при использовании метода 

контурных токов динамически избыточными являются две перемен
ные, а при использовании метода узловых напряжений - пять. 
При любом из используемых методов равновесие в с�стеме можно 

tи =О 

l -1раф 
Рис. V.7 

/ 't 
С граф 

представить с помощью динамически независимых переменных, 
равных 

(V . 60) 
Цепь имеет четыре конечных ненулевых собственных частоты и 

обладает нормальной формой, в которой имеются четыре нормаль
ные координаты . 

Покажем теперь, как можно при наличии таких данных по
строить частотную диаграмму для входной реактивной функции, 
соответствующей произвольно выбранному входу, и, таким обра
зом, найти соответствующие канонические или другие эквивалент
ные цепи. При этом различают два типа входов : прямые и разрез
ные [ 1 ]  - и полагают, что все сопротивления, присоединяемые к 
парам уз·лов, должны иметь одинаковые полюсы, а все сопротив
ления, присоединяемые в точки разрезов ветвей - одинаковые 
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нули, причем такие же, как и полюсы сопротивлений со стороны 
прямых входов [ l ] . Все полученные этим путем критические часто · 
ты представляют собой просто конечные ненулевые собственные 
частоты данной цепи, не имеющей никаких входов. 

На основании указанных утверждений не следует делать вы
вода о том, что все сопротивления со стороны прямых входов 1< 
парам узлов или же все сопротивления со стороны разрезных вхо
дов имеют одинаковые частотные диаграммы. Соответствующая 
частотная диаграмма зависит от данного рассматриваемого входа, 
так как поведение функции сопротивления в точках s = О и s = оо 

определяется им .  
Выберем в качестве входа пару узлов а - с цепи, изображен

ной на рис. V.7a . При s = О входное сопротивление бесконечно 
l1J о 00 

la-c ----o----. ..... --<[)-�i-----4:1-.... --0--.----c>

Z a-h -w-+---1111---o---111r-----4:1--tt---o--'111---o-i,,_ 
Zь-с --0----11.._-о-...... --о-___,�--<1-""*--<>--• 

Ь7 crn 6) о a� lll-c, + о " о 

Рис. V.8 

велико, а при s = оо оно равно нулю. Таким образом, это сопро
тивление, Za-c, помимо полюса в точке s = О и нуля в точке s = 
= оо ,  имеет четыре конечных ненулевых полюса. Частотная ди
аграмма для этого случая показана первой линией на рис. V.8a .  
Если в качестве входа выбрать пару узлов а - Ь , то сопротивление 
будет иметь такие же, как и в предыдущем случае, конечные нену
левые полюсы, но теперь точки s = О и s = оо являются полюсами .  

Из рассмотрения подграфов, приведенных на рис . V.7б, нетруд
но заметить, что поскольку при s = О разомкнутые цепи вырожда
ются в емкости, а при s = оо в - индуктивности, то можно считать 
индуктивный подграф - графом на нулевой частоте, а емкостный 
подграф - графом на бесконечной частоте. Аналогично, поскольку 
при s = О и s = оо индуктивности и емкости вырождаются в корот
козамкнутые цепи соответственно, то ветви этих подграфов можно 
рассматривать как цепи, находящиеся в режиме короткого замыка-
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1 1 ия , если считать, что они характеризуют первоначальную цепь 
д .r1 я  предельных частот s = О и s = оо .  

Таким образом , для заданного входа, подобного паре узлов 
а - Ь , всегда можно определить, является ли критическая частота 
в точке s = О ( или в точке s = оо ) нулем или полюсом соответ
ствующей функции сопротивления. Частотная диаграмма для со
противления Zа-ь показана второй линией на  рис. V.8a ,  а частотна}I 
диаграмма для сопротивления Zь-с, имеющего нуль в точке s = О 
и полюс в точке s = оо ,  - третьей линией на этом рисунке. И ,  на 
конец, последние две линии на нем показывают частотные диаграм
мы для входных сопротивлений, получаемых при разрезе ветвей 
цепи, приведенной на рис. V.7a, в точках т и п соответственно. Эти 
сопротивления имеют четыре конечных ненулевых нуля там,  где 
ранее они имели полюсы. Их поведение в точках s = О и s = оо 
видно непосредственно из диаграмм .  

На всех рассмотренных диаграммах пули между фиксирован
ными полюсами или полюсы между фиксированными нулями рас
положены произвольно. Общий характер любой частотной диаграм
мы определяется числом конечных ненулевых полюсов и видом 
I<ритических частот в точках s = О и s = оо, либо видом последних 
1 1  числом конечных нулей, величины которых отличны от нуля .  

В тех случаях, когда это требуется , можно определить число 
1<0нечных не равных нулю полюсов и нулей. Если в качестве входа 
выбрана пар'а узлов, то для создания модифицированного графа 
она остается ; если же вход создается при помощи разреза ветви , 
тогда , чтобы получить модифицированный граф, необходимо устра 
нить ветвь. Число конечных отличных от пуля нулей сопротивле
ния , соответствующего паре узлов, представляет собой число соб
ственных частот модифицированного графа. Эти нули являются в 
то же время конечными, не равными нулю полюсами сопротивле
ния, соответствующего входу, полученному при разрезе ветви .  Если 
число определенных таким образом конечных равных нулю полю 
сов и нулей для данного входа одинаково (самое большее они 
могут отличаться на единицу) , то для определения полной частот
ной диаграммы необходимо найти еще вид критических частот либо 
в точке s = О, либо в точке s = оо .  

На практике иногда приходится иметь дело с симметричными 
пли однородными схемами .  Рассмотрим, например, цепь, аналогич
ную изображенной на рис. V.7a, в которой все индуктивности и 
емкости одинаковы. Такой однородной цепью с сосредоточенными 
параметрами можно аппроксимировать анодную цепь магнетрона 
со связками .  Уместно обратить внимание на тот факт, что при 
вырождении этой системы число ее собственных частот значитель
но уменьшается по сравнению с тем , которое она имела бы в реаль
ной ситуации .  

Найдем сопротивление Za-c для цепи ,  приведенной на рис .  V.7a ,  
1<0гда значения элементов одинаковы . Если к паре узлов а - с 
присоединить источник тока , то, учитывая симметрию схемы, мож-· - 1 5 1  -



но прийти к выводу, что токи в диаметрально противоположных 
в�твях равны нулю. Поскольку искомым является результирующее 
напряжение на паре зажимов а - с, то можно устранить указанные 
ветви и, учитывая, что остальные участки цепи слева и справа от 
входа - одинаковые, ограничиться рассм·отрением только одной 
половины цепи, как показано на рис. V.8б. Очевидно, что ее час
тотная диаграмма будет представлена рис. V.8в, где имеются 
только два конечных отличных от нуля полюса вместо четырех, 
как это бывает в цепях с произвольными значениями элементов. 

Рассмотренные свойства однородных цепей можно использовать 
для быстрого построения схем, потенциально эквивалентных задан
ной цепи. На практике часто необходимо зн ать, будет ли в цепи 
нарушаться условие потенциальной эквивалентности, если в одном 
ее месте добавить емкость, а в другом - индуктивность, либо 
если на каком-то участке устранить один из этих элементов. Дру
гими словами, предполагается, например, что в конфигурации 
цепи произошли те или иные изменения (обусловленные иногда 
неизбежными паразитными элементами) и необходимо определить, 
сохранится ли при учете их прежняя характеристика цепи .  На этот 
вопрос, разумеется, можно дать положительный ответ в том случае, 
когда предполагаемые изменения в конфигурации цепи приводят 
к потенциально эквивалентной структуре, так как при этом соответ
ствующее изменение значений элементов позволяет восстановить 
первоначальную характеристику цепи. 

Метод, с помощью которого можно быстро найти модификации 
цепи, сохраняющие инвариантной потенциальную эквивалентность 
входного сопротивления, основан на отмеченном выше факте, за
ключающем.ся в том , что частотная диаграмма этого сопротивления 
остается неизменной до тех пор, пока остается неизменным число 
собственных частот цепи и ее поведение в точках s = О и s = оо .  
Если в цепь ввести избыточный элемент (или исключить его из 
цепи) , то число динамически независимых переменных и, следова 
тельно, число собственных частот не  изменится. 

Элемент является избыточным, когда при его введении в схему 
образуется индуктивный или емкостный контур или звезда, а при 
его исключении из схемы - эти контуры или звезда нарушаются. 
И в том, и в другом случ аях не должно оказываться никакого влия 
ния  н а  поведение соответствующей функции сопротивления в точке 
s = О или s = оо. Часто удается непосредственно определить, что 
данные условия удовлетворяются, а значит, можно быстро найти 
большое количество модификаций цепи .  

Рисунок V.9 иллюстрирует принцип, положенный в основу опи
санного метода . Цепь, приведенная на рис. V.9a, представляет со
бой известную LC цепь Фостера .  На рис. ·V.9б показана цепь с 
введенной ем костью, которая, очевидно, является избыточной, так 
ка к  при этом обр азуется емкостный контур. Частотные диаграммы 
входного сопротивления обеих цеnей одинаковы и, следовательно, 
вторая цепь потенциально эквивалентна исходной. 
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Цепь, изображенная на рис. V.9в, является модификацией пер
вой цепи (рис .  V.9a ) ,  поскольку при введении избыточной индук
тивности образуется индуктивный контур. Ясно, что эта третья 
цепь ( рис. V.9в) будет иметь входную функцию сопротивления. 
потенциально эквивалент
ную соответствующей функ-
1 �ии исходной цепи. 

В цепь, приведенную на 
рис. V.9г, введены три из
быточные индуктивности и 
три избыточные емкости, и ,  
таким образом, исходная и 
эта четвертая цепи все еще 
являются потенциально эк
вивалентными относительно 
их входов. 

Теперь будем исключать 
по одному избыточные эле
менты так, чтобы при каж
дом исключении нарушать 
индуктивный или емкостный 
1<онтур . Однако нельзя ис-
1шючать те же элементы, ка-
1<ие были введены при пере
ходе от первой к четвертой 
1 �епи. Элементы, которые 
могут быть исключены (по 
одному или все вместе) , по
казаны на рис. V.9д пунк
тиром. Интересно заметить, 
11то когда все эти элементы 
исключены из схемы, то по
лучается другая форма Фо
стера для исходной схемы ,  
изображенной на рис .  V.9a . 

Рис. V.9 

При исключении избыточных элементов необходимо соблюдать 
осторожность, чтобы в цепи не создавались дополнительные от
дельные части. Например, если на рис. V.9д нижнюю правую 
емкость поместить в один из пунктирных участков (где в соответ
ствии с приведенными выше теоретическими положениями она 
должна была бы находиться) , то ч асть цепи становится развязан
ной от входа, однако при этом нельзя предполагать, что индуктив-
1юсти связаны взаимно индуктивной связью (в общем случае,· 
конечно, такая ситуация возможна) . Результат не противоречит 
теоретическому положению о том , что система потенциально имеет 
те же собственные частоты, что и прежде. Она действительно имеет 
такие частоты, хотя не все они могут возбуждаться с того же входа. 
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Термин «потенциальная эквивалентность», следовательно, учитыва
·ет и эту вырожденную ситуацию, которую, тем не менее, безуслов
но нетрудно избежать. 

V .3. Некоторые замечания, относящиеся 
к обратным цепям 

Используя методы, описанные в предыдущих разделах, можно 
:11 айти частотную диаграмму любой двухэлементной цепи и изобра
зить все потенциально эквивалентные канонические ее формы.  
Кроме того, при взаимной замене нулей и полюсов цепи можно 
также найти частотную диаграмму, а следовательно, и все канони
ческие формы для цепей, потенциально обратных первоначальной. 
Однако если нужно построить реальную цепь, обратную исходной, 
с соответствующими значениями элементов и конфигурацией, то 
упомянутые методы, конечно, непригодны. В данном случае весьма 
полезно применение принципа дуальности, который позволяет из
.бежать необходимости численного представления подлинной 
.функции сопротивления, записывая ее в перевернутом виде и син
тезируя обратную цепь даже в тех случаях, когда заданная цепь 
является непланарной. Ниже рассматриваются некоторые основные 
.вопросы, относящиеся к построению обратных схем при использо
вании принципа дуальности и его распространение на непланарные 
цепи .  

На рис .  V. 1 0  показано построение цепи, дуальной данной пла-
11арной цепи, которое основано на известном методе [ 1 ]  1 построения 
дуального графа, когда элементы соответствующих ветвей перво
начальной цепи заменяются дуальными элементами .  При этом , 
.если цепь, изображенную на рис. V. I Oa ,  рассматривать как задан
ную, то цепь, приведенная на  рис .  V. I Oб ,  будет дуальной ей, хотя 
дуальность является взаимным свойством и, следовательно, можно 
с равным успехом предполагать, что справедливо обратное 
положение. 

На рис. V. l Oб пунктиром показан граф исходной цепи, изобра· 
женной на  рис . V. I Oa .  Это сделано для того , чтобы обратить вни
мание на процесс· определения узлов, дуальных соответствующим 
контурам данного графа ; периферийный узел дуальной схемы 2 
'Является соответствующим «контуром», граница которого служит 
:границей данной схемы. Прохождение по часовой стрелке вокруг 
.контуров цепи ,  приведенной на рис . V. I Oa ,  соответствует вращению 
вокруг узлов цепи на рис. V.29б. Нумер ация ветвей на рисунках не 
дана ; расположение ветвей очевИдно из их относительных положе
ний. «Прямой» вход одной цепи соответствует «разрезному» входу 
другой в том отношении, что он является прямым до тех пор, пока 

1 См.  также [57, 58] (прим. ред.) . 
2 Окружность на рис" V . lОб (прим. ред.) . 
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пары узлов соединены одиночными ветвями. Когда рассматривае
мая пара узлов не связана непосредственно ветвью, метод 
нахождения соответствующего входа дуальной цепи лишь несколь
ко усложняется (если известны графы обеих цепей, как это имеет 
место для цепи, изображенной па рис . V. l Об) . 

а 

Рис. V. 10 

Рассмотрим пару узлов Ь - с цепи на рис. V. l Oa .  Из ее графа 
видно, что дополнительная ветвь, введенная между этими узлами, 
делит центральный контур цепи на два контура, ограничиваемые 
соответственно дополнительной ветвью и тремя ветвями, симмет
рично расположенными слева и справа от ветвей Ь-с. Аналогично 
в дуальном графе добавление ветви делит центральный узел на два 
узла, с каждым из которых соединяется указанная дополнительная 
ветвь и три ветви, симметрично расположенные слева и справа от 
узла . На рис. V. l Об разделение центрального узла показано пунк
тнрной линией, проведенной через узлы Ь и с исходного графа, 
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приведенного па рис. V. l Оа" При этом шесть ветвей, сходящихся в 
центральном узле дуального графа, оказываются разделенными на 
две группы, каждая по три ветви . Таким образом, в дуальной цепи 
( рис. V. l Oб) получается дуальный вход, соответствующий паре 
узлов Ь - с исходной цепи ( рис. V. l Oa ) . 

Точно так же легко найти любой другой дуальный вход, соот
ветствующий выбранной паре узлов, исключая лишь случай, когда 
ветвь, добавляемая между соответствующими узлами выбранно1"1 
пары, превращает граф в непланарный.  Этот случай соответствует 
паре узлов а - с цепи на рис. V. l Oa .  Тем не менее все же можно, 
используя принцип дуальности, определить вид предполагаемого 
дуального входа . 

Допустим , что в цепи, изображенной на рис . V.9a ,  сопротивле
ние между узл ами а - с трактуется как напряжение, возникающее 
между этими узлами, когда к ним присоединяется источник тока 
силой в 1 а. Представим этот источник в виде двух отдельных 
источников, каждый по l а, причем один из них отбирает ток из 
узла а и направляет его в узел Ь ; другой - отбирает ток из узла Ь 
и направляет его в узел с. Очевидно, что та кое представление эк
вивалентно действию ме�ду узлами а и с первоначального источ
ника .  Сопротивление Za-c численно равно сумме напряжений меж
ду узлами а - Ь и Ь - с.  

В дуальной цепи ,  показанной на рис. V.9б, соответствующий 
источник будет состоять из двух единичных источников напряже
ния , приложенных соответственно ко входам ,  1юторые являются 
дуальными по отношению к парам узлов а - Ь и Ь - с схемы, 
приведенной на рис . V.9a .  Сумма токов, возбуждаемых этими дву
мя источниками напряжений, численно равна сопротивлению Za-c 
исходной цепи, так как последнее численно равно сумме напряже
ний, создаваемых двумя источниками тока в этой цепи .  Следова 
тельно, если к каждому из двух дуальных входов цепи на рис. V.9б 
подключить идеальный трансформатор с коэффициентом трансфор
м ации 1 : 1 ,  а их вторичные обмотки включит�:. пар аллельно, то 
получится реализация требуемого сопротивления, обратного сопро
тивлению Za-c исходной схемы.  

Таким образом,  с помощью идеальных трансформаторов можно, 
используя только принцип дуальности, построить обратные цепи 
даже в тех случаях, когда исходный граф является непланарным .  
Хотя идеальные трансформаторы практически неприменимы, одна
ко данный метод построения обратных схем представляет опреде
ленный теоретический интерес и может оказаться практически 
полезным в тех случаях, когда идеальный трансформатор вместе с 
индуктивностями можно заменить парой индуктивно связанных 
катушек. 

Построение входа цепи, приведенной на рис. V. l Oб ,  дуального 
паре узлов а - с исходной цепи на рис. V. l Oa с применением иде
альных трансформаторов, показано на рис. V. l Oв .  Здесь то11ки 
а' - с' представляют соответствующую пару, со стороны которой - 1 56 -



функция сопротивления является обратной Za-c. За исключением 
идеальных трансформаторов, конфигурация этой цепи при подклю
•1ении к узлам а' - с' источника напряжения Es дуальна цепи, 
изображенной на  рис. V. l Oa, где к паре узлов а - с подключен 
источник тока 18, численно равного Е8• При удалении источника 
тока / s = О, что эквивалентно замыканию накоротко точек а' - с'. 
Если между парой узлов а - с цепи на рис . V. l Oa включить любой 
элемент, а между парой узлов а' - с' цепи на рис. V. l Oв включить 
дуальный элемент, то обе цепи станут полностью дуальными ( без 
учета влияния идеальных трансформаторов на другие характери
стики сравниваемых цепей) . 

Из этого примера видно, что при условии соблюдения отмечен 
ных ограничений можно построить цепь, дуальную любой данной 
непланарной цепи, если рассматривать соответствующие ветви так, 
как это было проделано выше с ветвью а - с цепи ,  показанной на 
рис. V. l Oa .  Ясно, что рассмотренный метод не является единствен
ным, поскольку при его использовании можно варьировать вы
бором ветвей. Итак, напомним, что в приведенном выш-е примере 
мы поступили следующим образом : источник тока , действующий 
между парой узлов а - с цепи на рис . V. l Oa ,  заменялся рядом 
одинаковых источников тока , включаемых в произвольных вырож
денных ветвях, . соединяющих узел а с узлом с . Относительные 
направления токов выбирались таким образом, чтобы, за  исключе
нием рассматриваемой пары узлов, ток не поступ·ал и не выходил 
ни из одного какого-либо другого узла .  В дуальной цепи на 
рис. V. l Oб последовательно с соответствующими дуальными ветвя
ми включались одинаковые источники напряжения .  Идеальные 
трансформаторы с коэффициентом трансформации 1 : 1 помеща
лись в эти дуальные ветви, причем вторичные обмотки трансфор
маторов соединялись параллельно (полярность обмоток должна 
быть выбрана надлежащим образом относительно направлений 
токов ветвей и источников заданной цепи) . Перечисленные меры 
обеспечивали требуемый вариант дуального входа. 

Такие «квазидуальные» цепи ,  которые можно построить описан
ным способом, в отличие от дуальных цепей, построение которых 
осуществимо только для планарных цепей, не являются , следова
тельно, единственными . По этой причине они и рассматривались 
как обратные, а не как дуальные цепи . 



VI . 
ГЛАВА 

Свойства четырехполюсников 

Vl. 1 .  Параметры четырехпоnюсников 1 

При рассмотрении методов синтеза входных и передаточных 
сопротивлений RLC цепей широко исполь:��уются различные свой
ства четырехполюсников и взаимные зависимости, существующие 

между системами параметров. Поэтому. 
прежде чем перейти к основной теме данной 
главы, необходимо р ассмотреть эти зависи
мости .  

Рис. · Vl. 1 
Из трех различных пар зависимостей, 

связывающих две из четырех величин Е1 ,  
/ 1 , Е2, 12 с остальными  двумя (рис. Vl . 1 ) ,  в 

первую очередь представляют интерес известные системы у- и z-па
раметров: 

У11Е1 + У12Е2 = /] } (VI . 1 ) 
У21Е1 + У22Е2 = 12 

и 
z11/1 + z12/2 = E1 } ' (VI . 2) 
Z21f 1 + z22f2 = Е2 

а также системы так называемых общих параметров цепи (систе-
мы параметров ABCD) : 

AE2- Bl2 = E1 } (VI . 3) 
CE2-D/2 = /1 

и 
DE1 -Bl1 = E2 � (VI . 4) 
CE] -Al1 = 12. f . 

1 Предполагается, что читатель достаточно знаком с этим вопросом из теории 
цепей. В настоящем параграфе дано только краткое изложение основных поло
жений. - 1 58 -



Определители систем ур-ний (VI . l )  и (VI .2) имеют вид: 
l y l = Y11Y22- Y� 2 ;  (VJ.5) 

1 Z 1 = ZнZ22 -Z�2 . (VI .  6} 
Взаимосвязь между системами у- и z-параметров определяется 

следующими выражениями :  
Z22 Ун = -т;т- ; Z11 У22 = т;т ; -Z12 Y12 = -l z_I_ 

(VI .  7)' 

и 
z _ ..)Ш_ . z = ....!!.ц_ . -У12 (VI . 8} н - I Y I  ' 22 1 у 1 ' Z12 = -1 У-1- .  

Из ур-ний (VI . l )  - (VI .4) непосредственно следует : 

(VI . 9)· 

(VI . 1 0) 

(VI . 1 1 } 

D = - (.!J_) = � = - ..J!J!... = (Ь...) 12 Еа=О Z12 У12 Е1 1,=О 

• (VI . 1 2)· 

Отсюда получаем связь между системами у- и z-параметров и 
системой параметров ABCD:  

1 А D Z12 = C , Zн = С ,  Z22 = С ;  (VI . 1 3)' 

- 1 У12 = -в · 
D Ун = в • А У22 = 8 . 

Кроме того, выполняется соотношение 
AD -BC = 1 .  

(VI . 1 4} 

(VI . 1 5) 

Нетрудно установить, что электрическая симметрия (z1 1  = Z22 
или Ун = У22) в системе ABCD означает выполнение равенства 

A = D. (VI . 1 6} 
Симметричный четырехполюсник характеризуется д в у м  я пара

метрами ,  а несимметричный - т р е м  я .  
Третья пара взаимно обратных зав0симостей, связывающих 

напряжения и токи на зажимах четырехполюсника, используется 
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реже, но иногда необходима .  Эти зависимости 
,стемы смешанных параметров : 

g1 1E1 + g12l2 === lx 
g21E1 + g22l2 = E2 

h11l1 + h12E2 = Ех 
hz1f 1 + �2Е2 = fs 

} 

} · 

характеризуют си-

(VI . 1 7) 

(VI . 1 8) 

Взаимосвязь между системами g- ,  у- и z-параметров опреде
..ляется следующими выражениями :  

(VI . 1 9) 

(VI . 20) 

(VI .  2 1 ) 

(VI . 22) 

Соответствующие зависимости для связи систем h-, У· и z-пара
,.метров имеют вид: 

hн - - -- - - , _ ( Е1 ) _ 1 _ 1 z 1 • 
/1 Е,=0 Ун Z22 

/,, - (!.L ) _ jJLL _ _ l . 1 1'22 - - - ' 
Е2 I,=O Ун - Z22 

(VI . 23) 

(VI . 24) 

(VI . 25) 

(VI . 26) 

Интересно отметить, что смешанные системы ур-ний (V. 1 7) и 
1(Vl . 1 8) представляют собой такие системы, определители которых 

(VI . 27) 
_и 

(VI . 28) 
являются отношениями сопротивлений и ,  следовательно, безраз
мерными величинами .  

Другой ряд параметров, наиболее удобный при использовании 
,рбычных методов расчета фильтров, связан с так н азываемыми - 160 -



характеристическими сопротивлениями и характеристической функ
цией распространения 1 . 

Когда четырехполюсник нагружен со стороны обоих входов па 
соответствующие характеристические сопротивления, на этих 
входах выполняется условие согласования сопротивлений. Исполь
зуя определение характеристического сопротивления, нетрудно най 
ти это условие в значениях приведенного выше ряда параметров. 

Рис. Vl.2 

Рассмотрим четырехполюсник, изображенный на рис. Vl .2a .  
Е Е Для этого четырехполюсника Z 1 , = -1 ; Z1 •  = -2 , поэтому, раз-11 -/2 делив первое уравнение системы (Vl .3) на второе, получим 

AZ1 + В Z1, = CZi •
• 
+ D (VI . 29) 

С другой стороны, для четырехполюсника, изображенного на 
рис. Vl .2б, имеем : 

Следовательно, разделив первое уравнение системы (Vl .4 ) на 
второе, получим z _ DZ1, + B 

11 - CZ1, + А 
Совместное решение ур-ний (VI .29) и (Vl .30) дает 

V-
AB А Z1 = - = .Z1 - .  ' CD 2 D 

(VI . 30) 

(VI .  3 1 )  

Характеристические сопротивления можно выразить через па
раметры Уiк и Ziк, используя ф-лы (VI .9) - (VI . 1 2 ) : 

(VI . 32) 

Как можно видеть, каждое характеристическое сопротивление 
равно среднему геометрическому из сопротивлений холостого хода 

1 В отечественной литературе эту величину принято называть «постоянной пе· 
редачи» четырехполюсника или, реже, «мерой передачи» (прим. ред. ) .  
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и короткого замыкания, относящихся к одной и той же паре за 
жимов цепи (режимы холостого хода или · короткого замыкания 
создаются ,  разумеется, на  противоположной паре зажимов ) . 

Нагрузим четырехполюсник на характеристическое сопротивле
ние, как показано на  рис. VI .2a .  Из ур-ния (Vl .3 )  можно получить 
коэффициент передачи напряжения 1 

ь_= " / А  (VAD + VB�) (VI . 33) 
Е2 V D 

и коэфф�циент передачи тока 
_ь___ = • / D (VAD + V ВС). -/2 V А 

(VI . 34) 

Если нагрузить четырехполюсник, изобра�енный на  рис. VI .2б , 
на характеристическое сопротивление и найти из ур-ния (Vl .4 )  
соответствующие зависимости, то они будут аналогичны ф-лам 
(VI .33) и (Vl .34 )  при замене в последних индекса 1 на индекс 2 
и буквы А па  букву D (и  наоборот ) . 

Постоянная передачи 0 определяется выражением 
<' е0 . " 1  Е111 = VAD + vвc . (VI . 35) 

V - E2l2 
Используя ур-ние (Vl . 1 5) , можно получить 

Следовательно, 

Если принять 

то можно найти 

е-6 = V AV-VBC .  (VI . 36) 

ch 0 = V AD; sh 0 =  VВС. 

" !Л f z -
v v= V :· = п, 

r. 

(Vt: 37) 

(VI . 38) 

А =  п ch 0; В =  nZ11sh e } 
С = _1 sh 0 ; D = ch 0 . (VI · 39) 

п Z11 п 

После подстановки полученных соотношений в ур-ние (Vl .3 ) 
получим : 

E1 = n (E2 ch 0 -12Z11 sh 0) ; 11 = -1 (Е2 she - l2 ch 0 ) . 
п Z1, . (VI .  40) 

r Обычно 1<0эффициентом 
- 1, или - (прим. ред. ) .  11 

Е2 передачи называют обратную величину, т. е. -
Е1 
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Система ур-ний (Vl .40) аналогична системе уравнений линии 
передачи с волновым сопротивлением Z1,, постоянной распростра
нения 0 и включенным на  ее входе трансформатором с коэффици
ентом трансформации п :  1 .  

Таким · образом , использование при описании цепи с сосредото
ченными элементами характеристических параметров приводит к 
выражению ее характеристик передачи при помощи понятия «рас
пространение волны» 1 • Последнее особенно полезно при анализе 
однородных повторяющихся структур (например, ка'ск'адных соеди
нений четырехполюсников) или каскадных соединений неоднород
ных цепей, имеющих равные ( или  почти равные) смежные харак
теристические сопротивления . В других, часто встречающихся на 
практике случаях, когда понятия «распространение волны» и 
«отражение» являются основой для квазифизической интерпрета
ции поведения цепи, также уместно описание соответствующей 
цепи при помощи характеристических ( или аналогичных им) пара
метров. 

Интересно отметить, что система ур-ний (VI .40) остается 
справедливой при перестановке местами индексов 1 и 2 и при 
замене коэффициента п на обратный, т. е. на  -1- . В этом случае 

п 
уравнения системы имеют ту же форму, что и уравнения для линии 
передачи с волновым сопротивлением Zт, , постояннрй распростра
нения 0 и включенным на ее выходе трансформатором с коэффи
циентом трансформации п : 1 .  Постоянную передачи можно выразить через проводимость и 
сопротивление цепи . Для этого сначала разделим ур-ние (Vl .35) 
на ур-ние (Vl .36) : 

" f AD + I 
е20 = __ v __ в_с __ 

V 
AD -- - 1  вс 

Затем, исriользуя ур-ния (Vl .9) - (VI . 1 3) , получим 

е20 = -V�+ l 
V u11z11- I 

vu;;z;+ ·1 .  
-V Y�2Z22 - 1 • 

(VI .  4 1 ) 

(VJ.42) 

1 Необходимо учитывать, что в цепях с сосредоточенцыми параметрами нет 
«распространения волны». Именно поэтому моменты начала процесса на входе и 
выходе системы совпадают. Структурное сходство ' уравнений четырехполюсника 
с сосредоточенными параметрами и длинной линии не удивительно - ведь линия 
тоже четырехполюсню<. Однако физическое содержание продессов, а поэтому и 
коэффициентов здесь совершенно другое. В связи с этим вряд ли целесообразно 
использовать терминологию теории распределенных Цепей прИ исследовании цепей 
с сосредоточенными параметрами (прим. ред.) .  ' '  
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Vl.1. Соединения четырехпоnюсников 

При последовательном, параллельном, последовательно-парал
лельном или каскадном соединениях нескольких четырехполюсни
ков в задачах анализа целесообразно выразить параметры 
результирующей цепи через параметры, характеризующие каждый 
из четырехполюсников. С другой стороны, при синтезе может 
возникнуть необходимость использовать эти же зависимости как 

Рис. Vl.3 

иg тр -о 
1 : 1  

средство для разбиения общей функции цепи с тем, чтобы получить 
возможность непосредственной реализации отдельных компонента� 
цепи ,  а также соединения их между собой. Знания зависимостей , 
связывающих параметры отдельных четырехполюсников и цепи в 
целом, необходимы для осуществления основных приемов, исполь
зуемых в таких процессах, как · соединение четырехполюсников или 
их разбиение. 

Последовательное, параллельное и последовательно-параллель
ное соединения четырехполюсников показаны соответственно на  
рис. Vl .Зa, б ,  в .  Параметры результирующего четырехполюсника 
нетрудно выразить через параметры четырехполюсников-компонен
тов при условии, что уравнительный ток, протекающий между 
соответствующими  зажимами составного четырехполюсника, равен - 164 -



нулю 1 (см .  рис. VI .3) . Это ограничение обусловлено тем, что в нор
мальных условиях ток, протекающий от зажима одного из 
соединяемых четырехполюсников, должен быть равен току, про
текающему к соответствующему зажиму другого четырехполюсни
ка. Если же предположить, что уравнительный ток не равен нулю, 
то условия нормального соединения нарушаются . При неравенстве 
входящего и выходящего токов соответствующей пары зажимов 
четырехполюсника уравнения, связывающие напряжения и токи 
четырехполюсников-компонентов, в этом случае не будут уравне
ниями, характеризующими отдельно каждый из них. Другими сло
вами, уравнения, выражающие зависимость между напряжениями 
И токами на  парах зажимов каждого четырехполюсника, становят
ся несправедливыми, если при соединении четырехполюсников 
между собой появляется уравнительный ток. 

Пусть даны два четырехполюсника N1 и N2 и требуется осу
ществить их соединение между собой, тогда , в первую очередь, 
необходимо определить, существует ли указанный уравнительный 
ток при воздействии произвольных задающих токов или напряже
ний, приложенных к зажимам результирующего четырехполюсника . 
Определим это для четырехполюсников, изображенных н а  
рис. VI .Зг, д, е ,  воспользовавшись теоремой Тевенина и принципом 
наложения реакций, обусловленных отдельными источниками .  

Пусть далее н·еобходимо установить равенство нулю уравни
тельного тока для соединения, изображенного на рис. VI .Зa ,  при 
всех значениях независимых задающих токов / 1 и /2 • Будем счи
тать /1 и /2 источниками тока и рассматривать отдельно действие 
каждого из них. В случае / 1 = / и / 2 = О разомкнем контур, по 
которому может протекать уравнительный ток, и определим, будет 
ли напряжение на  зажимах этого разомкнутого контура ( напря
жение V на рис. VI .Зг) равно нулю. Затем проведем аналогичный 
эксперимент для случая, когда 12  = / и / 1  = О. Если в обоих случа
ях V = О, то при любых значениях токов / 1 и 12 , действующих 
одновременно, никакой уравнительный ток в составном четырехпо
люснике протекать не будет. 

Аналогично можно -определить, существует ли уравнительный 
ток в схеме соединений, показанной на  рис. Vl .Зд. При этом необ
ходимо убедиться, что уравнительный ток равен нулю при всех 
значениях напряжений Е1 и Е2, независимо приложенных к соот
ветствующим парам зажимов составного четырехполюсника. 
Считая Е1 и Е2 источниками напряжения, рассмотрим в отдельно
сти действие каждого из них .  В случае Е, = Е и Е2 = О  (обе пары 
выходных зажимов замкнуты накоротко )  разомкнем контур, по 
которому может протекать уравнительный ток, и определим, равно 

1 Другими словами, приведенные выше формулы соединений четырехполюс
ников справедливы лишь в тех случаях, когда соединение регулярно, т. е. когда 
ток, входящий в четырехполюсник через один из зажимов, равен току, выходящему 
из другого зажима той же пары зажимов (прим. ред. ) . 
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ли нулю напряжение на зажимах этого разомкнутого контура 
( напряжение V на рис. VI .Зд) . Далее проведем аналогичный экспе
римент для случая, когда Е2 = Е и Е1 = О  (обе пары входных за
жимов замкнуты накоротко) . Е�ли в обоих случаях V = О, то при 
любых значениях напряжений Е1 и Е2 , действующих одновременно, 
никакой уравнительный ток в составном четырехполюснике проте
кать не будет. 

Определение уравнительного тока в последовательно-параллель
ном соединении четырехполюсников сводится к применению 
описанных выше методов нахождения этого тока отдельно для 
последовательного и параллельного соединений. При этом с одной 
стороны составного четырехполюсника входы обоих четырехnолюс
ников соединяются последовательно (последовательное соедине
ние) , а с другой стороны - паралле-?ЬНО (параллельное соедине
ние) . Для того чтобы в составном четырехполюснике (рис .  V .. Зв) 
отсутствовал уравнительный ток, необходимо проделать два соот
ветствующих измерения по упомянутой выше методике и убедиться, 
что в обоих случаях V = О. · При любом �арианте, когда в процессе проведения эксперимен
тов обнаруживается, что уравнительный ток существует, можно 
сделать его равным нулю, если к одной из пар зажимов подклю
чить идеальный трансформатор с коэффициентом трансформации 
1 : 1 ,  как это показано в схеме последовательно-параллельного 
соединения четырехполюсников на рис. Vl .Зe. В различных методах 
синтеза, когда требуется построить результирующую характери
стику посредством соответствующего соединения четырехполюсни
ков-компонентов, приходится довольно часто прибегать к описан
ному приему. 

Для последовательного и параллельного соединений четырех
полюсников нетрудно установить физический смысл полученных 
результатов, рассмотрев поведение соединяемых четырехполюсни 
ков при отсутс1 вии  уравнительного тока . 

При последовательном соединении входные и выходные токи 
обоих соединяемых четырехполюсников равны соответственно 
входному и выходному токам составного четырехполюсника, а 
соответствующие результирующие напряжения последнего равны 
суммам входных и выходных напряжений соединяемых четырехпо
люсников . Таким образом, для последовательного соединения 
четырехполюсников система z-параметров, определяемая ур-ниями 
(Vl .2) ,  получается путем сложения соответствующих уравнений 
для четырехполюсников-компонентов. Группируя нужным образом 
слагаемые в уравнениях системы (Vl .2 ) , можно показать, что 
z-м атрица для результирующей системы уравнений представляет 
собой просто сумму z-матриц соединяемых четырехполюсников. 

Очевидно также, что при параллельном соединении четырех
полюсников необходимо сложить у-матрицы, при последовательно
параллельном - h-матрицы, а при параллельно-последователь-
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вом - g-матрицы соединяемых четырехполюсников [см .  системы 
ур-ний (Vl . 1 ) ,  (Vl . 1 7) и (VI . 1 8) соответственно] .  · 

На рис. VI .4 показано каскадное соединение четырехполюсни
ков. Здесь выход первого четырехполюсника является входом 
второго. Следовательно, когда поведение каждого четырехполюс
ника характеризуется системой ур-ний (VI .3) параметров ABCD, 
то чтобы определить поведение составного четырехполюсника ,  не
обходимо подставить одно из уравнений этой системы в другое. 
Если систему ур-ний (Vl .3 )  для соединяемых четырехполюсников 
записать в матричном виде 

(VJ . 43) 

где направления токов 11 и -/2 выбраны слева направо, то нетрудно 
заметить, что общая матрица ABCD составного четырехполюсника 
представляет собой просто произведе
ние м атриц ABCD четырехполюсни-
1<0в-компонентов, в котором порядок Nz матриц-сомножителей совпадает с р ас-
положением в соединении четырехпо- Рис. vi.4 люсников N1 и N2, т. е. также слева 
направо. Из рассмотрения схемы 
рис. VI .4 видим ,  что матрицу ABCD четырехполюсника N1  необ
ходимо умножить на м атрицу ABCD четырехполюсника N2. 

Когда в последовательном или параллельном соединении ис
пользуется более двух четырехполюсников, то все их z- или у-мат
рицы необходимо сложить. Это справедливо, если выполняются 
условия отсутствия уравнительного тока при соединении с первыми 
двумя четырехполюсниками третьего и т. д. Уравнительные токи, 
возникающие при таких соединениях, снова можно свести к нулю 
посредством подключения идеальных трансформаторов либо к вхо
дам, л ибо к выходам всех соединяемых четырехполюсников, кроме 
одного. 

При каскадном соединении более двух четырехполюсников 
общая матрица ABCD составного четырехполюсника определяется 
произведением матриц ABCD всех соединяемых четырехполюсни
ков, причем порядок матриц-сомножителей в этом произведении 
совпадает с расположением четырехполюсников в каскадном 
соединении .  

Vl.3. Симметричные скрещенные четырехnоnюсники 

Поскольку для описания поведения симметричных четырехпо
люсников требуются только два параметра, во многих . задачах 
синтеза проще иметь дело именно с такими четырехполюсниками .  
Тогда ограничения, накладываемые условиями симметрии на  ха
рактеристики синтезируемой цепи ,  не являются жесткими .  Другое 
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не менее важное преимущество применения четырехполюсника это
го вида обусловлено тем , что, как показано в § 1 .6, симметричный 
скрещенный четырехполюсник является наиболее общим типом 
симметричного четырехполюсника. Следовательно, при синтезе 
можно использовать данную конфигурацию в качестве исходной, 
причем на характеристики синтезируемого четырехполюсника не 
накладываются никакие другие ограничения, кроме условий сим
метрии .  

Симметричный скрещенный четырехполюсник, изображенный на  
рис. VI .Sa , характеризуется двумя параметрами - сопротивлениями 
Za и zь . Вначале целесообразно отметить, что скрещивание одной 
пары зажимов эквивалентно взаимной замене этих сопроти�лений. 

tом tEz 

Рис. Vl.5 

Такая замена только вносит знак минус в выражение для пере
даточного сопротивления четырехполюсника и не оказывает влия
ния на его входное сопротивление. Это можно видеть из следующих 
зависимостей : 

1 Z11 = - (zь + za) 
2 

. 1 Z12 = - (zь - Za) 
2 

(VI .  44) 

Определитель системы уравнений z-параметров имеет вид 
1 1 

1 z 1 = Zf 1 -zr 2 = - (zь + Za)2 -- (zь -za)2 = ZaZь . (VI .  45) 
4 4 

Следовательно, проводимости четырехполюсника в режиме ко
роткого замыкания согласно ф-лам (VI .7)  определяются выра
жениями : 

Используя проводимости скрещенного четырехполюсника 
1 Уа = - ; 
Za 

1 Уь = - ,  zь 
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можно найти : 
1 

Уа = 2 (Уь + Уа) 

1 
У12 = 2(Уь- Уа) 1 · . (VI . 48) 

Последние равенства идентичны зависимостям (VI .44) , если в 
них заменить z на  у. Таким образом, скрещенный четырехполюсник 
дуален относительно своих z- и у-параметров. 

Характеристическое сопротивление симметричного скрещенного 
четырехполюсника можно найти, используя ур-ния (VI .32) , (Vl .44) 
и (Vl .46) . Оно определяется соотношением 

Zr = YzaZь . (VI . 49) 
Последнее выражение показывает, что характеристическое 

сопротивление симметричного скрещенного четырехполюсника 
является средним геометрическим сопротивлений его ветвей. Под
становка ур-ний (Vl .44 ) и (Vl .48) в ур-1ние (Vl .42) дает следующее 
выражение для постоянной передачи 0 : 

е20 = zь + za + 2 J!ZaiЬ 
zь + za -2 У Zazь 

Отсюда получаем 

(, "VZь+ YZa )2 • 
"Vzь- Yza 

ее = 

или 

0 � 1п ( 
v� 

1 -1- -
zь 

1 - ·V Za 
zь 

1 + v Za 
zь 

v 
Za 1 - -
zь } 

(VI . 50) 

(VI . 5 1) 

(VI . 52)' 

Если сопротивления скрещенного четырехполюсника обратны"  
т. е. 

ZaZь = 1 , (VI . 53) 
то характеристическое сопротивление, описываемое ур-нием (Vl .49 ) ,  
будет чисто резистивным и равным 1 ом. Если такой четырехпо
люсник нагрузить на сопротивление 1 ом, то он, очевидJно, будет 
иметь резистивное входное сопротивление, также равное 1 ом. 
Симметричный скрещенный четырехполюсник, удовлетворяющий 
условию (VI .53) , называется поэтому скрещенным четырехполюс
ником постоянного сопротивления. Поскольку функция, определяе-
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мая выражением (Vl .5 1 ) , представляет собой коэффициент переда
в чи по напряжению -1 при сопротивлении нагрузки Z1, скрещен
Е2 ный четырехполюсник постоянного сопротивления, нагруженный 

на сопротивление 1 ом ( рис. VI .5б ) , имеет передаточную функцию 
Е2 _ Е2 - Z _ 1 -· Za - - - - 12 - -- ,  Е1 /1 1 + Za 

(VI . 54) 

где Z12 - передаточное сопротивление четырехполюсника, нагру
женного на сопротивление 1 ом, в противоположность передаточно
му сопротивлению z12 четырехполюсника , находящегося в режиме 
холостого хода . Решив ур-ние (Vl .54) , определим сопротивление Za 

'Через сопротивление Z12 : 

l - Z12 Za = -----'"--! + Z12 
(VI . 55) 

Используя соображения, высказанные в § 1 .5, можно сделать 
вывод, что если функция передаточного сопротивления Z12 (s ) ана
.литична в правой полуплоскости s (какой она и должна быть для 
того, чтобы представлять собой устойчивую передаточную функ
цию) и если I Z12 (jw ) 1 не превышает 1 при всех вещественных зна
чениях w ,  тогда Z a  является п .  в .  ф .  Именно поэтому скрещенный 
·четырехполюсник постоянного сопротивления целесообразно при 
менять при синтезе передаточных функций (см .  ниже) . 

Vl.4. Теорема бисекции цепи (теорема &артnетта) 

Хотя симметричный скрещенный четырехполюсник удобен для 
.аналитического исследования, во многих практических случаях 
использование его нежелательно, поскольку он представляет собой 
уравновешенную цепь (относительно центральной горизонтальной 
оси) . По указанной и другим причинам, например с целью эконо
мии элементов, скрещенный четырехполюсник обычно стремятся 
преобразовать в какую-либо иную эквивалентную форму. В этой 
.связи полезно иметь простые и эффективные средства для выра
жения эквивалентных зависимостей между скрещенной и другими 
симметричными структурами. Для установления таких зависимо
·стей (при сокращении до минимума вычислений) особенно полез
ными оказываются некоторые, рассматриваемые ниже общие свой
ства физически и электрически симметричных цепей. 

На рис. Vl .6a представлен четырехполюсник, который физически 
и электрически симметричен относительно ' вертикальной централь
ной оси . Он может быть ур авновешенным или неур авновешенным 
( речь идет о его симметрии относительно центральной горизонталь
ной оси) . Согласно системе ур-ний (VI .2) поведение четырехполюс
ника характеризуется завРJ:симостями :  
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Z11l1 + ZJ1/11 = E1 } · (VI . 56) 
z111/1 + z11/11 = Е2 

На рис. VI .6б показан тот же четырехполюсник после разбиения 
его на две половины, причем число проводов, соединяющих обе 
половины, может быть произвольным. 

Рассмотрим два вида возбуждений, приложенных к зажимам 
четырехполюсника , а именно: а )  симметричное возбуждение, при 
котором Е1 = Е2 = Е; б )  асимметричное возбуждение, при котором 
Е1 = Е; Е2 = -Е. Благодаря симметрии четырехполюсника имеем 

О) 1, 
-

dJ LJ111:@I-- - tz ,.... t-

N 2 

Рис. Vl.6 

/ 1 = 12 = / в первом случае и / 1 = /, 12 = -/ во втором. Более 
того, нетрудно установить, что при симметричном возбуждении 
токи, протекающие во всех соединительных проводах, связываю
щих две секции четырехполюсника, равны нулю. Следовательно, 
если эти провода разорвать, как показано на рис. Vl .6в, то н апря
жения и токи на входе и выходе четырехполюсника не изменяются . 
С другой стороны, при асимметричном возбуждении, в силу сим
метрии четырехполюсника, потенциалы всех соединительных 
проводов оказываются одинаковыми .  Поэтому эти провода можно 
соединить в общий узел , как показано на рис. VI .6г (провод В-В') , 
1 1 ричем напряжения и токи на входе и выходе четырехполюсника 
также не изменятся . Справедливость последнего утверждения оче · 
видна ,  так как токи (показанные н а  рис. Vl .6г стрелками) , проте
•<ающие в смежных контурах и в проводе В - В', равны и на
нравлены встречно, и , сл.едовательно , в этом проводе тока нет. 

В обоих рассмотренных случаях напряжения и токи на входных 
1 1  выходных зажимах четырехполюсника остаются неизменными, - 1 7 1 -



поэтому секции исходного четырехполюсника можно представить 
в виде цепей, изображенных на рис. Vl .бд, е. Подставив в систему 
ур-ний (Vl .56) соответственно Е1 = Е2 = Е; 1 1  = 12 = / и Е1 = 

= -Е2 = Е; 1 1  = -/2 = /, получим выр ажения : 
Zx.x = Z11 + Z12 ;  
Zк.з = Zн - Z12 

(VI . 57) 
(VI . 58) 

соответственно для входных сопротивлений холостого хода и 
короткого замыкания половины первоначального симметричного 
четырехполюсника .  

Для симметричного скрещенного четырехполюсника, показан
ного на рис. Vl .5a ,  из системы ур-ний (VI .44 ) можно найти : 

Zь = Z11 + Z12 ; (VI .  59) 
Za = z11 -z12• (VI .  60) 

Сравнив полученные уравнения с ур-ниями (Vl .57) и (VI .58 ) , 
находим следующие соотношения :  

Za = Zк. 3 ;  Zь = Zx . x · (VI . 6 1 )  
Они отображают в самом общем виде эквивалентные зависи

мости, существующие между сопротивлениями симметричног� скрещенного четырехполюсника и любой другой симметричнои 
структуры, в которую скрещенный четырехполюсник может быть 
преобразован 1 • 

При выводе соотношений (Vl .6 1 ) на схему четырехполюсника, 
приведенного на рис . Vl .бб, было наложено важное ограничение, 
заключающееся в том,  что провода, соединяющие секции этого че
тырехполюсника, не перекрещены .  Такие четырехполюсники иногда 
называются «двухсекционными разделенными» ( «ЬisectaЬle») четы
рехполюсниками. Скрещенный же четырехполюсник  обычно не 
относится к данному классу. Вруне предложил простой способ, с 
помощью которого указанное выше ограничение, по крайней мере 
для некоторых случаев, может быть снято. 

Скрещенный четырехполюсник можно заменить четырехполюс
ником, изображенным на рис. VI .7a,  где в точках присоединения 
ветвей zь включен идеальный трансформатор с коэффициентом 
трансформации -1 : 1 .  Эквивалентность полученного четырехпо
люсника обычному скрещенному неrрудно установить, если рас
смотреть параллельное соединение четырехполюсников, имеющих 
у-м атрицы вида [ �а -Уа 

2 

:а ] И [ � � ] · Уа ...!!JL ...!!!!... 
2 2 2 

(VI . 62) 

1 Этот результат известен как теорема бисекции цепи, впервые сформулирован
ная Бартлеттом [ 10] . Приведенное здесь доказательство теоремы Бартлетта значи
тельно проще, чем алгебраическое доказательство О. Вруне в его работе [ 1 1] .  - 172 -



Результирующая матрица, равная сумме этих матриц, очевидно, 
представляет собой у-матрицу скрещенного четырехполюсника. 

Если к преобразованному варианту скрещенного четырехполюс
ника ( рис. Vl .7a ) приложить симметричное возбуждение, то в 
ветвях Za ток будет равен нулю, в то время как идеальный транс
форматор ведет себя, как короткозамкнутая цепь в ветвях zь .  Это 
объясняется тем , что только при нулевом напряжении 1На его обмот
ках могут удовлетворяться ограничения, накладываемые в данном 
·случае на схему четырехполюсника .  Секция исходного четырехпо
люсника , соответствующая указанному случаю, показана на 
рис. Vl .7б . 

Если к преобразованному вариа•нту скрещенного четырехполюс
ника приложить асимметричное возбуждение, то идеальный 

.!!L 8 z dJ 

Рис. Vl.7 

..!.а. 2 

трансформатор ведет себя подобно разомкнутой цепи. Последнее 
очевидно, так как только при нулевом токе в ветвях zь могут удов
летворяться ограничения, налагаемые в этом случае на схему че
тырехполюсника ( а симметричное возбуждение ; отсутствие тока в 
обмотках трансформатора ) . Нетрудно заметить, что точки В - В' 
на схеме рис. VI .7a имеют одинаковый потенциал , следовательно, 
их можно объединить в один узел , как это было сделано ранее 
для схемы рис. VI .6г. Секция исходного четырехполюсника , соот
ветствующая этому случаю, показан а на рис. Vl .7в. 

Анализ схем, изображенных на рис . VI .7б, в, показывает, что 
для четырехполюсника на рис. VI .7a соотношения (Vl .6 1 ) удовлетво
ряются . Таким образом, можно прийти к заключению, что если при 
разбиении данного симметричного четырехполюсника (рис. Vl .6б) 
получаются скрещенные пары проводов, то для него соотношения 
(Vl .6 1 )  остаются справедливыми при условии, что для схемы 
рис. Vl .6д скрещенные пары проводов замкнуты накоротко, а для 
схемы рис. VI .6e - разомкнуты. Однако этот модифицированный 
вариант теоремы бисекции справедлив только тогда, когда замена 
скрещенных проводов первоначального четырехполюсника идеаль
ным трансформатором с коэффициентом трансформации - 1 : 1 не 
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изменяет поведения схемы как четырехполюсника, что и имеет ме
сто в случае обычной скрещенной цепи 1 • 

В качестве другого примера рассмотрим симметричный 
скрещенный четырехполюсник, у которого удалена одна из ветвей 
Za. Он все еще представляет собой физически и электрически сим
метричную цепь, но скрещенные провода здесь нельзя заменить 
идеальным трансформатором с коэффициентом трансформации 
-1 : l .  К этому частному виду скрещенного четырехполюсника не
применима теорема бисекции ,  даже если мы попытаемся преобра
зовать его по описанной выше методике (см .  рис. VI .6д, е ) . 

Vl.5. Преобразование скрещенных четырехпоnюсников 
в эквиваnентные неуравновешенные 

Применяя теорему разбиения, нетрудно получить эквивалент
ные соотношения для скрещенных и симметричных Т- или П-образ
ных четырехполюсников. Для звена и полузвена Т-образного четы-

а) 
� 
� Т- odo. vemыper11oл-1r 

� ll :fJ о-fl-ол-'Уз-+-ен-о-+ fl-o6p. vетыреrпол-к Лолqзlено I 

* � 2С, 

о те, о �  T-odp. лерекр_ Пол!Jзlено 
четыое.rпол - н  

Рис. Vl.8 

рехполюсника, изображенных на рис. VI .8a ,  соотношения (VI . 6 1 ) 
можно записать непосредственно в виде : 

1 Za = Z1 ; Zь = Z1 + 2z2 ; Z2 = -(zь -Za) . (VI .  63) 
2 

Поскольку выражение для z2 включает операцию вычитания, 
ясно, что Т-образный четырехполюсник, эквивалентный скрещенно
му, не всегда реализуем .  

1 Нетрудно установить, что это условие выполняется для любого четырехпо
люсника, симметричного относительно центральной горизонтальной оси. - 1 74 -



Для П-образного четырехполюсника, показа11-1ного на  рис. Vl .8б ,. 
можно получить аналогичные соотношения при использовании. 
у-параметров : 

(VI . 64} 
Здесь операция вычитания включена в выражение проводимости 
последовательной ветви П-образного четырехполюсника , эквива
лентного скрещенному, и снова преобразование может оказаться. 
невозможным .  

Рисунок Vl .8в иллюстрирует применение теоремы бисекции для 
преобразования Т-образного перекрытого четырехполюсника в. 
эквивалентный скрещенный. На практике часто приходится делать. 
подобные преобразования, так как при использовании различного 
рода аналитических выражений скрещенный четырехполюсник ока
зывается более удобным .  Эквивалентные соотношения, вытекающие 
из сравнения изображенных на  рис. VI .8в схем, позволяют также 
произвести обратную операцию, т . е . преобразовать скрещенный 
четырехполюсник указанного на рисунке вида в эквивалентный 
Т-образный перекрытый четырехполюсник. Однако в этом случае 
более подходящими оказываются рассматриваемые ниже методы. 

Эквивалентность цепей, приведенных на рис. VI .9a, б , показы
вает, что ветвь Za скрещенного четырехполюсника целесообразно 
представить (там ,  где это возможно) в виде параллельного соеди
нения элементов Za 1 и Za2, а ветвь zь - в виде последовательного· 
соединения элементов zы и ZЬ2. Из анализа системы ур-ний (Vl .44 ) 
следует, что половина любого из последовательных элементов вет-
ви zь ( например, z�1 ) входит в качестве слагаемого в выражения 
для z1 1 и Z22 . Таким образом,  любой из последовательных элемен
тов ветви zь можно удалить из скрещенного четырехполюсника. 
выделив его в виде отдельного четырехполюсника и соединив затем 
последовательно с оставшейся частью первоначального четырехпо
люсника, как показано в нижней части рис. Vl .9б . В результате 
такого преобразования схемы z-матрица получившегося четырехпо
люсника не изменяется при условии, что в его схему введен 
идеальный трансформатор . Аналогичная операция устранения из 
скрещенного четырехполюсника параллельного элемента Za1 ветви 
Za, выделения его в виде отдельного четырехполюсника и включе
ния параллельно оставшейся части первоначального четырехполюс
ника (см .  верхнюю часть рис. Vl .9б ) также требует применения 
идеального трансформатора .  Последнее объясняется тем обстоя 
тельством ,  что при отсутствии этого трансформатора соединение 
двух элементов Za1 (по одному в каждой из двух ветвей Za) в одну 
ветвь с сопротивлением 2za1 приводит к нарушению уравновеши
вания соответствующего четырехполюсника . 

Можно, конечно, считать общие сопротивления Za и zь просто 
равными сопротивлениям Za1 и ZЬ2 соответственно, что эквивалент-
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но условию Za 1 = оо и zь2 = О . При этом скрещенный четырехпо
люсни�;изображенный в центральной части рис. Vl .9б, вырождает
ся в· пару скрещенных проводов, которые можно заменить идеаль
ным трансформатором с коэффициентом трансформации -1 : 1 .  
Тогда два других идеальных трансформатора не требуются, и 
эквивалентный четырехполюсник принимает вид, показанный на 
рис .  Vl .9в. Наконец, схему его можно изменить, как показано на 
рис .  Vl .9г. 

щ 

/ / 
/ о.ц1.:. - - - - -

г) 

Рис. Vl.9 

Если скрещенный четырехполюсник, изображенный в централь
ной части рис. Vl .9б, возможно преобразовать в эквивалентный 
неуравновешенный, подобный, например, скрещенному четырехпо
люснику на рис. VI .8в, то идеальные трансформаторы  не требуются 
совсем. Поэтому первоначальный скрещенный четырехполюсник, 
приведенный на рис. Vl .9a, может быть преобразован в неуравно
вешенную схему, которая удобнее для практической реализации. 
В большинстве случаев для данного скрещенного четырехполюсни
ка допустимо несколько различных разложений сопротивлений Za 
и zь на соответствеюю параллельные и последовательные соедине
ния. Следовательно, вполне вероятно, что , по крайней мере для 
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одного из этих разложений, осуществимо указанное полное преоб
разование исходного четырехполюсника в неуравновешенный. 

На рис. VI . I Oa, б показаны другие виды преобразований скре
щенного четырехполюсника в эквивалентный неуравновешенный. 
Из ур-ний (Vl .6 1 )  следует, что любое общее слагаемое, входящее 
в выражения для Za и zь, является также общим для сопротивлений 
Zк.з и Zx.x· Значит, сопротивления, описываемые подобными слагае
мыми, можно включить последовательно с обеими парами зажимов 
четырехполюсника. На рис. VI . I Oa таким общим сопротивлением 
является z. 

а) 

/ / 
� ----...:.. 

О) 

Рис. Vl. 10 

Для системы уравнений в у-параметрах, т. е. дуальной системы 
ур-ний (VI .6 1 ) , получается дуальный случай. Тогда проводимость у 
(общее слагаемое) будет включаться параллельно каждой из вет
вей скрещенного четырехполюСJНика, и его можно рассматривать 
как сопротивление, включенное параллельно каждой из пар з ажи
мов, как показано на  рис. VI . I Oб .  

Пример использования преобразования, изображенного на 
рис .  Vl . I Oa, приведен на рис .  V I . l l a . Здесь индуктиВIНость L1  в 
ветви Za данного скрещенного четырехполюсника рассматривается 
как сопротивление z (общее слагаемое) . Если исключить эту ин
дуктивность, то останется скрещенный четырехполюсник, у кото
рого появляется короткозамкнутая ветвь вместо ветви Za, и, таким 
образом, обе ветви zь окажутся включенными параллельно. 

Результирующей индуктивностью в ветви zь является индуктив
ность (L2 - L1 ) , поскольку и из сопротивления Za, и из сопротив
ления zь вычитается 9дно и то же слагаемое (индуктивность L1 ) . 
12 Заказ 49 - 177 -



Окончательный вариант :неуравновешенного четырехполюсника, 
эквивалентного данному скрещенному, представляет собой Т-об
разный четырехполюсник, изображенный на этом рисунке справа .  
Если индуктивность (L2 - L1 ) отрицательна ,  то Т-образное рас
положение индуктивностей можно заменить парой взаимосвязан
ных индуктивностей. В этом случае коэффициент связи имеет вид 

k = 1 Lz-L1 1 < 1 , (VI . 65) 
Lz + L1 

и, следовательно, указанный четырехполюсник всегда реализуем. 

б} 

o ___ T __ z_cz ___ I:) 

Рис. Vl. 11  

Пусть рассматриваемый скрещенный четырехполюсник имеет 
ветвь Za в виде параллельного соединения емкости С1 и индуктив
ности L1 (рис. Vl . l l б) . Выделим емкость С1 , как это было проде
лано на рис. VI .9a, б применительно к ветви z, и преобразуем 
оставшийся скрещенный четырехполюсник, используя преобразова
ния, показанные на  рис. VI . 1 1 а .  Теперь можно снова включить ука
занную емкость параллельно в схему, но при этом ее сопротивление 
должно быть в два р аза больше исходного, т. е . емкость должна 
быть равна половине своего первоначального значения. Проделав 
данную операцию, получим в результате Т-образный перекрытый 
четырехполюсник (рис. VI . 1  l б, справа) . Взаимная индуктивность 
в последней схеме необходима, конечно, только в том случае, если 
L1  > L2. 

Интерес.но заметить, что используя преобразования, приведен
ные на рис. YI . 1  Оа, б, можно в некоторых случаях преобразовать 
заданный скрещенный четырехполюсник в цепной. Допустим, что 
ветви Za и zь скрещенного четырехполюсника имеют вид, изобра
женный на рис. Vl . 1 2a, б .  С помощью преобразований, показанных 
на  рис. VI . 1 Оа, можно выделить первую общую последовательную 
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индуктивность L1 , затем ,  пользуясь преобразованиями, изображен
ными н а  рис. Vl . l Oб,- выделить общую параллельную емкость С1 
и т. д. Осуществив полное преобразование исходного скрещенного 
четырехполюсника, получим цепной четырехполюсник, приведенный · 
на  рис. Vl . 1 2в, а применив для него теорему бисекции - вновь по
лучим скрещенный четырехполюсник с ветвями· Za и zь. 

Для RC цепей отсутствует возможность использования взаим
ных индуктивностей, как это имело место в некоторых приведенных 
выше примерах. В данном случае для преобразования скрещен
ного четырехполюсника в эквивалентный неуравновешенный (если 
оно вообще возможно) необходимы дополнительные приемы. Для 
иллюстрации некоторых из них рассмотрим скрещенный ·RC четы
рехполюсник на рис. Vl . 1 3a . 

D) 

Рис. Vl.12 

Вначале попытаемся преобразовать его в TO'J: или иной из двух 
Т-образных перекрытых четырехполюсников, показанных на  
рис. Vl . 1 3б .  Применяя преобразования, изображенные на  рис. Vl.9, 
выделим параллельную емкость С1 ветви za; затем, используя экви
валентность цепей, приведенных на рис. VI . 1 1 а, преобразуем 
оставшуюся после устранения емкости С1 часть скрещенного четы
рехполюсника в эквивалентный Т-образный. После осуществления 
указанных операций получим четырехполюсник, изображенный 
на рис. VI . 1 3б .  Аналогично можно преобразовать исходный скре
щенный RC четырехполюсник (рис. VI . 1 3a) в эквивалентный 
Т-образный перекрытый ( рис. Vl . 1 3в ) ; только теперь необходимо 
поменять местами элементы R1 и С1 • Аналитические соотношения, 
характеризующие реализуемость любого из этих преобразований, 
записаны под соответствующим четырехполюсником на 
рис. Vl . 1 3б , в. 

Когда ни одно из указанных условий не выполняется, скрещен
ный четырехполюсник, изображенный на рис. VI . 1 3a, все же можно 
преобразовать в эквивалентный неуравновешенный. Для этого 
нужно заменить ветвь zь параллельным соединением соответствую
щих элементов и затем представить исходный скрещенный четырех
полюсник в виде параллельного соединения двух скрещенных 
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четырехполюсников, как показано н а  рис. VI . 1 3г. На этом рисунке 
а - некоторое положительное число, меньше единицы. Верхний 

О} d) J 6} 2R1 

н, � 
�-c�t--C=1-+-o �с.с � {Rz -R1J i,- 1 Rz Т2С2 

0 

· Т 
.R.z � 1 .&�1 � ,  &2 

Рис. VI. 13 

R1 R1 

четырехполюсник можно преобразовать в эквивалентный Т-образ
ный при условии, что 

(VI . 66) 

а нижний - при условии, что 
С1 � (l -a.) C11• (VI . 67) 

Коэффициент а может, таким образом, иметь любое значение 
в пределах · 

1 С1 - - R2 - - , а. , - . С2 Ri 

Ограничение (VI .68) приводит к соотношению 
.!3!.. + ..Е!.. 2: 1 
R1 С2 � ' 

(VI . 68) 

(VI . 69) 

являющемуся условием, при котором выполним данный метод 
преобразования скрещенного четырехполюсника. Нетрудно заме
тить, что оно менее жестко, чем любое из условий для преобразо-
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вания скрещенного четырехполюсника в Т-образный перекрытый, 
приведенный на рис. Vl . 1 3б ,  в. 

Если условие (VI .69) выполняется со знаком неравенства, то 
теоретически возможно бесконечное разнообразие неуравновешен
н�х четырехполюсников, эквивалентных данному скрещенному. 
Выбрав коэффициент а равным его нижнему предельному значе
нию из с<;ютношения (VI .68) , получим Т-образный четырехполюс
ник, эквивалентный скрещенному, изображенному в нижней части 
рис. VI . 1 3г, который будет содержать вместо трех емкостей лишь 
две. Поэтому обычно предпочитают именно такой выбор. Тогда 
результирующий неуравновешенный четырехполюсник, эквивалент
ный скрещенному, показанному на рис. Vl . 1 3a ,  превращается в 
двойной Т-образный, приведенный на рис. Vl . 1 3д. Для этого четы
рехполюсника элемент R определяется из соотношения : 

Rz С1 - + -- 1  
R = RiC2 Ri С2 (VI . 70) 2 С2- С1 

При С2 > С1 величины всех элементов схемы являются положи
тельными, Т-образный перекрытый четырехполюсник, изображен
ный н·а рис. VI . l Зв, реализуем, и в нем используется не более трех 
емкостей. 

Vl.6. Преобразование симметричных скрещенных 
четырехпоnюсников в несимметричные 

Для того чтобы сохранить преимущества использования сим
метричных скрещенных четырехполюсников в тех случаях, когда 
их входные и выходные пары зажимов нагружены на неравные 

N Н N 
- Н а. к -2 н 2 

lz о) 
tf Zxx@l-

Z -- - 1-
. 2 ,t-

Рис. Vl.14 

сопротивления, можно следующим образом обобщить теорему 
бисекции. 

На рис. Vl . 1 4a  показан симметричный четырехполюсник, правая 
половина которого имеет уровень сопротивления, в а раз отлича
ющийся от сопротивления левой половины, где а - вещественный 
коэффициент, бщ1ьший нуля. ·  Будем следовать методу Вруне для 
доказательства теоремы бисекции: 

а )  Пусть Е2 = Е1 = Е. Если разорвать ировода, соединяющие 
обе секции четырехполюсника, то напряжения между ними будут - 18 1 -



одинаковыми, потому что уровень сопротивления не влияет на  ко
эффициент передачи по напряжению. В этом случае 11 = а/2 = /, и 
условия на  зажимах составного четырехполюсника не изменяются 
независимо от того, разбит он на две секции или нет. Система 
ур-ний (VI .2)  для составного четырехполюсника принимает вид 

E = (z11 + z�s ) l = (z12 + z:s ) !. (VJ . 7 1 )  

б) Пусть в. = -Е1 = -Е . Если при таком возбуждении а 
объединить накоротко в один узел соединительные провода между 
секциями составного четырехполюсника, то токи, протекающие по 
обе стороны от этого узла, будут равны по величине, но противо
положны по направлению и, следовательно, ток через короткозамк
нутую цепь протекать не будет. В этом случае /2 = -/1 = -/, и 
условия на  зажимах составного четырехполюсника не изменяются 
независимо от того, изолируются две его секции короткозамкнутым 
проводом или нет. Система ур-ний (VI .2) для составного четырех
полюсника принимает вид 

1 
Е = (z11 -Z1J / = (z22 - z1J - .  (VI . 72) 

а 

Применительно к схемам, изображенным на рис. VI . 1 4б, где N/2 
представляет собой левую половину четырехполюсника, приведен
ного на рис. Vl . 1 4a, из ур-ний (Vl.7 1 ) и (VI .72) находим :  

+ Z12 Z22 Zx. x = Z11 - = Z12 + - = zь; · а а 
Z22-Z12 

Zк.з = Z11 - Z111 = = Za• а 

(VI . 73) 

(VI . 74) 

Здесь Za и zь - сопротивления симметричного скрещенного четы
рехполюсника, преобразованного в несимметричный, приведенный 
на рис. VI . 1 4a . Из ур-ний (VI .73) и (Vl .74) определяем : 

azь + za 
Z11 = -�--"-а + 1 

• Z22 _ zь + aza . 
а - а + 1 ' 

a (zь -za) 
z - . 12 - a + l ' 

а = Z22 -Z12 • 
Z11-Z12 

(VI . 75) 

(VI . 76) 

(VI . 77) 

(VI . 78) 

Интересно отметить, что сопротивление передачи преобразован
ного четырехполюсника отличается от сопротивления передачи 
симметричного скрещенного четырехполюсника только постоянным 
множителем. Полюсы входных сопротивлений преобразованного 

- 1 82 -



четырехполюсника совпадают с полюсами входного сопротивления 
симметричного скрещенного , а нули соответствующих входных со
противлений не совпадают. С другой стороны, эти нули у преобра
зованного четырехполюсника одинаковы для сопротивлений z1 1 и 
z22• В данном отношении четырехполюсник, изображенный на  
рис. Vl . 14a ,  является более общим по  сравнению с симметричным 
скрещенным, каскадно соединенным с идеальным трансформатором . 

В задачах синтеза сопротивления z1 1 , z22 и Z12 обычно считаются 
известными, поэтому сопротивления ветвей Za и zь можно найти из 
ур-ний (Vl .73) и (Vl .74) , а множитель а - из ур-ния (Vl .78) . 
Кроме выполнения обычных условий реализуемости [аналитичность 
в правой полуплоскости и условия, определяемые выражениями 
( 1 . 1 05) и ( 1 . 1 06 ) ], сопротивления z1 1 , z22 и z12 должны быть такими, 
чтобы множитель а был положительным вещественным числом. 
Указанные условия, как и в случае симметричного четырехполюс
ника, обеспечивают реализуемость сопротивлений Za и zь скрещен
ного четырехполюсника. Таким образом, если r1 1 , r22, r1 2 обозначают , 
соответствующие вещественные части сопротивлений z1 1 , z22, z12, а 
k 1 1 , k22, k1 2 - их вычеты в полюсах на мнимой оси, то из ур-ний 
(Vl.75) , (VI.76) и (Vl .77) можно определить : 

Г11 = arь + ra . r 
-

а (rь + ага) 
a + l ' и

- a + l 

'1 1 '22 -'�2 = ararь }· (VI . 79) 

а также аналогичные выражения для kin· Теперь нетрудно уста
новить, что условия, определяемые выражениями ( 1 . 1 05) и ( 1 . 1 06) ,  
обеспечивают принадлежность функций Za и zь к классу п .  в .  ф. 
Отсюда следует, что по любым заданным сопротивлениям z1 1 , z22, 
z12, для которых выполняются обычные условия реализуемости, 
можно синтезировать четырехполюсник, изображенный на  
рис. Vl . 1 4a ,  если множитель а, вычисленный и з  ур-ния (Vl .78) ,  яв
ляется положительным вещественным числом. 

Требуемый четырехполюсник (рис. V l . 1 4a )  найден путем пре
образования скрещенного четырехполюсника в эквивалентный 
неуравновешенный, причем в данном случае параметры правой 
половины составного четырехполюсника необходимо соответствую
щим образом изменить, введя коэффициент уровня сопротивле
ния а. Для осуществления этого преобразования нужно разбить 
эквивалентный неуравновешенный четырехполюсник на две секции. 
изменить соответствующие параметры одной из секций с учетом 
множителя а, а затем снова соединить обе секции четырехполюсни
ка вместе. 

Поскольку иногда целесообразно использовать вместо z-пара
метров у-параметры, необходимо познакомиться с дуальной фор
мой предыдущих результатов .  Используя дуальность Т- и 
П-образных четырехполюсников, приведенных на рис. Vl .8a, б , 
эквивалентные зависимости (Vl .63) и (Vl .64) , связываю.щие пара-
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метры скрещенного четырехполюсника с параметрами указанных 
дуальных схем, можно сделать вывод, что скрещенный четырехпо
люсник является структурно дуальной схемой. Аналитические 
соотношения, выражающие переход от заданного скрещенного че
тырехполюсника к дуальному, определяются следующим образом : 

Za � Уь; Zь -+ Уа } . 
Z11 � - Y12 

(VI . 80) 

Тогда зависимости, дуальные соответственно ур-ниям (Vl .73) -
(VI .78) , принимают вид: 

Ух.х  = У11 - аУ11 = - У11 + ау. = Уа; 
Ук.э  = У11 + У12 = а (У22 + У12) = Уь; 

у 
_ аиь + Уа . 

п - а + 1 ' 

ау - аиа + Уь • 22 - a + l  ' 
у 

_ Уь-Уа i11 - a + l  

(VI . 8 1) 
(VI . 82) 

(VI . 83) 

(VI . 84) 

(VI . 85) 

а = У11 + У11 (VI . 86) 
У22 + У12 

где множитель а также представляет собой коэффициент уровня 
сопротивления. 



Vl l .  
Г Л А В А  

Синтез четырехполюсников без потерь 

Vll. 1 .  Обобщение теоремы Фостера 

Предметом настоящего параграфа является распространение 
методов, описанных в главе 1 1 1 ,  на  синтез входных реактивных 
функций цепей с двумя парами зажимов 1 • Как отмечалось в гла
ве 1 1 ,  такие реактивные четырехполюсники характеризуются рядом 
входных сопротивлений и сопротивлением передачи - z1 1 , z22, Z1 2. 
обладающих следующими свойствами. Все сопротивления имеют 
только простые полюсы на  мнимой оси ; вычеты k1 1 и k22 функций 
z1 1  и Z22 соответственно в этих полюсах являются положительными. 
вещественными; вычеты k 12 сопротивления передачи z12 хотя и яв
ляются вещественными, не обязательно будут положительными. 
Однако они должны удовлетворять условию вычетов 

(VII . 1 } 
Треб9вание, чтобы сопротивления были вещественными при 

вещественных значениях комплексной частоты s = < r  + jro, приво
дит к тому, что их полюсы на мнимой оси появляются в виде 
сопряженных пар .  Такие функции (это также было показано в 
главе 1 1 ) можно представить в виде частного от деления двух 
полиномов, из которых один является четным, а другой-нечетным .  
При этом точки s = О  и s = оо будут либо нулем, либо полюсом 
функции. Нули и полюсы входных функций - простые и располо
жены сопряженными парами на  мнимой оси, где они чередуются . 
Нули сопротивления передачи могут иметь любую кратность и рас
полагаться в любой точке плоскости комплексной частоты; диаг
рамма расположения нулей в зависимости от того, является ли 
полином числителя z12 четным или нечетным, должна иметь пол-

' Обобщение теоремы на цепи с п парами зажимов, имеющие одинаковые час

тотные диаграммы со стороны каждого входа, дано в работе [12]. - 185 -



ную симметрию относительно мнимой либо соответственно 
вещественной оси. 

В главе 1 1  было установлено, что отмеченные свойства функций 
.z1 1 , Z22, Z12 являются необходимыми для реализации цепей без 
потерь. Ниже мы покажем, что они также достаточны. В этом 
можно будет непосредственно убедиться при синтезе ряда функций 
-сопротивления, удовлетворяющих только перечисленным необходи
мым условиям.  

При разработке такого метода синтеза целесообразно обобщить 
·способы, успешно применявшиеся ранее к входным функциям . 
Прибегнув к методу Фостера, при котором используется разложе
ние функции на элементарные дроби, можно получить нужное ре
шение, причем для данного случая необходимо рассмотреть одно-
временно разложение всех заданных сопротивлений. Если 
.объединить члены, содержащие сопряженные полюсы [см .  
ур-ние ( 1 1 .3 1 ) ], то выражения для этих сопротивлений запишутся в 
виде : 

k(O) 1 1 + Z11 =-8 

k(O) 2 2  Zs2 = - + 8 
k(O) 1 2 Z12 = - + 

8 

Выражения (Vll .2) 
матрицы 

в следующей форме :  

2k(2)8 11 + • • •  + 82 -8� 
2k�J8 

+ " . + 
82 - 8� 
2k\2J8 

+ " . + 82 -8� 

2k(2n-2)8 1 1  
2 2 8 -82п-2 
2k(2n-2)8 22 
2 2 5 -82п-2 
2k(2n�2)s 12 
2 2 8 -82n-2 

можно представить в 

[Z) = [Z11 Z12] Zs1 Zss 

+ k\',"'s 1 
+ k�2:>s } ·  (VII . 2) 

+ k\2:>s 1 J 
виде разложения 

(VII . 3) 

[z] = [z]o + [Z]2 + • • • + [z] 2n-2 + [z]2n · (VII . 4) 

Типичная форма слагаемого в выражении (Vl l .4) для конечного 
полюса, отличного от нуля, имеет вид 

[z] , = 
-

2M•> s 1 1  

82 -8� 
2kN8 2 1 

82 -82 _, . 

2k<•> 8 
-

1 2 
82 -8� 

(VII . 5) 
2k(v) 8 2 2  

82 -8� 

Если построить реактивный четырехполюсник с z матрицей, 
соответствующей матрице, определяемой выражением (Vl l .5) , то, 
как видно из § VI .2 ,  требуемую реализацию общей матрицы [см .  - 186 -



ф-лу (VI l .3) ] можно получить, используя последовательное соеди
нение четырехпош.осников. Каждый из них имеет м атрицу, соответ
ствующую определенному члену разложения (VI I .4) при условии, 
конечно, что удовлетворяются 
указанные в § Vl .2 ограни��е
ния на поведение всего состав
ного четырехполюсника. 

Как будет видно из даль
нейшего, четырехполюсник, ре
ализующий матрицу (VI I .5) , 
может быть построен на  базе 
схемы, изображенной на 
рис. VI l . l .  

:� :J[ 
Рис. VIl. 1 

иg. тр-р l :n 

Положим, что первый, последний и любой промежуточный члены . 
разложения (VI I .2) имеют вид: 

f (s) = -1 ; (VII . 6) s 

f (s) = 2s (VII . 7) s2 -s2 • 

f (s) = s. (VII . 8) 

Тогда типовая матрица сопротивлений запишется в более про
стой форме 

(VII . 9) 

Здесь верхние индексы при kik опущены,  так как при последующем 
детальном рассмотрении в них нет необходимости. 

Функция f (s ) , рассматриваемая как сопротивлен�е. в соответ
ствии с вицом ур-ний (VI I .6) , (VI l .7) или (VI l .8 ) характеризует 

с= l либо емкость, либо параллель-2 ный LC контур, либо индуктив-
о-Jt-о o--fYY"\-o ность (рис. VI l .2) . Очевидно, 

t. = '  не представляет труда и реали-С = •  
t..=4 зация постоянного веществен-

!J, 

Рис. V/1.2 
ного положительного множите
ля при f (s) . Так, если сопро
тивления Т-образной цепи, изо

бр аженной н а  рис. VI l . l ,  записать в виде 
ZA = af (s) ;  z8 = bf (s); Zc = cf (s) , (VII . 1 0) 

где а, Ь и с - положительные, вещественные числа ,  тогда очевид
но, что эта Т-образная цепь физически реализуема и легко выпол
нима, как только становятся известными численные значения 
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коэффициентов. Для всей цепи, показанной на рис. VI l . l , непосред
ственно можно найти : 

z11 = zA + zc J Z22 = n
2

(z8 + zc) . 

Z12 = nzc 

Эти сопротивления необходимо отождествить с 
щими элементами матрицы (VI l .9) ,  т; е. 

ki1 = a + c; k22 = n
2
(b + c); k12 = nc. 

(VII . 1 1) 

соответствую-

(VII . 1 2) 
Решая ур-ния (VI l . 1 2) относительно коэффициентов а, Ь и с, 

получим 
k 

k12 ь k22 ki2 
а =  н - - ;  = --- ; 

п ns п 
k12 

С = - . 
п 

(VII . 13) 

Поскольку коэффициенты должны быть положительными ,  то 
прежде всего очевидно, что коэффициент трансформации п идеаль
ного трансформатора будет иметь тот же знак , что и вычет k 12. 
Таким образом, удовлетворяется условие . 

или 
k11 >- �  и k22 >- l n l · l k12 I ,  (VII . 1 4) 

l n \ 

(VII . 1 5) 

Неравенство (VI l . 1 5) устанавливает пределы возможных изме
нений коэффициента трансформации идеального трансформатора , 
причем, для того чтобы оно выполнялось, необходимо и достаточно 
соблюдать условие 

1 ki2 I - k22 
k2 - k k -- � --] или 1 2 � 11 22 · 

k11 1 ki2 
(VII . 1 6) 

Нетрудно видеть, что последнее неравенство удовлетворяет усло
вию вычетов, определяемому выражением (VI I . l ) .  

Следовательно, матрица (VI l .9 )  всегда реализуется в виде 
цепи,  приведенной на  рис. VI l . l , а последовательное соединение 
таких цепей реализует данный ряд сопротивлений, определяемых 
ур-ниями (VI I .2 ) . Сопротивления Т-образной цепи, показанной на 
рис. VI I . l , представляют собой один из трех элементов, изображен
ных на рис. VI l .2 ,  умноженный на соответствующий коэффициент, 
как это следует из выражения (VI l . 10 ) . Таким образом, по крайней 
мере формально, мы рассмотрели метод синтеза реактивных 
четырехполюсников и доказали, что необходимые условия реали
зуемости, отмеченные в главе 1 1 , .являются также и достаточными. 

Когда условие вычетов (VI l . l )  выполняется со знаком неравеп-
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ства, то согласно ур-нию (VI l . 1 5 ) теоретически возможно беско
нечное множество величин коэффициента трансформации идеаль
ного трансформатора .  Представляют интерес два предельных 
значения рассматриваемого диапазона  изменения п, при которых 
Т-образная цепь, приведенная н а  рис. VI l . l ,  вырождается в Г-об
разную цепь, а именно при 

\ n \ = � ;  
ki1 

а = О; ZA = O (VII . 1 7) 
и при 

\ n \
= 

1 �: 1  ; 
Ь = О; Zв = О. (VII . 1 8) 

Если условие вычетов (VI I .  l )  выполняется со знаком равенства, 
то ZA и zв будут равны нулю, а четырехполюсник, реализующий 
матрицу (VI l .9) , вырождается в идеальный трансформатор, шун
тированный со стороны входа параллельным сопротивлением z0• 

При реализации цепи, показанной на  рис. VI I . l ,  в ряде случаев 
идеальный трансформатор не требуется. Так, если вычет k 1 2 в 
соответствующем полюсе положительный и если 

k11 � k1s � О и k22 � k12• (VII . 19) 
то по условию (VI I . 1 5) коэффициент трансформации п можно 
выбрать равным + 1 и обойтись без идеального трансформатора .  

- -� 

Рис. Vll.8 

При совместном удовлетворении данного условия для всех полюсов 
в процессе синтеза получают Т-образную цепь, приведенную на  
рис. VI I .3. Однако такой случай не представляет практического 
интереса, поскольку условия (VI l . 1 9 )  являются настолько жестки
ми, что не удается получить достаточно приемлемых характеристик. 
Из рис. VI I .3 нетрудно увидеть, что условия (VI l . 1 9) эквивалентны - 189 -



условию реализации сопротивлений z1 1  - z12 и z22 - Z121 а также 
сопротивления z1 2 в виде входных реактивных функций. 

В большинстве практических приложений, где применяются 
реактивные цепи, сопротивление передачи не может иметь те же 
свойства, что и входное реактивное сопротивление. Тем не менее 
в подобных случаях использование · идеальных трансформаторов не 
требуется . 

Рассмотрим цепь, изображенную на  рис. VI I . l ,  у которой 
функция f (s )  определяется ур-нием (VI l .7) ,  и выберем коэффици
ент трансформации идеального трансформатора  исходя из усло
вия (VI l . 1 8) , т . е . при zв = О. Полученная цепь показана на  
рис. VI l .4a .  Идеальный трансформатор и параллельную индуктив
ность Lc можно замени�ь парой взаимосвязанных индуктивностей 

1 
Сд =;а б) nLc 

�''[·о-------Иg. :rrp-P 
Рис. Vll.4 

и, таким образом, получить цепь, приведенную на  рис. V I l .4б . 
Аналогично можно поступить с идеальным трансформатором в це
пи, где функция f (s) представляет индуктивность, а не чистую 
емкость, та же функция которой определяется выражением (VI l .6 ) . 
В данном случае, чтобы избежать необходимости использования 
идеального трансформатора, обычно допустимо изменить уровень 
сопротивления, например, на  выходных зажимах общей цепи .  Это 
равноценно умножению Z1 2 на коэффициент т, а z22 на т2• Приме
нительно к разложепиям,  определяемым ур-ниями (VI I .2 ) ,  т нуж
н о  выбрать так, чтобы выполнялось соотношение 

k(O) ........ m2k(O) - mk(O) > о  1 1 -:;::;- 22 - 1 2 • (VII . 20} 
Соответствующая емкостная цепь н а  рис. VI l . l  будет тогда 

представлять собой просто Г-образную цепь без идеального 
трансформатора .  Если на остальные члены в р азложениях (VI I .2 ) 
наложить ограничение, согласно которому в цепи отсутствует 
идеальный трансформатор (см. эквивалентную схему н а  рис. V I I .4) ,  
то полная реализация з аданной функции Zik (за исключением из
менений уровня выходного сопротивления) принимает вид, 
показанный на  рис. VI I .5. 

В результирующей цепи не используются идеальные трансфор
маторы, но пары взаимосвязанных индуктивностей в параллельной 
ветви сильно связаны ( все коэффициенты связи р авны единице) . 
Однако эту связь можно ослабить, если в последовательную ветвь. 
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цепи включить индуктивность, которую затем объединить с первой· 
индуктивностью параллельной ветви .  

Благодаря добавлению индуктивности сильная связь, существо
вавшая ранее в верхней паре индуктивностей параллельной ветви 
цепи, ослабляется. Указанный эффект в равной степени возможн�· 
трактовать как наличие у правои индуктивности в дополнительнои. 
паре некоторой избыточной индуктивности по сравнению с индук
тивностью при сильной связи. Для того чтобы уменьшить связь во · 
всех индуктивно связанных парах, эту избыточную индуктивность 
можно р аспределить среди всех правых катушек. Однако если за
данное сопротивление Zili не  имеет полюса в точке s = оо ,  при ко-

�о--

Рис. VJJ.5 

тором условие вычетов выполняется со знаком неравенства ,  то
описанный способ уменьшения сильной связи неприемлем. 

Из рассмотрения структурной схемы, изображенной на 
рис. V I l .5 ,  очевидна аналогия с формой реализации входного реак
тивного сопротивления (или реактивной проводимости) , получае
мой посредством его разложения на  элементарные дроби. Точно· 
также можно распространить на четырехполюсники процесс на
хождения другой формы Фостера, получаемой с помощью разложе
ния н а  элементарные дроби соответствующих функций реактивной 
проводимости. Входные и передаточная проводимости У1 1 , У22 и У12, 
имеющие те же свойства, что и сопротивления z1 1 ,  z22 и z12, разла
гаются на  элементарные дроби аналогично функции сопротивлений. 
в ур-ниях (VI I .2) . Все этапы синтеза дуальны тем, которые описаны 
для сопротивлений, причем типовой схемой (дуальной схеме, при
веденной на рис. VI I . l )  является П-образная цепь, соединенная 
каскадно с идеальным трансформатором. Полная реализация имеет 
вид параллельно соединенных четырехполюсников . - 19 1 -



На рис. V I I .6 показана окончательная цепь, полученная при 
разложении функции проводимости. При этом уровень проводимо
сти на одной паре зажимов изменен так, чтобы исключить из 

1 .  Иg. тр-р 

Полюс 1 s =O 

111. тр-р 
Рис. V/1.6 

г-1 ..... 1 --- - - -,  

Рис. Vll.7 

компонентной цепи, об
л адающей возможным 
полюсом в точке s = 

= оо ,  идеальный транс
форматор, а коэффи
циенты трансформации 
идеальных трансфор 
маторов остальных 
компонентных · цепей 
выбираются таким об
р азом, чтобы в резуль
тате получить Г-образ
ные структуры, как это 
видно из рисунка. Па
р аллельная индуктив
ность Г-образной цепи 
(ей соответствует по
люс в точке s = О) , бу
дучи пересчитана во 
вторичную (правую) 
обмотку смежного с 
ней идеального транс
форматора ,  оказывает
ся подключенной па
р аллельно всем идеаль
ным трансформаторам 
и, следовательно, мо
жет быть р аспределе
на между ними. Каж
дый идеальный транс
форматор с соответст
вующими последова
тельной и параллель
ной индуктивностями 
можно затем преобр а
зовать в пару взаимно 
связанных индуктивно
стей с коэффициентом 
связи меньше единицы. 

На рис. VI I .7 изображен вариант результирующей цепи (ер. с 
цепью, показанной на рис. VI l .5) . Здесь вновь очевидна аналогия 
с формой Фостера для двухполюсника. 

Поясним этот метод синтеза численным примером. Выберем 
следующий ряд сопротивлений : - 192 -
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� · (VII . 2 1 )  

Здесь множители полюсов и нулей сопротивления z1 1 выбраны 
произвольно. Числитель полинома z12 хотя выбирается простым, 
тем не менее иллюстрирует обычное откло-
нение от известной картины чередования по
люсов и нулей входных сопротивлений це
пей без потерь. В данном примере сопротив
ление z22 связано с другими двумя сопро
тивлениями. Для этого после разложения 
сопротивлений z1 1 и Z12 на элементарные 
дроби их вычеты выбираются таким обра
зом, чтобы в каждом полюсе условие выче
тов выполнялось со знаком равенства .  

Используя приведенные р азложения на 
элементарные дроби, нетрудно построить 
результирующую цепь (рис. VI I .8) . Она со
ответствует цепи, показанной на рис. VI I .5. 
Здесь последовательная ветвь схемы отсут
ствует, потому что для всех полюсов, вклю
чая полюс в точке s = оо ,  условие вычетов 
выполняется со знаком равенства. Таким 

2 

2 J 

гН, rр 
Рис. VJI.8 

обр азом, все индуктивно связанI;Iые пары катушек имеют сильную
связь. 

Реализуем теперь тот же ряд сопротивлений, используя метод 
узловых напряжений. Для того чтобы найти соответствующую про
водимость Yik, необходимо сначала составить определитель z цепи. 
В связи с этим важно отметить, что при выполнении для всех 
полюсов условия вычетов со знаком р авенства определитель z цепи 
будет иметь только простые полюсы, несмотря на то, что он является 
квадратной функцией полинома Zik· Если в выражении z 1 1z22 - z f 2 

подставить соответствующие разложения на  элементарные дроби, 
определяемые ф-лами (VI l .2 1 ) ,  то все члены, содержащие множи
тели знаменателя типа (s2 + 1 ) 2 или (s2 + 3) 2, сокращаются и 
останутся только члены, содержащие простые множители ( s2 + 1 ) . 
или .  (s2 + 3) .  Поэтому можно сказать, что при выполнении для 
всех полюсов условия вычетов со знаком равенства определитель 
цепи z будет иметь только простые полюсы и, наоборот, если этот 
13 Заказ 49 - 193 -



определитель имеет только простые полюсы, для всех полюсов ус
ловие вычетов должно удовлетворяться со знаком равенства. 

Разность между произведением полиномов числителей z1 1  и z22 
и квадратом полинома числителя z12 должна делиться на множи
тели (s2 + 1 )  и (s2 + 3) . Таким образом, находим 

и, следовательно, 
3s4 + 1 34s11 + 132 

У11 = ( 44 ) 
1 52s s2 + 19 

3 (sll + 2) (s• + 4) 
У22 = ( 44 ) 

1 52s 
.
s11 + 19 

152s11 (s• + *) 
3 (�1 + 1 ) (sll + 3) 

� + 0 , 46l s + � 
352s n 44 152 

s· + -
19 

� + 0 , 00445s + �  
352s n 44 152 

s· + -
19 _ -3sз _ О + 0 , 0453s Yis - ( 44 ) -

44 
3s 
1 52 

152 s11 + -- s11 + --
19 1 9  

(VII . 22) 

(VII . 23) 

Реализация, соответствующая цепи, приведенной на рис. VI I .6. 
принимает вид ц�пи, показанной на рис. VI l .9a .  Две первые состав-

а} ;h= о.01в.1 d) 0,0101 

" 1,44 
lH, QJ 

Рис. Vll.9 

ные цепи не имеют параллельных ветвей потому, что условие 
вычетов для полюсов этих цепей выполняется со знаком равенства .  
Поскольку проводимость передачи не имеет полюса в точке s = о.  
в третьей составной цепи отсутствует последовательная ветвь, ко
торой соответствовал бы указанный полюс. Идеальный трансфор
матор с соответствующими последовательной и параллельной 
индуктивностями можно легко преобразовать в пару взаимно свя
занных индуктивностей (рис. VI l .9б) , при этом коэффициент связи 
оказывается равным 0,25. Такая форма реализации не только про-
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ще, чем форма, полученная методом контурных токов (см. 
рис. VI l .8) , но имеет также большее практическое значение, так 
как в ней исключаются сильно связанные индуктивности. 

Vll.2. Испоnьэование скрещенных цeneji при синтезе 

На практике встречаются случаи, когда требуется синтезиро
вать четырехполюсник без потерь по двум сопротивлениям z1 1 и z12 
либо z22 и z12, либо только по одному сопротивлению передачи z12. 
Подобные задачи синтеза решаются легче, чем рассмотренные вы
ше, благодаря тому, что неизвестное сопротивление (или сопротив
ления) можно выбирать так, чтобы ускорить процесс синтеза . 
Всегда возможно составить зависимости, связывающие соответ
ствующие функции неизвестных сопротивлений таким образом, 
чтобы при любых выбранных значениях их вычетов выполнялось 
условие вычетов . Другими словами, если разложить на элементар
ные дроби сопротивления z1 2  и z1 1  (или только Z12, если задана 
лишь эта функция ) ,  то нетрудно записать разложение на элемен
тарные дроби и выражения для сопротивления Z22 или же Z1 1  и 
Z22 (при произвольно выбранных значениях вычетов, удовлетворяю
щих условию вычетов) . Следует, разумеется, учесть, что в данном 
условии произвольно выбирается либо знак равенства, либо знак 
неравенства в зависимости от того, какой выбор приводит к окон
чательной цепи, наиболее удовлетворяющей поставленным требо
ваниям .  

В задачах такого рода в качестве исходной для расчета можно 
использовать симметричную скрещенную цепь, поскольку выбор 
неизвестных сопротивлений произволен и нет никаких причин, 
препятствующих этому выбору сопротивления из условия z1 1 = z22. 
В свою очередь, такое решение позволяет получить указанную 
структуру цщш. Следовательно, если заданы сопро:гивления �z1 1 и 
Z12 и если во всех полюсах k 1 1 � 1 k12 I , то можно выбрать Z22 = Z1 1 . 
Это, очевидно, не нарушает условия вычетов. З аметим ,  однако, что 
в случае невыполнения во всех полюсах соотношения k1 1 � 1 k12 I 
нельзя выбирать Z22 = z1 1 . По этой причине невозможна и реализа
ция в виде симметричной цепи .  Наиболее экономичная симметрич
ная цепь получается, когда во всех полюсах k1 1  = 1 k 12 I . 

;проиллюстрируем данный метод, допустив, что из функций, 
определяемых выражениями (VI I .2 1 ) , известна только функция z12• 
Тогда нет необходимости записывать соответствующие разложения 
для неизвестных сопротивлений (z1 1 = Z22) , полагая, что в различ
ных полюсах k 1 1  '= k22 = 1 k12 I .  Можно просто использовать выра
жение для сопротивления передачи скрещенной цепи [см. 
уравнение (Vl .44 ) ] 

13"' 
1 

Z12 = - (zь-Za) 2 
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и отнести положительные слагаемые разложения z12 на элементар-
� z ные дроби к члену - , а отрицательные - к члену .....!!.. • Приме-2 . 2 

няя этот способ к сопротивлению z12, определяемому соответствую
щим выражением системы (VI l .2 1 ) ,  получаем : 

s z6 = -- + 2s; 
s8 + 1  

9s 
Za = -- . 

s8 + 3 

(VП . 25) 

(VII . 26) 

Скрещенная цепь для данного случая показана на  рис. VI l . l Oa .  
Заменив ветвь zь другой схемой Фостера, как показано на 
рис. VI I . l Oб, можно согласно методу, рассмотренному в § VI .5, 

Рис. Vll. 10 

легко осуществить преобразование этой скрещенной схемы в экви
валентную неуравновешенную цепную схему, изображенную на 
рис. VI I . l Oв. 

Если уровень выходного сопротивления не играет никакой роли,  
то во всех полюсах всегда выполнимо условие k 1 1  ;;;;::::= 1 k 12 I при ум
ножении z12 на постоянную (это эквивалентно подключению на  
выходные зажимы цепи идеального трансформатора) . Так, если в 
соответствующем уравнении системы (VI l .2 1 )  умножить z12 на 

1 коэффициент g' то 

3 1 ) 

Z11 = -
1 

(z; + z ') = -
2 - + -2 - + s 

- s - s 

l 2 а s•
1
+ � s•� : J , . 1 

( 
, ') 

18 2 + 1 
Z111 = - z6 -z = ----- - S 

2 а s2 + 1  s3 + 3 9 
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откуда 

и 

14 - s 
z ' = -9- + ....!.0.. s ь s2 + l 9 (VII . 28) 

(VII . 29) 

Сравнение выражений (VI I .28) и (VI l .29) с ур-ниями (VI l .25) и 
(VI I .26) показывает, что 

13 - s ' zь 9 8 z = - + -- + - s· ь 9 s2 + 1 9 ' 
1 3 - s , Za 9 8 z = - + -- + - s. а 9 s2 + 1 9 

(VII . 30) 

(VII . 3 1 ) 

Первые члены в последних выражениях реализуются посредством цепи, изображенной на рис. VI I . 1 0, при условии, что они 
1 , 

умножаются на коэффициент - . Два других члена, общие для 9 сопрот.ивлений z � и z� , представляют собой реактивные сопротив-
ления, которые в соответствии со свойством скрещенной цепи (см. 
рис. Vl . lOa) можно со- . 9 единить последовательно 8 � 73 .§. с входными и выходны- 9 9 
ми зажимами. Следова
тельно, реализация скре
щенной цепи, имеющей 
сопротивления, опреде
ляемые выражениями 
(VI I .30) и (VI l .3 1 ) ,  после 
преобр азования в эквива
лентную неуравновешен-

гн,rр  

Рис. VIl. 11 

ную цепь приводит к цепи, изображенной на рис. VI 1 . 1 1 . Поскольку 
сопротивление Z22, по-видимому, не представляет интереса, так как 
в задаче считаются известными только z1 1 и z12, то дополнительную 
последовательную ветвь в правой части цепи можно опустить. 

Выше было установлено, что цепь, приведенная на рис. VI l . 1 1 ,  
реализует сопротивления, определяемые ф-лами (VI l .27) ,  в пред
положении, что Z22 = z1 1 •  Для указанных входного сопротивления и 
сопротивления передачи условие вычетов выполняется со знаком 
равенства только для пары комплексно-сопряженных полюсов в 
точке s = ± j 1/3. Для двух других полюсов условие вычетов вы
полняется со знаком неравенства, так сказать с «некоторым 
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запасом надежности» (margin of sa fety) . Этот запас приводит к 
появлению дополнительных последовательных сопротивлений с обе
их сторон цепи (см. рис. VI l . 1 1 ) . Если нет особых причин, требую
щих выполнения условия вычетов со знаком неравенства ,  то 
введение запаса надежности не рекомендуется, поскольку тогда в 
цепи появляются дополнительные элементы и, следовательно, цепь 
не является наиболее экономичной. в отличие от инженеров
строителей мостов, которые вводят запасы лрочности для получе
ния лучших конструкций ,  инженеры-проектировщики цепей отка
зываются от введения подобных запасов, так как при синтезе 
электрических цепей наилучшие результаты обычно получаются, 
когда необходимые и достаточные условия для реализуемости це
пей выполняются без всякого запаса 1 • 

Vll.3. Синтез одноrо входноrо сопротивnения 
каскадным (цепным) соединением 

Когда известны только одно входное сопротивление и сопротивле
ние передачи, то возможен другой метод синтеза, при котором 
получают неуравновешенную цепную схему. Построение входного 
сопротивления можно осуществить таким образом, что если выход
ная пара зажимов соединяется с противоположным концом цепной 
схемы, то результирующее сопротивление передачи будет иметь 
требуемые нули, а его полюсы автоматически будут такими же, как 
и полюсы заданного входного сопротивления (предполагается, что 
вырожденные цепи, препятствующие удовлетворению указанного 
условия, не допускаются ) .  Мы говорим об этом процессе, как о 
построении входного сопротивления, при котором имеет место уп
равление нулями сопротивления передачи. 

Управление нулями сопротивления передачи цепной схемы ос
новано на первоначальном логическом наблюдении, показывающем 
что такие нули, н азываемые также нулями передачи ( zero of 
transmission) , получаются либо когда последовательная ветвь цеп
ной схемы эквивалентна схеме, находящейся в режиме холостого 
хода, либо когда параллельная ветвь эквивалентна цепи, находя
щейся в режиме короткого замыкания. Это условие является необ · 
ходимым для получения нулей передачи, однако оно не всегда до
статочно. Сопротивление передачи цепной схемы не обязательно 
равно нулю в тех случаях, когда сопротивление последовательной 
ветви равно бесконечности или же сопротивление параллельной 

1 Это замечание автора справедливо, если не предъявляются дополнительные 
требования к чувствительности или надежности. В ряде случаев для уменьшения 
чувствительности приходится вводить дополнительные - избыточные элементы. 
Аналогично обстоит дело и при необходимости повышения надежности. Иными 
словами, за уменьшение чувствительности и повышение надежности приходится 
платить введением избыточности, в частности, по числу элементов, т. е. отходить 
от того, что автор называет «наилучшим результатом:. (прим. ред.) . • - 198 -



ветви равно нулю. Действительно, если данное условие выполняет
ся на какой-либо частоте, на которой сопротивление передачи 
части цепи, расположенной справа или слева от этой ветви, имеет 
полюс, то сопротивление передачи всей цепи будет конечным и 
·ОТЛИЧНЫМ ОТ нуля. 

В § 1 1 1 .4 было показано, что преобразование входного реактив
ного сопротивления в цеnную схему можно осуществить различ
ными способами, используя выделение полюсов из заданного 
сопротивления и его последующих инвертированных остатков . Там 
было показан� также, что в тех случаях, когда вместо полного 
устранения полюсов производят только их частичное выделение, 
этот процесс может дать в результате еще большее разнообразие 
реализаций цепей . При выделении полюса из сопротивления для 
получения последовательной ветви в соответствующей цепной схе
ме сопротивление ветви будет бесконечным на частоте полюса. 
При выделении полюса из проводимости с целью получения парал
.лельной ветви сопротивление ее будет равно нулю на соответ
ствующей частоте полюса. Однако сопротивления таких ветвей на 
соответствующих критических частотах не создают _нулей передачи 
полной цепной схемы, если они образуются путем ч а с т  и ч н о г о  
выделения полюсов. Дело в том ,  что в данном случае оставшаяся 
после выделения какого-либо полюса функция все еще содержит 
этот полюс, а поэтому его содержит и сопротивление или проводи
мость передачи оставшейся цепной схемы, что позволяет осущест
вить дальнейшее разложение указанной функции-остатка. Для 
рассматриваемой критической частоты соответствующая последо
вательная или параллельная ветвь обязательно представляет собой 
бесконечные сопротивления или проводимость. Однако напряжение 
или ток в этой ветви также будут равны бесконечности, поэтому 
обе особые точки (или полюсы) будут простыми. Следовательно, 
общая передаточная функция не будет иметь критической точки на  
указанной частоте. 

Отмеченное обстоятельство позволяет управлять получением 
нулей передачи цепной схемы, соответствующей разложению вход
ной реактивной функции .  Действительно, если требуется получить 
нуль передачи, то необходимо полностью выделить соответствую
щий полюс; если же получение такого нуля на заданной частоте 
полюса не требуется, то необходимо просто сохранить часть этого 
полюса в оставшейся функции. 

При рассмотрении процесса образования цепной схемы мы ви· 
дели, что выделение полюса (либо полное, либо частичное) приво· 
дит к сдвигу нулей, которые превращаются в полюсы инвертиро
ванной оставшейся функции. Поскольку указанным способом 
можно сдвинуть полюс в любое требуемое положение (используя 
при необходимости два или больше последовательных этапа сдви
га) , то становится ясно, что образование заданной входной функ
ции можно осуществить так, чтобы получить любое требуемое 
распределение нулей передачи. - 199 -



Для иллюстрации сказанного обратимся к функциям z1 1  и Z121 
представленным соответствующими выражениями системы ур-ний 
(VI l .2 1 ) .  Все нули рассматриваемой передаточной функции лежат 
в точке s = О. Поэтому требуемые нули · передачи получаются за 
счет полного выделения полюсов в этой точке из сопротивления z1 1 
и (или) его последующих инвертированных остаточны4 функций, 
образуемых в процессе непрерывного разложения пятью этапами 
(поскольку нули полинома z12 в точке s = О пятого порядка) .  Дан
ный процесс аналогичен процессу разложения в одну из канониче
ских цепей по Кауэру. Вычисление дает 

3 
8s 

8s + бsB + s' 1 3+ 4s' + sll 

3+- s• +- sll -9 

з 
1 32 

4 8 7s 

22 1 7 
5 

-ss+ s6 -s11 +- sll 
7 4 8 

- s8+- s4 -7 49 1 968 
4 88 2 ls 

-s4 -ss + s' 
з 1 22 
44 7 

� s8 1..!. 7 44s 

s&l �s4 ° 

(VII . 32) 
Результирующая цепь показана на  рис. VI I . 1 2a. На этом ри-

8 88 44 7 21 сунке L1 = - ; L8 = - ; L5 = - ; С2 = - и С4 = - . З j  49 3 · 32 968 
Поскольку при описанном методе имеется уверенность, что со

противление z12 будет иметь требуемые полюсы и нули, то не тре
буется контроля постоянного множителя, соответствующего этой 
функции. Однако, не прибегая к �е полному вычислению, из окон
чательной цепи легко найти постоянный множитель. Из рис. VI l . 1 2a 
видно, что для очень высоких частот схема вырождается в одну 
параллельную индуктив•ость, обратную величину которой можно 
найти из соотношения _1_ + _1_ + _1_ = � +  � + -3- =  1 .  L1 L3 L" 8 88 44 (VII . 33) 
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Следовательно, при s -+  оо Z12 -+ s, что совпадает с соответствую
щим поведением сопротивления передачи из системы (VI l .2 1 ) . По
этому приведенная схема дает точное значение постоянного множи
'l:еля для функции z12. 

Он может быть найден и другим способом, который легко 
уяснить и� рассмотрения асимптqтического поведения функции z12 
при s -+  О. Предположим, что на  выходе схемы напряжение равно 

1 1 в, тогда ток, протекающий по индуктивности L5, составляет , 
L5S 

1 1 создавая на  емкости С4 напряжение, равное - - и близ.-
L5s C4s 

кое по величине напряжению на  индуктивности L3• Следовательно. 
ток, протекающий по этой индуктивности, равен 1 1 1 и 

а} Cz 
11 lь, {j .Е � t� it Е]� 6):!+ +f II zн,tp 

Рис. Vll. 12 

почти равен току, протекающему через емкость С2, так как сопро
тивление ветви L3 значительно меньше, чем сопротивление ветви С4• 
Продолжая доказательство, можно видеть, что 

о 11 1 1 при s � -- = - � -----
Ев Z12 L1C2LaC4L6s5 

(VП . 34) 

Подстановка величин элементов цепи, изображенной на 
рис. VI l . 1 2a ,  дает 

о 8 7 88 21 44 5 s5 (V 35 при s � z12 � З Х З2 Х 49" х 968 Х 3 s = 3 . 1 1 . ) 

Сравнив полученный результат с соответствующим выражением- из 
системы (VI l .2 1 ) ,  убеждаемся, что снова получился требуемый 
постоянный множитель. 

В рассмотренном простом примере получается такая же функ
ция z22, как и приведенная в системе (Vl l .2 1 ) .  Это нетрудно 
установить, если по разложению функции z22, определяемой соот-
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ззетствующим выражением из указанной системы, построить цепную 
-схему, как это было выше проделано для функции z1 1 • В резуль
'Тате получается цепь, показанная на рис . VI l . 1 2a , в чем читатель 
может убедиться самостоятельно. Таким образом, рассматривае
'МЫЙ четырехполюсник полностью эквивалентен цепям, изображен
ным на рис. VI l .8 и VI l .9 .  Полученный результат весьма интересен, 
-его нельзя предвидеть заранее, если не известны свойства р азложе
ний в цепную схему. Частично ввиду перечисленных причин целесо
·образно располагать несколькими методами синтеза для одного и 
·того же типа задач, поскольку при этом можно получить р азличные 
решения, из которых затем выбрать наиболее подходящее с точки 
зрения практических или каких-либо иных сообр ажений .  

В качестве примера р ассмотрим функцию z1 1 из системы 
-ур-ний (VI l .2 1 )  и новую функцию z12, измененную таким образом, 
чтобы в точке s = О был нуль третьего порядка, т . е . функцию вида 

Z12 = (s2 + l ) (s2 + 3) • 
58 (VII . 36) 

Из этого выражения видно, между прочим, что числитель функции 
нельзя выбрать равным s4 или s2, поскольку он должен быть нечет
ным полиномом при четном полиноме знаменателя . Новая функция 
z12 имеет три нуля в точке s = О и один - в точке s = оо .  

Разложение функции z1 1 можно начать аналогично р азложению, 
рассмотренному в предыдущем примере, но процесс нужно прекра
тить после трех этапов. Функцию-остаток необходимо разложить 
таким образом , чтобы нуль передачи получился в точке s = оо. Со
.гласно разложению (VI l .32 ) , этим остатком является сопротив-
.ление 

2 22 5 + -7- 44s 968 z' = = -- + -- .  
3 3 2 1 s -- s 
44 

(VII . 37) 

Полученная часть цепи состоит из ветвей L1 , С2 и L3 цепи, 
11риведенной на рис. VI I . 12a .  Так как сопротивление передачи дан
ной части цепи имеет полюс в точке s = оо (что можно увидеть 
непосредственно) , то при выделении из функции z' полюса в точке 
s = оо (в виде последовательной ветви) нуль передачи н а  этой 
•частоте не создается . Он образуется при выделении из последую-
щего инвертированного 9статка (проводимость :�) полюса в 
·точке s = оо (в виде параллельной ветви ) .  На  этом процесс обра
зования цепи заканчивается. 

Полученная цепь показана на рис. VI l . 1 2б ,  где величины эле
ментов совпадают с соответствующими величйнами элементов цепи 
на рис. VI l . 1 2�. Очевидно, что последние два элемента, С4 и L5, 
111росто поменялись местами. Рассматривая асимптотическое поведе-
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ние для s -r О или s -r оо , можно установить, что цепь, изображен
·ная на рис. VI l . 1 2б ,  реализует сопротивление передачи (VI I .36) с 

22 постоянным множителем - .  7 
Другой подход в решении той же задачи синтеза заключается 

в том, чтобы начало разложения функции z1 1 было таким ,  при ко
тором получается нуль передачи в точке s = оо. Поскольку z1 1 
имеет полюс в этой точке, можно начать разложение с выделения 
·его, т . е . выделения последовательной ветви . Однако снова данный 
этап не даст нуля в сопротивлении передачи, поскольку предпола
гается, что на входе цепи включен источник тока. Поэтому, прежде 
чем перейти к выделению полюсов в точке s = О, необходимо про
.делать второй этап в процессе р азложения. Запишем процесс 
вычисления :  

s 
s• + 4s2 + 3 1 s6 + 6s8 + Bs 

s6 + 4s3 + 3s 1 f 
2ss + ss 1 s4 + 4s2 + 3 

5 
s• + - s2 

2 

3 
5s 

3 5s + 2s3 l 3 + - s2 
2 

з + - s2 -6 1 · 50 
5 Зs 

_!_ s8 1 5s + 2s3 1 0  
5s 1 -з 

20s 

2sэ I .!.. s2 10  

(VII . 38) 

(VII . 39) 

Выражение (VI l .38) относится к первым двум этапам в разло
жении, дающем нуль передачи в точке s = оо ;  выражение (VI l .39) 
относится к трем последним этапам, когда для получения трех 
требуемых нулей функции z12 в точке s = О выделяются полюсы в 
этой точке. · 

Результирующая цепь для данного разложения изображена на 
рис. VI l . 1 2в . Рассмотрение ее асимптотического поведения при 
s -r  О или s -+  оо показывает, что сопротивление передачи (VI I .36) 
реализуется в этом случае с постоянным множителем, равным 2 .  
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В качестве дальнейшей иллюстрации метода образования цеп
ной схемы рассмотрим сопротивления : 

z _ _  ('--s2_+_1-'-)""'"(s2_+--'9)'-
11 - s (s2 + 4) (s2 + 16) 

(s2 + 25) (s2 + 36) Ziz = s (s2+4) (s2 + 1 6) • 

(VII . 40) 

(VII . 4 1)  
' 

Очевидно, что сопротивление передачи, помимо нуля в точке 
s = оо имеет некоторые конечные нули, отличные от нуля .  В соот
ветствии с порядком, при котором мы получаем нули передачи, 
здесь возможны различные цепные схемы. Начнем с получения 
нуля передачи в точке s = оо, дЛЯ чего выделим параллельную ем.
кость. Это, разумеется, можно сделать, поскольку проводимость 

1 у1 = - имеет полюс в точке s = оо.  Непосредственно находим., 
Z11 что вычет этой проводимости в точке s = оо равен 1 , и, 1Гаким. об

разом, первой ветвью цепной схемы является параллельная емкость 
С1 = 1 .  (VИ.42) 

Остаток имеет вид 
1 0s (s9 + 5 , 5) У2 = Yi-S = 

(s• + l) (ss + 9) 
(VII . 43) 

Графики на  рис. VI l . 1 3a ,  б ,  в иллюстрируют процесс образо
вания цепи на данной первоначальной ступени разложения. На 
рис. VI I . 13a показана заданная функция реактивного сопротив
ления z1 1 , а на рис. VI l . 1 3б - обратная ей, т. е. реактивная прово-
димость у1 = -1- ,  имеющая полюс в точке s = оо. Вычет в этом 

Z11 полюсе равен наклону асимптоты, а он, в свою очередь, равен ве-
личине емкости с 1 •  Функция-остаток, у2, получающаяся после вы
читания асимптоты из функции у1 , показана на  рис. VI I . 1 3в, а 
обратная ей функция, реактивное сопротивление z2 = -

1- ,  изобра-У1 жена на  рис. VI l . 1 3г. 
Попробуем теперь получить нуль передачи на частоте s = ± j5, 

для чеrо необходимо сдвинуть нуль функции z2 в указанную точку 
с тем, чтобы инвертированный остаток имел в ней полюс. Как 
видно из рис. VI l . 1 3г, требуемое смещение нуля можно осущест
вить путем выделения соответствующей части полюса в точке 
s = оо , причем эта часть равна наклону прямой линии, проходящей 
через начало координат и точку на кривой z2 при частоте оо = 5. 
Используя выражение (VI l .43) , получим 

z ( "5) = (-25 +  1 ) (-25 + 9) 
2 1 

j50 (-25 + 5 , 5) 
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Наклон соответствующей прямой, равный индуктивности l2 
последовательной ветви цепной схемы, 

G} Z1, 

l2 = о . 394 = 0 ,0788 . (VII . 45) -5 

f 
1r

4-щ o--...-.rv-."------''YY"\....----� 

ен, tр 
Рис. Vll. 13 

Функция, оставшаяся после вычитания из функции Z2 соответ
ствующего индуктивного сопротивления, имеет вид 

l 0 , 2 1 2s• + 5 , 66s2 + 9 Zз = Z2 - 2S = 
1 0s (s2 + 5 , 5) 

. (VII . 46) 

Полином числителя в выражении (VI l .46) должен содержать 
множитель (s2 + 25) . Представив числитель в виде произведения 
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сомножителей, получим 
Za = (s' + 25) (0 , 2 12s11 + 0 , 36) (VII . 47) 10s (sll + 5 , 5) 

Обратная функция имеет полюс в точке s = 1± j5, который те
перь необходимо выделить. Следовательно, 

_1 = Уа ] -+ l Os [ s11 + 5 , 5 ] = 39 , 5s . (VII . 48), 
z8 s•-+-2 5  s2 + 25 0 , 2 12s2 + 0 , 36 s"=-25 s2 + 25 
Правая часть этого выражения представляет собой проводи

мость параллельной ветви, содержащей последовательное соедине
ние элементов 13 и сз с� значениями 

1 39 , 5 18 = -- = 0,0253; С8 =--= 1 ,58 . (VII . 49}• 39 , 5 25 
Графики функций z3 и Уз показаны на рис. V.1 1 . 1 3д и 

рис. VI I . 1 3e; график функции-остатка, полученной после вычита
ния проводимости (VI I .48) (выделение из функции Уз полюса в 
точке s = ±j5) , приведен на рис. VI I . 1 3ж. Аналитически операцию• 
вычитания можно представить следующим образом : 

39 , 5s s 
( 

1 0s1 + 55 
Уз- s• + 25 = s2 + 25 0 , 2 12s2 + 0 , 36 39 ,5) = 

s ( l , 63s2 + 40 ,  75 
) 

l , 63s = s2 + 25 0 , 212s2 + 0 , 36 = 0 , 21 2s1 + 0 , 36 = У4• (VII . 50)1 
Мы еще должны получить нуль передачи в точке s = 1± j6, для 

чего, как следует из рис. VI I . 1 3з, нужно выделить из сопротивле
ния z4 соответствующую часть его полюса в точке s = оо ;  при этом· 
нуль сопротивления сдвинется в точку ro = 6. Вычисляем 

_1 _ = z4 U6) = -0 , 2 1 2 · 36 + 0 , 36 = i0t743. (VII . 5 1 )• у, (j6) j6 · l , 63 
Соответствующая прямая линия, проходящая через начало ко

ординат п точку z4 (j6) ,  имеет наклон 
14 = о .�43 = 0, 1 24, (VII . 52) 

величина которого представляет собой значение последовательной 
индуктивности следующей ветви цепной схемы. Вычтем индуктив
ное сопротивление из сопротивления z4• Тогда 

s2 + 36 1 Zi; = Z4 - l4S = (VII . 53} 163s у5 
Проводимость у5 образует последнюю параллельную ветвь цеп

ной схемы. Она состоит из последовательного соединения элемен
тов [5 и с5 со значениями 

1 163 li; = - = 0,006 13 ;  Ci; = - = 4,47. (VII . 54) 1 63 36 
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Результирующая цепь, значения элементов которой определяются� 
выражениями (VI I .42) , (VI I .45) , (VI l .49) ,  (VI I .52) и (VI l .54 ) � 
показана на рис. VI I . 1 3и .  В ней параллельные ветви создают нули 
передачи в точках s = оо ;  s = •± j5 и s = ±j6. Последовательные· 
ветви соответствуют тем этапам процесса построения цепной схе
мы, которые необходимы для того, чтобы нули передачи прихо
дились на требуемые частоты. Эти этапы можно рассматривать как 
«сдвиги нулей» (zero-shifting) . Этапы, при которых выделяются 
параллельные ветви цепной схемы, изображенной на рис. VI l . 1 3и, 
рассматриваются как «создание нулей» (zero-producing) .  Процесс 
построения цепи состоит, таким образом , из чередования сдвигов 
нулей и создания нулей. 

На рис. V I l . 1 4  графически изображены этапы построения другой. 
цепной схемы, реализующей такие же функции (VI l .40) и (VI I .4 1  ) · 
(за исключением последней ветви) .  В отличие от предыдущей" 

. здесь сдвиг нулей осуществлен при помощи параллельных ветвей, 
а создание нулей - при помощи последовательных ветвей. 

На рис. VI l . 1 4a ,  как и на рис. VI l . 1 3б ,  показан график функ-
1 . ции у1 = -, но теперь мы не будем полностью выделять полюс в 
Z11 точке s = оо , а устраним лишь часть его с тем, чтобы сдвинуть 

нуль функции у1 из точки {J) = 4 в точку ro = 5. Такой сдвиг нулЯ! 
эквивалентен выделению параллельной емкостной ветви, в которой· 
величина емкости с1 равна наклону пунктирной прямой, проходя
щей через точку функции у1 (j5 ) при частоте ro = 5. График функ
ции-остатка У2, имеющей в этой точке нуль, показан на рис. VI I . 14б ,  
а график обратной функции z2  - на рис .  VI l . 1 4в .  

Следующий этап построения цепной схемы заключается в пол
ном выделении полюса функции z2 в точке ro = 5. В этом случае· 
создается нуль и выделяется последовательная ветвь в виде па-
раллельного контура l2c2, имеющего резонансную частоту ro = 5 . . 
График функции-остатка z3 для указанного случая изображен н� 
рис. VI I . 1 4г, а график обратной функции Уз  - на рис: VI I . 1 4д. На 
данном этапе процесса построения цепной схемы заканчивается . 
один цикл сдвига нуля ;  теперь снова необходимо сдвинуть нуль в :  
соответствующее положение, как  было сделано с первоначальной. 
функцией у1 , график которой приведен на  рис. VI I . 1 4a .  

На этот раз сдвинем нуль в точку w = 6 (второй требуемый ко
нечный нуль функции z1 2, отличный от нуля ) ,  для чего выделим 
часть полюса в точке s = оо . Такой шаг соответствует выделению 
второй параллельной емкости с3 и образованию функции-остатка 
у4 (рис. VI I . 1 4e) , которая имеет нуль в точке ro = 6. .Ясно, что · 
функция z4, обратная функции у4 (рис. VI I . 1 4ж) , имеет полюс в 
этой точке, при выделении которого появляется последовательная 
ветвь в виде параллельного контура l4c4 с резонансной g:астотой . 
(() = 6. 

Функция-остаток z5 имеет теперь в точке s = О только полюс; 
обратная ей функция является проводимостью, имеющей лишь.. - 207 -



один полюс в точке s = оо .  Полное выделение его, соответствующее 
появлению в конце схемы параллельной емкости с5, обеспечивает 
создание требуемого нуля передачи в точке s = оо (рис. V� l . 1 4з) 

aJ 

3) Zs 

11.J 

Г' 
Рис. V//. 14 

и завершает процесс построения цепного четырехполюсника. Ре
зультирующая схема изображена на рис. VI l . 1 4и. 

Интересно отметить, что структура ее была  получена без еди
ного вычисления. Возможность подобного построения структуры 
цепи (структурная часть синтеза )  только при помощи графиков 
соответствующих функций, как это было сделано на рис. VI l . 14 ,  
полезна на практике, так как экономит труд, затрачиваемый на 
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проведение вычислительных операций, особенно в процессе выбора 
оптимальной структуры, наилучшим образом удовлетворяющей по
ставленной задаче. 

Для дальнейшей иллюстрации гибкости данного метода синтеза 
вернемся к той точке процесса построения схемы, когда требуется 
выделением второй параллельной емкости с3 сдвинуть нуль к ча
стоте оо = 6 (рис. VП . 1 4д) . График проводимости Уз показан на  
рис. VI I . l бa .  Допустим, что на этом этапе производится полное 
выделение полюса в точке s = оо, что обеспечивается выбором 
емкости с3, равной наклону асимптоты. После выполнения указан
ных операций получится требуемый нуль передачи в точке s = оо ,  

а) о/ Уз � 

Рис. Vll. 15 

а графики функции-остатка у4 и обратной ей функции z4 будут 
иметь вид, показанный соответственно на рис. VI I . l бб и VI I . 1 5в .  

Далее сдвинем нуль в точку оо = 6, для чего выделим из схемы 
соответствующую последовательную индуктивность 14, величина 
которой равна наклону пунктирной прямой (см. рис. VI l . l бв ) , про
ходящей через точку z4 (j6) . После этого шага получим функцию
остаток z5 ( рис. V I I . l бг) , которая описывает поведение последова
тельного контура lsc5 с резонансной частотой оо = 6 .  Этот контур 
представляет собой конечную параллельную ветвь искомой цепной 
схемы и обеспечивает требуемый нуль передачи в данной точке. 

Полученная рассмотренным способом цепная схема показана на 
рис. VI l . 1 6 . Особенность ее состоит в том, что здесь процесс сдвига 
нуля обеспечивается и параллельной, и последовательной ветвями. 
Заметим,  что, в отличие от этой реализации, в двух предыдущих 
реализациях для тех же входного сопротивления и сопротивления 
передачи сдвиг нуля осуществлялся либо за счет параллельной, 
либо за счет последовательной ветвей. Таким образом, ветви с ,  и 
14 обусловливают сдвиг нуля, а остальные соответствуют требуе
мым нулям сопротивления передачи. 
14 Заказ 49 - 209 -



В приведенных примерах все необходимые сдвиги нуля обеспе
чивались посредством частичного выделения полюса в точке 
s = оо. Иногда может оказаться нужным выделить часть конечного 
ненулевого ПОJIЮСа или часть полюса в точке s = О. В таких случа
ях частичное выделение полюса приводит к тому, что все нули, 
расположенные по обе его стороны, будут двигаться в направлении 
к полюсу, или, иными словами,- притягиваться к нему. При этом 
под боЛее сильным влиянием оказываются нули, находящиеся в 
непосредственной близости от полюса, а не те, которые расположе
ны даJ1ьше от него. Следовательно, для того чтобы требуемая 
величина сдвига обеспечивалась без выделения слишком большой 

с2 части µолюса, сдвиг нулей обыч
но должен осуществляться з а  
счет ближайшего полюса 1 • 

Важно также отметить, что 

о Ic, Ic3 Jl:05 ����тв 
б::;:а:д:и;у�ыи 

ч�с�и::= 
• выделением следующего смежно

го полюса, однако эта трудность 
..._..,..__ ____ ___._____ легко преодолевается путем пере-

Рис. Vll. 16 хода к функции, обратной вход-
ной. Поскольку для сдвига нулей 

можно использовать либо последовательные, либо параллельные 
ветви цепной схемы, данная функция или обратная ей подходят в 
равной степени. Таким образом, нужный сдвиг нуля можно осу
ществить всегда при единственном ограничении, требующем, чтобы 
нули заданного сопротивления или проводимости передачи лежали 
на мнимой оси . Если же они расположены в комплексной плоско 
сти, то описанный метод синтеза непригоден. 

В связи с изложенным может возникнуть вопрос : как удостове
риться в том, что разложение входного сопротивления z1 1 продол
жается достаточно долго для получения требуемого числа нулей 
функции z12? Другими словами, может ли разложение z1 1  закон 
читься до того, как будут найдены все нули z12? Или же, после· то
го как это осуществится,- может ли при реализации остаться 
неразложенная часть функции z1 1 ? 

Разумеется, ответ на оба поставленных вопроса будет отрица
тельным. Анализ предыдущих примеров раскрывает причины 
такого заключения. Если числитель функции z12 представляет собой 
постоянную, так что все нули передачи лежат в точке s = оо, то 
соответствующее разложение ZJ J дает каноническую цепь l(ауэра и 
число этапов создания нулей равно степени полинома знаменателя 

1 Затрагива�мьiй здесь вопрос связан с вредным влиянием паразитных потерь, 
которые неизбежны в физической структуре. Если остается только небольшая 
часть полюса, то появление случайных пОтерь может привести к полному его уст
ранению. Поэтому целесообразно получать требуемый сдвиг в несколько этапов, 
когда на каждом из них выделяется лишь небольшая часть полюса. Правда, 
в этом случае потребуется большее количество элементов. - 2 10 -



z1 1  либо z12• С другой стороны, если функция z12 имеет некоторые 
(или все) нули в точке s = О, то разложение снова даст канониче
скую цепь, и общее число элементов и число нулей передачи дол
жно совпадать. Если нужно, чтобы нуль передачи создавался на 
конечной ненулевой частоте, то может потребоваться один или не
сколько этапов сдвига нуля .  Однако с т е п е н ь  р а з  л о ж е н н о г  о 
в х о д н о г  о с о п  р о т и в л е н  и я н е у м е н ь ш и т с я. Только 
этапы создания нулей уменьшают ст_епень этой функции и всегда 
точно на число созданных нулей передачи, т. е . так же, как и в 
канонических разложениях. 

Выше отмечалось, что частичное выделеюtе полюса на этапе 
сдвига нуля не создает нуля передачи ,  несмотря на то, что соот
ветствующая последовательная или параллельная ветвь представ
ляет собой бесконечное сопротивление или проводимость на рас
сматриваемой частоте полюса. Это объясняется тем, · что 
функция-остаток содержит указанный полюс и, следовательно, пе
редаточная функция неразложенной части цепи также будет 
содержать его. Когда синтез осуществляется по заданным функци
ям z1 1 и z12, то в данном случае учитывается характер полученной 
фуНКЦИИ Z22. 

Хотя первоначально предполагалось, что не требуется управ
лять функцией z22, тем не менее, целесообразно предсказать ее 
общий вид и остановиться на некоторых, присущих ей особенно
стях. Рассмотренный метод синтеза в общем случае не дает такой 
функции z22, для которой во всех полюсах условие вычетов выпол
нялось бы со знаком равенства . Входное сопротивление z22 может 
даже иметь полюсы 1 , отсутствующие у сопротивлений z1 1 или z12• 
Полезно знать, как получаются такие результаты. 

Если сдвиг нуля в начале производится для заданной функции 
z1 1 , то соответствующий полюс будет одним из полюсов функций 
z1 1 и z12 . Очевидно, что в нем условие вычетов не может быть вы
полнено со знаком равенства, так как это должно иметь место, 
когда сопротивление Z22 выражается через входное сопротивление 
и сопротивление передачи (например, z ; 1 и z ;2 ) остальной (еще 
неразложенной ) цепной схемы. Несмотря на  то, что здесь z ; 2 = z12, 
вычет сопротивления z1 1 в интересующем нас полюсе больше, чем 
тот, который имеет z ; 1 (на величину, выделенную на этапе сдвига) .  
Поэтому если даже для ряда функций z ; 1 , z ; 2 и z �2 условие вы
четов выполняется со знаком равенства ,  то для функций z1 1 , z 12  и 
Z22 оно, несомненно, должно выполняться со знаком неравенства. 

1 В таком полюсе условие вычетов выполняется со  знаком равенства только 
в вырожденном случае, так как k1 1 = k12 = 0, в то время как k22* 0. Для того чтобы 
отличить этот случай от нормального (не вырожденного) , когда условие вычетов 
ТЗl<Же выполняется со знаком равенства, последний рассматривают как такой, 
когда Zil, - компактное сопротивление. Термин «компактный» впервые предложил 
Б . Дашер. 
1 4* - 2 1 1 -



Когда этап сдвига нуля сопротивления сопровождается получе
нием некоторой функции-остатка (в противоположность сопротив
лению z 1 1 ) , то рассматриваемый полюс не обязательно будет 
полюсом z1 1 ,  потому что полюсы функций-остатков обычно не свя
заны с полюсами первоначальной функции (ер . ,  :например, на 
рис. VI I . 1 3  Zз с z 1 1 или на рис. VI l . 1 4  у3 с у1 ) . Тем не менее этот 
полюс содержится в сопротивлении z22 полной цепи, поскольку он 
содержится в сопротивлении z;2 неразложенной части цепной схе
мы. На соответствующей частоте полюса разложенная часть цепи 
фактически изолирована от неразложенной части последовательной 
ветвью, создаваемой на да.ином этапе сдвига нуля .  

Исключением в указанной ситуации является только тот случай, 
когда на некотором последующем этапе разложения полюс полно
стью выделен с тем, чтобы на рассматриваемой частоте получить 

Рис. Vll. 17 

нуль передачи. При 
этом, хотя полюс явля
ется собственной час
тотой внутренней части 
цепи ,  он не появляется 
при возбуждении пол
ной цепи со стороны 
любого входа. 

Отсюда ясно, что 
сдвиг нуля сопротивления (дающий последовательную ветвь при 
разложении в цепную схему) приведет к тому, что функция z22 
полной схемы будет иметь вычет, превышающий вычет, необходи
мый для выполнения условия вычетов со знаком равенства .  Если 
такой вычет получился . при некоторой функции-остатке, то обычно 
этот процесс вносит в сопротивление z22 полюсы, не присутствую
щие ни в одном из заданных сопротивлений zн или z12 • 

Когда сдвиг· нуля осуществляется для проводимости (в  этом 
случае при разложении в цепную схему выделяется параллельная 
ветвь) , то получается тот же эффект в отношещ�:и результирующей 
функции z22, хотя причина этого не столь очевидна, как в рассмот
ренном выше случае. Однако причину можно установить из следую
щего. Рассмотрим цепь N, изображенную на рис. VI l . 17a , -и пред
положим ,  что ее входное сопротивление z1 1  в режиме холостого 
хода имеет нуль на частоте s = Sk. Если зажимы 1-1' в цепи N 
замкнуты накоротко, эта частота будет одной из ее собственных 
частот; при этом в режиме холостого хода собственными частотами 
будут полюсы сопротивления z 1 1 , а также полюсы сопротивле_ния 
z22 той же цепи, которые могут быть получены с помощью канони
ческого разложения фу.нкции z1 1 • 

1 Рассмотрим далее проводимость у1 = _ 
Z11 

и выделим из нее 
часть полюса в точке s = Sk в виде параллельной ветви у. Это по
казано на рис. VI I . 1 76 ,  где цепь N' получена при помощи канони-
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ческого разложения в цепную схему функции-остатка z ; 1 = 
= (У1 - у) -1 • Сопротивление z ; 1 имеет те же нули, что и z1 1 , но 
полюсы их не одинаковы, так как они в процессе выделения вет
ви у сдвигаются. Поскольку sk является нулем функции z ; 1 , то это 
и есть собственная частота цепи, изображенной на рис. VI I . 1 7б ,  
у которой зажимы 1-1' замкнуты накоротко. С другой стороны, 
на  частоте s = sk ветвь у фактически находится в режиме корот
кого замыкания, и, таким образом , sk является также собственной 
частотой данной цепи, когда ее зажимы 1-1' разомкнуты. Хотя 
при этой частоте у сопротивления z 1 1  полюс отсутствует (со сторо� 
ны зажимов 1-1' в да.ином случае имеет место вырожденный 
случай) , частота sk является полюсом сопротивления z;2 рассмат-
риваемой цепи в режиме холостого хода. Таким образом, сопротив
ление z ;2 , помимо полюсов, совпадающих с полюсами функции z 1 1  
или Z22 цепи, приведенной на рис. VI I . l  7 a ,  содержит и этот полюс. 
Сдвиг нуля проводимости может также создавать дополнительные 
полюсы в результирующей функции z22 . 

Исключением является случай, когда имеется нуль функции z1 1 , 
а следовательно, и нуль функции z12 , в точке s = оо (последнее 
объясняется тем, что если бы сопротивление z12 имело полюс в 
точке s = оо , то это противоречило бы предположению о том ,  что 
функция z1 1  равна там нулю) . У цепи, изображенной на 
рис. VI I . 1 7б , ветвь у сводится к емкости. При этом , если нуль 
функции z1 2 в точке s = оо получается выделением конечной парал
лельной емкости, то соответствующая функция z22 в данной точке 
также становится равной нулю. Приведенный пример характеризу
ет упомянутое выше исключение, когда полюс, частично выделен
ный на этапе сдвига нуля, оказывается, в конечном счете, полно
стью выделенным при создании нуля передачи. 

Следовательно, если заданная функция Z811. имеет нули в точке 
s = оо и в процессе разложения функции z1 1 (для создания требуе
мых нулей функции z1 2 ) сдвиг нуля производится только при по
мощи параллельных емкостных ветвей, то результирующая цепь 
также имеет сопротивление Zsk. которое является компактным. Ана
логично, если да.иная функция имеет нули в точке s = О и в про
цессе р азложения функции производится сдвиг нуля только по
средством параллельных индуктивностей. то результирующая цепь 
также будет иметь сопротивление Zsk, которое является компакт
ным. Дуальные результаты получаются и для проводимостей. 

Выясним далее вопрос о том ,  являются ли для заданной цепи 
сопротивления Zs11. компактными, т. е. такими, что условие вычетов 
выполняется со знаком равенства .  Выше, в § VI l . l ,  отмечалось, 
что когда это условие выполняется со знаком равенства во всех 
полюсах, то определитель z имеет только простые полюсы; и на
оборот, если известно, что определитель z имеет только простые 
полюсы, то условие вычетов должно выполняться со знаком равен
ства во всех полюсах. - 2 1 3 -



Рассмотрим теперь четырехполюсник без потерь, нагруженный 
на выходной паре зажимов на резистивное сопротивление R. Легко 
найти, что входное сопротивление четырехполюсника определяется 
выражением 

l _ Z11Z22-Z� 2 + Z11R 
i - Z22 + R  

(VII . 55) 

Из этого выражения видно, что если определитель 1 z 1 = 
= z1 1z22 - z �2 имеет только простые полюсы, то входное сопротив
ление регулярно в рассматриваемых точках на мнимой оси (за 
исключением вырожденного случая, когда сопротивление z1 1  имеет 
полюс, отсутствующий у сопротивления z1 2  или z22, т. е. того слу
чая, который в данный момент исключается из рассмотрения ) .  
Поскольку знаменатель вьiражения (VI l .55) , z22 + R,  не может 
равняться нулю на мнимой оси, то отсюда вытекает следующее 
предложение: 

Сопротивление Z1 не может иметь полюсов на мнимой оси, если 
определитель 1 z 1 имеет только простые полюсы, содержащиеся во 
всех трех сопротивлениях Zs11.; · и, наоборот, если сопротивление Z1 
не имеет полюсов на мнимой оси, то определитель 1 z 1 может иметь 
только простые полюсы. 

(VI l .56) 
С учетом рассмотренного выше условия вычетов это предложе

ние можно сформулировать (за исключением случаев вырождения) 
в другом виде : 

Сопротивление Z1 не может иметь полюсов на мнимой оси, если 
сопротивления Z811., характеризующие четырехполюсник без потерь, 
являются компактными; и, наоборот, если сопро1·ивление Z1 не 
имеет полюсов на мнимой оси, то сопротивления Zs11. должны об
разовывать ряд компактных сопротивлений. 

(VI I .57) 
Однако полюсы функции Z1 являются собственными частотами 

цепи, входные зажимы которой находятся в режиме холостого хода 
(это применимо в равной степени и к цепям без потерь) . Поэтому 
можно сказать, что если четырехполюсник без потерь, нагружен
ный со стороны одной из пар зажимов на резистивное сопротивле
ние, не имеет собственных частот на мнимой оси, то (за исключе
нием вырожденных случаев 1 сопротивления Zs11. образуют ряд 
компактных сопротивлений. При этом не имеет значения, к какой 
из пар зажимов четырехполюсника подключается указанное рези
стивное сопротивление. 

Исключения, связанные с вырожденными случаями, соответ
ствуют обратному утверждению в предложении (VI l .57 ) . Таким 

1 Эти случаи обуслов.пены то.пько по.пюсом сопротив.пения z1 1  и.пи .z22. - 2 14 -



образом , сопротивление Z1 .не имеет того полюса на  мнимой оси, 
который содержится в сопротивлении z22 (но не в z1 1 или Z12) . Сле
довательно, отсутствие данного полюса в Z1 не гарантирует выпол
нения условия компактности на этой частоте. Несмотря на то, что 
в рассматриваемом случае резистивное сопротивление со стороны 
входа 2 действительно изолировано на  соответствующей частоте 
полюса , последняя не является собственной частотой при возбуж
дении цепи со стороны входа. Здесь цепь возбуждается со стороны 
входа 2, а со стороны входа 1 она нагружена на  резистивное со
противление. 

Учитывая сказанное, нетрудно видеть, Что любое р азложение, 
при котором требуется осуществить сдвиг нуля, может, вообще 
говоря, не дать функцию Zik, удовлетворяющую условию компакт
ности во всех полюсах. Для цепей, изображенных на рис. VI l . 1 3и 
и VI I . 1 6, применялись частичные выделения полюса в точке s = оо 
из функций-остатков сопротивления ; при этом получались функции 
Zi/1. ,  удовлетворяющие условию компактности во всех полюсах, кро
ме полюса в точке s = оо. Разложение, приводящее к цепи, пока
за.иной на рис. VI l . 1 4з, служит примером одного из особых случаев, 
когда при сдвиге нуля результирующая функция Zi11. удовлетворяет 
условию компактности во в с е  х полюсах. Для канонических цеп
ных схем, приведенных на рис. VI I . 1 2a ,  б, в, где отсутствуют этапы 
сдвига нулей, условие компактности выполняется, конечно, во всех 
полюсах. 

Vll.4. Синтез каскадновкnюченных четырехnоnюсников 

С практической точки зрения важно, что существуют общие 
методы синтеза четырехполюсников без потерь, приводящие к не
уравновешенным схемам, реализация которых не представляет 
труда (разумеется, кроме реализации элементов без потерь) . Не
смотря на то, что рассмотренный в предыдущем параграфе метод 
приводит к практически полезным (в указанном смысле) схемам, 
он может быть применим только в тех случаях, когда нули пере
дачи расположены на  вещественных частотах (точки на  мнимой 
оси плоскости комплексной частоты) .  Целесообразно устранить это 
ограничение, сохраняя основные особенности схемы, используемой 
при данном методе синтеза, а именно:  а) чтобы схема  была  не
уравновешенной; б )  чтобы, используя независимые части цепи ,  
можно было управлять нулями передачи и, следовательно, выби
рать соответствующие значения этих нулей. 

Когда нули передачи расположены на комплексных частотах, 
мы видим, что все еще возможно независимо управлять нулями 
передачи, но не с помощью отдельных ветвей, как это было для 
цепной схемы. В этом случае необходимо применить каскадное 
включение отдельных четырехполюсников, как показано на 
рис. VI I . 1 8a ,  каждый из которых содержит ряд комплексных нулей 
передачи. Под словом «ряд» подразумеваются две пары комплекс-
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но-сопряженных чисел, обратных друг другу по знаку. Выше 
отмечалось, что нули передаточной функции цепи без потерь (нули 

. ч.етного или нечетного полинома )  образуют диаграмму в плоскости 
комплексной частоты, симметричную как относительно веществен
ной, так и мнимой оси. Следовательно, эти комплексные нули по
являются в виде четверок 1 • 

I(аждый из четырехполюсников каскадной схемы, изображенной 
на рис. VI I . 1 8a (в дальнейшем будем .называть его «нулевым 
звеном» - zero section) , создает один ряд четверок комплексных 
нулей передачи. Его всегда можно реализовать в виде неуравно
вешенной схемы (либо в виде Т-образной перекрытой, либо в виде 
двойной Т-образной схемы) , причем во многих случаях эта схема 
не требует применения взаимных индуктивностей . 

Обозначим входные сопротивления и сопротивление передачи 
составной цепи без потерь соответственно через Z1 1 , Z22 и Z12, а 

Рис. V//. 18 

аналогичные сопротивления отдельного четырехполюсника - через 
z1 1 , Z22 и Z12 . Покажем, в частности, как можно получить из задан-

- ного входного сопротивления Z1 1  или из некоторой типовой проме
жуточной функции-остатка Z1 ряд сопротивлений z1 1 . z22 и z 12. ха
рактеризующих отдельный четырехполюсник (реализуемый в виде 
требуемой схемы) , создающий одну четверку нулей функции Z12 и 
имеющий функцию-остаток Z2 (реализуемую в виде LC схемы) 
точно такую же, как и функция Z1 • 

Указанный типовой этап формирования цепи, приведенной на 
рис. VI I . 1 8б ,  можно затем повторять до тех пор, пока не исчез.нет 
остаток. Предполагается, что любые нули на мнимой оси, которые 
могла иметь первоначально заданная функция Z12  (за исключением 
возможного нуля в точке s = О или в точке s = оо ) , получаются в. 
результате предыдущего разложения в цепную схему согласно уже 
рассмотренным выше методам, причем данная цепь является про
должением (в соответствующим образом измененной форме) тако
го процесса образования каскадной цепи. 

Несмотря на то, что каждый из четырехполюсников в каскадном 
соединении , изображенном на рис. VI l . 1 8a ,  является компактной 
схемой, составной четырехполюсник не будет обладать этим 

1 Здесь рассматривается метод синтеза цепи, содержащей такие четверки ну
пей. Дапее будет показано, что метод применим и дпя тех спучаев, когда исполь
зуется соответствующим образом модифицированная схема, дпя которой пары ну
пей расположены на вещественной оси. - 2 16 -



свойством .  Однако в большинстве случаев можно построить систе
мы, общие сопротивления которых удовлетворяют условию ком
пактности во всех полюсах, за  исключением полюсов в точках 
s = О  и- s = оо . Поэтому если подобный составной четырехполюс
ник нагружен на одном конце на резистивное сопротивление, то 
конечные ненулевые частоты цепи, на которых это сопротивление 
действительно может быть изолировано, будут только комплексны
ми. Следовательно, никакие конечные ненулевые частоты на  мни
мой оси не могут быть собственными частотами этой системы. 

Из анализа типовой каскадной схемы, приведенной на 
рис. VI I . 1 8б ,  и из предположения, что цепь без потерь с сопротив
лениями z1 1 ,  z22 и z12 создает четверку комплексных нулей передачи 
в сопряженных точках s =- ±so и s = ±so (причем so = О'о + jroo) . 
видно, что простейшая форма соответствующего сопротивления пе
редачи имеет вид 

Кt (s) 
Z12 = -(-2�-2)- '  s s - sa 

(VП . 58) 

где К - положительная вещественная постоянная, а нули передачи 
определяются выражением 

t (s) = (s2 -s�) (s2 -s�) = [(s+ cr0)2 + ro�] [(s-cr0)2 + <о�] . (VII . 59) 
Разложение на элементарные дроби передаточной функции. 

определяемой ф-лой (VI I .58) , имеет вид 
(VII . 60) 

где -k1 2 - вычет функции в полюсе на мнимой оси в точке s = sa. 
а члены для комцлексно-сопряженной пары этих полюсов находят
ся обычным способом . Соответствующие входные сопротивления 
можно записать в виде 

и 

k 2k11s (V Z11 = Ks + -- -0 + 11 . 6 1 )  
s s2 __ s2 

а 

(VII . 62) 

Соотношения (VI I .6 1 ) и (Vl l .62 )  справедливы при условии, что 
k1 1 k22 -k�2 = О. (VII . 63) 

Условие (VI l .63 ) должно выполняться автоматически, посколь
ку функция z, не имеет полюса в точке s = sa. Таким образом, при 
замене в ур-нии (VI I .55 ) Z2 на R становится очевидным, что если 
z, не имеет полюса в точке sa, то определитель z должен иметь в 
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этой точке простой полюс и ,  следовательно, условие вычетов дол
жно выполняться со знаком равенства. 

Несмотря на то, что, как предполагается, все три сопротивления 
имеют одинаковые вычеты в своих полюсах в точках s = оо и 
s = О, на их вычеты в полюсах на  мнимой оси в точке s = sa не 
накладывается никаких ограничений, кроме условия (VI l .63) . Поз
же будет показано, что относительно произвольный выбор указан
ных сопротивлений является единственным возможным допущени
ем в случае, если для их реализации необходима  простая схема 
неуравновешенной цепи .  

Используя ур-ние (VI I .58) , находим вычеты функции Z12 : 

(VII . 64) 

(VII . 65) 

Предположим,  что входное сопротивление для соответствующе
го этапа построения цепи имеет вид 

Z1 = A  sp (s) + � + Р S = 
q (s) s 00 

s (s2 -s2 )  (s2 - s2 ) . . .  (s2 -s2 ) 
= А  р, Р• Pn-1 + ..fu + poos. (VП . 66) 

(s2 -sr) (s2 -s�) . . .  (s2-s�) s 

Здесь А - положительная вещественная постоянная, а простые 
нули и полюсы на мнимой оси, как обычно, чередуются. Остаточ
ная функция Z2 должна иметь тот же вид, что и функция Z1, вклю
чая полиномы, степени которых на четыре единицы ниже степеней 
полиномов sp (s) и q (s)  соответственно. Весьма важным в отноше
нии функции Z1 является тот факт, что она имеет полюсы в точках 
s = о и s = 00 ,  

В данном случае аналитичесюую зависимость между пятью со
противлениями Z1 1 , Z12, Z22, Z1 и Z2 можно записать в виде 

2 KZ/l (s) (z1 1 -Z1) (z21 + ZJ = Z1 2 = . (VIl . 67) 
s2( s2 -s�)2 

Из рассмотрения разложений функций Z1 и z1 1 , определяемых 
соответственно ф-лами (VI l .66 ) и (VI l .6 1 ) ,  ясно, что множитель 
(z1 1 - Z1 )  [см . выражение (VI I .67 ) ]  имеет знаменатель вида 

s ( s2 - s � )  q; из ур-ния (VI l .62) видно, что знаменатель множителя 
(z22 + Z2 ) должен, кроме того, содержать множители вида 

s (s2 - s �) . Правая часть соотношения (VI I .67) содержит в числи
теле множитель t2 (s) , который поэтому должен появиться также 
в левой части указанного соотношения. Мы не можем ввести этот - 2 18 -



множитель в функцию (z22 + Z2) ,  поскольку она является положи
·тельной веществе.иной функцией LC схемы и, следовательно, может 
иметь нули только на мнимой оси. Поэтому рассматриваемый мно
житель должен быть включен в числитель функции (?1 1  - Z1 ) , 
которая, благодаря знаку минус в скобках, может его содержать. 
Таким образом, сомножители в левой части ур-ния (VI I .67 ) будут 
·определяться выражениями 

кzt•h 
(z11 -Z1) = (VII . 68) 

s ( s2 - s�) q 

(z + Z ) - q 
22 2 -

( 2 2) s s - sa h 
(VII . 69) 

Полином h (s ) в числителе множителя (z1 1 - Z1 )  должен быть 
'Четным полиномом степени (п - 2) от переменной s2, так как весь 
множитель должен предста;шять собой отношение полиномов, ко
·торые являются соответственно четным и нечетным. Он должен 
иметь так же, как и полиномы Zi 1 и Z1 , простой полюс в точке 
s = оо . Таким образом, можно сказать, что, поскольку знаменатель 
этого множителя имеет степень (2п + 3) , числитель должен иметь 
-степень (2п + 4 ) , полином t ( s ) - четвертую, а полином t2 ( s) -
восьмую. При этом требуется, чтобы полином h (s) имел степень 
(2п - 4)  или, как четный полином,- степень (п - 2) от перемен
ной s2• Теперь нетрудно найти полное выражение для множителя 
(z22 + Z2) , представленного дробью (VI l .69 ) ,  так как, кроме знаме-
нателя s ( s2 - s �) , он должен иметь другие множители такого вида, 
при которых левые и правые части ур-ния (VI I .67) оказываются 
равными. 

По существу, задача заключается в том, чтобы построить поли
ном h (s) в виде 

h(s) = Н ( s2 -s�1) ( s2 -s�.) . . .  ( s2 -s�n-2) (VII . 70) 

и определить конечные ненулевые полюсы Sa функции zik· Если 
они будут известны, то функцию Zik цепи ,  создающей требуемый 
нуль передачи (нулевое звено ) , и функцию-остаток Z2 можно 
легко найти из соответствующих множителей в ур-ниях (VI l .68) 
и (VI l .69) . 

Для нахождения полинома h (s) используем ур-ние (VI I .68) ,  
откуда видно, что рациональная функция 

(VII . 7 1 ) 

может быть записана в виде разложения на  элементарные дроби. - 2 19 -



Типовая пара его членов для комплексно-сопряженной пары полrо
· сов в точке s = ± s .  определяется выражением 

(VII . 72) 

где вычеты функции Z1 (s ) в этих конечных ненулевых полюсах 
можно найти из соотношения 

где 

- [  A (s- s,) sp (5) ] - [ A ( s2 -s�)p (s) ] k. - - . q (s) s=s, 2q (s) s=s, 
h Таким образом, функция - имеет вид q 

h (s) = к
lи � т. ( 5;-5: ) ·  

q (5) � s - s2 •= 1 • 

-2s�k, 
mv =---t2 (5,) 

(VII . 73) 

(VII . 74) 

(VII . 75) 

Поскольку степенью полинома h (s) , как полинома от переменной s2, является (п - 2) , а степенью полинома q (s )  - п, рацио
нальная функция, определяемая ф-лой (VI l .74 ) , должна при боль-
шом s обладать теми же свойствами, что и дробь -1- .  Для того 

54 
чтобы показать это, определим асимптотическое поведение функции 
(VI I .74 ) . Запишем 

1 1 1 ) 1 ( 5� s� ) -- =-(-· - = - 1 + - + - + . . . . 
s2 - 52 52 52 52 s2 s4 • 1 --· 52 

(VII . 76) 

· Из этого выражения следует, что должно выполняться равенство 
п � т. (s� -s�) = O. (VII . 77) 

•=1 
Тогда постоянный множитель Н в выражении (VI l .70) можно 

записать в виде 
Н = �2 � т.s� (s� - s:) . (VII . 78) 

Используя ур-ние (VI l .77) , найдем конечную ненулевую пару 
POJJ IOCOB функции Z81i :  

(VII . 79) 
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Поскольку т . - положительные, а s � - отрицательные веще
ственные числа ,  величина s � , как это и должно быть, оказывается 
отрицательной веществе.иной. 

Если считать, что т. представляют собой ряд масс, р асполо
женных в точках s � на оси отрицательных вещественных величин 
s� , тогда s ; можно рассматривать как центр тяжести этих масс. 
Такое толкование приводит к удобным физическому и геометриче
скому способам, позво-
ляющим ясно предста
вить определение полю
са Sa. 

i 7 

Рис. Vll. 19 

В ур-нии (Vl l .78) для 
Н величины т. (s ;- ·s :) 
можно рассматривать как 
ряд сил, отрицательных 
слева и положительных 
справа от точки s � ;  алге
браическая · сумма  этих 
сил равна нулю, как вид
но из рис. Vl l . 1 9. Таким 
образом, умножение 
в выражении (Vl l .78) на s; < О и последующее суммирование 
должно дать в результате пqложительное значение для величи
ны Я. 

Учитывая разложения (Vl l .6 1 )  и (VI I .62) для сопротивлений 
z1 1 и Z22 и условие, согласно которому остаток Z2 (как и функция 
Z1 ) должен иметь полюсы в точках s = О и s = оо ,  находим,  что 
в точке s = О должны выполняться соотношения 

(VII . 80) 

а в точке s = оо - соотношения 
( Z:1 )s� � к и ( Z22� Z2 )s=oo >K. (VII . 8 1 )  

Учитывая выражения (Vl l .68) и (VI I .69 ) ,  соотношения (Vl l .80 ) 
можно переписать в следующем виде: 

кit• (О) h (О) + ......_ Кt (О) q (О) > Кt (О) ' Ро <""' -- и 
-s:q (O) - s; -s:h (O) - s: 

а соотношения (Vl l .8 1 )  в виде 

К2Н + Роо � К  и -
1 > К. н 

- 221 -
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Поскольку t (O) = l so l 4. выражения (VI I .82) и (VI I .83) можно 
представить так: 

О < 1 К 1 1• h (O) . ..,.- -s� . - So q (О) � К 1 So \ 41 Ро• 

О <  l -HK� Роо . к 

(VII . 84)· 

(VII . 85) 

Наконец, используя ур-ние (VI I .74 ) , вновь переписываем нера
венство (VI l .84) в виде 

2 4 � mv ( 2 2) -Sa O < K- l so l -- s. -sa < --1 Ро· -s� 1 so 41 (VII . 86) 

Подстановка выражения (VI l .78) в неравенство (Vl l .85) дает 
О < К - �т.s� (s� -s�) < Роо· (VII . 87) 

Два последних соотношения имеют вид: 
О < К-а < Ь  ] · 
O < K-c <, d 

(VII . 88) 

Анализ показывает, что совместное выполнение последних не
равенств при единственном значении величины К возможно только 
в том случае, если 

- Ь  < (а-с) < d. (VII . 89) 
В соответствии с выражениями  (VI I .86) и (VI I .87) (и  учитывая, 
что s � < О) имеем 

(а-с) = l s0 l2� ( 1 :: \2 + \  :: \2 )т. ( s� -- s�) . (VП . 90) 

Введем весовую функцию 

Wv = I :: 1
2 
+ 1 :: 1

2
• 

(VII . 9 1) 
ряд взвешенных масс А 

т. = w.т. (VII . 92) 
и центр тяжести этих масс 

(VII . 93) 

Тогда вь!ражение (VI l .90) можно записать в виде 
( А 2 2) А (а -с) = 1 S0 11 Sa-Sa �т • . (VII . 94) - 222 -



Таким образом, единственное положительное вещественное зна
чение К, удовлетворяющее совместному выполнению неравенств 
(VI l .86) и (VI I .87) , возможно при условии, что - 1 :: !2 Ро < \ so \Ч s �-s�) �m. < \ s0 \2 Poo ·  (VII . 95) 

Поскольку величина, стоящая в левой части неравенства 
(VI l .95) , отрицательна, а в правой - положительна, центр тяжести 
взвешенных масс может лежать с любой стороны от центра тя
жести невзвешенных масс. 

Если в весовой функции, определяемой выражением (VI I .9 1 ) .  
величину s � рассматривать в данный момент времени как непре
рывную переменную, то нетрудно видеть, что эта функция будет 
иметь вид кривой, изображен.ной на рис. VI l .20. Если величина 

- 3  - 2  
Рис. 

- ...... '!- .::::: - - -1 ..... _ 
- 1  

V//.20 

-

w. 

5 
� 
J 
2 

1. о 82 о 

1 s0 1 мала по сравнению с 1 Sa \ , то на нормализованной оси абсцисс 
этого рисунка В'Се (или почти все) точки s � , . . .  , s � лежат слева от 
точки -1 и влияние весовой функции заключается в сдвиге центра 

л2 2 л 2  2 тяжести so влево от точки sa настолько, чтобы величина (sa - s a ) 
стала отрицательной. Аналогично если значение 1 so 1 велико по сравнению с \ sa \ , то точки s f, . . .  , s� находятся справа от точки -· / 
н а  рис. VI I .20 и весовая функция приведет к такому сдвигу точкt1 
"' 2  2 л 2  2 Sa вправо от точки s a , что величина (so  - s а) станет положитель-

"' 2  2 ной. Однако при малом \ so \ модуль величины (s a - sa ) не может 
превысить величины 1 s: - s: \ или при большом 1 so 1 - величины 
\ s : - s f/; если \ so \ и \ sa \ ·не отличаются заметно, тогда 
( s� - s:) будет достаточно м алой величиной, так как весовая 
функция только незначительно сдвигает центр тяжести масс. 

При рассмотрении возможности выполнения неравенства 
(VI l .95) необходимо обратить внимание на зависимость величины 
m. от s0, определяемую выражениями (VI I .59) ,  (VI I .75) , (VI l .9 1 )  
и (VI I .92 ) . Так, при больших значениях \ so \ имеет место прибли-
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женное равенство t2 ( s . )  � 1 so l 8 . Поскольку w .  изменяется пропор
ционально l so l 2, а т . - обратно пропорционально l so l 8, то m.  
изменяется обратно пропорционально 1 s0 l 8. 

Тогда величина в центре ф-лы (VI I .95) изменяется обратно 
пропорционально 1 s0 1 2 ; поскольку она положительна ,  правая часть 
этого неравенства удовлетворяется. Однако величина ,  стоящая в 
правой его части, прямо пропорциональна l so l 2, и, таким образом, 
.все неравенство (VI l .95) удовлетворяется. С другой стороны, при 
малых значениях l so l из ур-ния (Vtl .59) следует, что t2 (so) � S� · 
Величина w . теперь изменяется обратно пропорционально 1 s0 1 2  
так же, как и т" ибо т" по существу, не зависит от 1 So 1 .  При 
этом величина в центре неравенства (VI l .95) изменяется прямо 
пропорционально 1 s0 1 2 и, поскольку она отрицательна ,  левая часть 
его удовлетворяется . Величина левой части неравенства , обратно 
пропорциональная l so l 2 , в данном случае очень велика, и ,  таким 
образом, рассматриваемое неравенство вновь удовлетворяется. 
Наконец, в промежуточном случае, когда 1 so 1 и 1 Sa 1 отличаются 
друг от друга незначительно, неравенство (VI I .95) также может 
быть выполнено, поскольку (s; - s: )  невелико. 

В ажно заметить, что значения величин р0 и роо на любом этапе 
разложения можно увеличить за счет частичного выделения полюса 

1 проводимости У1 (s) = - . Если представить разложение полиноz1(s) 
ма Z1 (s) на элементарные дроби в виде 

Z ( ) _ 2sk1 + 2skз + +-2о... + 1 s - · · · PooS, s2 + oo� s2 + oo� s 

а разложение соответствующей проводимости в виде 
у 1 (s) = 2sk2 + 2sk4 + . . .  , 

s2 + оо� s2 + оо: 
то 

и 

1 z ( ) - 1 [ Y1(s) ] � 2k4 - = Is 1 s ]s=o = -- =--- + -- + · · · 
Ро s 1=0 002 002 2 4 

-= -- = [sY1 (s) ]s=oo= k,+ k4 + . . . 1 l Z1 (s) i-1 2 2 Роо 5 _. s=oo 

(VII . 96) 

(VII . 97) 

(VII . 98) 

(VII . 99) 

Уменьшение величины k посредством частичного выделения по
.пюса полинома У1 (s ) , очевидно, приводит в результате к меньшим 

1 1 значениям величин - и - и, следовательно, позволяет расши-
Рu Роо 

рить допустимые пределы изменения в неравенстве (VI l .95 ) . 
Вновь обратившись к неравенствам (VI l .86) и (VI l .87) ,  заме

чаем, что выполнение первого из них со знаком равенства означает, 
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что вычет сопротивления z1 1 в точке s = О равен k0, и ,  значит, нет 
необходимости выделять последовательную емкостную ветвь н а  
входе нулевого звена .  Аналогично выполнение второго со знаком 
равенства означает, что вычет сопротивления е1 1  в точке s = оо 
равен единице, и нет необходимости выделять последовательную 
индуктивную ветвь на входе нулевого звена .  Используя для обоих . 
неравенств (VI I .86) и (VI I .87) соотношения (VI l .88) , можно убе
диться, что возможность выделения последовательной емкости 
существует при 

-Ь < (а -с) � d-b, 
а последовательной индуктивности при 

d-b < (а-с) <  d. 

(VII . 1 00) 

(VII . 1 0 1 ) 
Когда значения l so l малы, выражение (а - с) - отрицательно 

и неравенство (VI I . 1 00 )  выполняется всякий раз, если выполняется 
неравенство (VI l .89 ) ; с другой стороны, когда значения 1 s0 1  ве
лики, величина Ь мала и рассматриваемое неравенство становится 
несколько жестче, чем неравенство (VI l .89 ) . При больших значе
ниях l so l выражение (а - с) - положительно, поэтому неравен
ство (Vl l . 1 0 1 )  выполняется всякий раз, если выполняется неравен
ство (VI l .89 ) ; с другой стороны, при небольших значениях 1 s0 1  
величина d мала и рассматриваемое неравенство становится не
сколько жестче, чем неравенство (VI I .89 ) . 

Несмотря на  то, что одновременное выделение последователь
ной индуктивности и последовательной емкости маловероятно, 
возможность выделения той или иной из них вполне очевидна .  При 
частичном вьщелении полюса функции У1 (s ) ,  как отмечалось выше, 
можно убрать последовательную ветвь при исключении параллель
ной ветви всякий раз, когда такой прием целесообразен . 

Наконец, необходимо показать, что функция-остаток Z2 яв
ляется п .  в .  ф .  и реализуема в виде LC цепи, что будет справедливо 
в том случае, когда множитель (z22 + Z2) в ур-нии (VI I .69 ) яв
ляется п .  в. ф .  и реализуем в виде LC цепи. Это следует из того 
обстоятельства, что при выполнении неравенств (VI l .86) и (VI l .87) 
вычеты функции (z22 + Z2) в полюсах s = О и s = оо больше по 
величине, чем соответствующие вычеты функции z22• Используя 
выражения (VI l .68) и (VI l .69) , можно составить функцию 

1 s2 ( s2 -s�)2 ( z1 1 - Z1 ) 
Z22 + Z2 K2t2 (s) 

(VII . 1 02) 
которая имеет только конечные ненулевые полюсы полинома Z1 (s )  
с вычетами, определяемыми выражением 

(VII . 1 03) 
Поскольку эти величины явно положительные, функция 

(Vl l . 1 02) , а следовательно и функция (z22 + Z2) должны быть 
1 5 Заказ 49 - 225 -



п. в. ф. и реализуемыми в виде LC цепи. Поэтому можно считать 
доказанным, что как z22, так и Z2 будут п. в .  ф .  и реализуемы в ви
де LC цепи. 

Таким образом, обеспечена положительность К и k0 в ур-нии 
(VII .62) , причем из ур-ния (VI I .64 ) следует, что s ; - положитель-
ная величина, а из ур-ния (VI I .65) следует, что k12 - положи
тельная вещественная величина .  Поскольку z22 является п .  в .  ф. и 
реализуема в виде LC цепи ,  k22 должна быть п .  в. ф .  Кроме того. 
из условия вычетов (VI I .63) следует, что k 1 1  также является 
п. в .  ф .  

Процесс нахождения Z2 сводится к следующему: вначале опре
деляются нули функции h (s) и значение величины sa, затем множи
тель (z22 + Z2) разлагается на элементарные дроби. При этом 

k множители полюсов в точке s = ± sa, а также члены _о_ и Ks от-
s 

носятся к функции z22; остальные члены разложения представляют 
собой функцию Z2 со всеми ее вычета!'rfИ. Далее можно приступить 
к следующему этапу разложения 1 • 

Теперь мы подошли к синтезу нулевого звена по его сопротив
лениям Zili · Для того чтобы избежать сложных алгебраических 
формул ,  это звено целесообразно образовать из симметричной 
скрещенной цепи. Однако, ,поскольку нулевое звено является несим- _ 
метричной цепью, для согласования необходимо использовать об
общенную теорему бисекции, рассмотренную в § VI .6. Для при
менения результатов этого обобщения к ,рассматриваемой 
проблеме воспользуемся выражениями (VI I .73) и (VI I .74 ) для 
сопротивлений скрещенной цепи и выражением (VI I .78) для коэф
фициента уровня сопротивления (см . главу VI ) . Они 'Имеют вид: 

Za = Z11 - Zis; 
Z12 • Zь = Z11 + -- ,  а 

а = Z22-Z12 
Z1 1- Z12 

(VII . 1 04) 
(VII . 1 05) 

(VIl . 106) 

С помощью этих выражений можно теперь осуществить нахож
дение скрещенной цепи и получение из нее требуемого нулевого 
звена .  Подстановка соот:ношений (Vl l .60) , (VI I .6 1 ) и (Vl l .62 ) в 
выражение (Vl l . 1 06) дает [с учетом условия (VI I .63) ] 

(VII . 1 07) 

Поскольку вычеты k 1 1 и k22 положительны, а вычет k12, как от
мечалось выше, является также !3ещественным и положительным, 

1 В данном случае можно выбрать любое значение К, одновременно удовле
творяющее условиям (VI l .86) и (VI l .87) .  
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то отсюда следует, что коэффициент уровня а положителен и ве
ществен. 

Подстановка тех же соотношений в выражения (VI l . 1 04 )  и 
(VI I . 1 05 )  дает сопротивления скрещен�ной цепи 

и 
zь = (кs + .!!!__) kн + k12 • 

s kз.2 

(VII . 1 08) 

(VIl . 1 09) 
Величину k0, входящую в последние выражения, нетрудно вы

числить по ур-нию (VI l .64 ) . Вычет k22, как упомянуто выше, оп
ределяется из разложения полинома (z22 + Z2) на элементарные 
дроби в соответствии с выражением (VI I .69) ; вычет k12 можно 
определить из ур-ния (VI l .65) после того, как по ур-нию (VI I .79) 
подсчитана величина s � ;  из условия вычетов, определяемого ра-
венством (VI I .63 ) ,  находят затем вычет k 1 1 . 

Используя сопротивления (VI l . 1 08)  и (VI l . 1 09) , можно прийти 
к скрещенной схеме, изображенной на рис. VI l .2 l a , со следующими 
значениями элементов: 

La = 2 (k11 + k12) Са = 1 (VIl . 1 1 0) 
-- s� 

' 

2 (k11 + k12) 

(VII .  1 1 1 ) 

По этой скрещенной схеме можно теперь получить эквивалент
ную неуравновешенную схему, если воспользоваться методами, 
рассмотренными в § Vl.5 (см. рис. VI . 1 3a - д, приведенные там 
для аналогичной RC цепи) . Таким образом, всегда можно преоб
разовать скрещенную схему в эквивалентную перекрытую Т-образ· 
ную схему, изображенную на рис. VI I .2 l в, поскольку условие 
L ...L � 1 связано только с предположением об отсутствии в цепи La взаимной индуктивности. Перекрытая Т-образная цепь, показанная 

с на  рис. VI l .2 l г, реализуема при указанном выше условии --!! � 1 .  
Сь Если необходимо получить цепь без взаимных индуктивностей, 

но ни одно из условий, отмеченных на рис. VI I .2 l в , г, не выполнено, 
то скрещенная схема представляет собой параллельное соединение 
двух ·цепей, приведенных на рис. VI I .2 l б .  На этом рисунке величи
ну а (как отмечалось в § VI .5) следует выбирать из условия 

а = 1 - Са 
Сь 

(VII . 1 1 2) 

(она положительна, когда перекрытая Т-образная схема, показан
ная на рис. VI I .2 l г, не существует) . 
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При выполнении условия (VI l . 1 1 2 )  емкость в поперечной ветви 
нижней части скрещенной схемы, изображенной на рис. VI l . 2 l б ,  
равна 

( 1 -а)С  ь = Са, (VII . 1 1 3) 
т. е. той же величине, что и емкость последовательной ветви. В этом 
случае преобразование скрещенной схемы в двойную Т-образную 

Рис. Vll.21 
' , 1 ! i '  • , t  

схем}",' 'nj>Иведенную на рис. V I I . 2 lд, осуществляется непосредствен
но, и согласно ур-нию (Vl .69) двойная Т-образн ая схема реализует
ся без взаимных индуктивностей, если 

" , , � + Са >- l . ·  (VIl . 1 1 4) 
La Сь 
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Подстановка в это 
(VI I . l  1 1 ) дает 

неравенство выражений (VI I . 1 1 0) и 

(VIl . 1 1 5) 

Используя теперь выражения (VI l .64 )  и (VI I .65) , найдем 
s: + t (O) >- t (sa) , или s: + 1 s0 14 >- t (sa) . (VII . 1 1 6) 

Изобразив выражение (VI l .59) н а  
плоскости s ,  как показано н а  
рис. V I I .22, можно видеть, что 1 so 1 4 = 
= Ь4, а t (sa) = c2d2• Таким образом . 
неравенства (VI l . 1 1 6) заменяются вы
ражением 

c2d2 < Ь4 + s: . (VIl . 1 1 7) 
Пользуясь известными геометриче

скими соотношениями, получим : 
С2 = b2 -i-. I  Sa l2 - 2b 1 Sa 1 COS � ;  
d2 = Ь2 + 1 sa 12 + 2Ь 1 Sa 1 cos �. 

так что 
c2d2 = (Ь2 + 1 sa 12) 2 _ 4ь2 1 sa 1 2 cos2 �· 

о 

Подстановка полученных выражений Рис. VII.22 
в неравенство (VI l . 1 1 7 ) приводит к 
сокращению всех коэффициентов, з а  исключением cos р, поэтому 

или 
cos2 � >- -1 ; cos � > .�- , (VII . 1 1 8) 

2 " 2  

� � 45°. (VII . 1 1 9) 
Этот результат показывает, что преобразование скрещенной 

схемы в неуравновешенную, не содержащую взаимных индуктивно
стей, невозможно для всех комплексных нулей передачи, за исклю
чением тех, которые лежат на  мнимой оси или между этой осью и 
линиями, расположенными в комплексной плоскости s под уг
лом 45°. 

Более жесткие условия, относящиеся к перекрытым Т-образным 
схемам, изображенным на рис. VI I .2 l a ,  б, имеют вид: 

4 4 
Lь 5а 5а 2 - = -- = -. - >- 1 , или cd < sa; 
La t (sa) c2d2 

Сп = _!JOL_ = � � 1 или cd < l s 1 2 • Сь t (sa) c2d2 ::r ' о 

(VII . 1 20) 

(VIl . 1 2 1 )  

Это можно интерпретировать геометрически при  помощи 
рис. VI I .22. Использование в перекрытой Т-образной схеме, приве-
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денной на рис. VI I .2 l в , взаимных индуктивностей позволяет реали
зовать любое комплексное значение нуля передачи s0• Необходимо 

Lь -
отметить. что до тех пор, пока отношение L = О (что практически 

а невозможно) ,  коэффициент связи будет меньше единицы, так что 
сильная связь исключается в любом случае. 

Наконец, требуемое нулевое звено получают посредством раз
биения соответствующей неуравновешенной схемы на  две, умноже
нием уровня сопротивления правой части схемы на коэффициент а 
[см . уравнение (Vl l . 1 07) ] и повторным соединением обеих половин 
схемы. 

Аналогичная процедура образования цепи может быть выпол
нена  при использовании метода узловых напряжений для входной 
проводимости У1 (s) , имеющей тот же вид, что и сопротивление 
Z1 (s) , определяемое разложением (Vl l .66) .  В данном случае ком
понентный четырехполюсник (нулевое звено) характеризуется 
входными проводимостями и проводимостью передачи короткого 
замыкания : 

Кt (s) __ v8 + !!L_ 2ki2s - Уа = --�-- �'' 
s ( s2 - s�) s s2 - s� 

v k0 + 2k1 1s У11 = · · · = �,s + -s 52 _82 
а 

(VII . 1 22) 

(VII . 1 23) 

(VII . 1 24) 

а функция-остаток представляет собой проводимость Y2 (s) , анало
гичную проводимости У1 (s) . Поскольку каждый этап процесса 
синтеза при методе узловых пап.ряжений дуален соответствующе
му этапу только что описанного процесса (причем все аналитиче
ские выражения не изменяются, за исключением обычной замены z 
на у) , нет необходимости детально останавливаться н а  его рас
смотрении. 

В этой связи уместно заметить, что использование метода 
узловых напряжений целесообразно в любом из следующих двух 
случаев. 

l .  Даны входная проводимость короткого замыкания У1 1  (s )  и 
проводимость передачи короткого замыкания Y12 (s) . Требуется 
н айти соответствующий четырехполюсник без потерь. Аналогично 
этому в ранее рассмотренной задаче четырехполюсник без потерь 
был связан с входным сопротивлением холостого хода Zн (s) и 
сопротивлением передачи холостого хода Z12 (s) . 

2. Даны сопротивления Z1 1 (s) и Z12 (s ) . Требуется определить 
соответствующий четырехполюсник без потерь при условии, что 
Z1 1  (s )  имеет в точках s = О и s = оо нули, а не полюсы. 

В таких случаях необходимо просто заменить величину Z1 1  (s) 
на обратную и далее использовать метод синтеза, справедливый 
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для случая узловых напряжений, как если бы этим обратным 
сопротивлением была входная проводимость короткого замыкания 
У1 1  (s) .  Тем не менее, если синтезировать функцию У1 1 в ·виде кас
кадного соединения компонентных четырехполюсников, характери
зуемых проводимостями (VI l . 1 22) , (VI l . 1 23) и (VI l . 1 24) , путем 
выбора таких же нулей передачи, что и для сопротивления пере
дачи Z12 (s)  составной цепи, то в результате получим такую же 
цепь, как и для случая, когда заданы Z1 1  (s) и Z12 (s) ,  но исполь
зуется процедура синтеза, основанная на  методе контурных токов. 

Справедливость данного утверждения следует из того факта, 
1 что синтез функции f 1 1  = - при использовании метода узловых 

Z11 напряжений должен дать требуемую функцию Z1 1 . В то же время, 
функция z1 2  любой компонентной схемы должна иметь те же нули, 

ф • Уа что и ункция У12 этои схемы, так как Z12  = - 2 , где для Y1iY11-Y 1 2 
проводимостей Ys11. условие вычетов выполняется со знаком равен
ства во всех конечных полюсах. Следовательно, синтез функции 

1 
У1 1  = z11 при использовании метода узловых напряжений обеспе-
чивает: 

а) пр авильное входное сопротивление; б)  требуемые нули 
передачи полной цепи .  Эти условия совпадают с аналогичными ус
ловиями при синтезе функции Z1 1  (s) , когда - используется метод 
контурных токов. 

Из сказанного след0ует, что на любом этапе процесса синтеза 
можно (если требуется ) заменить знак неравенства в левых частях 
неравенств (VI l .86) и (VI l .87) на знак равенства .  При такой заме
не функция-остаток Z2 (s) не будет иметь полюсов в точках s = О 
и s = оо и, следовательно, будет иметь там нули .  Дальше прово
дить синтез на базе метода контурных токов (т. е. сопротивлений) 
уже не,льзя, но можно перейти от остатка к обратной функции и 
продолжить процесс синтеза на  базе метода узловых напряжений 
(т. е. проводимостей) . Такая возможность перехода от метода кон
турных токов к методу узловых напряжений, и наоборот, повторяе
мая в течение всего процесса синтеза ,  может оказаться удобной 
при некоторых обстоятельствах. 

Для синтеза нулевого звена методом узловых напряжений ис
пользуем ур-ния (Vl .8 1 ) ,  (Vl .82) и (Vl .86) , позволяющие опреде
лить проводимости скрещенной схемы и коэффициент уровня 
сопротивления. З апишем вновь эти уравнения :  

Уа = У11- йУ1s ; 

Уь = У11 + Yis; 

а = Y11 + Y1s . 
У22 + У12 
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С помощью выражений (VI l . 1 22 ) , (VI l . 1 23)  и (Vl l . 1 24 )  по-
лучим 

(VII . 1 28) 

Эта величина формально представляет собой величину, обрат
ную определяемой выражением (Vl l . 1 07) . Далее получаем 

Уа = ( Ks + k: ) ( 1 + ::: ) ; (Vll . 1 29) 
2 (k11 + ki2) 5 Уь = · 

52 - 52 а 
(VII . 1 30) 

Таким образом, снова образуется скрещенная схема, изобра
женная на рис. VI I .2 1 a , но вместо величин элементов, выраженных 
ф-лами (VI l . 1 10) и (VI I . 1 1 1 ) ,  теперь имеем 

La = ki2 Са = (k11 + k12) к . (VII . 1 3 1 )  
k0 (k11 + ki2) ' ki2 ' 

Lь =  1 Сь =  2 (k11 + k12) (VII . 1 32) 
2 (k11 + ki2) ' -52 а 

Методы преобразования скрещенной схемы в эквивалентную не
уравновешенную структуру и условия, при которых преобразования 
выполнимы без использования взаимных инд1уктивносrей, совпада
ют с рассмотренными ранее. Аналогичные методы полностью приме
нимы и для случая, когда нули передачи представляют собой пару 
симметричных точек на вещественной оси комплексной плоскости. 
При этом сопротивление Zsk имеет полюсы только в точк.ах s = О 
и s = оо,  и соответствующее нулевое звено всегда включает в себя 
взаимную индуктивность. Метод синтеза для данной ситуации поч· 
ти аналогичен методу синтеза входного сопротив.пен�п ·RLC цепи, 
который изложен ниже, в § IX.5, и поэтому здесь не рассматри
вается . Необходимо лишь упомянуть о том , что если две пары 
нулей передачи на вещественной оси учитываются одновременно 
(это соответствует случаю четверки нулей) , то можно использовать 
ур-ние (VI l .59 ) , записав его в виде 

t (s) = (s2 - cr�) ( s2 - cr�) , (VII . 1 33) 
где ± cr1 и ± 0'2 - две пары данных нулей передачи. 

Рассмотрим теперь числовой пример, иллюстрирующий указан
ный выше метод. Пусть функции входного сопротивления и сопро
тивления передачи имеют вид: 

Z 8 _ (5• +  1 )  (5• + 3) . 
11 ( )  - 5 (5• + 2) (sz + 4) ' 

Z (s) - s4 + 4 
12 - 5 (s2 + 2) (s2 + 4) 
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Кроме четверки нулей передачи в точках s = '±  1 ± j, сопротив
ление передачи, определяемое выражением (VI I . 1 35 ) , имеет один 
нуль в точке s = оо .  Далее мы увидим, что он создается оконечной 
нагрузкой, обусловленной остаточной функцией. Входная функция ,  
определяемая выражением (VI I . 1 34) , не имеет полюса в точке 
s = оо, и, таким образом , роо = О .  Этот случай выбран умышленно 
для того, чтобы показать, что и здесь, тем не менее, непосредствен
но применим рассмотренный метод синтеза .  

Из разложения на  элементарные дроби 
1 3 3 

- s  - s  -
4 8 . 8 Zн (s) = 52 + 2 

+ �2 + 4  
+ -5- (VII . 1 36) 

находим 
1 3 3 2k1 = - , 2k2 = - , Ро = -. 
4 8 8 

Поскольку s � = -2 и s � = -4, имеем 
t (s1 ) =sf + 4 = 8; t (s2) = s� + 4 = 20. 

По ур-нию (VI I .75) подсчитаем массы 
1 

2 · 4 1 
m1 = 64 = 128 ' m2 = 

3 
4 . . 8 

400 
3 

800 ' 

а затем найдем · 
и 

и 

� 1 3 37 
"'1.J т, = 128 + 

800 = 3200 

,.., 2 -2 4 . 3 -49 � m,s, = 128-----ВОО = 
1600 · 

Тогда из ур-ния (VI I .79)  получим 

Подсчитаем далее 

S� = -� = - 2  648 . 
37 ' 

l so l 4 � �  ( s� -s�) = 4  [-1- ( -2 + �) + � - s� 256 37 

+ 3;00 ( -4 + :� ) ] = 16� 37 ; 

� 2 ( 2 2) - 2 ( 24 ) 3 . 4 ( -50 ) 3 � m,s, s, -sa = l28 З7 -----ВОО -g.;- = 8:з7 
2 -sa 98 · 3 1 47 

� Ро = 37 . 32 = 16 • 37 
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(VП . 1 37) 

(VII . 1 38) 

(VII . 1 39) 

(VIl . 1 40) 

(VII . 1 4 1 )  

(VII . 1 42) 

(VП . 1 43) 

(VII . 1 44} 

(VII . 1 45) 



Неравенства (VI I .86) и (Vl l .87) тогда принимают вид 
о 3 1 47 

< к- 1 6 . 37 < 1 6 . 37 
О < К--3- � О  

8 . 37 ..... ' 

а неравенство (VI I .89) - · _ 
- 147 -3  о 
1 6 . 37 < 1 6 . 37 < 

(VII . 1 46) 

(VII . 1 47) 

(VII . 1 48) 
и, очевидно, выполнимо. Поскольку Роо = О, величину К в неравен
стве (VI I . 1 47) необходимо выбрать равной 

3 3 1 К = 8.31 = 296 = 98 , 67 
. (VII . l 49) 

По ур-ниям (VI I .78) и (VI I . 1 44) находим 
н = 98 ,67 , (VIl . 1 50) 

а по уравнению (VI I .64 )  -

ko = � - -3
- = _3

_ =  
1 , 51  

98 8 .  37 1 96 98 , 67 
Поскольку 

4 ( 98 ) 2 t (sJ = sa + 4 = 37 + 4, 

ур-ние (VI I .65) дает 
k - ( 98 74 ) 1 - 2 , 08 12 - 74 + 98 98 , 67 - 98 , 67 . 

(VII . 1 5 1 )  

(VII . 1 52) 

(VП . 1 53) 
Согласно ур-нию (Vl l .69) и учитывая, что полином h (s) 

дился в постоянную Н, имеем 
выро-

z + z  = -1- (s1 + 2) (s1 + 4) = 22 2 98 , 67 ( 98 ) s s2 + -
37 

= 
(s + 3 , 02 + 0 , 331 s ) _1 _ _ 

s 98 98 , 67 
ss +-

37 
Отсюда нетрудно найти 

0 , 1 655 
98 , 67 

Затем из условия вычетов (VI I .63) можно определить 

(VII . 1 54) 

(VП . 1 55) 

k 
_ _ 1_ (2 , 08)2 _ 26 , 1 3  (VII l 56) 11 - 98 , 67 о , 1 655 

-
98 , 67 . 

и, наконец, вычислить параметры нулевого звена .  
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Из ур-ния (VI I . 1 07) определяем коэффициент уровня сопротив
ления 

а =  k12 = k22 = 0 , 1 655 = О,0796. (VII . 1 57) 
kн k12 2 , 08 

Далее, используя ф-лы (VI l . 1 1 0) и (VI I . 1 1 1 ) ,  находим парамет
ры скрещенной схемы: 

La = 2 . 28 • 2 1  = О 216 Са = 98 • 67 = 1 ,748; (Vll . 1 58) 
2 , 684 . 98 ; 67 ' ' 2 . 28 , 2 1 

Lь = 28 · 2 1  = 0  1 375 Сь = 2 • 08 · 98 • 67 = 4 8 1 5  (VII . 1 59) 
2 , 08 . 98 , 67 ' ' 1 , 5 1 . 28 , 2 1 ' ' 

откуда получаем 
!:..!!..__ = 0,637 и Са = 0,363. 
La Сь 

(VII . 1 60) 

Сумма последних двух величин равна единице, и ,  таким обр а
зом, условие (VI I . 1 1 4) удовлетворяется со знаком равенства .  Это 
является результатом нашего предположения о том , что нули пе
редачи лежат на линии, проходящей в плоскости s под углом 45°. 

1 51 Из ур-ния (VI l . 1 54) , учитывая, что ko = ' , следует 98 , 67 

z2 = 1 , 5 1 = о , 0 153 
98 , 67s s 

(VII . 1 6 1 )  

Поскольку правая часть выражения (VI l . 1 46) н е  удовлетворяет
<:я со знаком равенства ,  сопротивление z1 1 имеет в точке s = О вы
чет, величина которого больше k0• Действительно, непосредственно 
из выражения (VI I . 1 46 )  находим 

k0 ( 1 47 13 ) 1 50k0 5 (szн) s=o = к 16 · 37 + 1 5 . • 37 
= 

1 6 · 37К 
2 ko· (VII . l 52> 

Следовательно, нулевому звену предшествует последовательная 
ветвь с величиной обратной емкости, равной 

24 . 3 18 1 
[ (sz11) s=o - k0] = 24k0 = -- = - - . (VII . 1 63) 

1 96 49 ф 

При нагрузке нулевого звена н а  сопротивление, определяемое 
:выражением (VI I . 1 6 1 ) ,  требуемые нули передачи располагаются в 
точке s = оо . В резу'льтате получается двойная Т-образная схема, 
изображенная на  рис. V I l .2 lд ;  численные значения ее элементов 
показаны на схеме, приведенной на рис. V I l .23a. После разбиения 
двойной Т-образной схемы на две секции, умножения уровня сопро
тивления правой секции на коэффициент а = 0,0796 [см . ф-лу 
(VI l . 1 57 ) ]  и последующего объединения обеих секций, получаем 
окончательную схему, приведенную на рис. VI I .23б. Как видно из 
нее, оконечная емкость не является частью двойной Т-образной 

- 235 -



схемы и, следовательно, на величину этой емкости не влияет про
цесс выравнивания сопротивления. 

Рассмотрим теперь то же входное сопротивление, определяемое 
выражением (VI l . 1 34 ) , но при услов1:1и, что сопротивление передачи 
цепи имеет значение 

(VII . 1 64) 
Здесь 1 so 1 4  = 1 6, а не 4, как в только что рассмотренном примере. 
Такой переход к большей величине 1 s0 1 ,  как будет ясно далее, из-

0.215 0,215 о.ш 0,017 

б) 

О,!172 

гн, ф 
Рис. Vll.23 

меняет процедуру применения описанного выше метода реали
зации. 

В данном случае выражения (VI l . 1 36 )  и (VI l . 1 37) остаются 
справедливыми, но массы будут иметь значения : 

1 3 2 . � 4 . � 
4 8 

mi = -4-00- = 800 ' 

Теперь легко найти 
1 024 

3 
2048 

� 1 39 � 2 - 1 07 
� т. = 51 200 

и � т.s. = 1 2 800 ' 
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так что 
2 428 s -- ---а - 1 39 · 

(VII . 1 67) 
Далее находим 

;И 
l so l4 � т:; ( s; -

_
s�) = 

4 .�39 
� т.s; ( s; -s�) = 

8 .  �39 
(VII . 1 68) 

(VII . 1 69) 
Величина (а - с) в неравенстве (Vl l .89 ) , которая представляет 

собой разность правых частей выражений (Vl l . 1 68) и (VI I . 1 69) , 
·очевидно положительна, а · поскольку d = роо = О, указанное нера
венство не удовлетворяется. Поэтому перейдем к методу узловых 
.напряжений, для чего рассмотрим входную функцию 

_l _ = Yii = s (s2 + 2) (s2 + 4) 
Z11 (s2 + 1 ) (s2 + 3) 

Теперь имеем 
S� = - 1 ,  3 21l1 = - ' 2 

Роо = l 

3 1 
- s  - s 
2 2 . 

s2 + 1 + s2 + 3 + s .  (VII . 1 70) 

S� = -3; 
1 2k2 = - ; 
2 

и Ро = О. 

(VII . 1 7 1 ) 
(VII . 1 72) 

Пос1<0лы<у из ур-пия (VI l . 1 64 )  следует, что 
t (s1) = 1 7 ;  t (sJ = 25, (VII . 1 73) 

1·0 массы оказываются соответственно равными 

!И 

3 1 
2 3 3 · 2 3 т = -- = -- .  т = ---1 289 578 ' 2 625 1 250 

Используя эти величины, получаем 

Тогда 

� т. = 3 · 457 и �.т.s; = -3 . 746 
� 289 . 625 � 298 . 625 

2 746 3 Sa = --- = - 1 6  2 .  
457 ' 

Подсчитаем далее 
So -- s. - sa = --1 1 2 � т. ( .2 2) 1 6  

- s; 457 

2 ( 2 2) 3 m.s. s. - Sa = -- . 
457 
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(VII . 1 75) 

(VII . 1 76) 

(VIl . 1 77) 

(VII . 1 78) 



и 

Неравенства (VI l .86) и (VI l .87) в данном случае имеют вид 

О < К - ::7 < О (VII . 1 79) 
\ 

3 O < K-- < l . 
457 

.Ясно, что здесь К необходимо выбрать равным 
к 16 1 = 

457 
= 

28 , 55 • 

Тогда, используя ур-ние (VI l . 1 78) , находим 
Н = 3 . 457 

256 
Из ур-ния (VI I .64) находим 

k - 16 · 1 6  .Е!. -- � · 
о - 746 373 

-
28 , 55 ' 

t (sa) = ( 746 )2 + 1 6. 
457 

Уравнение (VI I .65) дает 
k = � !� +  1 828 ) = 5 , 716 
12 457 \ 1 828 746 28 , 55 • 

Теперь можно найти 
(g + У ) = � (s2 + 1) (s2 + 3) _ 

22 2 457 ( 746 ) 3 
s s2 + -- --

457 16 

= ..!:L + 2k22S + � ' 
s 2 746 3 .  457 

s + 
457 

(VII . 180) 

(VII . 1 8 1) 

(VII . 1 82) 

(VII . 1 83) 

(VП . 184) 

(VII . 185) 

(VII . 1 86) 

откуда 

и 

k - 16 4 . 289 . 625 - 1 , 4 1 2  
2 2  - 457 3 .  457 . 373 

-
28 , 55 

1 6  1 3 Y2 (s) = --s = 0, l5 1 7s. 
457 3 

(VII . 187) 

(VII . 1 88) 

Из неравенства (VI I . 1 80) [эквивалентного неравенствам 
(VI I .8 1 ) ]  имеем 

( У11 ) - 1 + -3 _ _ 460 
S S=OO 

-
457 - 457 ' 
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Отсюда видно, что на  входе цепи должна быть параллельная 
емкость, равная 

с1 = ( У11 ) -� = 444 = о,912ф. rvп .  190) 
S S==OO 457 457 

Используя условие вычетов (VI I .63) , а также их численные зна
чения из (VI l . 1 85) и (VI I . 1 87) , находим 

k _ 1 (5 , 7 16)2 = 23 , 1 2 '"II . l 9 l) 11 - 28 , 55 1 , 4 1 2  28 , 55 \ .  

l(оэффициент уровня сопротивления �улевого звена [см .  ур-ние 
(VI I . 1 28) ]  

- k12 - 5 , 716  - 4 046 а - - - ' . 
k22 1 , 4 12  

rvп . 1 92) 

Вычислим параметры скрещенной �хемы по ур-ниям (VIl . 1 3 1 )  
и (VI I . 1 32) : 
La = 5 ,  716 . 28 , 55 = 0,577, 

9 , 8 . 28 , 84 

Lь = 28 , 55 = о  495 
2 · 28 , 84 ' ' 

откуда 

Са = 

Сь = 

� = 0,857; La 

28 , 84 = 0, 1 766; CVII . 1 93) 
5 ,  716 . 28 , 55 

2 . 28 , 84 1 ,237, rvп . 1 94) 
1 , 632 . 28 , 55 

Са = 0, 1 43 .  
Сь CVII . 1 95) 

Снова ,  ·как и должно быть, сумма этих отношений равна еди
нице. Оконечная емкость, соответствующая остаточной функции 
(Vl l . 1 88) , . как и ранее, дает требуемый нуль передачи в точке 
s = 00 ,  ' 

Окончательная схема (ер. со схемой на рис. VI l .23б) приведена 
на рис. VI l .23в . Обе схемы имеют одно и то же сопротивление Z 1 1 .  
определяемое выражением (VI l . 1 34) . 



Vl l l  
Г Л А В А  

Достаточные условия для вещественной 
части функции 

Vlll. 1 .  Опредеnение сопротивnения п о  ero 
вещественной части 

Свойства пассивных цепей, как известно, состоят в том ,  что соб
ственное поведение цепи во временной области должно быть огра
ничено, а в частотной области соответствующие входные сопротив
ления и сопротивление передачи ( или  проводимости)  цепи . должны 
быть аналитическими в правой полуплоскости. Эти требования 
накладывают на  перечисленные функции ряд условий, выяснение и 
использование которых имеет важное значение для дальнейшего 
совершенствования методики синтеза .  К ним, прежде всего, отно
сится свойство, касающееся достаточных условий вещественной 
части сопротивления или проводимости на мнимой оси, однозначно 
характеризующих эту функцию, а с ее помощью - и цепь в пере
ходном и установившемся режимах. Таким образом , значение 
вещественной части сопротивления Z (s ) при s jro пол
ностью описывает поведение этой функции во всей плоскости 
комплексной частоты в том смысле, что, зная только величину 
Re[Z (jro ) ], можно найти функцию Z (s) . Так, если Re{Z (jro) ]  являет
ся заданной рациональной функцией от вещественной переменной 
w ,  то нетрудно построить соответствующую рациональную функцию 
Z (s ) от комплексной переменной (частоты) s .  Если, например, гра
фически задана только функция Re[Z (jro) ], то можно (по крайней 
мере теоретически) вычислить значение Z (s ) для любого данного 
комплексного значения s. 

Для того чтобы требование, сформулированное в этом утвер
ждении, удовлетворялось однозначно, необходимо обобщить 
обычную интерпретацию свойств вещественной части функции на 
случай, когда она содержит импульсы. Этот случай логически соот
ветствует практике, принятой в других отраслях теории цепей. 
Перечисленный ·круг вопросов и является содержанием настоящей 
главы. 

Прежде чем перейти к алгебраическим и другим аналитическим 
приемам , используемым при рассмотрении указанного интересного - 240 -



свойства функций сопротивлений, попытаемся разобраться, почему 
оно присуще не всем рациональным функциям, а только сопротив
лениям и проводимостям пассивных цепей. Как отмечено в начале 
главы, данное свойство является результатом устойчивости пас
сивной цепи ,  находящим свое отражение в а•налитичности входного 
сопротивления и сопротивления передачи в правой полуплоскости. 
Это станет очевидным, если представить вещественную часть 
функции в виде 

Re [Z (jro) ] = -1 
[Z (s) + Z ( -s) ]1=/m· 

2 
(VIIl . l) 

При s = jro полином Z (-s) явJ1яется комплексно-сопряженным 
с полиномом Z (s) , а сумма любого комплексного числа и числа , 
сопряженного с ним, р авна двойному значению его вещественной 
части. Пусть известна вещественная часть функции, тогда, положив 
s = jro или --s2 = ro2 в выражении (Vl l l . l ) ,  получим (за исключе-
нием коэффициента+) сумму полиномов Z (s) и Z (-s) . Если 
эту сумму можно разделить на две части, то тем самым можно 
построить полином Z (s )  по функции Re[Z (jro) ]. Указанное разделе
ние осуществимо единственным образом только в случае, когда 
функция Z (s )  является аналитической либо в правой, либо в левой 
полуплоскости, так как тогда нам известно, что полюсы в одной 
полуплоскости относятся к Z (s) , а полюсы в другой полуплоско
сти - к Z (-s) . Если же функция Z (s) не является аналитической 
в одной из полуплоскостей, то нельзя сказать, какие из полюсов 
рациональной функции Z (s) + Z (-s) относятся к Z (s) ,  а какие к 
Z (-s) . Следовательно, хотя и возможно построение ряда функций . 
Z (s) , однозначно построить требуемую функцию нельзя. 

Фактически в процессе построения функции мнимая ось исполь
зуется в качестве «сортирующей границы» (sorting boundary) . Это 
имеет место, например, когда мы знаем, что все полюсы заданной 
функции, относящиеся к полиному Z (s ) , лежат слева от границы. 
Кроме того, сразу становится ясно, что если полюсы расположены 
на мнимой оси, то возникает трудность, заключающаяся в том, что 
граница теряет свою способность «сортировать» . Эта трудность, а 
также то, что вещественная часть функции в рассматриваемых 
точках уже не является ограниченной, требуют более тщательного 
исследования задачи. Однако при рассмотрении проблемы построе
ния функции Z (s) по ее вещественной части можно сделать один 
важный вывод. Он состоит в том ,  что вопреки обычному представ
лению решение поставленной з адачи не требует построения всей 
функции, если известна только ее половина .  

В самом деле, на первый взгляд, казалось бы, можно считать, 
что вещественная и мнимая части сопротивления в отдельности 
содержат лишь половину информации, характеризующей полное 
комплексное сопротивление. Как видно из ур-ния (Vl l l . l ) ,  ошибоч
ность такого утверждения базируется на допущении, что веществен-
1 6  Заказ 49 - 24 1 -



ная часть содержит меньше информации (предположительно поло
вину) , чем все сопротивление Z (s ) . Рациональная функция опреде
ляется информацией, содержащейся в ее полюсах. Вещественная 
часть функции содержит не только полюсы Z (s ) , расположенные 
в левой полуплоскости, но также и полюсы, являющиеся их зер
кальным отображением относительно начала координат. Таким 
образом, в действительности вещественная часть является не поло
виной функции, а полной ФУ'нкцией, содержащей некотор'УЮ избы
точную информацию в характеризующих ее элементах. Иногда 
неправильно строят всю функцию, не учитывая избыточную часть 
данной «ПОЛОВИНЫ». 

Оказывается полезной и другая т.очка зрения (исходя из связи 
с физическими аспектами поведения цепи ) ,  имеющая более близ
кое отношение к временной области. При этом реакцию цепи (в 
виде напряжения) на  приложенный единичный импульс тока мож
но представить хорошо известной формулой 

е (t) = -2-. S Z (s) estds, (VIII .  2) 2щ с 
где контур С выбирают совпадающим с мнимой осью, а бесконечно 
удаленная точка комплексной сферы находится слева (при t > О)  
и справа (при t < О) от дуг полуокружности [ 1 ] 1 . В обычной плос
кости s эти дуги можно рассматривать как пол'Уокружности доста
точно большого размера с тем, чтобы включить в подынтегральную 
функцию все полюсы, являющиеся полюсами функции Z (s ) . По
скольку последние расположены в левой полуплоскости, контур 
интегрирования при t > О содержит полюсы, а при t < О не содер
жит их. Поэтому согласно теореме вычетов (теорема Коши) вели
чина интеграла в первом случае равна нулю, а во втором - не 
равна. Отсутствие реакции до приложения возбуждения является 
очевидным требованием устойчивости и, следовательно, результа
том аналитичности сопротивления Z (s ) в правой полуплоскости. 
Аналитичность в правой полуплоскости функции цепи является 
не0бходимым и достаточным условием, гарантирующим ,  что реак
ция не будет предшествовать вызвавшему ее сигналу. Цепь, в 
которой появляется отклик до прихода сигнала ,  по существу, воз
буждается под воздействием своей собственной мощности и поэто
му не может быть. пассивной. 

Устойчивость (или невозможность безграничного роста) 
собственных колебаний, аналитичность в правой полуплоскости 
qастотной функции и отсутствие временной реакции до приложения 
возбуждения являются тремя различными проявлениями одного и 
того же свойства цепи - пассивности . 

Утверждение о том, что вещественная часть функции Z (jro) 
определяет функцию Z (s ) непосредственно следует из ф-лы 

t См. также [52) (прим. ред. ) . 
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(VI I I .2 )  для реакции во временной области. Реакцию e ( t) при 
t > О можно также выразить при помощи вещественного интеграла 
вида 

где 

00 
1 ' 

e (t) = - j Z(jro) e/mtdro, 
2n 

-со 

Z (jro) = R (ro) + iX (ro) . 

(VПi'. 3) 

(VIII . 4) 
Учитывая, что вещественная и мнимая части функции Z (jro) 

являются соответственно четной и нечетной функциями, после под
становки выражения (Vl l l .4 )  в ф-лу (VI I I .3 )  и последующего раз
биения интеграла на две части получим 

00 00 

e (t) = + 5 R (ro) cos rotdro -+ S X(ro) sin rotdro. 
о о 

(VШ . 5) 

Очевидно, что перв�й из этих интегралов является четной 
функцией времени, а второй - нечетной. Поскольку известно, что 
при t < О сумма  обоих интегралов тождественно равна нулю, то 
отсюда следует, что при t > О  они должны быть равны друг другу, 
а ,  значит, их сумма равна удвоенному значению любого из них. 
Таким образом, при t > О можно записать 

00 00 

e (t) = 2- 1 R (ro) cos rotdro = - 2 5x(ro) sin rotdro. 
n .) n 

о о 

(VIII . 6) 

Из последней формулы видно, что для; определения импульсной 
реакции цепи достаточно знать либо только вещественную часть 
функции , либо только ее мнимую часть. Поскольку преобразовани
ем Лапласа для функции e ( t) является Z (s) , то снова видно, во
первых, что данная комплексная функция определяется ее веще
ственной частью и, во-вторых, что для этого определения 
существенным является аналитичность функции Z (s) в правой 
полуплоскости, так как тогда при t < О e ( t) = О, что, в свою оче
редь, является основой для получения выражения (VI I l .6) . 

Рассмотрим теперь подробно процесс построения функции Z (s) 
по заданной рациональной функции, представляющей веществен
ную часть искомой функции. З апишем 

Z (s) = a0 + a1s + a2s2 + . . .  + ап!!' 
Ь0 + b1s + b2s2 + . . .  + Ьп!!' 

P (s) = т1 + n1 
Q (s) m2 + n2 

(VIII . 7) 

[см . выражение ( 1 .5 1 ) ] . Используя далее ф-лы ( 1 .52) - ( 1 .54 ) , 
можно вещественную часть функции при s = jro представить еле· 
16* - 243 -



·дующим образом : 
Re [Z (jro) ] = ( m1tlЧ! -n1n2 

2 2 m2 -n2 _ A0 + A1r.o2 +  . . .  + Anr.olllJ - B0 + B1r.o2 +  . . .  + Bnr.olllJ (VIII . 8) 

Это выражение является частным от деления двух полиномов 
от переменной ro2• Оно положительно при всех вещественных значе
ниях ro только в том случае, если функция Z (s) является входным 
сопротивлением, и ограничено только в том случае, если сопротив
ление не имеет полюсов на мнимой оси. 

Теперь рассмотрим  сформулированную задачу с учетом ука
занного ограничения, т. е . когда положительная вещественная 
функция Z (s) не имеет полюсов на  мнимой оси. Используя ур-ние 
(VI I I . l ) ,  можно записать 

-1 [Z (s) + Z (-s) ] = A (-ss) = f (s) , (VIII . 9) 
2 B (-s2) 

где f (s) - функция, имеющая полюсы Z (s) , р асположенные в ле
вой полуплоскости, и полюсы, являющиеся их зеркальным отобра
жением относительно начала координат. При этом все полюсы 
вместе дают диаграмму их расположения, обладающую симмет
рией как относительно вещественной, так и относительно мнимой 
оси комплексной плоскости s. Если вещественная часть Re[Z (jro) ]  
задана рационалиюй функцией, определяемой выражением 
(VI I l .8) , то имеем 

f (s) = A0- A1s2 + Azs4- . . .  + (- l )nAns2n . B0- B1s2 + B2s4 - : . . + (- l )nBns\llJ 
Полином знаменателя можно представить в виде 

B (-s') = Q (s) Q (,...- s) = (т2 + n2) (т2 -п2) , 

(VIII . 1 0) 

(VIII . 1 1) 
·гогда опять очевиден характер диаграммы расположения полюсов 
функции f (s) . Если в полном разложении функции f (s)  на  элементарные 
дроби вычеркнуть все члены, содержащие полюсы в правой полу
плоскости, умножить члены, содержащие полюсы в левой полу
плоскости, на два, а остаток, представляющий собой просто 
постоянную 

R = f(oo) = Ап , 
Вп 

(VIII . 1 2) 

QСтавить без изменения, то получим требуемую функцию Z (s) . Так 
как метод разложения рациональной функции на элементарные 
дроби хорошо известен, построение функции Z (s) не вызывает за
;�:руднений. · 
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Обычно полюсы функции Z (8) или f (8) - все простые, а выче
ты определяются выражением 

k, = [ (s-s.) f (s) I--s,, (VIII . 1 3) 
где 8 1 , 82, " . ,  8n - нули полинома Q (8 )  или полюсы функции Z (8) . 
Тогда 

Z (8) = -2L + � + . . . + � + R. 
s- s1 s-s2 s-sп 

(VIII . 1 4) 

где для сопряженных полюсов подра-

Рис. VIIU 

зумеваются комплексно-сопряженные 
значения соответствующих вычетов. В 
связи с этим важно отметить, что вы
четы функции f (8) в полюсах, распо
ложенных в левой полуплоскости, 
представляют собой вычеты функции 
Z (8) /2 в этих полюсах. Таким образом, 
сопротивление Z (s) полностью харак
теризуется вычетами. в его простых по
люсах (с точностью до постоянного 
слагаемого) 1 • Следовательно, функция 
Re{Z (jro) ], определяющая функцию 
f (8) , определяет также и функцию Z (8) . 

Проиллюстрируем процесс построения на примере функции 
Re [Z0 (jro) ] = -1 - ,  (VIII . 1 5) 

1 + ro' 
для которой 

f (s) = -1 - . l -s8 
(VШ . 1 6) 

Полюсы этой функции определяются выражением 
/ �  

Sv = е 3 при v = 0, 1 ,  . . . , 5, (VIII . 1 7) 
а полюсы в левой полуплоскости - выражениями 

1 2:n: -i 2з:n: 
s2 = е 3 ; s3 = - 1 ;  s4 = е (VIП . 1 8) · 

Для вычета в точке s = s2 имеем 
k - -1 2 -

(s2-si} (s2- ss) (sв-s4) (s2- s6) (s2- s0) 
(VIII . 1 9) 

Представив эти частот1ще множители в виде векторов на  ком
плексной плоскости (рис. VI I I . 1 )  и используя геометрические 

1 Этот метод построения функции Z (s) по ее вещественной части на мнимой 
оси не ограничивается , конечно, только случаем сопротивлений, имеющих простые 
полюсы, хотя выражение (VI I I . 1 4) справедливо именно для него. Когда исполь
зуются функции с полюсами большей кратности, соответствующие члены в разло
жении f (s) на элементарные дроби необходимо изменить, I<ак это принято делать 
в хорошо известном методе [ 1 ] .  
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свойства последних, н аходим, что сумма  углов всех множителей 
n n 2 n  5 n  2 n равна ,..; + -+ - +  -+ - = 4,..; - - ,  а произведение их 
3 2 3 6 3 

модулей равно 1 · 1 · VЗ: 2 · -VЗ = 6. Следовательно, имеем 
1 2п _1 2п 

е 3 1 е 3 
k2 = - -6- ;  k3 = 5 ;  k4 = - -6- . (VIIl . 20) 

Величина R согласно выражению (VI I I . 1 2) в данном случае 
равна нулю, поэтому из разложения (VI l l . 1 4 )  находим 

( . 2n . 2п) 
1 - -J -

- 1  е 3 1 е 3 Z0 (s) = - ----- + -- ,  
3 S -S2 s +  1 S - Sa 

а используя соотношения (VI 1 1  . 1 8) , получим 
2 4 

1 ( s + 2 1 ) 3 s2 + 3 s + 1 
Zo (s) = з  s11 -1� s + 1 + --;+1"" = s3 + 2s2 + 2s + l 

(VIII . 2 1 )  

(VIII . 22) 

В изложенном методе, впервые предложенном Г. Боде, фигу
рирует разложение сопротивления на элементарные дроби ,  и по
этому данный метод наиболее целесообразно применять при реше
нии тех задач, в которых для последующего использования 
функции сопротивления удобна именно такая форма представле
ния. Когда требуется выразить сопротивление в виде частного 
от деления полиномов [см . уравнение (VI I I .22 ) ], то наиболее целе
сообразно использовать приводимый ниже другой способ построе
ния сопротивления по его вещественной части, впервые предложен
ный С .  Геверцем { 1 3] . 

Из выражения (VI I I .7 )  имеем 
(m1m2 - n1n2) = (a0 + a1s11 + . . .  + aпsn) (Ь0 +  

+_b11s2 + . . .  + bnsn) - s'1 (a1 + a8s2 + . . . + aп- 1 sn-1 ) (b1 + 
+ b8s11 + . . . + Ьп-1 sn-I ), (VIII : 23) 

где произволь�о предполагается, что степень п - четная. Если 
положить s = Jro или s2 = -ro2 , то числитель выражения (VI I l .8) 
запишется в следующем виде : 

А0 + A1ro11 + A1ro4 + . . .  + Anro11n = ( а0 - a2ro1 + a4ro4 - • • •  ) Х 
Х (b0- b11ro2 + b4ro4 - • • • ) + ro11 (a1 - йзfl>11 + a0ro4 - • • • ) х 

Х (Ь1 - b3ro2 + b0ro4 - " • ) • (VIII . 24) 
Перемножив выражения, стоящие в скобках в правой части 

последнего уравнения, а затем приравняв коэффициенты при оди-
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наковых степенях переменной ro2 в обеих его частях, получим си
стему уравнений :  

Ао = аоЬо 
А1 = -а0Ь2 + а1Ь1 -а2Ь0 
А2 = а0Ь4-а1Ь8 + а1Д- а3Ь1 + а4Ь0 • (VIII . 25) 
А3 = -а0Ь8 + а1Ь5 -а2Ь4 + а3Ь3-а4Ь2 + а0Ь1-ааЬо 

Эту систему можно записать в более компактной форме 
S=Г 

А, = � ar+sЬr-s (- 1 )5 • (VIII . 26) 
S=-Г 

Коэффициенты Ь0, Ь 1 , Ь2 полинома Q (s ) из выражения (VI I l .7 )  
нетрудно найти, используя нули известного полинома В (-s2 ) , 
расположенные в левой полуплоскости {см .  выражения (VI I I . 1 0) и 
(VI I I . 1 1 ) ] . Следовательно, можно предположить, что полипом 
Q (s) имеет вид 

Q (s) = (s- s1) (s- s2) • • •  (s- s,J , (VIII . 27) 
где, как и в ф-лах (VI I I . 1 3 )  и (VI l l . 1 4 ) , s 1 , s2, " . ,  Sn - нули поли
нома В (-�2) ,  расположенные в левой полуплоскости. С точностью 
до постоянного множителя,  который в рассматриваемой задаче 
просто отнесем к полиному числителя функции Z (s ) ,  искомый по
лином определяется только по его нулям.  

В системе ур-ний (VI I l .25) мы знаем теперь коэффициенты А0, 
А 1 , . . . , An и Ьо, Ь 1 ,  • • •  , bn .  Их можно рассматривать как систему урав
нений для опред.еления коэффициентов а0, а 1 ,  • • •  , an полинома 
числителя Z (s) {см .  выражение (VI I l .7) ]. Из системы ур-ний 
(VI I l .25 ) следует, что любые члены, содержащие коэффициенты 
a,t или b1i , при k > п равны нулю. Поэтому число ур авнений всегда 
равно числу неизвестных и, таким образом, существует единствен
ное решение при условии, конечно, что определятель системы не 
равен нулю. Этот определитель имеет вид 

60 о о о 
-Ь2 Ь� - Ь0 О 

Ь4 -Ь8 Ь2 -Ь1 
D = - Ь8 Ь6 -Ь4 Ь8 

Ь8 -Ь1 Ь6 - Ь5 

о . 
о . 

(VIII . 28) 

Если изменить алгебраические знаки у всех элементов в стро
ках 1 , 3, 5 .. . , а затем у всех элементов в соответствующих столб-

- 247 -



цах, тогда знаки всех элементов определителя будут положитель
ными, а величина D - неизменной. 

Определитель D можно представить в виде 
Ь1 Ь0 О О 
Ь8 Ь2 Ь1 Ь0 
Ь5 Ь4 Ь8 Ь8 

D = bo Ь7 Ь8 Ь5 Ь4 (VIII . 29) 

Поскольку элементы bk известны как коэффициенты полинома 
Гурвица, в соответствии с критерием Гурвица [ 1 ]  определитель, 
используемый в рассматриваемом методе, должен быть положи
тельным и отличным от нуля. Поэтому система ур-ний (VI I I .25) , 
безусловно, будет иметь единственное решение для коэффициентов 
ао, а1 ,  . " ,  an. 

В качестве примера рассмотрим вещественную часть функции,  
определяемую выражением (VI I I . 1 5 ) .  Вначале, используя соотно
шения (VI I I . 1 8 ) , найдем нули  полинома B (-s2) ,  расположенные в 
левой полуплоскости, а уже по ним образуем полином Q (s) [см .  
выражение (VI I I .27) ] :  

Q (s) = (s -e1 2:) (s - e-1 23:11) (s + 1 )  = 
= (s' + 2s + l ) (s + 1 )  = s3 + 2s2 + 2s + 1 .  (VI II . 30) 

Тогда система ур-ний (VI l l .25) з аписывается следующим 
образом : 

Нетрудно найти, что решение этой системы имеет вид: 
4 2 

а0 = 1 ; а1 = - ; а2 = - ;  аа = О . .  3 3 

(VIII . 3 1 ) 

(VIII . 32) 

Полученные коэффициенты, очевидно, совпадают с коэффициен
тами полинома числителя Z0 (s ) в выражении (Vl l l .22) . Полином 
знаменателя в данном случае совпадает с полиномом, определяе
мым выражением (VI l l .30) . 

Другой интересный метод (23], полезный при развитии некото
рых задач синтеза ,  рассматриваемых ниже (в главе Х) , базируется 
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на следующих положениях. Используя обозначения из выражений 
(VI I l .7 )  и (VI l l .8) , запишем для сокращения 

(VШ . 33) 
и рассмотрим построение вспомогательного сопротивления Z' (s) = 

= Р ' (s) , имеющего такой полином числителя Р' ( s ) = т ; + п ; . Q(s) что выполняется соотношение 
(VШ . 34) 

Из предыдущего рассмотрения ясно, что всегда можно найти 1 
такой полином Р' (s ) .  Фактически построение функции по ее веще
ственной части, определяемой ф-лой (VI I I . 1 5 ) , требует точного вы
полнения соотношения (VI 11 .34) . 

Умножая обе его части на М, получим 
(VШ . 35) 

Однако из последнего выражения нельзя сделать вывода, что 
т; М = т1 и п ;м = п 1 • Скорее можно предположить, что справед-
ливы соотношения :  

(VIII . 36) 
где т; и п � - соответственно четный и нечетный полиномы, удов
летворяющие тождеству 

и 

. . . m1m2 -n1 n2==0 . 
Используя соотношения (Vl l I .36) , можно записать 

F(s) = (m_; + п; ) м  = m1 + n1 + т; + п; 
� + п2 m2 + ns m2 + n2 

Тогда из уравнения (VI I I .37) находим, что 
• • • • 

(VIIl . 37) 

(VШ . 38) 

т1 +п1 m1 n 1 --- = -- = - = р (s) - нечетная рациональная функция m2 + n2 n2 m2 (VIII . 39) 

F(s) = Z(s) + p (s) . (VIII . 40) 
Поскольку согласно сделанному предположению сопротивление 

Z (s)  не имеет полюсов на мнимой оси, из выражений (Vl l l .38) и 
(VI I I .40) следует, что функция р (s) также не может иметь н а  ней 
полюсов. С другой стороны, согласно выражению (Vl l l .39 ) тре-

1 Особенно эффективный метод выполнения этой операции р ассматривается 
в §  X l .2. 
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<буется , чтобы функция р ( s) не имела полюсов нигде, кроме 
мнимой оси. Таким образом, единственная возможность заклю
чается в том, что функция p (s) совсем не должна иметь конечных, 
-отличных от нуля полюсов и, следовательно, должна быть конеч
ным нечетным полиномом. Если функцию F (s) , определяемую вы
ражением (VI I l .40) , рассматривать как разложение на элемен
тарные дроби ,  то полный остаток (рациональная функция) с 
точностью до постоянного члена представит собой функцию р ( s ) . 

Таким образом, становится понятным метод получения функции 
Z (s) по вспомогательному сопротивлению Z' (s) . Сначала необхо
димо образовать неправильную дробь 

м (  , ' ) MZ' (s) = т1 + n 1  
m2 + n2 

и затем, производя деление полинома числителя на  полином знаме
нателя, уменьшать степень полинома-делимого (числителя)  до тех 
.пор, пока она не будет превышать степени полинома знаменателя. 
Для иллюстрации допустим,  что дано 

(J)2 
Re [Z (jro) ]  = -- .  1 + (J)o (VIII . 4 1 ) 

Это выражение получается из выражения (VI I I . 1 5 )  при умно
жении последнего на  ro2• Ясно, что в данном случае М = -s2• Со
.ответствующая функция F ( s)  является сопротивлением, определяе
мым выражением (Vl l I .22) , умноженным на -s2• Произведем 
деление 

2 -- s 
3 

1 2 4 1 - 3 s4- 3 sз-s2 
2 4 4 2 -- - s4 - - sз - - s2 - - s 
3 3 3 3 

1 2 
- s2 + - s 
3 3 

Искомое сопротивление имеет вид 
1 2 - s2 + - s 
3 3 Z1 (s) = ----

s8 + 2s2 + 2s + 1 · 

(VIII . 42) 

(VIII . 43) 

Пусть далее требуется найти сопротивление, вещественная часть которого равна 
Re [Z (jro) ]  = � .  

1 + (J)o 
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Умножим сопротивление Z1 (s) , определяемое 
(VI I I .43) , на -s2 и выполним деление 

1 -- 8 
s3 + 2ss + 2s + 1 1 3 

1 2 -- s4 -- 58 
3 3 

1 1 2 2 l - - s4 - - 58 -- 89 - - 8 
3 3 3 3 

2 1 - s1 + - 5 
3 3 

Соответствующее сопротивление находим в виде 
2 1 - 51 + - 5 

Z (s) - з з 

•2 - 83 + 282 +  28 + 1 

выражением 

(VIII . 45) 

(VIII . 46) 

И, наконец, чтобы получить сопротивление с вещественной 
частью 

ro• 
Re [Z (jro) ] = -- ,  

1 + 008 
(VIII . 47) 

умножим сопротивление Z2 ( s ) , определяемое выражением (VI 1 1  .46) , 
на -s2 и выполним деление 

s3 + 2s2+2s � 1 \_-_:_5 ---2 1 

В результате имеем 

- - s4 -- 58 
3 3 
2 4 4 2 - - s4 - - s3 - - 82 - - 5 
3 3 3 3 

4 2 s3 + - s2 + - 5 
3 3 Z3 (s) = -----s3 + 2s2 + 28 + 1 

(VIII . 48) 

(VIII . 49) 

Это выражение можно также было получить непосредственно 
по фун'кции Zo (s) , определяемой выражением (VI I l .22 ) , для чего 
необходимо умножить ее на -s6 и проделать три этапа деления. 
Интересно заметить, что сумма  сопротивлений Z0 (s) и Z3 (s) , опре
деляемых соответственно ф-лами (VI I l .22) и (VI I l .49) , р авна еди
нице. Это объясняется тем,  что сумма соответствующих веществен
ных частей, определяемых выражениями (VI I I . 1 5 )  и (VI I l .47) ,  
также равна единице. 
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Пусть теперь требуется найти сопротивление с вещественной 
частью 

Re [Z (jro) ] = Ао + Aioos + A2oot + Aaro& • (VIII . 50) - 1 + 008 
Используя ф-лы (VI I I .22) , (VI I I .43) , (VI l l .46) и (VI I l .49) , 

находим искомое решение 
Z(s) = Aol0(s) +. A1Z1 (s) + Az21(s) + A3Z8(s) . (VIII . 5 1 )  

Рассмотренные методы построения сопротивления по его ве
щественной части обычно не могут привести к функции, имеющей 
полюсы на мнимой оси, так как соответствующие множители вида 
(s2 + ro� )  в четной части функции Z (s ) , определяемой выражени
ем (VI I l . 1 0) ,  сокращаются. Таким образом, если полином знамена
теля Q (s ) = т2 + п2 содержит множитель (s2 + roJ) ,  то полином 
т� - п� содержит его квадрат. Аналогично, для того чтобы веще
ственная часть функции при s = jro была неотрицательной, поли
ном т1т2 - n1n2 также должен содержать квадрат этого мно-
жителя. , Указанное ограничение присуще и тем случаям, когда рассмат
ривается реактивная функция, имеющая полюсы только на  мнимой 
оси (сопротивление цепи без потерь) , причем вещественная часть 
ее равна нулю для всех частот на данной оси. Следовательно, 
добавление к любому заданному сопротивлению реактивной 
функции не влияет на результирующую вещественную часть, а 
значит, сопротивление, образуемое из нее, не может иметь полюсов 
на мнимой оси. Такое входное сопротивление называют минималь
но реактивным, поскольку его мнимая (или реактивная) часть 
может включать произвольный аддитивный реактанс и, тем не 
менее, соответствовать заданной вещественной части. 

Это утверждение предполагает, конечно, · что множители вида 
(s2 + ro� ) 2, содержащиеся в числителе и знаменателе выражения 
(VI I l . 1 0) ,  сокращаются до начала процесса составления системы 
ур-ний (VI I I .25) . Если выражение (VI I I .8) для вещественной части 
задано в виде полинома, то общие множители числителя и знаме
нателя не заданы в явном виде, поэтому интересно выяснить, что 
будет иметь место в случае, когда система ур-ний (VI l l .25 ) со
ставлена по заданному выражению (вещественной части) , содер
жащему пару сокращаемых множителей. Ясно, что тогда полином 
Q (s) содержит два нуля на мнимой оси и . согласно критерию при
надлежности к классу полиномов Гурвица определитель (VI I I .28) 
станет равным нулю. При этом система неоднородных ур-ний 
(VI I I .25 ) имеет нетривиальные решения только для определенных 
значений коэффициентов А0, А 1 ,  А2, " "  и поскольку полином числи
теля функции, определяемой выражением (Vl l l . 1 0 ) , также содер
жит множители на  мнимой оси, приведенные выше особые условия 
автоматически выполняются ; получающееся нетривиальное реше
ние дает сопротивление Z (s) с полюсом на  мнимой оси. - 252 -



Таким образом, даже если сокращаемые множители па мнимой 
оси в выражении (VI I I .8 )  для вещественной части функции не 
сокращены, данный метод построения Z (s) , тем не менее, можно 
непосредственно применять (при условии, что известны соответ
ствующие алгебр аические уравнения ) ,  и искомое сопротивление 
будет содержать соответствующие полюсы на мнимой оси. 

Поскольку в выражение для данной вещественной части можно 
произвольно включить множители, то отсюда следует, что построе
ние сопротивления по ..описанному методу не является единствен
ным. Такое положение нежелательно при решении некоторых за
дач ,  однако от этой трудности можно избавиться, учитывая что 
вещественная часть реактивной функции, хотя и считается в 
обычном смысле равной нулю на всей мнимой оси, обладает на  
ней импульсами в полюсах, которые нельзя обнаружить обычными 
алгебраическими способами. Формирование такой характеристики 
вещественной части функции и нахождение сопротивления только 
по этой ее части рассматриваются в следующем параграфе. 

Vlll.1. Имnуnьсы вещественной части 

Для того чтобы убедиться в неравенстве нулю на мнимой оси 
вещественной части реактивной функции (что вытекает из ее 
нахождения обычным алгебраическим способом ) ,  необходимо тща
тельно изучить поведение такой вещественной части, которая 
соответствует функции, имеющей один полюс в левой полуплоско
сти, при условии, что этот полюс перемещается все ближе и ближе 
к мнимой оси. Рассмотрим функцию 

1 Z(s) = 
n (s + а) , (VIII . 52) 

имеющую простой полюс на отрицательной вещественной оси, рас
положенный на расстоянии а левее начала координат. При s = j(j) 

Z (jro) = а - j 00 • (VIII . 53) 
n (a11 + ro11) n (a11 + ro11) 

В соответствии с ф-лой (VI l l .4) вещественная и мнимая части 
имеют вид 

(VIII . 54) 

Если положить а = О, то полюс сопротивления, определяемого 
выражением (VI I I .52) , станет полюсом на мнимой оси, а функция 
R (ro) из выражений (VI I I .54 ) окажется равной нулю. Однако по
следнее утверждение, как будет ясно из дальнейшего, неверно. На 
рис. VI 1 1  .2 приведен график функции R ( ro) . Из него видно, что 
максимальное значение данной функции (в точке ro = О) равно -1-

na 
и что ширина полосы под кривой в точках, соответствующих поло-
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вине этого максимального значения, равна 2а. Полную площадь 
под кривой R ( ro) можно легко найти из интегрального выражения 

00 00 S R (ro)dro = _1 J" adro 
n а2 + ю2 -00 -оо 

(VIII . 55) 

(1) Полагая - = х, находим 
а. 

00 00 S R (ro)dro = -1 s � = -1 arctgx]00 = 1 . 
. n  l + x2 n -оо 

-оо -00 

(VIII . 56) 

Важной особенностью полученного результата является то, что 
площадь под кривой R (ro) не зависит от ·а. Нормализуя площадь к 

Rft.J) единице, видим, что в первона 
чальное выражение (VI I I .52 )  для 
функции Z (s) :необходимо ввести 
. множитель l /n. 

Поскольку предполагается . 
что величина а становится все 
меньше и меньше и полюс пере-

7 мещается все ближе к мнимой 
• оси, функция R ( ro) все больше 

приобретает форму импульса, так 
как становится выше и тоньше; 
при этом площадь под ней остает
ся равной единице. Отсюда вид
но, что по мере того, как а стре

- 4  -3 -2 -1 о f 2 3 4 � мится к нулю, функция R (ro)  рав-
Рис. V/11.2 номерно приближается к единич

ной ИМПУЛЬСНОЙ функции U o  ( (J)) . 
Таким образом, реактивная функция 

. при s = jro имеет вид 

1 
Z (s) = -

ns 

Z(jro) =и0 (rо) --1-· • nro 

(VIII . 57) 

(VIII . 58) 

Аналогично реактивное сопротивление, имеющее простые по
люсы в точках s = ± jro0 мнимой оси, с положительными веществен

k ными вычетами -0 определяется выражением 

Z (s) = -1 ( k0
• 

+ k0 ) 
n s- 1000 s + jro0 • (VIII . 59) 
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При s ·= jro вещественная часть этого сопротивления имет вид 
R (ro) = k0[tto (ro -ro0) + Uо (Ф + ro0) ] ,  (VIII . 60) 

а мнимая часть -
Х (ro) = 2k0 оо • 

n оо�-002 (VIII . 6 1 }  

Формула (VI I I .6 1 )  хорошо известна .  Результат, даваемый фор
мулой (VI l l .60) , следует непосредственно из того обстоятельства, 
что отмеченные выше свойства вещественной части функции с 
полюсом на  вещественной оси, очевидно, остаются неизменными и 
для случая, когда этот полюс просто смещается параллельно 
мнимой оси. Поскольку при этом имеются два таких полюса, сме
щенных на  равные и противоположные расстояния от начала коор
динат, выражение (VI I l .60) является , очевидно, правильным-. 

Нетрудно заметить, что использование интегрального соотноше
ния (VI I l .6) дает возможность точно найти временную реакцию 
цепи по выражению для вещественной части функции. Поэтому для 
сопротивления, определяемого выражением (VI I l .57) , при условии,. 
что оно представлено в виде ф-лы (VI I l .58) , можно найти реакцию 
при воздействии на  него единичного импульса тока : 

00 

е (t) = � f Uo (ro) cos rotdro при t > О . 
n ,  

о 

(VIII . 62). 

Если мысленно представить функцию ио ( ro) в форме высокого
тонкого импульса , изображенного на рис. VI l l .2 ,, но настолько тон
кого, что он практически равен нулю всюду в непосредственной 
близости от начала координат, то станет ясно, что функцию cos rot 
под знаком интеграла в выражении (VI l l .62 )  можно заменить ее 
значением в точке ro = О. Тогда этот интеграл будет равен половине
площади импульса . Поскольку при выводе выражения (VI l l .6 )  
предполагалось, что e ( t) = О при t < О ,  а интеграл (VI I I .62) при 

1 t > О дает e ( t) = -, получим функцию 
n 

е (t) = -1 и_ 1 (t) , .(VIII . 63). 
n 

которая является ступенчатой функцией величины Получен-
n 

ный результат' соответствует реакции сопротивления (VI l l .57) на 
единичный импульс тока, как это следует из элемеwгарного ана
лиза цепи. 

Если подставить вещественную часть функции, определяемую. 
выражением (VI I I .60) , в ф-лу (VI I I .6 ) , т9 при t > О  

со 

е (t) = �о S [Uo (ro -ro0) + u0 (ro + 000) ] cos rotdro. (VIII . 64), 
о 
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В данной формуле подынтегральное выражение равно нулю 
всюду, кроме точек w = ± roo, где cos wt = cos wot. Поскольку инте
грирование распространяется только на  положительные значения ro ,  

импульс и0 ( w + roo ) не влияет на  его результаты. 
При t > О имеем 

00 

е (t) = � cos wot S и0 ( w-ro0) dw -: 2k0 cos w0t. 
n n 

о 

(VIII . 65) 

Это выражение также совпадает с хорошо известной реакцией 
на единичный импульс тока цепи, сопротивление которой опреде
.ляется выражением (VI l l .59 ) . 

Обобщим полученные результаты в· виде следующих предло
жений: 

а )  вещественная часть сопротивления, имеющего полюсы только 
на мнимой оси, не равна  тождественно нулю при s = jw, а состоит 
из суммы импульсов ( расположенных в указанных полюсах) , вели
чина которой в я раз больше величины соответствующих вычетов 
.сопротивления в этих полюсах; 

б )  в любом случае сопротивление ( проводимость или безраз
мерная передаточная функция) однозначно определяется (и одно
значно может быть построена )  своей вещественной частью, если 
последняя известна; при этом считаются заданными любые импуль
.сы, которые она может содержать; 

в) для вещественных частей функций, содержащих импульсы в 
качестве составных элементов, можно непосредственно применять 
все обычные методы анализа во временной или частотной области. 
На практике обычно легче пользоваться именно функциями, содер
жащими импульсы, так как соответствующие функции [подобно 
.cos wt в интегральных выражениях (VI I l .62 ) и (VI I l .64) ]  не пред
·Ставляют интереса ,  за исключением тех частот, на которых 
появляются эти импульсы. 

Vlll.3. Построение nроизвоnьно.t вещественно.t 
части по имnуnьсам 

В анализе цепей применяют известный прием, заключающийся 
в том , что при построении произвольной функции импульс пред
·ставляется как некоторый «строительный блок» ( «bui lding Ыосk») . 
Обычно считают (рис. VI I I .3) , что некоторая заданная функция 
R ( w) является суммой элементов (импульсов) , каждый из которых 
имеет прямоугольную форму с высотой R (roo) и шириной dro и рас
положен на частоте w = roo. Этот элемент можно рассматривать 
как импульс R ( roo) dw{иo ( w - roo) ], где R ( roo) dro - его площадь. 
Поскольку вещественная часть функции R ( ro) является четной 
функцией и, следовательно, на частоте w = -w0 имеется такой же 
элемент [см . выражение (VI I I .60) ] , то приращение реактивной функ-
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ции, соответствующей этому элементу, будет согласно выражению 
(VI I l .59) иметь вид 

dl (s) = R (оо�) doo (-1- + _1_ ) - 2sR (000) doo • (VIII . 66) 
n s - jю0 s + joo0 n ( s2 + roIO 

Полученный результат позволяет найти полезное свойство, 
касающееся асимптотического поведения сопротивлений. Так, из 
выражения (VI I I .66) при s -+  оо имеем 

dZ (s) -+ 2R (oo) doo 
• (VШ . 67) 

1tS 

Полное сопротивление с вещественной частью R ( ro ) определяет
ся выражением 

00 

Z (s) -+ �sR(ro)OO> при S -+ 00 . 
1tS 

(VIII . 68) 
о 

Здесь опущен нулевой индекс при частоте ro, так как больше в 
нем нет необходимости. Анализируя выражение (VI I l .68) , видим , 
что каждая функция со- Rt1Ji противления, имеющая 
под своей вещественной 
частью конечную и отлич
ную от нуля общую пло
щадь, должна на очень 
больших частотах вести 
себя подобно проводимо-1 сти - . Если рассматри

Сs вается входное сопротив-
Рис. Vlll.8 

,r�:ение цепи, то на  достаточно высоких частотах цепь со стороны 
входных зажимов вырождается в емкость, величину которой можно 
найти из зависимости 

00 

r R (ro)dro = � .  
.) 2С 
о 

(VIII . 69) 

GJ 

Полученное выражение известно - как т е о р е м  а о б  и н т е
г р а л е с о п р о т и в л е н и я 1 • Она, как будет ясно из последую
щего рассмотрения, имеет важное практическое применение. Так, 
например, емкость С может представлять собой параллельно вклю
ченную паразитную емкость, которая, в ч11стности, хотя и не вклю
чается в схему, влияет на  поведение физической цепи. Используя 
интегральное соотношение (VI I l .69) , можно либо вычислить вели
чину этой паразитной емкости по непосредственно или косвенно 

1 Впервые эта теорема была сформулирована и успешно применена Г. Боде 
[ 15) . Однако основное ее свойство было предсказано в работе [ 16) . 
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найденному интегралу сопротивления, либо определить величину 
его по известной паразитной емкости .  

Обычный метод вывода указанного соотношения основан на 
законе интеграла Коши, согласно которому величина контурного 
интеграла, взятого по области аналитичности подынтегрального 

выражения , равна нулю. Для сопротивлени� 
Z (s) область аналитичности н аходится в 
правой полуплоскости . Замкнутый контур ,  
состоящий из участка мнимой оси от точ
ки -jp до точки + jp и полуокружности ра 
диуса р в правой полуплоскости (рис . 
V I I I .4 ) , является соответствующим конту
ром для любого (но большого) значения р .  · 
Если на  мнимой оси есть полюсы,  то, как 
отмечалось выше, они обходятся по беско
нечно малым полуокружностям .  Для такого 
контура имеем 

ф Z (s) ds = O. (VIII . 70) 

Рис. Vlll.4 
При вычислении этого интеграла рас

смотрим отдельно интегралы, соответствую
щие частям контура - мнимой оси и полу

окружности, радиус которой считаем бес-конечно большим. Тогда 
интеграл (VI I l .70) будет иметь вид 

00 J Z(jro) d (jro) + J Z (s)ds = О. (VIII . 7 1 )  
-оо arc 

В первом из интегралов представим сопротивление Z (jro) в 
виде Z (jro) = R (ro)  + jX (ro) , тогда интеграл от функции X (ro )  
вдоль всей мнимой оси равен нулю, потому что Х ( ro) - нечетная 
функция. Во втором интеграле, который соответствует значениям s 
вблизи бесконечно удаленной точки, следует перейти к асимптоти-

1 ческому поведению функции Z (s) , т. е. к функции -. Учитывая Cs 
сказанное, вместо . уравнения (VI I l .7 1 )  получим 

со 

j S R (ro) dro + + 5 d: = О. (VIII . 72) 
-00 arc 

Для значений s, соответствующих дуге большого радиуса,  
запишем 

и, следовательно, 
ds "d8 - = / .  

s - 258 -
(VIII . 73) 

(VIII . 74) 



Интегрирование вдоль полуокружности означает, что 0 изме-
:n:· :n: няется от - до - -. Поэтому ур-ние (VI I l .72)· можно записать в 
2 2 

виде 

или 

я: 
00 - 2  

j S R (ro) dro + Ь S 
-оо я: 

я: 
00 2 

2 

d0 = 0  

S R (ro) dro = + · S d0 = ' � : 
-00 я: 

- т  

(VIII . 75) 

(VIII . 76) 

Поскольку R (ro)  - четная функция, левый интеграл в выраже
нии (VI I I .76) можно вычислить в пределах от О до + оо и резуль
тат умножить на 2 . Полученное в результате выражение будет 
совпадать с выражением (VI I l .69 ) . . ' 

Vlll.4. Исnоnьзование преобразования Гиnьберта 

Аналитически задача построения мнимой чаGТИ комплексной 
функции по ее вещественной части, или наоборот (т. е .  когда 
используется другой . способ построения комплексной функции -
либо по ее вещественной, либо мнимой ·части ) ,. берет свое начало 
из теории потенциалов. Хорошо известно, что вещественная и мни
мая части комплексной функции удовлетворяют уравнению Лапла
са в любой области аналитичности и ,  следовательно, их можно 
рассматривать как потенциальные функции [ 1 ] 1 . Две такие функции 
(например, вещественная и мнимая части функции комплексной 
переменной) , удовлетворяющие условию Коши - Римана,  назы
ваются в этом случае сопряженными потенциальными функциями. 

Формула интеграла Коши является аналитической основой, на 
которой базируется формулировка зависимости между парой 
таких функций. Если функция Z (s ) - аналитическая в определен
ной области , включая ее границу, то по этой формул�. зная зна
чение функции на границе, нетрудно найти ее значение в любой 
точке внутри обл асти. Если граница представляет · собой окруж
ность, то оказывается, что достаточно знать· только граничные 
значения вещественной или мнимой части, или' что граничные зна
чения одной из этих частей можно выразитJ> .через граничные 
значения другой. Формулы, определяющие указанные зависимости, 
известны под названием интегралов Пуассона [ 1 ] 1 . Если посред-

1 См.  также [52] (прим. ред. ) . 
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ством конформного преобразования внутренняя часть круга ото
бражается в правую полуплоскость в соответствии с новой пере
менной (которую можно отождествить с комплексной частотой s ) , 
то те же самые интегральные зависимости будут характеризовать 
связь вещественной части сопротивления (или проводимости) с его 
мнимой частью, или наоборот. В таком виде эти зависимости изве
стны как преобр азования Гильберта 1 • Полезно уяснить, что источ
ником их является формула  интеграла Коши, ибо иначе трудно 
проследить выполнение условий, при которых они применимы. 
К таким условиям относится требование, чтобы правая полуплос
кость, включая мнимую ось, была областью аналитичности ком
плексной функции, вещественная и мнимая части которой связаны 
преобразованиями Гильберта .  Эти условия фактически совпадают 
с условиями, отмеченными в начале главы, важными для построе
ния полной функции по ее вещественной части. 

Преобразования Гильберта можно получить непосредственно, 
без применения формулы интеграла Коши и интегралов Пуассона .  
Для этого в качестве отправной точки используем представление 
(см. § VI I I .2) , согласно которому вещественная и мнимая части 
комплексной функции, определяемой выражением (VI I I .58) , яв
ляются обычной парой сопряженных потенциальных функций. 
Другими словами, такое представление означает, что величиной, 
сопряженной с единичными импульсом, р асположенным в точке 

о 1 • • (1) = , является ---, а величинои, сопряженнои с единичным � 
импульсом в точке (1) = (J)o, может служить 

:п; (ro-ro0) 
По сколь-

ку импульсы суть элементы, используемые для построения 
произвольных функций (см. рис. VI l l .3) , то, очевидно, можно най
ти сопряженное значение для какой-либо величины по известному 
сопряженному значению и;мпульса . Как будет показано ниже, 
преобразования Гильберта являются результатом воплощения ука
занной идеи. 

Для того чтобJ;>I сохранить общность анализа независимо от 
того, используется ли сопротивление, проводимость или безразмер
ная функция передачи, введем в рассмотрение системную функцию 

h (j(J)) = h1 ((1)) + ihs ((J)) · (VIII . 77) 
Если изобразить вещественную часть h 1 (ro ) графически в функ· 

ции от R ((J)) , как на рис. VI I I .3, и если вместо roo для обозначения 
произвольного положения обычного элемента использовать сим
вол 6, то величина элемента, рассматриваемого в качестве импуль
са ,  будет равна h1 ( 6) ds. При этом импульс, сопряженный с задан · 
ным импульсом, характеризуется величиной- hi (s) ds , а функция 

. :n: (ro- s) 

1 Преобразование Гильберта в теории цепей: впервые применил Ли [ 1 7]. 
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сопряженная с полной функцией h1 ( ro ) ,- интегралом 

(VIII . 78) 
-00 

Следует заметить, что в последнем выражении интегрирование 
производится в пределах от -оо до + оо, так как подынтеграль
ное выражение представляет собой сопряженное значение только 
одного элемента, и пока еще неизвестно, является ли функция 
h 1 ((J)) четной или· нечетной. Единственное допущение заключается 
в том , что она является вещественной частью комплексной функ
ции, которая, в свою очередь, аналитична в правой полуплоскости 
и на  мнимой оси. 1 • 

При нахождении интегрального соотношения между веществен
ной и мнимой частями функции необходимо помнить, что условия 
Коши - Римана 

(VIII . 79) 

связывающие обе сопряженные потенциальные функции h1 и h2, 
остаются неизменными, если поменять их местами и изменить ал
гебраический знак одной из них. Проделав эту операцию для 
функции, определяемой выражением (VI I l .78) ,  получим требуемую 
дополнительную зависимость 

со 

hi (ro) = -• � hz (s) d6 • 
п � оо-6  

-со 

(VIII . 80) 

Интегральные выражения (VI I l .78 )  и (VI I l .80) являются пре
образованиями Гильберта . Можно получить много их модификаций 
либо в зависимости от того, являются ли функции h1 и h2 четной 
или нечетной соответственно (при этом получаются интегралы, 
относящиеся только . к положительной половине спектра ) ,  либо 
введя логарифмический масштаб частоты, либо другими средства
ми. Здесь мы не будем рассматривать возможные интегральные 
соотношения, а только обратим внимание на некоторые основные 
свойства этих интегралов, полезные при решении различного рода 
задач. 

Прежде всего, линейность зависимостей позволяет упростить 
рассмотрение сложных функций путем разбиения их на части, на
хождения сопряженных с этими частями функций и последующего 
их сложения. Можно также дифференцировать или интегрировать 
обе функции любое число раз ,  дифференцировать или интегриро
вать функцию под знаком интеграла ,  затем выполнить интегриро-

1 Принимается, что функция h1 ( оо) остается ограниченной при всех значени
ях оо, включающих в себя точку на бесконечности, 
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ванне и , наконец, интегрировать или дифференцировать с тем ,  
чтобы избежать соответствующей начальной операции, какой бы 
она ни была .  Более того, полезно заметить, что эти интегралы . 1 выражают свертку функции h1  (или h2) с функцией - . Подобно 

Л:(J) 
любому интегралу свертки они могут быть модифицированы путем 
взаимной замены аргументов 6 и ro - 6 или путем диффер.енцирова
ния одной из двух свертываемых функций и интегрирования другой 
и повторения этого процесса столько раз, сколько потребуется . 
Если при дифференци·ровании функции в ней появляются импульсы, 

то нет необходимости выполнять опе-_ _ _ _ рацию интегрирования, и о мы знаем, 
что любая свертываемая с импульсом 
функция снова приводит к исходной 

t 
1 
'h7 - , . б 

----------' ,_. __ функции, смещенной по отношению к 
О ,.,,, t.i положению импульса. Перечисленные - .,, 1 

1 

_): 
- (iJ, 

hz ' 

Рис. V/11.5 

и другие подобные приемы упрощают 
использование рассматриваемых инте
гралов, так что во многих случаях тре
буется выполнить (если . вообще тре
буется ) лишь совсем малое количество 
операций интегрирования, особенно, ес
ли нас удовлетворяет приближенный , 
результат { 1 8]. 

Ниже приводится несколько харак
терных примеров, иллюстрирующих те 
задачи, для которых данный аналити
ческий подход является более удобным, 
чем изложенные выше алгебраические 

методы. Прежде всего, это удобство сказывается в случаях, когда 
функция : а) зад'ана · графически ; б) является нерациональной 
функцией ; в )  задан а в виде ряда отрезков нерацион альных функ
ций, сливающихся на границах частотных интервалов. В таких слу
чаях методы, рассмотренные в начале настоящего параграфа, оче
видно, бесполезны. 

Рассмотрим первый прием функции такого рода, график кото
рой изображен на рис. VIП .5 . Заданная функция h1 (ro) представ
ляет собой прямоугольный импульс, симметричный относительно 
начал а координат. В интервале изменения аргумента -ro1 < ro < 
< ro 1  функция равна единице, при 1 ro 1  > ro 1  она тождественно рав
на нулю. При этом интеграл (VI I I .78) принимает вид 

или 

оо ,  
1 5 ds � (ro) = -- --
n ' ro- s 

-оо, 

� (ro) = -
1 ln (ro -�) ] 00' = -1 l n l ro - roi 1 · 
n -оо, n ro + ro1 
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Знак модуля здесь необходим для того, чтобы функция h2 (ro)  
оставалась вещественной. С другой стороны, необходимость введе 
ния знака модуля вытека.ет из рассмотрения выражений (VI I I .52 ) 
и (VI I I .53) , на которых основаны все наши рассуждения. Полагая 
что ·а.  =1= О; интегр�льное выражение (VI I I .8 1 ) можно . переписать 
следующим образом : 

, ' 
(VIII . 83) 

Если положить а. =  О, то получим выражение (VI I I .82) . 
В нижней части рис. VI I I .5 показана кривая результирующей 

функции h2, которая в точках, соответствующих точкам р1Э.зрыва 
функции h 1 , имеет логарифмические бесконечности ; наклон функ
ции h2 в точке ro = О обратно пропорционален ширине импульсной 
функции h1 (см. рис. VI I I .5) . По мере роста частоты ro 1 функция 
lz 1 вырождается в постоянную, а функция h2 становится тожде
ственно равной нулю. Таким обр азом, сопряженным значением 
для постоянной является нуль .  

Интегрируя функции, изображенные на рис. VI I I .5 , можно по
лучить новую пару сопряженных потенциальных функций. В этой 
связи необходимо отметить, что интегрирование (или дифференци
рование) изменяет четную функцию на нечетную (с точностью до 
возможной постоянной, которую, как мы видели, можно опустить) ,  
и наобор9т. Поскольку вещественные части функции цепи всегда 
четные, а мнимые � нечетные, после интегрирования (оно, как 
отмечалось выше, требует изменения алгебраического знака одной 
из функций) необходимо произвести взаимную замену функций в 
тождествах. Если проинтегрировать функцию h 1 ,  показанную на  
рис. VI I I .5, то получим функцию, которая равна линейному наклону 
в диапазоне -ro 1 < ro < ro 1  и постоянной вне этого диапазона .  Ин
тегрируя выражение (VI I I .82 ) в пределах от -оо до переменного 
верхнего предела ro и изменяя алгебраический знак, будем иметь 

.!0!... ( I n l x2- l l- x ln l x - l 1- 2) при х = � .  (VIII . 84) 
. л;  x + l ro1 

Эта функция - четная ; она является сопряженной с функцией 
(представляющей собой квазилинейный наклон ) , описанной выше. 
Последняя аналогична функции фазового запаздывания, свой
ственной схемам пропускания нижних частот. Учитывая это , целе
сообразно полученные функции рассматривать как пару функций:  
з атухания (или потерь) и фазовой. Они, в свою очередь, связаны 
с известной логарифмической обратной системной функцией соот
ношением 

h ( . ) -(a-1-m /ro = е • - 263 - (VIII . 85) 



Здесь a (ro) и � (ro) - соответственно функция потерь в неперах и 
функция фазового запаздывания в радианах. Интеграл функции 
h 1 (ro ) ,  приведенной на рис. VI I I .5 (без учета постоянного члена ) , 
нужно отождествить с р ( ro) , а функцию, представленную выраже
нием (VI I I ,84 ) (с отброшенным постояннь�м членом ) ,- с а ( ro) .  
Поскольку это можно сделать лишь когда логарифм функции h (s ) 
является аналитической функцией в правой полуплоскости s и на 
мнимой оси, то системная функция h (s ) не должна иметь ни нулей, 
ни полюсов в правой полуплоскости. Если _h (s) - входная функция, 
тогда ее принадлежность к классу п. в. ф .  гарантирует выполнение 
указанного требования. Но если рассматривается передаточная 

функция , тогда так называемая функция 
распространения (а  + j p) не обязательно 
будет аналитической в правой полуплоско
сти , поскольку допускается, что нули пере
даточной функции в общем случае могут 
находиться в любом месте плоскости ком 
плексной частоты . Для того чтобы функции 
a (ro) и p (ro)  были связаны такими же со
отношениями, как и функции h 1 ( ro) и h2 ( ro ) ,  
соответствующая передаточная функцин 
h (s ) должна иметь и нули, и полюсы, рас
положенные в левой полуплоскости . 

Для такой передаточной функции пол-
Рис. VIII.6 ный фазовый сдвиг в диапазоне изменения 

частоты О < ro < оо будет меньше, чем фа
зовый сдвиг функции ,  имеющей один или несколько нулей, распо
ложенных в пр авой полуплоскости симметрично относительно мни
мой оси ; это объясняется тем , что при подобном перемещении пары 
комплексных нулей функция h (s )  умножается на  дробь 

(s +  s1) (s + s1) 
(s-s1) (s- s1) 

(VШ . 86) 

где s 1 и s 1 - сопряженные нули в левой полуплоскости, как пока
зано на рис. VI I l .6 .  Модуль дроби (VI I I .86) равен единице, а угол 
равен - ('Ф - ер) ; следовательно, хотя рассматриваемое перемеще
ние нулей передаточной функции из левой в правую полуплоскость 
не изменяет ее модуля (а значит, и а ) , к отрицательному углу ее 
(углу запаздывания р) добавляется приращение 'Ф - q>, которое 
возрастает от нуля в точке s = О до 2:rt в точке s = оо. Ясно, что 
угол запаздывания будет наименьшим для любого модуля переда
точной функции, имеющей нули, расположенные в левой полу
плоскости. Такую передаточную функцию называют функцией мини
мально фазового сдвига (минимально фазовой) . Только для ука
занной функции существуют a (ro) и p (ro) , связанные преобразова
ниями Гильберта .  

Возвращаясь к интегрированию сопряженных потенциальных 
функций, изображенных на рис. V I I I .5 , вспомним, что асимптоти-
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1 1сское значение фазы в физической цепи представляет собой целую 
величину, кратную :п:,  и поэтому результирующие функции (а и f}) 
будут соответствовать реальности, если наклон , полученный при 

nn 1 1 1 1тегрировании функции h 1 (см .  рис . Vl l l .5 ) , умножить на - , а 
001 

выражение (VI I I .84 ) - на некоторую постоянную. 
Тогда 

a. (ro) = n lп l x2- l l -nx ln l x- l 1 ·  
x + l 

(VIII . 87) 

Сопряженные потенциальные функции ,  полученные таким спо
собом, приведены на рис. VI I I .7a .  Они используются как прототи-

Att.11 d) «"1) 
а) 

д 
- {IJ, о ,.,, t.J 

(J /J(r.J) I 1 1 !\__ 1 
Наклон=J!; 1 

"1 t.J 

Рис. Vlll.7 

пы, когда необходимо рассчитать фильтр нижних частот с линей
ным фазовым сдвигом в полосе пропускания. При кусочно-линейной 
фазе � функция з атухания ·а имеет бесконечную крутизну в точках 
разрыва функции ro = ± ro1 . Для любой реальной цепи фаза имеет 
в этих точках скругления, и поэтому наклон функции а. будет ко
нечным. Тем не менее, изображенные на  рисунке идеализированные 
характеристики показательны для результатов, получаемых при 
таком расчете. 

Другую пару идеализированных характеристик фильтра нижних 
частот можно получить непосредственно из функций,  приведенных 
на  рис. VI I I .5, образовав, например, функцию затухания 

a. (ro) = A ( l -h1) .  
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Поскольку сопряженное значение для постоянной есть нуль, 
.соответствующая фаза согласно выражению (VI I I .82 ) будет опре
деляться соотношением 

� (ro) =·� In 1 ro + ro1 1 · (VIII . 89) 
n .  ro - ro 1 

Пара полученных функций показана  на рис . VI I I .7б. Затухание 
равно нулю в пределах полосы пропускания -ro1 < ro < ro1 и рав 
но А неп за пределами этой полосы (полоса запирания) .  На так 
называемых частотах среза -ro1  и ro 1 затухание претерпевает раз
рыв. Фильтр, характеризуемый такой функцией затухания, назы
вается идеальным фильтром нижних частот, в частности, в случае, 
-если величина А предполагается бесконечно большой. Соответ
ствующая фазовая характеристика имеет логарифмические беско
нечности на частотах среза , обусловленные разрывами в кривой 
затухания, и наклон в начале координат, пропорциональный вели
'Чине А. Поэтому идеальный фильтр нижних частот, обеспечиваю
щий бесконечное затухание в полосе запирания, будет иметь 
·фазу, бесконечную всюду, кроме точек ro = О и ro = оо . Подобный 
фильтр неосуществим даже теоретически, однако при конечном 
затухании А характеристики его можно аппроксимировать физи
ческой цепью. 

Преобразования Гильберта, определяемые ф-лами (VI I I .78) и 
(VI I l .80) , особенно легко найти, когда функция задана в виде 
последовательности сопрягающихся прямолинейных отрезков, т. е .  
является так называемой кусочно-линейной функцией. В этом · ·случае ее вторая производная представляет собой сумму импуль-

1 -сов. Свертывание их со вторым интегралом функции - - дает 
:Jt(I) 

требуемый результ·ат, который может быть записан непосред
·ственно. 

Обобщая описанный метод, можно при аппроксимации данной 
·вещественной части рассматривать пе последовательность прямо
линейных отрезков ( кусочно-линейная аппроксимация первой или 
высших производных вещественной части ) , а ряд сопрягающихся 
параболических дуг; при этом достигаются более гладкая кривая и 
меньшие допуски . В любом случае соответствующая производная 
такой аппроксимации становится суммой импульсов. Если эта сум
ма  представляет собой v-ю производную вещественной части, то 
мнимая часть будет являться суммой v-го кратного интеграла от 1 функции - - . 

:Jt(I) 
1 Функцию - - удобно обозначить через v0 ( ro ) , а последующие 

:Jt(I) 
интегралы от нее - через v_1 (ro } , v._2 (ro ) и т. д. Эта последователь
ность содержит функции, являющиеся мнимыми частями, связан
ными с соответствующими вещественными частями [сингулярными 
функциями и_. (ro ) при v = О, 1 , 2 , . . .  ] ,  которые определяются 
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·выражениями :  
1 v0 (ro) = - � 
1 v_ 1 (ro) = - - l n  ro2 

. 211: 
1 v 2 (ro) = - -(ro l n ro2 - 2ro) - 2n 

v (ro) = -- - ln ro2---1 ( 002 3002 ) - 3 211: 2 2 
v (ro) = -- - ln ro2---1 ( 003 1 1003 ) 

- 4  211: 6 1 8 

(VI II . 90) 

Суммируя полученные результаты ,  можно записать следующие 
выражения для функций a (ro)  и � (ro) : 

n 

a (ro) = I ak [u_, (ro - rok) + ( - l )'u_, (ro + rok)] ; 
k= \ 

n 

� (ro) = � ak [ v_, (ro - rok) + ( - l )'v_, (ro + rok)] 
k= \ 

(VI I I . 9 1 )  

(VIII . 92) 

(справедливые также для связи вещественной и мнимой частей 
сопротивления или проводимости) . Угловые частоты ±(1)1i пред
ставляют собой точки перегиба в кусочно-линейном представлении 
( v - 2) -й производной данной вещественной части а ( ro ) ; изменения 
наклона в этих точках обозначены через a1i. Производная v-го по
рядка функции a (ro)  состоит из последовательности импульсов, 
расположенных в точках ± roтi ; величины импульсов определяются 
1юэффициентами a1t . Общее число импульсов при w > О равно 
целому числу п. 

Вычисление функции � (ro)  путем подстановки в ф-лу (VI I I .92 )  
соответствующих выражений для v_ . [см . систему уравнений 
(VI I I .90) ] упрощается, если учесть, что в них при v � 2 вторые 
члены в правых частях значительно меньше первых, и ,  следова 
тельно, ими можно пренебречь. Оценивая справедливость данного 
утверждения , заметим , что эти члены соответствуют членам суммы 
вида (Vl l l .92 ) 

(VI II . 93) 
Если v - четное, то в скобках будут члены только с четными 

степенями ro1t, вплоть до степени ( v - 2) . Если v - нечетное, то в 
указанном выражении будут только нечетные степени wтi ,  вплоть 
до степени (v - 2) . Суммирование соответствующих членов в вы
ражении (Vl l l .92) даст нуль. 
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Без потери общности можно предположить, что данная четная 
функция a (ro)  является конечной и отличной от нуля только при 
-1 < ro < 1 ,  так как этого можно добиться либо вводя соответ
ствующий масштаб частоты, либо производя вычитание из постоян
ной асимптоты, либо применяя другие подобные средства 1 • По
скольку любая производная нечетного порядка от функции a (ro)  
должна быть равна нулю как при ro = О, так и при ro = 1 ,  можно 
записать 

1 J а(Р> (ro) dro = О при р = 2, 4, . . . , 

о 

(VIII . 94) 

где индекс р обозначает порядок производной. Производя повтор
ное интегрирование по частям,  получим 

1 1 

S а<Р> (ro) dro = ( - l )q f roqa<P+q> (ro) dro. ql • 
о о 

(VIII . 95) 

Здесь р и q - любые положительные целые числа ,  включая нуль. 
Объединяя ур-ния (VI I l .94 ) и (VI I l .95) , имеем 

1 J roqa<P+Q) (ro) dro = O  при р = 2, 4, . . .  , 

о 

или ,  положив р + q = v; q = v - р, получим 
1 J ro•-Pa<•> (ro) dro = O  при р = 2, 4, . . . , <v. 

о 

Поскольку при ro > 0,9 1 имеем 
п 

a<v>(ro) = � aku0 (ro -rok), 
k= \ 

(VIII . 96) 

(VIII . 97) 

(VIII . 98) 

посл�дняя зависимость дает так называемое условие моментов z 

п 

� akrok-P = O  при р = 2, 4, . . .  , <v, 
k= \ 

(VIII . 99) 

согласно которому сумма членов в выражении (VI I I .93) оказы
вается равной нулю. 

1 Заметим, что при 1 ro 1 � 1  величина а предполагается тождественно равной 
нулю. 2 Рассматриваемые вопросы, а также другие свойства последовательностей 
импульсов более полно освещаются в § XV.2. 
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Таким образом, для фазовой функци11., определяемой ф-лой 
(VI I I .92) , можно записать следующие выражения : 

при v =  2 ; (VIII . 1 00) 
п 

p(ro) = - -1- � ak [(ro -rok)2 l n 1 ro-rok 1 - (ro + rok)2 l n 1 ro + ro• 11 2n �  k= I 
при v = З ; (VIII . 1 0 1 )  

п 

р (ro) = - -1- � ak [(ro -rok)8 ln 1 ro-rok 1  + (ro + rok)3 l n 1 ro + rok 1 1 6n � 
k= I 

при v =  4; (VIII . 1 02) 

Обычно полезно иметь выражение для фазы в окрестности точки 
ro = О. Вычисление лннейных членов разложения Маклорена для 
каждой из приведенных выше функций дает 

п 

при v = 2 p (ro) = - 2; � a. lп rok + . . .  ; 
k=I 

(VIII . 1 03) 

(VIII . 1 04) 

(VIII . 1 05) 

Используя эти выражения, нетрудно найти фазовый наклон в точке ro = О. 
В качестве примера рассмотрим графики функций, изображенных на рис. VI I l .8a .  На этом рисунке кусочно-линейная функция а 

имеет на положительной полуоси частот две точки излома :  
(VIII . 1 06) 

Изменения наклона кривой в данных точках соответственно равны : 
а1 = 4; а2 = -4. - 269 - (VII I . 1 07) 



При указанных значениях а из выражения (VI I l . 1 00) находим 
функцию 

� (ro) = : [-(ro- 1 )  ln 1 ro- 1 1 - (ro + 1 ) ln 1 ro + 1 1 + 

+ ( ro -+) l n  \ ro -+ 1 + ( ro ++) ln 1 ro ++ I J ,  (VIII . 1 08) 
а из выражения (VI I l . 1 03) - накЛОJ-! . 

{ dp )  = -..!.. (4 ln l -4 ln �) = � ln � = 0,568. (VШ . 1 09) \ dro w=O n 4 n 4 
Используя выражение (VI l l . 1 08) , находим ,  что 

при ro = 0,5; 1 ,0 ; 1 , 1 25 ; 1 ,25 ; 2,0 � = 0,3 1 2 ; , 1 ,003; 1 ,230; 
1 ,036; 0 ,4 1 1 .  (VIII . 1 1 0) 

График функции р построен на  том же рис . VI I l .8a, где шкала 
ординат изображена в неперах и радианах. В отличие от функций, 

а1 б) 
::i - 1,0 
t:; "  ::t �  
--� t� 0,5 
� �  :t! 

о 
(.J о � J 4 

Р'ис. Vlll.8 

приведенных на рис. VI I l .7б, здесь фаза остается конечной, так как 
функция затухания возрастает с конечной скоростью и не имеет 
разрывов. Следовательно, характеристики; показанные на  
рис. VI I l .8a , более соответствуют физической цепи .  

В качестве второго примера рассмотрим построение фазовой 
характеристики , соответствующей функции а, изображенной на  
рис. VI I l .8б, причем график фазы вычертим на  том же рисунке. 
Как видно из него, характеристика затухания 'a. (ro ) имеет две (со
прягающиеся в точке, соответствующей частоте ro = 2) параболиче
ские дуги . Вершины кривой ,а соответствуют частотам ro = 1 и 3. 
Опять нормализуем амплитуду функции а относительно 1 неп, и 
непосредственно из рисунка находим а 1 = 1 ,  а2 = -2, а3 = 1 и 
IO J  = l ,  Ю2 = 2, (1)3 = 3. 

Тогда из выражения (VI I l . 1 0 1 ) имеем 
. 1 � (ro) = -

211 
[(ro - l )2 l n l ro - l l - (ro + l )2 I n l ro + l l - . 

-2 (ro- 2)2 ln 1 ro-2 1 + 2 (ro + 2)2 ln 1 ro + 2 1  + (ro-3)2 ln 1 ro -3 1 -
-(ro + 3)2 ln 1 ro + 3 1 ] ,  (VIII . 1 1  l ) 
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а при малых значениях часто.ты ro ,  используя выражен:не (VI l l . 1 04 ) . 
найдем 

(VIII . 1 1 2} 

Можно получить довольно хорошее приближение фазовой 
характеристики, определяемой выражением (VI I I . 1 1 1 ) ,  если вы
числить значения. фазы, соответствующие только характерным точ
кам ro = 1 ,  2, 3 ;  при этом некоторые члены в полном выражении 
для фазы опускаются. Используя, кроме того, первоначальный 
наклон , легко определяемый из выражения (VI I I . 1 1 2 ) , нетрудно 
построить кривую фазы, изображенную на рис. VI I l .8б. Существен
но отметить, что для выбранной функции а полученная фаза яв
ляется точной. 

Вычисление фазовой характеристики упрощается при наличии 
тщательно построенных кривых (графиков) . функций х ln х, x2 ln х, 
х3 ln х, . . . в диаоазоне изменения переменной .О < х < w, ибо тогда 
нетрудно произвести вычисления по ф-ле (VI l l . 1 1 1 ) примерно для 
десяти точек; это можно проделать сравнительно быстро. В данной 
связи целесообразно прежде всего произвести нормализацию по 
частоте, если по условиям задачи частотный диапазон лежит в 

· пределах от О до 1 0  рад/сек. Когда же заданный диапазон охваты
вает более широкий интервал частот, чем тот, который может быть. 
легко размеще1-1 в указанном пределе, следует разделить его на  
удобные подынтервалы, рассчитать фазовые функции, соответ
ствующие потерям на каждом из подынтервалов, и далее сложить. 
их. Иногда целесообразно использовать различную нормализацию 
по частоте для отдельных подынтервалов. При использовании та
ких простых приемов достаточно для любой практической задачи 
взять точную таблицу натуральных логарифмов чисел О + 1 0, что 
позволит избежать в расчетах больших чисел. 

Vlll. 5 .  Друrой анаnитический метод 

Для определения функции, сопряженной с заданной потенциаль
ной функцией, можно использовать иной метод, пригодный как при 
алгебраическом , так и при графическом решении задачи .  Согласно 
этому методу необходимо ввести преобразование независимой 
переменной, конформно отображающей правую полуплоскость s на 
внутреннюю часть единичного круга. Это хорошо известное преоб
разование записывается в виде 

1 - s W = -- . 
l + s 

(VIII . 1 1 3) 

Как показано на  рис. Vl l I .9, точки s = О и s = оо плоскости s 
отображаются соответственно в точки + 1 и -1 плоскости w, а пе
ремещение вдоль мнимой оси плоскости s в положительном направ-
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лении означает обход единичной окружности по часовой стрелке. 
Следовательно, если записать 

w = е -i'P = 1 -· jro , (VIII . 1 1 4) 
1 + jro 

то соответствующими переменными будут ер и · ro.  В частности, 
имеем 

ер = 2 arctg ro, или (J) '  tg д_ .  
2 

(VIII . 1 1 5) 

Отсюда вищю, что масштабы переменных ro и ер можно изобразить 
так, как показано на рис. VI l l . 1 0. Для обеих переменных начало 

п. координат совпадает; тoч-jt.J �осность s плоскость w ки ro = ± 1 соответству-s=-1 n � ют точкам ер = ± 2, а 
точки ro = ± оо преобра
зуютсй в точки ер = ± n. 
Это преобразование неза 
висимой переменной ro в 
переменную <р можно ис
пользовать как средство 
для превращения любой 
данной функции от ro в 
периодическую функцию 

s =j 

Рис. VJJ/.9 

от ер с периодом 2n. 
Так, данную кривую вещественной части R (ro) можно преобра

зовать в функцию от ср, если найти каждую из ординат для какой ·· 
либо величины ro при соответствующем значении ер, найденном из 

-00 - 1 

1t - ..,.. 
1 т: (} 

Рис. Vl//. 10 

выражения (VI I I . 1 1 5 ) . Обе функции ср и R (ro)  имеют одну и ту же 
последовательность величин ординат; значения же абсцисс, отно
сящиеся к определенным значениям ординат, просто меняются 
между собой . Это изменение независимой переменной можно рас
сматривать как искажение функции только в направлении оси 
абсцисс, причем все значения ординат остаются неизменными. Та
кой процесс называют преобразованием функции R ( ro) из области 

. w в область ер. 
Любую системную функцию h (jro ) = h 1  (ro) + jh2 (ro)  можно 

преобразовать в периодическую функцию в области ср вида 
q(jqJ) = q1 (cp) + iq2 (ep), 
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имеющую периодические вещественную и мнимую части q1 ( q>) и 
q2 ((/)) , которым соответствуют функции h 1 ( ro) и h2 ( ro) . Подобное преобразование позволяет найти весьма простые выражения для определения функции, сопряженной с заданной потенциальной. Четная или нечетная функция в области ro остается соответственно четной или нечетной в области q>. Данная вещественная часть в области ro преобразуется в четную периодическую функцию в области ()) , которую в этом случае можно представить в виде ряда, содержащего косинусы 

q1 (q>) = a0 + a1 cos q> -t- a2 cos 2q> + . . .  . (VIII . 1 1 7) 
Здесь коэффициенты ak находЯ:тся обычным методом, как и при разложении в ряд Фурье. В таком представлении вещественной части подразумевается, что комплексная системная функция в области q> задана выражением 

( . ) + -f'f> + -'./2<р + q Jq> = а0 а1 е 02 е . . . . (VIII . 1 1 8) 
Следовательно, мнимая часть, соответствующая вещественной части, определяемой рядом (VI I l . 1 1 7) , имеет вид 

q2 (q>) = - а1 sin q> -a2 sin 2q> - . . . . (VIII . 1 19) 
В области q> выражение для функции, сопряженной с данной потенциальной функцией, можно записать, не производя никаких вычислений, если исходная функция имеет вид тригонометрического полинома с членами, кратными целым значениям переменной q>. При графическом задании функции для получения требуемой аппроксимации тригонометрическим полиномом используются обычные методы рядов Фурье. Рассмотрим простую иллюстрацию применения этого метода, когда вещественная часть задана выра-жением 

1 h1 (ro) = -- . 
1 + 002 

Используя выражение (VI l l . 1 1 5 ) , получим 
) 1 2 1Р 1 

+ 1 q1 (q> = = cos - = - - cos q>. 
l + tg2 � 2 2 2 

2 

Соответствующая мнимая часть имеет вид 
( ) 1 • • 1Р 1Р q2 q> = - - SlП q> = - SlП - COS - . 2 2 2 

(VIII . 1 20) 

(VIII . 12 1 ) 

(VIII . 1 22) 
Обратное преобразование в область ro [см . выраже-ние (VI I I . 1 1 5) ] дает 

1 8  Заказ 49 
00 h2 (Ф) = - 1 + оо2 • 
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Пользуясь выражениями (VI I l . 1 1 4 )  и (VI I I . 1 1 8) ,  можно в об
щем случае записать системную функцию в виде следующего 
выражения :  

h(jro) = а0 + а1 ( l - �(J) ) + а2 ( 
l - �(J) ) 2 + " " 

1 + j(J) 1 + j(J) (VIII . 1 24) 

Наконец, для комплексных частот она выражается формулой 

h (s) = a0 + a1 (_!_.=!__) +·а2 ( l - s ) 2 + . . . . (VIII . 1 25) 
l + s  l + s  

Если вещественная часть функции задана графически, то н а 
основе этого результата и метода рядов Фурье можно н айти ап-

Рис. Vlll. 11  

1 
� 

1 
1 1-о 

проксимацию (в виде рационального выражения ) ,  соответствую
щую данной системной функции. 

Вспомнив выражение (Vl .54 )  для сопротивления передачи скре
щенной цепи постоянного сопротивления, видим, что функция 

(�)п 
l + s 

(VIII . 1 26) 

представляет собой сопротивление передачи каскадного соединения 
п одинаковых скрещенных четырехполюсников, н агруженного н а 
резистивное сопротивление 1 ом. При этом каждый из них имеет 
схему, изображенную на рис. VI I l . l  l a . Интересно отметить, что· 
если функция h ( s ) ,  определяемая выражением (VI I l . 1 25 ) , пред
ставляет собой сопротивление передачи, то возможной физической; 
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реализацией для него может служить схема ,  приведенная на 
рис. VI I I . l  l б ,  где коэффициенты трансформации идеальных транс
форматоров приведены к значениям а0, а1 , а2, " . Другая схемная 
реализация данной функции может иметь вид одного каскада, 
содержащего большое количество скрещенных цепей (или некото
рой эквивалентной неуравновешенной цепи задержки) . Такой 
каскад нагружается на резистивное сопротивление нагрузки, с 
1<0торого напряжения отводятся на  соответствующие высокоомные 
делители, подающие их на сетки отдельных ламп, включенных 
таким образом, что выходные напряжения складываются последо
вательно. Основная идея, заложевная здесь (впервые предложен
ная Норбертом Винером и Ли) , состоит в возможности получения 
любой требуемой передаточной характеристики , которую легко 
подобрать только по характеристике основной цепи задержки ; при 
этом проблема аппроксимации решается использованием обычных 
методов Фурье. 

Vlll.6. Дополняющие сопротивления 

Как упоминалось в главе VI в связи с рассмотрением синтеза 
RC и RL цепей, дополняющие входные сопротивления представля
ют собой пару таких сопротивлений, сумма которых равна посто
янной, т. е. не зависит от частоты. Величину постоянной обычно 
нормализуют относительно сопротивления 1 ом, однако в общем 
случае можно выбрать любое требуемое значение нормализации. 
Ясно, что два сопротивления являются дополняющими друг друга, 
если сумма их вещественных частей равна постоянной, а сумма их 
мнимых частей равна нулю. Таким образом, достаточно потребо
вать, чтобы сумма вещественных частей этих сопротивлений равня
J1ась постоянной, поскольку величина, сопряженная с ней, равна 
нулю. 

Очевидно, что в любой практической ситуации постоянная дол
жна быть конечной. Следовательно, только минимально реактив
ное сопротивление может иметь дополняющее сопротивление с 
полюсами на  мнимой оси, так как импульсы его вещественной 
части равны нулю всюду, кроме точек, соответствующих полюсам 
с бесконечно большими значениями. 

Дополняющее сопротивление можно построить либо по веще
ственной части заданного сопротивления, либо по всему сопро
тивлению. В качестве иллюстрации рассмотрим вещественную 
часть, определяемую выражением (VI I I . 1 5 ) , и вычтем ее из ее мак
симального значения, равного единице. Тогда получается остаток, 
положительный при всех значениях ffi (в общем случае вычитание 
производится при любом максимальном значении) . При этом веще
ственную часть искомого дополняющего сопротивления можно 
представить в виде 

18* 

1 008 1 - -- = -- .  
1 + 008 1 + 008 
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Правая часть последнего выражения представляет собой 
вещественную часть, определяемую выражением (VI I l .47) . Соот
ветствующее сопротивление по ф-ле (VI I I .49 ) 

4 2 
s3 + - s2 + - s  

Zд(s) = __ з __ з_ sa + 2s2 + 2s + 1 
(VIII . 1 28) 

представляет собой требуемое дополняющее сопротивление для 
Z0 (s) ,  определяемого ф-лой (VI I I .22) ; его вещественная часть 
выражается ф-лой (VI I I . 1 5 ) . Очевидно, что такой же результат 
можно получить, если из единицы вычесть величину Z0 (s) , опреде· 
ляемую выражением (VI I I .22) . . 

Не следует, однако, делать вывода ,  что дополняющее сопро
тивление возможно всегда найти посредством вычитания заданного 
сопротивления из единицы. Во-первых, необходимо убедиться, что 
оно является минимально реактивным, и , во-вторых,- определить 
максимальное значение его вещественной части .  Если последнюю 
обозначить через R, то можно составить такую функцию R - Z (s ) , 
которая будет п . .  в .  ф .  и ,  значит, реализуемой как входная функция. 
Можно, конечно, вычесть Z (s ) из величины, большей, чем R, хотя 
задачи, в которых присутствуют дополняющие сопротивления, 
обычно дают наиболее приемлемые результаты тогда, когда ука
занная постоянная имеет наименьшее возможное значение. Обычно 
удоб.но нормализовать заданное сопротивление таким образом, 
чтобы эта величина стала равной единице. 

По существу, с помощью тех же методов можно построить 
также передаточную функцию, дополняющую данную. Однако, по 
крайней мере до сих пор, нельзя назвать ни одного практического 
случая, в котором подобная функция могла бы быть использован
ной. Поскольку вещественная часть передаточной функции при 
s = jro не должна оставаться положительной, все устойчивые пере
даточные функции имеют дополняющие функции, включая те, у 
которых есть полюсы на  мнимой оси. 

Vlll.7. Построение сопротивnения передачи 
по ero вещественной части 

Как уже отмечалось, вещественная часть сопротивления пере
дачи как функция переменной ro может принимать и отрицатель
ные, и положительные значения. За исключением_ конечного числа 
импульсов, она должна быть ограниченной рациональной функцией, 
но в других случаях она может быть совершенно произвольной. 
Применяя описанные выше методы построения входных функций, 
можно всегда найти устойчивую рациональную передаточную 
функцию для такой вещественной части. Если  у последней имеются 
импульсы, то решение подобной задачи всегда единственно. 
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Когда вещественная часть задана графически или кусочно
аналитически, то пользуются либо методами преобразования Гиль
берта, либо другими методами, основанными на этих преобразо
ваниях (как было проделано выше) . Другими словами, построение 
передаточных функций по их заданным вещественным частям 
осуществляется так же, как и для входных функций. Единственное 
отличие заключается в том, что вещественная часть может прини
мать не только положительные, но и отрицательные значения .  

Необходимо подчеркнуть, что в процессе построения передаточ
ной функции по вещественной части не возникает вопроса, яв
ляется ли она минимально фазовой функцией или нет. При этом 
процессе однозначно определяется расположение ее нулей и по
люсов . Если нули находятся в левой полуплоскости, функция 
является минимально фазовой ; если некоторые из ее нулей оказы
ваются в правой полуплоскости, то функция будет неминимально 
фазовой (см .  § VI I I .3 ) . Таким образом , какая бы функция не 
рассматривалась, ее вид предопределяется вещественной частью, 
поэтому метод построения функции не может быть произвольным. 

Применительно к вопросу реализуемости передаточной функ
ции, вещественная часть которой принимает и отрицательные, и 
положительные значения, интересно рассмотреть синтез такой 
функции, основанный на использовании симметричной скрещенной 
цепи. В гл . VI были получены ф-лы (Vl .44) и (Vl .48) для сопротив
ления передачи или проводимости передачи скрещенной цепи , 
выраженных через сопротивления или проводимости ветвей 

или 

1 
Z111 = - (zь- Za) (VIII . 1 29) 2 

1 
У12 = 

2(Уь-Уа)· (VШ . 1 30) 

Как показано на рис. VI I I . 1 2 , вещественную часть сопротивле
ния z1 2 (jro)  можно представить в виде разности двух вещественных 
частей гь и Га, принимающих во всем диапазоне изменения аргу
мента положительные значения . Функции гь и Га используются для 
получения положительных вещественных входных сопротивлений, 
которые (после умножения на множитель 1 /2 ) затем отождест
вляются соответственно с сопротивлениями zь и Za скрещенной цепи 
(с помощью последних реализуется сопротивление передачи с дан
ной вещественной частью) . Применяя указанный метод, уже нет 
необходимости строить полное сопротивлен�е передачи Z12 , так как 
сопротивления скрещенной цепи можно построить непосредственно 
по их известным вещественным частям. 

Поскольку в этом случае важно знать только разность между 
сопротивлениями скрещенной цепи ,  то существует бесконечное 
число пар функций zь и Za, дающих одну и ту же передаточную 
функцию. Другими словами, теоретически и к функции rь, и к функ· 
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ции Га, изображенным на  рис . . VI I I . 1 2 , можно добавить одну и ту 
же произвольную функцию r, не влияя на  результирующее сопро
тивление передачи или его вещественную часть. Такая гибкость 
дает некоторую степень свободы, которая, как будет видно далее, 
полезна на  практике при построении требуемой структуры цепи и 
выборе величин ее элементов. 

Relz12 (JwJ) 

о 1 1 1\1"} 1 1 � 
1 1 1 
ь 

о 

Рис. Vlll.12 

Vlll.8. Построение соnротивnення по ero модуnю 

Если функция сопротивления задана выражением (VI I l .7 ) , то 
квадрат ее модуля при s = jro имеет вид 

I Z (iro) 1 2 = [ P (s) P ( -s) ] = ( тт -пт ) = C (ro2) . (VIII . 1 3 1 )  
Q (s) Q ( - s) s=/(J) т22 __ п22 • B (ro2) S=)(J) 

Здесь полином В ( ro2) совпадает с полиномом из выражения 
(Vl l l .8) , а C (ro2) и B (ro2} - полиномы, представляющие собой 
соответственно квадраты модулей Р (jro) и Q (jro) .  Построение со
противления Z (s) в данном случае значительно проще, чем при 
его построении по вещественной части. Процесс нахождения функ
ции Q (s) по B ({J)2) совпадает с аналогичным процессом нахожде
ния функции P (s)  по C (ro2} .  Фактически когда Z (s) является вход
ным сопротивлением, то его необходимо строить по тому же 
методу, так как и нули, и полюсы этого сопротивления должны 
лежать в левой полуплоскости. 

С другой сторо.ны, когда Z (s )  является сопротивлением пере
дачи, то некоторые (или все) нули P (s )  можно выбрать так, чтобы 
они лежали в правой полуплоскости, если не оговаривается, что 
искомая передаточная функция должна быть минимально фазовой. 
В этом случае описанный метод приводит к единственному реше-
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ш1 ю, как и для входного сопротивления. Если к сопротивлению 
передачи не предъявляется требования минимальной фазы, ряд 
возможных решений может быть получен в соответствии с располо
жением нулей P (s) между левой и правой полуплоскостями .  Если ,  
кроме того, задано входное сопротивление, то положительная веще
ственная функция существует не для каждой определенной функ
ции модуля, а только для той, которой соответствует угол, не пре-
вышающий по абсолютному значению � рад. Это условие может 

2 
либо удовлетворяться, либо нет в зависимости от величины и ско
рости изменения модуля как функции частоты. Указанное положе
ние можно проверить, обратившись к рис. VI l l .7б и VI I I .8a . Из 
рассмотрения кривых, изображенных на  первом из них, видно, что 
изменение модуля никогда не может быть резким независимо от 
того, насколько он мал по величине, так как фаза � содержит ло
гарифмические бесконечности при любом значении затухания А ,  
отличном от нуля .  

Когда изменение модуля плавное (см. рис .  VI I I .8a и VI I I .8б ) ,  
то максимальное значение соответствующего угла конечно. Любой 
величине изменения модуля соответствует определенная скорость 
изменения (ее лучше всего выражать в дб/окт) , при которой мак-
симальный угол не превышает � , а любой данной скорости 

2 
изменения модуля соответствует максимальная величина его изме
нения. При скорости изменения кривой модуля, показанной на  
рис. VI I I .8a ( 4  неп/окт или 34,7 дб/окт) , максимальный угол, 
соответствующий изменению модуля на  1 неп (8,68 дб) , что экви
валентно отношению амплитуд 2,7 1 8 : 1 ,  равен 1 ,23 рад (около 
70,5°) . При этой же скорости изменения можно увеличить отноше-
ние амплитуд до (_оо_ · 2,7 1 8) : 1 ,  т .  е. до 3,47 : 1 .  При большем 

70 , 5 
значении этого отношения скорость изменения необходимо умень
шать, но не просто пропорционально, так как зависимость между 
а и � в данном случае является более тонкой, чем прежде. При 
любой скорости можно определить, соответствует ли указанной 
функции модуля именно п .  в .  ф. Когда модуль представляет собой 
рациональную функцию, можно также построить функцию Z (s) . а 
з атем провести проверку ее вещественной части по методу Штурма .  

Vlll.9. Построение входноrо соnротивnения по ero yrny 

Используя выражение (VI I I .7) , запишем следующие зависи
мости :  

1 M(s) = - [P(s)Q ( -s) + P( -s)Q (s)] = m1m2 -n1n2 ; (VIII . 1 32) 2 
1 N(s) =  - [P(s)Q ( -s) -P( -s)Q (s)] = m2n1-tnin2 • (VIII . 1 33) 2 
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Угол 0 сопротивления Z (jw) определяется из выражения 
j tg 0 = N (jro) . (VIII . 1 34) 

M (jro) 
Ясно, что N ( s )  - нечетный, а М ( s )  - четный полином от s. По
этому tg i A  является нечетной рациональной функцией от ro вида 

tg e = ro(G0 + G1002 + " . + Gnro2n) 
А А 2 А 2п '  о + 100 + • • •  + пОО 

(VIII . 1 35) 

в которой полином знаменателя совпадает с полиномом числителя · выражения (VI I l .8) , определяющего вещественную часть. 
В рассматриваемой задаче нужно определить входное сопротив

ление Z (s) , имеющее заданный частотнозависимый угол 0 (угол из-
меняется в диапазоне от - � до �) . Для этого прежде всего 

2 2 
необходимо каким-либо способом найти такие полиномы выраже
ния (VI I l . 1 35) , при которых частотная характеристика фазы бЫJ1 а  
бы достаточно близкой к требуемой. Решение такой задачи аппрок
симации мы не будем здесь рассматривать, а ограничимся только 
вопросом : как построить Z (s) , когда известны полиномы рацио
нальной функции (VI I I . 1 35) ?  

Используя указанные полиномы, можно получить полиномы 
M (s) и N (s) (положив j(J) = s или ro2 = -s2) .  Далее по выраже
ниям (VI I l . 1 32) и (Vl l l . 1 33) составим сумму 

M(s) + N (s) = P(s)Q (-s), (VIII . 1 36) 
откуда видно, что нули полинома М + N являются нулями поли
номов P (s )  и Q (-s) и должны лежать соответственно в левой и 
правой полуплоскостях. Таким образом , становится очевидным. 
как строить полиномы P (s)  и Q (s) . Необходимо решить уравне
ние М + N = О, т. е. найти его корни, а затем отнести те из них. 
которые лежат в левой полуплоскости, к полиному P (s) , а лежа
щие в правой полуплоскости - к полиному Q (-s) . Если нули дан
ных полиномов известны, то можно найти и сопротивление Z (s) (с 
точностью до постоянного множителя, который остается произ� 
вольным, поскольку он не оказывает влияния на угол 0 ) . 

При рассмотрении нулей, относящихся к полиному P (s} (нули. 
расположенные в левой полуплоскости) , и нулей, относящихся к 
полиному Q (-s) (нули, расположенные в про.,зой полуп.Лоскости) " 
мнимая ось используется как сортирующая граница, и, та•ким� 
образом, возникает вопрос : как определить нули, которые прихо
дятся на саму мнимую ось? Прежде чем ответить на него, попы
таемся, во-первых, понять, почему нули могут попасть на  мнимую• 
ось, и, во-вторых, будет ли полином М + N всегда иметь такие: 
нули .  

Поскольку нули полинома М + N на  мнимой оси являются на 
ней нулями полинома P (s) или Q (s) , то они являются там нуJiями 
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или полюсами сопротивления Z (s ) . Какое же влияние оказывают 
нули или полюсы этого сопротивления, расположенные на мнимой 
оси, на его угол? Чтобы ответить на поставленный вопрос, р ассмот
рим поведение угла частотного множителя (s - so) при so = iffio, 
т. е. когда переменная s = jffi проходит через критическую частоту 
so. Ясно, что до тех пор, пока ffi < ffio, этот угол остается постоянным 

n n и равным -- ; при ffi > ffio он будет постоянным и равным + -. 2 2 
На критической частоте ffio угол имеет скачок л; рад. Конечно, нель
зя определить точно, дает ли скачок 0 в этой точке резкое опере
жение или отставание, поскольку невозможно решить, поворачи
вается ли частотный множитель на л; рад по часовой стрелке или. 
против нее. 

Эта неопределенность в направлении поворота угла исчезает� 
когда критическая частота s0 лежит немного левее или правее 
мнимой оси ( а  не на ней) , или, если по мере того, как переменная 
s = jffi достигает точки s0  на мнимой оси, она проходит ее по бес
конечно малой полуокружности, расположенной в левой или правой 
полуплоскости. Такой прием часто используют в задачах анализа 
и синтеза цепей. Ранее (см . рис. VI I l .4 )  предполагалось, что малые 
полуокружности обхода лежат в правой полуплоскости ; это соот
ветствует очевидному требованию, заключающемуся в том , что· реакция цепи не может предшествовать возбуждению, вызываю
щему ее. Таким образом, при изменении s = jffi в направлении 
возрастания (J) вращение частотного множителя (s - so) всегда: 
осуществляется против часовой стрелки. 

Поэтому нуль полинома Z (s) на мнимой оси дает резкий поло
жительный прирост угла е,  равный л; рад, а полюс угла - резкое 
отставание на ту же величину. Если вспомнить, что множитель по
линома числителя или знаменателя функции Z (s ) на мнимой оси 
должен быть общим делителем полиномов т 1 и n1 или т2 и n2, Т<>' 
из выражений (VI I I . 1 32 )  и (VI I I . 1 33)  можно увидеть, что такие 
множители будут всегда содержаться и в полиномах М и N. Следо
вательно, в выражении (VI l l . 1 34 )  для tg 0 указанные множители 
сократятся . Алгебраическое выражение для 0 не дает никаких рез
ких скачков угла ,  даже когда функция сопротивления Z (s ) создае·r 
их за счет своих полюсов или нулей на мнимой оси . 

В этой связи было бы  неверным утверждать, что, поскольку 
определение 0 требует вычисления функции ,  обратной тангенсу, а 
последняя является многозначной, то выражение для 0 дает столь
ко скачков, равных л; в любом направлении, сколько требуется. 
Данное предположение соответствует тому, что цепь создает беско
нечное число значений угла 0, и можно выбирать любое удобное 
значение . Здесь несомненная бессмыслица. Цепь не следует путать 
с многозначностью аналитического выражения для угла (что ино
гда имеет место при проектировании) . Аналитически механизм для 
устранения путаницы такого рода можно пояснить при помощи 
поверхности Римана . В границах одного и того же листа римано-
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вой поверхности функция 8 не может иметь скачков. Скачок 
величины 8, равный .п рад, получается только при условии наличия .скачков от одного листа поверхности Римана до следующего. 

Если Z (s) представляет собой п . в .  ф., имеющую нуль в неко
торой точке s0 = j@0 н а  мнимой оси, то ясно, что это и есть точка, в u u 8 п которои уменьшающиися угол как р аз достигает величины - 2 . 
Далее угол стал бы меньше этого значения, если бы не влияние 
нуля, которое заключ-ается в том ,  что 8 изменяется скачком до ве-

:п: u .личины + -, так что дальнеишее уменьшение угла  не нарушает 
2 . . 

условия - _..::. ::::;:; ·8 ::::;:; ....::. . Полюс Z (s) на  мнимой оси точно также 
2 2 

представляет собой точку, где возрастающий угол 8 как р аз дости
:п: гает величины + - , причем он не может превысить этого значения 
2 

в результате резкого отставания угла н а  .п рад. Однако, когда 
угол 8 вычислен по ф-ле (VI I I . 1 34 )  или (VI I l . 1 35) , необходимые 

:п; :п; скачки, предотвращающие нарушение условия - - ::::;:; ,е ::::;:; -- , 
2 2 

отсутствуют, и ,  таким образом, указанное условие нарушается .  
Однако нарушение только кажущееся, так как при построении 

·Сопротивления Z (s) по данной функции (VI I I . 1 35) мы  вносим нули 
и полюсы в нужные точки н а  мнимой оси. Полином М (s )  + N (s ) 
из ур-ния (VI I I . 1 36) не имеет никаких нулей на  мнимой оси , по
тому что в правых частях выражений (VI I l . 1 34 )  и (VI I I . 1 35) они 
�окращаются . Таким образом, в данном случае не возникает вопро
·са, к какому из двух полиномов P (s)  или Q (-s) следует их отне
�ти .  Вместе с тем необходимо отнести нули, расположенные на  
мнимой оси, к полиному P (s) или  Q (s )  в точках, где функция 8 ,  
вычисленная из выражения (VI I l . 1 35) , может привести к наруше-
нию условия l 8 I ::::;:; �. Таким образом, всякий раз ,  когда эта 

2 

ф u :п; ункция достигает величины, равнои сумме или разности 2 и 
целого числа ,  кратного :rt рад, в полином Q (s)  или P (s) соответ
�твенно вносится нуль, расположенный на мнимой оси, в зависи-

б d е • мости от того, удет ли наклон - в этои точке положительным d ro  
или отрицательным [причем 8 является функцией (VI I l . 1 35 ) ,  не 
имеющей скачков]. 

Теоретически оказывается полезным дополнительное условие, 
заключающееся в том ,  что вычеты в полюсах на мнимой оси для 
п .  в .  ф .  должны быть вещественными и положительными. Вычет в 
полюсе ·z ( s )  н а  мнимой оси в точке s = s .  р авен [( s2 - s�)z (s) ] k. = [(s-s.)Z (s)]s=sv = · 

s + sv s=Sv 
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Поскольку 
(VIII . 1 38) 

10 для того чтобы общий угол выражения (VI I l . 1 37) был равен 
нулю, необходимо выполнение соотношения 

(VIII . 1 39) 

Функция (s2 - s � ) Z (s) = Z' (s) . является частью искомого со
противления до включения в него пары сопряженных полюсов на 
мнимой оси, осуществляемого когда частотный множитель ( s2 - s ; )  
•относят к полиному Q (s) . В точке s = jffi v угол функции Z' (s) до-

л стигает величины2 . Если множитель (s2 - s� ) отнести к полиному 
1 

Р ( s) , то проводимость будет иметь полюс в точке 
s = s .  с вычетом 

который отрицателен потому, что его углом в соответствии с ур-ни
ями (Vl l I . 1 38) и (VI I I . 1 39) является угол -л:. Таким образом, ос
тается единственный выход - отнести множитель (s2 - s �) к поли
ному Q (s) . 

Аналогичное доказательство применимо, если функция Z (s) 
имеет на мнимой оси вместо полюса нуль. Тогда просто необходимо 
перейти от нее к функции -1- . При этом важным моментом яв-

z (s) 
ляется то, что множитель (s2 - s� ) н а  мнимой оси относят к поли-
ному Q (s) или к полиному P (s )  соответственно в зависимости от 
того, какая из результирующих функций Z (s) или Y (s) = -1- име-

z (s) 
ет положительный вычет в соответствующем полюсе на мнимой оси. 
Поскольку для одной из указанных функций вычет оказывается 
отрицательным, множитель (s2 - s �) всегда однозначно относят к 
соответствующему полиному. 

Рассмотрим в качестве примера функцию 
t Е1 = 1 0оо ( 1 6 -оо2) g ( l -002) (4 -оо2) (9 -оо2) ' (VIII . 1 4 1 )  

для которой 
M (s) = (s2 + l ) (s2 + 4) (s2 + 9) ; N (s) = l Os(s2 + 1 6) . (VIII . 1 42) 
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График 0 как функции от ro [см . выражение (VI I l . 1 4 1 ) ]  показан 
на рис. VI I l . 1 3. Здесь пунктирные части кривой получены непосред
ственно из ф-лы (VI l l . 1 4 1 ) ,  а сплошная кривая отражает действи 
тельное поведение угла 0 положительной вещественной функции 
Z (s) , имеющей соответствующие нули и полюсы на мнимой оси. 
Нетрудно заметить, что точки ro = l и ro = 3 должны быть полюса
ми Z (s) , а точка ro = 2 - нулем . Чтобы построить полиномы P (s) 
и Q (s) , необходимо опредещпь корни ур авнения 

Ji 

8. 2 

о 

_д_. 

8 

l - -

1 
1 

- .,_ == =- =s  
/ 

/ 

Рис. V/I/. 13 

M(s) + N (s) = s6 + 1 4s4 + 1 0s3 + 
+49s2 + 1 60s + 36 = О .  (VIII . 1 43) 

Обозначим полином, к кото
рому отнесены корни, располо
женные в левой полуплоскости , 
через Р' (s) , а полином, к которо
му отнесены корни, расположен
ные в пр авой полуплоскости, че
рез Q' (-s) . Тогда 

Р (s) -= (s2 + 4) Р' (s} ; 
Q (s) = (s2 + 1 )  (s2 + 9)Q' (s) . 

(VIII . 1 44) 
Положительное вещественное входное сопротивление, имеющее 

угол 0, будет равно Z (s ) = Р (s>, а его постоянный множитель 
Q (s) 

можно взять произвольным. 

Vlll. tO. Построение сопротивnения передачи по ero yrny 

В случае, если фазовая характеристика передаточной функции 
п п . 

не ограничена диапазоном - -,+-, ее построение по углу проще, 
2 2 

поскольку нет необходимости во введении множителей на мнимой 
оси. При этом, как и прежде, применимы ф-лы (VI I I . 1 32 )
(VI l l . l 36) , помимо того, что углы запаздыв·ания. соответствующие 
передаточным функциям, принято считать положительными. Так, 
если � - угол , соответствующий отставанию выходного сигнала по 
отношению к входному, то в упомянутых выше зависимостях 0 из
меняют на -�. Поэтому 

j tg � = [ - N (s) J . (VIII . 1 45) _ M (s) s=jю 

Выражения (Vl l l . 1 32 )  и (VI I I . 1 33) остаются в данном случае не
изменными; следовательно, остается неизменным и выр ажение 
(VI I l . 1 36) . 

- 284 -



В зависимости от того, должно ли  искомое сопротивление пере
дачи представлять собой функцию минимально фазового сдвига 
или нет, нули полинома М + N из выражения (VI I I . 1 36) необхо
димо отнести к полиному P (s) или к полиному Q (-s) . Если ока
зывается, что сопротивление является функцией минимально фазо
вого сдвига, то нули, р асположенные в левой полуплоскости, отно
сят к полиному Р (s) , а р асположенные в правой полуплоскости -
к Q{-s) , т. е. поступают так же, как и при построении входных со
противлений .  Если же искомое сопротивление не является функци
ей минимально фазового сдвига, то можно также отнести любые 
нули, р асположенные в правой полуплоскости, к полиному Р (s ) ,  
помня, однако, о том, что степень его не может превышать степени 
полинома Q (s) больше чем на единицу. 

В этой связи термины «минимальная» и «неминимальная» фазы 
отчасти могут ввести в заблуждение, так как решение задачи на
чинается с определенной фазовой функции � ( ro ) , и эта функция 
будет фазовым сдвигом результирующей передаточной функции не
завнсимо от вида распределения нулей между полиномами P (s) и 
Q (-s) . 

Другими словами, свойства фазовых характеристик переда 
точных функций минимальной и неминимальной фаз будут оди
наковыми, если используется предложенный выше метод построе
ния этих функций. Однако амплитудно-частотные характеристики 
{частотные характеристики модуля)  окажутся р азличными в зави
симости от расположения нулей полинома М + N по отношению к 
полиномам P (s) и Q (-s) .  

Например ,  при расчете цепи задержки, когда требуется получить 
линейную фазовую характеристику, из выражения (VI I l . 1 45)  вид
но, что нули полиномов - N (s) и М (s) можно выбрать так, чтобы 
имело место их чередование на  мнимой оси аналогично чередова
нию нулей и полюсов функции тангенса. В этом случае полином 
М - N представляет собой полином Гурвица, а полином М + N 
имеет нули только в правой полуплоскости. 

Если  отнести все эти нули к полиному Q (-s) , то результирую
щая передаточная функция минимальной фазы будет иметь все 
свои нули в точке s = оо; полином ее числителя вырождается в по
стоянную, а амплитудная характеристика при увеличении ro выра
зится монотонной, быстро убывающей функцией. С другой стороны, 
если отнести некоторые (вплоть до половины общего числа )  из 
этих нулей к полиному Р (s) , то функция будет неминимально фазо
вой, а ее амплитуда выразится медленно убывающей функцией, ко 
тор ая по своему поведению может больше не оказаться моно
тонной . 

Здесь выбор зависит от требуемой переходной характеристики; 
заметное влияние на нее оказывает вид амплитудной характери
стики. Эти вопросы более полно рассматриваются ниже в связи с 
расчетом цепей задержки. 
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Vlll. 1 1 .  Границы независимости модуnя и yrna 
nередаточно'4 функции 

На практике иногда требуется построить передаточную функ
цию, имеющую либо постоянный модуль и произвольную фазовую 
характеристику, либо постоянную фазу и произвольную частотную 
характеристику. Рассматривая выражение Z (jro) = Р (�оо) , необ-

Q (Jro) ходимо, с одной стороны, чтобы функция P (jro) при всех ro имела  
тот же  модуль, что и функция Q (jro) , а с другой стороны, чтобы 
функция Q (jro) имела  тот же угол , что и функция P (jro) (с точно
стью до аддитивной постоянной ) .  Посмотрим, в какой степени эти 
условия могут быть удовлетворены. 

Если полином рассматривать как произведение частотных мно
жителей, а последние представить как векторы в плоскости комп
лексной частоты, то с помощью соответствующего построения ста
нет ясно, что при любой частоте ro : 

Функция Q(-jro) имеет тот же  модуль, что и функция Q(jro) 
(VI I I . 1 46 )  

и что ..q [  1 . ] = -4 [P (jro)] -n:n:, 
Р ( - 100) 

(VIII . 1 47) 
где п - целое число. Следов·ательно, можно прийти к заключению, 
что передаточная функция будет иметь постоянный модуль и пере
менную фазу, если 

(VIII . 1 48) P(s) = Q ( - s) . 
Она будет иметь постоянную фазу и переменный модуль, если 

l 
Q (s) = P ( - s) 

(VII I . 1 49) 
Первое из этих условий нетрудно выполнить. Второе условие 

невозможно выполнить точно (поскольку оно требует, чтобы один 
из полиномов был обр атным по отношению к другому) ; однако в 
конечном интервале частот можно получить аппроксимацию с лю
бой степенью точности. 

или 

Подстановка выражения (VI I I . 1 48) в ф-лу (VI I I . 1 36) дает 
M (s) + N (s) = Q2 ( - s) = (m2-n2)2, (VIII :1 50) 

(VIII . 1 5 1 )  
Используя последние выражения и известные тригонометриче

ские формулы, получим для выражения (VI I l . 1 45 )  
j tg  L = [ n2 (s) ] • 

2 m2 (s) S=jro 
(VIII . 1 52) 

На вид полученной функции � (ro)  накладывается только одно 
ограничение, заключающееся в том, что нули полиномов т2 и n2 
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должны быть простыми и не совпадать на мнимой оси. Полином 
Q (s) = т2 + n2 должен быть полиномом Гурвица. С учетом усло
вия (VI I I . 1 49) , выражение для сопротивления можно записать. 
в виде 

Z (s) = P (s) P (-s) .  (VIII . 1 53} 
Оно представляет собой не отношение полиномов, а просто по

лином. Если полином P (s) имеет степень п, то передаточная 
функция 

Z* (s) = P (s) P (-s) 

( s )2п 1 + а 
(VШ . 1 54} 

при достаточно большом положительном вещественном а аппрок
симирует ,функцию Z (s) , определяемую выражением (VI I I . 1 53) . 
Эта аппроксимация осуществляется с заданной степенью точности 
в конечном интервале частот О < ro < ro0, а получаемая функция 
является реализуемой. 

На практике использование функции Z (s) ограничено тем об
стоятельством, что при s -+  оо функция 

Z* (s) � a2n (VШ . 1 55} 
оказывается довольно большой по величине (если только частота 
ro0 не является умеренной) ;  степень этой функции [при которой она 
обеспечивает требуемую аппроксимацию функции Z (s ) , определяе
мой выражением (VI I I . 1 53) ] также является умеренной. Важность. 
данного вывода заключается в том , что, поскольку высокочастот
ная характеристика практически огр аничена по модулю, низкоча
стотная характеристика в полосе частот О < ro < ro0 становится 
весьма малой по сравнению с величиной, получаемой из выраже
ния (VI I I . 1 55 ) . 

Другими словами, постоянный множитель, необходимый для 
того, чтобы функция сопротивления (VI I I . 1 54) имела при s -+  оо· 
реальное по величине асимптотическое значение, должен быть по-

1 рядка -. При этом в полезном частотном диапазоне получается а2п 
реакция, которая практически весьма мала, если только величина а. 
не слишком велика. В любом случае платой за возможность почти 
независимого упр авления амплитудой является значительная по
теря в усилении. 

Дальнейшее р ассмотрение этого вопроса, который, по-видимому, 
ближе всего связан с процессом построения функции сопротивле
ния, аппроксимирующей в определенном смысле требуемое пове
дение цепи, дано ниже в §  XIV. 1 0. 



IX 
Г Л А В А  

Синтез входных сопротивлений RLC цепей 

IX. 1 .  Предваритеnьные замечания 

Стоящая перед нами задача заключается в доказательстве того, 
что принадлежность рацион альной функции к классу п. в. ф. в об
щем случае является достаточным условием ее реализации в виде 
входного сопротивления или проводимости линейной конечной пас
сивной двусторонней цепи с сосредоточенными параметрами.  З атем 
необходимо р азр аботать методы синтеза ,  позволяющие получить 
физические конфигурации цепей и определить значения их элемен
тов. Здесь возникает много аспектов, требующих более глубокого 
понимания свойств функций цепей, чем при синтезе цепей, содер 
жащих только элементы двух типов. Поэтому появляется потреб
ность и в других методах синтеза .  За некоторыми исключениями 
все, что излагалось в предыдущих главах книги, имеет важное зна
чение для ясного понимания задачи синтеза входных сопротивлений 
цепей общего вида (RLC цепей ) . Она не рассматривалась ранее, 
пос1<0льку для этого не было достаточной базы. 

Для того чтобы ср азу вникнуть в сущность задачи и показать, 
почему она приводит к появлению новых серьезных трудностей, 
наиболее целесообразно исследовать общий случай RLC цепи, ис
пользуя понятие нормальных координат. Итак, посмотрим, насколь
ко широко можно использовать методы, изложенные в § 1 1 1 .7  для 
цепей без потерь. 

Выше было показано, что реализация по Фостеру, в общем оди
наково применимая ко всем трем типам двухэлементных цепей, по 
существу, представJiяет собой метод, позволяющий получить кон
фигурации цепей, в которых нормальные координаты становятся 
реальностыо. При рассмотрении синтеза RLC цепей возникает во
прос, нельзя ли в логичес1ш обобщенном виде применить для них 
указанную методику. Рассмотрение задачи синтеза этих цепей на 
базе нормальных координат сразу позволяет установить, во-первых, 
что такие простые приемы здесь непригодны и, во-вторых, почему 
именно. Оказывается, что можно построить каноническую схему, - 288 -



посредством которой всегда реализуется входное сопротивление 
RLC цепи, причем принадлежность квадратичных форм F, Т, V к 
классу положительно определенных является достаточным крите
рием реализуемости. 

В матричной системе обозначений (при использовании метода 
контурных токов) эти формы представляются в следующем виде : 

2F = !:_, х [ R] х i] ; (IX . 1 ) 
2T = i х [L] х i] ;  
2V = q X [S] х q] , .... 

(IX . 2) 
(IX . 3) 

где [R], [L] и [S] - известные матрицы параметров резистивных со
противлений, индуктивностей и обратных емкостей ; i] и q] - матри
цы-столбцы контурных токов и зарядов [ер . с ур -ниями ( 1 1 1 .49) , 
( 1 1 1 .50) и ( 1 1 1 .5 1 )  для LC цепей]. Как уже отмечалось в § 1 1 1 .7, 
можно определить вещественное неособенное преобразование пере
менных 

с матрицей 
i] = [А] х i ' ) ; q] = [А] х q'] [ 1 1 " .  1 l 
[А] = �21. .

а2� • : • • .
a2

.t 
, 

all а12 • • • аи 

(IX . 4) 

(IX . 5) 

котор ая одновременно преобразует F и V в суммы квадратов. Ис
пользуя новые переменные, можно квадратичные формы, опреде
ляемые выражениями ( IX. l ) ,  ( IX.2) и ( IX.3) , представить в виде : 

2F = i '  х [R')  х i ' ] ;  (IX . 6) 
2Т = i' х [L 'J х i ' ] ; 

2V = fi' х [S] � q' J , 

где матрицы параметров выражаются формулами :  
[R') = [Alt х [R J  х [AJ ; 

[L'] = [AJ t х [LJ х [AJ ; 

[S' J  = [AJ1 х [S ' J  х [А] . 

(IX . 7) 
(IX . 8) 

(IX . 9) 
(IX . 1 0) 
(IX . 1 1 ) 

Новые матрицы па р аметров (резистИ:вных сопротивлений и об
ратных емкостей ) [R'] и [S'] - диагональные; матрица пар аметров 
(индуктивностей ) {L'] - недиагональная ,  поскольку в общем слу
чае, применяя вещественное неособенное преобразование, нельзя 
одновременно свести три квадр атичные формы к сумме квадратов. 
1 9  Заказ 49 - 289 -



Так, для RLC цепи невозможно определить нормальные координа 
ты, а тем более реализовать их в физической цепи .  Самое большее, 
чего удается в данном случае достичь - это построить цепь, соот
ветствующую матрицам ( IX.9) , ( IX. 10 )  и ( IX. l l ) .  Ввиду того что 
первое из преобр азований ( IX.4) можно запи(}ать в виде ' ' ' i 1  = i 1  + i2 + . . .  + iz ,  (IX . 1 2) 
получаемая . цепь по форме подобна цепи, изображенной на 
рис. IX. l ,  которая представляет собой каноническую реализацию 
произвольного положительного вещественного входного сопротив
ления. Здесь R;k и S �k - диагональные элементы матриц [R'] и 
[S'], а каждая индуктивность взаимно связана со всеми другими, 

Рис. /Х. 1 

причем значения собственных и взаимных индуктивностей опреде
ляются элементами недиагональной матрицы {L'], 

Принадлежность данных квадратичных форм ( IX. 1 ) ,  ( IX.2) и 
( IX.3) к классу положительно определенных, а матрицы [А] - к 
классу вещественных неособенных гарантирует, что все элементы 
R;k , S�k и L,;k будут положительными вещественными, а взаимные 
индуктивности - физически реализуемыми. Действительно, они за
висят только от условия, согласно которому мгновенное значение 
накопленной магнитной энергии должно быть положительным при 
всех возможных вещественных значениях токов ветвей. Следова
тельно, цепь, изображенная на рис. IX. l ,  является канонической 
формой цепи, соответствующей любому реализуемому входному 
сопротивлению. 

Поскольку эта цепь содержит взаимные индуктивности, такая 
реализация цепи, очевидно, не является логически обобщенной фор
мой Фостера, изобр аженной на рис. 1 1 1 . 12 .  Таким образом, нельзя 
ожидать, что данный метод построения цепи по заданной функции 
сопротивления будет соответствовать применяемому для функций 
двухэлементных цепей. В более глубоком смысле задача синтеза 
RLC цепи непосредственно вытекает из того обстоятельства ,  что 
преобразования нормальных координат для подобных цепей общего 
вида не существует. 
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IX.2. Оrраничения метода разnожения 
н·а эnементарные дроби 

Хотя приведенные соображения указывают на то, что для реа
лизации общего вида п .  в .  ф. невозможно применить метод Фостера ,  
подробное изучение его и точное определение условий, при которых 
он применим, представляют теоретический и практический интерес. 
В довольно общих чертах можно понять, почему он неприменим, 
если просто заметить, что любое разложение заданного сопротив
ления на сумму простых составляющих, например, 

Z (s) = z1 (s) + z2 (s) + . . . + zп (s) (IX . 1 3) 
не гарантирует, что при функции Z (s) , являющейся п .  в .  ф" эти со
ставляющие также относятся к классу п .  в. ф. Если Z (s) является 
функцией аналитической в правой полуплоскости, то все функции 
z. также обязательно должны быть в ней аналитическими. С дру
гой стороны, их вещественные части не всегда будут неотрицатель
ными при неотрицательной вещественной части Z (jro) ,  поскольку 
этот результат может быть следствием взаимного сокращения по
ложительных и отрицательных значений вещественных частей со
ставляющих. 

Если ур-ние ( IX. 1 3) описывает разложение функции Z (s )  на 
элементарные дроби, то каждая составляющая z .(s) является ком· 
бинацией комплексно-сопряженных членов, как видно из выра ·  
жения 

Предположим, что 

Тогда 

причем 

k. = � + i� и 

а0 = 2 (сх.о. -�ro.) , 

а1 = 2сх., 

(IX . 1 4) 

s. = -о. + jro • . (IX . 1 5) 

(IX . 1 6) 

ь 2 2 } 
О = О. + ffiv 

• 

Ь1 = 2о. 
(IX . 17) 

Так как -s . - точка в J1евой полуплоскости, то Ь0 и Ь 1 - поло
жительны. Однако коэффициенты ао и а 1 могут иметь любой алге
браический знак. Для того чтобы z. была п. в. ф" ее вещественная 
часть при s = jro должна быть положительной. Это условие имеет 
вид 

(IX . 18) 
Для выполнения его необходимо соблюдение неравенства 

а1Ь1 >- а0 >- О. (IX . 1 9) 
1 9* - 29 1 -



Используя ур-ния ( IX. 1 7) , можно эти условия соответственно 
записать в виде : 

аа. + �ro. > О } • 
aa. -�ro. > О 

(IX . 20) 

Очевидно f3 может быть положительной или отрицательной ве
личиной. Поскольку а. и ro . по определению являются положитель
ными величинами, ограничение, накладываемое на  а, имеет вид 
неравенства 

а . ro, -- � -. - . 1 � 1 а, 
(IX . 2 1 )  

Как видно и з  рис. IX.2, данное условие накладывает ограниче
ния на расположение вектора ,  соответствующего вычету k . , кото

Рис. /Х.2 

рый в данном случае должен ле
жать в пределах заштрихованно� 
области . Для любой пары комплекс-
ных ПОЛЮСОВ Sv И Sv функции Z ( s )  
можно сразу определить, как огра 
ничивается соответствующий вычет, 
если компонентное сопротивление, 
представляющее эту пару полюсов, 
является п .  в .  ф .  

З аметим,  что k .  представляет вы
чет функции Z (s)  в точке s = s , , а 
k. - вычет в точке s = S. . Таким 
образом, если k. лежит на  пунктир
ной линии, обозначенной как грани
ца 1 (см .  рис. IX.2) , то ао = О. С 
другой стороны, если этот вектор ле
жит на границе 2, то а 1 Ь 1  = ао и од

но из неравенств ( IX . 1 9) оказывается на грани нарушения . Если  
полюс s .  лежит на мнимой оси, то  границы 1 И 2 совпадают с по
ложительной вещественной полуосью и вычет k .  должен быть 
вещественным и положительным, что уже известно из приведенных 
выше рассуждений. Чем дальше полюс s ·. перемещается в левую 
полуплоскость, тем б6л.ьшая степень свободы требуется для допу
стимых комплексных значений вычета k . , в то время как при s .  
отрицательном вещественном вычет k .  может соответствовать лю
бой точке в правой полуплоскости. 

В том случае, когда компонентное сопротивление, определяемое 
выр ажением ( IX. 1 6) , является п .  в. ф" его легко реализовать фи
зически, учитывая, что обратная функция имеет полюс в точке 
s = оо. Этот полюс можно выделить в виде параллельной емкостной 
ветви, причем функция-остаток оказывается п. в. ф. и реализуема - 292 -



как RL цепь. Алгебраически указанную операцию можно запи-
сать так : 

s 

Следовательно, 
a1s + а0 z, = Z1 = ----�--

;1 + :1 ( Ь1 - :: ) s + Ь0 

(IX . 22) 

(IX . 23) 

где функция-остаток z1 всегда является сопротивлением, реализуе
мым в виде RL цепи. Действительно, согласно неравенству ( IX. 1 9) 
все коэффициенты оказываются положи
тельными, и самая низкая критическая 
частота является нулем. При этом ис
пользуя соотношения ( IX. 17 ) , можно не
равенство 

привести к виду 
а.а, -- �оо, а (а� + оо�) --- <----

а а.а, + �оо, 

(IX . 24) 

или а2 + �2 >- о. 
(IX . 25) 

с 

R 

i----- l� 
Рис. /Х.8 

Очевидно, что последнее нер авенство выполняется . 

L 

Результирующая цепь может быть построена в форме, анало
гичной изображенной на рис. IX.3, где 

(IX . 26) 

и 
(IX . 27) 

Будем рассматривать эту цепь как параллельный контур, содержа
щий инду1<Тивность «с потерями» и емкость «с потерями», причем 
коэффициенты потерь или коэффициенты рассеяния определяются 
ф-лами ( IX.27) . Итак, если типовое компонентное сопротивление, 
определяемое выражением ( IX. 16 )  из р азложения входного сопро
тивления Z (s) на элементарные дроби, реализуемо, то реализация 
принимает осуществимую форму, если логически предположить, что 
диссипативнQе сопротивление реализуется теми же способами, что 
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и реактивные функции. Различие состоит лишь в том, что вместо 
индуктивностей и емкостей без потерь появляются индуктивности 
и емкости с потерями. 

Интересно отметить, что по расположению вектора (вычета) k " 
показанному на рис. IX.2, можно установить, как распределяются 
потери между индуктивностью и емкостью контура, приведенного 
на рис. IX.3. Так, если вектор k. лежит на границе 1 (а0 = О) ,  то 
согласно ф-лам ( IX.27) индуктивность не будет иметь потерь, тогда 
как коэффициент р ассеяния для емкости � = Ь 1 = 2а • .  С другой 
стороны, если вектор k ,  лежит на границе 2 (а 1 Ь 1 = ао) , то емкость 

1 
' 1 1 1 / 

, 1 , /  
� ..... 

- - , , 

Рис. /Х.4 

не будет иметь потерь, а коэффици
ент рассеяния для индуктивности 
R Т = Ь 1 = 2а.. Наконец, если век-

тор k .  лежит на  положительной ве
щественной полуоси, то согласно 
ф-лам ( IX. 1 7) а 1Ь 1 - ао = ао и тог-

R G Ь1 да -= - =  - = а • .  
L С 2 

Примени-
тельно к коэффициентам потерь, оп
ределяемым выражениями ( IX.27) , 
эти результаты можно геометриче
ски обобщить в виде диаграммы. 
изображенной на рис .  IX.4. 

Используя ВЕ>кторное представле
ние, показанное на рис. IX.2, 

нетрудно, практически без расчетов, определить, реализуемо л и  
данное сопротивление п о  его разложению н а  элементарные дроби. 
Для этого достаточно геометрического построения соответствующей 
диаграммы расположения полюсов и нулей. Таким образом, если 
предположить, что вычет в данном полюсе вычислен из отношения 
частотных множителей ( векторов) , направленных к нему, то угол 
вычета равен разности между суммами углов множителей нулей и 
множителей полюсов. В тех случаях, когда имеют место простые 
геометрические построения даже не нужен транспортир . 

Диагр аммы р асположения полюсов и нулей, изобр аженные на 
рис. IX.5 ,  характерны для подобного случая. На рис. IX.5a пока
заны только полюсы на вещественной оси, когда цепь, приведенная 
на рис. IX.3, вырождается в параллельное соединение емкости и 
активной проводимости ; при этом необходимо, чтобы вычеты были 
положительными вещественными. Легко установить, что вычет в 
точке s = -2 является положительным вещественным,  а вычеты 
в точках s = - 1  и s = -3 - отрицательными вещественными. 
Следовательно, можно сделать вывод, что метод разложения на 
элементарные дроби в данном случае непосредственно применить 
нельзя. Однако нужно иметь в виду, что хотя отрицательные веще
ственные полюсы с положительными вычетами дают сопротивле-
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н и е  RC цепи, такие же полюсы с отрицательными вычетами соот
ветствуют сопротивлению RL цепи. Видимо, рассматриваемое со
противление можно реализовать как последовательное соединение 
RC и RL цепей. На этот вопрос легко ответить, если непосредствен
но записать разложение сопротивления на элементарные дроби 

Z (s) = s (s2 + 4s + 5) = _ _ 1 _ + _2 _ _ _ 3 _ +  1 .  (IX . 28) 
(s + l ) (s + 2) (s + 3) s + l s + 2 s + 3  

Важным членом в разложении ( IX.28) является постоянная, ибо 
комбинация �е и отрицательных членов р еализуема в виде RL цепи . 

а) jtJ 
-+ - - j 

-J - - 1  d 
+ - - -j 

d) j(,) - 6) Нgль i-10 порнtJка. j6' 
--'!\ -*- J 1 \ ,т 

d -5 \ "l \ - 1  

-j \tl� _ _  \,.1� полюсы jlacno-7/011teн1;1 на ро6н. росст. 
Рис. IX.5 

Для контроля можно использовать значение группы членов в дан
ном выражении на  нулевой частоте, которое для сопротивления 
RL цепи должно давать минимум его вещественной части на мни
мой оси и, следовательно, быть положительным. Нетрудно видеть, 
что постоянный член в разложении ( IX.28) недостаточно велик для 
удовлетворения указанного требования, поэтому и эта схема ока
зывается нереализуемой. Однако, вообще говоря ,  она ,представляет 
практический интерес, поскольку при ее описании рассмотрен воз 
можный простой способ реализации любого сопротивления, имею
щего полюсы на вещественной оси. 

Из приведенного пример а следует и другой важный вывод, свя
з анный с методом реализации посредством разложения на элемен
тарные дроби, а именно, когда не удается осуществить реализацию 
з аданной функции, можно перейти к обратной функции. Так, если 
тождественно поменять местами нули и полюсы на диаграмме, изо
браженной на рис. IX.5a, то очевидно, что вычет в точке s = О бу
дет вещественным и положительным. Тогда при s = -2 + j сумма 
углов множителей полюсов будет равна 3� - arctg .!. , а сумма углов 

2 2 • • 3 n множителем нулеи - 2, причем угол вычета оказывается равным 
1 a rctg2 и он, очевидно, .мены�uе максимального допустимого угла .  

В частности, 
Y (s)

= (s + l ) (s + 2) (s + 3) = -6-
+ 

4s + 6 
+ l .  (IX . 29) 

s (s2 + 4s + 5) 5s 5 (s2 + 4s + 5) 
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Соответствующая цепь показана на рис. IX.6a. 
Рассматривая геометрические построения на диаграмме распо

ложения полюсов и нулей (см. рис. IХ.5б ) , легко заметить, что угол 
вычета при s = - 1 + j равен + 45°, тогда как при s = -2 + j он 
равен -45°. Для первого из этих полюсов условие, соответствую
щее картине, изображенной на рис. IX.2, следовательно, безуслов
но, выполняется , причем вектор вычета совпадает с гр аницей 1 . 
Для второго полюса это условие выполняется не совсем точно (с  
некоторым сдвигом) . Таким образом, с помощью метода разложе
ния на элементарные дроби удается найти реализацию рассматри 
ваемого сопротивления . 

1... 
а) 

6 .  

6 

1 
9 

3 

..l .l 9 9 
zн. rp, ом 

Рис. /Х.6 

3 

4 
9 

G 

.1._ 30 

В частности , для вычета в точке s = - 1  + j = s 1 
писать 

k = _1 - 450 = __.!...±1_ 
1 �/- L. . 2 ... 2 . 4 

Вычет в точке s = -2 + j = s2 равен · 
k = -1-_ L - 45° = l - j , 2 2 у'2 4 

можно за -

( IX . 30) 

(IX . 3 1 )  

Для определения соответствующих членов р азложения на эле
ментарные дроби, представленного выражением ( IX. 1 4 ) ,  необходи
мо вычислить : 

( IX . 32) 
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Отсюда сопротивление, характеризующееся диагр аммой полю
сов и нулей, приведенной на  рис. IХ.5б , принимает вид 

. Z (s) = -1 ( s + s + з  ) ·  
2 52 + 25 + 2 52 + 45 + 5 (IX . 33) 

Реализация цепи, соответствующая данному сопротивлению, 
изображена на  рис. IХ.6б. Из него видно, что индуктивность ком 
понентной цепи ,  относящейся к первому члену выражения ( IX.33) , 
не имеет потерь. Такой вывод можно предвидеть зар анее, если 
учесть, что согласно изложенному выше вектор вычета для пары 
полюсов этого члена лежит на границе 1 заштрихованной области, 
показанной на рис. IX.2. Поскольку вектор вычета k2 [см .  формулу 
( IX.3 1 ) ) для пары полюсов другого члена р азложения ( IX.33) име-
ет отрицательный угол, то, как видно из рис. IX.4, отношение _в_ 

L 
а бОЛЬШе ОТНОШеНИЯ С ;, СООТВеТСТВующая цепь, Приведенная Н21 

рис. IХ.6б, подтверждает сделанное заключение. 
Для диагр аммы полюсов и нулей, показанной на рис. IХ.5в, опи

санный метод особенно удобен, ибо не трудно заметить, что в дан
ном случае вычеты во всех полюсах одинаковы, а их общая вели
чина является вещественной и положительной. При вычислении 
любого ИЗ ВЫЧеТОВ ЧИСЛО МНОЖИТеЛеЙ ПОЛЮСОВ р авно ЧИСЛУ МНО
ЖИТеЛеЙ нулей. Следовательно, диаметр окружности, являющейся 
геометрическим местом точек, на которой расположены полюсы, не 
влияет на значение вычетов, и можно предположить, что эта окруж
ность имеет единичный радиус. При рассмотрении вычета в точке 
s = - 1  оказывается, что существуют пять множителей нулей, каж
дый из которых равен + 1 , и пять множителей полюсов, равных l ,  
1 ,  VЗ, уЗ, 2. Произведение множителей полюсов равно 6. По
скольку их суммарный угол равен нулю, вычет в точке s = - 1  

1 равен 6. 
Далее оказывается, что если рассматривать полюс в точке s = 

= -2 + j V 3, то все множители нулей и полюсов имеют прежние 
значения, но их углы смещены на 60°. Вычет в этом полюсе (и ,  сле-

1 довательно, во всех других полюсах) также равен 6. Поэтому со-
противление, имеющее такую диаграмму полюсов и нулей, можно 
представить в виде 

Z (s) =-1 (-1- + 2s + 4 + 2s +
B + -1 -) . (IX . 34) 

6 s + l 52 + 45 + 7 s2 -j- 85 + 19 s + 5 

Реализация его показана на р ис. IХ.6в. 
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IX.3. Обобщение метода реаnизации с помощью 
разnожения на эnементарные дроби 

В том случае, когда не выполняется неравенство ( IX. 1 9) ,  гаран
тирующее, что компонентное сопротивление z .  принадлежит к клас
су п. в .  ф., вещественная часть его оказывается отрицательной на 
некотором участке мнимой оси и имеет минимальное значение на 
конечной ненулевой частоте ro • .  Если модуль минимальной веще
ственной части обозначить через Rm1n, то функция z .  + Rm1n снова 
является п .  в .  ф. на мнимой оси; вещественная часть ее р авна нулю 
при ro = ro • .  

Добавлением некоторого резистивного сопротивления к каждо
му члену р азложения на элементарные дроби любого положитель
ного вещественного сопротивления всегда можно представить эту 
функцию в виде выражения ( IX. 1 3) ,  в котором компонентные со
противления z" будут реализуемы. Однако их уже нельзя реализо
вать в виде параллельного контура ,  приведенного на  р ис. IX.3; ме
тод реализации компонентных сопротивлений оказывается не столь 
простым, как в случае отсутствия дополнительного резистивного 
сопротивления. Такой, казалось бы, неожиданный вывод подт�ерж
дается при исследовании общего случая, когда вещественная часть 
на мнимой оси выражается ф-лой ( IX . 1 6) при s = jro. 

Проследить за поведением вещественной части удобнее всего 
при исследовании диаграммы полюсов и нулей четной части 

f (s) =+ [z. (s) + z. ( -s)] (IX . 35) 

при s = jro. Используя выр ажение ( IX. 1 6) , находим для указанной 
функции четной части 

f (s) = (а0-а1Ь1) 511 + а0Ь0 (IX . 36) 
(511 + Ь15 + Ь0) (511- b1s + Ь0) 

Здесь полюсами являются полюсы z .  в: их зеркальные изображения 
относительно мнимой оси. Предполагая, что выполняется неравен
ство ( IX. 1 9) �  гарантирующее принадлежи.ость функции к классу 
п. в. ф" можно найти, что нулями являются пара нулей на веще
ственной оси в точках 

s = + s0 = + -. / аоЬе (IX . 37) 
V а1Ь1-ао 

и нуль второго порядка в точке s = оо .  Последнее очевидно из того 
факта, что функция, определяемая выражением ( IX.36) , при боль-

1 д u ших значениях s вырождается в - .  иаграмма полюсов и нулеи 
511 

для этого случая показана на  рис. IX.7. Вдоль мнимой оси вид 
функции f (s) совпадает с одной из двух кривых ( 1  или 2) , изобра
женных на рис. IX .8a .  Если полюсы р асположены далеко от мнимой 
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оси, функция f (jro) монотонно убывает (кривая 1 ) . Она будет �1меть 
квазирезонанс (кривая 2) в том случае, если полюсы р асполагают
ся достаточно близко к . мнимой оси. Поведение этой функции ве-
щественной части некритично к точному Jl.oJ 
расположению конечных нулей ·± so. По 
мере того, как приближается момент, 
когда нарушается условие а 1 Ь 1  � ао при
надлежности функции к классу п .  в .  ф" 
нули ± s0 согласно выражению ( IX.37) 
перемещаются в бесконечно удаленную 
точку, достигая ее при а 1 Ь 1  = ао. В этом 
случае в точке s = оо вещественн ая частr, 
имеет нуль четвертого порядка, но ее 
общее поведение, тем не ·менее, описы
вается кривыми, показанными на 
рис. IX.8a . 

Sv* 1 1 1 
1 

о 

Рис. IX.7 

1 -. - Sy 
1 
1 1 
1 So 
1 
1 

t ·sv 

d . 

Однако, если условие принадлежности к классу п .  в. ф. нару
шено и а1Ь1 < а0, то из выражения ( IX.37) следует, что конечные 

а) J(J&JJ 

d} f{it.J/ 

(J 

Рис. IX.8 

нули лежат в точках ± so = ±jroo мнимой оси и поведение веще
ственной части изменяется , как показывают кривые, приведенные 
на рис. IХ.8б. Поскольку рассматриваемая функция, тем не менее, 
имеет в точке s = оо нуль второго порядка и ,  значит, при большом 
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1 значении ro должна изменяться подобно -; очевидно, что в данном 
ro2 

случае она будет иметь конечный минимум. В результате добавле
ния положительного сопротивления Rm1n к сопротивлению z,, веще
ственная часть которого ведет себя подобным обр азом, возможно 
получение положительного вещественного сопротивления при помо
щи рассмотренного , простого метода, однако нельзя получить со
противление с вещественной частью, соответствующей кривым на 
рис. IX.8a. Более того, оказывается, что вещественная часть полу
ченного сопротивления при больших значениях s стремится к нену-

1 левому значению Rm1n, а не ведет себя подобно функции -. Пове-
52 

дение сопротивления z ,  полностью отличается от поведения функ
ции, определяемой ур -нием ( IX. 16 ) , когда оно является п .  в .  ф. , и, 
следовательно, нельзя считать, что в данном случае применим тот 
же простой метод реализации. 

Методы реализации функций сопротивлений, обладающих бо
лее общими свойствами, р ассматриваются в следующих парагра 
фах. Пока же целесообразно отметить следующее. Если величина 
дополнительного резистивного сопротивления несколько больше 
минимально необходимой для того, чтобы результирующее сопро
тивление стало положительным вещественным, то снова создается 
возможность найти простой способ реализации и структуру цепи. 
На практике возникают ситуации, когда такой способ может быть 
с пользой применен. 

В связи с этим предположим, что к компонентному сопротивле
нию z , , представленному ур -нием ( IX. 1 6) , добавляется некоторое 
сопротивление Ro, тогда 

+ R • ais + ao + Ro --z, o = Z, = ---�-
58 + Ь15 + Ь0 

= R0s2 + (а1 + b1R0) s + (а0 + b0R0) 
52 + b1s + b0 

(IX . 38) 

Это выражение можно р азбить на  два слагаемых, реализацию каж
дого из которых легко определить; условие реализации всегда вы
полнимо путем соответствующего выбора .  положительного значения 
Ro, независимо от алгебр аических знаков коэффициентов а1 и ао. 
При этом в зависимости от алгебраического знака коэффициента 
а0 возникает один из двух возможных случаев, обозначенных далее 
как случаи А и Б. В частности, при ао > О соотношение ( IX.38) за
пишется в виде 

z� = R0 (s2 + b0) + (а1 + b1Ro) s + ao (случай А). (IX . 39) 
59 + Ь15 + Ь0 52 + b1s +  Ь0 

Первый член выражения ( IX.39) после деления числителя и 
знаменателя на  (s2 + Ь0) , очевидно, можно реализовать в виде ре
зистивного сопротивления, соединенного параллельно с простой - 300 -



реактивностью. Второй член имеет такой же вид, как и сопротивле
ние z .  в выражении ( IX. 1 6) . Согласно условиям реализуемости, 
определяемым неравенством ( IX . 1 9) , 

(а1 + b1R.0) b1 >- а0 > О (IX . 40) 
и общие условия реализации сопротивления z: , определяемого вы
ражением ( IX.39) , принимают вид 

а0 >- О; R.0 >- ao-:ibi (случай А) . 
Ь 1 

(IX . 4 1 ) 

Теперь, очевидно, что неравенство а1Ь 1 :::::;;; а0 дополняет первое 
из неравенств ( IX. 1 9) . Следует, кроме того, отметить, что коэффи
циент а1 может быть либо положительным, либо отрицательным. 
Если он отрицателен, то требуемая величина дополнительного ре
зистивного сопротивления, безусловно, должна быть больше. 

При отрицательном коэффициенте а0 выражение для z; можно 
представить в виде ( а  ) ( a1 + b1Ro ) s-1 - � 

• ь: + Ro (s2 + Ьо) Ь0 ь� z. = --'---=-----'----- +---------
s2 + b1s + bo 2 Ь1 1 1 Г + - s- + -

Ьо Ьо 

(случай Б) . (IX . 42) 

Первый член этого выражения реализуется указанкым выше 
способом при условии, что 

� + R.0 >- 0. 
Ьо 

(IX . 43) 

Второй член выражения ( IX.42) является функцией того же ро
д а ,  как и рассмотренная выше, за исключением того, что s заменено 
1 • -, причем изменение в реализующеи ее цепи становится очевидным.  s 

Полные условия реализуемости для данного случая принимают вид 

(IX . 44) _, 
Последнее из записанных неравенств обеспечивает положитель

ность постоянного множителя в первом члене выражения ( IX.42) 
для сопротивления z : . И в этом случае коэффициент а 1 может быть 
либо положительным, либо отрицательным, а соответствующее 
значение определяется более сильным из неравенств ( IX.44 ) . 

С учетом формулы для коэффициента а0 в выражениях ( IX. 17 )  
приходим к выводу, что случаи А и Б можно представить геометри
чески при условии, если на допустимые комплексные значения вы
чета k. наложены огр аничения в виде заштрихованных областей, 
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показанных на рис. IX.9. Из рисунков ясно, что оба случая (А и Б )  
с одной стороны дополняют, а с другой - взаимно исключают друг 
друга . 

Отметим еще, что сопротивление 
Z (s) = s2 + a1s + a0 = l + (a1- b1) s + ao -- bo (IX . 45) 

s2 + b1s  + Ь0 s2 + b1s + Ь0 

можно р ассматривать как функцию, подобную функции z "  опре
деляемой выражением ( IX. 1 6) ,  с добавочным сопротивлением Ro = 
= l .  Если предположить, что все коэффициенты в выражении 
( IX .45 ) положительны, то _необходимые и достаточные условия, при 

• ..Р. � � 
" fl/ � 

Слg"ай А 
Рис. /Х.9 

1 . CA§'IOU. 6 

которых рассматриваемая функция является п .  в. ф . ,  будут удов
летворять соотношению 

а1Ь1 >- (у а0- У Ь0)2 • (IX . 46) 
Тогда условия ( IX.4 1 )  и ( IX.44) реализуемости заданной функ

ции можно представить как: 
а1Ь1 >- а0-Ь0 >- О для случая А; 

для случая Б. 
Поскольку соотношение 

(lio - bo)2 >- ( V' ao- V bo)4 

приводит к выражению 

(IX .47) 
. ( IX.48) 

которое выполняется , ясно, что нер авенства ( IX.47) и ( IX.48) силь� 
нее неравенства ( IX.46) , относящегося к условиям принадлежно
сти функции к классу п. в. ф .  Этого и следовало ожидать, так как 
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реализация упрощенным способом , описанным в случаях А и Б, не 
является общей и требуется, чтобы данное сопротивление было 
п .  в. ф. 

IX.4. Метод синтеза по &руне 

Вопрос о принадлежности р ациональной функции к K,/Jaccy 
п. в. ф. как необходимого и достаточного условия ее реализации в 
виде входного сопротивления или проводимости пассивной цепи с 
сосредоточенными параметрами был впервые р ассмотрен О. Вруне 
в его классической р аботе [ 1 9]. Подобно Фостеру, который в своей 
более ранней р аботе р ассматривал цепи без потерь, Вруне заложил 
основы для нового подхода к этой задаче. Дополнив и расширив 
положения Фостера ,  он создал математический фундамент, на  ко
тором развивалась теория, известная ныне под назв1щием теории 
синтеза цепей. 

Как уже говорилось в предыдущих параграфах настоящей гла
вы, для реализации всех положительных вещественных функщ1й не 
требуется специальных методов, помимо уже известных, описанных 
при рассмотрении синтеза двухполюсников. Таким образом , если 
вычеты в полюсах заданной функции удовлетворяют определенным 
условиям, их выделение и реализация производятся способами, по 
существу не отличающимися от тех, какие применялись в случае 
реактивных функций. Иными словами, при подобных обстоятель
ствах можно получить реализацию цепи только с помощью мето
дов Фостера ,  используемых для сопротивлений цепей без потерь. 

В этой связи особенно важно отметить, что когда п .  в .  ф .  имеет 
пол�сы на мнимой оси, то нет необходимости проверять, удовлет
воряют ли вычеты специальным условиям, так как принадлежность . 
заданной функции к классу п. в. ф .  уже гарантирует их выполне
ние. Как указывалось в главе 1, если функция принадлежит к клас
су п .  в . ф., то любые полюсы на мнимой оси оказываются простыми, 
а вычеты в них - вещественными и положительными .  Соответст
вующие члены в р азложении заданной фу'нкции на элементарные 
дроби можно с уверенностью считать реализуемыми (так же, как 
члены в аналогичном разложении реактивной функции по методу 
Фостера ) . Оставшаяся часть ее, содержащая полюсы в левой полу
плоскости, обязательно является положительной вещественной. 
Следовательно, условия реализуемости функции не нарушатся при 
исключении членов, представляющих полюсы на  мнимой оси. По
следнее вытекает из того, что выделение из п .  в. ф .  полюсов на  мни
мой оси не может оказать влияния ни  на ее аналитические свойства 
в правой полуплоскости, ни на значения ее вещественной части на  
мнимой оси ( ибо при s = jro вещественная часть, создаваемая та 
кими полюсами, равна нулю) . 

Таким образом, полюсы п .  в. ф. на  мнимой оси, безусловно, все
гда можно выделить. Они неизменно приводят к реализуемым под
цепям , их выделение упрощает заданную функцию и не может на -
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рушить свойств реализуемости остатка. Следует отметить, что 
подобный вывод не относится к полюсам в левой полуплоскости. 
Как уже говорилось, возможность реализации в разложении на 
элементарные дроби членов, соответствующих указанным полюсам, 
не всегда обеспечивается принадлежностью р ассматриваемой функ
ции к классу п .  в. ф . Даже если эти члены являются реализуемыми, 
вычитание их из заданной функции может (за исключением особых 
случаев) нарушить условие ее принадлежности к классу п. в .  ф. ,  и ,  
следовательно, остаток нельзя будет реализовать. В таком случае, 
очевидно, не имеет смысл а  выделять члены, даже если в отдельно
сти они являются реализуемыми.  

В связи с этим на  первых этапах решения задачи синтеза за
данной п .  в .  ф .  всегда возникает, прежде всего, вопрос: имеет ли  
функция полюсы на мнимой оси? Если они существуют, то  при  раз
ложении ф)!'нкции на элементарные дроби производят вычитание 
соответствующих членов. Остаток может иметь нули на мнимой 
оси, а функция, обр атная остатку,- полюсы на  ней, которые воз
можно выделить. Второй остаток также может иметь нули на мни
мой оси, и функцию, обратную ему, тогда р ассматривают по ана
логии со сказанным выше. Точно так же, как при синтезе реактив
ных функций, описанном в § 1 1 1 .4 ,  заданное сопротивление (или  
проводимость) можно разлагать в цепную схему без потерь до  того 
момента, пока функция-остаток на любом этапе разложения имеет 
нули или полюсы на мнимой оси. Когда процесс реализации оста
точной функции на любом этапе заканчивается, полученная цепная 
структура, очевидно, представляет собой реализацию заданного 
сопротивления. Может случиться , что указанный простой процесс 
реализации будет продолжаться до тех пор , пока остаток не станет 
постоянной величиной. Этому соответствует полная реализация, 
представляющая собой реактивную лестничную цепь, нагруженную 
на резистивное сопротивление. Следует подчеркнуть, что новые 
методы, помимо предложенных Фостером, пока не созданы. 

В общем случае, однако, описываемый процесс может привести 
к ситуации, когда остаточная функция не является постоянной и 
не имеет ни нулей, ни полюсов на мнимой оси. Такая функция (ко
тор ая согласно выводам, сделанным в § VI I l . 1 ,  называется функ
цией минимального реактивного сопротивленця или функцией ми
нимальной реактивной проводимости) приводит к необходимости 
применять некоторую новую (отличающуюся от описанных выше) 
методику синтеза .  При этом как р аз процесс реализации необходи
мо осуществлять по методу Вруне. Более простые этапы, на кото
рых возникает необходимость привести заданную функцию к функ
ции минимального реактивного сопротивления или минимальной 
реактивной проводимости, мы будем рассматривать как «преамбу
лу» к методу Вруне. На этих этапах заданная функция упрощается 
и приводится к виду, при котором ее дальнейшее упрощение уже 
невозможно осуществить при помощи известных методов. Указан
ное упрощение производится, как известно, выделением реализуе-
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мых элементов цепи таким образом, чтобы получить реализуемый 
остаток. 

Метод Вруне приводит к дальнейшим упрощениям .  Он состоит 
из нескольких этапов, на каждом из которых степень сложности 
остаточной функции уменьшается на  постоянную величину. Таким 
образом, при рассмотрении метода Вруне достаточно показать, что 
всегда можно успешно выполнить хотя бы один типовой этап .  

Прежде чем приступить к р ассмотрению данного метода, целе
сообр азно проиллюстрировать предварительный процесс ( «преам 
булу») на  примере, для которого полный синтез уже выполнен. 
Рассмотрим поло;жительную вещественную функцию (сопротив-
ление) · 

z (s) = l Os' + 4s6 + 200s4 + 34sз + 550s2 + 48s + 360 . 
s8 + 20s6 + 1 6s4 + 200sз + 67s2 + 180s + 36 

(IX . 49) 

В процессе проверки полинома знаменателя этого выражения на 
предмет определения его принадлежности к классу полиномов Гур 
вица (см .  § 1 .4) оказывается, что этот процесс [как и при делении 
по ф-ле ( 1 .48) } заканчивается преждевременно, рричем нетрудно 
установить, что член (s2 + 9) является общим делителем четной и 
нечетной частей. Следовательно, сопротивление, определяемое вы
ражением ( IX.49) , имеет на  мнимой оси в точках s = ± jЗ пару по
люсов .  Для вычисления в них вычета Z (s ) можно использовать 
ф-лу ( 1 .88) . Тогда 
k = ( m1 ) = [s0 + 20s4 + 55s2 + 36 J = - 729 + 1620-495 + 36 = ..!_ 
3 п ' 2 (5s• + 30s2 + 9) s•=-9 2 (405-270 + 9) 2 2 • 

или 
k - ( п1 ) _ ( 2s4 + 1 7s2 + 24 ) _ 1 62- 153 + 24 
3 - т� • - 3s4 + 32s2 + 67 s•=-9 

-
243-288 + 67 

3 (IX . 50) 
2 

Чтобы выделить из Z (s) эти полюсы, необходимо произвести сле
дующие очевидные опер ации :  

z (s)-� = ( 1 Os8 + 4s6 + 200s4 + 34s3 + 550s2 + 48s + 360 
s2 + 9 s4 + 2osз + 1s2 + 2os + 4  

1Qs& + s6 + 140s• + 13ss + 490s2 + 36s + 360 - -
(s4 + 2оsз + 7s2 + 20s + 4) (s2 + 9) = 1 0s" + s8 + 50s2 + 4s + 40 = Zi (s) . 
s4 + 2оsз + 7s2 + 20s + 4 

зs) -1 - = 
s2 + 9 

(1� . 5 1 ) 

Проверка полинома знаменателя функции, обратной получен-
1 ному остатку, У1 ( s )  = -- на  предмет его принадлежности к 

Z1 (s) 
классу полиномов Гурвица (она проводится аналогично приведен
ной выше) показывает, что этот полином содержит множитель 
(s2 + 4 ) , соответствующий паре полюсов на  мнимой оси в точках 
20 Заказ 49 - 305 -



s = ±j2. Вычислив описанным выше способом вычет, оолучим 
k2 = 1 . Следовательно, 

Yi (s) -� = ( s" + 20s3 + 7s2 + 20s + 4 2s ) -1 - = 
s8 + 4  1 0s2 + s + 10 s2 + 4 

st + 5s2 + 4 - s1 + 1 = Y2 (s). (IX . 52) ( 1 0s1 + s +  1 0) (s2 + 4) 1 0s2 + s +  1 0 

Функция, обратная полученному остатку, имеет пару полюсов 
на мнимой оси в точках s = ±j. Нетрудно установить, что общее 
значение вычета равно -1- , поэтому 

2 
Z2 (s)--s - = 1 0s2 + s + 10  _s _ = 1 0. (IX . 53) s2 + 1 s2 + 1 s2 + 1 

Теперь можно завершить процесс р азложения, записав функ
цию Z (s) , определяемую выражением ( IX.49) , в виде непрерывной 
дроби 

Z (s) = s2�9 + -2-s 
____ _ 

s1 + 4 + s 
sl + l 

+ 1 0 

Соответствующая цепь показана на рис. IX . 1 0. 

(IX . 54) 

Для того чтобы проанализировать типовой этап синтеза по ме
тоду Вруне, рассмотрим п. в. ф. вида 

Z (s) = a0 + ai s + a2s2 + . . .  + апs" 
b0 + b1s + b2s" + • • • + Ьпs" ' 

(IX . 55) 

в которой коэффициенты ао, Ьо, an и bn отличны от нуля, а полино
мы числителя и знаменателя не имеют нулей на мнимой оси. На 

начальных этапах -метода Вруне основ-
1- ной являеп�я операция выделения эле-
J ментов цепи с тем, чтобы осуществить 

такое смещение пары нулей функции из 
левой полуплоскости на мнимую ось, 
при котором эта . функция по-прежнему 10 будет принадлежать к классу п .  в. ф. 
Здесь прежде всего необходимо рассмот
реть вещественную часть сопротивления iн. tp, Of"I на мнимой оси, которая может, напри-

Рис. IX.10 мер, иметь вид кривой, изображенной на  
рис. IX. 1 1 .  Из рисунка видно, что на  не
которой частоте ro = ro1 вещественной 

части соответствует наименьший из нескольких имеющихся у нее 
минимумов. Если обозначить его через R1 и вычесть из функции 
Z (s) , то очевидно, что новая функция снова будет п. в .  ф. - 306 -



(IX . 56) 
которая на частоте s = s 1 = jro 1 является чисто мнимой, следова
тельно, 

(IX . 57) 
Величина Х, хотя и является вещественной, может принимать по
ложительные или отрицательные значения. 

Согласно приведенной выше основной идее метода, на следую
щем этапе необходимо произвести вычитание реактивного сопро
тивления со значением jX в точке s = jro и получить остаток, рав-

Rв /J(jыl} 
/lсш1птота 

(J 
Рис. /Х.11  

ный в этой точке нулю. Простейшим является реактивное сопро
тивление, индуктивность которого выражается формулой 

L1 =�. (IX . 58) 
OOi 

Тогда функцию-остаток, имеющую нуль на мнимой оси в точке 
s = jro 1 ,  можно записать в виде 

Z1 (s) -L1s. (IX . 59) 
На данном этапе появляются некоторые трудности. Если Х -

положительная величина, то индуктивность L1 ,  определяемая ф-лой 
( IX.58) , будет положительной и реализуемой; с другой стороны, 
функция, определяемая выражением ( IX.59) , безусловно, не являет
ся п. в. ф., ибо она имеет полюс в точке s = оо (предельная точка 
на мнимой оси) с о т  р и ц а т  е л ь н ы м в ы ч е т ом - L1 • Если Х -
отрицательная величина, т. е. отрицательно L1 , то можно утверж
дать, что функция , определяемая выражением ( IX.59) , имеет в по
люсе в точке s = оо положительный вычет и ,  следовательно, являет
ся п. в. ф. Однако в данном случае нет уверенности, что в конечном 
счете можно устранить отрицательную индуктивность L 1 .  

На первый взгляд создается впечатление, ЧТQ описанный этап 
получения нуля на мнимой оси непригоден .  Однако не будем слиш
ком поспешно отказываться от него, а поступим следующим обра� 
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зом. Предположим на некоторое время, что Х - отрицательно, т. е. 
функция-остаток [выражение ( IX.59) ] является п .  в. ф., причем она 
имеет нуль на мнимой оси и нам известно, каким способом ее мож
но упростить. Позже мы вернемся к отрицательной индуктивности 
L 1 и посмотрим,  можно ли найти какой-либо способ ее устранения. 
А что делать тогда, когда значение Х положительно,- над этим 
следует еще подумать. Пока же нужно довольствоваться тем ,  что
бы проследить весь процесс от начала до конца. 

Итак, для Х < О  и L 1 < О  выражение ( IX.59) представляет 
п. в. ф. с нулем н а  мнимой оси в точке s = s , ,  и функция 

1 (IX . 60) 

является п. в. ф. с полюсом на  мнимой оси в данной точке. Изве
стное свойство принадлежности ее к классу п. в. ф. гарантирует, что 
полюс является простым ,  а вычет в нем - вещественным и поло
жительным. Доказывать эти утверждения р аздельно - нет необ
ходимости. Остановимся теперь на том ,  каким образом было уста
новлено, что функция, определяемая выражением ( IX.60) ,- п. в. ф. 
Во-первых, вспомним, что Z (s ) согласно гипотезе является п. в. ф .  
Функция Z1 (s) , определяемая выражением ( IX.56) , также п .  в. ф. 
так как подобно Z (s) она аналитична в правой полуплоскости, 
включая мнимую ось, где ее вещественная часть неотрицательна. 
Член - L1s - п. в. ф. ,  ибо L 1 - отрицательная величина .  Функция, 
определяемая выражением ( IX.59) ,- п. в. ф" так как сумма двух 
п. в. ф. также должна быть п. в. ф. Наконец, функция, определяе
мая выр ажением ( IX.60) , является положительной вещественной, 
ибо функция, обратная п .  в. ф., также является положительной ве
щественной. 

Выделение полюсов на мнимой оси из проводимости, опреде
ляемой выражением ( IX.60) , можно осуществить алгебраически 
следующим образом : 

(IX . 6 1 ) 

Физически операция, осуществляемая в·ыражением ( IX.6 1 ) ,  со
ответствует выделению параллельной ветви в лестничной цепи для 
сопротивления Z (s) , причем R1 и L 1 -' н ачальные последовательные 
элементы. Указанная параллельная ветвь состоит из индуктивно· 
сти L2, соединенной последовательно с емкостью 

1 С2 = -- . (IX . 63) 
L2(J)i 
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Обратная остаточная функция W (s) обязательно является по
ложительным вещественным сопротивлением, так как после выде
ления из п .  в. ф. ,  определяемой выр ажением ( IX.6 1 ) ,  полюсов на 
мнимой оси должен появиться положительный вещественный оста
ток. Сопротивление W (s) , очевидно, имеет полюс в точке s = оо ,  
так как [имея в виду, что Z1 (s) является н а  бесконечности регуляр
ной функцией] при s -+  оо из выражения ( IX.6 1 )  получим 

l l l L1 + Ls -- � - ----- = ��-w (s) L1s L1s -L1L2s 
или 

(IX . 64) 
Поскольку W (s)  - п. в. ф" не может быть сомнения относитель

но положительности индуктивности L3; поэтому после выделения 
из функции W (s) указанного полюса появляется остаточная 
функция 

Z2 (s) = W (s) - L3s, (IX . 65) 
которая обязательно также является п .  в. ф. Подобно функции 
Z (s) , она не имеет нулей или полюсов на  мнимой оси и фактически 

l{s) 
---

Ри.с. IX.12 

обладает теми же свойствами, 
что и первоначальная функция 
Z (s) , за исключением (как ста
нет ясно ниже) полиномов чис
лителя И знаменателя, каждый ИЗ 
которых имеет степень на две 
единицы ниже, чем соответству
ющий полином Z (s ) . Цикл завер
шается получением остаточной 
функции, и поскольку она анало-
гична исходной функции Z (s ) , можно, по-видимому, повторiть цикл 
до тех пор, пока не будет получен остаток, представляющий собой 
постоянную. 

Однако целесообразно выяснить еще ряд обстоятельств. Во-пер
вых, требуется проверить возможность использования отрицатель
ной индуктивности L 1 ,  для чего нужно тщательно проанализировать 
цепь, полученную в результате выполненного цикла действий. Та
кая цепь показана на  рис. IX. 1 2, где прямоугольник, обозначенный 
через Z2 ( s ) , представляет собой цепь, реализующую остаточную 
функцию. 

Приведенное выше утверждение относительно некоторых этапов 
получения данной части лестничной цепи, соответствующей сопро
тивлению Z (s) , показывает, что значения всех ее элементов, кроме 
элемента L 1 , положительны. Поскольку эта единственная отрица
тельная индуктивность соединена в Т-образном звене цепи с двумя 
другими положительными индуктивностями ,  вполне вероятно, что 
Т-образное звено можно заменить парой взаимно связа�ных поло-
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жительных индуктивностей. На рис. IX. 1 3 показано такое преобр а 
зование. 

Возможность подобной замены зависит от выполнения двух 
требований : а) алгебраическая сумма (L 1 + L2) должна быть по-

L ложительной, даже если численное L 1. l '2 значение L 1 отрицательно; б )  коэф
f � фициент связи взаимно связанных 

= (L, + L2) {�2 +LJ)  катушек не может ' быть больше еди: ницы. Первое из этих требовании 
вытекает из выражения ( IX.64) , так 

Рис. IX.13 как уже известно, что индуктивно-
сти L2 и L3 - положительны ,  а 

L ,  - отрицательна. Формулу для коэффициента связи можно за 
писать в виде 

(IX . 66) 

С другой стороны, в соответствии с выражением ( IX.64) 
LiLs + LiLa + L2L3 = О, (IX . 67) 

и, таким образом, из выражения ( IX.66) находим, что k = 1 .  Две 
индуктивности (L 1 + L2) и (L2 + L3) в цепи, эквивалентной Т-об
разной (см. рис. IX. 1 3) ,  с и л ь  н о  с в я з  а н  ы,  следовательно, ис
ключение отрицательного значения L 1 вполне возможно. 

Используя рассмотренный прием, можно сделать вывод, что 
применение типового этапа синтеза по Вруне, показанного на  
р ис. IX. 12 ,  позволяет получ_ить физическую реализацию части цепи 
и положительный вещественный остаток; при этом значение реак
тивности Х [сопротивление Z1 (s) ] отрицательно в точке s = jro на 
мнимой оси. 

Для того чтобы определить, насколько остаток Z2 (s) проще пер 
воначального сопротивления Z (s) , исследуем,  как изменяются сте
пени полиномов числителя и знаменателя функции в процессе пе
рехода от одного этапа синтеза к другому. На начальном этапе, 
когда используется выражение ( IX.56) , степени обоих полиномов 
не изменяются, поэтому функция Z1 (s) содержит полиномы той же 
степени п, как и функция Z (s) . После вычитания L 1s [см. выраже
ние ( IX.59) ] получается более сложная функция, содержащая по
люс. Функция , определяемая выражением ( IX:59) , представляет 
собой частное от деления полинома степени (п + 1 )  на полином 
степени п. Обратная функция, определяемая выражением ( IX.60) , 
представляет собой отношение полинома степени п к полиному сте
пени (п + 1 ) .  После выделения пары полюсов [см . выражение 
( IX.6 1 ) ]  степень каждого полинома уменьшается на два и остаток -1- представляет собой отношение полинома степени (п - 2). к 
W (s) 
полиному степени (п - 1 ) .  Функцию W (s) , имеющую простой по
люс на бесконечности, можно представить в виде отношения поли-
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номов степеней (п - l )  и (п - 2) соответственно. Следовательно, 
остаток Z2 (s)  после выделения полюса в точке s = оо будет дробью, 
числитель и знаменатель которой содержат, как указыва.�ось вы
ше, полиномы степени (п - 2) . 

(Iоскольку каждый из полиномов функции Z2 (s) содержит на  
два коэффициента меньше, чем  полиномы исходной функции Z ( s) ,  
для описания первой из указанных функций требуется на  четыре 
пар аметра меньше, чем для описания второй. Этот результат со
гласуется с тем фактом, что хотя цепь, изобр аженная на рис. IX. 1 2 , 
содержит пять элементов, ограничение ( IX.67) , налагаемое на  ин
дуктивности L 1 , L2 и L3, позволяет независимо определять лишь две 
из них. Цикл разложения исходной функции Z (s ) , т. е. переход к 
функции Z2 ( s) , связан с потерей четырех коэффициентов полиномов 
и соответственно позволяет определить значения четырех элемен
тов цепи. В этом смысле данное р азложение является канониче
ским, так как оно снижает сложность исходной функции и дает 
минимальное число элементов цепи . 

Теперь р ассмотрим случай, когда реактивность Х из ур-ния 
. ( IX.57) является положительной. После того как выполнена опе
р ация первого этапа, определяемая выражением ( IX.56) , необхо-
димо перейти к проводимости У1 (s) = -

1
- ,  которая в точке s = 

Z1 (s) 
= jro 1 на  мнимой оси представляет собой чисто реактивную прово
димость 

(IX . 68) 
Ясно, что когда Х положительно, то В отрицательно. Величину 

емкости, соответствующую проводимости jB в точке s = jro, можно 
найти по формуле 

(IX . 69) 
Остаток после вычитания из функции У1 (s) указанной емкост

ной проводимости имеет вид 
Y1 (s) -C;s. (IX . 70) 

Он, так же как и остаток, определяемый выр ажением ( IX.59) , яв
ляется положительным вещественным ,  поскольку С �  отрицательно. 

Все остальные этапы синтеза полностью дуальны описанному 
выше случаю р азложения с использованием функций сопротивле
ния. Функция, обратная п .  в. ф., определяемой выражением ( IX.70) , 
имеет пару полюсов на  мнимой оси . Процесс их выделения в виде 
последовательной ветви, состоящей из параллельного контур а LC, 
можно представить следующим образом : 

1 
-- s 
с; 1 --- = --

s2 + ro� W (s) 

- 3 1 1 -
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При этом значения соответствующих индуктивности и емкости 
можно получить из выр ажений :  

2с; = ( dYi ) -С� ; _ (IX . 72) ds s=s, 
, 1 L2 ==-- . 

с , 2 2001 
(IX . 73) 

Проводимость W (s)  имеет полюс в точке s = оо ,  как это сле
дует из рассмотрения выражения ( IX.7 1 ) ,  которое в предельном 
случае, т. е .  при s -+  оо, принимает вид 

- c;c;s , W (s) � = C3s. (IX . 74) 
с; + с; 

Выделение конечной параллельной ветви, имеющей проводи
мость ( IX.74) , как видно из выражения 

, 1 Y2 (s) = W (s) -C3s = -- , (IX . 75) 
Z2 (s) 

завершает цикл и дает положительный вещественный остаток Y2 (s )  
или Z2 (s) . Цепь, полученная таким обр азом, изображена на 
рис. IX. 14a .  

а} 

lfsl ---
L' '2 

Рис. /Х.14 

L' '2 

1 

l 

Рассмотренный метод обладает одним недостатком, который со
стоит в том ,  что величина с; - отрицательна. Его можно устр а 
нить путем преобразования реактивной цепи, заключенной между 
зажимами 1-1' и 2-2', в цепь, изображенную на р ис. IХ. 1 4б ,  для 
которой идеальный трансформатор имеет коэффициент трансфор
мации, р авный 

n =  с; 
= 

с; + с� = v с; + с� . 
с ; + с; с; с; + с; 

(IX .  76) 

Нетрудно заметить, что возможно несколько эквивалентных 
форм этого коэффициента, определяемых из соотношения 

с;с; + с;с� + с;с� = о, (IX . 77) 
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полученного с учетом выражения ( IX.74) . Последнее аналогично 
соотношению ( IX.67) , характеризующему сильную связь, существу
ющую между индуктивностями цепи, приведенной на  рис. IX. 12 .  
Можно легко доказать эквивалентность реактивных четырехполюс
ников, показанных на рис. IX. l 4a ,  б ,  если учесть, что как тот, так 
и другой имеют следующие входные и передаточную проводимость 
короткого замыкания : 

( , ' ) 1 Уа =  С1 + С2 s + -,- ;  
L2s 

(IX . 78) 

(IX . 79) 

(IX . 80) 

Поскольку сумма (с; + с;) положительна [это объясняется 
тем, что величина с; из выражения ( IX.74) положительна], цепь, 
изобр аженная на рис. IX. l 4б, удовлетворяет условиям физической 
реализуемости, хотя с практической точки зрения идеальный транс
форматор менее удобен, чем сильно связанные индуктивности цепи, 
приведенной на  рис. IX. 1 2. 

Однако цепь, показанную на рис. IX. 1 4a ,  всегда можно преобра
зовать в эквивалентную цепь такого вида, как на рис. IX. 1 2, и ,  сле
довательно, обойтись без применения идеального трансформатора ,  
даже если Х > О. Для того чтобы осуществить подобное преобра
зование, необходимо, прежде всего, составить по выражениям 
( IX.78) , ( IX.79) и ( IX.80) определитель у. Тогда с учетом ( IX.77 ) 
можно получить 

(IX . 8 1) 

и соответствующие входные и передаточное сопротивления холо
стого хода : 

-У12 с; , 1 
z12 = -- = --- L2s + ----

\ у \ с; + с� (c; + c�) s 
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Принимая во внимание выражения для этих сопротивлений в 
реактивной цепи, изображенной на рис. IX. 1 2, можно вывести сле
дующие формулы :  

i;c� L ' c ' 
L1 = L2 = 

2 2 
с; + с� с ;  + с� (IX . 85) 

La = 
i;c;  

С2 = С; + с�. 
с; + с� 

Исследуя выражения ( IX.85) , нужно заметить, что соотношение 
( IX.77) для емкостей снова приводит к соотношению ( IX.67) для 
индуктивностей, обладающих сильной связью; отрицательное зна
чение С ; дает отрицательное значение L3, причем L1 и L2 положи
тельны. Следовательно, всегда возможно преобр азование цепи, 
изображенной на  рис. IX. 1 4a , в эквивалентную цепь, аналогичную 
показанной на рис. IX. 1 2, в которой индуктивное Т-образное звено 
заменено парой сильно связанных индуктивностей (см. рис. IX. 1 3) .  

Можно показать, что не обязательно использование метода уз
ловых напряжений при преобразовании цепи, приведенной на 
рис .  IX. 14a ,  в цепь, приведенную на рис. IX. 1 2  (при условии, что 
реактивное значение Х положительно) . Однако конечные резуль
таты окажутся точно такими же, если в точке, для которой произ
водится опер ация вычитания ( IX.59) , появляется функция, не при
надлежащая к классу п .  в. ф .  При этом можно не учитывать влия
ния указанного факта и продолжать последовательно выполнять 
оставшиеся этапы синтеза, используя метод контурных токов, как 
будто нарушение условия принадлежности функции, определяемой 
выражением ( IX.59) , к классу п .  в. ф. не играет роли. С точки зре
ния практических р асчетов такой переход позволяет сократить 
время, затрачиваемое на вычисления. Как правило, большинство 
возникающих _задач решаются именно таким способом. Простое 
доказательство спр аведливости полученного конечного результата 
дано в следующем параграфе. 

Рассматривая выражение, соответствующее сильной связи ме
жду индуктивностями цепи, изображенной на рис. IX. 1 2, интересно 
отметить, что оно обусловлено предположением об отсутствии у 
функции Z (s) полюсов на  мнимой оси и, следовательно, тем, что 
она должна быть регулярной на бесконечности . Если бы ничего не 
было известно о существовании- особых соотношений между индук
тивностями цепи, приведенной на рис. IX. 12 ,  то, р азумеется, по 
первому впечатлению можно было бы сделать вывод, что ее вход
ное сопротивление, благодаря наличию последовательных индук
тивностей, имеет полюс в точке s = оо. В действительности, выра
жение ( IX.67) , соответствующее сильной связи, по существу, при
водит к . устранению общей последовательной индуктивности 
р ассматриваемой цепи. 
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Последнее легко доказать непосредственно, если представить 
реактивную часть цепи в виде схемы, показанной на рис. IX. 1 5. Она 
сравнима с потенциально эквивалентной цепью, изображенной на 
рис. IX. 1 46 ( и  является дуальной ей) , причем коэффициент транс
формации идеального трансформатора этой цепи можно записать 
в виде 

n = L2 = L2 + Lз = ,  ( L2 + Lз • (IX . 86) 
L1 + L2 L2 V Li + L2 

Эквивалентность последней цепи и реактивной цепи на  рис. IX. 1 2  
можно легко и просто доказать. Действнтельно, непосредственно 
видно, что обе цепи имеют одинаковые входные сопротивления и 
сопротивление передачи холостого хода. В эквивалентной цепи, по
казанной на рис. IX. 1 5 , очевидно отсутствие влияния последова
тельной индуктивности, тогда как в цеПи, приведенной на  р ис. IX. 12 ,  
это отнюдь не очевиднр, даже если из - · f :n  вестно выражение ( IX.67) , характери- .---.о 
зующее сильную связь между индук
тивностями. 

Если дана рациональная п .  в .  ф . 
Z (s) , определяемая выражением Cz 
( IX.55) , в котором степень полинома о--..... -------<> 

п � 4, то для полной реализации ука- Рис. IX.15 
занной функции необходимо выпол-
нить несколько последовательных циклов Бруне, каждый из кото
рых соответствует описанному выше циклу. В начале должна быть 
вычислена вещественная часть входного сопротивления при s = jro 
и найден его наименьший минимум (см. рис. IX. 1 1 ) .  Может слу
читься, что полный расчет вещественной части исходного сопротив
ления Z (s) окажется достаточным в том смысле, что следующий 
наименьший минимум на соответствующей частоте относится ко 
второму циклу и т. д. Однако этот вывод неправилен, так как ока
зывается , что между минимумами вещественной части остаточной 
и исходной функций в общем случае существует более сложная 
Зависимость. Ра.счет вещественной части необходимо повторять в 
начале каждого цикла, причем в каждом последующем цикле она 
упрощается . 

Полная реализация заданного сопротивления Z (s) , получение 
которого состоит из нескольких циклов, показана на рис. IX. 1 6. 
Схема IX. 1 6a более удобна для физической реализации рассматри
ваемого сопротивления; схема IХ. 1 6б, содержащая идеальные транс
форматоры, более удобна для аналитического обоснования харак
тера и свойств заданной функции сопротивления и обусловленных 
ими хар актеристик цепи. 

Учитывая практические соображения, следует отметить, что ре
зистивные сопротивления R1 , R2, · · ·  могут быть использованы для 
компенсации резистивных сопротивлений катушек, применяемых 
для реализации связанных индуктивностей, и что условием сильной 
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связи для всех пар катушек можно пренебречь, если заданное со
противление имеет полюс в точке s = оо. В этом случае на входе 
цепи образуются несколько последовательных индуктивностей, ко
торые можно сложить с первой из связанных индуктивностей, что
бы ослабить действие условия сильной связи на данном участке 
цепи. Величину индуктивности втори чной обмотки первой пары 
связанных катушек можно уменьшить, однако коэффициент связи 
этой пары будет меньше единицы. Дополнительную величину, вы
читаемую из второй индуктивности, складывают с третьей индук
тивностью, чтобы пренебречь условием сильной связи во второй 

� � � R 

l��:�----��---���--�.�� 
б) R1 ''Лz 

Рис. /Х. 16 

паре катушек индуктивностей и т. д. Таким образом, входную ин
дуктивность можно р аспределить так, чтобы получить р авные и 
меньшие единицы коэффициенты связи для всех пар катушек ин
дуктивностей. Если  имеющаяся последовательная индуктивность 
достаточна, то для реализации заданного сопротивления удается 
получить практически пригодную полную цепь. 

iX. 5 .  Второ-4 метод синтеза по &руне 

Второй метод синтеза по Вруне основан на реализации входно
го сопротивления цепи без потерь, которая была р ассмотрена в 
§ VI I .4. Там на  рис. VI l . 1 8 a  была изобр ажена цепь, соответствую
щая реализации общего вида. При р ассматриваемом методе необ
ходимо внести лишь небольшие изменения в эту цепь, а именно, 
включить между каскадно соединенными четырехполюсниками без 
потерь резистивные сопротивления R1 , R2, • •  " а на выходе - рези
стивное сопротивление оконечной нагрузки Rt.  В результате полу
чится цепь, показанная на рис. IX. 1 7 . Известно, что каждая реак
тивная цепь дает пару нулей вещественной части сопротивления на  
мнимой оси со  стороны его соответствующего входа. Эти нули в 
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rовокупности являются нулями общей передаточной функции 
1 �спи 1 • 

Zfsl --

Рис. /Х.17 

На рис. Vl l . 1 8б р ассматривался типичный цикл реализации, 
связанный с выделением из входного сопротивления Z1 (s) , опре
деляемого выражением (VI I .56) , одного реализуемого четырехпо
люсника без потерь. В итоге данной операции появляется положи
тельный вещественный остаток Z2 (s) . 

Соответствующая пар а  нулей вещественной части (нули пере
дачи) характеризуется множителем 

t (s) = s2 + ro�,  (IX . 87) 
причем простейший ряд входных сопротивлений и сопротивления 
передачи холостого хода, который может дать такие нули, имеет 
вид: 

k Z11 = . . .  = _о_ + k11s; s 
Z -· - ko + k s 22 -· • • • - - 22 ' s 

где К - постоянная. Из выражения ( IX.88) имеем 
k0 = Кt (О) = Kro� ;  

k12 = K. 

(IX . 88) 

(IX . 89) 

(IX . 90) 

(IX . 9 1 ) 
(IX . 92) 

Предполагается, что входное сопротивление имеет определен
ную форму вида 

Ap (s) A (s-sp,) (s-sp,) • . · (s- sPn) 
Z1 (s) = -- = . (IX. . 93) q (s) (s-s1 ) (s-s2) • • • (s-sn) 

Обратившись к цепи, описанной в § Vl l .4, и к ур -нию (Vl l .67) ,  
можно записать соотношение, связывающее пять величин Z1 (s) ,  
Z2 (s) , z 1 1 , z22 и z 12 : 

(zн -Z1) (z22 + Z2) = zi 2 = K2t2 (s) . (IX . 94) 
s2 

1 В том, что нули вещественной части являются нулями общей передаточной 
функции, легко убедиться, если учесть, что для таких частот мнимой оси мощность 
на входе (следовательно, и на выходе) должна быть равна нулю. 
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Отсюда непосредственно получается разложение на элемен
тарные дроби 

(IX . 95) 

где k. обозначает вычеты сопротивления Z1 (s)  в его полюсах s 1 , 
s2, "" Sn. Таким образом, функция (z22 + Z2) - 1 содержит только 
полюсы функции Z1 (s) , ибо нули на мнимой оси, определяемые 
функцией t2 ( s) , должны входить в множитель ( Z1 1 - Z 1 ) • 

Поскольку полюсы Zвk на мнимой оси не содержатся в функциях 
Z1 или Z2, множители (z1 1 - Z1 )  и (z22 - Z2) в окрестности этих 
полюсов вырождаются в функции z1 1 и z22 соответственно. Поэтому 
можно - найти их вычеты непосредственно из ур-ний ( IX.94 ) и 
( IX.95 ) . При s --+- оо имеем 

(IX . 96) 

Величина, обратная вычету z22 в tочке s = О, представляет со
бой производную от выражения ( IX.95) в данной точке. Отсюда, 
используя выражение ( IX.9 1 ) ,  получаем 

(IX . 97) 

Поскольку слагаемые сумм этого выражения являются парами 
комплексно-сопряженных величин, то из выражений ( IX.96) и 
( IX.97) следует, что величины К, k0 и k 1 1  являются вещественными, 
а из выражения ( IX.89) - что Re[z 1 1 (j(J) ) ]  == О. Далее, из выраже
ния ( IX.95) видно, что функция (z22 + Z2).:- 1 является аналитиче
ской в правой полуплоскости (включая мнимую ось) и ее 
вещественная часть там положительна ,  так как согласно предпо
ложению сопротивление Z1 - положительно. Следовательно, рас
сматриваемая функция является п. в .  ф. и функция (z22 + Z2) 
также является п .  в .  ф .  Полюсы последней в точках s = О и s = оо 
относятся к z22, а остальные можно отнести к Z2. Сопротивленин 
z22 и Z2, очевидно, являются п .  в .  ф . ,  значит вычеты ko и k22 - поло
жительны. Из выражений ( IX.9 1 ) и ( IX.92) следует, что К и k1 2  -

k�2 положительны и ,  кроме того, по условию вычетов k 1 1 = -- .  k22 вытекающего из ур-ний ( IX.92) и ( IX.96) ,- что k1 1  сохраняет 
положительное значение. Таким образом , обеспечена возможность 
реализации четырехполюсника без потерь и остатоttной функции. 
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IX.6. Синтез входноrо соnротивnения 
по Дарnинrтону 

Согласно методу реализации по Дарлингтону (20] положитель
ное вещественное входное сопротивление представляется как 
входное сопротивление четырехполюсника без потерь, нагружен
ного со стороны выхода на одно ре-
зистивное сопротивление, которое 1, lz 
всегда можно нормализовать к 1 ом. z1 rs1 t 'lttnP61Ptz -
c · ..._Е 1 полюtнин 2 1он хема такои реализации для неко- t 113 потqь тор ого входного сопротивления 
Z1 (s) покамна на рис. IX. 1 8. Рас-
смотрим подробно возможность ее Рис. IX.18 
осуществления, для чего запишем 
известное выражение для сопротивления Z1 (s) : 

(z11Z1 2-Z12)2 + Z11 Z1 (s) = .....:....;:�-�---''---
г:�2 + 1 

(IX . 98) 
где z1 1 , z22 и z12 - входные и передаточное сопротивления холо
стого хода, характеризующие четырехполюсник без потерь. Если 
обозначить сокращенно определитель z1 1z22 - z f 2 ряда сопротив
лений Zsk через 1 z 1 . то входные и передаточная проводимости ко
роткого замыкания можно представить в виде известных 
соотношений :  

Z22 У11 = т;т ; - Zц • - � (IX 99) У22 - 1 z 1 ' 
У12 -

1 z 1 • • 
Вынесем в выражении 

тогда 
( IX .98) общий множитель z1 1 за скобки , 

1 
- + 1  

Z1 (s) = z11 У
22 (IX . 1 00) 

Z22 + 1 

Это сопротивление теперь можно представить в виде отношения 
полиномов 

Z1 (s) = P (s) = 1ni + ni • (IX . 1 0 1 )  
Q (s) m2 + n2 

В § 1 .5 и § 1 1 . 1 было показано, что отношение любой четной 
части к любой нечетной части полиномов P (s )  и Q (s )  дает физи· 
чески реализуемую реактивную функцию или функцию реактивной 
проводимости. Поэтому очевидно, что можно отождествить оба 
выражения ( IX . 1 00) и (IX. 1 0 1 ) .  При этом если в числителе выра
жения ( IX. 1 0 1 ) вынести за скобки множитель т1 , а в знаменате
ле - множитель п2, то получим 

� + 1 
Z1 (s) = mi m1 (случай А). (IX . 1 02) 

n2 m2 + 1 ns 
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Отсюда при сравнении с выражением ( IX. 100) , имеем систему 
тождеств 

т1 т2 m1 ( u А) 3 Zн = - ;  Z22 = - ; У22 = - случаи . (IX . 1 0 ) n2 n2 n1 
С другой стороны, поменяв местами буквы т и п в выражении 

( IX. 1 02 ) , получим сопротивление 
� + 1 

Z1 (s) = i ni (случай Б) . т2 п2 - + 1 т2 

(IX . 1 04) 

Сравнивая это выражение с выражением ( IX. 1 00) , приходим к 
тождествам :  

у22 = � (случай Б). т1 (IX . 1 05) 

Несмотря на  то, что входные функции, определяемые ф-лами 
( IX . 1 03) или ( IX . 1 05 ) , являются реализуемыми, так как функция 
Z1  (s) представляет собой п .  в .  ф . {и, следовательно, полиномы 
P (s )  и Q (s) и полиномы, которые появляются в результате взаим
ной замены четных или нечетных частей, являются полиномами 
Гурвица], нельзя сказать, что ряд этих функций определяет реали
зуемый четырехполюсник без потерь. Для того чтобы к данному 
случаю можно было применить результаты, полученные в гла
ве VI I ,  необходимо, прежде всего, найти передаточное сопротивле
ние z12, связанное с входными функциями, определяемыми выра
жениями ( IX. 1 03) или ( IX. 1 05) . Как видно из двух приведенных 
групп тождеств, их целесообразно рассматривать как случаи А и Б. 
Выше было показано, что каждый из них вытекает из другого при 
взаимной замене букв т и п. Используя соответствующие соотно
шения из выражений ( IX.99) , можно определитель z записать 
в виде 

(случай А) ;  (IX . 1 06) 

(случай Б) . (IX . 1 07) 

Отсюда передаточные сопротивления определяются выраже
ниями : 

Z12 = 
Vm1m2 -n1n2 

n2 
для случая А; (IX . 1 08) 

Z12 = 
У n1n2-m1m2 для случая Б. (IX . 1 09) 

т2 
Величина под радикалом любого из этих выражений (как 

показано в главах 1 и VI I I )  представляет собой числитель четной 
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части сопротивления Z1 (s) , определяемого выражением ( IX. 1 0 1 ) .  
Для удобства вновь приведем здесь этот четный полином, данный 
ранее в выражениях ( 1 .56) и ( 1 .57) : 

A(-s2) = m1ms-n1n1 = An (s� -s2) (s� -s2) • . . (s� -s2) . (IX . 1 1 0) 
Далее следует иметь в виду, что принадлежность функции Z1 (s ) 

к классу п. в .  ф. означает только, что все множители (s �  - s2) ,  
содерЖащие отрицательные вещественные значения s � , имеют чет
ную кратность. Поэтому в общем случае данный полином не 
является полным квадратом и выражения ( IX. 1 08) или ( IX . 1 09) 
не дают, как можно было ожидать, рациональную функцию для 
сопротивления Z12. 

Эту трудность удается преодолеть, если включить в выражение 
( IX. 1 0 1 )  вспомогательный полином Гурвица Po (s) = то + по, на
пример ,  следующим образом : 

Z ( ) _ P (s) P0 (s) _ (m1 + n1 ) (m0 + no) 1 s - - • 
Q (s) Р 0 (s) (т2 + n2) (т0 + по) 

(IX . 1 1 1) 
Такая мера может показаться тривиальной, . но интересно 

отметить, что после умножения числителя и знаменателя на 
(т2 - n2) (т0 .- п0 ) (что соответствует получению четной части)  
выражение ( IX. 1 1 1 )  запишется так: 

(m1 + n1) (m2-n2) (m� -n�) 

(m2 + n.) (m2 -n2) (m� -n�) 
(IX . 1 1 2) 

и поскольку полином '(m� -n�) является четным полиномом , то 
очевидно, что четная часть функции Z1 (s)  просто будет содержать 
этот четный полином, т. е. 

1 (m т п п ) (т2 п2) 
- [Z1 (s) + Z1 (-s)] = i z- i z о - о

. 
2 (m� -n�) (т� -п�) 

(IX . 1 1 3) 

Безусловно, можно начать процесс с включения в четную часть 
функции Z1 (s) указанного полинома, как было проделано выше. 
Тогда обнаружится, что, поскольку влияние на четную часть оказы
вается тривиальным, этот процесс должен (согласно методам, опи
санным в главе Vl l l )  давать такое же сопротивление, как и рань
ше, и , следовательно, влияние на него также будет тривиальным. 

В любо� случае операция, соответствующая выражению 
( IX. 1 1 3 ) , р азрешает возникшую трудность, так как полином, опре
деляемый ф-лой ( IX. 1 1 0) , теперь умножается на член (т� -:- n�) . 
выбираемый так, чтобы получить новый полином в виде полног.о 
квадрата - ( 2 2) A (-s2) = (m1m2 - n1nJ то - по . (IX . 1 1 4) 

Это, очевидно, справедливо при условии, что член 
принят равным произведению тех множителей (s � - s2) 
2 1  Заказ 49 - 32 1 -

(m� - nIO 
в выраже-



нии ( IX. 1 1 0 ) , при которых в новом полиноме, определяемом выра
жением ( IX. 1 1 4 ) , все множители нулей имеют четную кратность. 
По образованному таким путем четному полиному (m� -n�) 
можно построить полином Гурвица (то + .п0) , используя методику 
построения полинома (m2 + n2) по полиному (m� -n�) , изложен
ную при описании процесса нахождения сопротивления по его 
вещественной части в § VI I I . 1 .  Далее предполагается, что заданное 
сопротивление Z1 (s) уже содержится в соответственно измененной 
функции. Поэтому, получив выражение ( IX. 1 08) или ( IX. 1 09) для 
сопротивления z1 2 , можно убедиться, что рассматриваемая функция 
является рациональной. 

Здесь уместно сделать несколько дополнительных замечаний 
относительно описанного процесса изменения функции. Прежде 
всего оказывается, что различие случаев А и Б, к которым отно
сятся выражения ( IX. 1 08) и ( IX. 1 09) , очевидно зависит от того, 
является ли полином V т1т2 - n11n2 соответственно четным или 
нечетным. Это вытекает из того условия, что сопротивление Z1 2 
(так же как и сопротивления z1 1 и z22) должно быть задано в виде 
отношения двух полиномов соответственно четного и нечетного (как 
было показано в § 1 1 . 1 ,  а также в главе VI I ) . В выражении 
( IX . 1 08) (для слу��ая А) полином знаменателя - нечетный, следо
вательно, полином числителя должен быть четным. Выражение 
( IX. 1 09) (для случая Б) содержит обратное соотношение. 

Случай Б возникает тогда, когда в выражении ( IX. 1 10 )  s� = О. 
Например, если s �  = О, то это выражение принимает вид 

или 
A (-s2) = m1m2 -n1n2 = -s2 (s� -- s2) • • •  (s� -s2) Am (IX . 1 15) 

Поскольку заранее предполагается, что в процессе добавления 
множителей все множители типа (s � - s2) ,  • • •  , (s; - s2) имеют вид 
последовательных четных. членов ( evenly repeated sets ) , выражение 
( IX. 1 16 )  представляет собой полный квадрат, а корень квадратный 
из этого выражения - нечетный полином с положительными коэф
фициентами, что и требуется. 

В процессе добавления множителей при желании, наряду с 
другими необходимыми множителями, можно использовать множи
тель s2• При этом возникает ситуация, соответствующая случаю А. 
Такой прием не имеет преимуществ , хотя и является допустимым.  
Аналогично в качестве дополнительных множителей можно, если 
потребуется, использовать любые последовательности четных мно
жителей (s ; - s2) .  Применение описанн1>1х приемов приводит к 
qрезмерно сложным выражениям для сопротивлений и, следова
тельно, более сложным цепям, чем требуется .  В целях экрномии 
элементов цепи следует добавлять минимальное количество множи-
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телей, необходимых для получения сопротивления z1 2 в виде рацио
нальной функции .  Таким обр азом, р азличить случаи А и Б можно 
непосредственно по виду полинома (m1m2 - п1п2) . Вид егq всегда 
однозначно соответствует одному из указанных случаев, ибо послед
ние взаимно исключают друг друга .  Иными словами,  если приме
нимо одно из соотношений ( IX. 1 08 )  или ( IX. 1 09) . то другое 
использовать нельзя. 

Далее выясним ,  определяют ли сопротивления z 1 1 , Z22 и Z12 
реализуемый четырехполюсник без потерь? l(ак указывалось в 
главе V I I  .в связи с рассмотрением вопросов синтеза таких цепей, 
а также исходя из выражения ( 1 1 .29) , условие вычетов 

k1 1 k22 -k�2 >- О (IX . 1 1 7) 
единственное, что требуется в данном случае рассмотреть до

полнительно к уже исследованным факторам .  Предположим ,  что 
с помощью выражений ( IX. 1 03 )  и ( IX. 1 08) ,  соответствующих слу
чаю А, вычислены вычеты 

11 = -k ( m1 ) 
1 п; s=sy 

k12 = [ -V� ] , (IX . 1 1 8) 
n2 S=Sy 

где штрих при полиноме п2 означает дифференцирование по s .  
Частота s , является нулем полинома п2 и ,  следовательно, общим 
полюсом сопротивлений Zsтi на мнимой оси .  После подстановки вы
ражения ( IX. 1 1 8 )  в ф-лу ( IX. 1 1 7) оказывается, что условие выче
тов выполняется со знаком равенства . По ранее приведенному 
выражению (VI l .57) можно было предугадать этот результат, так 
как предполагается , что сопротивление Z1 (s) , как и при синтезе по 
методу Вруне, имеет полюсы на  мнимой оси . 

Итак, условия реализуемости цепи без потерь выполнены и 
найден метод построения соответствующего сопротивления Zsh· 
Следовательно, реализация любого положительного вещественногu 
сопротивления в виде схемы, изображенной на рис. IX. 1 8, всегда 
возможна .  Предполагается, что предварительные операции, о кото
рых шла речь при рассмотрении метода Вруне, выполнены ранее, 
и полученную в результате этого часть цепи можно рассматривать 
как подцепь общей цепи без потерь, приведенной на указанном 
рисунке. Таким образом, любое положительное вещественное со
противление независимо от того, является ли оно минимально 
реактивной функцией и функцией минимальной реактивной прово
димости или нет, всегда можно реализовать по такой схеме. 

IX.7. Иnnюстратнвные примеры 

В 1<ачестве первого примера рассмотрим простую R.C цепь, изображенную на 
рис. IX. 19a, и реализуем ее сопротивление по методу Дарлингтона. Ясно, что этот 
пример не имеет практического значения, но он представляет некоторый теорети-
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ческий интерес, так I<ак позволяет рассмотреть RC цепь. как LC цепь, нагруженную 
на резистивное сопротивление. Сопротивление цепи 

а} 
l + s 

Z (s) = -- . 1 + 2s 
Можно найти, что 

m1m2 -n1n2 = l -2s2 •  

( IX . 1 1 9) 

( IX . 120) 1 f+ {i 
� , ' 1 z,,Г Следовательно, необходимо при

нять 
2 . 2 1 2 2 m0 -n0 = - s . ( IX . 1 2 1 ) 

о----.__ __ _. 
ои, гн,ф 

Рис. /Х.19 
Тогда вспомогательный полином 
Гурвица имеет вид 
P0 = m0 + n0 = 1 + y'2_s . (IX . 1 22) 

Используя в выражении ( IX. 1 19) в качестве множителя полином, определяе
мый выражением ( IX. 122) , получим 

( 1  + s) (1 + V 2s) 
Z (s) = (1 + 2s) (1 + V2 s) = 

1 + ( 1 + -V2) s +  V2s2 
1 + (2 +  Jf2) s + 2  V2s2 

Для проверки снова найдем полином (m1fn2 - n1n2) , т. е. 
m1m2 - nJn2 =  ( 1 - 2s2)2 • 

(IX . 123) 

( IX . 1 24) 
В результате получился полный квадрат, что и требуется. Такая ситуация, оче

видно, соответствует случаю А, и, следовательно, можно использовать выражения 
( IX. 103) и ( IX. 108) . Тогда 

1 + V2s2 zll = (2 + V2) s = 
1 + 2V2s2 
(2 +  y'2) s 

l -2s2 
z12 = -(,.....2_+_v-=2),.....s-

1 s 
(2 +  y 2) s 

+ 
1 + -V2 .

; 

1 2s 
(2 + v 2) s + 

1 + v 2 

(2 +  V 2) s 
V2 s 

1 + V 2 

(IX . 125) 

(IX . 1 26) 

( IX . 1 27) 

Цепь, полученная методом, описанным в §VI l . 1 ,  показана на рис. IХ. 19б. Не
трудно заметить, что две индуктивности, содержащиеся в этой цепи, сильно связа
ны друг с другом, так как условие вычетов совместно выполняется со знаком ра
венства. 

Далее произведем синтез сопротивления 
s2 + s + 1 m1 + n1 Z (s) -

- (IX . 1 28) - s2 + s + 4  - тз + п2 1 
используя методы Вруне и Дарлингтона. Начнем с использования метода Вруне. 
При этом, в первую очередь необходимо найти вещественную часть сопротивления 
при s = jro 

R [Z ( " ) ] - ( m1m2 - n1n2 ) 
-

ro•-4002 + 4  
( IX . 129) 

е 
100 - 2 2 - ro4 - 7ro2 + 6 · т2 -п2 s=/ro 

Поскольку числитель последнего выражения равен ( ro2 - 2) 2, его вещественная 
ч'асть равна нулю при (J) = ± v2. в связи с этим нет необходимости производить 
вычитание минимального значения вещественной части согласно выражению 
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( IX.56) . Следовательно, сопротивления Z (s) и Z1 (s) представляют собой одну и ту 
же функцию. Далее необходимо вычислить реактивное сопротивление Z1 (s)  при 
s = iro1 = j Jf 2, а именно 

Z1 (i f2) - 2 + i V2 + 1  
- 2 + i 'V2 + 4  

(IX . 130) 

Несмотря на то, что Х положительно, применяем метод контурных токов. 
Тогда 

1 
х у2 1 

L1 = �= V2 = т ·  

Используя выражение ( IX.59) , получим 

Z1 (s) - L1s s• + s +  1 s - s• + sl-2s + 2  
sl + s + 4  2 2 (s• + s + 4) 

(s11 + 2) (1 - s) 
2 (s1 + s + 4) 

( IX . 13 1 )  

(IX . 1 32) 

Обратная функция имеет требуемый полюс на мнимой оси. Ее вычет в этом· 
полюсе можно вычислить, если воспользоваться выражением (1 .88) . Имеем 
k 

=
(...!!!!.) = [ 

2 (s• + 4) ] = 1 = (..Е!._) = (�) = 1 .  (IX . 1 33) • п; 
• 

- 3s2 - 2 s"=-2 т; � 2s s"=-2 
Вычитание согласно выражению ( IX.6 1 ) дает 

2 (s2 + s + 4) 2s _ _ 4 _ _ _ 1_ 
(s2 + 2) ( 1 - s) s11 + 2 - 1 - s - W (s) · 

В конечном итоге получим 
s' 1 

W (s) = -- + - . 
4 4 

(IX . 1 35) 

Соответствующие значения элеметов схемы будут 
равны 

1 1 1 
L1 = 2 ; L2 = 2 · C, = l ; Lа = - т· (IX . 136) 

а остаток, являющийся резистивным сопротивлением, 
1 4ом. Цепь, полученная после преобразования индук-

тивного Т-образного звена в пару взаимно связанных 

l(SJ -=--

(IX . 1 34) 

, + 

011, rн, tp 
Рис. /Х.20 

1 4 

индуктивностей, показана на рис. IX.20. 
Эту же задачу можно решить методом Дарлингтона. Из выражения ( IX. 129) 

очевидно, что полином 
m1m2 - n1n2 = s4 + 4s2 + 4 =  (s2 + 2)11 (IX . 1 37) 

представляет собой полный квадрат и поэтому включать в него дополнительные 
множители не надо. Ситуация снова соответствует случаю А, и .из выражений 
( IX. 103) и ( IX. 108) имеем: 

s2 + 1 1 
Z11 =---= - + s; 

8 s 
s2 + 4 4 

Z21 =---= - + s; 
s s 

s2 + 2 2 
Z12 = --- = - + s. 

s 8 
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Для того чтобы избежать применения идеального трансформатора [согласно 
обоснованиям, которые привели 1< соотношениям (VI I .20) ], нужно умножить уро
вень сопротивления схемы без потерь со стороны ее выходных зажимов (для кото-

1 
рой известны соответствующие сопротивления) на коэффициент4. Иными слова-

1 1 
ми, необходимо умножить сопротивление z22 на 4• сопротивление z12 на 2 и 

1 включить на соответствующем выходе сопротивление 4ом, а не 1 ом. На входное 
сопротивJ1ение этот процесс, очевидно, не оказывает влияния. Ясно, что полученная 
в результате цепь, аналогична цепи, приведенной на рис. IX.20, которая была по
строена по методу Вруне. 

Далее рассмотрим сопротивление 
Z (s 

_ sll + s +  1 
) - sll + s + 2  , 

( IX . 1 4 1 ) 

,пишь незначительно отличающееся от сопротивления, определяемого выражением 
( IX. 128) из предыдущего примера, и более полно проведем синтез по методам 
Вруне и Дарлингтона .  Сначала воспользуемся методом синтеза Вруне � составим 
вещественную часть 

Минимальное значение этой вещественной части равно 
R1= 0, 453 

на частоте 

или 

2 -./-001 = 2- r 2= 0 , 586; ro1= 0 , 7655 . 
Следовательно, выделяя R1 , получим 

Z (s) =Z (s) _0 453 0 , 547s8 + 0 , 547s + 0 , 094 

Затем найдем 
1 ' s2 + s + 2  

Z1 (jO , 765) = jO , 296 = jO , 765L1 , 

0 , 296 . 
L1 = О ,  765 = 0 , 387 . 

После вычитания этой последователыюй инду1<тив1юсти получим 
z (s) -L S

= -0 ,387s3 + 0, l60s2-0 , 227s + 0 , 094 
1 1 ss + s + 2  

(s2 + 0 , 586) (-0 , 387s + О , 1 60) 
sll + s + 2  

Вычет обратной функции в полюсе при s = joo1 наиболее просто 
по выражению [см. ф-лу ( 1 .88) ] 

k
.
= ( :; ) . 

= ( 0 ,;2s )s=ioo.1 - О ,�2 • 
1 Это выражение равно - , следовательно, 2L2 1 1 Lz= O , 16 и С2 = --= 10 , 66 .  

L2ro� 0 , 586 Х О ,  1 6 
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( IX . 1 49) 

( IX . 1 50) . 



Осуществив вычитание в ф-ле ( IX.6 1 ) ,  получим ( s9 + s + 2 s ) l 
-0 ,387s + O , l60 0 , 1 6 s11 + 0 , 586 - O , l l 3s + 0 , 047 

W (s) = - 0 , 1 1 3s + 0 , 047 . 
Теперь можно записать значения элементов :  

Ri= 0 , 453; L1 = 0 , 387; L2 = 0 , 16; С2 = 10 , 66; L3 = -0 , 1 1 3 . 

l 
W (s) 

(IX . 1 5 1 )  
( IX . 1 52) 

(IX . 1 53) 

При этом резистивное сопротивление нагрузки равно 0,047. Результирующая 
цепь показана на  рис. IX.2 l a .  

Интересно отметить, что значение сопротивления на нулевой: частоте опреде
ляется суммой: 0,453 + 0,047 = 0,500 ; это следует также и из выражения ( IX. 14 1 ) .  

0.453 

l fsJ 0,547 -

6) 

0,04 7 

1 2 

ltsJ -

2Н , tp, Of'I 
Рис. !Х.21 

1 2 

0,148 

0,ZGl 
0.5 

На очень больших частотах сильно связанные индуктивности (см. эквивалентную 
цепь, изображенную на рис. IX. 15) соответствуют идеальному трансформатору, 
1юторый преобразует резистивное сопротивление нагрузки 0,047 в сопротивление 
0,547. Таким образом, полное входное сопротивление цепи стремится к асимптоти- · 
ческому значению 0,453 + 0,547 = 1 ом, что также следует непосредственно из вы
ражения ( IX. 14 1 ) . 

При синтезе рассматриваемого сопротивления по методу Дарлингтона, прежде 
всего, необходимо вычислить 

то 

m1m2- n1n2 = (&s + 1) (s2 + 2) -s8 = s• + 2s1 + 2 .  ( IX . 1 54) 

Это выражение не явл�ется полным квадратом и поэтому необходимо принять 
m�- n� = s4 + 2s2 + 2 .  ( IX . 1 55) 

Если записать вспомогательный полином Гурвица в виде 
P0 (s) = m0 + n0 = s2 + 2as + a2 + ooв , 

s' + 2s9 + 2 = P0 (s) Р0 (-s) = st + 2 (ool- aB) s1 + (008 + а2)2 , 
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откуда 

Таким образом, легко установить, что требуемый полином имеет вид 
P0 (s) = s2 + 0 , 91 0s +  1 , 4 1 4 . ( IX . 1 58) 

Сопоставляя его с выражением ( IX. 14 1 )  для сопротивления и учитывая выра
жения ( IX. 103) и ( IX. 108) , можно найти следующие значения для сопротивле
ний z, " :  

� + 3 , 324s8 + 1 , 4 1 4  Z11 = 1 ,  9 l s (s2 + 1 , 693) 
.st + 4 , 324s8 + 2 , 828 Z22 = 1 ,  9 l s (s8 + 1 , 693) 

s4 + 2s2 + 2  Z12 = 
l , 9ls (s2 + 1 , 693) 

1 0 , 4 16s 
2 , 29s + s' + 1 , 693 

+ 0 • 5245; 

1 0 , 503s 
l ,  1 45s 

+ 
sl + 1 , 693 + 0 , 524s; 

1 0 , 459s 
l , 6 1 7s 

+ 
s2 + 1 , 693 

+ 0 • 5245 ' 

(IX . 1 59) 

( IX , 1 60) 

( IX . 1 6 1 )  

Для того чтобы избежать применения идеального трансформатора и емкости, 
снова целесообразно изменить уровень сопротивления на выходе схемы. После 

1 1 
умножения сопротивления z22 на 2 ,  а сопротивления z12 на J('2 получим цепь, изо-
браженную на рис. IX.2 lб. В отличие от нее цепь, синтезированная по методу 
Вруне (см. рис. IX.2 1 a) , проще и содержит вместо двух только одну пару сильно 
связанных индуктивностей. 

Этот пример является иллюстрацией значительно более простых, но менее об
щих методов синтеза, описанных выше в § IX.3. Если представить выражение для 
сопротивления ( IX. 14 1 ) в виде выражения ( IX .45) , которое удовлетворяет неравен
ствам ( IX .47) и ( IX .48) , то очевидно, что данная фующия соответствует услови10 
реализации случая Б. Это позволяет разбить ее согласно выражению ( IX.42) на 
два слагаемых. Поскольку в приведенном примере сопротивление имеет вид 

Z(s) 

то сравнивая записанное выражение с выражением ( IX.42) , видим, что 
Ro = l ; а1 = О; ао = - 1 . 

Таким образом, 

Z (s) 

1 г1 1 - (s2 + 2) -- + -2 2 4 
+ -------s2 + s + 2  5-1 1 г2 + - + -

2 2 

( IX . 1 62) 

( IX . 163) 

Результирующая цепь, изображена на рис. IХ.2 1в .  Нетрудно заметить, что если 
применяются более простые методы синтеза, то расчеты упрощаются, а получаемые 
цепи практически более удобны. Общие методы синтеза следует использовать лишь 
в том случае, если нет иного выхода или по каким-либо причинам требуется полу
чить именно те структуры, которые дают эти методы. 

IX.8. Даnьне-4wее рассмотрение метода 
Дарnинrтона 

Метод Дарлингтона представляет интерес лишь как средство синтеза входных сопротивлений. Его главная ценность с практиче
ской точки зрения состоит в том, что он дает особую структуру 
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реализации (называемую реализацией по Дарлингтону) ,  представ
ляющую собой четырехполюсник без потерь, нагруженный на одно 
резистивное сопротивление. Это обстоятельство сразу же позволяет 
найти способ расчета четырехполюсников без потерь по заданным 
передаточным характеристикам .  Именно указанные особенности 
метода Дарлингтона делают его полезным на практике. Поскольку 
речь идет о синтезе входных сопротивлений, далее будут рассмот
рены методы, позволяющие всегда получать практически более 
пригодные схемы, не содержащие сильно связанных индуктивно
стей или даже совсем без индуктивных связей (но за счет увели
чения числа  элементов цепи) . Для того чтобы дать соответствую
щее обоснование этих методов и для последующего р ассмотрения 
вопросов синтеза передаточных 1 1 функций, целесообразно подроб- 1 Четыре.rполюс- 2 нее остановиться н а  принципах, tof1 1 ник le! t 34т лежащих в основе так называе- потерь Ez мой т е о р  и и Д а р л и  н г т о  н а .  ---

В этой связи интересно срав
нить цепи, изображенные на  рис. 
IX. 1 8 и IX.22, и попытаться от-

Рис. /Х.22 

ветить на  вопрос, какое соотношение существует между двумя со
противлениями Z 1 (s) и Z2 (s) , когда обе цепи без потерь одинаковы? 
Этот вопрос эквивалентен другому - как изменяется входное со
противление, если в цепи без потерь переставить местами входы 
1 и 2? 

На поставленный вопрос легче будет ответить, если обратить 
внимание на то, что в этом случае сопротивления z1 1 и z22 цепи 
без потерь оказываются взаимно замененными,  а сопротивление 
z 12 остается без изменения. Влияние такой замены на вид сопротив
ления, определяемого выражением ( IX. 1 0 1 ) ,  различно в зависимо
сти от того, соответствует данная ситуация случаю А или случаю 
Б. Для случая А, как следует из выражения ( IX. 103) , необходимо 
поменять местами  полиномы т1 и т2. Наоборот, для случая Б 
местами необходимо поменять нечетные части, т. е. полиномы п1 и 
п2• Таким обр азом ,  если согласно выражению ( IX. 10 1 ) ,  

Z1 (s) = m1 + n1 (IX . 1 64) 
т2 + п2 

то для случая А 
Z2 (s) = m2 + n1 (IX . 165) 

m1 + ns а для случая ,Б 
z. (s) = m1 + ns (IX ." 1 66) 

ms + n1 

Эти результаты представляют значительный интерес и могу r 
быть использованы в ряде случаев. Например, если в соответ
ствующей ситуации сопротивление Z1 (s ) синтезируется в виде 
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цепной ( или другой) схемы без потерь и необходимо знать, каким 
элементом заканчивается схема (например, каково значение по
следнего реактивного элемента) , то сопротивление Z2 (s) можно 
построить, не производя расчетов, а просто начав синтез с другого 
конца схемьJ 1 • Ниже этот метод будет подробно рассмотрен . 

По аналогии можно легко получить следующие варианты.  Пред
положим,  что в случае А т1 = т2. Тогда из выражений ( IX. 1 64 )  и 
( IX. 1 65 )  нетрудно найти, что Z 1 (s )  = Z2 (s) . Последнее означает, 
что взаимная замена обоих входов цепи без потерь не оказывает 
влияния на входное или передаточное сопротивление. Цепь оказы
вается электрически симметричной. С другой стороны, если 
n1 = n2 (что соответствует случаю А) , то из выражений ( IX. 1 64 )  
и ( IX. 1 65) следует, что сопротивления Z1 (s )  и Z2 (s) являются 
обратными. Иными словами, переход к обратной цепи (образова
ние дуальной цепи) и взаимная замена обоих входов цепи являются 
эквивалентными операциями.  ,В отличие от электрически сим
метричной цепи ,  такая цепь оказывается а н  т и м  е т р и ч н о й. Эти 
результаты можно обобщить следующим образом. 

Д л я с л у ч а я  А: Если т1  = т2, то Z2 (s) = Z1 (s) -
Цепь является симметричной. 

Если п1 = п2 то Z (s) = -1 - - (IX . 1 67) ' 2 Z1 (s) 
Цепь является антиметричной. 
Для случая Б можно сделать те же выводы, но поменяв ме

стами четную и нечетную ч асти , т. е. полиномы т и п. 
1 д л я  с л у ч а я  Б: Если m1 = т2, то Z (s)= -- - (IX · 1 68) 2 - Z1 (s) • 

Цепь является антиметричной. 
Если n1 = n2, то Z2 (s) = Z1 (s) -
Цепь является симметричной. 
Поскольку симметричные и антиметричные цепи имеют важное 

значение при практическом расчете цепей связи без потерь, целе
сообразно иметь возможность заранее предопределять или контро
лировать появление подобных специальных результатов. Свойства 
( IX. 1 67) и ( IX. 1 68) позволяют установить это простыми сред
ствами .  

Можно получить некоторые дополнительные полезные свойства 
цепи без потерь (нагруженной на резистивное сопротивление) , 
изображенной на рис. IX . 1 8, если рассмотреть связь, существую
щую между ее входными и передаточным сопротивлениями. Есте-

1 При этом, разумеется, сопротивление Z1 должно быть соответствующим об
разом преобразовано. 
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ственно, что входное сопротивление цепи определяется выражением 
Z1 (s) = Ei , а сопротивление передачи нагруженной цепи равно 

/1 
Z1 2 (s) = Е2 • Используя теорему Тевенина, найдем 

/1 
Z12 (s) = � . (IX . 1 69) 

1 + z22 

Если предположить, что на входе цепи приложен ток / 1 ,  то 
согласно указанной теореме напряжение холостого хода на выходе 
цепи будет равно /1z12 •  Ток - /2 равен этому напряжению, делен
ному на ( 1 + z22) , а напряжение на нагрузке Е2 численно р ав
но - 12 . 

Используя выражения ( IX. 103) и ( IX. 1 08) для случая А, 
запишем 

Z12 (s) x Z12 ( - s) =  m1m2-n1n2 = -1 
[Z1 (s) + Z1 (-s)] .  (IX . 1 70) 

т�-п� 2 

Очевидно, что аналогичный результат можно получить и для 
случая Б. Поскольку сопротивления z12 и z22 имеют одинаковый 

Рис. IX.28 

полином знаменателя ,  из выражения ( IX . 1 69 )  следует, что конеч
ные нули сопротивления Z12 являются нулями сопротивления Z 1 2 : 
они до'лжны соответствовать такой диаграмме расположения кор
ней в плоскости s, которая полностью симметрична относительно 
вещественной и мнимой осей, так как полином числителя z1 2 яв
ляется четным или нечетным полиномом. Следовательно, сопротив
ления Z1 2 (s) и Z12 (-s ) имеют одинаковые нули, которые представ
ляют собой нули второго- порядка полинома (m 1m2 - n1n2) -
второго порядка потому, что указанный полином, как было отмече
но выше, должен быть полным квадратом . Кроме того, они явля 
ются нулями второго порядка четной части входного сопротивле
ния, выраженной правой частью ур-ния ( IX. 1 70) . Ясно, что полюсы 
сопротивления Z1 (s) совпадают с полюсами Z 12 (s ) , так как они 
представляют собой собственные частоты всей цепи, приведенной 
на рис. IX. 1 8 . 

Предположим далее, что рассматривается каскадное соедине
ние цепей связи без потерь, нагруженное на резистивное сопротив
ление ( рис. IX.23) . Задача состоит в том , чтобы для всей этой 
цепи найти коэффициенты передачи по напряжению и току, выра-- 33 1 -



женные через сопротивления или проводимост�:r составных цепей 
связи .  

При передаче слева направо для различных сопротивлений 
имеем 

Е Z1 = 1� ; 
z _ Ее . с - - ,  

fc 

Е Za = -f" ; 
. а 

R = __§_  - /2 

Zь = Еь ! · 1ь (IX . 1 7 1 )  

Если использовать для обозначения сопротивлений соответ
ствующих цепей индексы при Z811., то можно записать 

/1 z\IJ г\2J z\ЗJ z\4J Z12 - - = = - ,  (IX . 1 72) 
11 A1J + Za г�2J + Zь z�3J + Zc z�4J + R R 

где Z12 = Es - сопротивление передачи всей цепи. 11 С помощью теоремы Тевенина легко установить правильность 
этого выражения. Итак, /1z\1J- напряжение холостого хода , цепи 
на  паре зажимов а, а z �y + Za - сопротивление, при котором ука
занное напряжение создает ток / а ·  Следовател-ьно, первое слагае-
мое в правой части ур-ния ( IX . 1 72) р авно !.!!. , второе слагаемое 11 
равно !.JL и т. д. 

la Полное выражение ( IX. 1 72) показывает, что нули Z12 (нули 
сопротивления передачи полной цепи) представляют собой нули 
сопротивлений z pJ, ,z \� и т .  д. Каждая подцепь вносит некоторое 
число нулей передачи, а вместе взятые они являются нулями со
противления передачи полной цепи. 

Может возникнуть предположение, что выражение ( IX . 1 72)  
имеет дополнительные нули там, где член в знаменатбле, подобный 
z�J + Za или z?J + Zь, имеет полюсы . Однако из дальнейшего 
рассмотрения станет ясно, что это предположение является оши
бочным.  Полюсы сопротивления 41; + Za являются полюсами 
z�1J и Z4• Полюсы сопротивления z �1J являются также полюсами 
?f.iJ, и , таким образом , первое слагаемое в правой части ур-нпя 
( IX. 1 72) не будет соответствовать на рассматриваемых частотах 
нулю. Полюсы сопротивления Za являются нулями выражения 
z�2J + Zь, так как они представляют собой собственные частоты. 
цепи, изображенной на  рис. IX.23, из которой выброшен первый 
четырехполюсник. Сопротивления Za и z�2J + Zь являются сопро· 
тивлениями, соответствующими разрезному и прямому входам 
той же части цепи. Далее полюсы сопротивления z![J сокращаются 
за счет тех же полюсов z�2J , а полюсы сопро1·ивления Zь являются 
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нулями z�ЗJ + Zc. Полюсы сопротивления 2�3J сокращаются за 
счет полюсов z\3J , а полюсы сопротивления Zc являются нулями 
выражения z�4J + R.. Наконец, полюсы сопротивления z�� сокра
щаются з а  счет полюсов z\4J • Таким образом , как указывалось 
выше, в конце процесса нулями сопротивления Z12 являются только 
различные нули, создаваемые сопротивлениями перед�чи ��. 
z�2J ,  . . . отдельных подцепей. Очевидно, что могут возникнуть вырож
денные случаи, в которых допустимы некоторые отклонения от 
рассмотренной картины. Однако при р азумном подходе к решению 
рассматриваемой задачи они не играют существенной роли. 

Если теперь принять во внимание вывод, сделанный относитель
но выражения ( IX. 1 70) , а именно, что нули сопротивления пере
дачи цепи являются нулями четной части ее входного сопротивле
ния, то можно заметить, что для схемы, приведенной на рис. IX.23, 
нули четной части сопротивления Z1 (s) = Ei являются одновремен-

/1 но нулями передачи четырехполюсников 1 ,  2, 3, 4. Нули четной 
Е ' 

части сопротивления Za (s) = -0- являются одновременнu нулями � ' 
передачи четырехполюсников 2, 3 и 4. Нули четной части сопротив-
ления Zь (s ) = Еь являются нулями передачи четырехполюсни ·  

1" . Е ков 3 и 4. Наконец, нули четной части сопротивления Zc (s) =-с lc 
являются просто нулями сопротивления zi� , т. е. нулями передачи 
последнего четырехполюсника. 

Эти выводы весьма полезны, когда требуется получить каскад
ную реализацию входного сопротивления (см. следующий пара
граф) . В первой цепи без потерь некоторые нули четной части ее 
входного сопротивления исключены и представлены как нули 
передачи цепи. Функция-остаток (сопротивление Za цепи, приве
денной на рис. IX.23) имеет нули четной части, представляющие 
собой нули четной части сопротивления Z1 , не создаваемые первой 
цепью. Нули, не выделяющиеся в процессе р азложения за счет 
первой компонентной цепи, появляются как нули четной части 
функции-остатка . Различные этапы разложения соответствуют 
последовательным шагам, в процессе осуществления которых 
выделяются некоторые из общего числа  нулей четной части задан
ной входной функции. Процесс завершается, когда не остается 
нулей четной части. В этом случае функция-остаток ( сопротивле· 
ние) вырождается в постоянную, соответс1:вующую резистивному 
.сопротивлению нагрузки. 

Следует отметить, что все сказанное выше справедливо, когда 
нагрузка содержит только резистивное сопротивление. Но это не 
относится к разложению по Бруне, кроме особого случая, когда все 
.нули четной части лежат на мнимой оси. При этом график четной - 333 -



части, показанный на рис. IX. 1 1 ,  будет иметь все минимумы, 
равные нулю. Каскадная реализация, показанная на  рис. IX. 1 7, не 
будет содержать последовательных сопротивлений R1 , R2, . . .  , и 
полная реализация окажется эквивалентной цепи, полученной при 
синтезе по Дарлингтону. В \Подобной ситуации необходимо иссле
довать вещественную часть только д а н н о г о  сопротивления, что
бы найти его нули, расположенные па мнимой оси, так как они пе 
сдвигаются по мере перехода от одного шага разложения к дру
rому. Если не все, а лишь несколько минимумов вещественной 
части на мнимой оси равны нулю, все сказанное, тем не менее, 
оказывается справедливым для этих (равных нулю) минимумов. 

Целесообр азно также получить выражение, дуальное ур-нию 
( IX. 1 72) . Оно имеет вид 

(IX . 1 73) 

где G = R-1 , Ysk - известные проводимости короткого замыкания ; Уа, У ь, . . .  - величины, обратные сопротивлениям Za, Zь , . . .  из 
ур-ния ( IX. 1 72) . 

В некоторых случаях оказывается полезным следующее урав
нение, содержащее и z- и у-параметры :  

Е2 z\1Jza 
- = 11 41J + za 

-у\2JУь . z\3JZc -у\� 
у\2J + Уь z�3J + Zc у<2� + а 

IX.9. Исnоnьэование метода Дарnинrтона 
в каскадном синтезе 

(IX . 1 74) 

В этом параграфе метод каскадного синтеза (который рассмат
ривался в связи с функциями цепей без потерь в § VI I .4 , а для 
разложений по Вруне - в § IX.5) применяется для реализации 
положительного вещественного сопротивления согласно теории 
Дарлингтона. 

Как указывалось выше, нули сопротивления передачи цепи без 
потерь соответствуют диаграмме корней в плоскости s, обладающей 
полной симметрией относнтельно вещественной и мнимой осей. 
В час.тности, эти нули могут появиться парами на вещественной 
оси, парами на мнимой оси или в виде последовательностей четве
рок в комплексной плоскости. Рассмотрим типичный этап разло
жения для функции, содержащей четверку нулей передачи, так как 
этот случай является наиболее общим .  
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Нули четной части входного сопротивления, которые должны 
возникнуть в результате рассматриваемого этапа ,  определяются 
множителями :  

причем 

t (s) = (S-So) (S - So) = t+ \ 
1 •  t (- s) =  (s + s0) (s +s0) = t_ 

(IX . 1 75) 

Из выражения ( IX. 1 75) нетрудно видеть, что функция t ( s )  
определяет пару нулей , расположенных в левой полуплоскости, а 
функция t (-s) - пару :нулей, расположенных в правой полу
плоскости. 

Предполагается , что сопротивления компонентных цепей без 
потерь имеют ту же форму, что и сопротивления, рассмотренные 
в § VI l .4 ,  а именно: 

Z12 = Кt (s) t (-s) = K12S + �- 2/ti2s 
s (s2 -s:) s s2-s: 

k Z11 = · · . = K11s + -0 + 
s 

2k11s 

(IX . 1 76) 

(IX . 1 77) 

(IX . 1 78) 

Единственное (но существенное) отличие заключается в том. 
что вычеты в точке s = оо не предполагаются равными друг другу. 
Во всех приведенных выражениях К - постоянный множитель. 

Из выражения ( IX. 1 76) находим : 
Кх2 = К; (IX . 1 79) 

k0 = юs (О) (IX . 1 80) 
-s2 а 

k _ Кt (s4) t (- s4) 
x2 -

-2s: 
(IX . 1 8 1 )  

Заданное входное сопротйвление имеет тот же вид, что и 
аналогичное сопротивление, соответствующее разложению по Вру
не [см .  ( IX.93 ) ] . Единственное отличие заключается в том , что в 
него необходимо включить полином t (s ) ,  так как предполагается , 
что комплексные нули пол.ином а т 1 т2 - п1п2 первоначально не 
являются нулями второго порядка . Следует отметить, однако, что 
в данном случае для получения из полинома т1 т2 - n1n2 полного 
квадрата не включаются все комплексные множители нулей четноf1 
части, а лишь тот множитель, который относится к данному этапу. 
При описываемом методе множители вводятся постепенно, в от
личие от метода, рассмотренного в § IX.6, где все нули четной - 335 -



части получены на одном этапе. Таким образом, исследуемое 
входное сопротивление можно представить в виде 

Z1 (s) = Ap (s) = A (s-sp,) · . · (s-sPn) = AP (s) (IX . 1 82) q (s) (s-s1) • . • (s- sп) Q (s) ' 
где 

P (s) = p (s) t (s) и Q (s) = q (s) t (s) (IX . 183) 
соответственно полиномы, включающие функцию t (s ) . 

Соотношение между сопротивлениями Z1 (s ) , Z811. и остаточной 
функцией Z2 (s) , как и в выражении ( IX.94) для реализации по 
Вруне или в выражении (VI l .67) для синтеза соответствующей цепи 
без потерь, имеет вид 

K2t2 t2 (z11 -Z1) {z22 + Z2) = z� 2 = + - . 
s2 (s2-s;)2 

Отдельные множители определяются выражениями 

( Z ) K2t�_t!_h K2t+t:_h 
Z1 1 - 1 = ; s (s2-s;) Q s (s2 -s�) q 

(z + z ) - Q t+q 22 2 - s2 (s2-s�) h s (s2 - s�) h ' 

(IX . 1 84) 

(IX . 1 85) 

(IX . 1 86) 

где h (s) - полином степени (ti - 2) ,  так как каждый из этих мно
жител�й имеет простой полюс в точке s = оо. Член t:_ , соответ
ствующий нулям в правой полуплоскости, должен относиться к 
множителю (zн - Z1 ) .  Член tt р асполагается так, чтобы получить 
полиномы остаточной функции Z2, степени которых на две единицы 
ниже, чем полиномы функции Z1 • Поскольку член t+ в выражении 
( IX. 1 85) сокращается, очевидно, что при использовании описывае
мого метода нет необходимости производить включение дополни
тельных множителей, как это делалось в выражениях ( IX. 1 83) . 

Полином h (s) легче найти путем решения уравнения ( IX. 1 85 ) ,  
h для чего надо составить рациональную функцию - и записать q 

ее разложение на элементарные дроби 
h (s) = s(s2-s;) (z11-Z1) = -1_ {--, -s. (s� -s�) k, 
q (s) K2t+t:_ кs � t (s,) ts (-s.) s-s, (IX . 1 87) 

Здесь величины k. являются вычетами функции Z1 (s) в ее полю
сах s 1 , s2, " . , Sn. Введя обозначение 

т. = -s,k. , (IX . 1 88) t (s.) t2 (-s,) 
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получим 
n h (s) 1 ,_,,, 

q (s) = к2 � т. 
v= l  

s; -s� (IX . 1 89) 

При s -+ оо эта рациональная функция вырождается в функцию 
1 вида - , так как полиномы h (s) и q (s) имеют степени п - 2  и п 52 

соответственно. Для того чтобы нагляднее уяснить поведение функ
ции, определяемой выражением ( IX. 1 89) , при большом s целесооб
разно записать 

_1_=----=-1 ( i + -s• + -s; + " . ) , s-s, s s, s s 52 
1 - 

s 
откуда очевидно, что 

n 
� т (s2 -s2) = 0 � v v а • 
v=l 

При этом постоянный множитель полинома 
h (s) =Н (s- sh,) (s-sh.) · . . ( s-shn_2 ) 

имеет вид 
n 

Н = -1- '-....., т s (s2 -s2a)· к.2 � v v  v 
v= l  

(IX . 1 90) 

(IX . 1 9 1 )  

(IX . 1 92) 

(IX . 1 93) 

Отличный от нуля 
ур-ния ( IX. 1 9 1 )  

полюс функции Zsп определяется из 

(IX . 1 94) 

Он, очевидно, должен быть вещественным, так как члены, содер
жащиеся в сумме, встречаются в виде сопряженных пар. Из 
выражения ( IX. 1 87) видно, что сопротивление z 1 1 является веще
ственным при вещественных значениях s . Вычеты К1 1 , k0 и k 1 1  в 
выражении ( IX. 1 77) должны быть также вещественными, поэтому 

R� [z11 (jro)] = O. (IX . 195) 
Из выражений ( IX. 1 86) и ( IX . 1 87) находим, что функция 

(IX . 1 96) 

является аналитической в правой полуплоскости, включая мнимую 
ось, где ее вещественная часть положительна .  Следовательно, 
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функция ( IX. 1 96) представляет собой п .  в .  ф. Аналогично можно 
доказать, что функция (z22 + Z2) также является п. в .  ф .  Полюсы 
последней в точках s = ± sa должны лежать на мнимой оси, так 
как в противном случае они располагались бы в правой и левой 
полуплоскостях соответственно. Следовательно, величина -s� 
должна быть положительной. 

Полюсы функции (z22 + Z2 ) :на  мнимой оси, являющиеся про
стыми и имеющие положительные вещественные вычеты, относятся 
к функции z22. Остальные полюсы характеризуют остаточную функ
цию Z2 (s) , которая, следовательно, является п .  в. ф. Поскольку 
вычеты К22, ko и k22 являются вещественными и положительными, 
из ф-лы ( IX. 1 80) следует, что К также положительная веществен
ная величина ; учитывая выражения ( IX. 1 79) и ( IX. 1 8 1 ) ,  можно 
сделать вывод, что К12 и k 12 являются положительными. 

Условия вычетов 
(IX . 1 97) 

и 
(IX . 198) 

должны удовлетворяться, так как функция Z1 (s)  не имеет полюсов 
на мнимой оси. Эти условия в конечном счете обеспечивают также 
положительные вещественные значения вычетов К1 1  и k 1 1 . Таким 
образом, найдены условия реализуемости цепи без потерь и оста
точной функции. 

Постоянный множитель К можно найти с помощью выражений 
( IX. 1 80) и ( IX. 1 86 ) , для чего необходимо определить 

ko = Кt• (O) = t (O) q (O) • (IX . 1 99) 
- s� - s� h (O) 

Принимая во внимание, что t (O) = l so l 2, из выражения ( IX. 1 89 )  
получим 

(IX . 200) 

При расчетах, связанных с рассматриваемым разложением ,  
необходимо определить значения т• по ф-ле ( IX. 1 88) , s: по ф-ле 
( IX. 1 94 )  и К по ф-ле ( IX.200) , затем составить рациональную 
функцию, определяемую ф-лой ( IX. 1 89) ,  и по отдельным известным 
разложениям на элементарные дроби для функций Z22 и Z2 (s ) най
ти выражение для (z22 + Z2 ) .  Используя выражения ( IX . 1 79) и 
( IX. 1 8 1 ) ,  а также условия вычетов, определяемые соотношениями 
( IX. 1 97) и ( IX. 1 98 ) , находят сопротивления z1 1  и z12 • После этого 
можно построить цепь без потерь. 

Указанная цепь изображена на рис. IX.24, причем на 
рис. IX.24a - обычная форма  цепи, полученная методом синтеза ,  
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описанным в § VI l . l ,  а на рис. IХ.24б - измененная. Последнюю 
можно получить, если использовать эквивалентное преобразование 
цепей, приведенных на рис. IX.25a и IХ.25б. Цепь, показанная на 
рис. IХ.24б, называется звеном типа Дарлингтона .  

Эта цепь без потерь пе обязательно всегда должна содержать 
две пары сильно связанных индуктивностей. Если вычесть из выра
жений ( IX. 1 76) , ( IX. 1 77) и ( IX . 1 78) члены для сопротивлений Zs11.. 

а) 

о.__����--�����о 
гн, f/J 

Рис. IX.24 

с d' а) fn - !Jz 1 (n - !) E  

ж�У ВJЗ 
----=--=-- Н9� 111р-рь1� 

Рис. IX.25 

соответствующие полюсу в точке s = оо ,  то к оставшимся членам 
в этих выражениях можно применить метод реализации, описан
ный в § VI .6 и использованный при синтезе цепи без потерь, рас
смотренной в § VI l .4 . Согласно выражениям ( IX. 1 04) , ( IX . 1 05) 
и ( IX. 1 06) , соответствующий коэффициент уровня сопротивления 
имеет вид 

k22 + k12 k22 k12 

а = k11 + k12 = k12 = k11 
• (IX . 201) 

Тогда сопротивления ветвей скрещенной цепи определяются 
выражениями 

(IX . 202) 
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На рис. IX.26 изображена указанная скрещенная цепь и эквива
лентная ей Т-образная перекрытая цепь, которая реализуется при 
Са � Сь или при 

(IX . 203) 
Разобьем эту Т-образную перекрытую цепь пополам,  у.множим 

соответствующие параметры ее правой секции на коэффициент 
уровня сопротивления а, определяемый выражением ( IX.20 1 ) ,  и 
снова соединим вместе обе секции. Тогда для получения требуемой: 
цепи без потерь необходимо добавить пару сильно связанных 

!(k" +k,1 1  J, · s '  " а 
11 

��:�����\:�-(· / /  =· 
� - - - - - о-----+---о 

Рис. /Х.26 

катушек К1 1  и К22 (см . рис. IХ .24б) . Таким образом, если выпол 
няется условие ( IX.203) , то для реализации звена типа Дарлингто
на требуется лишь одна пара сильно связанных индуктивностей .  
С помощью формул ( IX. 1 80) и ( IX. 1 8 1 ) условие ( IX.203) можно 
привести к виду 

(IX . 204) 
Введя обозначение 

(IX . 205) 
и используя выражение ( IX. 1 75) , можно условие ( IX.203) записать 
в виде 

(IX . 206) 
откуда 

(IX . 207) 

Геометрическая интерпретация этого условия дана в плоскости s 
на рис. IX.27, где видно, что нули четной части, определяемы� 
членами t (s ) и t (-s) , должны лежать в заштрихованных областях 
выше и ниже гипербол, если требуется исключить одну пару 
сильно связанных индуктивностей .  

В том случае, когда нули четной части лежат на вещественной 
оси, описанный: метод можно использовать для функций, имеющих - 340 -



четверки нулей в комплексной плоскости, если одновременно бе
рется четыре вещественных нуля . Квадратный член t (s) в выраже
нии ( IX. 1 75 )  может также соответствовать паре отрицательных 
вещественных нулей. Если общее чис- JtJ ло пар вещественных нулей нечетное, 
то одну такую пару оставляют до кон 
ца каскадного разложения . Получае
мая остаточная функция содержит 
один отрицательный вещественный 
полюс, реализация которого не вызы-
вает затруднений .  Любые нули четной <$ 
части н а  мнимой оси реализуются ме
тодом синтеза Вруне, описанным в 
§ IX.5 . Таким образом , при использо
вании метода каскадного синтеза обес
печивается реализация всевозможных 
видов нулей четной части. Рис. /Х.27 

IX. 1 О. Метод синтеза, приводящий к цепям 
без взаимных индуктивностей 

При некоторых ограничениях можно получить каскадную 
реализацию положительного вещественного сопротивления, кото
рая не будет содержать взаимных индуктивностей:. Для этого 
требуется изменить метод, описанный: в предыдущем параграфе, с 
тем, чтобы он соответствовал методу синтеза четырехполюсников 
без потерь, рассмотренному в §  VI l .4 .  Чтобы получить перекрытую 
Т-образную и двойную Т-образную цепи, изображенные на 
рис. VI I .2 1 б , в, д , необходимо выбрать сопротивления Zsk в выра
жениях ( IX. 1 76) , ( IX. 1 77) и ( IX. 1 78 )  так, чтобы вычеты в полюсах 
в точке s = оо были равны друг другу, а именно 

К = К12 = Кн = К22• (IX . 208) 
как это было сделано р анее в выражениях (VI l .60) , (VI l .6 1 )  и 
(VI I .62) . , Условие ( IX.208) будет выполняться, если предположить, что 
заданное входное сопротивле�_ие имеет полюсы в точках s = О и 
s = оо . Поэтому вместо выражения ( IX. 1 82) будем иметь 

Z1 (s) = Ар (s) + ....ео_ + р s. (IX . 209) q (s) s 00 

Тогда это условие будет выполняться, если 
(sZ11)=o ":;;;::- k0 ,  [s (z22 + ZJ ]=о > k0; 

( Z11 ) ";;;::- К и ( Z22 + Z2 ) 
> К. 

S S=OO S S=OO 
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С помощью выражений ( IX. 1 85) и 
жения можно привести к виду 

( IX. 1 86) последние два выра-

- s2 

и 
О < К - 1 s 12 K2h (О) 

о q (О) < l so 1: Ро (IX . 2 1 2) 

О < К-НК2 < р00, (IX . 2 1 3) 
а после подстановки сюда ф-л ( IX. 1 89) и ( IX. 1 93) - к виду 

и 

п 2 т, ( 2 2) - sa 0 < K- l s0 \2 - s. -sa -< -- Ро - s, 1 So jt •= 1  
п 

(IX . 2 1 4) 

О < К- �т.s, (s� -s�) < р00• (IX . 2 1 5) 
•= 1  

С некоторыми изменениями последние неравенства совпадают 
с неравенствами (VI l .8 1 )  и (VI l .87) , использованными при синтезе 
входного и передаточного сопротивлений цепи без потерь. Учитывая 
полученные результаты, нетрудно теперь установить, что описанное 
разложение можно осуществить, если будет выполнено условие 

где 

п - 1  :: \2 Ро < \ so \3 ( s� -s:) �m. < l so l2 p00, (IX . 2 1 6) 
•= 1 л 

m, = m,w. ;  

l s  1 -s 
w _ _  о_ + --• . . - - s, 1 so l ' л 2 

(IX . 2 1 7) 
(IX . 2 1 8) л 2 �m, s, 

Sa = (IX . 2 19) �т. В зависимости от конкретных условий неравенство ( IX.2 16 )  
может быть выполнено без обязательного требования, чтобы со
противление Z1 (s) имело полюсы в точках s = О и s = оо .  

Поскольку для реализации двойной Т-образной цепи, не содер
жащей индуктивностей, требуется дополнительное условие, опреде
ляемое выражением (VI l . 1 1 4 ) , ограничение (VI l . 1 19 )  (см .  
рис .  IX.22) в этом случае также имеет силу. Следовательно, для 
того чтобы осуществить описанный здесь процесс разложения, 
необходимо, помимо требования, согласно которому исследуемое 
сопротивление должно иметь полюсы в точках s = О и s = оо ,  
чтобы нули четной части этого входного сопротивления лежали под 
углом не более 45° к мнимой оси в плоскости s . Если указанные 
условия не удовлетворяются, все же оказывается возможной реали
зация любого положительного вещественного входного сопротивле
ния в виде цепи, не содержащей взаимных индуктивностей. Для 
этого надо 11:спользовать один из методов, описанных в главе Х. 

" 
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Г Л А В А  

Синтез входных сопроти влений цепей, 
не содержащих трансформаторов 

Х. 1 .  Метод &отта и Даффина [11 ]  

В отличие от методов , рассмотренны:я: в предыдущей главе, в 
данном методе отсутствует логическое обоснование последователь
ности выполняемых этапов . Поэтому, используя его, трудно до
биться того, чтобы последовательность этапов при получении 
решения представлялась естественной и полной, хотя эти этапы 
в конечном счете приводят к требуемому результату. Можно, одна
ко; отметить основную причину, согласно которой целесообразно 
использовать некоторые первоначальные этапы рассматриваемого 
метода . 

Прежде всего надо обратить внимание на  то, что при помощи 
соответствующего сочетания заданных минимально реактивной 
функции сопротивления и минимально реактивной функции прово
димости желательно получить п . в. ф . ,  имеющую нули или полюсы 
на мнимой оси и содержащую полиномы, степени которых не пре
вышают степени полиномов заданного сопротивления. В результате 
выделения таких полюсов на  мнимой оси функцию можно упро
стить, а получаемый остаток - затем последователыно упрощать. 

По существу, это соответствует первоначальным этапам метода 
синтеза по Вруне. Поскольку заданное сопротивление не имеет 
нулей или полюсов на  мнимой оси, попытаемся преобразовать его 
с тем, чтобы в нем появились такие нули или полюсы. К сожале
нию, при использовании метода Вруне необходимые этапы преоб
разования создают ситуацию, которую нельзя разрешить, не 
прибегая к использованию сильно связанных индуктивностей . 
В описываемом ни:Же методе используются более сложные этапы 
преобразований. Они, хотя и позволяют полностью избежать 
взаимных индуктивностей, приводят к появлению двух остаточных 
функций · вместо одной, что требует при реализации большего об
щего числа элементов. По-видимому, для того чтобы избежать 
взаимных индуктивностей, на это можно пойти, однако ряд мето
дов, рассматриваемых в последующих параграфах настоящей 
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главы , позволяют достичь для некоторых функций более высоких 
степеней таких же результатов при зн ачительно меньшем числе 
элементов, чем в методе Батта и Даффина .  

Подобно методам синтеза по Бру�не и Дарлингтону метод Батта 
и Даффина считается классическим ;  его применение впервые ус
пешно показало, что взаимные индуктивности не являются 
неотъемлемой частью синтеза входного сопротивления и что их 
всегда можно избежать. 

Перейдем к рассмотрению этого метода, для чего возьмем 
п. в. ф. 

Z (s) = a0 + a1s + a.,.s2 + . . .  + апs1' 
b0 + b1s + b2s2 + . . . + Ьпs1' ' 

(Х . 1 ) 

не имеющую нулей или полюсов на  м1Нимой оси. Сначала ,  как в 
методе Вруне , выделим наименьшее значение R 1 вещественной 
части заданной функции на  мнимой оси. При ·этом получим поло
жительный вещественный остаток 

(Х . 2) 

который на  частоте s 1 = jro 1 является чисто реактив'Ным и равным 

I де 

Z1 (s1) = jX. 
Рассмотрим далее функцию 

R (s) = 1 - w (s) 
1 + w (s) 

1 --� 
w (s) = Z1 (k) I + 

Z1 (s) 
Z1 (k) 

k + s  
k- s 

(Х . 3) 

(Х . 4) 

(Х . 5) 

В последнем выражении величина k определяется из зависи
мости 

Z1 (s1) _ S1 z (k) _ Х k --- - - ' или 1 - - • Z1 (k) k ro1 
(Х . 6) 

В методе Батта и Даффина используется ряд свойств, прису
щих функции R (s) , а именно, она :  

а ) является п .  в .  ф . ;  
б )  содержит полиномы, имеющие такую же  степень, как и 

полиномы функции Z1 (s ) и 
в )  имеет нули на  мнимой оси в точках s = ± jro 1 •  
Покажем сначала , что функция R ( s )  действительно обладает 

указанными свойствами, а затем, используя их, выполним процесс 
реализации сопротивления Z1 (s) . 
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Для доказательства принадлежности функции R (s )  к кл ассу 
п. в. ф. воспользуемся следующим свойством положительных ве
щественных функций [2] . Для дробно-линейного преобразова ния 

l -zь Za = ---1 + zь (Х . 7) 

функция Za представляет собой п .  в .  ф" если функция zь анали-
тична в правой полуплоскости s и если 1 zь (jro) 1 ::;;;; 1 при всех 
вещественных значениях ro. Поэтому доказав, что функция w (s) 
является аналитической в правой полуплоскости и на  мнимой оси 
имеет величину, не превышающую единицы, тем самым мы дока
жем, что функция R (s) , определяемая выражением (Х.4) , принад
лежит к классу п .  в. ф . 

Если предположить, что можно найти положительное веще
ственное значение k, удовлетворяющее выражению (Х.6) , то ока
жется , что функция w (s) , определяемая выражением (Х.5) , яв
ляется аналитической в правой полуплоскости .  Это объясняется 
тем, что в данном случае функция Z1 (k) принимает положительное 
вещественное значение и, следовательно, · функция 1 + Zi (s) 

Z1 (k) 
может иметь нули только в левой полуплоскости, несмотря н а  то. 
что множитель (k - s) содержится в функции 1 - Zi (s) • Заметим, 

Z1 (k) 
k + ' что в ф-ле (Х.5) модуль выражения � равен единице, а 
k - ](J) 

модуль остальной части этой формулы .не может быть больше еди-
ницы на мнимой. оси. Действительно, функция Zi (s) принадлежит 

Z1 (k) 
к классу п .  в .  ф" а дробно-линейная функция w (s) отображает 
правую половину плоскости Zi (s) на  внутреннюю часть единич

Z1 (k) 
lI OГO круга в плоскости w (s) . 

Рассматривая выражения (Х.6) , вспом.ним свойство п .  в .  ф" 
согласно которому угол функции Z1 (s) не может быть равен углу 
вектора s в любом месте правой полуплоскости, за исключением 
той точки , где равенство выполняется тождественно ( как это, оче
видно, имеет место на положительной вещественной полуоси ) .  Сле
дователыю, при Х > О  выражения (Х.6) будут справедливыми, ес
ли k положительное вещественное число. Когда Х имеет обратный 
алгебраический знак, то� как и в реализации по Вруне, необходимо 
использовать метод узловых н апряжений (т .  е . перейти к проводи
мостям ) . Однако здесь использование метода контурных токов 
(т. е. сопротивлений) соответствует случаю Х > О, а не Х < О .  По
добно функции, определяемой выражением ( IX.59 ) (для Ц > О) ,  
функция Z1 (k) _ .}i_k может иметь только один положительный 

(J) 
вещественный нуль, потому что ограничение, накладываемое на 
расположение полюсов и нулей (только в левой полуплоскости ) .  
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вызывает изменение Z1 (о) при увеличении о до такой величины, 
что · / dZi / непрерывно уменьшается . da ' 

Упомянутое выше свойство б )  функции R (s ) оказывается спра
ведливым, так как функция w (s ) имеет полиномы со степенями, 
совпадающими со степенями полиномов функции Z1 (s ) , ибо, как 
было показано, множитель (k - s )  выражения (Х.5 ) сокращается. 
Учитывая, что определенная из выражения (Х.6) величина k обе
спечивает при s = s 1 выполнение условия w (s ) = 1 ,  получаем, что 
функция R (s ) обладает свойством в) . 

Для перехода к реализации необходимо выразить сопротивление 
Z1 (s ) через функцию R (s ) . Этот ·этап упрощается, если учесть, что 
преобразование, соответствующее выражению (Х.7) , допускает 
собственную инверсию (т . е. спр аведливо соотношение zь = I -za ) . 

1 + za Применяя обратное преобразование к выражению (Х.4) , подставив 
полученное выражение в ф-лу (Х.5) и умножив обе части получен

k-s ного уравнения на -- , получим 
k + s 

или 

Z1 (s) -- = Z1 (k) 

s 
l -R  l -k 

s 
R + k 

l --sR l + k = --- --- = ----
I + R  s � + т 

s 

s 
R + k l +-

sR l + k 

R k 1 + ---sR
- -

1 s 
+ 

k 1 1 + sR I + - - + - -- + -k k R k s 1 
R 

(Х . 8) 

· (Х . 9) 

Поскольку функция R (s) имеет нули на мнимой оси в тоqках 
s = ± iro 1 , то обратная функция имеет там полюсы. Следователь
но, можно записать 

1 as 

-R ( )  
= 2 2 + r(s) , 

s s + ro1 
(Х . 1 0) 

где r (s ) - положительная вещественная функция-остаток, содер
жащая полиномы, степени которых на две единицы ниже, чем 
степени соответствующих полиномов функции Z1 (s ) . Нетрудно за
метить, что выражение (Х.9) дает теперь конфигурацию схемы, 
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изображенную на  рис. X. l a , в которой Z� и z;  - остаточные 
функции сопротивлений, определяемые выражениями 

' 1 " Z2 = - и Z2 = r (s) .  (Х . 1 1 ) 
r (s) 

Для того чтобы найти функцию Z1 (s) , уровень 
этой цепи необходимо умножить на Z1 (k) , а чтобы 
тивление Z (s ) , последо- а) 
вательно со схемой нуж-
но включить резистивное 
сопротивление R1 . 

Из анализа обеих при
веденных функций-остат-

б} 
d. 1 

ков можно заметить, что 
после того, как для каж
дой из них проведен вто
рой аналогичный цикл 
реализации ,  получатся 
четыре остатка ; после 
проведения следующего 
цикла - восемь и т. д. 
Число функций-остатков 
возрастает по экспоненте 
при увеличении числа по
следующих циклов, не
обходимых для приведе
ния данной функции к ос
таточной, представляю
щей собой постоянную. 
Поскольку каждый цикл 
уменьшает степень п по
линомов выражения 
(Х. 1 )  на две единицы, 
число последующих цик-

Z1 fsJ 
------ Z, fk) 

г11, f/J, ом 
Рис. Х. 1 

лов, необходимых для 

сопротивления 
найти соп ро-

п выполнения операции приведения функции, составляет - (просто-
2 ты ради, предполагается, что п - четные) . На последнем из этих 

п 

циклов функция будет содержать 22 звена, подобных двум звень
ям цепи, изображенной на рис. X. l a, причем в каждом из 1шх ис
пользуются три реактивных элемента. Общее число реактивных 
элементов равно 

(Х . 1 2) 
Для п = 6 получим 42 реактивных элемента и 8 резистивных; для 
п = 8 они будут соответственно равны 90 и 16 ;  для п = 1 0  - 1 86 
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и 32 и т. д. Следовательно, за возможность обойтись без взаимных 
индуктивностей с помощью описанного метода приходится платить 
очень дорогой ценой. 

В этой связи Ф .  М. Реза [22] и другие авторы отмечают, что 
один реактивный элемент в цепи Ботта и Даффина, приведенной на 

а• 

ь' Б 
гн, tp 
Рис. Х.2 

k '  � 1.2 ru, k·=_a_1<_ ak+4J,2 
ь• 

рис. Х. 1 а ,  является избыточ
ным .  Это легко увидеть, если 
указанную цепь вычертить за 
ново, в виде моста Уитстона ,  
как показано на  рис .  Х. 1 б . 
Тогда ветвь, соединяющая точ
ки а' - Ь ',  может быть опуще
на , а любое требуемое сопро
тивление - присоединено к 
этим точкам. В качестве тако
го сопротивления можно ис
пользовать индуктивность L 

(пунктирная линия) , которая вместе с емкостью, включенной в 
ветви а - а', дает резонанс на  частоте s = jro 1 . Используя эквива
лентность цепей, изображенных н а  рис .  Х .2 ,  и соединяя соответст- . 
вующим образом параллельные а•  резонансные LC контуры, полу
чаем новую схему моста, пока
занную на рис. Х.3 . 

Проделанные операции позво
ляют до некоторой степени 
уменьшить число необходимых в 
данном случае элементов цепи, 
однако оно все еще является эк
споненцнальной функцией степе
ни п полиномов сопротивления, 
определяемого выражением 
(Х. 1 ) .  Следовательно, метод ос
тается, по существу, неэкономич
ным .  

Реза подчеркивает в своих 
р аботах, что реализацию по Бот
ту и Даффину можно получить и 
другим способом, если использо

lH, f1J 
Рис. Х.8 

вать преобразование цепи Вруне в цепь Ботта и Даффина , приме
няя соответствующие зависимости . При использовании нескольких 
последовательных циклов в этом процессе удается обойтись без не
которых громоздких вычислений. Как будет показано ниже, суще
ствует ряд способов получения результатов, эквивалентных тем ,  
какие дает метод Ботта и Даффина .  

Между прочим , интересно отметить, что выражение (Х.6) как 
функция от переменной k всегда имеет корни k = ± s1 на мнимой 
оси. Когда сопротивление Z (s)  содержит полиномы степени п [см .  - 348 -



выражение (X. l ) ] , то оказывается , что выражение (Х.6) представ
ляет собой полином степени (п + 1 ) . Однако поскольку два из 
1юрней всегда известны, необходимо сосредоточить внимание на 
определении лишь одного положительного вещественного корня 
полинома степени (п - 1 ) .  Если учесть известную зависимость 
между коэффициентами и корнями уравнения, а также то обстоя
тельство, что два из этих корней определяются величинами k = 
= ±jro 1 , то при п = 2 получается значение k ,  равное отрицатель
ному значению коэффициента при квадратном члене кубического 
ур-ния (Х.6) . 

В качестве примера рассмотрим сопротивление 

(Х . 1 3) 

которое в § IX.7 [см .  выражение ( IX. 1 28 ) ]  служит иллюстрацией 
методов Вруне и Дар_лингтона и реализует схему, приведенную на 
рис. IX.20. Вначале можно использовать полученные в главе IX 
результаты, согласно которым вещественная часть функции Z (jro )  
равна нулю при  ro 1  = '± V2, а значение функции Z1 ( s )  при  этой . 1 частоте [см . выражение ( IX. 1 30) ] равно f?. . Значение Х= у2"-
положительно, и таким образом для реализации по Ботту и 
Даффину целесообразно использовать ме.тод контурных токов . 
Имеем 

х - = -
ro1 2 

Тогда выражение (Х.6) принимает вид 
2 (k1 + k +  1 ) = k (k1 + k + 4) , 

или 

(Х . 1 4) 

(Х . 1 5) 
Используя приведеJiное в § IX.7 свойство корней уравнения 

(Х. 1 5) , находим, что в рассматриваемом примере требуемым кор
нем этого уравнения является k = 1 .  Вычислим 

1 Z1 (k) = - . 
2 

Из выражения (Х.5 ) находим 
( )  - ss-s + 2 1 + s s• + 3s + 2 W S = -- = , 

3s2 + 3s + 6 1 - s 3s2 + 3s + 6 
а из выражения (Х.4) -

R (s) = s' + 2  
2s2 + 3s + 4 
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Эта функция имеет в качестве требуемых нули  на мнимой 
оси в точке s = ± j V2. Соглаооо выражению (Х.9 ) можно за
писать 

2Z1 (s) = ------ + 
1 2s2 + 3s + 4  + s  - + ----s2 + 2  s 2s2 + 3s + 4  

s2 + 2  

(Х . 1 9) 

В результате получим реализацию сопротивления Z1 (s ) = Z (s) , 
изображенную на  рис. Х.4. 

В качестве второго примера рассмотрим функцию 
2 1 Z (s) = ss + s + B 

. (Х . 20) 2 sЧ 2s + 2  

, f l" .._,. _____ l (s )  

Нетрудно видеть, что веще
ственная часть ее равна ну
лю в точке s1 = ± j2. Отсю
да снова имеем R 1 = О и 
Z1 (s)  = Z (s ) . Находим ZH, tp, O/'f 

4 + j2 . 
Z1 (s1) = - 2 + i4 

= - / , Рис. Х.4 
(Х . 2 1 ) 

так что Х = -1 . Далее необходимо перейти к методу узловых н а
пряжений, т. е. к проводимости У1 (s ) = --1 - . Тогда ' � 00  

Y1 (s1) = iB = j . (Х . 22) 
Следовательно, получаем положительные значения В = 1 и 

в 1 
- = - . Выражение (Х.6) принимает вид 
(J)J 2 

или 

у (k) = k1 + 2k + 2  = ...!!._ 1 k2 + k + 8  2 

k3 - k2 + 4k -4 = 0. 

Таким образом, в качестве требуемого положительного 
венного корня снова получаем k = 1 . 

Вычислим далее 
Y (k) = Y ( l ) =  1 + 2 + 2 

1 � 1 + 1 + 8 
= 2 ·  

и в соответствии с выражением (Х.5) составим функцию 

w (s) = 4 -3s- s2 1 + s  _ ss + ss + 4 
1 2 + 5� + 3s2 1 -s  Зs• + ss + 1 2 - 350 -
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(Х . 24) 

(Х . 25) 



Тогда из ВЬ!ражения (Х.4) имеем 
s2 + 4 R (s) ---'---

2s2 + ss + в  

И ,  наконец, используя выражение (Х.9) , находим 

(Х . 26) 

у 1 (s) = 2У1 (s) = 
1 + 1 (Х . 27) 

У1 (k) 2s2 + 5s + 8  1 s2 + 4 
S \- (- +-----

s2 + 4 s 2s2 + 5s + 8  
откуда для · сопротивления Z (s) , 5 определяемого выражением (Х.20) , 2 получим реализацию, изображен · 
ную н а  рис. Х.5. 

Х.1. Метод Мията '[ 1 4] 

Из выражения (Х.9) ясно, что 
метод Ботта и Даффина ,  по суще
ству, приводит к разделению задан
ного сопротивления на аддитивные 
компоненты,  каждый из которых в 
отдельности удовлетворяет опреде-
ленным особым условиям, допуска-

IH, tp, ОМ 
Рис. Х.5 

ющим их реализацию в виде простых цепей. Однако, как уже от
мечалось, этот метод не может обеспечить полного понимания ме
ханизма, посредством которого возможно указанное разделение 
заданного сопротивления . 

Метод, предложенный Мията, хотя и имеет определенные огра
ничения и поэтому не обладает такой общностью как метод Ботта 
и Даффина ,  ближе связан с проблемой разделения сопротивления 
на аддитивные компоненты и, следовательно, проливает больший 
свет на  меха!Низм синтеза цепей, не содержащих трансформаторов. 
При разделе.нии заданного сопротивления по Мията используется 
его вещественная или четная часть. Это вызвано тем, что рассмот
ренные в § Vl l I . 1  методы построения сопротивления по его четной 
части вместе с принципами метода Дарлингтона, изложенного в 
§ IX.8, позволяют, используя свойства вещественной части, точно 
сформулировать условия, достаточные для реализации цепей, не 
содержащих трансформаторов. Рассмотрим метод Мията .  

Допустим, что задано сопротивление, определяемое выражением 
(Х. 1 ) ,  не имеющее нулей или полюсов н а  мнимой оси . Запишем 
это сопротивление в виде 

z (s) = Р (s) = т1 + п1 
• 

Q (s) т. + п2 
(Х . 28) 

Его вещественная часть при s = jro определяется выражением 
Re [Z (jro) ] = ( m1m;- n�n2 ) _ А0 + А1rо2 + . . .  + АпФ2п (Х . 29) 

т2 - n2 s=joo Во + 81002 + . . .  + Bnro2n 
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Обозначив в нем со1<ращенпо полипом з.наменателя через В (ro2) ,  
представим вещественную часть в виде аддитивных составляющих 

R [Z ( "  ) ] 
А0 + A1ro2 + A2ro� + + Апrо2п (Х 30) · е /ro = в (ro2) В (ro2) В (ro2) • • • 

В (ro2) • • 
Можно показать, что каждый из членов правой части выражения 
(Х.30) , рассматриваемый как вещественная часть отдельного ( ком
понентного) сопротивления (в предположении, что коэффициенты 
А0, • • •  , An - положительны) , соответствует сопротивлению, которое 
можно легко реализовать в виде цепи без взаимных индуктивно
стей . Последовательное соединение таких отдельных реализаций, 
очевидно, и дает требуемую реализацию функции Z (s ) . 

Для того чтобы понять идею метода, разберемся вначале в сле
дующем вопросе. Если каждый член выражения (Х.30) рассматри
вается как вещественная часть компонентного сопротивления (пред
полагая снова, что все коэффициенты Ан - положительны) , то 
каковы особые свойства  (если они вообще имеются) компонентных 
сопротивлений с такими вещественными частями? 

Ответ на этот вопрос можно получить, исследовав характер и 
распределение пулей вещественных частей непосредственно из вы
ражения (Х.30) . Легко заметить, что его первый член в точке 
s = оо имеет п нулей второго порядка, второй член в точке s = О -
один двойной нуль и в точке s = оо - (п - 1 ) нулей, третий член в 
точке s = О - два нуля второго порядка и в точке s = оо - (п - 2)  
нулей, и, наконец, последний член в точке s = О - п нулей второго 
порядка . Таким образом, слагаемые выражения (Х.30) , рассматри
ваемые как вещественные части соответствующих сопротивлений, 
имеют нули второго порядка , расположенные только в точках 
s = О и s = оо, причем в любом случае общее их число равно п. 
Распределение этих нулей между точками s = О и s = оо все время 
изменяется так, что все они либо располагаются в первой из ука-
занных точек, л ибо во второй . . 

Когда вещественная часть сопротивления равна нулю в какой
то точке мнимой оси, то из этого, конечно, еще не следует, что 
общее сопротивление равно нулю. Однако, когда точка на мнимой 
оси соответствует точке s = О или s = оо,  то общее сопротивление 
равно нулю, так как в любом случае (при отсутствии полюсов на  
мнимой оси ) его мнимая часть в этих точках равна нулю. Следова
тельно, минимально реактивное сопротивление должно быть чисто 
вещественным в точках s = О  и s = оо .  Если его вещественная 
часть в этих точках равна нулю, то общее сопротивление также 
должно там равняться нулю. Поэтому компонентные сопротивле · 
ния, которым соответствуют слагаемые выражения (Х.30) , будут 
иметь нули в точках s = О и (или) s = оо .  Но возникает вопрос: 
можно ли полнос:гью разложить эти сопротивления на простые 
члены? 

Именно в этом случае метод Дарлингтона ,  изложенный в §  IX .8, 
дает исчерпывающий ответ на  поставленный вопрос. 
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l(огда используют каскадную реализацию сопротивления в виде 
схемы, изображенной на рис. IX.23, то из метода Дарлингтона сле
дует, что каждая компонентная цепь без потерь обеспечивает один 
ряд нулей из общего их количества, содержащихся в четной части 
(вещественной части на мнимой оси) данного сопротивления. Та
ким образом, цепь, соответствующая первому циклу разложения, 
дает один 1Нуль или пару четверок нулей и остаток, четная часть 
которого содержит остальные нули четной части. Следующая цепь 
в разложении обеспечивает другой ряд нулей из этих нулей остатка 
и второй остаток, содержащий остаточные нули четной ч асти, 
и т. д. 

Применяя такое рассуждение, .например, к вещественной части, 
определяемой первым членом выражения (Х.30) , можно предска
зать, что соответствующее сопротивление будет иметь нуль в точке 
s = оо ,  а обратное ему сопротивление (т. е. проводимость) - полюс 
в той же точке. При выделении этого полюса в виде параллельной 
емкости полный цикл разложения дает вырожденный случай:. Соот
ветствующая параллельная емкость представляет собой первый: 
четырехполюсник без потерь в цепи, приведенной на рис. IX.23. 
Остаточная проводимость после выделения полюса в точке s = оо 
даст четную часть, которая все еще имеет в данной точке ( п - 1 )  
нулей второго порядка. Это объясняется тем , что до сих пор был 
вычтен или «использован» только один из первоначального коли
чества п нулей: второго порядка в точке s = оо .  Поскольку оста
точная проводимость является функцией минимально реактивной 
проводимости, она должна иметь там нуль, а обратная ей величина 
(т. е. остаточное сопротивление) - полюс. Выделение последнего 
в виде последовательной индуктивности составляет операцию вто
рого этапа разложения, причем соответствующая ветвь, содержа
щая последовательную индуктивность, является компонентным че· 
тырехполюсником без потерь, создаваемым на  указанном втором 
этапе. 

Теперь остаточная функция имеет че11ную часть с ('п - 2) нуля
ми второго порядка в точке s = оо ,  где, будучи минимально реак
тивным сопротивлением, она должна равняться нулю. Обрат.пая ей 
величина (проводимость) должна иметь полюс в этой: точке; выде
ление ее в виде параллельной: емкости, как и в описанном выше 
вырожденном этапе разложения, приводит к завершению третьего 
этапа .  Далее процесс · продолжается аналогичным образом, причем 
получается ряд чередующихся последовательных индуктивных и 
параллельных емкостных ветвей. Полное число их равно п и числу 
нулей второго порядка, содержащихся в первоначальной- веще
ственной части. После того, как найден последний: из этих нулей, 
остаток сводится к постоянной, потому что его четная часть не 
имеет больше нулей:. 
. Полное разложение состоит из простой: неуравновешенной цеп

ной схемы (с последователыно включенными индуктивностями L 
и параллельно включенными емкостями С) , нагруженной на  рези-
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стивное сопротивление. Общее число индуктивностей и емкостей 
составляет п. В этом процессе разложения по мере перехода от 
одного этапа разложения к другому нами поочередно использовал
ся то метод контурных токов, то метод узловых напряжений, и 
наоборот. Следовательно, к описанному процессу разложения при
менимо выражение ( IX. 1 74 ) . 

Следует обратить особое внимание н а  то, что, хотя веществен
ная часть, определяемая первым членом выражения (Х.30) ,  в 
точке s = оо имеет п нулей второго порядка, соответствующее ей 
сопротивление может иметь в данной точке только один простой 
нуль, так как нули п. в . ф. на мнимой оси должны быть простыми. 
Заметим, что величина, обратная этому сопротивлению, имеет в 
точке s = оо только простой полюс. Когда он выделен, следующий 
остаток снова имеет там простой нуль. Перейдя к обратной величи
не остатка и выделив его полюс в точке s = оо, получим следую
щий остаток, который будет иметь в той же точке другой простой 
нуль и т . д. Очевидно ,  первоначалЬ1Ное сопротивление, соответ
ствующее вещественной части, определяемой первым членом выра
жения (Х.30) , имеет более сложный вид, чем сопротивление с про
стым нулем в точке s = оо . Таким образом, рассматриваемое со
противление обладает всеми свойствами, перечисленными выше, 
причем весьма интересно, что все это можно определить только по 
характеру вещественной части. Теория Дарлингтона является дей
ствительно замечательной и полезной теорией ! 

Второй член выражения (Х.30) имеет в точке s ::= О один нуль 
второго порядка ; остальные его нули находятся в точке s = оо . Со
противление, соответствующее этой вещественной части , имеет 
простые нули в точках s = О и s = оо . Обратная функция имеет в 
них простые полюсы, и если выделить их в виде параллельных 
индуктивных и емкостных ветвей, то остаток снова будет иметь 
простой нуль в точке s = оо . 

С этого момента процесс разложения совпадает с описанным 
выше процессом разложения сопротивления, соответствующего 
первому члену выражения (Х.30) . В результате с.нова · получится 
простая неуравновешенная цепная схема ,  содержащая по одной 
индуктивности и емкости в каждой из , ветвей и нагруженная на  
резистивное сопротивление. Общее число реактивных элементов 
цепи равно п, все последовательные ветви содержат индуктивности, 
а все ( кроме одной) параллельные ветви - емкости. 

При разложении указанного второго компонентного сопротив
ления на первом этапе нет необходимости выделять полюс в точке 
s = О, а нужно поступать так же, как и в случае первого компо
нентного сопротивления, т. е . выделять только параллелы�ые емко
сти и последовательные индуктивности, причем критическая часто
та будет соответствовать только точке s = О. Эта критическая 
частота находится в каждой из функций-остатков, и ее можно 
выделить на любом из выбранных этапов полного разложения. 
Если для данной частоты выделить паралл.ельную ветвь, то она 
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будет соответствовать индуктивности (как и в случае, описанном в 
предыдущем параграфе) , а при выделении последовательной 
ветви - емкости . Нетрудно видеть, что для сопротивления, соответ
ствующего второму члену выражения (Х .30) , возможно несколько 
различных р азложений .  Все они включают одинаковое общее число 
элементов, но величины их оказываются р азличными, ввиду чего 
одно разложение может оказаться предпочтительнее другого. 

Третий член выражения (Х .30) подобно второму снова соответ
ствует сопротивлению, которое имеет простые нули ц точках s = О 
и s = оо .  Но если выделить параллельную индуктивность и парал
лельную емкость, как при разложении второго компонентного со
противления, то для третьего члена оказывается, что остаточная 
функция (проводимость) снова имеет нули в точках s = О  и 
s = оо .  Значит, из обратной ей функции можно выделить последо
вательную индуктивность и последовательную емкость. Следующий 
остаток (сопротивление) имеет теперь нуль только в точке s = оо ,  
так как на этом этапе существуют два нуля четной части в точке 
s = О (а также два нуля в точке s = оо ) и остаются только (1n - 4 )  
нуля четной части второго порядка . Таким образом, р ассматривае
мая цепная схема содержит в данном случае лишь одну парал
лельную индуктивность и одну последовательную емкость, а осталь
ные ветви - последовательные индуктивности или параллельные 
емкости, как и в цепной схеме, реализующей первое компонентное 
сопротивление. 

Аналогично описанному случаю второго компонентного сопро
тивления, можно различными способами изменять процедуру раз
ложения, выделяя на различных этапах общего разложения две 
ветви ,  соответствующие нулям передачи в точке s = О. Значит, обе 
эти ветви могут ста'Гь последовательными емкостями или парал
лельными индуктивностями, а не последовательной емкостью и па
раллельной индуктивностью соответственно, как было в предыду
щем параграфе. В процессе синтеза в любом случае общее число 
реактивных элементов снова равно п, и реализация имеет форму 
простой неуравновешенной цепной схемы, нагружеН1Ной на рези
стивное сопротивление. 

Наконец, последний член выражения ( IX.30) соответствует со
противлению, р азложение которого приводит к цепной схеме, со
держащей только последовательные емкости и параллельные 
индуктивности, так как это разложение должно дать нули четной 
части лишь в точке s = О. 

При рассмотрении общего числа элементов, необходимых в 
такой реализации, важно отметить, что можно всегда выделить 
один из п + 1 членов выражения (Х.30) посредством вычитания 
из функции Z (s)  или из ее вещественной части, определяемой 
выражением (Х.29 ) ,  соответствующей постоянной Ro. В результате 
вычитания, очевидно вместо коэффициентов А0, • • •  , An получатся 
величиllы (Ao - RoBo) , (A 1 - RoB 1 ) , ... Постоянная Ro выбирается 
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достаточно большой с тем, чтобы сделать .наименьший из новых 
коэффициентов равным нулю. 

При использовании данного метода общее число реактивных 
элементов в реализации сопротивления равно п2, где п - степень 
полиномов функции Z ( s ) . По сравнению с общим числом реактив
ных элементов, .необходимых при использовании метода Ботта и 

..!!.... - 1 ..!!.... -2 Даффина ,  которое составляет 5 (2 2 + 2 2 + ." + 2°) , метод 
Мията ( как можно было до сих пор судить) не дает никаких 
преимуществ до тех пор, пока степень п � 8. Однако при больших 
значениях ·n метод Ботта и Даффина применять не следует. На
пример, при п = 20 он требует 5 1 1 5  реактивных элементов по 
сравнению · с 400, используемыми в описанном выше методе 
Мията. В этой связи необходимо, конечно, постоянно помнить о 

· том, что метод Мията обладает ограничением , согласно которому 
все коэффициентьi полинома (т1т2 - n1n2)s=ioo должны быть по
ложительными. Рассмотрим подробнее указанное огр аничение. 

Достаточное условие, требующее, чтобы все коэффициенты 
Ао, "" An были положительными, легко определяется с учетом того, 
что полином Гурвица имеет положительные коэффициенты. Таким 
обр азом, если полином 

A (ro8) = A0 + A1ro2 +  . . . + Anro2n (Х . 3 1 )  
не имеет нулей в правой полуплоскости ro2, то  коэффициенты 
Ао, . . . , An, безусловно, являются положительными. С другой сто
роны, если полином 

(Х . 32) 
не. имеет нулей в левой полуплоскости s2, то коэффициенты 
Ао, . . .  , An  также положительны. Левая полуплоскость s2 отобра ·  
жается в область s плоскости, содержащей все точки, которые ле
жат на прямой, р асположенной не более чем под углом ± 45° к 
мнимой оси. Поэтому коэффициенты полинома (Х.3 1 )  будут, р азу
меется, положительными до тех пор, пока не окажется нулей четной 
ч.асти данного сопротивления Z· (s)" лежащих на прямой, располо
женной ближе, чем под углом 45° к мнимой оси. 

Эти коэффициенты могут все еще - быть положительными и 
тогда , когда некоторые нули четной части лежат ближе к мнимой 
оси, чем допускает упомянутое достаточное условие. Последнее, 
однако, будет выполняться и в том · случае, если нули четной части, 
относительно близко расположенные от мнимой оси, начнут уда
ляться от нее, причем они полностью исчезают, как только одна 
пара нулей четной части попадет на  мнимую ось. 

С грубым приближением можно сказать, что если у полинома 
(Х.32) некоторые из нулей будут расположены выше линии, накло
ненной в J;IЛоскости s под углом 45°, то, тем не менее, все коэффи
циенты полинома (Х.3 1 )  могут быть положительными, если суще
ствует достаточное число оулей, расположенных ниже указанной 
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линии, которые обеспечивают эффект компенсации. Следовательно, 
когда полином (Х.3 1 )  имеет некоторые отрицательные коэффициен
ты [им никогда не может быть коэффициент Ао или An, так как 
вещественная часть функции Z (s) ,  принадлежащая, по предполо
жению, к классу п. в. ф . , должна быть положительной при (J) = О 
и (J) = оо ], можно соответствующим выбором множителей преоб
разовать вещественную часть выражения (Х.29) и ,  таким образом, 
осуществить требуемую компенсацию 1 •  

Описанный метод включения дополнительных множителей ока
зывается непригодным, если некоторые нули четной части функции 
Z (s) р асположены на мнимой оси, поскольку число необходимых 
компенсирующих множителей стремится к бесконечности по мере 
того, как одна или несколько пар нулей четной части приближают
ся к этой оси. В любом случае процесс компенсации увеличивает 
и число членов в вещественной части выражения (Х.30) , и степень 
полином а В ( (1)2) , появляющегося в каждом члене ;  следовательно, 
число требуемых элементов быстро возрастает. Очевидно, что в 
таких случаях необходимо найти оптимальный вариа'Нт использо
вания метода Мията . Ниже рассматривается такая возможность. 

Целесообразно дать несколько примеров, иллюстрирующих при
веденньхе выше случаи. Пусть задано сопротивление 

1 s2 + -s + 1 
Z (s) - 2 -

s2 + 2s + 1 ' (Х . 33) 
для которого находим полином 

m1m2 - n1� = s4 + s2 + 1 . (Х . 34) 
(Х . 35) 

Далее получаем 

Поскольку полином, определяемый выражением (Х.34) , дает 
четверку нулей, лежащих на единичной окружности под углом 30° 
к мнимой оси, то можно предсказать, что полином А ((1)2) будет 
содержать отрицательный коэффициент. Проведем процесс включе
ния множителей, для чего умножим выражение (Х.35) на (а + (1)2) , 
т. е . 

( l -(1)2 + (1)4) (а + (1)2) = а +  (l - 0) (1)2 + (a - l ) ro4 + ros. (Х . 36) 
Для получения требуемого результата оказывается достаточ

ным один множитель, причем непосредственно видно, что в качестве 
постоянной а необходимо выбрать единицу. Нетрудно заметить, 
что в сопротивлении, определяемом выражением (Х.33) , появляется 
множитель ( s + 1 ) ,  и ,  следовательно-, выражение (�.30) примет вид 

где 

• 1 ro8 
Re [Z (J(J)) ] = 

B (ro2) 
+ 

B (ro2) ' (Х . 37) 

1 Этот вопрос рассмотрен в приложении 1 , в конце книги. 
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Последнее выражение получено исходя из того, что знаменате
лем сопротивления (Х.33) является полипом ( 1  + s ) 2 и, кроме 
того, благодаря включению множителя ( 1  + s ) . 

С учетом выражения (Х.37) для вещественной части сопротив
ление, определяемое выражением (Х.33) ,  запишется в виде 

Z(s) = Z0 (s) + Z8 (s) . (Х.39) 
Компонентные сопротивления этого выражения можно теперь 

составить из соответствующих вещественных частей выражения 
(Х.37) , используя любые методы, описанные в § VI I I . 1 .  В соот
ветствии с методом Геверца для первого члена находим 

3 9 
- s2 + -s + l 

Z 's) - 8 8 (Х 40) 0 � - s3 + 3s2 + 3s + l 
· 

Это сопротивление в соответствии с методом построения сопро
тивлений по Мията (также описанному в указанном параграфе) 
можно рассматривать как вспомогателыное сопротивление вида 

Z' (s) = P ' (s)
= 

т ; + п ; (Х . 4 1 ) 
Q (s) т2 + n1 ' 

поскольку условие т ;т2 - п ; п2 = 1 ,  характеризующее его, очевид-
но, выполняется при структуре первого члена, заданного выраже
нием (Х.37) . Поэтому сопротивление Z6 ( s ) , соответствующее 
второму члену того же выражения, получается умножением сопро
тивления, определяемого ф-лой (Х.40) , на множитель -s6 и деле
нием полинома знаменателя на полином числителя до тех пор, пока 
степень полинома-остатка не будет больше превышать степени 
полинома знаменателя. Этот процесс выглядит следующим 
образом : 

3 l 3 
- - s& + - sз - - s 

s3 + 3s2 + 3s+ 1 .....---8---8 --8-

1 -f ss - : s7 - 80 

3 9 9 3 
- - sB - - s7 - - s& - - s& 

8 8 8 8 
l 3 

- ss + - s& 
8 8 
1 3 3 

- s8 + - s& + - s4 + - s3 
8 8 8 8 
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3 l - - s4 - - sз 
8 8 
3 9 9 3 

-- s4 - - s3 - - s2 - - s 
8 8 8 8 

9 3 
sз + - s2 + - s 

8 8 
(Х . 42) 



Следовательно, 

(Х . 43) 

Метод построения сопротивлений по Мията, очевидно, пригоден 
для данного способа синтеза сопротивле'НИЙ, так как одно и то же 
вспомогательное сопротивление, соответствующее при Ао = 1 пер
вому члену выражения (Х.30) , легко дает сопротивления, соответ
ствующие остальным членам указанного разложения веществен.ной 
части. 

В этой связи интересно, используя выражения (Х.40) и (Х.43) , 
составить следующую сумму: 

3 3 s3 +- s2 +-s+ 1 2 2 Z (s) = Z0 (s) + Z6 (s) = -----sз + зs2 +  3s + 1 
( s2 ++ s + 1 ) (s + l ) 
(s2 + 2s + 1 ) (s + 1 ) (Х . 44) 

Она совпадает с ·  выражение)VI (Х.33) , как и должно быть. Те
перь нетрудно убедиться, что компоненты Z0 (s) и Z6 (s) , на которые 
разложено данное сопротивление, можно синтезировать в виде 
простых цепных схем, описанных выше. . Далее мож'Но заметить, что сопротивление Z0, определяемое 
выражением (Х.40) , и сопротивление Z6, определяемое выражением 1 (Х.43) , получаются одно из другого при замене s на  - . Таким s 
образом, если имеется цепь, реализующая одно из этих сопротив.Ле
ний, то достаточно просто получить и цепь, реашrзующую другое, 
для чего необходимо заменить индуктивности на емкости , имеющие 
обратные значения, и н аоборот. Соответствующее разложение функ· 
ции Z0 (s) в цепную схему можно записать так: 

Bs 
3 2 +  9 + 1 3 - s - s ------8 8 l sз+ Зs2+ 3 s + 1 

s3 + зs2 +_в_ s , _9s_ 
3 8 
1 1 3 9 
3s + 1 -8- s2 + -8-s+l 
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Полученное разложение дает цепи, изображенные на рис. Х.6. 
Соединив их последовательно, получим требуемую реализацию со
противления Z ( s ) , определяемого выражением (Х.33) . 

Отметим, что в выражении (Х.45) при каждой операции вычи
тания уничтожаются два члена ; это необходимо для того, чтобы 
функция-остаток на каждом этапе снова имела нуль в точке s == оо .  
Как отмечалось выше, данное свойство функции сопротивления 
вытекает из вида ее вещественной части Re{Z (jro) ]. Так как само 
сопротивление Z (s) не дает той же информации, то операции, осу
ществляемые над вещественной частью, служат ключом к решению 

8 J l(� � 11 3 � ,9 
2Н, tp, Ol'f 

Рис. Х.6 

проблемы разделения сопротивления на  составляющие с заданными 
особыми свойствами. 

Рассмотрим теперь функцию 
9 9 

sa + - sВ + зss + - s +  1 
Z' ) 4 4 

,s = s' + 4s8 + 6s2 + 4s + 1 ' (Х . 46) 

построенную таким образом, что она имеет полюс четвертого поряд
ка в точке s = -1 и двойную четверку нулей четной части, лежа
щих на пересечении единичного круга и линии, наклоненной под 
углом 45°. Последнее вытекает из соотношения 

(Х . 47) 

Для данного случая имеем 
А (ro2) = 1 + 2ro" + ros. (Х . 48) 

Все коэффициенты этого полинома положительны, как можно было 
предвидеть из изложенного выше. 

Начнем снова процесс синтеза с образования вспомогательного 
сопротивления вида (Х.4 1 ) ,  которое соответствует вещественной 
части функции --1 - и представляет собой первое из трех компо

В ((J)I) нент.ных сопротивлений полного сопротивления, определяемого 
выражением (Х.46) [см. общее выражение (Х.30) для вещественной - 360 -



части и выражение (Х.48) для полинома А (ro2) ] . Используя 
ды, изложенные в §  VI l l . 1 , получаем 

5 5 29 - 58 + - 52 + - 5+ 1  16  4 1 6  Z' (s) = Z0 (s) = -------s4 + 453 +.6s2 + 4s + 1 

мето-

(Х . 49) 

Второе сопротивление [обозначим его через Z4 (s) ] можно найти. 
умножив выражение (Х.49) на 2s4 и затем произведя деление. 
т. е. 

5 1 - s8-- 5 
st + 4s3 + 6s2 + 4s+ 1 -, -:--:--

2
-
9
--

- s7 + - s8 + - 55 + 2s4 8 2 8 
5 5 30 5 5 - 57 + - s8 + - s5 + - s4 + - 58 
8 2 8 2 8 

1 1 5 -- 55_- 54 -- 58 8 2 8 
1 1 6 -- 56-- 54_ - 58- 52-- 5 
8 2 8 2 8 

1 1 1 
8 sa+2511 + 85 

(Х . 50) 

Тогда требуемое сопротивление определяется выражением 

Далее необходимо проделать следующие операции : 
1 5 - 53-- 5  

s4+ 4s3 + 6s2 + 4s + 1 -1-6 --1-6----1 1 1 1 - 57 + - 5в + - 50 
16  4 1 6  
1 1 6 1 1 - 57 + - 5в + - 50 + -s4 + - sз 16 4 1 6  4 16  

5 1 1 - - so- -54- - 58 
16  4 1 6  

(Х . 5 1) 

5 5 30 5 5 -- s5_ - s4 -- sз- - s2 - - s 16 4 1 6  4 16  

- 36 1 -

29 5 5 s4 + � s3 + - s11 + - s 16 4 16  
(Х . 52) 



В результате третье компонентное сопротивление оказывается 
равным 

29 5 5 s4 +-sз +-s2 +- s 16 4 1 6 Z8 (s) = -------
s4 + 4sз + 6s2 + 4s +  1 (Х . 53) 

Нетрудно проверить, что сложение сопротивлений, определяе
мых выражениями (Х.49) , (Х.5 1 ) и (Х.53) , даст искомое разло
жение 

9 9 s4 +- sз + зs2 +- s +  1 
Z(s) = Zo (s) + Z4 (s) +Zв (s) =--s-4 �---4s_з_+_6_sз_+_44-�+�I- (Х . 54) 

Разложение функции Zo ( s) , при котором производится посте
пенное выделение последовательных индуктивностей и параллель
ных емкостей, обеспечивается следующими операциями:  . l 16s 
5 83 + 5 82 + 29 8 + 1 ,__5 _______ _ 

\6 4 Тв 1 s4 + 4sз + 6s2 + 4s+ 1 
s4 + 4s3 +-s2 + - s --29 1 6 1 25s 5 5 1 6  

-s2 +- s + 1 - sз+-s2 + - s+ 1 1 4 1 5 5 29 5 5 1 6 4 1 6 

1 
4s 

_1 s + 1 '---5 ___ _ 
4 1 1 4 - s2 +-s+ l 5 5 _1_ 52 + _4_ s 1 5 5 

1 1+ s + l 

5 5 25 - sз +- s2 +- s 16 4 1 6 
1 - s+ l 4 

(Х . 55) 

Прием, согласно которому последовательно устраняются два 
члена на каждом этапе процесса деления, является несколько не
обычным. Тот факт, что этот довольно специфический результат· 
должен иметь место, не является столь же очевидным из анализа 
выражения (Х.49) для функции Z0 (s) , как следует из рассмотрения 
ее вещественной части. 

При разложении функции Z4 (s) ,  определяемой выражением 
(Х.5 1 ) , где-то в середине процесса необходимо вместо выделения 
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полюса в точке s = оо перейти к выделению полюса в точке s = О. 
Это приводит в точке s = оо к следующим вычислениям :  

1 s 
s3 + 452 + s 1 s4 + 4s3 + 552+45+1 

54 + 453 + 52 1.!._5 
552 + 45 + 1 l s3 +  4s2 + s 

4 1 
s3 +5 52 +5 5 

16 4 ' - 52 +- s 
5 5 

в то время как выделение полюса в точке s = О дает 

\ �  
- 5+- s2 1 + 45 + 5s2 4 16 1 5 5 

1 + 4s \ -4-
25s 

1 6 - 52 5 

\�  1 6 
1 6 1 -5- 52 552 

(Х . 56) 

(Х . 57) 

В последнем выражении не учитывается коэффициент уровня со
противления ( . р авный +) из выражения (Х.5 1 ) .  

При разложении функции Z8 (s) [см. выражение (Х.53) ] после
довательно выделяют полюсы в точке s = О. Этот процесс опреде
ляется операциями (Х.55) ; единственное отличие заключается в 
том, что полиномы в данном случае должны быть записаны в про
тивоположном порядке. При  этом непосредственно из выражений 
(Х.49) и (Х.53) видно, что Zs (s )  = Zo ( + ) ·  

Последнее, как и в предыдущем примере, является результатом 
того , что полином знаменателя выбран симметричным, и, значит, 
нет необходимости отдельно выполнять операции, соответствующие 
разложению функции Z8 ( s) . Цепь, реализующую функцию Zs, по
лучают просто из цепи, реализующей функцию Zo, путем замены 
каждой индуктивности емкостью, имеющей обраrnую величину, 
и наоборот. 

Таким образом, проделав операции, соответствующие выраже
ниям (Х.55) и (Х.57) , при условии, что в последнем выражении 

- 363 -



учитывается коэффициент уровня -1- , можно прийти к окончатель-
8 

ной цепи, изображенной на рис. Х.7 , которая и является реализа
цией сопротивления, определяемого выражением (Х.46 ) . Вследствие 
особого расположения полюсов и нулей, принятого для четной 
части данного сопротивления , реализация его посредством метода 
Мията дает большую экономию элементов, чем для сопротивления. 

lfsJ 

гн, tp. 011 
Рис. Х.7 

1 4 
включающего полиномы четвертой сте
пени .  Это вытекает из выражения 
(Х.48) для функции А (ro2) , где два 
члена опущены (обычно в указанном 
выражении имеется пять членов, из ко
торых, используя описанный выше ме
тод, можно исключить только один ) . 

Резюмируя все изложенное, можно 
зак_лючить, что реализация, приведен
ная в рассмотренном примере, требу
ет меньшего количества элементов. 
чем при использовании метода Ботта 
и Даффина. Реализация одного и то
го же сопротивления по последнему 
методу требует 15 реактивных и 4 ре
зистивных элемента, тогда как реали
зация, показанная на рис. Х.7, - 1 2  

реактивных и 3 резистивных элемента . Кроме того, она оказывается 
более удобной, так как упрощает вычисления . 

Х.3. Модификации метода Мията 

В методе, предложенном Мията, процесс разложения можно 
видоизменять путем разделения Полинома числителя А ( ro2) , опре
деляемого выражением (Х.29) , на  части, состоящие из групп чле
нов, а не из отдельных членов. Например, разделим этот полином 
числителя на две равные части и запишем вместо выраже
ния (Х.30) сумму 

А + А ro2 + + А ro2<n-kJ 
Re [Z ( "ro) ] = о i • • • n-k + 1 В (ro2) 

А Q)2(n-k+I J + + А 002n n-k+I • · · п + 
B (ro2) ' (Х . 58) 

.где k - целое, изменяющееся от 1 до п (но в данном случае пред-. n n + l полагается, что k равно - или -- в зависимости от того ,  
2 2 • является ли п четным или нечетным) . 

Записав вещественную часть в таком виде, 1 можно предвари
тельно разложить функцию Z (s) только на  две составляющие. 
Имея в виду задачи реализации, интересно определить, какую 
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информацию дают отдельные составляющие вещественной части 
[два члена в выражении (Х.58) ]? 

Первый член этого выражения при ro2 = -s2 является четной 
функцией, имеющей k нулей второго порядка в точке s = оо и 
(n - k) пар нулей. в конечной плоскости s (в общем случае пи 
один из них не расположен в точке s = О) . Второй член при 
w2 = -s2 является четной функцией, имеющей (п - k + 1 ) нулей 
второго порядка в точке s = О и (k - 1 )  пар нулей в конечной 
плоскости s .  Следовательно, сопротивление, соответствующее пер
вому члену выражения (Х.58) , синтезируется в виде простой не
уравновешенной цепной схемы с последовательно включенными 
индуктивностями L и параллельно включенными емкостями С (при
чем общее число элементов равно k) ; функция-остаток имеет нули 
четной части, совпадающие с конечными (отличными от нуля)  
нулями, которые содержатся в четной части этого сопротивления. 
Сопротивление, соответствующее второму члену выражения (Х.58) ,  
синтезируется в виде неуравновешенной цепной схемы с последова
тельными емкостями С и параллельными индуктивностями L [при
чем общее число элементов составляет (п - k + 1 ) ] .  Сопротивле
ние нагрузки (остаток) имеет нули четной . части, расположенные 
в конечной плоскости s и содержащиеся в четной части второго 
сопротивления. • 

К исследуемым сопротивлениям нагрузки , которым соответ
ствуют функции-остатки, можно применить 'аналогичное разложение 
и продолжать его до тех пор , пока окончательные функции-остатки 
не будут соответствовать резистивным сопротивлениям. Этот метод 

п р азложения называют методом « - -синтеза». Он дает меньшее . 2 
общее число элементов, чем при любом другом разбиении на  части 
полинома числителя А (ro2) .  При этом для любой степени п, равной 
или большей двух, требуется меньшее число элементов, чем при 
реализации по методу Батта и Даффина. 

В табл . Х . 1 приведено сравнение двух рассмотренных модифи
каций метода Мията и метода Батта и Даффина .  Величины N Lc и 
N в обозначают число реактивных элементов и резистивных сопро
тивлений соответственно. Предполагается, что в- методе Батта и 
Даффина, как отмечалось выше, использует,:я экономия одного 
элемента на каждый цикл .  

Из этой таблицы становится ясно, что применительно к числу 
элементов метод Батта и Даффина является геометрическим, а 
метод Мията - арифметическим .  Даже если приходится прибегать 
к специальным приемам (подобно включению дополнительных 
множителей или другим методам, рассматриваемым в последующих 
разделах книги) для того, чтобы опять-таки «спасти» метод Мията 
в случае, когда первоначально все коэффициенты полинома А (ro2) 
неположительны, все же целесообразнее прибегнуть к таким прие
мам, особенно в тех случаях, когда функции сопротивления 
являются сложными. - 365 -



Т а б л и ц а  Х . 1  

«Одночленный" синтез 
n Модифицированный синтез « - - синтез• 

n 2 Ботта и Даффнна 

NLC 1 NR. NLC 1 NR. NLC 1 NR 
1 1 2 1 2 1 2 
2 4 3 4 3 5 3 
3 9 4 6 4 7 5 
4 16  5 1 0 5 1 5  7 
5 25 6 1 4  6 1 9  l l  
6 36 7 1 7  7 35 1 5  
8 64 9 25 9 75 31  

10  100 1 1  35 1 1  1 55 63 
1 2  1 44 1 3  44 13 3 1 5  1 27 
14 1 96 1 5  52 1 5  635 255 
1 6  256 1 7  62 1 7  1 275 51 1 
1 8  324 1 9  74 1 9  2 555 1 023 
20 400 2 1  86 21 5 1 1 5  2 047 
30 900 31 1 39 3 1  163 835 65 535 

п При синтезе по методу «- » или в аналогичном случае можно 
2 

заметить, что если коэффициенты А0, • • •  , An  первоначально положи
тельны, то в полиномах А (ro2) , связанных с первой парой функций
остатков, не может быть отрицательных коэффициентов . Это 
объясняется тем, что нули их четной части представляют собой 
нули конечной плоскости s, определяе114ые полиномами числителей 
(при ro2 = -s2) отдельных членов выражения (Х.58) . Следова
тельно, коэффициенты Ан в выражениях для вещественных частей 
указанных функций-остатков должны быть одинаковыми. Анало
гичный аргумент показывает, что можно не встретить щ1каких 
отр1щательных коэффициентов при последующем разложении пер
вой пары функций-остатков и т. д. 

Первоначально может оказаться необходимым включить .в. 
функцию некоторые дополнительные множители для того, чтобы 
получить полином А ( ro2 ) с положительными коэффициентами. 
В этом случае вещественную часть разделяют любым приемлемым 
способом и производят последующие разложения вещественных 
частей функций-остатков любым способом с гарантией, что ни в. 
одной из них не появятся отрицательные коэффициенты. 

п В качестве примера синтеза по методу «- » вновь рассмотрим 
2 

сопротивление, определяемое выражением (Х.46) . С учетом функ-
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uии А { (1)2) ,  определяемой ф-лой (Х.48) , разделим вещественнуЮ1 
часть так: 

Re [Z ( '(J)) ] = -1- + ю" (2 + ю4) . 1 В (ю2) В (ro2) (Х . 59}1 

В результате разделения получилось разложение функции Z (s)· 
на две аддитивных составляющих, из которых первой является 
сопротивление Z0 (s ) ,  определяемое, как и раньше, выражением 
(Х.49) , а вторая представляет собой сумму сопротивлений Z4 (s ) 
и Z8 (s) ,  определяемых выражениями (Х.5 1 )  и (Х.53) соответ
ственно. Обозначим эту сумму через Za (s) , тогда 

31  7 7 
s4 + - s3 + - sЧ- - s 

Za (s) = Z4 (s) + Zs (s) = --1_6 __ 4 ___ 16_ 
s' + 4sa + 6s2 + 4s + 1 

(Х . 60) 

Согласно выражению для вещественной части, определяемой. 
вторым членом ф-лы (Х.59) , сопротивление Za (s) необходимо син
тезировать путем выделения на двух последующих этапах полюсов. 
в точке s = О. Операция разложения имеет вид 

1 �  7s 

- s2 + - s3 + s4 - s + - sЧ- - s3 + s4 
1 1  12 1 7 7 31 
7 7 1 6  4 1 6  

7 2 1 49 
- s + - s2 + - s3 
1 6  44 1 76 

(Х . 6 1) 
Сопротивление, соответствующее функции-остатку, находится 

по формуле 
73 1 4  s2 + - s + -
44 . 1 1  Zь = ------
1 2  1 1  

s2 + - s + -
7 7 

причем вещественная часть функции принимает вид 
е z .(J) _ 2 + 004 _ _ 2_ � 

R [ ь (/ ) ] - B (ro2) - B (ro2) + 
B (ro2) • 

(Х . 62). 

(Х . 63} 

Здесь В ( (1)2) представляет собой квадрат модуля знаменателя вы
ражения (Х.62) при s = j(J). Нетрудно видеть, что сопротивления" 
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соответствующие отдельным членам правой части выражения 
(Х.63) , будут 

·и 

49 1 4  
- s + -
66 1 1  

1 2  1 1  sэ + - s + -
7 7 

1 1  
s1 + - s  

z ( )  1 2  
d s = 

1 2 1 1  .�• + -
7
- s + 7 

(Х . 64) 

(Х . 65) 

Сумма этих сопротивлений и даст требуемое разложение Zь (s) . 
-Соответствующие разложения Zc и Zd в цепные схемы получаются 
в результате следующих операций:  

66 - s 

49 1 1  49 1 4 1 1 2  
- s + - s2 + - s +  
66 1 1  ' 7 7 

1 2 s2 + - s 
7 1 343 98 

726 
s + w 

'...!!.. 7s 

- s + s2 - + - s + s2 1 1  1 1 1  1 2  
1 2  7 7 

- + - s  -'- + 1 
1 1  1 2  1 1 1 
7 7 l 2s 

(Х . 66) 

(Х . 67) 

Цепная схема с двумя ветвями, соответствующая процессу 
разложения (Х.6 1 ) , нагруженная на последовательное соединение 
цепей, полученных после выполнения операций (Х.66) и (Х.67) , 
является реализацией сопротивления Za, определяемого выражени
·ем (Х.60) .  Последовательное соединение этого сопротивления 
. с  сопротивлением Z0, реализующим цепь, показанную в верхней 
-части рис. Х.7, приводит к цепи, изображенной на рис. Х.8, которая 
является другим вариантом реализации сопротивлеыия; (Х.46) . 
В последи.ей реализации используются 1 0  реактивных �лементоn, 
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а не 1 2, как в цепи, приведенной на  
рис. Х.7. Таким образом, даже в этом 

п простом примере метод синтеза 
« 2» 

дает несомненное преимущество. 
Можно получить модификацию ме

п года синтеза «- » для того же сопро-
2 

тивления, если провести перегруппи
ровку членов в выражении (Х.48) так, 
чтобы сумму Z0 + Z4 рассматривать 
как составляющую, подобную сопро
тивлению Z6 из приведенного выше 
примера. Читателю предлагается са
мостоятельно проделать этот вариант. 

В заключение отметим, что пред
ставляет интерес ответ на следующий 

lts) 176 -ijj 
7 

16 

гн, rp, 01'1 
Рис. Х.8 

1 т 

вопрос: как можно воспользоваться методом Мията в случае, когда 
нули четной части лежат вблизи мнимой оси или на ней, т. е . когда 
включение дополнительных множителей является либо неэкономич
ным, либо совершенно невозможным? 

Х.4. Обобщение метода Мията 

Наличие в полиноме А (ro2) отрицательных коэффициентов 
означает, что он содержит квадратные множители от переменной 
ro2 вида 

(Х . 68) 
В этом выражении величина (а4 - ro� ) > О  сравнительно близка 

к нулю. Принадлежность функции А (ro2) при вещественных ro к 
классу положительных функций, конечно, означает, что указанная 
величина не может быть отрицательной ; однако она может стать 
равной нулю. В последнем случае четная часть функции Z (s) име
ет в точках s = ±jro. на мнимой оси пару .нулей второго порядка. 

До , тех пор, пока член (а4 - ro!) отличен от нуля, можно 
избавиться от отрицательных коэффициентов в полиноме А ( ro2) , 
если использовать, как уже упоминалось, включение дополнитель
ных множителей. Но когда этот член мал, то число дополнительных 
множителей, необходимых для включения в функцию, становится 
чрезвычайно большим и, по-видимому, целесообразно найти какой
то иной, более экономичный способ получения того же результата .  

Сгруппируем множители типа (Х.68) в один член А* (ro2) и за
пишем полином А ( ro2) в виде 

24 Заказ 49 
A (ro2) = (A0 + A1ro2 + . . .  +Akro2k) A* (ro2) , 
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где k = п - 2r при условии, что существует r множителей типа 
(Х.68) , содержащихся в функции А *  ( ro2) .  Применим теперь «одно-
членный» ( «single-term» )  метод синтеза или метод синтеза « � » , 

2 
как описано выше, при условии, что вещественная часть каждой 
компонентной функции содержит в качестве множителя полином 
А *  ( ro2) .  В этом случае разложение получается не в виде простых 
цепных схем, заканчивающихся резистивными сопротивлениями, а 
в виде цепи, общая нагрузка которой определяется некоторой по
стоянной, умноженной на сопротивление, имеющее вещественную 

А* (ro2) часть , причем вид полинома В* (ro2) эдесь не имеет суще-
В* (ro2) 

ственного значения . 
Если перемножить теперь r множителей полинома А *  ( ro2) ,  

определяемых выражением (Х.68) , то окажется, что данная функ
ция равна сумме членов, каждый иэ которых содержит положи
тельные постоянные, умноженные на произведение множителей 
вида (ro2 - ro� ) 2 на мнимой оси . Это означает, что общая функция
остаток разложена на сумму слагаемых, вещественные части кото
рых имеют нули только на мнимой оси. Поэтому поставленная 
задача будет решена, если найти метод, позволяющий использовать 
этот особый тип функции сопротивления. 

Допустим, что функция Z1 (s )  = mi + п� представляет собой имен-
т2 + п2 но такое сопротивление. Тогда полином (т 1т2 - п1п2) состоит 

исключительно иэ множителей вида (s� - s2) 2, в которых s� - от
рицательные вещественные величины. Умножим и разделим это 
сопротивление на полином Гурвица Ро = то + по, т. е .  

(т1 + п1) (т0 + п0) (т1т0 + п1п0) + (т1п0 + п1то) zl (s) = -'--"---=--'----""-=-(т2 + п2) (т0 + п0) (т2т0 + n2n0) + (m2n0 + n2m0) 
... ... тi + n1 - т" + п" · (Х . 70) 

Если  полином Р0 выбран так, что имеет место соотношение 
"' О т2 n0 11 2 m2 = m11m0 + nan0 = , или -- =  --- при всех s = s. , · n2 т0 

(Х . 7 1 )  

то учитывая, что s� - нули полинома (т1т2 - n1n2) , получим сле
дующие выражения :  

(Х . 72) 

Теперь необходимо убедиться в том , что полином Ро удовлетво
ряет соотношениям (Х.7 1 ) .  Если он удовлетворяет им,  то теория 
Дарлингтона, изложенная в § IX.8, дает интересную возможность 
для синтеза сопротивления Z1 (s) . Там было показано, что если при - 370 -



синтезе по методу Дарлингтона функция Z1 (s )  рассматривается 
как входное сопротивление четырехполюсника без потерь, нагру
женного на резистивное сопротивление 1 ом, и если синтезируемая 
цепь перевернута относительно первоначально выбранного входа 
[для перехода к входному сопротивлению Z2 (s ) ], то, предполагая, · 
что имеет место случай А, функцию Z2 (s ) можно найти из функ
ции Z1 (s ) простой перестановкой четных частей соответствующих 
полиномов. При этом из выражения (Х.70) получим 

(Х . 73) 

откуда видно [см .  выражения для полиномов, опреде�яемых фор
мулами (Х.7 1 ) и (Х.72 ) ], что сопротивление Z2 (s ) имеет нули на 
мнимой оси во всех точках s = ± s, .  Если рассматриваемая мето· 
дика приводит к требуемому результату, то можно сказать, что мы 
«убили одним выстрелом всех зайцев» . Однако прежде чем сделать 
такой вывод, необходимо выяснить ряд моментов. 

Исследуем четную часть сопротивления, определяемого выраже
нием (Х.70) , для чего введем обозначение, использованное ранее 
в главе VI I I :  

(Х . 74) 
Тогда четную часть функции Z1 (s )  можно . записать в виде 

1 М (т�-п�) Z1.e = - [Z1 (s) + Z1 (-s) ] = " 2 " 2 , (Х . 75) 
2 m2 - п2 

где Z1E - обозначение для четной части функции Z1 •  Подобные 
обозначения м·ы будем применять также и к другим функциям 
сопротивлений. При s = j(J) полином (т� - п � ) имеет вид 

(Х . 76) 
где k - степень полинома Ро = то + по . Тогда вещественная часть 
полинома Z1 (j(J)) выглядит следующим образом : 

Z . ttoM tt1Mro2 akмro2k 
Re 1 1 (J(J)) l = " 2 " 2 + " 2 " 2 + · · · + " 2 " 2 • 

m2 -n2 m2 - n2 m2 -n2 

где функции М и  (m�-n�) вычислены при s = jro. 

(Х . 77) 

Если слагаемые этого выражения рассматривать как веществен
ные части компонентных сопротивлений, то нетрудно заметить, что 
все они имеют нули второго порядка множителя М на мнимой оси, " 2 причем последний содержится в функции т2 . Поэтому веществен-
ным частям будут, прежде всего, соответствовать сопротивления, 
нечетная часть полинома числителя и четная часть полинома зна-
менателя которых включает множитель V М. Таким образом, ука
занные вещественные части содержат простые множители вида 
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(s � - s2) для всех нулей множителя М на  мнимой оси. Это, оче
видно, следует из определения полинома Р0 при условии, что соот
ношения (Х.7 1 )  и (Х.72) совместно удовлетворяются (если они 
вообще удовлетворяются) .  

Первый член разложения (Х.77) имеет в точке s = оо дополни
тельно k нулей второго порядка , второй член - один такой нуль 
в точке s = О  и (k - 1 )  остальных нулей - в точке s = оо и т. д. 
Наконец, последний член имеет k дополнительных нулей второго 
порядка в точке s = О. 

Таким образом, мы приходим к выводу, что каждое компонент
ное сопротивление, соответствующее определенному члену ( веще
ственной части) выражения (Х.74) , синтезируется в виде простой 
неуравновешенной цепной схемы, состоящей из k одиночных индук
тивных или емкостных ветвей, как это имеет место для компонент
ных сопротивлений в методе синтеза по Мията. Каждому разложе
нию соответствует одинаковая функция н агрузки (разумеется, с 
точностью до постоянного множителя) , содержащая таки� же 
полиномы степени п, как и полиномы функции Z1 (s ) . Четная часть 
полинома знаменателя в этом общем остатке содержит все п пар 
нулей четной части функции на мнимой оси (нули функции V М) .  
Эта функция должна вырождаться в функцию вида 

т 1 
--- = ---. 
т + п п 1 + - .  

т 

(Х . 78) 

Цепные схемы,  соответствующие последующим членам разложе
.1tюия (Х.77) , характеризуются остаточными функциями, которые 
поочередно будут сопротивлениями или проводимостями. Поэтому 
остаточная функция, определяемая выражением (Х.78) , .независимо 
от того, является ли она тем или другим ,  реализуется как резистив
ное сопротивление, включенное (соответственно) параллельно или 
последовательно с реактивным сопротивлением или проводимостью. 

Каждое компонентное сопротивление [соответствующее члену 
разложения в выражении . (Х.77) ], синтезируемое по методу Дар
лингтона , можно также успешно реализовать путем разложения 
'цепи без потерь со стороны ее выхода. В этой связи отметим, что 
слагаемые указанного разложения приводят (см. § IX.6) поочеред
но к случаю А и случаю Б. Если  для компонентного сопротивления 
Z\•> (s) (случай А) поменять местами нечетные части полиномов. 
то получим обратное сопротивление z�> (s) , соответствующее пе
ревернутой ориентации цепи без потерь относительно ее входа и 
выхода. Полюсы н а  мнимой оси обратного сопротивления являются 
полюсами проводимости нагрузки, которая представляет собой 
функцию, обратную функции, определяемой ф-лой (Х.78) . В слу
чае Б перестановка нечетных частей полиномов функции Z\•>(s) 
дает сопротивление z�·> (s ) ,  полюсами которого на  мнимой оси 
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�шляются полюсы сопротивления нагрузки [функции ,  обратной по
Jшному (Х.78) ] .  

Если при синтезе цепи без потерь используется подобный под
ход, то указанные конечные (отличные от нуля) полюсы на  мнимой 
оси выделяются в н ачале разложения. С другой стороны, если 
синтез цепи начцнаетсfl со входа разложением функции Z � (s ) 
в цепную схему, то те же полюсы выделяются в конце разложения 
((ак часть функции нагрузки, определяемой функцией, обратной 
выражению (Х.78) .  

Для успешного проведения этого процесса необходимо, чтобы 
коэффициенты а0, 1а1 , " . ,  ая выражений (Х.76) и (Х.77) были поло
жительными. Таким образом , требования к вспомогательному поли
ному Р.0 являются двоякими. С одной стороны, он должен удовлет
ворять соотношению (Х.7 1 ) или (Х.72) (при удовлетворении одного 
из этих соотношений автоматически удовлетворяется и другое) ; с 
другой стороны, квадрат модуля полинома при s = j(J) [см . выра
жение (Х.76 ) ]  не может иметь отрицательных коэффициентов. 
Прежде чем перейти к задаче нахождения такого полинома, целе
сообразно рассмотреть простой пример, для которого приведенные 
соотношения выполняются без какого-либо сложного анализа. 

С этой целью обратимся к выражению (Х. 1 3) ,  которое исполь
зуется в § Х. 1 для иллюстрации метода Ботта и Даффина .  Имеем 

т1т2-п1n2 = (s2 + 2)2• (Х . 79) 
Умножим и разделим выражение (Х. 1 3) для сопротивления на  про
стой полином Р0 = (s + а) ·, и попытаемся выяснить, можно ли  по
лучить требуемый результат. Новое сопротивление имеет следую
щий вид: 

Z (s) = 
(ss + s + 1 )  (s + a) 

= · (s2 + s + 4) (s + a) 
( ( 1 + a) s2 + a] + (s8 + (1 + a) s] 

[ (1 + a) s2 + 4a] + [sз +  (4 + a) s] 
(Х . 80) 

Выполнение 
к уравнению 

соотношения (Х.7 1 ) приводит в этом примере 
( 1  + a) s2 + 4a =  О при s2 = - 2, 

из которого получаем 
Поэтому 
Тогда 

а = 1 . 
m0 + n0 = s + 1 .  

m, + ris = s3 +  2s2 + 5s + 4 .  

(Х . 8 1 ) 

(Х . 82) 
(Х . 83) 

(Х . 84) 
Преобразованная четная часть функции Z (s) даст следующее разложение на составляющие: 

ZE = 
(s2 + 2)2 ( 1 -s2) = (s2 + 2)2 + 4 (s2 + 2)2- s2 (s2 + 5)2 4 (s2 + 2)2-s2 (s2 + 5)2 

-s2 (s2 + 2)2 + 
4 (s2 + 2)2-s2 (s2 + 5)2 (Х . 85) 
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Если обозначить через Za и Zь сопротивления, соответствующие 
этим двум составляющим, то непосредственно видим, что 

1 1 -(s2 + 2) - (s2 + 2) 2 2 Za (s) = 2 (s2 + 2) + s (s2 + 5) _s 
.... 
8 +-2s2

_
+_5s_+

_
4 

(Х . 86) 

Сопротивление Zь можно найти, умножив сопротивление Za на 
коэффициент -s2 и произведя операцию деления 

Тогда 

1 -- s 2 

3 sз +- s2 + 2s 2 Zь (s) = -s-з +-2s_2_+_5_s_+_4 · 

Соответствующие реализации двух рассматриваемых 
нентных сопротивлений получаются из разложений 

и 

1 Za (s) = -----
1 2s + 

1 -(s2 + 2) 2 
2 (s2 + 2) + зs 

Zь (s) = -2--2 (-s2-,-, -2)--

7 + 2 (s2 + 2) + 3s 

(Х . 87) 

(Х . 88) 

ком по-

(Х . 89) 

(Х . 90) 

Цепные схемы для этоrо простого примера содержаr одиночные 
ветви (степень k полинома Р0 равна единице) ; общая функция на
грузки с учетом постоянного множителя определяется выражением 

2 (s2 + 2) (Х . 9 1 ) 
2 (s2 + 2) + зs 

Выражение (Х.9 1 )  совпадает с функцией, определяемой ф-лой 
(Х.78) , как и должно быть. 

Интересно отметить, что сумма  сопротивлений (Х.89) и (Х.90) 
дает такое же выражение для полного сопротивления, как и фор 
мула (Х. 1 9) ,  полученная методом Ботта и Даффина .  Поэтому 
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окончательная цепь, представляющая собой последовательное сое
динение указанных сопротивлений, совпадает с цепью, изображен
ной на рис. Х.4 .  Значит, когда исследуемое сопротивление содер
жит полиномы второй степени, рассматриваемый метод и метод 
Ботта и Даффина дают аналогичные результаты.  

В связи с этим следует отметить, что в том случае, когда 
постоянная а в ур-нии (Х.8 1 )  отрицательна ,  всегда можно сделать 
ее положительной величиной, если перейти к методу узловых на
пряжений, либо применив метод контурных токов . 

Используя сопротивления Za и Zь, определяемые выражениями 
(Х.86) и (Х.88) , можно исследовать другие особенности изложен
ного выше метода Дарлингтона .  Так, сопротивление Za (s) , полуr 
чаемое из вещественной части ,  соответствующей случаю А, должно 
быть с точностью до постоянного множителя равно функции, об
ратной функции входного сопротивления цепи без потерь, синтези· 
руемой в перевернутом виде (если переставить местами нечетные 
части его полиномов) . Обозначив последнее сопротивление через 
Za2, из выражения (Х.86) находим 

l 
2 (s2 + 2) + s (s11 + 5) 

-- = --------
Zав 2 (s2 + 2) 

(Х . 92) 

Эта функция, если учесть приведенные выше рассуждения, име
ет полюсы на  мнимой оси . Аналогично перестановка :нечетных 
частей функции Zь (s) , полученной из вещественной части, соответ
ствующей случаю Б, должна дать сопротивление Zь2 (s)  переверну
той цепи без потерь. Тогда из выра�ения (Х.88) получим 

3 3 
s3-j- -s11 + 5s s8 + -

2
- s2 + 5s 

z - 2 
- -----w - s8 + 2s' + 2s + 4 (s11 +  2) (s +  2) 

(Х . 93) 

Снова видим, что требуемые полюсы расположены на мнимой оси. 
Когда заданное сопротивление содержит полиномы более вы

сокой степени, то оно в общем случае больше не будет удовлетво
рять соотношениям (Х.7 1 ) , если полином Р0 имеет вид линейного 
множителя (s + а) . Для того чтобы лучше понять ограничения. 
налагаемые в этом случае, необходимо найти более подходящий 
метод построения вспомогательного полинома Ро. 

Если отношения полиномов тв и � из ограничений (Х.7 1 ) n2 т0 рассматривать как реактивные функции и построить их обычным 
способом в виде функций от угловой частоты ro, то согласно 
указанному ограничению необходимо найти такую кривую 
�. котор ая, будучи взятой с отрицательным знаком, пересекает 
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lll2 -кривую - при частотах ro v ,  т. е. в точках, в которых веществен-
� ная часть исходного сопротивления имеет нули.  Для рассмотрен

ного в примере сопротивления, определяемого выражением (Х . 1 3) , 
такое графическое изображение ограничения (Х.7 1 )  дано на  
рис. Х.9а . 

а) !!!l. или. - n11 
d) 

11, т, JZ 
) 1  

3 " "' 

-jS 

Рис. Х.9 
n1 т2 при ro = ro , - = - - , можно m1 n2 

j t  

s " 
-j J 
-JJ 
-JJ 

Ясно, что линейный мншки
тель (s + а) для полинома 
то + по будет всегда пригод
ным, когда полиQОМ т2 + n2 
является квадратичным. Из 
графического представления 
видно также, что если часто
та ro v больше нуля поли но· 
ма т2, то требуемая прямая 
линия - � будет иметь поло-

то жительный наклон, что невоз
можно, так как полином то + 
+ п0 должен быть полиномом 
Гурвица. Однако, поскольку 
обойти эту трудность, перейдя 

к методу узловых напряжений, при котором полиномы т2 + n2 и 
т1 + п1 меняются местами. 

Иначе обстоит дело в том случае, когда полином т2 + п2 имеет 
более высокую степень (функция ..!!2 содержит несколько чере

n2 
дующихся нулей и полюсов) и существует ряд частот ro. , на ко-
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торых требуется, чтобы кривая неизвестной функции ..!!о.... , взятая 
то 
т2 З с отрицательным знаком, пересекла кривую функции - . десь 
n2 

графический метод, хотя и способствует разъяснению характера 
рассматриваемой задачи, однако становится ме.нее эффективным 
в качестве средства вычисления при построении требуемого 
полинома то + по. 

Используя сокращенное обозначение (Х.74 ) ,  можно нули вто
рого порядка четной части заданного сопротивления Z (s) на мни
мой оси выразить следующим образом : 

м ( 2 2)2( 2 2)2 ( 2 2 )2 = s + (01 s + (02 . . .  s + (.(), ' (Х . 94) 

где четное целое 2r равно степе.ни полиномов п фун:кции Z (s) . 
Тогда отношение (Х.7 1 )  принимает вид 

т. = (msm0 + п1п0) = V М = ( s2 + (J)f) • • • (s + (.();) . (Х . 95) 

Нетрудно заметить, что требование, вытекающее из этого урав
нения, эквивале�тно требованию, которое встречается при построе
нии сопротивления 

когда его четная часть определяется зависимостью 
m2m0 + n8n0 

2 2 m2 -n2 

(Х . 96) 

(Х . 97) 

Таким образом , нам удалось свести задачу построения полино
ма Ро = то + п0 к задаче построения сопротивления по его задан
ной четной части, с которой мы хорошо знакомы и для ее решения 
располагаем несколькими методами. 

Следует заметить, что функция ,  определяемая выражением 
(Х.96) , не является функцией входного сопротивления. Все ее 
нули н аходятся в правой полуплоскости. Она представляет собой 
сопротивление передачи с «максимальным фазовым сдвигом» . Это 
можно также установить из того факта, что ее вещественная часть 
на мнимой оси [см . выражение (Х.97) при s = j(J)] изменяет знак 
во всех нулях полинома М. Следовательно, вещественная часть 
функции Z* (s )  на мнимой оси имеет только простые нули .  

Тем не менее нельзя быть уверенным в том, что построение 
полинома т0 + п0 описанным методом приведет к полиному Гур
вица. Применительно к графическому построению, изображенному 
на рис. Х.9а, такой результат означает, что не обязательно суще-
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ствует реактивная функция ..!1. (взятая с отрицательным знаком ) ,  
то 

которая пересекает график функции т, только при заданных ча-
n2 стотах (J), • Для того чтобы указанная реактивная функция пере

секала в данных точках этот график, она должна пересекать его в 
одной или более добавочных точках, остающихся произвольными .  

Поскольку подобные добавочные пересечения, очевидно, допу
стимы, выбор .их может быть использован как средство для полу
чения полинома Р0, который является не только полиномом 
Гурвица (функция ..!1. имеет чередующиеся простые нули и по-mо 
.люсы) , но и удовлетворяет дополнительному условию, согласно 
которому все коэффициенты выражения (Х.76) положительны. 

При построении сопротивления (Х.96) по четной части , опреде
ляемой выражением (Х.97) , эти дополнительные произвольные 
nересечения соответствуют избыточным множителям вида (s2 + 

2 v-+ (J) k ) , вводимым в выражение для функции М. Метод Мията, 
применяемый для определения полинома т0 - п0 в числителе вы
ражения (Х.96) , является для данного случая весьма удобным. 
Таким образом, используя только указанные множители функции 
V М, можно предварительно найти функцию Z* (s) . Если рассмат
риваемый процесс дает пригодный полином Р0, то на этом про
цедура заканчивается . В противном случае необходимо умножить 
предварительно выбранную функцию Z* (s ) на коэффициент 
(s2 + (1)2 )  с произвольным значением ro�  и далее выполнить извест
ный процесс деления. По полученному в результате остатку можно 
попробовать определить, возможно ли решение. Если оно невоз
можно, то следует попытаться ввести дополнительные избыточные 
множители 1 и использовать метод последовательных приближений. 
На практике иногда возникает целый ряд случаев, когда этот про
цесс приводит к описанным неудобным ситуациям .  

Проиллюстрируем теперь рассмотренный метод на нескольких 
примерах. Рассмотрим функцию сопротивления 

3 1 3  
s• + - sa + -- s2 + 6s + 6 

Z (s) = __ 2 ___ 2 ___ _ 
s4 + s3 + l l s2 + 5s + 24 

(Х . 98) 

которая построена в предположении, что полюсы расположены в 
точках s = -1 ± j и s = -1  ± j2 , а нули четной части определя
ются выражением М = m1mz - n1n2 = (s2 + 2) 2 (s2 + 6)2• (Х . 99) 

1 Когда в1<лючение избыточных множителей превращает выражение (Х.97) 
в неправильную дробь, функцию Z* (s) , определяемую выражением (Х.96) , все же 
строят с помощью рассматриваемого процесса; отличие заключается лишь в том, 
что частное содержит четные члены. Они представляют собой часть функции Z* (s) , 
которая также является в этом случае неправильной дробью. 
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Предварительно для построения сопротивления (Х.96) опреде
лим вспомогательное сопротивление Z' (s ) , соответствующее функ
ции М, равной единице. В результате получим 

(Х . 1 00) 

Построение полинома т0 - п0, определяемого выражением 
(Х.96) , требует умножения функции Z' (s ) на полином V М = 
= (s2 + 2) (s2 + 6) = s4 +8s2 + 1 2  и выполнения операции деления 1 s8 + 45 

s4 + s8 + l 1 52 + 55 + 24 57 + 5в + 1 556 + 9s4 + 68s3 + 2052 + 845 + 1 2 
57 + 56 + l l s6 + 5s4 + 2453 

45& + 4s4 + 445з + 2052 + 845 + 1 2  
451 + 4s4 + 4453 + 2052 + 965 

- 1 25 + 1 2  
(Х . 1 0 1 )  

Постоянный множитель в данном случае тривиален, поэтому 
оказывается , что т0 - п0 = 1 - s или т0 + п0 = s + 1 является 
соответствующим вспомогательным полиномом . На рис. Х.9б дано 
графическое построение для этого примера .  Так же, как и в пре-
дыдущем , более простом примере, линейная функция � обеспе-то чивает выполнение требуемых ограничений. 

Четная часть преобразованного сопротивления определяется 
выражением 

(52 + 2)2 (52 + 6)2 ( l  - 52) Zs = = Zав +Zьв, (Х . 1 02) 
[ (s4 + 1 1 52 + 24)2 - 52 (52 + 5)2] ( l - 52) 

откуда можно найти 

и 

(52 + 2)2 (s2 + 6)2 Zав = 
[ (s' + 1 1 52 + 24)2-52 (52 + 5)2] ( 1 -52) 

(Х .  l ОЗ) 

Zьв = -52 (s2 + 2)2 (52 + 6)2 
[ (54 + 1 1 52 + 24)2 - 52 (52 + 5)2] ( l  -52) 

(Х . 1 04) 

Сопротивления, соответствующие этим четным функциям, имеют 
вид 

1 
- 54 + 452 + 6 

Za (s) = 2 
-

s6 + 254 + 1 253 + 1 6s2 + 295 + 24 
1 - ---------
25 (452 + 1 7) 2s + 4 + -.......:.-"---'-

(52 + 2) (52 + 6) - 379 -
(Х . 1 05) 



и 
1 7  56 + 2s4+ 8s3+-
2
- s2 + 1 25 

Zь (s) = s6 + 2s4 + 12s8 +  16s2 + 29s + 24 
- ---------

2 -+ -------5 5 (4s2 + 1 7) 
1 + 

2 (511+ 2) (52 + 6) 

(Х . 1 06) 

Реализация сопротивлений Za и Zь осуществляется непосред
ственно. 

Рассмотрим далее сопротивление 
20 1 7  62 2 st +- 58 +- 511 +- s +  -

Z (s) = ___ з ___ з ___ з �_з_ s• + s8 + l l s2 + 5s + 24 
(Х . 1 07) 

имеющее такие же полюсы, как и сопротивление (Х.98) , но для 
которого 

(Х . 1 08) 
Вспомогательное сопротивление, соответствующее М = 1 ,  совпада
ет с функцией, определяемой, как и р аньше выражением (Х. 1 00 ) 
(так как полюсы сохраняются прежними) . 

Попытаемся, прежде всего, построить полином то - по, выра -
женный ф-лой (Х.96) , для чего умножим функцию Z' (s) па  УМ = 
= (s2 + 1 )  (s2 + 4 )  = s4 + 5s2 + 4 и далее осуществим операцию 
деления l s8 + 5  

s" + s3 + J J 52 + 5s + 24 57 + 5s + 12s6 + 6s• + 39s8 + 9s11 + 28s + 4  
s7 + s• + 1 1 s& + 55• + 24s8 

5& + s4 + l55З + 9s11 + 28s + 4  
s&+ s" + 1 1 s3 + 5s2 + 24s 

458 + 4s2 + 4s+4 
(Х . 1 09) 

Полученная здесь остаточная функция не является, очевидно, 
пригодным полиномом т0 - п0, так как соответствующий полином 
то + п0 не является полиномом Гурвица . Поэтому умножим его 
на избыточный множитель (s2 + а2) и вновь осуществим деление. 
Поскольку 

(s3 + s2 + s +  1 )  (s1 + a2) = s6 + s4 + (а2 + l) s3 + (а2 + l)sll + a2s + a2, 
(Х . 1 1 0) 

операция деления выглядит следующим образом : 

s4 + s8 + l ls2+ 55 + 24 \;+s4+ (a1+I) s3+ (a11+l ) s2 + а25+ а2 
s•+s" + 1 1  s3 + 5s2 + 24s 

(a11- 10) s3+ (a2-4) s•+(a11- 24)s + а2 • - 380 -
(Х . 1 1 1) 



Выберем величину а2 такой, чтобы остаток при s -+ -s стал 
полиномом Гурвица и чтобы все коэффициенты полинома 
(m� -ng) , при s = jro были положительными (причем попытаемся 
достичь всего этого наиболее простым путем) .  Применительно к 
нашему примеру видим, что если выбрать а2 = 1 0, то полином Р0 
будет иметь вид 

Po = m0 + n0 = 3s2 + 7s +  5. (Х . 1 1 2) / 
Этот полином представляет собой полином Гурвица, а все коэф

фицие!lты полинома 
т� -п� = 9s4 - 19s2 + 25 (Х . 1 1 3) 

являются при s = jro положительными. Указанный выбор величины 
а2 сводит, в частности, полином Р0 к квадратному полиному, упро
щает остальные вычисления и результирующую цепь. 

Вычислим теперь 
m2+n. = (s4 + s3 + 1 ls2 + 5s + 24) (Зs2 + 7s +  5) (Х . 1 1 4) 

и составим четную часть преобразованного сопротивления 
Z _ (s• +  l )• (s• + 4)• (25 - 1 9s2 + 9st) - z + z  +z 

В 
-

л 2 � 2 
- аВ ЬВ 

сЕ , 
т2 - n2 

1<0мпонентами которого являются функции 
25 (s2 + 1 )2 (s2 + 4)1 Zав " 2 " 2  m2 - n2 

z _ - 1 9s2 (s11 + 1 )1 (s11 + 4)11 

ЬВ - л 2  " 2  m2 - n2 
984 (s• + J )Z (s2 + 4)• Zсв = " 2  ,.. 2 • 

m2 - n2 

(Х . 1 1 5) 

(Х . 1 1 6) 

(Х . 1 1 7) 

(Х . 1 1 8) 

Построение соответствующих сопротивлений Za, Zь, Zc и их реали
зация осуществляются известным способом . 

Графическое построение для определения полинома то + по 
приведено на рис. Х.9в. Представляет интерес сравнение этого ри-
сунка с рис. Х.9б. На обоих рисунках функция mz одинакова .  Одна-. � ко из измененного расположения требуемых пересечений с функ-• по • циеи - - становится совершенно очевидным, что линеиная то 
функция - �может оказаться неудовлетворительной. Дополни-то 
тельное пересечение в точке ro = VТО, обусловленное добавочным 
избыточным множителем, также является, очевидно, результатоJ\11 
более общего характера этой функции, необходимой для получения 
требуемых пересечений в точках ro = 1 и ro = 2. 
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Иллюстрации, подобные рис. Х.9б и Х.9в, очень полезны в том 
отношении , что позволяют произвести быструю оценку степени 
сложности требуемой функции - � для любого заданного слу-то чая . Эти сведения можно затем использовать при управлении про
цессом последовательных приближений, который включает опера 
цию деления для определения полинома то - по. 

Из приведенного графического представления видно также, 
что данный метод, очевидно, непригоден, когда величины ro� в вы-
ражении (Х.94) для полинома М совпадают друг с другом, т. е . 

полюс 2�10 пор111ка 

s 

\ \ ... -
�л 1 \ / � \ 

\ / 

f 

� 1 ..,. __ 
1 

1 

JW 

EIUHl/l(Jf, ... _/ DKPf111tHDtm6 
' 

' 

" 

\ 
1 

/ 
1 

/ 

d 

Рис. Х. 10 

когда вещественная часть задан
ного сопротивления имеет нули 
на мнимой оси, кратные четырем, 
шести и т. д. Для того чтобы про
анализировать именно такую си
туацию, рассмотрим обобщение 
метода Мията, справедливое для 
особого случая, в котором все ну
ли четной части заданного сопро
тивления расположены в одной и 
той же конечной точке мнимой 
оси, отличной от нуля .  

Здесь полезно нормализовать 
частотный масштаб таким обра
зом, чтобы единственный нуль 
четной части порядка выше пер
вого располагался в точке ro = 1 .  
Тогда заданное сопротивление 

Z (s) = P (s) с полиномами степени п будет иметь четную часть 
Q (s) вида 

(ss + l )n 
Z Е (s) = Q (s) Q ( _ s) (Х . 1 1 9) 

Если полюсы функции Z (s) расположены надлежащим образом, 
то функция, определяемая последним выражением , легко может 
быть синтезирована по методу Мията с помощью преобразования 

(Х . 1 20) 

Таким образом,  когда нули функции Q (s) расположены в точ
ках, которые отображаются в плоскости s на единичную окруж
ность или являются н а  этой окружности комплексно-сопряженными 
парами (рис. Х. 1 0) , то рассматриваемую функцию можно предста
вить следующим образом : 
Q (s) = (s- s1) ( s -+i-) <s-sJ (s- :

2
) • • •  (s-sr) ( s--;) . (Х . 1 2 1 ) 
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причем 2r = п. Учитывая, что 
(s-sk) (s- ;k ) = S [ (s++ ) -( sk + ;k ) J .  (Х . 1 22) 

преобразование (Х. 1 20) , а также соотношение 
1 Лk = Sk +- (Х . 1 23) Sk 

позволяют представить исследуемый полином в виде 

и 
Q (s) = s' (Л- Л1) (Л-ЛJ . . .  (Л- Л,) = s,Q (Л) (Х . 1 24) 

Q (-s) = s' (Л + А.1) (А.+ A.J . . .  (А. + Л,) = (- l) 's'Q(- A.) . (Х . 1 25) 
Поскольку 

(Х . 1 26) 

то четная часть, определяемая ф-лой (Х. 1 1 9) , выраженная в зна� 
чениях новой частотной переменной А.,  примет вид 

- (- l )'Лп Zг (А.) = Q(Л) Q (- Л) ° 
(Х . 1 27) 

На мнимой оси плоскости А. (т. е. при А. = ju) имеет место соот� 
ношение 

(Х . 1 28) 
J'огда вещественную часть сопротивления Z (Л)  на мнимой оси. 

соответствующую четной части, определяемой выражением (Х. 1 27) . 
можно записать следующим образом : 

,..., un 
Re [Z (ju) ] =---. (Х . 1 29) 

В (и2) 
Это выражение совпадает с выражением для последнего члt:ьа 

разложения (Х.30) . Согласно методу Мията видим, что функции 
Z (А.) соответствует реализация (в области А.) в виде простой не� 
уравновешенной цепной схемы, состоящей из параллельных индук, 
тивностей, последовательных емкостей (с общим числом ветвей. 
r = ; ) и резистивного сопротивления нагрузки . 

По этой реализации в области 'А можно легко найти соответст, 
вующую реализацию в области s, если учесть, что преобразование 
переменной, определяемое выражением (Х. 1 20) , приводит для каж, 
дой индуктивности или емкости в области 'А соответственно к по, 
следовательному или параллельному LC контуру в области s. 

В частности, индуктивности L в области i\. соответствует сопротив, 
ление 

L LЛ. = Ls + - . 
s 
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В области s она преобразуется в последовательный контур с ин-
1 дуктивностью L гн и емкостью - ф. Аналогично емкости С в об· L 

:r асти Л. соответствует проводимость 
СЛ. = Сs + ..Е... . (Х . 1 3 1) 

s 
В области s она преобразуется в параллельный контур с емкостью 

1 с ф и индуктивностью - гн. 
с 

Когда полюсы данного сопротивления имеют отличное от 
рис. Х. 1 0 расположение в плоскости s, то, очевидно, его можно 
скорректировать путем добавления сопротивления, содержащего 
частотные множители вида (s - sk) . Точки sk представляют собой 
отображения тех полюсов исходного сопротивления, которые до 
введения коррекции таких отображений не имели. Совокупность ука
занных множителей образует в данном случае соответствующий 
вспомогательный полином вида 

P0 = m0 + n0 = (s -sJ (s -sь) . . .  (s-si) · (Х . 132) 
Так же, как и в рассмотренном выше процессе добавления мно

жителей, здесь требуется, чтобы поли1юм (m� -n�) при s = jro 
[см. выражение (Х.76) ] был полиномом от переменной ro2 с поло
жительными коэффициентами. Если вначале последнее условие не 
выполняется, то можно добавлять пары множителей полюсов на 
вещественной оси до тех пор, пока оно не будет выполняться . 

Обозначим число множителей полинома Ро через k (оно всегда 
будет четным целым) , тогда полиномы Q (s) и Q(A.) , определяемые 
срответственно выражениями (Х. 1 24) и (Х. 1 25) , представляют со-
бой преобр азованные полиномы, причем целое число r = n + k  2 
Теперь вместо выражения (Х. 1 1 9) можно записать 

(s2 + l )n (т2 -п2) 
Z (s) - 0 0 (Х 1 33) Е - Q (s) Q (-s) ' . 

а вместо выражения (Х. 1 27) -

\ ' п � ( - 1 ) 21..п Zв (Л.) = Q(?..) Q(-1..) 
Учитывая[, ':f-; ] = ��k + . " + �о+ . " + �krok , 

( - 1 )  2_s
k s=joo 

(Х . 1 34) 

(Х . 1 35) 

можно найти следующее выражение для вещественной части задан
ного сопротивления н а  мнимой оси : - 384 -



Re[Z (ju) ] = Re[Z (jro) ] = �( ��k + . . .  + Ро + . . . + Pkrok) . В (и2) оо 

(Х . 1 36) 

Полином В(и2) имеет тот же вид, что и полином, определяемый 
выражением (Х. 1 28) , но его степень теперь будет не п, а п + k. 
1 Iоэтому множитель, стоящий перед скобками в правой части вы
ражения (Х. 1 36) , при малом ro изменяется пропорционально rok, 

1 11 при большом ro - пропорционально -k . Произведение этого мно-
оо 

жителя и первого слагаемого суммы, стоящей в скобках, представ
.1 1 нет собой компонентную вещественную часть, имеющую в точке 
11J = оо k нулей второго порядка ; следующий член имеет один такой 
нуль в точке ro = О  и k - 1  нулей в точке ro = оо и т. д. ;  последний 
1 1лен имеет k нулей второго порядка в точке ro = О. Кроме того, 
1<аждая компонентная вещественная часть содержит совпадающие 
нули второго порядка в точке ro = 1 ,  так же, как у вещественной 
1 1асти, определяемой выражением (Х. 1 29) . 

Таким образом, компонентные сопротивления, соответствую
щие членам выражения (Х. 136) , реализуются в области s посред
ством простых неуравновешенных цепных схем, имеющих общее 
число ветвей, равное k. Каждая из этих ветвей содержит либо одну 
индуктивность, либо одну емкость, и все они нагружены на  одина-
1ювое (с  точностью до постоянного множителя) сопротивление. 
Реализация его осуществляется по тому же принципу, что и реа
,rшзация сопротивления, соответствующего вещественной части, оп
ределяемой выражением (Х. 1 29 ) . 

Следует заметить, что в процессе н ахождения сопротивлений по 
слагаемым вещественной части, определяемой выражением (Х. 1 36) , 
необходимо определить только основное сопротивление для слага
емого ·Ро и сопротивления для слагаемых . f3 1 , • • • , /3k· Сопротивления, 
соответствующие слагаемым f3-;, можно в этом случае получить по 
сопротивлениям, соответствующим слагаемым /:};, путем простой 
замены s на  -1- и умножения н а  дробь 13-1 , где i = 1 ,  2, . . .  , k. 

s � 
Справедливость этого утверждения следует из того очевидного фак
та, что между четными частями рассматриваемых сопротивлений 
существует именно такая связь. 

В качестве прос.того примера  рассмотрим сопротивление 

2 2 
. .st + 3 s8 + 2s2 + 3 s + 1 

Z (s) = -------
sf. + 3s3 + 4s2 + зs +  1 

Нули его четной части даются выражением 
М = т1т.,.-п1п2 = (s2 + 1 )\  
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а расположение его полюсов можно определить, если представить полином знаменателя следующим образом : 
(Х . 1 39) 

Полученные полюсы, очевидно, удовлетворяют необходимому требованию, так как расположены в виде пар на единичной окружности. Между прочим, и без разложения полинома знаменателя на множители видно, что нули этого полинома расположены зеркально относительно единичной окружности, учитывая, что его коэффициенты обладают симметрией относительно центрального члена .  Нетрудно показать, что отмеченное условие является достаточным для получения требуемого расположения нулей в плоскости s .  Четную часть исследуемого сопротивления, очевидно, можно представить как 
(s2 + 1 )4 Zв (s) = (Х 1 40) (ss+s+ 1 )  (sl-s+l )(s2+2s+ l )(ss-2s+l )  · 

В области Л. она принимает вид 
- л• Zв (Л.) = 

(дs- 1) (дs - 4) 
и соответствует сопротивлению 

(Х . 1 4 1) 

(Х . 1 42) 

Используя далее разложение этого сопротивления в непрерыв ную дробь 
Z (Л) 

3 1 
-;:- + 

2 - + 1 зл 

(Х . 1 43) 

получим цепь, изображенную на рис. X. 1 l a , соответствующую реализации в области Л., и цепь, изображенную на  рис. X . l  l б, соответствующую реализации в области s .  Определив, что заданное сопротивление, описываемое выражением (Х. 1 37) , удовлетворяет специальным условиям реализуемости, заключаем, что его можно синтезировать прямо по разложению в области s. При этом 
z (s) = -

3
-
s 

-----

--- + ----s• + 1 2 
- s  
3 

1 �+ 
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Выражению (Х. 1 44) соответствует реализация, изображенная на  
рис. Х. 1  l б. 

Более интересно рассмотреть другую функцию 
1 1 5 208 29 s4 +-- s3 +-- s2 +- s+-

Z (s) = __ 1_26 ___ 1_26 ___ 63 ___ 2_ 
s4 + 4s3 + 6s2 + 5s + 2 (Х . 1 45) 

с теми же нулями четной части, что и в предыдущем примере, но 
для которой полином знаменателя 

�4 + 4s3 + 6s2 + 5s +  2 = (s2 + s +  1) (s + 1) (s+2) (Х . 1 46) 
не имеет требуемого расположения нулей . .Ясно, что в данном слу
чае необходимо добавить вспомогательный полином 

а} 

ltSJ ---
IH. fl, 111 

Рис. Х.11 

(Х . 1 47) 

В результате вещественная часть на мнимой оси согласно раз
Jюжению (Х. 136) примет вид 

Re [Z U<•) ] � и• 

( 25 ) ( � + : + ro' ) · (Х . 1 48) 
(и2 + 1 ) (и2 + 4) u2 +4 

Тогда основная вещественная часть определяется выражением 

(и2 + 1 ) (и2 + 4) ( u2 +  � )  
ro10 -4ros + бrоа -4ro4 + ro2 

[Q (s) Q (-s))s=jro (Х . 1 49) 

в котором Q (s ) - преобразованный полином знаменателя, опреде
ляемый произведением множителей из выражений (Х. 1 46) и 
(Х. 1 4  7) . Этой вещественной части соответствует основное сопротив
ление 

25* 
Zь (s) = _2_ . 38s5 + 20s4 + 76s3 + 20s2 + 38s 

189 2s8 +  1 1s6 + 25s' + 32s3 + 25s2 +  l ls + 2 
- 387 -
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Умножив его на коэффициент - s2 и произведя деление по ме
тоду Мията, получим сопротивление, соответствующее члену при 
с:о2 из выражения (Х. 1 48) . Оно имеет вид 

z (s) = -2- . 1 89s8 + 399s6 + 588s4 + 437s3 + 209s2 + 38s • (X . l5 l) 
0 189 2s8 + l ls• + 25s« + 32s8 + 25s2 + l ls + 2  

Заменив s н а  -1-, получим (не считая множителя -1-) сопротив-s 4 
ление, соответствующее первому члену выражения (Х. 1 48) : 

la --

lь 189 -- 38 

Zc --

z (s) = -2- . 38s6 + 209s4 +437s8+ 588s11 + 399s+ 1 89 • (Х . 1 52) а 1 89 2s8 + l l s6 + 25s4 + 32s8 + 25s2 +  l ls + 2  
189 

JG! 

10 
19 

1892 
7GO 

J8 (38)2 189 189 

169 
361 

381 ш ю 1f 
zн, f/J, 011 
Рис. Х. 12 

Таким образом, со против-
ление, заданное выражением 
(Х. 1 45) , имеет разложение 

Z (s) = -1 Za (s) + 4 
5 (Х . 1 53) + - Zь (s) + Z0 (s) . 4 

Отдельные сопротивления 
этого выражения, в свою оче-
редь, можно представить в ви-
де следующих разложений :  

� z (s) = 38 а 
1 
1 s +  s + f (s) 

(Х . 1 54) 
1 89 z ( ) - 1 -- ь S -38 1 s +-+ f (s) s 

189 z (s) = 38 с 1 -+ s 

(Х . 1 55) 

+ + f  (�) 
(Х . 1 56) 

В этих формулах 'функция f (s) определяется так: 
f (s) = f (-1 ) = 189s' + 36ls4+568sз + 36ls• + 189s = s 38sl + 20s4 + 7бi' + 20s2 + 38s 

_ 1 89Л1 + 361Л +  190 ....!!_ + 1 (Х . 1 57) 
38Л1 + 20Л 2).. 20 38 

- 388 -
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Реализации сопротивлений Za, Zь и Zc, соответствующие напи
санным разложениям, изображены на рис. Х. 1 2. По ним нетрудно 
получить и требуемую реализацию сопротивления Z (s) , определя
емого выражением (Х. 1 53) . 

Х.5.  Метод, приводящий к резуnыатам 
Ботта и Даффина [24] 

На основе рассмотренных методов синтеза можно разработать 
более логический и прямой метод получения реализации Ботта и 
Даффина, при котором вычисления окажутся менее громоздкими. 
Начнем анализ с рассмотрения сопротивления Z 1 (s) , имеющего ве
щественную часть, равную нулю в двух точках мнимой оси. Снова 
выберем нормализацию относительно точки (1) = ± 1 .  Тогда нули 
четной части этого сопротивления могут быть представлены в виде 

М = m1""2,-п1п2 = (s2 + l ) 1p (s2) . · (Х . 158) 
Здесь четный полином р (s2 ) содержит все оставшиеся нули исход
ной функции, отличные от указанной пары нулей. 

Введем в сопротивление Z1 (s ) вспомогательный полином то + 
+ п0• При этом четная часть 

(s2 + 1 )2 (т� -п�) p (s2) Z 1 в = (Х . 1 59) (m2m0 + n2n0)2- (msn0 + n2m0)2 
В последнем выражении полином т� - п� при s = j(I) рассма

тривается как полином с положительными коэффициентами, опре
деляемый ф-лой (Х.76) , причем получаем разложение веществен
ной части н а  аддитивные компоненты. Рассмотрим далее основную 
четную часть 

lвЕ = (s2 + 1 )2 p (s2) -
(m2m0 + n2n0)2- (m2no + ngm0)2 

(s2 + 1 )2 р (s2) - --����--
(т� -п�) (т�- п�) 

(Х . 1 60) 

и найдем по ней соответствующее основное 
щее нули н а  мнимой оси. Оно имеет вид 

сопротивление, имею-

Zв (s) = (sz + l ) (mь + nь) . (т2 + n2) (m0 + n0) 
(Х . 1 6 1 ) 

- З адача исследования сводится к такому определению полинома 
(то + п0) , при котором четная часть выражения (Х. 1 60) соответ
ствовала бы сопротивлению, определяемому выражением (Х. 1 6 1 ) .  
В обычном процессе н ахождения сопротивления по его четной ча
сти прежде всего определялся полином знаменателя сопротивления 
по знаменателю его четной части. Этот этап довольно прост, так 
как в данном случае лишь отбрасывались нули знаменателя чет-
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ной части, расположенные в правой полуплоскости . Основная з а
дача сводилась к определению полинома числителя требуемого со
противления, заданного посредством полинома его знаменателя 
и нулей четной части. В рассматриваемом же случае нельзя неза
висимо построить полином знаменателя, так как неизвестен мно
житель (то + по) . Неизвестен , кроме того, не только числитель, но 
и знаменатель, поскольку для сопротивления (Х. 1 6 1 ) необходимо 
найти и полином (ть + пь) , и полином (то + п0) . Можно, однако, 
следующим образом свести данную задачу к обычной. 

Для того чтобы найти сопротивление, определяемое выражени
ем (Х. 1 6 1 ) ,  используя четную часть (Х. 1 60) , умножим числитель 
и знаменатель выражения (Х. 1 6 1 ) на произведение (т2 - п2) Х 
Х (то - по) . Тогда 

Ev[ (s2 +  l ) (ть + пь) (т2- пJ (т0-по) ] = 

= (s2 + 1) 2  p (s2) , (Х . 162) 
где через Ev сокращенно обозначена  «четная часть». Согласно, на
пример, методу Геверца необходимо приравнять коэффициенты 
при одинаковых степенях переменной s2 из обеих частей этого урав
нения (после сокращения общего четного множителя (s2 + l ) ] . 
Сравним этот случай с тем,  в котором искомым является сопро
тивление вида 

(ть + nь) (то- по) 
m2 + n2 

при известной четной части вида 
(ss + l ) p (s2) 

2 2 m2 ·- n2 

(Х . 1 63) 

(Х . 1 64) 

Для указанной задачи определяющим является уравнение 
Ev [ (ть + пь) (т0-п0) (m2- nJ ] = (s2 + l )p (s2) . (Х . 165) 

Ясно, что эту задачу можно использовать для определения как 
вспомогательного полинома (то + п0) ,  так и множителя (ть + пь) 
числителя основного сопротивления, характеризующегося выраже
нием (Х. 1 6 1 ) .  Следовательно, при известном полиноме (т2 + п2) 
ур-ние (Х. 1 65) позволяет ( с  помощью обычного метода Геверца )  
найти полином, представляющий собой произведение (ть + пь) Х 
Х (то - по) . Поскольку оба сомножителя в последнем произведении 
должны быть полиномами Гурвица, нетрудно разделить получен
ный 1 таким образом полином на  два множителя, причем к полиному 
(то - по) отнести нули функции, расположенные в правой полу
плоскости. 

При рассмотрении степеней полиномов видно, что если полино
мы (т1 + п1 )  и (т2 + п2) заданного сопротивления имеют степень 
п, то, обозначив степени полиномов (ть + пь) и (то + п0) через г 
и k, соответственно, имеем 

г + k < п  или k < п-г. (Х . 1 66) 
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Это вытекает из того обстоятельства, что степень числителя 
с·опротивления (Х. 1 63) не может превышать п. Основное сопро
тивление, определяемое ф-лой (Х. 1 6 1 ) ,  согласно построению его 
четной части [см . ф-лу (Х. 1 60) ] должно иметь простой нуль в точке 
s = оо. При этом 

r + 2 = n + k- 1 .  (Х . 1 67) 

Подстановка величины r, полученной из ур-ния (Х. 1 67) ,  в вы
з ражение (Х. 1 66) дает k � 2 , а поск<tльку k должно быть целым 

числом, то 
k =  1 и r = п - 2. (Х . 1 68) 

Следовательно, требуемый вспомогательный полином всегда 
имеет первую степень, т. е. ур-ние (Х. 1 65) всегда приводит к поли
ному (ть + пь) (то - п0) , имеющему не более одного нуля в пра
вой полуплоскости. 

К такому результату можно прийти, если учесть, что выраже
ние (s2 + l ) p (s2) при s = jro изменяет знак только один раз в ин
тервале изменения переменной О < ro < оо ,  и ,  следовательно, веще
ственная часть функции, определяемой выражением (Х. 1 63) ,  изме
няет знак также только один раз в пределах указанного бесконеч
ного интервала . Когда сопротивление имеет более одного нуля 
в правой полуплоскости, то полное изменение его угла превышает Зn , и вещественная часть изменяет знак, по меньшей мере, дважды 
2 

в пределах интервала О < ro < оо .  

Однако изменение знака вещественной части сопротивления в 
какой-либо точке мнимой оси не обязательно означает, что оно 
имеет нуль в правой полуплоскости. Как известно, вещественная 
часть сопротивления не может оставаться положительной на мни
мой оси, несмотря на то, что все его нули и полюсы находятся 
в левой полуплоскости. Следовательно, построение сопротивления 
по четной части, определяемой выражением (Х. 1 64) , не обязатель
но должно привести к полиному числителя, имеющему нули в пра
вой полуплоскости ; в этом случае оказывается, что требуемый по
лином (то + п0) нельзя получить· предложенным методом. 

Покажем теперь, что для получения необходимого результата 
может потребоваться переход от метода контурных токов к мето
ду узловых напряжений и что если использование одного из них 
оказывается неэффективным, то он с успехом заменяется другим.  

Поскольку известно, что полином (то + по) представляет со
бой полином первой степени,  его можно представить при а > О как 
множитель (а + s) . Полином числителя выражения (Х. 1 63) , кото
рый можно сокращенно записать как 

ma + na = (ть + пь) (а-s) , - 39 1 - (Х . 1 69) 



имеет четную степень, а коэффициент при его старшем члене - от
рицательный. Если учесть, что четная часть заданного сопротивле
ния Z 1 (s)  является четной частью выражения (Х. 1 64) , умножен
ного на (s2 + 1 ) ,  то, используя для построения сопротивления ме
тод Мията , получим 

(та + n0) (sl + 1 ) = -bs + т1 + n1 , (Х . 170) m2 + n2 m2 + nz 
rде коэффициент Ь - положительное число. Таким образом, 

т + п = (m1- bsn2) + (n1- bsm2) 
а а s• + 1 ' (Х . 17 1 )  

откуда вытекает следующее требование : 
mi = ...!З..... = Ьs при s = j. n2 mz 

(Х . 1 72) 

Первое равенство в этой зависимости выполняется автоматиче
ски, так как множитель (s2 + 1 )  содержится в полиноме (m1 m2 -
- п1п2) . Для выполнения второго равенства необходимо, чтобы 
соотношение 

(Х . 1 73) 

обеспечило выполнение неравенства Х > О. 
Когда Х - отрицательно, нужно перейти к методу узловых на

пряжений, что эквивалентно перестановке индексов 1 и 2 в приве
денных выше выражениях. Тогда вместо соотношения (Х. 1 72) по
лучим 

т2 1� Ь . - = - = s при S = J . n1 т1 
(Х . 1 74) 

Поскольку дроби � и тх имеют противоположные знаки т1 n2 
в точке s = j, то, как и в методе Ботта и Даффина, методы контур
ных токов и узловых н апряжений взаимно исключают друг друга. 

В качестве примера, иллюстрирующего описанный метод синте
за, р ассмотрим сопротивление 

для которого 
Z (s)

= m1 + n1 s' + l , 5s8 + 4s1 + 2 , 4s + l , 6 (Х . 1 75) m2 + n2 s' + 4s8+ l l sl + 1 4s + 1 0 

. (Х . 176) 
С учетом выражений (Х. 1 63) и (Х. 1 64) здесь возникает задача 

нахождения сопротивления, четная часть которого равна · (s2 + 4) (s' + ss + 1 ) (Х . 1 77) 

Это сопротивление имеет, конечно, знаменатель выражения 
(Х. 1 75) , и если составить и решить обычные уравнения Геверца 
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или применить метод Мията, то получим полином числителя 
4 + s + 2s2 - 2i' (ть + nь) (т0 -п0) 1 0  

(Х . 1 78) 

Единственный положительный вещественный нуль этого полино
ма находим обычным методом последовательных приближений .  Он 
оказывается равным 1 ,8525. Тогда 

m0 + n0 = s +  1 ,8525; (Х . 1 79} 
+ s2 + 0 , 8525s + l , 0793 ть nь = 

5 
• 

Знаменатель основного сопротивления, определяемого 
(Х. 1 6 1 ) ,  будет равен 

(m2 + n2) (то + по) = (s4 + 4s3 + l l s2 + 1 4s +  1 0) х 
х (s + 1 ,8525) = s0 + 5,8525s4 +  1 8 ,4 l s3 + 

+ 34,378s2 + 35,935s + 1 8, 525. 
Следовательно, имеем 

s2 + 0 , 8525s + 1 , 0793 
(ss + 4) 5 

� 00 = . 
sЧ- 5 , 8525� + 1 8 , 4 1 s8+34 , 378s2+35 , 935s + 1 8 , 525 

(Х . 1 80) 

ф-лой 

(Х . 1 8 1 ) 

(Х . 1 82) 

Поскольку полином (тg - пg) в четной части, определяемой 
выражением (Х. 1 59) , состоит из двух членов, заданное сопротивле
ние соответственно можно разложить на два слагаемых, а именно 

Z (s) = Za (s) + Zь (s) . (Х . 183) 
Принимая во внимание, что 

m� -n� = ( l ,8525) 2 - s2 ,  
получим (с учетом выражения (Х. 1 82) ] 

z (s) _ 0 , 6863 (s2 + 4) (s2 + 0 , 8525s +  1 , 0793) 
а -

sli + 5 , 8525� + 1 8 , 4 1 s8 + 34 , 378s2 + 35 , 935s + 1 8 , 525 -

0 , 6863 ------------------
5 (.st + 2 , 666s8 + 6 , 1 935s2 + 6 , 3236s +  3 ,  705) s + ------------------'-

(s• + 4) (s2 + 0 , 8525s + 1 , 0793) 

(Х . 1 84) 

(Х . 185) 

Другое компонентное сопротивление лучше всего найти мето
дом Мията; для чего необходимо умножить сопротивление Zв (s ) " 
определяемое выражением (Х. 1 82) , на - s2 и выполнить один этап! 
операции деления . Тогда остатком будет полином числителя функ
ции Zь (s) вида 

z (s) _ sli + 2 , 666s' + 6 ,  1 935s8 + 6 , 3236ss + 3 ,  705s ь - sli + 5 , 8525s4 + 1 8 , 4 ls8 + 34 , 378s2 + 35 , 935s + 1 8 , 525 
1 ----------------

5 (s2 + 4) (s2 + 0 , 8525s + 1 , 0793) - + ----'----'--'---'---'-----'"---'--�-
s s4 + 2 ,666s8 + 6 , 1 935s2 + 6 , 3236s + 3 ,  705 
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Как и следовало ожидать, компонентное сопротивление Za 
:имеет нуль в точке s = оо , а компонентное сопротивление Zь -
нуль в точке s = О. После выделения соответствующих полюсов 
в обратных функциях [см . выражения (Х. 1 85) и (Х. 1 86) ] получится 
·остаток, имеющий соответственно полюс или нуль на мнимой оси, 
·о чем можно судить по множителю (s2 + 4) . Для того чтобы выде
лить из этого остатка пару полюсов на мнимой оси, отметим, что [ s• + 2 , 666i' +  6, ! 935s2 + 6 , 3236s +  3, 705 ] --"'> 1 , 486s • (Х . 1 87) 

(s2 + 4) (s2 + О ,  8525s + 1 , 0793) s•-+-4 s2 + 4 

Член, стоящий в правой части соотношения (Х. 1 87) , при даль
:нейшем разложении функций Za и Zь соответствует проводимости 
(параллельная ветвь в виде последовательного LC контура )  или 
·сопротивлению (последовательная ветвь ·в виде параллельного LC 
контура) . После его вычитания из выражения, стоящего в квадрат
ных скобках, остаток (рацион альная дробь второй степени )  ока
.зывается равным 

r (s) _ __ s•_+_l ,_l_Bs_+_o_, 9_26 _ _ 
m1 + п1 

s2 + 0 , 8525s + 1 , 0793 m2 + n2 (Х . 1 88) 

-и представляет собой проводимость при разложении функции Za (s) 
.или сопротивление при разложении функции Zь (s) . Его нули чет
.ной части находятся из полинома 

(Х . 1 89) 
Как и следовало ожидать, этот множитель дает остальные нули 

•выражения (Х. 1 76) для четной части заданного сопротивления .  
Аналогично методу Ботта и Даффина получились две остаточ

.ные функции . Каждую из них можно рассматривать с помощью од
ного и того же метода после вычитания минимального значения ее 
вещественной части на мнимой оси . Поскольку остаток в р ассма
·rриваемом примере является полиномом второй степени, можно 
воспользоваться изложенным ранее методом, применимым к тем 
с;11учаям , когда все нули четной части находятся на мнимой оси, 
потому что четная часть имеет на ней только одну пару нулей вто
рого порядка. Очевидно, что при рациональной функции второй 
.степени нет необходимости использовать ни метод Ботта и Даффи
на, ни любой из других, р ассмотренных в данном параграфе, д,;ш 
того, чтобы получить форму реализации, к которой обычно они при
водят. Функция второй степени слишком проста, чтобы возникла  
.необходимость в каком-нибудь громоздком процессе синтеза .  

Такая функция, определяемая выражением (Х. 1 88) , в данном 
�случае удовлетворяет одному из условий ( IX.47) или ( IX.48) и ,  сле
.довательно, может быть синтезирована с помощью более элемен
тарных методов, чем изложенные здесь. 

При разложении функции Za (s) согласно выражению (Х. 1 85) , 
в котором остаток является проводимостью, легко видеть, что со_ 394 _ 



ответствующее сопротивление удовлетворяет случаю А для условия 
( IX.47) . Следовательно, можно осуществить такое разложение : 

52 + О ,  8525s + 1 , 0793 52 + О ,  926 + 
52 + 1 , 1 8s +  0 , 926 52 + 1 , 1 85 + 0 , 926 

+ 0 , 85255 + 0 , 1 533 _ 1 + 
s2 + 1 , l 85 + 0 , 926 l , I Bs 

1 + ----82 + 0 , 926 

+-----------
l , 1 73s + l , 1 73 + ----I ,  1 43s + 0 , 2055 

(Х . 190) 

Отсюда непосредственно очевидна реализация функции либо в ви
де сопротивления, либо в виде проводимости. 

Х.6. Испоnьзование принципа дуаnьности 
в методе Мията и друrих методах 

При применении методов, рассмотренных в §§ Х.2, Х.3 и Х.4 ,  
можно, используя принцип дуальности, получить большое количе
ство дополнительных вариантов. Прежде всего, ясно, что все ска
занное о сопротивлениях и их разложении посредством веществен
ных частей применимо также в равной степени и к проводимостям. 
Если при синтезе за основу выбрать метод узловых напряжений, 
а не метод контурных токов, то окончательная схема будет пред
ставлять собой цепное соединение компонентов, включенных па -

п раллельно, а не последовательно. При синтезе по методу �-» 
2 

первые две цепные схемы завершаютя остаточными функциями (ко
торые затем исследуются отдельно) . Эти остаточные функции 
можно рассматривать либо как сопротивления, либо как проводи
мости независимо от того, используется ли на первом этапе метод 
контурных токов или метод узловых напряжений. Поскольку воз
можен переход от одного метода анализа к другому в начале 
каждого нового этапа , то, очевидно, возможно и получение многих 
вариантов синтеза .  

При переходе от метода контурных токов к методу узловых на
пряжений, или наоборот, важно, чтобы соответствующий полином 
(т 1т2 - n1n2) = А (-s2) , будучи симметричным относительно ин
дексов l и 2, был одинаковым для любой из исследуемых функций. 
Поэтому положительность коэффициентов А0, А 1 ,  • • •  полинома 
А (ro2) удовлетворяется для функции проводимости, если она удов
летворяется для соответствующего сопротивления. Следовательно, 
нет никаких препятствий для перехода к любому из методов ана 
лиза на любой стадии всего процесса разложения. 



XI 
r п д в д  

Обычные методы си нтеза передаточных 
функций 

Xl. 1 .  Синтез сопротивления передачи цепи без потерь, 
наrруженно-4 на резистивное сопротивление 

В данной главе основное внимание уделяется рассмотрению пе
редаточных функций (сопротивлений или проводимостей передачи) .  

Обычно полагают, что сопротивление передачи является прак
тически н аиболее удобной формой передаточной функции, посколь
ку физически наибольший интерес представляет входной ток (от 
высокоомного источника, подобного пентоду) и выходное напря
жение цепи. Проводимость передачи на практике менее удобна, так 
как идеальный источник напряжения (источник с нулевым внутрен
ним сопротивлением) значительно труднее аппроксимировать ; вы
ходной ток также не представляет значительного интереса с физи
ческой точки зрения. По этой же причине практически мало исполь
зуются коэффициенты передачи по напряжению или по току. 

Однако теоретически проводимости передачи нельзя совсем ис
ключить из рассмотрения, учитывая, что они соответствуют ду
альному случаю, и , следовательно, мы тем самым исключили бы из 
анализа половину возможных ситуаций. С другой стороны, особое 
внимание к свойствам и методам синтеза, связанным с коэффици
ентами передачи по н апряжению или по току, не вызывается не
обходимостью ни с общей теоретической, ни с практической точек 
зрения . Это объясняется тем, что характерные свойства таких 
функций и .цюбъrе отличителыrые особенности их синтеза стано
мтся очевидными, как только будут определены некоторые анало
гичные свойства сопротивления и проводимости передачи. 

Как отмечалось при рассмотрении синтеза входных сопротив
лений (см. главу IX) , главная практическая ценность метода Дар
лингтона, позволяющего понять взаимозависимость между вход
ным сопротивлением и сопротивлением передачи цепей связи без 
потерь. нагруженных на резистивные сопротивления, заключается 
в том, что он пригоден также для синтеза передаточных функций .  
Поэтому прежде всего обратимся к применению теории Дарлинг
тона именно в этом направлении. 
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В частности, начнем рассмотрение с выражения ( IX. 1 70) (для 
случая А) . Для цепи, изображенной на рис. Xl . l , входное сопро
тивление можно записать в виде 

Z ( ) _ 1 р (s) _ т1 + n1 i S - - ---
q (s) m2 + n2 

а сопротивление передачи - в виде 
Z12 (s) = _§__ . /1 

Тогда 
z ( ) Z (- ) _ m1m2 - n1 �  1 2  s 12 s - 2 2 m2- n2 

При s = jro 

(XI . l )  

(XI .  2) 

(XI . 3) 
Отсюда ясно, что метод синтеза входных сопротивлений по Дарлингтону обеспечивает возможность осуществления синтеза цепей , связи без потерь, нагруженных на 
резистивные сопротивления, если за 
даны модули сопротивлений пере
дачи н а  вещественных частотах 
(s = jro) . 

Прежде чем рассмотреть сфор
мулированную задачу синтеза, по
лезно отметить, что выражение 
(Xl .3) можно также получить, ис

fом 

Рис. Х!.1 

пользуя физические соображения, а именно, учитывая, что средняя 
входная мощнос-ть цепи без потерь, приведенной на  рис. XI . l ,  дол
жна (при установившемся синусоидальном режиме) равняться 
средней мощности, передаваемой в сопротивление нагрузки, равное 
l ом. Это можно выразить уравнением 

1 l i \2 Re [Z1 (iro) ] = I E2 l2 , 1 ом 

из , которого з атем найти выражение 

1 �: j2 = 1 Z12 (iro) 12 = Re[Z1 (iro) J ,  
совпадающее с выражением (XI.3) . 

(XI . 4) 

(XI . 5) 

Используя принятые в предыдущих главах обозначения для ве
щественной части входного сопротивления и предполагая , как 
обычно, что полиномы p (s) и q (s)  имеют степень п, получаем 

l z ( . ) l2 А0 + A1ro2 + • • •  + Anro2n A (ro2) i2 /ro = --''-'----=-----'----'---"'--- - = --Во + B1ro2 + . . . + Bnro2n В (ro2) 
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Такое представление квадрата модуля сопротивления передачи, 
конечно, является достаточно общим, поскольку, как было показа
но в главе 1 ,  сопротивление передачи представляет собой рацио
нальную функцию, аналогичную функции входного сопротивления. 
Следовательно, эту функцию передачи можно записать в виде · Z12 (s) = g (s) = m + n . (XI . 7) 

q (s) ms + n2 
Здесь полином знаменателя q (s) такой же, как и у входного со
противления 1 ой же цепи, ввиду того, что полюсы этих функций 
представляют собой собственные частоты цепи в режиме холостого 
хода. Таким образом, квадрат модуля выражения (XI .7) при s = jro 
имеет вид 

! Z12 (iro) !2 = [ g (s) g (-s) ] = ( т• - п• ) 
q (s) q (-s) s=fш m22 -- n22 . S=/(J) 

Ао + А1т2 + . . .  + Anro211 А (ro2) = B0 + B1ro2 +  • . .  + Впт2п = B (ro2) • (XI . 8) 

Отождествление последнего выражения с вещественной ча
стью входного сопротивления относится только к случаю, соответ
ствующему рис. XI . l . Следовательно, теория Дарлингтона  приме
нима лишь к расчету ц. е п е й  с в я з  и б е з  п о т  е р ь. 

Единственное условие, н акладываемое на функцию, определяе
мую выражением (XI .6) , характеризующим цепи без потерь, за 
ключается в том, что указанная функция должна быть веществен
ной и ограниченной для всех вещественных значений ro, включая 
точку ro = оо . В более общем случае, которому соответствуют выра
жения (XI .7) и (Xl .8) , требование ограниченности функции можно, 
по крайней мере теоретически, исключить, хотя, как отмечалось в 
главе V, это в ряде практических применений не имеет большого 
значения. Поэтому на  практике всегда возможно ограничиться (не
зависимо от того, относится это непосредственно к цепи, приведен 
ной на  рис. XI . l ,  или нет) р ассмотрением тольк0 ограниченных 
передаточных функций. 

Как было показано в главе V I I I , указанные ограничения явля
ются значительно более мягкими, чем ограничения, накладываемые
н а функцию модуля входного сопротивления . В отличие от послед
него случая, в числителе выражений (Xl.6) или (XI .8) могут от
сутствовать любые коэффициенты. Обычный случай такого рода -
когда полином числителя сводится к постоянной. 

Метод построения цепи N, показанной на рис. XI . l ,  используе
мый, когда исследуемая функция задана в виде квадрата модуля 
функции Z 12 (s ) ,  определяемого выражением (Xl .6) , предусматри
вает рассмотрение данной функции в качестве вещественной части 
входного сопротивления, построение этого сопротивления любым иs 
способов, описанных в главе VI I I , и последующий синтез ее по 
методу Дарлингтона . Несмотря на то, что последний метод обеспе-
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чивает требуемое решение задачи, тем не менее, его нельзя считать. 
прямым, поскольку он накладывает лишние ограничения н а  синтез. 
четырехполюсника без потерь. Это, в свою очередь, зачастую при
водит к менее удобному решению, чем действительно необходимое, 
учитывая требование задачи. 

Таким образом, когда для построения входного сопротивления 
по его вещественной части используется какой-нибудь алгебраиче
ский способ, автоматически достигается функция минимально ре
активного сопротивления, а получающаяся в результате цепь без 
потерь характеризуется рядом сопротивлений Zsk, для которых ус
ловие вычетов во всех полюсах выполняется со знаком равенства 
(см . § IX.6) . Действительно, сопротивление передачи Z12 (s) зави
сит только от вещественной части входного сопротивления, причем 
это положение сохраняет силу независимо от того, является ли 
входное сопротивление минимально реактивной функцией или нет. 
Другими словами, функция Z12 (s) , как показывает выражение
( IХ. 1 69) и как следует из физических соображений, не  зависит от 
входного сопротивления z1 1 цепи без потерь, находящейся в ре
жиме холостого · хода. Напомним выражение для функции Z1 2 (s) 
в значениях функций Zs1i : 

(XI . 9} 

Независимость функции Z12 (s) от функции z1 1 очевидна, так как 
согласно предположению на  входе включен источник тока, величи
на тока которого не зависит от входного сопротивления. 

Используя описанный выше метод Дарлингтона для синтеза за
данной функции / Z12 (j{J)) / 2, определим, кроме функций z12 и Z22" 
также функцию z1 1 ; естественно, что условие вычетов будет, без
условно, выполняться . Если вспомнить результаты, полученные· 
в § VI I .  l ,  относящиеся к синтезу цепи без потерь при отмеченных 
условиях, то очевидно, что в решении обычно не удается избежать. 
сильно связанн.ых индуктивностей, применение которых на  прак
тике невозможно. С другой стороны, когда заданы только функции 
.z12 и Z22, можно убедиться, что с помощью способов, описанных в 
§§ VI l .2 ,  VI I .3 и VI I .4, получаются более пригодные для практикк 
структуры - цеооые и другие неуравновешенные схемы, причем, 
как правило, не содержащие взаимных индуктивностей . По этой. 
причине, а также учитывая непосредственный характер данного 
метода, целесообразно воспользоваться им для расчета цепей свя
зи без потерь, применяя выражение (Xl.9) для требуемого сопро
тивления передачи. Указанный метод, впервые предложенный Кау
эром {26], имеет и другое преимущество, заключающееся в том, 
что он дает практически полезную информацию относительно огра
ничений, налагаемых видом цепи связи без потерь на фазовый 
сдвиг, соответствующий определенному модулю сопротивления пе
редачи. - 399 -



Прежде чем воспользоваться выражением (XI .9) , необходимо 
рассмотреть процесс построения функции Z12 (s) по ее заданному 
квадрату модуля при s = jro {см. (Xl .6) ]. Обычные методы построе
ния сопротивления по квадрату его модуля описаны в §  Vl l l .8, при
чем подробная процедура, приведенная в указанном параграфе, 
применима и к данной задаче. Однако при построении полинома 
числителя по квадрату модуля в этом случае нет свободы выбора 
нулей, так как они являются также нулями функции z12 ( исключе
ние составляют нули, обусловленные полюсами функции z22, не 
содержащимися также в функции z12 ; это может иметь место в вы
рожденных случаях) . В то же время нули функции z12 цепи без 
потерь образуют диаграмму в плоскости s, симметричную относи
тельно вещественной и мнимой осей (учитывая, что полиномы функ
ций Z8k, характеризующих цепь без потерь, должны быть нечетны
ми или четными) . 

Таким образом, можно заключить, что если требуется реализо
вать сопротивление передачи Z12 (s) , используя цепь без потерь, н а
груженную на  резистивное сопротивление, то его нули · должны 
одинаково распределяться между правой и левой полуплоскостями. 
Подобная цепь, разумеется, не может применяться для реализации 
минимально фазовой передаточной функции, нули которой, как 
известно (см . § V I I  1 .4 ) , расположены в левой полуплоскости, за  
исключением особого случая, когда все они лежат на  мнимой оси. 
В этом предельном случае также можно считать, что нули распо
ложены в левой полуплоскости, поскольку влияние случайного 
рассеяния при практической реализации рассматриваемого сопро
тивления несколько смещает нули с мнимой оси в левую полупло
скость (см . ниже, § X I I .6) . 

Для более точного представления, что именно подразумевается 
вод ограничениями, связанными с методом построения цепей без 
лотерь по известному модулю функции Z12 (s) , отметим, прежде 
всего, что условие, согласно которому сопротивления Zs11. в выраже
нии (Xl .9) должны быть отношениями соответственно нечетных и 
четных полиномов, приводит выражение (XI .7) к виду : 

(случай А) (XI . 1 0) 

или 
(случай Б) . (XI . 1 1 ) 

Эти случаи аналогичны случаям А и Б в методе Дарлингтона, так 
.и:ак они соответствуют также полиному числителя функции Z1 2, 
являющейся соответственно четной или нечетной. 

Для того чтобы частное g (s) в выражении (Xl .7) соответствоq (s) .вало сопротивлению передачи цепи без потерь, нагруженной на  ре
зистивное сопротивление, полином числителя g (s) должен быть 
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либо четным, либо нечетным. На полином знаменателя накладыва
ется только одно ограничение, согласно которому он должен быть 
полиномом Гурвица. Это является необходимым и достаточным ус
.1овием обеспечения устойчивостн цепи с заданной передаточной 
функцией. 

Сравнение выражений (Xl. 1 0) и (Xl . 1 1 ) с выражением (XI .9) 
позволяет записать : 

т Z12 =
- , n2 

т2 Z22 = -
n2 

для случая А; (XI . 1 2) 
и 

п n2 для случая Б .  (Xl . 1 3) Z12 =
- , Z22 =

-т2 т2 
Как и в методе Дарлингтона, оба случая взаимно исключают друг 
друга. 

Теперь нетрудно убедиться, что указанный тип сопротивления 
передачи можно построить непосредственно по заданному квадрату 
его модуля, определяемому ф-лами (XI .6) или (XI .8) . Учитывая 
выражения (XI. 1 О) и (Xl . 1 1 ) ,  запишем 

B ( -i) = m� - n� (XI . 1 4) 
для любого случая А или Б, но 

A ( -s2) = m2 для случая А (XI . 1 5) 
и 

для случая Б .  (XI . 1 6) 
Полином А (-s2) должен, очевидно, как и следовало ожидать, 

быть полным квадратом, поскольку подобное условие встречается 
и в методе Дарлингтона .  Таким образом, данный метод дает ана
логичный результат, за  исключением того, что условия вычетов для 
функций Z811. не обязательно выполняются со знаком равенства .  
Если полином А (-s2) , с которого следует начинать процесс синте
за, не является полным квадратом, то в частное А (-s2) /В (-s2) 
необходимо включить дополнительные множители. С этой целью 
числитель и знаменатель умножают на те чл�ны (s; - s2) поли
нома А (-s2) , которые не имеют четной кратности, аналогично то
му, как мы поступали в методе Дарлингтона .  

Если предположить, что полиномы А (-s2) и В (-s2) из выра· 
жений (Xl . 1 4) , (XI . 1 5) и (Xl . 1 6) получены путем требуемого вклю
чения дополнительных множителей, то построение полинома 
(т2 + n2) и либо полинома т для случая А, либо полинома п ДJJЯ 
случая  Б осуществляется непосредственно. Таким образом, имеем 

m = V A (-s2) ;  n = V- A ( -s2) (XI . 17) 
соответственно для четного или нечетного полинома (в зависимости 
от обстоятельств) . 
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Полином Гурвица (т2 + п2) строят как обычно, используя нули 
полинома В (-s2) ,  расположенные в левой полуплоскости. Функции 
Z22 и z12 можно тогда получить из выражений (XI . 1 2) или (XI . 1 3 ) . 
С помощью любого из способов, описанных в главе VI I ,  нетрудно 
построить цепь без потерь по указанным сопротивлениям .  

Из  рассмотрения приводимого здесь метода построения пере
даточной функции Z12 (s)  по квадрату ее модуля и синтеза цепи 
можно заметить, что нет необходимости контролировать величину 
постоянного множителя. Он не принимается во внимание, посколь
ку ни один из описанных методов синтеза не дает возможности осу
ществлять такой контроль. Для сопротивления передачи этот мно
житель имеет значение только в том случае, если он нормирован 
относительно н агрузочного сопротивления 1 ом. Действительно, 
теоретически выходное напряжение, соответствующее возбуждаю
щему току 1 а, можно надлежащим образом отрегулировать по
средством последующего изменения уровня сопротивления всей 
цепи, включая резистивное нагрузочное сопротивление. На прак
тике боле� важным является не постоянный множитель, а конфигу
рация цепи и р аспределение значений ее элементов. Обычно вы
бирают такой метод синтеза, который дает приемлемые результаты 
именно с этой точки зрения и допускает любой получающийся 
множитель. Поскольку в данном случае используется большое ко
личество переменных, практически не удается рассмотреть пробле
му оптимизации. 

В качестве простого примера, иллюстрирующего предложенные 
методы, рассмотрим квадрат модуля 

I Z12 (jro) l2 = 1 � 008 • (XI . 1 8) 

Для того чтобы можно было воспользоваться методом Дарлингто
на, будем рассматривать эту рациональную функцию как вещест
венную часть сопротивления. Прежде чем начать ее построение, от
метим, что нули уравнения 

B ( -s2) = m� -n� = 1 -s6 = 0 (XI . 1 9) 
представляют собой корни шестой степени из единицы, определяе
мые выражениями j 2Я• 

s. = e 6 при v = 1 , 2, . . .  , 6 . (XI . 20) 
Нули, р асположенные в левой полуплоскости, 

v = 2, 3, 4 или при 
получаются при 

1 • vз 1 S2 4 = -- + / -- . Sa = - • . 2 - 2 ' 

Отсюда знаменатель функции входного сопротивления 
m2 + n2 = (s2 + s + l ) (s + 1) = s3 + 2s2 + 2s + 1 . 
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.Ясно, что это сопротивление совпадает со вспомогательным со
противлением Z' (s) из метода Мията, так как М = 1 .  Используя 
метод Геверца , находим 2 4 -s1+- s+ l  Z1 (s) = ;+2s11 : 2s+I (XI . 23) 

Воспользовавшись · известньiми результатами синтеза по Мията, 
можно предсказать по виду вещественной части выражения (Xl . 1 8) , 
что сопротивлению Z1 (s) , определя�мому выражением (Xl .23) , со
ответствует простая цепная схема без потерь с резистивной н агруз
кой. Эта цепная схема и представляет с9бой искомую цепь связи 
без потерь. Ее можно получить непосредственно по разложению 
функции 

Результирующая цепь показана н а  рис. X I .2. Благодаря особо
му виду заданной функции (XI . 1 8) оказывается, что цепь имеет 
удобную для практики структуру, не содер- ..i жащую взаимных индуктивностей. 3 

Решим теперь ту же задачу, используя : f 'VV' ± 3 
прямой метод, основанный на выражении 3 f 1 
(XI .9) . Первый этап решения здесь з аклю- 2 Z 
чается в том, чтобы определить, нужно ли 
включать в функцию какие-либо дополни
тельные множители. Поскольку для данно
го примера А (-s2) = 1 ,  становится очевид-

гН, tp. ОН 
Рис. Xl.2 

ным, что указанная операция не требуется . Рассматриваемый при
мер представляет собой случай А, поэтому из выражений (XI . 1 5) и 
(XI . 1 7) получаем т = 1 .  ПQстроение полинома знаменателя т2 + 
+ n2 по функции В (-s2) совпадает с аналогичным построением по 
методу Дарлингтона, следовательно, 

26"' 
1 Z111 (s) = . sз + 2s2+2s + 1 
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Используя соотношения (Xl . 1 2) , имеем 
1 2.�2 + 1  z - -- z = --12 - s3 + 2s ' 22 sз + 2s • (XI . 26) 

Учитывая, что все нули функции z1 2 лежат в точке s = оо, мож
но (применяя метод разложения в цепную схему, описанный 
в § VI I .3) показать, что требуемая цепь получается при разложе
нии функции z22 в непрерывную дробь следующего вида : 

1 
Zs2 = -------8 2+ 4s 1 -

3- + -
3-s 
2 

(XI . 27) 

Эта дробь соответствует известной форме Кауэра, состоящей из 
неуравновешенной цепной схемы с параллельными емкостями и 
последовательными индуктивностями. Нетрудно видеть, что цепь 
без потерь будет такой же, как и цепь, изображенная на рис. X I .2. 

Xl.2. Связь поnученных резуnыатов с методами 
построения сопротивnения по ero вещественной части 

Изложенный прямой метод синтеза функции Z12 (s) представ
ляет дополнительный интерес в связи с задачей построения сопро
тивления по его вещественной или четной части. Основой этого яв
ляются следующие три алгебраических метода, описанные в §  VI 1 1 . 1 :  

а )  разложение н а  элементарные дроби по методу Боде ; 
б) метод Геверца, требующий решения системы однородных 

уравнений ;  
в )  метод Мията, использующий процесс непрерывного деления . 
Из перечисленных методов с наименьшим количеством вычисле

ний связан метод Мията, причем вначале необходимо найти вспо
могательное сопротивление Z' (s) , соответствующее условию М = 
т1т2 - n1n2 = 1 , применяя для этой цели либо метод Боде, либо 
метод Геверца. В данном случае предпочтение отдается последне
му, поскольку он непосредственно приводит к полиномиальной 
форме функции, необходимой в методе Мията. При использовании 
вещественной части, имеющей большую степень, решение соответ
ствующей системы однородных уравнений становится довольно 
трудоемким, даже если систематически прибегать к процессу ис
ключения. В этой связи представляют интерес результаты § XI . l ,  
упрощающие вычислительные операции. 

Условие М = m1m2 - n1n2 = A (-s2) = 1 , необходимое для по
строения вспомогательного сопротивления zt (s) в методе Мията, 
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всегда приводит в выражениях (XI . l  7) к случаю А и, следователь
но, дает функцию Z12 (s) вида: 

1 Z12 (s) = , (XI . 28) 
m2 + n2 

что совпадает с выражением (XI .25) из рассмотренного выше при
мера .  Используя соотношения (XI . 1 2 ) ,  получим _ 1 . т2 Z12 - -- , Z22 = -n2 n2 

(XI . 29) 

Все нули функции z12 находятся в точке s = оо, и, таким обра
зом , соответствующее разложение функции z22 представляет собой 
разложение в непрерывную дробь по Кауэру. Оно получается при 
осуществлении процесса непрерывного деления, описанного в 
§ 1 1 1 .4 для цепной схемы с последовательными индуктивностями 
и параллельными емкостями. 

В соответствии с выражениями ( IX. 1 03) сопротивление Z22 со 
стороны выходных зажимов указанной реактивной цепной схемы 
преобразуется в сопротивление 

1 n1 -- = - , 
У22 т1 

(XI . 30) 

если входная пара зажимов замкнута накоротко. Применение та
кой короткозамкнутой цепи физически эквивалентно (для случая 
разложения функции z22 в непрерывную дробь) исключению член а, 
соответствующего сопротивлению последней параллельной ветви 
(т. е. первой параллельной ветви «номер 1 »  в конце цепи) . Нетруд
но видеть, что Э1'а последняя ветвь всегда является п а р а л л е л  ь
н о й  (и никогда не может быть последовательной ветвью) . Дело 
в том, что функцией возбуждения является ток и последовательная 
ветвь на входе цепи связи без потерь, приведенной на рис. XI . l ,  не 
оказывает влияния на  функцию Z1 2 (s) . 

Используя пример из предыдущего параграфа, получим [с уче
том выражения (XI .27) ] 

откуда 

у = т1 = � + -l- = 2s2 + 3  
� . n1 2 � 4s 

3 

(XI . 3 1 ) 

(XI . 32) 
Последнее выражение получено с точностью до постоянного 

:множителя. При уже известном знаменателе (т2 + �2) ,  определя· 
емом выражением (Xl .22) , находим, что вспомогательное сопротив
ление Мията в этом случае имеет вид 

Z' (s) = 2s2 + 4s + 3  
s8 + 2s1 + 2s + 1 - 405 - (XI . 33) 



С точностью до постоянного множителя это выражение совпа
дает с выражением (Xl .23) для входного сопротивления Z1 (s ) . 
Соответствующее значение постоянного множителя можно всегда 
найти непосредственно, если учесть, что значение сопротивления на  
нулевой частоте должно равняться значению н а  той же  частоте его 
известной вещественной части. 

Рассмотренный метод построения полинома (т1 + n1 ) ,  соответ
ствующего данному полиному знаменателя (т2 + п2) (при условии 
М = 1 ) ,  требует меньшего объема вычислений, чем методы, преду
сматривающие решение системы однородных уравнений. Он, как и 
метод Мията построения с;оцротивления, соответствующего любому 
другому четному полиному М = m1m2 - n1n2 (при условии, что най
дено вспомогательное сопротивление) , дает возможность непосред
ственно построить сопротивление по его известной вещественной 
части на мнимой оси. 

Xl.3. Практическое испопьзование цепи без потерь, 
наrруженно" на резистивное сопротивпение 

При р асчете цепи связи без потерь, нагруженной на резистивное 
сопротивление, можно также использовать метод, · аналогичный 
описанному в § X I . 1 . Он основан на  применении метода узловых 
напряжений в случаях, когда заданная передаточная проводимость, 
характеризующая цепь, изображенную на рис. XI . l ,  имеет вид 

У12 = __1Ш_ = � . (XI . 34) 
, 1 -1- У22 Е1 

Здесь Ysk - известные входная проводимость и проводимость пере
дачи в режиме короткого замыкания. Поскольку напряжение на  
резистивном сопротивлении нагрузки, р авном 1 ом, численно равно 
отрицательному значению тока /2, можно записать 

- У12 
1 -l- Y22 (XI . 35) 

Отсюда нетрудно видеть, что рассмотренный р анее метод синтеза 
цепи связи можно использовать и тогда, когда заданным является 
коэффициент передачи по напряжению. 

Метод контурных токов удобно применять при расчете выход
ной цепи усилителя на пентоде или если цепь питается от источни
ка с высокоомным сопротивлением (в пределе - от источника 
тока) и нагружена на резистивную нагрузку. С другой стороны, ме
тод узловых напряжений целесообразно использовать при расчете 
выходной цепи таких схем, которые питаются от источника напря
жения, имеющего низкоомное сопротивление, создаваемое, напри
мер, катодным повторителем. 

Необходимо отметить, что метод контурных токов удобен также 
при расчете цепи связи, р аботающей от источника напряжения. с - 406 -



конечным внутренним сопротивлением н а  высокоомную н агрузку 
(в пределе - цепь, находящаяся в режиме холостого хода) . Такой 
случай возникает, например, на выходе линии передачи, которая 
должна подключаться к усилителю н а  электронных лампах. Экви
валентную цепь по Тевенину для линии передачи можно предста
вить источником напряжения с внутренним резистивным сопротив
лением, включенным последовательно ;  при этом сеточная цепь 
электронной лампы представляет собой, по существу, цепь, н ахо
дящуюся в режиме холостого хода, или - бесконечно большое со
противление нагрузки. 

Рисунок XI .3 иллюстрирует как можно, используя метод кон
турных токов, преобразовать схему, приведенную на рис. XI . l ,  

Рис. Х/.8 

Цепь ез потерь 
2 N f 

в схему, соответствующую этому случаю, причем на  рис. XI .3a по
I<азана полная цепь, но при условии, что входные и выходные за
жимы переставлены местами. Согласно теореме взаимности отно-
шение _Ё!_ для новой схемы будет таким же, как и для исходной. 

/1 На рис. Хl .3б источник тока / 1 цепи, изображенной на рис. XI .3a ,  
преобразован в эквивалентный источник н апряжения Е 1 , который 
в данном случае оказывается включенным последовательно с рези
стивным сопротивлением 1 ом. Численно Е1 и /1 равны, и, таким 
образом, отношение Es для цепи на рис. Хl .3б представляет собой 

Е1 
сопротивление передачи Z12 (s) , р ассмотренное в §  XI . l .  

Xl.4. Друrой способ синтеза цепей без потерь 

Если оказывается более удобным использовать метод узловых 
напряжений, дающий проводимость передачи, определяемую вы
ражением (XI .34) , можно воспользоваться еще одним методом син
теза цепи без потерь. Рассмотрим кратко этот метод. 

Исходя из соотношений (Xl . 1 2) и (XI . 13) , запишем проводи
мость передачи цепи без потерь, находящейся в режиме короткого 
за�ыкания (для случая А) : 

т a0 + a1s1 + a2s4 + . . . + akssk 
Y12 = --n2 n2 
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Основным приемом в данном методе является разложение функ
ции у12 на слагаемые, каждое из которых имеет нули только на  
мнимой оси. При этом реализацию составляющих можно осуществить 
посредством цепной схемы, полученной при разложении функции 
У22 (см. § VI l .3 ) . Реализации всей функции У1 2 соответствует парал
лельное соединение таких цепных схем. 

Если все коэффициенты aJi выражения (XI .36) положительны, 
то можно, очевидно, записать следующее разложение, соответст
вующее указанной процедуре : 

2 � 2k - 1 + � + �  + � У12 - + . . .  . 
n2 n2 n2 n2 

(XI . 37) 
Это выражение совпадает с аналогичным разложением, перво

начально используемым при синтезе RC цепей для реализации не
уравновешенных структур [27]. Каждая компонентная проводимость 
передачи, определяемая соответствующим членом приведенного 
разложения, имеет все нули либо на нулевой, либо на бесконечной 
частоте. Поэтому разложение функции у22 даст цепные схемы с вет
вями в виде одиночных индуктивностей или емкостей, как и в ме
тоде синтеза Мия-�:_а (см. § Х.2) , где разложение вещественной части 
входного сопротивления RLC цепи производится по такой же схеме. 

Коэффициенты ah. в выражении (XI .36) будут положительными. 
если т представляет собой полином Гурвица от переменной s2 • 
Для этого требуется , чтобы нули заданной функции У1 2 распола
гались в плоскости s н а  линиях, лежащих под углом к мнимой оси, 
не превышающим 45°. Как было показано при рассмотрении метода 
Мията, если ввести в выражение (XI .36) дополнительные множи
тели, то результирующий полином числителя с положительными 
коэффициентами можно получить даже в том случае, когда функ
ция У1 2 имеет нули, р асположенные на  линии, лежащей под углом 
к мнимой оси, меньшим 45°. В этом случае в качестве дополнитель
ных используются множители вида (s2 + (J)� ) ,  соответствующие ну-
.11ям на  мнимой оси . До тех пор, пока функция У12 не имеет нулей 
на вещественной оси плоскости s, конечное число множителей бу
дет всегда достаточным для того, чтобы получить результирующий 
полином числителя выраженu:я (XI .36) с положительными коэф
фициентами. 

Выше при рассмотрении аналогичного метода синтеза RC це
пей [27] отмечалось, что для данного вида реализации можно, оче
видно, уменьшить число параллельных цепных схем, если исполь
зовать слагаемые, числители которых представляют собой не оди 
ночные члены, а сумму двух следующих друг з а  другом членов . 
Такое разложение имеет вид 

_ (а0 + a1s2) _L s4 (а2 + a8s2) + + s2<k-I > ( ak-I + aks2) 
У12 - г 

. . . 
' 

n2 n2 п2 
(XI . 38) 

где числитель последней дроби имеет только один член , когда k -
четное целое. Выражению в скобках в числителе каждого слагае-
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мого соответствует пара нулей на  мнимой оси. Разложив теперь 
функцию у22 в цепную схему (см. § VI l .3) , можно для каждого чле
на этого разложения получить реализацию неуравновешенной цеп
ной схемы без взаимных индуктивностей. Одна из ветвей цепи бу
дет теперь представлять собой параллельное (если ветвь последо
вательная)  или последовательное (если ветвь параллельная)  
соединение L и С. Остальные ветви имеют только индуктивности 
или емкости, как и в случае р азложения (XI .37) . 

Следующим важным вопросом является минимизация числа 
элементов, необходимых для полной реализации. Для экономии 
числа элементов целесообразно попробовать найти разложение по
линома т в выражении (XI .36) на меньшее число компонентов, 
каждый из которых имеет 
нули только на _ мнимой 
оси (или отрицательные 
вещественные нули поли
нома от переменной 52) . 
Хотя всегда можно раз
ложить любой четный по
лином н а  р а з  н о с т  ь 
двух полиномов, имеющих " 
нули только на  мнимой / 
оси 1 , его разложение н а  
сумму двух таких компо
нентных полиномов обыч-

Рис. Х/.4 

но выполнить нельзя. С другой стороны, легко получить другие осо
бые случаи. Если, н апример, функция m (s2) от вещественной пере
менной 52 подобна функции, изображенной на рис. Xl .4 , то нетруд
но видеть, что прямую линию, имеющую положительный наклон, и 
сам отрицательный вещественный нуль можно найти таким спосо
бом, чтобы все пересечения прямой с функцией m (52) были при 
отрицательных вещественных значениях 52

• Поэтому после вычита
ния прямой линии из указанной функции остается полином 
m (52) - (52 + а2) , имеющий все отрицательные вещественные нули 
от переменной 52• В менее бл агоприятных случ аях для получения 
требуемых пересечений функции m (52) при отрицательных веще
ственных значениях переменной s2 может оказаться необходимым 
выбор не прямой линии, а параболы или кривой более высокого по
рядка 2 . Полином, хар актеризующий такую функцию, должен, ко
нечно, иметь также все отрицательные вещественные нули от пере · 
менной 52 и, кроме этого, положительный первый коэффициент. 

1 Это можно рсуществить, построив полином Гурвица m0 - по. соответствую
щий �ункции m (s2) , имеющей нули в левой полуплоскости, причем полином т = 

= т 0 - п� представляет собой требуемое разложение. 
2 Данная методика впервые была предложена Тракселом в связи с задачей 

синтеза RC цепей применительно к сервосистемам [28] . 
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Независимо от того, осуществляется ли разложение функции У 1 2  

в одночленные или двучленные слагаемые [см. соответственно вы
ражения (Xl .37) и (XI .38) ] или каким-либо другим способом, ос
новная задача заключается в том, чтобы получить следующее 
представление функции У12 : 

- у( ! ) + (2) + + y<r> 
У1 2 - 1 2 У 1 2 • • • 1 2 ' 

(XI . 39) 
в котором каждая функция YV� имеет нули только н а  мнимой оси. 
При этом разложение функции у22, осуществляемое согласно мето
дам, р ассмотренным в § VI I .3, дает простую неуравновешенную 
цепную схему с проводимостью передачи в режиме короткого за
мыкания, р авной (с точностью до постоянного множителя) у<1� . 

В этом случае каждая компонентная цепная схема будет 
иметь входную проводимость короткого замыкания у22 и проводи
мость передачи, которую можно записать в виде KiY% , где резуль
тирующий множитель обозначен через · Ki. Если умножить уровень v к проводимости каждои из этих цепных схем на --, где 

Ki 
_1 = -1- + _1_ + . . .  + -1-

, (XI . 40) 
К К1 К2 Кг 

то их параллельное соединение (всех входных, а также выходных 
пар зажимов) даст в результате четырехполюсник без потерь, ко
торый имеет входную проводимость у22 и проводимость передачи 
у1 2, определяемую выражением (Xl .39) , умноженную на  К. Послед
ний множитель затем становится результирующим множителем для 
требуемой проводимости у 12, определяемой выражением (Xl .34) , 
или для коэффициента передачи по напряжению, определяемому 
выражением (Xl .35) . 

Этот метод реализации позволяет, очевидно, получить неуравно
вешенную цепь без потерь, не содержащую взаимных индуктивно
стей даже в том случае, когда некоторые из указанных нулей пе
редачи (нулей функции У12) находятся на линиях, лежащих под 
углом к мнимой оси, превышающим 45°. Заметим, что метод кас
кадного синтеза, описанный в § VI I .4, требует, чтобы некоторые 
индуктивности были взаимно связаны, если окажется, что ряд ну
лей передачи расположен на  линиях, лежащих под углом к веще
ственной оси, большим 45°. Ранее уже подчеркивалось, что приме
нение взаимных индуктивностей нежелательно с практической 
точки зрения . Рассмотренная здесь структура, состоящая из па
раллельного соединения компонентных цепей, еще менее пригодна  
для практики. Это объясняется тем обстоятельством, что поскольку 
нули передачи всей цепи зависят от сокращения передаточных про
водимостей компонентных цепей, небольшая расстройка одного ком
понента может вызвать погрешность во в с е х  нулях передачи. Сле
довательно, возможность правильной настройки такой цепи мало
вероятна .  С другой стороны, каскадная структура, которая 
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допускает отдельную настройку каждой пары или ряда нулей 
передачи, по-видимому, может быть более успешно осуществима. 
Отметим, кроме того, что метод каскадного синтеза в равной сте
пени пригоден для реализации и сопротивления, и проводимости 
передачи, 1·огда как параллельная цепная схема осуществима лишь 
на  основе метода узловых напряжений, требующего на входе иде
ального ( без внутреннего сопротивления) генератора н апряжения. 

Xl.5.  Цепи связи без потерь, наrруженные 
с обоих входов · На практике встречаются случаи, когда необходимо спроекти

ровать цепь связи без потерь, нагруженную с обоих концов н а  ре· 
зистивные сопротивления, как показано на рис. XI .5a. Передаточ-

а) 1,0 I 11 _ цепь eJ .--�-. !Jепь eJ потер• f ' потерь 
1он N 2 Ez !ом Rr Е1 1 N 2 

Рис. Xl.5 

ная функция такой цепи определяется отношением Еа • Если ис-
110 точник тока / 10 с соответствующим резистивным сопротивлением 

1 ом преобразовать в источник н апряжения Е10 (численно равный 
1 1 0) с тем же последовательно включенным резистивным сопротив
лением (как на входе цепи, показанной на рис. Xl .3) , то снова бу· 
дет возможно осуществление синтеза коэффициента передачи по 
напряжению, с той лишь разницей, что теперь источник может 
иметь конечное внутреннее сопротивление, отличное от нуля . 

Учитывая, что 
(XI . 4 1 )  

Е где Z1 = -1 входное сопротивление цепи без потерь, видим ,  что 
/1 требуемое сопротивление передачи определяется выр ажением 

(XI . 42) 

Из выражений (XI .2) и (Xl .9) [или из выражений ( IX. 1 03) , 
( IX. 1 08) и ( IX. 1 69 ) ]  находим, что для случая А 

Z ( ) _ У m1ma-n1n2 12 S - -----m2 + n2 - 4 1 1 - (XI . 43) 



такое же выражение с взаимно переставленными буквами т и п 
будет справедливо для случая Б. Используя далее ф-лу (Xl . l ) ,  по
лучим для сопротивления передачи, определяемого ф-лой (Xl .42) , 
следующее соотношение :  

Е2 У m1m2-n1n2 
110 (m1 + m2) + (п1 + п!) 

а для квадрата его модуля н а  мнимой оси - выражение 1 Е2 1 2 [ m1m2 -n1n2 ] 
110 s=jю 

= 
(т1 + m2)2- (п1 + n2)2 s=/ю 

• 

Если учесть, что , 1 l -Z1 1 2 r (m2-- m1)2 - (n2-n1)2 J 1 + Z1 s=/ю 
= L (т2 + т1)2- (п2 + n1)2 _ s=jю ' 

т. е . 
l - 1 l -Z1 12 = [ 4 (m1m2-n1n2) ] 1 + z1 s=/ю (m2 + m1)2- (n2 -f- nt)2 s=/ю

' 

то выражение (XI .45) можно записать так: 

(XI . 44) 

(XI . 45) 

(XI . 46) 

(XI . 47) 

r ��: 1:/ю 

= 1 - 1  � +�: 1:=i� .  (XI . 48) 
Прежде чем перейти к рассмотрению метода проектирования 

непи без потерь для данного случая, полезно понять физическое 
содержание полученного результата . В этой связи целесообразно 
рассмотреть вариант цепи, когда соответствующие нагрузочные 
резистивные сопротивления , обозначенные на рис. ХI .5б через R 1 
и R2, не нормализованы к 1 ом. Запишем выражение для входного 
сопротивления цепи без потерь как функцию частоты на мнимой 
оси 

Ei = Z1 (jro) = R11 + jX11• (XI . 49) 
/1 

Тогда для средней мощности, поступающей в цепь и отбирае
мой от этой цепи ,  справедливо равенство . 

1 11 12 Rн = -1.§1_ .  (XI .  50) 
R2 

Поскольку выражение (Xl .4 1 ) дает 

т. е. 

11 R1 - = ---
1 1 12 = 1 1 1 0 1 2R� 

1 I R1 + z111 ' 
то с учетом равенства (Xl .50) будем иметь 

I E2 l 8 _ RнR1 = -1- ( l - I R1R2 I 110 12 1 Rl + Z1 12 4 - 4 12 -

(XI . 5 1) 
(XI . 52) 

(XI . 53) 



Окончательный результат можно получить с учетом выполнения 
следующих соотношений :  

I R 1 -Z 1 l2 = (R 1 -R1 1 )2 + x� 1 j (XI . 54> 
1 1 2 2 2 • 
R1 + Z1 = (R1  + R 1 1 ) + Х1 1 

Если источник тока / 1 0 с параллельно вктбченным сопротивле
нием R1 преобразовать в эквивалентный источник напряжения 
Е10 = R1I 10, то 

1 E1o l11 
4R1 

(XI . 55) 

Последнее выражение, очевидно, представляет собой отношение 
мощности, развиваемой в нагрузке R2, к максимальной мощности, 
развиваемой источником .  Из физических соображений ясно, что 
n лучшем случае оно может быть равно единице. Будем рассматри
вать эту функцию как квадрат абсолютного значения к о э ф  ф и
ц 1 1  е н т а  п е р е д а ч и  t (s) пpи s = jro. 

В связи с такой физической интерпретацией обычно вводят 
функцию. 

( )  Ri-Z1 (s) р s = ' Ri + Z1 (s) 
(XI . 56) 

называемую коэффициентом отражения. Он соответствует входу 
цепи, изображенной н а  рис. ХI .5б И, будучи введенным в выраже
ние (XI .53) , приводит к соотношению 

l t (jro) l2 = l - I P (iro) l2 • (XI . 57) 
Это соотношение имеет ясный физический смысл, означающий, что 
какая бы средняя мощность ни передавалась в нагрузку, она Долж
на  быть возвращена источнику. 

Из выражения (XI .55) нетрудно найти, что 

(XI . 58) 

Следовательно, при t (s) = 1 имеем 

(XI . 59) 

Напомним , что это выражение соответствует максимально дости
жимому коэффициенту передачи по напряжению. В рассмотренном 
случае цепь без потерь эквивалентна идеальному трансформатору, 
с оптимальным коэффициентом трансформацииJf R11 • 
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Целесообразно отметить, что все вышеприведенные аналитиче
ские зависимости, относящиеся к ненормализованной цепи, изобра
женной на  рис. Хl .5б, отличаются от соответствующих зависимо
стей, полученных ранее для нормализованного случая только тем, 

Е2 
Z Е 1 Е E VR что Z1 заменено на -1 а -2--на 10 или -2 -на -2 -1-

R1 ' 110 У R1R2 Е10 Е10 R2 ( так как f 10 � �: ) - Аналогично можно получить зависимость. 
Е Z включающую Z2 = -2 , если сопротивление Z2 заменить на -2 • � � Следовательно, аналитические зависимости, характеризующие не

норм ализованный случай, отличаются тем, что входные сопротив
ления делятся на соответствующие им резистивные сопротивления 
нагрузки, а сопротивления передачи - на среднее геометрическое 
этих двух резистивных сопротивлений. Например, в ненормализо
ванном случае и z,2, и z12 в выражении (Xl .9) необходимо разде-
лить на У R1R2, а Z22 - на R2 · · 

Рассмотренные вопросы особенно важны при проектировании 
цепей без потерь, нагруженных с обоих входов, так как резистив
ные сопротивления нагрузок с двух сторон цепи .  не всегда одина 
ковы. К:огда цепь нагружена лишь н а  одно резистивное сопротив
ление, то, очевидно, не произойдет никакой потери общности, если 
допустить, что его величина равна 1 ом. Нетрудно заметить, что 
при цепи с двумя резистивными нагрузками обе они могут быть, 
тем не менее, нормализованы к 1 ом, как в случае, изображенном 
на рис. X I .5a, без ограничения общности соответствующих аналити
ческих зависимостей. Это возможно при условии, что нормализо
ванные величины резистивных сопротивлений нагрузки, которые мы 
в конечном итоге хотим присоединить к цепи без потерь, выбраны 
надлежащим образом. 

Для нормализованного случая коэффициенты передачи и отра
жения определяются с помощью выражений (XI .44) и (Xl .48) как 

и 

t (s) = 2Е2 = 2 V m1m2- n1n2 (XI . 60) 
110 (� + mJ ) + (п2 + n1) 

( ) 
l - Z1 (т2-т1) + (n2-n1) р s = ---= -'--"-----'"'--'--'--"-- --='-
1 + Z1 (т2 + т�) + (п2 + n1) (XI . 6 1) 

Синтез начинается с известного квадрата модуля функции 
1 t ( "ro) l2 = A (ro2) = Ао + А1002 + • . .  + Апоо2п 

/ D (ro2) D0 + D1ro2 + . • .  + Dnoo2n ' (XI . 62) 

где соответствующее входное сопротивление Z1 (s) , как обычно, 
предполагается заданным в виде отношения двух полиномов сте
пени п. 
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Следует отметить, что приведенные результаты в р авной степе
ни применимы к случаю А и к случаю Б, так как при взаимной за
мене букв т и п в выражениях для функций t (s) и p (s) последние 
не изменяются . Если поменять местами оба входа цепи, т. е. сде
лать соответствующую замену в зависимостях, характеризующих 
эти входы, то, как и следует ожидать (благодаря теореме взаимно
сти) , функция t (s) не изменится . Таким образом, следуя приемам, 
описанным в § IX.8, можно прийти к выводу, что при взаимной за
мене полиномов т1 и т2 или п1 и n2 функция t (s) не изменяется . 
С другой стороны, такая з амена, конечно, повлияет н а  коэффициент 
отражения р (s) , и есть основания предполагать, что коэффициент 

l - Z2 отражения -- н а  противоположном конце цепи также будет 
l + Z11 

иным. Заметим, однако, что квадрат абсолютного значения функ
ции при s = jro, как видно из выражения (Xl .46) , одинаков для 
обоих коэффициентов отражения. Это, разумеется, определяется 
тем, что функция t (s) нечувствительна  к изменению ориентации 
цепи. 

Нетрудно получить необходимые и достаточные условия , накла
дываемые на  квадрат абсолютной величины, в:ыраженный ф-лой 
(XI .62) , гарантирующие реализацию требуемой цепи. Для этого 
следует, во-первых, воспользовавшись выражением (XI .6 1 ) ,  учесть, 
что 

Z1 (s) = 1 - p (s) 

H- p (s) 
(XI . 63) 

и, во-вторых, вспомнить (см. § 1 .5) , что для принадлежности функ
ции Z1 (s) к классу п. в . ф. необходимо, чтобы функция p (s) была 
аналитической в правой полуплоскости и имела модуль н а  мнимой 
оси, не превышающий единицы .  Последнее условие автоматически 
вытекает из выражения (XI .57) , так как квадрат абсолютного зна
чения функции t (jro ) не может быть отрицательным . Одна но, чтобы 
убедиться в этом, а также в том, что квадрат абсолютного значе
ния функции р (jro) также не будет отрицательным, необходимо и 
достаточно потребовать, чтобы в выражении (XI .62) выполнялось 
соотношение 

О <  A (roll) < 1 .  
"""" D (ro2) """" (XI . 64) 

Тогда с учетом выражений (Xl .46) , (XI .57) � (Xl .62) имеем 

I p (jro) 1 11  = A (ro2) - D (ro11) = l (m2 - m1)2 - (n2 - n1)2 ] . (XI . 65) 
D (ro2) (т11 + mi)2 - (n2 + n1)2 s=iro 

Выполнение условия аналитичности функции р (s) в правой полу
плоскости осуществляется так же, как при построении полинома 
(т2 + т1 ) + (п2 + n 1 ) по функции D (-s2) = (т2 + m1 ) 2 - (п2 + 
+ n1 ) 2, которое производилось для того, чтобы убедиться в принад-
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лежности указанного полинома к классу полиномов Гурвица . Этот 
процесс {в то же время гарантирующий устойчивость цепи ,  посколь
ку он обусловливает также аналитичность функции t (s) , опреде
J1яемой выражением (XI .60) , в правой полуплоскости] известен и не 
накладывает никаких других ограничений на  р ассматриваемую ра
циональную функцию, выраженную ф-лой (Xl .62) . Простое усло
вие (Xl .64) является необходимым и достаточным для выполнения 
данного метода расчета. 

Однако прежде чем продол�ить рассмотрение описываемого 
метода синтеза ,  необходимо убедиться в том, что выражение (XI .62 )  
удовлетворяет дополнительному условию, вытекающему из свой
ства цепи связи без потерь, а именно, из того, что полином 
А (-s2) = т1т2 - n1n2 должен быть полным квадратом. Как обыч
но, если требуется, эту трудность обходят путем включения допол
нительных множитеЛей и продолжают синтез дальше. 

Построив полином знаменателя (т2 + т1 )  + (п2 + n 1 ) функции 
р (s ) , можно ан алогичным образом построить полином числителя 
(т2 - т1 )  + (n2 - n1 ) ,  воспользовавшись зависимостью 

D ( -s2) - A ( -s2) = (� - m1) 2 - (п2- п1) 2 • (XI . 66) 
В данном случае р ассматриваемьJй метод не является единст

венным, так как не требуется выполнять критерия Гурвица. Поли
ном знаменателя может иметь нули и в правой, и в левой полупло
скостях, поэтому в зависимости от распределения нулей удается 
найти целый ряд возможных пригодных функций p (s) . Такая воз
можность выбора, между прочим, не связана с вопросом о том , 
является ли результирующая . передаточная функция t (s) мини
м ально или неминим ально фазовой. 

В любом случае благодаря требованию, согласно которому по
лином числителя функции должен быть четным или нечетным по
линомом, ее нули должны одинаково распределяться между пра -
вой и левой полуплоскостями. . 

Следует вместе с тем отметить, что когда осуществляется р ас
чет межкаскадной цепи связи и представляет интерес м аксимиза
ция произведения коэффициента усиления н а  ширину полосы про
зрачности при заданной паразитной параллельной емкости, то 
оптимальный результат будет достигнут в том случае, если и нули·, 
и полюсы функции p (s) расположены лишь в левой полуплоскости 
[ 1 5] .  Указанный круг вопросов, непосредственно не связанных с вы
полнением процесса синтеза ,  здесь не р ассматривается . 

Построив функцию p (s) , нетрудно выполнить синтез либо путем 
вычисления функции Z1 (s ) по выражению (Xl .63) и определения 
цепи без потерь по методу Дарлингтона, либо непосредственно, учи
тывая, что согласно выражению (XI .6 1 )  по четным и нечетным 
частям полиномов числителя и знаменателя функции p (s) можно 
сразу найти полиномы т1 , т2, п1 и n2. При этом сумма четных ча
стей даст полином т2, а их разность - полином т1 • Аналогично по 
нечетным частям находят полиномы n2 и п1 • Тогда функции Zsh цепи 
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без потерь определяются из известных выражений Дарлингтона 
(см. § IX.4, случай А) 

Z � .  
22 = - , ns 

V A ( -sl) (XI . 67) 
Соответствующую цепь получают, используя методы, описанные 
в главе VI I .  

Следует отметить, что приведенный расчет цепи без потерь при 
наличии резистивных сопротивлений н агрузки на обоих ее входах 
заставляет фиксировать все три сопротивления Z811.. Поэтому он яв
.'Iяется более жестким, чем расчет цепи без потерь, н агруженной на 
одно сопротивление нагрузки, создающий возможность произволь- , 
ного выбора входного сопротивления z1 1 •  Синтез цепи без потерь 
при заданных всех трех сопротивлениях Z811. не дает той свободы, 
которая в большинстве случаев позволяет получить неуравнове
шенные схемы, не содержащие взаимных индуктивностей. Напро
тив, в общем случае всегда используются взаимные индуктивности, 
а иногда даже может потребоваться введение некоторого количе
ства сильно связанных индуктивностей. Только в особых случаях 
структура цепи без потерь, н агруженной с обоих концов на рези
стивные сопротивления, приводит к пригодным для практики 
схемам. 

Важным является с.цучай, когда полином числителя выражения 
(Xl .6 1 )  вырождается в постоянную. Тогда все нули сопротивления 
передачи z12 и, следовательно, нули четной части функции Z1 (s) ле
жат в точке s = оо . Рассмотрение метода �интеза входного сопро
тивления по Мията (см. § Х.2) показывает, что функции Z1 (s) со
ответствует неуравновешенная цепная схема с последовательными 
индуктивностями и параллельными емкостями, н агруженная на  ре
зистивное сопротивление. 

Подобная возможность, очевидно, существует в том случае, 
когда полином числителя выражения (XI .62) вырождается в лю
бой из членов-слагаемых полинома. Тогда четная часть функции 
Z1 (s) имеет все ( или некоторые) нули в точке s = О, а остальные 
пули в точке s = оо . Цепная схема без потерь также содержит не
которое количество последовательных емкостных или параллель
ных индуктивных ветвей или только ветви с одним типом элементов. 

Пусть при расчете цепи без потерь, н агруженной н а  одно со
противление, выбрана в качестве квадрата модуля 1 t (jro) 1 2 функ
ция, определяемая выражением (XI . 1 8) (см. § X l . 1 )  •, т. е . 

l t (jro) \2 = -1 - .  (XI . 68) 
1 + ro8 

С учетом выражения (Xl .57) имеем 

Корни уравнения 

27 Заказ 49 

ro' \ p (jro) \2 = 
l + ro' . (XI . 69) 

D ( -s2) = · l -s6 = 0, 
- 4 17 -
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расположенные в левой полуплоскости, определяются [согласно 
ур-нию (Xl . 1 9 ) ]  выражениями (XI .2 1 ) . Соответствующий полином 
Гурвица (XI .22 ) имеет вид 

(m2 + m1) + (n1 + nJ = s8 + 2s1 + 2s + 1 .  (XI . 7 1 ) 
Для нахождения полинома числителя функции p (s) вычислим• 

разность (из выражения (XI .69 ) ]  

Следовательно, 

откуда 

(m2 -m1)2- (ns - n1) 2 = -s8• (XI . 72) 

(XI . 73) 

(XI . 74) · 
Поскольку полученное соотношение соответствует случаю А, мож
но ожидать, что результирующая цепь без потерь будет симметрич
ной. Из выражений (XI .7 1 )  и (Xl .73) легко находим полиномы т, ,  , 
[f3J ВН , ф, 01'1 

Рис. XI.6 

т2, п1 и n2. С другой стороны, имеется воз
можность образования функции 

s3 p (s) = 
sз + 2s2 + 2s + .1 

(XI . 75) 

Тогда из выражения (XI .63) находим 
Z1 (s) = 

2s3��2���s� 1 (XI . 76) 

Зная, что это сопротивление реализуется в виде простой цепной 
схемы, можно выполнить следующие операции : 

s 
2s2 + 2s +  l l 2sз + 2s2 + 2s +  1 

2sз + 2s2 + s  1 2s 
s + l 1 2s2 + 2s + I 

2s2 + 2s 1 
1 1 s + 1 

(XI .  77) 
Тогда получится цепь, изображенная на  рис. XI .6. Как и предполагалось, такая цепь без потерь является симметричной. 

В качестве второго примера р ассмотрим квадрат модуля 1 

J t (jro) J2 = 1 �008 , 
(XI . 78) 

которому соответствует функция 
j p (jro) J2 = � . (XI . 79) 

1 + ros 

Для построения полинома знаменателя функции необходимо ре
шить уравнение 

D (-s2) = 1 + s8 = О, 
- 4 18 -
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дающее восемь корней из - 1 ,  определяемых выражением 
jvn 

s, = e8 при v =  1 , 3, 5, . . . , 1 5 . (XI . 8 1) 
Корнями в левой полуплоскости являются корни для v = 5, 7, 9, 1 1 , 
дающие полином · 

(� + mJ + (п2 + п1) = (s11 + 0,7654s + 1 )  (s11 +  l ,8478s + 1) = 
= s' + 2,6 1 3s3 + 3,4 1 4s11 + 2,6 1 3s +  1 .  (XI . 82) 

Для определения полинома числителя функции p (s)  находим вы
ражение 

из которого непосредственно видно, что 
m11-m1 = s4 и n11-n1 = 0 . 

(XI . 83) 

(XI . 84) 
Последний результат указывает на  то, что н а  этот раз цепь бу

дет антиметричной. Используя выражения (XI .82) и (Xl .84) , по
лучим 

s' p (s) = s4 + 2 , 6 13s3 + 3 , 4 14s2 + 2 , 61 3s + 1 
Следовательно, 

z (s) = 2 , 6 13s3 + 3 , 4 14s11 + 2 , 613s + 1 1 2s' + 2 , 6 13s3 + 3 , 4 14s11 + 2 , 613s + 1 

. (XI . 8 5) 

(XI . 86) 

Произведем вычисления, соответствующие разложению этого со
противления в цепную схему 

2 , 6 1 Зs•+з . 4 1 4s•+2 , 6 1  Зs+ 1 

\ О , 766s 
2s•+2 . 6 l  Зs•+з , 4 1 4s•+2 , 6 t  Зs+1  
2&•+2 , 6 1 Зs•+2.ooos•+o,766s 

1 , 4 1 4s•+1 , 847s+1 , l . 847s 

l , 4 1 4s•+ 1 , 8 4 7s+I 2 , 6 1 3s•+З . 4 1 4s•+2 ,6 1 Зs+1 
2 , 6 1  Зs•+з , 4 1 4s•+1 . 847s 

o . 766s+t j ' ·  847s 
о , 766s+l 1 , 4 1 4s•+ t .  847s+t 

1 ,  4 1 4s•+t , 847s 1 О ,  766s 
о , 766s+t 
0 , 766s (XI . 87) 

В итоге получается цепь, изображенная на  рис. XI .7. Нетрудно за
метить, что если ее разделить пополам по линии а - а, то одна по
ловина будет иметь обратную ориентацию относительно другой. 
Следовательно, как и предполагалось, полученная цепь является 
антиметричной. 
27* - 4 19 -



Рассмотренные примеры показывают, что при расчете симмет
ричных и антиметричных схем можно упростить выкладки путем 
определения сопротивления со стороны любой половины цепи (по 
линии а - а на  рис. XI .7) . Для симметричной схемы сопротивление 
со стороны указанных новых зажимов одинаково в любом направ
лении ; для антиметричной схемы сопротивление в одном направ-

т."в47 fl. 0.?GG лении является величиной, обратной со-
.---<>-__ _,. противлению в другом н аправлении. 

Поскольку сопротивление в точках 
разделения цепи в любом случае будет 
вдвое проще, чем сопротивление Z1 (s) 
полной цепи, вычисления, необходимые 

гн, tfJ, tJN при реализации цепи, могут быть су
щественно облегчены ,  если найти ме-

Рис. Xl.7 тод, с помощью которого удастся най-
ти выражение для сопротивления раз

деленной цепи непосредственно по заданной величине 1 t (j(J)) 1 · Ни
же рассматри!3ается такая возможность. 

Xl.6. Методыr nоэвоnяющие упростить расчет 
симметричных и антиметричных цеnе-4 

Симметричную цепь чаще всего представляют в виде каскад
ного встречного соединения двух одинаковых цепей, как показано 
на рис. XI .8. В приводимом ниже анализе полиномы т1 , т2, п 1 , n2 
характеризуют любую 
из этих одинаковых це- 110 пей, для которых функ- --
ция Z 1 ( s) = mi + n1 

т2 + n2 
является сопротивле-
нием со стороны пары 
зажимов 1 ,  при усло-
вии, что сопротивлени-
ем нагрузки служит ре-

1он 1 N N, fo,., 

lz (S) 
Рис. Xl.8 

зистивное сопротивление 1 ом, включенное со стороны зажимов 2. 
Сопротивление Z2 (s) (см. рис. Xl .8) согласно выражению ( IX. 1 65) 
записывается следующим образом (предполагается случай А) :  

Z, (s) = P (s) = m2 + n1 . (XI . 88) 
Q (s) nz1 + n2 

Соответственно сопротивление передачи для каждой из цепей, 
рас�м�1:Р�.в�емой в противоположной ориентации, определяется 
выражением (Xl.43) при взаимной замене букв т1 и т2. Обозн ачим 
сопротивление передачи такой цепи через Z2 1 (s) , указывая этим на  
то, что оно относится к передаче энергии в направлении 2 -+ 1. Со
противление передачи Z12 (s) тогда будет соответствовать передаче 
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энергии в на�равлении 1 -+ 2. Поэтому исходя из рис. Xl.8, можно 
записать 

(XI . 89) 

Пол�...зуясь теоремой Тевенина, нетрудно найти, что ток Im опре
деляется выражением . / _ l10Z21 (XI .  90) 

, т -
2Z2 . 

Подставив сюда выражение (XI .89) , получим 

(XI . 9 1) 

Если обозна-чить P (s) и P (-s) через Р+ и Р_ соответственно и 
применить аналогичные обозначения для полинома Q (s) , то вы
ражение (X I .9 1 )  можно переписать так: 

2Е2 = 
(P+Q_ + P_Q+) 

(Xl . 92) 
110 2Р +Q+ 

Квадрат модуля этого выражения при s = jro будет 
2Е2 1 2 

= 
(P+Q_ -!- P_Q+) 2 

= 
(P+Q_ + P_Q+) 11 

' (Xl.93) 
110 4Р +Q+P _Q_ (Р +Q_ -\- P  _Q+) 2 - (P +Q_- P  _Q+) 11  

откуда ясен смысл вычислений при s = jro. Пользуясь далее сокра
щенными обозначениями 

и 

1 -(P+Q- + P-Q+) = M = m1m2-n1n2 (XI . 94) 
2 

(XI . 95) 

можно записать 1 � 12 = ма = --
110 M2 - N2 N2 

1 - м2 

откуда снова ясен смысл вычислений при s = jro. 

(XI . 96) 

Поскольку М и N являются соответственно четным и нечетным . - №  полиномами от переменной s ,  функция -- при s = jш представ
м2 

ляет собой квадрат нечетной рациональной функции от перемен-

а , rо + азrоз + . . .  + a2k+1 �2k+1 )2 
�о + �2002 + . . .  + �2kro2k (XI . 97) - 42 1 -



Учитывая полученные выражения, приходим к выводу, что любая 
заданная функция (являющаяся квадратом передаточной функции) 
1 t (jro) 1 2 реализуема в виде симметричной цепи при условии, что ее 
возможно представить в виде функции, обратной сумме единицы 
и квадрата нечетной рацион альной функции, определяемой выра
жением (XI .97) . Для этой функции коэффициенты 'ai и '�i могут 
оказаться либо положительными, либо отрицательными, причем 
любой из них может быть равен нулю. Таким образом, если каж
дый полином вырождается' в единственный член, то получают функ
цию, подобную выражению (XI .68) для 1 t (jro) / 2. 

По такой нечетной рациональной функции от переменной ro 
можно непосредственно найти величины М и N и далее из выраже
ний (XI .94) и (Xl .95) - соотношения : 

M + N = P+Q-; 
M - N = P-Q+. 

(XI . 98) 
(XI . 99) 

Из этих соотношений очевиден метод нахождения полиномов Р (s) 
и Q (s ) и, следовательно, сопротивления Z2 (s) , определяемого вы
ражением (XI .88) . Для этого надо просто отнести нули полинома 
М + N, расположенные в левой полуплоскости, к -полиному P (s) , 
а нули, расположенные в правой полуплоскости, - к полиному 
Q (-s) . 
, Так, для функции, определяемой выражением (XI .68) , непосред

ственно находим, что М = 1 и N = s3• Следовательно, полином, оп
ределяемый соотношением (XI .98) , имеет нули, которые нетрудно 
найти из уравнения 

(XI . 1 00) 
Корни его равны 

/•'/С 3 s. = e  ripи v =  1 , 3 ,  5 . (XI . 1 0 1) 
Нули, расположенные в правой полуплоскости, находим при v = 1 
и v = 5, а нуль, р асположенный в левой полуплоскости, - при v = 3. 
Полиномы Р и Q, очевидно, будут иметь вид : 

P(s) = s + l ; Q (s) = s.2 + s + l . · (XI . 1 02) 
Сопротивление {определяемое выражением (XI .88) ] в точках раз
биения цепи оказывается равным 

Z (s) - s + 1 - 1 (XI . 1 03) 2 -
s2 + s +  1 - 1 

s + --
s +  1 

Ему соответствует цепь, изображенная на рис. X I .9 .  Нетрудно ви
деть, что она представляет собой половину цепи, приведенной на 
рис. X I .6. - 422 -



Интересно отметить, что все приведенные выше зависимости 
1 1 рименимы в равной степени как к случаю А, так и к случаю Б, 
хотя, н ачав вывод с выражения (Xl .88) , мы предп<?ложили, что 
ситуация относится к случаю А. В самом деле, все полученные за
висимости {начиная с выражения (Xl .88) ] будут справедливы при 
взаимной замене в каждой из них букв т и п .  Заметим, что такая 
же замена полиномов Р и Q в выражениях (Xl .94) и (XI .95) при
водит просто к изменению алгебраического з 
знака при N и, следовательно, взаимно изме- l2!!}_ 1 1 няет выражения (XI .98) и (Xl .99) . Поэтому 7 
сопротивление Z2 (s) можно рассматривать и 

Q Р Д гн. Ф. ом 1<ак отношение - , и как отношение - . ру-
Р Q Рис. Х/.9 

гимн словами, если потребуется, цепи, пока-
занные на рис. XI . 6  и XI .9, можно менять на обратные. Этот ре
зультат, конечно, является известным. Он обычно справедлив неза
висимо от того, симметрична цепь или нет [см .  обсуждение данного 
вопроса в § 1 .6, в частности, выражения ' ( 1 . 1 1 2 )  - ( 1 . 1 1 6) ] . 

!ом N 2 

Рис. Х/.10 

Рассмотрим теперь антиметричную цепь, приведенную на 
рис. Xl . 1 0. Как видно из рисунка, мы снова имеем два четырехпо
люсника без потерь, включенные встречно, но один из них в дан
ном случае является дуальным или обратным относительно дру
гого. Таким образом, сопротивлениями в точках разбиения цепи 

1 являются Z2 (s) (в  левую сторону) и -- (в  правую сторону) . 
Z2 (s) 

Здесь, как и ранее, применимо выражение (XI .88) , но вместо 
выражения (XI .89) мы теперь имеем 

(XI . 1 04) 

Это вытекает из того факта, что проводимость передачи дуальной 
цепи D (отношение выходного тока к входному напряжению) чис
ленно равна сопротивлению передачи цепи N (отношение выходного 
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напряжения к входному току) . По теореме Тевенина находим, что 
напряжение Ет определяется выражением 

1 Ет Z21 h -- = 
1 

Z2 + h 

Z21 ----
z� + 1 

Тогда подстановка выражения (Xl. 1 04) дает 
2Е2 

2Z� I 2 (m1mг-n1n2) Р +Q_ + р _Q+ -- =  - -
110 z� + t (т2 + п1)Ч - (т1 + п2)2 р2 + Q2 + + 

Квадрат модуля этой функции при s = jro имеет вИд 

(XI . 1 05) 

(XI . 106) 

1 2Е2 12 (P+Q_ + P_Q+) 2 (P+Q- + P_Q+) 2 
J;; 

=
(Pi + Qi) (P.:_ + Q.:_) 

= 
(P+Q_ + P_Q+)2 + '(P+P--Q+Q_)2 ' 

(XI . 107) 

откуда ясен смысл вычислений при s = jro. Используя приведенные 
выше сокращенные обозначения (XJ .94) , получим вместо выраже
ния (Xl.95) 

+ (P+P--Q+Q-) = W = + [(m� - nI} -(mi - n�)] . (XI . 108) 

Это выражение (подобно полиному М) является четным полино
мом от s. Квадрат модуля выражения (XI . 1 07) можно тогда запи
сать в виде 

(XI . 1 09) 

откуда вновь ясен смысл вычислений при s = jro. 
Из полученных результатов заключаем, что квадрат модуля 

заданной передаточной функции реализуем в виде антиметричной 
цепи, если он представляет собой функцию, обратную функции, 
равной сумме единицы и квадрата четной рациональной функции 
(подобно выражению (XI .97) , деленному на ro2] . Используя полино
мы W и М, которые могут быть найдены непосредственно по этой 
четной рациональной функции, можно вместо з ависимостей (XI .98) 
и (XI .99) найти следующие соотношения : 

2 (W + jM) = (Р+ + iQ+) (Р- + iQ-) ; (XI . 1 1 0) 

2 (W-jM) = (P+-iQ+) (P_-jQ_) . (XI . 1 1 1 ) 

Метод н ахождения полиномов Р ( s) и Q ( s) состоит теперь из 
двух этапов. На первом этапе необходимо построить полином 
(Р+ + jQ+) , используя нули выражения ( W + jM) , р асположенные 
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в левой полуплоскости ; тогда вещественная и мнимая части поли
нома будут соответственно P (s) и Q (s ) . 

Отличительной особенностью в данном случае является появле
ние полинома с комплексными коэффициентами, т. е . в�да Р (s ) + 
+ jQ (s) . Обычно такие полиномы не встречаются в теории цепей, 
поскольку все функции сопротивлений или проводимостей явля
ются вещественными при вещественных значениях переменной s .  
Следует напомнить, что прилагательное «вещественная» в выра
жении «положительная вещественная функция» означает, что 
функция является вещественной при вещественных значениях s. 
Прилагательное «положительная» указывает на  то, что веществен
ная часть функции является положительной в правой полуплоско
сти s . «Положительная функция» обладает последним свойством, 
но не обязательно 'является вещественной при вещественных зна
чениях s .  

Таким образом, если функция Z2 = Р (s) представляет <:обой 
Q (s) п. в. ф .  [каким и должно быть сопротивление, определяемое выра

жением (XI .88) ], то функция 

Z - z + . _ P+ + iQ+ 
- 2 / - -�-� 

Q+ 
(XI . 1 1 2) 

хотя, очевидно, и положительная, однако не является п .  в .  ф. 
Необходимое -И  достаточное условия принадлежности функции 

к классу «положительных» функций требуют, чтобы ее полюсы и 
нули р асполагались в левой полуплоскости, а ее вещественная 
часть была положительной на  мнимой оси. Справедливость этого 
утверждения можно установить, используя аргумент, приведенный 
в главе 1 при рассмотрении положительных вещественных функций. 
Поскольку принадлежность функции Z2, определяемой выражением 
(Xl . 1 1 2) , к классу п. в .  ф .  требует, чтобы функция Z была положи
тельной, нули комплексного полинома Р + + iQ+ должны лежать 
в левой полуплоскости. Следовательно, в выражении (Xl . 1 1 0) мни
мую ось можно использовать как «сортирующую границу» для 
разделения полинома 2 ( W  + jM) на  два полинома (Р+ + jQ+) и 
(Р_ + IQ-) . 

Учитывая свойство комплексных чисел, полином (Р + + jQ+) 
можно далее разбить на  полиномы Р + и Q+. Значит, снова можно 
найти сопротивление Z2 (s) в точках разбиения цепи. 

Как и в случае симметричной цепи, взаимная перестановка ме
стами полиномов P (s) и Q (s) просто изменяет алгебраический 
знак полинома  W, который не оказывает влияния на функцию, оп
ределяемую выражением (XI . 1 09) . Поскольку речь идет о резуль
тирующей цепи, изображенной на рис. XI .8, указанное изменение 
знака сказывается лишь на взаимной замене входа и выхода. 

В качестве примера, иллюстрирующего описанный метод, рас
смотрим опять функцию, определяемую выражением (XI .78) , для 
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w• которой - = s8, т. е. W = s4 и М = 1 .  Нули полинома (XI . 1 1 0) мs 
являются корнями уравнения 

W + jM = s' + j = O  
и равны 

-/•1t -в-s. = е при '\l = l ,  5, 9, 1 3 . 

(XI . 1 1 3) 

(XI . 1 1 4) 
Нули, расположенные в левой полуплоскости, получаются при " = 
= 5 и 9. Они дают полином 

i" jJt 
P (s) + jQ (s) = s2 + s y2e8 + е4 = 

= (s2 + 1 ,306s + 0,707) + j (0,54 1 4 + 0,707) . 
Требуемое сопротивление определяется выражением 

Z2 (s) = s2 + J , 306s + 0 , 707 1 , 847s -j-- 1 
О , 54 1 4s + О ,  707 О ,  766s + 1 

(XI . 1 1 5) 

(XI . 1 1 6) 

Ему соответствует половина цепи, изображенной на  рис. XI .7 . Да
же из приведенного простого примера видно, что сокращение вы
числительной работы имеет существенное значение. 

Возвращаясь снова к симметричной цепи, изображенной п а  
рис. XI .8, и к выводу соответствующего сопротивления передачи, 
определяемого выражением (XI .9 1 ) ,  допустим , что правая цепь N 
(включая резистивное сопротивление _ н агрузки) характеризуется 
уровнем сопротивления, умноженным на коэффициент r2 • Тогда 
сопротивление передачи Z2 1 (s) , определяемое выражением (XI .89 ) , 
оказывается умноженным на  r2 и выражение (XI .90) для тока Im 
примет вид 

Таким образом, вместо выражения (Xl .9 1 )  получим 
2Е2 2r2 z� I -- = --- --
110 1 + r8 Z2 

(XI . 1 1 7) 

(XI . 1 1 8) 

2r2 С точностью до постоянного множителя этот результат 
1 + r2 

совпадает с полученным при изменении уровня сопротивления в 
правой части цепи, изображенной на рис. XI .8. Следовательно, цепь 
в данном случае может согласовать любое отношение конечных 
резистивных сопротивлений источника и нагрузки, причем она 
будет иметь одну и ту же функцию требуемого общего переда-

2Е точного коэффициента --2 • Полезность указанного вывода очевид-
110 

на ,  уt�rtтывая тот факт, что обычно на  практике для получения 
того же эффекта приходится применять трансформатор ,  включае
мый на входе или на выходе. 
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Важно, однако, отметить, что нельзя избежать дополнительных 
расходов, связанных со стоимостью трансформатора ,  без компен
сации потерь - в р ассмотренном примере, потерь в усилении. 
Значит, при таком способе согласования сопротивлений источника 
и нагрузки получающийся в итоге общий постоянный множитель 
будет меньше, чем при использовании идеального трансформатора 
связи. Идеальный трансформатор с коэффициентом трансформации 
по сопротивлению r2 имеет коэффициент трансформации по напря
жению, р авный r, поэтому его включение на  выходе увеличивает 
результирующее напряжение на  нагрузке (следовательно, и пере-
даточную функцию 2Е2 ) в r р аз .  Отношение этой передаточной 

110 функции к передаточной функции, определяемой выражением 
(XI . 1 1 8 ) , равно 

l + r2 = _l (г + _l ) . 
2r 2 r 

(XI . 1 1 9) 

Получившаяся известная функция имеет величину больше еди
пицы при всех значениях r, кроме r = 1 ,  когда она становится р·ав
вой единице. Таким образом, применение идеального трансформа
тора дает более высокое общее усиление, но во многих случаях его 
недостаточно, чтобы оправдать стоимость трансформатора . Кроме 
того, реальный трансформатор не является идеальным, и ,  следова
тельно, требуемая передаточная функция будет отличаться от 
рассмотренной выше. 

Подобный вариант нельзя применить к антиметричным цепям .  
Поэтому описапное простое устройство, позволяющее получать 
согласование произвольных уровней сопротивлений источника и 
нагрузки, можно использовать только в том случае, когда требуе
мая передаточная функция -удовлетворяет упомянутому ранее 
условию, допускающему ее реализацию в виде симметричной 
цепи .  

Xl.7. Способ согnасования соnротивnений источника 
и нагрузки 

Метод расчета , изложенный в двух предыдущих параграфах, 
относится к случаю согласования, когда источником возбуждения 
является источник напряжения с конечным (отличным от нуля) 
внутренним резистивным сопротивлением. В соответствии с этим 
методом должны быть известны все три сопротивленщ1, характе
ризующие цепь без потерь. Указанное условие существенно огра
ничивает возможность получения требуемых на практике струк
тур .  В данном и последующих параграфах рассматриваются 
другие методы, с помощью которых можно реализовать нужное 
согласование источника. 
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Если снова обрат�ться к цепям связи без потерь, нагружен- : 
ным на одно сопротивление (см. § XI . 1 ) , то оказывается, что ; согласование источника напряжения с конечным (отличным от 
нуля) внутренним сопротивлением связано с управлением вход
ным сопротивлением Z1 (s) . Когда это сопротивление постоянно, 
то , очевидно, несущественно, является ли источник возбуждения 
источником тока и:Ли источником напряжения, а если в качестве 
него используется источник напряжения, то несущественно, учиты
вается ли последовательно включенное сопротивление источника 
или нет. Входной ток в любом случае будет пропорционален на
пряжению, и, следовательно, в результате всегда получается оди
наковая передаточная функция (с точностью до постоянного 
множителя) . 

Входное сопротивление не может быть постоянным (кроме 
тривиальных случаев ) , так как тогда необходимо, чтобы его ве
щественная часть была постоянной, а из выражения (Xl .3 ) видно. 
что она равна квадрату модуля требуемого сопротивления пере
дачи .  Однако, можно последовательно с сопротивлением Z1 (s) 
включить дополняющее сопротивление для того, чтобы результи
рующее входное сопротивление имело нужное постоянное значе
ние. Действительно, этот прием, используемый в цепи связи без 
потерь, нагруженной на одно сопротивление, оказывается полез
ным, хотя он не всегда обеспечивает решение поставленной зада
чи, ибо для существования дополняющего сопротивления необхо
димо выполнение ряда условий. 

При рассмотрении этого вопроса в § VI I l .6 было показано, что 
такими необходимыми и достаточными условиями для заданного 
входного сопротивления Z1 (s) цепи без потерь, нагруженной на  
резистивное сопротивление, является его принадлежность к кл ас
су минимально реактивных функций, т. е. функций, не имеющих 
полюсов на мнимой оси. Методы синтеза по заданным функциям 
z22 и Z1 2, которые мы хотим применить для реализации цепи без 
потерь, обычно не дают полной гарантии того, что для функции 
z1 1  условие вычетов будет выполняться во всех полюсах со знаком 
равенства (см. § VI l .3 )  . . При этом результирующее входное со
противление Z1 (s) обычно уже не является минимально реактив
ной функцией. Когда вид передаточной функции допускает синтез 
цепи без потерь по функциям z22 и Z12, который не приводит к вход
ному сопротивлению Z1 (s) , имеющему полюсы на мнимой оси, 
можно применить метод синтеза цепи без потерь, нагруженной с 
обоих входов, обычно позволяющий получить требуемую струк
туру. 

Однако в этом случае если создается выигрыш, то весьма ма
лый ,  и вместе с тем цепь усложняется . 

Важной особенностью описанного метода является то, что при 
применении дополняющего сопротивления требуется только принад
лежность функции Z1 (s) к классу минимально реактивных функ
ций и вовсе не обязательно, чтобы соответствующая проводимость - 428 -



У1 (s )  = -1- принадлежала к классу функций минимальной peaк-
ZJ (s) 

1'Ивной проводимости. Таким образом, если использовать при р ас
чете цепи связи без потерь, нагруженной с одной стороны, метод 
узловых напряжений, дающий в результате входную проводимость 
У1 (s )  с полюсами на мнимой оси, то маловероятно, что она будет 
иметь также нули на этой оси. При этом функция Z1 (s ) обычно не 
имеет полюсов на мнимой оси, и дополняющее сопротивление по
строить можно. Аналогично при анализе методом контурных то
ков, хотя функция Z1 (s ) , по-видимому, имеет полюсы н а  мнимой 
оси, маловероятно, что она будет иметь на  ней и нули .  Тогда 
.функцию У1 (s )  обычно допол�яют подключением соответствующей 
uепи параллельно входу исходной цепи без потерь. 

Дополняющее сопротивление или проводимость можно синтези
ровать любым из методов реализации входных сопротивлений, р ас
смотренных в главах IX и Х. В большинстве случаев, по всей веро
ятности, окажется целесообразным применить один из методов син
теза цепей, не содержащих трансформаторов (см. главу Х) .  Однако 
при использовании метода Дарлингтона с учетом выражения 
(Xl .3) становится очевидным, что дополняющая цепь не только 
имеет входное сопротивление, дополнительное к входному сопротив
.лению исходной цепи, но и что квадрат модуля ее сопротивления 
передачи также является дополнительной функцией к квадрату 
модуля исходной цепи . Таким обр азом , если дополняющую цепь р ас
сматривать как цепь связи, ее передаточная функция и передаточ
ная функция задаНПОЙ Цепи �ВЯЗИ будут ВЗаИМНО ДОПОJlНЯЮЩИМИ 
в том смысле, что сумма квадратов их модулей оказывается по
·стоянной (равной после нормализации единице) . Так, когда одна  
цепь представляет собой фильтр нижних частот, то  другая будет 
фильтром верхних частот, пропускающим сигналы тех частот, ко
торые фильтр нижних частот запирает, и наоборот. Соединение 
двух цепей, имеющее постоянное результирующее входное сопро
тивление, называется классом фильтров постоянного резистивного 
сопротивления ( constant-resistance fi lter group ) .  

в качестве примера рассмотрим дополняющую цепь к цепи, 
изображенной на  рис. Xl .2 . Квадрат модуля сопротивления пере
дачи исходной цепи, определяемый выражением (XI . 1 8 ) , одновре
менно является вещественной частью ее входного сопротивления. 
Вещественная часть входного сопротивления (или квадрат модуля 
сопротивления передачи )  дополняющей цепи при реализации цепи 
в виде четырехполюсника без потерь, н агруженного на резистивное 
сопротивление 1 ом, имеет вид 

Re [z� (jro) ] = 1 Z� 2 (iro) l 2 = 1 - -1 - = � ,  (XI . 1 20) 
1 + 006 1 + 008 

где индекс с относится к величинам, характеризующим дополняю
щую цепь [complementary network (прим. ред. ) ] . Соответствующее 
входное сопротивление Zf (s )  можно легко найти, вычтя из единицы 
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сопротивление Z1 (s) , определяемое выражением (Xl .23) . Тогда по
лучим сопротивление 

l 4 2 - s3 + -s2 + - s 
ZHs) = 3 3 3 

s8 + 2s2 + 2s + 1 (XI . 1 2 1 ) 

которое представляет .собой функцию Z1 (s ) , но с заменой перемен
ной s на  переменную -1- . Этого и следовало ожидать, учитывая s 
вид вещественной части выражения (XI . 1 20) и замену в функции 
(XI . 1 8) переменной ю на -1- .  (J) 

Можно легко построить цепь из цепи, приведенной на  рис. XI .2, 
заменив индуктивности емкостями с обратными по величине зна
чениями, и наоборот, р ассматривая выражение (XI . 1 20) как задан
ное для передаточной функции. Очевидно, что полюсы соответ
ствующей функции Zf2 (s) будут совпадать с полюсами функции 
Z12 (s) ,  определяемой выражением (XI .25 ) , а полиномом ее числи
теля, как непосредственно видно, является просто s3. Таким обра
зом, имеем 

(XI . 1 22) 

Поскольку эта функция соответствует случаю Б, то, применив 
соотношения (XI . 1 3 ) , получи

:, = ,,."
'
+ 1 ) · 

s3 ...L 2s z - --'--
22 - 2s2 + 1 

(XI . 1 23) 

Все нули сопротивления z1 2 лежат в точке s = О. Следовательно, 
осуществимо разложение функции Z22 по Кауэру, дающее цепь с 
параллельными индуктивностями и последовательными емкостями. 
Разложение указанной функции в непрерывную дробь имеет вид 

1 
Z22 =--------1 - + ----2s 4 1 - + -3s 3 

2s 

(XI . 1 24) 

Соответствующая цепь дана на рис. XI . 1  l a , где также приведена 
дополняющая цепь (см. рис. Xl .2 ) . О полной дуальности этого слу
чая можно судить по рис. Xl . l l б . Здесь показана цепь, эквивалент
ная изображенной на рис. Xl . 1 1 а, в том смысле, что обе цепи 
обеспечивают дополнительные функции вида 

1 ЕЕ01 12 = --1-
1 + 008 ' (XI . 1 25) - 430 -



-а со стороны своих входов дают чисто резистивное сопротивление 
l ом. Эти цепи представляют собой простые примеры класса 
фильтров нижних - верхних частот постоянного резистивного 
сопротивления. 

aJ 4 
3 

ен, ф. ом 
Рис. Х/. 1 1  

Xl.8. Испоnьзование скрещенной цепи 
постоянноrо резистивноrо сопротивnения 

Цепь связи без потерь, очевидно, целесообразно использовать 
в тех случаях, когда известен только модуль передаточной функ
ции, а вид фазовой характеристики не играет роли. Фазовая харак
теристика цепи связи без потерь всегда изменяется от некоторого 
минимального до некоторого максимального значения, ибо для та
ких случаев передаточная фу.нкция должна иметь полностью сим
метричную диаграмму нулей. Если требуется управлять распреде
лением нулей и модулем передаточной функции, цепь связи без 
потерь в общем случае неприемлема .  

Цепь минимально фазового , сдвига, передаточная функция 
которой не должна иметь нулей в правой полуплоскости, может 
быть реализована как цепь без потерь только в некоторых особых 
ситуациях. Например, цепь, изображенная на  рис. X I .2, которая 
характеризуется функцией, определяемой выражением (XI .25) , 
можно рассматривать как цепь с минимальной фазой, поскольку 
все нули указанной функции лежат на бесконечности. Передаточ
ная функция, имеющая нули только на мнимой оси, реализуется 
цепью без потерь и может рассматриваться как предельное значе
ние функций минимальной фазы, поскольку влияние случайных 
потерь, как будет показано в главе X I I  (§ X I I .6) , приводит к неко
торому сдвигу влево диаграммы полюсов и нулей. Таким образом , 
физическая цепь, получающаяся в результате данного расчета, 
имеет все свои нули передачи в левой полуплоскости ; зн ачит, все 
цепи без потерь, изображенные на рис. X I .6, X I .7 и Xl . l l ,  могут рас-- 43 1 -



сматриваться как цепи, обладающие минимально фазовым 
сдвигом 1 • 

Однако приведенные ситуации представляют собой граничные, 
не типичные примеры цепей минимально фазового сдвига. В общем 
случае такие цепи должны иметь потери, поэтому их синтез необ
ходимо осуществлять другими средствами, а именно, по заданной 
11 комплексной передаточной функции, 

� а не по ее модулю. 
Основой для реализации подобных f1f tом f Ez передаточных функций Является скре-

щенная цепь постоянного резистивного 
сопротивления, рассмотренная в § VI.3 
и изображенная н а  рис. VI.5 б. Для 

Рис. XI.12 удобства повторим этот рисунок здесь 
(см. рис. XI. 1 2) и- вновь запишем за

'6Исимости, соответствующие ф-лам (Vl.53) , (Vl.54)  и (VI .55) : 
ZaZь = 1 ;  

Е2 _ Е2 _ z _ 1 -- za . 
-- - -- - 12 - --- , 
Е1 /1 1 + za 

l - Z12 Za = --�-1 + Z12 

(XI . 1 26) 
(XI . 1 27) 

(XI . 1 28) 

Учитьlвая соотношение (X'l . 1 26) , характерное для скрещенной 
Е цепи, находим, что -1- = 1 ;  входное сопротивление ее оказывается 
/1 

чисто резистивным и равным единице. Это обусловливает примене
ние к таким цепям термин-а «цепь постоянного сопротивления» и 
приводит в результате к важному свойству, согласно которому 
общее сопротивление передачи каскадного соединения скрещенных 
цепей равно произведению сопротивлений передачи звеньев. 

Используя свойство, обратное сформулированному, видим, что 
.сопротивление передачи сложного соединения можно тем или иным 
.способом разложить на  множители и реализовать отдельно скре
щенные цепи, соответствующие этим множителям. Будучи соеди
ненными каскадно, они удовлетворяют синтезу заданного сопротив
ления . Хотя аналитически одинаково легко синтезировать как 
сопротивление передачи сложной цепи, так и отдельную скрещен
ную цепь, сопротивления ветвей Za и zь которой имеют сложную 
структуру, практически значительно проще построить отдельные, 
более простые скрещенные цепи. На  практ_ике одним из основных 

1 В этой связи следует заметить, что цепная схема без взаимных индуктивнос
тей должна, очевидно, иметь сопротивление передачи, относящееся к классу функ
ций минимальной фазы. Это объясняется тем, что ее нули передачи физическ11 яв
ляются такими нулями параллельных сопротивлений или полюсами последователь-
11 ы х  сопротивлений, которые должны, конечно, располагаться в левой полуплоско
сти, так как сопротивления ветвей являются п.в.ф. - 432 -



преимуществ скрещенной цепи постоянного резистивного сопротив
ления является возможность легко разложить указанным способом 
сложную скрещенную цепь в каскадное соединение простых цепей. 

Прежде чем перейти к подробному р ассмотрению реализации 
передаточных функций в виде скрещенных цепей постоянного рези
стивного сопротивления, целесообразно с несколько иной точки 
зрения более тщательно выяснить причины появления у этих цепей 
особых свойств . Для этого обратимся к известному эквивалентному 
преобразованию цепей, показанному на рис. Xl . 1 3, которое было 
рассмотрено в § VI .5 (см . рис. VI . l Oб) . Скрещенная цепь, приве
денная на рис. Xl . 1 3  слева , отличается от цепи, изображенной н а  
рис. XI . 1 2, только тем, что на  е е  входных зажимах включено рези
стивное сопротивление 1 ом. Результирующее входное сопротивле-

Рис. XI.13 

ние цепи оказывается со стороны этих входных зажимов равным 
0,5 ом, а полное сопротивление передачи также равным половине 
ее прежнего значения, как следует из выражения (XI . 1 27) . 

Обозначив результирующие сопротивления скрещенной цепи ,  
приведенной в правой части рис .  Xl . 1 3, через z: и z;, найдем связь 
их с сопро::гивлениями Za и zь исходной цепи :  

* Za Za = --- ; 
1 + га 

• zь Zь = --- . 
1 + zь 

(XJ . 1 29) 

Если обозначить аналогично входное сопротивление при холо
стом ходе и сопротивление передачи результирующей скрещенной 
цепи через z* и z;2 , то основные соотношения (VI .44 ) позволяют 
записать: 

(XI . 1 30} 

(XI . 1 3 1) 

Первому из этих сопротивлений �оответствует цепь, изображен
ная на рис. XI . 1 4 . Нетрудно видеть, что она является простой 
цепью постоянного резистивного сопротивления. Важно заметить, 
что сопротивления z; и z; являются дополняющими друг друга .  
Известно, что необходимым условием, согласно которому сопротив-_ 
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ления относятся к классу дополняющих, является требование, что
бы они были минимально реактивными функциями. Известно так
же, что минимально реактивные сопротивления можно однозначно 
построить (используя обычные алгебраические методы) по соответ
ствующим им вещественным частям .  Поэтому случай,  характери
зуемый соотношениями (Xl . 1 30) и (XI . 1 3 1 ) ,  можно исследовать, 
рассмотрев только поведение вещественных частей различных 
сопротивлений, используемых в заданной цепи. 

Как отмечалось при построении сопротивления передачи по 
заданной вещественной части (см. § V I I I .7) , определение этого сопро
тивления через вещественную часть имеет важное преимущество. 
Оно заключается в том, что здесь на функцию сопротивления пере
дачи не накладываются какие-либо ограничения, касающиеся 

� �2z;,�-----i 

минимально фазового или неминимально 
фазового характера . Более того, кроме 
практически несущественного варианта 
передаточной функции с полюсами на 
мнимой оси, когда ее вещественная часть 
имеет импульсы (см. § VI I I .2 ) , един-

Рис. Xl.14 

заключается в том, 
мой оси. 

ственное требование к этой вещественной 
части передаточной функции (см. § XI. l )  

что она должна быть ограниченной н а  мни-
Поэтому, используя графики вещественной части на  рис .  VI I l . 1 2, 

приходим к выводу, что с и м  м е т р  и ч н а  я с к р е щ е н н а я  ц е п ь 
м о ж е  т р е а л и з о в а т ь л ю б о е  р е а л и з у е м о е с о п р о 
т и в л е н  и е п е р е д а ч и ,  причем если потребуется, возможно. 
включение люnых полюсов функции на мнимой оси и соответ
ствующих импульсов в ее вещественной части. 

Теперь, используя выражения (XI . 1 30) и (Xl . 1 3 1 ) для скрещен
ной цепи, нагруженной с обоих входов (см. рис. XI . 1 3) ,  нетрудно 
ответить на вопрос, какая скрещенная цепь соответствует такому 
представлению. Если скрещенная цепь, которую мы хотим постро
ить, используя данные рис. VI I l . 1 2 , имеет постоянное входное со
противление, то вещественные части Га и rь сопротивлений Za и z!> 
должны складываться с постоянной. Это нетрудно осуществить, 
посколы<у (как отмечалось выше) к каждой вещественной части 
r а ( ffi ) и rь ( ffi) можно добавить некоторую произвольную функцию 
r ( ffi ) , не изменяя вещественной части сопротивления передачи, за
висящей только от разности (rь - r а ) . Следовательно, введя такую 
нормализацию для r а и rь, при которой их максимальные значения 
одинаковы (но не превышают единицы) , можно вычислить 
функцию ' 

1 r (ro) = - (1 -ra-rь) ,  
2 

а затем образовать вещественные части 
• • Гa = ra + r; rь = rь + r .  - 434 -
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Поскольку сумма этих вещественных частей равна единице, 
сумма сопротивлений z: и z; , соответствующих им, также будет 
равна единице. Тогда согласно выражениям (Xl . 1 30) и (Xl . 1 3 1 )  
получающаяся скрещенная цепь будет относиться к классу цепей 
постоянного резистивного сопротивления, хотя ее сопротивление 
передачи и остается таким же, как до изменения вещественных 

1 
1 2 
O J--���-1-.....::::::����::::::::::�=--

Рис. Х/. 15 

... (J 

-{.J 

частей сопротивлении ее ветвей [в соответствии с выражением 
(Xl . 1 33) ] .  Этим результатам соответствуют графические построе
ния, выполненные на рис. XI . 1 5 . 

Отсюда следует важный вывод, заключающийся в том , что 
скрещенная цепь постоянного резистивного сопротивления является 
таким же общим видом цепи, как и всякая другая скрещенная цепь; 
любое реализуемое сопротивление передачи можно реализовать в 
виде скрещенной цепи постоянного резистивного сопротивления 1 • 

1 Это утверждение не относится к случаю, когда сопротивление передачи имеет 
полюсы на мнимой оси. Хотя такое сопротивление и реализуется в виде обычной 
скрещенной цепи, оно оказывается нереализуемым в виде скрещенной цепи посто
янного резистивного сопротивления, которая требует, чтобы сопротивление переда
чи было ограниченной функцией на мнимой оси. 
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Другое интересное свойство скрещенных цепей можно получить, 
обратившись к графикам, изображенным на рис. XI . 1 5 .  Рассмотрим 
сначала скрещенную цепь, имеющую сопротивления, которым 
соответствуют графики вещественных частей Га и rь . Данная цепь, 
конечно, не является скрещенной цепью постоянного резистивного 
сопротивления, поскольку при сложении указанных вещественных 
частей не получается постоянной величины. Входное сопротивление 
холостого хода z1 1 = z22 такой скрещенной цепи не равно постоян
ной. Однако дополняющим к этому сопротивлению является сопро
тивление z, которому соответствует вещественная часть r = 

1 = - ( 1 - r а - rь) .  Если цепь, реализующую сопротивление z, 
2 . 

подключить последовательно к входу и выходу рассматриваемой 
скрещенной цепи, то результирующая цепь будет обладать свой
ством скрещенной цепи постоянного резисти�ного сопротивления. 
Следовательно, последняя эквивалентна обычной скрещенной цепи 
с входным сопротивлением, являющимся дополняющим к сопротив
лениям на обеих парах зажимов. При этом ясно, что последова� 
тельное включение компенсирующих цепей не оказывает никакого 
влияния на сопротивление передачи цепи. КомПенсирующие цепи 
в скрещенной цепи постоянного резистивного сопротивления не 
включаются извне, а добавляются к каждому ее сопротивлению. 
Получается цепь с внутренней компенсацией. 

Вернемся теперь к выражениям (XI . 1 27) и (XI . 1 28)  и рассмот
рим синтез заданной передаточной функции Z12 . Ранее было 
показано (см . §§ 1 . 1  и VI .3 ) , что согласно необходимым и доста
точным условиям принадлежности функции Za к классу п .  в .  ф .  
функция Z12 должна быть аналитической в правой полуплоскости 
и ее модуль на мнимой оси не должен превышать единицы. Требо
вание аналитичности сопротивления передачи в правой полуплос
кости, очевидно, не являет�я единственным , предъявляемым к 
скрещенной цепи постоянного резистивного сопротивления. Огра
ничение верхнего предела модуля ее сопротивления передачи на  
мнимой оси значением, не превышающим единицы, является просто 
результатом нормализации уровня сопротивления к 1 ом. Отсюда 
вновь становится ясным, что условия реализаци� скрещенной цепи 
постоянного резистивного сопротивления не являются более жест
кими, чем условия реализации сопротивления передачи цепи,  
соответствующей общему случаю (упомянутый р анее случай, когда 
функция имеет полюсы на  мнимой оси, не принимается во вни· 
мание) . 

При синтезе передаточных функций посредством цепей без 
потерь, нагруженных на резистивные сопротивления, разумеется, не 
накладываются ограничения, связанные с поведением модуля за
д,;�.�н�.го сопротивления на  мнимой оси. Однако этот метод синтеза 
(�щ� отмечалось ранее) не позволяет управлять величиной резуль
тирующего постоянного множителя. В то же время при синтезе 
скрещенной цепи постоянного резистивного сопротивления � можно 
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быть уверенным, что постоянный множитель, принятый для з аданной 
функции Z1 2 в начале процесса синтеза , в конце концов, будет 
получен в результирующей цепи, и поэтому необходимо р ассмот
реть ограничения, налагаемые на поведение модуля заданной 
функции. Физически это ограничение эквивалентно требованию, 
согласно .которому средняя мощность, передаваемая в резистивное 
сопротивление нагрузки 1 ом, не должна превышать средней мощ
ности, расходуемой на кажущемся резистивном сопротивлении 
1 ом, измеренном со стороны входных зажимов. 

Ограничение, н алагаемое на  поведение модуля заданного сопро
тивления передачи на мнимой оси; не представляет трудности, так 
как при необходимости от него легко избавиться соответствующим 
выбором постоянного множителя . Таким образом, реализацИю со
противления передачи в виде одной скрещенной цепи постоянного 
резистивного сопротивления можно осуществить непосредственно, 
используя выражение (Xl . 1 28) и уже известные методы синтеза 
входных сопротивлений. 

Важно отметить, что для получения требуемого результата 
здесь нет необходимости использовать метод Ботта и Даффина, а 
достаточно применить, например, метод синтеза, описанный в 
§ IX.3, при котором используется выравнивающее резистивное со
противление. Следовательно, если из сопротивления нагрузки 1 ом 
(для цепи, приведенной на рис. XI . 1 2) вычесть резистивное сопро
тивление Ro < 1 и включить последовательно с входными зажима
ми такое же резистивное сопротивление Ro, то в соответствии с 
хорошо известным свойством (см. рис. VI . l Oa )  указанные опера
ции потребуют замены сопротивлений Za и zь соответственно на 
сопротивления Za + Ro и zь + Ro. При этом коэффициент передачи 
по напряжению Е2 исходной цепи необходимо умножить на  вели-

Е1 . 
1 - R чину --0 • Возможно также применение метода синтеза Мията 
1 + Ro 

(см . §§ Х.2 и Х.3) ,  согласно которому все коэффициенты полинома 
числителя вещественной части на  мнимой оси должны быть поло
жительны, однако его целесообр азно использовать при достаточном 
выравнивающем сопротивлении. В данном случае за простоту и 
легкость синтеза приходится платить усилением в передаточной 
функции. Когда же эта цена оказывается слишком высокой, или 
метод не пригоден вследствие ограничения R.o < 1 , или когда имеет 
место и то, и другое, то нужно прибегнуть либо к синтезу по мето
ду Ботта и Даффина, либо найти другие способы упрощения 
задачи. -

Можно попытаться представить рассматриваемую цепь в виде 
каскадного соединения более простых скрещенных цепей. Если 
первоначальное сопротивление передачи записать в виде 

H (s-s1 )  (s-s3) . . . (s-s2n-1 ) Z12 = , (s-s2) (s-s4) . . . (s-s2п) 
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то его можно рассматривать как произведение функций 
Z Z< 1 >z<2 > z<k> 1 2 = 1 2 1 2 · • • 1 2 , (XI . 1 35) 

где каждая из них состоит из комбинации множителей числителя 
и знаменателя ,  выбранных из выражения (XI . 1 34) . При таком вы
боре, очевидно, должно выполняться требование, согласно которо
му множители, характеризующие комплексно-сопряженные нули, 
разделить нельзя и полином числителя любой функции Z �1� не мо
жет иметь степень большую, чем степень полинома знаменателя 
( в  противном случае условия ограниченности функции будут на
рушены) . Кроме того, возможно' окажется необходимым снабдить 
каждую указанную функцию соответствующим постоянным множи
телем . Последнее требуется для того, чтобы модуль этой функции 
на мнимой оси не превышал единицы, поскольку отмеченное усло
вие не обязательно справедливо для каждого из множителей в 
выражении (XI . 1 35) даже в том случае, если полная функция Z12 
удавлетворяет данному условию. 

С учетом изложенных замечаний можно утверждать, что со
противление, определяемое выражением (Xl . 1 34 ) ,  всегда предста
вимо в виде произведения сомножителей. Каждый из них соответ
ствует скрещенной цепи постоянного резистивного сопротивления, 
а каскадное соединение всех таких цепей дает реализацию исход
ной функции Z12 . 

Этот процесс открывает много возможностей, причем некоторые 
из них ведут к более простым и практически более удобным струк
турам для реализации сопротивлений скрещенных цепей. Кроме 
того, необходимо отметить, что результирующий множитель будет 
изменяться в зависимости от того, как осуществляется разбиение 
общей функции на множители [см . выражение (Xl . 1 35) ] . Это объяс
няется тем, что множители, требуемые для отдельных функций 
Z�� , изменяются в соответствии с выбором частотных множителей 
указанных функций. 

Число возможных решений, получаемых при разложении дан
ного сопротивления, может быть увеличено дополнением выраже
ния (Xl . 1 34 )  одним множителем (или сопряженной парой их) типа 
(s - s1i ) . Такая операция особенно полезна ,  когда требуется пре
образовать результирующие скрещенные цепи в эквивалентные 
неуравновешенные структуры в соответствии с методами, рассмот
ренными в § VI .5. Поскольку при указанных преобразованиях со
противления скрещенной цепи должны удовлетворять определен
ным требованиям относительно структуры и величин элементов, то 
степень гибкости на первых этапах синтеза еказывается весьма 
существенной. Хотя реализация рассмотренной сложной передаточ
ной функции в виде неуравновешенной структуры всегда осущест
вима , огранич·ения, налагаемые при этом, практически могут ока
заться неприемлемыми. Ниже обсуждаются некоторые вопросы, 
связанные с указанной проблемой. · - 438 -



Рассмотрим несколько простых функций Z12 и определим ус
ловия, при которых соответствующие им скрещенные цепи преоб
разуются в неуравновешенные. В качестве первого примера обра
тимся к функции 

для которой 
Z1s = _k_1_ ,  

s + a 

Если выполняется неравенство 

(XI .  1 36) 

(XI . 1 37) 

(XI . 1 38) 
то такая функция реализуется как сопротивление RL цепи. Соот
ветствующие схемы для Za и zь показаны на рис. XI . 1 6a .  Согласно 
методам, рассмотренным 
в § Vl .5, эта скрещенная 
цепь непосредственно пре
образуется в неуравнове
шенную структуру, изоб
раженную на рис. Хl . 1 6б .  
Ограничение (Xl . 1 38) , 
н алагаемое на постоян
ный множитель функцин 
Z12, просто соответствует 
требованию о том,  чтобы 
ее максимальное абсо
лютное значение на мни
мой оси в точке s = О не 
превышало единицы. 

а) a-k, 1 

в 
б) 

Важно отметить, что zн, tр, ом 
скрещенная цепь, приве- Рис. Х/. 16 денная в этом примере, 
характеризует особый 
класс скрещенных цепей постоянного резистивного сопротивления , 
имеющих структуру, изображенную на рис. XI . 1 7a .  Сопротивления 
z 1 и z2 представляют собой обратные сопротивления, т. е. 

Z1Z2 = 1 , (XI . 139) 
причем можно осуществить непосредственное преобразование этой 
скрещенной цепи в эквивалентную Т-образную перекрытую цепь, 
показанную на рис. ХI . 1 7б .  

Если последнюю, в свою очередь, перечертить в виде места 
Уитстон а (рис. Хl . 1 7в) , то выявляется ее интересная особенность. 
Благод·аря з ависимости (XI . 1 39) мостовая цепь оказывается урав
новешенной. Следовательно, при включении источника возбуждения 
в точки р - r по сопротивлению ветви q - s ток протекать не - 439 -



будет. Резистивное сопротивление моста (или Т-образной перекры
той цепи) является лишним, и без него можно обойтись. При 
исключении из цепи, изображенной на рис .  ХI . 1 7в, этого элемента 
она  вырождается в простую цепь постоянного резистивного сопро
тивления. 

Всякий раз, когда сопротивлениям Za и zь скрещенной цепи 
соответствуют структуры, показанные на рис. XI . 1 7a ,  и выполняется 
равенство (Xl . 1 39 ) , р ассматриваемая скрещенная цепь в действи
тельности оказывается эквивалентной значительно более простой 
цепи постоянного резистивного сопротивления, знакомой нам из 
элементарной теории цепей. Хотя такую цепь можно построить, 
используя данную структуру, более целесообразно применение 

а) 

/ / / о-4- - - - -
" " 

Рис. Х/. 17 

Т-образной перекрытой цепи, так как она менее чувствительна к 
случайным отклонениям от требуемых условий идеального баланса, 
определяемых равенством (Xl . 1 39 ) . 

В качестве второго примера  возьмем сопротивление передачи 
z _ k2 (s + a) 

i2 - ' 
s2 + b1s + b0 

(XI . 1 40) 

для которого в соответствии с выражением (Xl . 1 28) получим 
следующее сопротивление скрещенной цепи :  

Za = s2 + (b1 - k2) s +  (b0 - ak2) � (XI . 1 4 1) 
s1 + (Ь1 + k2) s +  (Ь0 + ak2) 

Учитывая конфигурацию цепи, изображенной ' на рис. XI . 1 7, 
запишем соответствующее выражение для проводимости 

Уа =  1 + 2kz (� + a) (�1 . 1 42) 
s2 + (b1 - k2) s +  (b0 - ak2) 

Если при этом а > О, то согласно условию принадлежности 
второго члена выражения (XI . 1 42 )  к классу п. в. ф .  необходимо, 
во-первых, выполнение неравенств 

k1 � b1 ; k1 < �  (XI . 1 43) 
а 
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и, во-вторых, в соответствии с выражением ( IX. 19 )  выполнение· 
неравенства 

(XI . 1 44)· 
Указанные ограничения требуют, чтобы постоянный множитель 

функции Z1 2, определяемой выражением (XI . 1 40) , имел меньшее 
значение, чем нужно для принадлежности 
функции Za к классу п. в. ф. Таким обра
зом, мы платим за  требуемый вид реали
з ации снижением усиления. Результирую
щая цепь, соответствующая функции Za, 
показана на  рис. XI . 18 .  Нетрудно постро
ить и соответствующую Т-образную пере
крытую цепь, используя данные рис. XI . 1 7 . 

Поскольку произведение двух сопро
тивлений передачи, определяемых выра
жениями (XI . 1 36) и (XI . 1 40) , дает 
функцию 

----- Za. ----ZH. ф, Of'f 
Рис. Xl.18 

(XI . 1 45} 

приходим к выводу, что сопротивление передачи 
k z •• = ---------<s- s1> (s - .sg) • • •  (s-sn) (XI . 1 46} 

всегда реализуемо в виде неуравновешенной цепи постоянного· 
резистивного сопротивления при условии, что в процессе осущест
вления такой реализации допускается достаточно малое значение 
множителя k. 

П�едставляет интерес выбор как можно большего значения 
множителя k в функции (Xl . 1 45) , временно не учитывая условия 
(Xl . 1 43) и рассматривая лишь неравенства (XI . 1 44 )  и неравен 
ство (Xl . 1 38) для k1 • Тогда 

(XI . 1 47} 
откуда находим 

( ь. )2 kmax = -2- (XI . 1 48) 
и 

(XI . 1 49) 

Если теперь рассмотреть неравенства (Xl . 1 43) , то, очевидно, 
что первое из них всегда выполняется, а второе - только при 
условии 

Ь0 < ( �1 у .  (XI . 1 50) 
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Последнее неравенство, по-видимому, удовлетворяется в боль
шинстве случаев. 

Для иллюстрации полученных результатов обратимся к функ
ции (Xl.25) , квадрат модуля которой выражается ф-лой (Xl . 18) , 
и которая имеет реализацию, изображенную н а  рис. Xl . 1 1 , даю
щей также чисто резистивное сопротивление со стороны входа. 
Сопротивление передачи в этом примере имеет вид 

Z _ _ k_1 _ k2 (s + a) 1 (XI 1 5 1) 12 - s + а s2 + s + 1 s + 1 
• 

Поскольку неравенство (XI . 1 50) выполняется, оптимальные 
результаты согласно выражению (XI . 149) получаются при сле
дующем выборе величин : 

(XI . 1 52) 

Используя цепи, приведенные на  рис. Хl . 1 6б, XI . 18, а также 
преобразование, показанное на рис. XI . 1 7, получим окончатель
ную реализацию в виде цепи, изображенной на рис. XI . 19 .  

2 J 

гн. Ф. ом 
Ррис. Х/.19 

Сравнив полученную цепь с цепями на рис. Xl . 12 ,  видим, что 
в обоих случаях используется одно и то же количество реактив
ных элементов . Количество резистивных сопротивлений оказы
вается значительно большим при реализации цепи, соответствую-
щей рис. Xl . 1 9, а общий множитель - равным k = -'-, тогда как 

' 4 
в цепи, соответствующей рис. XI . 1 1 , он равен единице. 

Однако, прежде чем отдать предпочтение последней цепи, 
необходимо учесть два обстоятельства :  

а )  резистивные сопротивления являются более дешевыми эле
ментами по сравнению с реактивными элементами ;  

б)  цепь, приведенная на  рис. XI . 1 9, обладает свойством цепи 
постоянного резистивного сопротивления в обоих н аправлениях 
передачи, тогда как цепь, приведенная на рис. X l . 1 1 , обладает 
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таким свойством только в прямом направлении передачи. Это в 
некоторых случаях может привести к необходимости выбора 
структуры, изображенной на  рис. XI . 1 9, несмотря на  ее более 
низкий коэффициент усиления. 

В качестве третьего примера рассмотрим сопротивление пере
дачи в виде отношения квадратных множителей 

s2 + 2as + ro� 
Z11 = k ' 

s2 + 2Ьs + ro; 
(XI . 1 53) 

которое дает сопротивление скрещенной цепи 
( 1 -k) s2 + 2 (b- ak) s + rol - kro� 

Za = ------------
( 1 + k) s2 + 2 (b + ak) s + ro; + kro� 

(XI . 1 54) 

Пусть k = 1 .  Тогда сопротивление Za примет вид сопротивления z . 
из выражения ( IX. 1 6) .  Условие, согласно которому это сопротив
ление принадлежит к классу п. в .  ф" можно записать так: 

2 (Ь2 - а2) :;;::. ro: -ro� :;;::. О . (XI . ·  1 55) 
Цепь, реализующая сопротивление Za, показана на  рис. Xl .20, 

а ее-_ параметры определяются выражениями : 
1 С =--- ; 

Ь - а 
2 (b2- a2) - (ro; - ro�) 

2 (Ь -а) 2 

2 2 _l_ = G + rоь + roa 
R rol - ro� 

R roi - ro� - = 
L 2 (Ь-а) 

(XI . 1 56) 

(XI . 1 57) 

(XI . 1 58) 

(XI . 1 59) 

G 

R L 
Za ----

Рис. Х/.20 

Теперь легко видеть, что преобразование, приведенное на  
рис. XI . 1 7, снова становится возможным, если G � 1 ,  что, в свою 
очередь, приводит к неравенству · (XI . 1 60) 

Поскольку в любом случае Ь должно быть больше чем а, то 
ясно, что это последнее условие является более жестким, чем 
левое неравенство из соотношения (XI . 1 55) . Следовательно, при · 
выполнении правого неравенства в выражении (XI. 1 55) и нера
венства (Xl. 1 60) возможна реализация скрещенной цепи ,  которая 
приводит к неуравновешенной Т-образной перекрытой эквива
лентной- структуре. - 443 -



Второе неравенство в выражении (Xl . 1 55) требует, чтобы по
люс заданного сопротивления передачи Z12 р асполагался дальше 
от начала координат, чем нуль. Неравенство (Xl . 1 60) налагает 
еще большее ограничение, согласно которому полюс, кроме того. 
должен располагаться на определенном и большем расстоянии от 
мнимой оси, чем нуль. Если эти требования невыполнимы, то 
необходимо вернуться к выражению (XI . 1 54) и р ассмотреть зна
чения k, меньшие единицы. 

Переходя к методу узловых н апряжений, получим 

Уа = 1 + 2k s2 + 2as + ro� 
1 -ll 2 (b- ak) ro� - /гro� 

52 + 1 - k s + 1 -k 

(XI . 1 6 1) 

Для того чтобы второй член этого выражения можно было 
реализовать с помощью простых членов {согласно результатам 
§ IX.3, приводящим к неравенствам ( IX.47) и ( IX.48) ], восполь
зуемся следующими неравенствами :  

4a (b- ak) :> \ ro� -ro� \ .  
(XI . 1 62) 

(XI . 1 63) 

Как видно из выражения (Xl . 1 6 1 ) ,  здесь снова осуществимо 
преобразование скрещенной цепи, приведенное на  рис .  XI . 1 7. Срав
нивая неравенства (Xl . 1 62)  и (XI . 1 63) с неравенствами (XI . 1 55) и 
(XI . 1 60) , полученными для k = 1 ,  приходим к выводу, что в данном 
случае появляется некоторая дополнительная свобода в выборе 
допустимой диаграммы полюсов и нулей функции Z12. Цена получе
ния такого результата является двойственной : с одной стороны, мы 
жертвуем усилением, так как k < 1 ;  с другой стороны,  требуется 
более сложная цепь, потому что реализация второго члена в выра
жении (XI . 1 6 1 )  требует в два раза большего числа реактивных и 
резистивных элементов по сравнению с реализацией сопротивления 
Za цепи, приведенной на рис. X I .20. 

Несмотря на то, что неравенства (XI . 1 62 )  и (Xl . 1 63) при пра 
вильном выборе величины k позволяют сместить полюс функции Z12 
в любом н аправлении от нуля, последний должен лежать в левой 
полуплоскости. Однако до тех пор, пока нули этой функции нахо
дятся в левой полуплоскости, ее всегда можно синтезировать 
nосредством каскадного соединения Т-образных перекрытых цепей 
рассмотренного выше типа. Следует заметить, что если указанные 
неравенства становятся слишком жесткими, то для облегчения: 
ситуации всеrда можно ввести пару избыточных множителей. 

Для того чтобы допустить расположение нулей рассматривае
мой функции в правой полуплоскости и при этом получить неурав
новешенную цепь, эквивалентную скрещенной цепи постоянного - 444 -



р·езистивного сопротивления, возвратимся к функциям (XI . 1 53) и 
(XI . 1 54 )  и положим k = 1 ,  ffiь = ffia = Фо. Тогда получим 

(b-a) s  1 Za = --��---
s2 + (b.+ a) s + ro� s ь + а ro� 

-- + -- + ---Ь - а Ь -а ( b - a) s 

(XI . 1 64) 

Соответствующие цепи для сопротивлений скрещенной цепи 
показаны на рис. Xl .2 l a . 

Преобразованию этой скрещенной цепи в неуравновешенную 
соответствует прием, используемый в § VI .5 для преобразования 
скрещенной RC цепи (см. рис. VI . 1 3a )  в двойную Т-образную цепь 

ll.J � ь - а  
ь - а 
Ь + а  
ь - а  
4jf" 

Za 

1 Ь + а , [ и ,� 
'гН, ф, (JH 

Рис. Xl.21 

lf) 
JJCь . 

Lь f-tl. -jJ 

(1-а -�)Сь 
zь 

{см. рис. VI . 1 3д) . Результирующая неуравновешенная цепь в на 
стоящем примере становится «тройной Т-образной» цепью. Если 
обозначить элементы сопротивлений Za и zь через Ra. La, Са и Rь, 
Lь, .Сь, то сопротивление zь можно представить в виде параллель
ного соединения трех последовательных ветвей RLC ( рис. Хl .2 1 б ) . 
На  этом рисунке а и 1� - определенным образом выбранные поло 
жительные числа, меньшие единицы. Скрещенная цепь, имеющая 
сопротивления Za и zь, реализуемые цепями, изображенными соот
ветственно н а  рис. X I .2 l a  и ХI .2 1 б, рассматривается далее как па
р аллельное соединение трех скрещенных цепей. Они относятся к 
каждому из трех элементов цепи Za. соответственно связанных с 
одним из трех параллельных элементов цепи zь. Условия, при ко
торых каждую скрещенную цепь можно преобразовать в Т-образ
ную цепь, не содержащую трансформаторов, выражаются следую
щими зависимостями:  

R - Rь . L Lь . С ......._ l а """---;- • а < -�- ,  а -:::? ( -а -�) Сь, 
или соответственно 

а � Rь . °""" R ' 
а 

А <  .!::.о_ . 1 -а - А  < Са • 1-' 
La ' 1-' 

Сь - 445 -
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Одновременное выполнение этих условий возможно, если 
Rь + � + Са :> 1 .  (XI . 1 66) 
Ra La Сь 

Последнее неравенство является логическим обобщением выраже�ия (VI l .69) . Подстановка значений параметров цепи, приведен нои на рис. X I .2 1 a , преобразует это условие в неравенство 
rog + 2аЬ :> О . (XI . 1 67) 

.Ясно, что величина а может быть в данном случае отрицательной, что соответствует расположению нуля функции Z12 в правой полу-
j(,J плоскости. Когда а отрицательно, не

\�, 1 1 \ 1 1 \ 

равенство (XI . 1 67) удобно выразить 
в виде 

- аЬ ...--- 1 -- � - .  
(J)2 2 о 

(XI . 1 68) 

\ � ь о .1 ) d 
'� а 1 

Используя графические построения 
в плоскости s, приведенные на рис. 
X I .22, можно записать 

' 1 / ', j,/ sin el sin 02 < -1- .  
2 ..... _ - (XI . 1 69) 

Рис. Xl.22 Поскольку Ь должно быть больше 
абсолютного значения а (независимо от 
того, положительно оно или отрица

телы-ю) , для того чтобы резистивные сопротивления ветвей Za и zь 
(рис. X I .2 l a ) оставались положительными, необходимо связать 
условие (XI . 1 69) с требованием 

81 < 82, или sin 81 -< sin 82 • (XI . 1 70) 
Таким образом, угол 0 1 должен быть меньше 45° и может рав

няться этому значению только в предельном случае. 
Можно, конечно, получить нули, расположенные ближе к ве

щественной оси, чем допускает указанное предельное значение, в 
предположении, что одно из звеньев тройной Т-образной цепи 
содержит взаимные индуктивности. Тогда условие La � .!:!L из 

� выражения (XI . 1 65) отпадает. Соответствующее преобразование 
скрещенной цепи совпадает с преобразованием, показанным н а 
рис. VI . l l б, если не учитывать изображенную там емкость С1 • Тре
буемая взаимная индуктивность отрицательна, а коэффициент 
связи 

� -
� 

(J)2 
� -

о 

k =  La (Ь - а)2 (XI . 1 7 1 )  � Lь (J)2 
+-

� + 
о 

La (Ь - а)2 
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Два других неравенства из выражений (Xl . 1 65) требуют, чтобы 

Это дает 
1 -� - Са < а. � Rь , или � >- 1 - Rь - Са .  (XI . 1 72) 

Сь Ra Ra Сь 
-4аЬ- оо� 

� >- (b-a)s • (XI . 1 73) 
Наименьшее значение коэффициента связи, определяемого вы

ражением (Xl . 1 7 1 ) ,  соответствует н аименьшему значению � в нера
венстве (XI . 1 73) . Таким образом, находим 

(1)2 
kmin = 1 ---0 -.  (XI . 1 74} 

- 2аЬ 
Рассматриваемый коэффициент связи имеет наибольшее значе

ние, когда и полюс, и нуль функции Z12 расположены на веществен-
ной оси, так как -а = Ь = ro0 и k = -1- .  Даже для этого предель-

2 
ного случая не требуется применения сильной связи 1 • 

В заключение можно сказать, что скрещенная цепь постоянного 
резистивного сопротивления дает реализацию любого требуемого 
сопротивления передачи, имеющего полюсы в левой полуплоскости. 
а нули - в любом месте плоскости s, включая точку на  бесконеч
ности . Сведение скрещенной цепи к эквивалентной неуравновешен
ной структуре всегда возможно при условии, что допустимы потери 
усиления, которые дает это преобразование. Взаимные индуктивно
сти, содержащиеся в такой неуравновешенной эквивалентной 
структуре, можно устранить, если все нули функции, расположен
ные в правой полуплоскости, н аходятся на  линиях, лежащих от 
мнимой оси под углом , не превышающим 45°. В тех случаях, когда 
допустимо применение взаимных индуктивностей, коэффициент 
связи никогда пе должен превышать 50 % 2• 

На  практике при осуществлении синтеза цепей по заданным 
передаточным характеристикам могут возникнуть различные допол
нительные условия, помимо присущих ·самим методам реализации. 
По этой причине целесообразно подробно позн акомиться с пре
имуществами использования различных других принципов и мето
дов реализации и, прежде всего, получить ясное представление о 
механизме управления передаточными свойствами цепей . 

1 Абсолютное значение а может, конечно, превышать абсолютное значение 000, 
соответствующее паре нулей в дискретных точках на положительной вещественной 
оси при геометрическом среднем значении ro0• Связь становится сильной только 
в предельном случае, для которого один из этих нулей лежит в точке s = О, а дру
гой - в точке s = оо .  

2 Это утверждение вытекает из практического положения, что предельным ус
ловием, которое должно удовлетворяться, является условие, согласно которому 
нули правой полуплоскости должны лежать под углом 90° к мнимой оси. При рас
чете цепей задержки, когда обычно необходимы нули правой полуплоскости (см. 
§ XIV.9) , это положение определенно подтверждается. 

- 447 -



Xl l 
Г Л А В А  

Методы си нтеза передаточных функций 
(продолжение) 

Xll. 1 . .  Методы, основанные на испоnьзовании 
скрещенных структур 

Задача получения скрещенной структуры, обладающей свой
.ством цепи постоянного резистивного сопротивления и возможно
.стью преобразования в эквивалентную неуравновешенную форму, 
может (при некоторых заданных передаточных характеристиках) 
настолько ограничивать получаемое в этом случае усиление, что 
требуемая цепь становится практически неприемлемой. В подобной 
.ситуации, очевидно, целесообразно отказаться от цепи постоянного 
резистивного сопротивления, а взять за основу скрещенную цепь 
из-за ее способности реализовать любое достижимое сопротивление 
передачи. К.роме того, при этом расчет осуществляется достаточно 
просто и непосредственно, особенно, когда нет никаких возражений 
против использования уравновешенной структуры. Если же тре- ' 
буется неуравновешенная цепь, то вновь следует изучить возмож
ность преобразования скрещенной структуры в соответствующую 
эквивалентную форму. Однако здесь возникают некоторые трудно
.сти, которые возможно устранить, при условии ,  что сопротивления 
скрещенной структуры будут взаимно обратными. 

Начав изучение с известной з ависимости 
1 

Z12 = - (Zь - Za) , (XII . 1 ) 
2 

можно использовать один из двух методов построения сопротивле
ний zь и Za скрещенной структуры по заданной передаточной 
функции z12. Оба эти метода основаны на очевидном положении, 
.согласно которому функция z1 2  не изменяется, если к сопротивле
ниям zь и Za прибавить одну и ту же величину. 

Предположим, что рассматривается разложение н а  элементар
ные дроби 

2 ( ) k1 k1 k2 +
' 

k2 
Z12 S = -- - ---- + -- ---- + • • . ,  

S - S1 S - S1 S - S2 S - S2 - 448 - (ХП . 2) 



где черта над буквами означает комплексно-сопряженные величи
ны. Согласно выводам, полученным в § IX. 1 ,  пара сопряженных 
членов этого разложения представляет собой п. в. ф. при условии, 
что вещественн ая часть соответствующего вычета является поло
жительной и достаточно большой. Пользуясь выражениями ( IX. 1 5) 

k, = a. + i�. и s. = ·- a. + jro., (ХП . 3) 
з апишем условие ( IX.2 1 )  в виде 

а • . .:...._ ro, -- .,;::;- --
. 1 �· 1 . а. • (ХП . 4) 

Если все вычеты в разложении (XI l .2) удовлетворяют данному 
условию, то функция Z12 является п. в .  ф. При zь = 2z12 Za .= О, и 
скрещенная цепь вырождается в �щепную» схему с одной парал-
лельной ветвью, представляющей 'собой сопротивление , !!!.... = z1 2. ' ' 2 
Такой вырожденный случай вряд ли имеет какое-либо практиче-
ское значение. 

Если вычет в разложении (XI I .2) имеет вещественную часть, 
которая недостаточно велика. для того, что�ы удовлетворить ус.110-
вию (XI l .4) , то к этой вещественной части можно добавлять соот
ветствующую положительную величину б .• до тех пор, пока сумма  

(ХП . 5) 
не будет удовлетворять условию (XI l.4) (если желательно, с запа
сом) и компенсировать добавочную величину вычитанием из функ
ции 2z 12 сопряженных членов 

б, б, ' -- + ---- . 
s-s. s-s. 

. (ХП . 6) 

отнесенных к сопротивлению Za. Остальную часть разложения 
[включая члены с модифицированной вещественной частью, опреде
ляемой выражением (XI I .5) ], как и прежде, мы отождествим с 
сопротивлением zь. Этот мет�д, очевидно, применим и тогда, когда 
вещественн ая часть а .  отрицательна ,  и тогда, когда она положи
тельна .  Можно, разумеется, ввести упрощение в случае, если отри
цательное а .  имеет достаточно большое абсолютное значени�. 
такое, что удовлетворяется условие 

- а . -...... ro, -- � - . 1 �. 1  а. 
(ХП . 7) 

При этом оказывается возможным соответствующую пару сопря
женных членов в разложении (XI I .2 )  сразу отнести к сопротивле
нию Za, и нет необходимости производить модификацию его 
вещественной части. 

Таким образом, сопротивления Za и zь, построенные по заданной 
функции z12, будут не только положительными вещественными, но 
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и (в  соответствии с выводами § IX. l )  реализуемыми без взаимных 
индуктивностей, в чем нетрудно убедиться, не производя дальней
ших расчетов. 

Ввиду того что такой способ построения сопротивлений Za и 
zь, очевидно, не является единственным, число различных скрещен
ных структур, реализующих заданное сопротивление передачи, не  
ограничено. Следовательно, в соответствии с выражением (XI l .5 )  к 
вещественным частям вычетов можно добавить любую дополни
тельную величину сверх требуемого минимального значения. Та
кую же величину, при необходимости, можно добавить и к вещест
венным частям (для которых такого добавления, вообще говоря, 
не требуется) , и к мнимым частям вычетов. Таким образом, число 
возможных получаемых решений увеличится. Указанный метод, по
видимому" может бьrrь, использован в случаях, когда требуется воз
действовать на р аспределение значений элементов полной реализа
ции или по другим причинам, вызванным практическими задачами 
проектирования. 

Рассмотрим несколько пр,имеров использования предложенного 
метода синтеза .  Предположим, что требуется синтезировать пере
даточную функцию, определяемую ф-лой (XI .25) , квадрат модуля 
которой определяется выражением (Xl . 18 ) . Ее разложение на эле
ментарные дроби после объединения пар комплексных сопряжен
ных членов имеет вид 

2 2 2s 2z - - - (ХП . 8) is - (s + l) (ss + s + I )  s + I s11 +s + I  
Процесс синтеза здесь проведен в несколько сжатом виде без 

вычисления значений вычетов, так как сразу видно, что решение 
можно получить, положив 

2 28 Zь = -- и Za = • (ХП . 9) · s + I sl + s + l 

Результирующая скрещенная структура  и соответствующая ей 
цепная схема (согласно методам, рассмотренным в § Vl .5) по
казаны на рис. X I I . l .  С точностью до значения коэффициента уров
ня сопротивления, равного двум, этот результат совпадает с 
результатом, полученным методом, описанным в § XI .5_ для того же 
сопротивления передачи (см. схему на  рис. X I .6) . 

Далее рассмотрим передаточную функцию 
2z111 = (s1 + 1 , 8478s + 1/(sz + О ,  7645s + 1 )  ' 

(XII . l О) 

которая согласно· методу синтеза ,  описанному в том же параграфе, 
приводит к антиметрич:{{ой цепи ,  изображенной на рис. X I .7. Квад
рат ее модуля представляет собой функцию, определяемую выра
жением (XI .78) , а расчеты, связанные с получением соответствую
щего полинома знаменателя, произведены по ф-лам (Xl .80) -
(Xl .82) . 
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Разложив выражение (Xl l . 1 0) на  элементарные дроби и объеди-
нив сопряженные члены, имеем 

2 0 , 923875 + 1 , 7071 z - -'----'---'---12 - 52 + 1 , 84785 + 1 
откуда непосредственно находим :  

0 , 92387s+ o. 7071 
52 + О, 76455+ 1 

О , 9239s + 1 , 707 z - - ---------ь - 52 + l , 848s+ 1 1 l , OB2s + 0 , 9239s+ 1 ,  707 
1 О , 9239s + О , 707 

Z = = ---------а s2 + О , 7654s + 1 1 

/ 2 
// о--4- - - - ·- - -

l , OB2s + 0 , 9239s+ О , 707 

4 

- 2 

ен, f/J, ом 
Рис. Xll.1 

(ХП . 1 1) 

(ХП . 12) 

(ХП . 13) 

2 

В результате получим неуравновешенную цепную схему, пока
занную на рис. X I I .�. Несколько необычным в ней является то, что 
резистивная нагрузка появ
ляется в центре, а не на  вы
ходе. По этой причине дан
ная цепь практически менее 
удобна, чем цепь, приведен
ная н а  рис. XI .7. Однако она 

0,9239 0,707 

f,0{}2 

О. 707 0.9239 

0,500 1,082 
представляет некоторый тео- а-_._ ______ ...._ ______ --о ретический интерес, так как, 
хотя и является симметрич
ной (как и должно быть при 
получении цепи из скреIЦен

2Н, ф, 011 
Рис. XIl.2 

ной структуры) , передаточная функция ее совпадает с передаточной функцией антиметричной цепи, рассмотренной в предыдуIЦей главе. 
Полученные в обоих примерах скреIЦенные структуры можно непосредственно преобразовать в цепные схемы. Одна�ю такой метод синтеза (основанный на использовании разложения на' эле� 
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ментарные дроби заданного сопротивления передачи) не обеспечи
вает надлежащих возможностей для реализации в виде неуравно
вешенных цепей. Действительно, в общем случае нельзя ожидать, 
что сопротивления Za и zь обладают свойствами, необходимыми 
для успешного осуществления цепного разложения. Вместе с тем, 
рассматриваемый ниже другой метод гарантирует существование 
неуравновешенной эквивалентной структуры для большого класса 
передаточных функций, характеристики которых могут быть опре
делены .весьма просто. 

В соответствии с этим методом процесс синтеза н ачинается с 
рассмотрения вещественной части з аданной передаточной функции 
на мнимой оси, которая записывается в виде известного выра-
жени я 

(ХП. 1 4) 

Если обозначить через ra (ro) и rь (ro) вещественные части сопро
тивлений Za (iro) и zь (jro) соответственно, то с точностью до коэф
фициента, равного двум (далее он отбрасывается) , получим 

r111 (ro) = Гь (ro) -ra (ro) . (ХП . 1 5) 
Построение сопротивлений Za и zь скрещенной цепи осуществля

ется после того, как рациональная функция, определяемая выра

Рис. XII.8 

жением (XI I . 14) , пред
ставлена разностью двух 
членов, каждый из ко1·0-
рых является положитель
ной функцией при всех ве
щественных значениях ro. 
Подобное разложение не 
вызывает з атруднений и 

может быть выполнено бесчисленным множеством способов . Более 
того, его легко выполнить в таком виде, чтобы получить положи
тельные коэффициенты в числителях функций r а ( ro ) и rь ( ro·) , т. е. 
для случая, когда применим метод синтеза (по Мията) цепей, не 
содержащих трансформаторов (см. § Х.2 и Х.3) . Простой способ 
получения этого результата состоит в следующем :  полагают, что 
функции ra (ro ) и rь (ro ) имеют одинаковый знаменатель B (ro2) и от
носят положительные члены в числителе функции (XI l . 14 )  к rь ( ro ) , 
а отрицательные - к ra (ro) . Таким образом, сразу удается получить 
реализацию скрещенной цепи, не содержащей взаимных индуктив
ностей. 

В этой связи необходимо решить задачу получения структур 
цеriей, реализующих Za и zь, которые позволяют осуществить пре
образование скрещенной цепи в эквивалентную неуравновешенную 
структуру. Пара подобных цепей изображена на рис. XI I .3. Теперь 
легко показать, что соответствующее преобразование скрещенной 
цепи в эквивалентную Т-образную перекрытую цепь, выполненное 
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с помощью методов, описанных в § Vl .5, даст цепь, приведенную 
на рис. X I l .4a .  Для того чтобы значения всех элементов этой экви
валентной цепи были положительными, требуется выполнение 
неравенств : 

(ХП . 1 6) 
(XII . 1 7) 

В процессе преобразования скрещенной цепи в эквивалентную 
Т-образную перекрытую структуру параллельные индуктивности 
цепей, приведенных н а  рис. XI l .3, по существу, не имеют значения, 

а) 

Рис. XII.4 

однако их присутствие усложняет рассматриваемый метод. Дей
ствительно, оказывается необходимым не только разделить функ
цию r 12 (ro) н а  части ra (ro) и rь (ro ) , причем появляются параллель
ные индуктивности (наряду с параллельными и последовательными 
емкостями Са и Сь) , но и принять во внимание дополнительное ус
ловие (XI l . 1 6) . Вместе с тем, если в цепи, реализующей сопротив
ление zь. нет параллельной индуктивности, нужно, чтобы это 
сопротивление (а следовательно, и сопротивление z12) имело полюс 
в точке s = О, что не только нежелательно, но фактически невоз
можно, ибо сопротивление zь должно быть построено ПО· его веще
ственной части rь ( ro ) . 

Таким образом, з адача теперь состоит из двух этапов. Во-пер
вых, необходимо н айти разделение выражения (XI l . 14 )  на функции 
ra и rь , при котором получаются цепи, подобные изображенным на  
рис. XI I .3. Во-вторых, условия (XI I . 1 6) и (XI l . 1 7) должны быть 
представлены в форме, непосредственно выражающей требуемые 
свойства заданной функции r1 2 . Решение первого этапа поставлен
ной задачи можно получить, вспомнив обоснование метода синтеза 
Мията, описанного в §§ Х.2 и Х.3. Следовательно, если записать 

( ix1 ro2 + ix2ro
4 + • • • + ixn-lro2(n-l ) 

r ro) = -----------а В (ro1) 

rь (ro) = �о +  �1m' + �2mt + . . .  + �' 

в (ro') - 453 -
(ХП . 1 8) 

(ХП . 1 9) 



и разделить последнее выражение на  два слагаемых 
' ( ) �0 + �1002 " ( ) �sro' + . • . + �nro2n rь ro = и rь ro = ------�-в (ro11) В (ro2) ' (ХП . 20) 

то станет ясно, что сопротивления Za (s) и z � (s ) , которым соответ
ствуют вещественные части r а и r ; , реализуемы в виде цепей, 
показанных на рис. X I l .3. Сопро.тивление z ; (s ) , соответствующее 
функции r 6 (,ro) , представляет собой последовательное сопротивле
ние в поперечной ветви �крещенной цепи ,  поэтому его можно рас
сматривать как составляющую zы (см. рис. Vl .9) . 

Для вещественных частей r а и rь мы предполагали, что 
�о = Ао � О И �п = Ап � О .  (ХП . 2 1 )  

В большинстве практических случаев это соответствует огра
ничению, согласно которому коэффициенты А0 и An в выражении 
(XI l . 1 4) должны иметь одинаковый алгебраический знак, так как 
знак всей функции обычно не имеет значения. Остальные коэффи
циенты /} 1 , . " , f:'n-1 и а1 , " "  an-1 выражения (XI l .2 1 )  также все яв
ляются положительными (это условие, очевидно, всегда может 
быть удовлетворено) . Обычно положительньiе коэффициенты в чис
лителе выражения (XI l . 14 )  обозначаются через �i. а абсолютные 
значения отрицательных коэффициентов - через ai. Путем их 
объединения можно получить бесчисленное количество других по
следовательностей коэффициентов. 

Для того чтобы выяснить сущность неравенств (XI l . 1 6) и 
(XI I . 1 7) , необходимо выразить значения элементов La, Lь, Са, Сь 
через величины, характеризующие вещественные части ra (ro ) и 
r; (ro) . Для этого сначала з аметим, что соответствующие сопротив-
ления определяются выражениями :  

+ 2 + + п-\ a1 s  a2 s . . .  an_1 s 
Za (s) = ----------

d8 + d1s + d2s2 + . . .  + sn •, 
" ( )  b1s + b2s2 + . . . + bnsn Zь S = --=-----='------==---do + d1s + d2s2 + . . .  + sn ' 

где общий полином знаменателя 
D (s) = d0 + d1s + d2s2 + . . .  + sn 

(ХП . 22) 

(ХП . 23) 

(ХП . 24) 
связан со знаменателем выражения (XI I . 1 4) и определяется извест
ной. формулой 

В (ro2) = [D (s) D ( - s) ]s=iro .  (ХП . 25) 
Применяя к сопротивлениям (XI I .22 ) и (XI l .23) цепное разло

жение, можно найти, что элементы цепей, приведенных н а  
рис. XI  1.3, имеют вид: 

L _ ai . а - - ,  do (ХП . 26) - 454 -



- 1 • Са - -- , an-l 

L Ь1 
ь = - · 

do 
' 

С 
ь = d2Ь1 - d0Ьз 

ь� 

(ХП . 27) 

tXII . 28) 

(ХП . 29) 

К:оэффициенты di, появляющиеся в этих выражениях, получа
ются непосредственно из знаменателя выражения (X l l . 1 4 )  с ис
пользованием зависимости (XI I .25) . К:оэффициенты ai и bi опре
деляются следующим образом. Допустим, что основными функци
ями сопротивлений 

Zk (s) = ak0 + ak1s + ak2s1 + . . .  + aknsn 
d0 + d1s +  d2sl + . . .  + sn (ХП . 30) 

при k = О, 1 ,  2, . . . , п являются такие, которым соответствуют вe-00sk щественные части --. Сопротивление Z0 (s) из этого семейства B (ro2) 
функций наиболее легко найти для любого данного полинома зна
менателя D (s) методом, описанным в § Xl .2, остальные сопротив
ления затем можно построить с минимальным объемом вычисли
тельных операций, используя метод Мията, описанный в § Vl l I . 1 . 

Тогда коэффициенты а8 и Ь8 в сопротивлениях (Xl l .22) и 
(XI I .23) вычисляют по формулам : 

п-1 
as = � akaks ; 

k= \  

(ХП . 3 1 )  

(ХП . 32) 

Это основано н а  том ,  что сопротивление, соответствующее сумме 
вещественных частей, равно сумме сопротивлений, соответствую
щих этим вещественным частям ,  рассматриваемым отдельно. 

Прежде чем объединить указанные результаты с соотношениями 
(Xll .26) - (Xll .29) и неравенствами (XI I . 1 6) и (XI I . 1 7) , целесо
образно отметить некоторые взаимозависимости, существующие 
между коэффициентами числителя в сопротивлении (XI I .30) . Со
гласно методу Мията построения сопротивления Zk + 1 по сопротив
лению Zk имеем 

-s2Zk = -ak(n-1 >s + Zk+1 при k = О, 1 , . .  " п- 1 , (ХП . 33) 
или иначе 

-s
2 

(ak(n-J J Sn-1 + ak1 s) = - ak(n-os (� + . . • + d1 s + do) + 
+ (ack+t >� + . . • + Ock+l ) tS) . (ХП . 34) - 455 -



Последнее выражение можно записать в виде 
ak(n-1 >  (dn-1 sn + • • • + dos) - (ak<n-2>sn + • • •  + ak1 s} = 

= (a<k+t >nsn + . • • • + a<k+1 > 1 s} . (ХП . 35) 
Приравняв коэффициенты с одинаковыми степенями s, получим 
соотношение 

ak(n-l)dп-1-йk(n-t-I )  = a<k+l )(n-t+I > (XIl . 36) 
для k = О, 1 ,  . . .  , n - 1 и i = 1 ,  2, . . .  , п, где коэффициент akt при 
отрицательном целом значении t, очевидно, р авен нулю, а коэффи
циент й(k + I)n равен нулю для всех k, кроме k = п - 1 ,  так как лишь 
сопротивление Zn (s) имеет числитель степени п. 

При i = п это соотношение принимает вид 
(ХП . 37) 

а IJPИ i = п - 2  имеем 
йk(n-1)d2 - ak1 = a(k+l )З · (ХП . 38) 

Используя соотношение (XIl .37) и произведя замену k на  k - 1 , 
получим 

(ХП . 39) 
Учитывая з аписанные выражения, а также ф-лы (XI I .3 1 )  и 

(XI I .32) , находим зависимости : 
п-1 

а1 = � akak1; (ХП . 40) 
k=I 

п 

Ь1 = � �kak1; (ХП . 4 1) 
k=2 

п-1 n-1 
йп-1 = � akOk(n-1 ) = �о � akO(k+l) I ; 

k= I k= I 
п 

d1b1-d0b8 = d0 � �ka(k-1 ) 1 . 
k=2 

(ХП . 42) 

(ХП . 43) 

Посл� их подстановки в выражения (XIl .26) - (XI I .29) в итоге 
получим неравенства, соответствующие неравенствам (XI I . 1 6) и 
(XI I . 1 7) : 

п п-1 � �kak1 >- � akakl ; 
k=2 k=I 

(XII . 44) 

(ХП . 45) 



Для данной передаточной функции или ее вещественной части 
коэффициенты ·ak и РА н аходятся легко, а коэффициенты ak1 для 
k = 1, . . .  , п также легко вычислить, используя известный полином 
знаменателя, определяемый выражением (Xl l .24) . Если одновре
менно удовлетворяются оба неравенства (XI l .44) и (XI l .45) , то 
можно реализовать эквивалентную неуравновешенную скрещенную 
структуру, не  содержащую взаимных индуктивностей. Если же 
удовлетворяется только неравенство (Xl l .45) , то эквивалентная не
уравновешенная структура все еще реализуема, но индуктивности 
в П-образной части Т-образной перекрытой цепи, изображенной на 
рис. X I l .4a, необходимо заменить парой взаимно связанных индук-
тивностей с общим значением индуктивности Lь + La и взаимной 2 
индуктивностью Lь-;La . Коэффициент связи 

k = I Lь -La 1 
Lь + La 

(ХП . 46) 

всегда остается меньше единицы, кроме вырожденного предель
ного случая, когда Lь = О {сумма в левой части выражения (XI I .44) 
становится равной нулю]. Однако при таком методе нельзя полу
чить эквивалентную неуравновешенную структуру без выполнения 
неравенства (XI l .45) (соответствующего неравенству (XI I . 1 7) ] .  

В том случае, когда указанное неравенство не выполняется, этот 
процесс можно изменить и р ассматривать сопротивление z; как 
сопротивление zь цепи, изображенной на рис. X I I .3, при условии, 
что ветви Lь и Сь переставлены местами. При подобной замене 
сопротивления в поперечной ветви скрещенную структуру (за ис
ключением составляющей z� поперечной ветви) можно преобразо-
вать в Т-образную перекрытую цепь, показанную на рис. Х 1 1 .4б. 
Условия, обеспечивающие положительность всех значений элемен
тов данной цепи,  снова выражаются соотношениями (XI I . 1 6) и 
(XI I . 1 7) .  

Для того чтобы получить этот результат, вещественную часть 
rь (ro) , определяемую выражением (XI I . 19) , нужно разделить на два 
слагаемых 

Pn-1 ro
2(n-I ) + Pnro2n 

в (ro') 
" Ро + • • · + Pn-2ro

2<n-2> 
и rь (ro) = -------B (rol) 

(ХП . 47) 

в отличие от составляющих, которым соответствуют выражения 
(XI l .20) . Вещественная часть r а ( ro) , определяемая выражением 
(Xl l . 1 8) , а также сопротивление Za, определяемое выражением 
(XI l .22) и соответствующее указанной вещественной части, сохра-
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няют ту же форму. Однако выражение (XI I .23) для сопротивления 
z; (s ) изменится и примет вид 

" Ьо + b 1 s + b2 s2 +, . . .  + Ьп-1 s
п-1 

Zь = ------------
do + d1s + d2s2 + . . . + sn 

(XII . 48) 

Сопротивление z � (s) , соответствующее составляющей r � ((J}) , 
изменяется таким же образом, но подробное выражение для него в 
данном случае не представляет интереса, так как его характер ясен, 
и оно никак не связано с задачей преобразования скрещенной цепи. 

Параметры La и Са определяются, как и прежде, выражениями 
(XI I .26) и (XI I .27) , но выражения для Lь и Сь изменяются и при
нимают вид :  

Используя соотношение (XI I .36) при i = 2 
(XI l .37) , в котором k заменено н а  k + 1 ,  получим 

d a<k+2> 1 n-2ak(n-I )  -Gk(n-3) = · 
do 

(ХП . 49) 

(ХП . 50) 

и соотношение 

(XII . 5 1 )  

Этот результат вместе с соотношениями (XI I .3 1 )  и (XI I .32) , а так
же с учетом выражения (XI I .37) позволяет записать 

(XII . 52) 

и 

(ХП . 53) 

Подставив выражения (XI l .40) и (XI l .42) , (XI I .52) и (XI I .53) в 
ф-лы (XI l .26) , (XI l .27) , (XI I .49) , (XI I .50) , получим следующие не
равенства, соответствующие неравенствам (XI I . 1 6) и (XI I . 1 7 ) : 

(�1 
�k-1 ak1 )

2 
>- ,f �k-2 ak1 �1 

a.kak1 ; 
k=I k=2 k=I 

п-1 п ] �k-1 ak 1  >- ] a.k-1 ak1  • 
k=I k=2 

(ХП . 54) 

(ХП . 55) 

Неравенство (XI I .55) имеет важное значение, так как при ис
пользовании какого-либо другого метода неравенство (XI l .54) - 458 -



[подобно неравенству (XI I .44) ] необходимо лишь для того, чтобы 
предотвратить появление взаимных индуктивностей. Если нера
венство (XI I .54) не выполняется, индуктивности, расположенные в 
Т-образной части Т-образной перекрытой схемы, изображенной н а  
рис. Х1 1 .4б, можно, как это делалось р анее, заменить п арой взаим
но связанных индуктивностей с коэффициентом связи, определяе
мым выражением (XII .46) . Одновременно в данном случае следует 
добиваться выполнения неравенства  (XI I .55) с тем ,  чтобы получить 
реализуемую неуравновешенную цепь. 

Этот вопрос решается, кроме того, использованием теоремы ин
теграла резистивного сопротивления, · рассмотренной в § V l l I .3 
[см. интегральную зависимость (VI I I .69) ] . Используя указанную 
зависимость, можно записать : 

со · -=- Гa (ro)dro; 1 2 f ' 
Са n ,  

о 
со 

- = - rь (ro)dro . 1 2 \ " 
Сь n ,_ 

о 

(ХП . 56) 

(ХП . 57) 

Тогда неравенство (XI I . 1 7) или (XI I .55) принимает форму 
со со J Гa (ro) dro < J ,; (ro)dro, 
о о 

(ХП . 58) 

которая , между прочим, показывает, что разделение функции rь ( ro) 
[см .  выражение (XI I . 1 9) ] на  части r� (ro) и r ; (ro) , определяемые 
выражениями (XI l .47) , является н аиболее целесообразным. Это 
подтверждается тем, что включение в функцию r;, (ro) членов, со
держащих коэффициенты �n _ 2, �n _ 3, • • • , вместо ограничения ее 
лишь минимально необходимыми последними двумя членами функ
ции rь ( ro) ,  лишает подынтегральное выражение из правой части не
равенства (XI I .58) некоторой доли очень нужной его площади. 

Наиболее интересным моментом в данном неравенстве является 
указание н а  зависимость существования неуравновешенной реали
зации (согласно рассматриваемому методу) от относительных пре
делов, в которых вещественная часть заданного сопротивления пе
редачи становится отрицательной в интервале частот О < ro < оо . 
Графическое представление функции 

А + + А 002(п-2> + л 002(п-1 ) 
Г1 2 (ro) - r� (ro) = r; (ro) -ra (ro) = О . . . п-2 п-1 

80 + B1ro1 + • • .  + Впоо2п 
(ХП . 59) 

может (в данной ситуации) быстро н авести на мысль о возможном 
выполнении неравенства (XI I .55) , а именно, что оно выполняется, 
когда площадь под этой функцией неотрицательна . 
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Если заданное сопротивление передачи z12 (s) при больших зна
чениях s изменяется подобно функции .!5..., то согласно теореме ин-

s 
теграла резистивного сопротивления {см. ,  в частности, выражение 
(VI I I .68) ] суммарная площадь под кривой ее вещественной части 
равна nK • Тогда коэффициент An в выражении (XI I . 1 4) р авен ну-2 
лю, а коэффициент А п _ 1 может быть положительным или отрица
тельным независимо от знака величины К. При An _ 1 < О в выра
жении (XI l .47) можно принять r ; = О ,  а при К > О можно считать. 
что суммарная площадь под функцией (XI I .59) положительна. 
С другой стороны, если S -+  оо ,  то Z12 (s) -+-1- и то Ап = An-1 = О . 

s" 
Снова можно принять r � = О, и так как К (коэффициент при чле-
не -1- в асимптотическом выражении для функции Z12) теперь равен 

s , -
нулю, то суммарная площадь под функцией (XI I .59) также равна 
нулю. В обоих рассмотренных случаях неравенство (XI I . 1 7) или 
(XI I .55) выполняется и соответствующая скрещенная структура 
обязательно имеет эквивалентную неуравновешенную цепь (воз
можно с одной парой взаимно связанных индуктивностей , имеющих 
несильную связь) . 

Поскольку приведенные соображения не зависят от расположе
ния полюсов и нулей функции z12 (s) , они относятся к передаточ
ным функциям и с неминимальной и с минимальной фазами. Так 
н азываемые «функции, пропускающие все частоты», имеющие 
форму z12 (s) P (-s) , где P (s) - полином четной степени ,  можно 

P (s) 
привести в соответствие с первой группой неравенств, описанных 

1 в предыдущем параграфе, если умножить их н а -- . При надле-
s + а  

жащем выборе коэффициента а функция z12 (s) практически по
прежнему будет пропускать все частоты, но в то же время обеспе
чивается возможность ее реализации в виде неуравновешенной 
схемы. Если полином P (s) имеет нечетную степень, аналогичный 
результат получают путем выделения п а р ы  соответственно вы
бранных множителей полюсов, расположенных в левой полупло
скости. Пользуясь описанными приемами, часто удается заранее 
установить, что рассматриваемая форма реализации возможна. 

Если возможен вариант такого метода, при котором применимы 
неравенства (XI l .44) и (XI l .45) [т. е. выполняется неравенство 
(XII .45) ], то аналогичным способом можно найти условия, позво
ляющие обойтись без взаимных индуктивностей. Значения индук
тивностей La и Lь, определяемых выражениями (XI l .26) и (XI I .28) , 
н аходятся из поведения сопротивлений Za (s) и zь· (s) , определя· 
емых выражениями (XI l .22) и (XI l .23) , при s -+ 0. 
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Таким образом, удается получить требуемые результаты, при
меняя к функциям Za (+) · и z; (+) теорему об интеграле рези
етивного сопротивления. Заметим, что вещественная часть функции t( i� ) представляет собой вещественную часть функции f (jro)  при 

1 усповии, что ro заменено н а  - . 
(1) 

Используя выражение (VI I l .69) , можно записать : 
00 

La ·- : .\ r а (-;-) dro; (ХП . 60) 

о 
со 

Lь = : .f ,; (-;-). dro • (ХП . 6 1 )  
о 

Если теперь заменить ro на приняв во внимание, что 
(1) л(_!_.) = --1- dro, а также учитывая новые пределы интегрирова-m m2 

ния, то неравенство (XI l .44) можно представить в виде 

(ХП . 62) 

Отсюда видно, что действительно целесообразно поддерживать 
число членов функции rl, (ro) минимальным аналогично выраже-
нию (XI l .20) , так как при этом максимально увеличивается пло-

,; (ro) 1 щадь под функцией--. Наличие весового коэффициента-пока-� � 
зывает, кроме того, что отрицательные области в вещественной 
части z12 (jro) - z ь (jro) ,  появляющиеся на более высоких частотах, 
.в меньшей степени приводят к нарушению неравенства (X I l .44) , 
чем подобные отрицательные области около н ачала координат 
(ro = О) . 

В качестве иллюстративного примера применения описанного 
метода синтеза рассмотрим сопротивление передачи с веществен 
ной частью 

(ХП . 63) 

где А0, "" Аз - положительны. 
Выберем 

A1ro9 r4 (ro) = -1 + ro• 
(ХП . 64) 
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и для первого варианта метода, когда используется разделение 
функции rь ( (J) ) , определяемое выражениями (XI l .20) , примем • А0 " А2оо" + А8оо8 rь ((J)) = -- ; rь ((J)) = . (ХП . 65) 1 + 008 1 + 008 

Общий полином знаменателя имеет вид 
D(s) = 1 + 2s + 2s2 + s8 .  (ХП . 66) 

Ему соответствует семейство основных сопротивлений : 
4 2 l + - s + - s2 

Zo (s) = --
з ___ з _. 
D (s) 

2 1 - s + - s' 
z ( ) 3 3 

i s = v·(s) 
1 2 - s + - s2 

z ( )  3 3 
2 s = D (s) 

2 4 - s + - s2 + sз 
3 3 Z3 (s) = -----

D (s) 
Для решения неравенств (XI l .44) и (XI l .45) 

(XII . 67) 

(ХП . 68) 

(ХП . 69) 

(ХП .  70) 
найдем,  прежде 

всего, 

и 

4 2 1 2 ао1 = з ·  а11.= 3 · а21 = 3 ·  а ... = 3 ; 

а1 = А1 , а2 = 0  

Ро = Ао. Р1 = 0, Р2 = А2. Ра = Аа . 
Отсюда имеем 

п-1 п 
� 2А1 ,....., А1 � akaki = -3- , � ak-1 ak1 = -

3
- ; 

1 2 
п п� � 1 2 � 2 1 

� pkak1 = 3 А2 + 3 Аз, ,,L Pk+1 ak1 = 3 А2 + 3 А3• 
2 1 

(ХП .  7 1 )  
(XII . 72) 

(XI 1 .  73) 

(ХП . 74) 

(XII . 75) 

Неравенства (XI l .44) и (X I l .45) принимают соответственно вид 
А2 + 2А3 >- 2А1 и (А2 + 2AJ 2 >- А1 (2А2 + AJ . (XII . 76) 

Во втором варианте, когда производится разделение функции 
rь ((J)) согласно выражениям (XI l .47) , вместо выражений (XI I .65) 
получим • 1 ) А2004 + Азоо8 " 1 ) А0 (Xll . 77) rь ,(J) = , rь ,(1) = -- . 1 + 008 1 + 008 
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Все соотношения (XI I .67) - (XI l .74) используются в неизменном 
виде, но при решении неравенств (XI l .54) и (ХП.55) вместо выра
жений (XI I .75) получим 

п-1 п 
� 2А � А0 � �k-J йkl = т · � �k-2 йk l = з · 

1 2 
(ХП . 78) 

Таким образом, оказывается, что неравенства (XI I .54) и (XI I .55) 
приводят к одинаковому результату, а именно 

А1 � 2А0 • (ХП . 79) 
Согласно неравенствам (XI I .76) , относящимся к первому ва

рианту рассматриваемого метода, н а  коэффициент А0 не наклады
вается никаких ограничений ; с другой стороны, во втором вариан
те, которому соответствует неравенство (XI I .79) , нет никаких 
ограничений для коэффициентов А2 и Аз. Если выбрать Аз = О, не
равенство (XIl .79) не нарушается, тогда как неравенства (XI I .76) , 
относящиеся к первому варианту, приведут к ед1;1нственному не
равенству 

(XIl . 80) 

Этот случай соответствует сопротивлению передачи z12 ( s) ,  которое 
1 при больших значениях s вырождается в -. 
s 

При том же условии Аз = О предположим, что заданная функ
ция, определяемая выражением (XII .63) , содержит отличные от 
нуля коэффициенты А 1 и А2, но Ао = О. Тогда второй вариант син
теза невозможен. 

Пусть неравенство (XI I .80) удовлетворяется, если выбрано 
А 1 = 1 и А2 = 2. Имеем 

ю8 ' " 2оо4 Га = -- , rь == О, rь =� -- .  (ХП . 8 1 )  
l + ю8 l + ю8 

По известным основным сопротивлениям, определяемым выра
жениями (XI I .68) и (XI I .69) , найдем непосредственно 

2 1 2 4 - s + - s• - s + - s" 
3 3 " 3 3 z - Zь = Zь = . (ХП . 82) а - 1 + 2s + 2s" + s3 ' 1 + 2s + 2s" + s3 

Эти сопротивления плеч скрещенных структур и результирующая 
неуравновешенная цепь показаны н а  рис. X I I .5a. Соответствующее 
сопротивление передачи имеет вид 

s" 2z12 (s) = Zь (s) - za (s) = . (ХП . 83) 1 + 2s + 2s" + s3 

При А3=0  вновь предположим, что заданная вещественная часть, 
определяемая выра�ением (XI I .63) , содержит отличные от нуля - 463 -



коэффициенты Ао и А 1 , но А2  = О . Здесь необходимо использовать 
второй вариант, так как неравенство (XI I .80) не может быть вы
полнено. Принимая Ао = О, А 1 = 2, получим 

2ro2 ' " 1 r0 = -- , rь = О rь = -- . 
l + ro8 ' 

l + ro6 
(ХП . 84) 

Сопротивления плеч скрещенной структуры найдем из выра
жений 

4 2 
- s + - s2 

3 3 
Za = -'-----1 + 2s + 2s2 + ss

' 

4 2 
l + - s + - sz " 3 3 Zь = Zь = ------
1 + 2s + 2s2 + s3 

t 

Рис. Х/1.5 

(ХП . 85) 

На рис. Х1 1 .5б показаны полученные цепи. Соответствующее со
противление передачи будет 

1 
2z12 (s) = Zь (s) -za (s) = (ХП . 86) 

1 + 2s + 2s2 + sз 

Оно Gовпадает (с точностью до коэффициента 2) с функцией 
�XI .25) , реализуемой цепью, изображенной на рис. XI .2 . 

Более интересным примером является функция 
2 

sэ + - s +  1 
3 

2z (s) --------12 - s4 + 2ss + зs2 + 2s + l 

·!: вещественной частью 
l -ro2 + ro4 - ro8 

2r12 (ro) = ----
( l - ro2 + ro4) 2 - 464 -
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По полиному знаменателя выражения (X I l .87) находим семейство 
основных сопротивлений :  

5 
sз + 2s2 + - s +  1 

2 

Имеем 

откуда 

Z0 (s) = -----
s4 + 2sз + 3s2 + 2s + 1 

1 
- sз + .52 + s  

Z1 (s) = --2----
s' + 2s3 + Зs2 + 2s + 1 

1 1 
- s3 + s2 + -, s 
2 2 Z2 (s) = -----

s4 + 2s3 + зs2 + 2s + 1 
1 

s8 + s2 + - s 2 
Z3 (s) = ------

s4 + 2s3 + 3s2 + 2s + 1 
5 

s4 + - s3 + 2s2 + s 
2 Z4 (s) = -----

s4 + 2sз + зs2 + 2s +  1 

5 

001 = 2 ' Он = 1 ,  
1 

02 1 = - ' 2 
1 

031 = - , 2 
Ро = 1 ,  �1 = 0, Р2 = 1 , �з = О, �4 = О; 

СХ1 = 1 , а.2 = 0, а.3 = 1 ,  

3 4 ��k-\ 0k \ = + ,  �a.k-t Ok t = :_ ; 
1 2 

4 3 �Pk-2 a1e 1 =+ . �a.kak1 =+ · 2 1 

(XII . 89) 

(ХП . 90) 

(XII . 9 1 ) 

(XII . 92) 

(XII . 93) 

(XII . 94) 
(XII . 95) 
(XII . 96) 

(Xll . 97) 

(XII . 98) 

Очевидно, что оба неравенства (XI I .54) и (X I I .55) выполняются. 
В то же время неравенства (XI l .44) и (XI l .45) не выполняются , 
поэтому ясно, какой из рассмотренных выше вариантов -синтеза 
следует выбрать . 

Далее вычислим функции :  

30 Заказ 49 

Za = Z1 + zз 
3 3 

- sз + 2s2 + - s  
2 2 

s4 + 2sз + зs2 + 2s +  1 
3 

- sз + зs2 + 3s + l 
z - z + z - -2------ь - 0 2 - s4 + 2s3 + 3s2 + 2s +  1 
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и найдем разложения : 

где 

а) 

l J ! 2 

1 Za = ------
2s 2 1 - + - + -3 3s Z1 

1 Zь = ------
2s 1 -
3
- + Зs 

-
2- + z2 

3 
sz + - s + 1 1 2 Z2 = -- = ----

4 4 

гн, ф. ом 

- г  s2 + - s + I 9 1 3 
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(Xll . 1 02) 

(Xll . 1 03) 
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Функция-остаток имеет вещественную часть числителя ,  р авную 
1 + ro4, как и следовало ожидать на основе метода Мията. Цепи 
для сопротивлений: Za и zь показаны на рис. ХН.ба, полученн ая в 
результате неуравновешенная цепь, реализующая это сопротивле
ние переда,чи (XI I .87) , - на рис. Х i l .бб. 

Xll.2. Построение цепи с учетом требований 
к nоnюсам и нуnям функций 

В соответствии с р асположением нулей и полюсов заданное со
противление передачи можно отнести к одной: из трех категорий .  
Для начала все реализуемые передаточные функции делят на два  
класса в зависимости от  того, являются ли они Ланпа п. в .  ф .  или нет. Далее, те функции,  которые 
не являются п .  в .  ф" в свою очередь, разделя
ют н а  две группы : в одну входят функции, со
держащие нули в правой: полуплоскости, в 
другую - не содержащие. Передаточная функ
ция первой: группы, очевидно, не может быть 
п . в . ф. Передаточная функция второй: группы 
либо может быть п. в . ф., либо нет. 

Если заданная передаточная функция яв
ляется п .  в .  ф" то для ее реализации не тре
буется четырехполюсника, ибо она может быть 
реализована более простым способом - в виде 

R1 

Рис. Xll.7 

Rz 

двухполюсника с требуемым входным сопротивлением. Если же пе
редаточная функция не является п .  в .  ф . ,  ее, очевидно, можно реа
лизовать как последовательное соединение сопротивления, опреде
J1Яемого п. в. ф., и отрицательного резистивного сопротивления. 
Действительно, в этом случае вещественная часть функции,  не  яв
ляющейся п .  в. ф . ,  может при s = jro принимать отрицательные 
значения. 

Теоретически любая реализуемая передаточная функция мини
мально или неминимально фазового типа может быть реализована 
с помощью одной электронной лампы при использовании простой 
цепи ( рис. X I l .7) , где R1  и R2 - соответствующим образом выбран
ные резистивные сопротивления, а Z - положительное веществен
ное сопротив.дение. Практически такая реализация не имеет боль
шого значения, ибо получаемая передаточная функция очень 
сильно зависит от настройки и стабильности работы цепи ,  содер
жащей: электронную лампу, н азначение которой: - ввести в эту 
функцию дополнительную отрицательную постоянную с заданным 
точным значением . 

Поскольку пассивные элементы не требуют обслуживания или 
источников питания и относительно стабильны (если они правиль
но спроектированы) , то для реализации сопроtивлений: передачи 
предпочтительно использовать только их. Простейшим 'способом из-
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менения алгебраического знака аддитивного члена в выходном на
пряжении некоторой цепи является включение в нее пары скрещен 
ных проводов, как это имеет место в скрещенной цепи . Другой 
способ получения того же результата заключается в применении 
трансформатора с отрицательным коэффициентом передачи по 
напряжению. Таким образом, логически ясно, почему скрещенная 
структура имеет столь важное значение в синтезе передаточных 
функций и почему при ее преобразовании в эквивалентную неурав
новешенную схему столь часто используется отрицательная взаим
ная индуктивная связь. 

В том случае, когда требуемое сопротивление передачи не имеет 
нулей в правой полуплоскости, т. е. когда оно является функцией 
минимально фазового типа, его реализация всегда возможна в ви
де простой неуравновешенной цепной схемы .  Но если указанное 
сопротивление представляет собой функцию неминимально фазо
вого типа, то оно уже не может быть реализовано в такой простой 
форме. Реализация в виде неуравновешенной цепи не обязательно 
будет содержать взаимные индуктивности, а, например, представ
лять собой неуравновешенную цепную схему, соединенную каскад
но с Т-образной перекрытой, двойной Т-образной или тройной 
Т-образной цепями различного типа .  Ниже этот вопрос рассматри
вается более подробно. 

З аметим прежде всего, что здесь важное значение приобретает 
опыт использования методов реализации передаточных функций 
цепей без потерь, рассмотренных в главе VI I ,  и особенно принципов 
построения цепных схем, описанных в § VI I .3. При заданном со
противлении передачи обычный подход состоит, во-первых, в вы
боре входного сопротивления, имеющего требуемые полюсы, и ,  во
вторых, в разложении его в цепную схему таким образом, чтобы 
последовательные сопротивления или параллельные проводимости 
некоторых ветвей имели полюсы в требуемых нулях передачи. Воз
можность управления полюсами разлагаемой функции (для того, 
чтобы частоты их имели требуемые значения)  достигается тем, что 
лишь при полном исключении полюсов появляются нули передачи. 
Частичное устранение полюсов используется на  этапах сдвига ну
лей, причем эти нули становятся полюсами р азлагаемой функции 
после ее последующей инверсии. 

Для указанного процесса характерно, что нет необходимости 
обращать внимание на создание соответствующих полюсов требу
емой передаточной функции . .Являясь собственными частотами ре
зультирующей цепи в режиме холостого хода, они одновременно 
являются полюсами входного сопротивления и ,  следовательно ,  
создаются автоматически, поскольку разлагаемая функция пред
ставляет собой это сопротивление. · 

Попытки применить аналогичный метод к синтезу сопротивле
ний передачи цепей с потерями пока еще имели весьма ограничен
ный успех, хотя были получены некоторые полезные результаты, 
имеющие узкое применение. При этом возникли две основные труд-
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1юсти, которые отсутствуют в аналогичных случаях для цепи без 
потерь. Так, если полюс устраняется частично или полностью, то 
и он , и остаточная функция всегда автоматически реализуемы. Как 
указывалось в § IX. l , ни устраненный полюс, ни остаточная функ
ция в RLC цепи не дают никакой априорной уверенности в том ,  
tiтo рассматриваемые функции являются п. в .  ф. Кроме того, неяс
но, как следует управлять процессом сдвига нулей в комплексной 
плоскости, так как на нули не накладываются ограничения , свя
занные с их перемещением по фиксированному пути, что имеет 
место в LC цепи, где этот путь представляет собой мнимую ось. 
Следовательно, нет уверенности в том, что требуемый сдвиг нуля 
всегда можно произвести при условии, что и устраненный полюс, 
и остаточная функция являются п. в .  ф. 

Создание требуемых нулей передачи в процессе разложения 
входной функции представляет с.обой чрезвычайно трудный про
цесс (если не невозможный в общем случае) . Мы попытаемся ис
пользовать метод, н ачинающийся с выбора функции, реализация 
которой дает требуемые нули передачи и легко осуществима ,  даже 
если возникает необходимость в некотором предварительном рас
пределении полюсов. 

Таким образом , отсюда станет очевидным, можно ли произвести 
сдвиг полюсов, не оказывая влияния на нули. 

Иными словами, предлагаемый метод связан, так сказать, 
«с переменой ролей» полюсов и нулей. Вместо того чтобы отвлечься 
от полюсов и сконцентрировать все внимание на методе создания 
требуемых нулей передачи, синтез начинают либо со структуры це
пи, расположение нулей для которой очевидно, либо с функции, 
имеющей требуемые нули и реализуемой известным способом. Да
лее находят приемы, позволяющие произвести сдвиг полюсов этой 
функции в соответствующее положение без нарушения расположе
ния ее нулей. 

Зная метод разложения в цепную схему, легко установить, как 
можно выполнить такую процедуру. Рассмотрим каскадное соеди, 
нение цепей N1 , N2, Nз, . . . , изображенное на  рис. X I I .8a .  Каждый 
из четырехполюсников дает одну группу нулей передачи (один 
нуль, пару комплексных нулей или четверку нулей) , которые в со
вокупности с нулями сопротивления Z1 образуют нули сопротивле
ния передачи полной цепи. Если все указанные нули н аходятся 
в левой полуплоскости, то цепи N1 , N2, . . . можно заменить одиноч
ной последовательной или параллельной ветвью, которая дает со
ответственно параллельный или последовательный резонансы в 
требуемых нулях передачи. Четырехпо.Люсники необходимы лишь 
для того, чтобы все нули лежали в правой полуплоскости. Если 
известны только нули передачи для передаточной функции полной 
цепи и не н-акладывается никаких ограничений на р асположения 
- полюсов (за исключением, конечно, условия, что они должны ле
жать в левой полуплоскости) ,  то без труда можно определить 
структуру, подобную изображенной на рис. X I I .8a. При этом цепи 
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N1 , N2, . . .  могут быть неуравновешенными и, самое большее, содер
жать пару не сильно связанных индуктивностей. 

Теперь с помощью любого из известных способов можно полю
сы полученного сопротивления передачи сдвинуть без изменения 
как р асположения нулей, так и общего числа полюсов . Таким об
разом, если использовать «разрезной вход» в любом из контуров, 
разделяющих цепи Z1 , N1 , N2, • • •  , и ввести сопротивление, полюсы 
которого представляют собой полюсы соответствующего сопротив
ления со стороны рассматриваемого разрезного входа, то согласно 

в) 

Nz 

Рис. Xll.8 

методу разложения в цепную схему (см. § VI l .3) общие нули пе
редачи не будут оказывать влияния на  процесс синтеза ; полюсы 
сопротивления передачи изменят свое местоположение, а число их 
останется прежним. На  рис. Х1 1 .8б показано такое введение сопро
тивлений Za,  zь ,  Zc, . . . в ветви, разделяющие четырехполюсники, 
изображенные на рис. X I l .8a .  При этом сопротивление Za содержит 
полюсы сопротивления (несколько или все) со стороны разрезного 
входа, образованного разрезом правой ветви . Аналогично сопротив
ление zь содержит лишь полюсы сопротивления со стороны раз
резного входа, образованного разрезом центральной ветви . Когда 
в цепи присутствуют оба сопротивления Za и zь, полюсы соответ 
ствующего сопротивления со стороны разрезного входа, обра_зова&
ного в центральной ветви, появляются благодаря наличию сопро
тивления Za,  однако они либо могут, либо не могут оставаться та
кими же, как и при отсутствии сопротивления Za. Это положение 
будет более подробно рассмотрено ниже. 

Аналогично, как показано на рис. Х 1 1 .8в, можно параллельно 
цепям, изображенным на рис . X I l .8a, включить проводимости, не 
оказывая при этом влияния н а  нули передачи, если полюсы каждой 
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проводимости представляют собой лишь полюсы проводимости со 
стороны прямого входа , возникающего при подключении проводов 
к паре рассматриваемых зажимов. 

Полюсы сопротивления со стороны входа, образованного разре
зом в контуре между четырехполюсниками (рис. X I l .8a) , можно, 
поскольку сопротивление контура равно сумме двух сопротивлений, 
разделить на  две группы :  полюсы сопротивления со стороны пра
вой и левой частей каскадного соединения .  Если в центральный 
коцтур цепи ,  приведенной на рис. X I l .8a , ввести сопротивление, по
добное zь из рис. Х1 1 .8б, которое содержит лишь полюсы сопро-
тивления Ев со стороны правой части этой цепи, то после введения 

/g 
zь входное сопротивление на  данном участке полной цепи будет 
содержать как эти полюсы, так и полюсы, которые входное сопро
тивление имело вначале. Другими словами, входное сопротивление 
:;�десь вследствие введения сопротивления zь приобретает несколько 
дополаительных полюсов ( а  именно, полюсы этого сопротивления) , 
часть из которых (или все) представляют собой собственные часто
ты разомкнутой части цепи вправо от центрального контура .  

Следует ,отметить, что входное сопротивление со стороны левой 
пары зажимов полной цепи этих дополнительных полюсов не при
обретает, что полностью совпадает с рассмотренным в § V I I .3 слу
чаем. Там при цепном разложении функции z 1 1  указывалось, что 
благодаря частичному устранению полюса (с целью сдвига нуля) 
сопротивление z22 результирующей цепи содержит дополнительные 
полюсы кроме полюсов функций z1 1 и z 1 2 . В то же время сопротив
ление z1 1 , очевидно, не приобретает этих дополнительных полюсов, 
ибо оно является разлагаемой функцией, а сопротивление z 1 2 так
же не приобретает их, так как не может содержать полюсQв, кото
рые не содержатся к а к в z1 1 ,  т а  к и в z1 2. То же условие относится 
и к цепям с потерями, поскольку по физическим соображениям со
противление передачи, очевидно, не может содержать собственные 
частоты, которые не возбуждаются на любой паре зажимов, ибо 
оно должно подчиняться требованиям теоремы взаимности. 

Обратимся к рис. X I I .8a и определим сопротивления 

Z Е1 1 = -- · 
/1 ' Zз = Еа , • • • /3 (XII . 1 04) 

Затем введем сопротивление Za (как показано на рис. Х 1 1 .8б) , не 
имеющее других полюсов, кроме полюсов функции Z1 • Тогда со
противления Z2, Z3, . . . не приобретают этих или любых других до
полнительных полюсов, и нули передачи остаются без изменения. 
Однако положение полюсов сопротивлений Z2, Z3, . • .  , а также по
люсов полного сопротивления передачи изменяется, причем послед
!НИ:е являются нулями сопротивлений контуров подобно сопротивле
нию правого контура с учетом включения сопротивления Za. 
Добавление этого сопротивления сдвигает нули сопротивления пра-
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вого контура и, следовательно, сдвигает полюсы полного сопротив
ления передачи. 

Далее, вводя сопротивление zь ,  имеющее только полюсы со
противления Z2 (для данного сопротивления Za, ибо введение пос
леднего вызывает сдвиг этих полюсов, хотя и не увеличивает их 
числа ) ,  можно произвести последующий сдвиг полюсов сопротив
ления передачи без изменения их числа или положения нулей пе
редачи. Аналогично, обращаясь к рис. Х 1 1 .8в, получим тот же ре
зультат путем введения параллельных проводимостей Уа, уь, . . .  , 
причем обоснование данного метода полностью дуально обоснова
нию, которое было дано при введении сопротивлений .  

Таким образом, посредством описанной методики можно попы
таться получить требуемую картину расположения полюсов, имея 

в качестве исходных данных предва -а} рительно з аданные нули передачи. 

ll Выбирая для полюсов функций Za, 

1< -� 1 
zь, . . .  лишь полюсы сопротивлений 
Z1 , Z2, . . .  соответственно, мы избав
ляемся от усложнения сопротивле

о------о ний контуров. Для каждого введен -гн, ф, ом ного сопротивления выбираются та-
Рис. Xll.9 кие нули, которые, во-первых, остав-

ляют его положительным веществен
ным и, во-вторых, дают нули резуль

тирующего сопротивления контура, расположенные настолько близ
ко к полюсам требуемого сопротивления передачи, насколько это 
совместимо с первым требованием. 

Когда имеется много нулей и полюсов, этот процесс при отсут
ствии соответствующих вычислительных устройств становится не
сколько утомительным, но простые задачи он позволяет решать 
достаточно эффективно. В качестве примера рассмотрим случай, 
при котором необходимо получить передаточную функцию с парой 
нулей на мнимой оси (эти нули можно нормализовать в точках 
ro = ± 1 )  и парой полюсов, расположенных в заданных точках ле
вой полуплоскости. Цепь должна з аканчиваться резистивным со
противлением нагрузки, равным 1 ом. 

Цепь на рис. X I l .9a , очевидно, обеспечивает требуемую пару 
нулей передачи и нагружена на резистивное сопротивление 1 ом. 
Коэффициент уровня сопротивления k для ветви, представляющей 
собой последовательный LC контур, остается произвольным. Изме
нениями величины k можно, используя известный способ, добиться 
того, что полюсы сопротивления этого простого контур а будут рас
полагаться в любой точке на полуокружности в плоскости s, как 
показано пунктирной ЛИ!-!Ией на  рис. XI l . 1 0, или в точках на веЩе
ственной оси, среднее геометрическое значение которых равно - 1 .  
При этом полюсы не могут лежать н и  в каких других точках левой 
полуплоскости. 
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Введем в цепь сопротивление Za, как показано н а  рис. Х 1 1 .9б . 
Поскольку сопротивление контура имеет полюсы в точках s = О и 
s = оо , сопротивление Za может быть индуктивностью, емкостью 
или последовательным LC контуром . Нули сопротивления контура 
при наличии индуктивного сопротивления Za, очевидно, лежат внут
ри полукруга , границей которого служит пунктирная линия и мни
мая ось (см. рис. XII .  l О) , тогда как при емкостном сопротивлении 
Za они лежат вне этого полукруга. Выбор зна
чений k и дополнительного сопротивления в 
виде индуктивности L или емкости С, обеспе
чивающего расположение указанных нулей 
(являющихся полюсами передаточной функ
ции) в любых требуемых точках, не вызывает 
затруднений .  Вместе с тем нули передачи ос
таются в их первоначально выбранных поло
жениях на мнимой оси. 

Если желательно, чтобы нули оставались в 
левой полуплоскости, нужно просто ввести не-
которое резистивное сопротивление в парал
лельную ветвь, создающую последовательный 
резонанс. Если желательно получить больше, 

Нули перс- jt..J tJaчu 

1 

Рис. XIl. 10 

чем одну пару таких нулей, предварительно используют цепь с не
сколькими параллельными ветвями, создающими последова.тельные резонансы. С другой стороны, можно использовать полностью 
дуальную цепь, состоящую из последовательных ветвей, обеспечи-
J 1 1 вающих параллельные резонансы, в ко-3 2 1 торую необходимо ввести параллель

Рис. XIl. 1 1  

ные проводимости, как показано на· 
рис. Х 1 1 .8в. ' 

Вместо осуществления сдвига полю
сов описанным способом используется. 
иной порядок решения задачи, кото
рый упрощает вычисления, хотя резуль

тирующая цепь при этом может содержать большее количество· 
элементов. Р ассмотрим цепную схему, изображенную н а  рис. X I l . 1 1 ,  
и допустим, что сопротивления Z1 , Z2 и Z3 определены в соответ
ствии с выражениями (XI l . 1 04) . 

Выберем 

тогда 

и 

Zь = p1 (s) + h1 (s) 
q2 (s) - q1 (s) ' (XII . 1 05) 

(ХП . 1 06) 

(ХП . 1 07) 



Таким образом, если рассматривать Z1 (s) как некоторое предва
'РИтельно выбранное сопротивление передачи, то при наличии вет
вей Za и Zь его нули остаются без изменения , но имеет место сдвиг 
его полюсов от нулей q1  (s) к нулям q2 (s) . 

Полином h1 (s ) , необходимый для промежуточных преобразова
ю1й, выпадает из конечного результата и должен быть выбран так, 
чтобы оба сопротивления Za и Zь стали п .  в .  ф .  для требуемого по
линома q2 (s) , определяющего новые местоположения полюсов . 
·Фактически должна существовать возможность найти полином 

h h .h 1 (s) , при котором -1 и 1 являются п .  в. ф . ,  ибо всегда мож-
q1 q2 - q1 но выбрать достаточно большой постоянный множитель полино-

ма h1 , чтобы сделать функцию Pi + hi п .  в .  ф., если полином hi 
% - �  % - �  

в исходный момент был п .  в .  ф .  По:71ином h 1 (s ) , очевидно, сущест
·вует, когда новые положения полюсов, определяемые полиномом 
q2 (s ) , не слишком далеки от первоначальных, определяемых поли-
1юмом q1 (s ) . Всегда можно доби1:ься того, чтобы полином Q2 - q1 
·был полиномом Гурвица, «взвешивая» q2 посредством выбора до
статочно большого множителя .  Однако такой прием надо использо
вать как можно реже, так ка1< он приводит к понижению общего 
усиления. 

Пусть z2 = Zь (Z1 + Za) = Р1 (s) -1- h1 (s) = р2 (s) ' 

Z1 + Za + Zь q2 (s) Q2 (s) (ХП . 1 08) 

:где Р2 - сокращенное обозначение полинома Р 1 + h1 .  Далее выби
,раем 

:и получаем 
zd q2 (s) 

Z2 + Zc + Zd 
= 

qs (s) · 

Последующее входное сопротивление имеет вид 
z8 = Zd (Z2 + Zc) Р2 (s) + h2 (s) р3 (s) 

Z2 + Zc -1- Zd Qз (s) qз (s) 

(ХП . 1 09) 

(ХП . 1 1 0) 

(XII . 1 1 1 ) 

'И т. д. Столь же просто этот процесс может быть продолжен, в чем 
и состоит одна из интересных особенностей рассматриваемого ме· 
то да . 

Следует отметить, учитывая предыдущее рассуждение, что тре
·бование, согласно которому сопротивление Za имеет полюсы Z1 , а 
сопротивление Zь имеет нули Z1 + Za, является необходимым и до
·Статочным для сохранения нулей передачи без изменения и гаран
тией, что сложность результирующего входного сопротивления не 
возрастает по мере продолжения процесса .  Аналогично необходи-_ 474 _ 



мо, чтобы сопротивление Zc имело полюсы Z2, а сопротивление Zd -
нули Z2 + Zc. 

Полное сопротивление передачи цепи, изображенной на 
рис. X I I . 1 1 ,  можно представить в виде произведения 

z13 = _§__ = Р1 (s) = Р1 (s) Ч1 (s) Ч2 (s) . (XII . 1 1 2) 
1 з Чз (s) Ч1 (s) Ч2 (s) Чз (s) 

Если Z 13 (s ) является функцией минимально фазового типа, т. е. 
ее нули ограничены левой полуплоскостью, то она всегда может 
быть представлена как произведение п. в. ф. Отсюда очевидно, что 
простая цепная схема , подобная цепи, приведенной на рис. X I l . 1 1 , 
может реализовать с точностью до постоянного множителя любую 
передаточную функцию минимально фазового типа .  Справедливо 
п обратное утверждение : простая цепная схема должна дать со
противление передачи , которое является функцией минимально фа
зового типа, ибо сопротивления ее ветвей (нули и полюсы которых 
определяют нули передачи) являются п .  в .  ф. 

Таким образом , ясно, что любое заданное сопротивление пере
дачи минимально фазового типа  всегда реализуется указанным 
способом. Если же оно не является функцией минимально фазового 
тппа , его синтез можно начать с построения четырехполю<;ника ,  
имеющего требуемые нули передачи и любую удобную группу по
люсов, которые ускоряют реализацию этой цепи в неуравновешен 
ной форме. На  данном этапе необходимо так подобрать полюсы, 
чтобы четырехполюсник имел требуемую реализацию и в то же 
время выбранные полюсы должны располагаться настолько бю1з
ко к заданным полюсам, н асколько это совместимо с поставленной 
задачей .  Для выполнения описанной операции можно использовать 
изложенный в предыдущем параграфе метод синтеза . При этом 
входное сопротивление четырехполюсника отождествляется с со
противлением Z1 н а  рис. X I I . 1 1 .  Применяется рассмотренный толь
ко что метод для сдвига полюсов в заданные положения . 

Аналогичные операции необходимо выполнить для реализации 
минимально фазовой функции, если он а имеет в точке s = оо пли 
где-либо на  мнимой оси не простые нули (т. е. нули, порядок кото
рых выше первого) . Следующий пример иллюстрирует высказан 
ную здесь мысль. Предположим, что требуется получить сопротив
.'!ение передачи, имеющее в точке s = оо нуль второго порядка и 

' ± · V3 ч б полюсы в точках s = - 2 / -2- .  то ы показать, насколько про-
извольно мы можем поступать в начале процесса, выберем в каче
стве пробной цепи RC цепь, изобр аженную на  рис. X I I . 1 2a .  Ясно, 
что она имеет два нуля передачи в точке s = оо вследствие наличия 
двух параллельных емкостных ветвей .  Возможное входное сопро
тивление этой цепи  имеет вид 

s + 2  s + 2 
Z1 (S) = ----- - ' (s + 1 )  (s + 3) s2 + 4s + 3 
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где мы умышленно выбираем полюсы так, чтобы они не располага
лись вблизи требуемых полюсов. Разумеется , поскольку пробной 
является RC цепь, полюсы ее сопротивления должны лежать н а  
вещественной оси и ,  следовательно, н е  могут располагаться очень 
близко от требуемых полюсов. 

Теперь произведем сдвиг полюсов путем отождествления сопро
тивления Z1 , определяемого выражением (X I I . 1 1 3 ) , с сопротивле-

2 9 

Рис. Х//. 12 

гн. ф, ом 

1 6 

нием Z1 на  рис. X I l . 1 1 .  Предположив, что требуемый сдвиг возмо
жен на одном этапе, запишем 

q2 (s) = K(s2 + s +  1 ) , (ХП . 1 1 4) 
где К - множитель. Если записать вспомогательный полином 
в виде 

то из выражения 
h1 (s) = 02s2 + a1s + a0, 

(X I l . 1 05) получим :  z = a.is2 + a1s + a0 • 
а s2 + 4s + 3  ' 

Z _ a2s2 t ( l + a1 ) s + 2 + a0 
ь - . 

(K - l ) s2 + (K- 4) s + K -3 

(XII . 1 1 5) 

(ХП . 1 16) 

(ХП . 1 1 7) 
Постоянная К должна быть равна, по крайней мере, четырем. 

Если К = 4, то из рассуждения, приведенного в § IX.3 , следует, что 
Zь имеет простую реализацию при � = 3. Очевидно, можно 

2 + а0 принять ао = О, что дает простую форму Za. Поскольку в данном 
9 случае а2 = 6, то для реализации Za необходимо, чтобы а 1 � .  
2 

Выбрав знак равенства, получим :  
9 6s2 + - s  
2 Za = ---s2 + 4s + 3  2 

- + ---Зs 9 
- + б 2s 

5 5 6s2 + - s + 2  - s 
2 2 + 2 

3s2 + 1 3s2 + 1 ° 
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Полная цепь по1<азана на рис. Х 1 1 . 1 2б ;  полное сопротивление пе
редачи оказывается равным 

z - 8 
12 - s2 + s + 1 (XII . 1 20) 

Если увеличить уровень полного сопротивления в шесть раз и, таким образом, нормализовать резистивное сопротивление на грузки к 1 ом, то постоянный множитель должен быть равен 3/4, что вполне приемлемо. Полная цепь по числу требуемых элементов, безусловно, является малоэкономичной (можно получить тот же результат при общем числе элементов, равном трем, используя метод, описанный в § XI .  l ) . Тем не менее этот пример служит иллюстрацией принципов и гибкости описанных здесь методов син теза .  
В качестве второго примера рассмотрим требуемое сопротивление передачи вида 

( 
1 ) 3 s +-

Z12 (s) = 2 s + 2 
Положительное вещественное сопротивление ( s +-1 )3 Z1 (s) = : s +-2 

(XII . 1 2 1 )  

(XII . 1 22) 

имеет такие же нули и полюсы, расположенные так близко от полюсов функции Z12 (s) , как позволяет условие принадлежности функции к классу п. в. ф. Отождествим рассматриваемое сопротив.11ение с сопротивлением Z 1 цепи,  изображенной на рис. X I I . 1 1 .  Тогда 
(ХП . 1 23) 

(XII . 1 24) 

Снова предположив, что для сдвига полюсов достаточно одного этапа, находим 
откуда 

q2 (s) = K(s + 2) 3 = K(s3 + 6s2 + 1 2s + 8) ,  (ХП . 1 25) 

q2-q1 = (K- l) s3 + (вк-f ) s2 + ( 1 2к- � ) s + (вк- 2; ) ·  
(ХП . 1 26) При К = 1 получим выражение 

q1 -q1 = 2- s2 + � s + _E_ , 2 4 8 
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которое имеет нули, расположенные очень близко к точке s = 
3 = - -, где лежат нули полинома q 1  (s) . Нетрудно видеть, что· 2 

можно было принять h 1 = Rq1 , поскольку сопротивление Za = ..!!J.. 
Q1 

h1 в этом случае просто вырождается в постоянную, а полином ---=--Q2-Q1  обязательно является п .  в .  ф . ,  так как его нули и полюсы распо-
ложены близко друг от друга . Путем выбора достаточно большого 
значения R можно Zь сделать также п .  в .  ф. и получить очень про
стой конечный результат. При R = 2 имеем 

1 0 Zь = 2s + -----
5 1 s + 74 

3s + ---
8s + 1 1 

(XII . 1 28) 

Учитывая, что реализация положительного вещественного со
противления Z 1 (s) , определяемого выражением (Xl l . 1 22) , не вы 
зывает затруднений, а цепи для Za и Zь, определяемых 
выражениями (XI I . 1 28) , находятся почти непосредственно, не бу · 
дем выполнять остальную часть синтеза .  

Можно всегда принять h 1 = Rq1 (при котором Za = R) , еслн 
частное � является п. в .  ф. с отличной от нуля вещественной 

Q1 частью на  мнимой оси. Отнеся положительный вещественный мно-
житель к полиному q2, из выражения (XI I . 1 05) получим функцию 
Zь = Pi + Rqi , которая в дальнейшем (при достаточно больших 

kq2-Q1 значениях /i и R)  становится п .  в .  ф .  Условие, согласно которому 
функция !f..!_ должна быть п. в .  ф . ,  в некоторых случаях не явQ1 .11яется обязательным, но будет достаточным 1 • 

Xll.3. Некоторые друrие методы 

Обращаясь к рис. X l l . 1 1  и к ф-лам (Xl l . 1 04) , введем дополни
тельные проводимости : 

у 12 
13 = - . 

Еэ 
(ХП . 1 29) 

Тогда получим 
Z1Y a.Z2Y�Z8 = __§__ !1_ _§__ _ь_ __§_ = __§__ = Z18, 11 Е2 12 Ез lз lз 

(ХП . 1 30) 

1 При решении вопроса об адэкJJатности предварительных значений множите
лей k и R свойство, отмеченное в главе 1 в связи с рассмотрением рис. 1 .9, сокра
щает здесь вычислительные операции. 
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откуда непосредственно имеем 
1 Za =y--Z1 а 

_1_ = _1 _ _ у� 
zd Zз 

(ХН . 1 3 1') 

В выражении (X I l . 1 30) требуемое сопротивление передачи 
представлено в виде произведения п .  в .  ф . При этом, чтобы сделать 
такое представление возможным, в полиномы числителя и зн аме
нателя функции Z1 3, если необходимо, включают некоторые доба
вочные множители 1 • Тогда согласно выражениям (XI l . 1 3 1 )  функции 
сопротивлений Za, Zь, Zc, Za могут стать положительными веще
ственными путем введения соответствующих постоянных множите
лей в положительные вещественные сомножители Z1 ,  Уа , Z2, . . •  
функции Z1з . 

Этот метод можно, очевидно, применить также к синтезу коэф
фициента передачи по напряжению. Так, опуская последний сомно
житель в выражении (XI l . 1 30) , получим 2 

(ХП . 1 32) 

Применим этот метод для реализации сопротивления передачи 
(XI I . 1 2 1 ) ,  для чего запишем 

(ХП . 1 33) 

Из соотношений (X I I .  1 3 1 )  находим :  
1 

1 s + 2 s + -
-А1 2 Za =y 1 s + 2  а s + -

2 

(ХП . 1 34) 

1 
s + 2  s + -

Аа 2 - = -
Zь А2 1 s + 2  

s + -
2 

(XII . 1 35) 

1 См. приложение 1 ,  задача 17 к главе 1 .  2 Льюис (Lewis Р. М.) указывал, что метод, рассмотренный в [29], приводит
к тому же результаrу, хотЯ и предполагает выполнение более трудоемкого процес
са матричного разложения на множители. 
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Постоянные множители А а , А 1 , А2 здесь можно выбрать равны
ми единице, тогда 

1 з (s + : )  
Za = - = -----

Zь 
(s + 2) (s ++) (ХП . 1 36) 

Учитывая полученное выражение, а также выражение (XI l . 1 33)  
для Z1 , получим цепь, изображенную на  рис .  X I I . 1 3a .  

О} 

2 ! 
1 "1 

1 2 С только что рассмотрен -
3 3 ным методом тесно связан 

г н, ф, 011 
Рис. Х/1. 13 

з 8 

довольно простой метод реа
лизации минимально фа
зовых передаточных функ
ций . Если функция Z 1з, оп
ределяем ая выр ажением 
(X l l . 1 30) ,  не имеет полюсов 
на мнимой оси, то функции 
Z 1 и Z2 являются дополняю
щими .  Следовательно, функ
ции у а и У13 ' содержащиеся 
в выражениях (X l l . 1 3 1 ) ,  
можно выбрать в виде неко
торых постоянных, так что 
Za будет дополняющим со
противлением к Z1 , а 
Zc - K Z2. 

В частности, если наи
большими вещественными 
частями функций Z1  и Z2 на 
мнимой оси являются R 1 и 
R2 соответственно, то можно 

1 1 принять Уа =- и У� = - . Тогда 
R1 R2 

ф-лы (XI l . 1 3 1 )  перепишутся 
следующим образом : 

Za = R1 -Z1 11 
1 1 1 - = ---

Zь Z2 R1 } '  
Zc = R2- Z2 1 
1 1 1 ---

zd Za R2 J 

(ХП . 1 37) 

Соответствующим выбором множителей в функциях Z2 и Zз, 
очевидно, обеспечивается прин адлежность функций Zь и Zd к 
классу п .  в. ф. - 480 -



Для того же рассмотренного выше примера [где требуемое 
сопротивление передачи определялось выражением (XI l . 1 2 1 ) ] 
запишем 

1 
s + -Z1 Z2 Z3 2 - = - = -- = ---

А1 А2 А3 s + 2 (ХП . 1 38) 

Это выражение характеризует сопротивление RL цепи. Следо
вательно, максимальное значение его вещественной части на  мни
мой оси появляется в точке s = оо . Нетрудно заметить, что все 
постоянные множители можно выбрать равными единице, тогда с 
учетом выражений (XI I . 1 37) находим :  

3 - 1 
s + -

z = Zc = l - --2- = _2_ ;  
а 

s + 2 s + 2  

3 

- = - = s + 2 l = 2 
, 1 1 

s + - s + -

2 2 

(ХП . 1 39) 

(XII . 1 40) 

Получаемая в результате цепь показана на  рис. X I l . 1 3б .  Она со
держит то же число элементов, что и цепь, изображенная на 
рис. X I l . 1 3a .  

Любой из предложенных в данном параграфе методов можно, 
разумеется, рассматривать как частный случай более общего мето
да, описанного в предыдущем параграфе. Предлагаем читателю в 
качестве упражнения записать соответствующие соотношения для 
полинома h 1 (s) , используя выражения р1 (s) и q1 (s) для типичного 
этапа синтеза .  

Xll.4. Реаnизация в виде каскадноrо соединения 
усиnитеnьных ступеней на пентодах 

Представление минимально фазовой передаточной функции в 
виде произведения п .  в. ф. [см . выражение (XI l . 1 1 2 )  или (XI I . 1 30 ) ]  
прямо подсказывает удобный способ проектирования многокас
кадного усилителя, обладающего подобной характеристикой. Пен
тод, по существу, представляет собой устройство, выходной ток 
которого пропорционален входному напряжению, следовательно, 
напряжение на сопротивлении выходной ( анодной) цепи пропор
ционально произведению входного напряжения и этого сопротив
ления .  Другими словами, такое устройство имеет коэффициент 
передачи по напряжению (или отношение выходного напряжения к 
входному току, если ко входным зажимам подключено резистивное 
сопротивление) , который с точностью до постоянного множителя 
равен сопротивлению анодной цепи. Отсюда каскадное соединение 
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таких ступеней дает полное сопротивление передачи или коэффи
циент передачи по напряжению, т. е. постоянную, умноженную н а  
произведение соответствующих анодных сопротивлений. 

Метод разложения заданного минимально фазового сопротивле
ния передачи на произведение п .  в .  ф. в общем случае предполагает 
использование добавочных множителей, как и при синтезе переда
точных функций посредством скрещенной цепи постоянного рези
стивного сопротивления (см. § X l .8) . • Описываемый процесс подобен синтезу каскадного соединения 
скрещенных цепей постоянного резистивного сопротивления в том 
отношении, что каждая ступень вносит свой вклад в полную пере
даточную функцию цепи, независимо от ее связи с другими ступе
нями. При использовании скрещенных цепей именно тот факт, что 
каждая цепь каскадного соединения представляет собой цепь 
постоянного резистивного сопротивления, обеспечивает эту неза 
висимость поведения компонентной цепи .  В каскадном соединении 
усилительных ступеней на пентодах такой же эффект дает изоляция 
или «буферное действие», обеспечиваемое электронными лампами. 

В тех случаях, когда искомая цепь должна давать усиление, 
данный метод позволяет получить достаточную гибкость при рас
чете, причем более дешевым способом, чем при использовании 
структур постоянного резистивного сопротивления, ибо последние 
обычно содержат большее количество элементов, необходимых для 
реализации заданной передаточной функции. Предложенный метод 
синтеза, при котором в качестве компонентной цепи используется 
электронная лампа,  не следует подвергать той же критике, что и 
ситуацию, при которой используется цепь, изображенная н а  
рис. X I I .7 . Действительно, лампы непосредственно обеспечивают 
разделение входа и выхода и усиление, но ни в коей мере не управ
ляют частотной характеристикой, которая зависит исключительно 
от пассивных элементов в сопротивлениях анодной цепи. 

Если в процессе приведения заданного сопротивления передачи 
к виду, являющемуся произведением п .  в .  ф . ,  используются доба
вочные множители, то каскады, содержащие эти множители ,  мож
но рассматривать как каскады сдвига полюсов или сдвига нулей. 
Например, предположим, что заданное сопротивление передачи 
имеет вид 

Z ( ) (s +  1)2 
1 2 8 = 

s2 + 1 0s + 5o 
(ХП . 1 4 1 ) 

Представим эту функцию иначе, а именно в виде 
z (s) - (s + З)• (s + 1 )2 

12 
-

s• + I os + 50 (s + 3)11 
(ХП . 1 42) 

Тогда оказывается, что каждый ее сомножитель не только 
является п. в. ф . ,  но и просто реализуется, причем должны быть 
соблюдены условия ( IX.47) и ( IX.48) . Можно считать, что первый 
сомножитель произведения (XI l . 1 42) сдвигает полюсы из точек - 482 -



s = -5 ± j5 в точку s = -3 либо что второй сомножитель сдви
гает нуль из  точки s = - 1  в точку s = -3. 

Для иллюстрации предложенного метода произведем синтез 
сопротивления передачи, определяемого выражением (XI .25) , при 
условии, что квадрат его модуля выражен формулой (Xl . 18 )  ( реа
лизация цепи с таким сопротивлением показана н а  рис .  X I .2 ) . 
Чтобы произвести синтез, снова необходимо ввести добавочный 
множитель. Возможная форма сопротивления передачи запишется 
так: z ( ) s + 1 

12 8 = 
s2 + s + 1 s + 1 s + 1 ; (ХП . 1 43) 

его реализация (с точностью до постоянного множителя )  в виде 
трехкаскадного усилителя на пентодах показана на рис. X I I . 14 .  

гн, ф,  01'1 
Рис. Xll. 14 

Xll.5.  Дpyrolf метод реаnиэации 
сопротивnениlf передачи 

Предположим, что заданная минимально фазовая 
имеет вид 

функция 

(ХП . 1 44) 
Поскольку т1 + п1 и т2 + п2 являются полиномами Гурвица, 

четная и нечетная части т1 и п1 имеют простые нули, расположен
ные н а  мнимой оси. Следовательно, используя метод синтеза, опи
санный в XI . l ,  и процесс разложения, приведенный в § 1 1 1 .7 , мож
но по отдельности реализовать слагаемые выражения (XI I . 1 44) с 
помощью цепных схем без потерь, н агруженных н а  резистивные 
сопротивления. В частности, эти слагаемые удобно представить :в 
виде выражений (Xl . 1 0) и (Xl . 1 1 ) .  Таким образом, запишем : 

z\IJ (s) = m1 :г< I ) z\IJ = т1 • z�IJ = т2 ; 
1 2 (ХП . 1 45) -

m2 + n2 1 + 2(1 )  nz n2 2 2  
z\2J (s) = n1 z(2) z(2) _ n1 z�2J = ..!!!... . 1 2 (ХП . 1 46) 

m2 + ns 1 + 2<2) 1 2 - -- , 
2 2 т2 тв 

Ввиду того что нули функций z12 расположены н а  мнимой оси, 
для отдельной реализации каждого из обоих компонентных сопро-
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1·ивлений передачи можно использовать простой метод разложения 
функции Z22 в цепную схему без потерь. При этом параллельные 
ветви ее будут обеспечивать последовательный резонанс, либо 
последовательные ветви - параллельный резонанс ; и те, и другие 
создадут нули передачи. 

Неуравновешенную цепную схему без потерь, нагруженную н а  
соответствующее резистивное сопротивление, легко таким образом 
найти для каждой из компонентных функций Z12, определяемых из 
выражений (XI l . 1 45) и (XI l . 1 46) . Нагрузочные резистивные сопро
тивления для данных цепей не обязательно одинаковы, так как при 
помощи их уровней сопротивления можно независимо контролиро
вать множители, входящие в выражения для Z\1J и Z\�. Параллель
ное (back-to-back) соединение этих двух цепных схем, изображен -

r, 

Рис. Х/1. 15 

ное на рис. X I I . 1 5, дает реализацию первоначального сщ1ротивле
ния передачи, определяемого выражением (XI l . 1 44) . 

Следует отметить, что функции z22 в выражениях (XI l . 145) и 
(XI l . 146) являются обратными. Если бы они были один аковыми, то 
в цепи, приведенной на  рис. X I I . 1 5, можно было бы не использо
вать центральный провод между точками 0-0' и нагрузить парал
J1ельное соединение обеих цепных схем на  одно резистивное сопро
тивление. Однако вследствие того, что их сопротивления z22 
неодинаковы, такое упрощение невозможно. 

Если заданное сопротивление передачи (XI I . 1 44) не является 
минимально фазовым, можно, тем не менее, представить его как 
сумму соответствующих компонент выражений (XI I . 1 45) п 
(Xl l . 1 46) . Эти составляющие нельзя реализовать в виде цепных 
схем, однако они реализуются как неуравновешенные четырехпо
люсники без потерь (возможно, содержащие взаимные индуктив
ности, как показано в § VI I .4) , нагруженньrе на резистивные со
противления. Их параллельное соединение, аналогичное показан
ному на  рис. X I I . 1 5  для цепных схем, дает соответствующую 
реализацию. 
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Xll.6. Предваритеnьная коррекция 

При практическом при,.менении методов синтеза важно уметь 
учитывать до некоторой степени влияние паразитных элементов. 
Эти неустранимые элементы цепи, которые фактически всегда при
сутствуют в ее физическом воплощении, обычно вызывают неже
лательные (хотя часто и допустимые) изменения характеристик. 

Вообще, существуют два пути рассмотрения данной задачи. 
Первый предполагает выбор из системы эквивалентных цепей с 
различной топологической конфигурацией и различными распреде
лениями значений элементов той, в которой по сравнению с соот
ветствующей физической цепью указанные влияния проявляются в 
меньшей степени .  При другом пути заранее учитывается искажаю
щий эффект паразитных элементов и производится соответствую
щее компенсирующее изменение функции реализации .  

Влияние паразитных элементов в пассивной цепи состоит в 
некотором изменении диаграммы расположения полюсов и нулей 
требуемой функции. Если можно за,ранее определить эти сдвиги, 
то соответствующей мерой коррекции, очевидно, является предва рительный сдвиг полюсов и нулей в противоположном направлении. 
Этот процесс, называемый «предварительной коррекцией» заданной 
функции, особенно полезен как средство борьбы с влиянием потерь, вносимых паразитными параметрами индуктивностей и емкостей. 
В следующих параграфах будут рассмотрены пределы примени
мости этого метода и порядок выполнения операции компенси
рования . 

Приближенно влияние потерь рассеяния в индуктивности можно 
представить как присоединение к ней последовательного резистив
ного сопротивления, а влияние потерь в емкостном элементе - как 
подключение параллельной активной проводимости. Если в соот
ветствующей схеме последовательно со всеми индуктивностями 
включены резистивные сопротивления ,  а параллельно со всеми емкостными элементами - активные проводимости и если значе
ния этих сопротивлений и проводимостей, по крайней мере, также 
велики, как и при физическом воплощении такой схемы, то, оче
видно, нет необходимости в какой-либо компенсации, и даже, если 
в процессе синтеза влияние паразитных параметров не было учтено 
заранее, указанный способ автоматически обеспечит нужный ре
зультат. Процесс синтеза, при котором предусмотрен учет влияния 
паразитных параметров, фактически означает, что в ып о л н я е т с я 
предварительная коррекция . Все операции, производимые при этом, 
как будет видно далее, являются эквивалентными в том смысле, 
что ни одна из них не может привести к лучшим результатам ,  чем 
допускает вид требуемой диаграммы полюсов и нулей. Другими 
словами, если один метод не позволяет обеспечить достаточную 
степень компенсации предполагаемых паразитных потерь, то и все 
другие методы также не дадут такой возможности , причем, безу-
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словно, предполагается, что все они обеспечивают оптимальную 
компенсацию 1 • 

Как будет показано далее, критерием оценки верхнего, предела 
величины потерь, которые можно скомП'енсировать в результате 
предварительной коррекции, служит близость полюсов соответ
ствующей функции к мнимой оси . Чем дальше расположены полю
сы от этой оси, тем больше паразитные потери, которые можно 
с�омпенсировать путем соответствующих изменений в общем про
цессе синтез-а. Если максимальная величина компенсируемых по
терь является недостаточной, необходимо найти приемлемую 
функцию, полюсы которой расположены дальше от мнимой оси. 
Этот процесс, в который входит и решение задачи аппроксимации, 
описан ниже в главе XIV, где будет показано, что приемлемая 
функция с полюсами, удаленными от мнимой оси, имеет большее 
число полюсов и более низкий коэффициент усиления. Таким об
разом, за  счет дополнительного усложнения схемы и потери усиле
ния теоретически возможно скомпенсировать любую величину 
паразитных потерь. 

Метод предварительной коррекции состоит в том, что для задан 
ной функции �опротивления Z (s) рассматриваются вариации соот
ветствующей цепи, для чего производится замена  переменной s на  
переменную s + б,  где б - положительная вещественная величина .  
Результат, получаемый при з амене указанной переменной, станет 
более понятным, если рассматривать заданную функцию как функ
цию резистивных сопротивлений цепи R1i, ее индуктивных сопро
тивлений L1is и ее емкостных проводимостей Ch.s, которые в 
совокупности определяют значения Z (s )  при различных s. Следо
вательно, оказывается , что переменная s всегда является сомножи
телем по отношению к величине Lh. или Ch. и, значит, можно запи
сать следующие соотношения : 

s � s + б ) 
Lks � Lks + бL,l · 
cks � ck5 + бCk 

(XII . 1 47) 

С физической точки зрения полученные результаты указывают 
н а  то, что каждая индуктивность связана с последовательным 
резистивным сопротивлением, величина которого пропорциональна 
значению этой индуктивности, а каждая емкость параллельно сое
динена  с активной проводимостью, величина которой пропорцио-

1 Этому утверждению соответствует несколько частных случаев. Например, 
в одном из них цепь содержит индуктивности, соединенные последовательно лишь 
с резистиrшыми сопротивлениями источника и нагрузки, паразитные же потери 
ничтожно малы. При замене таких чистых индуктивностей ипдуктивностями с по
терями предполагаемое усиление несколько понижается. Подобные устройства 
имеют, однако, слишком ограниченное применение, чтобы оказывать влияние на 
методику, 1<асающуюся более общих случаев. 
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R G нальна значению этой емкости. Отношения - и - , н азываемые L С 
коэффициентами рассеяния ( dissipation ratios ) , имеют одно и то 
же значение б. 

Соответствующее влияние на критические частоты сопротивле
ния Z (s) можно определить, приняв во внимание, что любая точка 
s = s1i преобразуется в s + 6 = sk или s = sk - б. Следовательно, 
все нули и полюсы функции Z (s) смещаются вдоль горизонтальноi'! 
оси влево на величину б.  Полная диаграмма полюсов и нулей в 
плоскости s смещается влево н а  ту же величину 6 .  

Отсюда можно сделать следующий простой вывод: добавление 
последовательного резистивного сопротивления ко всем индуктив
ностям L и параллельной активной проводимости ко всем емко
стям С заданной цепи (причем значения всех имеющихся в цепи 
резистивных сопротивлений, а также геометрия цепи остаются не
изменными) приводит к смещению диаграммы полюсов и нулей 
(функций входного сопротивления, сопротивления и проводимости 
передачи) влево на величину, равную соответствующей постоян
ной пропорциональности. Разумеется, справедливо также и обрат
ное утверждение. 

Метод предварительной коррекции предполагаемых паразитных 
потерь также понятен . Если желательно ввести последовательные 
резистивные сопротивления во все индуктивности L и параллельные 
активные проводимости во все емкости С при условии, что задан 
коэффициент рассеяния б ,  то предварительно производится синтез 
для диаграммы полюсов и нулей, смещенной вправо на величину 6. 
Другими словами, вместо синтеза заданного сопротивления Z (s) 
сначала выполняют синтез функции Z ( s - 6) . 

После того как найдены значения резистивных сопротивлений 
и активных проводимостей (связанные пропорциональной зависи
мостью с соответствующими индуктивностями L и емкостями С 
цепи) , переходят к требуемой исходной функции сопротивления 
[oт Z (s - 6) к Z (s ) ] .  

Необходимым и достаточным условием для выполнения этого 
процесса коррекции является, очевидно, условие, согласно которо
му полюсы функции Z (s - 6) должны располагаться в левой полу
плоскости, причем если рассматривается входное сопротивление, то 
функция Z (s - б) должна быть п. в .  ф. Если Z (s) является п .  в .  ф . , 
вещественная часть которой имеет нули на  мнимой оси, то функция 
Z (s - б) при любом 6 > О, очевидно, уже не является п. в .  ф . ,  даже 
если ее нули и полюсы находятся в левой полуплоскости. Анало
гично положительная вещественная функция Z (s) , имеющая нули 
на мнимой оси, не может оставаться п .  в .  ф. ,  если производится 
преобразование S -+  s - 6 при 6 > О, хотя вещественная часть Z (s) 
на  этой оси является положительной с некоторым запасом.  Это 
объясняется тем, что вещественная часть, соответствующая полю
сам на мнимой оси, будучи тождественно равной нулю для данной 
функции (импульсами пренебрегаем) ,  становится отличной от нуля 
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и отрицательной при замене s -+  s - 6, что вызывает смещение этих 
полюсов в правую полуплоскость. 

При использовании описываемого метода для передаточной 
функции полюс (или пара полюсов) , ближайший к мнимой оси, 
определяет предел реализации наибольшего допустимого значения 
6 . Этого можно избежать, применяя метод синтеза, предполагаю
щий разбиение передаточной функции на сомножители, каждый из 
которых отождествляется <; компонентными цепями, соединенными 
каскадно. В подобном случае расположение полюсов каждого мно-

, жителя независимо определяет свой верхний предел значения б .  
Тогда соответственно различна и максимальная величина допусти
мых паразитных потерь в каждой цепи. Следовательно, ближайший 
к мнимой оси полюс заданной функции обусловливает появление 
элементов с низкими потерями только в какой-то цепи, а не во всей 
реализации . 

Указанный порядок синтеза можно использовать при реализа
ции входной функции лишь тогда, когда она разлагается на адди
тивные компоненты, каждая из которых является п .  в .  ф. и мини
мально реактивной ; их вещественные части н а  мнимой оси должны 
быть положительными с некоторым запасом.  Если при этих усло
виях компенсация паразитных потерь невозможна ,  то единственный 
выход состоит в пересмотре з адачи аппроксимации (при решении 
которой была получена данная функция сопротивления) с тем, 
чтобы получить приемлемую аппроксимирующую функцию, даю
щую при необходимых условиях больший з апас. 

Хотя такое утверждение является в общем смысле правильным,  
во многих практических случаях для заданной функции сопротив
ления удается «выжать» несколько большую компенсацию потерь 

G R (максимально на  21'>) , если учесть, что обычно - меньше, чем -С L 
Кроме того, как будет показано ниже, приближенно оказывается 
возможным заменить один из этих коэффициентов другим ,  так как 

R эффективное значение б, по существу, зависит только· от суммы 2L 
G 

и -- . 2С 
Таким образом , для данного максимально допустимого значе-

·ния {) отношение !i.. можно увеличить вдвое, если считать, что L 
паразитные потери в емкостных элементах р авны нулю. 

Для того чтобы получить такой результат, необходимо с самого 
начала учесть, что входное сопротивление или сопротивление пере
дачи любой RLC цепи можно рассматривать как �ункцию рези-
стивных сопротивлений R и величин типа  ( Ls + Cs ) или ( Cs + 

+-1-) .  Первое выражение появляется там,  где имеется только Ls 
индуктивность или индуктивность, соединенная последовательно с 
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емкостью; второе соответствует случаю, когда имеется толыю 
емкость или емкость, соединенная параллельно с индуктивностью. 
Функциональная зависимость сопротивления от переменной s и его 
чувствительность к ее изменениям явно обусловлены не ветвями 
цепи, содержащими резистивные сопротивления, а ветвями, сопро
тивления ил1:1 проводимости которых определяются выражениями 
первого или второго типа соответственно. Поскольку эти величины 
являются дуальными, достаточно рассмотреть только одну из них. 

Предположим, что индуктивности L цепи заменены последова
тельными соединениями R и L с одинаковыми коэффициентами 
рассеяния а = .в_, а емкости С - параллельными соединениями С 

L . а 
и G с одинаковыми коэффициентами рассеяния '� = с .  При этом 
величина ( Ls + �s ) соответственно заменяется н а  [L (s + а) + 

+ C (s� �) J .  
Если а =1= �. эффект добавления коэффициентов рассеяния,  

разумеется, нельзя рассматривать как простой сдвиг частот вида 
s -+  s + б. Тем не менее возникает вопрос, возможна ли такая 
приближенная интерпретация, и если да, то каково приближенное 
значение допущенной ошибки. 

Рассматриваемая величина в действительности имеет вид 
L (s + a) + 1 - 1 [LC (s + a) (s + �) + 1 ] .  (ХП . 1 48) 

C (s + �) C (s + �) 

С другой стороны, соответствующая величина, содержащая 
одинаковые сдвиги, записывается так: 

L (s + б) + 
C (s� c'\) - C (s� c'\) [LC (s + б) 1 + 1 ] .  (ХП . 1 49) 

Задача состоит в том ,  чтобы определить, при каком значении б 
выражения (XI l . 1 48) и (XI I . 1 49) почти одинаковы по величине и 
как можно оценить ошибку. Для решения указанной задачи необ
ходимо, прежде всего, установить, можно ли найти значение б, 
при котором выполняется равенство 

или 
(s + б) 2 =  (s + a) (s + �) , (ХП . 1 50) 

s2 + 2бs + б2 =  s2 +  (а + �) s + a�. (XII . 1 5 1 ) 1 
Если выразиться точнее, то н а  поставленный вопрос, очевидно. 

придется дать отрицательный ответ, ибо приравнивание коэффици · 
ентов при одинаковых степенях s в выражении (XI I . 1 5 1 )  показы
вает, что значение б должно быть одновременно равно арифмети
ческому среднему величин а и � и их геометрическому среднему, 
что возможно только при а. = � · - 489 -



Рассмотрим квадратные корни из сомножителей выражения 
(XI l . 1 50) и используем разложения по формуле бинома :  

v s + a = v s l + - -- + . . .  ; , /- 1 7- ( а. а• ) 
2s 8s1 

v s + P = v  s 1 + - -- + . . .  , , /- 1 /- ( р ps ) 2s 8s2 
ч1;о соответствует выражению 

s + б = s 1 + --- + . . . 1 + - -- + . . . . ( а. а.• ) ( р р• ) · 2s 8sZ 2s &s 

(ХП . 1 52) 

(ХП . 1 53) 

(ХП . 1 54) 

Произведя перемножение и объединив члены с одинаковыми 
степенями s, получим 

б = а. + Р - (а.- Ю• + . . . , (ХП . 1 55) 2 & 
или 

б � а. + Р ( 1 - а.- � а. - � ) · 
2 4s а. + � (XII . 1 56) 

Поскольку максимальное абсолютное значение а.- � равно а. + � единице, можно сделать вывод, что равенство (XI I . 1 50) приблизи
тельно удовлетворяется при 

б = а. + � , (ХП . 1 57) 
2 

причем погрешность не превышает величины / а.- � / ·  Учитывая, · 4s 
что рассматриваются первые сомножители выражений (XI I . 1 48) и 
(X I I . 1 49) , их отношение для значения 06 , определяемого ф-лой 
(XI I . 1 57) , можно представить как 

s + б - а. - � s + � = 2 � 1 - а. - � . (ХП . 1 58) s + б s + б 2s 
Отсюда видно, что выражение (XI I . 1 48) з аменяется выражением 
(XI I . 1 49) при значении {),  определяемом ф-лой (XI I . 1 57) , во всех 
случаях, когда допустим а  приближенная величина  погрешности 

(ХП . 1 59) 

Если предположить, что емкости не имеют потерь и вспомнить. 
Loo что отношение - представляет добротность Q индуктивностей, R 

эту ошибку можно переписать в виде 
1 

г =- . (ХП . 1 60) 
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Во многих практических случаях (в частности, когда рассмат
риваются характеристики в полосе пропускания)  такая ошибка 
вполне допустима ,  и чтобы оценить влияние на сопротивление до
полнительных одинаковых потерь, вносимых только индуктивно
стями, достаточно просто произвести замену переменной s -+  s + б. 
Соответствующее значение б в этом случае равно _!i_. 

2L 
К:роме того, указанные результаты часто оказываются полез

ными при анализе, особенно когда желательно сравнить значения 
сопротивления Z (jro) до и после того, как к индуктивностям или 
емкостям (либо к тем и другим) добавлены некоторые одинаковые 
потери .  С помощью найденных коэффициентов рассеяния а и ·� из 
выражения (XI I . 1 57) вычисляется '6. Если Z (jro) соответствует со· 
противлению до того, как было произведено добавление одинако
вых потерь, то Z (jro + ()) соответствует сопротивлению после их 
добавления. К:роме индуктивностей и емкостей, з аданная цепь, 
разумеется, может содержать любые резистивные сопротивления. 

Описанный метод дает возможность вычислить и з м е н е н и е 
величин сопротивлений, обусловленное увеличением последова
тельных резистивных сопротивлений и параллельных активных 
проводимостей, добавленных к индуктивностям L и емкостям С. То 
обстоятельство, что некоторые из индуктивностей и емкостей могут 
уже иметь соответственно присоединенные резистивные сопротивле
ния и активные проводимости, не является помехой. 

При решении задач анализа данный результат полезен тем ,  что 
для вычисления значений сопротивления измененной цепи, получен 
ной после добавления резистивных сопротивлений и активных про
водимостей, нет необходимости н аходить преобразованную функ
цию сопротивления .  В процессе анализа используется та же 
функция сопротивления, которая характеризует цепь до добавления 
резистивного сопротивления, соответствующего рассеянию. Однако 
вместо того, чтобы вычислять эту функцию на  мнимой оси (для 
определения ее значения на различных синусоидальных частотах в 
установившемся режиме) , производится ее расчет в точках, распо
.11оженных на линии, параллельной мнимой оси, отстоящей на () 
единиц вправо от последней. Первоначальное сопротивление, вычис ·  
ленное вдоль указанной линии плоскости s, равно (приблизитель
но) преобразованному сопротивлению, вычисленному для соответ
ствующих частот н а  мнимой оси .  Таким образом , можно вычислить 
значения преобразованного сопротивления, не имея для него 
аналитического выражения . 

В ряде практических случаев приходится иметь дело с цепями, 
в которых характер распределения полных потерь является слу
чайным. К: такой категории цепей относятся волноводы и участки 
линий передач, используемых на ультравысоких частотах, а также 
многие фильтрующие цепи, объемные резонаторы или резонансные 
контуры и другие подобные устройства. Здесь при рассмотрении 
какой-либо задачи анализа  или синтеза можно добиться некоторого 
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упрощения за  счет предварительного полного пренебрежения диссипативными элементами. Получается цепь более простого вида (двухэлементная ) , содержащая LC подцепи, которым соответствуют реактивные функции .  После решения такой предварительной задачи определяют, используя описанный выше метод, изменения, вызванные добавлением соответствующей величины одинаковых потерь. Результирующее влияние потерь в этом случае оценивается более эффективно, чем тогда, когда потери включаются во все 
требуемые зависимости в начале синтеза .  

При рассмотрении подобных задач для соответствующей недис
сипативной функции сопротивления можно воспользоваться разложением Тейлора относительно точек на мнимой оси с тем, чтобы далее рассчитать ее значения , сдвинутые на б единиц вправо от 
этой оси . Такой порядок значительно упрощает вычисления . 

Если через z0 (s ) обозн ачить сопротивление цепи без потерь или 
реактивную функцию, а через z (s ) - соответствующую диссипа 
тивную функцию, то  ряд Тейлора примет вид 

zUro) = z0 Uro) + dzo б + -1 d2z0 б2 • • • (ХП . 1 6 1 )  djro 2 djro2 Учитывая, что 
( . ) • ( ) dz0 dx0 d2z0 • d2Xo 1 1 6  Zo / 00  = /Хо ro ' djro = dro , djro2 = - / dro2 ' (Х  1 . 2) 

запишем ряд (XI l . 1 6 1 )  в виде 
z (jro) = jx0 (ro) -j- dxo б -_l_ d2x0 б2 +  " .  (ХП . 1 63) dro 2 dro2 

Приняв 
z (jro) = r (ro) + jx (ro) ,  

можно в первом приближении найти, что 
r (ro) = dxo б; dro 
x (ro) = x0 (ro) . 

(XII . 1 64) 

(ХП . 1 65) 
(XII . 1 66) 

Эти приближенные зависимости для определения диссипативно
го сопротивления по соответствующему недиссипативному обычно 
являются достаточно точными, и нет необходимости учитывать 
дополнительные члены разложения Тейлора .  

Согласно принципу дуальности те же выводы относятся и к про
водимостям . Таким образом, если Yo (jro) = jb0 (ro)  представляет не
диссипативную проводимость (функцию реактивной проводимо
сти) , а g (ro) + jb (ro) - соответствующую диссипативную функцию, 
то в первом приближении можно записать : 

g (ro) = �:о б; 

Ь (ro) = Ь0 (ro) . 
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Поскольку разложение в ряд Тейлора, определяемое ф-лой 
(X I I . 1 6 1 ) ,  сходится равномерно только в пределах круга (относи
тельно некоторой точки на мнимой оси плоскости s) , включая 

j&J окрестность особых точек функции z0 (s) , эти 
результаты неприменимы к реактивным функ
циям в точках s = jro, которые лежат ближе, 
чем на  б рад к любым полюсам z0 (s) . В соот- S"jt.J " 

сек \ 
ветствии с данным ограничением на  рис. XI l . 1 6  
показано предельное значение s = j(J) в пред
положении, что реактивная функц-ия zo (s)  
имеет полюс в точке s = jroo . 

Чтобы избавиться от указанного ограниче- о 1 ния , можно описаный метод применить к про-1 водимости у0 = - , которая имеет нуль там, Рис. Х//. 16 Zo где функция z0 имеет полюс. После того как 
в окрестности этого полюса вычислена соответствующая диссипа
тивная функция y (s) , берется величина , обратная ей, с тем ,  чтобы 
получить соответствующую диссипативную функцию z (s) в той же 

с. С окрестности. ' 3 Для иллюстрации описанного метода ' рассмотрим недиссипативную цепь, изобра-

� z � 
женную на  iис. X I I . 1 7. Вв�дем выражения 

О ro1 = И (1)8 = , (XII . 1 69) 
Рис. Xll. 17 У L1C1 Jf LaCз 

которыми обозначим резонансные частоты 
двух параллельных LC контуров. Реактивная функция z0 имеет 
вид 

Частоты ro 1 

. (--��1 - +  �8 ) Zo = /(J.) (i)�-(/)2 (i)�-(/)2 • 

и ro3 являются полюсами функции zo. 
(J)� = 1 (-1- + -1- ) 

С1 -!- Са Li La 

(XII . 1 70) 

На частоте 
(ХП . 1 7 1 )  

реактивное сопротивление равно нулю. Если для упрощения пред
положить, что С1 = Сз, то 

(ХП . 1 72) 
При решении практических задач цепь, изображенную на 

рис .  X I I . 1 7, можно использовать для получения сопротивления, 
модуль которого равен нулю на частоте ro2 и бесконечен на двух 
соседних частотах ro 1 и (1)3. Чем меньше интервал между ними, тем 
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быстрее изменяется реактивное сопротивление z0 в зависимости от 
частоты в рассматриваемой области. Однако ввиду неизбежного 
наличия некоторого рассеяния реальное диссипативное сопротив
ление z имеет конечные значения на частотах ro1 и ro3 и отличное от 
нуля значение на частоте ro2. Если рассеяние не является достаточ
но малым, то нетрудно убедиться, что реальному сопротивлению не 
соответствуют требуемые критические точки. Фактически модуль 
диссипативного сопротивления может быть больше на частоте ro2, 
чем на частотах ro1 и ro3, если только коэффициенты рассеяния не 
являются достаточно малыми. 

Допустим ,  что требуется определить необходимые значения ко · 
эффJiциентов рассеяния, при которых для данного интервала меж
ду критическими частотами ro1 и ro3 отношение модулей сопротив
J1ения на  частотах ro 1  и ro2 или ro3 и ro2 равно некоторому заданно
му значению. Для того чтобы определить модуль диссипативного 
сопротивления на частотах ro = ro1 и ro = ro3, вычислим ( duo ) = 2С · ( duo ) = 2С (XII . 1 73) jdro оо=оо1 1 ' jdro 00=008 3' 

1 где у0 = - . Поскольку предполагается , что С1  = С3 = С, по зави-zо 
симостям (XI I . 1 67) и (XI I . 1 68) находим 

z (jro1) = Z(jro3) = -1- ,  (ХП . 1 74) 
2бС 

так как Уо = О для частот ro 1  и ro3. Используя выражения (X I I . 1 70) 
и (XI I . 1 72) , получим ( dz0 ) _ 1600� . jdro Ф=ООа С (ro�-ro�)2 

Примем 

и предположим ,  что 
� « 1 . 

(J)g 

Тогда из выражения (XI I . 1 75) получим ( dz0 ) 4 jdro оо=ооа ::::::: Cw1 ' 

Поскольку zo (jro2) = jxo ( ro2) = О, из ф-л 
находим 

( . \ 4 б z f ro21 = -- . 
Cw2 

(XII . 1 75) 

(XII . 1 76) 

(X II . 1 77) 

(ХП . 1 78) 
(XI I . 1 65) и (X I l . 1 66) 

(XIl . 1 79) 

Используя это выражение, а также выражение (XI l . 1 74) , по
лучим z (iro 1 , 3) = _21 ( 2w• )2 . 

2 (jrog) u 
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С учетом добротности Q резонансного контура ,  определяемой 
выражением 

Q-
t = _!l_ + -G- = � '  

l.o>t Crog ro2 
перепишем равенство (X I l . 1 80) 

z (jro1 , 3) = -1- (�) 2 Qs. 
z (jm2) 2 rog . 

(ХП . 1 8 1 )  

(ХП . 1 82) 

Пусть требуется, чтобы это отношение было равно, по крайней 
w мере, 1 00 для задачи, где - = 1 % .  Тогда из ур-ния (XI l . 1 82) вы-

rо2 текает требование 
Q > 1 4 1 4. (ХП . 1 83) 

Между прочим, интересно отметить, что записанное ограничение 
(ему соответствует рис .  X I l . 1 6) в этом примере приводит к 
неравенству 

.2!.. > б или ___!!.. > 1 .  
2 ' 2c'I 

(ХП . 1 84) 

Оно указывает на  то, что предложенный метод анализа не 
пригоден, если отношение сопротивлений, определяемое выраже
нием (XI I . 1 80) , не превышает 0,5. Любое применение на практике 
цепи из рассмотренного примера оказывается возможным только в 
пределах указанного ограничения .  



Xl l l . 
Г Л А В А  

Синтез передаточных функци й RC цепей 

ХШ. 1 .  Постановка задачи 

На практике з ачастую возникают ситуации, когда -желательно 
или необходимо устранить из цепей индуктивности. При использо
вании диапазона очень низких частот и применении обычных 
методов проектирования получают цепи, индуктивности которых 
имеют чрезмерно большие величины; их реализация даже при 
сравнительно малом коэффициенте потерь приводит к громоздким 
физическим размерам и весам. · 

Паразитные индуктивные связи также делают такие практиче
ские реализации неприемлемыми. Возникает вопрос, можно ли 
обойтись без индуктивного элемента даже за счет усложнения цепи 
и потери общего усиления? 

Особый интерес к этому вопросу не проявлялся вплоть до 
середины сороковых годов, пока к аппаратуре, устанавливаемой на 
самолетах, не стали предъявляться жесткие требования в отноше
нии занимаемой площади и веса .  В то время существовало общее 
мнение, что сами по себе RC цепи не могут обеспечить острой 
частотной избирательности характеристик, так как в них отсут
ствуют нормальные резонансные свойства, присущие RLC цепям .  
Указанные свойства проявляются лишь в том случае, если полюсы 
соответствующей функции располагаются относительно близко к 
мнимой оси. С другой стороны, полюсы RC цепей должны лежать 
на отрицательной вещественной оси плоскости s, а нули переда
точной функции такой цеrtи могут располагаться в любом месте 
комплексной плоскости ( см .  §§ 1 1 .2 и 1 1 .3) . Используя цепи с об
ратной связью, которые инвертируют передаточную функцию вдоль 
петли обратной связи (обычно называемой � цепью) , можно полу
чить полную передаточную функцию с полюсами, расположенными. 
в любом месте левой полуплоскости s, даже если цепь и не будет 
содержать индуктивностей. Широко используемый «анализатор 
спектра сигналов» обеспечивает именно таким способом получение 
эффекта острого резонанса. - 496 -



Указанный принцип уже в то время был достаточно понятен , и 
целесообразность его использования для реализации  RC цепей с 
передаточными свойствами более общего характера не вызывала 
сомнений 1 • Одн ако он считался практически неприемлемым из-за 
необходимости использования электронных ламп и источников пи 
тания , параметры которых оказывают зн ачительное влияние н а  ре
зультирующие частотные характеристики . Подобные цепи, таким 
образом ,  оказываются менее стабильными, чем известные пас ·  
сивные. 

Возможность получения при помощи RC цепей ( вопреки рас
пространенному тогда мнению) частотных характеристик с любой 
степенью избирательности первон ачально оценивалась путем при
водимого ниже метода построения сопротивления передачи цепи ,  
пропускающей низкие частоты. Рассмотрение мы н ачнем с полино
ма  Q (s) , имеющего лишь простые отрицательные вещественные 
нули, и образуем обычным способом квадрат его модуля на мнимой 
оси, т. е . 
/ 

8 (002) = Q (ioo) Q ( - jro) = В0 + В1002 + В2004 + . . . + Впоо211• (ХШ . 1 ) 
Если теперь записать квадрат модуля сопротивления �:�ередачи 

1 z ( .00) 12 = 
В0 + 81002 + 82004 + . . .  + Bkoo2k (XIII . 2) 12 J В В 2 В 4 В 2п ' о + 100 + 200 + . . . + пОО 

п где индекс k грубо равен - , то очевидно, что эта функция стано· 
2 

вится почти аналогичной характеристи,ке Баттерворта (см .  ниже, 
§ XIV.2) . В частности , если выбрать пары нулей полинома Q (s)  
со средним геометрическим s = - 1 ,  то оказывается , что функция 
/ Z 1 2 (iro) 1 (с  соответственно выбранным постоянным множителем )  
равн а 0,707 при оо = 1 для любого целого числа п .  Эта функция 
является максимально плоской в точке оо = О и при увеличении п 
аппроксимирует идеальный прямоугольник нижних частот с п ро
изволыюй точностью почти т-ак же, как функция Баттерворта ,  
используемая в расчетах фильтра нижних ч астот типа RLC.  

По выражению (XI I I .2 )  можно построить функцию Z1 2 (s ) с 
помощью обычного метода, описанного в § V I I I .8 .  Ее реализация в 
виде RC цепи обеспечивается начальным выбором простых отри 
цательных вещественных полюсов, при этом постоянный множ 1 1теJ1ь 
может приню.:�ать любые значения .  Поскольку уровнем сопротивле 
ния цепи можно управлять и учитывая желательность получения 
плоского усиления , выбор постоянного множителя имеет второсте
пенное зн ачение. Теоретически, по крайней мере, этот простой при 
ем убеждает нас в том , что исходя из в о з м о ж н о  с т  и п о л  у ч  е 
н и я требуемых характеристик, RC цепи не следует считать худши
ми, чем RLC цепи .  Подробное обсуждение, приводимое далее n 
§§ XIV.6 и X IV.9, более убедительно доказывает спра�едливость 

1 Это вновь было позднее подтверждено Армстронгом и Реза (30] .  
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данного утверждения . В следующих параграфах настоящей главы 
мы не будем касаться построения соответствующих функций сопро
тивления или проводимости передачи, а лишь, рассмотрим методы 
их реализации . 

ХШ.1. Методы синтеза RC цепей при помощи 
скрещенных структур 

Этот метод реализации в общих чертах подобен методу с1:rнтеза 
передаточной функции RLC цепи (см. § X I l . 1 ) .  Функция , характе
ризующая RC цепь, несколько проще вследствие того, что вычеты 
соответствующего сопротивления передачи являются вещественны
ми . Как известно, сопротивление передачи холостого хода для сим 
метричной скрещенной цепи с сопротивлениями ветвей Za и zь 
имеет вид 

(ХШ . 3) 

а вычеты входных сопротивлений R C  цепей являются веществен 
ными и положительными .  Следовательно, определение сопротивле
ний Za и zь по разложению заданной функции z1 2 (s ) на элементар
ные дроби сводится просто к тому, что положительные члены 
относят к zь, а отрицательные - к Za, причем постоянный множи 
тель не играет роли .  С помощью методов, описанных в §  IV. l ,  для 
реализации сопротивлений Za и zь получают цепи Фостера, и, таким 
образом , завершается процесс построения скрещенной цепи .  

Поскольку сама по себе скрещенная цепь практически менее 
желательна, чем экв.ивалентная ей неуравновешенная, данный ме
тод синтеза , несмотря на простоту, обычно не используется , если 
только вспоследствии нельзя превратить скрещенную цепь в неурав
но:вешенную. Вспомнив зависимости, соответствующие таким экви
валентным преобразованиям (см .  рис. VI .9) , получим для специ
альных условий Za2 = оо , zы = О или Za1 = оо , zь2 = О известные 
цепи, эквивалентные скрещенной . Эти цепи показаны соответствен
но на рис. X I I I . l a  и б. 

Ввиду того что аппроксимация идеального трансформатора ,  
содержащегося в данной схеме, при помощи реального трансфор
матора несовместима с задачей устранения индуктивностей, ука
занные эквивалентные цепи в данном случае нельзя считать удоб
ными,  если не найдена лучшая замена идеального трансформатора. 
Очевидно, для получения коэффициента трансформации - 1  : 1 в 
цепи, изображенной н а  рис. X I I l . l б, целесообразно использовать 
электронную лампу .  Хотя методы сицтеза RC цепей основаны н а  
этом принципе [3 1 ], особой практической ценности они н е  представ
ляют, так как частотные характеристики таких цепей в значитель
ной степени зависят от поведения лампы, которое не является в 
достаточной мере постоянным.  - 498 -



Разумеется, существуют случаи, когда методы преобразования, 
рассмотренные в § Vl .5, можно успешно использовать для получе
ния неуравновешенной эквивалентной цепи .  Однако они отнюдь не 
просты, и если сначала не удается добиться успеха, то неизвестно, 
к чему приведут дальнейшие усилия. 

Как будет показ�но, реализация п р  о в о д и м  о с т  и п е р е д а
ч и в виде неуравновешенной цепи всегда осуществима до тех пор, 

oJ 1 . 1 lza �----n n.----� 

Иg. тр-р 

Иg. тр-р 
Рис. Xlll.1 

пока на положительной вещественной оси не появляются нули. 
Аналогичные цепи можно, по-видимому, получить с помощью скре
щенной цепи, хотя , вероятно, предпочтителен другой, более прямой 
метод, рассм атриваемый в следующем параграфе. 

ХШ.3. Реаnнзацня при помощи параnnеnьных 
цепных схем [27] 

На этом методе основан синтез передаточной функции RLC 
цепи, рассмотренный в § XI .4 .  

Для цепи, показанной на  рис .  X I I I .2 ,  соответствующую функ
цию проводимости передачи можно записать в виде 

Y12 (s) = _ь_ = - Е2 = ---11.lL.. , (XII I .  4) 12 Е1 Е1 l + Y22 EJ rэ-ft, ._ __ N _ _, 
1о11 . f E2 где У22 и У 12  - известные входная прово- ::---димость и проводимость передачи четы

рехполюсника N, находящегося в режиме 
короткого замыкания. 

Рис. Xl/1.2 

Рассматриваемая проводимость передачи, выраженная 
рациональной функции, записывается следующим образом : 

в виде 

(XIII . 5) 

Полином знаменателя q (s) имеет простые нули, расположенные 
на отрицательной вещественной полуоси. Полином числителя, как 
будет показано ниже, должен иметь положительные коэффициенты. 
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Если его нули расположены в левой полуплоскости (т. е. У 12 яв
ляется минимально фазовой передаточной функцией) ,  то это ус
ловие автоматически выпол.няется . Если р (s )  имеет несколько ну
лей в правой полуплоскости, его коэффициенты могут быть, тем не 
менее, положительными .  До тех пор, пока p (s )  не имеет нулей на  
положительной вещественной полуоси , можно получать полином 
p (s ) с положительными коэффициентами, включая в функцию 
Y1 2 (s)  множители (s  + а) способом ,  аналогичным описанному при 
изложении метода синтеза Мията (см .  § Х.2 и приложение 1 в кон 
це книги) . 

Процедура синтеза на  данном этапе несколько отличается (хотя 
он а и подобна) от процедуры, используемой в ан алогичном случае 
RLC цепи (см. § X l .  l и Xl .4) , где учитывается тот факт, что четные 
и нечетные части полинома зн амен ателя автоматически имеют 
простые и чередующиеся на мнимой оси нули . Здесь по аналогии 
необходимо разбить функцию q (s)  на две аддитивные части, имею
щие простые и чередующиеся на отрицательной вещественной по
луоси нули. Если такое разбиение представить в виде 

q (s) = q1 (s) + q2 (s) , (ХШ .  6) 
то дробь (X I I I .5 )  можно записать в форме 

� 
у р (s) q2 (s) i2 (s) = - -�-

q1 (s) + q2 (s) 1 + q1 (s) 
q2 (s) 

(ХШ .  7) 

С другой стороны, сравнивая выражение (X I I I .7 )  с выражением 
(X I I I .4 ) , заключаем , что справедливы соотношения 

У12 = � и У22 = qi (s) • (ХШ . 8) 
q2 (s) q2 (s) 

Для того чтобы эти проводимости можно было реализовать RC 
цепями, необходимо и достаточно, чтобы полиномы q 1 (s ) и q2 (s )  
имели простые и чередующиеся на  отрицательной вещественной 
полуоси нули, а критическая частота функции у22, ближайшая к 
н а,чалу координат (s =· О) ,  была нулем . 

Нетрудно заметить, что всегда можно выполнить разложение 
(XI I I .6) с соблюдением указанных условий .  Рассмотрим два поли
нома , Q 1 (s )  и Q2(s) , имеющие простые и чередующиеся на  отрица
тельной вещественной полуоси нули. Если эти полиномы разложить 
на множители 

Q1 (s) = (s + a1) (s -t СХ2) . . .  (s + СХп) ;  
q2 (s) = (s + P1) (s + P2) · • · (s + Рп) ,  

то ak и �11 будут иметь положительные вепiественные 
удовлетворяющие неравенствам 

О < СХ1 < Р1 < СХ2 < Р2 < · · · < ап < Рп < оо .  - 500 -
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значения ,  

(ХШ . 1 1 ) 



Из графического представления данных полиномов для отрица
тельных вещественных значений s очевидно, что нули суммы q (s )  
расположены между парами нулей, принадлежащих соответственно 
q 1 (s )  и q2 (s ) . Другими словами, если записать 

q (s) = (s + а1) (s + aJ . . . (s + ап) (XIII . 1 2) 
с положительными вещественными значениями O'k, пронумерован
ными в ук.азанной ниже последовательности 

_О < 0'1 < 0'2 < О'з < . . .  < ап < оо , (XIII . 1 3) 
то оказывается , что 

ak < ak < �k при k = l , 2 , . . " n. (ХШ . 1 4) 
Следовательно, если сформировать полином q 1 (s ) ,  выбирая его 

нули так, чтобы удовлетворялось неравенство · 
О < а1 < cr1 < а.2 < cr2 < . . .  < ап < а11 , (ХШ . 1 5) 

то разность q (s ) - q 1 (s )  автоматически даст полином q2 (s ) ,  нули 
�k которого удовлетворяют неравенствам (XI I I . 1 1 ) и (XI I I . 1 4 )  при 
условии, что 

q (s) > q1 (s) при s.= О и s � оо . (ХШ . 1 6) 
Последнее всегда можно получить, умножая в случае необходимо
сти один из этих полиномов на соответствующий постоянный 
коэффициент. 

Таким образом , после того как в соответствии с соотношения
ми (XI I l .8) построены функции У1 2  и У22, реализация проводимости 
передачи, определяемой выражением (XI I I .4 )  (с точностью до 
постоянного множителя) , обычно имеет различные формы в зави
симости от нулей функции Y12 (s ) , определяемых полиномом p (s) . 
Когда все эти нули лежат на  отрицательной вещественной полуоси 
(включая бесконечно удаленную точку) , то такая ситуация точно 
соответствует случаю, возникающему при синтезе четырехполюсни
ка без потерь, нагруженного на  резистивное сопротивление, нули 
передачи которого лежат на  мнимой оси или в точке s = оо .  Сле
дуя методике, описанной для указанного случая в § V I I .3, можно 
реализовать функцию у22 в виде цепной схемы с тем ,  чтобы создать 
требуемые нули передачи. 

Процесс зн ачительно упрощается , если нули расположены в 
точке s = О или s = оо ,  ибо тогда они создаются соответственно 
последовательными или параллельными емкостными ветвями .  Реа
лизация функции у22 при этом представляет собой одну из двух 
канонических форм l(ауэра (см. § IV.2) или соединение таких схем 
в зависимости от того, располагаются JIИ все нули в одной точке 
или распределяются между двумя точками s = О и s = оо. В том 
случае, когда несколько нулей расположены в конечных отличных 
от нуля точках на  отрицательной вещественной полуоси, требуются 
последовательные ветви, состоящие из параллельных RC контуров, - 50 1 -



или параллельные ветви, состоящие из последовательных RC кон. 
туров. В общем случае необходимо произвести «сдвиг нулей» с 
частичным выделением полюсов для создания в соответствующих 
точках нулей передачи. 

Если не все нули полинома p (s) расположены на  отрицатель
ной вещественной полуоси, то необходимо разложить его на  аддИ·· 
тивные части, каждая из которых удовлетворяет указанному усло
вию. Представим это разложение следующим образом : 

p (s) = P1 (s) ,+ p2 (s) + . . .  -1- Pk (s) .  (ХШ . 1 7) 
Проводимость передачи у 12 из соотношений (XI l l .8) примет 

вид 

где 
(•) Pv (s) у - --1 2  - Q2 (s) • 

(XIII . 1 8) 

(ХШ . 1 9) 

Далее необходимо реализовать функцию у22 цепными схемами ,  
1юторым соответствуют проводимости передачи у 1<� при v = 1 , 
2, . . . , k, и после умножения их на  соответствующие коэффициенты 
уровня проводимости соединить между собой параллельно, исполь
зуя тот же метод, который был рассмотрен в § XI .4 для цепных 
LC схем. 

Предположим, что каждое разложение функции у22 из соотно
шений (X I l l .8 ) в цепную схему, выполняемое для создания нулей 
соответствующей проводимости передачи у /2> , дает такую функцию 
с множителем, равным требуемому значению, умноженному на  К • .  
Принимая 

_l = -1- + _1_ + . . .  + -1-
к К1 К2 Kk (ХШ . 20) 

и умножая уровень проводимости каждой цепной схемы на коэф
. фициент J , получим, очевидно, в результате параллельного v 
соединения таких цепей входную проводимость короткого замыка
ния , равную У22. и проводимость передачи, равную КУ12 . В том 
случае, когда эта параллельн ая цепная схема нагружена на рези
стивное сопротивление 1 ом, она с точностью до множителя К 
является реализацией требуемой функции У1 2 (s) , определяемой 
выражением (XI I l .4) . 

Последний вопрос, который необходимо решить, касается спо
соба разложения полинома, определяемого выражением (XI I I . 1 7) . 
Простейший способ состоит в том, что каждый член полинома р (s )  
рассматривают как составляющую р. (s) . Положительность коэф
фициентов а • имеет важное значение для успешного применения 
этого способа .  Всегда возможен и другой порядок, позволяющий 
получить половину из общего числа цепных схем и заключающийся 
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в том ,  что одновременно рассматриваются два члена полинома  
р (s ) . Тогда составляющие р ( s )  разложения (XI I I . 1 7 ) принимают 
вид 

P1 (s) = ао + a1s J P2 (s) = (а2 + аз5) s2 �8 (�) • � а4. +. a&.s) �4 
(XIII . 2 1 ) 

Каждая из них имеет один отрицательный вещественный нуль, и 
все они, кроме полинома р 1 ( s ) , имеют дополнительные нули  в 
точке s = О. Указанными способами всегда можно осуществить 
соответствующее разложение функции У22 в цепную схему . . 

В некоторых случаях полином p (s )  удается разложить на  мень
шее число аддитивных составляющих и, следовательно, получить 
реализацию, содержащую соответственно меньшее число цепных 
схем . Легко представить себе подобные случаи. Например, если 
сложить два полинома 

и 
p1 (s) = (s + 1 )  (s + 2) (s + 3) (s + 4) 

p2 (s) = s + 5, 

(ХШ . 22) 

(ХШ . 23) 
то в результате получится полином, не имеющий вещественных 
нулей . Однако его можно разложить на сумму двух полиномов, 
пмеющих только отрицательные вещественные нули. Об общем 
характере такой задачи нельзя ничего сказать, за исключением 
того, что не всегда осуществимо разложение на две аддитивные 
составляющие, даже если не допускается , чтобы полином р (s ) имел 
нули в правой полуплоскости. 

Полином 
р (s) = (s2 + 1 )  (s2 + 2) (s2 + 3) . . .  , (XIII . 24) 

имеющий нули только на  мнимой оси, определяет именно такое 
разложение. Очевидно, что в данном случае включение дополни
тельных множителей не окажет нужной помощи. 

Интересно отметить, что возможно разложение любого поJшно
ма  на  р а з н о  с т  ь двух полиномов, имеющих только отрицатель 
ные веще.ственные нули. Так, если p (s )  представляет собой задан 
ный полином, а р 1 (s )  является полиномом той же степени, что и р (s) , и имеет лишь отрицательные вещественные нули, то 

р2 (s) = р (s) + КР1 (s) . (ХШ .  25) 
Последнее выражение справедливо при выборе достаточно 

большого значения К. Очевидно также, что P2 (s ) является поли
номом , имеющим только отрицательные вещественные нули, так 
как его нули приближаются к нулям р1 (s )  по мере увеличения К 1 . 

1 Возможен и другой способ :  принять s = '),,2 и обычным путем определить по
лином Гурвица р0 (Л) = то + по так, чтобы р (Л2) = т g _ п 3 . Тогда , будучи функ
циями  переменной s, полиномы т0 и п0 дадут требуемое разложени е  функции p (s) . 
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Следовательно, синтез всегда осуществим при использовании двух 
параллельных цепных схем, если на какой-либо паре зажимов 
одной из них коэффициент трансформации идеального трансформ а
тора составляет - 1 : 1 .  Кроме того, можно использовать вместо 
идеального трансформатора электронную лампу, чтобы получить 
требуемый зн ак минус. Такие приемы, однако, не имеют большого 
практического зн ачения (если они вообще приемлемы)  по причи
нам,  о которых было сказано выше. · В качестве примера синтеза посредством параллельных цепных 
схем рассмотрим проводимость передачи -

у ( ) s2 + 1 р (s) 12 8 = 
2 (s + 1) (s + 2) � ' которая имеет нули  в точках ro = ± 1 на мнимой оси. 

(ХШ . 26) 

Разложение полинома зн аменателя возможно в предположении,  
что 

q1 (s) = ( s + +) (s +f ) = s2 + 2s +f . 
Произведя вычитание q 1  (s ) из q (s ) , получим 

1 3 q2 (s) = s2 + 4s + - . 
4 

Тогда согласно соотношениям (XI I I .8) имеем 

s2 +  1 
У1 2 = ----

13
-

. 
s2 + 4s + -

4 

3 
sЧ- 2s + -

4 
У22 = ----

1
-
3 ' 

s2 + 4s + -
4 

(ХШ . 27) 

(ХШ . 28) 

(ХШ . 29) 

11 разложение У 1 2, определяемое выражением (X l l I . 18 ) , примет вид 
I ) s2 (2) 1 

и<1 2 = - ; У1 2 = - . 
Q2 Q2 

(ХШ . 30) 
Первое из полученных выражений требует, чтобы цепная реали

зация функции у22 содержала последовательные емкости и парал
лельные резистивные сопротивления .  Соответствующее разложение 
в непрерывную дробь запишется так: . 1 У22 = 0 ,2308 + -----------

) 
0 , 33 1 2s + 

0 , 64 1 4 + --
1
----

1
---+ -- . О ,  076s . О ,  1 277 ' (ХШ . 3 1 ) 

Ему соответствует цепн ая схема, изображенная н а  рис. X l l I .3a . 
Исследуя ее асимптотическое поведение при большом зн ачении s. 
можно заметить, что проводимость передачи равна произведе
нию К1 на функцию у �1� . определяемую из выражения (XI I l .30) . 
причем К =  0, 1 277. 
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Поскольку все нули функции у �2J располагаются в точке s = 
= оо, соответствующей цепной схемой будет та, которая имеет 
последовательные резистивные сопротивления и параллельные 
емкости. Разложение функции у22 в непрерывную дробь имеет вид 

1 
У22 = ---

1
-

1 +--
s 1 

2 + -8-- 1 
3 + Зs 1 

2 + 2 
3 

(ХШ . 32) 

Ему соответствует цепная схема ,  приведенная н а  рис. X I I I . Зб . Ис
следуя поведение этой цепи при малом зн ачении s,  можно уста-
новить, что проводимость передачи равна K2y\2J ( К2 =+ ) ·  

0.2308 

d) 1 i 1 

� 
о 2 I i r2 о 

11, он 

Рис. XllI.8 

0, 109 D,OG5 0.183 

Рис. XIIl.4 

Из ур-ния (XI I I .20) находим К = 0, 1 092. Отсюда уровень про-. к водимости для цепи, показанной на  рис. X I I I .Зa ,  - = 0,855, э 
К1 

для цепной схемы, приведенной на рис. X I I I .Зб, _..!S.._ = 0, 1 455. По-
К2 

лученные цепные схемы соединяются параллельно и нагружаются 
на резистивное сопротивление 1 ом; в результате получается цепь. 
изображенная на рис. X I I I .4 .  Коэффициент передачи по н апряже -

Е2 • ф • нию - равен заданном ункции,  определяемом выражением Е1 . 
(X I I l .26) , умноженной н а  К. 

В качестве второго примера рассмотрим проводимость передачи. 
имеющую нуль третьего порядка в точке s = - 1 .  Вместо предпо
ложения о том,  что существует некоторый полином знаменателя. - 505 -



допус1<ающий последующее разбиение на  два полинома 
_упростим предложенный метод синтеза ,  приняв 

q1 (s) = (s + 1 ) (s + 3) (s +  5) = s3 + 9s2 + 23s +  1 5; 
q2 (s) = (s + 2) (s + 4) (s + 6) = s3 + l 2s2 + 44s + 48, 

,и составим сумму 
q (s) = q1 (s) + q2 (s) = 2s3 + 2 l s2 + 67s + 63 . 

Требуемая передаточная функция имеет вид 
у _ (s +  1 )3 

12 -- 2s3 + 21 s2 + 67s + 63 ' 

.и из соотношений (XI I I .8) находим 

(ХШ . 33) 
(ХШ . 34) 

(ХШ . 35) 

(ХШ . 36) 

(s + 1 )3 , sз + 9s2 + 23s + 1 5 Yiz = 
s3 + 1 2s2 + 44s + 48

; У22 = 
sз + 1 2sЧ- 44s + 48 

(ХШ . 37) 

Поскольку полином q 1 (s )  имеет нуль в точке s = - 1 ,  то функ-
1 ция - имеет там полюс. Выделение ero дает один из требуемых 

У22 
нулей передачи. Теперь можно вычислить значение вычета функции 

1 • 
в точке s = - 1 ,  т. е .  

k - (�) _ __!!_ 
l - У22 S=-1 - 8 • 

После выделения- этого полюса получим остаток 
1 5 

_1 __ В = -1- ( s3 + 1 2s2 + 44s + 48 
У22 s +  1 s +  1 s2 + 8s +  1 5  

73 159 
s2 +- s + --

8 8 - -------
s2 + 8s +  1 5  У1 

(ХШ . 38) 

(XIII . 39) 
График зависимости у1 от вещественных 

значений s (рис. X I I I .5) показывает, что нуль 
можно сдвинуть в точку s = - 1  путем вычи
тания из функции у1 активной проводимости, 

--'+-0...----0--'--'--+,,,.- величина которой 0 1 меньше величины у1 на 
б нулевой частоте. Следует заметить, что так как 

эта величина является наименьшим значением 
Refu1 (jro) ] ,  то указанное вычитание не влияет 
на принадлежность функции У1 к классу п. в .  ф .  
RC цепей . Соответствующее значение G 1 опре-Рис. Х/11.5 

деляется из выражения 
G1 =•У1 ( - 1 ) = __ l -_8 _;_+_1 5 __ 

73 1 59 l --
8
- + -

8
- .  
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После вычитания этого значения из функции У1 (s) , определяе
мой ф-лой (XI I I .39 ) , имеем 

32 1 5  (s + 1 ) ( s + *) 
1 Yi (s) - 47 =  ( 73 1 59 ) = Yz = -;- · 

47 s2 + - s + -
8 8 

Вычет функц�и z2 в точке s = - 1  

k2 = (�) = 1 0,23. У2 S=-\ 

После выделения этого полюса из функции z2 получим 
1 0 , 23 47 s + 4 , 86 1 Z2- -- = - = Zз = -
s +  1 1 5  s + 4 , 6 Уз 

(ХШ . 4 1 )  

(XIII . 42) 

(ХШ . 43) 

И снова нуль функции Уз можно сдвинуть в точку s = - 1  путем 
вычитания из нее активной проводимости . Находим значение этой 
проводимости 

Оа = У3 (- 1 )  = 0 ,2973. 
После ее вычитания из функции Уз имеем 

у (s) - О 2973 = s + 1 = у = -1 
8 ' 46 , 35 (s + 4 , 86) 4 Z4 • 

Наконец, находим 
1 79 Z4 = -- + 46,35 . 

s +  1 

179 10.ZJ 

f/J, oм 
Рис. Xl/1.6 

1, 87 

(Xlll . 44) 

(ХШ . 45) 

(XIII . 46) 

В результате проделанных расчетов получим цепную схему, 
Е изображенную на  рис. X I I I .6 . Отношение -2 равно функции, Е1 

определяемой выражением (X I I l .36) , умноЖенной на  коэффици
ент 0,082. 
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ХШ.4. Каскадный синтез RC цепей 

За исключением простых случаев получения цепей, подобно 
описанным в только что приведенных примерах, основной прак
тический недостаток методов синтеза таких RC цепей заключается 
в трудности их согласования. Эта трудность особенно заметн а, 
когда требуется , чтобы цепь реализовала частотную характеристи
ку, обладающую свойствами, аналогичными поведению фильтра 
вблизи частоты среза .  Поскольку полюсы функции RC цепи не 
могут создать указанных свойств, основн ая тяжесть обеспечения 
надлежащей крутизны характеристики ложится на  нули .  Если они 
расположены не точно в требуемых точках, фактическое поведение 
цепи может значительно отличаться от предполагаемого. 

В скрещенной или параллельной цепной схем ах нули передачи 
появляются в результате сокращения значений комплексной функ
ции сопротивления или проводимости, причем все нули в общем 
случае зависят от выбора значения одного элемента. Если не все 
нули первоначально оказываются в требуемых положениях, их 
выравнивание путем последующего изменения значений отдельных 
элементов практически бесполезно, исключая простейший случай 
наличия лишь одного или двух нулей. 

К:ак и в случае синтеза передаточных функций RLC цепей, это 
препятствие можно преодолеть, представив реализацию в форме 
каскадного соединения четырехполюсников, каждый из которых 
дает один нуль передачи или пару комплексно-сопряженных нулей . 
К:ак будет показано далее, такой каскадный синтез, осуществляе
мый по методике, рассмотренной для LC цепей в § VI I .4 и для 
задач синтеза по Бруне и Дарлингтону (см. §§ IX.5 и IX.9) , воз 
можен в соответственно модифицированной форме также для син 
теза передаточных фун кций RC цепей в случае, если нули послед
них не лежат в правой полуплоскости (32]. 

Поскольку речь идет о нулях, расположенных в левой 
полуплоскости на вещественной полуоси, требуемый результат дает 
метод разложения в цепные схемы, изложенный в предыдущем 
параграфе. При этом цепь, приведенная на  рис. X I I I .6, рассматри
вается как каскадное соединение трехкомпонентных четыреполюс
ников (настраиваемых отдельно) , каждый из которых дает один 
нуль передачи в точке s = - 1 . Ниже дан метод 1 , который в неко
тором смысле является логическим обобщением процесса реализа
ции, связанного с парами комплексных нулей передачи .  

К:ак и в случае LC цепей, рассмотренном в § V I I .4 , типичный 
этап такого синтеза соответствует схеме, показанной на  рис. X I I l .7 ,  
где Z1 - заданное входное сопротивление, которое требуется реа-

1 лизовать (подобно функции - из предыдущего параграфа ) ; 21 1 , 
У22 

222 и 212 - входные сопротивления и сопротивлен�rе передачи ком-
1 Описываемый здесь метод является модифицированным методом Дашера. 
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nонентного четы рехполюсника, находящегося в режиме холостого 
хода (так же рассматриваемого, как нулевое звено, так _как ясно, 
что он имеет типичную пару комплексных нулей данного полного 
сопротивления передачи) ; Z2 - остаточная функция , аналогичная 
по свойствам фун кции Z1 • Полную реализацию можно получить, 
выполнив второй этап синтеза, на котором используется функция 
Z2, и т. д- до тех пор, пока остаточной функцией не будет функция,  
соответствующая разомкнутой цепи или постоянной .  

В рассматриваемой задаче предполагается, что предварительно 
з адан а пара сопротивлений (входное и передачи) Z1 и Z1 2, имею 
щнх один аковые отрицательные вещественные полюсы . Реализация 
функции передачи Z 1 2 осуществляется разложением входной функ
ции Z1 в каскадное соединение компонентных цепей, каждая из 
которых реализует пару нулей 
функции Z1 2. Когда все ее HYJl И  
реализованы, разложение можно 
считать законченным , и на данном 
этапе остаточная фун кция вырож
дается в постоянную. Сопротивле
ние передачи Z1 2 в процессе раз
ложения не играет ролн ,  но позво-

Z71 122 112 
Н11_леt!ов J/JBHO 

Рис. Xlll. 7 

дяет предварительно определить требуемые нули передачи. Поря 
док рассмотрения этих нулей в процессе разложения функции Z1  
также не имеет существенного значения .  Он может оказать лиш1� 
некоторое влиянне на упрощение результирующей цепи .  

Иногда возникают случаи, когда задана лишь функцня Z1 2 .  
Тогда необходимо построить соответствующее входное сопротивле
ние Z1 ,  которое является рациональной функцией, имеющей такой 
же зн аменатель, что и функция Z1 2 и простые отрицательные веще
ственные нули, чередующиеся с полюсами .  При этом критиче
ская частота ,  ближайшая к точке s = О, является полюсом (см .  
§ 1 1 . 3 ) . Легко построить входное сопротивление, удовлетворяющее 
этнм простым условиям .  

Существует большая разница между задачей разложения функ
ции RC цепи и разложением аналогичного входного сопротивлении 
RLC цепи согласно теории Дарлингтона  (см. § IX.9) . Как было 
показано там, нули передачи результирующего сопротивления пе
редачи в совокупности представляют собой нули четной части за 
данного входного сопротивления ·RLC цепи .  На каждом последую
щем этапе реализуется одна группа их ( или нулей передачи ) .  
Четн ая часть функции-остатка на  любом этапе содержит те из пер
вон ачальных ее нулей, которые еще не созданы или не появились 
в разложенной части полной цепи .  

В ан алогичной задаче для RC цепей картин а совершенно ин ая .  
Нули четной части входного сопротивления не имеют никакой связи 
с нулямп передачи результирующей цепи или ее любого компонен 
та .  Если при разложении фун кции RLC цепи у нас не было иного 
выбора , кроме как приравнять нули передачи нулям четной части - 509 -



заданного входного сопротивления , то в этой задаче нули передач 1 1  
можно выбирать произвольно. Фактически здесь полностью игно
рируются нули четной части входного сопротивления ,  что объяс
няется наличием потерь у рассматриваемых цепей-компонентов в 
противоположность цепям без потерь в соответствующем разложе
нии по Дарлингтону. 

Теперь предположим , что входное сопротивление имеет вид 

rде А, ро ,  роо - постоянные, а 

при 

p (s) = (s - sp,) (s'- sp2) • • •  (s -- sPn- i ) ; 
q (s) = (s - s1) (s -· sJ . . .  (s - sп) 

(XIIl . 47) 

(XIII . 48) 
(ХШ .  49) 

(ХШ . 50) 

Эта форма функции Z1 на  первый взгляд кажется очень специ
фической, но на самом деле она очень незначительно отличается от 
простой записи правой части выражения (XI I I .5) . Член роо пред
ставляет собой просто минимальное значение вещественной частп 
функции Z1 ( s )  на мнимой оси, которую всегда можно исключить, 
получив полином числителя, степень которого на единицу ниже 
степени полинома знаменателя. Присутствие члена � указывает 

s 
на  наличие полюса в точке s = О, т. е. н а  условие, которое всегда 
(если необходимо)  возможно выполнить путем выделения параJ1 -
J1ельной резистивной ветви в начале процесса .  Такая ветвь может 
оказаться желательной для преобразования входного источника 
тока в эквивалентный источник напряжения с потерями .  

Требуемая пара комплексных нулей передачи определяется по
.r�ююмом второй степени 

- 2 t (s) = (s - s0) (s - s0) = (s + <J0) 2 + roo 
при 

(ХШ . 5 1 ) 

(ХШ . 52) 
Простейшая форма сопротивления передачи нулевого звен а 

имеет вид 
Kt (s) 

s (s- sa) 
к + .!:д..- � . 

S S - Sa 
(ХШ . 53) 

так как оно должно иметь, по крайней мере, два полюса, причем 
если один из них совпадает с точкой s = О, то в точке s = Sa оста
ется лишь один неизвестный полюс, который нужно определить . - 5 10 -



Предполагается , что К - положительная вещественная постоянная .  
а из  выражения (XI l l .53) можно найти : 

k _ Кt (О) • 
о - ' - Sa 

k _ Кt (s0) 12 - • - Sa 

(ХШ .  54} 

(ХШ . 55} 

По причинам , зависящим от требуемой физической структуры 
нулевого звена ,  предполагается , что его входные сопротивления 
имеют вид 

при условии, что 

- к + _!:!_ + � · �1 - ' S S - Sa 
Z22 = K + l!L + �  S S- Sa 

(ХШ . 56) 

(XIII . 57) 

(ХШ .  58) 
которое должно автоматически выполняться , так как Z1 (s ) не со
держит полюса в точке s = s0• Этот вывод вытекает из выражения 
(VI l .55) для цепи ,  приведенной там на  рис. VI I .8, но при замене R 
на Z2 . Таким образом, если Z1 не содержит полюса в точке sa, то 
определнтель z цепи должен иметь простой полюс в этой точке и ,. 
следовательно, условие вычетов в ней должно выполняться со зна
ком равенства ,  как и для случая  LC цепи ,  которому соответствуют 
предложения (VI l .56) и (VI I .57) . 

Аналитическое соотношение между пятью величин ами z 1 1 , z 1 2• 
z22. Z 1 и Z2 (подобно ан алогичному случаю LC цепи) запишется 
в форме 

2 к212 (.�) (z11 - Z1) (z22 + ZJ = Z i 2 = --'-'-s2 (s -- sa)2 (ХШ .  59) 

Используя это соотношение, можно сделать вывод, что отдель
ные сомножители в его левой части имеют вид: 

кzt2h Zн -Z1 = ---
s (s- s0) q 

(ХШ . 60) 

(ХШ . 6 1 ) 

Таким образом, легко заметить, что коэффициент t2 нельзя от
нести к сомножителю (z22 + Z2) ,  поскольку последний является 
входным сопротивлением RC цепи и, следовательно, не может 
иметь ком плексных нулей. Знаменатель в правой частн выраже
ния (X I I I . 60) непосредственно объясняется с помощью функций 
z 1 1  и Z 1 , а сомножитель h; стоящий в числителе, является полино-
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мом степени (п  - 2) , так как числитель должен иметь ту же сте
пень, что и зн аменатель (функции z 1 1 и Z1 при s = оо вырождаются 
в отличные от нуля постоянные) . Далее, сомножитель, определяе
мый выражением (X I I  1 . 6 1 ) ,  выбирается так, чтобы выполнялось 
соотношение (XI I I .59) . 

Основной ·з адачей в рассматриваемом случае является опреде
,11ен ие полинома h (s ) , который можно представить в виде 

h (s) = Н (s-sh) (s -sh) . . .  (s-shn-2) . (ХШ . 62) 
Если этот полином известен и н айден общий , отличный от нуля 

fIОЛЮс Sa для функций Zi/i, то эти сопротивления, характеризующие 
нулевое звено, а также остаточную функцию Z2 (s ) , можно извлечь 
из соответствующих сомножителей, определяемых выражениями 
(XI I l . 60) и (XI I I .6 1 ) . 

Наиболее легкий способ определения h ( s )  заключается в 
разложении рациональной функции .!!:...._ на элементарные дроби ; 

q 
h . . функцию - можно получить непосредственно из выражения 
q 

(XI I I .60) . Такйм образом, 
� = s (s - sa) (z11 - Z1)  

q (s) 
/(2t2 (s) 

п =-1 � т ( s, -sa ) 
к2 � • . s - s. • 

•= \ 

.где использовано сокращенное обозн ачение 
-sJt, т. = � · 

(ХШ .  63) 

(ХШ .  64) 
Здесь k. - вычет функции Z1 ( s ) в любом из ее отличных от нуля 
полюсов, определяемый выражением 

k. = А  при v = 1 , 2 , . . .  , п .  
[ (s - s,) р (s) ] 

q (s) s=s, 
(XIII . 65) 

Поскольку полином h (s ) имеет степень (п  - 2) , тогда как по
лином q (s ) имеет степень п, то при большом значении s рациональ
ная функция, определяемая ф-лой (XI I I .63) , вырождается в 
.функцию -1- .  Чтобы найти асимптотическое поведение функции ь2 
(XI I I .63) , запишем _1 _ = _1 (-1 -) = _l ( 1 + 2 + _i_ + " . ) . (ХШ . 66) s - s. s s, s s s2 1 --

5 
При этом отметим, что искомое асимптотическое поведение тре

.бует выполнения равенства . п � т. (s.-sa) = О , (ХШ . 67) •=1 
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а постоянный множитель в выражении (XI I l .62) для полинома  h (s) 
имеет вид 

(ХШ . 68) 

Уравнение (XI I I .67) дает отличные от нуля полюсы сопротив
.'lений Zi/i , поэтому выражение 

(ХШ . 69) 

имеет требуемое отрицательное вещественное значение, так как 
величины s. являются отрицательными вещественными числами, 
а величины т. , определяемые выражением (XI I l .64) ,- положи
тельными .  Если рассматривать величины т . как ряд масс, распо
Jюженных в точках s.  на отрицательной вещественной полуоси, то 
точка Sa будет соответствовать их центру тяжести. 

Для того чтобы убедиться в положительности множителя fl, 
определяемого выражением (XI l l .68) , будем рассматривать вели
чины т .  (s. - sa) как ряд сил, являющихся отрицательными влево 
от точки sa и положительными вправо от нее (причем их сумма 
равна нулю) . Умножим эти силы н а  s .  < О, а затем сложим, при 
этом должно получиться положительное значение Н. Теперь сформулируем необходимые и достаточные условия для 
получения входных сопротивлений, которым соответствуют предло
женные разложения (XI I l .56) и (XI I l .57) . В этой связи отметим, 
что в точке s = О достаточно выполнить неравенства 

(sz11) s=O >- k1 и [s (z22 + Z2) ]s=O > k0, (ХШ . 70) 
тогда как в точке s = оо достаточно выполнить неравенства 

(z11) s=oo >- К И (Z22 + ZJ s=oo > К. (ХШ . 7 1) 
Действительно, любое увеличение значения в каждом из дан 

ных выражений сверх требуемого минимума можно для функции z1 1 свести к выделению последовательной ветви, предшествующей 
нулевому звену, а для функции Z22 - рассматривать как часть оста
точной функции Z2• Фактически остаток должен иметь такую до
бавочную часть, которая бы обладала теми же свойствами, что и 
функция Z1 ; следовательно, знак равенства не входит в условия, 
относящиеся к функции (z22 + Z2) . 

Используя выражения (XI I I .47) , (XI I I .54) , (XI I l .60) и (XI I I .6 1 ) , 
з апишем неравенства (XI I l .70) и (Xl l l .7 1 )  в виде 

33 Заказ 49 

к2t2 (0) h (О) + Ро >- Кt (0) ; q (О) 
> Ю (О) (XIII . 72) 

-SaQ (O) - Sa - sah (O) - Sa 

К2Н + р00 >- К, � > К. (ХШ .  73) 
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Приняв во внимание, что t (O) = l so l 2  и используя выражения 
(XI I l .63) и (XI I l .68) , перепишем эти неравенства соответственно 
следующим образом : 

и 

п 

O < K- l so \8 � � (s,-sJ < - sa Ро � -s, l so l2 v=l 

п 

О < К.-� m,s, (s, - sa) < Р00 • 
•= 1 

(ХШ . 74) 

(XIII . 75) 

Полученные неравенства имеют вид алгебраических неравенств 
типа 

О < К.- а < Ь  } 
о < K-c < d ' (XIII . 76) 

Для того чтобы единственное значение К удовлетворяло по
следним неравенствам, необходимо и достаточно, чтобы 

-Ь < а-с < d. (ХШ . 77) 
Из неравенств (XI I I .74) и (XI l l .75) . имея в виду, что s. < О, 

получим 

Если ввести весовую функцию 

и взвешенные массы 

л m, = w.m. 
с центром тяжести, определяемым выражением 

то ур-ние (XI I I .78) можно переписать в виде 
а -с = l s0 1 (sa -sa) � m  • • 

а неравенство (XI I I .77) - в виде 

1 s 1 л л -
s
: Ро < l so \2 (sa - sa) � m. < \ so \ P00• - 5 14 -

(Xlll . 78) 

(XIII . 79) 

(ХШ . 80) 

(XIII . 8 1 )  

(XIII . 82) 

(XIII . 83) 



Поскольку величина, стоящая в левой части последнего нера
венства, отрицательна, а в правой - положительна, очевидно, что 
центр тяжести sa взвешенных масс может лежать с любой стороны 
от центра тяжести невзвешенных масс. 

Если рассматривать величину s. в ф-ле (XI I I .79) для весовой 
функции как непрерывную переменную, то нетрудно з аметить, 
что характер изменения этой функции аналогичен показанному на  
рис. XI  1 1 .8 . Из  этого графика следует, что если 1 so 1  мало по срав-
нению с 1 Sa 1 . то ( Sa - sa) отрицательно ; если же 1 so 1  велико по 
сравнению с 1 sa 1 . то (sa - sa) положительно. Абсолютное значение 
(sa - sa) не может, одна- w. 
ко, превышать величины 
l sn - sa l при малом l so l 
или величины 1 sa - s 1 J 
при большом 1 so 1  · При 
l so l  � l sa l величина  
(sa - sa) должна быть 
весьма малой, так как ве-
совая функция вызывает - - ..J. 

3 
2 

лишь незначительный 1 - - ....._ 

....L......L.....L-..1..-.1.-L-J1-.1-L-L--'--'--'--'-.....,,"f--- Jv сдвиг центра тяжести -? _ 1 /&о/ масс. -J О 
Рассматривая условия 

выполнения неравенства 
Рис. Xll/.8 

(XI l l .83} , важно отметить зависимость т, от l so l .  которая 
вытекает из выражений (XI I l .5 1 )  и (XI I l .64) . При больших значе
ниях l so l 11мeeм t2 (s. ) � l so l 4, т. е. т . изменяется обратно пропор
ционально 1 so 1 4• Поскольку w. в соответствии с выражением 
(XI I l . 79) изменяется пропорционально l so l , то при больших значе
ниях 1 so 1  взвешенные массы m. изменяются обратно пропорцио
нально l so l 3 • Таким образом, величина ,  стоящая в центре неравен
ства (Х 1 1 .83) , изменяется обратно пропорционально 1 so 1  и, следо
вательно, становится малой (но остается положительной) . Поэто
му определяющим является неравенство в правой части анализи
руемого выражения ; так как величина ,  стоящая в ero правой части, 
пропорциональна 1 so 1 ,  указанное неравенство легко удовлетво
ряется . 

С другой стороны ,  при малых значениях l so l из выражения 
(XI I l .5 1 )  следует, что t2 (s . )  � l s. 1 4• Теперь w. изменяется обрат ·  
н о  пропорционально 1 s0 1 ,  как и m. , ибо т. ,  по  существу, не зависит 
от 1 so 1  · Величина, стоящая в центре неравенства (XI I l .83) , стано
вится пропорциональной 1 s0 1 ,  и значение ее снова невелико (но 
теперь она отрицательна) , а определяющим является неравенство 
левой части рассматриваемого выраженщ1. Величина, стоящая в 
левой части, изменяется обратно пропорционально 1 so 1 ,  отсюда оче
видно, что это неравенство удовлетворяется и в данном случае. 
33* - 5 15 -



Наконец, если 1 so 1  :;:::;:: 1 Sa 1 ,  так что (sa - sa) мало по сравнению 
с 1 so 1 .  это неравенство также легко выполнимо. 

Интересно отметить, что значения ро и Роо на любом этапе синте · 
з а  можно увеличить путем частичного выделения полюса проводи· 

1 . 
мости У1 (s) = - . Так, если в определенный момент разложение 

Z1 (s) 
функции Z1 (s) н а  элементарные дроби представить в виде 

Z1 (s) = .-L + � + . . . + J1 + p00, (XIII . 84) 
s + a1 s + a3 s 

то разложение соответствующей проводимости запишется как 
Y1 (s) = - � - � - . . . + -1- ,  (ХШ . 85) 

s + a2 s + a4 , Роо 

где величины k .  положительны. Поскольку известно, что У1 (О) = О 
[так как Z1 (s )  имеет полюс в точке s = О], то _1_ = � + � --1-

Роо 0"2 O".i. 1 • • • (ХШ . 86) 

Разложение функции Yi (s) на элементарные дроби (где члены 
s 

с множителем s представляют собой проводимости последователь
ных RC ветвей) имеет вид 

� � 
Y1 (s) = _.о!_ + ___О!_ + . . . 

s s + a2 s + a4 
(ХШ . 87) · ; .  Это выражение не содержит постоянного члена, так как он 

i Должен быть равен нулю при s = оо ;  оно не содержит также и чле
на, соответствующего полюсу в точке s = О, так как функция 
sZ1 (s) согласно р азложению (XI I l .84) при s = О становится рав
ной р0• Отсюда выражение (XI l l .87) дает 

1 _ k2 + k4 + 
Ро - О'� ' О'� 

• • •  (ХШ . 88) 

Из разложений (XI I I .86) и (XI I I .88) очевидно, что при умень-
1 1 шении k уменьшаются - и - и, таким образом, обеспечивает-
Ро Роо 

ся расширение допустимого диапазона в неравенстве (XI l l .83) . 
Возвращаясь к неравенствам (XI I I .74) и (XI I I .75) , можно 

заметить, что выполнение первого из них со знаком равенства (что 
. эквивалентно приравниванию вычета z1 1 в точке s = О величине ko) 
устраняет необходимость выделения последовательной емкостной 
ветви на входе нулевого звена .  В том случае, когда оба указанных 
неравенства записаны в виде выражений (Xl l I .76) , такая возмож
ность существует, если · 

-Ь < а -с < d-b, (ХШ . 89) 
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что приводит к следующей обобщенной форме неравен
ства (XI I I .83) : 

-1 :: I Po <  l so l2 (sa-sa) � m. < l so l P00- I :: I Po· (ХШ . 90) 

При малых значениях · 1 so 1 ,  когда (sa - sa) отрицательно, 
последнее неравенство выполнимо, каким бы ни было неравенство 
(X I I I .83) ; при больших значениях 1 so 1 .  когда величина · 1 :: \ ро 

мала, оно лишь незначительно более жестко, чем (XI I I .83) . При 
промежуточных значениях 1 s0 1 для выполнения неравенства 
(XI I l .90) может потребоваться, как было только что указано, ча
стичное выделение полюса функции У1 (s) . 

Наконец, необходимо показать, что остаточная функция Z2 (s ) 
является п. в .  ф. и принадлежит к классу функций RC цепей. Это 
требование выполняется для функции Z2 ( s) , если оно выполняется 
для функции (z22 + Z2) , так как согласно н�равенствам (XI I l .74) 
и (XI I l .75) вычет последней в полюсе в точке s = О и его зн ачение 
для s = оо больше соответствующих величин для функции z22. 

Согласно выражениям (XI I I .60) и (XI I l .6 1 )  можно составить 
функцию 

s2 (s-sa)2 (z11-Z1) 
к.2t2 (s) (XIII . 9 1) 

которая имеет только отличные от нуля полюсы функции Z1 (s) с 
вычетами, определяемыми выражением 

-s� (s. -sa)2 k, 

к.2t2 (s.) 
(ХШ . 92) 

Поскольку эти вычеты отрицательны, функция (X I I I .9 1 )  
является п .  в .  ф. ,  а функция (z22 + Z2) также должна быть п .  в .  ф. 
и реализовываться в виде RC цепи. Как указывалось выше, соглас
но неравенствам (XI I l .74) и (XI I I .75) каждая из функций z22 и Z2 
в отдельности является п. в. ф. и принадлежит к классу функций 
RC цепей . Следовательно, вычеты k0 и k22 функции z22. а также 
значение К являются положительными; вычет k12, определяемый 
выражением (XI I I .55) , положителен и согласно. условию вычетов 
(XI I l .58) k 1 1 имеет положительное значение. 

Таким образом, найдены условия реализуемости нулевого звена 
и остаточной функции, а неравенство (XI I I .83) , которое, как мы 
уже видели, всегда выполнимо, обеспечивает успех при проведении 
синтеза .  

В процессе расчета, после того как найдены полином h (s) , его 
нули, а также значение sa, выраженное ф-лой (XI l l .69) , для 
определения соответствующих функций сопротивлений необхо
димо разложить функцию (z22 + Z2) на элементарные дроби. Член, - 5 17 -



u ko [k представляющии полюс в точке s = sa, и член - + К 0 опреде-s 
ляется из выражения (X I I I .54) ] относят к функции z22 ; все осталь
ные члены составляют функцию Z2 (s) со всеми ее вычетами и 
могут быть использованы на  следующем этапе 1 • Функцию Z 1 2  
находят по разложению (XI I l .53) , а функцию Z1 1 ,  определяемую 
выражением (XI I I .56) , н аходят после того как из ур-ния (XI I I .58) 
вычислен вычет k1 1 . 

Теперь мы подошли к реализации нулевого звена по функциям 
Zill.· Хотя этот компонентный четырехполюсник не является сим
метричным, он может быть получен И&. симметричной скрещенной 
цепи методом,  описанным в § VI .6 . Для удобства выражения 
(XI I l .73) , (XI I I .74) и (XI I I .78) , приведенные в указанном пара
графе, снова повторяются ниже: 

Za = Z22 - Z12 (Xlll . 93) а 
Zь = 222 + z12 ; (ХШ . 94) а 
а = z22 -z12 • (XIII . 95) 

Z11 -- Z12 

После подстановки из ф-л (XI l l .53) , (XI I I .56) и (XI I I .57) по
лучим коэффициент уровня сопротивления 

а = k22 + k12 �2 = k12 (ХШ . 96) 
k11 + k12 k12 k11 

В последнем соотношении также было использовано условие 
(XI I I .58) . Теперь ясно, почему функции Zili были выбраны в форме 
функций, определяемых выражениями (XI I l .53) , (X l l l .56) и 
(XI I I .57) . Это обусловлено тем, что последние являются наиболее 
общим видом, который могут принимать функции Zi/i ,  если значение 
коэффициента уровня сопротивления должно быть положительным 
вещественным. Поскольку, как было показано, величины kili в вы
ражении (XI I I .96) являются положительными и вещественными, 
можно с уверенностью сказать, что коэффициент а также поло
жителен . 

После подстановки выражений (XI I l .53) , (X I I I .56) , (XI I I .57) 
в ф-лы (XI I l .93) и (XI I I .94) получим выражения для сопротивле ·  
ний ветвей скрещенной цепи :  

(ХШ . 97) 

(ХШ . 98) 

1 Выбирается такое значение К, при котором удовлетворяются неравенства 
(XI I I .74) и (XI I I .75) . Это всегда возможно, если выполнено неравенство (X I I l .fsЗ) . 
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Соответствующая скрещенная цепь была показана в главе VI  
на  рис. Vl . 1 3a ,  а значения ее  элементов приведены ниже : 

Rx = k11 + ki.2 • С1 = l . (XIII . 99) 
- Sa k11 + k12 

R2 = К (k11 + k12) • С - k12 (ХШ . 1 00) 
k12 

2 -
k0 (k11 + k12) 

Процесс преобразования этой скрещенной цепи в неуравнове
шенную описан в § Vl .5 .  Как там указывалось, неравенство (VI .69) , 
приводящее к двойной Т-образной цепи, изображенной на  
рис. VI . 1 3д, является наиболее мягким .  После jr.J 
подстановки значений элементов, определяе
мых полученными только что ф-лами (XI I l .99) 
и (XI I I . 1 00) , в указанное неравенство оно при
нимает вид 

ko - saK >- 1 .  ' 
k12 

(ХШ . 1 0 1) 

Используя ф-лы (XI I I .54) и (XI I l .55) и 
приняв во внимание, что t (О) = 1 so 1 2 , получим 

s: + 1 S0 12 > t (sa) · (XIII . 1 02) 

л:: VtfiJ 1 /So/ 1 1 1 1 1 1 
р� 

Для интерпретации этого результата можно Рис. XIII.9 
воспользоваться векторным построением в 

о 

плоскости s (рис. XI I l .9 ) , обеспечивающим реализацию нулевого 
звена (рис. XI I I .7) в виде двойной Т-образной цепи. Отсюда вид
но, что требуемый нуль передачи может лежать только в левой 
полуплоскости или н а  мнимой оси. 

С учетом значений параметров, определяемых по ф-лам 
(XI I I .99) и (X I I I . 1 00) , интересно отметить, что условия реализуемо
сти Т-образных перекрытых цепей, приведенных на рис. Vl . 1 3б, в , 
соответственно, имеют вид 

t (sa) < s:; t (sa) < 1 s0 11• (XIII . 1 03) 
Смысл каждого из данных неравенств в плоскости s очевиден из 
рис. X I I I .9 .  

Наконец, требуемое нулевое звено формируется путем разбие
ния на две секции соответствующей неуравновешенной цепи 
(двойной Т-образной или Т-образной перекрытой) ,  умножения 
уровня сопротивления правой секции на коэффициент а, определяе
мый выражением (XI I I .96) , и соединения секций. 

В заключение отметим, что точно такой же процесс можно 
осуществить, применив метод узловых напряжений (т. е . перейдя 
к проводимостям) , если з аданными входной и передаточной функ
циями, имеющими одинаковые отрицательные вещественные полю
сы,  являются У1 (s) и У12 (s ) . Все приведенные выше соотношения ,  
начиная с (X I l l .47) , остаются без изменения, если в них соответ-
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ственно заменить Z1 на  �; z1 1 ,  z22 - на  Ун ,  Уzи ; z1 2 - на  - J!l!.. . s s s s 
у Остаточная функция Z2 соответственно заменяется н а  функцию -2-, s 

представляющую собой действительный остаток (проводимость) . 
Использование метода узловых напряжений может оказаться 

целесообразным в любом из следующих двух случаев : 1 .  З аданы 
входная проводимость У1 1  (s) и проводимость передачи Y12 (s ) ко
роткозамкнутой общей цепи ; требуется найти соответствующий че
тырехполюсник аналогично тому, как это было выполнено выше 
при использовании метода контурных токов [т . е. при заданных 
входном сопротивлении Z1 1  (s) и сопротивлении передачи Z12 (s) 
разомкнутой общей цепи]. 2 .  Заданы сопротивления Z1 1 (s) и Z12 (s ) ; 
требуется определить соответствующий четырехполюсник, но функ
ция Z1 1 (s) не имеет полюса в точке s = О, а ее асимптотическое 
значение при s -+  оо равно нулю [таким образом, члены разложе
ния (XI l l .47) , содержащие ро и роо, отсутствуют]. 

Несмотря н а  то, что во втором случае можно создать полюс в 
точке s = О выделением соответствующего параллельного резистив
ного сопротивления, проще, по-видимому, перейти к функции ,  об
ратной Zн (s) . Кроме того, удобно использовать метод узловых 
н апряжений так, как будто обратная функция представляет собой 
входную проводимость короткого замыкания, чем она ,  конечно, не 
является . Тем не менее, если разложить эту функцию У1 1 таким 
образом, чтобы получилось каскадное соединение четырехполюсни 
ков, характеризуемых проводимостями Yik. [при условии, что выб
раны те же нули передачи. что и для заданного сопротивления 
передачи Z12 (s) общей цепи], то в результате получается разло
жение, относящееся к заданным функциям Z1 1  (s )  и Z12 (s ) , как 
если бы реализация проводилась на основе метода контурных 
токов. 

Справедливость изложенного утверждения подтверждается тем 
1 фактом, что разложение функции У1 1 = -- по методу узловых 

Z11 
напряжений определенно приведет к требуемой функции Z1 1 ; при 
этом функция z12  для любой компонентной цепи  имеет такие же 
нули, как и функция У12 той же цепи, ибо Z1 2 = - Yiz 2 , где 

У1 1 У2 2 -У1 2  
Yik удовлетворяют условию вычетов со знаком равенства в о  всех 

1 конечных полюсах. Следовательно, разложение У1 1 = - по ме-
, Z11 тоду узловых напряжений дает, во-первых, требуемое входное 

сопротивление и ,  во-вторых, требуемые нули передачи общей цепи .  
То же самое получается в результате разложения функции Z1 1  (s ) 
при использовании метода контурных токов. 

Из сказанного следует, что при необходимости н а · некотором 
этапе полного разложения условие (XI I I .74) или (XI I I .75) может 
быть выполнено со знаком равенства в левой его части. При этом 
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получается остаточная функция Z2 (s) ,  у которой отсутствует либо 
полюс в н ачале координат, либо постоянный член роо.  Далее может 
оказаться, что продолжать процесс обычным способом (по методу 
контурных токов) нельзя, тогда, приведя остаточную функцию к 
обратной, продолжают процесс далее, используя метод узловых 
напряжений .  Такая возможность попеременного перехода от метода 
контурных токов к методу узловых напряжений, и н аоборот, в 
течение всего процесса разложения обеспечивает некоторую гиб
кость, которая иногда может оказаться полезной. 

Синтез нулевого звена на базе метода узловых н апряжений 
полностью совпадает с синтезом н а  базе метода контурных токов, 
причем используются соотношения (VI .80) - (Vl .86) . 

Таким образом, для проводимостей ветвей скрещенных цепей 
имеем : 

Уа = У11 - аУ12; 
Уь = У11 + У12• 

а для коэффициента уровня сопротивления 
а = Ун + У12 • У22 + У12 

Используя последнее выражение, получаем ф-лу (XI I I .96) . 
Для проводимостей скрещенных цепей имеем : 

Ya = (ko + Ks) ( 1 + ki1 ) ; ki2 

(XIII . 1 04) 
(XIII . 1 05) 

(ХШ . 1 06) 

(ХШ . 1 07) 

(XIII . 1 08) 

Они вновь приводят к скрещенной цепи, изображенной н а  
рис. VI . 1 3a, но вместо значений элементов, определяемых выраже
ниями (XI l l .99) и (XI I I . 1 00) , получим : 

' 
ki2 с - к (k11 + k12) . 

ko (k11 + k12) ' i - ki2 ' 
1 ' С2

= kн + k12 • 
k11 + k12 -Sa 

(ХШ . 1 09) 

(XIII . 1 10) 

Преобразование в эквивалентную неуравновешенную цепь и 
условия, при которых оно возможно, совпадают с приведенными 
выше. 

ХШ.5. Поnезные приемы, испоnьзуемые при 
синтезе передаточных функций 

В том случае, когда заданная передаточная функция относи
тельно сложна и для ее полной каскадной реализ ации требуется 
выполнить несколько последовательных этапов, расчеты значи-- 52 1 -



тельно упрощаются , если воспользоваться так называемой теоре· 
мой разбиения. Тогда синтез, по существу, сводится к двум зада· 
чам , в которых фигурируют вдвое более простые функции .  При 
этом передаточная функция, как было изложено в § IX.8, пред· 
ставляется в виде выражения ( IX. 1 72) для каскадного соединения 
цепей (см. рис .  IX.23) . Применяя такой прием к паре цепей, изо
браженных на рис. IX. 1 О (они  не имеют внешних, со стороны 
входа и выхода, резистивных сопротивлений  нагрузки) , находим 

Е zl l } z\2> 
Z12 = -2 = t 2 2 (ХШ . 1 1 1 ) l 1 z�1J + z\2/ 

Если принять Z12 (s) = p (s) при условии, что . q {s) 
p (s) = (s- sp,) (s-sp,) . . .  (s-sPsn) ; (ХШ . 1 1 2) 

q (s) = (s -sJ (s-s2) • • •  (s-s2п) , (ХШ . 1 1 3)  

то, следуя Дашеру, можно ввести обозначения : 

где 

( \ )  (s-sp,) (s-sp1) • • · (s- sP2n-I ) Z1 2  =
-----------(s-si) {S-Sэ) • . .  (s- s2п- 1 ) 

(2) (s-sp,) (s-sp.) · . . (s- sP2п) . Z 1 2 = 

, 
(s-s1) (s-s3) . . .  (s- s2n- 1 ) 

(ХШ . 1 1 4) 

(ХШ . 1 1 5) 

(ХШ . 1 1 6) 

(ХШ . 1 1 7) 

Эти выражения получены путем деления числителя и знамена-
теля функции Z12 (s ) на (s - s 1 ) 2 (s - s3) 2 • • •  (s - s2n-t ) 2 и после· 

N1 
1,,, Z2 

Рис. Xlll. 10 

дующего сравнения полученного ре
зультата с выражением (XI I l . 1 1 1 ) .  
Если полином q (s) имеет нечетную t степень, сопротивления, определяеЕ2 мые выражением (XI I I . 1 1 6) , будут 
при s = оо р авны нулю. Если поли-
ном p (s) имеет более низкую сте
пень, чем полином q (s) ,  то можно 
построить несколько пар сопротив· 
лений передачи, определяемых вы

ражениями (XI I I . 1 1 4) и (XI I I . 1 1 5) , с р азличными относительными 
степенями полиномов числителя и знаменателя .  Нули функции 
Z12 (s) могут быть распределены между функциями z\1J и z\2d как 
угодно, однако при этом не должны быть р азделены соnряжен
ные пары. 
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Тот же способ применим и в случае использования метода 
узловых напряжений с той разницей, что в качестве общего знаме
нателя следует выбрать полином (s - s2) (s - s4) . . .  (s - S2n) ,  при
чем самая, низкая критическая частота входных функций у\2/ и 
y�1J становится нулем, как и необходимо для функций проводимо-
сти RC цепей. ' 

Описанное выше каскадное разложение применяется в отдель
ности к функциям z�1J и z\21> так, чтобы создать нули передачи, 
требуемые для функций z\1J и z\2J соответственно. Тогда соеди
нение результирующих цепей, показанное н а  рис. ' X I I l . 1 0, дает 
искомую реализацию (с точностью до постоянного множителя )  
рассматриваемой функции Z12 . 

Поскольку входное сопротивление результирующей цепи не кон 
тролируется, этот метод синтеза применим лишь в том случае. 
когда задана только функция Z1 2 (s) . 

ХШ.6. Некото_рые примеры каскадноrо синтеза 

Пусть заданы функции 
(s + 1 )2 + 4  s2 + 2s + 5  

Z12 (s) = (s + l )  (s + 3) s2 + 4s + 3  
(XI I I  . 1 18} 

и 
Z11 (s) = 

(s + 2) (s + 4) s2 + 6s + 8  
(s +  l )  (s + 3) s2 + 4s + 3  

(Xl l l . 1 1 9) 

Пара комплексных нулей передачи имеет вид 
s0 = - 1  + j2 ;  s0 = - l - j2 , (ХШ . 1 20) 

а соответствующий по,11ином второй степени 
t (s) = (s + l )2 + 4 = s2 + 2.� + 5 . (XI I I  . 1 2 1 ) 

Процесс синтеза начнем с разложения функции на  элементарные дроби 
3 l 
2 2 

Z11 (s) = --1 + --
3
- + l . s +  s +  

(ХШ . 1 22) 

В выражении (XI I l .47) для входного сопротивления, очевидно, Ро = О и 
р" = 1 .  Поскольку член Ро отсутствует, перейдем к методу узловых напряжений. 
Однюю сначала обратим внимание на то, можно ли в данных условиях успешно 
провести этап разложения. Прежде чем вычислить mv по ф-ле (XI I l .64) ,  найдем 

а затем получим 

Далее находим 

t ( - 1 ) = 4 ;  t·( -3) = 8 , (XI I l . 1 23) 

3 
2 3 

1 
3 . -

2 3 
m1 = w = 32 ; m2 = --- - --64 1 28 

� 1 5  � -· 2 1  
� m· =128 ; � т

.
s
. = 128 · 
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Из выражения (ХIН.69) имеем 

(X I I I  . 1 26) 

(XI I I  . 1 27) 

н при t (O) = l s0 1 2 = 5 для неравенств (XI I I .74) и (XI I l .75) соответственно получим 
1 3 

0 < K- -g < O; 0 < К-40 ' 1 . (Xl l l . 1 28) 

1 
Первое из полученных неравенств не допускает иного выбора, кроме K=-g· 

второе также выполняется при этом значении К. Следовательно, проведенный этап 
01<азался эффективным. 

Теперь из выражения (XHI.63) находим �-�(-1- __ 1 _ ) - 24 

q (s) - 80 s + l - s + 3 - 5 (s + l ) (s + 3) ' (XI I l . l 29) 

тогда из ф-лы (X I I I .6 1 )  получим 

5 (s +  1) (s + 3) 
24s ( s+ f) 

25 f2 
56 2 1  5 =-
s- +--7-+24· 

s +-5 
Из выражений (XI I l .54) и (XI I l .55) находим 

25 1 3  ko = 56 ;  ki2 = 35· 

(ХШ . 1 30) 

(XI I I  . 13 1 ) 

2 
Принимая во внимание, что [с учетом выражения (XI I I . 130) ] k22 =

2 1 
, из уело· 

вия вычетов (XI I I .58) получим 
507 kll = 350 

. (XI I I  . 132) 
Поскольку условие (XI I I .74) [эквивалентное неравенствам (XI I l.70) ] выпол

няется со знаком равенства с обеих сторон, находим, что вычет функции z1 1 в точ
ке s = О  равен требуемому значению k0• С другой стороны, условие (ХШ.75) 
[эквивалентное (XIl l .7 1 ) ]  выполняется со знаком неравенства с обеих сторон. Одно 
из этих условий объясняет тот факт, что постоянный член в разложении (XI I I . 130) 

1 оказывается больше, чем минимальное требуемое значение К = -g; другое озна-
чает, что величина z1 1 ( оо ) также больше, чем указанное минимальное значение. По
этому из выражений (XIII .60) и (XII I.68) [при условии, что используется первая 
сумма из соотношений (XI I l. 127) ] находим 3 

zll(oo) = К"Н + 1 = 4Q + 1 . (XI I  1 . 1 33) 

Полученная величина больше требуемого минимального значения на 
43 1 38 1 9  

40--g= 40= 20 ·  
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1 9  Последовательное резистивное сопротивление со значением 20 предшествует 
нулевому звену. Если· интерес представляет только реализация сопротивления пере
дачи, определяемого выражением (XI I I. 1 18) , то эту последовательную ветвь мож
но опустить. 

Таким образом, для нулевого звена получим сопротивления: 

1 
25 507 56 350 

Za = - + -- + 
8 s - 7 

s + -5 
25 2 --

1 56 2 1  Z22 = --в + -8- + 
7 

s + -
5 

25 13 
1 56 35 Z12 = --в + --8-

7 
s + -

5 

а остаточная функция имеет вид 
1 Zz (s) = 12 · / 

(XI I I  . 1 35) 

(ХШ . 136) 

(ХШ . 137) 

(XI I I  . 1 38) 

При значениях k1 1 , k12, К, k0 и sa, вычисленных по выражениям (XI I I .99) и 
(XII l . 100) , найдем параметры скрещенной цепи 

Ri = ;� , С1 = :� J 49 16 (ХШ . 139) 
Rz = вo · C2 = l35 ; 

и значение коэффициента уровня сопротивления, определяемого ф-лой (XI I l .95) , 
1()' 

а= зg · (ХШ . 140) 

Теперь легко построить результирующую двойную Т-образную цепь, воспщ1ь
зовавшись методом, рассмотренным в § VI.6. Величина ее резистивного сопротив
ления нагрузки (которое не изменяется при изменении уровня сопротив�ения в 
правой секции, разделенной пополам двойной Т-образной цепи) определяется вы· 
ражением (XI I l . 138) . 

В качестве второго примера  рассмотрим описанную выше цепь в несколько из
мененном виде. Сохраним ту же пару комплексных нулей передачи, но увеличим 
степень полинома знаменателя с двух до трех так, что передаточная функция бу
дет иметь один нуль в точке s = оо. В частности, пусть 

s2 + 2s + 5  . 
2sз + l lsz + 1 5s + 3 ' 

. sз + 1s1 + 1 2s + З  Zii (s) = 
2s3 + l l s2 -f- 1 5s + з · 

- 525 -

(ХШ . 14 1 )  

(ХШ . 1 42) 



Здесь снова входное сопротивление не имеет полюса в точке s = О. В данном слу
чае избавимся от этого недостатка, выделяя соответствующее параллельное резис
тивное сопротивление Z1 1  {О) = 1 ом. Остаточная функция определяется выраже
нием 

1 
Z1 {s) = l 

-- 1 Z11 

s3 + 7s2 + 1 2s + З  
s3 + 4s2 + 3s 

{ХШ . 143) 

l(аскадный: синтез начинается с разложения этого входного сопротивления на 
элементарные дроби. Получим 

3 1 
1 2 2 

Z1 {s) = - +--+ -- + 1 .  s s + l s + 3  
{ХШ . 1 44) 

Дан�ое разложение эквивалентно ра:Зложению {XII I . 122) в предыдущем при-
1 

мере, за исключением слагаемого -. Если допустить существование тех же нулей 
s 

передачи, которые определяются ·выражением {XI I I. 12 1 ) ,  то снова применимы 
соотношения {XI I l . 123) - {XI I I. 127) , и лишь первое из неравенств {XI I l. 128) [соот
ветствующее неравенству {XII I .74) ) изменяется вследствие того, что теперь р0 рав
но единице, а не нулю. Неравенства {XI I I . 1 28) тогда примут вид 

1 7 3 О < К - 8 ' 25  и О < К - 40 , 1 .  {XI I I . 145) 

Чтобы избавиться от последовательной: емкости на входе, выберем 
1 7 8 1  

К-в-= 25 или К = 
200 = 0 , 405 , {XI I l . 146) 

что допускается в соответствии со вторым неравенством из {X I I I . 145) . 
Поскольку 

Z11 {00) = К2Н + 1 = 1 , 0 1 23 , (ХШ . 1 47) 
на входе будет последовательное резистивное сопротивление, величина которого 

Z11 {00) - К = 1 , 01 23 -0 , 405 = 0 , 6073 . (ХШ . 1 48) 
Выражение для {� + Z2) ,  пропорциональное К2, отличается от выражения 

0 , 405 
{XI I l . 1 30) лишь на квадрат коэффициента 1/8 . Таким образом, для рассматри-

ваемого примера находим 
2 ,  1 87 (s +  1 ) (s + З) 

Z22 + Zs = _...;___�--'--'---'--
s ( s +  : ) 1 87 

4 , 686 0 , 9998 2
' +-s- + 7 

s + -
5 

Из выражений: {ХШ.54) и (XI I l .55) имеем 
ko= 1 , 446; k12 = 1 , 203 . 

При k12 = 0,9998 условие вычетов {XI I I .58) дает · 
kn = l , 447 .  

(ХШ . 1 49) 

(ХШ . 1 50) 

{XI I I  . 15 1 )  
Теперь нетрудно найти сопротивления, характеризующие нулевое звено. Оста

точная функция имеет вид 
3 , 24 

Z2 (s) = 1 , 782 +-- . 
s 
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Поскольку сопротивление передачи, определяемое выражением (XI I l . 14 1 ) . 
дает нуль в точке s = оо, первый член в этой остаточной функции рассматривается 
как последовательное резистивное сопротивление, а второй - как оконечная парал
лельная емкость. 

Далее рассмотрим пример, для которого требуются два последовательных эта
па разложения. Предположим, что заданы сопротивления : 

Z12 (s) 
[ (s + 1 )2 + 4) [  (s + 1 )2 + 9) . (ХШ . 1 53) 

(s +  l) (s + 3) (s + 5) {s + 7) ' 
(s + 2) (s + 4) (s + 6) (s + 8) Z11 (s) = 
(s + l )  (s + 3) (s + 5) (s + ?) • (ХШ . 1 54) 

На первом этапе создадим нули передачи, определяемые выражением 
t (s) = (s + 1 )1 + 4 .  (XI I I  . 1 55) 

Продолжая процесс синтеза на базе метода контурных токов, найдем разложение 
на элементарные дроби . 

1 1 5 1 5 9 1 5  
z 

s 
- �  _1_6 _  __1_6 _  � l 11 ( ) - s + l + s + 3 + s + 5 + s + 7 + 

и вычислим по ф-ле (XII I .64) : 

Отсюда 

и, таким образом, 

m1 = О , 1497395; m2 = 0 , 0439453 } 
m8 = 0 , 00703125; m4 = 0 , 00l36718 · 

� т. = 0 , 2020832; � т. s, = 0 , 326301 9  

0 , 32630 19  
0 , 2020832 

- 1 , 6 1469 . 
Прежде чем оценить условия (XI I I.74) и (ХШ .75) , вычислим 

(XI I I  . 1 56) 

(XI I I  . 1 57) 

(ХШ . 1 58) 

(XI I I  . 1 59) 

� т;• (s, - sa) = 0 , 0659385 ; � m, s, (s, -sa) = 0 , 26 1 1436 ,  (Х Ш . 160) 
после чего указанные условия можно соответственно представить в виде 

О < К-0 , 0659 < О; О < К - 0 , 26 1 ' 1 . (X I I I . 1 6 1 )  
Первое и з  них является жестким [ибо в выражении (XI I I . 156) отсутствует член 

с р0] и требует, чтобы К = 0,0659. Это, однако, исключает выполнение второго не
равенства. Такой результат следовало ожидать в начале процесса, принимая во 
внимание относите-льно малое значение l so l .  при котором член (s" - s") в выраже
нии (XIl l .83) является, как было показано выше, отрицательным. Создавшееся 
затруднение может быть устранено переходом к методу узловых напряжений. 

Произведем разложение на элементарные дроби 

и вычислим 

Y11 (s) (s + l ) (s + 3) (s + 5) (s + 7) 
s s (s + 2) (s + 4) (s + 6) (s + 8) 

35 5 9 5 35 
1 28 32 64 32 1 28 

= -- + -- + -- + -- + --s s + 2 s + 4 s + 6 s + 8 

t (-2) = 5; t ( -4) = 1 3 ;  t (�6) = 29; t (-8) = 53 ,  
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а из выражения (XI l l .64) 
5 9 1 5  35 

mi = 1 6 . 25 ; та = 16  · 1 69 ; тз =  1 6  . 84 1 1 6 · 2809 • (XI I I  · 1 54) 

Далее находим 
,, 1 ' о 2835502 � т. = 16 <0. 2 + 0 . 0532544 +  0 , 01 78359 + 0 . 0124599) = • 16  ; 

(ХШ . 1 65) 

� - 1  
' 

- 0 8197125 
� m,s, = 1в (0,4+0,2 130 1 76+0, 1 070 1 54 + 0,0996795) = ' 1 6  ; (ХШ . 166) 

откуда 

0 , 8 1971 25 
Sa = - -2 , 89089 , (XI I l . 1 67) 0 , 2835502 \ 

� m 0 , 057123 � О ,  72 1899 � _;• (s, -sa) = 16  ; � m,s, (s,-sa) = 1 6  (XI I I . 1 68) 

Тогда неравенства (XJ i l .74) и (XI I I .75) принимают вид 
О <  К - 0 , 01 7851 � О , 1 5809; О <  К- 0 , 0451 1 8  � О , (ХШ . 169) 

причем для второго из них необходимо, чтобы 
К = О, 0451 18; (XI I I . 1 70) 

первое также выполняется при данном выборе величины К. 
Теперь с помощью выражения (XI I I.63) непосредственно находим 

.!!:J3_ _ 22 , 1 6 (s + 4 , 47) (s + 6 , 80) 
(X I I I . l 7I ) q (s) - (s + 2) (s + 4) (s + 6) (s + 8) · 

Тогда из выражения (XI I l .6 1 ) , модифицированного в соответствии с методом 
узловых напряжений, получим 

У22 + У2 0 , 04512 (s + 2) (s + 4) (s + 6) (s + 8) 
s (s + 2 , 89 1 )  (s + 4 ,47) (s + 6 ,80) 

О ,  1 97 0 , 03965 0 , 0 1 72 0 , 0094 
= -- + + + + О , 0451 2 .  (XI I I  1 72) s s + 2 , 891 s + 4 , 47 s + 6 , 80 · 

Используя выражения (ХШ.54) , (ХШ.55) и (ХШ.58) , можно найти: 
5 k = 0 0451 2  -- = О  078· (X I I I . 1 73) о ' 2 , 89 1  ' 

, � 7, 576 k1 2= 0 , 04::> 1 2 --9- = 0 ,  1 18 ; 2 , 8  1 (ХШ . 1 74) 

О ,  1 1 8  k11 = 0 , 1 1 8 0 , 03965 = 0 , 3526 . (ХШ . 1 75) 

Выполнение неравенства (XI I I .75) при значении К., определяемом выражением 
(XII I . 170) , предполагает, что . (..fu) = К., но у1 1 (О) будет иметь большее зна-s S=OO 
чение, чем k0, так как первое из неравенств (XII I . 169) [эквивалентное неравенству 
(XI I I .74) ] выполняется с запасом. Отсюда находим, что 

K2t2 (О) h (О) 
у11 (0) = (О) + У11 (0) = 0 , 0308 + 0 , 2733 = 0 , 3041 . (X I I l . 1 76) 

-saq 
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Та1шм образом, параллельная активная проводимость, величина которой равна 
1 0 , 304 1 -- 0 , 078 = 0 , 226 1 - ,  (ХШ . 1 77) 

ом 

появляется на входных зажимах нулевого звена. Это звено характеризуется сле
дующими величинами :  

у1 1  = О , 045 1  + 
0 , 078 

+ 
0 , 3526 . 

s s s + 2 , 89 '  
У22 = 0 ,0451 + 

0 , 078 + 0 , 0396 . 
s s s +  2 , 89 ' 

- У12 = 0 , 045 1  + 0 , 078 
-

0 , 1 18 
s s s + 2 , 89 

Остаточная функция согласно (XI I l . 1 72) имеет вид 
Y2 (s) 0 , 1 1 9 0 , 0 1 72 0 , 0094 

-- = -- +  + . s s s + 4 , 47 s + 6 , 80 

(X I I I  . 1 78) 

(ХШ . 1 79) 

(ХШ . 1 80) 

(XI I I  . 1 8 1 ) 

Теперь рассчотрим следующий этап синтеза для нулей передачи, определяе
мых полиномом 

t (s) = (s + 1 )2 + 9 . (ХШ . 1 82) 

Хотя / s0 / здесь несколько больше, будем придерживаться метода узловых наУ 2 (s) пряжений, так как вычеты функции -- уже известны. Имеем s ' 

t (-4 , 47) = 2 1 , 04 1 ; t (-6 , 80) = 42 , 64 .  

Из выражения (XI I I .64) находим 

откуда 
m1 = 0 , 000 1 736 ; 

т2 
= 0 , 00003513 ,  

� т, = 0 , 0002087; � m, s, = - 0 , 001 0 1 49 . 
Следовательно, 

Sa = - 4 , 8624 , 
Далее вычислим 

� т;, (s, -sa) = 0 , 00000522; � m, s, (s, -sa) = 0 , 000 1 586 , 

и неравенства (XI I l .74) и (XI I I .75) соответственно получат значения 
о < К - 0 , 0000522 < 0 , 0579; о < К -0 , 0001 586 < о . 

Снова второе неравенство приводит к значению 

к = 0 , 000 1586 , 
а первое также выполняется. 

Из выражения (XI I I .63) теперь имеем 
h (s) 6300 

q(s)= (s + 4 , 47) (s + 6 , 80) ' 
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(XI I I  . 1 85) 

(XI I I  . 1 86) 

(XI I I  . 1 87) 

(XI I I  . 1 88) 

(ХШ . 1 89) 



а 11з выражения (X I I I .6 1 )  -

1 1  

У22 + У2 О, 000 1 586 (s + 4 , 47) (s + 6 , 80) 
s s (s+ 4 , 86) 

о . 000992 + о . 0000��8 + о . 000 1586 .  s s+ 4 ,  

Выражения (ХШ.54) , (ХШ.55) и (ХШ.58) дают: 
1 0  k0 = 0 , 000 1 586 4 0 862 = 0 , 000326; 

23 , 92 k12 = 0 , 000 1 586 -86 = 0 , 00078 1 ; 4 , 2 
0 , 000781 k1 1 = О ,  00078 1 0 ,  0000248 О, 0246 

(ХШ . 1 90) 

(XI I I  . 1 9 1 )  

(XI I l . 1 92) 

(X I I l . 1 93) 

1 00 � т. 0 , 000522 
У11 (0) = 4 0 862 � -s, 

(s.-sa) + Po= 4 0 862 + 0 , 1 1 9 = 0 , 1 1 9 1 07 . 

(X I I I . 1 94) 
Отсюда видно, что на входе требуется параллельная ветвь с активной прово

димостыо 
1 

Y11 (0) -k0 = 0 , 1 1 8781 - . 
ом 

(X I I I  . 1 95) 

Теперь нетрудно найти проводимости нулевого звена, а остатком является ак
тивная проводимость 

1 
У 3 = О , 000992 -0 ,  000326 = О , 000666 - . (XI I I  . 1 96) 

ом 

Интересно проследить, как данный пример может быть решен с помощью тео
ремы разбиения, рассмотренной выше, в § XI I I .5. По-видимому, в данном случае 
нельзя рассчитывать на получение реализации, соответствующей заданному сопро
тивлению (XI I I . 154) . Однако это обычно не имеет практнчсс1<0rо значения. 

После деления числителя и знаменателя выражения (X I I I . 153) для функции 
Z12 (s) на квадрат коэффициентов (s + 1) (s + 5) выражения (XI I I . 1 14) , (XI I I . 1 1 5) , 
(XI I I . 1 1 6) принимают вид: 

z! l J _ (s + 1 )2 + 4 . z<2> 
(s + 1 )2 + 9 

1 2 - (s + l ) (s + 5) '  1 2 (s + l ) (s + 5) 
zO > - z(2 ) _ (s + З) (s + 7) 
22 - 1 1 - 2 (s + 1 ) (s + 5) 

(XI I I  . 1 97) 

Реализация каждой цепи в виде, показанном на рис. X I I I . 10, уже не требует 
дальнейших вычислений. · 



XIV 
Г Л А В А  

Задача аппроксимации 

XIV . 1 .  Предвармтеnьные замечания 

В настоящей главе рассматриваются р азличные методы, 
позволяющие определить соответствующую рациональную функ
цию для представления входного сопротивления или сопротивления 
передачи (точнее модуля на мнимой оси, вещественной части или 
угла функции ) . При этом требуемые свойства функции могут быть 
заданы кривой или рядом дискретных значений, либо другим 
аналитическим или графическим способом . На  практике возникают 
задачи, когда желательно к9нтролировать модуль, вещественную 
часть или угол функции цепи порознь или совместно .  Вопрос о 
том , в какой степени характеристики входного сопротивления или 
сопротивления передачи могут контролироваться одновременно, 
был рассмотрен в главе Vl l I .  Здесь для теоретического обоснова
ния соответствующих положений часто будут использоваться по
лученные в упомянутой главе результаты . 

Решение задачи аппроксимации является первым шагом в любом 
виде синтеза .  Оно позволяет получить представление требуемой 
характеристики цепи в виде рациональной функции .  На втором 
этапе осуществляется реализация ·указанной рациональной функ
ции. До сих пор в на·ших рассуждениях речь шла, главным обра 
зом , о методах реализации. Теперь рассмотрим подробнее, каким 
образом появляется так называемая з аданная функция сопротив
"1ения .  

Существенная особеннос.ть этого этапа СИJ!теза состоит в том, 
что он содержит неточные процессы. В отличие от методов синтеза ,  
при которых т о  ч н о реализуется з аданная функция цепи, аппрок
симация, как говорит само н азвание, . является неточной уже по 
своему характеру. 

При расчете цепи в качестве исходных данных обычно исполь
зуют некоторые идеализированные, графически з аданные харак
теристики или известные верхний и нижний пределы их изменения. 
Аналитически в виде обычного сопротивления или проводимости 
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эти данные задаются очень редко, и поэтому указанные функции 
едва ли имеют рациональную форму, удовлетворяющую необхо
димым условиям физической реализуемости . 

Задача аппроксимации связана с построением такой рацио
нальной функции, которая, с одной стороны, удовлетворяла бы 
соответствующим условиям реализуемости, а с другой - исходным 
данным , касающимся характеристик требуемой цепи .  Именно на  
этом этапе проектирования ставятся все вопросы относительно до
пусков и пригодности возможных решений .  В дальнейшем, после 
того как определена соответствующая рациональная функция, нет 
необходимости снижать предъявляемые требования или пересмат
ривать допуски на характеристики . Исключением являются случаи, 
когда необходимо учесть влияние неустранимых паразитных эле
ментов, присутствие которых может значительно повлиять н а  
заданную функцию. 

Опытный инженер-проектировщик не будет отдельно рассматри 
вать задачи аппроксимации и реализации. Он умело использует 
гибкость метода аппроксимации, чтобы получить рациональную 
функцию, не только удовлетворяющую необходимым условиям 
реализуемости, но и обладающую некоторыми особыми свойствами .  
Эти свойства позволят отдать предпочтение · тому или иному виду 
реализации и дадут возможность так построить и отрегулировать 
проектируемую цепь, чтобы одновременно свести к минимуму 
паразитные эффекты. 

Целесообразность подобного «поглощения» задачей аппрокси
мации некоторых предполагаемых трудностей последующего про
цесса реализации указывает на то , что эти оба этапа полной задачи 
синтеза должны быть тесно связаны между собой для достижения 
максимальной эффективности при проектировании линейных пас 
сивных цепей с сосредоточенными параметрами .  В процессе 
обсуждения мы не будем стремиться подробно исследовать взаимо
связь, существующую между указанными этапами - аnпроксима 
цией и реализацией ; мы рассмотрим лишь некоторые из  известных 
и чаще используемых методов получения рациональных аппрокси
мирующих функций, соответствующих обычно встречающимся при 
проектировании функциям. Такое рассмотрение  в любом случае 
является ценным и приводит к решению полной задачи синтеза .  

· XIV.1. Функции &аттерворта и Чебышева 

Обычно встречаются случаи, когда необходимо найти рацио
н альную функцию, в частности отношение двух полиномов от пере
менной (1)2, определяемое выражением (Xl .6) . Эта функция 
аппроксимирует так н азываемую нормализованную идеализиро
ванную низкочастотную характеристику, изображенную на  
рис. XIV. l .  

Нормализация состоит в выборе единичного значения для уров
ня сопротивления и угловой частоты среза ,  а идеализация предпо-
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лагает выбор точно прямоугольной формы низкочастотной харак
геристики, которая постоянна в полосе пропускания - 1 < ш < 1 
(характеристика должна быть четной функ
цией) и тождественно равна  нулю за ее преде
лами .  Можно использовать соответствующую 
нормализацию шкал модуля и частоты отно
сительно любого уровня сопротивления и ча-
стоты срез а .  Задавая соответствующие допу-
ски нетрудно определить, с какой точностью 
следует аппроксимировать идеализированную 
фу,нкцию. 

Простой, но весьма эффективной функ
цией, позволяющей получить любую точность 
аппроксимации идеализированной кривой, при-

ll,z{Jt.J/2 
j f t------.. 

о 1 (,.) 
Рис. XI V. 1 

веденной на  рис. XIV. l ,  является так называемая функция Баттер
ворта порядка п 

(XIV . 1 ) 

Действительная кривая модуля сопротивления передачи, полу
чаемая с помощью такой рациональной функции, аппроксимирую
щей квадрат модуля этого сопротивления , показана на рис. XIV.2 

' Zal 
tOt--181111.:::::::;:::�;:::: 
0.8 
O,G 
0,4 

о 0.2 а.; ав ав r.o t.2 1.4 !G 1,в 3.0 (J 
Рис. XI V.2 

для различных порядков п. Очевидно, что кривые для всех поряд
ков проходят через точку 0,707 при частоте ffi = 1 .  Подобно простой 
резонансной кривой (которая в данном случае является функцией 
Баттерворта первого порядка) все функции в этом семействе про
ходят через точку половинной мощности на теоретической частоте 
среза .  

Аппроксимация везде монотонна .  В окрестности точки ы = О 
имеем 

l - / Z12 UU1) / = -l (J)2n_ � (J)4n + _5_ (J)6n _ • • •  + . . .  (XIV . 2) 
2 8 1 6  

Как видно отсюда, первые (2п  - 1 )  производные в н ачале ко
ординат равны нулю, что обусловливает весьма плоский вид кри
вых или почти постоянную их величину на низких частотах. По-
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этому характеристики Баттерворта называются «максимально 
ПЛОСКИМИ».  

Легко получить комплексное сопротивление передачи Z1 2 (s) , соответствующее квадрату модуля н а  мнимой оси, определяемому 
выражением (XIV. l . ) . Используя обозначение в ф-ле (XI .6) , 
запишем 

Нули этого выражения являются корнями уравнения 
s2n = ein(n-l >+i2nv ' 

где v - целое число. Из ур-ния (XIV.4) легко найти корни 
jn(2•+n-1 ) 

s. = e  2п при v = 1 , 2, . . . , 2п. 

(XIV . 3) 

(XIV . 4) 

(XIV . 5) 
Диаграмма расположения полученных корней представляет 

собой в плоскости s единичную окружность, причем все корни рас
положены симметрично относительно начала координат. На 
рис. XIV.3 показаны диаграммы для случаев п = 3 и 4 .  

jt,,J j(,J 
6 ЕrJцнцчн. t в 1 - -- онруж- ..-'\" -""'9-... "°J:( 1-Р... �ность-....../ 1 - , / \ / \ 2 /  \ / \ 7 / 

\ /  \5 L .:.�' 1 ...... ...... � 2 \ / \/) б 1 / ..... / ....... ....... 1 6  
\ / \ 11 J� / \ 'J6 

\ \ \ . / \ 
' /  , · / ' / \ 
J'-d.- - - .Р4 4-.J.__ %f 

n = J  n = 4 
Рис. XI V.3 

Полином знаменателя функции Z12 (s ) содержит нули, располо
женные в левой полуплос�ости, которым в ф-ле (XIV.5) соответ
ствуют значения v = 1 ,  2 , .�" п. Когда п - нечетное, один нуль, 
расположенный в левой по�уплоскости, всегда лежит в точке 
s = -1 ,  а знаменатель содержит множитель ( 1  + s ) . Остальные 
нули . знаменателя определяются квадратными множителями, 
дающими комплексно-сопряженные пары. Поскольку все векторы 
s, имеют единичный модуль, постоянный член полинома знамена
теля равен единице. Поэтому комплексное сопротивление передачи, 
соответствующее единичному квадрату модуля п-го порядка, опре
деляется выражением 

l 
Z12 (s) = (XIV . 6 )  

l + ais + tzts2 + азs3 + . . . + ansn 
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Значения коэффициентов полинома знаменателя (X IV.6) и его 
представление в виде сомножителей даны для нескольких значений 
п в следующих двух таблицах [33] .  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

1 , 000 
1 , 4 1 4  1 , 000 
2 , 000 2 , 000 1 , 000 
2 , 6 1 3  3 , 4 1 4  2 , 6 1 3  
3 , 236 5 , 236 5 , 236 
3 , 864 7 , 464 9 , 1 4 1  
4 , 494 1 0 , 1 03 1 4 , 606 
5 , 1 26 1 3 ,  1 38 2 1 , 848 

п 

( 1 + s) 
2 ( 1 + l , 4 1 4s + s2) 
3 ( l + s) ( l + s + s2) 

1 , 000 (XIV .  7) 
3 , 236 1 , 000 
7 , 464 3 , 864 1 , 000 

1 4 , 606 1 0 ,  1 03 4 , 494 1 , 000 
25 , 691 2 1 , 848 1 3 ,  138 5 , 1 26 1 , 000 

Полином з11аменателя 

4 ( 1  + 0 , 7653s + s2) ( 1 + l , 8477s + s2) (XI V . 8) 
5 ( 1 + s) ( 1 + 0 , 6 1 80s + s2) (1 + l , 6 1 80s + s2) 
6 ( 1 + 0 , 5 1 76s -j- s2) ( 1 + l , 4 1 42s + s2) ( 1 + l , 9,3 1 8 s + s2) 
7 ( 1 + s) ( 1 + 0 , 4449s + s2) ( 1 + l , 2465s + s2) ( 1 + l , 8022s + s2) 
8 ( 1 + 0 , 3896s + s2) ( 1 + 1 , 1 1  I Os + s2) ( 1 -1 - 1 , 6630s + s2) х Х ( 1 + l , 9622s + s2) 

Дополнительные полиномы для более высоких порядков можно 
вычислить простым путем. Очевидно, что зн ачения коэффициентов 
р аспределены симметрично ( подобно биноми альным коэффици
ентам) , что всегда имеет место, если нули полинома лежат в точ
ках единичной окружности (не обязательно на одинаковых расстоя-
ниях друг от друга) или в сопряженных с ними точках. _ Для получения лучшей аппроксимации идеального прямоуголь
ника, изображенного на рис. X IV. l ,  полиномом заданной степеюr 
функция Баттерворта не является н аилучшей, ибо она обеспечива ·  
ет такую оптимальную аппроксимацию лишь в точке со = О, но не 
позволяет получить равномерную аппроксимацию в интервале 
() < со < 1 .  Наиболее эффективный результат достигается , если 
удается найти рациональную функцию, которая аппроксимирует 
постоянное значение, равное единице, в указанном интервале не 
монотонно, а волноообразно. 

В поисках кривой подобного типа рассмотрим сначала более 
подробно функцию Баттерворта, определяемую !!Ыраженцем - 535 -



(XIV. l ) .  Изобразив член w2n в знаменателе н а  отдельном графике ,  
замечаем, что он аппроксимирует нуль в интервале О < ·W < 1 и 
бесконечно удаленную точку вне этого интервала. 

Действительно, если вместо выражения (XIV. 1 )  з аписать 
I Z12 (iro) l2 = I + ;• (oo) (XIV" 9) 

и заметить, что функция F2 ( ro) , по существу, равна нулю в интер
вале О < ro < 1 и бесконечности (точнее, величине, значительно 
большей единицы)  при ro > 1 ,  то функция, определяемая выраже 
нием (XIV.9) , будет иметь форму, весьма близкую к прямоуголь
нику, показанному на рис. XIV. 1 .  Таким образом, с ростом целого 
числа п член w2n все больше приближается к выполнению данного 
требования, причем это происходит монотонно, и оптималвное 
решение получается для точек ro = О и ro = оо .  

Нам нужен полином от  ro, который с равными колебаниями 
аппроксимирует нуль в интервале О < ro < 1 (вернее, в интервале 
-1 < ro < 1 ,  так как аппроксимируемая характеристика является 
четной функцией) и быстро принимает большие значения вне его. 

Указанными свойствами обладает полином Чебышева ,  который 
(как функция любой вещественной переменной х) определяется 
выражением 

1 Т п (х) = 2n-I cos (n arc cos х), (XIV . 1 0) 

имеющим скорее вид трансцендентной функции ,  а не полинома .  
Однако легко установить, что это конечный полином от х,  если 
принять 

arc cos х = <р, или х = cos <р (XIV . 1 1 ) 
и вспомнить, что cos n<p (который совпадает с функцией Т n (х) с 
точностью до множителя 2п

1
_1 ) можно выразить как сумму членов, 

содержащих степени косинуса от cos <р до cosn <р (нечетные при п 
нечетном и четные при п четном) .  Так, 

cos 2<p = - 1 + 2cos2 <p ' 1 · 
cos З<р = - Зсоs <р + 4cos3 <р 
cos 4<р = 1 - 8cos2 <р + 8cos4 <р . . . . . . . . . 

(XIV . 1 2) 

После подстановки х вместо cos q> выражения (XIV. 12 )  стано
вятся полиномами от х. 

Одновременно с этим очевидно, что рассматриваемый полином 
колеблется с одинаковой амплитудой в интервале -1 < х < 1 ,  где 
аргумент <р согласно выражению (XIV. 1 1 )  является вещественным, u 1 Е так как, по существу, он р авен cos n<p с амплитудои 2п- •  . ели - 536 -



построить график в линейном масштабе для х, то можно видеть, 
что колебания, хотя и · имеют одинаковую амплитуду, отличаются 
периодом , поскольку масштаб <р нелинейный. В нашей задаче это 
обстоятельство, разумеется, не играет роли .  

Так как в приводимом ниже анализе используется полином с 
единичной амплитудой колебаний, то вместо стандартной формы 
полинома Чебышева перейдем к его модифицированной форме 

Vп (x) = cos (n arc cos x) , (XIV . 1 3) • • 1 которыи отличается от исходном лишь множителем 2n-I . 
Для получения полиномов любого порядка, а также для их 

вычисления при данных значениях аргумента х можно найти дру
гое представление полинома Чебышева, воспользовавшись выра
жением (XIV. 1 1 )  : 

откуда 
V 1 -х2 = sin <р и х + j V 1 -х2 = ei<P , (XIV . 1 4) 

(XIV . 1 5) 
Требуемый полином, определяемый выражением (XIV. 1 3) , тогда 

можно представить в виде 

или 

(х + j v 1 -x2)n + (x +  j v 1 -x2)-n V п (х) = cos n<p = -'---'-'-----'---'---'-'-----'-
2 

V ( ) (x + i V1 -x2)" + (x- j V1 - x2)n 
п Х = COS n<p = , 2 

что вытекает из соотношения (XIV. 1 5 ) . 
Вместо ф-л (XIV. 1 1 )  и (XIV. 1 4 )  запишем 

х = ch -ф, V х2 - 1 = sh -ф, 
а вместо (XIV. 1 5 )  -

е=-Ф = х +  V х2 1 .  
Теперь полином Чебышева можно представить в виде 

V ( ) - h •1, _ (x + 'Vx2- 1 )n + (x ±  vx2 i )+n 
п Х - С  n't' - , 2 

(XIV . 1 6) 

(XIV . 1 7) 

(XIV . 1 8) 

(XIV . 19) 

(XIV . 20) 

очевидно, эквивалентном выражению (XIV. 1 6) или (XIV. 1 7 ) , но 
более удобном для его вычисления при х > 1 .  

Выражения (XIV. 1 7) и (XIV.20) удобны, кроме того, для по
строения полиномов любого порядка . Действительно, полином 
V n (х) определяется либо вещественной частью слагаемого 
(х + j Vl - x2) n, лИбо рациональной частью слагаемого (х + У х2 - 1 )  n, что равно сумме первого, третьего. пятого, . . .  - 537 -



•членов в биномиальном разложении этих двух выражений. Таким 
лутем легко найти · 

V1 (X) = X ) 
V2 (x) = 2x2 - l  
V3 (x) = 4х3-Зх 
V4 (x) = 8x4-8x2 + 1 
V5 (x) = 1 6х0-20х3 + 5х 
V6 (x) = 32x6- 48x4 + 1 8х2- 1  

(XIV . 2 1 ) 

Существует следующая рекуррентная формула, которую можно 
111спользовать для вычисления дополнительных полююмов по при-
1Веденным выше: 

Vn+t -2xVn + Vп-1  = О. (XIV . 22) 
Полиномы нечетного порядка оказываются нечетными, а поли

�юмы четного поряд1<а - четными. 
С точностью до аддитивной постоянной и соответствующего 

множителя квадрат полинома Чебышева, очевидно, равен полиному 
второго порядка . В частности, нетрудно заметить, что 

V2 ( ) - V1n + 1 
п х - . 

2 
(XIV . 23) 

Например, квадрат функции V3 (x) из выражения (XIV.2 1 )  дает 
1 6 х6 - 24х4 + 9х2, что равно v6 + 1 . 

2 
Для того чтобы вычислить и изобразить графически данный 

полином, рассмотрим отдельно интервалы -1 < х < 1 и l x l > 1 .  
В первом из них требуется лишь найти те значения х, при которых 
полином равен ± 1 или О. Значениями ер, при которых cos п ер  также 
равен ± 1 или О, яв.Ляются ер = � , где v - целое. З атем с по-

2п 
мощью выражения (X IV. 1 1 )  можно получить соответствующие 
значения х :  

'V1' X = cos - при v = O, 1 , 2, . . .  , 2tz .  . (XIV . 24) 
2п 

Во втором интервале, 1 х 1 > 1 ,  для расчета значений V n (х )  
·н аиболее целесообразно использовать ф-лу (XIV .20) . При этом 
.достаточно вычислить одно значение функции при х, близком к 
.единице, и дополнительные ее значения при больших х. В качестве 

5 х, близкого к единице, удобно выбрать - , так как из выражения 4 
(X IV.20) следует, что 

Vn ( +) = 2n 
� гп :::::::: 2n-I . • (XIV , 25) 
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Кроме того, оттуда же имеем 
Vп (Х) � 2n-I Хп при Х ))  1 .  (XIV . 26) 

Полученное выражение является просто старшим членом по
линома. 

На рис .  XIV.4 представлены графики полиномов Vз (х) и V4 (x) ,  
вычисленных указанным способом. У полиномов более высокого 
порядка графики имеют такой же общий характер, но обладают 
большей колебательностью в интервале - 1 < х < 1 и большей 
скоростью нарастания абсолютных значений вне его. Частота ко
лебаний относительно низка около точки х = О и возрастает по 
мере того, как х стремится к точкам ± 1 . Это видно по зн ачениям х 

О} 
\Jf:r) 

4 
3 

tfJ 

:r 

Рис. XI V.4 

�{i 
7 
G s � 
J 
2 

:r 

из выражений (XIV.24) , при которых функция Vn (x) проходит че
рез точки ± 1 и О. 

Возвращаясь теперь к выражению (XIV.9 ) , заметим, что функ
ция F2 ( ro) остается положительной. Простейший способ выполнения 
этого условия - возвести в квадрат полином V n (х) ,  что значитель
но проще (но полностью эквивалентно) , чем добавлять соответ
ствующие постоянные к полиномам четного порядка. Переменную х 
можно отождествить с ro, и если умножить функцию V n (х) на  
величину е < 1 ,  т о  погрешность, с которой результирующая функ
ция F2 (ro) аппроксимирует нуль в интервале - 1 < ro < 1 ,  легко 
1юнтролируется . Следовательно, 

(XIV . 27) 
Квадрат модуля -сопротивления передачи [см .  выражение 

(XIV.9 ) ]  имеет вид 
1 Z ( 'ro) l2 -

l 
i2 / -

l + e2v11• (ro)
. (XIV . 28) 

. l На рис. XIV.5 дан{рафик функции Z12 (jro) при е2 = s  и п = 4. 
Можно заметить, что спад ее за  частотой среза является значи
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тельно более крутым, чем у функции Баттерворта четвертого по
рядка, изображенной на рис. XIV.2, которая приводит к той же 
степени сложности сопротивления передачи .  В этом отношении при
менение данной функции Чебышева фактически позволяет получить 
тот же результат, что и применение функции Баттерворта восьмого 
порядка . 

О 0.2 0,4 O,G 0,8 1,0 1.2 1.4 tG �8 !,О ы 
Рис. XI V.5 

Амплитуда пульсаций в полосе пропускания при малом в имеет 
величину 

1 - 1 s2 
Jf 1 + s2 :::::::: 2 '  

в то время как за частотой среза, где вЧ'; (ro)  � 1 ,  имеем 

1 Z12 (jro) 1 :::::::: 1 
вV п (rо) 

(XIV . 29) 

/ 
(XIV . 30) 

При выборе малого значения в получаются меньшие пульсации 
в полосе пропускания, но поведение функции за частотой среза 
ухудшается , и при в = О функция (XIV.28) не проявляет уже спо
собности аппроксимировать идеальный прямоугольник. Однако для 
средних значений пульсации в полосе пропускания, допустимых на  
практике, эта способность функции (XIV.28) лучше, ч ем  у функции 
Баттерворта того же порядка. Используя два параметра  в и п,  
легко выполнить заданные требования, касающиеся погрешности 
аппроксимации в полосе пропускания и крутизны характеристики 
з а  частотой среза .  

Для получения соответствующего комплексного сопротивления 
передачи Z12 (s ) необходимо определить расположенные в левой 
полуплоскости корни уравнения 

B (-s2) = 1 + в2v; = о. (XIV . 3 1 )  
Здесь предполагается, что в полиноме v; (ro)  переменная ro2 

заменена н а  -s2• Эти корни можно представить в замкнут9й форме 
следующим образом. После подстановки соотношения V n = cos п <р 

- 540 -



в выражение (X IV.3 1 )  нужно учесть соответствующие комплексные 
значения <р, приняв <р = <р 1 + j<p2. Тогда 

eVn = + j = е cos n (<p1 + j<p2) = е cos ti<p1 ch n<p2 -
- je sin n<p1 sh n<p2 • 

Приравняв вещественную и мнимую ч асти ,  получим :  
cos n<p1 ch n<p2 = О ;  

sin n<p1 sh n<p2 = ± -1- , 
8 

откуда определяем <р1  и <р2. 

(XIV . 32) 

(XIV . 33) 
(XIV . 34) 

Поскольку ch <р2 не равен нулю при любых вещественных зна
чениях <р2, ур-ние (XIV.33) может выполняться лишь при выборе 
таких значений <р 1 ,  при которых cos п <р1 = О. Эти значения <р 1  мож
но представить в виде 

<р1 = � при '\/ = 1 , 3, 5, . .  " 4п- 1 . 
2п 

(XIV . 35) 
Из выражения (XIV.34) 

Отсюда 

1 sh n<p2 = + - ; - в 
ch n<p2 = " / _l_ + 1 .  V в2 (XIV . 36) 

еп�. = " (-1- + 1 + -1 • (XIV . 37) 
V s2 - s 

Поскольку знаки « ± »  просто дают обратные значения показа
тельной функции, можно записать 

Тогда получим 

1 

е�· = ( v 812 + 1 ++ )11 (XIV . 38) 

(XIV . 39) 

где знаки « ± » соответственно дают гиперболические функции ко
синуса и синуса . 

Теперь для комплексных значений s имеем 
s. = j cos (<p1 + j<p2) = siп <р1 sh <р2 + j cos <р1 ch <р2 ,  (XIV . 40) 

\ где значения <р 1 определяются соотношениями (XIV.35) , а sh <р2 и 
ch <р2 - выражениями (XIV.39) . Нас интересуют лишь корни вы-
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ражения (XIV.3 1 )  в левой полуплоскости . Поэтому если записать 
s, = о, + jro,, (XIV . 4 1 ) 

то 1 при v �  1 , 3, 5, " . , 2п - 1  . 
• v:n; h О, =  - SIП - S q>2 2п 

v:n; ro, = cos - ch q>2 2п 

(XIV . 42) 

Эти корни лежат н а  эллипсе, !3ЫЧерченном в плоскости s, как 
следует из соотношений (XIV.42) , если принять во внимание, что 

2 2 --5_ + � = 1 .  
sh2 q>2 ch2 q>2 

(XIV . 43) 
Очевидно, что sh q>2 и 

рис. XIV.6 такой эллипс 
ch q>2 являются полуосями эллипса . Н а  
построен для п = 6 и отношения длин 

полуосей, равного двум .  Кон 
тур этого эллипса и располо

' 7-V--::: \ 

j(,) 
1_. R".....,,..23 ......... 

11 
Рис. XI V.6 

'-К' 
/ \ 

\ 19 
...:-.::\ 

женные н а  нем точки, соответ-
ствующие корням выражения 
(XIV.3 1 ) , легко н айти, вычер 
тив сначала окружности радиу
сом ,  равным полуосям ,  затем 
радиальные линии под углами, 
определяемыми из соотноше-d ний (XIV.35) , и ,  наконец, про
ведя горизонтальные и верти
кальные пунктирные линии. 

Поскольку это геометриче
ское место точек (контур эл
липса) зависит от двух пара 
метров е и п,  его трудно по раз
мерам и форме сравнить с ок-
ружностью, являющейся гео
метрическим местом точек 

функции Баттерворта, изображенной на рис. X IV.3. Для значений 
1 е, равных приблизительно - или меньше, выражение (XIV.38) 
3 

можно аппроксимировать с помощью зависимости 1 
е�· � (+ )п · (XIV . 44) 

Тогда средний радиус двух окружностей на рис. XIV.6 можно 
представить в виде 

1 ro �+(+ )п. ( XIV . 45) 
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а отношение меньшей полуоси эллипса к его большей полуоси -
2 

(+) п - l  
р � ....;_ __ 

2 
__ (XIV . 46) 

(+) п + l 

При достаточно малых значениях е и средних значениях п: 
очевидно, что средний радиус может быть больше единицы , а 
отношение р почти равно единице. Тогда указанное геометрическое 
место точек по форме почти совпадает с окружностью, а по разме
рам будет больше единичной окружности. С другой стороны ,  при 
относительно малых зн ачениях е и больших значениях п средний 

l радиус стремится к значению - , а отношение р становится малым. . 2 
Тогда все полюсы рассматриваемой передаточной функции распо
лагаются внутри единичного круга и лежат вблизи мнимой оси. 

Используя простую модификацию функции (XIV.28) ,. получаем 
аппроксимацию прямоугольника, имеющую характер равноволно
вой функции за частотой среза, а не в полосе пропускания . Эта 
функция имеет вид 

s2 v� (�) 1 Z12 (jro) 12 = (XIV . 47) 
l + s2 V� ( -;-) 

1· Не производя замены переменной ro на  - в аргументе функции 
(J) 

V n ( ro) , появляющейся в этом выражении, можно заметить, что 
рассматриваемая функция является дополнительной к функции. 
определяемой выражением (XIV.28) , так как их сумма,  очевидно, 
равна единице. Дополнительная функция, обладающая свойством 
пропускать высокие частоты, обеспечивает равноволновую аппрок
симацию нуля в своей полосе з адерживания -1 < ro < 1 и моно
тонную аппроксимацию единицы в полосе пропускания 1 ro 1  > 1 . 
При замене ro н а -1- ,  очевидно, происходит взаимная замена обла-

ю 
стей задерживания и пропускания и появляется функция (XIV.47) . 
которая монотонно аппроксимирует единицу и равноволново нуль в 
интервалах - 1  < ro < 1 и 1 ro 1  > 1 соответственно. 

На рис. XIV.7 показан график модуля функции. Z12· (iro) , опреде
ляемой выражением (X IV.47) ,  при тех же значениях в и п, которые
использовали� для построения кривой, изображенной на 
рис. XIV.5. Важно отметить, что амплитуда пульсаций теперь рав -

s2 н а е, а не - . Для того чтобы получить такую же пульсацию в 
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полосе задерживания для функции (XIV.47) , какую дает функция 
(X IV.28) в полосе пропускания, требуется значительно меньшая 
величин а е. 

Если при расчете цепей связи без потерь, н агруженных с обеих 
сторон на резистивные сопротивления (см . § XI .5) , используются 
функции Баттерворта или Чебышева , целесообразно иметь в виду, 
что результирующие цепи всегда будут либо симметричными, либо 
антиметричными .  Как было показано в § XI .6, эти специальные 
формы цепей появляются в том случае, когда предполагаемая функ
ция квадрата модуля имеет вид выражения (XIV.9) , где F2 ( ro ) 
является квадратом нечетной или четной рациональной функции 
соответственно. Таким образом, очевидно, что функции Баттерворта 
и Чебышева нечетного порядка дают симметричные цепи, а функ
ции четного порядка - антиметричные. 

fl12f 
1.0 ..-----....:: 
0,8 
0,8 
а" . 
0.2 
О 0.Z 0,4 0.8 0,8 1.0 1.2 l4 1.Б 1.8 �О (с) 

Рис. X/ V.7 

Соответствующие цепи без потерь, нагруженные с одной или с 
обеих сторон , являются неуравновешенными цепными схемами с 
последовательными индуктивностями и параллельными емкостями ,  
причем общее число элементов равно порядку п аппроксимирую
щей функции .  Применение функций Баттерворта и Чебышева при
водит к одной и той же структуре цепной схемы ; разница между 
ними заключается лишь в распределении значений элементов. 

XIV.3. Асимптотические сво84ства функци-4 
&аттерворта и Чебыwева 

Це.11есообразно исследовать ·и сравнить асимптотические свой
ства функций Баттерворта и Чебышева , определяемых выражения
ми (X IV. l )  и (X IV.28) соответственно, используя логарифмические 
шкалы для зависимой и независимой переменных. При ro -+  оо 
свойства функции 1 Z12 (jro) 1 .  определяемой выражением (XIV. l ) ,  
ан алогичны свойствам функции � . Последнюю можно предста-
вить в виде потерь (в  децибелах) 

<Z[дб] = 201og ron, 
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rде символ «log» обозначает логарифм с основанием 1 0. Для не
зависимой переменной обычно используется логарифмический 
масштаб с основанием 2, т. е . 

(1) = 2". (XIV . 49) 

Здесь и = О соответствует частоте среза ro = 1 ,  а точки и = 1 ,  2 , . . .  
обозначают октавы, расположенные выше этой частоты среза .  

После подстановки выражения (XIV.49) в ф-лу (XIV.48) асим
птотические свойства функции Баттерворта можно оценить следую
щим образом : 

�[дб] = 20Iog 2nи = 20пи log 2 :::::::: бпи. (XIV . 50) 
Эта функция, как по

казано ·на рис. XIV.8a, 
имеет линейную асимпто
ту с наклоном бп дб/окт. 

На том же основании 
з атухание ниже частоты 
среза  имеет постоянную и 
равную нулю асимптоту. 
Таким ·  образом, прибли
женное представление 
функции полных потерь, 
изображенной на рис. 
XIV.8a сплошной линией, 
состоит из горизонтальной 
оси для отрицательных 
значений и (октавы ниже 
частоты среза )  и прямой 
линии с наклоном 6 дб/окт 
для положительных зна
чений и, причем точка из
лома характеристики по
является на частоте среза 
и =  о. 

-2 

а] d., ilб 
!Вп 
12п 

двисто. 6 затg:r:ани.в п Jj]tf. 
_ ,  

б} « , il  
'О 

дс1111птот. затgrание 

2 

_, . о  1 z 1 
·Рис. XIV.8 

J /J. 

и. 

Это линейно-ломаное представление, по существу, отличается 
от кривой реальных потерь, построенной в таких же логарифмиче
ских м асштабах по обеим осям ,  лишь вблизи точки излома,  где 
реальные потери составляют 3 дб (нез ависимо от порядка п) , а не 
равны нулю. Функция реальных потерь в указанной окрестности 
имеет вид пунктирной кривой, показанной .на том же рисунке, где 
ЛИflейно-ломаная аппроксимация (сплошная кривая) сглажена 
путем введения на  частоте среза затухания 3 дб. 

Аналогичное представление возможно и для функции Чебышева, 
определяемой. выражением (XIV.28) . При этом надо использовать 
выражения (XIV.26) и (XIV.30) , с помощью которых асимптотиче
ские свойства данной функции получаются при больших значениях 
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ro. Таким образом, соответствующие асимптотические потери в де
цибелах определяются выражением 

СХ.[дб] = 20\og ( 2n-I eron). (XIV . 5 1 )  
Далее снова произведем изменение переменной по  формуле 

(XIV.49) , тогда 
СХ.[дб] = 20\og 2nи + 20\og 2n-I + 20\og 8 

или приближенно 
а[дб] � бпи + 6 (п - 1 ) + 20\og 8. 

(XIV . 52) 

(XIV . 53) 
Выражение (XIV.53) отличается от выражения (XIV.50) для 

функции Баттерворта лишь добавлением второго и третьего членов, 
которые являются постоянными. Поскольку 8 :::::;; 1 ,  третий член в 
ф-ле (XIV.53) равен нулю или представляет собой отрицательную 
величину ; при этом второй член будет сокращаться , ибо он всегда 
положителен . В связи с тем что максимальные потери в полосе 
пропускания для функции Чебышева можно представить в виде 
20 log V 1 + 82 дб, очевидно, что при 8 = 1 пульсация составляет 
3 дб. Такая весьма большая величина пульсаций в полосе пропу
скания допустима во многих практических случаях и появляется, 
как видно из выражения (XIV.53) , вследствие увеличения асимпто
тических потерь. Для функции Чебышева достаточно высокого по
рядка п второй член выражения (XIV.53) компенсирует влияние 
третьего даже при умеренных значениях 8, несколько меньших: 
единицы. Учитывая эти соображения,  относящиеся к широкому 
классу практических задач, можно для асимптотических потерь за
писать приближенное соотношение 

СХ.[дб] :::::::: бпи + б (п - 1 ). (XIV . 54) 
Графически оно представлено· н а  рис. X IV.8б, н а  котором для 

сравнения пунктирной линией показана асимптота бп дб/окт 
функции Баттерворта. Превышение в б (п - 1 )  дб функции Чеб1:>1-
шева над функцией Баттерворта имеет важное значение в ряде 
практических случаев. 

XIV .4. Преобразования частоты 

После соответствующих преобразований независимой перемен
ной рациональные аппроксимирующие функции ,  полученные для 
идеальной низкочастотной характеристики, изображенной н а  
рис. X IV. l ,  можно использовать применительно к аналогичным вы
сокочастотным, полосовым, заграждающим и другим более общим 
характеристикам фильтра .  Как уже было показано, если в норма
лизовадной низкочастотной аппроксимирующей функции заменить 

l 
ro н а  - , то м асштаб частот инвертируется относительно частоты 00 
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срез а ro = 1 и исходная функция будет соответствов ать функции, 
аппроксимирующей идеальную характеристику фильтра верхних 
частот. Такой же простой �пособ преобразования пригоден для лю
бого требуемого класса фильтров. 

Поскольку этот процесс основан на использовании лишь неза
висимой переменной, он не оказывает влияния на допуски, в пре
делах которых соответствующая функция аппроксимирует данную 
идеальную характеристику. Таким образом, любая амплитуда 
пульсаций низкочастотной аппроксимирующей функции остаетси 
неизменной, когда эта функция преобразуется посредством соответ
ствующего изменения независимой переменной в какую-либо дру
гую функцию 1 • 

Более того, подобное изменение переменной осуществимо таким 
образом, что его влияние на данную низкочастотную аппроксими
рующую функцию (ей соответствует так называемая  цепь-про
тотип нижних частот) можно выразить непосредственно череs 
модификации в ее структуре и значениях элементов, которые ука
занное влияние обусловливает. Это позволяет полностью устранитr. 
необходимость образования соответствующей полосовой или дpyroii 
сложной аппроксимирующей функции й применения метода реали
зации ,  требующего значительно более громоздких расчетов. 

Предположим, что комплексная частота для функции нижних 
частот обозначена через 'А = а + j{i, а для преобразованной функ
ции - через s = cr + jro. Необходимо найти соотношение между А 
и s, которое преобразует данную низкочастотную функцию Z (l) . 11 
аппроксимирующую функцию Z (s) , соответствующую любому ин
тересующему нас классу фильтров. Это соотношение, как оказы
вается, имеет простой вид 

Л. = z (s), (XIV • .  �5) 
где z (s) - реактивная функция .  Нетрудно понять, почему эта 
простая и хорошо известная функция удовлетворяет всем ука�ан-
ным выше требованиям. . 

Две точки в плоскости А., а именно нуль и бесконечность, пред
ставляют особый интерес. Точка 'А = О соответствует среднеii 
частоте полосы пропускания низкочастотной функции, а окрест
ность точки А. = оо - тому поведению низкочастотной аппроксими
рующей функции, которое характеризуется ее асимптотйческимн 
свойствами .  Функция 'А = z (s)  необходима  для того, чтобы эти два 
значения А. соответствовали некоторым заданным точкам н а  мнимой 
оси плоскости s. 

1 Несмотря на то что выраженная здесь точка зрения подтвердилась в о  мно
гих практических применениях, встречаются случаи, когда изменение аппроксими
рующей функции по оси абсцисс, обусловленное преобразованием независимой пе
ременной, вызывает возражения. При таких условиях приходится решать задачу 
аппроксимации для требуемого частного класса фильтров [34J. 
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Таким образом, преобразование низкочастотной характеристики 
1 в высокочастотную с помощью переменной ').., = - приводит к вза-
s 

имной замене начала координат и бесконечно удаленной точки. 
При этом точка 'А = О преобразуется в точку s = оо, а 'А = оо -· в  
s = О. Центр полосы пропускания аппроксимирующей функции 
оказывается в точке s = оо, ее асимптотическое свойство опреде
ляется при s = О . . Низкочастотная характеристика превращается в 
высокочастотную . . 

Если требуется преобразовать низкочастотную характеристику 
в полосовую, то, следовательно, необходимо, чтобы функция z (s) 
имела нуль при конечном, отличном от нуля значении s и полюсы 
(точки, где 'А = оо ) - в точках s = О и s = оо. Реактивная функ
ция , характеризующая последовательный LC контур ,  обладает 
именно такими свойствами. В частности, известная функция 

52 + 002 
Л = о 

s 
(XIV . 56) 

преобразует точку Л. = О в две точки на мнимой оси s = ±jro0 и 
точку 'А = оо - в точки -s = О и s = оо . Поэтому выражение 
(XIV.56) дает преобразование низкочастотной характеристики в 
полосовую. 

Преобразование низкочастотной характеристики в характери
стику з аграждающую, очевидно, можно осуществить, используя 
выражение, обратное выражению (XIV.56) , а именно 

s Л = • 
52 + ro� 

(XIV . 57) 

в результате которого точка 'А = О преобразуется в s = О и s = оо, 
а точка Л. = оо - в s = ±jroo. 

Преобразование низкочастотной характеристики в низкочастот
но-полосовую характеристику ( low-and-bandpass) осуществляется 
с помощью реактивной функции 

� _ s ( 52 + ro�) 
11, - , (XIV . 58) 

( s2 + ro�) 

при этом точка Л. = О преобразуется в три точки s = О и s = 
= ±jro0, а точка Л. = оо - также. в три точки s = оо и s = ± irooo. 
Таким образом, можно легко выразить преобразование низкоча
стотной аппроксимирующей характеристики в характеристику 
любого требуемого класса фильтров. 

Все эти преобразования обладают общим свойством, заклю
чающимся в том, что модификации цепи, которым они соответству
ют, непосредственно очевидны, поскольку мы уже знакомы с син
тезом реактивных функций. Нетрудно заметить, что преобразование 
низкочастотной характеристики в полосовую, определяемое выра· 

- 548 -



жением (XIV.56) , превращает индуктивность с реактивным сопро
тивлением L'A в последовательный LC контур, определяемый 
реактивной функцией (XIV.56) с уровнем сопротивления, умножен 
ным на  L. Оно, кроме того, превращает емкость с реактивной 
проводимостью С'А в параллельный LC контур, определяемый 
функцией реактивной проводимости (XIV.56) , с уровнем проводи
мости, умноженным на  С. Другими словами, каждая индуктив
ность низкочастотной цепи-прототипа со значением L, гн, соеди-

1 няется последовательно с емкостью -- ф, а емкость низкочастот-Lrо� 
ной цепи-прототипа со значением С ф соединяется параллельно 

l с индуктивностью -- гн. 
Cro� 

Аналогично преобразование низкочастотной характеристики в 
характеристику заграждающую, определяемое выражением 
(XIV.57) , можно рассматривать непосредственно через модифика
ции низкочастотной цепи-прототипа .  Поскольку преобразующая 
функция в данном случае обратна функции (XIV.56) , все операции, 
по существу, сохраняются прежними, как и для случая преобра
зования низкочастотной характеристики в полосовую, за исключе
нием того, что здесь необходимо поменять местами L и С. В част
ности, щщуктивность L низкочастотной цепи становится емкостью 

l , . L - ф, подключеннои параллельно с индуктивностью -- гн, а 
L ro� 

емкостью С низкочастотной цепи становится индуктивностью 
l с - гн, соединенной последовательно с емкостью - ф. с (J)� 

Более сложные преобразования {например, (XIV.58) и другие], 
тем не менее, легко объяснить, используя требуемые модификации 
цепи. При этом соответствующие функции следует рассматривать 
просто как функции реактивного сопротивления или реактивной 
проводимости, уровни сопротивления или проводимости которых 
нужно умножить на значения индуктивности L и емкости С низко
частотного прототипа . 

В заключение необходимо установить, каковы наиболее важные 
свойства этих преобразований и что происходит на частотах среза. 
Если выразить преобразование низкочастотной характеристики в 
полосовую, определяемое выражением (XIV.56) , в значениях пере
менной н'а мнимой оси, то оно будет иметь вид 

(J) 
(XIV . 59) 

График указанного преобразования дан на рис. X IV.9. Частота 
среза  низкочастотной функции обозначена через �с. а частоты сре
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за, соответствующие полосовой характеристике,- через ro1 и ro2. 
Эти частоты можно выразить через roc и ro0, используя корни урав-
11ения 

(XIV . 60) 

которое получается , если .положить в выражении (XIV.59) ro = 
= Ю0• Обратившись вновь к рис. XIV.9, замечаем, что корнями 
ур-ния (XIV.60) являiотся -ro1 и ro2• Известно, что сумма  их равна 
коэффициенту линейнщо члена с обратным знаком, а произведе
ние - постоянному члену. Отсюда 

rде w - ширина полосы пропускания. 

Рис. XI V.9 

(XIV . 6 1 )  
(XIV . 62) 

Выражение (XIV.6 1 )  показывает, что преобразование (XIV.56) 
нли (XIV.69) обладает свойством инвариантности ширины полосы 
пропускания фильтра . Из выражения (XIV.62) вытекает, что ариф
метически симметричная низкочастотная характеристика фильтра 
(которая является четной функцией от ro) преобразуется в полосо
вую характеристику, имеющую геометрическую симметрию относи
тельно средней частоты ro0, поскольку любые две частоты, геомет
!ическое �реднее которых равно roo, соответствуют паре значений 
11.> типа ± (J) c. 

При использовании подобного преобразования в ка-ком-либо 
конкретном примере необходимо прежде всего так изменить м ас
штаб частоты низкочастотной цепи-прототипа, чтобы получить 
1r1астоту среза ro0, равную ширине требуемой полосы пропускания. 
Затем, подбирая предварительно заданные значения ro 1 и ro2, соот
ветствующие данной ширине полосы [ф-ла (XIV.6 1 ) ], вычислить 
из выражен_ия (XIV.62) величину ro� . На этом операция преобразо-
аания заканчивается . - 550 -



В более сложном преобразовании низкочастотной характеристи-
ки в низкочастотно-полосовую, определяемом выражением 
(XIV.58) , которое на мнимой оси имеет вид 

(XIV . 63) 

частоту среза преобразованной низкочастотной характеристики 
можно обозначить через 001 , а частоты среза преобразованной поло
совой характеристики - через 002 < 003• Из графика, подобного 
представленному н а  рис. X IV.9, очевидно, что величины 001 ,  003 и 
-002 являются корнями уравнения 

(XIV . 64) 

Используя связь между коэффициентами и корнями уравнений, 
можно записать : 

003 -002 + 001 = ООс; 
001 002 - 001003 + 002003 = 00� ; 

- 2 
001002003 = 00с00оо• 

(XIV . 65) 
(XIV . 66) 
(XIV . 67) 

Первое из этих выражений снова указывает н а  свойство инва
риантности полной ширины полосы, в общем случае справедливое 
для такого рода преобразований [ 1 6, 35]. Метод определения того 
или иного требуемого преобразования предполагает нормализацию 
масштаба частотной оси низкочастотной цепи-прототипа относи
тельно значения roc, р авного к о м  б и н  и р о в а н  н о й  .ширине по 
лосы нужной преобразованной характеристики фильтра .  Далее, 
подбирая значения частот среза 001, 002 и 003, удовлетворяющие этой 
ширине полосы [см .  выражение (XIV.65) ], получают из выражений 
(XIV .66) и (X IV.67) соответствующие значения параметров оо� и 
(1)� . В результате осуществляется необходимое преобразование, 
определяемое выражением (XIV.58) . 

XIV.5 .  Равновояновые характеристики в пояосе . 
пропускания и в пояосе задерживания 

Полином Чебышева позволяет получить низкочастотную аппрок
симирующую функцию равных пульсаций ( равноволновую) в поло· 
се пропускания или в полосе задерживания. Однако, применяя 
JIИ Ш Ь  один такой полином, нельзя добиться равноволнового пове
ден.ия в обоих интервалах аппроксимации. В отличие от монотон
ных характеристик, характеристика равных пульсаций лишь в од
ном из указанных интервалов приводит к значительному улучше
нию возможности общей аппроксимации рациональной функцией 
заданной сложности. Поэтому интуитивно чувствуется, что воз -
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можно дальнейшее улучшение аппроксимации ,  если обеспечить 
такое поведение функции во всем интервале частот. Соответствую
щие способы достижения такого результата рассматриваются в 
следующих параграфах данной главы. Математические основы од
ного из них были впервые сформулированы Кауэром [36] и подроб
но изложены в работах [20, 37]. 

Функцию F (ro ) в выражении (XIV.9) удобно представить в виде 

либо в виде 

( ro�-ro2) ( ro� -ro2) . . . ( ro�n-I -ro2) F (ro) = (XIV . 68) 
{ 1 -ro�ro2) { 1 -ro� ro2) . • . ( 1 -ro�n-t ro2) 

F(ro) = ro (ro�-ro2) {ro�-ro2) . " (ro�п-ro2) • 
( 1 -ro� ro2) { 1 -ro� ro2) " . ( 1-ro�nro2) 

(XIV . 69) 

Первая функция является четной, а вторая нечетной. Каждая 
из них имеет нули на оси ro в интервале О < ffi < 1 и полюсы в 
интервале 1 < ro < оо, причем нули и полюсы соответственно рас
положены в сопряженных точках н а  этой оси . Для обеих функций 
справедливо соотношение 

F - - --( 1 ) 1 
ro - F (ro) ' 

(XIV . 70) 

согласно которому их значения в сопряженных точках на оси (J) 
являются взаимно сопряженными. Такую функцию можно рас
сматривать как функцию, колеблющуюся относительно нуля в 
интервале О < ro < 1 и относительно бесконечно удаленной точки в 
интервале 1 < ffi < оо. Если нули в точках ro1 ,  rоз, " . или в точках 
ro2, ro4, . " расположены таким образом, что функция обладает ха
рактеристикой равных пульсаций в первом из указанных интерва
лов, то она автоматически обладает такой же характеристю<0й и 
во втором. При этом подразумевается, что во втором интервале 
равны все ее минимальные значения . После подстановки в выра
жение (XIV.9) такая функция 1 , очевидно, дает сопротивление 
Z12 (s) . модуль которого обладает требуемым свойством аппрок
симирующей равноволновой функции и в полосе пропускания, и в 
полосе задерживания. 

На рис. XIV. 1 0  дан график, показывающий общий характер 
изменения четной функции, определяемой выражением (XIV.68) , 
для случая п = 2. Критические частоты (\) 1 и ffiз являются нулями 

1 1 полосы пропускания, а частоты - и - - полюсами полосы за-
rо1 roa держивания. Частоты р0, р2 , р4 являются точками максимального 

отклонения в полосе пропускания, а обратные им значения - ми
нимумами функции в полосе задерживания. Другими словами. 

1 Впервые она была предложена Е. Нортоном [37]. 
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частоты 
Ро Р2 

представляют точки максимального отклонения 
функции от бесконечности . Максимальное отклонение от нуля в 
полосе пропускания обозначено через е и означает погрешность, с 
которой эта функция аппроксимирует нуль в указанном интервале. 
Минимумы функции в полосе з адерживания имеют общее значение 

1 - . Наименьшая частота м аксимального отклонения в полосе про
s 

пускания Ро = О, а наибольшая Р2п = р4. 
Нечетная функция, определяе�ая выражением (XIV.69) , отли

чается от четной лишь тем ,  что точка ro = О является нулем ,  а не 
�(Ы) i '-_  t = 0,j ll = 2  
2 f t - - -, 1 ё l  

1 1 1 1 ru, Р, = оо 
3 (J 

Рис. X! V. 10 

точкой максимального отклонения .  Остальные свойства этой функ
ции совпадают со свойствами функции, изображенной н а  
рис. XIV. 1 0. 

Несмотря на  то, что точка ro = 1 является номинальной грани
цей между полосой пропускания и полосой задерживания, можно 

1 заметить, что интервал P2n < ro < -- является переходным ,  не 
Р2п относящимся ни к полосе пропускания, ни к полосе задерживания . 

Ниже его аппроксимирующая функция не превышает своей погреш
ности е, а выше его обратная функция не выходит из пределов этой 
погрешности. Указанные интервалы и являются действительными 
полосами задерживания и пропускания .  Вообще говоря, переход
ный интервал сужается при выборе функции более высокого поряд
ка п, но он не может стать нулем для конечной цепи. 

Теперь остается найти способ, позволяющий определить нули 
полосы пропускания ro • • при которых функция F (ro) является 
равноволновой в интервале О <  ro < 1 .  Для функций низкого по-
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рядка с этой целью удобно воспользоваться методом последова
тельных приближений. Можно найти и точный аналитический ме
тод, если применить преобразование независимой переменной ro, 
при котором функция становится периодической, т. е .  использовать 
подстановку, аналогичную ro = cos q>, в результате которой полином 
V n ( ro) преобразуется в периодическую функцию cos п q>. Ясно, что 
некоторая периодическая функция (подобная синусоиде) с ампли
тудой, равной p2n (эффективная частота среза ) " даст требуемый 
результат. 

Эта функция, как сейчас будет показано, представляет собой 
эллиптическую функцию Якоби sn и, где и обозн ачает новую не
з ависимую переменную. По форме такая эллиптическая синусои
дальная функция не отличается от тригонометрической синусои
дальной, но существенная разница состоит в том, что первая 
является более плоской в своей верхней части. Степень ее растя 
жения и уплощения (в отличие от обычной синусоиды) зависит от 
параметра k, называемого модулем эллиптической- функции,  ко
торый может принимать значения между О и 1 .  При k = О эллипти
ческая синусоидальная функция тождественна тригонометрической 
синусоидальной . При малых значениях аргумента функция sn и 
почти точно совпадает ( а  при и = О точно совпадает) с тригоно
метрической синусоидальной функцией независимо от значения 
модуля k, но вблизи максимумов и минимумов с увеличением k 
она все больше удлиняется и, наконец, при k =  1 становится бес
конечно длинной (ее период бесконечен ) .  

В общем случае можно оценить, н асколько в рассматриваемой 
з адаче необходима такая способность функции sn изменять форму. 
Обратимся к рис. XIV. 1 0. Если просто требуется пара значений ro 1 
и ro3, для которых функция F ( ro ) является равноволновой в интер
вале О < ro < р4, то существует бесконечное число возможных ре
шений . Если, одн ако, в этом интервале произвольно выбрать 
значение ro3 и поставить условие, чтобы при ro1 < ro3 исследуемая 
функция являлась равноволновой, то окажется, что существует 
только одно возможное решение. Аналогично в случае, когда функ
ция соответствует большему значению п, можно, зафиксировав 
точку ro2n-I (нуль, ближайший к точке ro = Р2) , однозначно зафик
сировать положения всех других точек ro . , обусловливающих рав
новолновый характер функции F (ro) . 

Если наибольший нуль ro2n-I выбран ближе к точке P2n, все 
пульсации равноволновой функции F ( ro ) при данном п сдвигаются 
к верхнему краю полосы пропускания . В такой ситуации изменен 
ная переменная ro = p2n sn и, необходимая для того, чтобы сделать 
функцию периодической функцией от и, должна, очевидно, быть 
более плоской в верхней части, чем это требовалось бы при более 
равномерных пульсациях функции F ( ro) .  

Эллиптическую синусоидальную функцию sn и можно выразить 
через тригонометрическую синусоидальную следующим образом : 

sn и = sin q>, (XIV .  7 1 )  
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где соотношение между переменными и и <р определяется эллипти
ческим интегралом первого рода 

"' 

u (k, <р) = s Y 1:;. sin11 � . (XIV . 72) 
о 

Зависимость и от <р, определяемая этим интегралом, станет бо
лее понятной, если рассмотреть производную 

du 1 
dq> 

= 1/ 1 -k1 sin2 q> • (XIV . 73) 
Очевидно, при k = О переменные v и <р можно отождествить, и 

тогда из ур-ния (XIV.7 1 )  следует, что эллиптический и тригономет
рический синусы совпадают. Для отличного от нуля значения k в 
интервале О < k < 1 производная (XIV.73) , 
тем не менее, равна единице при <р = О. Это 2� указывает н а  то, что оба указанных синуса 
в любом случае весьма подобны при малых 
значениях их аргументов. С увеличением <р 

n до значения - производная (XIV.73) воз-2 
растает, достигая значения l /V l -k2 в 

n точке <р = 2 ,  после чего она вновь умень-
шается до единицы при <р = n ;  затем этот 
цикл повторяется . Учитывая сказанное вы
ше, легко заметить, что график зависимости 
и от <р имеет вид, показанный на рис. 
XIV. 1 1 (для k = 0,9) . 

Величина К, совпадающая со значением 

к 

- - - + - - -1 1 1 1 
1 1 
1 1 - - -t 

1( 2 
Рис. X/ V. 1 1  

1 

1i " 

n , и при <р = - , называется полным эллиптическим интегралом пер-
2 

вого рода. Он, очевидно, равен одной четверти периода функции sп, 
так как значению 4К соответствует угол 'Q) = 2:n:. Наклон функци и 

n и ( <р) в точке <р = - стремится к бесконечности при k -+ 1 .  Отсюда 
2 

для k = 1 величина К бесконечна, поэтому эллиптический синус 
имеет бесконечный период. 

Значения sn и для данных значений и находят либо по 
таблицам функции sn для различных значений модуля k (который 
обычно за)Vlеняется параметром а, связанным с k соотношением 
k = sin а.) , либо пользуясь таблицами эллиптического интеграла 
(XIV.72) . Во втором случае сначала определяют <р при данном 
значении и и модуля k, а затем с помощью тригонометрического 
соотношения (XIV.7 1 )  вычисляют sn и 1 • 

1 Для определения значений эллиптической функции Якоби можно воспользо
ваться таблицами Янке и Эмде (38]. Таблица, в которой эта функция выражена 
непосредственно через параметр т = k2, приведена в работе (39]. 
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Соответствие между функцией sn и изменением переменной, в 
результате которого функция F ( ro) становится периодической, 
можно найти, используя следующее тождество [40] : 

sh11 u- sn11 u 
sn (и + и.) sn (и -и.) = • . 

l -k11 sn• и sn2 и. 
(XIV . 74) 

Действительно, если принять P2n = Yk так что изменение пере
менной будет 

ro = Vli sin <р = Vli sn и; 

ffiv = Vk sin <р. = Vii sn и. , 

(XIV . 75) 
(XIV . 76) 

то можно заметить, что типичная пара множителей в выражении 
(XIV.68) принимает вид 

(ro2-ro�) k ( sn2 u-sn2 u,) --- = = k sn (и + и.) sn (и - и.). (XIV . 77) 
(1 -ro�ro2) ( l -k2sn2 u sn2 u, ) 

Таким образом, полное выражение для функции F2 (ro ) , яв
ляющейся квадратом выражения (XIV.68) , преобразуется в 
функцию 

v=l , 3 , . . .  , 4n-1 

G2 (и) = П k sn (и + и.), 
•=- 1 , -3 ,  . . .  -(4п-1 ) 

(XIV . 78) 

где "-• = -и. ,  так что отрицательные целые значения v в этом 
произведении определяют наличие множителей вида sn (и - и. ) .  

"'"" 

Рис. X/ V. 12 

Если теперь выбрать значения и. , как показано на рис. XIV. 1 2  ( где 
предполагается , что п = 5) , то очевидно, что общее количество 
множителей в произведении (XIV.78) образует циклическую груп
пу. Она не изменяется, если каждое значение и заменяется его 
последующим значением, так как второе просто меняется местами 
с первым, а группа  множителей в целом остается неизменной. Ана
логично если и заменено на  и + Ли .  , причем Ли . = и.+ 1 -и. , то 
группа множителей снова остается неизменной, з а  исключением 
перестановки порядка цикличности, ибо добавление величины Ли. - 556 -



к и или и. в аргументе (и + и. ) несущественно. Таким образом , 
установлена периодичность функции G2 (и) , определяемой выраже
нием (XIV.78) , и Ли.  является ее периодом. 

Нетрудно убедиться , что произведение (XIV.78) содержит все 
множители функции F2 (oo) ;  для этого необходимо отметить (см. 
рис. XIV. 12 ) , что возведение в квадрат указанных множителей при
водит к двойному появлению каждого из них: один раз для точек 
от v = ± 1  до ± (2п - 1 ) и второй для точек от v = ± (2n + 1 )  
до ± ( 4п - 1 ) . Если учесть, что квадрат функции, изображенной 
н а рис. XIV. 1 0  (при п = 2) , дает два периода в интервале 
О <  оо < р4 , то в общем случае очевидно, что интервал O< oo <P2n = 
= Vk содержит п периодов. Следовательно, функция G2 (и) имеет 
п периодов в соответствующем интервале О < и < К. Тогда каждый 
период оказывается равным к Ли, = - = и.+1 -и., (XIV . 79) 

п 
причем (см. рис. XIV. 1 2 ) 

и. = ;� при v = ± 1 , + з, " . (XIV . 80) 

Согласно выражению (XIV.76) можно записать дискретные 
значения 

oo. = 'Vk sn vK при v = 1 , 3, 5 , . . . , 2n- l .  
2п 

(XIV . 8 1 )  
Значения р " соответствующие точкам максимального откло

нения, очевидно, появляются при значениях и, расположенных в се
редине значений и . ,  определяемых выражением (XIV.80) . Отсюда 
имеем 

V- vK р. = k sn - при v = O, 2,- 4, . . . , 2п. 
2п 

(XIV . 82) 

Первая из этих величин Ро = О, а последняя P2n = Vii, так кан 
sn К = sin 2:. = 1 .  

2 
Погрешность в, как видно из рис. XIV. 1 0, равна F (O) , поэтому 

согласно выражению (XIV.68) ее можно представить в виде 
е = (001 ооз . . .  002п-1 )2• (XIV . 83) 

Определение нулей 002, 004, • • •  , 002n нечетной функции (XIV.69) 
производится аналогичным способом. Здесь функция F2 (oo) имеет (п +�) периодов в интервале О < 001  < Vk; следовательно, функция 

- 1 
G2 (u) имеет п + - периодов в интерв але О < и < К. Отсюда один 

� 2  
период функции G2 (u) 

Ли; = _Еi__ , 
2n + l  - 557 - (XIV . 84) 



а соответствующие значения и .  можно найти из соотношений 
и. = ....:!!5__ при v = О, ± 2 , ± 4, . . . (XIV . 85) 

2п + 1  

Дискретные значения оо ,  имеют вид 
оо, = Yk sn ( �� + 1 ) при v = 2, 4, . . .  , 2п , 

а частотами максимального отклонения являются 

(XIV . 86) 

Р" = Vksn ( �� + 1 ) при v = 1 ,  3 , . . . , 2п +  1 ,  (XIV . 87) 

причем последней из них снова оказывается частота P2n + 1 = Vk . 
В данном -елучае, чтобы найти выражение для погрешности в 

[поскольку F (О) = О, это не столь очевидно, как для функции 
(XIV.68) ], прежде всего следует иметь в виду, что полином числи
теля функции F2 (ro) от переменной 002 имеет теперь степень, н а  еди
ницу превышающую степень полинома знаменателя, и что коэффи
циент при члене с наивысшей степенью в числителе равен единице. 
Следовательно, полином числителя ( 82 - F2) имеет следующий вид: 

(РУ -002)2 (Р� -002)2 . .  · (Р�п- 1 - 002)2 (Р�п+1 - 002) , (XIV . 88) 

так как нули ( 82 - F2) являются точками 82 функции р2 и все они, 
кроме наибольшего, имеют второй порядок. Зн ачению функции 
( 82 ___.: F2) на  нулевой частоте (которая имеет тот же знаменатель, 
что и функция F2) соответствует значение 82• Таким образом, на
ходим 

(XIV . 89) 

причем коэффициент Yk, как указывалось выше, равен p2n + 1 • 
При использовании этих результатов необходимо прежде всего 

выбрать значение y'k < 1 ,  которое равно эффективной частоте сре
за в полосе пропускания. Чем ближе выбранное значение к еди
нице, тем больше будет 8 при данном п или тем большее значение п 
должно соответствовать данному 8. Иногда, чтобы сделать обосно
ванный выбор, может потребоваться несколько пробных решений. 

При использовании функции F2 (oo) , определяемой выражением 
(XIV.9) , достигается большая степень гибкости в расчете, если 
ввести дополнительный числовой коэффициент h в выражение 

1 Z12 (iro) 12 =
, 

1 - 1 - h�F2 (ro) • (XIV . 90) 

Этот коэффициент играет ту же роль, что и в из выражения 
(XIV.28) , содержащего полином Чебышева, и не требует пояснений. - 558 -



XIV .6. Исnоnьзование методов Фурье 

Ряд Фурье включает в себя процесс аппроксимации, с которым 
знакома  большая часть инженеров. Поэтому задачу н ахождения 
р ациональной функции, аппроксимирующей некоторую кривую, за 
данную графически, можно свести к обычной операции, если пре
образовать ее в эквивалентную задачу в анализе Фурье. Вместе с 
тем создается возможность разработки метода аппроксимации бо
лее общего характера, так как методы Фурье применимы к функ
циям произвольной формы, тогда как рассмотренные до сих пор 
специфические методы имеют очень ограниченное применение. 

Главным соотношением в процессе полу,чения требуемого ре
эу льтата является полином Чебышева ,  определяемый выражением 
(XIV. 13 ) , ибо он позволяет связать конечные полиномы с тригоно
метрическими функциями .  Однако этого полинома недостаточно 
для использования методов аппроксимации конечными тригономет
рическими полиномами, так как эдесь необходимо, ч.тобы заданная 
функция была периодической, в то время как функции, которые мы 
намерены использовать, большей частью являются апериодически
ми .  Эта трудность, как будет показано, устраняется путем выбора 
соответствующего преобразования незавйсимой переменной. 

Если в уравнении 
Vп (х) = cos (n arc cos x) 

сделать обычную подстановку 
Х =  COS q> 

и получить полином Чебышева в форме 
Vп (х) = cos mp, 

то станет ясно, что тригонометрический полином 
f (fP) = С'0 + ai cos fP + а11 cos 2qJ + . . .  + ап cos nq> 

эквивалентен обычному полиному от х вида 
g (x) = Ь0 + Ь1х + Ь2х11 + . . .  + Ьпхп . 

(XIV . 9 1 ) 

(XIV . 92) 

(XIV . 93) 

(XIV . 9 4) 

(XIV . 95) 
Полином (XIV.94) можно привести к полиному (XIV.95) и на.

оборот. Другими словами, можно вычислить коэффициенты Ь0, • • •  , 
bn полинома (XIV.95) , используя подстановку (XIV.93) в выраже
ние (XIV.94) (т. е .  подставив в каждый -член, содержащий cos vq>, 
полином от х) и группируя коэффициенты с одинаковыми степеня
ми х. С другой сторон:Ы, можно вычислить коэффициенты а0, • • •  , а"' 
путем подстановки в выражение (XIV.95) cos <р вместо х и замены 
степени cos fP на косинусы кратных углов, а затем группируя коэф
фициенты при cos vcp (v = О, 1 ,  . . .  , п) .  

Таким образом, полином Чебышева является средством одно
значного перехода от степенного полинома к конечному тригоно
метрическому и наоборот, причем соотношение (XIV.92) связывает 
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переменные в указанных полиномах. Степень п полинома от х ста
новится наибольшим целым множителем переменной <р тригоно
метрического полинома, и, следовательно, оба полинома всегда 
имеют одинаковое число членов. 

Теперь можно найти соотношение между переменной х и часто
той ro , которое имеет вид 

l -ro2 Х = --- · l + ro11 ' 
l - x (1)2 = -- . l + x  

(XIV . 96) 

Отсюда, используя подстановку (XIV.92) , получаем следующую 
формулу для связи величин ro и qJ:  

ro = tg ....!.. ; qJ = 2 arc tg ro . (XIV . 97) 
2 

l(ак было показано в § VI I I .5 [см. выражения (VI I I . 1 1 4) и 
(VI I I . 1 1 5) ], это преобразование эквивалентно преобразованию 

l - jro l - s -iq, --- = -- = е  = W 
l + jro l + s ' (XIV . 98) 

которое отображает правую половину плоскости s на  внутреннюю 
часть единичного круга в плоскости w (см. рис. VI I l .9) , причем гра
ница круга соответствует мнимой оси плоскости s .  Один обход 
вдоль единичной окружности в направлении по часовой стрелке, 
начиная от точки w = ± 1 ,  эквивалентен повороту мнимой оси от 
точек s = О и s = j и далее через точку s = оо вдоль отрицательной 
полуоси вновь в точку s = О. Тем временем переменная <р изменя
ется от О до 2n. Подобное отображение позволяет осуществить пере
ход от апериодической функции (от переменной ro ) к периодической 
функции (от переменной q>) . 

Рисунок VI I I . 1 0, где дано непосредственное сравнение некото
рых основных точек н а  осях ro и qJ, проливает дополнительный свет 
на это преобразование независимой переменной. Нетрудно заме
тить, что начала координат ro = О и <р  = О совпадают, точкам ro = n = ± 1 соответствуют ер = + -, а точкам ro = ± оо - <р = ± n. 2 

В начале аппроксимации функцию от ro, заданную графически 
(которую желательно представить как отношение полиномов от ro2 ) , 
необходимо снова перечертить в виде функции от ер. Этот этап на
зывается преобразованием данной функции из области ro в область 
ер. Он осуществляется непосредственно - необходимо просто пере
нести координаты точек шкалы ro в координаты соответствующих 
точек шкалы q>, вычисляя указанные значения ro и qJ по ф-лам 
(XIV.97) . Значения ординат для обОих масштабов одинаковы, од
нако точки, при которых появляются эти ординаты, оказываются 
различными для обоих масштабов. Функция изменяется лишь в го
ризонтальном или продольном направлении (вдоль оси независи
мой переменной) , т. е .  как бы растягивается или сжимается . Ха
рактер повеления вдоль оси ординат не изменяется, как это всегда 
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имеет место при изменении независимой переменной (подобно нор
мализации частоты или преобразованию низкочастотной характе
ристики в полосовую и т. д.) . 

Далее, в области q> заданную функцию необходимо аппроксими
ровать, .используя ряд косинусов, н апример ряд (X IV.94) , имеющий 
конечное число членов. Функция должна быть, безусловно, четной 
относительно точки ер = О. Это следует также из того обстоятель
ства, что результирующая аппроксимирующая функция [согласно 
преобразованиям (XIV.92) и (XIV.96) ] изменяется в з ависимости 
от (J)2 подобно модулю или вещественной части сопротивления. Если 
же данная функция от (J) является нечетной подобно тангенсу фа
зового угла  (сМ. § VI I l .9 и \lll l . 1 0) ,  ее можно в самом н ачале про
цесса разделить на (J) с тем, чтобы получить четную функцию, а в 
результирующей р ациональной аппроксимирующей функции вновь 
учесть коэффициент (J). Таким образом , описываемый метод можно 
применять как к нечетным, так и к четным функциям, несмотря на 
то, что сам по себе процесс аппроксимации ограничивается чет
ными функциями. 

При определении тригонометрического полинома (XIV.94) не
обходимо использовать такое число членов п, какое позволяет удо
влетворить заданным требованиям к погрешности. При этом мож
но воспользоваться многими приемами, разработанными для 
анализа Фурье и связанных с ним задач. Когда найдена приемле
мая тригонометрическая аппроксимация, полином Чебышева ис
nользуют для перехода к полиномиальной форме (XIV.95) , как 
объяснялось выше, и, наконец, с помощью соотношения (XIV.96) 
получают следующую рациональную функцию от (J)2 : 

F((J)2) = Ао + А1002 + А2004 + • . .  + Апоо2п 
( 1 + 002) п (XIV . 99) 

Эта функция аппроксимирует исходную функцию от (J) с теми 
же допусками относительно ординат, которые были получены в три
гонометрической аппроксимации в области ср. 

Несмотря на  отсутствие каких-либо принципиальных возраже
ний против использования той формы полинома знаменателя, ко
торую обеспечивает описанный метод для р ациональной аппрокси
мирующей функции (XIV.99) , существуют две основные причины, 
требующие снятия с него ограничений, накладываемых такой фор
мой .  Во-первь1х, если заданная функция (XIV.99) является веще
ственной частью или модулем, она дает комплексную функцию с 
полюсом п-го порядка в точке s = - 1 .  Эта функция непригодна, 
если искомая функция должна соответствовать RC цепи. Во-вто
рых, интуитивно чувствуется, что ограничения, н алагаемые н а  по
люсы функции в этом весьма специфическом случае, серьезно су
жают ее аппроксимационные возможности на мнимой оси для 
любой заданной степени полинома .  

Можно более просто оценить влияние знаменателя выражения 
(XIV.99) , если предположить, что он имеет общую форму Во + 
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+ B1(J)2 + B2(J)4 + . . . + Bn(J)2n ; тогда создается возможность улуч
шения аппроксимации рациональной функции F ((J)2) за счет появ
дения п дополнительных произвольных постоянных. Выбрав апри
ори  в соот13етствии с описанным методом знаменатель вида 
( 1  + (J)2) n, мы уже в самом начале, по-видимому, наполовину со
кращаем возможности аппроксимации рассматриваемой функции .  
При этом либо необходЩ\10 знать, что дает такая жертва в смысле 
компенсации ее преимуществами (с  тем ,  чтобы извлечь какую-либо 
выгоду) , либо следует так изменить процедуру, чтобы предотвра
тить указанную трудность. Ниже рассматривается каждая из этих 
идей. - - чтобы предотвратить появление функции (XIV.99) , предполо
жим, что задан график функции G (cp) ,  имеющей вид 

G (cp) = Gi (<р) . (XIV . 1 00) 
G2 (<р) 

Такой специфический способ определения функций G1 (<р) и 
G2 (<p) , который, как предполагается, осуществляется графически, 
повышает гибкость и аппроксимационные возможности описывае
мого метода. Обе функции можно теперь аппроксимировать триго
нометрическими полиномами f1 (<р) и f2 (<p) соответственно и пре- · 
образовывать их описанным выше методом в функции F1 (())2 ) и F 2 ( ())2) ,  имеющие вид 

F (())2) = А0 + A1ro2 + . . . + Апоо2п 
1 ( 1 + ro2) n 

F (())2) = Во + B1ro2 + • . .  + Bnro2n 
• 2 . (I + 002) п 

(XIV . 1 0 1 ) 

(XIV . 1 02) 

Отношение этих функций дает рациональную аппроксимирую
щую функцию 

(XIV . 1 03) 

представляющую требуемое решение. 
Преимущество такой модификации в данном случае полностью 

обусловлено возможностями, заложенными в выражении (X IV. 1 00) . 
Прежде всего, оказывается, что существует неограниченное число 
пар функций G1 и G2 и ,  следовательно, указанный метод приобре
тает значительную гибкость. Кроме того, любые характеристики 
ф�нкции G (cp) , усложняющие ее аппроксимацию (например, вне
запные скачки большой величины) , могут быть р аспределены меж
ду функциями G1 и G2, так, чтобы уменьшить н агрузку на каждую. 
Если, скажем, функция G (<р) является характеристикой фильтра · 
нижних частот, амплитуда которой должна уменьшиться от 1 на  

1 qастоте среза до допустимого значения - , функция G1 может из -1 00 
- 562 -



. 1 менить свое значение в этой точке от 1 до - , тогда как функция 
1 0  

G2 изменится от  1 до 1 0. Таким образом, отношение 1 00 : 1 ,  соот
ветствующее функции G, достигается лишь при отношении 1 0 : 1 
отдельно в функциях G 1  и G2. 

Для эффективного использования преимущества представления 
(XIV. 1 00) требуются опыт, некоторая изобретательность и немного 
эксперимента. Однако должно быть логически ясно, что при этом 
значительно возрастает аппроксимирующая способность з аданной 
сложной функции. Более важным является то, что результат пока- , 
зывает возможность решения задачи аппроксимации при н аличии 
известных ограничений, касающихся положения полюсов рассма
триваемой функции цепи, как, н апример, в случае сопротивлений 
RC цепей, полюсы которр�х должны лежать на отрицательной веще
ственной полуоси. 

При з аданных фиксированных положениях полюсов в начале 
процесса необходимо зафиксировать функцию F2 ((1)2) из выражения 
(X IV. 1 02) , и следовательно, зафиксировать в области q> функцию 
f 2 ( q>) , которая hри таком подходе к задаче отождествляется с функ
цией G2 (q>) . Посредством требуемой функции G (c:p) можно получить 
график функции G 1 (c:p) , определяемой выражением (XIV. 1 00) . 
Последняя аппроксимируется полиномом f 1 (q>) и преобразуется в 
функцию F1 ((1)2) ,  как указывалось выше. Поскольку степень поли
нома f1 (q>) не может превышать степени полинома -f2 (c:p) , с которого 
начинается расчет, нельзя свободно выбирать столько членов поли
нома, сколько может понадобиться для получения нужной аппрок
симации функции G1 (с:р) , если не изменить числа полюсов, выбран
ных для функции F2 ((1)2) .  Хотя данное обстоятельство создает не
которое неудобство при использовании изложенного метода, пред
варительное размещение полюсов функции возможно, и, несмотря 
на  такое весьма жесткое ограничение, требуемую характеристику 
можно аппроксимировать с произвольной точностью. 

Этот результат относится к методу предварительной коррекции 
заданной функции сопротивления с учетом эффекта паразитных по
терь, рассмотренного в § XI I .6. Там было установлено, что близость 
полюсов к мнимой оси н акладывает ограничение н а  указанный ме
тод. Возможность выбора расстояний, на которые · полюсы могут 
отстоять влево от мнимой оси, полностью снимает это ограничение 
и позволяет производить предварительную коррекцию при любых 
нормальных условиях, если желательно пересмотреть задачу ап
проксимации. Более того, может возникнуть необходимость принять 
реализацию, содержащую увеличенное число элементов, соответст-

. вующее увеличению числа необходимых полюсов из-за ограничения, 
на�ладываемого�на их положение. 

Следовательно, мы приходим к важному выводу о том , что для· 
соблюдения уточненных требований пр:й: расчете фил'ьтров и других 
цепей не всегда требуются индуктивные элементы с очень низкими 
паразитными потерями (или весьма высокими значениями доброт-
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ности Q) . Поскольку резистивное сопротивление может рассматри
ваться как вырожденная форма  индуктивного элемента с нулевой 
добротностью и поскольку даже в этом худшем случае (RC цепь) 
можно, тем не менее, аппроксимировать требуемую характеристи
ку с произвольной степенью точности, то же самое, наверняка, 
остается в силе применительно к индуктивным элементам с отлич
ными от нуля, но малыми добротностями. Разумеется, должно по
явиться стремление скомпенсировать паразитные потери усилением 
(посредством электронных ламп или транзисторов) ,  и , кроме того, 
нужно быть готовым заплатить за возможность применения про
извольной индуктивности с низкой добротностью введением в цепь 
большего общего количества элементов . 

В этом методе возможен и другой произвольный выбор, который 
следует рационально использовать. Уже указывалось, что частоты 

n ro = ± 1 соответствуют точкам ер = ± -. На положительной полу-
2 

n u оси QJ точка 2 находится посредине между двумя краиними точ-
ками оси. На положительной полуоси ro точка ffi = 1 располагается 
на единичном расстоянии от левого конца оси и бесконечно далеко 
от ее правого конца. В самом н ачале процесса необходимо так нор
мализовать шкалу ro, чтобы существенные изменения рассматри
ваемой функции происходили вблизи точки ro = 1 и чтобы они от
сутствовали при значениях (!), знач�тельно больших единицы, так 
как эта часть шкалы ro соответствует сильно сжатой шкале q>. Лю
бому умеренному изменению данной функции при значениях ro, 
больших единицы, соответствуют весьма резкие изменения функции 
в области ер. 

Исполь-зование описанного метода для расчета характеристик 
идеального фильтра нижних частот в предположении, что частота 
среза находится в точке ro = 1 (см. рис. XIV. l ) ,  дает равномерную 
прямоугольную волну (плюс постоянная) в области <р и, следова
тельно, обеспечивает наиболее выгодный выбор. В области ro функ
ция с геометрической симметрией относительно точки ro = 1 после 
перехода в область <р имеет арифметическую симметрию относи-

n тельно точки QJ = 2 .  Е�ли построить график функции в зависимо-
сти от логарифмической переменной и, определяемой выражением 
(XIV.49) , причем ro = 1 соответствует и = О, то четная функция от 

и становится четной функцией от ср относите.цьно точки QJ = �. Иде-2 
альная полосовая характеристика удачно нормализуется и дает 
такой тип симметрии. Иногда может оказаться необходимым про
извести несколько нормализаций данной шкалы частот, прежде чем 
удастся получить в области QJ функциrо, которая наиболее пригод
н а  для тригонометрической аппроксимации. 
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XIV .7 . .Аппроксимация поnубесконечными отрезками [33] 
На основе выводов § XIV.3, касающихся асимптотических 

свойств функции Баттерворта, удалось разработать крайне простой 
и эффективный метод получения рациональной аппроксимирую
щей функции в форме выражения (XIV. 1 03) по заданному графику 
модуля требуемого сопротивления при помощи логарифмических 
шкал, изображенных на рис. XIV.8a .  Если применить тот же метод 
к функции Баттерворта порядка п со срезом н а  частоте ro = ro . 

(п) 1 
В, = / (XIV . 1 04) 

·v 1 + ( :.  уп 
и по аналогии с выражением (XIV.49) записать 

ro. = 2и·. (XIV . 1 05) 
то соответствующая функция потерь согласно обобщенн;ой форму
ле (XIV.50) принимает вид 

<п> - {6п (и-и.) при и >  и. ; ci, ,...., 
О при и < и • . 

(XIV . 1 06) 

Произвольную функцию потерь а (и) , очевидно, можно аппрок
симировать суммой компонент a!n> при соответственно выбранных 
значениях и ,  и п. Это объясняется тем, что любая аппроксимация 
данной функции ломаной линией, состоящей из отрезков прямой с 
поло�ительным или отрицательным н аклоном (равным целому 
числу, кратному 6 дб/окт) , эквивалентна сумме функций вида 
(XIV. l 06) , причем · отрезок с отрицательным наклоном соответст
вует величине, обратной выражению (XIV. 1 04) . Поскольку сумма 
функций, подобных (XIV. l 06) , появляется при переходе к логариф
му произведения членов вида (XIV. 1 04) , или обратных им величин, 
очевидно, что, используя такую аппроксимацию ломаной линией, 
легко получить квадрат модуля требуемого сопротивления 

z ·
ro 

2 _ [ l + (�Yp l [ l + (�)2r] · · ·  
1 12 (/ ) 1 - [ 1 + ( � YqJ [ 1 + ( � УТ · · ' 

(XIV . 1 07) 

где roa, rоь,  . . . соответствуют точкам Ua, иь, . . .  излома функции [см. 
выражение (XIV. 1 05) ], а целые числа р, q, r, . . .  являются соответ
ствующими р а з  н о  с т  я м  и наклонов 6 дб/окт в смежных у каждой 
точки излома отрезках. 

В качестве примера рассмотрим кривую потерь, изображенную 
на рис. XIV. 13 .  Аппроксимация ломаной линией, показанная пунк
тиром, имеет изломы в точках и , = 1 ; и2 = 2 ; и3 = 3, 1 5 ; и4 = 4,20 и 
иs = 5, 1 0; при этом для соответствующих коэффициентов Баттер-
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ворта частоты среза (J) 1  = 2 ;  (J)2 = 4 ;  (J)з = 8,83 ; (J)4 = 1 8,3; (J)5 = 34,2 .  
Первый отрезок аппроксимирующей ломаной линии имеет на 
клон - 1 2  дб/окт. Поэтому в выражении (XIV. 1 07) этот отрезок 
да.ет множитель знаменателя типа 1 + ( ; )4 • В точке излома и2 = 2 
наклон ломаной линии возрастает на  1 2  дб/окт, чем объясняется 
появление в том же вы�ажении множителя числителя 1 + ( : ) � 
В точке и3 = 3, 1 5  наклон скачком увеличивается на  1 8  дб/окт, что 
приводит к появлению другого множителя числителя, равного 

аа6 
10 

10 

о G 7 lL 

10 

-20 
Рис. XI V. 13 

1 + (�)6• При и4 = 4,20 наклон уменьшается от 18 дб/окт до 
8 , 83 

1 2  дб/окт. Множитель знаменателя 1 + (�)2 соответствует этому 1 8 , 3  
изменению н аклона на  6 дб/окт. Наконец, при  и =  5, 1 0  наклон ра-
вен нулю и появляется множитель знаменателя 1 + (_!О._)4• Полное 

34 , 2  
выражение для рациональной функции, аппроксимирующей квад
рат модуля заданного сопротивления, принимает вид 

1 Z ( " ) 1s 
[ 1 + ( Т) 4] t 1 + ( * )6 ] 

' 12 /(J) = [ 1 + ( ; ) 4 ] [ 1 + ( 1 8�3 )
2 
J [ 1 + ( 3:2 ) 4 ] 

(XIV . 1 08) 

Действительная аппроксимация, соответствующая данной ап
проксимирующей функции, будет более плавной, чем ломаная ли
ния, вследствие того, что в точках излома появляются скругления 
порядка 3 дб (см. § XIV.3 и рис. XIV.8a) . ' . 

Тот факт, что н аклоны отрезков ломаной линии должны быть 
кратными 6 дб/окт, накладывает ограничение на метод графической 
аппроксимации, который, однако, становится практически неудоб-
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ным лишь в некоторых крайних случаях. Например, если данная 
кривая имеет почти постоянный наклон на  значительном интервале 
и если этот наклон приближенно равен среднему между двумя 
целыми значения:ми, кратными 6 дб/окт, то необходимо последова
тельно чередовать наклоны, равные ближайшим наибольшему и на
именьшему кратным 6 дб. Тогда ломаная линия колеблется отно
сительно требуемого среднего наклона . Выбирая соответствуЮщие 
расстояния между точками излома, можно достичь требуемой точ
ности аппроксимации. 

Этот метод лучше грубого простого- метода, который использо
вался для определения коэффициентов рациональной функции 
(XIV. 1 07) . Там, хотя и берется то же количество точек на кривой, 
не предусматривается какого-либо контроля поведения результиру
ющей аппроксимирующей функции в интервалах между выбранны
ми точками. Рассмотренный же только что метод, проиллюстриро
ванный на рис. X IV. 1 3, позволяет осуществ,ить такой контроль. 
Более того, комплексную функцию можно при этом легко получить 
по квадрату модуля ,  определяемого выражением (XIV. 1 08) , так как 
1<аждый коэффициент Баттерворта легко дает соответствующие ну
ли или полюсы, р асположенные в левой полуплоскости . 

XIV .8. Испоnьзование теории потенциаnьной 
ане�nоrии 

Из теории функций комплексной переменной известно, что веще
ственную и мнимую части такой функции можно рассматривать как 
двумерные потенциальные функции, ибо они удовлетворяют урав
нению Лапласа в любой области аналитичности. Кроме того, осо
бые точки комплексной функции можно рассматривать как линии 
электрического тока, • нормальные к любой точке комплексной пло
скости, или как источники (линии распределения электрических 
зарядов) , которые вызывают появление потенциалов, представляю
щих собой вещественную или мнимую часть функции (2] . 

Эта аналогия с теорией потенциалов 1 > вносит ясность в различ
ные м атематические соотношения, относящиеся к теории функций, 
ибо она позволяет выразить свойства исследуемого объекта при по
мощи конкретных физических примеров. Такое представление осо
бенно полезно в данном случае. Оно создает н аглядную физичЕ=
скую картину не всегда ясного м атематического процесса и, таким 
образом, дает возможность интуитивно обосновать нахождение ре
шения . Кроме того, благодаря существованию подобных аналогий 
удается построить физические устройства (называемые аналоговы
ми вычислительными машинами ) , которые помогают решать задачу 
аппроксимации методом последовательных приближений . 

1 См.  также [57) (прим. ред.) . - 567 -



Применительно к рациональным функциям теория потенциаль
ных аналогий использует один из двух различных подходов. Сог
ласно одному из них стремятся получить представление для веще
ственной и мнимой частей самой функции или для ее логариф-
ма (2] 1 • • 

При представлении вещественной части самой функции оказы
вается, что простые полюсы можно рассматривать как физические 
диполи, а вычеты комплексной функции в этих полюсах - как мо
менты диполей, причем их углы совпадают с углами соответствую
щих комплексных вычетов. Вещественн ая часть функции в любой 
точке комплексной плоскости s равна суммарному потенциалу в 

а} б) данной точке вследствие того, что диполи 
с соответствующими моментами располо
жены в различных полюсах. Мнимая 
часть функции равна суммарному потен
циалу с учетом того, что каждый момент 
диполя поворачивается по часовой стрел
ке н а  90°. Полюс порядка п физически 

--'-•--+0 ........ �6 представляется как 2п полюсов, причем 
' можно логически обобщить такое пред-
! ставление диполя н а  симметричное рас-
' п.оложение п пар противоположно заря-

•qf женных линий. 
В качестве интересного примера, ил

люстрирующего, как такая физическая 
аналогия позволяет быстрее понять неко

торые подчас довольно сложные соотношения, рассмотрим распо
ложение полюсов, показанное на рис. XIV. 14a ,  где дан ряд полю
сов, расположенных н а  равных расстояниях вдоль линии, парал
.11ельной мнимой оси. При этом все вычеты - положительные, веще
ственные и равны друг другу, .что показано горизонтальными стрел
ками, которые можно рассматривать и как моменты диполей . 

Рис. XI V. 14 

Приемлемой аппроксимацией совокупности таких диполей мож
но считать равномерный двойной слой, потенциал которого в неко
торой точке, например в точке s = jro, определяется углом е, стяги
вающим этот слой. Когда точка s пересекает мнимую ось, очевид
но, что угол 0 большой ; он становится почти постоянным при при
ближении s к прямой, н а  которой расположены полюсы. Угол 
быстро уменьшается и оказывается почти равным нулю при зна
чениях s = jro, меньших или больших крайних значений распреде
ления полюсов. Для столбика полюсов с малыми интервалами 
между ними, расположенного очень близко от мнимой оси, веще
ственная часть функции почти точно аппроксимирует идеальную 
характеристику фильтра нижних частот, изображенную на  
рис. XIV. l .  Если рацион альн ая функция является входнь1м сопро-

1 Предполагается, что читатель достаточно знаком с этим материалом. 
См. также [57] (прим. ред.) . - 568 -



тивлением цепи без потерь, нагруженной на  резистивное сопротив
ление, то с учетом выводов § XI . l очевидно, что модуль сопротивле
ния передачи будет иметь такую характеристику фильтра нижних 
частот. 

Когда представляет интерес мнимая часть рассматриваемого 
входного сопротивления как функция s = jro, то поступают следую
щим образом. Все диполи поворачивают по часовой стрелке на 90°, 
и тогда получится столбик диполей, изображенный н а  рис. XIV. 1 4б ;  
он просто эквивалентен одному отрицательному заряду -q и од
ному положительному заряду + q на концах. Потенциал вдоль 
мнимой оси, создаваемый этой парой противоположных зарядов, 
легко определяется непосредственно или вычисляется . 

Если предположить, что двойной слой расположен бесконечно 
близко к мнимой оси, то очевидно, что вещественная и мнимая ча
сти вырождаются в идеализированные предельные формы, пока
занные на рис. V I I I . 5  (они были вычислены при помощи преобра
зования Гильберта ) .  Рассматриваемая теория потенциальных 
аналогий позволяет быстро и просто заметить появление этих пре
дельных форм. Кроме того, перемещая двойной слой в левую полу
плоскость, можно легко получить множество неидеализированных 
приближенных низкочастотных характеристик, которые физически 
реализуемы. При этом возможную диаграмму расположения полю
сов или рациональную функцию, дающую такую реализацию, мож
но определить непосредственно. 

Из теории равномерного двойного слоя также следует, что его 
вид не играет роли ; имеет значение лишь расположение конечных 
точек слоя. Отсюда столбец диполей, изображенный на рис. XIV. 14a ,  
не обязательно должен быть линейным. Полюсы (если они доста
точно близко расположены друг к другу) могут быть распределены 
вдоль любой кривой, имеющей те же конечные точки, причем стрел
ки обозначают вычеты, которые остаются нормальными к этой кри
вой. Независимо от того, используются указанные результаты на 
практике или нет, они, однако, удобны тем, что позволяют оценить 
свойства цепи. 

Потери (в неперах) и отставание по фазе (в радианах) , соответ
ствующие сопротивлению передачи, определяются вещественной и 
мнимой частями следующего выражения : ' 

1 1 I (s-s2) (s-s4) • • • (s- s2n) n -- = n-..,-�......,...""'""""'-�-..,....--�....,.-
z12 (s) (s- s 1 ) (s- sз) · · · (s- s2n- ! )  (XIV . 1 00) 

для s = jro. Здесь s 1 , sз, . . .  , S2n _ 1 являются нулями, а s2, s4, . . .  , 
S2n - полюсами сопротивления передачи. Вещественная часть дает 

1 a. = ln --- + In + . . .  + ln I 1 -1 s- s1 1 1 s- sз I s-s2n-I 
1 1 -ln --- ln . . .  - In---

1 s - s2 I 1 s- s4 I 1 s- s2n 1 
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С точностью до постоянного множителя (который в данном слу
чае не имеет значения ) каждый член этого выражения представ
ляет собой потенциал в переменной точке s, обусловленный равно
мерной линией заряда или распределением тока, нормального к пло
скости s в точке s • .  Если плоскость s представляет собой полупро
водящую пластину, можно моделировать эти члены игольчатыми 
зондами, касающимися ее в точках s . ; при этом необходимо пода
вать определенную величину тока н а . каждый зонд в нулях s 1 , . . . , 
s2n - 1 и снимать ту же величину в каждом полюсе s2, . . .  ,s2n· Если 
число конечных нулей меньше числа полюсов, то несколько нулей 
(количество которых равно ·р азности между числом полюсов и ну
J1ей) появляется в точке s = оо . В этом случае разностный ток сле
дует подать на пластину · в  некоторой удаленной точке или группе 
точек. 

Потенциал, измеренный в любой точке полупроводящей пласти
ны (относительно удобной удаленной точки) при помощи подвиж
ного зонда, пропорционален функции а. Таким образом, с точно
стью до постоянного множителя удается физическими средствами 
определить затухание как функцию s для любого данного распре
деления полюсов и нулей (4 1 ,  42, 43]. 

Тот же физический метод можно использовать для представле
ния диполей, рассмотренного выше. Два установленных близко 
друг к другу зонда, через один из которых ток вводится , а через 
другой выводится, имитируют диполь и соответствуют каждому из 
полюсов рациональной функции. Сила тока пропорциональна ве
личине вычета, а угол диполя равен углу вычета. При таком -рас
положении рациональная функция определяется своими полюсами 
и вычетами, а при обратном - полюсами и нулями. 

В дипольном аналоге подвижный зонд получает потенциал, про
порциональный вещественной части рациональной функции (или 
мнимой части, если все диполи повернуты по часовой стрелке на  
90°) . В аналоге, эквивалентном некоторой диаграмме полюсов и ну
.1ей, подвижный зонд получает потенциал, пропорциональный ло
гарифму модуля функции или обратной ей величине в зависимости 
от того, подают ли ток к пластине зонды полюсов или зонды нулей. 
Последнее обстоятельство фактически не имеет существенного зна
чения, так как оно оказывает влияние лишь н а  алгебраический 
знак потенциала .  

Фазовый угол или мнимую часть логарифма рациональной 
функции не столь легко определить посредством аналога диаграм
мы полюсов и нулей. Это определение основано на  уравнении Ко
ши - Римана 

откуда 

d� - da. 
dro - do ' 

(1) � da. � = - dro . do 
о 
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Здесь dcx, представляет собой градиент ПО'fенциала в направле-dа 
нии, нормальном к мнимой оси. Для любой точки на  мнимой оси 
он пропорционален плотности тока, нормального к этой оси в дан 
ной точке. Следовательно,' согласно выражению (XIV. 1 1 2) фаза � · 
для любой точки s = joo будет пропорциональна полному току, пе
ресекающему мнимую ось между точками s = О и s = joo . 

Поскольку измерить этот ток физически невозможно в любом 
ана.1Jоговом устройстве, использующем полупроводящую пластину, 
согласно ур-нию (XIV. 1 1 1 )  измеряется наклон функции (задержка 
или величина, обратная групповой скорости) с помощью пары зон
дов на  мнимой оси, позволяющих измерить там градиент потенци
ала . Таким образом, применяя дополнительное интегрирующее уст
ройство, определяют фазу �. хотя этот способ и нельзя признать 
удовлетворительным.  

В рассматриваемом случае нас  не столько интересуют сами ана
логовые устройства, сколько физическая интерпретация их теоре
тической базы. Например, физически сразу же очевидно, что диа
гр амма нулей или полюсов, симметричная относительно мнимой 
оси, не создает на ней тока, ибо при этом симметрично р асположен 
ные зонды подают к пластине и отводят от нее равные по величине 
токи. Отсю.z:�.а сразу видно, что такая диаграмма не создает сдвига 
фазы, а влияет лишь на вид функции потерь. Если ·при  этом уда
лить все зонды в одной полуплоскости, функция потерь остается 
без изменения ( за �сключением коэффициента +) , но происходит 
сдвиг фазы. 

Аналогично, когда полюсы находятся по одну сторону от мни
мой оси, а нули р асполагаются симметрично, мнимая ось является 
геометрическим местом эквипотенциальных точек, и функция по
терь оказывается постоянной. В действительности же имеет место 
ток, пересекающий мнимую ось, и, следовательно, при такой диа
грамме происходит лишь сдвиг фазы. Если теперь удалить все зон 
ды по одну сторону от мнимой оси, пересекающий ее ток уменьша
ется наполовину, но его распределение вдоль этой оси не меняется . 
Следовательно, такая диаграмма полюсов и нулей, соответствую
щая функции, «пропускающей все частоты», дает ту же фазовую 
функцию (за исключением коэффициента ;-) • как и диаграмма, где 
устранены все критические частоты в одной полуплоскости . Однако 
мнимая ось не остается геометрическим местом эквипотенциальных 
точек и ,  следовательно, соответствующая функция потерь не ос
тается постоянной. 

Разумеется , можно получить те же результаты без помощи фи
зической картины, создаваемой на  основе представлений теории 
потенциалов, но последние имеют значительно более глубокий 
смысл и очевидны непосредственно. Наконец, целесообразно ис
пользовать некоторые известные экспериментальные данные, кото-
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рые дает теория потенциалов для того, чтобы выработать нужные 
принципы и точки зрения. Например, известный эксперимент Фа
радея для бака со льдом позволил установить основной принцип, 
используемый при решении з адачи аппроксимации для фильтрую
щих цепей. Согласно этому эксперименту потенциал внутри прово
дящего сосуда является постоянным ; тогда можно сказать, что по
тенциал вuутри замкнутой (или практически замкнутой) эквипо� 
тенциальной поверхности является постоянным, ибо проводящий 
сосуд просто р ассматривается как удобный эквивалент почти зам
кнутой эквипотенциальной поверхности. 

Обратимся к рис. XIV. 1 5a , где предполагается, что цилиндриче
ская поверхность, нормальная к плоскости s, создает указанное гео
метрическое место эквипотенциальных точек. Цилиндр считается 
выполненным так, что полный заряд Q на единицу длины равно
мерно распределяется по поверхности и создае1 потенциал снаружи, 
который можно вычислить, представив заряд Q в виде распределе
ния линий, нормальных к плоскости s в точке s = О .  Если предпо
ложить, что заряд Q отрицателен, и рассматривать потенциал вдоль 
оси s = j(J) как функцию потерь а, то 

а = -К ln-1 = К ln  ro при ro > 1 , (XIV . 1 1 3) (J) 
где К - соответствующий постоянный множитель. _При 1 ro 1  < 1 сог
ласно данным эксперимента Фарадея для бака со льдом потенциал 
остается постоянным с тем значением, которое он имеет при ro = 1 ,  
когда переменная точка входит в цилиндр. Гр афик такой функции 
потерь показан н а  рис. X IV. 1 5в, где м асштабный коэффициент для 

1 а пропорционален заряду Q. Здесь потенциал в - раз отличается 
п 

от функции _ затухания фильтра нижних частот, обладающей пре
дельной характеристикой Баттерворта бесконечного порядка. 

Если теперь представить, что цилиндр заменен параллельными 
проводами, расположенными на  равном р асстоянии по окружности, 
причем каждый провод несет одинаковую часть общего заряда Q ,  
то при малом р асстоянии между проводами потенциальная функ
ция лишь незначительно изменится по форме. Общий заряд Q вме
сто равномерного распределения по окружности разделяется н а  
конечное число равных частей; расположенных в равноудаленных 
друг от друга точках. Этот процесс называют «квантованием», при
чем под «квантами» подразумеваются равные части заряда, кото
рые несут одиночные линии или провода. 

Применительно к электрической цепи процесс квантования экви
валентен переходу от цепи с распределенными параметрами, харак
теризуемой трансцендентными функциями сопротивлений, к цепи 
с сосредоточенными параметрами, характеризуемой рациональными 
функциями сопротивлений. Полюсы последней теперь можно ото
ждествить (согласно потенциальному аналогу, р ассмотренному вы
ше)  с линиями, несущими сосредоточенные заряды . Прои�ведя - 572 -



у1<азан 11ую операцию и затем отбросив полюсы, расположенные в 
правой полуплоскости (при этом, как указывалось выше, потенциал 
или функция потерь а просто умножается на+) , получим картину, 
изображенную на рис. XIV. 1 5б, которой соответствует функция по
терь, приведенная на рис. X IV. 1 5в .  

Этот результат совпадает с результатом, который дает функция 
Баттерворта. Таким образом, функцию Баттерворта можно отожде
ств�ть с потенциалом квантованного бака Фарадея со льдом ! 

l.l) /tJ tf) j(,J 6) 3кlалотенц 0 
ло6ер:сность ,,,. * 

�-� '/(. 1 ... 
п 

Рис. XI V.15 

В данной связи необходимо обратить особое внимание на то, что 
одинаковый интервал между полюсами, расположенными на ок
ружности, обусловлен круглой формой первоначальной цилиндри
ческой поверхности, изображенной на рис .  XIV. 1 5a. Если бы она 
имела любую другую форму, общий заряд Q не распределялся бы 
равномерно по окружности. Поскольку каждый член выражения 
(XIV. 1 1 0) должен обязательно иметь о д и н  а к о в ы й  множитель, 
аналогия между полюсами (или соответственно нулями) и линия
ми, несущими заряд, предполагает, что все эти линии несут р а в
н ы е заряды. Отсюда единственный способ, при помощи которого 
можно осуществить неравномерное распределение заряда по окруж
ности в процессе квантования, заключается в том ,  чтобы сделать 
плотность полюсов, расположенных на окружности (величину, об
ратную расстоянию) , пропорциональной плотности заряда н а  ней. 

Таким образом , видно, что «бак со льдом», показанный на 
рис. XIV. 1 5a , может иметь любую форму, отличную от круглого 
цилиндра, при условии, что для этой формы определено соответст
вующее распределение плотности заряда и произведено квантова
ние. Следовательно, не только функция Баттерворта может дать 
функцию потерь баттервортовского типа, хотя аналитически она 
является простейшей. Нахождение распределения з аряда на  цилин
дрической поверхности произвольной формы является граничной 
задачей, решить которую значительно сложнее. Фактически любая 
граничная задача (даже рассматриваемая здесь двумерная) , ко
торую нельзя решить непосредственно, представляет серьезные 
трудности. 
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Что касается вычислений, то использование теории потенциалов 
не облегчает решения нашей задачи, исключая случаи, когда оно 
определяется непосредственно. Иными словами, здесь одна гро
моздкая вычислительная задача заменяется столь же громоздкой 
другой. Если предполагается, что эквипотенциальные цилиндри
ческие поверхности имеют поперечные сечения в плоскости s в ви 
де многоугольников (или .же могут быть аппроксимированы таки
ми многоугольниками) , то всегда можно осуществить решение за
дачи для граничного значения, используя формулу Шварца -
Кристоффеля {2] 1 • Однако нет уверенности в том , что в этих усло
виях теория потенциалов может помочь_ при решении задачи ап
проксимации. 

Прежде всего, теория потенциалов дает основу для интуитив 
ного обоснования и мысленного представления . Кроме того, она  по
зволяет получить несколько специфических решений для отдельных 
классических граничных задач, для которых уже имеются решения 
в довольно обширной литературе, посвященной теории потенциа 
лов и конформного отображения. Примером такого рода может 
служить известное конформное преобразование 

w = s ± -Vs2 + 1 , и�и s = + (w --;-) . (XIV . 1 1 4) 

дважды отображающее плоскость s на  плоскость w (один раз на  
внутреннюю часть ее  единичного круга и затем на внешнюю часть 
последнего) . Сама единичная окружность дважды пересекает мни
мую ось в интервале - 1 < ro < _1 . 

Концентрические окружности и радиальные линии в плоскости 
w становятся соответственно эллипсами и гиперболами в плоско
сти s. Если принять 

w - r eiP - ' (XIV . 1 1 5) 
то семейство софокусных и ортогональных эллипсов и гипербол в 
плоскости s дает постоянные значения r и 1� соответственно, как по
казано lia  рис. XIV. 1 6. Плоскость s представляет собой двухлистную 
поверхность Римана ; точки s = ± j являются точками ветвей, а ин
тервал между ними на мнимой оси можно рассматривать как об
рыв ветви. 

Если взять круглый цилиндр, дающий при r = 1 в плоскости w 
эквипотенциальную поверхность, то соответствующая поверхность 
в плоскости s становится листом, нормальное пересечение которого 
с этой плоскостью совпадает с обрывом ветви .  Суммарный заряд Q 
на  круглом цилиндре плоскости w распределяется равномерно по 
периферии окружности, как видно из карты полей, где линии пото
I<а � = coпst и имеют равномерный интервал. На соответствующей 
эквипотенциальной поверхности в плоскости s суммарный заряд Q 
распределяется неравномерно, причем плотность его при любом 

• См. также (52) (прим. ред.) . 
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значении ro пропорциональна плотности линий потока fl = const в 
любой точке. 

плоек. s jl.J 
Плосн. w 

d 

Рис. X/ V.16 

Изменение потенциала вдоль мнимой оси плоскости s опреде
ляется исходя, прежде всего, из следующего соотношения для от
рицательного заряда на  цилиндре плоскости w :  

или 
а = - К !п-1 

= K l n r, (XIV . 1 1 6) 
r 

а. к r = e . (XIV . 1 1 7) 
Из выражений (XIV. 1 1 4) и (XIV. 1 1 5) имеем 

откуда . 

Следовательно, 

s = sh ( ; + jp ) , 
. h a А. ' h a ' A.  О" +  }ro = S - COS t' + J С - SlП t' .  

к к 

cr = sh� cos �; к 
ro = ch ; siп Р . 

При cr = O (s = jro) получаем л и б о  

л и б о  
а = О; р = arc sin ro при - 1 < ro < 1 , 

р = ± ; ; а = К ar ch ro при 1 ro 1 > 1 • - 575 -
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Последние два  соотношения относятся соответственно к полосе 
пропускания и полосе задерживания . Их характеристики представ
J1ены на рис. XIV. 1 7 и могут рассматриваться как предельные ха
р актеристики, соответствующие чебышевской функции при в -+  О и 
n -+  оо . Такие характеристики, однако, нельзя получить в цепи с со
средоточенными параметрами, так как при этом требуется непре
рывное р аспределение �олюсов с изменяющейся плотностью � в  ин
тервале � 1 < ro < 1 на мнимой оси. Сопротивление цепи с сосре
доточенными параметрами не может иметь особых точек подобного 
рода, а может иметь лишь полюсы, которые не должны лежать н а  
мнимой оси, если сопротивление следует ограничить при s = jro. 

Возможна, р азумеется, аппроксимация этих характеристик для 
цепи с сосредоточенными параметрами путем размещения полюсов 
вдоль некоторого другого эквипотенциального контура, например 

а /j 

о 1 1 
Рис. XI V. 17  

на  эллиптическом контуре в ле
вой полуплоскости. Такой контур 
13 плоскости s соответствует (при 
r � 1 )  окружности в плоскости w .  
Поскольку распределение заряда 
по последней равномерное, кван
тование в данном случае осущест
вляется просто. Например, выби

J с..1 рается окружность с радиусом 
r > 1 ,  н а  которой располагаются 
полюсы с равным интервалом . 

При окружности радиусом r = 1 ,  соответствующей полосе про
пускания - 1 < ro < 1 , постоянный потенциал отсутствует. Нетруд
но заметить, что потенциал, а следовательно, и функция потерь 
имеют в полосе пропускания равноволновый характер . Такой же 
результат был получен в § XIV.2 с помощью полинома Чебышева. 
Оказывается, что рациональная функция, аппроксимирующая 
трансцендентные функции потерь и фазы (см. рис. XIV. 1 7) , пред
ставляет собой не что иное, как функцию Чебышева, полученную 
ранее совершенно иным способом . 

Располагая с равным интервалом 2п полюсов н а  окружности 
радиусом r = е 6  в плоскости w, можно получить полюсы в плоско
сти s в точках, которые находятся из . выражений (XIV. 1 1 7) , 
(X IV. 1 20) и (XIV. 1 2 1 ) , приняв � = � + � при v, равном нечет-2 2п 
ному целому числу. Таким образом, полюсы, р асположенные в ле
вой полуплоскости в точках s. = о. +  jro., определяются соотно
шениями 

о, = sh б cos 
(п + v) n 

2п 

ro, = ch б sin (п + v) n  
2п 

1 при v = 1 , 3 , . .  " 2n- l . 
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Эти выражения полностью эквивалентны выражениям (XIV.42) . 
В них недостает лишь связи между величиной {) и соответствующей 
амплитудой пульсаций. Последнюю сейчас вычислять не будем, ибо 
здесь она не представляет интереса (мы определим ее в следующем 
параграфе в связи с анализом задачи другого типа) . Более важно 
обратить внимание на выводы, вытекающие из полученных резуль
татов. 

При сравнении трансцендентных форм функций Баттерворта и 
Чебышева (см. рис. XIV. l �в и XIV. 1 7) можно заметить, что обе 
функции должны иметь в полосе пропускания постоянные потери, 
равные нулю. При этом в случае функции Баттерворта фаза оста
ется произвольной, в то время как для трансцендентной функции 
Чебышева существует дополнительное ограничение, требующее, 
чтобы в полосе задерживания фаза была постоянной. Как указы
валось выше, единственное условие, которому соответствует а = О 
в полосе пропускания, может быть удовлетворено бесконечным чис
лом способов. Если добавляется ограничение на фазу, при котором 
fl = const в полосе задерживания, то существует лишь одно реше
ние, а именно такое, какое дает конформное представление на  
рис. XIV. 1 6, приводящее к характеристикам, изображенным н а  
рис. XIV. 1 7. 

Наконец, следует отметить, что исследование равноволновых 
характеристик в полосе пропускания н а  основе теории потенциалов 
позволяет получить большее число возможных рациональных ап
проксимирующих функций, чем использование полинома Чебышева. 
Так, можно изменять метод квантования, размещая полюсы не на 
одном, а на нескольких эквипотенциальных контурах, или, напри
мер, использовать двойной ряд полюсов, либо полюсы порядка 
выше первого. Указанный способ дает почти те же результаты, но 
полюсы при этом располагаются дальше влево от мнимой оси, что 
( как было показано в § XI I .6) обеспечивает компенсацию больших 
паразитных потерь. 

XIV.9. Линейная фазовая аппроксимация 

При расчете цепей задержки необходимо найти сопротивление 
передачи, фазовый угол которого приблизительно является линей
ной функцией частоты ro в интервале от ro = О до заданного верх
него предела, определяемого типом сигнала, подлежащего передаче 
цепью с минимальным искажением. Цепи такого типа разделяются 
на две категории в зависимости от того, пропускают ли они все ча
стоты или нет. Для сопротавления передачи цепи, пропускающей 
все частоты, 

z12 (s) = P (s) = m1 + n1 

Q (s) m2 + n2 
(XIV . 1 25) 

справедливо соотношение P (s) = Q (-s) и, таким образом, 
/ Z12 (iro) 1 == 1 .  
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Искажение сигнала в ней зависит Исключительно от характера 
фазовой функции. В следующем параграфе будет показано, что 
можно модифицировать функцию цепи, пропускающей все частоты, 
для получения множества различных амплитудных характеристик 
без изменения соответствующей фазы. Таким путем можно в зна
чительной степени контролировать переходную характеристику це
пи с тем, чтобы удовлетворить предъявленным требованиям.  

Скрещенная це,пь постоянного резистивного сопротивления ав
тома:гически представляет собой цепь, пропускающую все частоты, 
ибо при Za = jxa имеем (для s = jro) 

Z 1 - Za 1 - jxa -IP 12 = --- = = е . 
1 + za 1 + iXa 

(XIV . 1 26) 

Связь между фазой � и реактивной функцией Ха имеет вид 
Ха = tg L , или � = 2arctg Ха . (XIV . 1 27) 2 

Поскольку реактивная функция должна быть непрерывно воз
р астающей функцией ro {см . выражение ( 1 1 .9) ] , очевидно, что фа
зовая характеристика цепи, пропускающей все частоты, также об
ладает этим свойством .  Конечно, более наглядно в этом можно 
убедиться с помощью диаграммы полюсов и нулей функции такой 
цепи. Фактически ясно, что монотонно возрастающая фазовая функ
ция (называемая отставанием по фазе) должна соответствовать 
любой передаточной функции, не имеющей нулей в конечной левой 
полуплоскости. . 

Можно получить более точное условие для фазовой характери
стики цепи, пропускающей все частоты, если использовать произ
водную функции (XIV. 1 27) 

dxa = dP 
dro 2 1 р dro cos -2 

(XIV � 1 28) 

При выводе последней формулы учитывалось следующее свой
ство [см . выражение ( 1 1 .22 ) ]  реактивных функций; 

Поэтому 

dxa > 1 . 
dro ro 

� > ( sin p )J!.  
dФ р (J) • 

(XIV . 1 29) 

(XIV . 1 30) 

что следует рассматривать как дополнение к условию dP > О; бo
dro 

лее сильным в любом случае является преобладающее условие. При sin р малых значениях р (когда отношение --почти равно единице) р 
фазовая функция должна, очевидно, удовлетворять условию столь 
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же строгому, как и неравенство (XIV. 1 29) , относящееся к реак
тивной функции. Для больших р (когда отношение si; Р практиче-
ски равно нулю) наклон фазовой характеристики может иметь лю
бое положительное, но малое значение. 

Когда на требуемое изменение фазы не накладываются указан
ные ограничения, то сопротивление передачи не может быть функ
цией цепи, пропускающей все частоты. Любую произвольно выбран
ную фазовую функцию можно рассматривать как сумму двух со·. 
ставляющих, одна из которых соответствует амплитуде минималь
но фазовой функции, а другая является фазовой функцией цепи ,  
пропускающей все частоты. В каждом конкретном случае упомя
нутые выше условия для функциQ такой цепи позволяют отделить 
составляющую (если она есть) , соответствующую амплитудной 
функции минимально фазовой цепи. 

При р асчете цепи с заданным сдвигом фазы иногда целесооб
р азно воспользоваться методом, при котором контролируется на 
клон фазы (задержка) , а не сама фаза .  Для того чтобы пояснить 
этот метод, н ачнем с известного разбиения сопротивления, опреде
ляемого выражением (XIV. 1 25) , на четную и нечетную части 

Z1 (s) = P (s) Q (- s) M + N  (XIV . 1 3 1 )  2 Q (s) Q (- s) т�- п� ' 

при условии, что 
М = -1 [P (s) Q (-s) + P (-s)Q (s) ] ;  

2 

N = -1 [P (s) Q (- s) - P ( - s) Q (s) J . 
2 

(XIV . 132) 

(XIV. 133) 

Тогда фазовый угол функции Z12 (iro) определяется из выраже
ния 

-j tg � = ( _!!__) , или - � = arc tg (-!!-) . (XIV .  134) М s=foo JM s=/oo 
Производная от этого выражения имеет вид 

d� М2 d ( N ) MN' - NM' 
-

dю 
= 

м2- нz ds м = 
М•- нz ' (XIV . 135) 

где штрих обозначает дифференцирование по s. Теперь очевиден 
вывод результирующего выражения при s = jro. Нетрудно убедить
ся, что полученное только что выражение является четной частью 

M ' + N ' рациональной функции . Отсюда ясно, что наклон фазовой 
M + N 

характеристики цепи можно представить в виде 
� = - Ev( M' + N ' ) = + Ev [ cp' (s) ]

• (XIV . 136) 
doo М + N  cp (s) 
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где 
cp (s) = P(-s)Q (s) . (XIV . 137) 

Вывод соответствующего выражения при s = jro и в этом сл.у
чае очевиден. 

Возможный метод синтеза цепи задержки заключается в пост
роении полинома cp (s) , удовлетворяющего требованиям относитель-
но функции d � , определяемой зависимостью (XIV. 1 36) . Из выра-• doo ' 
жения (XIV. 137) н аходят полиномы P (s) и Q (s) , используя при 
этом метод, описанный в §  VI I l . 1 0. 

Если цепь должна пропускать все частоты, то P (-s) = Q (s) , и 
из выражения (XIV. 137) получаем 

cp (s) = Q11 (s) ; cp' (s) =2Q (s)Q' (s) . (XIV . 138) 
Тогда согласно ф-ле (XIV. 136) . 

� = 2Ev [ Q ' (s) ] . 
dro Q (s) 

(XIV . 139) 
С другой стороны, если все нули сопротивления передачи лежат 

в бесконечно удаленной точке, то P (s) = 1 и cp (s) = Q (s) , откуда 
� = Ev [ Q '  (s) ] . (XIV . 1 40) " dro Q (s) Последнее выражение совпадает с выражением (XIV. 1 39) , ха

рактеризующим цепь, пропускающую все частоты (с  точностью до 
коэффициента 2) . Разумеется, этот результат можно было преду
гадать н а  основании р ассуждений, приведенных в предыдущем па
раграфе. 

Сопротивление передачи линейной фазосдвигающей цепи имеет 
такой угол отставания �. при котором функция d� аппроксимирует 

dro 
тот же идеальный прямоугольник, что и модуль этого сопротивле
ния (см. рис. XIV. l )  при расчете фильтра нижних частот. По ана
логии с решением указанной �адачи посредством функции Баттер
ворта можно попытаться найти решение, соответствующее случаю, 

. d� • когда - максимально плоско аппроксимирует идеальным прямо-
drо 

угольник. Однако вследствие специфичной формы р ациональной 
функции (XIV. 136) получить такое решение не просто. Для лучше
го понимания задачи р ассмотрим несколько частных примеров. 

Пусть функция cp (s) представляет собой полином второй сте-
пени · 

Имеем 
и при s = jro 

cp (s) = l + a1s + a2s2 • 

ер' (s) = а1 + 2a2s, 

Ev [� ' (iю) ] = ai + a1asml · <p (jro) l + (a�-2a2) ro2 + a�ro4 
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Результирующая функция будет максимально плоской, если 
коэффициенты полинома числителя пропорциональны соответ
ствующим коэффициентам полинома знаменателя. Это условие 
можно представить в виде 

Тогда наклон фазы имеет вид 
а2ш2 

1 + -1-. -
� = ai-----3---
dro а2ш2 а4ш4 1 + -1- + _1_ 

3 9 

(XIV . 1 44) 

(XIV . 145) 

Диапазон значений ro, в котором эта функция аппроксимирует 
постоянное значение а1 с заданным допуском, очевидно, умень
шается с увеличением а1 • Можно получить большую задержку в 
узкой полосе или м алую задержку в широкой полосе. Можно по
лучить и то, и другое, воспользовавшись каскадным соединением 
одинаковых скрещенных цепей постоянного резистивного сопро
тивления, реализующим сопротивление передачи, определяемое 
выражением (XIV. 1 45) . Действительно, выбор значения а1 может 
быть таким, чтобы обеспечить требуемую ширину полосы, а общая 
задержка, получаемая при каскадном соединении п звеньев, рав
на  па1 . 

Возьмем теперь полйном c:p (s) более высокой степени, например, 
q> (s) = 1 + a1s + a2s11 + aaS8, (XIV . 1 46) 

для которого 
c:p' (s) = а1 + 2a� + 3aF . 

При s = jro имеем 
Ev [ер' (jro) ] = а1 + (a1a2 - Зaa) ro11 + titaaro• 

cp (jro) 1 + (а� - 2а2) ro2 + (а�-2а 1 а3) ro4 + a�ro6 

(XIV . 1 47) 

(XIV . 1 48) " 
Случаю максимально плоской кривой соответствуют соотно

шения 
а 1а2 -3а3 = а1 (а� -�а2) ; а2аз = а1 (а� -2а1аз), (XIV . 149) 

откуда 
аз 1 йз = - .  1 5 

Искомый наклон фазы в этом случае имеет вид 
a2ro2 2a4ro4 1 1 

d� � + -5 - + -т 
- = ai-----------
dro a�ro2 2а1ю4 a?ro6 

� + -5 - + ---т- + 225  - 58 1 -

(XIV . 1 50) 
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Снова требуемый допуск и ширина полосы определяются величиной а1 , равной результирующей задержке. 
Описанный метод очень прост при использовании, хотя требуется производить много расчетов, когда полином q> (s)  имеет более высокую степень. 
Существует другой подход к решению этой задачи, который 

дает приблизительно те же результаты, причем без сложных рас
четов. Он основан на том, что если функция q> (s) аппроксимирует 
е8, то. q>' (s) � <p (s) ; и из выражения (XIV. 1 36) получаем, что в 
интервале аппроксимации d� � 1 .  В более узком смысле, считая, 

dro 
что следующая часть разложения Маклорена для функции е8 представляет собой полином 

s2 58 sn q> (s) = 1 + s + - + - +  . . . + - ,  (XIV . 1 52) 2 6 n \  

получаем 
5 2  58 �-1 

q>' (s) = 1 + s + -2 + -
6 + . . . + 

(n- 1 ) 1 (XIV . 1 53) 

Рациональная функция q> ' (s) имеет седловую точку порядка 
IJJ (s) 

п - 1 при s = О;  функция 1 - � имеет нуль порядка п в этой 
'Р ' точке, если первые (п - 1 )  производные функции � равны там 'Р 

нулю. Четная часть функции L запишется в виде 
'Р 

Ev -- =-------------[ q> ' (s) ] 1 + Gt 1 s2 + Gt2 s4 + . . .  + ап-1 s2(n-1 ) 
'Р (s) 1 + �1s2 + �ss4 + . . .  + �ns2n (XIV . 1 54) 

она имеет седловую точку порядка ·n ( соответственно п - 1 )  в 
точке s = О при п нечетном (соответственно чет!JОМ) .  Отсюда 

ak = �k при k= 
1 1 . 2 n- 1 , , • . • , -

2-
при п нечетном, 

п - 2  1 , 2 , . . . , -- при п четном, 2 

(XIV . 1 55) 

что далеко не удовлетворяет м аксимально плоской характеристике, хотя и соответствует характеристике, близкой к плоской. 
Дополнительный интерес представляет тот факт, что полином 

<p (s) , определяемый ф-лой (XIV. 1 52) , при оп >  4 не является поли
номом Гурвица. В этом случае его нули, расположенные в правой 
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полуплоскости, необходимо в соответствии с выражением (XIV. 1 37) 
отнести к полиному P (-s) . Следовательно, не остается иного вы
бора, кроме как принять, что сопротивление передачи, определяе
мое выражением (XIV. 1 25) , имеет и нули, и полюсы, р асположен
ные в левой полуплоскости. Пока полином <p (s) является полиномом 
Гурвица, нет никакого ограничения при построении сопротивления 
передачи с конечными нулями (в правой полуплоскости) или без 
них; но любые нули полинома <p (s) , расположенные в этой полу
плоскости, должны стать нулями функции Z12 (s ) , расположенными 
в левой полуплоскости. 

Несмотря н а  то, что приведенные рассуждения не дают требуе
мого решения, они показывают, однако, каким способом можно 
получить следующие требуемые результаты. Поскольку полином <р ( s) , определяемый выражением (XIV. 1 36) , является полиномом 
вида (М - N) , очевидно, что условие, согласно которому полином 
<p (s) аппроксимирует функцию е8 (см. выражение (XIV. 1 34) ) ,  эк-
вивалентно условию, что рациональная функция - N = th jp  ап· м 
проксимирует функцию th s. Так как последняя имеет простые по
люсы с положительными вещественными вычетами (они 
расположены лишь на мнимой оси плоскости s) , то искомая ап-

ф - N • ф • проксимирующая ункция м является реактивном ункциеи, 
реализуемой в виде сопротивления LC цепи. 

Получение максимально плоской фазы р связано с аппроксима-
цией функции th s реактивной функцией - N в точке s = О. Как , м 
вытекает из опыта синтеза таких функций, н ад з аданной функцией 
th s необходимо произвести те же операции, что и н ад любой 
реактивной функцией в процессе ее разложения в цепную схему. 

При одном способе из з аданной функции (или из обратной ей 
величины)  и из получающихся при разложении обратных остаточ
ных функций выделяются полюсы в точке s = О. 

При другом способе над функцией th s необходимо произвести 
те же операции, что и н ад реактивной функцией в процессе кано
нического разложения по Кауэру, которое приводит к цепной схеме 
с последовательными емкостями С и параллельными индуктивно
стями L. Другими словами, следует представить функцию th s 

непрерывной дробью от переменной -1- . Такое разложение нетруд-. s 
но найти, если использовать разложения Маклорена в числителе 
и знаменателе функции: 

sв s6 s7 

sh s s + 31 +51 + 71 + " .  th s = -- = ---------
ch s s• s4 s4 

1 + 21 + 41 +61+ . . . 
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Известный процесс деления и инверсии дает 
th s= -----1 -----

1 
--;-+ 3 

-+ -----· 
в 5 1 - + ---- . 

в 7 
- + 

в 

(XIV . 1 57) 

На  первом этапе этого процесса из функции cth s выделяется 
1 th 1 • полюс - и получается остаток с s - -, равныи нулю в точке 

в в 
3 s = О. Величина, обратная остатку, имеет полюс - в точке s = О, 
в 

который выделяется н а  втором этапе и т. д. Нетрудно заметить, 
что в таком разложении используется лишь точка s = О. 

Если закончить процесс разложения на п-м этапе, то получится 
р ациональная аппроксимирующая функция, которую можно отож-
дествить с функцией - N, дающей полином <:p (s) = М - N м 
степени п. Следует отметить, однако, что полиномы -N и М не яв
ляются соответствующими конечными частями разложений Макло
рена в выражении (XIV. 1 56) . Это следует из того факта, что поли
ном <:р ( s) , образованный по разложению (XIV. 1 57) , всегда является 
полиномом Гурвица (так как все коэффициенты этого разложения 
положительны) . Более того, разложение Маклорена для функции 
th s вида 

s3 2s5 1 7s7 th s = s--+---+ . . .  
3 1 5  3 15  

(XIV . 1 58) 
получено точно для п членов при помощи аппроксимирующей 
функции <:р (s) , образованной из п членов разложения (XIV. 1 57) ,  
тогда как аппроксимирующая функция, образованная из выраже
ния (XIV. 1 56) при помощи членов sn, дает разложение Маклоре
на, которое совпадает с выражением (XIV. 1 58) в грубом прибли
жении только для половины членов. Этого следовало ожидать, если 
принять во внимание выражения (XIV. 152) - (XIV. 1 55) . 

Пользуясь алгебраическими свойствами непрерывных дробей 1 ,  
получаем рекуррентную формулу для построения полиномов <pn (s) , 
соответствующих п членам выражения (XIV. 1 57) , 

<i'п = (2n- l) <JJn-I + s2<pn-2 ,  (XIV . 1 59) 
откуда 

<Р.о = 1 ; <р1 = 1 + s .  (XIV . 1 60) 
Из выражения (XIV. 1 59) можно найти и полиномы более высо

кой степени. 
1 См. [59, 60] (прим. ред.) . 
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Далее полином q>n (s) можно представить в виде {44 ]1 
п 

Q>п (s) = � a,sr, (XIV . 16 1) r=O 
где · а, = [2п;- '] [ 1 · 3 · 5 . . . (2n-2r- 1) ] . (XVI . 162) 

Первый множитель является известным биномиальным коэффи
циентом (k) = k (k- 1 ) . . . (k- t + 1 )  

t t l  ' 
который равен единице при t = О или k = t. 

(XIV . 163) 

Имеется практически более удобный метод построения сопро
тивления передачи с приблизительно линейной фазой, заключаю
щийся в рассмотрении диаграммы полюсов в плос
кости s, подобной диаграмме, изображенной н а  
рис. XIV. 18, где общее число полюсов пока неиз 
вестно. Если в правую полуплоскость добавить сим
метрично расположенную решетку с нулями, то пол
ный сдвиг фазы просто удваивается . Поэтому в 
описываемом методе нет необходимости отдельно 
рассматривать цепь, пропускающую все час1'оты . 

Полный фазовый угол для такой симметричной 
диаграммы полюсов, очевидно, можно представить 
в виде 

� (1) - Q)  � =  � arc tg а
• , (XIV . 1 64) 

где суммирование распространяется на все полюсы. 
Наклон фазы имеет вид 

d� �. (1 dro =.� as + (ro - ro,) 2 . 

• 

(XIV . 1 65) 

1 j6J 
-JI--- "J 

1 1 f-.--- ruz д,,, 1 1 -� -- ru, 

i-ci 
1 1 

о ,: 
-т--- - w, 

1 -� - - - ыz 1 1 -· - -- · tu3 
1 
1 

Рис. XI V.18 

Если считать, что диаграмма полюсов бесконечна, то наклон 
фазы, определяемый выражением (XIV. 165) , соответствует равно
волновой характеристике. Для конечной диаграммы эта функция 

� окажется близкой к характеристике равных пульсаций, за исклю
чением участков вблизи концов решетки. Результирующая ампли
туда пульсаций для бесконечной решетки будет весьм.а близка к 
центральной части конечной решетки. 

Максимальное значение функции d� , очевидно, появляется nри dro 
любом ro = ro , ,  а минимальное - при любом оо посередине между 

1 В этой работе показано, что функции q>n (в) явпяются так называемыми бес
селевыми. 
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.двумя последующими значениями ro • .  Эти два крайних значения 
Лоо п�являютс�, например, при ro = О и ro = -2- соответственно. Если 

в выражении (XIV. 1 65) принять 

то можно найти 

'УЛОО 
ro - ro. = -- , 2 

20' 

(XIV . 1 66) 

·(...!Ш..) =-2 2 ,\-; . 

doo max Лоо � 
__ л_оо __ = _n_ cth � (XIV . 1 67) 
( �: у + 'У2 Лоо Лоо 

•=О , -2 , -4 ,  . . .  

(�) = -2 ' ·\;· 
doo m l n  Лоо � •=-1 , -3 ,  . . .  

20' 

___ л_оо ___ = -n- th � 

( �: у + 'У2 Лоо Лоо ' (XIV . 1 68) 

n где с точностью до коэффициента - бесконечные суммы можно 2 
рассматривать как р азложения н а  элементарные дроби гипербо
лических котангенсной и тангенсной функций соответственно. 

Таким образом, коэффициент пульсаций 
2110' 

- Д(J) = Рр = ::::::: 2е 
h 2:м 

с -Лоо 

(XIV . 1 69) 

в то время как арифметическое среднее значений, получаемых из 
выражений (XIV. 1 67) и (XIV. 1 68) , дает средний наклон 

t4 = - = -- cth -- ::::::: -- ,  ( d� ) n 2na n 
doo ер Лоо Лоо Лоо 

(XIV . 1 70) 

который равен задержке, создаваемой цепью. Тот факт, что сред
ний наклон , по существу, не зависит от а, вытекает из предположе
ния о бесконечной решетке полюсов. Для конечного числа полюсов 
такой вывод почти справедлив до тех пор, пока а невелико по 
сравнению с полной шириной полосы (это условие практически 
всегда выполняется) .  

Для выбранного среднего н аклона, определяемого при данном 
Лrо, коэффициент пульсаций контролируется величиной а. В этой 
связи может показаться, что имеется якобы возможность умень
шить пульсации до любой требуемой величины без каких-либо 
з атрат, так как а можно увеличивать в умеренных пределах на 
сколько необходимо. Ошибочность такой точки зрения состоит в 
том, что она не учитывает влияния а на  поведение фазы около - 586 -



краев полосы частот, соответствующей конечной решетке полюсов. 
Как показывает приводимый ниже анализ, средний наклон остается 
почти постоянным в большей части частотного диапазона, соответ
ствующего диаграмме полюсов, но уменьшается по мере того, как 
ro приближается к его границам и равен половине своего нормаль
ного значения на них. «Граничная зона», в которой происходит 
это важное изменение наклона фазы, с увеличением отношения _о_ Лrо охватывает все большую часть ширины полосы. 

Вычисление функции d� , необходимое для оценки свойств dro 
этой граничной зоны, упрощается, если предположить существова

НелрсрыЬн р_аспреDел. полюсо6 
ние непрерывного распре
деления полюсов, распо
ложенного на линии, па - f -раллельной оси ro . На рис. 6 1 i.-x -: IJ.r 1 

XIV. 1 9  представлено та- ..._.._1 ------=1-__,.1 ____ .._1 __ 1и 
кое непрерывное распре- - (.)с О l.J__: t.Jc 

Рис. XI V. 19 
деление полюсов для рас
чета изменения наклона 
фазы в «конечных зонах» 
в окрестности точек ro = ± roc. Тогда сумма (XIV. 1 65) заменяет
ся интегралом 

(XIV . 1 7 1 )  

х Здесь ro параметр, а х или - - переменная интегрирования. 
(J 

Таким образом, получаем 
d� = -1 - ( arc tg roc + ro + arc tg �) . (XIV . 1 72) dro Лrо а а 

Если полное число дискретных полюсов обозначить через 2n, 
то можно записать 

roc = пЛrо; ro = vЛro, (XIV . 1 73) 
и, следовательно, 

.!Ш.. = -1- [ arc tg (n + v) Лrо - arc tg (n -v) Лrо ] · (XIV . 1 74) dro Лrо а а 

В центре полосы (ro = О или v = О) наклон, по существу, равен 
1t - , что согласуется с выражением (XIV. 1 70) . На границах по

лю 
лосы (ro  = ro0 или v = п) он равен половине своего значения. 

Поскольку значение Лrо [в соответствии с коэффициентом · пуль
а 
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саций, определяемым выражением (XIV. 1 69) ] в большинстве слу
чаев лежит в пределах между 1 и 2, из выражения (XIV. 1 74} 
вытекает, что область главных изменений функции d� содержит dю лишь последние два или три полюса решетки. Поэтому можн<> 
получить удовлетворительные результаты, р асширив диаграмму 
полюсов з а  пределы требуемых границ полосы. 

Более строгое требование удовлетворяется при введении одного 
или нескольких дополнительных полюсов, расположенных у конца 
решетки, что соответствует добавлению к сумме (XIV. 1 65) соот
ветственно выбранных дополнительных членов. Этот процесс легче 
выполнить, построив график функции (XIV. 1 74) в граничной зоне, 
а затем, добавляя члены вида (XIV. 1 65) со значениями ,cr и (J) " 
выбранными по методу последовательных приближений. Поскольку 
одного или двух дополнительных членов обычно бывает достаточ
но, усилия, з атрачиваемые на расчеты, не столь велики, и не 
требуется выполнять какую-либо трудоемкую аналитическую про
цедуру. 

Если необходимо получить з ависимость � от (J), то это легко 
осуществить путем интегрирования выражения (XIV. 1 72) . Тогда 

или 

ю ю 
p ((J)) = -1- (' arc tg Юс + ю  d(J) + -1- \ arc tgroc -ю d(J), (XIV . 1 75) 

Лю J а Лю � а 
о о 

R ( )  юс + ю t Юс + ю  Юс -Ю t юс -Ю t' (J) = -- arc g -- - -- arc g-- -
Лю а Лю а 

- 2:ю 
ln [ 1 + (Юс : юу] + 2:ю 

ln [ 1 + (Юс (J юу] . (XIY . 1 76) 
На  границе полосы (J) = (J)c значение р определяется выра

жением 
2roc 2юс а ( 4ю: ) 6 ((J)c) = -- arc tg- -- In 1 + - . 
Лю а 2Лю as (XIV . 1 77) 

Поскольку отношение� велико, можно, используя выражение (J 

(XIV. 1 73) , записать приближенное равенство 
P (roJ � mt-__o:_ ln 2пЛю . (XIV . 178) 

Лю а " 
Если фаза имеет такой же постоянный наклон, как и в выражении (XIV. 1 70) для всей полосы, то ее значение в точке ro = (!)(." 

будет равно пп.. Следовательно, величина, при которой фаза падает ниже линейного изменения н а  границе полосы, определяется выражением 
n:rt-p((J)J �-a- ln 2пЛю ' 

Лю а 
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которое дает лишь малую часть величины nxr.. В действительности, 
:значение, определяемое выражением (XIV. 179) , стремится к нулю 
•С увеличением п. 

Если в диаграмму полюсов, изображенную на рис. X IV. 1 8, 
.добавляется симметричная линейная решетка нулей, расположен
ных в правой полуплоскости, то, как указывалось выше, фаза 
удваивается . В этом случае амплитуда, соответствующая подобной 
характеристике, является постоянной, ибо передаточная функция 
�принадлежит к классу функций цепей, пропускающих все частоты. 

Если же в указанную диаграмму полюсов не добавляется такая 
;решетка, то амплитуда передаточной функции изменяется, причем 
это изменение для " бесконечной ·решетки, очевидно, является посто
·янным, исключая равноволновое· изменение. Соответствующий ко
эффициент пульсаций вычисляется следующим образом. 

Функция квадрата модуля для диаграммы полюсов, изображен
!НОЙ на  рис. XIV. 1 8, имеет вид 

f(ffi) = П [cr2 + �-ro,) 2] (XIV . 1 80) 

·где знак произведения распространяется н а  все полюсы решетки. 
Предположим предварительно, что она содержит полное число 
полюсов, равное 2п + 1 , причем один из них соответствует точке 
·ffi = О, а 2п других полюса расположены в положительной и отри
цательной ветвях (по п в каждой из ветвей) . Тогда коэффициент 
пульсаций при бесконечной решетке получается для предельного 
.случая п -+ оо .  

Учитывая этот предельный процесс, можно сказать, что макси
мальное значение функции f (ffi) имеет место в . точке (J) = О, а ми-
нимальное - в точке ffi = �. Используя вновь выражения 2 
(XIV. 1 66) и (XIV. 1 80) ,. з апишем 

к f rnax = -------------------[ ( �: У] 2 
2п 2 п  

CJ2 Гl ( 'V�(I) )4 п 
•=2 ' 4 '  . . . •=2 ' 4 ' . . . 

1 + 2 'V 

(XIV . 1 8 1 )  

к f 01111 = ------------------------�-
( 
vл
2
ro ) 4 . 2пП-1 [ 1 .+ (�.2 ) 2] 2 

2п- 1  

п [ с;2 + (2п + 1) 2 _л_:_2 ] • 
v= l , З , . . .  •= 1 , З " . .  

(XIV . 1 82) 
Используя далее разложение гиперболической котангенсной 

функции в бесконечное произведение, н айдем при п -+ оо - 589 -



V 
fmax ' - П th ПО' -- - т - с --
fm in  2 Лоо ' (XIV . 1 83) 

где коэффициент т является при п -+  оо пределом выражения 
2п-1 

(2п + 1 ) п 
т = ____ •=�1 ._з_. _ . .  _. _ 

2п (XIV . 1 84) 
П v2 

•=2 , 4 ,  . . .  

Можно показать, что этот коэффициент стремится к пределу 2 - , если принять во внимание, что для любого конечного п, как бы п 
велико оно ни было, имеет место соотношение 

1 . 3 3 ' 5 5 . 7 7 . 9 9 . 1 1  85 т = 2-:-2 . -н . --в:-6 ""'в-:"'в" w.Io "  . (XIV . 1 ) 

Следовательно, модуль отношения, характеризующего бесконечную решетку полюсов, имеет вид 

-. / fmax = cth � , V fmin Лоо 

а коэффициент пульсации 
-. / fm�- - 1 2 " а  V fm in - дю --'-='с.;.;...._-- = Рт = е 
1 / fmax + l 
V fmin 

(XIV . 1 86) 

(XIV . 1 87) 

который равен как раз половине значения коэффициента пульсации для н аклона фазы, определяемого выражением (XIV. 1 69) . 
Сам по себе этот результат не имеет особого значения , так как среднее значение модуля в полном частотном диапазоне, соответствующем конечной решетке полюсов, далеко не постоянно. Однако, используя непрерывное распределение полюсов, приведенное н а  

рис. XIV. 1 9, можно вычислить логарифм функции (XIV. 1 80 )  с по
мощью интеграла  и н айти потери на границах полосы, нормализованные относительно потерь в точке ro = О: 

4оос ПО' V 188 a. (ro ) ::::::: - l n 2-- неп. (XI . ) с Лоо Лоо ' 

Потери оказываются настолько значительными, что едва ли 
можно считать этот диапазон «полосой пропускания». Вместе с тем, 
если в решетку полюсов, изображенную н а  рис. X IV. 18 ,  дополни
тельно включают аналогичное распределение нулей, расположен 
ных в правой полуплоскости (с тем же интервалом Лrо, но при ином 

- 590 -



значении а) , то модуль передаточной функции, хотя и не равный 
тождественно единице, по существу, оказывается постоянным и 
близким к единице в указанной полосе пропускания. Такая ситуа
ция может возникнуть при выполнении расчета функции цепи. 
пропускающей все частоты, но без предварительной коррекции 
паразитных потерь (см. § X I I .6) . При этом результирующие 
полюсы располагаются дальше влево от мнимой оси, чем нули 
вправо от нее. 

Проведенный выше анализ позволяет сразу сделать вывод о 
том, что если расстояние до полюса равно а1 , а расстояние до нуля 
равно а2, то получается следующее отношение максимальной ам· 
плитуды к минимальной : 

cth :rtO'i 
-. / fmax = Лоо 
V f min cth :rt0'2 

Лоо 

(XIV . 189) 

Для той же ситуации, согласно выражениям (XIV. 1 67) и 
(XIV. 1 68) , можно записать : 

откуда 

(�) = � (cth :rtai + cth :rtaz ) ; (XIV . 1 90) 
dw max Лоо Лоо Лоо ( d� ) =-п- (tь Mi + th :rtO'g ) ·  (XIV . 1 9 1 )  

dш min Лоо Лоо Лоо 

= cth :rtai cth :rtO'z • 
Лоо Лоо 

(XIV . 1 92) 

Из этого выражения легко вычисляется коэффициент пульсаций. 

XIV .1 О. Вариант равновоnновоii 
аnnроксимирующеii функции 

Если мы интересуемся рациональной функцией, имеющей вид 
равноволновой характеристики, то ее не надо далеко искать. Из
вестная цепь (рис. XIV.20) , содержащая резистивное сопротивление 
1 ом, соединенное параллельно с реактивным сопротивлением jx, 
дает сопротивление Z (j(J)) , модуль или вещественная часть кото· 
рого колеблется между нулем и единицей, если ro изменяется от О 
до оо . Нули Z (jro) появляются там, где реактивное сопротивление 
jx имеет нули, а «единицы»,- где оно имеет полюсы. Используя 
наши знания о реактивных функциях и их синтезе, можно сразу 
построить функцию Z (s) , модуль или вещественная часть которой 
на мнимой оси имеет нули и «единицы» в заданных точках. 
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Если · p (s) = т + п является полиномом Гурвица, то соответ
ствующее сопротивление запишется в виде 

Z (s) = ___!!!_ , (XIV . 193) 
т + п 

когда требуется, чтобы точке ro = О соответствовала «единица». 
Если в качестве числителя выбран полином •n, а не т, то точка 
ro = О соответствует нулю. 

Из выражения (XIV. 193) следует, что 
Re [Z (jro) ] = 1 Z (jro) \1 = ( т• ) = ( 1 ) • (XIV . 1 94) ms - n• s=/ш п• 

l --
m• s=jю 

Поскольку отношение четной и нечетной частей полинома Гур
вица является реактивной функцией, можно з аписать : 

откуда 

/Х = - . 
. ( 

т
) п s=/01 

Z (jro) = 1=- , 
1 + Jx 

Re [Z (jro) ] = 1 Z (jro) 11 = � .  1 + х• 

(XIV . 1 95) 

(XIV . 196) 

(XIV . 197) 

Полученная функция, безусловно, является равноволновой н а  
всей мнимой оси, тогда как обычная задача аппроксимации тре

бует, чтобы равные пульсации были лишь в 
конечном интервале н а  этой оси. 

Последнее требование легко выполнитr> 
путем соответствующего преобразования 

1011 l(JtJ) независимой переменной, к.оторая отобра-
жает всю мнимую ось в комплексной плос
кости для данной переменной на требуемые 
участки мнимой оси в плоскости новой пе
ременной. Как будет показано ниже, такое 

Рис. x1 v.2o преобразование нетрудно осуществить. 
Чтобы избежать ошибок в выкладках, 

обозначим через '},, =а + jro первоначальную независимую пере
менную, а через s = а + jro новую пере�енную. Рациональную 
функцию, являющуюся равноволновой на всей мнимой оси, пред
ставим в виде · 

f (Л2) = 
где функция 

1 
4 [Р (А) + р ( - А)]8 

р (А) р (-А) 
р (Л) = m+п  
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представляет собой произвольный полином Гурвица. Поскольку 
в данном слуЧ:ае рассматривается функция от J...2, а для новой пере
менной будет рассматриваться функция от s2, можно упростить 
преобразование переменной, выразив ее через 'А2 = t ( s2) ,  а не через 
'А и s.  · 

В связи с этим следует прежде всего отметить, что мнимая 
ось плоскости 'А или плоскости s эквивалентна отрицательной веще 
ственной оси соответственно плоскости 'А2 или плоскости 52• Тогда 
если желательно н анести всю мнимую ось плоскости Л. на часть 
мнимой оси плоскости 5, то необходимо просто наложить плоскость 
'А.2 на плоскость 52 так, чтобы их вещественные оси совпали. При 
этом, однако, оставшаяся часть отрицательной вещественной оси 
плоскости 52 не должна н акладываться 
на отрицательную вещественную ось 
плоскости 'А2

• Лишь тот интервал отри
цательной вещественной оси плоскости 
52, который совпадает с отрицательной 
вещественной осью плоскости 'А2, станет 
в соответствующей плоскости s интер
валом мнимой оси, для которого пре
образованная рациональная функция 
является равноволновой. 

В н ачале рассуждений, касающихся 
построения преобразования л2 = t (52) ,  
не было необходимости обращать осо· 

Co6natJ. '!Ости отрi.щ 6вщест6. осей 

Рис. XI V.21 

бое внимание н а  то, где н а  мнимой оси плоскости 5 функция являет
ся равноволновой. Действительно, этот вопрос всегда можно выяс
нить путем последующего преобразования, аналогичного преобра
зованию, описанному в § XIV.4 . Так, на рис. XIV.2 1 показана су
перпозиция плоскостей Л2 и s2, в результате которой вся мнимая 
ось плоскости А. наносится на ту часть мнимой оси плоскости s, 
которая соответствует s2 < -1 , т. е. 1 ro 1  > 1 .  Точкн 01 и 02 явля· 
ются началом координат плоскостей А.2 и s2 соответственно, 

Преобразование, соответствующее этому отображению, 
имеет вид 

(XIV . 200) 
Если желательно н аложить мнимую ось плоскости 'А на  участок 

- 1  < ro < 1 мнимой оси плоскости 5, то необходимо в выражении 
1 (XIV.200) лишь изменить s на  -.  Тогда соответствующая переs 

менная для рациональной функции, определяемой выражением 
(XIV. 1 98) , выразится как 

'J...2 = � .  52 (XIV . 20 1) 

Важное значение в данном случае имеет тот факт, что требуе
мое преобразование является рациональным, так что функция от 
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s2, определяемая выражением (XIV. 1 98) , остается рациональной 
и тогда, когда она представлена в виде функции от s2• Преобразо
вания вида (XIV.200) или (XIV.20 1 )  относительно переменных 'А 
или s являются, конечно, иррациональными и ,  следовательно, 
многозначными как для 'А, так и для s . К счастью, функции, 
рассматриваемые в задачах аппроксимации ,  являются почти 
исключительно функциями квадрата частотной переменной. 

Функция (XIV. 1 98) имеет нули второго порядка на отрицатель
ной вещественной осй плоскости Л.2 и полюсы, расположенные сим
метрично относительно ее вещественной оси. Связанные с 11реоб
разованием (XIV.20 1 )  эти критические частоты имеют точно такое 

1 же расположение в плоскости -;?:• в связи с чем преобразованная 
по ф-лам (XIV.200) или (XIV.20 1 )  функция F (s2) имеет вид 

р (s2) = Р (s2) (XIV . 202) 
Q (s) Q ( - s) 

В частности, при использовании выражения (XIV.200) функция 
f (Л.2) ,  определяемая выражением (XIV. 1 98) , преобразуется в функ-
цию F (s2) ,  причем 

1 - [р (Л) + P (- 'A) ]2 � P(s2) ; 
4 
p ('A) p (- Л) � Q (s) Q (-s) .  

(XIV . 203) 
(XIV . 204) 

Однако не следует считать, что полином р ('А) превращается 
непосредственно в полином Q (s ) , ибо преобразование (XIV.200) 
может однозначно превращать только функцию от Л.2 в функцию от 
s2, а р ('А) и Q (s) не являются полиномами от этих аргументов . Тем 
не менее, полином р ('А) , который полностью определяет функцию 
f (Л.2) [см .  выражение (XIV. 1 98) ], однозначно определяет и полином 
Q (s ) , если задано, что он должен быть полиномом Гурвица. В этом 
случае полином Q (s) строят, используя расположенные в левой 
полуплоскости нули функции от s2, создаваемой произведением 
Q (s) Q (-s) . Указанное произведение появляется в результате 
подстановки ф-лы (XIV.200) в функцию от Л.2, определяемую про
изведением р ('А) р (-Л) . 

Переход от полинома Гурвица р ('А) к полиному Гурвица Q (s) 
или, наоборот, посредством преобразования, подобного (XIV.200 ) , 
примененного к произведению р ('А) р (-Л) или Q (s) Q (-s) , облег
чается , когда известны нули полинома р (Л) или Q (s) . Таким обра
зом, если л.  = а. + [ro. являются нулями  полинома р (Л) , то про
изведение р (Л) р (-'А) состоит из множителей, представляющих 
собой пол:иномы четвертой степени вида 

л 4
- 2 (а� -О>�) л. 2 + (а� + ю�)2 • (XIV . 205) 

Аналогично, если нули полинома Q (s )  обозначить через s. = 
= G. ± jro" то произведение Q (s) Q (-s) будет состоять из мно-
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жителей, представляющих собой полиномы четвертой степени вида 
s 4 - 2 (а; -ro;) s2 + (о; + ro;)2 • (XIV .  206) 

С учетом выражения (XIV.200) полином четвертой степени ,  
определяемый выражением (XIV.205) , преобразуется в полином. 
четвертой степени от s2, который отождествляется с полиномом 
(XIV.206) , и ,  таким образом, мы находим решение для crv и ffiv че-
рез Uv и rov или н аоборот. По этим значениям Sv далее можно 
построить полином Q (s) и в случае необходимости произвести под
становку (XIV.20 1 )  вместо (XIV.200) , а затем просто заменить s на 
1 - . На  этом последнем этапе для получения полинома Q (s) , co
s 

ответствующего данному случаю, может быть применено любое 
другое преобразование из описанных в §  XIV.4. 

Отождествляя полиномы, определяемые выражениями (XIV.205) 
и (X IV.206) , и используя ф-лу (XIV.200) , получим :  

) · (XIV . 207) 

Решение для crv и ffiv по заданным значениям crv и rov получить 
п росто . В алгебраических знаках не может быть никаких сомнений, 
ибо известно, что требуемый полином Q (s) является полиномом 
Гурвица . 

Построение полинома Q (s ) с помощью описанного процесса 
невозможно, когда функция Q (s) Q (-s) , получаемая из произведе
ния р (Л) р (-Л) , имеет н а  мнимой оси нули нечетной кратности, 
так как тогда невозможно разделить их поровну между полино
мами Q (s) и Q (-s ) . Подобное положение возникает, когда про
изведение р (Л) р (-,'А) имеет нули нечетной кратности на веще
ствщшой оси плоскости Л2 в интервале Л2 < 1 .  Хотя требование 
отдельного существования полинома р (,'А) , казалось бы, предот
вращает возможность того, чтобы функция р (Л) р (-Л) имела нули 
нечетной кратности на мнимой оси плоскости Л ( соответствующе,й 
отрицательной вещественной оси плоскости Л2) ,  этот полином, одна
ко, может иметь такие нули в интервале О <  'J..2 < 1 .  В этом случае 
р (Л) имеет нули нечетной кратности на вещественной оси плоско
сти Л в интервале - 1 < Л < 1 .  

Разумеется, в подобных ситуациях все еще можно построить 
полином Q (s )  Q (-s) и, следовательно, найти требуемую аппрок
симирующую функцию, но полином Q (s) не будет существовать 
отдельно. Это обстоятельство приобретает важное значение в не
которых практических случаях и тогда необходимо учитывать огра
ничение, накладываемое на нули полинома р (Л) . 

При переходе к обратной задаче от заданного полинома Q (s) ,  
требуемого при построении полинома р (Л) ,  подобное ограничение 
не накладывается , ибо никакая часть положительной вещественной: 
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оси плоскости s2 не перекрывает отрицательную вещественную ось 
плоскости /..2 ( см .  рис. X IV.2 1 ) . При этом использование 
ф-л (XIV.200) , (XIV.205) и (XIV.206) дает: 

J · (XIV . 208) 

Когда нужно произвести подстановку выражения (XIV.20 1 ) ,  а 
не (XIV.200) , то соответствующие значения s , должны отождест-
вляться с нулями полинома Q ( + ), которые представляют собой 
величины, обратные нулям полинома Q (s) . 

В плоскости s функция F (s2) имеет диаграмму полюсов и ну
лей, симметричную относительно вещественной и мнимой осей (так 

H!fЛIJ U полюсы QJ!/HHЦIJ/J. n 2  --;nz 

Плоек. Jt2 

о , Ннтер6ал /,.,/ > 1 

Рис. XI V.22 

называемая «квадрантная» симметрия) ;  то же можно сказать и о 
диаграмме полюсов и нулей функции f (Л2) в плоскости Л. При ис
пользовании выражения (XIV.20 1 )  функция F (-ro2) является рав
новолновой в интервале -1 < w < 1. В точках ro = ± 1 ,  соответ
ствующих Л = О, функция F (-ro2) всегда р авна + 1 ,  что наглядно 
подтверждается выражением (XIV. 1 98) , если принять п = О  при 
Л = О. В интервале 1 < 1 ro 1  < оо , соответствующем О < /..2 < 1 ,  
свойства этой функции можно оценить, обратив внимание н а  то 

п2 (рис. XIV.22) , что квадрат реактивной функции - в большинстве т2 
случаев монотонно возрастает (н ачиная от нуля в точке ro = ± 1 )  
в указанном интервале. Следовательно, функция f (Л2) , которая 
принимает те же значения, что и функция F (-ro2) ,  также моно-

п2 тонна возрастает и проходит через значение оо при -- > 1 .  Таким 
m2 

образом, точное поведение функции F (-ro2) в данном интервале 
зависит от полинома р (Л) р (-Л) или соответствующего ему поли · 
нома Q (s) Q (-s)  в плоскости s. Заметим, что все полюсы и нули 

п• функции -- являются корнями второго порядка, з а  исключением 
m2 

нуля в точке Л2 = О, который является простым корнем. 2 , 
п Если функция - принимает значение, равное единице, при т2 

некоторой положительной величине Л2 < 1 ,  то полином р (Л) р (-Л) 
имеет простой нуль в том же интервале и, таким образом, возни-
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кает отмеченный выше случай, когда полином Q (s) не существует 
отдельно. Когда же процесс н ачинается с полинома Q (s) ,  то очеп2 
видно, что величина - не может быть больше единицы в интер

m• 
вале О <  'Л2 < 1 ,  за  исключением некоторых дискретных точек. 

Интересное применение изложенные результаты находят, если 
требуется построить сопротивJ1ение передачи фильтра нижних 
частот, который должен иметь р авноволновую характеристику 
модуля и линейную или произвольную фазовую характеристику s 
полосе пропускания. 

Чтобы получить требуемую фазовую характеристику, начнем с 
построения функции цепи, пропускающей все частоты, 

Q (- s) V Z12 (s) = . (XI . 209) 
Q (s) 

Для определенного таким образом полинома Q (s)  построим 
полином р ('Л) описанным выше методом и по его четной части из 
выражения (XIV.203) найдем полином P (s2) ,  а затем F (s2) ,  опре
деляемый выражением (XIV.202 ) . Далее образуем функцию 

W(s2) = K [ l - eF(s2) ] = KT (s•) , (XIV . 2 1 0) 
Q (s) Q (- s) 

выбирая значения е и К, которые дают функцию W (-ro2) с нуж
ным поведением (пока речь идет о требуемой частотной характе
ристике фильтра) . Следует отметить, что функция F (-ro2) остается 
ограниченной в интервале 1 ro 1  > 1 ,  так как полином Q (s) в этом 
случае не имеет нулей на мнимой оси. Таким образом, можно 
выбрать значение е, при котором eF (-ro2) ::::;;; 1 .  Значение .К не 
является критическим, это просто произвольный множитель. 

Поскольку диаграмма полюсов и нулей функции W (s2) полно
стью симметрична относительно вещественной и мнимой осей пло
скости s, угол функции W (-ro2) тождественно равен нулю. Поэто
му функция 

(XIV . 2 1 1 )  
имеет ту  же фазу на  мнимой оси, что и функция Z12 (s) ,  а ее 
модуль равен модулю функции W (-ro2) . Значит, данная функция 
является требуемой аппроксимирующей функцией. 

Другому интересному случаю применения описанного метода 
соответствует разбиение симметричной диаграммы нулей функции 

T(s2) = t (s) t ( -s) , (XIV . 2 1 2) 
где t-(s) и t (-s) имеют соответственно нули в левой и правой по
луплоскостях. Далее можно выделить часть функции W ( s2) ,  соот
ветствующую левой полуплоскости [см .  выражение (XIV.2 1 0) ], в 
виде минимально фазовой передаточной функции 

H (s) = Кt (s) (XIV . 2 1 3) 
Q (s) ' 
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квадрат модуля которой н а  мнимой оси равен модулю функ
ции W (-ro2) • 

Поскольку полином Q (s) выбирается произвольно, эдесь ис
пользуется другой (отличный от изложенного в § X IV.6) метод 
построения функции, аппроксимирующей соответствующую тре
буемую расчетную характеристику фильтра с предварительно вы
бранными местоположениями полюсов. Этот метод находит важное 
применение при решении задачи аппроксимации, возникающей в 
процессе расчета R.C цепей, полюсы функций которых расположены 
на  отрицательной вещественной оси. 

Если для построения функции f! (s) , которая должна иметь при 
заданных полюсах, определяемых функцией Q ( s ) , требуемый мо
дуль на мнимой оси, используется метод, описанный в § X IV.6, то 
очевидно, что очень большое количество амплитудно-частотных 
функций можно связать с эад.анной фазовой характеристикой. Эти 
результаты дополняют выводы, сделанные в §  V l l l . 1 1 ,  относительно 
того, в какой мере можно независимо контролировать частотную и 
фазовую характеристики. 

Описываемый в настоящем параграфе процесс можно также 
использовать, как еще один метод построения модуля сопротивле
ния, имеющего вид функции равных пульсаций в полосе задержи
вания !" в полосе пропускания. В решении этой задачи, данном в 
§ XIV.5, используются · свойства эллиптических функций Якоби. 
Предлагаемый метод [45] приводит к тем же результатам, но более 
прямым путем и при расчетах нет необходимости использовать 
таблицы эллиптических функций. 

Рассмотрим функцию F (ro) , определяемую выражением 
(XIV.68) , график которой показан на рис. X IV. 1 0  для п = 2 .  Нули 
и полюсы ее расположены только на мнимой оси плоскости ком
плексной частоты. Нули ограничены полосой пропускания 
(- 1 < ro < 1 ) ,  а полюсы - полосой задерживания ( 1 ro 1  > 1 ) .  Ме
стоположения нулей обратны местоположениям полюсов. Что 
касается квадрата модуля сопротивления, определяемого выраже
нием (XIV.9) , то можно сказать, что функция, имеющая эту особую 
форму, будет в полосе задерживания (как показано в § XIV.5) 
а в т о м  а т  и ч е с  к и иметь вид равноволновой функции, если рас
положение нулей в полосе пропускания будет таким, чтобы полу
чить равноволновую функцию F ( ro) . Другими словами, задача 
построения низкочастотной рациональной аппроксимирующей 
функции, являющейся равноволновой как в полосе пропускания, 
так и в полосе задерживания, в соответствии с выражением (XIV.9) 
сводится к определению критических частот функции F (ro) , опреде
ляемой выражением (XIV.68) или (XIV.69) и обладающей свой
ством функции равных пульсаций только в полосе пропускания .  

Описанный в настоящем параграфе метод позволяет построить 
функцию, подобную функции F (ro) , являющуюся равноволновой 
в полосе пропускания при любой заданной совокупности полюсов. 
Поставив условие. что полюсы должны лежать на  мнимой оси в 
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точках, обратных точкам результирующих положений нулей, мы 
тем самым ставим условие, чтобы функция F ( ro) имела требуемую 
форму. 

Использование данного метода связано с некоторыми трудно
стями при проведении расчетов, ибо нельзя вычислить местополо
жение нулей, не определив совокупности полюсов, и ,  с другой 
стороны , нельзя требовать, чтобы полюсы располагались в точках, 
обратных местоположениям нулей, до тех пор, пока не определены 
нули. Можно, конечно, з аписать аналитические соотношения, выра
жающие отмеченное условие, и попробовать найти решение для 
неизвестных параметров, но такой процесс приводит к системе 
существенно нелинейных уравнений, непосредственно решить кото
рые практически невозможно. Более целесообразно начать с неко
торых местоположений полюсов, вычислить нули указанным мето
дом, а з атем определить ряд обратных местоположений полюсов. 
ПовторенИе процесса вычислений не вызывает затруднений, и для 
требуемого р,ешения он быстро сходится . 

Ниже при подробном обсуждении этой операции будет рассмот
рена задача применительно к высокочастотной ( а  не низкочастот
ной) характеристике, ибо подстановка ф-лы (XIV.200) несколько 
проще, чем ф-лы (XIV.20 1 ) .  Кроме того, в случае необходимости 
всегда можно перейти к соответствующей низкочастотной функции. 
Далее важно подчеркнуть, что описываемый процесс дает функцию, 
для которой границами области равных пульсаций являются точки 
ro = ± 1 .  В то же время функции, определяемые выражениями 
(XIV.68) и (XIV.69) , нормализованы по частоте так, что граница-
ми области равных пульсаций являются точки ro = ± Vli (причем 
для высокочастотных функций, получаемых путем замены ro на  
1 1 ) -;- , эти точки соответствуют ro = ± Yk .Прежде чем сравнивать 

данные результаты с результатами, полученными методом, описан
ным в § X IV.5, необходимо изменить масштаб частоты. 

Для фильтра высоких частот интервал - 1  < ro < 1 является 
полосой задерживания. Предполагается, что полюсы ro 1 , ro2, ro5, • • •  . 

1 для функции, подобной (XIV.68) , при з амене ro н а  - находятся в 
(J) 

указанном интервале. Это полюсы s .  = jro, , для которых нужно 
вычислить соответствующие критические частоты Л. v в плоскости Л., 
используя выражения (XIV.208) . Ввиду того, что ·cr . = О, из этих 
выражений следует, что Ф. = О и 

- ' 2 V-(J, = :t 1 -ro • • (XIV . 2 1 4) 

Двумя точками в левой полуплоскости А., соответствующими 
s .  = ±jro. ' являются ТОЧКИ � .  = -а. + jro., но ввиду того, что 
Ю. = О, они совпадают и дают квадратный член (Л. + <1. ) 2. Тогда 
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полином Гурвица р (.Л.) можно представить как 
р ('А) = ('А +а1 ) 2 ('А +аз) 2 + . • . + ('А + о2п-1 ) 2, (XIV . 2 1 5) 

где значения а. вычисляются по заданным или предполагаемым 
значениям ro1 , rоз, . . .  , ro2n-J из выражения (XIV.2 14) . 

Нули равноволновой функции в плоскости 'Л2 {см. выражение 
(XIV.202) или (XIV.203) ] являются нулями четной части полинома 
p (J...) . Ее легко вычислить из выражения (XIV.2 15 ) , а соответствую
щие нули в плоскости s2 или s затем также без труда вычисляются 
подстановкой ф-лы (XIV.200) . Таким образом, создана база для 
интересующего н ас итеративного процесса .  

Следует отметить, что этот метод позволяет получить четную 
функцию, подобную (XIV.68) , так как точка s = оо (соответствую
щая точке (). = оо ) дает функцию f (.'Л2) = + 1 в выражении 
(XIV. 1 98) [ибо четная часть (XIV.2 15 )  всегда имеет степень н а  
единицу выше, чем степень нечетной части], поэтому при ro = оо 
получается F (-ro2) = + 1 .  Другими словами, значение равновол
новой функции в «середине полосы» является точкой максимально
го отклонения от нуля. Для рассматриваемой высокочастотной 
функции точкой, соответствующей «середине полосы», является 
ro = оо , а для низкочастотной функции, определяемой выражением 
(XIV.68) ,- ·ro = О. 

Для того чтобы получить нечетную функцию, подобную 
(XIV.69) , необходимо взять один из предполагаемых полюсов н а  
мнимой оси плоскости s в точке ro = О и остальные в точках ro2, 
ro4, " . , ro2n. Для полюса в точке ro = O  согласно выражению (ХIV.2 14)  
получим а =  ± 1 ,  поэтому полином Гурвица р (Л.) содержит простой 
множитель ,л, + 1 .  

В частности, вместо выражения (XIV.2 15 )  имеем 
р ('А) = ('А + 1) ('A + a2) 2 ('A + cr4) 2 . . .  ('А + О-2п) 2, (x1v . 2 1 6) 

где 112, 1J4, " . , a2n снова вычислены по заданным или предполагае· 
мым значениям ro2, ro4, . . .  , ro2n согласно выражению (XIV.2 14) . 

Снова образуем четную часть р (.'А) , найдем ее нули в плоскости 
Л.2 и преобразуем их в нули в плоскости s2, используя ф-лу 
(XIV.200) ; таким образом, вычислены нули в плоскости s. Обратные 
величины дадут уточненные местоположения полюсов. Однако они 
не являются обратными величинами по отношению к единице, так 
как она разделяет границу области равных пульсаций (как указы
валось выше) и не соответствуют единице в м асштабе частоты для 
функций (XIV.68) и (XIV.69) или рис. XIV. 10. Здесь необходимо 
использовать величину, обратную по отношению к постоянной k. 
которая должна играть ту же роль, что и в случае, рассмотренном 
в §  XIV.5. . 

Р ассмотрим несколько примеров, лучше всего иллюстрирующих 
предложенный метод. Предположим, что процесс н ачинается с по
строения нечетной функции [эквивалент высокочастотной характе-
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ристики (XIV.69) при п = 1]. В плоскости s один полюс распола
гается в точке ro = О ,  а два - в точках s = ·± jro2 при О <  ro2 < 1 .  
Из выражения (XIV.2 14 )  н аходим 

- _ /-2 0'2 = у 1 - 002 .  

Согласно (XIV.2 1 6) имеем 
р (Л) = (Л+ l ) (Л+ а2)2= Л8+ ( 1 + 2сr2) Л2+ 

+ (202 +а�> л + о� .  

Четная часть 

имеет нул� 
-2 

2 - 0'2 Л2 = --...,..-
1 + 20'2 

(XIV . 2 17) 

(XIV . 2 1 8) 

(XIV . 2 19) 

(XIV . 220) 

Предположим, что ro2 = 0,8. Из выражения (XIV.2 1 7) вычислим 
ii2 = 0,6, а из выражения (XIV.220) - Л� = - 0 • 36 

= -0, 1 635. 
2 , 2 

Соответствующие нули в плоскости s получаем путем подстановки 
ф-лы (XIV.200) . Тогда s � =  Л� - 1  = -1 , 1 635 = -и � , где нули 
обозначены через и , ,  чтобы не перепутать их с полюсами ro , . Те
перь введем обратное соотношение между нулями и полюсами 
плоскости s 1 

k 2 k1 и. = - .  или и, =-
оо, (1)� • 

В нашем примере это соотношение имеет вид 
k• 1 , 1 635 = -- , 

0 , 64 
откуда k' =  0,745 . 

(XIV . 22 1 ) 

(XIV . 222) 

(XIV . 223) 
Приведенный пример слишком прост для итерации. Для каж

дого предполагаемого значения ro2 мы находим соответствующую 
величину k, являющуюся угловой частотой, ниже которой значение 
рассматриваемой равноволновой функции много больше гаранти
рованного эквиминимального значения. Функция, получаемая в 

1 Для масштаба частоты функций, определяемых выражениями (XIV.68) и 
(XIV.69) , следовало бы принять и:оо: = 1 .  Используемый масштаб связан с ука
занным масштабом выражением и = и' lfk' или оо = оо' Yk . Отсюда и. w. = 

= u �ro;k = k. 
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этом примере (при условии выбора соответствующего множителя 
для нормализ ации амплитуды к единице при ro = Vk) , имеет вид 

(и 2 ro2) 
F(ro) = 2 -

Ykoo( I - :; ) 
1 ,  076 (1 , 1 635-ooll) 

00 ( 1 - 1 ,  563002) ' (XIV . 224) 

Если сжать масштаб частоты путем замены ro н а  ro Vk, то он 
становится сравнимым с м асштабом, использованным в функциях 
(XIV.68) и (XIV.69) . Тогда функция 

F (ro) = ( 1 , 345-002) (XIV . 225) 
00 ( 1 - 1 ,  345ro2) 

1 после замены ro на - tчто эквивалентно обратной функции) пре
оо 

вращается в низкочастотную. 
Далее рассмотрим четную функцию для п = 2. Выберем k = 

= 0,75 и в качестве первого предположения примем 
ffi1 = 0,5 ; ffi3 = 0,707 . (XIV . 226) 

Значения О, вычисленные из выражения (XIV.2 14 ) , будут равны 
cr1 = 0,866; :(13 = о, 707 . (XIV . 227) 

Тогда соответствующие квадратные множители полинома р (Л.) 
принимают вид 

(Л. + 0,866) 2 =  л.2 +  1 ,732Л. + 0,75 } ·  
(Л. + О,707) 2 =  Л.2 + 1 ,4 1 4Л + О,50 (XIV . 228) 

Четная часть произведения таких множителей определяется 
полиномом 

(XIV . 229) 
Его нули равны 

откуда 
Л� = - 3,60; л,g = - 0, 1 0, 

s� = - 4,60 = - и�; s� = - 1 , 1 0 = -ug; 
U1 = 2, 1 5; U3 = l ,05 . 

(XIV . 230) 

(XIV . 23 1) 
(XIV . 232) 

По выражению (XIV.22 1 )  теперь можно найти уточненные 
положения полюсов : 

ro1 = о . 75 = 0,349; ro3 =  0 • 75 = 0,7 1 5 .  (XIV . 233) 2 , 1 5  1 , 05 
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При первой итерации производим последовательные вычис
ления : 

и, наконец, 

а1 = 0,937; cr3 = 0,700; 
(Л + 0,937) 2 =  Л2 + 1 ,874Л + 0,877} . 
(Л + О,700) 2 = Л2 + 1 , 40Л + О,49 ' 
т (Л) ..:... Л4 + 3,987Л2 + О,43 = О; 
Лf = -3,878; 

sf = - 4,878 = - uf ; 
U1 = 2 ,2 1 ; 

ffi = О , 75 = 0 340· 1 
2 , 2 1 

' ' 

л� = - 0, 1 08; 
s� = - 1 , 1 08 = -и� ; 

U3 = 1 , 05 1 

ffi3 = � = 0,7 1 3 .  
1 , 05 1  

Очевидно, что процесс сходится хорошо. 

(XIV_. 234) 
(XIV . 235) 

(XIV . 236) 
(XIV . 237) 
(XIV . 238) 
(XIV . 239) 

(XIV . 240) 

Нормализация по амплитуде и частоте для приведения резуль
тата к обычной форме (XIV.68) проиЗводится указанным выше 
способом. Таким образом, можно рассчитать и построить любую из 
функций (XIV.68) или (XIV.69) простым методом без помощи 
таблиц эллиптических функций. 



xv 
Г Л А В А  

Синтез во временной области 

XV . 1 . Предваритеnьные замечания 

При синтезе во временной области (иногда н азываемом также 
синтезом по переходным характеристикам) требуется найти цепь, 
переходная характеристика которой, определяется через известные 
входную и выходную временные функции. Основная особенность 
этой задачи состоит в том ,  что входной и выходной сигналы пред
ставляют собой временнь1е функции, а не функции частоты, как это 
было почти во всех предыдущих случаях. 

Учитывая, что методы преобразования Фурье или Лапласа 
позволяют преобразовывать заданные входную и выходную вре
меннь1е функции в эквивалентные функции комплексной частоты s ,  
первоначально может показаться, что, по существу, нет ничего но
вого в подобной постановке общей задачи синтеза .  Если заданные 
функции преобразованы (графически или аналитически) в частот
ную область, то рассмотренные в предыдущих главах методы дол 
жны дать способ нахождения решения. 

Эти методы действительно позволяют найти решение. Однако 
при рассмотрении соответствующей задачи аппроксимации (когда 
осуществляется построение приемлемой рациональной аппроксими
рующей функции для требуемой частотной функции) нельзя учесть 
допуски в частотной области, так как в конечном счете нас инте
ресует качество аппроксимации во временной области, для которой 
первоначально заданы требования. Здесь приходится одновременно 
рассматривать как временную, так и частотную области и взаимо
связь погрешностей в этих двух областях. 

Таким образом, синтез во временн_ой области приводит к необ
ходимости исследования ряда дополнительных вопросов, связанных 
с задачей аппроксимации. l(ак только найдена рациональная ап
проксимирующая функция, уже не остается никакой разницы меж
ду синтезом во временной или частотной области. Иными словами, 
оба метода различаются лишь некоторыми моментами, и, следова
тельно, синтез во временной области сводится, по существу, к рас-
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nространению полученных в главе XIV выводов н а  задачи, относя
щиеся к этой области. 

Можно, конечно, найти методы построения цепей с требуемыми 
·формами переходной характеристики, совершенно не прибегая к 
преобразованиям Лапласа или к рассмотрению задачи в частотной 
области. Хорошее знание свойств переходных характеристик цепей, 
-состоящих из комбинаций простых элементов, позволяет непосред
ственно решить ряд такого рода задач, особенно, если требуемые 
.допуски не являются жесткими. При этом можно использовать 
интуитивные соображения, эксперимент и получить удовлетвори
·тельные результаты, воспользовавшись методом последовательных 
приближений. Однако там, где мы ищем решения с тщательно отре
гулированными допусками, указанный прямой подход во времен
ной области пока неосуществим, несмотря на то, что уже найдены 
пути решения задачи аппроксимации (получение рациональных 
аппроксимирующих функций) , в которых управление погрешностью 
11роизводится только во временной области (см. ниже, § XV.6 
и XV.7)  1 • . 

Как отмечалось в главе XIV, задача аппроксимации связана в 
-основном с двумя вопросами. Во-первых, нужно получить требуе
мые функции, а ,  во-вторых,- удовлетворить условиям физической 
реализуемости результирующей рациональной аппроксимирующей 
функции. Последнее вносит в проблему синтеза во временной обла
-сти дополнительную трудность, · так как ранее условия реализуемо
·сти относились к функциям частоты, тогда как в данном случае они 
должны быть применимы непосредственно к указанным времен
нь1м функциям .  Другими словами, необходимо в самом начале оп
ределить, существует ли соответствующая рациональная аппрокси
мирующая функция. 

Вопрос о существовании такой функции недостаточно четко 
разработан, поскольку ответ н а  него зависит до некоторой степени 
-от погрешностей, допустимых при решении рассматриваемой задачи 
аппроксимации. Если допускается произвольное отклонение от пер
воначально заданных входной и выходной временнь1х функций, то 
всегда существуют аппроксимирующая функция, удовлетворяю
щая этим требованиям, и условия реализуемости. Поэтому, хотя 
практически неразумно требовать очень четкой формулировки кри
терия осуществимости, нет необходимости пояснять зависимость 
между природой и порядком величин погрешностей, с одной сто
роны, и условиями реализуемости, с другой. Если понятны свойства 

• Другой способ, который также устраняет необходимость учета связи погреш
ностей в частотной и временн6й областях, дан А. Папулисом [46]. Он использует 
преобразование независимой переменной с предварительным выбором полюсов; 
однако это приводит к тому, что характер аппроксимации, связь между допусками 
и сложность результирующей рациональной аппроксимирующей функции трудно 
оценить. 

Синтез во временн6й области рассматривается также в работах [58], [6 1-68) 
(прим. ред.) . 
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функции во временной области, от которых зависит реализуемость, 
то можно справиться с этой дополнительной трудностью, вносимой 
в проблему аппроксимации при синтезе в данной области. 

Когда заданная входная функция представляет собой импульс 
или ступенчатый сигнал, появляющийся при t = О, а выходной 
сигнал является ограниченной функцией времени ,  имеющей конеч
ную длительность, и р авной нулю до момента t = О, то всегда су
ществует реализуемая аппроксимирующая функция в частотной 
области (в виде передаточной функции) . Когда же входная функ
ция времени также ограничена , равн а  нулю до момента времени 
t = О и имеет конечную длительность, но произвольную форму, то 
реализуемая аппроксимирующая функция в частотной области не 
всегда может существовать. Это объясняется тем ,  что отношение 
лапласовых изображений выходного сигнала к входному (или при
емлемых аппроксимирующих функций, соответствующих указанным 
функциям времени) может иметь полюсы в правой полуплоскости. 
Фактически, такие полюсы появляются всякий раз, когда изобра
жение входной функции времени имеет расположенные в правой 
полуплоскости нули, не содержащиеся в изображении выходной 
функции времени. 

Рассмотрим простые, применимые непосредственно к известным 
функциям времени численные методы, которые позволят нам с са
мого начала решить постаВWiенную з адачу. По-видимому, в обще!VI 
случае любой вид выходного сигнала можно получить из любого 
вида входного сигн ала  (в разумных пределах) , если допустить 
достаточную задержку в выходной функции �ремени . Примени
тельно к обычной задаче синтеза во временной области мы, есте
ственно, должны исследовать возможность того, являются ли изо
бражения Лапласа для упомянутых входных и выходных функций 
времени рациональными.  При этом для решения задачи аппрокси · 
мации не существенно, возникает отмеченная выше трудность, свя
занная с расположением полюсов в правой полуплоскости, или нет. 
Лишь функции времени, изображения которых рациональны, содер-

ф • А s t жат суммы экспоненциальных ункции вида ,е • , однако, вряд 
ли любые заданные функции времени могут быть представлены в 
такой форме. Если бы существовал способ, посредством которого 
произвольные функции времени можно было систематически ап
проксимировать с любой требуемой точностью и определенным 
образом суммируя экспоненциальные функции, то наша задача 
была бы решена .  К сожалению, разложение Фурье дает такое ре
шение только для периодических функций времени 1 • 

1 Теоретически можно, конечно, построить ряд ортогональных нормальных 
функций в виде линейной комбинации экспоненциальных функций, а затем приме
нить хорошо известные методы для выполнения требуемой аппроксимации. Однако 
па практике они оказываются непригодными и ввиду необходимости большого ко
личества вычислений, и из-за того, что величина s ,  должна быть известна за -
ранее. 
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В большинстве случаев для функций времени, з аданных анали
тически или графически, изобр�;�жения, а также их отношение (тре
буемая передаточная функция в частотной области) оказываются 
трансцендентными функциями комплексной частоты. Например, 
если выходная функция времени аналогична по форме 
входной функции времени (с  точностью до относительной з адержки 
порядка 1 сек) , то передаточная функция будет просто функцией 
вида е-в. Для синтеза такой результат непригоден, если то.чько 
нельзя построить рациональную аппроксимирующую функцию для 
этой трансцендентной функции с тем, чтобы качество аппроксима
ции можно было оценить во временной области. Из опыта известно, 
что кажущаяся хорошей аппроксимация в частотн0й области мо
жет оказаться совершенно неприемлемой во временной области . 

Если по какой-либо причине аппроксимация все же предвари
тельно осуществляется в частотной области, возникают два основ
ных вопроса :  1 )  в какой области плоскости s и каким образом 
можно осуществить аппроксимацию комплексной трансцендентной 
функции? 2) как погрешности, возникаIQщие при аппроксимации в 
частотной области, можно преобразовать во временную область 
для получения возможности достаточно простого управления ими 
в этой последней? 

Разумный ответ на  оба вопроса определяется достаточными 
условиями для вещественной части входной или передаточной 
функций н а  мнимой оси в з ависимости от сложности и однознач
ности нахождения не только этой комплексной функции, но также 
ее оригинала во временной области (как показано в главе V I I I ) . 
Таким образом, вещественную часть требуемой трансцендентной 
функции на мнимой оси можно аппроксимировать посредством 
отношения конечных полиномов от ro2 с гарантией, что соответ
ствующую комплексную функцию (имеющую полюсы только в 
левой полуплоскости) всегда можно однозначно построить. Более 
того, поскольку оригинал (временная функция) однозначно и л и
н е й н о связан с вещественной частью комплексной частотной 
функции на мнимой оси, связь между погрешностями в обеих 
областях определяется непосредственно. Это объясняется тем , что 
аддитивные члены вещественной части на  мнимой оси раздельно 
преобразуются в аддитивные члены временной функции, причем не 
требуется определять, является ли соответствующая функция 
минимально фазовой или неминимально фазовой. 

Поскольку оригинал комплексной передаточной функции пред
ставляет собой импульсную характеристику цепи, задача синтеза 
во временной области легче всего решается, когда заданные пара
метры требуют определенной выходной функции времени н а  им
пульсное возбуждение. Если входная функция времени имеет про
извольную форму, сначала определяют импульсную характеристику 
по двум - входной и выходной - функциям времени, а затем рас
сматривают более простую задачу, для которой импульсная харак
теристика определяется непосредственно. - 607 -



При таком подходе необходимы дополнительные методы опре
деления импульсной характеристики для произвольных заданных 
входной и выходной функций (включая критерий осуществимости ) , 
а чтобы упростить синтез этой импульсной характеристики, нужно 
разработать методы вычислений, ускоряющие переход от времен 
ной области к частотной (и  наоборот) с тем ,  чтобы можно было 
эффективно контролировать погрешность. Эти вопросы изложены 
в следующих параграфах. 

XV .2. Чисnенные методы. упрощающие связь 
между временной и частотной о&nастями 

Запишем известные интегралы Фурье 
00 

f(t) = - FUro) efrot dro; 1 j' 
2n (XV . 1) 

-оо 
00 

FUro) = S f (t) e-frot dt, (XV . 2) 
-оо 

в которых F (jro) можно рассматривать как обычную функцию 
(входную или передаточную) при подстановке s = jro, а f ( t) - как 
соответствующую единичную импульсную характеристику исследуе
мой цепи 1 • 

Если разбить функцию f ( t) н а  сумму четной и нечетной частей 
{ (/) = f ч (t) + fн (t) ( (XV . 3) 

и представить комплексную функцию F (jro) в виде 
F (jro) = F1 (ro) + jF 2 (ro) , 

то оказывается, что 
00 00 

(XV . 4) 

F1 (ro) = J fч (t) cos rot dt ; F2 (ro) = - J fн (t) sin rot dt . (XV . 5) 
-оо -оо 

Из этого выражения замечаем, что вещественн ая и мнимая части 
функции F (jro) являются соответственно четной и нечетной функ
циями от (j) .  

Подставим выражение (XV .4)  в интеграл (XV. l )  и разобьем 
последний на два интеграла, тогда оригиналы, соответствующие 
преобразованиям (XV.5) , будут иметь вид 

00 00 

fч (t) = -1- J' F1 (ro) cos rot dro; f11 (t) =--=!.._ f F2 (ro) sin rot dю . (XV . 6) 
2n 2n , 

-оо -оо 

1 Т. е. реакцию цепи при воздействии в виде единичного импульса (прим. 
ред.) . 
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Здесь, так же как и в соотношениях (XV.5) , пределы интегриро
вания можно распространить только на положительные значения 
независимой переменной, а результат необходимо умножить на два, 
так как подынтегральные выражения являются четными функ
циями. 

Если предположить, что временная функция рав'на нулю при 
t < О, то оказывается, что fч ( t) и fн (t)  при этом сокращаются и, 
следовательно, при t > О  они должны быть равны друг другу. Зна
чит, функция f (t )  при t > О  равна либо удвоенной функции fч ( t) , 
либо удвоенной функции fн (t ) . Из соотношений (XV.6) получим 

00 00 

f (t) = : J F1 (ro) cosrot dro = 'Л.2 S F2 (ro) sin rot dro . 
о о 

(XV . 7) 

Поскольку импульсная характеристика пассивной цепи должна 
быть равна нулю до возруждения (предполагается, что оно при
кладывается при t = О) , то достаточно одной вещественной или 
мнимой части функции F (jro) ,  чтобы характеризовать эту импульс
ную реакцию (другие аспектьr данного вопроса уже рассматрива
лись ранее, в главе V I I I ) . 

Оба интеграла выражения (XV.7) получены из соотношений 
(XV.5) при условии, что удвоенная функция fч (t) или удвоенная 
функция f11 ( t )  равна f (t)  при t > О. Таким образом, получаем 

00 00 

F1 (ro) = f f (t) cos rot dt; F2 (ro) = - S f (t) sin rot dt . 
о о 

(XV . 8) 

Если вместо интегралов (XV. l )  и (XV.2) использовать интегра
лы (XV.7) и (XV.8) , то функцию, которая однозначно характеризу
ет функцию f (t) в частотной области, можно выразить либо через 
F1 (ro) , либо через F2 (ro) . Подобнр f (t) , она также является веще 
ственной функцией вещественной переменной, и нет необходимости 
при рассмотрении связи допусков во временной и частотной обла
стях вводить комплексную функцию частоты. Требованиям,  
предъявляемым к функции f ( t) , можно удовлетворить с помощью 
рациональной функции в частотной области F1 (ro) вместо комплекс
ной функции F (jro) 1 . Такую рациональную функцию легко постро
ить, используя , например, методы, рассмотренные в главе V I I I .  

·особый интерес в данном случае представляет наличие беско
нечно коротких импульсов в вещественной части функции F1 (ro) .  
Как отмечалось в § VI I I .2, импульсы связаны с расположенными 
на мнимой оси полюсами комплексной функции F (jro) , причем ве
личина каждого импульса в л: раз больше вычета этой функции в 
соответствующем полюсе {см . выражения (VI I l .57) - (VI I I .6 1 ) ] . 

1 Можно также использовать мнимую часть функции F2 (ro) .  Выбор опреде
ляется свойствами функции f (t) . 
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Метод преобразования заданной вещественной части функции 
F1 (ro ) в соответствующую ей функцию f ( t) или наоборот основан 
на такой аппроксимации, при которой апп·роксимирующая функ
ция, или ее первая производная, либо производные более высоких 
порядков состоят из последовательности бесконечно коротких им 
пульсов (следующих друг за  другом н а  регулярных или нерегуляр
ных интервалах) . Если, например, данная функция аппроксимирует
ся прямоугольниками или импульсами конечной длительности, а 
каждый из них - бесконечно коротким импульсом, величина кото
рого равна площади соответствующего импульса, то бесконечно 
короткие импульсы рассматриваются как «выборки» (элементы) 
функции, а их последовательность представляет собой заданную 
функцию в так называемой квантованной форме. 

Такая форма представления является приближенной не только 
потому, что последовательность прямоугольных импульсов дает 
ступенчатую аппроксимацию заданной функции, но и потому, что 
при замене каждого импульса бесконечно коротким импульсом 
появляется дополнительный источник погрешности. Последняя 
аппроксимация вносит зависящую от времени ошибку при вычис
лении функции f ( t ) [см . первый интеграл выражения (XV.7) ] или 
t1астотнозависимую ошибку при вычислении F1 (ro) [см . первый ин
теграл выражения (XV.8) ], так как cos rot в действи1'ельности из
меняется по всей конечной длительности элемента, тогда как за
мена  последнего бесконечно коротким импульсом исключает 
возможность подобного изменения. 

Указанная погрешность полностью уничтожается при дифферен 
цировании ступенчатой аппроксимации заданной функции, по
скольку этот процесс преобразует ее в последовательность беско
нечно коротких импульсов без дополнительных погрешностей. 
Влияние дифференцирования на  соответствующую функцию f ( t )  
или F1 (ro ) (в зависимости от обстоятельств) сводится , по  существу, 
к умножению соответственно на t или ro (в этом случае алгебраи
ческий знак не играет роли и его можно не учитывать) . Един
ственная остающаяся погрешность обусловлена ступенчатым харак
тером аппроксимирующей функции. Уменьшение этой погрешности 
требует увеличения общего числа членов в аппроксимации. 

Следует отметить, что можно получить более полезный резуль
тат, применяя кусочно-линейную или линейно-ломаную аппрокси
мацию заданной функции. При этом необходимы два последова
тельных дифференцирования с тем, чтобы свести аппроксимирую
щую функцию к сумме бесконечно коротких импульсов, общее 
число которых равно числу точек излома кусочно-линейной аппрок
симации. При некоторой заданной погрешности число точек излома 
оказывается зн ачительно меньше числа членов, получающихся при 
ступенчатой аппроксимации .  

Логически возможно дальнейшее уменьшение числа членов для 
заданной погрешности или уменьшение ее для заданного числа 
членов, если воспользоваться кусочно-параболической аппроксима-
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цией данной функции, соответствующей кусочно-линейной аппрок
симации первой производной этой функции. Однако, тогда может 
потребоваться большее число точек излома, чем при кусочно-линей
ной аппроксимации, так что такой метод не обязательно приведет 
к дальнейшему уменьшению числа членов, хотя он, конечно, умень
шает результирующую погрешность. К детальному рассмотрению 
упомянутого круга вопросов мы вернемся позже, а сейчас найдем 
интеграл Фурье для случая указанной выше последовательности 
бесконечно коротких импульсов. 

З аметим прежде всего, что в изложенных приближенных мето
дах интегрирования мы всегда рассматриваем функцию F 1 ( оо) в 
конечном частотном интервале, который можно определить как 
нормализованный интервал О <  ,оо < 1 .  При этом особое внимание 
следует уделить влиянию ограничения асимптоты, необходимого 
для получения такого представления, и способу, с помощью кото
рого можно, тем не менее, учитывать зависимость между пове
дением функций F (joo) при оо -+ оо и f ( t) при t -+ О. 

При аналогичном переходе от f (1t) к F1 (ro ) функция времени 
также считается отличной от нуля только в конечном интервале, 
что обеспечивается соответствующей компенсацией, позволяющей 
пренебречь ее подлинным асимптотическим поведением. 

Если учесть, что функция F 1 ( оо) четная, причем ее производные 
нечетного порядка являются нечетными, а производные четного 
порядка - четными, то кусочно-линейная аппроксимация (v - 2) -й 
производной в п точках излома даст для производной порядка v 
следующее импульсное представление : 

п 

fl<,v> (оо) = � ak (u0 (oo - ook) + (- 1 )  "Uo (OO + rok) ) . (XV . 9) 
k= I 

Используя выводы , касающиеся связи выражений (VI I l .59) и 
d d (VI I l .60) , и заметив также, что- = -.-, видим, что комплексную 
ds JdOO 

функцию F (s)  . с вещественной частью, определяемой выражением 
(XV.9) , можно записать так: 

п F(•) ( ) 1 � [ 1 + ( 1 ) " 1 ] s = -- ak - , 
n (J) • s - jrok s + jrok 

k= I 

(XV . 1 0) 

где индекс v обозначает v-ю производную по s. Коэффициенты а,,_ 

в выражениях (XV.9) и (X:V. 1 0) определяют изменения крутизны 
линейно-ломаной аппроксимации в точках излома, т .  е .  на частотах 
ro = ro11.. 

п·оскольку v-кратное дифференцирование функции F (s) соот
ветствует умножению f ( t) на (-t) • , а функцию времени, получаю
щуюся из функции, стоящей в квадратных скобках выражения 
(XV. 1 0) ,  можно найти непосредственно, то очевидно, что функция 
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времени, соответствующая требуемой вещественной части функции 
F 1 ( ro) , определяется как 

• - n 

f (t) = 2 (- l ) 2 � ak cos rokt для четного v; 
1tt• � k= I 

(XV . 1 1 ) 

• + 1 n 

f (t) = 2 (- l >-2- � а k sin rokt для нечетного v . (XV . 1 2) 
1tt• � k=I 

. В качестве примера, иллюстрирующего использование этих 
зависимостей, рассмотрим трапецеидальную вещественную часть 

функции, график которой изображен в 
F, frиJ верхней части рис. XV. l .  В нижней части 

о о.в /,О 
1/1rыJ 1 .1 

1 1 
1 о 

-5 - - - -

F,'�'l(,)J (11;) 

5 
о 5 

00 

Рис. X V.l  

(,) 

(.с) 

этого рисунка построены графики первой: 
и второй производных, причем последняя 
имеет вид функции, содержащей беско
нечно короткие импульсы, т. е. 

P12> (ro) = - 5u0 (ro-0,8) + 5и0 (rо- 1 ) . 
(XV . 1 3) 

Подстановка ее в выражение (XV. 1 1 )  
дает соответствующую фу�r кцию времени 

1 0  (XV . 1 4) f (t) = -(cos 0,8t-cos t) , 
1t/2 

9 имеющую начальное значение f (О) =- ,  51t 
(J) как и должно быть, поскольку это зн аче

ние с учетом первого из интегралов вы
ражения (XV.7) равно полной площади 
под кривой вещественной части функции, • 2 умноженнои на  - . 

n 
В данном случае функция времени не изменяется скачкообразно 

при t = О, как можно было бы ожидать по первому впечатлению от 
выражения (XV. 14 ) . Надлежащее поведение функции f ( t) в · точке 
t == О объясняется условием, которому автоматически удовлетво
ряют коэффициенты а11. в результате подразумеваемого асимптоти
ческого поведения функции F (s) . Учитывая, что функция F1 (ro) ,  
график которой показан н а  рис. XV. l , является неотрицательной, 
угол функции F (s) по абсолютному значению не превышает ; . 
Это означает, что при большом s функция F (s) ведет себя подобно 
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-1-· , а f ( t) - подобно ступенчатой функции в точке t = О. Далее мы 
s 

остановимся на  этом более подробно. 
Ан алогично можно получить функцию f ( t) по мнимой части 

функции F2 (ro) . Поскольку последняя является нечетной, а ее про· 
изводные нечетного порядка представляют собой четные функции, 
импульсное представление ее v-й производной [аналогичное пред
ставлению (XV.9) для вещественной части] будет 

п � 
F2'> (ro) = � ь. [Uo(ro-rok) - (- 1) ' иo (ro + rok) ] . (XV . 1 5) 

k=l 
Тогда вместо выражения (XV. 1 0) имеем 

п 

p<•> (s) = :rt 1 � bk [-1 -- (- 1) '-1- ] (XV . 1 6) 
ш <•-1 ) � s- jrok s+ jrok ' 

k=l 

а для функции времени находим 
•+ 1 

п 

f (t) = 2 < - 1 > 2 
� bk cos roi для нечетного v; nt• � 

•+2 
п 

(XV . 1 7) 

f (t) = 2 ( - 1 )_2_ 

nt' 
� bk sin rok t для четн'JГО v .  (XV . 1 8) 
k= l 

Найдем средства, позволяющие управлять поведением функции 
f ( t) в точке t = О, соответствующим заданному асимптотическому 
поведению функции F (s} ,  для чего запишем модифицированную 
форму выражения (XV. l )  

00 

( - t) 'f (i) = -1- 5 р<» (jro) eiФt dro .  
2n 

-:х> 

(XV . 1 9) 

Это выражение получается посредством дифференцирования вы
ражения (XV.2) под зн аком интеграла. Если теперь записать 
разложение Маклорена 

( - t)' f (t) = c0 + c1t + c2t2 + . . .  + cµtµ + . . •  , (XV . 20) 
то коэффициенты разложения определяются из выражения 

Заметим, что 

00 

сµ = -1 - 5 (jro)µF(v) (jro)dro . 
2nµ.I 

- оо  

p<v> (J"ro) = _l _ [p<v> (ro) + jF<v> (ro) ] 
(j) ' 

1 2 ' 

- 6 13 -

(XV . 2 1 ) 

(XV . 22) 



потому что индекс (v ) при функции F (jro) означает дифференци
рование по jro, тогда как при F1 (ro) или F2 (ro) он означает диффе
ренцирование по ro. С учетом ф-л (XV.9) и (XV. 15 )  из выраже
ния (XV.2 1 )  находим :  

п 
( 1 )" (/")• +µ � Сµ. -- nµt � a

kro� для четного (v + µ) ; 
k= I 

п 

(XV . 23) 

сµ. = - 1 bkro� для нечетного (v + µ) . (XV . 24) ( 1 )" о•+µ+ ! � 
nµ! k= I 

Ее.и и асимптотическое поведение функции F ( s )  при s -+ оо 

описывается выражением 
1 F(s) -+ - , sq 

� (XV . 25) 
то соответствующая функция времени должна при t -+  О вести себя 
подобно функции 

f (t) -+ tq-1 . 

Поэтому разложение Маклорен� (XV.20) примет вид 
Сµ. = 0 при µ = 0, 1 , 2 , . . .  , q + v - 2 .  

(XV . 26) 

(XV . 27) 
Таким образом, выражения (XV.23) и (XV.24) дают условия : 

i аkrо� = О{при µ = 0, 2, 4, . . .  < q + v- 2, когда v -четное; } ; (XV . 2В) 
k=I при µ·= 1 , 3, 5, . . . < q + v-2, когда v -нечетное 

i bkro� = о{при µ = 0, 2, 4, . . .  <q + v - 2, когда v -нечетное} · (XV . 29) 
k= I при µ =  1 , 3 , 5, . . .  < q + v -2, когда v -четное 

В приведенном выше примере v = 2 и q = 1 .  Из условий 
(XV.28) , которые применимы только при µ = О, можно найти, что 
соответствующее поведение функции f ( t )  при t = О  обеспечивается, 
если сумма  величин ak равна нулю. Как непосредственно видно из 
рис. XV. 1 ,  это требование удовлетворяется . 

Для того чтобы оценить, кроме того, что означают упомянутые 
условия, рассмQтрим r-кратный интеграл выражения (XV.9) 

п 

F\-r> (ro) = � ak [tLr (ro-rok) + ( - l )"u_r (ro + rok) ] , (XV . 30) 
k=I 

где u_r (x) - сингулярная функция порядка (-r) ,  определяемая 
выражением 

xr-1 
tLr(x) = при х > О . 

(r- 1 ) ! 
- 6 14 - (XV . 3 1 ) 



Эта функция равна нулю при х < О. Из выражений (XV.30) и 
(XV.3 1 )  при (!) = О имеем 

п r-1 
p\•-r) (О) = � akroll ( - 1) v ' (XV • 32) � (r- 1) \ k=I 

или, если положить r - 1 = µ, то можно записать 
п � akffi� = (- 1) 'µ! p\•-µ-t > (О) • (XV . 33) 

k=I 
Поскольку производные функции F 1 (ffi) нечетного порядка рав

ны нулю при ffi = О, то снова получим условие (XV.28) . Однако в 
данном случае нам ничего не известно как о верхнем пределе из
менения величин µ, к которым указанные условия применимы, так 
и о зависимости этого верхнего предела от асимптотического пове
дения функции F (s ) . С другой стороны, выражение (XV.33) пока
зывает, что выполнение условий (XV.28) для значений µ вплоть до 
равных целому числу v - 2 включительно не имеет ничего общего 
с асимптотическими условиями 1 , а зависит только от требований, 
согласно которым производные нечетного. порядка функции F1 (ffi) 
должны принимать нулевые значения в точке (!) = О. :К дополни
тельным условиям для значений µ выше v - 2 относятся те, с по
мощью которых объясняется данное асимптотическое поведение 
части функции F (s) . 

В этой связи необходимо заметить, что f ( t) , определенная по 
вещественной части функции F 1 ( ffi) , является четной функцией и, 
следовательно, может вести себя при t � О только как степенная 
функция некоторой четной степени t. Асимптотическое поведение 
функции F (s)  согласно выражению (XV.25) будет в этом случае 
соответствовать только функции, содержащей нечетные целые зна
чения q. Если при четном целом q функция f ( t) должна вести себя 
при t -+  О подобно степенной функции нечетной степени t, то для 
нахождения функции времени необходимо использовать мнимую 
часть функции, т. е. F2 (ffi) . · 

В действительности рассматриваемые вопросы не являются 
столь важными, если только не предъявляется условие, согласно 
которому поведение функции f ( t) при t -+  О должно быть совершен
но точно известным. Поскольку в любом методе приближенного 
интегрирования так или иначе допускается определенная погреш
ность, точное знание поведения функции в точке t = О в большин
стве случаев не настолько обязательно, чтобы нельзя было для 
нахождения f (1t) свободно выбирать функцию F1 (ffi) или F2 (ffi) , 

1 Разумеется, косвенно это имеет место, так как надлежащее поведение функ
ции f (t) при t -+ O  может и не получиться, если у фующии F1 (ro) будет дрейф 
погрешности ( drift error) . - 6 15 - ' 



так как любая из них полностью определяется функцией времени 
во всех точках, кроме точки t = О. 

Из выражения (XV.33) при v - µ - 1 = О получаем уравнение 
п � akrok- I = (- l) ' (v- 1 ) 1 F1 (0) , (XV . 34) 

k=I 
которое должно удовлетворяться при определенных значениях a1t 
для того, чтобы обеспечить нулевую погрешность при аппроксима
ции функции F1 (ro ) в точке ro = О .  Для трапецеидальной функции, 
изображенн9й на  рис. XV. l " эта зависимость также выполняется 
автоматически. 

Зависимости (XV.28) и (XV.29) обычно рассматриваются как 
условия моментов . Они эквивалентны соответствующим интеграль
ным зависимостям, рассматриваемым в теории преобразования 
Фурье или Лапласа под тем же названием. 

В качестве примера процесса, удовлетворяющего определен 
ному требуемому асимптотическому поведению, допустим, что 

1 F (s) -+ - при S -+  оо ,  и попробуем построить соответствующую 
ss 

вещественную часть F1 (ro ) и соответствующую функцию времени . 
Допустим, что третья производная функции F 1 ( ro ) представляет 
собой сумму бесконечно коротких импульсов или что функция 
F 1 (ro ) аппроксимируется сопрягающимися параболическими дугами 
второй степени . Тогда согласно условиям (XV.28) имеем v = 3 и 
q = 3, поэтому указанные условия применимы при µ = 1 ;  3. 

Если нормализовать функцию F1 (ro ) таким образом, что F1 (О) = 
= 1 ,  то условия (XV.28) вместе с зависимостью (XV.34) дают 

(XV . 35) 

п � akro� = -2; (XV . 36) 
k=I 

п � akro� = 0 . (XV . 37) 
k= I 

Следовательно, в простейшей аппроксимации достаточно ис
пользовать три дуги, при этом величины ak должны удовлетворять 
системе уравнений 

a1ro1 + a2ro2 + aaroa = О , 1 
2 2 2 a 1 ro 1  + a2ro2 + азrоз = -2 . 
з 3 3 о a1 ro 1 + a2ro2 + азrоз = 

(XV . 38) 

Нормализация частотного масштаба равнозначна выбору точки 
излома ro3 = 1 .  Функцию F1 ( ro ) , соответствующую этому случаю, 
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можно теперь построить сразу после того, как выбраны точки из-
1 2 лома ro1 и ro2. Пусть ro1  = 3 и ro2 = 3 .  Тогда из системы (XV.38 )  

получим 
(XV . 39) 

График результирующей вещественной части F1 (ro) показан в 
верхней части рис. XV.2, а графики ее первой, второй и третьей 
производных - на этом же рисунке ниже. Соответствующая функ· 
ция времени согласно выражению (XV. 12 )  будет 

f (t) =-2- (45 sin -t -36 sin �+ 9 sin t) = 
�р 3 3 

Отсюда видно, что в точке t = О получе· 
но надлежащее поведение функции .  

В тех случаях, когда функция F1 (ro) 
задана графически и требуется применить 
кусочно-линейную аппроксимацию ее пер
вой производной или производных более 
высоких порядков [это эквивалентно ап
проксимации самой функции F1 (ro) пара
болическими дугами второй или более вы
сокой степени], возникает задача построе

tO 

(XV . 40) 

rочкu сопряжвн«R 
f 

ния этих производных с достаточной сте- o r--i---o-.,...-�-..., 
1 
1 

- 6  -
F,(Z}fыJ I 27 

18 
9 

пенью точности . Их, очевидно, нельзя по
строить обычным образом, рассматривая J 
величину производной в любой точке как 
наклон в ней данной функции, нельзя 
также использовать численные методы, 
основанные на таблицах конечных разно
стей . Если строить таким способом вто
рую или третью производную, а затем на
рушить процесс повторным графическим 
интегрированием, то погрешности произ
водных вызовут чрезмерный «дрейф» об
щей погрешности в процессе интегрирова
ния, в результате чего к первоначальной 
функции воз!'fратиться не удастся . 

о .... . __, ....... __, ....... --;,__--. 

-9 

В этой связи существенно заметить, О 45 9 
ЗG 

00 
Рис. X V.2 

00 

(.J 
что выполнение условий моментов 
(XV.28) для значений µ до v - 2 вклю
чительно (как отмечалось выше) гаран
тирует, что производные нечетного поряд-
ка функции F1 (ro ) проходят через нулевые значения в точке ro = О. 
Следовательно, указанные производные {вместе с условием (XV.33) ]  
гарантируют, что н е  будет дрейфа погрешности в результате после-
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довательных интегрирований, которые в таких случаях следует рас
пространить на весь нормализованный частотный интервал 
-1 < 0> < 1 . 

Условия, гарантирующие сдвиг нуля в точке 0> = О, автоматиче
ски обеспечивают и сдвиг нуля по всему интервалу. Таким обра 
зом, ясно, что ряд значений ak, используемых при линейноломаной 
аппроксимации «неточной», более высокой производной (т. е. той, 
последующее интегрирование которой вызывает недопустимую ве
личину дрейфа ) ,  окажется непригодным для выполнения условий 
(XV.28) и (XV.33) . 

Подобное положение можно устранить, воспользовавшись 
методом графического построения, при котором определяются 
последовательные ординаты функции, представляющей собой произ
водную так, чтобы накопленная под этой функцией площадь от точ
ки 0> = - 1  до любого данного значения 0> была равна ординате 
данной функции в той же точке или, чтобы приращение площади 
под функцией-производной при данном 1Л0> было равно прираще
нию ординаты функции для того же Л0>. 

При таком подходе можно построить функции-производные, по
следовательное интегрирование которых снова приводит к данной 
функции с требуемой точностью. 

Когда кусочно-линейная аппроксимация применяется к первой 
производной, используется прямой метод аппроксимации функции 
непосредственно с помощью параболических дуг и, следовательно, 
позволяющий уменьшить объем рабочих операций. Геометрические 
приемы, которые оказываются здесь полезными, можно оценить, 
обратившись к рис. XV.2 . Если на кривой функции F1 (0>) соединить 
максимумы и минимумы прямыми линиями, то последние пересекут 
эту кривую в тех точках, где параболические дуги являются сопря-
гающимися , а разность ординат [н апример, F1 (О) - F1 ( +) J опре
деляется площадью треугольника функции F<f J ({J)) , взятой со зна· 
ком минус. Высота треугольника фиксируется необходимой 
разностью ордин ат и расположением его вершины у требуемой 
точки сопряжения . 

Теперь можно рассмотреть более подробно вопрос об оценке 
погрешности и ее ·зависимости от общего числа импульсов, необ
ходимых для представления функции F \ 1 J (0>) . Основой для этого 
рассмотрения служит нормализация соответствующего частотного 
интервала, как показано на  рис. XV. 1 и XV.2. Теперь становится 
ясным метод, прй котором учитывается соответствующее асимпто
тическое поведение функцИи F (s ) , несмотря на ограничение 
асимптоты, обеспечивающее указанную нормализацию частоты. 
Таким образом , можно установить соотношение между следующи
ми тремя факторами : точностью, с которой аппроксимируется 
функция F1 (0>) ; порядком v-й производной, для которой аппрокси· 
мация определяется суммой импульсов, и числом этих импульсов 
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( равным числу членов, необходимых для представления соответ
ствующей функции времени) . 

Пусть (v - 2) -я производная функции F1 ((i)) аппроксимируется 
ломаной линией так, что погрешность (разница между ломаной 
линией и действительной кривой) изменяет знак трижды внутри 
каждого линейного интервала, появляющегося при переходе этой 
линии через каждую точку излома. Внутри интервала О < (i) < 1 
имеет место 3 (п - 1 )  изменений знака, если п равно общему чис
лу точек излома кусочно-линейной аппроксимации. Следовательно, 

З (п - 1 )  б • существует периодов коле ании погрешности в интервале 
2 

о <  (i) < 1 .  
Пусть З (п - l )  = � и предположим, что изменение погрешности 

2 2n · · 
можно грубо рассматривать как синусоиду с амплитудой в. Тогда 
получим погрешность 

д� .Рг2> ((i)) :::::::: 8 sin (i)'t ) 
для р\•-3> ((i)) :::::::: -� cos. (i)'t 

'( (XV . 4 1 )  

Приближенная максимальная погрешность аппроксимации са
мой функции F1 ((i))  приобретает значение 

в 8 

't•-2 ::::::. [Зn (п - 1) ]'-2 (XV . 42) 

Хотя этот вывод является несколько неточным, он, тем не менее, 
полезен при вычислении погрешности аппроксимации для данных 
значений п и v.  Например, если первая производная функции F1 ((i))  
аппроксимирована кусочно-ли.нейной функцией, в которой исполь
зуются четыре точки излома, а максимальная погрешность состав
ляет 1 0 % ,  тогда из выражения (XV.42) при v = 3, п = 4 и в = 0, 1 
получим,  что F1 ((i))  аппроксимируется параболическими дугами с 
максимальыой погрешностью менее 0,5 % ,  причем соответствующая 
функция времени определяется четырьмя членами. 

По существу, те же методы можно использовать для нахожде
ния вещественной и мнимой частей функции F (j(i)) по заданной 
функции времени. Таким образом, если v-я производная функции 
f ( t) при t > О  представляет собой сумму импульсов, то сама функ
ция f ( t) имеет вид 

п 

f (t} = I aku_, (t-tk) .  
k= I  
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Изображением функции и _, ( t) является s --•, а задержка функ
ции времени на th сек соответствует умножению на e -fФtk в частот
ной области . Нетрудно поэтому увидеть, что изображение функ
ции, определяемой выражением (XV.43) , выразится как 't 

-jootk F(jro) = ak e(jro)' , (XV . 44) 
k= I 

а ее вещественная и мнимая части соответственно :  

и 

• - п 

F1 (ro) = (- l )  
2 

,.., ak cos rotk для четного v; (XV . 45) ro' 
� 
k= I 

•+1 
п 

F1 (ro) = (-�· 2 � ak sin rotk для нечетного v (XV . 46) 
k=I 

v+2 
п ( - 1 )  2 � • F2 (ro) = -'----"""-- ak sш rot1l для четного v; rov 
k=I 

(XV . 47) 

v+l 
п 

F2 (ro) = (- l )  2 ,....., ak cos rotk для нечетного v. (XV . 48) 
rov 

� 
k=I 

XV . 3 . Опредеnение импуnьсно-4 характеристики 

Когда требуется найти цепь, преобразующую заданную вход
ную функцию времени в определенную выходную функцию време
ни, необходимо сначала найти требуемую импульсную характери
сти1<у цепи, а затем построить рациональную функцию от s. 
оригинал которой является допустимой аппроксимацией этой 
импульсной характеристики .  Условия устойчивости, очевидно, тре
буют, чтобы соответствующая импульсная характеристика была 
ограниченной функцией конечной длительности или если длитель
ность не конечна, то функция должна асимптотически стремиться 
к нулю. Нашей первой задачей является нахождение методов, 
позволяющих проверить, удовлетворяют ли указанные входная и 
выходная функции времени этим условиям устойчивости, так как в 
противном случае решения задачи не существует. 

Обозначим входную и выходную функции времени соответствен 
но через a ( t ) и b ( t) . 1:1 импульсную характеристику через c ( t) . 
Они связаны между собой пqсредством известного интеграла 
свертки , .  

00 00 

b (t) = s a (s) c (t - s) ds = s [ (t - s)c (s) ds. 
-оо -00 
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Если одну из функций a ( t) или c ( t) заменить €1.' праизводной, 
-го функцию Ь ( t )  также необходимо заменить ее производной ; 
-если одн а из функций a (t) или c ( t) дифференцируется, а другая 
интегрируется , то функция Ь ( t) остается без изменения. Поскольку 
такие операции можно в случае необходимости повтор1ть, появ
.ляется возможность осуществлять непосредственное построение 
функции Ь ( t) , если функция а ( t) , или с ( t) , либо обе они совместно 
заданы в виде последовательности бесконечно коротких импульсов. 
Из предыдущего параграфа видно, что аПJ 
некоторая более высокая производная 
-функции может с достаточно хорошей 
точностью рассматриваться как последо
вательность бесконечно ·коротких импуль
·сов. Поэтому вычисление инте:рала свер 
тки численными методами всегда удается 
-с точностью, степень которой определя-
ется ограничениями, обусловленными со- lcm 
.ответствующим ·  графическим методом 1 . 1 

Несмотря на  то, что в прFnеденном 
примере мы сталкиваемся с вычислением 
.c ( t) по заданным функциям a ( t) и Ь ( t) ,  
а не с вычислением Ь ( t) по заданным 
функциям а ( t) и с ( t) , возникающие здесь 
идеи могут оказаться полезными в неко
-торых случаях. 

Пусть требуется определить форму 
импульса, который получится в результа
те свертки прямоугольника , изображенно
го в верхней части рис. XV.3, с треуголь
еиком,  приведенным на  этом рисунке ни-

Рис. XV.8 

же. Используя выражение для первого из двух интегралов (XV.49) , 
получим график, показанный в самом низу рис. XV.3, где функция 
.c ( t - s) построена для определенного значения параметра t, а со
ответствующая величина выходной функции Ь ( t) представляет со
бой площадь (заштрихованный участок) под соответствующим про
изведением ас в функции от S· Метод вычисления функции Ь ( t )  для различных значений t 
ясен , но, если пользоваться указанным прямым приемом, процесс 
выполнения этих вычислений и получения кривой Ь ( t) требует оп
ределеннi.1х усилий. В то же время, используя преимущества ме
тодов, изложенных выше, можно существенно упростить з адачу. 

Построение с помощью одного из них приводится на рис. XV.4 . • da в. верхнеи части рисунка построена функция Тt· состоящая 

1 Работа с функциями типа единичных импульсов подробно рассмотрена 
в книге [69] (прим. ред. ) . - 62 1 -



просто из пары единичных импульсов противоположного знака. 
Если известно, что свертка или «развертка» ( «scanning») любой 
функции при помощи единичного импульса точно воспроизводит 
ее, то ясно, что развертка треугольника с (6) при помощи пары 

.Ф • da импульсов, определяемых ункциеи -, дает два треугольника 
dt 

(положительный и отрицательный) , показанных в центре рис. XV.4 . 
1---- ta --., Поскольку эта функция представ-

оЬ da 1 ляет собой производную требуе-
(1} f dt 

i' 
мой функции Ь ( t) , то для получе-

71 f1} - • ния решения нашей задачи необ-t ходимо лишь проинтегрировать ее 
d.Ь оо (см .  нижнюю часть рисунка) . Pe-
dt 1 зультирующая функция состоит 1 1 из ряда сопрягающихся парабо-

-1 

�tс__, лических дуг, соединенных в цен
тре плоским участком довольно 

Рис. XV.4 

1 малой протяженности . Эти. дуги 
1 нетрудно построить, если изве-
I стны расположение каждой вер-
I шины, точки сопряжения и значе

ния в них крутизны.  1 Из приведенного примера яс-
1 но, что длительность tь результи-
1 рующего выходного сигнала рав

на сумме длительностей ta и tc 
входной и . импульсной функций ,  
соответственно, т . е .  

(XV . 50) 

Здесь, конечно, предполагается , что все три функции a ( t) ,  Ь ( t) и 
c ( t) имеют конечную длительность. Применительно к физическим 
цепям известно, что, хотя входную функцию можно выбрать так, 
чтобы она имела конечную длительность, импульсная характери 
стика и выходные функции теоретически бесконечны.  Тем не менее 
для любых устойчивых систем функции в достаточно коротком 
конечном интервале становятся, по существу, равными нулю, так 
что метод ограничения асимптот, рассмотренный в предыдущем 
параграфе, можно использовать для получения конечных интер
валов ta, iь и tc всех трех функций. В этих условиях должна всегда 
выполняться зависимость (XV.50) . 

В процессе нахождения функции c (t) , когда заданы a ( t) и b ( t) .  
мы видим, что, хотя две последние функции предполагаются огра
ниченными и имеющими конечную длительность, функция c ( t) 
может не обJlадать ни тем ,  ни другим свойством .  Если он а оказы
вается неограниченной, то искомая цепь будет неустойчивой и ре-

. шения для рассматриваемой задачи синтеза в переходной области - 622 -



не существует. С другой стороны, если c ( t) ограничена, асимпто
тически' стремится к нулю, но имеет бесконечную длительность, то, 
ограничивая  ее в какой-то конечной точке, можно, по существу, 
прийти к случаю, когда все три интервала ta, lь и tc конечны .  Одна
ко теперь оказывается, что уравнение (XV.50) не выполняется 
потому, что интервал fc может быть значительно больше, чем ин
тервал ta  или tь . 

Последний вывод оказывается ошибочным, как мы убедимся из 
последующего анализа, который показывает, что процесс ограниче
ния функции с ( t) в некоторой точке вызывает появление отличных 
от нуля значений функции Ь ( t) . Этот добавочный, отличный от 
нуля интервал функции Ь ( t) является слишком большим для того, 
чтобы удовлетворялось ур-ние (XV.50) . Рассмотрим эти вопросы 
подробнее. 

Для того чтобы максимально использовать упрощения , обеспе
чиваемые методами представления g виде последовательностей 
бесконечно коротких импульсов, рассмотрим видоизмененную 
форму интеграла свертки (XV.49) , в котором функции а ( t) и с ( t) 
заменены на Последовательности бесконечно коротких импульсов, 
представляющие v-ю производную соответствующих аппроксима
ций этих функций (см .  предыдущий параграф) . Поскольку очевид
но, что свертка двух таких импульсов величиной a1i и c1i дает 
бесконечно короткий импульс величиной b1i = a1ic1i (так как л ю
б а я ф у  н к ц и я ,  развертываемая при помощи импульса величиной 
А, А -кратна этой величине) , свертка двух последовательностей 
бесконечно коротких импульсов дает последовательность бесконеч
но коротких импульсов. Если эти две последовательности импуль
сов представляют собой соответственно v-ю и µ-ю производные 
функций, аппроксимирующих функции а ( t) и с ( t) , то результирую
щая последовательность бесконечно коротких импульсов · представ
ляет собой (v + µ) -ю производную аппроксимирующей функции 
для функции ь ( t) . 

. Для дальнейшего максимального упрощения сделаем следую
щие два допущения :  1 )  используем ступенчатые аппроксимации 
для функций a ( t) и c (t) так, чтобы их первые производные стали 
последовательностями бесконечно коротких импульсов и 2)  выбе
рем одинаковое приращение времени Лt между ступеньками с тем , 
чтобы все соответствующие последовательности импульсов стали 
одинаковыми и отстояли один от другого на одно и то же рас- · 
стояние. Принятые допущения не влияют на  последующий анализ и 
на справедливость выводов, полученных н а  его основе, но в то же 
время обеспечивают большую ясность И простоту рассмотрения .  

Таким образом, свертывание последовательностей бесконечно - � � коротких импульсов, характеризующихся функциями -- и -, 
dt dt 

дает результирующую последовательность, которую необходимо 
рассматривать как функцию, представляющую собой вторую про
изводную требуемой функции Ь ( t) .  Поэтому последнюю можно ап-
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проксимировать ломаной линией с одинаковыми промежутками Лt 
между точками излома .  Эти аппроксимации для функций a ( t) , c ( t) 
и Ь ( t )  изображены на  рис. XV.5. 

Q(t] или Cft] 

t 
Рис. XV.5 

Обозн ачим штрихом дифференцирование, тогда функции, соот
ветствующие интегралу свертки (XV.49) , будут иметь следую
щий вид: 

па 
а' (t) = � akиo (t - kЛt) ; 

k=O 
пс 

с' (t) = � cku0 (f -kЛt) ; 
k=O 
пь 

b" (t) = ), bku0 (t- kлt) , ...., k=O 
где целые числа па, пь, пс удовлетворяют зависимостям 

ta = паЛt ; iь = nьЛt ; tc = псЛt, 

а ур-ние (XV.50) требует, чтобы 
nь = na + nc. 

(XV . 5 1 )  

(XV . 52) 

(XV . 53) 

(XV . 54) 

(XV . 55) 

Основное преимущество такого представления в виде последо
вательности импульсов определяется тем, что интеграл свертки 

()() 

b" (t) = s a' (s) c' (t - s)ds (XV . 56) 
-оо 

не равен нулю только при t, равном целому числу, кратному Лt 
(включая нуль) , так как подынтегр альное выражение тождест
венно равно нулю всюду, кроме тех случаев, когда импульсы функ
ций а' (s )  и с' (t - s) совмещаются. Учитывая обратную ориентацию 
функции с' ( t  - s) относительно функции с' (s) (см. рис. XV.3) , ви
дим, что при t = О только первые импульсы в двух последователь
ностях а' ( s) и с' (� совпадают, давая в результате Ьо = аосо. При 
t = Л t первый импульс из последова•ельности с' (s) совпадает со 
вторым импульсом из а' (s ) , а второй из последовательности с' (s) -
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с первым из а' (6) , что дает в результате Ь 1  = а1со + аос 1 , 
Таким образом, получаем систему уравнений 

Ьо = йоСо 

l 
Ь" = а2Со + й1С1 + йоС1 J • Ьа = ааео + а"с1 + a1Cs + ааеа 
. . . . . . . . . . . . 

и т. д. 

(XV . 57) 

Совершенно очевидно, что эту систему можно решить как отно· 
сительно величин Ck при известных ak и bk, так и относительно bk 
при известных ak и СА. Следовательно, з адача определения импуль
сной характеристики при известных входной и выходной функциях 
времени формально, по крайней мере, сводится к простому алгебра
ическому процессу решения системы ур-ний (XV.57) . 

В этой связи важно отметить, что в любом частном случае, если 
число импульсов в последовательностях a' (t) и c' ( t) конечно, то чис
ло импульсов· последовательности Ь" ( t) также конечно, и, таким 
образом, вновь получается система ур-ний (XV.57) . Для иллюстра
ции рассмотрим простой пример, когда па = 2, пс = 4 и nь = 6. 
Имеем 

Ьо = ааео 
Ь1 = а1Со + аае1 
Ь2 = а"со + й1С1 + аае. 
Ьа = U2C1 + й1С2 + ааеа 
Ь 4 = а2С8 + а1С8 + QoC4 

(XV . 58) 

Здесь представляют интерес несколько моментов. Во-первых, не
трудно видеть, что эта система уравнений разрешима: относительно 
величин ck с одинаковой легкостью независимо от того, н ачинается 
процесс решения сверху или снизу. Во-вторых, когда известны все 
величины ak и bk, то порядок решения задачи является строго оп
ределенным. Если решение искать, начиная с первого уравнения 
системы, то все величины ck определяются после того, как рассмот
рено уравнение для о4, причем в случае несовместимости двух пос
ледних уравнений, несовместимой окажется и вся система ур-ний 
(XV.58) . Ан алогично если решение искать, начиная с последнего 
уравнения, то все величины ck будут вычислены после рассмотрения 
уравнения для Ь2, при этом необходимо, чтобы первые два уравне
ния удовлетворяли полученным результатам.  

Такие результаты можно было предвидеть с самого начала из 
выражения (XV.50) или из эквивалентного ему выражения (XV.55) , 
40 Заказ 49 - 625 -



которое показывает, что когда функция a ( t) определена во всем 
интервале ta, то функция Ь ( t) определяется независимо только в 
интервале tь - ta = tc. Тогда во всей остальной части интервала она 
должна принимать значения, соответствующие заданным выше ус
ловиям, которые априори включают условия относительно конеч
ной длительности функции с ( t) . 

Прежде чем р ассматривать вопрос более детально, необходимо 
учесть требования устойчивости. В этой связи отметим, что все три 
функции a (t) ,  b (t) и c (t) принимают нулевые значения в начале 
и в конце интервала. Поскольку р ассматриваются последователь
ности бесконечно коротких импульсов, определяемые выражениями 
(XV.5 1 ) и (XV.52) , то это обстоятельство приводит к условиям :  

(XV. 59) 

(XV . 60) 

Применительно к последовательности бесконечно коротких им
пульсов, определяемой выражением (XV.53 ) , ясно, что если пло
щадь под функцией b (t) отлична  от нуля (обычный случай) , то изо
бражение Ь" ( t) имеет нуль двойного порядка в точке s = О и, сле
довательно, площадь под функцией tb" (t) ,  а также площадь под 
самой функцией Ь" (t) должны равняться нулю. В результате полу
чаем два условия 1 : 

nь nь � bk = O  и � kbk = O. 
k=O k=O 

(XV . 6 1 )  

При выполнении условий (XV.59) и (XV.60) для величин ak и Ck 
не нужно дополнительно рассматривать условия (XV.6 1 )  для вели
чин bk, поскольку процесс свертки в этом случае автоматически да
ет их значения, удовлетворяющие условиям (XV.6 1 ) .  Условие 
(XV.59) также будет выполняться, поскольку заданная входная 
функция a ( t) должна принимать нулевые значения на обоих кон
цах интервала. При этом, однако, условие (XV.60) для искомой им
пульсной характеристики ни выполняется автоматически, ни опре
деляется исходными данными. Для выполнения его необходимо 
добавить еще одно уравнение к системе уравнений (XV.58) , исполь
зуемой для определения величин ck ; таким образом, одна величина 
bk из общего числа независимо определенных величин отбрасы
вается . 

1 Если площадь под функцией Ь (t) равна нулю, то должно быть учтено до
полнительное условие моментов, включающее суммирование величин k2b,,.. Поэ;rому 
условия (XV.6 1 )  являются .минимальными. 

- 626 -



Поскольку общее число величин с11, составляет пс + 1 ,  то число 
их, определяемое только системой (XV.58) , составляет пс и поэтому 
также равно числу независимо определяемых величин Ь11,, если пред
полагается, что известны все значения па + 1 величин а11,. Ясно, что 
в этом случае ч.исла пь - пс + 1 величин Ь11. останутся неизвестными, 
т. е. будет неизвестной часть выходной функции, имеющей длитель
ность такую же, как функция а ( t ) . 

Р ассмотрим несколько характерных примеров, иллюстрирую
щих важность полученных результатов. Допустим, что искомые 

�' о 1 2 Llt 
6) c(t) 

8 - - - - -
8 
4 
2 

-4 
-G  
-в 
-10 
- tz 
-14 
-tG - -·- -- - -

6) b(i) 

о 1 2 3 4 s в 

8) C{f) 

6 t о 
ы - L  

j 
а) ер 2 

1 4 

1 о 2 

1 .... t 7 'lЛ 

4 

J .  
-в - - - -

Рис. X V.6 

5 8 t 

7 8 t 
Лt 

входная и выходная функции имеют вид, изображенный на  
рис. XV.6a и ХV.6б соответственно. Поскольку известно, что нельзя 
полностью определить выходной сигнал, предположим, что не за
данная часть функции длительностью 2Лt существует за  точкой 
t = 6Лt и что в процессе вычислений необходимо определить, как 
выглядит эта часть. 

Приведенные данные позволяют записать следующие импульс
ные значения : 

ak = 1 ,  1 , - 2 при k = O, 1 ,  2; (XV.62) 

1 1 1 1 bk = 1 , -- ,  -- , -- , - - , 1 при k = O, 1 , 2, 3, 4, 5. (XV .63) 
2 2 2 2 
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Дополнительные величины Ь11. для k = 6, 7, 8 остаются не опре
деленными. Их вместе с величинами с0, с 1 , • • •  , с6 нужно найти из 
условия (XV.60) и соответствующих уравнений, подобных системе 
(XV.58) . Для рассматриваемого случая имеем 

и 

1 = Со 
1 - - = 
2 
1 - - = -2с0 + с1 + с1 2 
1 - - = 
2 
1 -- = 
2 

1 = 
bs = 
Ь1 = 
bs = 

-2с2 + са + с, 

- 2с8 + с, + с6 
- 2с4 + с11 + с6 

- 2cli + cs 
- 2с8 

Из этой системы и из условия (XV.60) получаем 

з 
Ck = 1  --' 2 ' 

1 3 З, - - , 1 2, -24, 1 6  при k = O, • . .  , 6 
2 

bk = - 32, 64, -32 при k = 6, 7, 8. 

(XV . 64) 

(XV .65) 

(XV . 66) 

Три последних величины указывают н а  то, Что неизвестная часть 
выходной функции состоит из отрицательного треугольного вспле
ска высотой в 32 единицы. По сравнению с искомой частью функ
ции b ( t) , показанной н а  рис. ХV.6б, всплеск почти прекращает рост 
остальной части выходной функции. Это можно р ассматривать как 
условие того, что импульсная характеристика, приведенн ая н а  
рис. ХV.6в, остается ограниченной и имеет конечную длительность. 

Обратимся теперь к неизвестной части выходной функции Ь (t) , 
которая располагается на  переднем конце импульса. В этом случае 
величины Ь11. из выражения (XV.63) можно р ассматривать как от
носящиеся соответственно к значениям k = 3, 4, 5, 6, 7, 8, а вели· 
чины Ьо, Ь 1 , Ь2 и с11. - как неизвестные. Изменение системы ур-ний 
(XV.64) заключается только в том, что численные значения, стоя· 
щие слева, сдвигаются вниз на  три строки, и, таким образом, вели
чины Ь6, Ь7, Ь8 смещаются вниз, а наверху остается место для ве-- 628 -



личин Ь0, Ь 1 , Ь2• Вместе с условием (XV.60) указанные модифици
рованные уравнения дают 

и 

1 3 3 1 1 Сk = 1в ' - 1в · в 4 '  О, 0 - т при k = O, .  " , 6 (XV . 67) 

1 1 1 bk = lв •  - -в · 1в при k = O, 1 , 2. (XV . 68) 

Импульсу Ь (t) на рис. ХV.6б предшествует весьма малый тре-
1 угольный всплеск высотой -' . Импульсная характеристика , устана-1 6 

вливающая зависимость между выходным сигналом и входной 
функцией a (t) , показана на рис. ХV .6г. Совершенно очевидно, что 
данный случай не является столь критичным, как предыдущий, в 
котором появлению возможной неустойчивости препятствует толь
ко допущение чрезмерно большого квазиимпульса в оконечной ча
сти выходной функции. В противоположность этому здесь характер 
изменения импульсной характеристики является очень вялым 
(mild) и не требуется никакого заметного отклонения от требуемой 
формы выходного импульса .  Таким образом, начинает подтверж
даться спр аведливость сделанного р анее утверждения о том, что 
в разумных пределах можно получить любую пару входной и вы
ходной временнь1х функций, если мы захотим дождаться появления 
части выходного сигнала.  

Причина, согласно которой пара (входная и выходная) функций, 
изображенных на  рис. XV.6, по существу, приводит к неустойчиво
сти, заключается в том, что изображение функции a ( t) имеет нули 
в правой полуплоскости, не содержащиеся в изображении функции 
Ь (t) , если только ее форма не изменена как в вышеприведенных 
примерах. Очевидно, когда изображение выбранной входной функ
ции не �меет нулей в правой полуплоскости, то можно получить 
любую требуемую выходную функцию времени с устойчивой им
пульсной характеристикой. Рассмотрим это положение подробнее. 

Обозначим изображения функций a (t) ,  Ь ( t) и c (t) через А (s) , 
В (s ) и С (s) соответственно, тогда эквивалентные выражения для 
частотной области, подобные выражениям (XV.5 1 ) ,  (XV.52) и 
(XV.53) ,  очевидно, будут иметь вид: 

�A (s) = ao + a1 e-дts + a2 e-2лts1+ • • •  + a"a e-naдts; (XV . 69) 

sC(s) = со + С1 e-лts + с2 e-2дts + • • •  + cn" e-nl'лts ; (XV . 70) 

s8B (s) = bo + b1 e-�ts + ь, e-2лts + • • •  + Ьпь е-пьлts • (XV . 7 1 )  

Введя сокращенное обозначение 

p = e-лts, 
- 629 -
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можно эти функции частотной области свести к полиномам от пе
ременной р вида : 

А* (р) = а0 + а1р + а2р2 + . • • + апаРпа; (XV . 73) 

С* (р) = со + С1Р + С2Р2 + • • • + спсРпс ;  

В* (р) = Ьо + Ь1Р + Ь2Р2 + · · · + ЬпьР
пь .  

(XV .  74) 

(XV . 75) 

Поскольку замена переменной, согласно выражению (XV.72) , 
отображает правую половину плоскости s н а  внутреннюю часть 
единичного круга в плоскости р, то можно сказать, что изображение 
А (s) входной временной функции a ( t) не имеет нулей в правой 
полуплоскости, когда полином А* (р) не имеет нуля с абсолютным 
значением, меньшим единицы. Если произв�сти дополнительную за
мену переменной посредством хорошо известного преобразования 

1 - 1.. 
Р = 

1 + 1.. ' 
l - p 

или Л = -- , 
l + p 

(XV . 76) 

то левая половина плоскоети s отображается н а  левую половину 
плоскости Л.. Полином А * (р) принимает вид 

где 

А* (р) = Ра (1..) , (XV .  77) 
( 1 + 1..) na 

(XV . 78) 

Таким образом, можно прийти к выводу, что изображение А (s)  
для функции a ( t) не имеет нулей в правой полуплоскости, если по
лином Ра (Л.) является полиномом Гурвица. Поскольку Ра (Л) не
трудно получить при помощи соответствующих величин ak, харак
теризующих функцию a (t) ,  можно непосредственно определить, 
приведет ли эта временная функция к изображению, имеющему ну
ли в правой полуплоскости. 

Для функции a ( t) ,  изображенной н а  рис. XV.6a и имеющей ве
личины ak согласно выражениям (XV.62) , н аходим полином 

(XV . 79) 

который, р азумеется , не является полиномом Гурвица. В данном 
случае начало координат плоскости л соответствует н ачалу коор
динат плоскости s. Именно поэтому полином Pa (J...) , соответствую
щий полиному sA (s) , определяемому выражением (XV.69) , содер-- 630 -



жит множитель А.. Наличие такого множителя не влияет в данном 
случае на условия устойчивости. 

Если функция a (t) ,  подобно функции b (t) ,  приведенной н а  
рис. ХV .бб, задана в виде линейно-ломаной аппроксимации, т о  вы
р ажение (XV .69) соответствует полиному s2A (s) , а полином Р а (А.) 
содержит множитель А.2• В общем,  когда v-я производная функции 
a (t) представляет собой сумму импульсов, полином Ра (А.) содер· 
жит л.• в виде множителя. К. остальной части полинома Р<' (Л) в 
любом случае применяется обычная проверка по методу Гурвица. 

В связи с изложенным важно оценить, какое влияние на поли
ном Ра (Л) окажет поворот функции времени a (t) , т. е. замена a (t) 
н а  a (n�M - t) .  Поскольку при этом последовательность величин 
ао, а1 , . . .  , апа заменяется соответственно на последовательность ве
личин а п , ап _ 1 , . " , а0, то из выражения (XV.73) следует, что по-а а 

1 
лином А * (р) необходимо заменить н а  полином рпаА * ( Р ) и. следо-

вательно, с учетом выр ажений (XV.76) и (XV.77) полином Ра (Л.) 
заменит1> на полином Ра (-Л.) . Таким образом, если  данный импульс 
а ( t) имеет изображение А (s) с нулями только в правой полупло
скости, то у изображения перевернутого импульса нет нулей в дан
ной полушюскости. Резюмируя этот результат, можно сказать, что 
изображение симметричного импульса имеет распределение нулей, 
симметричное относительно вещественной и мнимой осей плоскости 
s {полином Ра (Л) содержит только четные или только нечетные 
степени А.]. 

В качестве примера  рассмотрим выходную функцию b (t) ,  изо
браженную н а  рис. ХV.6б, и входную функцию a (t) н а  рис. XV.6a, 
но перевернутую так, что величины из выражения (XV.62) оказы
ваются замененными н а  

all = 2, - 1 , - 1  при k = О, 1 , 2 .  · (XV . 80) 

Величины bk остаются такими же, как и в выражении (XV .63) . 
Тогда из соотношений (XV.73) и (XV.75) получим : 

А* (р) = 2- р - р2; 

В* (р) = 1 _ _ 1 p - -l р2 _ _  1 р3--1 Р' + р6. 
2 2 2 2 

Поскольку для частотной области 

С* (р) = В* (р) 
А* (р) ' 

(XV . 8 1) 

(XV . 82) 

(XV . 83) 

то можно найти величины Ck, определяющие соответствующую им
пульсную характеристику, используя приводимый ниже простой 
процесс деления : 
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1 
2 + Ор +  

1 з з 3 QpZ-- ps _ _  Р" + - р&- - ро 
4 в 1 6 32 1 1 1 1 1 

2 - р - р" l -- p- - p•- - p8- - p" + 
2 2 2 2 р'6 
1 1 l - - p -- p• 
2 2 

1 t -- pS-- р4 + р& 
2 2 
1 1 1 -- рз + - р" + - р& 
2 4 4 

3 3 - 4  р" + 4 р& 

3 3 3 -4 р" + --в р& + --в ,,. 

3 3 
8 р&- -в р8 

3 3 3 
8 р'6- 16 pl-16 Р7 

3 3 - - р8 + - р7 
1 6  16 

(XV . 84) 

Результирующая импульсная характеристика теоретически бес
конечна по длительности и имеет последовательность величин ся 
вида 

1 1 3 3 3 3 3 Ck = - о 0 -- - - -- -- - - - (XV 85) 
2 • • • 

4 
• в ' 1 6  • 32 ' 64 ' 1 28 

• • . . • 

Соответствующая временная функция приведена н а  рис. ХV.бд. 
Как отмечалось выше, в таких случаях появляется возможность 

сделать заключение о том, что основная зависимость (XV.50) на
рушается, так как оба интервала ta и tь по предположению конеч
ны, тогда как интервал tc бесконечен. Однако вывод о том, что ин
тервал tь состоит только из пяти подынтервалов Лt, показанных н а  
рис. ХV.бб, н е  является правильным. Совершенно очевидно, что 
функция b (t) остается равной нулю после точки t = 5Лt только 
благодаря тому, что функция c ( t) отлична от нуля. Указанные ну
левые значения функции Ь (t) следует, строго говоря, рассматривать 
как законную часть этой функции, так как если функция с ( t) об
рывается в какой-то конечной точке, то функция Ь ( t) снова ока
жется не равной нулю. Последнее справедливо для числа интерва
лов .Л.t за пределами выбранной точки отсечки функции c (t) , кото
рое равно длительности функции a (t) . При этом снова выполняется 
условие (XV.50) . 

Рассмотрев, каким образом функция c (t) , изображенная на  
рис. ХV.бд, приближается к нулю с увеличением t ,  можно считать, 
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что отсечение ее после точки t = 9Лt или t = l Oдt вызовет появление 
пренебрежимо малых значений функции Ь (i) за  указанной точкой. 
Вполне понятно, что во всех практических случаях такое повторное 
появление выходных величин можно не учитывать. 

Нетрудно видеть, что импульсную характеристику, необходи
мую для определения зависимости между парой известных вход
ной и выходной функций времени, представляется возможным всег· 
да вычислить непосредственно и что устойчивость ее нетрудно пред
сказать из исходных данных для временной области. Поэтому 
достаточно рассмотреть только построение соответствующей раци
ональной функции для известной функции времени, которая долж
на быть единичной импульсной характеристикой требуемой цепи. 

XV.4. Общие соображения о синтезе, 
имnуnьсной характеристики 

Задача заключается в том, чтобы построить удовлетворяющую 
соответствующим условиям реализуемости рацион альную функцию, 
оригинал которой представляет собой допустимую аппроксимацию 
требуемой импульсной характеристики f (t) . Более точно, если F (s)  
является изображением функции f ( t) и если это изображение не 
является реализуемой рациональной функцией (обычный случай) ,  
то необходимо построить рациональную аппроксимирующую функ
цию F* (s) так, чтобы оригинал f* (t) удовлетворительно аппрокси
мировал функцию f ( t) . 

Учитывая соображения, высказанные в предыдущих параграфах, 
решение указанной задачи, по-видимому, луqше всего осуществ
лять путем нахождения рациональной аппроксимирующей функции 
либо для вещественной, либо для мнимой части функции F (jw) , 
поскольку связь погрешностей в частотной области с результирую
щими погрешностями во временной области можно легко найти с 
помощью непосредственных числовых расчетов. Для удобства эти 
погрешности разделены на две категории: 1 )  погрешности, обуслов
ленные отсечкой требуемой функции F1 (ю)  или F2 (ю) за некоторой 
конечной частотой юс, и 2) погрешности, возникающие из-з а несо
вершенства метода аппроксимации вещественной или мнимой ча
сти внутри конечного интервал а  О < ю < юс. 

Первые из них, которые обычно рассматривают как погрешно
сти, вызванные «отсечкой» ( «truncation») , легко выражаются ана
литически, учитывая, что (в соответствии с хорошо известной тео
рией преобразования) умножение функции F (jю) на  некоторую 
функцию отсечки Н (jю) сводится к свертыванию функций f (t) и 
h (t) [где h (t) - оригинал функции Н (jю) ] . Если, например, Н (jю) 
является вещественной и имеет трапецеидальную форму 
(рис. XV.7) , то можно найти функцию 

h (t) = OOm sin Лt sin oomt 
(XV . 86) 

n Лt OOmt ' 
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которая при Л = О становится равной 
h(t) = Юс sin Юсt 

, 
1t юсt 

(XV . 87) 

л Юс а при = rom = - определяется выражением 
2 

h(t) =�( sin� )2• 
21' -юсt 

2 

(XV . 88) 

причем для промежуточных значений Л функция принимает значе
ния, находящиеся между этими двумя крайними точками. 

Таким образом, если функция f ( t) не является непрерывной, то 
отбрасывание членов с помощью прямоугольной функции отсечки 

Hfft.J/ [сводящееся к свертыванию с функцией, 
определяемой выражением (XV.87) ] при -1.0 водит к известному явлению Гиббса. От-

1 брасывание членов с помощью треуголь-
а _ _ _ _  11_ ной функции отсечки {сводящееся к свер

тыванию с функцией, определяемой выра-1 жением (XV.88 ) ]  дает ультраконсерватив
ное поведение суммы Цезаро [2] . В этом о Ым Ыr: ,,, случае нетрудно определить величину Л, 

Рис. X V.7  дающую надлежащую величину пульса-
ций. Если же функция f ( t) не имеет раз

рывов, то отбрасывание членов с помощью прямоугольной (наи
простейшей) функции отсечки не дает заметных искажений лишь 
при условии, что частота отсечки ro c  выбрана достаточно большой. 

В любом случае, характер и величина искажений во временной 
области, обусловленных огр�ничением функции в частотной обла
сти, легко оценить, после чего определяется соответствующая функ
ция отсечки (как будет детально показано в следующем параграфе) . 

Погрешности во временной области, относящиеся к отмеченной 
выше второй группе погрешностей и возникающие в результате не
совершенной аппроксимации внутри интервала О < ro < roc , могут 
быть либо пренебрежимо малыми, либо в сомнительных случаях 
вычислены методами, рассмотренными в § XV.2. 

На практике контроль погрешностей ухудшается при стремле
нии достичь удовлетворительных результатов с помощью рацио
нальной функции, имеющей как можно меньшее число полю
сов. Если результирующее число полюсов не играет роли, то по
грешностью нетрудно управлять, но фактически никогда не бывает 
такого простого случая. При всякой возможности стремятся н аилуч
шим образом использовать преимущества аппроксимации, обеспе
чиваемые рациональной аппроксимирующей функцией заданной 
сложности. 
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Однако основная задача состоит в нахождении хорошего спо
соба аппроксимации заданной функции F1 (ro) или F2 (ro) в конеч
ном частотном интервале посредством рацион альной функции. Как 
ни странно, м атематически по крайней мере, до сих пор не получе
но удовлетворительного решения этой задачи. Поэтому обычно пы
таются найти всякого рода искусственные методы, которые в доста
точной степени пригодны для частных случаев, но для применения 
в более общих случаях требуют известного опыта при их выборе 
и использовании. Так, если функция F1 (ro) имеет все нули (или 
большую часть из них) на вещественной оси частот, то можно по
строить полином числителя по этим известным нулям,  а затем опре
делить полином зн аменателя таким образом, чтобы р ациональн ая 
аппроксимирующая функция совпадала в выбранных точках с кри
вой требуемой функции F1 (ro) . Как известно, успех подобного ме
тода зависит от выбора указанных точек, причем для этого не су
ществует никаких рекомендаций, кроме предусмотренных методом 
последовательных приближений. 

Вместо того чтобы попытаться выбр ать соответствующий ряд 
1 

точек, можно разложить функцию --н а  элементарные дроби, так f1 (00) 
как ее полюсами являются нули функции F1 (ro) , а ее вычеты опре
деляются наклонами этой функции в данных точках. Такой прием, 
однако, не только противоречит полученным результатам,  но и при
водит к значительному объему вычислений при управлении асимп
тотическим поведением результирующей аппроксимирующей функ
ции, а следовательно, поведением функции f* ( t) в точке t = О или 
в ее окрестности. 

Используя методы, описанные в § XV.2, построим функцию 
(J) 

q>(ro) = J F1 (и)dи (XV . 89) 
-оо 

и аппроксимируем ее в интервале О < ro < roc с помощью ступенча
той кривой, тогда производн ая дает для функции F� (ro) представ-
.11ение в виде последовательности бесконечно коротких импульсов. 
Интерпретация каждого импульса этой вещественной части как по
люса функции F* (s) позволяет построить рациональную аппрокси
мирующую функцию. Однако, предполагая один аковым прираще
ние Лrо между импульсами или между полюсами, из теории Фурье 
получим, что соответствующая функция f* ( t) является периодиче-

. . � с б . скои с периодом ,; = - . ледовательно, тре уемую апериодичность Лоо 
функции f* ( t) можно получить только если принять, что полюсы 
располагаются бесконечно близко друг к другу на  мнимой оси, что 
практически недопустимо. 

Попытка использовать данный метод, применяя предыскажение 
требуемой функции f ( t) посредством ее умножения на e at и после
дующего умножения периодической функции f* (t) на  e -at так, что-- 635 -



бы затухали, по существу, все периоды функции, кроме первого, -
приводит к неэкономичным результатам .  

Намного более удовлетворительное решение получается, если 
учесть, что графический метод, описанный в § XV.2 для перехода 
от функции F1 (ro)  или F2 (ro) к функции f (t) [см. выражения 
(XV. 1 1 )  и (XV. 1 2) или (XV. 1 7) и (XV. 1 8) ], дает временную функ· 
цию в виде суммы затухающих синусоид, хотя множителем: зату-

1 хания является -. , а не е-аt. l(огда рассматривается функция f ( t) , 
t 1 

не р авная, нулю только в том интервале, в котором можно считать 
с точностью до постоянного множителя, что указанные два член а  
затухания равны друг другу, то изображение функции f ( t) , для 

которой множитель -f.- заменяется на  е -01, и будет требуемой ра-

цион альной аппроксимирующей функцией. 
Эти аппроксим ации можно исключить путем предыскажения 

требуемой функции f (t) за  счет умножения ее на t-•e01 до того, как 
вычислять ее изображение F ( s) , имеющее вещественную часть 
F1 ( ro ) . Временная функция, полученн ая по указ анной вещественной 
части методом, рассмотренным в § XV.2, будучи умноженной на  
t•e- at , представляет собой требуемую аппроксимирующую функцию 
во временной области, имеющую рациональное изображение. 

Если функция f (t)  не имеет нуля, по крайней мере v-го порядка, 
в точке t = О, то использование предыскажающего множителя 
t-•eat дает функцию времени, которая больше не ограничена в точ
ке t = О. В тех случаях, когда появляется такая трудность, ее мож
но преодолеть путем вычитания из функции f (t) выражения 

(XV . 90) 
Оно выбирается таким образом, что первые v членов разложе

ния Маклорена совпадают с соответствующими член ами ан алогич
ного разложения функции f (t ) . Изображение этого выражения яв
ляется рациональным, а функция-остаток удовлетворяет указанно
му необходимому условию (т. е .  имеет в точке t = О нули, по кр ай
ней мере, v-го порядка) . 

XV.5. Синтез импульсной характеристики с помощью 
�етода ««стандартных аnементов)) 

Из предыдущего р ассмотрения видно, что в данное время 
отсутствуют прямые методы решения задачи синтеза во временной 
области и что необходимо применять соответствующие приемы, ос
нованные на опыте. Лишь в результате дополнительного анализа 
можно выбрать достаточно простой и вместе с тем универсальный 
по своему принципу подход, который будет иметь и еще одно пре
имущество, заключающееся в возможности свести его числовые ре
зультаты в таблицы и графики. Этот табулированный м атериал 
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затем весьма удобно использовать как «стандартные элементы» 
( «standard parts») , по которым с минимальными усилиями удается 
найти решение любой задачи. 

Основа для .такого подхода обеспечивается методом численного 
.анализа,  описанного в § XV.2, где данная функция представлена в 
виде v-кратного интеграла последовательности бесконечно корот
ких импульсов. При этом задержанный импульс р�ссматривается 
как элемент для построения произвольных функций. Если имеются 
рациональные аппроксимирующие функции для изображений со
·ответствующего ряда задержанных бесконечно коротких импульсов 
(или приемлемые их копии) , то с помощью их линейных комбина
ций можно построить рациональные аппроксимирующие функции 
для произвольных функций. 

Приемлемой копией задержанного бесконечно короткого импуль
·Са является, очевидно, задержанный импульс конечной длительно
-сти. В нормализованном виде необходимо рассмотреть только ох
.вать•вающую импульс единичную площадь, сосредоточенную в точ
ке t = 1 .  Степень имитации обратно пропорциональна длительности 
импу.Льса, которая должна быть определена в соответствии с его 
выбранной формой. Табулирование рациональных аппроксимирую
щих функций для различных длительностей импульсов обеспечи
вает запас стандартных элементов, необходимых для решения по
-ставленной задачи. · Расположение и число полюсов при этом определяется задан
ными погрешностями аппроксимации и величиной задержки, тре
буемой для самого отдаленного члена в последовательности беско
нечно коротких импульсов, с помощью которой представлена v-я 
производная данной импульсной характеристики. 

Как показано ниже, заданные погрешности аппроксимации оп
ределяют длительность импульса,  которая предположительно мо
жет быть один аковой для любых имитированных импульсов в по
следовательности. Тогда эта длительность, поделенная н а  задержку 
самого отдаленного импульса, равна длительности, приходящейся 
на единичную задержку, характеризующую исходную рациональ
ную функцию при табулировании стандартных элементов. Норма
лизуя соответствующим образом модуль и частоту, можно заметить, 
что эта функция дает конечный квазиимпульс в последовательности, 
причем рациональные аппроксимирующие функции для всех дру
гих членов пdследовательности образуются из него. Таким образом 
если ук��анный н аиболее отдаленный импульс (приходящийся на  
единицу площади) обозначить через p (t) ,  а его изображение - че
рез P (s) , то получим : 

P (s) = � --.!!.L. 
� s - s1 - 637 -
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Отсюда видим, что более ранний импульс p ( t + 't") имеет изображе
ние, определяемое выражением (XV.92) , в котором вычеты ki ум-
ножены соответственно на  множители e5i'( • 

В ажным моментом здесь является то, что изображения для 
всех импульсов имеют одинаковые полюсы, а значит, число полю
сов результирующей рациональной аппроксимирующей функции 
(как отмечалось выше) определяется величиной задержки, необ
ходимой для наиболее отдаленного импульса, и погрешностью, с ко
торой он воспроизводится. Можно сказать, что получение наиболее 
отдаленного имитированного импульса дается ценой использования 
полюсов, необходимых для его реализации ; все другие импульсы, 
независимо от их числа, ничего не добавляют к общим «затратам». 
Их наличие влияет только на  величину вычетов результирующей 
рациональной аппроксимирующей функции. 

Важно отметить, что длительность всех импульсов, создаваемых 
данным методом, одинакова, чего не было бы, если бы расположе
ния импульсов регулировались с помощью нормализации ( scal ing) . 
При этом отношение длительности к задержке остается постоянным 
(более ранние импульсы будут соответственно более узкими) . За
метим, что нормализация как средство получения из  одиночного им
пульса рациональных аппроксимирующих функций для всех им
пульсов не приводит к равномерному распределению погрешности 
в полной аппроксимации и дает значительно более низкую эконо
мию результирующего числа требуемых полюсов. 

Остается определить рацион альное изображение имитирован
ного импульса, имеющего единичную задержку, и показать, как 
следует проводить процесс расчета с тем, чтобы удовлетворить за
данной погрешности во временной области при аппроксим ации тре
буемой импульсной характери·стики. 

Изображением единичного импульса, находящегося в точке t = = l , является с-в, а его вещественная часть на мнимой оси представ
ляет собой cos Ф. Если ограничить эту фун кцию, отбросив часть ее, 
начин ая с частоты (J)c, и оставив неизменной остальную ее часть, то 
(поскольку обратное преобразование Фурье для cos Ф представляет 
собой пару половинных по размеру импульсов в точках t = ± 1 )  
результирующая импульсная характеристика (равная удвоенному 
значению результирующего обратного преобразования Фурье для 
t > О) становится равной h (t - 1 )  + h (t + 1 ) , причем h (t) опреде
ляется выражением (XV.87) .  Для любой частоты отсечки Фе этот 
результат совпадает, по существу, с функцией, определяемой вы
ражением (XV.87) ,  задержанной н а  1 сек. 

Несмотря на то, что указанная, хорошо известная, функция име
ет значительные пульсации в предшествующей области, она обеспе
Чивает экономичный выбор, так как дает сравнительно малую дли
тельность импульса и наименьшее количество полюсов для данной 
ширины полосы или частоты среза Фе· Как будет видно далее, ам
плитуда пульсации становится пренебрежимо м алой после двух - 638 -



или более последующих интегрирований. Следовательно, квазиим
пульсная функция (XV.87) оказывается пригодной, если она  ис
пользуется для аппроксимации второй или более высокой производ
ной рассматриваемой функции времени, поскольку последующие 
интегрирования настолько подавляют пульсации, что с ними можно 
уже не считаться . 

Следует заметить, что интегрирование как средство подавления 
пульсаций увеличивает трудоемкость расчета. Так как мы идем от 
кусочно-линейной аппроксимации к аппроксимации, в которой ис
пользуются параболические дуги второго и более высокого поряд
ков, то расстояние между импульсами (в общем случае) уменьша
ется ; при этом требуются более узкие квазиимпульсы и увеличен
н ая ширина полосы, а значит, и большее количество полюсов. Если 
в качестве основного квазиимпульса берется функция, определяе
мая выражением (XV.87) , и интегрирование применяется как 
средство снижения ее пульсаций до пренебрежимо м алых значений, 
то в большинстве случаев получается лучший результат с меньшей 
затратой труда, чем в более трудоемкой (хотя и обеспечивающей 
меньшие пульсации) аппроксимации импульсной функции при ме
тоде, использующем меньшее число последующих интегрирований. 

Можно сделать заключение о том, что ограничение веществен
ной части cos ro, ведущее к известной , функции (XV.87) в качестве 
основного имитированного импульса, дает такой же жесткий конт
роль погрешности (в зависимости от требований к полюсам как к 
части результирующей рациональной аппроксимирующей функции) , 
что и получаемый при некотором имитированном импульсе с мень
шими пульсациями за счет соответствующим образом модифици
рованной формы «усеченной» функции. Выбор функции (XV.87) 
обеспечивает максимальную гибкость в управлении допуском, так 
как он не устанавливает с самого начала произвольной верхней гр а
ницы подавления пульсаций. Иными словами, при использовании 
этой функции можно получить сколь угодно высокую степень по
давления пульсаций в окончательной синтезированной функции.  

Более четкое освещение затронутых вопросов можно дать, про
ведя аналитическое сравнение истинного импульса с его имитацией 
с помощью функции (XV.87) . Р азность между этими двумя функ
циями удобно представить в виде функции погрешности 

(t) _ Юс sin Юсt 80 - -- ---
n roct 

которая после интегрирования принимает вид 
t 

8_1 (t) = S 8o (s) ds = -1 + -1 Si (roJ) -"-1 (t) , 2 n 
-оо 

(XV . 93) 

(XV . 94) 

где и_1 ( t ) - единичная ступенчатая функция, а Si-x - интегр альный 
синус. Несмотря на то, что интеграл этой функции не табулирован, 
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можно вычислить и построить второй последующий интеграл от 
во ( t) ,  определяемый выражением 

t 't 

8-2 (t) = s s Bo (�) d�'t'. 
-00 -00 

(XV .95) 

Графики результирующих функций (XV.94) и (XV.95) изображены 
на рис. XV.8. 

На рис. XV.8a показан график погрешности в окрестности еди· 
ничной ступеньки (известное явление Гиббса) , а на  рис. ХV.8б -

е_, rtJ 

-D,5 

Ыс 
Рис. X V.8 

t 

график погрешности, с которой аппроксимируется единичная функ
ция крутизны (ramp function) . З а  исключением очень небольших 
пульсаций, основная погрешность эдесь ·определяется всплеском в 1 точке разрыва непрерывности, величина размаха которого равна- . - 2t00c 
Нетрудно получить это значение, заметив, что изображение функ
ции в0 ( t) , определяемое выражением (XV.93) , представляет собой 
.функцию Н (jro) - 1, где Н (jro)  совпадает с функuией, график кото
рой приведен на рис. XV.7 для Л = О. Изображение функции E-2 (t) 
получается делением н а  (jro} 2  и ,  следовательно, имеет вид 

00 

В-2 (О) = -1- s 
221: 

-00 

оО 
1 -H (jro) dro = -1 s dro = -1 -· . 

ro2 2t ro2 2tOOc 
lilc 
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Определим «длительность» импульса (XV.87) с помощью вели
чины 

(XV . 97) 

которая представляет собой ширину прямоугольного импульса той 
же высоты и одинаковой (единичной) площади. Используя дли
тельность этого импульса, находим из выражения (XV.96) 

б 8-2 (0) = - . nэ 
(XV . 98) 

Полученная величина равна примерно одной десятой от б .  В любой 
точке разрыва, в которой имеет место единичное изменение крутиз
ны, ре:rультирующая погрешность сводится , по существу, к введе
нию всплеска, р азмах которого определяется выражением (XV.96) 
или (XV.98) . При отличном от единицы изменении крутизны вели
чина всплеска изменяется пропорционально. Следовательно, при за
данном максимально допустимом его размере сразу же определя
ется необходимая длительность импульса б или частота среза U>c .  

Совершенно очевидно, что добавочное интегрирование сводит 
функцию погрешности к значительно меньшей величине, которqй во 
многих практических случаях можно полностью пренебречь. Таким 
образом, когда данная импульсная характеристика аппроксимиру· 
ется параболическими дугами, длительность импульса б больше не 
зависит от требований к пульсациям и определяется условием, сог
ласно которому она должна быть, по крайней мере, такой же ма
лой, как самое близкое расстояние между бесконечно короткими 
импульсами v-й производной. Рациональным изображением требу
емого имитированного импульса является такое, вещественная часть 
которого аппроксимирует cos ro или мнимая часть которого аппрок
симирует - sin ro в интервале -U>c < U> < roc . Метод выбора U>c 

известен, за незначительным исключением, связанным с необходи
мостью имитации асимптотического поведения части указанного 
изображения , когд? рассматриваемая функция времени начинается 
с нулевого значения в точке t = О. 

В качестве основы для построения рационального изображения 
исследуемого имитированного импульса используем метод, пред
ложенный в предыдущем Параграфе. Согласно этому методу сна
чала производится построение функции f ( t )  по соответствующей 
функции F1 (ro)  или F2 (ro) при помощи приемов, рассмотренных в 

1 § XV.2, а затем величина - заменяется на  e-a t . Последний этап t• 
сводится к умножению f(t) на член t •ea. 1, представля.ющий сам по 
себе функцию, подобную импульсной функции с максимумом в точ-
ке t = ...!.. . Если принять а = v и умножить эту функцию на е • , то 

а, 
она будет иметь максимальное значение, равное единице, в точке 
41 Заказ 49 - 64 1 -



t = 1 для всех целых зн ачений v, т. е. будет выглядеть следующим 
образом : 

g (t) = [t e-<t-1 >] •. (XV . 99) 
График функции для v = 2 и v = 3 представлен на рис. XV.9. 

Умножение на  нее рассматриваемого имитированного импульса 
дает, очевидно, полезный эффект, поскольку п'ри этом уменьшаются 
пульсации на предшествующем участке, не оказывая существенно
го влияния на  форму импульса. 

В связи с вопросом о том , должны ли мы применять для функ
ции cos ю или -sin ю линейно-ломаную аппроксимацию или ап
проксиJ,\1ацию параболическими дугами, следует отметить, что пер
вая в большинстве случаев адекватна второй, но дает небольшую 

j(t) 
1,0 

и.s 

о 1.0 1.5 2,0 
Рис. X V.9 

2,5 

экономию. Поскольку более удобно, чтобы соответствующая функ
ция времени начиналась с нулевого значения в точке t =, О, то не
трудно увидеть, что при этом условии полная площадь под линейно
ломаной аппроксимацией равняется нулю. Иными словами, часто
т а среза ю с должна быть равна целому числу, кратному :n:.  Если 
функция cos ю аппроксимируется указанным образом, то ломаная 
линия не заканчивается нулевым значением в точке ю = юс,  а зна 
чит, вторая производная содержит в данной точке два значения 
(дублет) . Поскольку дублет приводит к полюсу двойного порядка, 
то общая экономия не будет настолько существенной, как для слу
чая, когда рассматривается линейно-ломаная аппроксимация функ
ции -sin ю, заканчивающаяся нулевым значением в _точке ю = ю с .  
Такая аппроксимация изображена в верхней части рис. XV. 1 0  для 
юс = 2:n:; в средней и нижней частях этого рисунка показаны гра 
фики соответственно первой и второй производных. Амплитуда при
веденной треугольной аппроксимации выбир ается так, что площади 
под половинами периодов оказываются такими же, как и для ап
проксимруемой синусоиды, хотя данное условие в действительности - 642 -



не столь важно. Далее необходимо ввести соответствующие постоян
ные множители с тем , чтобы свести полную площадь под резуль
тирующей функцией времени до нормализованной величины. 

Используя импульсные величины, изображенные в нижней ча
сти рис. XV. 1 0, можно по ф-ле (XV. 1 8) записать выражение для 
соответствующей функции времени 

(t =-- sш - - sш --+ - sш -- . f ) 32 ( . nt . 3nt 1 • 4nt ) 
:rr,3/2 2 2 2 2 

(XV . 1 00) 

На рис. XV. 1 1  сплошной кривой показан гр афик этой функции 
(с нормализованной амплитудой) , а пунктиром - ее модификация, 
являющаяся результатом умножения 
функции f (t ) на функцию g (t) , опреде
J1яемую выражением (XV.99) при v = 2 
(см. рис. XV.9) . Амплитуды результиру
ющих пульсаций меньше, чем амплитуды 
пульсаций для функции, определяемой 
выражением (XV.87) и построенной на 
рис. XV. 1 2, тогда как форма  основного 
горба почти такая же 1 • При roc = 2:rt вы-

1 • ражение (XV.97) дает () = - . Эта вели-
2 

чина очень близка к действительной дли-
2 тельности в точках -, как было опреде-

п 
лено для функции (XV.87) . Можно прий
ти к заключению, что даже для такой 
чрезвычайно малой величины ro 0 ,  крите
рии допусков, основанные на  этой функ
ции, вполне применимы . 

Модифицированная функция време
ни, к которой применима пунктирная 
кривая {за исключением основного горба, 

F. (1) 
2 -4--�----1�-+-� о 

в - 1;3 1 1 
F.(2) ��) 
2 1 r:z) 

o l  
GJ 

Рис. XV. 10 

почти не поддающемуся влиянию умножения на  функцию 
(XV.99) ], определяется выражением 

f 
(t) = 32c2<t- i > (sin � - sin Зпt + -1 sin 4nt ) • (XV . 1 О 1 )  

:rr,3 2 2 2 2 
Соответствующее рациональное изображение имеет вид 

F(s) = l l ,98 ( 1 3 + 
s2 + 4s +  6 , 47 s2 + 4s + 26 , 2 1  

+ s2 + 4s: 43 , 48 ) · (XV · l О2) 

1 К:вазиимпульспая  фушщия , приведенная на рис. XV. 1 2  и определяемая вы
ражением (XV.87) ,  получаР.тся в результате сильного ограничения спектра импуль
са в точ1<е ю = Ю с  (произвольный выбор начала отсчета оси времени) . 
4 1 *  - 643 -



Его значение для нулевой частоты равно полной площади под 
импульсной функцией (XV. 1 0 1 )  

f(t) 
1,0 

0.5 

00 

f (O) = 1 , 03 = J f (t) dt. (XV . 1 03) 
о 

Pu_g. X V. I /  

t.Jc 
Рис. X V.12 

Умножение функции f (s) , определяемой выражением (XV. 1 02) , 
ца обратную ей величину обеспечивает такую нормализацию им 
пульса (XV. 1 0 1 ) ,  которой соответствует единичная площадь. - 644 -



Рассмотрим далее тот же метод для (i)c = 4n. График, соответ
ствующий линейно-ломаной аппроксимации для функции -sin (i), 
показан на рис. XV. 1 3a ;  результирующая функция времени, сог
.11 асно выражению (XV. 1 8) , имеет вид 

f (t) 32 ( . nt . Зnt + . 5nt . 7nt = -.- sш -- sш -- sш --- sш-- + 
nэt2 2 2 2 2 

а) - fzfrJJ 
.! - -х 

+ 1 .  8nt ) - sш -- . 2 2 ' 

O it-_,��r-��--X----
-�  
к 

d) f(f) 
�о 

Рис. XV.13 

(XV . 1 04) 

График этой функции показан сплошной- кривой на  рис. ХV. 1 3б, 
а эффект умножения на функцию g (t) ,  определяемую выражением 
(XV.99) для v = 2, - пунктирной кривой. Нетрудно заметить, что 
результирующие амплитуды пульсаций все еще меньше, чем ам
плитуды пульсаций для импульса-прототипа ,  определяемого выра
жением (XV.87) и показанного на  рис. XV. 12 ,  так что снова приме
ним упомянутый критерий погрешности. 

После указанной операции умножения функции (XV. 1 04) ее изо
бражение принимает вид 

F(s) =  1 1 •98 ( 52 + 4s
1
+ 6 , 47 s2 + 4s

3
+ 26 , 2 + s2 + 4s

5
+ 65 , 7 

7 + 4 ) • (XV .  1 05) 
s2 + 4s +  1 24 , 9  s2 + 4s +  16 1 , 9  
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а) 
fi (Ы) 

О+--:-\��---1:=--::!-�""': 

F. ''' 1 

- /  
� �: 

8 - -;z 

d) f(t) 
�о 

о 

00 

1 {U 
1 
1 
1 

Полная площадь под результирую
щим импульсом в данном случае 
будет 

F(O) = 1 ,0 1 6 . (XV . 1 06) 
Образование рациональных изо

бражений, соответствующих боль
шим значениям частоты среза ffic 1 1  
меньшим значенИям длительности б,  
осуществляется непосредственно. 
При этом число пар полюсов опре
деляется зависимостью 

п = + + 1 = - : + 1 ;  (XV . 1 07) 

следовательно, для любого необхо
димого значения б нетрудно полу
чить число полюсов результирую
щей функции . 

Интересно сравнить полученные 
результаты с результатами, найден 
ными при аппроксимации парабо
лическими дугами. Здесь оказыва
ется целесообразным использование 
вещественной части требуемого изо
бражения , а именно функции cos ffi. 

Рис. X V. 14 

Соответствующие графики, аналогичные изображенным на 
рис. XV. 1 0, приведены на рис. XV. 1 4a для случая, когда использует-
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ся метод аппроксимации параболическими дугами .  Первая произ
водная F)1 > ( ffi ) определяется теперь пунктирной линией , аналогич
ной той, какая приводилась при ащ1роксимации функции F2 ( ffi) на 
рис. XV. l О. Однако, если желательно, чтобы по':яная площадь под 
аппроксимирующей кривой при аппроксимации с помощью пара 
болических дуг была раваа нулю (для того чтобы получить при 
t = О f (t ) = О) , пунктирная линия должна заканчиваться не так, 
как в предыдущем случае. 

Указанное требование· всегда можно выполнить, изменив линей
но-ломаную аппроксимацию функции F <i > ( ffi ) внутри последнего л
интервала, как показано на  рис . XV. 1 4a .  Такой прием гарантирует, 
что условия моментов (XV.28) выполняются при µ = 1 ,3 [как и оче
видно, поскольку v = 3, и имитируется асимптотическое поведение , 
состоящее в том,  что при s -+  оо должно быть F (s) -+-1- J . Влияние 52 
подобного вида конечной части аппроксимации состоит в неболь
шом отклонении от резкого отсечения, а соответствующее значение 
<О с  определяется не так четко. Ясно, что выбор в качестве частоты 
(J)c среднего зн ачения последнего л-интервала (см .  рис. XV. 14a )  
точно дает основную длительность результирующего импульса (сог-

2л: ласно рис. XV. 12 ) , равную - . 
(J)c Используя импульсные величины из нижней части рис. XV. 1 4a, 

можно по выражению (XV. 1 2) записать соответствующую функцию 
(t = -- sш � - - sш -- - s111-- - - s111 -- . . t ) 32 ( . л:t 5 . З:rtt t- . 4лt 1 . 5л:t ) (XV 1 08) 

л;3f3 2 4 2 2 4 2 

Ее нормализованный график дан сплошной кривой на 
рис. ХV. 1 4б ;  пунктирная кривая на  этом рисунке показывает основ
ные модификации, являющиеся результатом умножения на функ
цию g ( t) ,  определяемую выражением (XV.99) и рис. XV.9 при ''  = 
= 3. Модифицированная функция времени с изображением в виде 
рациональной функции запишется так : 

f (t) 
32e-З(t- I ) ( . :rtf 5 . З:rtt . 4:rtt = ---- sш - - - sш -- + sш -- - · 

л;З 2 4 2 2 

1 . 5:rtt ) -
4

sш
-2 - . (XV . 1 09) 

Сравнивая кривые, показанные на рис. XV. 1 1  и XV. 1 46, можно 
оценить разницу между линейно-ломаной аппроксимацией и аппрок
симацией параболическими дугами .  Последняя дает значительно 
меньшую предшествующую пульсацию и значительно меньшую ве
.пичину {) для той же частоты ffic· Следовательно , число требуемых 
пар полюсов при аппроксимации параболическими дугами опреде-
ляется выражением /1 = _1_ + 2 = � + 2, (XV . 1 1  О) {) :rt 
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что на единицу превышает число пар полюсов, необходимых при 
линейно-ломаной аппроксимации {см .  выражение (XV. l 07 ) ] .  Если 
необходимая величина б невелика, то эта разница несущественна и 
более консервативный аспект метода аппроксимации параболиче
с�ими дугами оправдывает небольшое увеличение числа полюсов . 

Графики, аналогичные изображенным на  рис. XV. l 4a, относя
щиеся к аппроксимации параболическими дугами при (!)с = 3n, по
казаны на рис. XV. 1 5, а соответствующая функция времени соглас
но выражению (XV. 1 2 ) имеет вид 

f (t) 32 ( . nt . Зnt + 5 . 5nt . бпt + = -- SIП -- SIП -- -- SlП -- - SIП --
n3/3 2 2 4 2 2 

+ 1 • 7nt ) - SlП -- . 
4 2 

(XV . 1 1 1 ) 

Умножив ее на функцию g ( t) , определяемую выражением (XV.99) 
для v = 3, получим модифицированную функцию времени, имею

щую рациональное изображе
ние и уменьшенные пульсации 
в предшествующей области и r, (IJ) о 1-.*--r--.....,:-т-..;!!r-'::"'Т'"...,., � 1.J после окончания импульса. 

При таком подходе нетруд
но построить дополнительные 
временнь1е функции и их ра 
циональные изображения для 
любого выбранного значения 6 
или roc . :Каждый результиру
ющий импульс имитирует гра 
фик прототипа, изображенного 
на  рис . XV. 1 2, достаточно хо
рошо в том смысле, что ампли-F;f21 O

-+---t---+---+-t--тo1-. 
туда пульсаций и действитель-

41 ные погрешности оказываются , _ §_ .- - - 1 по крайней мере, малыми - не Ji2 1 больше ожидаемых. � оо 1 Теперь рассмотрим подроб-
tG � \ 4 оо но то построение рациональ-

F /'JI о-+-'712'"'"' ......_ __ -r-_....._..__...,...1 P......,..._ · ных изображений для прото-1 16 16 t.J типных квазиимпульсов (ис-� 7ia ходные элементы в методе син -
Рис. X V. 15 

00 теза с помощью последова 
тельности бесконечно коротких 
импульсов) ,  которое игр ает 

весьма важную роль. В нашем рассмотрении функций погрешности 
в0 (t ) , е- 1  ( t) ,  e-2 (t) , определяемых выражениями (XV.93) , (XV.94) 
и (XV.95) ( графики двух последних даны на рис. XV.8) . мы имеем 
дело с до некоторой степени случайной ситуацией в том смысле, что 
функции е0 ( t) и в с е м  ее последующим интегралам (в пределах - 648 -



от -оо дооо)  соответствует нулевая площадь. В этом нетрудно убе
диться , если вспомнить, что изображение функции, поделенное на 
любую конечную степень (jro) , равно нулю при ro = О. Именно дан
ное свойство в результате приводит к тому, что функция каждого 
последующего интеграла колеблется относительно нулевой оси со 
все уменьшающимися амплитудами. Если бы для одной из этих 
функций полн ая площадь под ней не равнялась нулю, то ее инте
грал имел б!>J отличную от нуля асимптоту ; следующий интеграл 
асимптотически стремился бы к линейному наклону; следую
щий за ним - к параболическому наклону и т. д. Другими  словами, 
последующие функции погрешности все больше и больше уклоня
лись бы от нулевой оси ,  и эта «погрешность уклонения» ( «dr i ft 
error»)  полностью перекрыла бы погрешность 1юлебаний, которой 
мы только до сих пор и занимались. 

Ясно, что рассмотренный выше метод предсказания и управле
ния погрешностью оказывается непригодным, когда импульсные 
функции, с помощью которых мы заменяем отдельные импульсы в 
последовательности бесконечно коротких импульсов (предназн ачен 
ной для представления v-й производной требуемой переходной ха
рактеристики) , не могут быть проинтегрированы v раз без откло
нений в соответствующих осциллирующих функциях погрешности . 
Импульсные функции, рациональные изображения которых находят 
описанным выше способом, не удовлетворяют указанному требова
нию, но посредством соответствующих небольших изменений (они 
будут изложены ниже) можно этого добиться . 

Допустим ,  что функция f (t) является типичным имитированным 
импульсом, возникающим в точке t = т, а F (s) - его рациональное 
изображение, построенное изложенным выше методом. Далее до
пустим ,  что функция F (s) имеет вид 

F(s) =  p (s) = a0 + a1s + a2s2 + " . + amsm , (XV . l l 2) 
q (s) Ь0 + b1s + b2s2 + . . . + bns" 

где п > т. Если желательно проинтегрировать функцию f ( t) v раз 
без изменения погрешности, то полная площадь под функцией по
грешности f ( t) - и0 ( t - т) после v последующих интегрирований 
должна быть равна нулю. Это условие выполняется, когда функция 
F (s) - e-s't ( изображение указанной погрешности ) имеет в точке 
s = О  нуль, по меньшей мере (v + 1 ) -го порядка, или если во вся
ком сЛучае первые ( v + 1 ) -е коэффициенты в разложении Мак
лорена для данного изображения равны нулю. Поскольку 

и 
F(s) ·- e-S"t = p (s) -q (s) e-s't (XV . 1 1 3) 

q (s) 

( 't2 'tз ) + Ь3 - тЬ2 + -
2
- Ь1 - 5 Ьо s3 + . . .  , 
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10 необходимые и достаточные условия ,  обеспечивающие нулевое 
J 1зменение погрешности, принимают следующий вид: 

Uo = bo 
а1 ' Ь1 -1:Ьо 
а2 = Ь2 -1:Ь1 + l Ь0 2 

,2 
•з Ь а3 = Ь3-1:Ь2 + - Ь1 - - о 2 6 

(XV . 1 1 5) 

Первое уравнение этой системы эквивалентно требованию 
F (О) = l и ,  следовательно, равнозначно нормализации площади 
:под импульсом f ( t) к единице. Если требуемая переходная функция 
аппроксимируется ломаной линией так, что v = 2, то должны вы
·полняться два дополнительных уравнения из системы (XV. 1 1 5) ; 
.если используется аппроксимация параболическими дугами ,  - то 
три дополнительных уравнения . 

При построении описанной выше функции F (s ) вещественные 
либо мнимые части функций F (jffi) и e-joot были примерно равны 
друг другу в диапазоне частот от ffi = О до некоторой частоты , крат
ной :rt.  Следовательно, можно ожидать, что функция F (s) вблизи 
точки s = О окажется почти подобной функции e-st так, что усло
.вия (XV. 1 1 5) будут хотя и не точно, но почти удовлетворяться в лю
.бом приемлемом случае. 

Например ,  функция (XV. l 05) , найденная из линейно-ломаной 
;аппроксимации функции -sin ffi (см .  рис. XV. lЗa )  после деления на 
величину, определяемую выражением (XV. 1 06) , дает Fo = l ;  
F' (О) = -0,985 ; Р" (О) = 0,8 1 0  вместо точных значений 1 ;  - 1 ; 1 
·соответственно. Для аппроксимации параболическими дугами эти 
результаты являются значительно более близкими. 

Следовательно, можно заключить, что необходимо лишь незна
чительно изменить величины коэффициентов ао, . . .  , а ,  для точного 
удовлетворения соответствующих условий (XV. 1 1 5) . Такая «наст
ройка сдвига» ( «dr ift adjustment» ) изображений квазиимпульсных 
•функций, оказывающая лишь некоторое влияние н а  поведение 
функции в области низких частот, оставляет неизменной форму им
пульса, за исключением некоторых изменений пульсаций в предше
·ствующей области и после окончания импульса. 

В любом сомнительном случае нетрудно оценить эффект сдвига . 
Допустим, что v = 2, а необходимые изменения коэффициентов а 1 
и а2 обозн.ачены через а 1  и а2. Тогда функция 

D (s) = cx1s + cx2s2 

q (s) 
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является изображением изменения функции f (t ) , обусловленного 
сдвигом .  Поскольку известны полюсы этого изображения ,  нетрудно 
грубо оценить величины его вычетов и сравнить их с известными 
вычетами функции F (s) . 

Теперь можно полностью описать процесс синтеза требуемой им
пульсной характеристики. Допустим ,  что он начинается с линейно
ломаной аппроксимации указанной заданной временной функции, 
причем ее ·вторая производная представлена в виде последователь
ности бесконечно коротких импульсов . Удобно нормализовать шка
лу времени так, чтобы последний импульс оказался в точке t = 1 .  
Далее находят допуск аппроксимации  через наибольший допусти
мый размах всплеска в точках разрыва. Затем осуществляется нор
мирование, т. е . деление размаха всплщ:ка на величину наибольше
го импульса в последовательности. В результате по.Лучается вели
чина Е-2 (О) , а из выражений (XV.96) или (XV.98) вычисляется со
ответствующая частота отсечки ro c или длительность импульса б .  

С помощью описанных выше методов построим теперь изобра
жение F (s )  в виде рациональной функции для квазиимпульса с 
длительностью б .  Здесь более целесообразно использовать аппрок
симацию параболическими дугами, а по ней получить изображения 
импульсов (имеющие такие же полюсы) , возникающих на месте 
1<аждого бесконечно короткого импульса в последовательности . Для 
этого воспользуемся приемами, примененными при рассмотрении 
выражений (XV.9 1 )  и (XV.92) . После тог.о как каждое из указан
ных изображений приводится к такому виду, когда погрешность 
сдвига равна нулю, а затем умножается на положительный или 
отрицательный множитель согласно значениям соответствующих 
1юмпонентов последовательности импульсов, их сумма ,  поделенная 
на  s2, дает требуемую функцию. 

Последовательность бесконечно коротких импульсо·в удовлетво
ряет усJ.1овиям моментов, гарантирующим, что ее двойное интегри
рование снова дает исходную заданную временную функцию без 
погрешности сдвига . Кроме того, каждый квазиимпульс также «на
строен» так, что погрешность сдвига равна нулю. Отсюда сле
дует, что сумма изображений, построенная описанным выше спосо
бом, должна содержать множитель s2, который сокращается в ре
зультате деления на  s2, как только что было замечено. Тогда резуль
тирующая функция имеет в точке s = О конечное, отличное от нуля 
значение,' р авное полной площади под указанной импульсной ха
рактеристикой .  

За  исключением некоторых особых случаев, линейно-ломаная 
аппроксимация заданной временной функции (импульсной характе
ристики) может быть выполнена различными способами в соответ
ствии с количеством и распределением выбранных точек излома. 
Поскольку такого рода аппроксимация улучшается по мере увели
чения числа точек излома и так как общее число требуемых полю
сов для данной длительности импульса б не зависит от числа то-
1.1ек излома, представляется , что существует какое-то оптимальное 
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расстояние между последними. Указанное положение обусловлива
ется в основном двумя моментами : 1 )  с уменьшением расстояния 
между точками иэлома результирующие величины импульсов в по
следовательности бесконечно коротких импульсов, представляющей 
вторую производную, также уменьшаются ; кроме того, уменьша
ются множители амплитуд для функций погрешности e_2 ( t) (см .  

а) 

. со 

б) 

1 1 1 1 
1 1 

00 

Pttc. X V. 16 

00 

рис. ХV.8б) , сосредото-
ченные в этих точках ;  
2 )  уменьшенное расстоя
ние между такими функ
циями погрешности вызы
вает их перекрытие, при
чем в итоге может ока
заться , что амплитуды 
пульсаций станут сумми
роваться . 

Хотя · и нельзя опреде
лить точно суть компро-

�l<1 мисса между приведенны
ми двумя противоречи
вым1 1  утверждениями, в 
рассматриваемом случае 
этого можно с успехом 
достигнуть без большого 
затруднения .  Ан алогично 
возможно и обоснование 
того, какую следует ис
пользовать аппроксима
цию : линейно-ломаную 
или параболическими ду
гами .  В этой связи, преж-
де всего, следует заме

тить, что представление третьей и более высоких производных в 
виде последовательности бесконечно коротких импульсов приводит 
к функциям погрешности е-з ( t) , e_4 ( t ) , " . , полученным в результате 
пос.11едовательного интегрирования функцин, пзображенной на  
рис. ХV.8б. Нетрудно видеть, что максимальные значения амплитуд 
пульсаций этих функций в точках соответствующих им импульсов 

1 с'\2 1 с'\ 
( или вблизи них) имеют величнны --2- = -- ; --3- = -- , . . . 

2nroc 2nз Зnroc 3n4 
Они очень малы, поэтому нет нужды применять методику, рассмот
ренную применительно к рис. XV. 1 6. 

На  рис. XV. l бa мы аппроксимируем требуемый импульс пара
болическими дугами,  а на  рис .  ХV. l бб - ломаной линией. Резуль
тирующие пульсации погрешности для первой аппроксимации име-

1 с'\2 
• 

ют порядок - --, тогда как для втором они определяются величи· Л2 2n3 
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2 б ной - - и принимают, по существу, форму всплесков в точках 
Л л2 

излома . Поскольку Л выбирается примерно такой же малой, как и 
(), это сводит к нулю преимущества метода аппроксимации с помо
щью параболических дуг. Как показывает пунктирная кривая на 
рис. ХV. l бб, окончательный результат при использовании линейно
ломаной аппроксимации, по существу, таков же. Бывают, конечно, 
положения, когда аппроксимация параболическими дугами  дает 
преимущества .  Например, ей следует отдать предпочтение при по
строении изображений для квазиимпульсов (функции, служащие 
исходными элементами для дальнейших построений) , так как она 
очень незначительно увеличивает сложность, но существенно умень
шает пульсации, прежде всего, как упоминалось ранее, в области , 
предшествующей импульсу. 

XV .6. Синтез импуnьсной характеристики методом Фурье 

Этот метод синтеза состоит в следующем.  Если требуемая им 
пульсн ая характеристика является периодической переходной функ
цией, которая может быть представлена с любой требуемой точно-

а) f(t) б) F,ft} . 

• 

!zltJ 2 1 7 1 � 1 1 
t 

t 

Рис. X V.17  

стью аппроксимации при помощи конечного тригонометрического 
полинома ,  то соответствуiощее рациональное изображение получа
ется сразу. Здесь не требуется оценки связи погрешности во времен
ной и частотной областях, так как задача аппроксимации связана 
исключительно с временной областью. Единственно, что необходи
мо - это некоторая искусность для выражения переходной функции 
времени через ее- же периодическое повторение. Порядок решения 
указанной задачи излагается ниже. 

Пусть требуемая функция f (t )  представляет собой импульс, 
график которого изображен на рис. XV. 1 7a .  Рассмотрим две пе
риодические последовательности этой функции, графики которых 
показаны на рис. ХV. 1 7б . Нетрудно заметить, что соответствующие 
им изображения h 1 (s) и h2 (s) можно легко построить, используя 
ряды Фурье для функций f1 ( t )  и f2 ( t) . Если возможно синтезиро
вать пару двухполюсников N1  и N2, и.меющих входные проводи-
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мости /i 1 (s )  и /i2 (s )  1 ,  то ясно, что их реакциями на  приложенный 
единичный импульс напряжения будут токи, определяемые времен
нь1ми функциями f1 ( t )  и f2 ( t )  соответственно. Иными словами, если 
к двухполюснику N1  п риложить возбуждение в виде функции тока 
f 1 ( t) или к двухполюснику N2 - в  виде функции тока f2 ( t ) , то ре
акцией в каждом из этих случаев будет единичный импульс 
напряжения .  

Допустим, что 
f (t) = f1 (t)-f1 ( t -+) ; 

f (t) = f2 (t) + f2 ( t -+ ) ·  
(XV . 1 1 7) 

(XV . 1 1 8) 

Тогда можно прийти к заключению, что если к двухполюснику 
N1 приложить токовое возбуждение f (t) , то реакцией будет едп-

r 1 
Рис. X V. 18 

• t 

ничный импульс напряжения в точ1<е t = О, за  которым следует • • t 't Е отрицательным единичным импульс в точке = - . ели же то же 2 
возбуждение приложить к двухполюснику N2. то з а  реакцией -
единичным импульсом напряжения в точке t = О - последует дру-
гой �импульс в точке t = .....!.... . Поэтому ток f ( t) , приложенный к двух-

2 
полюсникам N1 и N2, соединенным последовательно, создает просто 
импульс напряжения в точке t = О, или последний создает воз
буждение f ( t ) ,  что и является требуемым результатом. Остается 
представить сказанное м атематически. 

Начнем с рассмотрения периодической функции f р ( t ) , состоя
щей из последовательности функций f ( t) , взятых н а  интервале, рав
ном половине периода. На  рис .  XV. 1 8  показано периодическое 
повторение импульса, изображенного на рис. XV. 1 7a .  Четные и не
четные члены разложения в ряд Фурье этой функции (за исключе
нием множителя 2) представляют собой соответственно функции 
f 1 ( t) и f2 ( t) ,  приведенные на рис. ХV. 1 7б .  

1 Обычно сжазывается, что указанные функции не я вляются положительными 
вещественными и, следовательно, нереализуемы с помощью пассивных элементов. 
Однако в да1 1 1 1ом случае это несущественно, поскольку данное положение приво
дитсн просто, как средство оценки механизма, способствующего получению требуе
мого результата. 
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Запишем ряд Фурье 
00 

f (/) � а eikrot р = k k 
k = - oo  

'(XV . 1 1 9)· 

и предположим, что 011 тождественно равен нулю при t < О. Изо
бражение этого ряда имеет вид 

00 

h (s) = � ak = р (s) • 
Р s - jkro q (s) 

k=-oo 

(XV . 1 20} 

Изображения h1 (s ) и h2 (s) нетрудно построить, используя изо 
бражение hp (s) . 

Тогда 
(XV . 1 2 1 )· 

(XV . 1 22} 

Если учесть, что член ( 1 + e-ikn) равен двум для k четного и 
нулю для k нечетного, а член ( 1 - e-ik11) равен двум для k нечет
ного и нулю для k четного, то 

00 

ak = P1 (s) 
; 

s - jkro q1 (s) 

h2 (s) = 2 � а� 
.� - 1kro 

P2 (s) = --
Q2 (s) 

ll= ±( I . 3 • . . .  ) 
(XV . 1 23) 

(XV . 1 24) 

Таким образом, видим ,  что функция h 1 (s ) равна удвоенной сумме 
членов четного поряд1<а из выражения (XV. 120) , а функция h2 (s)  
равна удвоенной сумме членов нечетного порядка из того же вы
ражения . 

Если суммы в выражениях для hp (s) , h1 (s) и h2 (s) имеют 
бесконечное число членов, то указанные изображения, разумеется н е  
являютсЯ рацион альными,  а полиномы p (s ) ,  q (s) ,  P 1 (s ) ,  P2 (s) и Q2 (s) - конечными . Поскольку в дальнейшем предполагается заме
на данных выражений их частичными суммами ,  то уместно даже 
на этом этапе считать полиномы конечными .  Очевидно, они; имеют 
вещественные коэффициенты даже в том случае, если коэффициен 
ты Фурье a1i (которые представляют собой вычеты функций /i в их 
полюсах на мнимой оси) являются комплексными .  

Предположим, что цепи N 1 и N2 имеют функции входных про
водимостей h 1 (s) и h2 (s) , тогда единичный импульс напряжения. 
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ио ( i ) , приложенный к цепи N1 , создает ток f 1 ( t) , а импульс, при
ложенный к цепи N2.- ток f 2 ( t) . Если теперь поменять ролями 
возбуждение и реакцию и считать, что ток f 1 ( t) , приложенный к 
цепи N1 , или ток f2 ( t ) , приложенный к цепи N2, создает напряжение 
ио ( t) , то функции входных сопротивлений для этих цепей будут 

1 обратными рассмотренным функциям, т. е. запишутся как -- и h1 (s) 
-1 - . Следовательно, с учетом выражений (XV. 1 1 7) и (XV . 1 18 ) 
h2 (s) можно сказать, что ток f ( t) , приложенный к цепи N 1 , имеющей 

1 сопротивление --, создает напряжение h1 (s) 
и0 (t)-и0 (t -f) , (XV . 1 25) 

а ток f ( t) , приложенный к цепи N2, имеющей сопротивление -1 - ,  h2 (s) создает напряжение 
и0 (t) + и0 (t -f ) ·  (XV . 1 26) 

Поэтому ток f ( t) , приложенный к цепям N1 и N2, вкшрченным 
1 последовательно и имеющим результирующее сопротивление - +  h1 

1 + -, создает напряжение 2и0 ( t ) ; или если снова поменять ролями � возбуждение и реакцию и рассматривать последовательное соеди-
нение цепей N1 и N2, имеющее результирующую проводимость 

h (s) = 1 hih2 , (XV . 1 27) 
1 1 h1 + h2 - + -h1 h2 

то реакция (ток) такого соединения на  приложенный единичный 
импульс напряжения оказывается равной -1- f ( t) . Это нетрудно 

2 
проверить подстановкой выражений (XV. 1 2 1 )  и (XV. 1 22 ) в вы
ражение (XV. 1 27) , в результате которой получится 

h (s) = -1 hp (s) ( l - e-n) = Р1Р2 = P1 (s) P2 (s) . (XV . 1 28) 
2 P1q2 + Р2Ч1 2р (s) 

Поскольку эквивалент данного выражения во временной обла
сти имеет вид 

то видим,  что приведенное утверждение справедливо. 

(XV . 1 29) 

Пренебрегая величинами второго порядка малости, нетрудно 
показать, что при замене написанных выше бесконечных рядов их 
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частичными суммами результирующая переходная характеристика 
будет такой же хорошей аппроксимацией функции f ( t) , какой яв
ляется частичная сумма ряда Фурье (или ее модификация ) ,  опре
деляемая выражением (XV. 1 1 9) , для функции fp ( t) в любом из ее 
периодов . Таким образом, обозначив любую функцию, аппрокси
мирующую соответствующую точную функцию, звездочкой, можно 
записать : 

п 

f• (t) '"" а eikoot . 
р = � k ' 

k=-n 
п 

hp (S) = . ; • 
� 

ak 
S- JkOO k=-n 

где h - ограниченное целое число. 

о 

1;т 

1;(t -f) +ЛfftJ 
Дf ----

r 2 
Рис. X V. 19 

(XV . 1 30) 

(XV . 1 3 1 )  

(XV . 1 32) 

На  рис. XV. 1 9  показано, как может выглядеть аппроксимация 
функции fp (t) , определяемая частичной суммой (XV. 1 30) , и соот
ветственно, каким будет обратное изображение частотной функции 
(XV. 1 32 ) . Заметим, что эту временную функцию можно рассмат
ривать как неполную функци1<,> f; ( t ) , задержанную н а  половину 
периода . Таким образом ,  последняя отличается от функции, изо
браженной в нижней половине рис. XV. 1 9, тем, что она точно равн а 
нулю по всему первому полупериоду. Напротив, неполная функция 
имеет здесь те же отличные от нуля пульсации, как в любом из 
соответствующих последующих полупериодов. Заметим,  однако, 
что неполная и полная функции абсолютно одинаковы всюду, за 
исключением первого полупериода, где они отличаются на оста-
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точную пульсацию, обозначенную на рис. XV. 1 9  через ,лf ( t ) . Сле
довательно, полная разность Лf (t) между неполной и полной 
задержанными функциями t; ( t) не равна нулю только в интервале 
о <  t < ....!... . 

2 
В частотной области этот результат можно представить, записав ( St ) * 

h; (s) е-2 = h; (s) e-2 + Лh (s) 
st 

(XV . 1 33) 
и рассматривая �h (s ) как частотную функцию, обратное изображе
ние которой представляет собой Лf ( t) . Теперь, используя выраже
ние (XV. 1 33) , получим (e-

s; y = е-�  + Лh
. (XV . 1 34) h* 

р 

После возведения в квадрат и отбрасывания члена, содержаще
го (Лh) 2, имеем 

st 
( -st)* -st -/ 2Лh -т е = е ---е  . h* 

р 

(XV . 1 35) 

Теперь приближенная зависимость, соответствующая выраже
нию (XV. 1 28) , примет вид 

st 
h* (s) = -1 h; (s )  l l - (e-st)" ] = -1 h; (s) ( l -e-st) - Лh е

-2, (XV . 1 36) 
2 2 

а соответствующая зависимость во временной области -
t* <t> = + [f; (t) -t; <t--r)] -лr(t -+) . (XV . 1 37) 

Первый член последнего выражения равен половине функции 
t; (t ) в интервале О < t < -r и нулю вне его ; второй член представля-
ет собой функцию f; ( t) в интервале � < t < -r, взятую с проти-

2 
воположным знаком . Полн ая функция (с точностью до множителя 

• 't • 1 /2 ) равн а f Р ( t ) в интервале О < t < - ,  равн а -f Р ( t ) в интерва-
2 

't ле - < t < -r и нулю вне указанных интервалов. 
2 

Члены второго порядка, которыми мы пренебрегли, несколько 
изменяют фnрму функции f* ( t) в интервале О <  t < -r, а затем · 
приводят к погрешности в области асимптотического убывания 
функции .  

Существенно отметить, что тригонометрический полином f Р ( t) , 
взятый за основу при анализе, не должен быть частичной суммой 
ряда Фурье, но может быть любой его модификацией, что более 
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соответствует свойствам аппроксимации, требуемым для данной 
задачи. Например, если рассматривается импульс прямоугольной 
формы, то применение частичной суммы ряда Фурье приведет к 
нежелательным эффектам ,  обусловленным явлением Гиббса, а это 
нетрудно устранить подобной модИ:фикацией в коэффициентах соот
ветствующего тригонометрического полинома. 

Прямоугольный импульс особенно интересен , поскольку реали· 
зация цепи становится весьма простой, если допустить, что возбуж
дение представляет собой единичное ступенчатое напряжение. Та
ким образом , когда функция f ( t )  на рис. XV. 1 7a является прямо
угольным импульсом единичной высоты, то функция f 1 ( t) на 
рис. XV. 1 76 является единичной ступенчатой, а f 2 ( t) - прямоуголь
ной волной единичной высоты (которая, конечно, не существует до 

1 момента t = О ) . Изображение h 1 (s )  = - , и поскольку величины ak 
s . 

ряда (XV. 1 24)  являются отрицательными вещественными (прямо
угольная волна представлена суммой синусоидальных функций ) ,  
получим 

(XV . 1 38) 

Соответствующими проводимостями цепей N1 и N2 являются теперь 
sh1 (s) и sh2 (s) соответственно (потому, что будучи умноженными 

1 н а  - , они дают реакции ) .  
s 

Следовательно ,  цепь N1 представляет собой просто резистивное 
сопротивление, равное 1 ом, а цепь N2 определяется последователь
ными LC контурами, включенными параллельно, или любым экви
валентом этой формы Фостера ,  которую можно непосредственно 
получить из выражения (XV. 1 38) , используя методы, рассмотрен
ные в главе I I I .  

Результирующая цепь показана н а  рис. XV.20. Ток i ( или н а
пряжение н а  резистивном сопротивлении 1 ом) представляет собой 
аппроксимацию требуемого прямоугольного импульса при условии, 
что е - единичное ступенчатое напряжение. Эту цепь можно, разу
меется, преобразовать в другие формы, некоторые .из которых 
предпочтительнее по различным практическим причинам .  

Когда функции h 1 (s) и h2 (s) или йх модификации (функции, 
умноженные на  s) отдельно не реализуются в виде входных про
водимостей, то соответствующую цепь построить не столь просто. 
Однако результирующая функция h (s) , определяемая выражением 
(XV. 1 28) , всегда реализуется в виде сопротивления или проводи
мости передачи, если ее полюсы лежат в левой полуплоскости. По
скольку эта функция представляет собой устойчивую импульсную 
характеристику, то следует ожидать, что ее аналитичность в правой 
полуплоскости будет обеспечена автоматически. Таким образом , 
можно предположить, что полином p (s) в числителе hp (s) выраже-
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ния (XV. 1 20) или в знаменателе выражения (XV. 1 28) будет поли 
номом Гурвица независимо от формы импульса . 

Весьма неожиданным оказалось, что данное предположение не 
выполняется . В действительности функция p (s) в общем случае 
всегда имеет некоторое количество нулей в правой полуплоскости 
(за исключением некоторых особых случаев) , и поэтому нет про
стой связи между рассмотренным явлением и формой импульса . 
Фактически здесь нет никак�го противоречия, поскольку предыду
щий анализ гарантирует реакцию конечной длитепьности только в 
пределе, когда соответствующие ряды Фурье бесконечны .  Однако 
в любом предельном случае мы вправе предположить, что члены 

�--Ll ef 
c�l �i Cq 

о Т Т - - ::r 
Рис. X V.20 

для полюсов, расположенных в правой 
полуплоскости (если они существуют) , 
имеют сравнительно небольшие вычеты, 
так что их влияние на результирующую 
функцию в интервале О < t < ,; мало. 
Многочисленные примеры показывают, 
что подобная интерпретация является 
правильной и что в любом случае, когда 
функция h (s) {см . выражение (XV. 1 28) ] 

имеет полюсы в правой полуплоскости, соответствующие члены 
разложения на элементарные дроби просто отбрасываются . Ос
тальные члены дают требуемое решение. Погрешность аппрокси
мации получается того же порядка, как и при первоначальном 
представлении заданной формы импульса тригонометрическим по
линомом . 

Пример, иллюстрирующий описанный метод синтеза, приведен 
н а рис. XV.2 1 ,  где пунктирная кривая показывает требуемый им
пульс треугольной формы, а сплошная кривая соответствует ори
гиналу, полученному при использовании рациональной аппроксими
рующей функции с шестью полюсами. В правой части рисунка 
·изображена диаграмма полюсов и нулей указанной аппроксими
рующей функции. В данном случае полюсы в правой полуплоскости 
отсутствуют, поэтому нет необходимости отбрасывать какие-либо 
полюсы. На рис. XV.22 дается сравнение действительной погрешно
сти с погрешностью, предсказываемой из первоначальной аппрокси
мации тригонометрическим полиномом . 

Более точная ,аппроксимация для того же треугольного импуль
са показана на рис. XV.23. 

Она получена с учетом большего числа членов ряда Фурье при 
представлении импульса в виде периодической последовательности . 
Сплошная кривая относится к действительной характеристике, 
вычисленной по рациональной функции (ей соответствует диаграм
ма  полюсов и нулей, изображенная справа ) . 

Рассмотрение нашего примера началось с аппроксимации при 
помощи двенадцати полюсов, на их количество в дальнейшем 
сократилось до десяти после того, как была отброшена пара членов 
разложения функции h (s) на элементарные дроби, соответствую-
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щая полюсам в правой полуплоскости. Результирующая временн ая 
функция определяется выражением : 
f (t) =  0 ,600 е-1 · 1 1 21 cos (3,97t + 2,496) + 0,303 е-0 · 98 1 1 cos (5,9 1 t + 3, 0 1 )  + 
+ 2 1 ,78 е- 1 • 7991 cos (0 ,745t + 4,55) + 7,35 е- 1 · 6021 cos (2,259! + 0 ,959) + 

+ 0,0204 e-0 · 3 8 1 1 cos (7,42t + 5, 1 3). (XV . 1 39) 

XV.7. Интерпретация метода Фурье 

Предположим, что рассматривается ток i ( t) , протекающий 
через последовательно включенные цепи N1 и N2, как показано на  
рис. XV.24, и пусть он представляет собой периодическую функцию 

f2 ( t ) , график которой изображен на рис. 
е, -... - е2 

Nz 

----- ео ---" 
Рис. X V.24 

ХV. 1 7б .  Цепи N1 и N2 составлены таким 
образом, что напряжения e1 ( t )  и e2 ( t ) , 
создаваемые общим током, можно пред
ставить в виде функций, изображенных 
на рис. XV.25. Заметим ,  что е 1 (t) явля
ется производной единичной прямоуголь
ной волны при t > О, а е2 ( t) - производ
ной единичной ступеньки. Следовательно, 
можно сказать, что периодический ток 

i ( t ) подобно функции f2 ( t ) , показанной на рис. XV. l 7б, является 
реакцией цепи N1 на дифференцированную прямоугольную волну 
напряжения и реакцией цепи N2 на дифференцированную ступень
ку или единичный импульс напряжения . Последовательное соеди
нение цепей N1 и N2 имеет такую же реакцию по току на прило
женное напряжение ео = е 1 + е2 (см . рис . XV.25) . 

Поскольку предполагается , что периодическая функция тока 
является нечетной функцией (ее ряд Фурье определяется только 
членами нечетного порядка ) ,  напряжение возбуждения e0 ( t ) + 
+ е0 ( t -+) создает ток, имеющий форму одиночного импульса , 
подобного функции f ( t) ,  приведенной на рис. XV. l 7a .  Ввиду того 
что это напряжение возбуждения представляет собой просто 
импульсную функцию (величина которой равна двум ) , то снова 
получаем требуемый результат. 

Н апряжение е1 (t) + e i(t2 - ; ) . приложенное только к цепи N 1 , 
очевидно, также созщrет ток, имеющий форму одиночного импуль
са, подобного указанной выше функции f (t) . Это напряжение опре
деляется комбинацией единичного импульса в точке t = О и отрица-

t" тельного единичного импульса в точке t = - . Бесконечн ая сумма 
2 • 't" б таких напряжении в регулярных интервалах - сек при авляется 

2 
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к одному единичному импульсу в точке t = О и создает бесконеч
ную сумму импульсов f (t ) в тех же регулярных интервалах. . В ре
зультате получаем периодическую функцию f1 ( t) , изображенную на 
рис . ХV. 1 7б. Следовательно, можно ска- оо 00 

зать, что единичная импульсная характе- е1 00 (21 (lJ 
ристика цепи N 1 является периодичес1<0й aJ 
функцией тока, подобной этой функции �Ot---..-�-т---'��t f 1 ( t ) .  1 (2) (2) 

Таким образом, цепи N1 и N2 имеют е2 оЬ о::> "1 
характеристики, аналогичные описанным т! 1 1 в предыдущем параграфе и , значит, по- 0+ 1 1 • 
лученные здесь результаты полностью со- 1 1 \ 1 1 t 
ответствуют полученным ранее. Может '4 1� f...j.. f..j. 1..i 
показаться, что в данном случае нет ни- е0 00 2 1 2 00 2 1 2 00 

какого выигрыша, одн ако это не так, ибо (lJ (2) (2) другие физические интерпретации рас- 1 1 
сматриваемого метода иллюстрируют на- О (2) (2} t 
иболее полезное свойство найденного ре-
шения, которое до сих пор не было оче- оо 00 

видным. Рис. XV.25 
Пусть функция w (t) обозначает еди-

ничную прямоугольную волну со следующим преобразованием 
Фурье :  

00 00 
W (t) = � "'k efkrot _ � R • k t .""81 "" .""81 l"k sш U> '  

k=±( I .  3 ,  " . ) k= l , 3 , " .  

(XV . 1 40) 

где �1i = 2jak, так как a-k = -ak. Изображение функции w ( t) при 
t > О дается выражением 

(XV . 1 4 1 ) 

а изображение н апряжения е1 ( t )  (см .  рис. XV.25) имеет вид 
00 

E1 (s) = sW (s) =  � 
k= l , 3 ,  . . .  

g1 (s) 
Ч2 (s) 

(XV . 1 42) 

Здесь, так же как и в выражениях (XV. 123) и (XV. 124 ) , не учиты
вается замена бесконечной суммы конечным числом членов, так что 
функции g1 (s) и q2 (s) можно рассматривать как конечные поли
номы. 

Заметим, что полюсы функции Е1 (s) совпадают с полюсами 
функции h2 (s) , определяемой выражением (XV. 124 ) .  Кроме того, 
учитывая , что величины �k являются положительными веществен 
ными,  функция Е1 (s) имеет форму реализуемой реактивной функ-- 663 -



ции (функция 'Ф из §§ I .4 и I I I .4 ) . Полиномы g1 (s) и q2 (s)  являются 
соответственно нечетным и четным и имеют простые нули, чере
дующиеся на мнимой оси. 

Изображение тока i ( t ) , имеющего форму функции f 2 ( t ) , приве
денной на рис. ХV. 1 7б ,  очевидно, аналогично функции h2 (s) , опре
деляемой выражением (XV. 1 24) , и, следовательно, если обозначить 
его для данного случая как / ( s) , то получим 

1 (s) = h2 (s) = Р2 (s) • Q2 (s) (XV . 1 43) 

Таким образом, проводимость цепи N1 определяется выраже-
ни ем 

Y1 (s) = � = P2 (s) 
' Е1 (s) g1 (s) 

а проводимость цепи N2 - выражением 
) h ( ) Р2 (s) У2 (8 = 2 s = -- . q2 (s) 

Следовательно, проводимость последовательного 
определяется выражением 

Р2 (s) У (s) = -1--1- = q2 (s) + g1 (s) ' 
- + -У1 У2 

(XV . 144) 

(XV . 1 45) 

соединения 

(XV . 1 46) 

которое отличается от выражения (XV. 128) . В любом случае, когда 
соответствующие бесконечные ряды заменяются конечным числом 
членов, решения, представленные выражениями (XV. 128) и 
(XV. 1 46) , дают заметно отличающиеся, хотя и не принципиально 
различные результаты . Как будет видно из дальнейшего, их разли
чие становится все менее существенным по мере рассмотрения все 
большего количества членов бесконечного ряда. При бесконечном 
их увеличении они совпадают тождественно. Следовательно, можно 
сказать, что выражение (XV. 1 46) для требуемой системной функ
ции и выражение (XV. 1 28) асимптотически эквивалентны.  

Для того чтобы подтвердить справедливость данного положения, 
необходимо лишь показать, что проводимость у 1  (s) цепи N1 стано
вится идентичной функции h1 (s) , поскольку тождество функций 
Y2 (s) и h2 (s) уже очевидно из выражения (XV. 1 45) . Обращаясь к 
выражениям (XV. 1 43) и (XV. 1 44) , надо убедиться, что 

у1 (s) = h2 (s) -> h1 (s) или Е (s) -> h2 (s) 
Е1 (s) 1 h1 (s) ' (XV .  1 47) 

когда число членов соответствующих тригонометрических разло� 
жений, становится бесконечным .  Что касается временной функции 
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" � е1 ( t ) , изображенной на  рис. XV.25, то ее точное изображение мож-
� но записать следующим образом : � S'f r п з" 1 - е-т E1 (s) = 1 -2е-2 + 2е-п - 2е-2 + . . .  = 2 1 = ---s,; S't 

l + e-2 t + е-т 
(XV . 1 48) 

Если функцию h (s) рассматривать как точное изображение 
одиночного импульса f ( t ) , график которого приведен на рис. XV. 1 7a , 
то соответствующие изображения функций f1 ( t) и f2 ( t) (см. 
рис .  XV. l 7б) определяются выражениями :  ( 

/ _ s; _ з: ) h (s) h1 (s) = h (s) l + e + e-s,; + e  + . " = s,; , (XV . 1 49) 
l - e�2 

( - 8; 8,; -3;' ) h (s) h2 (s) = h (s) 1 - е + е- -е  + . . . = --'-"'---" 
l -!- e-2 

Из этих выражений следует зависимость (XV. 1 47) . 

(XV . 1 50) 

Отсюда становится очевидным, что изображение h 1 (s ) четно 
повторяющейся функции f 1 ( t) асимптотически имеет те же нули, что 
и изображение h2 (s) нечетно повторяющейся функции f2 ( t) , причем 
эти нули являются нулями изображения h (s )  результирующего 
импульса f ( t) . Тогда зависимость 

y1 (s) = p2 (s) -> Pi (s) = h1 (s) или g1 (s) -'> q1 (s) p2 (s) (XV . 1 5 1 ) � 00  � 00  � 00 
показывает, что нули изображения Е1 (s) прямоугольной волны 
совпадают с полюсами изображения h1 (s) четно повторяющейся 
функции f 1 ( t) .  Следовательно, нули Е1 (s) согласно выражению 
(XV. 1 48) определяются уравнением 

S't 
1 -е

-2 = 0, 
2n откуда, учитывая, что 't = - , н аходим величины 
(1) 

sk = ikro при k = O, ± 2, ± 4, . . . 

(XV . 1 52) 

(XV . 1 53) 
Выражение (XV. 1 23) показывает, что они как раз являются по

люсами функции h 1 (s) . Учитывая, что полиномы р1 (s) и Р2 (s )  
асимптотически совпадают, как это имеет место у нечетных поли
номов q 1 (s) и g1 (s ) , выражения (XV. 1 28) и (XV. 1 46) оказываются 
эквивалентными в указанном смысле. 

Поскольку выражение (XV. 1 42 )  соответствует реализуемому 
сопротивлению LC цепи, знаменатель выражения (XV. 1 46) пред-
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-ставляет собой полином Гурвица и гарантируется реализуемость 
функции У (s ) в виде передаточной функции. 

Интересно, кроме того, отметить, что этот полином Гурвица 
полностью определяется изображением Е 1 (s) дифференцированной 
единичной прямоугольной в_олны .  Он не зависит от заданной формы 
1 1мпуJ1ьса , для которого производится синтез . Следовательно, семей
ство таких полиномов можно построить для различных целых 
чисел п ( конечное число членов в соответствующих тригонометри · 
ческих разложениях) и снова использовать в каждой новой задаче 
· синтеза . Лишь полином числителя р2 (s ) зависит от требуемой 
заданной формы импульса .  

Важно также отметить, что изображение Е 1 (s ) можно получить 
из любой тригонометрической аппроксимации прямоугольной вол
ны, а не толыю из той, которая определяется частичной суммой 
ряда Фурье, если аппроксимирующие свойства последней не удов
летворяют каким-либо требованиям .  Таким образом, ясно; что по
люсы результирующей функции (XV. 1 46) , хотя и зависят только 
от этой тригонометрической аппроксимации, но не определяются ею 
однозначно. 

При любом конечном числе членов тригонометрических разло
жений результаты , представленные выражениями (XV. 1 28) и 
(XV. 1 46) , конечно, нетождественны.  Первое из них содержит неко
торую избыточность, как очевидно из того факта, что оно может 
.дать некоторые полюсы в правой полуплоскости при сравнительно 
малых вычетах. Некоторые полюсы в левой полуплоскости также 
могут оказаться избыточными, например пара полюсов, обусловли
вающих последний член в ф-ле (XV. 1 39) для треугольного импуль
са, график которого изображен на рис. XV.23. Такие полюсы почти 
-сокращаются соседними нулями . В этой связи более удобным яв
ляется выражение (XV. 1 46) , поскольку оно дает все полюсы только 
в левой полуплоскости и ни  одного, который оказался бы несу
щественным.  

В рассматриваемом случае необходимо еще вычислить погреш
ность аппроксимации во временной области . Ниже мы увидим, что 
в отношении порядка модуля погрешность является такой же, как 
и в предыдущем случае, хотя иногда она оказывается и несколько 
·большей. В первом приближении можно придерживаться простого 
правила , согласно которому результирующая погрешность имеет 
тот же порядок (с точностью до множителя ,  равного двум ) ,  как и 
при соответствующей тригонометрической аппроксимации, которую 
для данного метода необходимо осуществить толрко при нечетно 
повторяющейся функции f2 (t) , изображенной на рис. ХV. 1 7б .  

Применительно к рис. XV.24 предположим, что импульсная ха
рактеристика цепи N2 является некоторой грубой аппроксимацией 
этой требуемой функции f2 ( t) , аналогичной аппроксимирующим 
кривым, приведенным н а  рис. XV. 19 .  Тогда очевидно, что погреш
ность, допускаемая при представлении периодической функции 
f2 ( t ) , является результатом замены бесконечного ряда суммой k = п 
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его членов. Если цепь N1 составлена таким образом, что ток, про
текающий через нее, создает неискаженную последовательность 
бесконечно коротких импульсов, подобную функции е1 ( t ) , изобра
женной на рис. XV.25 (производная неискаженной прямоугольной 
волны) ,  то общая погрешность будет пульсирующей. Однако из-за 
того, что ряд (XV. 1 42) для функции Е1 (s) также заканчивается 
после п членов, функция е1 (t) представляет собой последователь
ность искаженных импульсов. Это вносит дополнительное прираще" 
ние погрешности, которое можно определить следующим образом. 

Вычислим сначала вызывающее ее возбуждение. Оно представ 
ляет собой разность между действительным напряжением 
eo ( t ) + e0 (t - ; ) и требуемым его зн ачением. Таким образом, если 

et ftJ 
площаоь = 1 

о t 

Рис. X V.26 

напряжение е1 ( t )  представляет собой неискаженную последова
тельность импульсов (см. рис. XV.25) , то, как описано выше, им
пульс с величиной 2 возникает в точке t = О. Следует выяснить, 
что произойдет, когда напряжение е 1 (t ) будет представлять собой 
последовательность искаженных импульсов . Для этого, во-первых, 
изобразим график такого искаженного варианта данной функции, 
полученной путем аппроксимации бесконечной суммы (XV. 142) 
рациональной функцией ( рис. XV.26) . Точность графика: будет, 
разумеется, зависеть от типа используемого аппроксимирующего 
полинома, но это несущественная деталь, которая в данный момент 
не имеет зн ачения . Более важно оценить тот факт, что первый ' ква 
зиимпульс последовательности подобен всем другим импульсам, за 
исключением того, что его величин а относительно вертикальной 
центральной линии вдвое меньше. 

Если к этой искаженной модификации функции е1 (t) добавить 
единичный импульс e2 (t) с тем, чтобы сформировать соответствую
щий искаженный вариант функции e0 ( t ) , затем прибавить ту же 

't функцию, задержанную на величину - , и вычесть результат из 
2 

единичного импульса со значением 2 в точке t = О, то получится 
- 667 -



погрешность напряжения, изображенная на рис. XV.27. Существен
ным явлЯ"ется тот факт, что она тождественно равна нулю при 
t > 2- .  

2 ' 
Результирующая погрешность требуемого импульса тока' боль-

ше той, которая получается при тригонометрической аппроксима
ции функции f2 ( t ) , приведенной на рис. ХV. 1 7б , н а  величину при
ращения реакции, вызванного данной погрешностью , напряжения . 
Исключая члены второго порядка малости, эту реакцию можно 
найти путем свертывания функции погрешности (см. рис. XV.27) 

00 
Площаtlь = !  

с функцией, имеющей требуемую форму 
импульса . Но эта погрешность является 
именно такой, какая имеет место при три
гонометрической аппроксимации фун 1<
ции f 2 ( t) , получаемой посредством ее 
свертки с функцией погрешности, опре

(1) 

Площао6 = 1  (1} t деляемой разностью между полным ква 
OQ 1 1 

..,. __ %_ __ _.�" ! 

зиимпульсом с площадью, равной двум , 
и расположенным в центре неискажен 
ным импульсом с площадью, также рав
ной двум .  Следовательно, в предельном 

Рис. X V.27 
случае можно ожидать, что э т а  погреш
ность удваивается вследствие указанных 
возмущений . Другими СЛ{'lвами, резуль-

тирующая погрешность (с точностью до постоянного множителя, 
равного двум ) определяется той, которая получается при тригоно
метрической аппроксимации нечетно повторяющейся импульсной 
функции f 2 ( t) .  

Возвращаясь теперь к проводимости Y (s ) , определяемой 
выражением (XV. 1 46) , отметим ,  что, если желательно создать тре
буемый импульс тока i ( t) в цепи, показанной на рис. XV.24, при 
условии, что приложено напряжение e0 (t ) , которое представляет 
собой ступеньку, а не импульс, необходимо лишь построить прово
димость s Y (s ) . Тогда н апряжение e 1 (t) , появляющееся на зажимах 
цепи N1 , представляет собой прямоугольный импульс единичной 

т высоты и длительностью - (погрешностью пренебрегаем) незави-
2 

симо от формы импульса тока i ( t ) . Следовательно; если требуется 
спроектировать цепь, преобразующую ступеньку напряжения в пря
моугольный импульс н апряжения, можно выбрать любую форму 
импульса тока, которая делает реализацию цепей N1 и N2 наиболее 
легкой. 

Применительно к реализации функции (XV. 1 46) - ее на данном 
этапе можно рассматривать либо как сопротивление, либо как 
проводимость - полезно отметить, что когда импульс заданной 
формы является симметричным относительно вертикальной цен 
тральной линии, то тригонометрическая аппроксимация функции 
f 2 ( t) , изображенной на рис. ХV. 1 7б , содержит только синусоидаль-

- 668 -



: ные члены, а полином p2 (s) становится четным . С другой стороны , 
если импульс несимметричен относительно вертикальной централь
ной линии, то он аппроксимируется косинусными членами, а поли
ном P2 (s) является нечетным . В любом из этих особых случаев 
. возможн а реализация результирующей передаточной функции 
(XV. 1 46) (см . §  X l . l )  в виде четырехполюсника без потерь, н агру

: женного на резистивное сопротивление. Соответствующая цепь без 
( потерь принимает форму неуравновешенной цепной схемы только в 
( том случае, когда нули полинома p2 (s) являются простыми и рас-1 положены н а  мнимой оси. Вместе с тем реализация в виде неурав
. навешенной цепи (содержащей, конечно, элементы, связанные 
взаимной индуктивностью) осуще
ствима всегда согласно методике, 
описанной в § VI l .4 . 

В общем случае, когда импульс 
содержит симметричную и несим
метричную (относительно верти
кальной центральной линии) компо

r� Ef L Лшшя_ пepeilavu 

Рис. X V.28 

ненты , полином p2 (s) имеет соответственно четную и нечетную ком
поненты . Из различных способов , с помощью которых можно реа
лизовать соответствующую передаточную функцию (см. главы XI 
и X I I ) , способ, описанный в § XI I .5, особенно интересен . Он дает 
ясную физическую интерпретацию механизма , обусловливающего 
окончание переходного процесса после того, как из периодической 
функции f2 (t )  формируется одиночный импульс. 

Рассмотрим н качестве примера схему, показанную на 
рис. XV.28. В ней резистивное сопротивление R имеет величину , 
равную характеристическому сопротивлению линии передачи (пред
полагается , что эта линия не имеет потерь) .  При замыкании пере-

Е ключателя S прямоугольное напряжение со зн ачением - пере-
2 

дается в линию и отражается без изменения знака с разомкнутого 
конца. Когда отраженн ая волна достигает передающего конца ли
нии, дальнейшего отражения не происходит и переходная .характе
ристика системы сразу же исчезает. Напряжение, возникающее н а  
резистивном сопротивлении R под действием приложенного сту
пенчатого напряжения возбуждения, имеет форму прямоугольного • Е • импульса высотои 2 и длительностью, р авнои времени прохожде-
ния электромагнитной волны в обоих направлениях. Если линию 
заменить цепью с сосредоточенными параметрами, входное сопро
тивление которой имитирует входное сопротивление линии, н ахо
дящейся в режиме холостого хода, то получится цепь, формирую
щая прямоугольные импульсы. Одна из возможных форм реализа 
ции такой цепи была ранее изображена на рис. XV.20. 

Если длина линии составляет l м, а скорость распространения 
электром агнитных волн в линии без потерь обозначена через v,  то 
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't' 2/ длительность импульса - = - Тогда входное сопротивление 
2 v 

Jшнии (при условии, что ее характеристическое сопротивление нор-
мализовано относительно 1 ом ) равно cth � и  представляет собой 

4 

величину, обратную выражению (XV. 1 48) для функции Ei 
• Эта 

s 

величин а согласно выражению (XV. 142) равна q2 (s) , т. е .  отноше
g1 (s) нию четной и нечетной частей знаменателя функции У (s ) , опреде

ляемой выражением (XV. 1 46) . 
Если Р2 (s) - четный полином и реализуется передаточная 

функция (XV. 1 46) ( р ассматриваемая как сопротивление) в форме 
цепи без потерь, нагруженной на сопротивление 1 ом (см. § XI . l ) ,  
то эта цепь со стороны пары зажимов 2 имитирует линию передачи, 
находящуюся в режиме холостого хода. Возбуждаемая с этого 
конца нагруженная цепь аппроксимирует случай, изображенный 
на рис . XV.28, и, следовательно, переходный процесс заканчивается 
по причинам , изложенным выше 1 • , Напряжение на резистивном сопротивлении нагрузки представ
ляет собой прямоугольный импульс, а импульс, появляющийся на 
противоположном конце цепи без потерь (пара зажимов 1 ) , имеет 
форму требуемого импульса, поскольку эта цепь не имитирует ли
н.ию передачи ( речь идет о ее сопротивлении передачи ) ,  н аходя 
щуюся в режиме холостого хода. Используя теорему взаимности, 
можно возбудить цепь со стороны пары зажимов 1 ,  тогда требуе
мый импульс будет напряжением на резистивном сопротивлении 
нагрузки . 

Если P2 (s) является нечетным полиномом (требуемый импульс 
несимметричен относительно вертикальной центральной линии) , то 
Z22 для цепи без потерь равно g1 (s) , т . е . величине, обратной по 

Q2 (s) отношению к величине, получаемой, когда p2 (s) - четный полином. 
При уровне сопротивления, равном 1 ом, эта функция имитирует 
входное сопротивление линии передачи, н аходящейся в режиме ко
роткого замыкания . Соответствующий пример, ана·логичный изо
браженному на рис. XV.28, снова приводит к прекращению пере
ходного процесса после того, как волна пройдет по линии в обоих 
направлениях, хотя продолжает существовать установившийся ток, 
равный .!i... . Напряжение на входных зажимах линии (а не н а  

R 
сопротивлении R)  в данном случае имеет форму прямоугольного 
импульса . Если цепь без потерь с сосредоточенными параметрами 
синтезируется таким образом, чтобы соответствующее сопротивле
ние передачи имело нули полинома p2 (s) , то н апряжение, возни-

1 Возможность такой трактовки была подсказана автору Д. М. Л ь 10 и с о м. 
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кающее на паре зажимов 
импульса . 

1 ,  снова имеет форму требуемого 

И, наконец, когда полином p2 (s) имеет четную и нечетную ком 
поненты, реализация передаточной функции в соответствии с ме
тодом, описанным в § XI I .5, приводит в ре
зультате к цепи, изображенной на рис. XV.29. 
Цепь N1 имеет сопротивление z�J = Qi (s) ,а цепь 

g1 (s) 
N2 - сопротивление z�J = gi (s)

. Первая из них 
Q2 (s) обладает свойствами сопротивления передачи, 

формирующего симметричную компоненту 
требуемого импульса , а вторая формирует не
симметричную компоненту. Конечную дли
тельность общей переходной характеристики 

Pttc. X V.29 

можно объяснить теми же явлениями, которые характеризуют пове
дение простой системы, приведенной на рис. XV.28. 

XV .8. Синтез цene.t задержки 

Как упоминалось в § XIV.9, расчет цепи задержки (называемой 
часто линией задержки, поскольку она имитирует линию передачи 
конечной длины) обычно осуществляется посредством построения 
р ациональной передаточной функции, имеющей примерно линейную· 
фазовую характеристику в частотном интервале О < ro < ro0 • Ве
личина roc выбирается при этом достаточно большой для того. 
чтобы нормализовать частотный спектр сигнала применительно к 
условиям передачи, в которых используется рассматриваемая цепь. 
Обычно не уделяют особого внимания модулю передаточной функ
ции, за исключением условия, согласно которому он должен быть. 
постоянным в большей части соответствующего частотного интер
в ал а . Если при синтезе выбир ается функция, пропускающая все 
частоты, указанное требование выполняется автоматически и, та
ким образом , сохраняются основные черты адекватной системы за
держки. 

В некоторых случаях , в частности, когда представляет интерес 
контроль некоторых характеристик формы сигнала , такой подход 
может привести к нежелательным результатам .  Ранее в этой главе 
уже было показано, что удобная проверка переходной характери
стики цепи осуществляется при помощи детального рассмотрения 
воздействия единичного импульса . Следовательно, можно более 
успешно изучать адекватные свойства цепи задержки в отношении 
сохранения требуемых характеристик формы сигн ала, определив, 
насколько хорошо она воспроизводит задержанный импульс. Если 
представить себе цепь, имеющую линейную фазу с наклоном t0, 
постоянную амплитуду в интервале -roc < ro  < roc. и. по существу, 
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равную нулю вне указанного интервала, то импульсная характе
ристика такой цепи имеет вид 

при t > О. При больших значениях roc эта функция фактически 
определяется первым членом выражения, заключенного в квадрат
ные скобки, и , следовательно, (за исключением задержки t0) имеет 
известную форму квазиимпульса, показанного н а  рис. XV. 12 .  

Если передаточная функция имеет такую же фазу (с нулевым 
наклоном при 1 ro 1  > roc ) , но ее амплитудная характеристика соот
ветствует цепи, пропускающей все частоты, то к импульсной харак
теристике, определяемой выражением (XV. 1 54 ) ,  необходимо доба-
вить фуи;,:ю 

� f cos юtdю � : (5 cos rotdro -J
c
cos (j)td(j) ) = 

� о о 

roc 
) 2 f d 2roc sin Фсf = U0 (t -- cos rot ro = u0 (t) ---- при t > О . (XV . 1 55) n , n roct 

о 

Эта компонента импульсной характеристики цепи задержки, 
пропускающей все частоты, весьма нежелательна . Прежде всего, 
она имеет незадержанный импульс, при котором цепь возбуждает
ся . Кроме того, она содержит член, который при больших значениях 
·ffic состоит из высокочастотных колебаний чрезвычайно большой 
амплитуды, возникающих в окрестности точки t = О. 

Насколько сильным будет искажение сигнала, обусловленное 
импульсной характеристикой в виде суммы функций (XV. 1 54 ) и 
(XV. 1 55) , з ависит, конечно, от детальных свойств его формы. · 
Пусть, например, сигнал очень плоский, так что его можно аппрок
симировать параболическими дугами довольно высокой степени и, 
следовательно, выразить как трех-, четырех- или более кратное 
интегрирование последовательности бесконечно коротких импуль
сов. Тог-да характер пульсаций квазиимпульса (XV. 1 54 ) не при
ведет к появлению значительных результирующих пульсаций, и 
даже второй член функции, определяемой выражением (XV. 1 55) ,  
окажется несущественным. Первый член этого выражения дает не
задержанный входной сигнал в выходном сигнале и поэтому он 
непригоден независимо от его формы. 

С другой стороны, когда сигн ал имеет точки разрыва , то даже 
функция (XV. 1 54) вносит нежелательные пульсации, а функция 
(XV. 1 55) вызывает н астолько большие искажения, что практически 
совсем уничтожает требуемый сигнал. Важно отметить, что рас
сматриваемая функция является о б  щ е й  функцией соответствую-
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щей системы. Иногда сама цепь задержки как таковая включается 
каскадно с другими цепями . Подобное соединение позволяет полу
чить такую полосовую характеристику всей системы, при которой 
обеспечивается допустимая функция, пропускающая все частоты 
только для компоненты задержки. 

Во многих практических приложениях цепь задержки рассмат
ривается в виде идентичных цепей, соединенных каскадно так, что 
можно получить переменную величину задержки, используя отвод 
в соответствующей точке каскадного соединения . При этом пере
ходная характеристика или искажение формы сигнала не может не 
зависеть от величины задержки, если каждый элемент каскадного 
соединения не обеспечивает линейную фазовую характеристику и 
идеальную полосовую амплитудно-частотную характеристику в 
данном частотном интервале. По экономическим соображениям 
требуется , чтобы каждый элемент был относительно простым .  По
этому фазовая характеристика будет линейной, а амплитудно
частотн ая характеристика - идеально полосовой только в первом 
приближении. В результате такая система задержки имеет пере
ходную характеристику, изменяющуюся в широких пределах в 
функции величины задержки, даже если требуемая максимальная 
задержка невелика. 

Точный контроль переходной характеристики цепи задержки (с 
допустимым числом элементов общей цепи) возможен только когда 
требуемая величина задержки является фиксированной . Процесс 
расчета здесь точно такой же, как и при по.строении рациональной 
аппроксимирующей функции для изображения заданной импульс
ной характеристики в соответствии с изложенным в предыдущих 
параграфах настоящей главы. 

Особенно интересным в данной связи представляется метод 
Фурье, рассмотренный в § XV.7. При этом методе периодическая 
функция (см .  рис. XV. 18 ) , по существу, преобразуется в непериоди
ческую (см. рис. XV. 1 7a )  посредством задержки первой функции 
на период и вычитанием ее из незадержанной функции. Отсюда 
приходим к выводу, что процесс синтеза в переходном режиме 
.1юбой требуемой формы импульса получается . так же быстро, как 
и процесс создания достаточно хорошей задержки, причем послед
ний можно считать законченным, если найдено приемлемое решение 
задачи синтеза в переходном режиме. Читателю предоставляется 
возможность самому подумать о практическом применении сфор 
мулированной задачи. 
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Приложения 

ЗАДАЧИ 

Задачи :к главе 1 

+ 1 . Пусть i, представляет собой единичный им
пульс, а напряжение на  входе цепи равно e (t) = 

;,,, е-1 siп ( IOt-30°) + 2e-2t cos (6t + 60°) -�е-51• 
Определить сопротивления Z1 (s) и Z2 (s) цепи, 
изображенной на рисунке, при s = -1-j!O и 
s = -2 + j6. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 1. 

tн, ом 
+ 2. На рисунке представлена линейная пассивная двусторонняя цепь с конечным 
числом сосредоточенных элементов. Цепь имеет две пары зажимов 1 и 2. Она не 

может самовозбудиться, иными словами, все собст
венные частоты цепи в режимах хол0стоrо хода и 
короткого замыкания создаются лишь при под1<лю
чении источников к обеим парам зажимов. 

Если i1 (t) - единичная функция, а i2 = О, то 
е1 (1) = 1 + А  e-t siп (t+cp) при t > О . 

Если i2 (t) - единичный импульс и е1 == О, то 
е2 (t) = В е-1 cos (2t + 'Ф) при t > О. 

а) Определить входное сопротивление Z1 (s) со стороны входа 1 (при условии, 
что зажимы 2 разомкнуты) в виде рациональной функции комплексной частоты s. 

б) Найти значения А и <р приведенного выше выражения для е 1 •  + 3 .  Для цепи, изображенной на рисунке: 
а) Найти e2 (t) при t > О, если е1 (t) - единичный импульс. 
б) Определить, что получится (для предыдущего пункта) , если величины всех 
1 

L и С умножить на 100. 

в) Определить, что получится, если величины всех L и С умножить на 

2Н, {/) 
- 674 -

1 ] 

1 00 ·  



+ 4. Без написания уравнений цепи ,  изобра
женной на  рисунке: 

а) Определить в функции от s сопротив
ления z1 1  и z22 на  указанных входах при на
грузке на  резистивное сопротивление 1 ом. 

б) l(акова будет величина z22 при s = 
1 1 ,,-

= 
- 2 + i 2 r 3, если резистивное сопротив-

ление 1 ом удалить? г'н, tр, ОМ 
Е2 рад + 5. Для цепи, изображенной на  рисунке, найти величину -- при ro = 1 
Е1 сек 

1 2 
o--1--

fE, 

J 

, ! 

L з 

1 з 
гн, rр, ом 

L G 

1 & 

+ 6. Чтобы вычислить передаточную функцию 
Е2 s - 1 
Е1 - s8 + 2s2 + 2s + 1 

цепи а, изображенной па рисунке, необходимо затратить несколько часов. При этом 
обнаруживается, что необходимо найти передаточную функцию цепи б. Можно ли 
а) это проделать с помощью нескольких прос

тых преобразований? 
+ n----1 ff%�a/:З ........... ....---о+ + 7. Определить, какие из следующих по-

б) 

потерь Е линомов принадлежат к классу полиномов 2 Гурвица, включая в этот класс любые по-
0-----..... -------u - линомы, имеющие простые нули на  мнимой оси : 

+ n-___ То. же -----о+ 

а) s6 + 8s4 + 26s8 + 52s2 + 53s + 20 . 
б) s6 + 6s4 + 1 2sэ + 1 4s2 - 13s - 20 . 
в) 4s4 + 4sэ + 29s2 +  1 4s + 85 . неqро.6н. 

Е, qelfь dез потер' 
ф, ом 

+ 8. Пусть 

г) 5s5 + 4s4 + 3s8 + 2s2 + s + 1 . 
д) s8 - 5s5 + 4s4- 3ss + 2s2 + s- l . 
е) s8 + 1 .  

Р 1 (s) = Sn + an-I sn
-I + . . . + a1 s + ao . 

P2 (s) = s2n + ап-1 s2(n-I ) + . . .  + а 1 s2 + ao · 

Определить, если: 
а )  Р1 - полином Гурвица, то может ли полином Р2 принадлежать к классу 

полиномов Гурвица. 
б) Р2 - полином Гурвица, то может ли полином Р1 принадлежать к классу 

полиномов Гурвица. 
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n) Р 1 не является полиномом Гурвица, то может ли 
полином Р2 принадлежать к классу полиномов Гурвица . 

г) Р2 не является полиномом Гурвица, то может ли 
полином Р1 принадлежать к классу полиномов Гурвица. + 9. На рисунке показано расположение нулей полино
ма P (s) восьмого порядка. Требуется : 

а) Представить данный полином каI< разность двух 
других полиномов 

P (s) = p (s) -q (s) , 
где полиномы p (s) и q (s) имеют только нули четного 
порядка, расположенные на мнимой оси. 

jl.J 
s- плос11 о- - ·Г � 1 J 1 

?"""" · t"i 

б) Найти p (s )  и q (s) и определить расположение их нулей. + 1 0. Определить, I<акие из перечисленных ниже рациональных функций являют
ся п. n. ф . :  

s2 + s + 1 а) . sЧ- s + 2  
s2 + s + 1 в) • s2-f- s + 9 г) 

!1) s 3-f- s2 + 2s +  1 ------ . е) s1 + 3s3 + 4s2 + 3s + 1 
s1 + 7s3 + 6s2 + 4s + I 

s3 + 3s2 + 4s +  1 2  
ж )  s3 + 4�2 + 9s +  1 0 · s2 + s +  1 

+ 1 1 . Определить, реализуема ли в качестве входной проводимости 
цеп и  I< а ждая  из приведенных ниже функций: 

а) 
s3 + 5s . 

б) (s + 1 )  (s + 3) (s + 4) 
sl + 8s2 + 1 2  s (s + 2) 
(s + l ) (s2 + 2s + 3) (s + 4) в) (s + 2) (s + 3) (s + 5) 

пассивной 

+ 1 2. Определить, какие из перечисленных ниже фунI<ций Z (s) являются п. в. ф . :  
s2 + 2s + 2  (s + 2) 2 

) s (s2 + з) (s2 + 5) 
а) s2 + 2s + 1 · б) (s -1- 4) 2 · в 

(s2 + 1 )  (s2 + 4) · 
s (s + 3) (s + 5) (s2 + 2) 2 2s2 + 4s + 3 г) д) • е) (s + 1 ) (s -1- 4) (s2 + 4) 2 s3 + 2s2 + 2s + 1 

+ 1 3. Дана рациональная функция Z (s) ,  не имеющая полюсов в правой полу
плос1<0сти или на мнимой оси, причем на нули этой функции таI<ое ограничение 
не наложено. 

По1<азать, что при условии соответствующего выбора положительного вещест
венного постоянного числа К функция Z + К, тем не менее, может иметь все свои 
нули в левой полуплоскости. + 1 4. Дана п. в . ф .  вида 

s (s2 + 3) Z (s) = Q (s) 
, 

у которой полином знаменателя Q (s) имеет все отрицательные веществ"енные нули, 
отличные от нуля .  

Требуется найти простейший возможный полином Q (s) . + 1 5. Следящая система имеет передаточную функцию в разомкнутом состоянии KG (s) , в которой положительная вещественная постоянная К является коэффици
ентом усиления. Картина расположения полюсов и нулей для G (s) показана на 

рисунке. Поведение следящей системы 
при замкнутой петле обратной связи име
ет вид 

H (s) ка 
l + KG 
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Показать, будет ли эта фу11кция устойчивой при всех значениях коэффициента 
усиления К. + 1 6. Заданная рациональная функция (вещественная при вещественном s) имеет 
конечное число простых нулей и полюсов, чередующихся вдоль линии, параллель
ной мнимой оси и расположенной слева от нее. 

Определить, является ли указанная функция п .  в . ф. + 1 7. а) Является ли произведение двух п. в. ф. обязательно п .  в . ф .?  
б) Доказать, что частное от деления любой пары полиномов Гурвица мо

жет состоять из произведения нескольких п. в. ф. 
в) Может ли функция Z (s) с показанным на  рисунке расположением полюсов 

н нулей состоять из пронзведения сопротивлений любых из приведенных цепей? 
Если да, то из каких? 

jl.J t ! 1 ! f о 

о 

+ 1 8. Рациональная функция имеет простые полюсы в точках s = - 1 ; s = -2; 
s = -1 + j2; s = - l  - j2 с вычетами, сооrветственно равными k = 1 ; k = 2; 
k = 1 + j l ;  k = 1 - j l . При s = оо функция равна единице. 

Построить эту функцию в виде частного от деления двух полиномов. Является 
ли она п. в. ф .? + 1 9. Показать, что если п .  в. ф .  Z (s) = R (a, оо) + jX (a, оо) имеет нуль на вещест
венной частоте (s = joo) , то у функции R (O, оо) этот нуль будет, по меньшей мере, 
двойным, тогда как у функции Х (О, оо) он всегда простой. + 20. Задана функция 

а) Необходимо найти такое сопротивление Z2 (s) , при котором выполняетса 
1 

условие Z1 + Z2 = 2 .  Является ли полученная функция Z2 (s) п. в. ф.? 
б) Если дано условие Z1 + Z2 = R, то каково будет наименьшее значение R 

(вещественное положительное постоянное) , при котором Z2 (s) является п. в. ф? + 21.  При синтезе удобно разбивать любую п. в. ф. сопротивления вида 

Z = 
m1 + n1 
m2 + � 

(т и п - соответствующие четные и нечетные части) на сумму двух сопротивлений 
m1 n1 

Z = Z1 + Z2 = + ---"--
m2 + � ms + � 

где Z1 и Z2 являются п. в. ф . .Каково условие для сопротивления Z, при котором это 
возможно? (Целесообразно воспользоваться результатом задачи 5) .  

- 677 -



+ 22. а) Допустим, что Z (s) является п. в. ф. от s, а W (s) - п. в. ф. от Z. Являет-
ся ли W п .  в . ф. от s? , 

б) Z (s) является функцией с вещественными коэффициентами, которая ана
литична в правой полуплоскости и на  мнимой оси.  Предположим, что минимум ее 
вещественной части на мнимой оси равен -N. Является ли функция Z + N п. в. ф.? + 23. а)  Показать, что замена s на s + а в выражении для сопротивления, т. е. 
образование функции Z (s + а) , тождественна замене каждой индуктивности в це
пи последовательным соединением индуктивности и резистивного сопротивления, 
а 1<аждой емкости - параллельным соединением емкости с резистором, причем ( L 1 ) 1 
постоянная времени R или 

RC 
составляет в каждом случае --;;- . 

б) Зная, что вещественная часть любого физически 
реализуемого сопротивления должна быть положитель- . 
ной на мнимой оси, использовать результаты пункта а )  
для доказательства, что вещественная часть также дол
жна быть положительной во всей правой полуплоско
сти. + 24. Функция входного сопротивления имеет показан
ное на рисунке расположение полюсов и нулей. 

Каковы будут ограничения на величины а, Ь и с, при 
которых это сопротивление является п. в . ф? 

Задачи к rлаве 11 

;-+ с  
1 
fl. 

jf.J 
. ь 

+ 25. Какие из следующих функций являются реализуемыми функциями сопро
тивлений? Из реализуемых функций какие синтезируются как двухэлементные цепи 
RL, RC, LC? 

а) 
г) 

(s2 + 2) (s2 + 4) 
(s1 + 1 ) (s2 + 3) 

s (s + 5) 
(s + 3) · д) 

б) (s + 2) (s + 4) 
(s + 1) (s + 3) 

(s + 3) в) 
(s + l ) (s + 2) 
s2 + 1 е) • 

(s + 1 0) (s +-io) (s2 + 3) (s2 + 5) ' 

+ 26. Определить условие для некоторых постоянных величин а, Ь и с, при кото
s + а 

рых фу�кция 
(s + Ь) (s + с) 

является положительной вещественной при любых по
ложительных вещественных значениях этих постоянных. Какое из условий для них 

Z С. должно иметь силу, если функция представ-
аJ d) �Щ' ляет собой сопротивление или проводимость 1 1 2 RL или RC цепи? 

гс:::t-;1 
+ 27. В цепи, показанной на рисунке, Z1 = 

Ь z, Сз = Z2 . Каковы значения R2, R3, С1 , С3? Mo-z, гут ли быть значения двух данных парамет-
l ров в цепи, изображенной на рис. б, совер-

Оп, f1J 2 шенно произвольными? 

+ 28. Сопротивление передачи RC цепи в режиме холостого хода должно быть 
функцией 

h (s2 + 4) 
Z1 2 = --�----,.-

(s + l ) (s + 4) - 678 -



К:акая пара z1 1 и z22 из следующих функций может быть связана с указанной 
функцией z12 и каково наибольшее допустимое значение постоянного множителя h? 

5 + 2  5 + 2  а) Z11 = б) Z11 = ------
(5 + 1 )  (5 + 4) (5 + 1 )  (5 + 3) 

5 + 3 (5 + 0 , 5) (5 +  2) в) Z22 г) Z22 = ---�--� 
(5 +  l )  (5 + 4) (5 + l ) (5 + 4) 

+ 29. Ниже дана группа сопротивлений четырехполюсни1<а : 
52 + 65+ 6  52 + 75 + 4  5 Zн (5) = 
52 + 35 +  2. ; Z22 (5) = 

52 + 5 
; Z12 (5) = -;+t · 

Реализуются ли эти сопротивления как RL, RC или LC цепи? + 30. Пусть любые два сопротивления RC, RL или LC цепи обозначены буквами 
z и Z с соответствующими индексами. 

Установить: д о л ж н а, м о ж е т или н е  м о ж е т быть каждая из следующих 
функций положительной вещественной? 

ZRC ZRC а) ZRc 
• б) 

ZRL 
• в) ZRCZRL · г) 1 - ZRC · д) ZLc - ZLc · е) ZRc - ZLc · 

Обосновать каждый ответ. + 3 1 .  Являются ли следующие утверждения правильными или ошибочными? 
Почему? 

а) Мнимая часть сопротивления RL цепи является положительной на всей по
ложительной половине мнимой оси и отрицательной - на отрицательной половине. 

б) Вычет сопротивления RL цепи является отрицательным в любом конечном 
полюсе, но в полюсе при s = оо он должен быть положительным. 

в) Вычет в полюсе проводимости RLC цепи, 1югда полюс не расположен на  
мнимой оси, может иметь любое комплексное значение. 

р (5) г) Если знаменатель рациональной фушщии . F (s) = -
(
- имеет все нули q 5) 

в левой полуплоскости, исключая мнимую ось, и если его вещественная часть на  
этой оси является неотрицательной, то  функция p (s) должна быть полиномом 
Гурвица . 1 

д) Функция, дополнительная к положительной вещественной функции, также 
должна быть всегда положительной вещественной ; тогда справедлива зависимость 
Z 1 + Z2 = 1 .  

е )  Положительная вещественная функция должна иметь простые полюсы н а  
мнимой оси плоскости s ,  но она может иметь т ам  нули некоторой кратности. 

ж) Рациональная функция, имеющая полюсы и (или) нули некоторой кратно
сти в певой s-полуплоскости, тем не менее, может быть по.пожительной вещест
венной. 

з) Рациональная функция, имеющая положительный множитель и только про
стые нули и полюсы, чередующиеся па  отрицательной вещественной оси, всегда 
положительная вещественная и реализуется как RL или RC цепь. . + 32. Определить, является ли каждое из следующих утверждений правильным 
или ошибочным и обосновать ответы. 

а) Достаточными условиями для того, чтобы рациональная функция была 
реализуемой как входное сопротивление пассивной цепи, являются : функция н� 
имеет полюсов в правой полуплоскости и вещественная часть этой функции явля
ется неотрицательной во всех точках на  мнимой оси . 

б) Вещественная часть функции, представляющей проводимость цепи без по
терь (LC) ,  может не быть положительной в любой точке в левой полуплоскости. 

в) Производная положительной вещественной функции никогда не мож�т быть 
равна нулю в нуJ1ях этой функции. 

г) Сумма двух функций может быть положительной вещественной, если даже 
ни одна из этих функций не является положительной вещественной. 
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д) Если каждая нз двух функций является реализуемой как сопротивление 
RL цепи, сумма этих двух фушщий также является реализуемой как сопротивление 
RL цепи. 

е) Произведение двух полиномов Гурвица - обязательно полином Гурвица. + 33. Два сопротивления считаются дополнительными (относительно R) , если они 
удовлетворяют зависимости 

а) l(aJ<oвo нанменьшее значение R, при котором сопротивление 

Z = 
(s + 2) (s + 4) 

(s + 1 )  (s + 3) (s + 5) 

имеет дополнительное сопротивление? 
б) Показать, что сопротивление LC цепи (или любое сопротивление, имеющее 

полюсы на мнимой оси) не может иметь дополнительного сопротивления .  + 34. Для цепи, приведенной на  рисунке, произвести следующие операции :  
а )  Синтезировать проводимость, равную данной проводимости, с ис1<лючением 

положительной активной проводимости 
У '  (s) = У (s) - G1 . 

При 1<аких значениях G 1 это возможно? 
б) Синтезировать проводимость 

У" (s) = G2 --У (s) • 
При ка�пrх значениях 02 это возможно? 

о�, Ф 

Задачи :к rлаве 111 

+ 35. Какая из следующих функций представляет реактивное сопротивление фи
зической цепи ?  

552 + 20 54 + 1 352 + 36 
а) Z - б) Z - ----11 - s4 + 1 052 + 9 11 - 5з + 6 , 25s · 

4s3 + 3s 
в) Zн = 452 + 1 r) Z11 

s3 + 4s 

Для реализуемых функций произвести раЗложение на элементарные дроби и 
определить соответствующую цепь. Изобразить три основные эквивалентные цепи 
в I<аждом случае. 
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+ 36. Из следующих рацио1 1альных функций сопротивления выбрать положитель
ные веществе11ные. Для тех из них, которые реализуемы LC цепями, найти реали
зации в одной из нес1юлышх возможных эквивалентных форм цепей. 

52 + 25 + 2 53 + 45 54 + 2052 + 64 
а) б) в) . 

5з + 4s 52 + 1 5& + 1 оsз + 9s 
r) 5& + 20sз + 64s s3 + 3s2 + 7 s + 5 д) . 

s2 + 2s + 2  

+ 37. Определить, какие из изображенных на рисунке цепей являются потенциаль
но эквивалентными и потенциально обратными? 

У1<азать какие-либо не11ужные элементы. 

+ 38. Найти значения элементов цепи ,  изображенной на рисунке, при которы.< 
сопротивление со стороны входа 1-1 име-1 : J i I"-1--<>l ет полюсы в точках ro = 1 ,  3, 5 при условии, 

..L. "_ . 
что зажимы 2-2 разомкнуты, и полюсы в 

, I C:=f  точ1<ах ro = 2,  4 при условии, что зажимы 
1 _ _ _ _ _ 2 2-2 замкнуты. Емкость С со стороны вхо-

о да 2-2 равна 1 ф. + 39. Даны фушщии 
33 (s9 + 26s7 + 23 1 5& + 806s3 + 880s) z -а - 1 4 (s2 +  1 ) (s2 + 4) (s2 + 7) (s2 + 1 0) 

57 -l- 2l s& +  1 26sз + 2 1 6s zь = 56 + 1 5s4 + 54s2 + 40 · 
Установить, является ли функция (za - zь)  реализуемой. Если да, то найти 

цепь. + 40. С помощью приведенного рисунка качественно определить относительное 
местоположение полюсов и нулей функций jx; z' и z". 

� 
L z, _J  
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·+ 4 1 .  Условия эквивалентности между симметричной скрещенной цепью и симметричной Т-образной цепью показаны на рисунке. Сопротивления скрещенной цепи 
Za = 2s2 + 4 и zь = 4s• + l l s2 + 4 х 

· 
s3 + 4s s5 + 5sз + 4s · / 

У становить, существует ли эквивалент- = ·ная Т-образная цепь. Если да, то опреде-
лить структуру и значение элементов ее о-+ ветвей. + 42. Для изображенной на рисунке цепи определить структуру и значения пара-

l f метров эквивалентных (по Фостеру и по Кауэру) 
цепей. + 43. Реактивная функция имеет полюсы в точках 
ro = О, ro = 2, ro = 4. На этих частотах соответст
вующая реактивная проводимость имеет наклон, 
равный единице. Определить местоположения ее 
нулей и четыре канонические цепи, которые ее ре
ализуют. + 44. Реактивная (без потерь) цепь, соединенная параллельно с сопротивлением 

1 ом, должна иметь сопротивление, модуль которого изменяется от 0,707 до l ,O в 
частотных диапазонах 0,98 < ro < 1 ,02 и 2,99 < ro < 3,0 1 .  В некоторых случаях 
модуль может иметь еще меньшую величину. Найти соответствующую этой . функ
ции цепь. ·+ 45. Две реактивные функции Z1 (s) и Z2 (s) 

dZ1 ± j2; ± j4. На этих частотах ds = 1 ,  2, ::! и 
1 l 

имеют нули только в точках s = О;  
dZ2 

-- = l ,  4, 3 соответственно. Если ds 
1'1 = - и У2 = - - соответствующие функции реактивной проводимости, то 

Z1 Z2 
установить, можно ли реализовать функцию У =  У1 - У2. Если да, то найти нуж
ную цепь. 

dn + 46. Z (s) - реактивная фующия, для которой найдено 
ds

n [Z (s) + 1 ] .  Это вы-
,р аженис вычислено при s = 1 и равно нулю при п = О, l , 2 и 3. Определить реак· 

m (s) 
тивную функцию --- самой низкой степени, обладающую указанным выше 

n (s) 
свойством, и синтезировать ее в обеих формах Кауэра. + 47. Частотные диаграммы сопротивлений z1 , z2 и z3 показаны на  рисунке. Опре

.делить частотную ' диаграмму сопротивления, 
полученного в результате последовательногQ 
и параллельного соединения этих цепей. 
Каково минимальное число элементов, по
·средством которого могут быть реализова
ны каждая из частных цепей и цепи, полу
ченные в первом и втором случаях? Начер
тиrь четыре основные формы цепей, получен
·Н Ых в обоих случаях. 

м 

00 

+ 48. В показанной на рисунке цепи а взаимные индуктивности положительны 
для указанных на катушках знаков полярности . Определить значения Параметров 
эквивалентной цепи б, в которой нет взаимных индуктивностей. 

О) 

tiJJ 
гн. f1J 
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+ 49. Функция входного сопротивления имеет простые полюсы в точках s = -1 ± 
± j l  и s = -1 ± j2. Все вычеты в этих полюсах равны двум, и функция равна 
нулю при s = оо . 

Найти соответствующую цепь. Показать, что функция должна быть положи
тельной вещественной, пока все вычеты являются положительными вещественными 
независимо от их значений. + 50. Исследовать возможность расположения на мнимой оси полюсов следую
щих положительных вещественных входных функций сопротивления. Если полюсы 
находятся на этой оси, вычислить вычеты и выделить их методом Фостера ; затем 
инвертировать остаток и снова проверить, расположены ли полюсы на мнимой осн. 
Произвести полный синтез, продолжая этот процесс. 

а) 
51 + 45в + 855 + 1 754 + 1 3sз + 1 9s2 + 55 + 4  

б) 

s7 + 258 + 6s5 -f- 754 + 1 1 53 + 752 + 65 + 2  
sв + 351 + вsв + 1 0s5 + 1 754 + 1 053 + 1252 + 35 + 2  

257 + 6s6 + 1 35° + 1 254 + 1 7s3 + 552 + 45 

+ 51 .  а) Синтезировать сопротивление 

255 + 5s3 + 25 Z = ---------
(s2 + 1 ) (s4 + 3s2 + 1 )  

в форме, показанной на рис. а. 
б) Синтезировать сопротивление 

Z = _s_(_2s_
2
_+_

7
_s_

+
_

2_)_ 
sз + 6s2 + 9s + 2 

в форме, показанной на рнс. б. 

Задачи к главе IV 

+ 52. Определить, 1<а 1ше из перечисленных функций являются п. в. ф. Найти по 
одной цепи из тех, которые реализуются в виде двухэлементных цепей : 

s (s + l ) (s + 4) б) 
(s + l) (s + 2) (s2 + J ) (s2 + 3) а) 

(s + 2) (s + 3) · s (s + 3) (s + 4) 
в) 

s2 (s2 + 2) (s2 + 4) 
(s2 + 1 ) (s2 + 3) (s2 + 1 ) (s2 + 2) (s + 1 ) (s + З) 

г) 5 (s2 + 2) (s2 + 4) д) s (s2 + 3) (s2 + 4) е) (s + 2) (s + 4) · 

+ 53. Найти, какие из следующих фушщий сопротивлений реализуемы. Построить 
соответствующие цепи :  

а) s4 + 5s2 + 4 б) в) s3 + 9s 

г) 
s2 + 3s 

s4 + 10s2 +  9 
s5 + 20s3 + 64s · д) 

52 + 4s + 3  
s2 + 6s2 + 8s · 

Обратить внимание на то, что эти функции могут описывать как любую из це
пей с двумя типамн элементов, так и цепь общего вида с элементами R, L и С. + 54. Пусть заданная цепь возбуждается на входе напряжением e (t) ,  равным 
единичному перепаду u _1  (t) , а результирующий ток на  входе можно представить 
в виде ,_ 

i (t) = 6e-t - l 5e-2t + 10е-Зt . 
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Найти входное сопротивленне Z (s) в виде отношения полиномов и сищезиро
вать цепь 

Если та же цепь возбу:iкдается перепадом тока, то каково результирующее на
пряжение? + 55. В RC цепи, изображенной на рисунке, полюсы сопротивления Z1 при разомк
нутых зажимах цепи 2 - 2' находятся в точках s = -1 ;  -3; -5. Полюсы Z1 при 
короткозамкнутых зажимах 2-2' располагают- 1 ,  
ся в точках s = -2; -4. Параллельное резне- =-�+--�+-1пz· 
тивное сопротивление, включенн

2
ое со стороны 

11._1 �1Zг входных зажимов 1-1 ', равно 5 ом. . _ __ 
Найти аналитические выражения для обоих входных сопротивлений Z1 и Z2 

и определить все другие элементы цепи .  + 56. Каждая из приведенных ниже функций является реализуемой функцией 
сопротивления. Для тех функций, которые реализуются в виде двухэлементных 
цепей, найти все четыре 1<анонические формы. В случае функций, которые не реали
зуются в виде цепей с двумя типами элементов, при реализации цепи следует вос
пользоваться простыми методами, описанными в главах 1 1 1  и IV: 

(s2 + 2) (sЧ - 4) (s + 2) (s + 3) s0 + 1 0sз + 5s а) s (s2 + 3) 
б) s + 5 в) (s + 1 ) 0 • 

(s + l ) (s + 4) s• + 2s3 + 7sЧ- 3s + 5  (s + l ) (s + 4) 
г) s (s -1- 3) д) (s + l ) (s2 + 1) е) s + 3 

+ 57. Сопротивление Z (s) с двумя типами элементов имеет полюсы в точках 
s = -1 ;  -2; -3. Если к входным зажимам цепи параллельно подключается со
противление 5000 ом, полюсы смещаются в точки -1 ,002 ; -2,002 ; -3,002 ; Z (oo) 
= О. Введя соответствующие аппроксимации :  

а) Составить сопротивление Z (s) . 
б) Найти нули указанного сопротивления. 
в) Синтезировать цепь. + 58. Заданная входная функция Z (s) имеет простые полюсы в точках s = -1 ;  

-2; -3; -4; -5. Вычеты в этнх полюсах соответственно равны 1 ;  -2 ; 3 ;  -4; 5. 
При s -+  оо Z (s) -+ 2. 

а) Найти разложение на элементарные дроби для фунщии Z (s) . 
б) Найти реализацию цепи .  + 59 .  Заданное сопротивление имеет полюсы в точках s = -1 и s = -1 ± j l . 

Вычеты в эт�х полюсах - вещественные положительные и равные. 
Если Z (oo )  = О : а )  Найти местоположение нулей. 
б) Найти общее значение вычетов. 
в) По1<азать, что это сопротивление должно быть п .  в. ф. 
г) Найти реализацию цепи .  + 60. Найти наибольший множитель К, при котором сопротивление Z2 = 1 - KZ1 

является реализуемым, и определить лестничную цепь для Z2 (см. рисунок слева) . 
Объединить эту цепь с соответствующей ей модификацией, чтобы получить цепь. 
имеющую на входе постоянное резистивное сопротивление, равное 1 ом. 

+ 6 1 .  На рисунке справа показаны две цепи, входные проводимости кото
рых являются дополнительными друг относительно друга, т. е. У, + У2 = 1. У1 -11роводимос1 ь RC цепи, имеющая полюсы в точках s = -1 ;  -2 ; -3. Ее вычеты 
имеют одинаковое значение. 
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Составить обе проводимости и с11 11те· 
зировать цепь для проводимости У2• + 62. Найти цепь, структура которой 
показана на рисунке. Входное сопротив
ление цепи имеет вид 

Z = 
s2 + 1 3s + 32 
3s2 + 27s +  44 

с, Cz 

l 
-

+ 63. а) По1<азать, что рациональная 
функция, имеющая все простые полюсы 
на отрицательной вещественной оси (на бесконечности полюсов нет) , всегда мо
жет быть реализована ка1< сопротивление передачи RC или RL скрещенной цепи 
(т. е. всегда можно получить RC и RL скрещенные цепи) . 

б) Синтезировать RC и RL скрещенные цепи, каждая из которых имеет сопро
тивление передачи внда 

s2 - l 
Z1 2 = -------(s + 2) (s + 3) 

в) Показать, что любая рациональная функция, 1юторая является отношением 
четного полинома к нечетному или нечетного полинома к четному, имеющая все 
простые полюсы на мнимой оси, всегда может быть реализована как сопротивление 
лередачн LC скрещенной цепи .  Синтезировать LC скрещенную цепь, имеющую со-

� - 1 . 
противление передачи ) . s (s2 + 1 

Е2 + 64. Возможный способ синтеза коэффициента передачи --показан на рисунке. 
Е1 

Е2 Если Za + Zь = R, то -Е = KZa .  
• 1 

а) Какие ограничения необходимо наложить на заданный коэффициент пере-
Е2 · 

l дачи -в;• при I<оторых 9ТОТ способ применим? 
б) Синтезировать функцию 

...§_ = К (s + 3) (s + 7) 
Е1 (s + l ) (s -j- 5) 

в) Каково наибольшее возможное значение К при' использовании этого метода 
синтеза? 

Е2 г) Используя полученное значение К, синтезировать заданную функцию -в; 
с помощью этого метода. Синтезировать функцию Za в виде лестничной цепи с по
следовательными резистивными сопротивлениями, а функцию Zь - в виде лест
ничной цепи с параллельными сопротивлениями. 

Задачи к rлаве V 

+ 65. а) Построить каноническую цепь, потенциально эквивалентную цепи, имею
щей прямой вход, образованный со стороны концов ветви 9 (см. верхний слева ри
сунок на стр. 689) . 
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б) Выбрать последовательность токов индуктивных ветвей и напряжений на 
�мкостных ветвях, исходные значения которых образуют независимый ряд началь
ных условий, полностью характеризующих переходный режим данной цепи при 
холостом ходе. 

lfsJ 

+ 66. а) Определить диаграмму полюсов и нулей сопротивления Z (s) и изобра
зить четыре канонические схемы, потенциально эквивалентные схеме, приведенной 1 1а верхнем рисунке справа. 

б) Повторить задачу а) при замене индуктивностей емкостями. + 67.  Из рассмотрения RC цепи ,  изображенной па  нижнем рисунке слева, найти 
канонические формы (только по одной в каждом случае) для потенциально экви
валентных цепей, когда входами данной цепи являются: узлы 1 и 2; узлы 1 и З; 
разрез в точке т. 

1 

+ 68. а) Найти цепи, которые имели бы входные сопротивления, обратные вход-
ным сопротивлениям, используемым в задаче 67. . 

б) Указать для каждого сопротивления метод, дающий требуемый результат 
при минимальных затратах времени на вычисление. 

в) Дать конфигурацию соответствующей цепи в каждом случае. + 69. а) Определить число динамически независимых контурных токов или на
пряжений пар узлов, необходимых для описания цепи ,  изображенной на  правом 
рисунке. 

б) Построить частотные диаграммы для входных сопротивлений, соответству
ющих :  разрезу в точке т; паре узлов а - Ь. 

в) Найти для каждого случая формы l(ауэра при последовательном включе
нии индуктивностей и параллельном включении сопротивлений. + 70. а) Построить цепь, дуальную цепи ,  изображенной на рисунке к задаче 69. 

б) Указать точки этой дуальной цепи ,  соответствующие заданным в предыду
щей задаче входам, используя, если необходимо, идеальные трансформаторы. - 686 -



+ 7 1 .  В цепи, показанной на рисунке слева, принято, что L = С = 1 · с = о 0 1 Определить численные зна • 1ения всех конечных, отличных от ну�я соб�тв�I _ ных частот цепи . 1 

+ 72. Реактивная функция z (s) имеет частотную диаграмму, показанную на ри
сунке справа, и (� ) = 1 .  

ds s=O 
а) Найти аналитическое выражение для z (s) . 

. б) Найти форму l(ауэра, получаемую при удалении полюсов только в точке· 
S = Q . 

в) С помощью преобразований: уровня сопротивления изменить эту цепь так, 
что0ы все индуктивности стали одинаковыми (при сохранении исходной: величины 
входного сопротивления) . + 73. В схеме полосового фильтра, показанной: на рисун1<е : 

а) Провести преобразование уровня внутреннего сопротивления так, чтобы 
все трн и11ду1<тив1юсти стали равными Ю-5 гн; 

б) Найти стру1<туру и значения элементов окончательной: цепи.  
При решении задачи достаточно использовать методы аппроксимации, позво

ляющие получить точность расчетов порядка нескольких процентов. + 74. С помощью преобразования уровня сопротивления преобразовать цепь, иза.
браженную на рисунке, 

в цепь, которая имеет коэффициент передачи по напряжению 

в; Е2 - = К --. Е2 Е1 
При этом величина К должна быть максимальной: при неизменном значении сопро
тивления, подключенного со стороны источника . 
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+ 75. а) Посредством методd матричных преобразований показать, что ·изобра· 
женные на рисунке цепи реализуемы при помощи положительных элементов (но 
без взаимных индуктивностей) .  

б) Определить эквивалентные формы цепей. 

Задачи к главе VI 
+ 76. Два одинаковых симметричных скрещенных четырехполюсника, соединен· 
ных каскадно, можно рассматривать как эквивалентный симметричный скрещен
ный четырехполюсник, изображенный на рисунке слева .  

Найти схемы ветвей с результирующими сопротивлениями Zao и zь0, исполь
зуя сопроти�ения ветвей Za и zь соединяемых четырехполюсников. 

� �!��� 
+ 77. а )  Для каскадного соединения двух одинаковых скрещенных четырехпо
.111осников, показанного на рисунке справа, найти э1<вивалептный неуравновешен
ный четырехполюсник, не содержащий идеальных Т_Рансформаторов, �ли отрица
тельных элементов, или же взаимных индуктивностеи. 

б) Определить аналитическое выражение для сопротивления передачи Z12 (s) 
всего четырехполюсника, если последний нагружен на резистивное сопротивление 
1 ом. Предполагается, что L = С = 1 . + 78. Дан составной четырехполюсник в виде после
довательного соединения скрещенных четырехполюс
ников (см. рисунок) . 

а) Найти схемы сопротивлений Zao и zьо скрещен
ного четырехполюсника , эквивалентного данному со
ставному. 

Xi' 
б )  Выразить сопротивления Zao и zь0 через сопро

тивления Za 1 ,  Za2, zь 1 и zы, + 79. а)  Определить, являются ли изображенные на 
нижнем рисунке четырехполюсники эквивалентными. 

б) Найти для каждого из них эквивалентный -��--
скрещенный четырехполюсник. 

zн;zв 
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+ 80. а) Показать, в каком случае (если это вообще возможно) скрещенный че
тырехполюсник постоянного сопротивления будет двухэлементной цепью. ' 

б) Дать объяснение этому. 
в) l(акое практическое использование может иметь полученный результат? "'+ 81 .  Сопротивление передачи четырехполюсника имеет нули в точках s = 1 + J J  

и полюсы в точках s = -1 ± j l . Постоянный множитель а =  1 .  
а )  Найти реактивный (без потерь) скрещенный четырехполюсник постоянного 

сопротивления, нагруженный на резистивное сопротивление 1 ом и имеющий ука
занную передаточну10 функци10. 

б) Преобразовать этот скрещенный четырехполюсник в неуравновешенный. + 82. На рисунках а, б и в показаны по две реактивных функции, описывающие 
реактивные сопротивления ветвей симметричных скрещенных четырехполюсников. 

а) Преобразовать эти скрещенные четырехполюсники в неуравновешенные 
Т-образный, П-образный, Т-образный перекрестный или цепной четырехполюсники. 

б) В каждом случае найти принципиальную схему (расположения индуктив
ностей и емкостей) простого неуравновешенного потенциально эквивалентного 
четырехполюсника. На рисунке а кривые обеих реактивных функций приближа
ются друг к другу на очень больших частотах. 

Rь Lь Са · + 83. а )  Показать, что при Ra 
+ La + Сь �l скрещенный четырехполюсник, 

изображенный на рисунке слева, можно преобразовать в эквивалентный неуравно
вешенный четырехполюсник, не содержащий взаимных индуктивностей. 

б) Описать метод преобразования, позволяющий получить схему и величины 
�лементов преобразованного четырехполюсника. 

Ra 

' 
\ 

j(J S·ЛЛОС/f · - ..... 

8 1 о 1 ""  ' 1 1 ,, __ _ 1. а  

' ' 

б 

1 
, "'-.. Ed • - окр . 

+ 84. Дан скрещенный R.C четырехполюсник, изображенный на рис. VI. l Зa. 
Требуется определ;ить ограничения, налагаемые на диаграмму полюсов и нулей 

сопротивления передачи в режиме холостого хода, при условии, что указанный 
четырехполюсник должен быть преобразован в эквивалентный неуравновешенный. + 85. На рисунке справа изображена диаграмма полюсов и нулей в плоскости s 
сопротивления передачи Z12 (s) ,  заданного в виде частного от деления двух поли
номов второй степени. 
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а) Реализовать скрещенный чет.ырехполюсник постоянного сопротимеиия, 
имеющий указанное сопротивление Z12 (s) . · 

б) Преобразовать этот четырехполюсник в эквивалентный неуравновешенный, 
не содержащий взаимных индуктивностей. + 86. Сопротивления симметричного скрещенного четырехполюсника имеют вид 

s1 +  1 
1 )  Za = s; zь = -- . 

s 
а) Найти характеристическое сопротютение z0 и постоянную передачи в для 

этого скрещенного четырехполюсника в функции от s = jro. 
б) Определяя функцию затухания а из выражения в = а + /�. показать, что 

рассматриваемый скрещенный четырехпОJiюсник предстаВJiяет собой фильтр ниж
них частот, для чего графически изобразить функции z0 и а в зависимости от ro. 

в) Рассмотреть другой случай, когда сопротивления z" и zь имеют вид -

s1 + 1 2) Za = ms; zь = --- , ms 
где т - положительное ЧИСJIО. 

г) Выбрав т = 0,6, снова найти сопротивление z0 и затухание а и изобразить 
их в виде функций частоты оо. 

д) Соединить каскадно скрещенные четырехполюсники, имеющие сопротивле
ния, определяемые уСJ1овиями 1 ) и 2) соответственно, и изобразить z0 и а состав
ного четырехполюсника в виде функций частоты ro. 

Задачи к rJiaвe VП 

+ 87. Даны входное сопротимение и сопротивление передачи четырехполюсника 
без потерь 

а) Определить соответствующее минимально реактивное входное сопротивле
ние (т. е. не имеющее полюсов на  мнимой оси) , eCJiи четырехполюсник нагружен 
на резистивное сопротивление 1 ом. 

б) Выполнить синтез схемы. + 88. Дано сопротивление передачи холостого хода цепи без потерь 
s' + 5s8 + 7s 

212= (ss + 1 )  (s2 + 4) · 
а) Определить соответствующую. симметричную скрещенную цепь, имеющую 

минимально реактивное входное сопротивление, когда эта цепь нагружена на ре
зистивную нагрузку, и преобразовать ее в неуравновешенную. 

б) Определить значение всех элементов скрещенной и неуравновешенной схем. + 89. Четырехполюсник без потерь имеет входное сопротивление z1 1  в режиме 
холостого хода с полюсами в точках оо = 1 ;  3 и нулями в точках (J) = О; 2; оо, 
Сопротивление передачи z12 имеет один нуль в точке Ф = О и остальные в точке 
оо = оо. Синтезировать схему. . + 90. При заданных входных сопротивлениях и сопротивлении передачи четырех
полюсника без потерь 

2s (s2 + 5) s (s2 + 4) s 
211 = (ss + l ) (s• + 9) ; 222 (s2 + l ) (ss + 9) ; 212 = (s2 + l ) (s2 + 9) '  
а) Показать, что четырехполюсник реализуем. 
б) Определить, имеет ли входное сопротивление Z1 (s) дополниrельную цепь. 

если четырехполюсник нагружен на сопротимение 1 ом. 
в) Синтезировать цепь. 

- 690 -



+ 91 . .nаны сопротивления 
1 6st + 9s1 + 1 

z -11 - 26s5 + 2 1s8 + 3s 
(4s8 + 1 ) (sz + 1 ) z12 = 268' + 21s8 + 3s . 
а) Синтезировать эти сопротивления в виде схем а и б, изображенных на рисунке. 
б) Для схемы а получить нули сопротивления z12 в виде последователь} ности 82 = -1 · 52 = - - 8 "  00 • 4 .  . 
в) Для схемы б применить после· 

довательность 8 = оо ; 52 = -1 · 52 .... 
1 

• 
= - 4 · 

г) Установить для каждой схемы, выполняется ли условие вычетов со знаком 
равенства в некоторых или во всех полюсах. 

00 

�1 м о м о , ? .J 4 
-- 1/�тыре:слол-к I, ез потерь 

z,, • 111 • Zzz Ez 10f'I 
---с>, 1 \ 1 \ 11 
о l 1 ' j/ 1 

+ 92. Четырехполюсник без потерь имеет входное сопротивление z22 с показанной 
на левом "рисунке частотной диаграммой. При нагрузке четырехполюсника на ре
зистивное сопротивление 1 ом сопротивление передачи Z12 (8) имеет нуль третьего 
порядка в точке 8 = О и остальные нули в точке 8 = оо . 

а) Образовать сопротивление Z12 (8) с точностью до постоянного множителя. 
б) Определить сопротивления z1 1 ,  Zii2> z12, характеризующие цепь без потерь, и 

найти ее реализацию для случая, когда входное сопротивление Z1 (8) не имеет по
люсов на мнимой оси. Постоянный множитель реактанса z22 счи1:ать равным еди
нице. + 93. а) Синтезировать четырехполюсник без потерь, для которого 

8 2s 5 Z12 = 52 + 1 
+ 52 + 2 +--;- • 

б) Найти сопротивления z1 1 и z22 в таком виде, чтобы четырехполюсник не . 
имел идеальных трансформаторов и чтобы условие вычетов выполнялось в каждом 
полюсе со знаком равенства. 

� в) ,Найти сопротивление z22 в таком виде, чтобы сопротивление Z12 = 
1 + Z2t 1 1 ",- 1 

(см. рисунок) было равно 4 при ro = 1 ,  2 при ro = , 2 и 3 при ro = О. 
г) Для этого случая выбрать сопротивление z1 1  так, чтобы в схеме не было 

идеальных трансформаторов. + 94. На рисунке вверху справа показана картина расположения полюсов и ну
лей сопротивления передачи Z12 (s) . Постоянный множитель этого сопротивления 
определяется из условия Z 12 -+  1 при 8 -+  оо . 
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а) Реализовать эту передаточную функцию с помощью симметричной скрещенной схемы без потерь, нагруженной на резистивное сопротивление 1 ом. б) Преобразовать скрещенную схему в эквивалентную неуравновешенную структуру без взаимных индуктивностей. + 95. Определить две простые цепные схемы без потерь, сопротивления передачи которых при нагрузке на 1 ом будут равны соответственно 

z - 1 • z - s4 12 - (s + 1 ) 4  • 12 - . (s + 1 ) 4  

+ 96. а )  Преобразовать симметричную скрещенную схему, изображенную н а  ри
сунке, в несимметричную (и неуравновешенную) компактную цепную схему с до
бавочной последовательной реактивностью со стороны выхода. 

б) Найти структуру и величины элементов схемы и добавочной реактивности. 
2 )  . з  

/ / 
/ J. �- - - - --

гн, rp 

+ 97. На рисунке показана симметричная скрещенная схема без потерь, нагружен

1 2/ 
/ 

�- - - - -01'1, ен, ф 

ная на резистивное сопротивление 1 ом. Нетрудно видеть, что входное сопротив
ление этой схемы не является минималь
но реактивным. 

а )  'Найти схему, имеющую такую же Е2 передаточную функцию / (за исклю-f t2 чением постоянного множителя) и мини
мально реактивное входное сопротивле
ние. 

б) Придать этой схеме возможно 
простейший вид. + 98. Используя метод !{аскадного син
теза, найти неуравновешенный четырех-

полюсник без потерь, реализующий входное сопротивление и сопротивление пере
дачи вида 

+ 99. а) Найти эквивалентную структуру для схемы, показанной на рисунке (см. 
стр. 693) ,  в которой коэффициенты связи трансформатора одинаковы и имеют наи
меньшее возможное значение. · . б) Каков наименьший коэффициент связи? · 

в) Можно ли полностью исключить необходимость взаимоиндукции, если ин
дуктивность L сделать достаточно большой? - 692 -
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+ 100. Сопротивление передачи цепи без потерь, нагруженной на резистивное со
противление 1 ом, имеет два нуля на мнимой оси и три полюса (см. рисунок) . 

Сопротивление Z12 (0) = 1 .  

:k' 
/ ' 1 

1 i-a,fi . 
1 1 
\ 1 

Ео.А, ' окр ' 1 
'*" -

о 

+ 102. Дана функция 

а) Написать выражение для сопротивления Z12 (s) 
и получить выражения для сопротивлений z12 и ZJ2 
цепи без потерь. 

б) Реализовать по сопротивлению z22 цепную 
схему таким образом, чтобы изменение положения 
нулей сопротивления z12 позволяло получить в то же 
время минимальное реактивное входное сопротивле
ние. + 10 1 .  Сопротивление передачи симметричного че
тырехполюсника без потерь, нагруженного на сопро
тивление 1 ом, имеет вид 

т - п 
Z12 (s) = -- .  

т + п 

I<роме того известно, что т + п = sз + 2&2 + 2s + 1 .  
а) Найти выражение для сопротивлений z11 , Z2J, 

z12 цепи без потерь. 
б) Синтезировать эту цепь. 

Задачи к ruвe VIП 

Re [Z (jro) ) 
5roB -40ro• + 1 50ro4- l 00ro2 + 500 

(4ro4 + 1 6) 2 
Используя теорему Штурма, определить, является ли эта функция положи-

тельной при всех значениях ro и если да, то найти Z (s) .  . + 103. Цепь без потерь нагружена на сопротивленце 1 ом и имеет сопротивление 
передачи, квадрат модуля которого равен 

ro" + ro2 / Z12 / 2 = 6 1 < 1 для всех ro .  (J) + 
Найти функции z1 1 ,  z22, z12 этой цепи при условии, что ее входное сопротивле

ние является минимально реактивной функцией. + 104. Дана функция 
1 + 002 

f (ro2) = 1 + ro2 + rot 

а )  Функция f (ro2) представляет собой вещественную часть сопротивления Z (s) 
(входной или передаточной функции) . Найти Z (s) .  
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б) Функция f (oo2) представляет собой квадрат модуля сопротивления Z (s) . Найти это сопротивление. Будет ли оно п. в. ф.? + 105. Какое из спедующих утверждений является правильным? а) Еспи входное сопротивление цепи без потерь, нагруженной на сопротивле-
ние 1 ом, является минимально реактивным, то функция ( z11z22 - z� 2) имеет толь-
ко простые полюсы. · 

б) Еспи сопротивление цередачи цепи имеет нули только в левой полуплоскости s, то цепь принадлежит к классу цепей минимально фазового сдвига. в) Есnи цепь принадлежит к классу цепей минимально фазового сдвига, то ее входное сопротивление минимально реактивно. 
г) Рациональная функция от переменной 002 с вещественными коэффициента· ми, принимающая при всех вещественных оо положительные значения, может представлять собой квадрат модуля передаточной функции в том спучае, если полиномы ее чиспителя и знаменателя имеют одинаковые степени. 
д) Еспи вещественная часть сопротивления передачи положительна при всех вещественных частотах, то цепь принадлежит к классу цепей минимально фазо-' вого сдвига. 
е) Справедливо утверждение, обратное утверждению, сформулированному в предыдущем пункте. 
ж) Необходимым и достаточным усповием для реализуемости в виде сопротивления передачи рациональной функции от переменной s, имеющей вещественные коэффициенты, является усповие, согласно которому полюсы этой функции должны располагаться в левей полуплоскости. 
з) Для того чтобы быть реализуемым, входное сопротивление должно иметь 

простые нули и полюсы, расположенные в левой полуплоскости. 
и) Нули и полюсы передаточной функции RC цепи должны быть простыми и 

должны чередоваться на отрицательной вещественной оси плоскости s. 

/ 

"c.J 

G0° 1 v- / 
\._ /<..._ Eil. 

- "'\  О!<р. 

+ 1 06. На рисунке показано расположение в плос· 
КОСТИ s полюсов и нулей функции 

A ( -s2) f (s) = 
B ( - sS) ' 

имеющей шесть полюсов и два нуля. Пусть при 
4 s -+ оо f (s) -+ -, s 

и 
- А (ооЭ) = Re [Z (ioo) ] .  В (оо2) 

а) Построить сопротивление Z (s) и синтези
ровать его в виде четырехполюсника без потерь, 
нагруженного на резистивное сопротивление. 

б) Построить для рассматриваемого случая сопротивление передачи Z12 (s) .  
Синтезировать его путем разложения z22 в цепную схему с тем, чтобы управлять 
нулями z12. Синтезировать цепь, отвечающую требованиям предыдущего пункта. 

в) Поспедовательно со входом желательно подКJiючить дополняющую цепь 
с тем чтобы получить постоянное входное резистивное сопротивление. Как это 
сдела�r;.. если требуется, чтобы усиление (или постоянный множитель) результи
рующей передаточной функции было максимальным? + 1 07. Не пользуясь таблицами или каким-либо формальным процессом интеrр11 
рования, вычиспить интеграл 

00 

S oon doo -- при n = O , 2 ,  4 . 
1 + 008 

о 

+ 1 08. Входное сопротивление имеет при - 001 < оо < 001 вещественную часть 
R ( оо) = 1 и равно нулю на других участках частотного диапазона. 

- 694 -



Вычиспить соответствующую параллельную емкость, которая преобладает при 
асимптотическом поведении этого сопротивления. В вычнспениях использовать вы
ражение (VI I I .82) для мнимой части н показать, что результат соответствует тео
реме об интеграле сопротивления. + 1 09. Входное сопротивление должно иметь модуль, который точно аппроксими
рует характеристику, изображенную на рисунке. Найти наименьшее значение б,  • при котором сопротивление остается поло-

жительным вещественным. llf/r.J)/ + 1 10. Четырехполюсник должен иметь ·со· 
противление передачи Z12 (s) с углом запаз
дывания, определяемым выражением 

оо (4 - оо2) 
tg � = (l - 002) . 

_.___.,__ f'1 а) Построить все функции Z12 (s) , соот-----"---+---'-----• ветствующне этой цепи, н определить, явля
ются пи они минима.1ь110 фазовыми функци-
ями. 

б) Определить модуль на  мнимой оси для каждой нз функций. + 1 1 1 . Дана функция 

1 Z ( 'оо) 1 2 - (4 + 002) • 
12 1 - (l + 002) •  . 

а) Построить все сопротивления передачи, имеющие такой квадрат модуля. 
б) Найти диаграмму расположения полюсов н нулей для каждого нз этих 

сопротивлений н указать, является ли оно минимально фазовым. + 1 12. Дана передаточная функция минимальной фазы. При каких условиях мо
жно изменить частотную характеристику ее модуля на  мнимой осн, не изменяя 
фазы? 

Задачи :к главе IX 

+ 1 13. Для каждой нз спедующих функций сопротивления построить в плоскости 
s соответствующу10 диаграмму полюсов н нулей. 

а) Определить, какие из них можно реализовать как входные функции, ис
пользуя разложение на элементарные дроби (по аналогии с методом Фостера, ис-
пользованным для реактивных сопротивлений) . · 

б) Найти цепи, соответствующие реализациям этих сопротивлений: 
s + l  s2 + 2s + 2 s + 3  l ) s2 + 2s + 2  

2> (s + 1 )  (s2 + 2s + 5) · 3> s2 + 2s + 2 

4) 
(s + 2) 2 

5 
(s + 2) 2 

) 
(s + 3) (s2 + 2s + 2) • 

+ 1 14. Реализовать спедующие R.LC функции сопротивлений: 
sз + sz + 2s +  1 

( 
st + sз + 3s2 + 2s +  1 

1 )  Z (s) . 2) Z s) = . s2 + s + 1 s8 + s2 + 2s + 1 
+ 1 15. Еспн следующее входное сопротивление реализуемо: 

( 
281 + 5sз + 7s2 + 5s -t- 2  Z s) = 2s8 + 3s2 + 2s +  1 ' 

то найти соответствующую ему цепь 
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+ 1 16. Входное сопротивление имеет в плоскости s три простых пол�са и один 
нуль третьего порядка, как показано на левом рисунке. Известно, что Z (О) = 4. 

Построить сопротивление, и если оно положительно и вещественно, реализо
вать его возможным простейшим способом .  

/'1 
r- - - J 
1 
1 G 

1 -1 о 
1 
._ _ _ _ -1 

,,,..- , ..... ' / 1 \ 1 1 
-2 _, ' 1 ' ...... 1 ./ 

-"' ,,. 
а .  

/ 

jt..J j(J 
у - -, -'<i 1 )(  о / 1 1 ' / � о  о w 

-1 ' 1 ' 1 )( / ' 1 __ )1i'* � -....... 

+ 1 17. Входное сопротивление Z (s) RLC цепи имеет три полюса и нуль второго 
порядка, как показано на среднем рисунке. 

а) Найти наименьшее и наибольшее значения величины а, при которых функ
цию Z (s) можно реализовать по ее разложению на элементарные дроби. 

б) Определить соответствующие цепи. · 
+ 1 18, На рисунке справа дана диаграмма полюсов и нулей четной части входно
го сопротивления Z (s) .  

а )  Построить это сопротивление, используя метод синтеза по Вруне. 
б) Выполнить синтез простейшим способом и получить реализацию, не содер

жащую взаимных индуктивностей. + 1 1 9. Известно, что вещественная часть входного сопротивления четырехполюс-' 
ника без потерь, нагруженного на резистивное сопротивление 1 ом, имеет вид 

ro2 
Re [Z1 (jro)] = 1  Z12 (jro) 11 = 00" _ <ifA + 1 

а) Если требуется синтезировать по методу Вруне минимально реактивное 
входное сопротивление Z1 (s) , можно ли по виду его вещественной части сказать, 
какова должна быть структура цепи? 

б) Найти Z1 (s) и проверить свои выводы путем синтеза соответствующей цепи. + 1 20. Заданное входное сопротивление имеет вид 

Z ( 
а0 + aJs + a2s1 + a8s3 + a"sc 

s) = . 
Ьо + Ь1 s + b2s• + bas3 + b,st. 

Вещественная часть этого сопротивлен1;1я Re[Z (/ro) ]  имеет два минимума, причем 
оба равны нулю. Один из них соответствует частоте ro ""' 1, а другой - частоте 
(1) = 2. При ro = О вещественная часть равна единице, асимптотическое значение 
при ro - со также равно единице. 

Произвести синтез цепи по методу Вруне, если известно, что 

Z (jl ) = j(l - }" 2); Z (j2) = /2 (10 -- 7 Jl2); ( dZ )  = 1 + У2.  
ds 11=j 

+ 12 1 .  В следующих трех примерах проверить, принадлежат ли заданные функ
ции к классу п. в. ф.? 

а) Рассмотреть возможные случаи реализации этих функций: методом Вруне: 
методом разложения на  элементарные дроби и добавлением соответствующей ве
nичины резистивного сопротивления с тем, чтобы избежать применения взаимных 
индуктивностей. 

В тех случаях, когда реализация невозможна: 
б) Добавить такое резистивное сопротивление, которое делает функции поло

жительными вещественными, а затем реаnизовать их по методу Вруне. 
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в) Добавить такое резистивное сопротивление, которое позволит реализовать 
указанные функции по методу разложения на элементарные дроби при помощи 
цепей, не содержащих взаимных индуктивностей. 

s11 + s + 1 
1 )  Z (s) s• + s + 4 . 

s11 + s +  1 2) Z (s) s• + s + 9 . 

З) Z (s) = 5s11 + s +  1 
s11 + 4s + 2  

+ 122. На левом рисунке в плоскости s показано расположение полюсов и нулей 
функции A (-sl) f (s) = В (- s2) • 

имеющей четыре полюса и два нуля второго порядка на мнимой оси. 

1 -f- -
1 1 

j(,) 
j 1 - - _ , _ 

1 
1 с:> 

о 
1 . - - 1t-

-J 

R 
-

гн, ф, ОН 
а) Построить сопротивление Z (s) , если f (s) -+ 4 при s -+  оо и 

A (ro2) 
B (rol) 

= Re [Z (jro)]. 

б) Реализовать это сопротивление по методу Вруне и по методу Дарлингтона. 
·Сравнить результаты. 

в) Для цепи без потерь, нагруженной на резистивное сопротивление 1 ом, оп-
Е2 ределить, не производя расчетов, сопротивление передачи Z12 (s) = J; в виде от-

ношения полиномов. + 123. Реализовать методом Дарлингтона следующие функции: 
s8 + 6s11 + 3s + 2  ) ( s' + �з + зs2 + 2s + l 

1 )  Z (s) 2 Z s) = . s11 + s +  1 s3 + s2 + 2s +  1 
Для второго случая использовать симметричную- скрещенную схему и ёравнить 
результат с результатом, полученным в задаче 1 1 4. + 124. Найти цепь N для соединения, изображенного на рисунке вверху справа, 
при условии, что результирующее сопротивление двух цепей, соединенных после
довательно, должно быть равно чисто резистивному сопротивлению R. имеющему 
минимальное значение. + 125. Для цепей а, б, в (см. рисунок на стр. 70 1 )  найти дополнительные цепи, 
которые, будучи соединенными последовательно или параллельно, дают цепь по
стоянного резистивного сопротивления. 
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Задачи к rJiaвe Х 

+ 126. Образовать на мнимой оси вещественные части сопротивлений для задачи 
1 14, по1<азав с помощью метода Мията, что найденные ранее реализации могут 
быть предс1<азаны непосредственно. + 127. Синтезировать сопротивления 1 ) и 2) задачи 1 2 1 ,  пункт в) , используя ме
тод Ботта и Даффина. + 1 28. Добавив достаточное резистивное сопротивление к сопротивлениям 2) и 3) 
задачи 1 2 1 ,  п. в) , привести последние к кпассу п. в .  ф. и синтезировать их, исполь
зуя метод Ботта и Даффина . + 1 29. Синтезировать сопротивления задачи 1 27, используя метод Мията, и (еспи 
потребуется) произвести в1<лючение дополнительных множителей. + 130. Синтезировать следующее сопротивление, используя обобщенный метод 
Мията : 

Z (s) 

+ 1 3 1 .  Дана функция 

5s4 + 2 , 674s3 + 50 , 7s2 + 8 , 94s + 80 , 67 
5s4 + 20s3 + 86s2 + 80s + 96 

Задачи к rJiaВe XI 

Z (s _ s3 + s2 + 2s +  1 
1 ) - s• + sз + зs2 + 2s + l ' 

представляющая собой входное сопротивление четырехполюсника без потерь, на
груженного на сопротивление 1 ом. Найти соответствующее сопротивление пере
дачи 

+ 1 32. Построить цепные схемы без потерь, имеющие при нагрузке на сопротив
ления 1 ом сопротивления передачи 

1 
(s + 1 )4 и (s + l )4 • 

+ 1 33. Цепь без потерь возбуждается от источника напряжения с внутренним 
резистивным сопротивлением 2 ом (см. рисунок) . 2 Синтезировать цепь N так, чтобы коэффициен- � 
ту передачи по напряжению соответствовал при Е f N t E . 1 Е2 ,.2 ( 1 + ro•)• 7 l 
s = /Ю квадрат модуля 

Ei 4 + 004 • 
+ 1 34. Четырехполюсник без потерь имеет сопротивление передачи z12 = 

3 = 
/ 2 

• Если этот четырехполюсник нагрузить на резистивное co-s \.s + 2) (s2 + 4) 
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противление 1 ом, то сопротивление передачи Z12 (s) будет обладать следующими 
свойствами : 

Найти функцию Z12 (s) в виде от�;tошения полиномов и синтезировать цепь в 
простой и практически удобной форме. 

1 + 135. Известно, что функция z12 = -3 3 является сопротивлением передачи s + s 
холостого хода с и м м е т р и ч н о г о четырехполюсника без потерь, который, бу
дучи нагруженным на резистивное сопротивление 1 ом, имеет минимально реак
тивное входное сопротивление Z1 (s) . 

Найти это сопротивление и синтезировать цепь. + 136. Сопротивление передачи четырехполюсника без потерь, нагруженного на 
сопротивление 1 ом, определяется выражением 

Z ( 
g (s) . 1 2 s) 4s3 + 3s2 + 4s + 2  ' 

где g (s) - четный полином. Входное сопротивление искомой цепи должно быть 
минимально реактивным, а сама цепь без потерь должна быть симметричной и не
уравновешенной относительно трех различных зажимов. 

Построить цепь и определить функцию входного сопротивления. + 1 37. Приведенные ниже три сопротивления передачи : 
1 

1 ) Z12 = . s3 + 2s2 + 2s +  1 

2) Z - s + 2  
12 - 2s3 + 3s2 + Зs + 2 

(s2 + 2s + 2) (s2 + 2s +  5) 
необходимо реализовать по м о д у л  ю, используя н е д  и с с и п а т и в н ы е цепи, 
нагруженные на резистивное сопротивление 1 ом. 

а) Найти, в каком случае результирующая цепь будет цепью с минимальной 
фазой. 

б) Для найденных цепей, реализующих указанные передаточные функции (а 
не только их модули) , определить : 

- какие из этих цепей относятся к классу цепей минимально фазового сдвига ; 
- какие из функций можно реализовать недиссипативными цепями, нагружен-

ными на резистивное сопротивление 1 ом. + 138. Цепь связи без потерь, нагруженная с обеих сторон на резистивные сопро
тивления 1 ом, должна иметь передаточную функцию t (s ) , квадрат модуля кото-_ _  рой равен 

а) Возможна ли реализация в виде простой неуравновешенной цепной схемы, 
не содержащей взаимных индуктивностей? Ответ обосновать . .  

б) Возможна ли реализация в виде симметричной цепи? Ответ обосновать. 
в) Является ли передаточная функция t (s) функцией минимально фазового 

типа? Ответ обесновать. 
г) Синтезировать любую цепь, реализующую указанный квадрат · модуля 

1 t (jro) 1 2• + 139. На рисунке (стр. 700) изображена цепь связи без потерь, которую необхо
димо рассчитать таким образом, чтобы функция 

1 EL 1  К . 
�

= 

у1 + ( : ) 6 
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соответствовала наибольшим возможным значениям К и ОО с .  

/(Впь без потерь Е t L N 

+ 140. Для показанной на рисунке цепи квадрат модуля коэффициента передачи 
по напряжению должен быть равен 

1 Е2 1 2 Коов 
Е10 s=/ro 

= 1 + 008 • 
Выбрать соответствующее значение 1( 

и реализовать цепь в виде цепной схемы, 
не содержащей трансформаторов. 

(s- l )B + 14 1 .  Дан.а функция Z12 = ----s2 + s + 1 

!ООом 
Цепь сонзи без потерь 100011 Ez 

а) Представить эту функцию в виде произведения двух множителей, один из 
которых является функцией минимальной фазы, а другой имеет при s = joo по
стоянный модуль. 

б) Реализовать указанную фушщию с помощью двух скрещенных цепей по
стоянного резистивного сопротивления, соединенных каскадно и нагруженных на 
сопротивление 1 ом. + 142. Заданное сопротивление Z12 (s) реализуется симметричной скрещенной 
цепью без потерь, нагруженной на сопротивление 1 ом. Сопротивления скрещенной 
цепи имеют полюсы на частотах s = О;  s = ± j2; s = ± j4, а все вычеты сопротив
ления z22 в этих полюсах равны единице. 

Найти скрещенную цепь при условии, что 

Z12 (0) = 1 ;  Z1 2 (± j2) = - 1 ;  Z12 (± j4) = 1 . 

+ 143. Используя цепь без потерь, нагруженную с обеих сторон : 
а) Провести расчет (по методу, описанному в § XI.5) функции Баттерворта 

1(2 \ t (joo) 12 = при К < 1 .  1 + 002п 

б) На входе применить нормализацию R1 = 1 и показать, что в этом случае 
соответствующее сопротивление нагрузки определяется выражением R2 = 

l - fr=7(2 = 1 -.r , а также, что параллельная емкость, смежная с источником, опре-+ r 1 -К2 
2 1 

деляется выражением С1 = _ 1 , где а = 
л 

является сум-

а [ l - (1 -K2)2n) siп ( 2п") 
мой расстояний от полюсов до мнимой оси . .  + 144. Используя теорию Дарлингтона, рассмотренную в § IX.8, показать, что для 
функции Баттерворта нечетного порядка параллельная емкость, смежная с нагруз-

2 
1<0й (см. предыдущую задачу) , имеет величину С2 = ---------

aR2 [ 1 + ( 1 -К2) 21п ] 
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Задачи к rJiaвe ХП 

+ 145. Для цепи, изображенной на рисунке, заданы функции 
Е2 А Е2 В --= и -- = Е1 s11 + 2s + 2  /1 sЧ- 2s + 2 ' 

где А и В - постоянные. 
а) Найти симметричную скрещенную 

.цепь, реализующую требуемую переда
точную функцию с максимальными зна
чениями А и В. 

б) Пользуясь методом синтеза, кото
рый должен принципиально отличаться 

Цепь C°6113ti 

от метода, применяемого в предыдущем случае, найти другую пассивную цепь 
связи, которая отвечает заданным там требованиям. Если трансформаторы ис
пользовать нельзя, то каково максимальное значение В, которое можно получить? + 1 46. Передаточной функции скрещенной цепи постоянного резистивного сопро
тивления, нагруженной r обоих входов на сопротивления 1 ом, соответствует квад-
рат модуля · 

1 
1 t l 2 = 1 + ro4 " 

а) Найти скрещенную цепь. Является ли она минимально фазовой? 
б) Реализовать, если возможно, эту передаточную функцию посредством сим

метричной скрещенной цепи без потерь, нагруженной с обоих входов на резистив
ные сопротивления 1 ом. 

в) Синтезировать эту передаточную функцию в виде простого каскадного сое
динения усилителей на пентодах. Постоянный множитель не имеет значения, но 
потери необходимо включить в каждую индуктивность и емкость, причем должно 
выполняться условие · 

R G 
-- - = coпst 
L С 

' 

+ 147. Обобщая результаты предыдущей задачи, показать, что баттервортовский 
или чебышевский фильтр произвольного порядка (см. § XIV.2) всегда можно реа
лизовать в таком виде. + 148. Дано сопротивление передачи, квадрат модуля которого при s = jro имеет 
вид . [ (s1 + s + 1)11 (sl- s + 1 )11 ] 

1 Z12 (Jro) 1• =  (sl + 2s + 2)11 (s• -2s + 2)11 &=/оо . 
а) В плоскости s начертить все возможные конфигурации полюсов и нулей 

этого сопротивления передачи. 
б) С точностью до постоянного множителя указать, какие из функций Z12 (s) , 

полученных в предыдущем пункте, можно реализовать в виде: 
1 ) четырехполюсника без потерь, нагруженного с одной .стороны па резистив

ное сопротивление; 
2) скрещенной цепи постоянного резистивного сопротивления ; 
3) четырехполюсника без потерь, нагруженного со стороны обоих входов на 

резистивные сопротивления ; . 
4) каскадного соединения усилителей на пентодах, содержащего межкаскад

ные двухполюсники. + 149. Симметричный четырехполюсник должен иметь сопротивление передачи 
холостого хода 

8 

а) Найти цепь. 
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б) Изменить эту цепь так, чтобы получить распределение полюсов, изображен
ное на рисунке, а чиспитель функции z12 стал равным s + 1 .  

lfJ в) .Является ли эта цепь цепью минимально фазово-

1(- - J 1 ·- - "? 
1 -11- -
1 - 1 1 

о 
·- - - 1  
+--- -2 
*- - -J 

s-плоск, 
го сдвига? 
+ 1 50. Используя теорему об интеграле резистивного 
сопротивления (см. § Vl l l .3) и замену независимой пере-1 
менной s на - ,  показать, что : s 

а) Индуктивность, включенная параллельно входно
му сопротивлению, определяется выражением L = 00 
= ..!_ s R (ro) dro; 

n ro• о 
б) Индуктивность и емкость, включенные последовательно с входной проводи

мостью, определяются соответственно выражениями 
00 00 1 2 s 2 s G (ro) 

- = - G (ro) dro и С = - -- dro, 
L n n ro" 

о о 

где G ( ro) - вещественная часть этой проводимости на мнимой оси. 

Задачи к rJiaвe XIII 

+ 15 1 .  а) Найти ограничения, налагаемые на полиномы p (s) и q (s) , при кото)1ых 
проводимость передачи цепи, находящейся в режиме короткого замыкания, 

p (s) 
Y12 (s) = q(s} 

потенциально представляет функцию У12 RC цепи. 
б) Дать полный процесс синтеза RC четырехполюсника по заданным разложt!

ниям на элементарные дроби функций Ун. У12 н У22 . аналогичный методу, излОЖ!!Н
ному в § VIl . I .  

в )  Указать условия, при  которых идеальные трансформаторы не  требуются. 
Построить результирующую цепь. Какие ограничения накладываются в этом спучае 
на общее выражение для У12? + 152. а) Найти RL четырехполюсник с сопротивлениями 

s 2s 
z 1 = � + -- + 3s· 1 s + I s + 2 ' 

s s 
Z1 2 = --- - --- + бs; s + 1 s + 2 

s s 
z22 =-;+1 + 2 (s + 2) 

+ 15s .  

б )  Используя ту же  функцию z12, что и в предыдущем пункте, и положив, что 
здесь функция zl l = z22 в К. раз больше, найти наименьшее значение К., которое 
позволяет реализовать эту цепь в виде симметричной скрещенной цепи. + 1 53. Синтезировать RC скрещенную цепь, имеющую сопротивление передачи 

s2 + 1 
Z12 = (s + l ) (s + 3) • 
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+ 154. Синтезировать RC цепь в форме параллельного соединения неуравнове
шенных цепных схем, нагруженного на обоих концах на резистивные сопротивле
ния. Сопротивление передачи цепи такое же, как и в задаче 1 53. + 1 55. Используя метод каскадного синтеза, реализовать сопротивление передачи 
из задачи 153 при условии, что входная функция имеет вид 

(s + 2) (s + 4) 211 (s + I J (s + З) • 
+ 156. Используя параллельное соединение цепных схем, реализовать сопротив
ление передачи 

(sl + s +  1 )1 

· + 157. Используя входное сопротивление 
(s + 2) (s + 4) (s + 6) (s + 8) 

211 (s + l ) (s + З) (s + 5) (s + 7) 

и сопротивление передачи из задачи 156, провести каскадный синтез с помощью 
теоремы разбиения, рассмотренной в § XII I.5. · 

Задачя: к rJia.Вe XIV 
- + 1 58. Реализовать фильтр нижних частот с нормализованной частотой среза 

R 
рад/сек, причем индуктивности имеют коэффициент потерь L = 0,1 , а емкости 

и сопротивления - идеальные. Фильтр должен иметь чебышевскую характеристи
ку, описываемую выражением 

Уровень сопротивления должен составлять 1 ом. 
Найти цепь, которая приблизительно удовлетворяет этим требованиям. + 1 59. а) Рассчитать цепной фильтр нижних 

частот, имеющий сопротивление передачи ! 1 -- �---
\ Z12 l8 = ljluльтp ION 1 + s1V� (ro) 

при в = 1 и п = 4. R 
б) Найти дополняющую цепь, которая, бу

дучи соединенной с рассчитываемым фильтром 
(см .  рисунок) , обеспечивает постоянное вход
ное сопротивление. 

в) Построить график / �с / при s = jro. 

--

+ 1 60. а) Используя выражение (XIV. 127) и разложение 
в бесконечные произведения 

(1 -�) (1 -�) 
х� х� · · · tg Х =Х _,,__ __ ....:....._,_ __ --'---

(1 -�) (1 -�) 
х� х� · • · 
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n . 
при ХА = k2, показать, что скрещенную цепь постоянного резистивного сопротив-
ления с линейным сдвигом фазы можно рассчитать, приняв, что реактивное сопро
тивление х" представляет собой часть этого разложения, ограниченную п множи
телями. 

Ха б) Выбрав � = 2ro и п = 4, построить график отношения-- для интервала tg ro 
5n 

О < ro < ·2" и оценить полученный результат с точки зрения качества, достигаемого 
с помощью этого метода. + 16 1 .  а) Модифицировать расчет в предыдущей задаче, вводя в выражение дяя 

х2 5n бn 
Ха дополнительный множитель 1 - -2- при х6 в пределах от -- до -- . 

х5 2 2 
Ха б) Построить график отношения -t--для нескольких значений х6 и показать, g ro  

что результаты, полученные в задаче 160, могут быть значительно улучшены с по
мощью этого метода. 

d� + 162. а) Найти рациональную функцию для dro согласно выражению (XIV. 136) , 
соответствующую максимально плоской фазовой функции при условии, что поли
ном q> (s) является полиномом четвертой степени от s. 

б) Построить график наклона фазы (при нормализованной шкале ro) в интер
вале О < ro < 1 и продолжить график до точек ro = 2 или 3. 

в) Образовать соответствующую передаточную функцию Z12 (s) , характеризу
ющую: 1 )  цепь, пропускающую все частоты ; 2) цепь, для которой все нули перЕЩа· 
чи расположены в точке s = со .  Для 2-го СJJучая построить график функции 
I Z12 (iro) 1 в интервале О <  ro < 2. + 163. Используя результаты, полученные в § XIV. 1 0, показать, что можно найти 
простое преобразование низкочастотной характеристики в полосовую, применимое 
1< RC цепям и позволяющее непосредственно (на основании решения соответствую
щей задачи аппроксимации низкочастотной характеристики) рассчитать полосовую 
характеристику. Накладываются ли при этом процессе какие-либо ограничения на 
местоположения полюсов? 

Задачи к rJia.Вe XV 
+ 164. Для заданных вещественных частей преобразований Фурье, изображенных 
на рисунке, вычислить и построить соответствующие временные функции. 

а) r, tt.JJ о/ F, f1JJ 6J r, r/JJ ш-:ж�- - - n1J.W 
1 1 Г  (,) 2 1 (,) 

- 1  "() 1 - 1 о t · -1 _ L  О 1 t 2 2 
+ 165. Раrсмотреть кривые предыдущей задачи как временные функции f (t) от 
переменной t. Вычислить и построить соответствующие преобразования Фурье. + 166. Используя метод элементарных функций и некоторые квазиимпульсы, для 
которых рациональные аппроксимирующие функции были найдены в главе XV, 
определить сопротивление передачи цепи, единичная ступенчатая реакция которой 
представляет собой аппроксимацию временной функции f (t) , показанной на рисун-
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ке слева. Графические построения выполнить аккуратно с тем, чтобы можно бы.110 
видеть полученные погрешности. 

f(t] 

t 

lft) . 

о 

Ла/lаб Оуеа 

+ 167. Решить задачу 1 66 дпя функции времени, изображенной на рисунке справа. + 168. Решить задачу 1 66 метод\!/М Фурье. + 1 69. Решить задачу 1 67 методом Фурье. + 1 70. а) Найти рационапьную функцию, обfатное преобразование которой ап
проксимирует временную функцию, равную f (t = 1 - cos 4n t в интервапе О <  t < 
< 1 и нупю вне указанного интервапа. 

б) Описать метод решения, использующий мементарные функции для каждой 
из трех сnедующих аппроксимаций требуемой функции f (t) :  

1 )  с пьмощью прямоугмьных функций; 2) с помощью треугопьных функций; 
3) парабмическими дугами. + 1 7 1 . Описать в общих чертах применение метода Фурье дпя решения зада

чи 1 70 (дпя одного из указанных там сnучаев) ,  применитепьно к оценке погрешно
сти. Сравнить также чисnо попюсов резупьтирующей рациональной функции. + 1 72. Определить, может пи пюбая из функций времени, показанных на рис. а -
д, иметь изображение с нулями, распопоженными в правой полуппоскости. 

а) f{t/ б) f(fl о) ff.t} 

,� ,� � 0 1 2 3 O � Z J  О 1 2 
f'(f} 

iJ) ! eJ 
f{t) 
тt -Jrr. 
hfu t 
о 1 ! J 2 

+ 1 73. Опредепить и построить дпя входной и выходной временных функций a (t) 
и b ( t) , приведенных на рисунке (стр. 706) , <;оответствующую импупьсную характе· 
ристику и указать, явпяется ли искомая цепь устойчивой ипи неустойчивой. Если 
цепь неустойчива, то вычисnить: 

1) область, предшествующую фующии Ь (t) , примерно такой дпительности, ко
торая обеспечивает стабилизацию импупьсной характеристики; 2) задний фронт соответствующей длительности дпя стабипизации импульсной 
хара1<rеристики. 
45 Заказ 49 - 705 -



a/tJ C(tJ 

t t ... о 1 о 2 3 4 

+ 1 74. Заданная цепь имеет импульсвую характеристику c (t) ,  график которой 
показан на рисунке. Найти входную функцию a (t) , при которой по.яучается вы
ходная фfнкция Ь (t) из задачи 1 73. + 1 75. а С помощью метода Фурье, рассмотренного в §  XV.7, найти рациональ
ную аппроксимирующую функцию, которая обеспечит форму импульса, определяе
мую выражением f (t) = 1 + cos :n; t при -1 < t < l с погрешностью око.яо 3% . 

б) Рассматривая эту аппроксимирующую функцию как сопротивление цепи, 
находящейся в режиме холостого хода, найти ее реализацию в виде цеп1:1 без по
терь, нагруженной со стороны входа на резистивное сопротивление 1 ом, и синте
зировать данную цепь, используя метод, описанный в § VII . l  (в качестве иллюст
раций использовать рис. VIII .5 и VII l.8 из этого параграфа) . 



ПРИЛОЖЕНИЕ 2. 

О ВКЛЮЧЕНИИ 
ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ МНОЖИТЕЛЕЙ, 

ОБЕСПЕЧИВАЮЩИХ ПОЛОЖИТЕЛЬНОСТЬ 
ВСЕХ КОЭФФИЦИЕНТОВ 

(к главе Х) 

Если коэффициенты ал полинома неотрицательны, то представляет интерес оп
ределить, может ли полином 

(1 ) 

иметь нули в правой полуплоскости z, и если да, то насколько близко эти нули 
могут располагаться к положительной вещественной осн. 

Для исследования этого вопроса, допустим , что такой нуль находится на еди
ничной окружности. Тогда 

(2) 

поскольку любой нуль можно привести к требуемому виду при помощи соответ
ствующей нормализации модуля. 

Теперь задача формулируется так: может ли уравнение 

ао + а1 ei0 + � е/20 + . . . + ап efn0 = 0 (З) 
n 

удовлетворяться при О о:::; 1 8 1  <2? 
Вследствие того что коэффициенты а л  положительны, приведенное уравнение, 

очевидно, .не может выполняться при 0 :d О. Если же требуется, чтобы оно удов
летворялось при наименьших возможных значениях 0, то необходимо, чтобы 

(4) 

Это вытекает из того обстоятельства, что при п.0 = n от членов ао и а"еfпв· 
можно избавиться, выбрав ао = а" ,  тогда как уничтожение любых промежуточных 
членов потребовало бы выбора большего значения 0 (если, напри
мер, выбрать любые другие симметрично расположенные векторы, то п.0 будет рав-
но 2n или очень близко к этому значению) . 1 

Отсюда видно, что полином п-й степени, имеющий нуль, расположенный ближе 
всех других нулей к положительной вещественной оси, просто представляет поли· 
ном вида ( 1 + zn ) ,  причем нули его равномерно расположены на единичной окруж-
ности. 
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Таким образом, 
(z" + l ) = (z11-2z cos : + 1 ) (г2 --2z cos 3: + 1 ) . . .  [г•-2z соs �

(п_
п
_l""") п_ + l ] -

-д л я  ч е т н о г о  п; ' 
(5) 

(zn + 1 ) = ( z2-2z cos : + 1 )  · · ·  lzZ-2z cos (
n
�

2) n + 1.J (z + 1 )
-д л я  н е ч е т н о г о  п. (6) 

Если данный полином не может иметь все положительные коэффициенты, по· 
п тому что он содержит один множитель (z2 - 2z cos 0 + 1 ) при О < 0 < - и, если 2 

п оказывается, что 0 = - при п целом, то соответствующими дополнительными 
n 

множителями, используемыми для получения преобразованной функции, будут про· 
сто множители, получаемые из выражений (5) или (6) .  Исключение состаJУiяет 
лишь первый множитель. Поскольку речь идет только о нем, то полученный в ре
зультате преобразованный полином будет иметь вид (zn + 1 ) .  Те же дополни-

л; п 
тельные множители все еще пригодны, если - < 0 < -- 1 , но получающийся п п 
в результате полином п-й степени содержит тогда все члены. 

Следовательно, при любом значении 0 можно записать выражение для преоб· 
разованного полинома, который в этом случае будет иметь только три положитель
ных члена, отличных от нуля. Пуанкаре [25] дает следующее выражение для та· 
кого преобразованного полинома :  

�-! siп 20 п-2 sin (п- 1 )  0 sin п0 (7) + · 0 z + · · · + · 0 z + · 0 ' ыn ыn ыn 

где п - н а и б о  л ь  ш е е  целое, при котором п0 ;;;э: О. Умножив это выражение на 
множитель ( z2 - 2z cos 0 + 1 ) ,  получим 

n+I sin (п + 1) 0 sin п0 (В) z - . 0 z + . 0 • 
S I П  SIП 

П. М. Льюис дал следующее решение вопроса, в 1ютором за основу принимает: 
ся ряд тождеств: 

(z•-2z cos 0 + 1) (z• + 2z cos 0 + 1) = 24-222 cos 20 + 1 1 
<::-�z� с�.

2� � l � (z� -:  �гz.
c�s �0 :- .1 ) .=. z�--: 2�4 �о� 4.

0 ;- � • (9) 

Далее выбирается преобразованный полином 
, п 

f) ) (z• + 2z cos 0 + l ) (z4 + 2z2 cos 20 + 1 )  . . . (z" + 2z2 cos Т + 1 ( 1 0) 
и в результате имеем выражение 

z2n_2zn cos п0 + 1 ,  (1 1 )  
где п - н а и м е н ь ш е е четное целое, при котором cos п 0 < О. 

Довольно простое решение этой задачи получается, если разделить заданный 
полином А (z) на результирующий полином С (z) с тем, чтобы найти преобразован
ный полином В (z) . Заметим, что требуемый вид полинома С (z) может быть в той 
или иной степени определен в начале процесса. Так, первый коэффициент полино· 
ма C (z) можно выбрать равным единице, а другие (причем возможно большее ко
личество) равными нулю. Эту операцию лучше всего проиллюстрировать на число
вом примере. 
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.j 
Допустим, что имеется множитель z2 - 2z + 1 .  Тогда соответствующий про-

цесс деления можно записать так: 

1 -+ + 1 1 1  + 0 + 0 + 0 + С4 + С5 

3 1 -2 + 1  
3 -- 1 2 
3 9 3 2--4+2 

5 3 

3 5 
8 4 
3 9 3 в--1в+18 1 1  3 . 

1 6 8 1 1  3 

( 12) 
За счет выбора коэффициентов с4 и с5 полинома C (z) равными W и В соот-
ветствешю процесс деления заканчивается и соответствующий преобразованный 
полином приобретает вид • 

3 5 3 zз + - z2 + - z + -2 4 8 . ( 13) 

Результнрующий полином имеет три члена, отличных от нуля, и выглядит следую
щим образом : 1 1  3 z5 + -- z + - .  1 6 . 8 ( 14) 

Операция деления, определяемая выражением ( 12) , заканчивается, как только оба 
остаточных члена становятся отрицательными. Второй из них будет отрицательным 
на каждом этапе, но первый не станет отрицательным до тех пор, пока мы не при
ступим к четвертому этапу. Сравнив этот результат с результатом, полrенным 
методом Пуанкаре [см. выражения (7) и (8) ], видим, что полиномам ( 13 и � 14) 
соответствуют точно такие же выражения. 

В методах Пуанкаре и Льюиса в качестве дополнительного множителя ис
пользуется только один квадратный член, поэтому процесс деления можно приме
нить и для более общих случаев и иногда получить с небольшими усилиями более 
простой результат. · 

Рассмотрим, например, случай, которому соответсrвует следующая операция 
деления :  
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1 -2 + 3-4 + 5  l l + о + о + о + о + с, +  с. 
1 - 2 + 3-4 + 5  

Заданным является по.лином 

2 - 3 + 4 - 5  
2 - 4 + 6 - 8 + 10 

1 -2 + 3- 1 0 
1 - 2 + 3 -4 + 5 . 

-6- 5 

z4 - 2z3 + 3zS -4z + 5. 
Находим преобразованный: полином 

z2 + 2z + 1 
и результирующий: полином · z6 + 6z + 5 . 

Вернемся снова к заданному полиному 

(z2-z + l) z•-- z + l = z4 - - zs + - zS -- z + l .  ( 3 ) 5 7 5 
2 2 2 2 

( 1 5) 

( 1 6) 

( 1 7) 

( 1 8) 

( 1 9) 

Можно, разумеется, рассматривать множители отдельно. Для первого множителя 
легко находим, что соответствующий: ему преобразованный: по.лином равен (z + 1 ) ; 
для второго множитепя оказывается пригодным полином, опредепяемый выра · 
жением ( 13) .  

Результирующий полином, найденный согласно описанному методу, имеет 
восьмую степень и шесть членов, отличных от нуля. Однако если рассматривать 
выражение ( 1 9) в целом, то придем к такой операции депения : 

5 1 1  5 
1 + -+ -+-

2 4 8 
5 7 5 1 

1 - 2 + 2- 2 + 1 1 +  О +  О +  О + с4 + съ + с6 -t- c7 
5 7 5 

l - 2
+

2- 2
+ 1 

5 7 5 
2- 2

+
2- 1 

5 25 35 25 5 
--

- + - -- + -
2 4 4 4 2 

1 1 25 2 1  5 
4- 4 + 4- 2 

1 1  55 77 55 1 1  
-- - + --

- + -
4 . 8 8 8 4 

5 35 35 1 1  
в- в + в-4 

5 25 35 25 5 
в-16

+
16-lв

+ в 

1 0 35 1 9  5 
-16

+
16 - ю -в 
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Нетрудно заметить, что здесь требуется отрицательное значение коэффициента с6, 
что неприемлемо. Эта трудность возникает потому, что спишком бопьшое копиче
ство коэффициентов полинома C (z) было произвопьно выбрано равным нулю. 

Еспи считать коэффициент с3 неизвестным и обозначить частное в выражении 
(20) (член +) че�ез Ь3, то поспедний этап деления даст 

. : - � + � - � J ( 1 -++f- : + 1) ьа 
Завершение процесса означает, что 

5 са= Ьа-8:> 0  
5 35 

с,= -2 ьа +8:> о  
7 35 � .  cs =2 Ьа-8:> 0  1 

2 4 
с7= Ь8 :> 0 

(2 1) 

(22) 

С8 = - �  Ьа +_!.!_:> О  J 
Нетрудно заметить, что при одном значении Ь3 одновременное выполнение 

всех перечисленных неравенств невозможно. Таким образом, приходим к выво
ду, что преобразованный полином должеь иметь, по меньшей мере, четвертую сте
пень [как это и будет, еспи множители выражения ( 19) рассматривать отдельно]. 

В результате дополнительной операции в процессе деления выражение (21) из
меняется спедующим образом: 5 35 35 1 1 1 

т- в + т-- 4  
( 1 -+ ++-+; 1 ) ьа , 
( 1 -...!.. +..!.._...!.. + 1 ) ь, 2 2 2 

а неравенства (22) принимают вид: 5 еа= Ьа-8:> 0  
5 35 с,= Ь,-2 Ьа +-8-:> о 

J 
5 7 35 

С5 = -2 Ь, +2 Ьа-В:> О 
7 5 1 1  

Се=2 ь,-2 Ьа +4>О 
5 С7= -2 ь, + Ьа :> О  

с8= Ь4 :> О - 7 1 1 -

(23) 

(24) 



Здесь возможно множество решений, и среди них решение, которое получается 
в результате отдельного рассмотрения множителей выражения ( 19) . Оно дает 13  з Ьа = В; б4 ... В · и, следовательно, преобразованный полином оказывается 
равным 5 1 1  13 3 

z' + 2 z3 + 4 z1 + 8 z + в · (25) 
Полученный в этом случае результат имеет коэффициенты 

1 1  3 1 1 3 
. 1 + 0 + 0 + 1 + 16 + 8 + 0 + 16 + 8. (26> 

которые удовлетворяют неравенствам (24) . 
Два решения, для которых дополнительный коэффициент результирующего 

полинома становится равным нулю, находятся непосредственно. Так, неравенства 
(24) могут выполняться, если принять с5 = с6 = О, что дает преобразованный и 
результирующий полиномы с коэффициентами 

5 1 1 45 7 
1 + 2 + 4 + 32 + 32 ;  <27) 

25 69 55 7 
1 + о +  о +  32 + 64 + о +  о +  64 + 32. (28) 

Аналогично при с6 = с1 = О решение неравенства (24) приводит к полиномам 
с коэффициентами 1 

5 1 1 7 7 
(29) + 2 + 4 + 4 + 1о :  

9 7 33 7 
1 + 0 + 0 + 8 + 1о + о + 40 + 0 + 1о · (30) 

Эквивалентное решение можно получить с меньшими усилиями, если предвари
тельно умножить исходный полином, определяемый выражением ( 19) , на множи
тель (z + 1 ) .  Тогда получим 

3 3 
z6-2 z' + z3 + zs -2 z + 1 .  (31 ) 

Эта операция в любом случае должна привести к полезным результатам, в чем 
легко убедиться из следующего деления : 

3 5 
1 + 2 + 7 + Ьз 

1 �+ + 1 + 1 -+ + 1 l 1 + о + о + Сз + С4 + Cr. + Св + С7 + Св 

3 
1 - 2 + + 

3 
2 
3 9 

- -· - + 2 4 
5 
4 
5 
4 

3 
1 - 2 + 1 

3 
1 + 2 - 1 
3 3 9 3 

- + - -- + -2 2 4 2 

5 5 3 5 
в - т + 0 + в-4 

( 1 -f + 1 + 1 --}+ 1 )ьа . 
- - 7 1 2 -

(32) 



Завершение деления на данном этапе требует, чтобы выполнялись следующие не-
равенства: · 

5 Сз =Ьз + -в > О  
3 5 с4 = -2 Ьз + 4 > О  

Сь = Ьз >  О 
3 С6 = Ьs --в > О  

3 5 с1 = -- Ь3 + - >- О  2 4 
с8 = Ьз > О 

(33) 

Нетрудно заметить, что эти неравенства могут выполняться для единственного 
5 

значения коэффициента Ь3• Фактически, если выбрать Ь3 = 6 ,  то получим С4 = = с1 = О, и соответствующий преобразованный полином будет иметь вид 
3 5 5 

zЧ- - z2 + - z + - . 2 4 6 (34) 

Результирующий полином, как и в выражениях (28) и (30) , имеет восьмую степень 
и содержит пять членов, отличных от нуля. 

Следовательно, рассмотренный процесс включения дополнительных множите
лей более удобен, чем процесс, приводящий к выражению (26) ,  полученному при 
отдельном рассмотрении квадратичных членов выражения ( 19) . Более того, когда 
исходный полином задан не в виде произведения 'сомножителей, то этот метод 
(отдельное рассмотрение множителей) требует большего объема вычислений. 

Если в рассматриваемом примере для выполнения неравенств (33) выбрать 
3 

Ьз = В' ТО преобразованный ПОЛИНОМ будет таким же, как И ПОЛИНОМ, определя-
емый выражением ( 1 3) .  К этому же результату можно прийти в начале процесса , 
так как делитель выражения (32) представляет собой делитель, дважды исполь
зуемый в выражении ( 1 2) .  Описанная процедура разложения (ее иногда можно 
с успехом использс;>вать) приводит к результирующему полиному, имеющему ту 
же степень (восьмую) , но не с пятью, а с шестью членами, отличными от нуля. 

Дополнительное полезное свойство данного метода заключается в том, что 
получаемые в результате преобразованные полиномы всегда имеют неотрицатель
ные коэффициенты. Они могут быть даже полиномами Гурвица, как, например, 
полиномы, определяемые выражениями ( 1 3) ,  ( 1 7) ,  (25) , (27) , (29) и (34) . При 
применении метода Мията нет необходимости использовать это дополнительное 
свойство. Однако при синтезе передаточной функции ,  когда может потребоваться 
включение дополнительных множителей (.см. § XI .4 и §  XI I I .3) , необходимо, кроме 
того, чтобы преобразованный полином был полиномом Гурвица. Так, в соответ
ствующей задаче для RC цепи преобразованный полином должен иметь только 
простые отрицательные вещественные нули. Определение требуемого полинома в 
этом случае является, разумеется, более трудной задачей, причем для ее решения 
пока еще нет подходящих математических методов, хотя идеи, возникающие из 
вышеприведенных рассуждений, по-видимому, могут оказаться полезными. 

Укажем, что в данном случае может представлять интерес другая интерпре
тация задачи. Допустим, что коэффициенты полиномов рассматриваются как рав
номерно расположенные на временной шкале отсчеты (импульсы) соответствую
щих временных функций. В частности, пусть коэффициенты а1, il!, а3, • • •  полинома 
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А (z) будут последовательными значениями серии импульсов, заданных во временной области. Пусть далее временная функция, представленная в виде таких от
счетов, является входным сигналом, приложенным к некоторой цепи. Временные 
функции, представленные в виде последовательностей импульсов, определяемых 
коэффициентами полиномов B (z) и C (z) , р ассматриваются соответственно как им
пульсная и выходная характеристики цепи. Очевидно, что такая интерпретация 
воз можна, поскольку алгебраическая зависимость, выражающая коэффициенты 
.полинома C (z) через коэффициенты полиномов A (z) и B (z) , представляет собой 
именно тот результат, который можно получить для отсчетов выходной временной 
фующии, если выразить ее в виде свертки входной и импульсной функций. 

Входная временная функция имеет как отрицательные, так и положительные 
отсчеты. Первый и последний из них, а также алгебраическая сумма  всех отсчетов 
должны быть положительными и не равными нулю, так как заданный попином 
А (z) не может иметь положительных вещественных нулей 1 • 

Выходная функция, представляющая собой суперпозицию равномерно распо
ложенных точных копий отсчетов входных функций, умноженных на соответству
ющие постоянные множители (которые характеризуют отсчеты импульсной харак
теристю<и) , может не иметь отрицательных отсчетов. Задача заключается в том, 
чтобы определить отсчеты импульсной характеристики, удовлетворяющей этому 

. требованию, несмотря на то, что в некоторых случаях выходная функция может 
иметь весьма большое число отличных от нуля отсчетов. 

Поскольку свертывание является взаимным процессом, то выходную функцию 
также можно рассматривать как суперпозицию равномерно расположенных на не
которых интервалах и умноженных па соответствующие постоянные. множители 
отсчетов требуемой импульсной характеристики ;  при этом постоянные множители 
характеризуют отсчеты (некоторые из них отрицательны) данной входной функ
ции .  

Когда входная функция содержит малое количесТво отрицательных отсчетов и ,  
кроме того, их значения не слишком велики, то нетрудно себе представить, как 
может быть построена соответствующая импульсная характеристика. Аналогично 
еrлн среди большого числа положительных. отсчетов содержится некоторое коли
чество отрицательных, то разложение входной функции на сумму компонент, каж
дая из которых имеет 11е1<0торое число отрицательных от�етов, может облегчить 
получение требуемого результата. 

1 Н етрудно убедиться в спра ведливости этого утверждения, если рассматривать поли
ном A (z) в виде произведения м ножителей [см . выражения (5) н (6)]. Поскольку вкпюче
ние дополнительных множителей будет успешным только до тех пор, пока угол 8 л1обого 
м ножителя вида (z2 - 2z cos 8 + \) отличен от нуля, то для каждого м ножителя сумма 
коэффициентов (значение множителя при z - 1) положительна . Следовательно, сум ма коэф
фициентов результиру1ощеrо полинома А ( 1 )  также должна быть положительной . 
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