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Vorwort. 
-~--

Wahrend fUr den beschreibenden Teil der Physik wie fiir den 

theoretisehen eine erhebliche Anzahl von teils das Gesammtgebiet der 
Physik, teils einzeine Abschnitte derselben behandelnden Lehrbiichern 
existirt, ist der sich auf Maassbestimmungen beziehende Teil in Deutsch
land selbstandig nur einmal, von Kohlrausch, bAarbeitet worden, 
und hier auch nur insoweit, als er bei ersten physikalischen Arbeiten 
als Leitfaden dienen sollte. Allerdings enthalten die meisten Lehr
Mcher liber Physik zugleieh aueh Anweisungen zu physikalischen 
Messungell, indessen sind solche Anweisungen nur selten eingehend 
entwiekelt, meist wird dem Leser iiberlassen, aus den Beschreibungen 
der Versuehe, die zu den betreffenden physikalischen Erfahrungen ge
fiihrt haben, sich selbst Untersuchungsmethoden abzuleiten. Die 
Rechenmethoden werden fast gar nicht ueriihrt, und doeh bleiben fiir 
quantitative Bestimmungen die sehonsten Arbeitell fruchtlos, wenn die 
Ergebnisse nieht nach richtigen und insbesondere naeh festen und ge
meinsamen, jeder subjeetiven Willkiir enthobenen Principien berechnet 
werden. Freilich ist die Lehre von den physikalischen Maassbestim
mungen noeh relativ jung, aber sie hat sich auf den Grundlagen, 
die ihr G a u s s in so bewunderungswiirdiger Weise verliehen hat, 
doch schon in ziemlicher Vollkommenheit entwickelt, ihre Methoden 
sind vielseitig ausgeLildet, ihre Regein haben sieh in der Erfahrung als 

zweckmassig erwiesen, und die Genauigkeitder Resultate, die mit ihrer 
Hilfe abgeleitet werden konnen, darf bald mit der so viel und mit 
Recht bewunderten Genauigkeit astronomischer Maasshestimmungen 
wetteifern. Sie kann jetzt schon als selbstandige Disciplin behandelt 
werden, und wenn sie aueh ohne Kenntnis ihrer Sehwesterwissen
schaften, der beschreibenden und theoretisehen Physik, und namentlich 



IV Vorwort. 

auch del' Analysis nicht verstanden und angewendet zu werden vermag, 
so beruht sie doch auf einer Anzahl ihr eigener Erfahrungen und eilt
wickelt Begriffe und Satze, die auch an sich von hohem Wert sind. 

Nach dem Muster des "Leitfadens del' praktischen Physik" von 
Kohlrausch will ich es versuchen, diese neue Disciplin als ein 
selbstandiges Ganze darzustellen; ich mochte abel' iiber diesen treff
lichen Leitfaden darin hinausgehen, dass ich einerseits die Beobachtungs. 
und Messungsmethoden in grosserer Vollstiindigkeit und Ausfiihrlichkeit 
darlege, und andererseits del' rechnerischen Verwertung del' experimentell 
erlangten Ergebnisse, und namentlich den Regeln zur Beurteilung des 
Werts diesel' Ergebnisse grossere· Aufmerksamkeit zuwende. 

III meiner langjahrigen Tiitigkeit als Bilfsarbeiter bei del' Kaiser
lichen Normal-Aichungs-Commission habe ich von einer grossen Anzahl 
schOner Untersuchungsmethoden Kenntnis erhaIten und habe daselbst 
astronomische Scharfe sowohl im Beobachten wie im Rechnen auch auf 
physikalische Arbeiten iibertragen sehen. 

Unter del' Leitung des friihern Chefs del' genannten BehOrde, des 
Berrn Professor Foe r s tel', lernte ich: 

Einrichtung der Beobachtungen nach Maassgabe del' zu er
reichenden G'Olnauigkeit und unter tunIichster Ausschliessung 
del' Fehlerquellen, sei es durch instrumentelle Vorsichtsmaass
l'egeln, sei es durch geeignete Anol'dnung del' Messungen 

Ausrechnung del' Resultate del' Messungen nach stl'engen 
Principien 

Deutung del' erlangten Resultate und Befreiung derselben von 
VerfiilschungeIi durch Discussion del' vorgefallenen Fehler 

Beurteilung del' in den einzelnen Messungen und im Resultat 
erreichten Genauigkeit 

als Hauptmomente bei physikalischen Maassbestimmungen betl'achten. 
Mein hochvel'ehrter Lehrer hat mich auch jetzt; da ich die Erfahrungen, 
die ich so gesammeIt; fiir das vorliegende Werk nutzbar machen wollte, 
in jeder Beziehung unterstiitzt. Seiner Anregung verdanken ganze 
Capitel ihre Entstehung, und wenn es mir gelungen sein sollte, etwas 
Zufriedenstellendes verfasst und zu dem Fortschreiten unserer Wissen
schaft mit beigetragen zu haben, darf ich das Verdienst nicht mir 
beimessen, - ich habe es der liebevollen Leitung und Beratung meines 
Lehrers zu verJanken. 
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Das Werk zerfiillt in zwei Bii.nde; die eigentliche Lehre von den 

physikalischen Maassbestimmungen ist dem zweiten Bande vorbehalten. 
Der erste Band beschiiftigt sich lediglich mit den Rechenmethoden, 

die zur Ausgleichung und Untersuchung der Beobachtungsfehler dienen, 
also mit der Ausgleichungsreehnung im weitern Sinne des Wortes, ent

hiilt aber ausserdem noeh die Regeln zur numerischen Interpolation, 
Differentiation und Quadratur. Ich bin auf die Rechenmethoden mit 

ganz besonderer Sorgfalt eingegangen, einmal weil sie die Grundlage 

fiir alles folgende bilden, dann aber auch, weil fiir den Physiker in 

dieser Beziehung schlecht gesorgt ist. 

AIle Lehrbiicher iiber AusgIeichungsrechnung beriicksichtigen fast 
ausschliesslich die Bediirfnisse der rechnenden Astronomie und FeId
mei'skunst. Die Einteilung und Bezeichnung der Probleme, die Formu

lirung der RechenregeIn, namentlich aber die Beispiele, die doch die 
Aufgabe haben, die praktische Bedeutung der analytisehen Ableitungen 
in voIles Licht zu setzen, sind fast durchgangig mit Riicksicht auf die 
genannten Wissenszweige gewahlt, und das macht die meisten Lehr

biicher iiber Ausgleichung dem Physiker nur schwer verstiindlich. 

Dazu kommt noch, dass dem an sich schon mehr zum Philosophiren 

geneigten Naturforscher eine einfache Anfiihrung von Rechenregeln nicht 

geniigt, und aus eigener Erfahrung weiss ich, wie schwer es einem 
Nichtastronomen oder besser Nichtgeodiiten wird, sich iiber die richtige 
Auffassung der Grundlagen und den Wert der Methode zu unterrichten. 
Bier vor allen Dingen kommt es aber darauf an, dass man genau 
weiss, was man an den Regeln eigentlich hat, damit diese nicht zu 
leeren Buchstabenformeln herabsinken, dass man den Wert der aus 
ihnen abgeleiteten Resultate iibersieht. Formeln und Ergebnisse, beide 
miissen interyretirt werden konnen. Eine Ueberschatzung derselben ist 
ebenso verderblich wie eine Unterschatzung. 

Ich habe daher geglaubt, gerade den Grundlagen der Ausgleichungs

rechnung besondere Aufmerksamkeit widmen zu miissen und sie in 
relaliv breiter Ausfiihrung dargestellt. Den Hauptwert habe ich auf 

sorgfiiltige methodische Entwickelung gelegt; ich habe mich bemiiht, 
die einzelnen Satze und Regeln in consequenter Schlussfolge an ein
ander zu reihen und Spriinge in der Darstellung Zll vermeiden. Dabei 
ist iiberall lediglieh die Erfahrung in den Vordergrund gestelIt, Aus
einandersetzungen, die nieht zu neuen, auf einfachere Tatsachen sicb 
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stiitzenden Gesichtspunkten fiihren, sind nur kurz erwiihnt oder mit 
wenigen Worten skizzirt. Jeder der Begriffe, mit denen es die Aus
gleichungsrechnung zu tun hat, ist von tunlichst vielen Seiten betrachtet, 
und fiir jede Formel ein entsprechender interpretirender Ausdruck 

gesucht worden. 
Die Ausgleichungsrechnung zerflillt hier in 4 Abschnitte. 1m 

ersten Abschnitt wird eine vorliiufige kurze Uebersicht iiber die mog
lichen Fehler bei Messungen gegeben, dann folgt die allgemeine, von 
besonderen V oraussetzungen iiber das Verteilungsgesetz der Fehler noch 
freie Theorie der Fehler und ihrer Ausgleichung. 1m z wei ten wird 
das G au s s ische Wahrscheinlichkeitsgesetz auf Grund einer Reihe von 
Erfahrungstatsachen, iiber die moglichen zufiilligen Fehler, unter Zu
grundelegung des Be r no u II i schen Princips der grossen Zahlen ab
geleitet, und die Theorie der Ausgleichung einfacher Messungen aus
einandergesetzt. Der d r itt e Abschnitt enthiilt die Theorie zusammen
gesetzter Mes~;ungen, der vi erte endlich die Theorie der Untersuchungen, 

wie man sonst sagt, der vermittelnden Beobachtungen. 
Jeder Abschnitt wird von einer allgemeinen Zusammenfassung der 

in ihm erreiohten Resultate begleitet. Dem zweiten, dritten und vierten 
Abschnitt sind besondere Capitel fiber die Kritik der betreffenden be
handelten Messungen beigefiigt. 

Zahlenbeispiele fiir die einzelnen Formeln habe ich mitten in den 
analytischen Auseinandersetzungen nur selten vorgefiihrt, dafiir aber am 
Schluss jedes Abschnitts ein ausgedehntes, die ganze dargelegte Theorie 
umfassendes Beispiel eingehend behandelt. 

Ausserdem sind relativ viele analytische Aufgaben aus den einzelnen 
Gebieten der Physik eingestreut, und diese so gewiihlt, dass sie eine 
tunlichst vielseitige Untersuchung gestatten. 

Wenn nun auch dieser Band eine selbstiindige Bedeutung haben 
diirfte, so ist er doch vornehmlich fiir Physiker geschrieben; die An
wendungen, die VOll den gegebenen Regeln gemacht werden, sind allein 
der Physik entnommen. Doch werden wol auch namentlich die Meteoro
logen manche fiir ihre Rechnungen niitzliche Regeln und Formeln finden. 
Die Voraussetzungen beziehen sich auf den Wissensbesitz eines Physikers, 
der nach Absolvirung der grundlegenden mathematischen und physika
lischen Vorle8ungen 8ieh den experimentellen Arbeiten zu widmen 
beginnt. 
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Nach den Arbeiten emes Gauss und Bessel und ihrer Nach

folger Encke und Hansen, muss man auf besondere Originalitat 

verzichten, doch habe ich iiberall die Entwickelungen selbstandig vor

genommen und erst die Schlussformeln mit den in den Handbiichern 

gegebenen verglichen. Es mag daher wol sein, dass dadurch in die 

analytischen Auseinandersetzungen eine gewisse Einformigkeit hinein

gekommen ist, vielleicht lassen diesel ben aber auch einige neue Ge

sichtspunkte und Entwickelungen erkennen. 

Der Abschnitt iiber Interpolation und Quadratur ist vornehmlich 

nach den Entwickelungen von Gauss und Encke gearbeitet; die Astro

nomen machen von den hier gegebenen Hechenregeln den weitgehendsten 

Gebraueh; dass sie bei den Physik ern noch keine besondere Anwendung 

gefunden haben, riihrt wol daher, dass diese Regeln lediglieh in astro

nomisehen Handbiiehern und Journalen sieh vorfinden; ieh hoffe, dass 

ihre Zusammenstellung meinen Faehgenossen dankenswert erseheinen 

wird. 

Bei dem Lesen der Correcturen haben mieh mein "Freund Herr 

Dr. Levy und mein College Herr Dr. Plato unterstiitzt. Beiden Herren 

spreehe ieh hier meinen Dank flir die nieht unerhebliehe Arbei t, der 

sie sieh unterzogen haben, aus. 

Berlin, im Marz 1886. B. Weinstein. 
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Erster AbschniU. 

Die Beobachtungsfehler und die Theorie 
ihrer Ausgleichung. 

Einleitung. 
Die Ausgleichungsrechnung wurzelt in ihrem Ursprung wie in ihrer 

Begriindung in der Erfahrung; in ihrem Ursprung insofern, als die Erfah
rung, dass eine Erscheinung nicht bIos verschiedenell Personen, sondern 
selbst einem und demselben Beo bachter sich nicht ill11ller in derselben Weise 
darstellt, Veranlassung zu ihrer Entstehung gegeben hat; in ihrer Be
griindung, weil nUl' die Erfahrung dariiber Auskunft giebt, in welchell1 
Maasse verschiedene Beobachtullgen von einander abzuweichen vermogen. 
Ihr Name bezeichnet schon ihren Zweck, "sie soIl wiederholte Beobachtungen 
einer bestimmten Erscheillung gegeneinander ausgleichen", aus diesen Beob
achtungen das wahrscheinlichste Ergebnis ableiten lehren und - dieses ist 
die wichtige Enveiterung ihrer Bedeutung - zeigen, welches Vertrauen man 
dem betreffenden wahrscheinlichsten Ergebnis cntgegenbringen darf und 
welchen Wert die einzelnen BeolJachtungen lJeanspruchen kUHn en. Da eine 
Beobachtung im allgell1einen nach ll1ehreren verschiedenen Methoden ausge
fUhrt werden kann, und es fUr die Praxis von der grossten Wichtigkeit ist, 
die jeweilig beste Methode kennen zu lernen, so hat die Ausgleichungsrech
nnng auch noch die Anfgabe bekommen, die einzelllen Methoden gegen 
einander a1Jzuwagen, zu zeigen, worin die eine Methode VOl' del' andern den 
V orzug verdient, und welche Methode mit den relativ geringsten lVlitteln 
ein verhiiltnismassig sichores Resultat zu erreichen gestattet. 

Die Ausgleichungsrechnung beschaftigt sich mit den }<'ehlern, die unsern 
Beobachtungen anhaften, sic sucht die jeweiligen Griinde diesel' Fehlcr auf
zudecken und lehrt die nicht zu erklarenden Verfalschungen im Resultat 
tunlichst Ilnschadlich zu machen. 

Wir haben es hier, wie gesagt, mit einer reinen Erfahrungswissenschaft 
zu tun und miissen daher zunachst eiue Uebersicht iiber das Material geben, 

~Weillsteill, Lehrbllch 1. 



2 Fehlerquellen. [I. 

aus dem sie sich aufbaut, wir haben uns mit den moglichen Beobachtungs
fehlern zu beschaftigen, und das tun wir am besten, wenn wir klarlegen, 
wa1che Feh1er bei Beobachtungen vorfallen konnen und wie man sich gegen 
dieselbcn schiitzt. 

I. Uebersicht fiber die moglichen Fehler bei Beobachtungen. 
1. Fehlerquellen. Der Ausfall einer Beobachtung hangt von drei Fac

toren ab, der umgebenden Natur, den Einrichtungen, mit Hi1fe deren die 
Beobachtung geschieht und der Person, die die Beobachtung ausfiihrt. Die 
beiden ersten Factoren verfa1schen die Erscheinungen objectiv. Einerseits 
ist fast keine Stelle des uns umgebelluen Raumes von Naturvorgangen frei, 
fortwahrend und iiberall spie1en sich allerhand mehr oder weniger intensive 
.Erscheinungen ab, die dann der Beobachter mit der zu studirenden Erschei
nung zugleich, und oft olme sie von derselbell trennen zu konnen, auf
fasst. Andererseits sind weder die von der Natur uns verliehenen Organe 
so geartet, dass wir selbst bei ganz richtigem U rteil die ausseren Vorgange 
so wahrnehmen, wie sie wirklich erfolgen, noch vermogen wir unsere 
kiinstlichen Organe, die Apparate, so einzurichten, dass nicht in ihllen selbst 
storende Ercheinungen sich abspielen, und dass uns die Eindriicke der 
Aussenwelt durch sie unlllodificirt zugefiihrt werden. 

Der dritte Factor verfalscht die Erscheinungen subjectiv und objectiv, 
subjectiv insofern es von der Individualitat und der jeweiligen korperlichen 
und geistigen Disposition des Beobachters abhangt, wie er die betreffenden 
Vorgange auffasst und beurteilt, objectiv aber, weil er seinerseits durch 
Atmen, Warmeausstrahlung, ullwillkurliche Bewegung u. s. f. storende 
Erscheinungen hervorbringt. 

Will man also eine Beobachtung so rein und feh1erfrei als moglich an
stellen, so hat man 

1. die Beobachtung in einem Raume auszufiihren, der wahrend der
selben von fremden Erscheinungen so frei als moglich bleibt; 

2. die Instrumente gegen aUe Veranderungen tunlichst zu schiitzen 
und durch eine vorherige eingehende Priifung derselben die Modifi
cationen, die sie durch ihre besondere fehlerhafte Beschaffenheit 
in die Widergabe der Erscheinungen bringen, zu bestimmen; 

3. sich selbst als Beobachter von dem Beobachtungsort lIloglichst 
fern zu halten, sich durch diesbeziigliche vorherige Versuche die 
notige Uebung und Routine im Beobachten zu verschaffen und durch 
anderweitige Messungen seine sUbjectiven (personlichen) }<'eh1er zu 
eruiren. 

2. Fehler der Umgebung. Bei der Beriicksichtigung der erstell Regel 
wird es natiirliclt darauf ankommen, was fUr eine Erscheillullg man gerade 
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stu dirt ; wenn man beispielsweise das Gewicht eines Korpers bestimmt, ist 
es nach unserem j etzigen Wissen gleichgiltig, 0 b die Waage von mehr oder 
weniger von Warmestrahlen hefreit.em Licht gleichmaFsig getroffen wird, da
gegen hat man die Waage gegen Luftstromungen und einseitige Erwarmungen 
zu sehutzen, man wird sie mit einelll Gehause umgeben und sie so an einem 
von Warm equellen, etwa geheizten Oefen oder von der Sonne beschienenen 
Stellen, tunliehst entfernten Orte aufstellen. Allg'emeill muss man bei jeder 
Beobaehtung sieh vorher uberlegen, durch welche Vorgange diese Beobach
tung etwa verfalscht werden kann, und dann die Einrichtung so treffen, dass 
diese Vorgange entweder gar nieht oder nur in tunlichst beschrankter Intensitat 
zur Wirkung kommen. Es giebt freilieh Phanomene, die ganz unvermeidbar 
seheinen. So kann man bei Beobachtung in lufterfiillten Rl1umen nur selten ein 
Spectrum, das von den hekannten DLinien frei ist, bekommen. In einem solehen 
FaIle bleibt nichts ubrig, als die storende Nebenerscheinung einer besondern 
Prufung zu unterwerfen und ihre Ursache und ihren Einfluss zu studiren. 
Findet also ein Beobachter bei del' Untersuchung der Spectra verschiedener 
Korper immer und immer wieder die so auffallendell DLinien, so muss er 
den Korper suehen, der gerade diese DLinien hervorbringt und zusehen, 
ob derselbe wirklich so allgegenwartig ist, dass er ganz unausschliessbar 
erscheint. Andere anscheinenu unvermeidliche V organge sind geringe Tem
peratursch wankungen, kleine Erschiitterungen, Luftstromungen u. a. m. 

Ein sehr wirksames Mittel zur Eliminirung des Einflusses solcher storen
den N ebenvorgange hat man in del' Anordnung und Ausfiihrung del' Ver
suehe. Die Erfahrung lehrt nallllich, dass viele stiirende V orgl1nge, wenn 
sie Beobaehtungen in erheblicherem Maasse ZIl verfalschen im Stande sein 
sollen, eine verhaltnismassig bedeutende Zeit zu ihrer Abspielung bedurfen, 
sie nehmen an Intensitat relativ langsam ZIl oder ab. l\Ian sorgt daher 
erstens dafiir, dass die ganze Beobachtung tunlichst raseh erledigt werden 
kann, und macht zweitens die einzelnen Messungen derselben zweimal, und 
zwar das zweite Mal in umgekehrter Folge wie das erste Mal. Man beob
aehtet, wie man sich auch ausdriickt, "symmetrisch zur Mitte". Haben wir 
zum Beispiel zwei Gewichte P und N mit einander zu vergleichen und 
wissen wir, dass bei del' Wagung derselben ein st6render Vorgang einen 
Arm del' Waage fortwahrend verlangert, so vergleichen wir bei einer Wagung 
mit Tara erst P mit dem Tarastiick, dann N mit demselben, dann wieder 
N mit dem Tarastiick und zuletzt P mit demselben. Natiirlich ist man 
uicht immer sicher, du;reh diesen Kunstgriff jenen Eillfluss wirklich elimillirt 
zu haben; da man sieh aLer auf die angefiihrte Erfahrung stiitzen kann, ist 
es Regel geworden, bei Beobachtungen die Symmetrie WI' Mitte, wo es nur 
mog'lich ist, festzuhalten. Eingehenderes dariiber soIl bei del' speciellen Be
handlung der einzelnen Messungen vorgebracht werden. 

3. Fehler der Instrumente. Die zweite Regel setzt zu ihrer Ein
haltung hei dem Beobachter vielleicht die meisten Kenntnisse und Er
fahrungen voraus, denn abgesehen davoll, dass er mit dOl constructiven 
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Einzelheiten der von ihm verwendeten Apparate vertraut sein muss, hat er 
auf Methoden zu sinnen, wie er die Fehler derselben aufzufinden und auf 
bestimmtes Maass zuriickzufiihren vermag. Bier kann ihm zunachst der 
Mechaniker zu Hilfe kommen, dadurch, dass er den betreffenden Apparat in 
tunlichster Sorgfalt herstellt und dadurch, dass er ihm an demselben die 
Hilfsmittel giebt, die Beobachtungen so anzuordnen, dass die Fehler des
selben nicht in Betracht kommen. Hat man zum Beispiel an einem Spectro
meter den Winkel zu bestimmen, urn welchen man das Fernrohr drehen 
muss, urn von einer Spectrallinie zu einer andern zu gelangen, so wird man, 
falls der Kreis des Spectrometers nur eine Alhidade besitzt, weil die Drehungs
axe des Fernrohrs im allgemeinen nicht genau durch den Mittelpunkt des 
Kreises geht, diesen Winkel um eine bestimmte Grosse, man nennt sie die 
Excentricitat, fahch erhalten; wenn jedoch der Mechaniker dem Kreise zwei 
in demselben Durchmesser des Kreises gelegene Alhidaden verliehen hat, kann 
man den betreffenden Winkel durch Ablesung jeder der Alhidaden bestimmen, 
und im Mittel der beiden fiir denselben so erhaltenen Werte besitzt man 
dann eine von dem Einfluss der Excentricitat, falls diese eine gewisse 
ziemlich weite Grenze nicht iiberschreitet, befreite Grosse. 

Natlirlich wird man, falls IIIan dem Mechaniker erst den Plan zu dem 
Apparat herzustellen hat, iiberlegen miissell, welche Fehler man durch be
sondere Einrichtung desselben zu vermeiden vermag. Inzwischen ist zu 
bemerken, dass man einen Apparat, auch abgesehen von den bedeuten
den Kosten, nie zu complicirt anfertigen darf, denn je mehr Teile derselbe 
besitzt, urn so weniger Gewahr bietet er fiir seine Unveranderlichkeit und 
es kann vorkommen, dass "die zufl111igen Fehler, die man mit einem com
plicirten Apparat macht, die systematischen eines groberen Instruments 
iiberwiegen. Es verhl1lt sich hiermit ahnlich wie, urn eine Analogie anzufiihren, 
mit dem Abtragen einer gekrlimmten Linie auf eine geradlinige Scala; man 
weiss, dass man bei der Ersetzung eines Bogens durch seine Sehne einen 
systematischen Fehler begeht, und wird daher geneigt sein, die krumme Linie 
in so vielen Stiicken als mog'lich abzutragen, aber in je mehr StUcke man die
selbe zerschneidet, um so grosser wi1'd die Gefahr, bei dem Aneinanderlegen 
derselben zufallige Fehler zu begehen, so dass schliesslich nach sehr grosser 
Miihe flir die Lange der Curve ein unrichtigeres Resultat herauskommen 
kann, als wenn man lieber die systematischen Fehler mitgenommen und die 
Curve in grossern Stiicken abgetragen hatte. 

1m Laufe der Jahre ist in die Klassificirung der Instrumente System 
hineingekommen, so dass die anscheinend uniibersehbare Menge von 
Apparaten sich in verhaltnismassig wenige, durch besondere Merkmale 
gekennzeichnete Gruppen einordnen. Namentlich aber hat man gelernt, 
die wesentlichen Constructionsstiicke der Apparate einerseits in hoher Voll
endung he1'zustellen und andererseits auf das genaueste auf ih1'e Leistung 
zu untersuchen. So hat sich allmahlich ein neuer Wissenszweig, die In
strumentenkunde, herausgebildet, die in ihrer weiteren Bedeutung die Be-
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schreibung der Hauptformen der gebrauchlichen Apparate, eine Theorie ihrer 
Wirkungsweise und damit ihrer Untersuchung umfasst, und deren wichtigste 
Frueht die Anleitung zum Gebraueh der Apparate bildet. 

Es ist nicht die Aufgabe dieses Buches auf die Instrumentenkunde ein
zugehen, wenn aueh spater bei der Auseinandersetzung iiber die einzelnen 
Maassbestimmungen eine kurze Charakterisirung der betreffenden Instrumente 
nieht wird vermieden werden konnen. Wer aber den Wert seiner Messungen 
und Bestimmnngen iibersehen will, kann nieht umhin sieh mit derselben 
naher zu besehaftigen, um die etwaigen Mangel und Fehler der von ihm 
gebrauehten Apparate aufdeeken zu konnen. 

4. Fehler des Beobachters. In der dritten Regel wird zunaehst ver
langt, dass der Beobaehter, nm nieht dureh seinen Lebensproeess selbst 
storende Nebenerscheinungen hervorzurufen, sich von dem Orte, wo die zu 
studirende Erscheinung vor sieh geht, tunlichst fernhalte. Hierzu lasst sieh 
nichts weiter sagen, als dass der Beobachter diesem Verlangen, wenn er es 
nur irgend kann, nachkommen muss, e1' wird aber selbst am besten ersehen 
konnen, ob bei einem Versuch seine nnmittelbare Gegenwart notwendig 
ist, oder ob er den Verlauf desselben beziiglich die dabei notigen Beur
teilungen nicht auch aus einiger Ferne verfolgen beziiglich vornehmen kann. 
Muss er an dem Apparate bleiben, so hat er die von seinem freien Willen 
abhiingenden storenden Lebensausserungen einzusehranken und die unwill
kiirlich an ihm vor sich gehenden Processe, so namentlieh die Warme
strahlung seines Korpers, durch eingeschaltete Schutzmittel unschiidlich zu 
machen. Es darf aber diese Vorsorge nicht so weit gehen, dass man da
durch wahrend der Beobachtung korperlich und damit auch geistig leidet, 
weil man sonst an Beurteilungsschiirfe mehr verliert als man durch Elimi
nation der andern Fehlerquellen vielleicht zu gewinnen vermag. 

Der zweite Teil der Regel bezieht sich auf die Uebung im Beobachten, 
und damit ist die Aneignung einer gewissen manuellen und geistigen Ge
schicklichkeit gemeint, denn einerseits gilt es die einzelnen Operationen 
des Versuchs schnell und sicher auszufiihren, und anderllrseits soIl man den 
Verlauf desselben rasch und richtig beurteilen konnen. Die ersten Ver
suche eines Experimentirenden fallen, selbst wenn sie mit guten Apparaten 
und unter giinstigen Umstanden angestellt !lind, meist schlecht aus; man 
verrichtet die notigen Arbeiten mit ungleichmassiger Hast und haftet 
mit seiner Aufmerksamkeit oft bei den Einzelheiten. So kommt man bei 
der Beobachtung mit Spiegel und Scale zuerst nicht dazu, den in einem 
bestimmten Zeitmoment durch den Faden des Fernrohrs durchgehenden 
Scalenstrich zu registriren, weil man unwillkiirlich jedem Striehe wie er sich 
im Gesichtsfeld bewegt, mit dem Auge nachfolgt und dadurch den richtigen 
Moment verpasst. Es spielt hier eine gewisse durch die Erwartung hervor
gerufene Aufregung mit, die sich erst verliert, wenn das Beobachten keine 
N enheit bildet, und der Experimentirende, so sehr ihn auch das Resultat 
seiner Untersuchung interessiren mag, der Beobachtung selbst g'elassen gegen-
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iibersteht. Dazu kommt noch, dass die Unruhe, in del' man sich bei ersten 
Experimenten meist befindet, das Urteil direct beeinflusst, sei es dass man 
sich nicht geniigende Zeit zur Auffassung des Wahrgenommenen lasst, sei 
es dass man den betreffenden Vol'gang wirklich falsch wahl'llimmt. 

5. Schiitzungsfehler. Eine andere noeh wesentlichel'e Fehlerquelle fUr 
erste Beobachtungen besteht in del' unrichtigen De u tun g des Wahr
genommenen, speciell in del' unrichtigen Abschatzung von Quantitaten, die 
man nicht unmittelbar abmessen kann. WeI' zum ersten Mal die Lange 
einer Strecke abschiitzt, wird sich gar leicht um einen im Verhiiltnis zu 
diesel' Stl'ecke bedeutenden Betrag irren, ebenso wird er zuerst Bruchteile 
der Strecke nach A ugenmaass falsch angeben. Welche Bedeutung ein 
besonderer Schiitzungsfehler hat, das hangt von del' besonderen Unter
suchung ab, die man gerade ausfiihrt. Del' Bademeister darf sich bei del' 
Temperatul'bestimmung eines Wannenbades getrost um einen halben Grad 
verschatzen, aber von dem Experimentator, der die Ausdehnung eines 
Korpel's mit steigender Temperatur bestimmen solI, wird man oft verlangen, 
dass seine Thermometerablesungen um nicht viel mehr als ein Hundertteil 
des Grades falsch ausfallen. Nun wird er allerdings ein Thermometer mit 
feinerer Teilung zur Verfiigung haben als der Bademeister, abel' was er 
vor diesem voraus hat, steht meist bei weitem nicht im Verhaltniss zu dem, 
was von ihm mehr verlangt wird als von diesem. Der Studirende muss 
sich also im'Schiitzen, das heisst, im Vergleichen von Grossen mit einander 
ohne andere Hilfsmittel, als die Natur ihm verliehen, iiben; wenn del' Queck
silberfaden des Thermometers zwischen zwei Strichen der Scale stehen bleibt, 
so muss er (oft bis auf ein ha1bes Zehntei1 des von den Strichen begrenzten 
Intervalls) angeben konnen, um wie viel die Kuppe des Fadens den untel'll 
Strich iiberragt, er muss sagen konnen, wie viel Bruchteile einer Secunde 
zwischen dem letzten Secundenschlage seiner Uhr und dem Eintritt eines 
bestimmten Ereignisses verflossen sind. Zwar hat man durch besondere 
Zusatzstiicke zu den A pparaten, wie Nonien, Mikrometerschrauben u. a. m., 
sowie durch Construction neuer Hilfsmittel, wie del' Registrirapparate, die 
Schatzungsarbeit des Beobachters auf das tunlich geringste Maass reducirt, 
so dass ihm nul' noch obliegt Bruchteile relativ kleiner Grossen abzuschiitzen, 
abel' einerseits steigen mit dem Fortschreiten del' Wissenschaft die An
forderungen an die Genauigkeit del' Beobachtungen raseher, als die Zuver
lassigkeit del' Apparate zunimmt, und andererseits findet man nicht, dass die 
Schatzungsfehler ebenso abnehmen wie die geschatzten Grossen, sie vermin
del'll sich langsamer als diese und konnen dieselben zuletzt sogar iibersteigen. 

6. Personliche Fehler. Wenn abel' auch del' Beobachter durch lange 
Uebung sich an das Sehiitzen von Grossen g'ewohnt hat, so bleiben 
doeh noeh gewisse Schiitzungsfehler iibrig, die abzusehwachel1 nicht in seiner 
Macht liegt, weil sie in seiner natiirlichen korperlichen odeI' geistigen Con
stitution begriindet sind. Es sind das die eigentlich sogel1annten person
lichen FeltZer, die nicht bIos von Beobachter zu Beobachter, sondel'll bei 
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demselben Beobachter von Zeit zu Zeit verschieden ausfallen. Ein bezeich
nendes Beispiel fur diese personlichen Fehler bietet die Zweiteilung eines 
Intervalls. Es kommt vor, dass ein ausserordentlich geschulter Beobachter 
ein Intervall nach dem Augenmaass so falsch halbirt, dass die Ungleichheit 
der beiden gleich sein sollenden Teile sogar einem im Beobachten ganz Un
geubten auffiWt. Von einem eigentlichen Versehen ist hier nicht die Rede, 
denn dem Beobachter, der die Halbirung ausgefUhrt hat, scheint diese vollig 
correct zu sein, und nicht eher, als bis er durch Anlegung eines Maassstabes 
sich von der Unrichtigkeit seiner Operation uberzeugt hat, erkennt er den 
begangenen Fehler. Aehnliche personliche Fehler kommen bei der Schatzung 
von Zeitintervallen, Helligkeitsunterschieden, Farbenempfindungen u. s. f. 
VOl'. Der Beobachter wird daher VOl' der Vornahme einer Untersuchung 
sich zu uberzeugen haben, fUr welche der dabei notigen Messungen er 
personliche Fehler besitzt, er muss sich gewissermassen erst selbst unter
such en , und das nicht ein mal, sondern weil die personlichen Fehler, wie 
bemerkt, nicht unveranderlich bleiben, am besten vor und nach jedel' Beob
achtungsreihe. Wie er dabei zu verfahren hat, hiingt von der Art des 
personlichen Fehlers abo Wenn el' zum Beispiel bei del' Einstellung des 
Striches eines Maassstabes zwischen die zwei Faden eines Mikrometel's einen 
gewissen personlichen Fehler begeht, so findet er diesen Fehler und seine 
Grosse dadurch, dass er das Bild, welches er im Mikl'ometer sieht, etwa 
durch ein geeignet auf das Ocular gestecktes Prismaumlegt; was sich ihm 
friiher zur Rechten befand, liegt ihm jetzt zur Linken, und daher erscheint 
ihm sein bei der Einstellung begangener Fehler in doppelter Grosse. Per
sonliche Fehler beim Schiitzen von Intervallstucken findet man am leichtesten 
durch Ausmessung dieser Stucke mit Hilfe eines Maassstabes. Aber man 
kann auch hier aus dem bei Schatzung grosserer Teile begangenen person
lichen Fehler nicht auf den bei Schiitzung kleiner zu erwartenden schliessen. 
Da wo es sich urn Relativmessungen handelt, urn Vergleichung zweier 
Grossen mit einander, spiel en die personlichen 1"ehler in den Resultaten 
keine Rolle, bei a b sol ute n Messungen konnen sie die Ergebnisse stark ver
falschen. Meist hat man es in der Gewalt ihren Einfluss durch besondere 
Anordnung der Messungen stark zu beschranken. Will man die Ausdehnung 
eines Maassstabes durch ansteigende Temperatur bestimmen, so wird man 
die Messung nicht dann vornehmen, wenn der Faden des Thermometers 
gerade in der Mitte zwischen zwei Strichen endet, weil da beim Ablesen 
der Temperatur der personliche Schiitzungsfehler meist am grossten ist, 
sondern dann, wenn seine Kuppe nahe bei einern Striche steht, weil er hier 
am kleinsten ausfallt. Ferner wird man bei mikrometrischen Einstellung'en 
die Weite des Fadenintervalls nicht viel grosser als die Dicke des einzu
stellenden Striches wahlen u. S. f. Manche personliche Fehler, so namentlich 
die der Farbenverwechselungen, die man halb und halb als pathologisch 
bezeichnen kann, vermag der mit Ihnen behaftete von selbst iiberhaupt nicht 
aufzufinden, hier kann ihn nur die Kritik anderer belehren. 
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7. Fehler der Voreingenommenheit. Endlich habe ich noch von einem 
subjectiven Fehler zu sprechen, den man wohl passend als den der Vor
eingenommenheit bezeichnen kann. Man ist im allgemeinen geneigt, 
Messungen, die entweder einem erwarteten Resultate oder andern anscheinend 
guten Messungen widersprechen, von vornherein als fehlerhaft zu ignoriren. 
Allerdings ist eine Nichtberucksichtigung solcher Messungen, sob aId sie 
wirklich zu unmoglich richtigen Resultaten fUhren, gerechtfertigt, ein ein
faches Widersprechen gegen andere Messungen oder gegen erwartete Ergeb
nisse giebt aber kein Recht sie auszuschliessen, es sei denn, dass man die 
Ursache ihrer Abweichung gefunden, und diese Ursache als die Reinheit der 
zu beobachtenden Erscheinung storend nachgewiesen hat. Rier ganz be
sonders kommt es auf die Interesselosigkeit des Beobachters gegenuber den 
von ihm gefundenen Zahlen an, oder besser auf das g lei c he Interesse fUr 
aIle von ihm erhaltenen Ergebnisse. 

8. Allgemeine Regel tiber die Wiederholung von Beobachtungen. 
Constante Fehler. Ein Rauptgesetz fUr Beobachtungen kann aber nicht 
genug hervorgehoben werden: 

Wenn man eine Erscheintlng griinrllich kennen lernen wi ll, so 
darf man sie nieht ein JJial sttediren, man muss sie so oft als 
man mer kann uncl ttnter so versehiedenen Umsttinden, als man 
sie zu sehaffen vermag, verfolgen. 

Den letzten Teil dieser Regel, in welcher auf tunlichste Variirung 
der Umstande, unter denen man die Beobachtungen ausfUhrt, gedrungen wird, 
hat namentlich Regnault hervorgehoben, und wenn je ein Physiker sich auf 
das Messen verstand, so war es der Verfasser der Relation des Experiences. 
Die Befolgung dieser Regel ist fiir Untersuchungen, die einen wirklichen 
Wert haben sollen, ganz unumganglich. Es geniigt in den meisten Fallen 
nicht, wenn man eine Grosse zu bestimmen hat, dieselbe hinter einander 
mehrfach auszumessen, obgleich auch das Haufen von .Einzelbestimmungen 
nicht zu umgehen ist; denn wie aufmerksam man auch die Anordnung 
zur Ausfiihrung' der betreffenden Messungen getroffen haben mag, man 
wird nie sicher sein, nicht i.rgend eine kleine sti:irende Ursache unbeachtet 
gelassen zu haben, man wird iiberhaupt nicht aHe storenden Ursachen haben 
ubersehen und entfernen konnen, und jede sti:irende Ursache kann nicht 
bIos eine Messung, sondern aIle in derselben Reihe ausgefiihrteu Messungen 
verfalschen. 

Ein auffaHendes Beispiel hierfiir bieten die Bestimmungen des Capilla
ritatscoefficienten einer Fliissigkeit aus der Steighohe diesel' in einer in sic 
eingesenkten engen Rohre. Diese SteighOhe hangt bei einigen Fliissigkeiten, 
namentlich beim Wasser, ausserordentlich ab von dem Grade der Reinheit 
der inneren Flache del' Rohre; je unreiner diese Flache ist, desto geringer 
fant die Steighohe aus, und dabei tritt noch der Umstand hinzu, dass die 
Steighohe in einer und derselben Rohre, wenn man diese ungestort lasst, 
sich ziemlich constant halt, ja dass sie sogar meist, wie oft man auch die 
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Rohre herausnehmen und hineinsenken mag, vorausgesetzt, dass das Hinein. 
senken immer bis zu derselben Stelle geschieht, gleich gross gefunden wird. 
Wollte man sich hier mit den Messungen an einer Rohre begniigen, so 
wiirde man anscheinend recht gut iihereinstimmende Werte fiir den Capilla
ritatscoefficienten erhalten, die doch grundfalsch sein konnten. Es reicht 
hie l' die Haufung der Messungen allein nicht aus, man muss die Rohre an 
verscbiedenen Stell en benutzen, und noch besser mehrere Rohren ver
wenden, wenn man dem Resultat der Untersucbung verhaltnismassige Realitat 
will zusprechen Mnnen. Oder man darf nicbt sagen: "Ich habe den Capilla
ritatscoefficienten des Wassers so und so gross gefunden", sondern nur 
behaupten: "Mit der Rohre, die ich gerade benutzt habe, und an del' Stelle 
ihrer inn ern Flache, wo ich sie gerade verwendete, hat sich fiir den Capilla
ritatscoefficienten .... " Selbstredend ist das auch ein Resultat und dazu 
eines, das fiir einen bestimmten Zweck geniigen und sogar unter Umstanden 
aUein maassgebend sein kann, abel' es ist dann keine allgemeine physi
kalische Maassbestimmung. 

Muss man sonach Beobachtungen unter tunlichst verschiedenen Verhalt
nissen wiederholen, so darf man docb nicht die verscbiedenen Verhaltnisse 
so benutzen, wie sie sich ('inem gerade darbieten, hat sie vielmehr so zu 
wahlen, dass Fehler, die in der einen Messungsreibe nach del' einen Rich
tung auf das Resultat gewirkt haben, in der andern nach der entgegen
gesetzten Richtung sich geltend machen. Bestimmt man also die thermische 
Ausdehnung eines Korpers, so wird man es einmal bei steigender, ein ander
mal bei fallender Temperatur tun, denn es ist mrglich, dass del' Korper 
nicht so schnell seine Temperatur zu variiren vermag wie das dabei liegende 
zur Ablesung del' Temperatur dienende Tbermometer, in der erst en Messungs
reihe wird dann die fur den Korper angenommene Temperatur zu gross, 
in der zweiten zu klein sein. Aus ahnlichen Griinden bestimmt man die 
magnetische Inclination nicht durch einmalige Ahlesullg del' Stelle, nach 
del' die Inclinationsnadel auf dem Inclinationskreis hinweist, sondern durcb 
mehrfache Ablesungen, indem man nach del' ersten Ablesung das Incli-

. natorium urn 180 0 dreht, abliest, die Nadel umlegt, wieder abliest, das 
Inclinatorium zuriickdreht, wieder abliest und diese Reihe von Operationen 
wiederbolt, nachdem man die Nadel noch ummagnetisirt hat. 

Soweit das allgemeine iiber die Erfordernisse bei guten Beobachtungen : 
im Einzelnen wird bei del' Behandlung del' besondern Maassbestimmungen 
noch manches zu erinnern Rein. 

Man sieht nun, dass del' Beobachter, wenn er zu wertvollern Ergebnissen 
gelangen will, mit einer grossen Menge von Schwierigkeiten zu kampfen hat; 
er muss den Ort, wo er die Untersuchung anstellt, die Apparate, mit denen 
er arbeitet, und endlich sich selbst eingehend studiren. Viele Fehlerquellen 
kann er so ganz elirniniren, andere vermag er durch geschickte Ausfiihrung 
der Beobachtung unschadlich zu machen. Aber aIle stbrenden Ursachen 
sind nicht so ohne weiteres aufzufinden, eine grosse Amahl derselben muss 
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ihm wegen der Geringfiigigkeit der Effecte, die jede von ihnen fiir sich aus
iibt, oder wegen ihres schnell en Ablaufs entgehen, gegen diese hat er keinen 
absoluten Schutz, und da er den Einfluss der unvermeidlichen Sttirungen 
nicht zu eliminiren und auch nicht zu schatzen vermag, weil er die Art 
dieser Storungen nicht kennt, darf er seinen Ergebnissen nie absolute Wahr
heit zuschreiben. 

9. Controlirbare und nicht controlirbare Fehler. Wir kommen so auf 
einen Hauptpunkt der in diesem Abschnitt zu fiihrenden Untersuchungen, 
auf die Unterscheidung der Beobachtnngsfehler in hinsichtlich ihrer Ursache 
controlirbare und nicht controlirbare. An sich wird jede Storung einer 
ganz bestimmten Ursache zuzuschreiben sein, Mnnte man alle moglichen 
Storungen auffinden und fiir jede die sie hervorrufende Ursache namhaft 
machen, so hatte man nur diese Ursachen zu entfernen, oder, falls das nicht 
geht, ihre Wirkung zu bestimmen und bei der rechnerischen Ermittelung 
der Endergebnisse mit zu beriicksichtigen. Leider ist das, wie bemerkt, 
nicht der Fall; zwar hat man durch forlwahrende Verbesserung der Beob
achtungsinstrumente und Methoden die grobern Fehlerquellen mehr und 
mehr weggeschafft. Die Erfahrungen vieler Hunderte von Beobachtern haben 
auch eine Reihe storender Ursachen aufgedeckt, aber ein grosser Teil der
selben entzieht sich allen Nachforschungen. Man kann sich wol vorstellen, 
von welcher Art sie sind, da man ja mit den Naturkraften und ihrer Wir
kungsweise geniigend vertraut ist, aber man kann nicht wahrend der Beob
achtung sagen, jetzt wirkt diese oder jene Ursache auf die Messungen schad
lich ein. Gerade aus der Tatsache, dass wir fiir viele Widerspriiche in 
unseru Beobachtungen, obgleich dieselben oft so gross sind, dass wenn 
sie durch eine oder zwei sttirende Ursachen hervorgebracht waren, diese 
Ursachen sich bei gehOriger Aufmerksamkeit wahrend der Beobachtung 
oder bei geeigneter Variirung der Untersuchungsart hatten verraten miissen, 
in den Beobachtungen und ihrer Anordnung absolut keine Erklarung finden 
konnen, fiihrt zu der Einsicht, dass diese Widerspriiche meist durch eine 
grosse Anzahl von storenden Ursachen hervorgebracht werden, deren jede 
fiir sich zwar geringfiigige Wirkung ausiibt, die aber in ihrer Gesammtheit 
zu ganz bedeutenden Verfalschungen Veranlassung geben kennen. Dazu 
kommt noch die Erfahrung, dass die uncontrolirbaren Widersprii.che ziemlich 
regellos auftreten, sie Mnnen, ohne dass man den Grund dafiir einzusehen 
vermag, bald bei dieser, bald bei jener Messung auftreten, bald wirken sie 
in dem einen, bald in dem andern Sinne, und das in ganz kurzen Zeit
intervallen, so dass es den Anschein hat, als ob sie durch gewisse bald so, 
bald anders und in wenigen Momenten sich abspielende und erneuernde 
N aturprocesse hervorgebracht werden. 

10. Zufiillige Fehler. Man hat sich deshalb gewohnt diejenigen Fehler, 
fiir die man in der Beobachtung keine Erklarung zu :linden vermag, und die 
anscheinend regellos und bald in dem einen, bald in dem andern Sinne 
auftreten, als zUfallig zu betrachten und zu behandeln. Wenn wir solche 
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Fehler aIR Ilncontrolirbar bezeichnen, so meinen wir damit nicht bIos, dass 
sie in einer bestim mten Beobachtungsreihe ohne erkennbaren Grund auf
getretell sind, sondern dass sie auch nicht durch Haufung von Beobachtung's
reihen, Variirung del' Umstallde, iibel'hanpt durch hin ilbersehbares Mittel 
dem Verstandnis und der Vol'aussicht naher gebracht werden kOHuen. Ihr Ein
treten beziig'lich Nichteintreten, ihl'e Grosse und del' Sinn, in dem sie wirken, 
sind fill' uns so sehr Sache des Zufalls. dass wir nie zu sagen vermogell, 
warum solche Fehler gerade vorgekommen sind, noch wann sie in be
stimmter Grosse und Richtung wieder vorfallell konnen. 

Eine weitere Erorterung iiber das Zufallige und namentlich die Frage. 
ob dasselbe vielleicht auf die Vorkommnisse. bei denen der Mensch selbst 
tatig mitwirkt, beschrankt werden muss, ist zu transcendent unil fllhrt auch 
bei dem dermaligen Stanile unseres WisstJns zu keinell fruchtbringenden 
Erkenntnissen. Wir miissen uns mit del' Erfallrung beg-nligen, 

dass, wie bemerkt. nach Ausscheidul1[J alter Felder, jill' die wir !lurch 
somfiiltiges Studium del' Umgebung, der Appamte unci /lJ1serer selbst, sowie 
durch Abiinderung del' Umstiinde, tinter demit 'a'ir opel'iren, (}riillrie Zlf 
jinclenIJermogen, in nnsern Beobacht1.tngen immer 110ell Abl('eielwngen :Jnl'iic7c
bleiben, die l.tnS daran oerllindern, denselben absolute Stelterlleit Zl~rzusc7treiben. 

11. Unterschied zwischen Untersuchen und Verificiren. Wo es nun 
darauf ankommt, bestimmte l\Iessungel1 vorzul1ehmen oder aus Beobachtullgen 
libel' den Verlauf einer gewissen Erscheinung die noch unbekannteu Gesetze 
derselben aufzufinden, liisst sich nichts weiter tun als die controlirbaren 
Fehler tunlichst zu bestimmen und die nicht controlirbaren ilurch geeignete 
Vorsichtsmassregeln einzuschranken. Hat mall abel' eine schon erkallnte 
Regel zu verificiren, will man namentlich zusehen, wie weit man diese Regel 
als Gesetz proclamiren darf, so sucht man ZUCl'st die Consequenzen diesel' 
Regel auf, wiihlt von denselben iliejenige aus, welche mit den geringsten 
Hilfsmitteln und del' grossten Genauigkeit sich verfolg'en lasst und sieht zu, 
in wie weit die directe Beobachtung sie zu hestatigen vermag. So kann 
man das Gesetz fill' die Abhiingigkeit del' Kraftwirkung zweier eledrischen 
Teilchen auf einander von ihrer Ladung und Entfel'llung' zunaehst durch 
direete Bestimmung dieser Wirkung unter verschiedenell Verhaltnissell 
ableiten. Man bemerkt jedoch bald, dass mall so zu einem wil'klich 
befriedigenden Beweis fUr das in dieser Weise YOll 0 oul 0 m b g'efundene 
Gesetz nicht gelangt, weil einerseits ilie Versuche, mit del' g'ehorigen Vor
sicht angestellt, zn complicirt, also auch vielcn Fehlern ausgesetzt sind, 
und andererseits selbst kleine vorgefallene Fehler auf das Schlussresultat 
oinen bedeutonden Einfluss ausiibcn. Dureh analytischc V crfolgllng iles 
supponirten Coulo m b' schen Gesetzes findet man abel' unter andercn Oon
sequenzen auch die, dass wenn es wirklich Geltung habcn soil, ~;lektrizitiit 

einem Leiter mitgeteilt, sich nul' auf del' Oberfliiche dieses aufhalten kann. 
Diese Consequenz lasst siclt sehr leicht priifen und hat ohne bedeutende 
l\liihe dem Co u 10m b 'schen Gesetz cine ganz ausserordentlich viel sichrere 



12 Miiglichkeit fehlerfreier Beobachtungen. [12. 

Unterlage verliehen, als es die eingehendsten und miihseligsten directen Kraft
messungen je tun konnten. Aehnlich ist es mit dem Beweise des 0 h m'
schen Gesetzes und anderer Gesetze gegangen. 

Hier wie tiberall bei l\fessungen kann die einfache Ueberlegung dessen, 
was man zu erreiehen sueht. viel Miihe und Enttausehung sparen. 

II. Problem der Ausglei(ihungsre(ihnung; Messungen und 
Untersu(ihungen. 

12. Moglichkeit fehlerfreier Beobachtungen. Sind wir so zu der Ein
sieht gelangt, dass man fiir keine Beobaehtung absolute Sicherheit bean
spruchen darf, so folgt daraus noch nicht, dass man iiberhaupt niemals ein 
vollig richtiges Resultat erreichen kann. 1m Gegenteil muss man sogar 
erwarten, dass wenn nur eine Beobachtung geniigend oft wiederholt wird, man 
sie wenigstens einmal ganz fehlerfrei maeht. Wie gering namlich auch die 
Wahrscheinliehkeit sein mag, bei einer Beobachtung aile Fehler zu umgehell, 
oder sie gegen einander sich eompensiren zu lassen, geradezu gleieh Null 
darf man sie nieht setzen, weil die storenden Ursachen, wenn aueh in 
grosser, doeh immerhin nur in endlicher Anzahl vorhanden sind und oft 
einander entgegen wirken. Wenn aber die Wahrseheinlichkeit eines Ereig
nisses von Null verschieden ist, so kann man mindestens nahezu 2 gegen 1 
wetten, dass dieses Ereignis, wird der Versuch es herbeiwfiihren nur geniigend 
oft wiederholt, wenigstens einmal eintritt. Die Erfahrung lehrt sogar ein noeh 
viel giinstigeres Resultat, denn wenn man die eontrolirbaren Fehler ver
mieden hat, zeigt sieh, dass grossere Fehler sehr viel seltener vorfallen als 
kleinere, sic lehrt, dass ein Fehler urn so leichter eintreten kann, je kleiner 
er ist, und daraus folgt, daBS man unter einer Anzahl von Wiederholungen 
einer Beobaehtung mehr ganz fehlerfreie als mit einem vorgesehriebenen FehIer 
hehaftete Ergebnisse erwarten darf. 

13. Aufgabe der zu schaffenden Analyse. Leider besitzen wir, wenn 
die Resultate ohne Voreingenommenheit studirt werden sollen, kein Erken
nungsmittel fiir die fehlerfreien Beobachtungen, denn da, wie bemerkt, naeh 
Ausseheidung allcr eOlltrolirbaren Fehler, wie ebenfalls die Erfahrung lehrt, 
immer noeh "zufallige" Fehler iibrig bleiben, von denen wir von vornherein 
weder sagen konnen, wie gross sie sind, noch wie und wo sie entstanden 
sind, so vermogen wir auch nicht von dieser oder von jener Beobachtung 
eines Ereignisses zu behaupten, sie sei die richtige. 

Es erhebt sich nunmehr die Frage, was der Experimentator mit seinen 
Beobachtungen einer Erseheinung anzufangen hat, urn aus ihnen die notigen 
Resultate abzuleiten. Natiirlich vermag keine Analyse ihm dazu zu ver
helfen, die richtigen Resultate herauszufinden, denn mathematische Eut
wiekeluugen konnen nur auf die Consequenzen einer Reihe von Annahmen 
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aufmerksam mach en - und dies ist auch einzig ihr Zweck - aber nie 
mehr lehren, als man in diese Annahmen schon hineingelegt hat. Man 
kann aber verlangen, dass sie an der Hand der Erfahrungen, die man im 
Laufe der Zeit liber die Beobachtungsfehler gesammelt hat und der Erfah
rungen, die sich dem Beobachter bei seinen diesbezliglichen Arbeiten ergeben 
haben, lehrt, wie man aus einer Reihe von Beobachtungen die verhaltnis. 
massig sichersten Resultate abzuleiten hat, und wie man den Grad der 
erreichten Genauigkeit zu schatzen vermag. 

Da es sich dabei urn cine Ausgleichung der Deobachtungen gegen 
einander handelt, bezeichnet man die charakterisirte Analyse als Aus
glei.chungsrechnung. 

14. Wahre Resultate und wahrscheinlichste Resultatej wahre Fehler 
und wahrscheinlichste Fehler. Festsetzung liber die Bezeichnungen. Es 
ist hi"r der Ort auf eine fundamentale Bemerkung einzugehen. Da man 
keine Mittel besitzt, eine Untersuchung so anzustellen, dass man dem 
Ergebnis derselben ahsolute Richtigkeit zuschreiben kann, noch auch, wenn 
man in einer Reihe von Wiederholungen der Untersuchung wirklich einmal 
ein fehlerfreies Resultat erlangt hat, dieses herauszuerkennen vermag, so 
lasst sich auch nicht angebeu, mit welchen Fehlern die Einzelresultate 
in Wahrheit behaftet sind. 

Demnach erfahren wir aus ciner Untersuchung niemals mit Sicherheit 
das wahre Resultat, und in folge dessen auch niemals die 1mlwen J<lehler 
derselben. Alles, was wir zu erhalten vermogen, ist das aus den betreffeuden 
Untersuchungen folgende lmll1"scheil1lichste Resultat und die walirsc/letl1liclisten 
Werte der Feltler, mit denen die Bestimmungen in derselben behaftet sind. 

Hier tritt der Unterschied der zu schaffenden Analyse gegen die gewohn
liche Mathematik deutlich hervor. Die Formeln dieser sind apodiktisch zu 
verstehen, sie geben die betreffenden Resultate mit absoluter Sicherheit, soIl 
heissen, genau den Tatsachen entsprechend; die Gleichungen jener dag-egen 
lehren zwar auch die Berechnungen absolut sicher ausflihren, im Ver
haltnis zu den 'ratsaehen sind aber ihrc Resultate nicht die gewissen, 
Rondern nm die unter den geg'ebenen Umstanden wahrscheinlichsten. 
Hieraus folgt schon, dass die gesuchte Analyse ihre Principien aus del' Wahr
scheinlichkeitsrec:hnung zu entnehmen hat, sie ist die Wahrseheinlichkeits
rechnung angewendet auf einen bestimmten Fall. 

Urn irn Folgenden die Begriffe auch in ihrer Syrnbolisirung streng aus 
einander zu halten, werde ieh bezeiehnen: 

mit grossen lateinischen Lettern den wahren Wert einer 
Grosse, 

mit entsprechenden kleinen lateinisehen Lcttern den wahr
s ch ei nlic h s te n Wert derselben. 

Be 0 bach te te We rtc einer Grosse werden von den wahrseheinlichsten 
durch zu den Symbolen diesel' hinzugefiigte Indices unterschieden. 
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15. Klassifieirung der physikalisehen Arbeiten. Weiter empfiehlt es 
sieh, urn unsere Aufgabe scharf fassen zu konnen, nicht von Untersuchungen, 
Beobachtungen u. s. f. im AUgemeinen zu sprechen, sondern diese Begriffe 
genau zu priicisiren. 

AIle physikalischen Arbeiten lassen sich in zwei Kategorieen einreihen. 
Entweder beobachtet der Experimentator eine ihm von der Natur dargebotene, 
beziiglich von ihm selbst hervorgerufene Erscheinung irn engeren Sinne des 
W ortes, so dass er dieselbe durch seine Sinne lediglich auffasst. 

Oder er beschiiftigt sich dabei, evcntuell unter Zuhilfenahme von Appa
raten, mit Messungen. 

Arbeiten der erst en Kategorie lehren uns den Verlauf, die Merkmale 
u. s. f. der betreffenden Erscheinungen kennen, ihre Resultate bestehen in 
Beschreibungen; 

Arbeiten der zweiten Kategorie fiihren zu den Gesetzen der betreffenden 
Erscheinungen, ihre Resultate bestehen in einzelnen Zahlen oder mathema
tischen Formeln. 

Die Beobachtungen und Untersuchungen, die uns hinfort allein 
beschiiftigen soIl en, gehOren del' zweiten Kategorie, der messenden Physik zu. 

Es handelt sich also hier immer urn Ausmittelung bestimmter physi
kaliseher Grossen. 

16. Messungen und Untersuchungen. Nun kann diese Ausmittelung 
Selbstzweck sein oder zur Verbindung von verschiedenen Grossen mit einander 
dienen, im ersten Fall hat man es meist mit einer praktischen, im Ietzteren 
moist mit einer theoretischen Frage zu tun. Da es aber nicht gut ist 
Praxis und Theorie einander gegeniiberzustellen, sollen die Arbeiten der 
messenden Physik in die beiden Klassen der Messungen und Untersuchungen 
eingereiht werden. 

Messungen haven zum Zweck das Ausrnitteln einer oder mehrerer ein(acher 
odeI' zusammengesetzter bestimmter G~rijssen. 

Untersuchungen rich ten sich aUf die Verbindung zwischen zwei oder 
meltreren physikalischen Grossen. 

Die Bestimmung der Temperatur eines Korpers ist eine Messung, die Be
stimmung der Ausdehnung eines Korpers durch eine vorgeschriebelle 
Temperaturerhohung bildet wiederum eine Messung, aber die BeRtirnmung des 
Anwachsens der Ausdehnung mit dem Anwachsell der Temperatur gehort 
einer Untersuchung an. 

Eine Untersuchung erfordert nicht bIos die einmalige Messullg mehrer 
Grossen, sondern die mehrfache Wiederholung dieser Messung unter Ab
iinderung der Qualltitiit der betreffenden Grossen. 

Halb zu den Messungen, halb zu den Untersuchungen gehOrt eine 
Reihe von physikalischen Arbeiten, bei den en es sich zwar auch urn die 
Bestimmullg einer gewissell Grosse handelt, wo aber diese Grosse nicht 
unmittelbar gemessen werden I,alln, soudern unter Vermittelung mehrerer 
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anderer Grossen, die ihrerseits gemessen werden, bestimmt wird. Solche 
Messungen nennen wir zusammengesetzte JJ!Iessungen. 

Ein Beispiel ware die Bestimmung der lntensitat eines Stromes aus 
der electromotorischen Kraft und dem Widerstand seines Kreises. 

Man hat die herangezogenen Klassen von physikalischen Arbeiten auch 
als ein(ache Messungen und vermittelnde Messungen unterschieden, aber die 
Bezeichnung "vermittelnde lVlessungen" scheint ftir den Gebrauch des 
l'hysikers zu farblos, wenngleich Sitl manchmal treffender sein dtirfte. als 
die etwas pratentiose "U ntersuchung". 

17. SteHung des Problems. Wenn nun die wiederholte Messung eiller 
und derselben Grosse, deren waluer Uetrag A ist, die Werte a p a", a3 ••• . an 
ergeben hat, so sind die wahren PeltZer der einzelnen Messung-en 

Diese kounen wir nicht bestimmen, bezeichnet aber a den nach Ullsel"ll 
Messungen mit der grossten Wahrscheinlicllkeit der betreffellden Grosse zu
zuschreibenden Betrag, so sind die 1caltTschcinlichstel1 Felder del' einzeillell 
Messungen 

und diese, sowie denlcaltrscheinlicllsten lJetraff a 1tnd die diesem Betrage Zlt

zusprechende ,""icfterheit bestimmen Zll lehren muss die A?tlgabe unserer zu 
sc1tafrenden Analyse sein. 

Wir haben, wie man sagt, die lVlessungen auszugleichen. 

Wo es sich ferner Ulll eine Untersuchung oder Zllsammellgesetzte i\1essung 
handelt, da verlang-t man die Verbindung einer Grosse L mit mehrern 
and ern A, B, ... , R. Die Art dieser V erbindung , die Function von 
A, B, ... , If, der L gleichzusetzen ist, kann del' Form nach VOll vorn 
herein gegeben sein oder soli erst aus der Untersuchung erschlossen werden; 
in beiden Fallen hat man dan II 

L = peA, B, ... , R). 

Eine solche Function h1ingt Ilicht allein von den Variabeln A, B, ... ) If 
ab, sondern auch von einer l{eihe von Zahlencoefficienten X, Y, Z, ... , U, und 
sie ist, selbst wenn ihr analytischer Charakter als Function von A, B, ... , If 
vollig klar liegt, so lange nicht vtlrwendbar, als man die Zahlencoefficienten 
nicht kennt. Die Untersuchung geht darauf aus und muss illlmer so gefiihrt 
werden, dass man die Moglichkcit hat die Zahlencoefficienten X, Y, Z, ... , U 
zu berechnen. Wenn lIun die UntersucllUng so angestellt wird, dass man 
gerade soviel Bedingungen erhalt als Zahlencoefficienten zu berechnen sind, 
so lasst sich tiber die bei del' Klarstellung der Function flir L erreichte 
Genauigkeit nichts aussagen. 1m Allgellleinell werden die Messungen so
wahl flir L als fiir die Variabeln A, B, C, ... , R mit Fehlern lJehaftet 
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sein, so dass man ihre wahren Werte nicht kennt. Hat man daher entweder 
die Untersuchung mehrfach wiederholt oder sie so angestellt, dass man mehr 
Gleichungen bekommt, als die Berechnung der Zahlencoefficienten erfordert, 
so sind diese Gleichungen - wir nennen sie Beobachtwngsgleichwngen - im 
Allgemeinen nicht mit einander vertraglich, und es handelt sich dann 

bei gleichzeitiger Benutzung aller dieser Beobachtwngsgleichwngen die 
Zahlencoefficienten so zu berechnen, dass keine Gleichung vor der 
andern ohne Grund, das heisst, wenn es nicht .qerade die ihr etwa 
zuzuschreibende grossere Genauigkeit ver1angt, bevorzugt wird, mit 
andel'll Worten, es handelt sich darum, die nach allen Beobachtungen 
wahrscheinlichsten Werte der Zahlencoefficienten zu bestimmen, wnd 
1veitel', den Grad ihrer Sicherheit und die Genauigkeit, mit del" die 
Function " aus den Beobachtungen folgt, anzugeben. 

Die wahre Beziehung zwischen L (etwa der Ausdehnung eines Ga.ses) 
und den Variabeln A, B, ... , R (etwa Temperatur, Druck, Grad der Disso
ciation u. s. f.) sei 

L=F(A, B, "', R; X, Y, Z, "', U), 

wo X, Y, Z, ... , U gewisse Zahlencoefficienten bedeuten, deren wahre 
Betrage unbekannt sind. JedemWertsystem Ax' Bx' ... , Rx derVariabeln 
gehOrt dann ein Wert Lx von L ZU. Da nun die Beobachtungen im all
gemeinen nicht die wahren Werte find en lassen, so haben wir als 
Beo bachtungsgleichungen 

II = F(a1 , bl' "', r1 ; x, y, z, "', u), 

12 = F(a2 , b2 , "', r2; x, y, z, "', u), 

wo n mindestens so gross ist, wie die Anzahl der Zahlencoefficienten, und 
aus diesen sind die wahrscheinlichsten Werte x, y, z, . ., 11, diesel' 
Coefficienten zu berechnen. 

Wir haben die Beobachtungsgleichungen, wie man sagt, auszugleichen. 
18. Fehler der Beobachtungsgleichungen nach ihrem Ansatz, Fehler 

nach ihrer Ausgleichung. Nun werden bei Untersuchungen nicht bIos 
die Systeme der Variabeln Ax, Bx' ... , Rx gemessen, son del'll ganz unab
h1i.ngig davon im allgemeinen auch die zugehOrigen Betrage L 1, L 2 , ••• , Ln 
von L. Daher haben wir es hier mit wahren Fehlern der Variabeln und 
mit von diesen unabhangigen Fehlern der Untersuchungsgrosse zu tun, und 
dadurch werden die Verhaltnisse bei Untersuchungen viel weniger durch
sichtig' als bei einfachen Messungen. 

Die wahren 1<'ehler der Untersuchungsgrosse sind 

D.L1 = Ll -ll' D.L2 = L2 -12' "', D.Ln = Ln -In 
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und die der Variabelnsysteme 

~Al = Al - ai' ~Bl = Bl - bl , "', ~Rl = Rl - 1"1; , 

~A2=A2-a2' !:lB2=B2 -b2 ,·, " !:lR2 =R2 -r2 ; 

Ziehen wir jetzt die nach den Beobachtungen angesetzten Gleichungen 
von den wahren ab, so resultirt ein System von Gleichungen 

Lx -lx = J?(Ax' B x' "', RJ - J?(ax' bx' "', rJ, 
x = 1, 2, 3, "', n; 

woraus sich als wahre J?ehlergleichungen ergeben 

!:lLx = J?(ax + !:lAx' bx + !:lBx, "', rx + !:lRJ - J?(ax' bx' "', rx)' 

x = 1, 2, 3, ' ", n. 

In beiden Functionen J? sind dabei die Zahlencoefficienten noch in ihren 
wahren Betragen X, Y, Z, ,." gedacht. 

Bei guten Beobachtungen - und solche miissen hier vorausgesetzt 
werden - sind die Betrage, mit denen die Fehler der gemessenen Grossen 
in das Resultat eingehen, gegen dieses Hesultat von geringer Bedeutung, 
man darf dann nach der Taylor'schen Entwickelung setzen 

J?(ax + !:lAx' by' + ~Bx' "', ry' + !:lRJ = .F(ax' bx ' "', 1"x) 

+ ~J?a .lAx + ~bJ? .lBx + .. , + _o-~.lR 
u , U X aI', x' 

wodurch die wahren Beobachtungsgleichungen in die zwar nicht gallz ge
nauen, aber immer noch als wahr anzusehenden Gleichungen 

{ oj? oj? of } 
1 - !:lA + -!:lB + .. , + ~-~R -!:lL = J?ea . b , 
x oax x oby' y. OJ'y. X X x' X rJ 

oder 

{ oF oj? oj? 1 
1 =J?(a b ... T) + --!:lA +---!:lB +"'+. --!:lR -~L l 
x x' x' 'x oax x obx x or,' x J 

x = 1, 2, 3, . ", n 

iibergehen. 
Indem man jetzt statt dieser tats a chi i c hen Gleichnngen die nach 

den Beobachtungen angesetzten 

lx =.F(ax ' bx ' "', rx) 

Weinstein, Lehrbuch 1. 2 
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supponirt, macht man bei jeder Beobachtungsgleichung einen Fehler 

- of of 'OF 
V =--~A +-~B + '" +-~R -~L 

" oa" " ob.." or,,"'" 

und dieses ist der Fehler der betreffenden Beobachtungsgleichung vor Aus
rechnung' der Zahlencoefficienten. Fehler der obigen Art bezeicllllen wir 
als Fehler der angesetzten Beobachtungsgleichungen. 

Wenn L eine zusammengesetzte Grosse ist und selbst nicht gemessen 
wird, so faUt ~" fort und 

V = of ~A + of ~B + ... + of ~R 
" oa.. " ob.." or,," 

giebt den wahren Fehler dieser zusammengesetzten Grosse, wenn man sie 
aus den gemessenen Grossen berechnet. 

1m allgemeinen Fall bewirken die bezeichneten Fehler, dass man die 
Zahlencoefficienten nicht ihren wahren Werten nach, sondern nur nach 
ihren den Beobachtungen gemass wahrscheinlichsten Betragen zu berechnen 
vermag. 

Wir denken uns die Zahlencoefficienten aus den angesetzten Beobach
tungsgleichungen nach irgend einem Verfahren ausgerechnet; x, y, z, ... , u 
seien die so fUr sie erhaltenen Betrage, diese brauchen nicht die wahren 
Werte jener Grossen darzustellen, sie werden vielmehr im allgemeinen von 
diesen nm gewisse, je nach der Art der Beobachtungen und je nach der 
Anzahl der Beobachtungsgleichungen verschiedene Betr~ge abweichen. Es 
seien diese Abweichungen, die Fehler der berechneten Zahlencoefficienten, 

AX=X-x, ~Y=Y-y, AZ=Z-z, ... AU=U-u. 

Natiirlich sind die ~X, ~Y, ... , ~U selbst wieder Functionen der 
~A, AB, "" AR; AL. 

Fiihren wir die Zahlencoefficienten x, y, z, ... , u in die Beobachtungs
gleichungen ein, so haben wir auf der rechten Seite dieser nicht einmal 
mehr die Functionen F(a", bx , •.• , r,,; X, Y, Z, ... , U), sondern die noch 
weiter verfalschten F(ax' b .. , ... , r .. ; x, y, z, ... , u). Da auch die Fehler 
der x, y, z, ... , u im allgemeinen gegen die x, y, z, ... , u klein sein 
werden, so geht jetzt V.. iiber in 

'OF 
+-~R -AL 

or.." x 

of of 
+-~X +-~Y+ ox oy 

und das ist der Fehler der xten Beobachtungsgleichung nach Ausrechnung 
der Zahlencoefficienten. Wir bezeichnen ihn als den wahren iibrig b leiben
den Fehler der betreffenden Beobachtungsgleichung. 
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19. Der Darstellungsfehler. Was man nun durch eine Uechnung von 
der angegebenen Art erreichen will, ist vornehmlich die v 011 e Kenntnis del' 
darstellenden Function F; so lange man von diesel' Function die numel'ischell 
Betrage ihrer Coefficienten nicht in Hiinden hat, kennt man bis zu einem 
gewissen Grade ihre analytische Form, vermag sie abel' uicht zu Zahlen
rechnungen zu verwenden, man kaun nicht sagen, welcher Wert der Grosse 
L zukommt, wenn das System del' Variabeln vorgeschrieben ist. Nachdem 
man aber fiir die Coefficienten bestimmte, wenn auch vielleicht nicht wahre, 
so doch wenigstens wahrscheinlichste Betrage el'halten hat, ist die Function 
F vollig bestimmt und aus der Gleichung 

1= FeA, B, "', R; x, y, z, "', u) 

zujedem vorgeschriebenen System A, B, ... , R der Variabeln das zugehOrige 1 
berechenbar. Rier ist nun von Beobachtungsfehlern der Variabeln A, B, ... , R 
und der Grosse 1 keine Rede, ist der berechnete Wert von 1 trotzdem nicht als 
absolut sicher zu bezeichnell, so hat das seinen Grund darin. dass wir fUr 
die Zahlencoefficielltell llicht wahre Betrage X, Y, Z, ... , U, sondern nur 
wahrscheinlichste x, !/, z, ... , u ableiten konnten. Die wahre Unsicherheit 
der berechnetell Grosse ist 

V L-l=F(A,B,···, R; X, Y, Z,' ", U)-F(A, B,'" R; a:,y,z," ·,u) 

oder meist mit hinlanglicher Genauigkeit 

of of, of of _ 
V= -~X +-- ~1 +---~Z + ... +-M,. oX oy oz ou 

Wir bezeichnen diesen, allein aus del' Unsichel'heit der Zahlencoefficienten 
in der darstellenden FUllction resultirenden Fehler als den Darstellun.fJs
{ehler. Er ist der fiir die Anwendung eigentlich wichtige Feltler, die 
Fehler der Beobachtungsgleichungen haben eine mehl' kritische Bedeutung, 
insofern sie iiber den Wert der Beobachtungen und die Sicherheit ihrer 
Ausgleichung Auskunft geben. 

20. Die iibrig bleibenden Fehler. Der iibrig'bleibende Fehler einer 
Beobachtungsgleichung setzt sich jetzt aus zwei rreilen zusammell, dem 
Fehler 

des Ansatzes und dem Fehler 

V = ?F LlX '0];'/11' 
" ox + ay + 

der Darstellung, und es ist 
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Der Ansatzfehler V" besteht aus einer Reihe von von einander unabhangigen 
Grossen, er wird durch den bezuglichen Fehler der Variabeln und den 
Fehler der zugehOrigen Untersuchungsgrosse bestimmt. 

1m Darstellungsfehler sind die einzelnen Summanden von einander 
ebenfalls unabhangig, aber da die Zahlencoefficienten nicht direct beob
achtete, sondern aus Gleichungen berechnete Grossen darstellen, so konnen 
ihre Fehler nur insofern einen Sinn haben, als sie durch die Fehler dieser 
Gleichungen bestimmt werden. Es hangen hiernach die Darstellungsfehler 
von den Fehlern der Variabeln und denen der Untersuchungsgrosse ab, so 
dass wir etwa setzen konnten 

v" = <l>,,(AA1, AB1 , "', AR1 ; AA2 , "', ARn; ALl' AL2 , "', ALn), 

und sie wiirden sich genau berechnen lassen, wenn man die einzelnen AA, 
AB, ... AR; AL kennte. In den Beobachtungsgleichllngen sind nicht die 
einzelnen AA, ... AL massgebend, sondern die Ansatzfehler, die V; genauer 
genommen ist also jeder der Darstellungsfehler als Function aIler Ansatz
fehler zu denken, etwa 

V,,=X,,(V1 , V2 , "', Vn )· 

Zur Berechnung der Darstellungsfehler der Bedingungsgleichungen 
wiirde also auch die Kenntnis der Ansatzfehler geniigen, aber um diese 
zu erlangen, muss man mindestens eine angenaherte Kenntnis von den 
Zahlencoefficienten selbst schon haben. 

1m Ganzen sind, wie man sieht, die iibrig bleibenden Fehler recht zu
sammengesetzte Grossen. 

21. Praktische Vereinfachung durch Abwalzung ailer Fehler auf die zu 
bestimmendeGrosse. Um sich wenigstens die Uebersicht zu erleichtern, ist man 
iibereingekommen, in vielen Fallen von den Fehlern der Variabeln ganz abzu
sehen, man wirft, wie wirulls popularerausdriickenkOnnen, alle beiderbetreffen
den vollstandigen Beobachtung gemachten ]'ehler auf die Untersuchungsgrosse, 

. .. of of of 
fasst also dIe ganze Grosse ~ AA" +~b AB." + ... +;;,- AR" - ALx 

va" v x vr." 

als Fehler der Beobachtung von L" auf. 
Wenn es sich nur darum handelt, aus dem System von Variabeln die 

wahrscheinlichsten Betrage fiir die Zahlencoefficienten abzuleiten, ist ein 
solches Verfahren vollig gerechtfertigt, denn da die Grosse L in ihrem Be
trage von den VariabelIl A, B, ... , R abhiingt, gehOrt jedem System der 
Variabeln ein bestimmter Wert von L an; hat man also ein bestimmtes 
System beobachtet, so kann man dies em ein bestimmtes L zuschreiben. 
Wenn dasbeobachtete System uicht das gerade vorliegellde wahre System 
ist, wird auch das zugeschriebene L I1icht das gerade vorliegende wahre 
sein. Man beobachtet aber nicht das dem I1ach der Beobachtung an
genommenell System von Variabeln zugehOrige L, sondern das wirklich 
vorliegende. Der Fehler von L wiirde sich so aus zwei Teilen zusammen-
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setzen, aus der Abweichung des vorliegenden L von dem Betrage, der dem 
gerade angenommenen System von Variabeln entspricht, und aus dem Febler, 
der bei der Beobachtung des L selbst vorgefallen ist. 

22. Principielle Notwendigkeit die einzelnen Fehler aus einander zu 
halten. Allein die Ausgleichungsrechnung hat auch noch die andere Auf
gabe, iiber die Fehler selbst AufkHirung zu bringen, sie soll auch zeigen, 
mit welcher Genauigkeit jede der in Frage kommenden Grossen gemessen 
ist, und sie giebt natiirlich nur ein falsches Bild, wenn man ganze Systeme 
von Fehlern auf eine einzige Grosse abwalzt. Man vermag, wenn man so 
verfahrt wie angegeben, die Fehler der einzelnen Grossen nicht von einander 
zu trennen, und deshalb ist jene Annahme iiber die Ansatzfehler principiell 
nicht zu billigen. 

Wir fassen aber vorlaufig in den einzelnen Beobachtungsgleichungen 
aHe Fehler zusammen und nennen ihre Summe den iibrig bleibenden Fehler 
der betre:fl'enden Gleichung. 

23. Kritische Bedeutung der ubrig bleibenden Fehler. Sollen nun 
diese iibrig bleibenden Fehler zur Kritik der Resultate und der Untersuchung 
dienen, so ~ind zunachst zwei Falle von einander zu trennen. 

1. 1st die Form der Function F von vornherein gegeben, so dass hin
sichtlich derselben gar kein Zweifel besteht, und diese Form die wahre ist, 
so kann der Fehler del' Darstellung n ur von den Beobachtungsfehlern ab
hangen, von nichts weiter. 

2. Wenn dagegen, was in der Praxis weitaus der gewohnlichste Fall ist, 
die Form der Function F nicht von vornherein bekannt ist, sondern auch erst 
aus der Untersuchung erschlossen werden solI, so kann es kommen, dass man 
bei der Aufstellung der Beobachtungsgleichungenlx = F(ax ' bx' "', rx) der 
Function eine falsche Form gegeben hat. Rier hiingt also der Fehler der 
Darstellung nicht bIos von den Beobachtungsfehlern ab, er wird durch 
die Wahl der Function F mitbestimmt. 

1m ersten Fall muss der Fehler der Darstellung mit den Beobachtungs
fehlern zugleich verschwinden; wenn diese gleich Null sind, miissen die Be
obachtungsgleichungen notwendig zu den wahren Betragen der Zahlen
coefficienten fiihren. 1m zweiten Fall braucht das keineswegs zu geschehen, 
denn hier hangt die Darstellung auch noch von der richtigen Wahl der 
Function abo 

Ueber die Wahl der Function vermag natiirlich die Analyse keine all
gemeinen Regeln aufzustellen, sie muss sich ganz auf die analytische und 
geometrische Geschicklichkeit des Rechners verlassen, aber in den iibrig 
bleibenden Fehlern giebt sie ihm ein Mittel, seine Wahl zu beurteileu. 
Wenn man namlich auch die Fehler der Beobachtungen ihrer Grosse nach 
uicht anzugeben vermag, so weiss man doch in den meisten Fallen, welche 
Betrage sie nicht iibersteigen konnen. Filldet man also, dass nach Aus
rechnung der Zahlencoefficienten die iibrig bleibenden Fehler einzelner Beob
achtungsgleichungen grosser sind als man durch die Beobachtungsfehler 



22 Kritik durch die iibrig bleibenden Fehler. [23. 

derselben erkliiren kann, so ist das ein Zeichen, dass die Form del' Function 
unrichtig gewahlt worden ist, und der Rechner muss es mit einer andern 
Function versuchen. Widerspricht del' restirende Fehler bei keiner der 
Beobachtungsgleichungen der Scharfe der Beobachtungen, so kann man die 
gewahlte Form del' Function als zweckentsprechend ansehen; die tibrig 
bleibenden Fehler bieten dann zwar immer noch nicht ein sicheres Kriterium 
fiir die Gtite del' Beobaehtungen, weil man nieht wissen kann, ob man nun 
die absolut richtige Function gewahlt hat, abel' da man einmal in anderer 
Weise nicht vorzudringen vermag, wird man sie als ein solehes hinnehmen 
mtissen. Ein anderes, noeh viel maehtigeres Kriterium findet man in dem 
Gang del' tibrig bleibenden Fehler, wenn man diese in bestimmter, dureh die 
Untersuchung selbst gegebener Weise ordnet. Ueber die hier zu befolgenden 
Regeln ist das Notige am Sehluss des zweiten und vierten Abschnittes ein
gehend auseinandergesetzt. Doch wird ein Physiker, der auch guter Mathe
matiker ist, nach einigem Nachdenken selten tiber die zu wiihlende Func
tion in Zweifel sein. 

Abel' auch abgesehen von den Unsicherheiten in der Wahl der dar
stellenden Function, ist der Wert der tibrig bleibenden Fehler fUr die 
Kritik der Beobachtungen und ihres Endergebnisses hier wie auch bei den 
einfachen Messungen immer nUl' ein relativer. 

Zuniichst sind die wahren Fehler der einzelnen beobachtetel1 Grossel1 
l1icht bekal1l1t und auch durch keil1e Methode zu el1tdeeken, das einzige, 
was die Untersuchung liefert, ist eine Reihe von mit Fehlern behafteten 
Beohachtungsgleichungel1 

lx = F(ax ' bx ' "', rx )' 

X= 1,2,3, "', n; 

rechl1et man aus ihnel1 die Zahlencoefficienten aus, so kann man hochstens 
zu den Umstanden nach wahrscheinlichsten Betriigen x, y, it, ... , tl ge
langen, tiber deren wahre Fehler man wieder nichts weiss. Indem man 
dann nach Einsetzung der fiir die Zahlencoefficienten gefundenen Werte die 
Functionsbetrage fUr die verschiedenen Variabelnsysteme ableitet, bekommt 
man in den Differenzen del' Berechnung gegen die Beobachtung, in 

die tibrig bleibenden :\1'ehler del' Beobachtungsgleichungen, abel' diese Fehler 
sind nicht die wahren, sondern nul' so wahrscheinlich, als es die Umstiinde 
zulassen, ihre wahren Betrage bleiben unauffindbar. 

Das ist cine nicht zu vermeidende Unsicherheit del' tibrig bleibenden 
Fehler, abel' es ist klar, dass unter gleichbleibenden Verhiiltnisscn die Un-
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sicherheit mit Anwachsen der Anzahl von Beobachtungsgleichungen im all
gemeinen abnehmen wird. 

Zunachst muss die Untersuchung so gefiihrt sein, dass aus ihr minde
stens so viele Beobachtungsgleichungen folgen, als Coefficienten zu be
rechnen sind. Hat sie gerade die notwendige Anzahl von Beobachtungs
gleichungen ergeben, so bleibt nichts weiter zu tun als diese mit den 
gewohnlichen Methoden nach x, y, z, ... , u aufzulOsen. Nach Einsetzung der 
so gefundenen Werte fiir die Zahlencoefficienten in die Beobachtungs
gleichungen werden diese identisch erfiillt, es bleiben keine Fehler iibrig, 
oder viel mehr, die wahrscheinlichsten Fehler sind aIle Null, und wir konnen, 
wenn wir keine andern Mittel dazu haben, absolut nichts iiber die Exactheit 
der Untersuchung aussagen. 

Je mehr Gleichungen iiber der notigen Anzahl zur Verfiigung stehen, 
desto weniger wahrscheinlich wird es, dass ein System von Zahlencoefficienten 
allen geniigend gerecht wird. Hat sich doch ein solches System gefunden, 
so diirfen wir mit einiger Wahrscheinlichkeit annehmen, dass dasselbe dem 
wah r en System nahe kommt, und diese Wahrscheinlichkeit wird urn so grosser, 
je mehr Beobachtungsgleichungen das betreffende System hinlanglich gerecht 
wird. In wie weit aber ein System von Zahlencoefficienten einer Beobach
tungsgleichung geniigt, ersehen wir aus dem nach Einsetzung dieses Systems 
fUr die Beobachtungsgleichung iibrig bleibenden Fehler. 

Daraus folgt: 
Die Ubrig bleibenden Fehler sind zur Beurteilung der Exactheit einer 

Untersuchung ganz wertlos, wenn diese nicht mehr als die unumgiinglich 
wage Anzahl von Beobachtungsgleichungen geliefert hat, mit jeder neu hin
zutretenden uberschilssigen Beobachtungsgleichung gewinnen sie an Bedeutung 
und sie bieten ein um so schiirfe1-es Kriterium fur die Exactheit der Unter
suchung, je mehr uberschussige Beobachtungsgleichungen diese ergeben hat. 

Man hat deshalb jede Untersuchung so zu fiihren, dass tunJichst viele 
Beobachtungsgleichungen herauskommen. 

24. Fassung des Problems. Wir konnen jetzt die Aufgabe, die die 
Ausgleichungsrechnung zu losen hat, indem wir aus dem etwas zu engen 
Rahmen heraustreten, so fassen: 

Aus einem System von Beobachtungsgleichungen - gleich
giltig, ob es eine oder mehrere Functionen betrifft - sind eine 
Reihe von Grossen so zu bestimmen, dass sie den Endergebnissen 
die grosste Wahrscheinlichkeit verleihen, die dieselben unter 
den besondern Umstanden, unter denen die Untersuchung ge
fiihrt ist, zu erlangen vermogen. A us den dann iibrig bleibenden 
Fehlern der Beobachtungsgleichungen sind Schliisse auf die 
Exactheit der Endergebnisse sowie auf die Scharfe der Unter
suchung zu ziehen und zugleich ist zu zeigen, welche Sicherheit 
diesen Schliissen zugeschrieben werden darf. 
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III. Allgemeine Theorie der Ausgleichungsrechnung. 
a) Fehlerwahrscheinlichkeit. 

[25. 

Nachdem die Aufgaben pracisirt sind, gehe ich zur allgemeinen LOSUllg 
derselben uber. Urn aber eine bequemere Ausdrucksweise zu gewinnen, solI 
zunachst ganz allgemein von Untersuchungen gesprochen werden, indern wir 
darunter auch einfache Messungen verstehen. 

25. Wahrscheinlichkeit eines Feblers. Die Fehler einer Untersuchung 
entstehen dadurch, dass die vorgenommenen Messungen der betreffenden Grossen 
nicht notwendig zu den wahren Werten derselben fuhren. Man vermag aber 
nicht von vornherein zu sagen, mit was fur Fehlern die ResuItate der betreffen
den Untersuchung behaftet sein werden, wenn man auch meist weiss, welche 
Betrage sie in den besondern Fallen nicht uberschreiten. Daher kann man 
auch nur von der grossern oder geringern Sicherheit sprechen, mit der ein 
Fehler von bestimmter Grosse erwartet werden darf. 

Als Maass der Sicherheit fur das Eintreten eines Ereigllisses dient die 
Wahrscheinlichkeit dieses Ereignisses, wir werden daher auch bei Beob
achtungen von der Wahrscheinlichkeit eines gewissell Fehlers sprechen 
konnen, indem wir darunter, zunachst unter Voraussetzung einer sehr grossen 
Anzahl von Beobachtungsgleichungen, verstehen: Das Verhaltnis der Anzahl 
der Fehler, die gerade so gross sind wieder von uns betrachtete zu der Anzahl 
alZer bei der betreffenden Untersuchung vorgefallenen Fehler. 

In diesem Sinne kann man wol sagen, dass ein Fehler wahrscheinlicher 
ist als ein anderer, und es ist beispielweise schon bemerkt worden, dass 
grosse Fehler sehr viel unwahrscheinlicher sind als kleine, weil sie er
fahrungsgernass viel seItener vorfallen als diese. 

Sei CJl(V) die Wahrscheinlichkeit eines wahren Fehlers von der Grosse 
V, die Wahrscheinlichkeit der wahren Fehler V1 , V2 , • •• sind dann im 
allgerneinsten Fall bezuglich durch 

CJli(Vt ), CJl2(V2), ... , CJl,,(V,,), ..• , 

zu bezeichnen, und das bedeutet, dass man in einem Resultat der betreffendell 
Untersuchung einen Fehler von der Grosse V1 mit der Wahrscheinlichkeit 
CJlt(V1), einen von der Grosse V2 mit der CJl2(V2) u. S. f. zu erwarten hat. 

26. Wahrscheinlichkeit flir das Zusammenwirken mehrerer bestimmter 
Fehler. In zwei Resultaten der Untersuchung konnen die dabei vorfallen
den Febler gleich oder verschieden und im ubrigen beliebig so gross wie 
irgend einer der uberhaupt moglichen Fehler sein. Dass gerade die Fehler 
Vi und V2 und keine andern auftreten, ist die Wahrscheinlichkeit CJl1 (V1) CJl2(V2). 
Ganz allgemein ist die Wahrscheinlichkeit, dass in n von einander un
abhangigen Resultaten der Untersuchung gerade die n Fehler V1 , V2 , Va' ... , V" 
(in beliebiger Folge) vorkommen, 

W = CJll (V1) CJl2(V2 ) CJl3(V3)··· CJl,,(V,,). 
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27. Welches Fehlersystem am ehesten zu erwarten ist. Wenn nun bei 
der nmaligen Ausfiihrung der Untersuchung wirklich gerade diese Fehler auf
getreten sind, so muss offenbar unter den obwaltenden Umstanden fiir das 
combinirte Erscheinen gerade dieser Fehler die Wahrscheinlichkeit am 
grossten gewesen sein. Aber da wir nicht wissen, ob diese Fehler auch 
die wahren sind, so haben wir an Stelle der zur Symbolisirung wahrer 
Grossen dienenden grossen Buchstaben, die der Bezeichnung wahrschein
lichster vorbehaltenen klein en zu setzen und konnen jetzt sagen: 

1. Wenn bei einem Satz von n unabhiingigen Beobachtungen aus der An
tahl aller moglichen PehZer gerade die vI' v2' ••• , vn aufgetreten sind, so 
war die Wahrscheinlichkeit 

fur das combinirte Aut'treten derselben grosser, als tvenn man an Stelle der 
Vl' V2 ' •. 0' Vn ganz oder zum Teil andere der mag lichen FehZer sub
stituirt haUe. 

Wiederholt man jetzt die Untersuchung unter ganz genau denselben Um
standen, so hat man offenbar ein Recht wieder dieselben Fehler VI' V2 ' .•. , Vn 

zu erwarten. ja wenn die Umstande wirklich in j e der Beziehung jetzt ganz 
genau so siud wie vordem, lasst es sich gar nicht denken, dass andere Fehler 
als die vl ' v2 ' ••• , vn auftreten konnten. 

Daraus ergiebt sich sofort: 
2. Von allen Fehlern, die die Resultate einer Untersuchung verfalschen 

konnen, hat man diejenigen vI' v2' ••• , vn mit dem grossten Recht zu er
warten, fur deren combinirtes AUftreten unter den besondern Verhiiltnissen 
der Untersuchung die Wahrscheinlichkeit 

ein Maximum ist. 
Das Theorem ist iiberaus wichtig, denn es fiihrt uns sofort zu einem 

andern Satze, der unmittelbar die Gleichungen zur Ausrechnung des wahr
scheinlichsten Resultats liefert. 

b) Ausgle£chung von Messungen. 

28. Ausgleichungsformel fUr Messungen. Der grossern Klarheit wegen 
betrachte ich zuerst die Messungen. 

Der wahre Wert einer Grosse (etwa einer Lange) sei A, durch wieder
holte von einander unabhangige Messungen seien aber flir diese Grosse der 
Rl'ihe nach die Betrage aI' a2 , a3 , •.• , a" gefunden, dann sind die wahren 
Fehler der Messungen beziiglich 
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Diese Fehler kennen wir nicht, und wir besitzen auch kein Mittel, sie 
zu bestimmen. 

Soli nun aus den Messungen fiir die betreffende Grosse ein Wert a 
abgeleitet wArden, dem wir nach diesen Messungen die grosste Sicherheit 
zuschreiben diirfen, so muss er nach Satz 2 so beschaffen sein, dass fUr das 
Eilltreffen gerade der Fehler 

die grosste Wahrscheinlichkeit herauskommt. 
Die Wahrscheinlichkeit, dass die Messungen gerade mit den Fehlern 

v1' v2' ..• , V n behaftet sind, ist, weil diese Messungen von einander unab
hangig sein souten, 

falls die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreffen des Fehlers v" den Betrag 
~,,( v,,) besitzt. 

Wir bekommen also den Satz: 
.3. Aus einer Reihe von, von einander unabhangigenlt!essungen at' a2,.·., an 

einer Grosse wird der wahrscheinlichste Wert a der betreffenden Grosse durch 
die Bedingung abgeleitet, dass die Wahrscheinlichkeit dafur, dass die Mes
sungen gerade durch die FeMer 

verfalscht sind, namlich 

w = 91 (v1) ~2(V2) ... ~n(v,,) 

ein Maximum wird. 
Die einzige Grosse, durch deren Wahl wir w zu einem Maximum 

machen konnen, ist a, und da w seinen grosstmoglichen Betrag erhalt, wenn 
sein Logarithmus zu einem Maximum wird, so lautet unsere Bedingungs
gleichung zur Bestimmung des wahrscheinlichsten Resultats a der n Mes
sungen 

0= 1 O~l (v1 ) + _1_ O~2(V2) + ... + _1_ o~,,(vn) . 
~1(V1) oa ~2(V2) oa ~,,(v,,) oa 

Es ist aber 

und weil man entsprechend den Gleichungen 

v,,=a-a,,; x=l, 2, 3, "', n 
hat 
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und jeder diesel' Differentialquotienten von Null verschieden ist, so lautet 
die Ausfiihrung des voraufgehenden Satzes: 

4. Dastcaltrscheinlichste Resulted a einer Reille von Jlessun.lJen a l' 
a2 , .• , an einer und derselben (Jrosse berechnet sieh (lI{S del' Gleiclntng 

I) 

100 

'. /! =l{-l{ , n 'll 

ist ztnd 'f'x (vJ die vVahrscheinlic1t1ceit angiebt, mit ,ler bei der 'I. ten Messwzg 
ein Fehler von del' Grosse v .. ,m Cl'warten steld. 

c) Ausgleichung von Unte1'suchungen. 

Ich gehe gleich zu der Lasung unserer Aufgabe Hir Untersuchungen 
tiber. 

29. Ausgleichungsformeln fiir Untersuchungen, In einer Untersuchnng 
bieten, wie oben bemerkt, die tibrig' bleibendell 1<'ehler der Beobachtungs
gleichungen ein Kriterium, sei es fur die Exactheit der Gesammtheit der 
Beobachtungen, sei es fiir die Richtigkeit der gewahlten Function. 

Sei l die Grosse, die durch die Untersuchung' in ihrer Abhiingigkeit 
von dem System del' Variabeln a, b, c, ... , /' bestimmt werden soIl; die 
Art dieser Abhangigkeit, die F01'1n der Function 

l = F(a, b, e, "', t·) 

oder wenn mehrere Functionen zugleich vertreten sind, die Formen aller dieser 
mtissen entweder von vornhereill geg'eben sein, odeI' sich (durch Probiren) 
finden lassen, was also durch die Untersuchung eruirt werden solI, das sind 
die in der Function odeI' den Functionen vertretenen Coefficienten ;,[', y, Z, . , ., u. 

Sollen nun die aus den durch die Untersuchung gelieferten Beobachtungs
gleichungen 

l .. = }ilea .. , b'l.' "', /' .. ; x, y, z, "', u): 'I. = 1, 2, "', n 

ausgerechneten Werte von x, y, z, ... , u die grosstmogliche Gewahr fUr 
ihre Richtigkeit habe'n, so mtissen sie so beschaffen sein, dass sie, ill die 
Beobachtungsgleichungen eingesetzt, Fehler ubrig lassen, die in ihrer Ge
sammtheit fiir sich die grosste Wahrscheinlichkeit aufweisen. 

Ich bezeiehne mit l'l. den durch directe Beobachtung erhaltenen und 
den, ebenfalls direct beobachteten Variabeln a'l.' b~, ... , i', entsprechenden 
Wert von l, und mit l~ den ftir l nach Bestimmung del' Zahlencoefficienten 
x, y, z, ... , u aus del' Gleichung 

ly' = F(a.", b .. , 

b erechne ten Wert. 

" u) 
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Dann sind die iibrig bleibenden Fehler del' Beobachtungsgleichungen 

vl=ll-ll' v2=12- l2' "', vn=ln-ln, 

und wenn die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass fiir die )( te Beobachtungs
gleichung del' Fehler v~ eintriffi, gleich cp~(vJ ist, so bekommt man die 
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System del' Beobachtungsgleichungen 
gerade mit dem System VI' V2 ' ... , vn del' Fehler behaftet ist, wenn, wie 
wir stets voraussetzen, jede Beobachtungsgleichung unabhiingig von allen 
andel'll gewonnen ist, und, wie wir vorlaufig annehmen, zwischen den zu 
bestimmenden Coefficienten keine streng zu erfiillende analytische Beziehungen 
stattfinden, 

Daher sind die Betrage fiir die Coefficienten die wahrscheinlichsten, 
fiir welche w ein Maximum wird, und es sind demnach die Coefficienten 
x, y, ro, ... , u aus den Gleichungen 

II a) ow = 0 ow = 0 0U! = 0 
ox 'oy 'oro ' 

zu berechnen. 
Wir haben nun 

oder 

ow = w (_1_ dCfI (VI) OVI + _1_ dCP2(V2) oV2 + .. + _1 __ dCfn(Vn)OV,,-). 
oX 'i'1(VI ) dVI ox Cf2 (v2 ) dV2 ox rn(vn ) dVn ox 

Damit bekommen wir den Satz: 
5. Aus einer Untersuchung, die rour Verbindung einer Grosse l mit 

andern Grossen a, b, c, ... , r dienen soll, bekommt man fur die Ooefficienten 
x, y, z, ... , u der die Verbindung bewerkstelligenden Function oder Func
tionen, die nach der Untersuchung wahrscheinlichsten Werte durch AuflOsung 
del' Gleichungen 

1 dCPI(VI ) oVI 1 dr2 (V2 ) oV2 1 dCfn(Vn ) OV" 
0=-----+-----+···+-- -, 

Cf'1 (VI) elVI ox 1'2 (V2) elv2 ox Cf'n(Vn ) elvn ox 

1 el'fl (VI) OVI 1 ell'~(V2) OV2 1 dCf',,(vn ) OVn 
0---------+-----+ .. ·+-- , 

- Cf'1 (VI) dVI oy CflV2 ) dV2 oy Cf',,(V,,) elvn oy 
IIb) 

1 dri (VI) OVI 1 el1'2(V2 ) OV2 1 clCf,,(vrJ OV" 
0=-------+-----+ ... +--------

Cfl(VI ) elvi oro 'f2(V2 ) elv2 0;; 'f,,(Vn ) dVn OZ' 
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Ich werde diese Gleichungen als Ausgleichungsformeln bezeichnen, um 
sie von den Beobachtungsgleichungen trennen zu konnen. Ihre Zahl ist 
genau so gross wie die der zu berechnenden Coefficienten x, '/J, z, ... , u. 

30. Die Ausgleichungsformeln bestehen nur, wenn die Wahrscheinlich
keiten der Fehler von den beziiglichen Grossen dieser nicht unabhangig 
sind. Der leichtern Discussion wegen setze ich 

_l_dCf .. CV.) = c 
9 .. (v .. ) dv.. ·X 

X=X1' y=x2, z=x3, "', u=x", 

dann wird das System der Ausgleichungsformeln 

II c) 

Die Gleichungen werden identisch erfiillt, wenn man 

El = ~2 = E3 = ... = En = 0 

macht; da dann die Derivirten der Wahrscheinlichkeiten nach den beziig
lichen ~'ehlern verschwinden, so wiirde das stattfinden, wenn die Wahr
scheinlichkeit eines Fehlers iiberhaupt nicht von der Grosse desselben 
abhinge. 

Alsdann sind aber aIle Fahler gleich wahrscheinlich, grosse und kleine 
treten gleich h1i.ufig auf, und unsere Aufgabe findet fiir diesen Fall keine 
bestimmte Losung. Das stand von vornherein zu erwarten, denn wenn 
grosse Fehler unter allen Umstanden genau so leicht vorfallen wie kleine, 
konnen die Fehler iiberhaupt kein Kriterium mehr fiir die Exactheit der 
Untersuchung und die Wahrscheinlichkeit der Resultate bieten. 

Wir miissen also annehmen, dass die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 
von der Grosse desselben sehr wol abhangt, die ~ nicht verschwinden, und 
dazu giebt die Erfahrung ein volles Recht. 

Da nun unser System von Gleichungen, wenn wir darin die Differential
quotienten der Fehler als bekannt voraussetzen, auch als lineares, homo genes 
Gleichungssystem nach den Unbekannten ~l' ~2' , .. , ~n angesehen werden 
kann, so muss es, sollen diese ~ nicht sammtlich verschwinden, allen Be
dingungen, die die Theorie solcher linearer, homogener Gleichungen vor
schreibt, geniigen. 
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31. Die Ausgleichungsformeln ersetzen (,lie Beobachtungsgleichungen in 
jeder Hinsicht. Sei zunachst h> n, wir haben dann mehr Coefficienten 
als Beobachtungsgleichungen und somit mehr Gleichungen zur Berechnung 
der ~ als notig sind. Diese lassen sich aber durch von Null verschiedene 
Werte der e nur dann befriedigen, wenn zwischen den Factoren 

OVl oV2 oVn 

oXl ' oXl ' 
... , OXl- , 

oVl oV2 oVn 

ox:! ' oX2 ' oX2 ' 

oVl oV2 oVn 

oXh ' ox" ' 
.0 ., 

ox" 

gewisse Bedingungen erfiillt sind. 
Da dann die Fehler nicht mehr von einander unabhangig sein wiirden, 

verliert unsere ganze Deduction, die gerade eine Unabhangigkeit der einzelnen 
Fehler von einander zur Grundlage hatte, ihren Halt, und die Ausgleichungs
formeln werden wertlos. Wir miissen dann annehmen, dass sie dadurch 
identisch erfiillt werden, dass eben aHe Fehler v gleich Null sind. Man 
kann in diesem FaH die Coefficienten nicht eindeutig berechnen. 

Wenn ferner h = n ist, so haben wir genau so viele Coefficienten, als 
Beobachtungsgleichungen vorhanden sind, und die Gleichungen fur die e ent
sprechen in ihrer Anzahl der Anzahl der e. Da letztere homogen und linear 
in Bezug auf die e sind, so muss wieder, wenn nicht aHe e der Null gleich 
sein sollen, zwischen dem System der Factoren ov/ox eine Relation statt
find en, diese besagt dann aber nichts weiter, als dass wieder aIle Fehler gleich 
Null zu setzen seien. 

Wir Mnnen dann zur Berechnung der Coefficienten auf die Beobachtungs
gleichungen zuriickgehen, deren Zahl ja auch in diesem FaIle genau so gross 
ist, wie die dieser Coefficienten. 

Ueber den dritten und weitaus wichtigsten Fall, h < n, ist nichts be
sonderes hinzuzufiigen, hier kann man immer den Gleichungen fiir die E durch 
von Null verschiedene Betrage dieser Grossen geniigen, diese GIeichungen 
haben also stets ihre bestimmte Bedeutung, und sie geben fiir die Coefficienten 
stets ganz unzweideutige Werte, ohne dass zwischen den Fehlern irgend 
welche Beziehungen stattzufinden brauchen und ohne dass man diesen 
Fehlern von vornherein irgend welche Betrage zuzuschreiben hat. Hiernach 
spiegelt das System der wahrscheinlichsten GIeichungen aIle Verhii.Itnisse 
del' Untersuchung genau wieder: so dass es in diesel' Hinsicht den Beob
achtungsgleichungen aquivalent ist. Eingehender wird die Discussion der 
Ausgleichungsformeln im vierten Abschnitt sein. 
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Die so berechneten Coefficienten sind die unter den gegebenen Um
standen wahrscheinlichsten, aber es muss nochmals hervorgehoben werden, 
dass die dnrch sie mitbestimmten iibrig bleibenden Fehler fiir eine Kritik 
der Exactheit der Untersuchung gar keinen Wert haben, wenn keine iiber
schiissigen Bedingungsgleichungen da sind, dass ihre Bedeutung mit der 
Zahl der iiberschiissigen Beobachtungsgleichungen zunimmt, bis sie schliess· 
lich, wenn die iiberschiissigen Beobachtungsgleichungen in sehr grosser Zahl 
vorhanden sind, wenigstens in Untersuchungen, wo die J<'orm der zu be
stimmenden Function von vornherein gegeben ist, die Stelle der wall re n 
Fehler einzunehmen im Stan de sind. 

Damit ist un sere Aufgabe fiir die hervorragendsten Zwecke ideell gelost. 
Um die Ausgleichungsformeln auch zu praktischen Rechnungen brauchbar 
zu machen, haben wir die einzelnen in ihnen vertretenen Grossen zu be
stimmen. 

32. Vereinfachung der Ausgleichungsformeln durch Einfiillrung von 
Naherungswerten. Diese Grossen scheiden sich in zwei Gruppen, die eine 
enthalt die Ditferentialquotienten der Fehler nach den zu berechnenden 
Coefficienten, die andere umfasst die Wahrscheinlichkeitsfnnctionen der 
Fehler, oder vielmehr die Derivirten nach den Fehlern von den Log'aritllmen 
der Wahrscheinlichkeitsfunctionen. 

Was nUll zunachst die Grossen der ersten Gruppe anbetrifft, so ltatten 
wir nach der Definition der wahrscheinlichsten .\<'ehler 

Hierin sind ax' bx ' ••• , 1', durch directe Beobachtung gegeben und die 
Function }I' ist von voruherein ihrer Form nach vorgeschrieucll; man kann 
also in jedem Falle, jeden belieuigen Differentialquotienten als bestimmte 
Function von x, y, it, ... , u darstellen, und es ist aUgemein 

Ox 

Die Function, die dann herauskommt, ist nach x, y, z, ... , u zu ordnen, 
und ist je nach der Form von E' mehr oder weniger complicirt. Hiernach 
wiirde die Berechnung der Coefficienten allen Schwierigkeiten unterlieg'cll, 
mit denell die numerische Auflosung von Gleichullgen illl allgemeinen zu 
kampfen hat. Aber man kann durch ein einfaches Verfahren die Ditferential
quotienten der v hinsichtlich ihrer Abhangigkeit von x, y, it, ... , u erheb
lich vereinfachen. 

Wie namlich auch die Beobachtungsgleichungen del' Untersuchung be
schaffen sein mogen, ist letztere iiberhaupt mit einiger Sorgfalt ausgefiihrt, 
so kann man, sei es durch Probiren oder dadurch, dass man aus der Zahl 
der Beobachtungsgleichungen soviel hcrausgreift, als zur Berechnung deT 
Coefficienten gerade notig sind, fiir diese Coefficienten Hich ein System von 
Naherungswerten verschaffen. 
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Es sei Xl' Yl' $1' .•. , Ul dieses System von Naherungswerlen, setzt 
man dann 

X - Xl = ell Y - Yl = 1jl, Z - $1 = Cl , "', U - Ul = ll1' 

so werden die Verbesserungen ~l' 1jl, Cl , ••• , llll die man an die Naherungs
werle anzubringen hat, um die wahrscheinlichsten Werte der Coefficienten 
zu erlangen, gegen diese selbst rclativ kleine Zahlen sein. Man darf daher 
bis auf kleine Grossen zweiter Ordnung nach den Taylor'schen Theorem 
setzen 

F(a .. , b .. , ''', r .. ; X, y, $, "', u) = F(a .. , b .. , ''', r .. ; Xl' Yll $ll "', U1) 
of of of of + el - + 1jl - + Cl - + ... + III -. 
OX1 0Y1 0$1 OUI 

und bekommt, indem man die in jeder Beziehung bekannte Function 

setzt, 

=(1 -F( 1»)-e of(x,l) _ of(x, 1) 
v.. .. x, 1 OXl 1j1 0Y1 

of(x, l) 
"'-lll--' 

OUt 

ov.. ov .. _ of(x, 1) 
ox =oel --ax~' 

ov.. ov.. of(x, 1) 
oy =01jl =-ag;-' 

OV.. OV" of(x, 1) 
ou =Oll .. =-a~' 

Nunmehr geht unser System Ausgleichungsformeln iiber in 

0= _1_ dtel (VI) of(IJl+_l_dte2(V2) of(2, 1) + ... 
tel (1)1) dVl oXl te2 (v2) dV2 oXl 

1 dte" (v,,) of(n, 1) +---- , 
te" (v,,) dv" oXl 

lId) o =_I_ dlpl(Vl ) of(I, I) + __ I __ dte2 (v2 )oF(2, 1) + ... 
tel (VI) dVl OYl te2 (V2 ) dV2 0Yl 

1 dte,,(v,,) of(n, 1) +------, 
ten (V,,) dv" oY1 
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Die aus ihnen zu berechnenden U nbekannten El , 7J1' ~l' ... , U1 sind nur 
noch in den 'P und deren Differentialquotienten enthalten, bei denen man 
eventuell ein ahnliches Entwickelungsverfahren durch Einfiihrung der Nahc
rungswerte einschlagen wird. 

Weil man bei der Entwickelung von F nach den Verbesserungen e1• 

"Ill' C1 , ••• , Ul nu]" die ersten Potenzen dieser beriicksichtigt hat, bekommt 
man so nicht sofort die wahrscheinlichsten Werte del' Verbesserungen, sondern 
nur genaherte; sieht man aber nach Ausrechnung der el , "Ill' ~1' "" til 

als zweite Naherungswerte von x, y, z, ... , u a:l und setzt 

x = X2 + e2 , ?J = l/~ + 7J2, Z = Z2 + ~2' "', u = U2 + 1)2, 

so werden die E2 , "Il2' C2, ••. , U2 im allgemeinen kleiner als die Ell "Ill' C1 , ••• , U1 

sein, und indem man sie aus einem Gleichungssystcm berechnet, das aus 
dem fiir die EI , "Ill' ~l' ••• , 1)1 geltenden dadurch resultirt, dass man in F 
und seinen Derivirten an Stelle der ersten Naherungswerte Xl' Y 1, ZI' ..• , u1 

die zweiten x2' Y2' Z2, ... , U2 setzt, wodurch F iibergeht in FCx,2), be
kommt man in 

X2 + e2 = x a , Y2 + "Il2 = Y3' Z2 + ~2 = Z3' ... , U2 + U2 = ua 

die dritten Naherungswerte fiir x, l/, z, ... , u. So fahrt man fort, bis die 
successiven Naherungswerte sich von einander, soweit es die Genauigkeit 
der Untersuchung fordert, nicht mehr unterscheiden. 

Dem strengen Mathematiker wird ein solches Verfahnm successiver 
Annaherung vielleicht wenig behagen, aber es kann dasselbe dem rechnenden 
Physiker gar nicht genug empfohlen werden. In der Astronomie wird es 
im weitesten Umfange angewendet, und es fiihrt uicht bIos zu bequemen 
Rechnungen, sondern giebt haufig das einzige Mittel, complicirten Functionen 
beizukommen. W 0 der Physiker es mit verwickelteren Gesetzen zu tun hat, 
suche er sich erst Naherungen fiir dieselben und entwickele nach Potenzen 
der noch notwendigen Verbesserungen. Er kommt so den betreffenden Ge
setzen auf bequemem Wege naher, und gewinnt zugleich einen Ueberblick 
iiber den Einfluss, den etwaige Variationen der Coefficienten auf dieselben 
ausiiben, und zugleich kann er besser iiber die verbiirgbare Strenge derselben 
urteilen, 

Doch werden spater auch noch andere, aber weit weniger allgemeine 
Erleichterungen vorgefiihrt werden. 

d) n";e Wahr'scheinHchke";t~functz"on fur Fehler, d~'e ihrer Grosse 
oder ihrer wahrscheinlz"chen Ur'sache nach bekannt 8£nd. 

33. Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsfunction, wenn die in der 
Untersuchung wahrscheinlich vorgefallenen Fehler bekannt sind. Die 

Weinstein, Lehrbuch 1. 3 
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zweite Gruppe von Grossen umfasst die Wahrscheinlichkeitsfunctionen der 
Fehler. 

Da 1m allgemeinen in keiner Untersuchung die Fehler wirklicll rein 
zufalliger Natur sind, so werden tatsachlich in jedem besondern Falle die 
Wahrscheinlichkeiten der Fehler auch in gam besonderer Weise von der 
Grosse dieser abhangen, so dass man keine allgemein giiltigen Regeln fiir 
die Berechnung derselben zu geben vermag. Weiss man, welche Fehler in 
einer Untersuchung wahrsch einlich vorgekommen sind, so ordnet man diese 
Fehler nach der Grosse, teilt die Amplitude, innerhalb deren die Betrage 
der Fehler liegen, in eine Amahl gleicher Intervalle und zahlt nach, wie 
viele Fehler jedem beziiglichen Intervall zukommen; das Verhaltnis der An
zahl der einem bestimmten Intervall zugehOrigen Fehler zu der Anzahl aller 
}<'ehier giebt dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein }<'ehler gerade in 
dieses Intervall ram, doch setzt dieses Verfahren voraus, dass die Anzahl 
der Fehler jeder Klasse ebenso abnimmt wie die Anzahl aller Fehler. 

Es seien die wahrscheinlich vorgefallenen Fehler ihrer Grosse nach 
geordnet 

V n - vl ist dann die Amplitude der Betrage der Fehler, teilt man dieselbe 
in i gleiche Teile d, so ist 

Ich bezeichne mit i l die Anzabl aller Fehler, die von Vl urn nicht mebr 
als d, mit i2 die aller Febler, welche von vl urn nicht mebr als 2d, 
allgemein mit i ... die aller Fehler, die von vl urn nicht mehr als xd ab
weichen. Dann ist die Wabrscbeinlichkeit dafiir, dass ein Febler zwischen 
den Grenzen vl und vl + d liegt, 

die dass ein Fehler zwischen den Grenzen vl + d und VI + 2d sich be
findet, 

allgemein die Wabrscheinlichkeit, dass einFebler nicht kleiner als Vl +(x-l)d 
und nicht grosser als VI + xd ist, 

III) 

Man kann nun in erster Naherung, wenn die Intervalle nicht zu weit 
sind, annehmen, dass die so berechneten Wahrscheinlichkeiten wi' w2 ' ••• , W,,_l 
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fiir die in den Mitten der beziiglichen Intervalle liegenden Fehler gelten, 

also Wi die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers Vi + ~ , w2 die eines Fehlers 

3~ 11 . d·· F hI 2)(-1,\. b 
Vi + 2' a gemem Wx Ie emes e ers VI + -2-l.1 angle t.. 

Indem man dann die Grossen 

~ M 51 (2)( - 1) ~ 
V i + 2 ' v1+T' VI +2' ... , V1+---2--' 

als Abscissen, die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten 

als Ordinaten in einem rechtwinkligen Axensystell1 eintragt, erhalt man eine 
Curve, die sich der durch die wirkliche Wahrscheinlichkeitsfunction 

tv = <p(v) 

dargestelltcn urn so naher anschliesst, je kleiner man das Intervall ~ gemacht 
hat und je grosser die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Fehler ist. Die 
Gleichung dieser Curve giebt dann, wenn nUT ~ relativ klein ist, eine 
Naherungsformel fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeitsfunction. 

Die Kenntnis der Gleichung der Curve ist, weil in den wahrschein
lichsten Gleichungen die Differentialquotienten des Logarithmus der Wahr
scheinlichkeitsfunction vorkommen, nicht zu umgehen, sie ist aber meist 
schwer zu erlangen. 

Ein specielles Beispiel kann erst durchgefilhrt werden, wenn gezeigt ist, 
wie man die wahrscheinlichste analytische Darstellung einer Reihe von Zahlen 
berechnet. 

34. Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsfunction, wenn die wahr
scheinliche Ursache der Fehler bekannt ist. Noch in einem Fall verll1ag 
man, wie Be s s el gelehrt hat *), die Wahrscheinlichkeitsfullction zu berechnen, 
namlich dann, wenn man weiss, welche Ursache die vorgefallenen Fehler 
w ahrs cheinlic h hervorgebracht hat. 

Es sei die U rsache, welche wr Entstehung eines Fehlers t' Veranlassung 
giebt, a, und es mage die Grosse des Fehlers von der der Ursache so ab
hangen wie die als bekannt anzusehende Function ((a) von a; wir haben dann 

V = ((a.). 

1st <p(v) die Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler gerade die Grosse v 
besitzt, so giebt 'P (v) dv die Wahrscheinlichkeit, dass sein Betrag zwischen V 

und V + dv liegt. Jedem Betrage des Fehlers entspricht eine bestill1mte 
Grosse der Ursache, und da da/dv die Aenderung bedeutet, die die Ursache 
erfahrt, wenn der Fehler um eine Einheit anwachst, so giebt (d'J.jdv)dv die 

*) Astronomische Nachrichten, Bd. XV, Seite 369 If. 

3* 
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Amahl der Einheiten, urn welche der Betrag der Ursache sich andert, wenn 
der Fehler von v auf v + dv steigt, diese Grosse zeigt also auch an, wie 
viele, den verschiedenen Werten der Ursache entsprechende Fehler in dem 
Intervall v + dv bis v liegen. Man bekommt daher, falls der Fehler valle 
Betrage zwischen vn und vl anzunehmen vermag, fiir die Wahrscheinlichkeit, 
dass sein Betrag sich zwischen v und v + dv befindet, 

da. dv 
dv 

Dieselbe Wahrscheinlichkeit war aber auch rp(v)dv, also wird die ge
suchte Wahrscheinlichkeitsfunction 

IV) 
1 da. 

rp(v)=----· 
vn-v1 dv 

In unsern wahrscheinlichsten Gleichungen kommt nicht rp(v)selbst vor, 
sOlldern der Differelltialquotient des Logarithmus dieser Function, fiir diesen 
hat man 

IVa) 
~ __ l_drp(v) _ ~~d2a. 

- rp(v) dv - da. dv2' 

wobei v und a. durch die gegebene Beziehung 

v = f(a.) 
verbunden sind. 

Zur Ausflihrung der Differelltiationen von v nach a. und von a. llach v 
muss man sowohl die Function 

fer:;.) =V 

als die Umkehrung derselben 
xCv) = a 

kennen. 
Schreibt man aber 

IVb) 

und auch 

IV c) 
1 d2v 

e = - (~:r da.2 ' 

so braucht man im ersten FaIle nur die Function a. = xCv), im zweiten nur 
die v = f(a.) zu kennen, und ist von den nicht immer ausfiihrbaren Um
kehrungen unabhangig. 

Ich mache eine Anwendullg der obigen Bessel'schen Formeln auf eine 
besondere Messung. 
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35. Beispiel. Eine Grosse I, solI nmal gemessen worden sein, und in 
allen Messungen magen die wahrscheinlich vorgefallenen beziiglichen Fehler 
vI' v2 ' v3 ' ••. , vn durch Ursachen ai' "-2' a~, ... , "-n derselben Art hervor
gebracht sein. Die A usgleichungsformel zur Bestimmung der betreffenden 
Grosse ist dann nach I) und V a) 

wobei 

' v =A-A n n 

und 

ist. 
v = fCa) 

Die Grosse A, urn deren Bestimmung es sich handelt, sei die Temperatur 
einer Schlleemasse. Wir wollen annehmen, dass die Schneemasse sich im 
Schmelzen befindet, also ihre Temperatur wahrend der Beobachtung nicht 
andert. Taucht man nun ein Quecksilberthermometer in die Schneemasse, 
so kiihlt sich die Kugel desselben ab, und seine Temperatur El fant mit 
wachsender Zeit t annahernd gemass dem Gesetze 

El = A - ae- bt, 

wo a und b gewisse von der Temperatur des 'l'hermometers im Augenblick 
seiner Eintauchung in die Schneemasse und von der substantiellen und 
constructiven Beschaffenheit desselben abhiingende Constanten sind. 

S iindert sich mit wachsender Zeit, es ist fUr t = OC) gleich der gesuchten 
Tem peratur I,. Liest man also das Thermometer zu den Zeiten t l , t2 , t:1, •. " tn 
ab, so bekommt man nicht die gesuchte Temperatur A, sondern nacheinander die 

) ) -bt 1 1 -bl 1 1 --bt 
"1 = f,- ae I, "2 =" - ae 2,"" "n = f,- ae n; 

die n Temperaturmessungen sind daher wahrscheinlich mit den Fehlern 

v = + ae- bt1 v = + ae- bt2 ... 1! = +ae- btn 
1 ' 2 " n 

behaftet. Diese Fehler sind urn so kleiner, je spater man die Ablesungen 
des 'l'hermometers vorgenommen hat; als Ursache, die zur Entstehung der 
Fehler Veranlassung geben kann, haben wir also das "Zufriih" des Ablesens 
anzusehen. Hiernach wird a. = t und 

v=fCt)= +a{-bt, 

1 
t = - -7) (logv - loga), 

1 1 
'fCu) = -~-- --- , 

vn -VI bv 

1 d'f(v) 1 
'fCv) a:v- = -;. 
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Die Ausgleichungsformel geht somit tiber in 

1 1 1 1 
0=-+-+-+ .. · +-

Vi V2 V3 Vn 

oder, wenn die abgelesenen Temperaturen 1.1' 1.2 , 1.3 ' ••. , An sind, in 

1 1 1 1 
0=1._1. +A-A +1.-1. +"'+,,-1. ' . 

1 2 3 n 

als Gleichung n - I ten Grades zur Berechnung des wahrscheinlichsten 
Wertes von A, wenn der wahrscheinliche Grund der Abweichungen der ein
zelnen Temperaturablesungen von einander in dem nach dem Gesetz 

e = 1.- ae- bt 

vor sich gehenden allmaligen Einstellen des Thermometers zu such en ist. 
Es muss aber hervorgehoben werden, dass die obige Berechnung den 

wahrscheinlichsten Wert filr A nur in dem Fall ergiebt, wenn man den an
gefilhrten Grund lediglich als wahrscheinlich zu bezeichnen vermag; weiss 
man ganz bestimmt. dass dieser und kein anderer Grund die Ursache der 
Abweichung der einzelnen Ablesungen von einander ist, dann giebt llatiir
lich die letzte Ablesung des Thermometers den wahrscheinlichsten Wert filr 
die Temperatur der Schneemasse. 

Es falIt hier auf, dass die Gleichung fiir A von den Constanten a, b 
der Beziehung zwischen V und t ganz unabhiingig ist, sie enthalt nur direct 
beobachtete Grossen, das ist nicht immer der Fall. 

Wenn n = 2 ist, wird 

gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Ablesungen. 
Wir werden spater, wenn wir es mit zufalligen Fehlern zu tun haben, 

dem arithmetischen Mittel als wahrscheinlichstes Resultat immer begegnen, 
hier sehen wir es auch in einem FaIle wahrscheinlicher systematischer Ver
falschung gelten. 

Complicirter wird die Aufgabe, wenn es sich urn die Temperaturbestim
mung eines Korpers handelt, der wahrend der Messung selbst seine Tem
peratur verandert, sie soIl spater bei der Theorie der Bestimmung der 
specifischen Warme von Substanzen ihre Bearbeitung finden. 

36. Uncontrolirbare Fehler als zufiillige aufgefasst. Weitaus in den 
meisten Fallen weiss man weder, mit welchen Fehlern eine betreffende 
Untersuchung behaftet sein wird, noch vermag man anzugeben, aus welchen 
nicht schon anderweitig eliminirten Ursachen die Resultate derselben ver
falscht sein konnen. Es bleibt dann nichts iibrig als anzunehmen, dass die 
Untersuchung llur noch durch rein zufallige Fehler verfalscht ist. 

Zu einer solchell Annahme hat man aber urn so mehr Berechtigung, 
mit je grosserer SorgfaIt man aIle controlirbaren, systematischen Fehler 
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durch eine voraufgehende Untersucbung der benutzten Apparate, sowie durch 
tunlichste Ausschliessung aller storenden Erscheinungen, bestimmt und un
schadlich gemacht hat. 

Es wird also nunmehr vorausgesetzt, dass eine Untersuchung so ange
stellt ist, dass die ihren Resultaten etwa noch anhaftenden Febler rein 
zufiUliger Natur sind. Und diese Voraussetzung ist darum so vorteilhaft, 
weil die Erfahrung nns viele Eigenheiten der zufalligen Erscheinnngen kennen 
g'elehrt hat. 



Zweiter AbschniU. 

Theorie der zufalligen Fehler; Ausgleichung 
einfacher Messungen 

-~- ... 
IV. Theorie der zufalligen Fehler; PrinGip des 

arithmetisGhen Mittels. 

a) Messungen gle~'cher Schaife. 

37. Zufallige Fehler konnen Resultate ebenso gut im Sinne des zu 
Viel als des zu Wenig verfalschen. 1m folgenden solI zunachst nur von 
Messungen gesprochen werden, und zwar von solchen g 1 e i c her Scharfe. Wir 
nennen "in Vorkommnis zufallig, wenn wir nach eingehendcr PrUfung alIer 
Umstande keinen Grund fUr das Eintre"ffen desselbell anzugeben verm6gen, 
und auch nicht sagen k6nnen, wann wir es wieder zu erwarten haben. In 
dies em Sinne ist von den zufalligen Fehlern fruher als von den nicht controlir
lfaren gesprochen worden; aber da unser Vermogen Grunde fUr Vorkomm
nisse anzugeben von dem Stande abhangt, auf dem unser Wissen sich gerade 
befindet, so genugt jene Einsicht noeh nicht zur Kennzeichnung und De~ 
finition der zufalligen Fehler. 

Wenn nun ein Fehler eine Beobachtung verfalscht, so kann das so 
geschehen, dass er fUr die aus derselben abzuleitende Grosse einen zu 
grossen, oder so, dass er fiir sie einen zu kleinen Betrag finden lasst, und 
da wir nicht einzusehen vermogen, warum er, wenn er wirklich zufallig ist, 
eher in dem einen als ill dem andern SinIle wirken sollte, so werden wir 
von zufalligen Fehlern erwarten, dass sie gleich haufig als positive wie als 
negative Grossen auftreten. Wir machen also die Hypothese; 

fi. Die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreffen eines zufiUUgen r'ehlers 
von p08itivem Betrage i~t ebenso gross wie die lar das Eintrctt'en eines zu
ftilligen Fehlers von absolut gleichem, abel' negativem Betrage. 

Analytiseh spricht sich diese Hypothese in der Gleichung aus 

Va) 1'(+ V)=9(- V) 
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und sie driickt die besondere Eigenschaft aer Wahrscheinlichkeitsfunction 
aus, dass dieselbe eine gerade Function ist, keine ungeraden Potenzen und 
Functionen von V enthalten kann, so dass die Wahrscheilllichkeit 

Vb) 

zu setzen ist. 
Man wird also bei jeder Messung einer Grosse ebenso leicht einen posi

tiven wie einen negativen zufalligen Fehler begehen konnen und, wenn man 
die Messung vielfach wiederholt, in der Reihe der zufalligen Fehler positive 
und negative Betrage zu envarten haben. 

38. Das Bernouilli'sche "Gesetz der gross en Zahlen." Nun lehrt 
das bekannte von B ernouilli entdeckte "Gesetz der grossen Zahlen": -

7. Wenn ein Vers1tch, inu;elcltem von einer Reihe von Ereignissen jecles 
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit ,m erwarten steht, immer und immel' 
wieder angestellt wird, so nelliert sich das Vel'hilltnis der Anzahl de/' Fittle, 
in denen eines der Ereignisse eingetreten ist, zu del' Anzaltl del' Fiille, in 
denen ein anderes stattgefitnden hat, meltr und mehr clem Verhiiltnis, in 
Icelchem die Wahrscheinlichkeit jenes Ereignisses ~u del' clieses steht, IlncZ es 
wurde diesem Verhaltnis del' bezuglichen Waltrscheinlichkeiten vollstiindig gteich 
lcerden, lcenn man die Wiederholungen des Versuchs ins Unendliche f'ortsetzen 
lconnte. 

39. Die Haufigkeiten der einzelnen zufalligen Fehler stehen im Ver
hiiltnis zu den beziiglichen Wahrscheinlichkeiten. Nehmen wir den 
fingirten Fall, dass eine Messung mit immer gleicher Scharfe unendlich oft 
wiederholt worden ist, so werden wir eine unendliche Reihe von Fehlern 
haben; von diesen Fehlern Mnnen und werden nicht aIle verschiedene Grosse 
besitzen, es werden sich vielmehr die Fehler in Gruppen zerteilen, deren 
jede mehr oder weniger Fehler gleichen Betrag'es enthiilt. Jeder Fehler wird 
hiernach mehrmals vertretell sein. Bezeichllell wir aber die Anzahl (leI' 
Faile, in denen ein zufiilliger Fehler von del' Grosse Vx ('I. = 1, :!, :1, ... ) 
vol'gefallen ist, mit J\x' so hat tnan nach dem obigcn Princip 

Diese umfassende Gleichuug gilt ganz streng nul', wenll die Anzahl 
der Wiedel'holungen wirklich jedes Maass iiberschreitet, bei einer begrellZten 
Anzahl von Wiederholungen hat man ihr um so grossere Berechtigung 
zuzuschreiben, je grosser diese Anzahl ist. 

1st also ein Fehler, etwa der Vl , a j mal vorgefallen, so haben die 
andern V2 , V3 , ••• , falls l'x = l'(Vx) gesetzt wird, bezuglich 

stattgefunden, und das Bernouilli'sche Gesetz lehrt demgemass sofort die 
Haufigkeit jedes Fehlers anzugebe'n, wenn man sie flir nur einen Fehler 
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schon kennt, und es lehrt dieses mit urn so grosserer Genauigkeit, je ofter 
man die Messung angestellt hat. 

Aber dieses Gesetz fUhrt noch zu einer andern weit wichtigeren Folgerung. 
40. Jeder zufallige Fehler darf ebenso oft als positive wie als ne· 

gative Grosse erwartet werden. FUr die zwei Fehler VI' V2 haben wir 

nehmen wir jetzt an, dass V2 sich von VI nicht dem numerischen Betrage, 
sondern nur dem Zeichen nach unterscheidet, dass also V2 =- VI ist, so 
folgt aus der unter 6) aufgestellten Hypothese 

damit wird 
q;(V2) = q;(Vj ), 

VII) 

und diese Gleichung giebt den Satz: 
8. Wenn eine und dieselbe JYIessung ins Unbegrenzte wiederholt ist, so 

ist in den vorgefallenen zufiilligen Fehlern jede Fehlergrosse mit einem negativen 
Betrage genau so oft vertreten wie mit einem positiven; ist die Anzahl der 
Wiederholur/gen begrenzt, so braucht die obige Behauptung nicht mehr streng 
Z~t gelien, sie gewinnt aber an Berechtigung, je mehr diese Anzahl wiichst. 

41. Algebraische Summe aHer Fehler von bestimmter Grosse. Der Satz 
lasst sich noch anders, und zur unmittelbaren Anwendung bequemer, aus
sprechen. Versteht man namlich unter algebraische Summe einer Reihe von 
Grossen, den Wert, den man bekommt, wenn man diese Grossen mit den 
Zeichen, die ihnen zugehoren, zusammenaddirt, unter absolute Summe 
den Wert, den man erhalt, wenn man die Grossen aIle mit dem positiven 
Zeichen zusammenaddirt, so kann man auch sagen: 

9. Wenn man eine und dieselbe Messung ins Unbegrenzte wiederholt hat, 
so ist in den vorgefallenen zUfiilligen Fehlern fur jeden Betrag, wie gross oder 
wie klein er auch sein mag, die algebraische Summe aller FehZer gleich Null; 
ist die Anzahl der Wiederholungen begrenzt, so findet das nicht notwendig 
statt, man darf aber um so mehr erwarten, auch hier fur diese Summe 
Null zu finden, je after man die Messung wiederholt. 

In dieser Fassung ist der zweite Teil unseres Satzes absichtlich viel 
abgeschwachter gehalten, als in der ersten, denn man sieht leicht ein, dass 
jene Summe sich mit wachsender Anzahl der Messungen nicht stetig der 
Null nahern wird. Sie ist bald grosser, bald kleiner, bald gleich Null; 
der Satz sagt aber aus, dass man urn so mehr erwarten kann, den betreffenden 
Fehler ebenso oft positiv wie negativ zu finden, je weiter man die Wieder
holungen treibt. 

42. Algebraische Summe aHer moglichen Fehler. Was von der Summe 
der J<'ehler einer be stirn m te n Gross enklas s e gilt, hat natUrlich auch 
Bedeutung fUr die Summe all e r Fehler, und wir erlangen den etwas 
allgemeiner gehaltenen Satz: 
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10. Wenn man eine itnd clieselbe GrOSSf mehrlach misst, 80 teird man 
die vorgelallenen, zuliilligen Fehler sieh 11m so melw eompensiren sehen nnd 
tiir die algebraisehe Summe derselben um so eller Null envarten diirlen, 
je mehr man die Anzahl der Einzelbcstimmll11gen anlcaellscn lCisst, und man 
wttrde lur diese Summe geradezu Null erhctlten ,Ivenn man die Einzel
bestimmungen ins Unendliehe jortsetzte. 

43. Uebergang zum Princip des arithmetischen Mittels. Wie g-ross 
die Summe der zufalligen Fehler in einem besondern Falle tatsachlich ist, 
konnen wir nicht wissen, weil uns die wahren Betrage der Fehler nicht 
zuganglich sind, das aber diirfen wir auf Grund des Satzes 10) aussagen, 
dass man fiir diese Summe, wenn die Messungen nur geniigend oft 
wiederholt sind, mit demselben Recht einen negativen, wie einen positiven 
Wert veranschlagen kann. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ihr Betrag 
positiv ist, ist ebenso gross wie die, dass er negativ ausfallt, und da die 
Fehler dem obigen zufolge sich auch vollstandig compensiren kiinnen, so ist 
offenbar, so lange man von den Fehlern nichts naheres weiss, die wahrschein
lichste Annahme, die man machen kann, die, dass die Summe aller Fehler gleich 
Null ist. Man srhliesst ja schon ganz ahnlich, wenn man eine Grosse nur 
einmal gemessen hat. In der Tat, wenn wir nur eine einzige Messung haben, 
so konnen wir nicht sagen, ob bei ihr ein Fehler vorgefallen ist oder nicht, 
wir wissen auch nicht, ob ein Fehler, wenn er wirklich vorhanden sein 
sonte, das Resultat zu gross oder zu klein hat finden lassen; und es ist 
die einzige Annahme, die wir mach en konnen, die, dass die Messung 
fehlerfrei ausgefaUen ist. In Verbindullg mit dem voraufgehenden Satz 
bekommen wir also: 

11. Die wahrseheinliehste Annahme aber die algebraiselle Summe der 
zu{iilligen Feltler von Einzelbesfimmungen einer und derselben Grosse ist die, 
dass dieselbe gleiclt Null ist, und diese Anna/nne gewinnt ttln so mehr an 
Wahrscheinlichkeit, je me/lr man die Ein.zetbestimmllngen hiiult. 

Damit sind wir eigentlich schon zu dem wiehtigsten, hier abzuleitenden 
Ergebnis, zu dem Princip des arithmetischen Mittels gelangt. 

44. Verhaltnis der algebraischen Summe aller Fehler zu der absoluten 
Summe derselben. Es kommt aber noch darauf an, zuzusehen, wie viel 
wir in den einzelnen Fallen durch Anwendung des obigen Satzes erreichen 
konnen. Das arithmetische Mittel wiirde den wahren Betrag der gesuchten 
Grosse geben, wenn die Summe der zufiiJligen Fehler wirklich gleich Null 
ware, wann das der Fall ist, wissen wir nicht; aus dem Satz 11) folgt aber 
iedenfalls: 

12. Man kann, indem man die Mess~mg genitgend ot~ wiederholt, immer 
dahin gelangen, dass die algebraische Summe alter wrgetaltenen, zujZiltigen 
Fehler gegen die absolute Summe derselben kleiner als jede beliebig ~'()r.lJelegte 

Grosse wird. 
45. Durchschnittlicher Fehler und Resultirender Fehler. Ieh bezeichne 

jetzt die absolute Summe aller vorgefallenen Fehler dividirt durch die An-
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zahl aIler Messungen als durchscltnittlichen .Fehler einer Messung, und die 
algebraische Summe alIer vorgefaIlenen Fehler dividirt durch die Anzahl 
aIler Messungen als resultirenden Feltler der Messungen. 

Der Satz lautet dann auch so: 
13. Durch genugende Wiederholung der Messung kann man es immer 

dahin bringen, dass der resultirende FehZer der Messungen gegen den durch
scltnittlichen FehZer derselben beliebig klein wird. 

46. Erfahrungsmassig fallen grosse Fehler sehr viel seltener vor als 
kleine. Nun wird man bemerken, und es soIl das spater noch genauer 
auseinandergesetzt werden, dass der durchschnittliche Fehler ein gewisses 
Maass zur Beurteilung der Scharfe der einzelnen Messungen, der resultirende 
Fehler ein solches zur Beurteilung der Richtigkeit des aus den Messungen 
abzuleitenden Resultats giebt; der Satz sagt daher auch aus, dass man 
durch geniigende Haufung der Messungen immer ein Schlussresultat erlangen 
kann, das an Pracision dem aus einer einzelu·:n l\Iessung abzuleitenden 
Ergebnis im allgemeinen ausserordentlich iiberlegen ist. Es kommt jetzt 
alles auf die Grosse der den einzelnen Messungen eventuell noch anhaftenden 
Fehler an. Hier hilft uns aber die Erfahrung aus, denn diese lehrt: 

14. Bei einer und derselben Messung ist die Wahrscheinlichkeit fur das 
Eintreten eines zUfiilligen Fehlers um so geringer, je grosser der Betrag des 
Fehlers sein soll. 

Niemalld wird es fUr moglich halten, selbst bei einer ganz rohen Aus
messung einer Strecke von ein Meter Lange, einell Fehler von einem halben 
oder auch nur zehntel Meter zu begehen. Nun ist es zwar denkbar, dass 
trotzdem einmal ein solcher Fehler vorfallt, denn, wo der Zufall herrscht, 
da kann es zum Beispiel passiren, dass, wahrend der Beobachter, nachdem 
er den Maassstab an die Strecke angelegt und sich iiberzeugt hat, dass das 
linke Ende desselben mit dem linken Ende der Strecke iibereinstimmt, nach 
dem rechten Ende hillgeht, um nachzusuchen, wie weit der Stab die Strecke 
oder diese den Stab iiberragt, dieser letztere etwa durch inzwischen ein
getretene Neigung seiner Unterlage sich verschoben hat, und der Beobachter 
das zufallig iibersieht, aber man wird zugeben, dass ein solcher Zufall nur 
ausserst selten vorkommen wird. Geringe Verschiebungen des Maassstabes, 
wie sie etwa durch leichte Erschiitterungen der Unterlage desselhen hervor
gebracht werden, Mnnen dem Beobachter wol entgehen, bedeutende jedoch 
miissen ihm gleich in die Augen fallen, und es kann nur ein besonderer 
Zufall sein, wenn sie ihm doch verdeckt bleiben. 

47. Der durchschnittliche Fehler nahert sich mit wachsender Anzahl 
der Messungen einem bestimmten endlichen Grenzwert, der' resultirende 
convergirt gegen Null. Haben wir demnach auch kein Recht, die Wahr
scheinlichkeit fUr relativ grosse Fehler geradezu gleich Null zu setzen, so 
miissen wir doch diese Wahrscheinlichkeit als sehr klein ansehlln und konnen 
den angefUhrten Satz wenigstens fUr grossere Fehler als in der Erfahrung 
wol begriindet betrachten. 
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Wird nun eine Messung vielfach wiederholt, so kann es allerdings Yor
kommen, dass hin und wieder auch ein grosser zuf'alliger Fehler mit unter
lauft, deshalb darf man auch nicht behaupten, dass del' durchschnittliche 
Fehler mit wachsender Amahl del' Wiederholungen dem Betrage nach der 
Null gleich wird, im Gegenteil wird man sogar, weil del' durchschnitt
liche ~'ehler seine Bedeutung fur die einzelnen Beobachtungen hat, 
erwarten, dass er sich einem bestimmten endlichen, yon Null verschiedenell 
Grenzwert nahert; abel' man kann sagen, dass es 

sehr uJenig wahrscheinlich ist aus einer Anzahl von wiederllOlten 
Messungen einen g1'ossen dUt'chschnittlichen Fehler zu (inden. 

Nunmehr gewinnt unser Satz vom resultirenden Fehler die Gestalt. 
15. Durch genugende WiederllOlung del' Messung kann man immeT eine 

seltT gTosse Waltrscheinlichkeit dafuT gewinnen, dass del' TesultiTende Felder 
fast ganz gleich Null ist. 

48. Princip des arithmetischen Mittels. Ich bezeichne jetzt mit X 
den wahren Wert del' zu bestimmenden Grosse und nehme zunachst an, dass 
man diese Grosse unendlich oft mit derselben Scharfe und unter Ausschluss 
aller systematischen Fehler gem essen hat. Sind dann Xl' X2' X3' •.. , Xx' ..• 

die Betrage, die man del' Reihe nach in den einzelnen Messungen fiir sie 
erhalten hat, so geben 

Vl=X-Xl' V2=X-X2, V3=X-X3' "', V,,=X-xx' 

die wahren zufalligen Fehler diesel' einzelnen Messungen. 
Nach dem Satz 8) ist abel' 

VI + V2 + V3 + ... + V. + ... = 0, 

also bekommen wir, wenn mit n die unendliche Anzahl del' Messungen 
bezeichnet wird, 

nX - (Xl + x 2 + X3 + ... + Xx + ... + xn) = 0 

oder 

IXl) X = :1,+ X2 + X3 + ... + X" + ... + Xn , n = 00 • 

n 
Hieraus folgt: 
16. 1st die Hypothese, dass negative zufallige FehleT unabhiingig von 

iltTer GTosse ebenso leicht vorkommen konnen wie positive, beTechtigt, so eThiilt 
man aus gleich genauen Messungen eineT Grosse den wahTen Wert derselben, 
wenn man . diese Messungen ins UnbegTenzte wiederholt und aus den 
Resultaten deTselben das aTithmetisclie Mittel nimmt. 

Bei einer begrenzten Anzahl von Wiederholungen kann zwar die Summe 
del' Fehler in einzelnen Fallen auch gleich Null sein, ist es jedoch nicht 
mehr notwendig; setzen wir abel' 
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so bekommt man 

IX2) Xl + x2 + X3 + ... + xn A x= +-. n n 

!:.- ist der resultirende Fehler und seinem Betrage nach nicht bekannt, wir 
n 
wissen aber aus dem Satz 15), dass man durch Vergrosserung von n diesen 
resultirenden }<'ehler mit bedeutender Wahrscheinlichkeit der Null so nahe 
bringen kann als man will, also wird man erwarten diirfen, dass der Wert 

A 
x=X--, 

n 

wenn man nur n gross genug werden lasst, sich von dem wahren Betrage X 
der zu bestimmenden Grosse nur sehr wenig unterscheidet. 

Nunmehr condensirell sich die Ergebnisse der ganzen Untersuchung in 
dem Satz: 

17. Wenn man von den Fehlern einer Reihe von lOur Bestimmung einer 
und derselben Grosse angestellten gleich scharfen Einzelmessungen nichts 
weiter weiss, als dass sie rein zu/iilliger Natur gewesen sind, so giebt das 
arithmetische Mittel den wahrscheinlichsten Betmg der ge.suclden Grosse, und 
die Wahrscheinlichkeit da/ur, dass dieser "uJahrsclieinlichste Betrag" von dem 
"wahren Betrage" sich nur ganz unwesentlich unterscheidet, wird um so 
grosser, je bedeutender die Anzahl del' angestellten Einzelbestimmungen ist. 

Das ist das Princip des arithmetischen Mittels. Gauss hat 
dasselbe als Axiom betrachtet, in der Tat scheint es auch so ,selbst
verstandlich zu sein, dass man es von jeher, ohne es bewusst als Princip 
hinzustellen, unbedenklich angewendet hat. Spater hat man versucht, es 
aus einfachern Principien abzuleiten. So ist namentlich Schiaparelli*) 
von den drei Grundsatzen ausgegangen: 

1. Dass das wahrscheinlichste Resultat einer Reihe von Einzelmessungen 
von allen Einzelmessungen in gleicher Weise abhangen muss (dass x eine 
homogene Function von Xl' X 2 ' X 3' ••• , Xn ist); 

2. llass die Form der Abhangigkeit des wahrscheinlichsten Resultats 
von den Einzelmessungen nicht mit dem Betrage der zu bestimmenden Grosse 
variiren kann; 

3. Dass, wenn man die zu bestimmende Grosse nicht gleich gallZ, sondern 
in zwei Teilen misst und fiir jeden Teil eine Reihe von Einzelbestimmungen 
macht, das wahrscheinlichste Resultat davon unabhangig sein muss, welche 
zwei fiir die beziiglichen Teile vorgenommenen Einzelmessungen man mit 
einander verbindet. 

Kann man auch den ersten Grundsatz unbedenklich zugestehen, so sind 
doch die beiden folgenden keineswegs so besonders selbstverstandlich. 
Ausserdem erhellt aber nicht, dass das arithmetische Mittel das wah r-

*) Astronomische Nachrichten Bd. 87, pag. 55. 
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scheinlichste Resultat ergeben soIl, denn man kann nicht von vornherein 
sagen, weshalb gerade die angefiihrten Grundsatze die wahrscheinlichsten 
sein sollen. *) 

Auch die hier durchgefiihrten Betrachtungen sind nicht um das Princip 
des arithmetischen Mittels zu be w eis e n angestellt, sie sollen nur zeigen, 
wie man durch gewisse in der Erfahrung begriindete Annahmen iiber die 
Natur der zufalligen Fehler zu dem Princip des arithmetischen Mittels ge
leitet wird, und vor allen Dingen klarlegen, in wie weit die Grundlagen der 
ganzen Theorie gesichert sind, damit nicht der Studirende - was bei 
mathematischen Ableitungen sehr leicht geschehen kann - der Theorie 
mehr Sicherheit zuschreibt als sie besitzt, damit er die Resultate, zu denen 
sie fiihrt, in richtiger Weise beurteilen lernt, damit er von ihr nicht mehr 
verlangt, als sie zu leisten vermag. Wer sich iiber die Bedeutung des 
arithmetischen Mittels und iiber seinen Nutzen eingehend unterrichten will, 
sei auf die schon im vorigen Jahrhundert erschienene Abhandlung von 
Lagrange: Memoire sur l'utilite de la methode, de prendre Ie milieu entre les 
resultats de plusieurs observations, dans lequel on examine les avantages 
de cette methode par Ie calcul des probabilites et ou l'on resoud difi'erens 
problemes relatifs a cette matiere: in den Miscellanea Taurinensia 1773-1777, 
V pag. 167 fi'. verwiesen, und da sie nur wenig en zuganglich sein diirfte, 
auf die Analyse, die En c k e von ihr in dem Astronomischen Jahrbuch 
VOl' 1853 gegeben hat. 

b) Messungen ungleicher Scharfe. 
Nachdem wir durch das Princip des arithmetischen Mittels in dell Stand 

gesetzt sind, fur den Fall gleich scharfer Messungen das wahrscheinlichste 
Resultat abzuleiten, gehen wir dazu iiber, dasselbe auch fiir un g lei c h 
scharfe Messungen zu bestimmen. 

49. Was einer Messmethode an Scharfe fehlt, kann durch Haufung 
der Einzelmessungen ersetzt werden. Wenn wir eine Messung scharfer als 
eine andere nennen, so meinen wir damit, dass jene Messung einerseits mit 
constantern Instrumenten und andererseits unter sorgfaltigerer Ausschliessung 
aller grossern Fehlerursachen ausgefiihrt ist. Nun wissen wir, dass man durch 
genngende Wiederholung einer Messung immer dahin gelangen kann, den 
resultirenden Fehler mit grosser Wahrscheinlichkeit unter jede beliebig 
vorgelegte Grosse zu bringen. Man kann also schliessen: 

18. Je scharfer die Einf!elmessung einer Grosse ausfallt, um so weniger 
oft wird dieselbe wiederholt werden milssen, um zu einem befriedigenden Re-

*) Uebrigens folgt aus Schiaparellis Ableitungen nicht allgemein die Richtigkeit 
des arithmetischen Mittels, sondern nur, dass wenn in einem Faile das arithmetische 
Mittel den gesuchten Wert liefert, es auch noch in dem Faile, wenn auch nicht mehr 
so genau, zum Ziel fiihrt, wo die zu bestimmende Grosse sich von der vorher eruirten 
nur sehr wenig unterscheidet. 
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sultat zu fuhren; und weiter: Sind zwei jYlessungsmethoden ungleicli an 
Scharfe, so wird man im allgemeinen fur die weniger scharfe die Messung 
Offer wiederholen mussen. 

Genau so wie von der Bcharfe einer Einzelmessung, konnen wir auch 
von der Beharfe eines Resultats spreehen. Pra k tis eh e Kriterien flir diese 
Beharfe werden wir spater kennen lernen, von selbst versteht es sich, dass 
das Resultat einer Reihe von Einzelmessungen urn so seharfer ist, je mehr 
es sieh der Wahrheit nahert. Man sieht aber: 

19. Das, was einer Messungsmethode einer andern gegenuber an Scltiirfe 
gebt'icht, kann im alZqemeinen durch genugende WiederllOhtng der Messung 
soweit wieder eingebracht werden', dass das Resultat ebenso genauist wie das 
der scharf ern Methode. 

Der Batz gilt aber nur, wenn systematisehe Fehler ganzlieh aus
gesehlossen sind. 

50. Ersetzung einer guten Einzelmessung durch mehrere weniger 
gute Einzelmessungen. Wir messen jetzt eine und dieselbe Grosse naeh 
zwei Methoden, naeh del' erst en Methode wiederholen wir die Messung 
IJ. mal, naeh der zweiten ~ mal, jene mag in den Einzelmessungen die 
Betrage 

diese die 

geliefert haben. 
Die wahrseheinliehsten Resultate sind dann 

beziiglieh 

aj -+ a2 -+ a:l -+ '" -+ a. 
a= 

Bollen nun diese Resultate von gleieher Beharfe sein, so muss ~ so gewahlt 
werden, dass 

a=b 

wird. Es sei zunaehst ~ ein ganzes Vielfaehe von ('.(, 

~=plJ., 

wo peine ganze Zahl bedeutet, wir konnen dann die b in ('.( Gruppen von 
je pElementen zerlegen, und da die b aIle von gleieher BeMrfe sein sollen, 
ist es gleiehgiltig, wie man sie in die Gruppen verteilt. Wir Mnnen also 
aneh sehreiben 

_ (bl +b2+ ... +blJ+(bp+l+bp+2+· .. +b2P) +- ... + (bC.-1)P+l-+ bC._1)P+2+ .. ·+ b.p) b- ------- ----------- ------- --------------------
ap 
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oder 

Offenbar entsprechen die einzelllen Gruppen der b den einzelnen ct, und 
wenn sie ihnen auch nicht geradezu in der angegebenen Reihenfolge gleich 
zu sein brauchen, so folgt doch: 

Dass jede Einzelmessung nach einer scharfen Methode durch eine mellr 
oder weniger grosse Anzahl von Einzelmessungen nach einer weniger scharfen 
Methode ersetzt werden kann. 

Die Einzelmessung 

ist dann aquivalent den p Einzelmessungen 

80 dass man, indem man sich des Symbols N als Aequivalentzeichen bedient, 
setzen kann 

b· +b· +b.· +···+b· 
!j z, 13 Zp 

ct N---- --. 

" p 

51. Gewicht einer Messung; Bestimmung aquivalent dem Resultat 
wiederholter Messungen. J e scharfer die Messung a gegentiber einer 
Messung b ist, um so grosser muss im allgemeinen p werden, daher bedingt 
p in gewisser Weise das Verbaltnis, in welchem die Scharfe der Messung a 
zu der einer Messung b steht. 

Man nennt diese Zahl p, welche angiebt, mit wie vielen Messungen 
nach einer Methode man eine ahnliche Scharfe wie mit einer Messung nach 
einer andern Methode erreicht, das Gewicht dieser gegen jene. Gewichte 
sind also Relativzahlen. 

Ein Resultat, welches aus wiederholten Messungen abgeleitet ist, nennen 
wir eine Bestimmung. 

Ferner sagen wir von einer Bestimmungsreihe, sie sei tiberall gleich 
scharf, wenn irgend eille ihrer Bestimmungen irgend einer andern genau 
gleichwertig ist. Wenn man also aus einer tiberall gleich scharfen Be
stimmungsreihe eine Anzahl Bestimmungen herausgreifen und zu eiuem 
Mittel vereinigen will, muss es zunachst vOllig gleichgiltig sein, welche 
von den Bestimmungen man zu jener Anzahl zusammenstellt, das heisst, 
man muss keinen Grund finden konnen, warum die einen Bestimmungen ein 
weniger oder mehr verlassliches Resultat geben sollen als die andern. 

Die grosse Bedeutung dieser Festsetzung wird dem Leser spater an einem 
Beispiel, das am Schluss dieses Abschnitts behandelt ist, klar hervortreten. 

Bestimmungen konnen aus zwei Grtinden von ungleicher Scharie sein. 

Wei nstein, Lehrbuch 1. 4 
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20. Einmal 7cOnnen Bestimmungen zwar nach derselben Methode, aber 
aus einer ungleichen Anzahl von Messungen gewonnen sein; in diesem Falle 
sind die Gewichte der Bestimmungen proportional (oder, wie wir auch sagen 
konnen, gleich) den beziiglichen Anzahlen von wiederholten Messungen. 

21. Dann 7cOnnen Bestimmungen deshalb ungleich scharf sein, weil die 
Methoden, nach denen sie gewonnen sind, ungleiche Schiir{e besitzen; ltier sind 
die Gewichte proportional (oder, wie wir auch sagen konnen, gleich) den bezug
lichen Produkten aus den Gewichten, die den Einzelmessungen in der beziig
lichen Methode zukommen, und den Anzahlen der wiederholten JJlessungen, 
aus denen die Bestimmungen gewonnen sind. 

Nach derselben :Methode mag die Bestimmung al aus PI' die a2 aus 
P2' ... , die ax aus Px wiederholten Messungen gewonnen sein, dann haben 
wir 

Gewicht von a1 gleich P1' 

X) " " 
'a2 " P2' 

" " ax " Px' 

Ferner mogen in i Methoden die beziiglichen Gewichte jeder Einzel
messung sein II' 12' "(3' ... , Ii; nach der ersten Methode sei die Bestim
mung all aus P 1 1' die a12 aus P 12' ... ; nach der zweiten Methode sei die 
Bestimmung a21 aus P21' die a22 aus P22' •.• Messungen gewonnen, dann 
haben wir 

Gewicht von all gleich 11 P ll ; Gewicht von a12 gleich 11 P 12 ; 

XI) " " 
a21 " 12 P21; " " 

a22 " 12 P22; 

" " ail " Ii Pi! ; " " 
ai2 " Ii P i2 ; 

1m ersten Fall ist es sehr leicht, die Gewichte der einzelnen Bestim. 
mungen zu berechnen, man hat nur fiir jede derselben die Zahl der Einzel
messungen hinzuschreiben. Auch im zweiten Fall steht dieser Berechnung 
principiell nichts Schwieriges entgegen, aber wenn man auch die P durch 
Abzahlen finden kann, ist es doch meist sehr schwer, die I, die Gewichte, 
welche die Metho den unterscheiden, praktisch zu eruiren. Man kann wol 
leicht sagen, ob eine Methode zu scharf'ern Resultaten flihrt wie eine andere, 
aber es erf'ordert ein hochst eingehendes Studium beider Methoden, wenn 
man das numerische Verhaltnis ihrer Scharf'en kennen lernen will. Der 
Weg, der zu dieser Kenntnis f'iihrt, ist schon angegeben; man misst die zu 
bestimmende Grosse nach beiden Methoden und unter Ausschluss aller 
systematischen Fehler und sieht zu, durch wie viel Wiederholungen der 
Messung man bei der einen Methode zu einem ebenso scharf'en Resultat ge
langt wie durch eine bestimmte Anzahl von Wiederholungen bei der andern. 
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Das Verhaltnis der bezuglichen Anzahlen von Wiederholungen ist umgekehrt 
gleich dem Verhaltnis der bezuglichen Gewichte der Methoden. Das praktisch 
Schwierige liegt in der Beurteilung der gleichen Scharfe; Kriterien und An
leitungen dazu werden, wie bemerkt, spater gegeben werden. Einstweilen 
konnen wir das Gewicht als maassgebenden -"'actor fUr die Beurteilung der 
Scharfe einer Bestimmung ansehen, wenn wir dasselbe auch noch nicht 
in allen -"'allen zu berechnen vermogen. 

52. Ausdehnung des Princips vom arithmetischen Mittel auf Be
stimmungen ungleicher Scharfe. Es handelt sich llunmehr urn Ableitung 
des wahrscheinlichsten Resultats aus einer Reihe von Bestimmungen ver
schie.denen Gewichts. 

Es seitm die einzelnen Bestimmungen 

ihre bezuglichen Gewichte 

Pl' P2 , P3 , •• " Pn • 

Der Bestimmung a1 entsprechen dann dem obigen zufolge PI Einzelmessungen, 
deren jede das Gewicht 1 besitzt, und allgemein konnen wir eine Bestimmung 
ax uns ersetzt denken durch Px Einzelmessungen, deren jeder das Gewicht 1 
zllkommt. 

Machen wir also 

PI a1 = (l11 + (l12 + (ll 3 + ... + (l1 P ; P2 (l2 = (l21 + (l23 + " . + (l2 P , 
I 2 

... , Pn an = (In 1 + (In 2 + 'l.n 3 + ... + (In Pn' 

so haben hierbei die rJ., an Zahl PI + P2 + P3 + ... + Pn, aHe gleiches 
Gewicht, sie sind aHe gleich scharfe Einzelmes8ungen. Nach dem Princip 
des arithmetischen Mittels ist nun das wahrscheinlichste Resultat der Einzel
messungen (l 

(l11 + (l12 + ... + (l1 P + (l2 1 + (l2 2 + ... + C(2 P + ... + an 1 + !J.n 2 + ... +!J.n Pn a. == 1.. l __ ~~~~ ___ _ 

PI + P2 + P3 + ... + Pn 

also auch 

PI al + P2 a2 + P3 as + ... + Pn an 
(l = ....... ~.- --.. ..--... . 

PI +P2+ P;l+"'+Pn 

Dieselbe Grosse muss aber auch das wahrscheinlichste Resultat der den 
Gruppen (l aquivalenten Bestimmungell aI' a2 , ..• , an sein. Daher bekommen 
wir den Satz: 

22. Aus eincr Beihe von Einzelbestirnmungen aI' a2, ... , an' denen die 
Gewichte PI' P2' ... , Pn Z1tkornmen, ist das wahrscheinlichste Resultat 

PI al + P2 a2 + P3 a;l + ... + Pn an a = .. ---.~-.-.---~-----~--~. -~~~. 
PI + P2 + P:1 + ... + Pn 

XII) 

4' 
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Das Gewicht dieses Resultats ist gleich der Summe der Gewichte alZer 
Bestimmungen, also gleich 

XIII) 

53. Analogieen mit anderen Berechnungen. Es ist vielleicht, um dem 
Gedachtnis des Lesers zu Hilfe zu kommen, niitzlich, auf eine Analogie 
hinzuweisen. Denkt man sich durch die a die Abscissen von Ma~senpunkten 
dargestellt, und diese mit den wirklichen Gewichten PI' P2 , Pa, .•. , Pn be
gabt, so bedeutet a die Abscisse des Schwerpunkts der Massenpunkte und 
P = PI + P2+ Pa + ... + Pn das Gewicht, das man diesem Schwerpunkt zu
zuerteilen hat, wenn er die Gesammtheit der Massenpunkte vertreten solI. 

Man findet also aus einer Reihe von Bestimmungen das wahrscheinlichste 
Resultat genau so wie aus den Abscissen einer gleichen Anzahl von Massen
punkten die Abscisse des Schwerpunkts; und das Gewicht des wahrschein
lichsten Resultats setzt sich aus den Gewichten der einzelnen Bestimmungen 
genau so zusammen, wie das dem Schwerpunkt zuzuerteilende Gewicht aus 
den Gewichten der einzelnen Massenpunkte. 

Ganz ebenso wird auch die resultirende Intensitat des in einer von ein
zelnen Leitern gebildeten geschlossenen Balm fliessenden Stromes aus den 
Starken der in den einzelnen Leitern fliessenden Strome und den Wider
standen gefunden. Die Stromstarken in den einzelnen Leitern entsprechen 
den Einzelbestimmungen, die Widerstii,nde der einzelnen Leiter den Gewichten 
der Einzelbestimmungen, der resultirende Strom dem wahrscheinlichsten 
Resultat und der resultirende Wider stand dem Gewicht des wahrscheinlich
sten Resultats. 

Urn auch noch ein Zahlenbeispiel zu geben, seien 3 Einzelbestimmungen 
fiir eine gewisse Grosse, etwa den Capillaritatscoefficienten des Wassers bei 
15° C., vorhanden, alle nach ganz derselben Methode angestellt, aber die 
erste erschlossen aus 2, die zweite aus 3, die dritte aus 5 Messungen. Die 
Betrage dieser Einzelbestimmungen seien 

14,685 Gewicht 2, 
14,640 Gewicht 3, 
14,568 Gewicht 5. 

Dann haben wir als wahrscheinlichstes Resultat 

14,685·2+ 14,640·3 + 14,568·5 
X= 10 . 

lndem wir die Zahl 14,600 abscheiden, erhalten wir 

x = 14,600 + 0,085 . 2 + o'Oi~· 3 - 0,032 5 

oder 
x = 14,613. 



54.] Resultirender Fehler ungleich scharfer Bestimmungen. 53 

Das Gewicht dieser Zahl ist 10, also 5 mal so gross wie das der ersten, 
31/ 3 mal so gross wie das der zweiten, 2 mal so gross wie das der dritten 
Bestimmung. Denkt man sich die drei Bestimmungen nach drei verschiedenen 
Methoden ausgefiihrt, so Mtte man nach der ersten Methode 5, nach der 
zweiten mindestens 3, nach der dritten 2 Bestimmungen ausfiihren miissen, 
um in ihren beziiglichen Mitteln Zahlen zu erhalten, die ebenso genau sind 
wie die Zahl 14,613. Weiteres sagt die Gewichtsbestimmung nicht aus, 
namentlich darf man nicht schliessen, dass nun auch die Genauigkeit der 
Zahl 14,613 5 mal so gross wie die der Zahl 14,685 der ersten Bestimmung, 
31/ 3 mal so gross wie die der Zah114,640 der zweiten, 2mal so gross wie die 
der Zahl 14,568 der dritten ist. Wir werden spater sehen, dass die Ge
nauigkeit nicht wie das Gewicht, sondern nur wie die Quadratwurzel des 
Gewichts zunimmt. 

54. Die uhrig hleibenden und der resultirende Fehler. Von dem 
wahrscheinlichsten Resultat gehen wir zu den iibrig bleibenden wahr
scheinlichsten Fehlern iiber. Der iibrig bleibende Fehler irgend einer Be
stimmung a." ist v." = a - alt , somit haben wir 

Die Summe der v ist hier nicht mehr gleich Null, multipliciren wir 
aber die einze!nen v mit den zugehorigen 'P und addiren, so folgt 

'PI VI + P2V2 + ". + p .. v .. = a (PI + P2+"·+p .. }-(a1P1 +a2P2+"·+a .. p .. ) 
also 
XIV) PIVI + P2v2 -t- P3V3 + .,. + p .. v .. = 0, 

und dieses ist die wahrscheinlichste Annahme, die wir iiber die Fehler der 
Bestimmungen zu machen vermogen. 

Die wahren Fehler der Bestimmungen konnen natiirlich von diesen 
wahrscheinlichsten Fehlern verschieden sein, bezeichnen wir sie mit 
VI' V2 , ••. , V"' so haben wir als resultirenden Fehler des Resultats 

PI "Vt + P2 V2 -+ ... + P" V" 
R = --=---=----=--=----

P1 -t-P2-t-···+p .. 
XV) 

Es setzt sich dieser Fehler aus den wahren Fehlern genau so zusammen 
wie das wahrscheinlichste Resultat aus den einzelnen Bestimmungen. Bekannt 
sind diese wahren Fehler nicht, die Formel hat nur ideellen Wert. 

Damit sind wir durch die Theorie der zufalligen Fehler zu allgemeinen 
Regeln iiber die Ausgleichung von Messungen, wenn diese nur durch 
zufallige Fehler verfalscht sein konnen, gelangt, auch ohne dass wir von 
der speciellen Bauart der Wahrscheinlichkeitsfunction Kenntnis zu haben 
brauchten. Die allgemeinen Eigenschaften dieser Function reichten hin. 
Unsere Auseinandersetzungen fnhren aber noch zu wichtigen Ergebnissen, 
wenn wir die jetzt fiir unser Problem erlangte Losung mit der friiher unter 
der Bezeichnung der AU8gIeichungsformei eruirten zusammenlialtell. 
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c) Die Wahrsche't~nlichke't'tifunction fur Messungen gleicher 
Schaife. 

55. Unterschied zwischen der Ausgleichungsformel und dem Princip 
des arithmetischen 1tIittels. Wir haben friiher gesehen, dass die wahr
scheinlichsten Fehler einer wiederholt ausgefiihrten Messung der Gleichung 
geniigen miissen 

) drpl(V1) 1 drp2(V2) 1 drp,,(v,,) 
0-----+----+,,·+----· 

-1'1(V1) 001 rp2(V2) dV2 rp,,(v .. ) dv" 

Wir wollen der Einfachheit wegen annehmen, dass aIle Messungen gleich 
scharf sind, die rp stimmen dann sowohl riicksichtlich ihrer Form wie ihrer 
Zahlencoefficienten iiberein, und es wird 

1 drp(v1) 1 drp(v2) 1 drp(v,,) 
0------ +-----+".+-----. 

- rp(v1) dV1 1'(v2) dV2 rp(v,,) dv" 

Das ist die Ausgleichungsformel fUr diesen Fall, jetzt· aber wissen 
wir, dass das wahrscheinlichste Resultat auch ans der Gleichung 

o = VI + v2 + ... + V" 

abgeleitet werden kaun. Aber diese beiden Gleichungen sind nicht gleich
wertig, die erste Gleichung gilt gauz streng, sie ist nicht bIos wahrschein
Hch, sondern gewiss richtig, denn sie driickt nichts weiter aus als dass, wenn 
Vi' v2 ' •.• , V" die wahrscheinlichsten Fehler angeben Bollen, die Wahr
scheinlichkeit fUr ihr gemeinsames Auftreten ein Maximum sein muss, sie 
ist eine analytische Beziehung zwischen den in ihrem combinirten Auftreten 
wirklich wahrscheinlichsten Fehlern. Die zweite dagegen findet zwischen 
den wahrscheinlichsten Fehlern nicht streng jedesmal statt, sie repriisentirt 
nur die wahrscheinlichste Annahme, die man iiber die vorgefallenen Fehler 
machen kann, und es folgt aus ihr nicht, dass die ihr geniigenden '/) nun 
auch immer die wahrscheinlichsten Fehler reprasentiren miissen. 

Wenn wir daher aus der Coexistenz zweier solcher Gleichungen Nutzen 
ziehen wollen, miissen wir auf den Fall zuriickgehen, wo sie beide gleich 
streng erfiillt werden. 

56. Wahrscheinlichkeitsgesetz fUr wahre Fehler. Nun wissen wir aus 
unsern Siitzen iiber die zufaIligen Fehler, dass schon bei einer endlichen 
Anzahl von Messungen Wahrscheinlichkeit vorhanden ist, dass die Summe 
aller wahren, dabei vorgefallenen Fehler gleich Null ist, und dass man fiir 
diese Summe geradezu Null erhalten wiirde, wenn man die Wiederholungen 
ins Unbegrenzte fortsetzte. 

Wir wollen also annehmen, dass es uns in einem concreten Fall gelungen 
sei, fUr eine Grosse wiederholte Messungen so auszufiihreu, dass die be
ziiglichen Fehler dieser Messuugen sich vollsmndig compeusiren. Wir habeu 
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dann, da die wahren Fehler jedenfalls aueh die wahrseheinliehsten sind, 

+ + ... + v" =0, 

und diesmal sind beide Gleichungen gleichwertig. 
Nun hangt nach dem Satz 6) rp nicht sowohl von V als vielmehr von 

V2 ab, also geht die erste Gleiehung iiber in 

und diese ist mit der zweiten nur vereinbar, wenn aIle Factoren der V ein
ander gleieh sind. Ieh setze also 

dann kann rx nur noch von allen V in gleieher Weise abhiingen, aber da 
zufaJlige Fehler in ihrem Eintreffen sich gegenseitig nieht beeinflussen, dati 
rx nur eine Constante sein. Setzt man V2 = A, so wird hiernach 

also 

oder 

rp = Ae+IlV'. 

rx ist, wie gesagt, eine von V unabhangige Grosse, aine Constante. Da rp 
seiner Natur nach nur eine absolute Zahl sein kann, also wie man siel! jetzt 
ausdriickt, die Dimensionen Null haben muss, so darf aueh rx V2 nur eine 
Zahl sein, daher ist zunachst rx umgekehrt proportional dem Quadrate der 
Einheit e zu setzen, in der die Fehler gerade ausgedriickt werden. Ferner 
wird rp mit wachsendem V der Erfahrung nach immer kleiner, also kann rx 

nur negativen Betrag haben; ich mache 

1 1 
rx=-h2 e2 ' 

wo heine absolute Zahl bedeutet, und bekomme 

XVI') 
V' 1 

-Si"h2 
rp = Ae 

Das ist das beriihmte G au s s i sche Wahrseheinlichkeitsgesetz fur zufallige 
Fehler. Es ist zunachst nur fiir einen concreten Fall bewiesen; aber der 
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Ausdruck zur Rechten des Gleichheitszeichens hangt von del' diesen Fall 
als besonderen hervorhebenden Anzahl n der Fehler, die zusammen gerade 
gIeich Null werden, gar nicht abo Da man nun durch genugende Haufung 
der Wiederholungen stets zu del' Gleichung 

gelangen kann, so folgt: 
23. Pur aUe wirkZich fJufalligen PehZer ist die Wahrscheinlichkcit des 

Eintretens eines Pehlers von del' Grosse V 

Die Constante A bedeutet die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers von del' 
Grosse O. 

Fur ein bestimmtes V ist ~ urn so kleiner, je kleiner h ist, man wird 
also einen Fehler von gewisser Grosse mit urn so geringerer Wahrscheinlich
keit zu erwarten haben, je kleiner h ausfallt. Nun Dennen wir eine Methode 
scharfer als eine andere, wenn bei ihr die Wahrscheinlichkeit fur das Ein
treten eines Fehlers von vorgeschriebener Grosse geringer ist, als bei diesel'. 
Die Constante h bestimmt also die Pracision del' Methode, indem sie urn 
so kleiner ausfallt, je scharfer die Methode ist, sie ist eine fur jede Mess
methode charakteristische Constante. 

57. Beziehung zwischen den Constanten A und h. Da wir uber die 
Pracision einer Methode schon unterrichtet sein mussen, wenn wir auch nur 
fUr ein en Fehler die Haufigkeit seines Vorkommens sollen angeben konnen, 
so ist es klar, dass h und A nicht unabhangig von einander sind. In del' 
Tat lasst sich auch leicht eine Gleichung zwischen dies en Constanten 
ableiten. 

Wie gering namlich auch die Wahrscheinlichkelt eillen Fehler von 
bestimmter Grosse zu begehen sein mag, dass eine Messung uberhaupt 
mit irgend einem Fehler, eventuell mit einem, del' sehr klein odeI' Null 
ist, behaftet sein wird, muss geradezu als gewiss betrachtet werden. 
Nach einem bekannten Satz aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist abel' 
die Wahrscheinlichkeit, dass aus einer Reihe von Ereignissen wenigstens 
ein Ereignis eintritt, gleich del' Summe del' Wahrscheinlichkeiten aHer diesel' 
Ereignisse. Sind also VI' V2 , ••• aile uberhaupt moglichen Fehler, so hat 
man dem zufolge 

~~(V,.) =1. 

Die linker Hand stehende Summe Mnnen wir leicht in ein Integral ver
wandeln, wenn wir, wozn die Erfahrung nns ein Recht giebt, voranssetzen, 
dass zwischen ihren Grenzwerten die zufalligen Fehler aIle moglichen Be 
trage anzunehmen vermogen. 
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In der Tat sind V und V + ~ V zwei aus der Reihe der Fehler, so 
kann es zwischen ihnen noch eine Anzahl anderer geben; sei n + 1 die 
Anzahl von Fehlereinheiten, die sich in dem Intervall V bis V + ~ V (die 
Grenzen miteingeschlossen) befinden, dann ist die Reihe der Fehler zwischen 
V und V+~IT 

l~V 2~V n~V V V+--, V+---, ... , V+--~· , n n n 

Damit wird die Wahrscheinlichkeit, dass einer dieser Fehler eintrifft, llach 
dem schon citirten Satz 

( 1 ~ V) ( 2 ~ V) (n ~ V) dw= 'f(V) +'f V+ n - +9 V+ n - + ... +rp V+ n . 
Nun nehme ich ~ V sehr klein an und setze dafur dV. Wir bekommen dann 
bis auf kleine Grossen zweiter Ordnung 

dw - (n + 1) ~(Y) + (n -tl) drp elV 
- . T 2 elV ' 

oder, weil 

ist, 
'feY) + 'PCY + elV) dw = en + 1) -- -----2 ------ . 

Der Factor von n + 1 ist die mittlere Wahrscheinlichkeit im Intervall V bis 
V + el V; also auch die Wahrscheinlichkeit des Fehlers, der mitten zwischen 
V und V + dY liegt; bezeichnen wir diesen J;'ehler mit V, so ist noch 

dY n+ 1 = -, weil e die Fehlereinheit bedeuten some, und 
€ 

-- elV 
dw = rp (V)--· 

€ 

Wir kiinnen hier die Striche fortlassen und sagen: 
24. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Fehler im Intervatl von 

bis V + ~:J-' lient ist 2 ii' 

XVII') 
dV 

dW=9(V)-~ . 
e 

V_dV 
:2 

Hiernach wird die Wahrscheinlichkeit, dass der Betrag cines Fehlers 
nicht kleiner als IIJ - a und nicht grosser als x + a ist, 

x+a 

IV =+ 5rp(V)dV, 
.c- a 

und indem man IIJ - a = rJ., X + a = ~ setzt, bekommt man 
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25. die Wahrscheinlichkeit dafur, dass ein Fehler seiner Grosse nach sich 
zwischen a und ~ befindet, ist 

~ 

XVII) w ~ = ~ 5 cp (V) dV. 
a 

Wenn nun + a den grossten Wert angiebt, den ein zufalIiger Fehler 
zu erreichen vermag, so muss der kleinste Wert - a sein, und zwischen 
- a und + a liegen alle iiberhaupt moglichen Fehler, daher haben wir 

+a 

XVIII) ~ 5cp(V)dV=1. 
-a 

Fiihrt man hierin fUr cp(V) seinen Wert ein, so resultirt 

+a V'l 

~A 5 e-"- v dV= 1, 

-a 

und das ist die Gleichung, aus der A in jedem Falle als Function von h 
bestimmt werden kann. 

Wie gross die grosstmoglichen Fehler sind, weiss man natiirlich nicht, 
aber es ist schon friiher bemerkt worden, dass sehr wohl FaIle denkbar 
sind, in denen zufallig selbst relativ sehr grosse Fehler vorfallen konnen, 
und da die Valle iiberhaupt moglichen Fehler umfassen, nicht bIos die, 
welche in einer begrenzten Messungsreihe gerade vorgefallen sind, (denn 
nichts hindert uns die Messungsreihe noch weiter ins Unbegrenzte uns fort
gesetzt zu denken) und zudem cp(V) eine mit wachsendem V sehr stark ab
nehmende Function angiebt, so darf man, ohne sich von der Wahrheit zu 
stark zn entfernen, a = 00 und 

+ '" v' 
A \ e -"h'dV= 1 
E oJ 

- ., 

setzen. Macht man die Substitution V2/(h2E2) = q2 so wird 

+'" 

5 -q' 
Ah e dq= 1. 

Das Integral ist eine Zahl, und zwar hat man, wie in den Lehrbiichern iiber 
Integralrechnung abgeleitet wird, 

+'" 

e dq= p. 5 -q' 

-<.0 
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Somit bekommen wir 

und 

XVIa) 

oder aueh, indem wir die Wahrseheinliehkeit eines Fehlers von der Grosse 0, 
also des fUr uns giinstigsten ji'ehlers, mit Wo bezeichnen, 

XVIb) 

Diese Form fiihrt zu einigen nicht uninteressanten Bemerkungen. 

58. Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers in ihrer Abhil.ngigkeit von 
der Prll.cision der lIessung. Wenn 

ist, haben wir unter allen Umstanden rp = 0, und das bedeutet: wenn nicht 
einmal ein Fehler von so ausserordentlieher Kleinheit, dass er geradezu 
gleieh Null gesetzt werden darf, zu erwarten steht, dann treffen sieher 
grossere Fehler aueh nicht ein, die Messung ist absolut genau. Wachst 
Wo von ° ab, so nimmt zunaehst rr (V) fiir ein und dasselbe V zu, Das 
Maximum erreicht rp(V), wenn Wo so gross geworden ist, dass 

also indem wir uns bIos an den absoluten Wert von V halten, 

E 0,39895E 
w=--=---

o Vy'21t V 

wird. In der Tat ist fiir diesen Wart der zweite Differentialquotient negativ, 
der erste Null. 

ji'iir rp (V) bekommt man dann 

rp(V) = ~ 1 _ = 0,24197E. 
V y21te V 

Waehst Wo iiber E/(Vy21t) hinaus, so nimmt rp(V) wieder ab. 

Alles zusammenfassend, konnen wir sagen: 

26. Die Wahrscheinlichkeit, in einer Messung einen bestimmten 
r'eMer V zu begehen, ist gleich Null, wenn sie sclbst fur cinen Fchler, der 
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nur so gross wie Null ist, verschwindet. Jene Wahrscheinlichkeit wachst, 
wenn die Wahrscheinlichkeit filr den Fehler Null zunimmt, und zwar so lange, 
bis diese gleich dem Reciproken aus y21t und dem Fehler, um den es sich 
handelt, gewordenist. Wenn Wo gerade gleich 0,39895ej V ist, wird die 
Wahrscheinlichkeit filr den erwarteten Fehler ein Maximum und gleich 
0,24197ejY. 

Sie bleibt aber immer unterhalb wo, und wird, wenn sie ihr Maximum 
erreicht, gleich dem 1 j yeten Teil oder gleich 0,60654 von dem dann geltenden 
Werte filr wo' 

Wacbst Wo uber das 0,39895fache vom Reciproken des erwarteten 
Feblers hinaus, so nimmt die Wahrscheinlichkeit fiir diesen wieder abo 

Daraus folgt weiter: 
27. Wenn eine Messung so scharf ist, dass ein Fehler von nQch so 

geringer Grosse keine Wahrscheinlichkeit hat, so kann Uberhaupt kein Fehler 
vorfallen; neigt die Messung zu Fehlern, und zwar so, dass die Wahr
scheinlichkeit gerade filr sehr kleine Fehler erst sehr klein ist und dann be;' 
stetiger Abanderung der Methode stetig zunimmt, so steigt z1Jll'liichst fUr alle 
Fehler die Wahrscheinlichkeit an, bleibt jedoch stets unterhalb der filr die 
sehr kleinen Fehler geltenden. Nach und nach erreicht ein Fehler nach dem 
andern das Maximum seiner Wahrscheinlichkeit, und- wenn bei einem Fehler 
der Grenzwert seiner Wahrscheinlichkeit, der in umgekehrtem Verhiiltnis $U 

seiner Grosse steht, erreichtist, nimmt die Wahrscheinlichkeit filr ihn wieder 
abo Am schnellsten gelangen die sehr grossen Fehler zu dem Maximum ihrer 
Wahrscheinlichkeit, diese verlieren daher auch zuerst an Wichtigkeit, sie 
kOnnen noch hin und wieder vorkommen, aber da selbst das Maximum ihrer 
Wahrscheinlichkeit in umgekehrtem Verhiiltnis ZU ihrer Grosse steM, engt 
sich das Gebiet der zu befUrchtenden Fehler' je mehr die Wahrscheinlichkeit 
filr sehr kleine Fehler zunimmt, mehr und mehr ein. 

Man hat daher bei der Anstellung von Messungen seine Bemiihungen 
nicbt sowobl auf tunlichste Ausmerzung all e r zufalligen Feblerquellen zu 
richten, als vielmehr darauf zu achten, dass nur tunlichst kleine Fehler 
zu erwarten stehen. 

59. Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers in ihrer ·Abhlingigkeit von 
der Gr 0 s 8 e desselben. Die Wahrscheinlichkeitscurve. Die zweite Grosse, 
von der tp (V) abhangt, ist V seIber, und die Formel 

zeigt, dass tp mit wachsendem V sehr rasch abnimmt, fiir V=O ist tp=Wo, 
fiir V = ± 00 ist tp = 0. Die folgende kleine aus Airy's Theory of Errm's 
entnommene Tafel giebt einen Begriff davon, wie cp zwischen dies en Grenzen 

V' 

variirt. Das Argument ist Jiwo V, die Function ist e -ftw:f[ oder ~ tp. V" e Wo 
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Ii:o VI e- ~w: .. v·11 v~~o V I 
TtWo'!l. VI --.-.-e 

I 
I 

0,0 1 2,6 0,001159 
0,1 0,9901 2,7 0,0006823 
0,2 

I 

0,9608 2,8 0,0003937 
0,3 0,9139 2,9 0,0002226 
0,4 0,8521 3,0 0,0001234 
0,5 0,7788 3,1 0,00006706 
0,6 0,6977 3,2 0,00003571 
0,7 0,6126 3,3 0,00001864 
0,8 0,5273 3,4 0,000009540 
0,9 0,4449 3,5 0,000004785 
1,0 0,3679 3,6 0,000002353 
1,1 0,2982 3,7 0,000001134 
1,2 0,2369 3,8 0,0000005355 
1,3 0,1845 3,9 0,0000002480 
1,4 0,1409 4,0 0,0000001125 
1,5 0,1054 4,1 0,00000005006 
1,6 0,07731 4,2 0,00000002183 
1,7 0,05558 4,3 0,000000009330 
1,8 0,03916 4,4 0,000000003909 
1,9 0,02705 4,5 0,000000001605 
2,0 0,01832 

:1 

4,6 0,0000000006461 
2,1 0,01216 4,7 0,0000000002549 
2,2 0,007907 4,8 0,00000000009860 
2,3 0,005042 4,9 0,00000000003738 
2,4 

I 

0,003151 5,0 0,00000000001389 
2,5 0,001930 I r£J ° :i 

Denken wir uns die V als Abscissen, die 9 als Ordinaten in einem recht
winkligen Coordinatensystem aufgetragen, so erhalten wir fiir die Curve, die 

Axe der 

die Endpunkte der Ordinaten verbindet, eine Linie, wie sie etwa die vor
stehende Figur verzeichnet. Umgedreht ahnelt sie dem Meridianschnitt durch 
einen herabhangenden Tropfen. 
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In der Axe liegt die dem Werte V = 0 entsprechende Ordinate, hier 
ist 'P am grossten, zu beiden Seiten davon nimmt 'P erst langsam, dann 
sehr rasch und zuletzt wieder langsam ab, in der U nendlichkeit ist 'P = O. 

Bildet maIl. die Differentialquotienten nach· V, so wird 

Der erste Differentialquotient verschwindet fiir V = 0 und fiir 'P = 0, also 
fiir V = 0 und fiir V = + 00, daher schneidet die Curve die Ordinatenaxe 
senkrecht und hat die Abscissenaxe zur Asymptote. Andere Maxima und 
Minima als die durch V _ 0 und V = 00 besitzt IP nicht. 

Der zweite Differentialquotient ist auch gleich 2'1tWo2 'P( 2'1tWo2 ~ -1), also 

V -- V--
negativ solange e < 1/y'2'1two~, gleich 0 fiir £= 1/y'2'1two2 und positiv fUr 

~> 1/y'21two2. Die Curve kehrt demgemass in der Nahe der Ordinatenaxe 

der Abcissenaxe ihre concave Seite zu, in zwei symmetrisch zur Ordinatenaxe 
gelegenen Stellell mit den Coordinaten 

V = ± 0,398958, IP = 0,60654wo 
Wo 

hat sie Wendepunkte und von da ab ist sie von der Abscissenaxe gesehen 
stets convex. 

d) D'£e charakter£st£schen Fehlm·. 
60. Einflihrung des mittleren Fehlers als desjenigen Fehlers der bei 

der gerade benutzten Messmethode seine grosstmogliche Wahrscheinlichkeit 
besitzt. Beaehtet man das, was oben iiber das Variiren von 'P(V) mit Wo 

gesagt ist, so folgt, dass die Abscisse des Wendepunktes gerade den Fehler 
kenllzeiehnet, fiir welchen bei dem vorgeschriebenen Wert von Wo die 
Wahrscheinlichkeit den grosstmogliehen Betrag erreiekt, und dieser grosst
mogliche Betrag ist die Ordinate des Wendepunktes. 

28. FUr jede vorgeschriebene Messmethode giebt es also einen und nur einen 
FeltZer, der bei ihrer Anwendung ofter vorkommen kann als bel der irgend einer 
andern Messmethode. Man mag die Pracision der Messung variiren, wie 
man will, nie wird di e s e r Febler eine hOhere Wahrscheinlichkeit erreiehen, 
als er sie bei dem gerade vorgeschriebenell Wert von Wo besitzt. 

Man bezeichnet diesen so ausgezeichneten Fehler als den mittleren FehZer 
der Messung bei der Pracision, die ihr gerade innewohnt; von ihm wird spater 
noeh viel die Rede sein. Ais Symbol wahle ich, wenn es sich um den 
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wahren mittleren Feh1er handelt, M, und wenn der wahrscheinlichste mittlere 
1<'ehler gekennzeichnet werden solI, m. Wir haben dann 

XIX) 
M _ O,39895E _ 1 E - ----;:;--~ - ?27t~ ~~. 

Ich weiss nicht, ob man schon friiher auf die oben angefiihrte merkwiirdige 
Eigensehaft des mittleren Fehlers aufmerksam gewesen ist, d' Arre s t *) hat 
aber fiir denselben noch zwei andere Eigenschaften gefunden, die der Leser 
leicht an der Wahrscheinlichkeitscurve verificiren wird. 

1. Der mittlere Fehler ist die mittlere Proportionale zwischen jedem 
andern Fehler und der diesem zugehorigen Subtangente. 

2. Er reprasentirt diejenige Abscisse, fiir welche die Tangente an die 
Curve, begrenzt durch die Coordinatenaxen im Beriihrungspunkt, halbirt wird. 

Aendert man Wo ab, indem man es stetig wachsen lasst, so bekoIIlJI.l.t 
man immer neue Curven w = rp, die die Ordinatenaxe in immer hOhern 
Stell en schneiden und deren Wendepunkte dieser Axe sich mehr und mehr 
nahern, von der Abscissenaxe sich mehr und mehr entfernen. Denkt man sich 
die Abscissenaxe als eine biegsame, dehnbare, an den Enden festgemachte 
Feder, fasst sie an der Stelle, wo die Ordinatenaxe sie schneidet, und zieht 
sie langs dieser in die Hohe, so rnacht ihre Forill annahernd ahnliche Ver
wandlungen durch wie unsere Curve, wenn man Wo stetig vergrossert. 

Es folgt aber, dass der mittlere Feh1er vollkommen ausreichen muss 
zur Uharakterisirung der Pracision einer Messung. 

61. Der mittlere Fehler als Maass der Pracision einer Methode. 
Jede Messungsmethode besitzt wie gesagt einen Feh1er, den mittleren Fehler, 
der gerade bei ihr e r Eigenart die grosste Wahrscheinlichkeit gewinnt, 
die er iiberhaupt je erreichen kann. Nun wissen wir aus dem Friihern, 
dass dieser besondere Fehler urn so kleiner ausfallt, mit je grosserer 
Wahrscheinlichkeit man bei Anwendung der betrefl'enden Methode nur 
kleine Fehler zu erwarten hat. Aber eine Methode ist fiir die Praxis Uill 
so wertvoller, je mehr man bei ihr nur auf g:mz kleine Fehler rechnen darf. 
Daher bietet der mittlere Fehler einer Methode ein Maass fiir die Giite der
selben; je kleiner er ist, urn so besser ist die Methode. 

Wollen wir also zwischen zwei Methoden entscheiden, so kiinnen wir 
das dadurch tun, dass wir zusehen, welche von ihnen den geringern mitt
lern Feh1er ergiebt. Wie man diesen aber praktisch findet, wird sich 
bald zeigen. 

62. Die Curve der mittleren Fehler, die Pracisionscurve, ist eine 
Hyperbel. Die Einhiillende alIer Curven, die man aus der Gleichung 

*) Astronomische Nachrichten Dtl. 41, pag. 35 11'. 
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durch Variirung von Wo erhalt, ist die Hyperbel 

rpM = 0,24197 e, 

sie beriihrt die Wahrscheinlichkeitscurven in ihren Wendepunkten, und hat 
die Coordinatenaxen zu Asymptoten. Die Abscissen dieser Hyperbel stellen 
aIle moglichen mittlern Fehler M, die Ordinaten die diesen Fehleru zuge
h1irigen Wahrscheinlichkeiten dar. Diese Hyperbel versinnbildlicht ge
wissermassen die Pracisionen alIer Messmethoden. 

Ich werde die Curve 

als Wahrscheinlichkeits- oder Fehlercurve, die bcschriebene Hyperbel 

rpM = 0,24197 e 

als Pracisionscurve bezeichnen. Jene bezieht sich auf die Wahrschein
lichkeiten alIer in einer und derselben Messungsmethode moglichen 
Fehler, diese auf die Wahrscheinlichkeiten der mittlern Fehler alIer m 0 g
lichen auf eine und dieselbe Grossenbestimmung sich beziehenden Mes
sungsmethoden. 

63. Der resultirende und der durchschnittliche Fehler. Wir haben 
bei friihern Gelegenheiten noch zwei andere Fehler hervorgehoben, den 
durchschnittlichen und den resultirenden Fehler; jener sollte gleich dem 
absoluten, dieser gleich dem algebraischen Mittel aller bei einer und der
selben Messungsmethode moglichen Fehler sein. Sehen wir zu, was das 
Wahrscheinlichkeitsgesetz iiber diese ~'ehler lehrt. 

Wenn irgend eine Grosse ( von einer Variabeln x, deren Wahrschein
lichkeit 9CX) ist, abbangt, so ist, wie eine einfache Ueberlegung lehrt, der 
Mittelwert dieser Grosse ( zwischen den Grenzen a und b von x gleich 

a) 

b (=5 (cx) 9 (x) dx. 
a 

Bilden wir jetzt das algebraische Mittel alIer moglichen Fehler, so 
beginnt V mit - 00 und durchlauft aIle Betrage bis V = + 00, somit 
wird der 

w r+«> -1tw'!:::: 
resultirende Fehler = -:- , Ve 0 o' av. 

" -., 

Das rechts stehende bestimmte Integral ist gleich Null. Da wir noch ofter 
mit solchen Integralen zu tun haben werdell, fiihre ich gleich die folgenden 
alIgemeinen Formeln an 
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+'" 5e- ).2' q2x+l dq = 0, 

'" 
2 Ce-).2' q2X dq= __ l c= (2x)! V;, 
) I.Xtn 22"X! 

0'· J 

Beweisen will ieh diese Formeln nieht, ieh merke aber an, dass die 
wiehtige Theorie solcller und ahnlieher Integrale in Fouriers "Analytisehe 
'rheorie der Warme" *) und in R i e man n s "Theorie der partiellen Differential
gleiehungen" behandelt ist. 

Wir haben also naeh der j<'ormel ~l) 

r~sultirender Fehler = O. 

Urn den durehsehnittliehen Fehler zu erhalten, mussen wir das Mittel 
aller V so bilden, dass wir aueh die negativen Fehler positiv reehllell, dem
Ilaeh ist 

")~ _ 2 V 2 ..-j - .. 100 , elf 
durellsehllittlieher Fehler = 2 'lVo Ve • ~ 

o 
und nach der Formel [12) 

1 ~ 0.31831 ~ 
durehschnittlichel' F ehler = ~ = ----. 

it 'u'u U'tJ 

Da beide Fehler wahre, nieht wahrscheillliehste sein sollen, bezeiehne ieh 
den ersten mit R, den zweiten mit D und erhalte 

XX) 

XXI) 

R=O, 

D= 0,31~3~~. 
lOu 

V orhin habell wir abgeleitet flir den mittlern 

XIX) M = 0,3989~ ~ . 
'/00 

Del' durehsehnittliehe Fehler· ist also stcts 
und wir bekommen 

XXII) ~ = 1,25331 = Ii etwa. 

Fehler 

k lei 11 e r als del' mittlel'e, 

*) Deutsche Ausgabe, Berlin 1884, .J. Springer, llamentlich Art. 3GS. 

Weinstein, Lehrbueh J. 
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64. Die Wahrscheinlichkeiten der charakteristischen Febler. Offenbar 
miissen in der Reihe der Fehler Vaueh die B~trage R und D und M ent
halten sein. Die Wahrseheinliehkeiten dieser Fehler, das heisst, die Wahr
scheinliehkeit, mit der man sie bei einer 'einzelnen Messung' erwarten 
darf, ist hieniaeh 

r ~(R) = Wo _ 2- = 1,OOOOOwo, 

XXIII) I ~ (D) = woe 1t = 0,72338 wo, 

~(M) = woe- ~ = 0,60654 WOo 

Von den drei Fehlern kann man also bei einer einzelnen Messung 
mit der grossten Wahrseheinliehkeit den resultirenden Fehler, mit der, g'e
ringsten den mittlern erwarten. 

65. Der mittlere Fehler als Quadratwurzel des mittlern Febler
quadrats. Es liegt nahe, die obigen Betraehtungen auf hOhere Potenzen 
del' Fehler als die erste auszudelmen. leh bezeiehne das algebraisehe 
Mittel aHer m ten F~hlerpotenzen mit V nt , das Mittel alIer m te~ absoluteu 
Fehlerpotenzen mit I vim, dann ist naeh den Formeln ~) 

V2X+1 =0, 

XXIV a) 
, 2x+l 

IvI2"+1 = ~--=---, 'It,,+l wo2,,+1 
(2x)! 1 -.!2X 
22"x! "XW02" 

oder, indem wir die schou eruirten Werte fiir fl, D, JJ[ benutzel1, 

XXIV b) 

'V 2X-+1 = 0, 

ivl2x+l = x! 'It" D2"+1 

V21C = (2x)! M2x. 

2"x! 

Diese Formeln bieten in ihrer allgemeinen Gestalt zunaehst niehts be
merkenswertes, kehrt man sie aber UUl, so resuJtirt 

XXV) 
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und diese GIeiehungen konnen aueh als allgemeine Definitionen fiir den 
durehsehnittliehen, beziiglieh mittlern Fehler angesehen werden. Fiir 
numerische Rechnungen wird man natiirlich iiber )( die einfachsten An
nahmen machen, also es in D gleich 0, in M gleich 1 setzen, danIl wird 

XXVI) 

XXVII) 

D=IVj, 

M= VV2. 
Die GIeichung fiir D ist die urspriingliche Definitionsgleichung dieser 

Grosse, die GIeichung fiir lIi sagt aber eine neue Eigenschaft dieser wichtigen 
Grosse aus, namlieh 

28. Der mittlere Felder einer 11iessung (error medius metttendus nach 
G au s s) ist gleich der Quadratwurzel aus clem 1Ylittel der Fehlerquadrate, 
und gerade diese Definition ist fiir die Praxis von der hochsten Bedeutung. 

Wir haben namlich schon gesehen, dass der mittlere Fehler in einer 
Messungsmethode uns ein Kriterium fiir die Praeision und Giite derselben 
bietet, wir konnen daher auch sagen, dass die Quadratwurzel aus dem Mittel 
aller Fehlerquadrate ein solches Kriterium an die Hand giebt. 

66. Einftihrung des wahrscheinlichen Fehlers. Ausser dies en bereits 
behandelten zwei charakteristischen Fehlern hat man noch einen dritten, 
den wahrscheinlichen Fehler, eingefiihrt, der, trotzdem Gauss seine 
Bedeutung bei weitem nicht so hoch wie die des mittleru Fehlers schatzte, 
doch mit der Zeit zu grosser Bedeutung gelangt ist. 

Seiner urspriinglichen Definition nach solI der wahrscheinliche 1<'ehler 
derjenige Fehler der Fehlerreihe sein, der diese in zwei gleiche Ralften 
spaltet, so daRs ebensoviele Fehler ihn an Grosse iiberragen als unter ihm 
hleiben. Aus dieser Definition konnen wir ihn leicht durch schon bekannte 
Grossen ausdriickell. 

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eill positiver Felder eintrifil, !lessen 
Grosse zwischen 0 und a liegt, ist 

Fiir aUe Fehler, die grosser als a sind, hat man die Wallrscheilllichkeit 

Denkt man sich die Reihe der Pehler in zwei Gruppen geteilt, deren eine 
aIle Fe1l1er, die unterhalb a liegen, enthalt, zu deren anderer alle, welche 
oberhalb a sich befinden, zahlen, so hat man einen Feh1er aus del' ersten 
Gruppe mit del' Wahrscheinlichkeit Wa ' einen aus der zweiten mit del' Wahr
scheinlichkeit 1 - wa ZU erwarten. Man kann nun danach fragen, durch 
welch en Fehler man die Gruppen gegen einander abzugrenzen hat, damit man 
einen Fehler aus del' einen Gruppe mit derselben Wahrscheinlichkeit win 
einen ans der andern erwartell darf. 



68 bel' wahrscheinliche Fehler und das mittlereFehlerquadl'at. (66. 

Offenbar enthalten dann beide Gruppen gleich viel Fehler, und es ist 

Wb = wa somit wa =~. Dasselbe gilt ffir die negativen Fehler, naher hat 

man, um alle Fehler einzubegreifen, den Fehler, wir wollen ihn P nennen, 
der die beiden Gruppen trennt, so zu bestimmen, dass 

p 
12(' 
"2 = e J rp(V)dV. 

o 

Dieser Fehler P, der so beschaffen ist, dass er die Gesammtheit 
d er ~'ehler in zwei gleiche Hiilften teilt, derartig, dass man mit 
ganz derselben Wahrscheinlichkeit zu erwarten hat, dass ein 
Fehler seinem absoluten Betrage nach kleiner wie, dass er 
grosser sein wird als er, heisst der wahrscheinliche J<~ehler einer 
ein z elnen Mess ung (Errol" pl'obabilis). 

67. Fiihrt man fiir rp (V) den Wert ein, so ist P zu berechnen aus 
der Gleichung p v, 

1 W S -,,'".', 4=-1 e • dV. 
o 

1 v'- ,r.;: 1 Ich ersetze e V 'It Wo durch t und mache f}1 = V 'It Wo P e' dann bekommt man 

- &, 

~'It = Se-t'dt, 

o 

d. h., wir miissen die obere Grenze f}1 so bestimmen, dass der Betrag des 
Integrals gerade gleich {i/4 wird. Dazll berechllet man den Wert des 
Integrals I} 

S t" 
J= edt, 

u 

indem man l} der Reihe nach etwa gleich 0,00; 0,01; 0,02; ... setzt, und 
sieht dann zu, fUr welchen Wert von a der Betrag des Integrals gerade 
gleich y:;t"/4 herauskommt. 

Solche Berechnungen sind fiir das obige Integral schon mehrfach aus
ge fiihrt:wOl den. Namentlich hat Encke im Astronomischen Jahrbuch von 
1834 eine ausgedehnte mit a = 0,00 anhebende, von 0,01 zu 0,01 fort
schreitende und bis f} = 2,00 reichende Tafel veroffentlicht. Doch ist die 
von ihm berechnete Grosse nicht geradezu das obige Integral J, sondern 
dieses Integral multiplicirt mit 2/ v';t, also die Grosse 

I} 

8 = :;t Se-t'dt. 
o 
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Ieh habe diese Tafel, da das bezeiehuete Integral fiir den Physiker 
noeh in mehreren aIldern Gebieten von grosser Bedeutung ist. am Sehluss 
dieses Bandes reproducirt (Tafel I). 

Wir haben nun aus derselben das Argument HI zu entnehmen, neben 

dem fiir ~ die Zahl ~. steht. Genau trifft das in dieser Tafel fiir kein 

Argument ein, aber bei 

H = 0,47 steht 8 = 0,4937452, 
n = 0,48 " 8 = 0,5027498. 

Die strengere, vou G a u s s ausgefiihrte Interpolation ergiebt dann 

ttl = 0,47694. 

Der wahrscheinliche Feh18r wird also 

XXVIIIa) P = 0,47694e: = O,ll69Q~e: . 
y; 1(!o 100 

Auch dieser Fehler ist umgekehrt proportional wo, mau kann ihn deshalb 
durch D und .ill darstellen, in seiner Abhangigkeit von JJ;l ist er 

XXVIIIb) 
oder 

XXVIII e) 

P = O,67449JJ;l, 

P = 0,67 449 VV~. 

In den meistcn Fallen reicht e8 aus, statt des Decimalbruehs ~/3 zu schreibcn, 
also 

zu setzen. 

II ./
P=-;;-vV2 

;) 

Die Wahrseheinliehkeit, dass hei einer einzelnen l\Iessung ein Fehler 
von der Grosse des wahrseheinlichen Fehlers eintreffen wid, ist 

( ) - (0,47694)' 
9 P = woe 

XXX) = O,79654wo. 

Sie ist also noeh grosser, als die fiir den durehsehnittliehcn Fehler. 
68. Der wahrscheinliche Fehler als die mittlere Nullte Potenz der 

Fehler. Ratte nun del' Wahl'BCheinliche Fehler weiter keine Eigensehaften, 
als dass er gerade in del' Mitte der ganzen J<'ehlerreihe steht, so wiirde kein 
Grund vorhandell sein, ihn besonders einzufiihren, da er sich vollstandig 
durch den mittlern ersetzen lasst, aber er gestattet uoch eine andere 
Deutung. 

Vermog-e seiner hervorgehobenen Eigenschaft nimmt namlich der wahr
scheinliche Fehler in del' Reihe del' Fehler eine ganz ahnliche Stellung ein wie 
die Eins in del' Reihe der l'ationalen positiven Zahlen, und wenn wir die Fest
setzung treffen, dass aIle Fehler in Einheiten des wahrscheinlichen Fehlers 
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gemessen werden sollen -- was darauf hinauskommt, dass P= 1 gesetzt 
wird - so konnen wir sagen, es gabe genau so viele Fehler, die kleiner 
eind als 1, als es Fehler giebt, die grosser sind als 1, der wahrscheinliche 
Felder ist 1 selbst, und die ganze Fehlerreihe entspricht der rationalen 
Zahlenreihe. 

Aber 1 bekommt. man auch dann, wenn man irgend einen der FeWer 
zur Nullten Potenz erhebt, und nicht minder kommt 1 heraus, wenn man 
alle Fehler einzeln zur Nullten Potenz erhebt und aus den so erhaltenen 
Zahlen das Mittel bildet, das heisst, die mittlere Nullte Potenz der Fehler 
ausrechnet. Die Nullte Potenz jedes Fehlers und die inittlere Nullte Potenz 
aIler Fehler sind also Fehler von der Grosse 1, stehen mithin ebenfaIls in 
der Mitte de.r ganzen (in Einheiten des wahrscheinlichen Fehlers gemessenen) 
Fehlerreihe, und hieraus folgt, dass 

29. der waltrscheinliche Felder auch als (lie NuZZte Potenz irgeml eines 
der Feltier oder als die mittlere Nullte Potenz aZZer Feltler betrachtet werden 
kann, vorausgesetzt, dass die Felder in Einheiten seines Betrages ausgedruckt 
werden. 

Nun sehen wir, dass von den andern charakteristischen Fehlern der 
durchschnittliche Fehler durch die mittlere erste, der mittlere Fehler durch 
die mittlere zweite Po-tenz der Fehler bestimmt ist. Es reiht sich also der 
wahrscheinliche Fehler diesen beiden Fehlern genau an, indem er auch 
als mittlere Nullte Potenz der Fehler aufgefasst werden kann, .und er kommt 
sogar an die Spitze der charakteristischen Fehler zu stehen, insofern er 
durch die einfachste Potenz der Fehler definirt ist. 

69. Satz fUr die zahlenmll.ssige Berechnung der Prll.cisionsconstante 
und der Anzahl der Fehler vom Betrage Null. Ich mache noch auf eine 
Interpretation des Zusammanhanges zwischen den charakteristischen Fehlern 
und der Pracisionsconstante aufmerksam. 

All' diese Fehier sind derbezeichneten Constante umgekehrt proportional. 
1st aber N die Anzahl aller }<'ehler, no die derjenigen, welche gleich ° sind, 
so hat man 

oder 
O,31835NE 

no= D 
O,39895NE 

M 
0,269OU.NE 

P , 

und indem man mit nn' nM , np die Anzahl von Fehlereinheiten versteht, 
die der durchschnittliche, mittlere, wahrscheinliche Fehler enthalt, 

N N N 
no = 0,31831 - = 0,39895 -- = 0,26909 ~-

nn nM 1'1-1' 
XXXI) 

oder etwa 
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:lll. Ulltcr den wlr:dltliyell Pe/del'll einer Jless1tnysreilw ist die Anzalll 
aUG/" rersdlluindend kleinen FeMeI' 

t der Anzahl aller Felder noch dividirt durch die Anzahl Felder
finlteitell, die der dm·chsdlllitt1iche FeMer enthiilt, 

} der Anzalll aller PeMer noch clioidirt durch die Anzahl Feh/er
eil/heiten, die dey mitt/ere FeltZer enthiilt, 

} der A I1zahl alter Felder noch diuidirt clurch die Atlr:ahl Feliler
etill/eiten, die deT IcallrscllCi nliche FeMeI' enthiilt. 

Bine Fehlereinheit hat dabei derjellige Fehler, den wir nach () zuerst 
als zn berucksichtigenden }<'ehler ansehen. 

Der Satz ist sehr nutzlich, wenn wir fur die Pracisionsconstante eine 
Zahleuangabe wunschen. 

1st zum Beispiel in irgend eillem }<'all der mittlere Fehler 10 und 
rechnen wir die Fehler nur von I zu 1, so ist lZlJ = 10, also fur eine Fehler
reihe von 100 Fehlern 

ware J1 = 2, so hattell wir 

tf) === --- ; 
u 25 

"0 = 2U, /Co = --- . o 

e) Andere Forrnen fill" da;; lVahrsche£nl£chkeit,~r;esetz; Theorie 
(;on Laplace. 

lch erwahlle nun noch einiges mehr Formale, was aber dem Leser das 
Wesen des Wahrscheinlichkeitsgcsetzes etwas klarer machen solI. 

70. Zwei neue Formen flir das Wahrscheinlichkeitsgesetz. ZUllachst 
ist zu bemerken, dass die angefiihrte Form fiil' das Wahrscheinlichkeits
gesetz - ieh setze sie der Bequemlichkeit halber 

, ') 1 . t 
\\0 'l. = ICu, /, = ,,1['0- s~- IS 

- A V' q;='l.e 

nicht die einzige ist, die 9 mit Y verbindet. 

Es giebt Hoeh eille andere, die darum interessant ist, weil Laplace in 
seiner l'lu:orie des probabilitc8 von ihr erst zu der obigen Ganssischen Form 
des Wahrscheinlichkcitsgesetzes gclangt ist. Aus der Formel nllter ~:J folgt 
namlich 

+'" 
(q' V 1 e - dq = T., 

" 
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Addirt man zu If irgend eine Constante a, so bleibt das Integral ungeandert, 
weil -;:fJ - a und + ex - a sich von - 00 und + 00 in keiner Weise 
unterscheiden, also ist auch 

+'" 

Sc-<q+(tY'dq= V1t, 

oder lUall hat 
+,., 

y1t ca' = Sc- g' - 2qa dq. 

lch ersetze a durch ia, wo i = V -1, dann wird 

+'" 

y1t c- a' = Je-Q'[cOS(2qa) - i sin (2qa)] dq. 

Der imaginare Teil muss verschwinden, in der Tat ist auch 

+'" 

0) Sc- Q'Sin(2 Qa) dQ = 0, 

und man bekommt 
+'" 

e) V1t c- a' = Je- g, cos(2qa) dq. 

Hierin hat man nur noch a = yJ:"V zu setzen, und erhalt fUr das Wahr
scheinlichkeitsgesetz 

+"" 

oder 

+'" 

XVI c) l' = ;~ Se- q, cos( 2qwu y; :)dq. 

- 00 

Das ist im wesentlichen die Form, auf die Lap I ace zuerst gekommen ist. *) 

*) I. c. p. 147. 
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Eine dritte Form, die ich nur erwahnen, nicht beweisen will, ist 

XVI d) 

+00 ( V2) 
,,_IOn E d . S cos qrr:wo2 2 
'( - T: 1 + q2 q. 

Es liesse sich noch eine vierte, der voraufgehenden entsprechende mit 
sin statt cos aufstellen, doch hatte diese gerade fUr V = 0 keine Geltung. 

J ede der gegebenen Formen hat ihre Vorteile, die erste empfiehlt sich, 
wenn man 9 fiir ein bestimmtes V bereclmen will, die zweite da, wo es auf 
direct auszufiihrende Integrationen nach V ankommt, die dritte zur Ab
leitung von Reihenentwickelungen. 

71. Die Lap 1 ace 'sche Ableitung des Wahrscheinlichkeitsgesetzes. 
Man hat vielfach versucht, das Wahrscheinlichkeitsgesetz auf Grund ein
gehender Annahmen iiber die Entstehung zufalliger 1<'ehlel' abzuleiten, um 
damit auch einen Beweis fiir das Princip des arithmetischen Mittels, welches 
in der G au ssi schen Deduction als Axiom hingestellt wird, zu gewinnen. Doch 
ist allein das Verfahren von Lap 1 ace von grundlegender Bedeutung geworden. 

Laplace*) geht von der Ansicht aus, dass ein zufalliger Fehler nicht 
einfachen Ursprungs ist, nicht durch eine einzige Ursache hervor
gebracht wird, sondern durch das Uebereinanderlagern einer sehr grossell 
Anzahl von einander unabhangiger Elementarfehler entsteht, deren jeder 
dabei so oft vorkommt, als es seiner Wahrscheinlichkeit entspricht. Er 
nimmt also an, dass bei jeder Messung eine ganze Anzahl von Fehlerquellen 
wirksam ist, dass jede dieser Fehlerquellen eine Reihe von Elementar
fehiern - gleich viele und gleich grosse positiveu Zeichens wie negativen -
verursachen kann, und dass aHe Fehlerquellen in ihrem Zusammenwirken den 
ganzen zufalligen Fehler, mit dem die Messung behaftet ist, hervorbringen. 

Sei s die Anzahl aner 1<'ehlerquellen, e die Einheit, in del' man den 
Betrag eines Elementarfehlers ausdriickt. Die Fehler, die eine bestimmte 
Fehlerquelle zu verursachen vermag, Mnnen dann dargestellt werden durch 

-'IE, -'I-Ie, -'1-2e,"', -IE, OE, +lE,' ", +'I--2e, +'1-1e, +'1e:, 

so dass die Anzahl aner Elementarfehler (2'1 + 1)" sein wiirde. Der ganze 
zufallige Fehler V entsteht dadurch, dass jede Fehlerquelle einen Elementar
fehler hervorbringt, da aber die Anzahl aIler Elementarfehler zusammen
genommen grosser ist als die del' Fehlerquellen, kann eill und derselbe 
Fehler durch sehr mannigfache Combinationen der Elementarfehler entstehen. 
Bezeichnet C die Anzahl allel' Combination en von s Elementarfehlern, die 
in ihrer algebraischen Summe den Fehler V el'geben, so ist die Wahr
scheinlichkeit dafiir, dass gerade der Fehler V die Messung verfalscht 

C 
r = (2'1 +-1)" 

*) Theorie des l'robabilites p. 304. 
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Fiir C filldet Laplace nach einer nicht gerade einfachen Analyse, 
wegen deren auf das Original verwiesen werden muss, 

Indem er dann eine neue Variabele t durch die Gleichung 

. 2'1 + 1 { SlU-~-I. 9' 
2 • --..".-- = (2'1 + 1) e . n 

8lU 2 

eiufiilJrt, erhiilt er durch ReihenclItwickelung 

f}= qYG (1+B Q2 +, .. ), 
ysv(v + 1) S 

wo B. .. Constanten bedeuten. Damit wird 

-- + 00 f V .r ) 
I Y 6 . j' -e q II 6 ( q2 ) _ q' ( . q2 ) 1'=-----====- dqcOS1. 1+B--+·" e 1+3B-+,,·, 

2 .. yS'IC'1 + 1) ysv(v + 1) S S 
- 00 

WQ seine sehr grosse Zahl bedeuten sollte. So lange nun q klein ist, darf 
q2 • 

man die Glieder B - ... fortlassen, wird aber q gross, dann ist e- q sehr 
S 

kleiu, und man begeM im Ganzen einen nur geringen ]'ehler, wenn man 
anch jetzt die- bezeichneten Glieder vernachliissigt. Man kann also unter 
allen Umstiinden setzen 

Das ist genau die zweite Form des Ga ussischen WahrscheinIicllkeitsgesetzes. 
72. Notwendige Aenderung. Es ist aber noch eines zu bemerken: 

Die Grundeigenschaft aller zufaIligen Fehler besteht darin, dass dieselben genau 
so leicht als positive wie als negative Grossen auftreten konnen. Dieser ist 
aber von Laplace, indem er die Elementarfehler, die eine Fehlerquelle 
verursachen kann, durch 

- 'IE, -~=1 E, -V::-=2E, ... , -1 E, (lE, + lE, ... + v-=- 2E, +'1-1 E, +VE 

darstellt, fiir den Fehler 0 nicht Rechnung getragen, nun ist zwar + 0 eben
soviel wie - 0, aber bei der Ziihlung darf nicht ubersehen werden, dass 
man den Febler 0 benachteiligen wiirde, wenn man ihn nur einmal zahlte, 
die andern aber zweimal, einmal als negative, einmal als positive Grossen. 
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Eigentlich ist also die Reihe der Elementarfehler zu schreibell 

- V E, - 'I - l~, .... - 1 e, - 0 E. + 0 E. + 1~, "', + 'I - 1~, + 'I E. 

Bringt man diese geringe Aenderung in del' Lap lac e' schen Ableitung 
an, so resultirt 

XVle) 

73. Specialisirung der der Laplaceschen Theorie zu Grunde liegenden 
Hypothesen; Erweiterung durch Bessel. Die Annahmen, die diesem Gesetze 
zu Grunde liegen, sind aber: 

1. Dass jeder Fehler V durch das Zusammenwirken einer sehr grosset! 
Anzahl S von Fehlerquellen verursacht wird. 

2. Dass jede Fehlerquelle genau so leicht eillen positiven wie einen 
llegativen Elementarfehler hervorzubringen vermag. 

3. Dass das Wahrscheinlichkeitsgesetz der Elementarfehler nicht 
von Fehlerquelle zu Fehlerquelle variirt, d. h. dass keine Fehlerquelle einen 
Elementarfehler von bestimmter Grosse leichter oder schwerer als eine 
andere entstehen lassen kann. 

Die z w e it e V oraussetzung darf wol als zutreffend bezeichnet werden. 
Von der stark beschrankenden dritten Annahme ist Laplace's Analyse 
!.lurch Be sse 1 *) befreit worden, denn Be sse 1 hat nachgewiesell, 

dass das obige Wali I'sclieinlichkeitsgesetz giltig 1J1eilJt, !Vie (tuclt die 
H'ahl'sclieinliclikeits(lInction del' Elementar(elder ron Fehle/'qlleUe Zit 

Fehlerquelle (ariit't, Icenn IIUI' l.'eine FelderqlteUe eillen mittlem 
Blementarf'ehler hervorbringt, der die mittlem Elementat'fehler aller 
andern ~Peltlei'qllellelt .. dark iibel'steigi, odeI' populi/reI' Ctltsgeclrucld, 
'wenn nul' alle Fehlcr'lucllen /'clativ glei"'l riel zu. del' Entstelmny 
des [Janzen ];'ehlers beitmllelt k,lItIlCIl. 

Bleibt also noch die e r8 t e Annahme, und diese hietet allel'dillgs dem 
VerStandllis einige Schwierigkeiten. Unzweifelhaft kann in eillzelnen Fallen 
wirklich ein Fehler aus der combinirten Wil'kung einer Anzahl von Fehler
ursachen hervorgehen, aber mall sieht nicht recht ein, warum das in .i e d em 
.!<'alle geschehen soll, und namentlich !licht, warum die Anzahl der Fehler
quell en s t e t s sehr gross sein solI. 

74. Die charakteristischen Fehler nach der Laplaceschen Theorie. 
Zusammenhang mit dem grosstmoglichen Fehler. Vergleichell wir jetzt L a
place's zweite Form (mit del' hier angebrachten Modification) des Wahr
scheinlichkeitsgesetzes mit der unsrigen, so ergiebt sich 

1 lh2 V3 I tvo = -----=: ---===--_ = - --- -=--=_.cc_ -. 
2Vlt -r/s'I(2'1 + 1) 1t -r/s'I(2'1 + 1) 

*) Astronomische Nachrichtel1 Bd. XV p. 36!:Hi', 
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Die von einer Feh lerquelle hervorgebrachten Elementarfehler haben die 
beziiglichen Betriige 

- 'I e, - 'I - 1 E, ... , - 1 e, - 0 E, + Oe, + 1 E, ... , + v - 1 e, + 'I E. 

Der grosste Elementarfehler seinem absolnten Betrage nach ist v E, und da 
s Fehlerquellen wirksam sein sollen, so ist der allergrosste Fehler, der eine 
Messung zufallig verfiilschen kann, gleich S'IE. 

Ich bezeichne diesen grosstmoglichen zufii.lligen Fehler einer Messung 
mit Vrn , setze also 

dann wird 

XXXIII b) 
Wo = V~ '/2'11+1y~-V ,." 

E 

Damit bekommt man fiir den durchschnittlichen mittlern, und den wahr
scheinlichen Fehler 

]) = ~_ .. /2'1+ 1 .. IV,,-:, 
yr.V:3 V E 

M= ;2y2'171Y~t, 
.. /2'1+ i .. rv,,, 

p = 0,47694E V-3- V-E-· 
Wollte man noch das nachste der in der Laplace'schen Ableitung 

vernachliissigten Glieder beriicksichtigen, so hiitte man 

XXXII) 100 =~= "/2'1~1 .. I; \1'1- (4'1216~IV+ 2l:}; y1tV V m 11t. 

D= ~ y2V ;:1/ Vrn {I + 4v21-;-O~ + 2 E}' yn t) E m 

XXXIII) 111=-;2 y2V; I Y r~~ {I + 4V21;)~: 2 + 
P=047694E .. 12'1 + 1 .. {V;" {I + 4V2 -v+!e}. , V 3 V E 16()Vm 

Da aber V".IE stets eine ganze Zahl ist, wird man die Corrections
glieder in den seltensten Fallen zu beriicksichtigen brauchen. Diese Be
ziehungen zwischen den charakteristischen Fehlern und dem Maximalfehler 
miissen wenigstens geniihert stattfinden, wenn die Laplace'sche Theorie 
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in der Erfahrung nieht unbegriindet sein solI. N amentlieh muss, wenn man 
mit Hi1fe einer der drei G1eiehungen y bereehnet, fiir diese Grosse eine 
positive Zahl herauskommen. 

Was die Einheit e betrifft, so ist sie immer so zu wahlen, dass VlI.!e 
1 

eine g a n z e Zahl wird; es ist also z. B. e = 1000 mm zu setzen, wenn Vrti 

V 
gleieh 0,104 mm gefunden ist. damit -'" = Sy gleieh der ganzen Zah1 
104 wird. E 

Die obigen Form eln wiirden sieh sehr dazu eignen, die Lap 1 ace' selle 
Theorie mit der Erfahrung zu verg1eiehen, indessen wenll wir aueh im 
Stande sind, in jedem FaIle die charakteristisehen Feh1er wenigstens ange
nahert zu bestimmen, weiss man doeh fast nie, welchell Betrag man fiir den 
g'Tosstmoglichen Fehler ansetzen soIl, und naturgemass braucht der griisste 
vorgefallene Fehle]' noeh bei weitem nieht der unter den besonderen UIll
standen grosstmogliche zu sein. Reehnungell, die ich in dieser Hinsicht 
ausgefiihrt habe, scheinell darauf hinzudeuten, dass man 'I = I nehmell 
darf, es ist aber aueh etwas zu viel, vorauszusetzen, dass zur Hervorbringung 
eines Messungsfehlers eine sehr grosse Anzahl von Fehlerquellen wirksam 
sein miissen, und dass ausserdem jede Fehlerquelle fiir sieh noeh eine grosse 
Mannigfaltigkeit in der Grosse der von ihr verursaehten Elemelltarfehler 
aufweisen solI. 

f) Ve1·te~·lung del' Fehle?' ihTer Grosse nacho 

75. Das Verteilungsgesetz. Von den Wahrschein1iehkeiten der 1<'ehler 
gehell wir zu den Zahlen iiber, die dercn relative Haufigkeit ausdriicken. 

Wir denken uns wie bisher eine Messung unendlich oft wiederholt und 
bezeichnen die Auzahl der Messungen, die sieh dabei als mit einem zufalligen 
Fehler von der absoluten Grosse Vy' behaftet herausstellen, durch N J'y" dauB 

ist nach dem Bernouilli'schen Prineip der grossen Zahlen 

N v,: H r,: NV': ... = '~(rl): '-((1'2): 'f07:1):'" 

oder, indem man die (unendliche) Auzahl aner positiven Fehler mit K be
zeichnet, 

K v, = LY? ( V1) , N r, = :2 A ? ( V2 ) , A r:, = :2 N'f ( 1':1)' '" 

F'iir numerische Anwendungen ist es vorteilhafter, nicht von Fehlern 
bestimmter Grosse zu reden, sondern von solchen, deren Betrag zwischen 
gewiss en Grenzen eingeschlos sen ist. Man bekommt dann fiir die 
Anzah1 aller Fehler, die ihrem absoluten Betrage nach zwischen at und ~2 
liegen, 

~. ~, " 112 0 J" 
il2 1 j 1 j -n1(',- .,-

All, = E:2N 9(V)dr=~'Ly/l)u e ·-!IF. 

~J ~J 
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Icll setze, Wle auf Seite fiR, 

und erhalte 

Die Grosse Wo kaun man beliebig durch einen der charakteristischen 
Fehler elimiuiren, dem allgemeinen Gebrauch gemaRs ersetze ich sie durch 
den wahrscheinlichen Fehler 

und bflkomme 

XXXIV) 

Encke hat im Astronomischen Jahrbuch von 1834 fUr die Integrale 
8(0,47694~/P) eine Tafel ausgerechnet, die gleichfalls in dieses Buch auf
genom men ist (Tafel II). Als Argument ist ~/P angesehen und die Betrage 
dieses Arguments schreiten von 0,01 zu 0,01 bis zu 5,00 fort. 

76. SpecieUes Beispiel. Streng gilt die obige Pormel nUl', wenn die 
Fehler einer unendlich oft wiederholten Messung angehOren, man kann aber 
auch N gleich einer begrenzten grossen Zahl setzen. Sei zum Beispiel die 
Messung etwa des Widerstandes einer mit QU{Jcksilber g'efiillten Glasrohre 
1000mal wiederholt, und dabei in irgend einer Weise gefunden, dass del' 
wahrscheinliche Fehler einer einzelnen Bestimmung 0,0001 von dem Ge
sammtwert des Widerstandes betragt. Wir setzen ill = 0 und ~2 der Reihe 
nach gleich 0,00001; 0,00002; ... 0,0001; 0,0002; 0,000:1; 0,0004; 0.0005 
und haben nach del' Tafel II dann: 

t::. 
Werte von p 

0,1 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 
1,0 
2,0 
:3,0 
4,0 
5,0 

Werte von 8 

0,05378 
0,10731 
0,160:35 
0,21268 
0,26407 
0,314:30 
0,36317 
0,41052 
0,45619 
0,50000 
0,82266 
0,95698 
0,99302 
0,99926 



77.] Verteilnllg der Fehlel'. 79 

Der Betrag von N ist gleich lOon, somit wird die Anzahl der Fehler 

zwischen o.oonoll und 0,00001 gleich 54:: 
,,0,00002 107 53 

"0,00003 160 
000004 213 5" 

'J , 51 

.. 0,00005 264 50 

,,0,00006 314 49 

,. 0,00007 363 
,,0,00008 411 :: 
,. 0,00009 457 4i 

.. 0,00010 500 . ° 00020 823323 

,. 0'00030 957 133 

~ 0'00040 993 3i , , ti 

" ,. 0,00050 " 999 
nue! noeh iibersichtlicher 

einen Retrag zwischen 0,00000 und 0,00001 haben 
0,00001 " 0,00002 
0,00002 .. 0,00003 
0,00003 r 0,00004 
0.00004 " 0,00005 
0,00005 ,. 0,00006 
0,00006 .. 0,00007 
0,00007 ,. O,OOOOS 

54 Fehler, 
53 

" 

O,OOO()S ,. 0,00009 
0,00009 ~. 0,00010 
0,00010 ,. 0,00020 
0,00020 .. 0,00030 
0,00030 " 0,00040 
0,00040 .. 0.00050 
0,00050" '" 

53 
52 
51 
50 
49 
48 
46 
44 

323 
133 

37 
6 
1 

,. 

Man hat also zu erwarten, dass bei 1000 Wiederholungen die Halite 
aller E'ehler kleiner sein wird als del' wahrseheinliehe I<'ehler, 323 das 1 bis 
2fache des wahrseheillliehen Fehlers, 133 das 2 bis 3fache, 37 das 3 bis 
4faehe, 6 das 4 bis 5faehe bctragen werden, und nicht vielmehr als einer 
noeh grosser sein wird als das 5fache desselben. Das Beispiel zeigt klar, 
wie ausserordentlieh raseh die Haufigkeit der Fehler abnimmt, wenn ihr!' 
Grosse wachst, wie wenig wahrseheinlieh also grosse Fehler kleinen gegen
iiber sind. 

77. Analogie aus der kinetischen Gastheorie. Es sei hier noeh auf 
cine zwar nieht wiehtige, aber nieht uninteressante Analogie hinge wiesen. 

Naeh der jetzt herrsehenden Ansieht iiber die Constitution der Korper 
nimmt man an, dass ein ideales Gas aus einer unzahligen Menge von von 
einander ganz unabhangigen Molekeln besteht, die sieh in fortwahrender 
Bewegung befinden. Jedes Molekel kann naeh jeder beliebigen Riehtung 
mit jeder beliebigen Gesehwindigkeit hinfliegen und weehselt aueh, da es 
ausserordentlieh oft mit anderen Molekeln zusammenstosst, seine Bewegungs
riehtung selbst in kurzen ZeitintervaHen unzahlige Mal. Es sind in dem 
Gase in jedem Moment alle mogliellen Gesehwindigkeit.en und aHe moglichen 
Bewegungsriehtungen vertretell , und das Max well sehe Gesetz lehrt, 
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dass die Anzahl aller Molekel, die in Richtung einer bestimmten Axe, etwa 
der xAchse, gerade die Geschwindigkeit E besitzen, gleich ist 

~' 
N 1 -a' 
--e 
0; V; 

wenn N die Anzahl aller Molekel angiebt. Schliessen wir hiernach ein 
Volumen eines idealen Gases so ab, dass in demselben genau so viele 
l\lolekel da sind, als bei einer Messungsmethode mogliche zufallige Fehler, 
so giebt es ebenso viele Fehler von der Grosse ~, als Molekel vorhanden 
sind, die sich mit der Geschwindigkeit E bewegen. Die Betrage sind unter 
die Fehler genau so verteilt wie die Geschwindigkeiten nach bestimmten 
Axen unter die Molekel eines idealen Gases. Und da in der Gastht)orie rt. 

proportional ist der Wurzel aus der absoluten Temperatur des Gases, so ent
spricht dem mittlern Fehler die Wurzel aus der absoluten Temperatur des 
Gases; mit einem Ansteigen del' Temperatur correspondirt ein Ansteigell 
des mittlern Fehlers u. s. f 

g) Bestz'mmungen unglez'cher Schii1:fe. 
78. Zwei Kategorieen. Bestimmungen konnen (Art. 51) aus zwei 

Griinden ungleiche Scharfe besitzen. Einmal konnen sie zwar nach der
selben Methode, aber aus ungleichen Anzahlen von Einzelmessungen gewonnen 
sein, dann abel' vermag ihnen auch deshalb ungleiche Scharfe zuzukommen, 
wei! die b.eziiglichen Methoden, die zu ihrer Ableitung dienten, nicht die
selbe Pracision aufweisen. 

1m ersten Fall ist eine Bestimmung nichts weiter als das arithmetische 
Mittel aus einer gewissen Anzahl von gleich scharfen Einzelmessungen. 
Wir haben daher, Urn fiir Bestimmungen solcher Art eine Fehlertheorie zu 
gewinnen, nichts weiter zu tun, als jede Bestimmung in die Einzelmessungen, 
deren Resultat sie ist, wieder aufzulosen und auf die Gesamrntheit der 
Einzelmessungen, die ja aIle gleich scharf sind, die oben erlangten 
Ergebnisse anzuwenden. Die Fehlerwahrscheinlichkeiten und die charak
teristischen Fehler beziehen sich dann auf die Einzelmessungen, und Mnnen 
auch in jedem FaIle berechnet werden, weil man ja die Einzelmessungen 
kennt. Hier ware es also nicht notig, iiberhaupt sich mit den Bestimmungen 
zu beschaftigen, denn man braucht gar nicht. von den Messungen zu Bestim
mung en iiberzugehen. 1m Gegenteil kann gar nicht genug hervorgehoben 
werden, 

31. dass man Beobachtungen, die wil'lclich in jeder HinsieM gleichwerti.rJ 
sind, am besten so ausgleicht, wie man sie erhalten hat, ohne sie vorher in 
Vorl'eehnungen zu besonde1'n Gl'uppen Ztt vereinigen, ubel'haupt ohne mit 
Ihnen vorliel' besondel'e rechnerische 1tlanipulationen, so weit sie nicld d1lrch 
den Gang del' Untersuclmng geboten sind, VOl'ztmehmen. 



711.] Wahrscheinlichkeitsfunction. Hi 

Inzwisehen ist es rnanehrnal erwiinseht und nieht selten aueh geboten, 
die Reehnung selbst auf Kosten ihrcr Genauigkeit zu vereinfaehen, und 
dann bietet allerdings die gruppenweise Zusammenfassung von Einzel
messungen zu Bestimmungen ein gutcs Mittel, urn raseher ans Ziel zu 
kommen. 

79. Wahrscheinlichkeitsfunction. Es seien also E,,!, E"2' .. ., ~"P" die 

fiir eine gewisse Grosse vom Betrage X in Einzelmessungen erhaltcnell 
W crte, die als 1. te Gruppe zu einer Bestimmung x" zusammcngefasst sind, dann 
hat man 

Px 

und P x ist das Gewieht der Bestirnmung x x' 

Die Fehler der E sind 

also der Fehler der Bestimmung Xx 

V"l + V"2+ ... + VXPx 
V = - --- - --- . 

X Px 

Rier bedeuten die Vx i die wahren Fehler der E, die Fehler dieser Einzel
lIlessung'en in Bezug auf den wahren Wert X der gesuehtell Grosse. Sie 
sind streng von den Fehlern vxi der ~ in Bezug auf die Bestilllmung Xx zu 
trennen, denn diese besitzen die Betrage 

und deren arithmetisehes Mittel ist Null, und braueht nieht den wahren 
Fehler der Bestimmuug Xx 7.U geben. Fiir die gesuchte Grosse X erhalten wi!" 

" Pl"'l + P2x~ + ... + lJn xn P1 TTl + ]12 1'2 + ... + P" I'll 
X = --------- - - + ---- --

Pl+1J~+ ... +JI" 1\+P2+ ... +P" 

das zweite Glieu stellt den resultirenden Fehler dar. 
leh nehllle an, dass dieser in einem concreten Fall versehwilldet uud 

habe danu wie in Art .. 56 

+ ... + V"Jl II 

woraus sieh, gallz wie all der eitirten Stelle, ergieiJt 

Weinstein, Lehrbuch 1. 



82 Wahrscheinlichkeitsfunctioll. [80. 

Die Formel ist von n, der Anzahl der Bestimmungen, unabhiingig, und da 
man durch genugende I<'ortsetzung der BestimIl1ungen stets dahin gelangen 
kann, dass 

wird, gilt sie unter allen Umstiinden. 
Jede der Bestimmungen kann mit allen moglichen Fehlern behaftet 

sein, und ist auch durch irgend einen Felder (eventuell durch einen solchen, 
der gleich Null ist) verfiilscht. Wir lJabell daher (Art. 57) 

+00 r" 1 

j'Ax c-Px-~-11 d(~~)= 1, 

also nach ~2) in Art. 5tl 

und 

XXXV a) 

Dies ist die Wahrscheinlichkeit dafur, dass die Bestimmung Xx mit einem 
Fehler von der Grosse Vx velfiilscht ist. 

80. Zusammenhang zwischen dem wahren mittlern Fehler einer 
Bestimmung und dem Gewicht derselben. Fur eine BestimIl1ung Xi ltaben 
wir entsprechend 

Daher ist die Wahrscheinlichkeit, bei der Bestimmnng Xx einen I<'ehler VOII 

der Grosse Null zu begehen, 

XXXVI) 
1-

(x) } Px 
10 =~-

U ltV; 
und dieselbe Wahrscheinlichkeit fur eine BestiIl1mung Xi 

(i) VPi 
'IV =~-

o ltV-; 
und es wird wieder wie fruller 

XXXV b) 

wo jetzt in 100 das Gewicht mit enthalten ist. 



S2.] B('ziehnngcn z\dschen (le\\icht nnll charakteristische Felder. :-13 

Wir denken uns die Bestimmuugen Xx und xi als zwei nach ver
schiedenen Methodell ausgefiihrte Einzclmessungen und den ken uns ferner 
jede dieser Bestirrllllungen mit sich g'leich bleibender Scharfe ins Un beschrankte 
wiederholt, daun kiinnen wir hei jeder derselben von einem mittlern I<'ehler 
spl'echcll. Wil' wollen die beiden l\Iethoden durch die beziiglichen Symbole 
(x), (i) bezeichnell. Del' mitt/ere Fehlel' cineI' Eillzelbestimmung in der 
Methode (x) ist 

XXXVII) }lI(x) ~ 
e It 

~ 

')_11 (x) 
_h U J! :! VlJx 

und der in del' l\lethode (I) 

Wir bekommen also 

Entsprecheud ist an('11 

XXXVIII) 

In Worten: 

S 11 

I ;Z lPi 

D(x) : n(i) = 1/ jI. : lip' 
t I " Y. 

H2. Bei w:ci 1111111cich schal'(cll lYIetltodclIl'erlwltcn sich die (lewicllfe 
clltsprce/tcIIIlcr Rinze/mc8sl1l1pcn mn,r/ckcl,rf leie die (Jllarlratc del' mittle/'II 
oder dllrc!,8c!lIlittlicllcll odeI' Iwllrse/leil/liellell Felilcr der be"ii.1jlicllell Eillzef
meS8'1/ Il.ljell. 

81. Anwachsen der Genauigkeit einer Bestimmung mit dem Gewicht. 
Nun haben wir gesehen (Art. (il ff.), dass die henorgehobenen Fehler die 
Pracision der Messungen bestimmen. Wir erfahren daher zur Ergiinzung 
der Auseinandersetzungen in Art. 51: 

;)3. Die Genaui,qkeit cillel' BestimmullY stcirJt lIicld directleie dercil (Jeleirld, 
sondeI'll 11Ilr luie elie (JmulratwII rze{ des (icwielits. 

Haben wir z. B. cine Bestimmung' aus 1 G g'leich scharf'en Eillzelmessung'en 
abgeleitet, so ist zwar ihr Gewicht }(; mal so gross wie das einer der 
Einzelmessungell, aber ihre Gellauigkeit betriigt nur das Hache del' einer 
der Einzelmessungen, das heisst, man hat bei ihr einen nul' 4 mal so 
kleinen durchschnittlichen, mittlern oder wahrscheinlichen Fehlel' zu 
erwarten als bei einer del' Eillzelmessungell. 

82. Verteilung der Fehler in verschieden scharfen Bestimmungs
reihen. Von den Wahrscheinlichkeiten bestimmter Fehler gehen wir zu 
denen von Fehlern uber, von denen wir nul' wissen, dass sie zwischen 
gewissen G r e II zen liegen. 



84 Abnahme del' Fehlerbetdige mitwachsendel' Scbarfe del' l\fessung. (82. 

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Bestimmung' x" mit einem Fehler be
haftet ist, des sen absolute Grosse zwischen (x" und ~" liegt, wird 

]1- V"l 
oder, indent wir p - .'. = t setzen, 

" e II 

Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, dass del' Fehler del' Be
stimmung Xi zwischen den Grenzen (Xi' ~i sich befindet, bestimmt durch 

Macht man jetzt 

so wird 

XXXIX) 

also: 

_ V Pi 1 
_ ~i-lt-·' 

V T. ~. r ' 
Tto a:= Je- t elf. 

VPi 1 
a;-h-' 

341, Bei ztoei verschieden scharr en Messungsreihen hat man inner/lalb 
getoisser beziigliclter Amplituden der Fehle,obetrage dann dieselbe Anzahl von 
Fehlern Z~t el'toarten, ~fenn diese Arnplituden und iltre entsprechenden Grenzen 
im umgekehrten Verhiiltnis der Quadrattvurzeln aus den beziigliehen Gewiclden 
oder im directen Verhaltnis der beziigliehen eharakteristisehen Fehler del' beiden 
Messungsreihen stehen; 
oder: 

342, In einer Messungsreihe vom Getoicht Pi giebt es ebenso viele Fehler, 
die ihrem Betrage nach zwischen (X und ~ liegen, toie in einer )Jlessw~gsreihe vom 

vP:" VP' 
Getoicht P" so lehe , die ihrem Betrage nach sich zwischen T(/. und ,/ ' ~ 
befinden. JI P" JI P" 



sa.] Beziehungen zwi:;chell Uewieht Ulld charaktej'isti~che Fehler. 

Die Gewichte der Einzellllessnngen eiller MeRsungsreihe mogen sich 
gegen die Gewichte der Eillzelmessungen ciner andern Mcssungsreihe ver
halten wie Hi zu 1, daIlIl nnden wir in der zweitell Messungsnihe ebenso 
viele Fehler, welche ihrem Beb'ag'e nach zwischen a und ~ liegen ,wie in 
der ersten l\Iessungsreihe solche, die ihrem Betrage nach sich zwischen 
a / 4 und ~ / 4 befindell. 

Je schiirfer eine l\1essungsreihe ist, nm so mehr kleine Fehler enthalt 
sic im VerhiUtnis zu grossen Fehlern. 

83. VerhiHtnisse zwischen entsprechenden Fehlern zweier ungleich 
scharfer Methoden. Ich Illache nun die Intervalle ~x - ax und ~i - a'i engel' 
und enger, dann gelangt man zuletzt zu den Gleichungen 

und tV bedeutet hier allgemein die Wahrscheinlichkeit einen Fehler zu be

gehen, dessen Betrag zwischen V -!!; und V + ~J liegt. Nimmt man 

an, dass elV so klein geworden ist, dass in dem Interval] - dV /2 bis + elV/2 
nur mehr ein einziger }<'ehler V liegt, so wird offenbar, da die Grossen
differenz zwischen zwei benachbarten Fehlern eine Fehlereinheit betragt, 
elV gleich einer Fehlereinheit (z); wie wir auch sagen konnen, ein Fehler, 
der in den Maassen, die fiir die Grossenbestimmung der Fehler gerade 
benutzt werden, gleich 1 ist. 

In diesem Faile ist also das Intervall gleich 1 und damit erfahren wir, 
dass fiir bestimmte Fehler dasselbe gilt, was oben fiir Fehler, die zwischen 
gewiss8n Grenzen eingeschlossen simI, abgeleitet worden ist. 

Wir konnen also ganz allgemeill sagen: 
35. lVenn in einer aUf eine bestimmte Griisse sich beziehenden JJiessl{1lgs

reihe, deren einzelnen JJ1essungen ein ulld dasselbe Gewicht Pi zukommt, sich 
die Felder 

einstelten, su hat man in ciner auf dieselbe Grosse gerichteten JUessungsreihe, 
deren cintelJ/C ]reIiSWI,ljCIt einu/Ill dassetbe GC/lJieht 1ix bcsitzen, die }i'ehler 

tp · 
-' V, 
Px 3 

in beliebiger Folge Zit erwarfen. 



86 Abnahme del' Fehlel'betl'a.ge mitwachsenrler Scbarfe der Messullg. [84,. 

Die Beziehung also, in der zwei Messungsreihen in Bezug auf ilue 
eharakteristisehen Fehler stehen, gilt iiberhaupt fUr aIle ihre Fehler, 
und der obige Satz bildet die Erweiterung des friiheren Satzes 34. 

84. Wie sich die zu erwartenden Fehler andern, wenn das Gewicht 
einer Bestimmungsreihe geandert wird. Das Theorem bleibt aueh noeh 
riehtig, wenn mall anstatt "Messungsreihe" ein Mal oder beide Mal setzt 
llBestimmungsreihe" und fiir "Messung" "Bestimmung" substituirt. 

36. Dieselbe Rolle, die in einer Bestimnml1{IS- oder Messun.qsreihe vom Ge
wield Pi die Pelder Vi' V2 , ••• , Vn spielen, komrr:.! in eine~_Bestimmungs-~der 

'lIp, 'lIp· 'lIp· 
3Iessungsreihe vom Gewicht Px den GrOssen V --'- VI' V --'- V2 , .•• , V --'- V;, 

Px Px Px 
Zit. Da, tvO in der ersten 1lfe.<sungsreihe ein PeltZer VOIl det· GrOsse Va ein
treten kann, hat man in der zweiten Messun.qsreihe einen Pelder /Jon der Grosse 

V~ Va Zit erwarten; umgekr!!rt entspricht einem Peltler Veal in der zweiten 

.;.lIessttngsreihe ein solcher tPx V(a) in der ersten. 
Pi 

Das gilt aber n1J,t·, solan.qe die beiden lIIessungsreihen sich WI{ eine nml 
dieselbe GrOsse bezielten undjede {itr sich ins Unbe.qrenzte (ortgesetzt gedacltt wird. 

Es wird aber jetzt klar, warum die Gewiehte die Genauigkeiten der 
l\Iessungen bestimmtln, denn in der Tat zeigt sieh, dass je grosser das Ge
wieht einer Messungsreihe gegeniiber dem einer andern ist', um so kleinere 
Filhler da zu erwarten sind, wie diese grossere aufweist. 

Wir wollen den besondern Fall annehmen, dass in einer Messungsreihe 
allen einzelnen Messungen das Gewicht 1 zukommt, in einer parallel mit 
dieser vor sieh gehenden Bestimmungsreihe die einzelnen Bestimmungen das 
Gewieht p haben. Einer Messung ex der erstern solI eine Bestimmung Xx 

der zweiten entspreehen. Sind die Pehler der einzelnen Messullgen, 

VI' V2 ' Vs,···, V"' 

bekannt, so findet man ohne weitere Untersuehung fUr die wahrseheiulieh 
eintretenden Fehler der einzelnen Bestimmungen in beliebiger Folge 

VI V2 Va v;, 
VP' l/1~' 'Vp' 

... , 

Keuut man dagegen die Febler der einzelnen Bestimmungen, und weiss, 
sie sind 

V, V" VIII V(n) , , , ... , , 

so wird mall sehliessen, dass die Fehler der einzelnen Messungen in be
licbigcr Folge betragen 

- - () 
VpYffl, ... , vpyn. 



84.] Beziehungen zwischen Uewicht und charakteristische }<'ehler. 

Specie]] ist also 

XL) 

1)' = !!-" 
VJi 

D = VPl)" 

:w = ~l~, JI= Vp111 ', 
VP 

87 

Das erste dieser drei Gleichung'spaare lasse ich ungeandert, es kann 
gewissermassel1 als analytischer Ausdruck des Satzes 36) stehel1, denn was 
von den durchschnittlichen Fehlern gilt, hat man ein Recht, auch von den 
andern Fehlern zu erwarten. Die beiden folgenden andere ich ab, indem 
ich sie quadrire, dadurch bekommt man 

XLI) 

'1[,2 1, 2 l' ="- Jtl , 
P 

p,2 = 1 P'. 
p , 

und diese Gleichungen bilden den analytischen Ausdruck fur den schon 
citirten Satz: 

a 7 . Di(~ Ge/l'ic/de zweior JtIessungsreilwn stetten zu einander im umge
kehrten Yerltitltnis del' Quadrate del' mittleren oder ancltwahrscheinlichen 
pehler. 

Sie sind auch die llaturgemassern: Aus Art. 65, XXIV) wissell wir 
namlich, dass 

ist. Setzt man die (als unbeschrankt gross allzusehellde) Anzahl aller 
Messungen gleich n, so wird hiernach 

y2+y2+y2+ ... +y2 
'I 1 2 3 n M-= ---,----- -- '---. 

n 

Da nun die V, wenn auch nicht in derselben Folge, den VpY', viV" , 
-ypY''', ... , viv(n) entsprechen, so haben wir auch 

9 pV,2+ pV,,2+ py",2+ '" + pyCn)2 
M., = .. ------. -- - -------- -----.----- , 

n 
somit 

und in ahnlicher W@ise sind die folgendell Gleichungen abzuleiten. 



Charakteristische }'ehler ungleich scharfer Bestimmullgen. [85. 

Es sind somit die GIeiclmngen XLI), nicht die XL), als '!!'olge des 
allgemeinen Satzes 36 anzusehen, wenn der mittlere Fehler durch die Wurzel 
ails dem mittleren Fehlerquadrat dennirt wird. 

85. Die wahrscheinlichsten Werte fUr die charakteristischen Fehler 
einer aus Bestimmungen ungleichen Gewichts zusammengesetzten Be
stimmungsreihe. Von diesen Beziehungen, die zwischen verschieden 
schart'en Bestimmungs- oder Messungsreihen stattnnden, konnen wir leicht 
auf die charakteristischen Felller in einer B'estimmungsreihe selbst iiber
gehen, deren einzelne Bestimmungen ungleiches Gewicht haben. 

Zunachst ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Bestimmung vom 
Gewicht Px mit dem Fehler Vx behaftet ist, gleich 

Die Constante hbestimmt sich durch die Pracision der Bestimmungs
reihe, specieller durch diePracision der Bestimmung vom Gewicht 1. 

Von einem charakteristischen Fehler einer einzelnen Bestimmung 
im allgemeinen kann natiirIich jetzt nicht mehr gesprochen werden, denn 
da die Bestimmungen nicht gleichwertig sind, werden sie auch nicht gleiche 
charakteristische Fehler aufweisen. Man dart' nur von den charakteristischen 
Fehlern einer v 0 r g esc h ri e ben e n Bestimmung reden. Aber da die Pracision 
der Bestimmungsreihe vollig klar liegt, wenn man die Pracisiol1 auch nur 
einer Bestimmung kennt (die Gewichte sollten von vornherein gegeben 
sein), so geniigt es allein, die charakteristischen Fehler einer besonderen 
Bestimmung zu untersuchen. 

Nun kann eine Bestimmung vom Gewicht Pi als aus Pi gewissen Einzel
messungen hervorgegangen angesehen werden. Daher wird man von den 
charakteristischen Fehlern einer Bestimmung einmal insofern sprechen, als 
die Einzelmessungen, aus denen sie abgeleitet ist, mit Fehlern behaftet sind. 
In diesem FaIle betrachtet man die Bestimmung fiir sich aUein, losgelost 
von der ganzen Reihe. Sieht man aber die Bestimmung als Glied der ganzen 
Bestimmungsreihe an, so kann man auch aus der Art, wie all e Bestimmungen 
zusammen ausgefallen sind, aus den Fehlern dieser Bestimmungen in 
Bezug auf das wahrscheil1lichste Resultat der ganzen Reihe, auf die charakte
ristischen Fehler der betreffenden Bestimmung schliessen. Und dieses ist 
auch das weit genauere Vert'ahren, wei! man es mit einer grossern Anzahl von 
Einzelergebnissen zu tun hat, ganz so wie man ja auch auf die charak
teristischen Fehler einer Messung nicht aus dem wahrscheinlich vorgefallenen 
Fehler di e s e r besondern Messung, sondern aus den Fehlern auch aIler 
andern noch angestellten Messungen schliesst. 

Es sei Pi das Gewicht einer solchel1 besondern Bestimmung, D~ der 
dllrchschnittliche l!'ehler einer Bestimmung vom Gewicht Px ' wenn sie fiir 
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sieh, 10sgelOst vou del' l\1essungsreihe, bctrachtet wird, It die (als selir gross 
<lnzusehende) AlIZahl von Bestimlllullgeu, dauu habcu wir lIach XL) flil' 
diesen durehschnittlichen Fehler IJj del' hervorgehobenen Bestimmullg 

Keine dieser Gleichungen findet mit absoluter Sicherheit statt. welln mall 
Ilieht die D' der einzeillell Bestimmungen dadureh eruirt. dass man jede der 
Bestimmungell flir sich ins Ullbegrenzte wiederholt, aIle abel' sind sie gleich
berechtigt, daher iet der aus del' ganzen Bestimmungsreihe folgende 
wahrseheinlichste Wert von D. 

I 

Galll entsprechend erhalten wir aus dell GlcicllUllgen XLI) ab die wahr
scheinlichsten Werte vou lJl.2 Ulld P. 2 , , 

7J1'2 ,2 ,~ 
2 I PIlI + fJ~ .:.lI2 + ... + P" .lIn 

Jl. =- -- -- -- - - ----
, Pi II 

,2 J' ~ OJ 

:J 1 PI PI + P2 I ~ +.. + Pn P ~ • 
p. = ----- -- -----------_ .. - -- ---------
'Pi n 

Unter del' hervol'gehobenen Bestimmung wollen wir jetzt die vel't;tehen, 
del' das Gewicht 1 zukommt odeI' zukommen wiirde, es ist daUB P;= 1, 
markirt man noeh die D, lJI, P diesel' Bestimmung - naeb unserer Nomeu
klatur ist sie mit einer Me s s n u g idelltiseh -- dadureh, dass man ihnen 
gar keiuen Index anhiillgt, so hat man 

XLIII) 

Ieh bezeiehne jetzt mit V" den wahren Fehlel' del' )( ten Bestimmung. Wenn 
wir von diesel' Bestimmung weitel' nichts wissen, ist V" del' wahrseheinliehste 
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Fehler derselben, also der absolute Betrng dieser Grosse der wahrschein
lichste durchschnittliche Fehler D'", das Quadrat gleich dem wahrschein
lichsten Quadrat seines mittlern Fehlers ~I' x' dieses Quadrat multiplicirt 
mit der Zabl (0,67449)2 gleich dem wabrscbeinlicbsten Quadrat des wahr
scbeinlicben Feblers, so bekommen wir: 

38. IT'enn eille Bestimmungsreilte n Be8timmllJlgen von den Gewichten 
.P1, .P2, .•. , Pnwnt'asst, und diese BestimmltnrJen mit den p'ehlern VI' 
V2' ••• , Vn beziiglich behat~et sind, so geben die Fonneln 

. . ~/P-I-V-· 1-2-+-P2 V2 2 + ... +-P-n-V-,,2 

P = 0.67-/.49 V---~--.--~-
n 

diewahrscheinlichsten Betdige tiir den dllrchscllllittlichen, mittlem ltncZ leah/"
scheit/lichen FeMeI' def BestimmllllY, del" das Gelcicld 1 zukommen warde. 

F{ir eine Bestitmnllng com Gewicld 11 hat man 

XLIV) 
1 1 1 

D =-=D, lrI =-=M, P =-=P. 
p VP p VP p VP 

Die obigen Formeln gehen zwar fUr PI = P2 = ... = Pn = 1 in die friihern 
Gleichungen fiir die charakteristischen Fehler vou Messungen tiber, aber man 
darf sie doch nicht als Verallgemeinerungen dieser ansehen, denn sie konnen 
nicht abgeleitet werden obne Kenntnis dieser. Jene frtihern }1'ormeln sind 
auch wahr, diese nur wahrscheinlichst, und wenn man aus den letzten 
Deductionen auf den frtihern Fall kommen will, muss man zum System 
XLIII) zurtickkehren, in diesem voraussetzen, dass aIle D' aus unzahlig 
vielen Einzelmessungen gewonnen sind, damit das System XLIII) ein 
wahres wird und dass aUe P gleich sind. Alsdann werden aUe D' und aIle 
1.11' oder P einander gleich, und die obigen Deductionen fiihren lediglich zu 
Identitiiten. 

86. Messungen zu Gruppen zusammen zu fassen ist nur unter besondern 
Verhaltnissen zu empfehlen. Es haben diese Formeln nur den Charakter von 
wahrscheinlichen Gleichungen, sie driicken von vielen Annahmen, die man 
tiber die charakteristisclten Fehler von Bestimmungen machen kann, die wahr
scheinlichsten aus, und man wird sie nur da anwenden, wo man von den Be
stimmungen eben nichts weiter weiss, als dass man ihnen die beziiglichen Ge
wichte PI' P2' .. '. Pn zuzuschreiben hat. Man darf sich nattirlich zur Ab
kiirzung der Rechnung ihrer auch dann noch bedienen, wenn man weiss, aus 
welchen Einzelmessungen jede Bestimmung gewollIlen ist. Kann man es aber 
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vermeiden, und erfordert es llicht g'eradezu der Gang der Ulltersuchuug, RO 
soil man lieber Eillzehnessungell llicht gruppellweise zu Bestimmungell zu
sammenfassen, sOlldern die charakteristischen Fehler fUr sie nach den 
sicherern fiir Einzelmessullgell geltelldell Formeln ausrechnen, In einem 
spater zu behandeilldell Beispiel wird auch der Dllterschied zwischen den 
beiden Rechnullgsarten klar zur Erscheinung kommen,' 

h) Wahrsche'l'nh'chke£t j~i1' Fehlersysteme, Unjp'l'tlTlg de?' 
Methode de1' lde£nsten Quadrate. 

87. Wahrscheinlichkeit eines Systems von Fehlern, Wir habell nllS 
bisher mit den e i n zeIn e n Messungen beschiiftigt und fUr diese die Wahr
scheinlichkeiten und charakteris tischen Fehler berechnet. Es liegt aber 
nahe, auch nach den Wahrscheinlichkeiten ganzer Fe hIe r s y s t e m e zu 
fragell. 

Es sei n die Anzahl aller eine und dieselbe Grosse betre:ffellden gleich 
scharfen Messungen; die Wahrschein1ichkeit, dass eine dieser Messullgell 
mit einem Feh1er V" behaftet ist, wird 

also die Wahrschein1ichkeit, dass zwei Messung'en gerade die Fehler VI und 
V2 l1aben, 

Allgemein ist die Wahrscheinlichkeit, dass das System del' It Messullgell 
gerade durch die beziiglichen Fehler VI' y~, "" Vn verralscht wird, 

XLVa) 
" '( -,.' _ ') 

lV = a'u" e -- .' Wo 1, + T, +'" + , " 

und das ist auch die Wahrscheinlichkeit des Fehlersystems VI' y~. ,." V"' 

88. Die Ausgleichungsrechnung als Methode der kleinsten Quadrate. 
Nun lehrle der Satz 2 im Art, 24, dass von allen Fehlersystemen dasjenige 
mit dem grossten Recht zu erwarten ist, dessel1 Wahrscheinlichkeit den 
grosstmoglichen Betrag erreicht, Den grosstmoglichen Betrag besitzt aber 
W, wenn Vl 2 + V2 2 + ' , -+ Vn 1 seinen geringstmoglichen Betrag hat, also 
erfahren wir: 

39\. In cineI' ReilwlJlm J,lessllugelt steld dasjenige System VUlt Feltlem 
am meiJ,ten Z1t erwat'ten, tltr welches die S'urlZme aUer Ji'elderql/ltdrafe am 
kleinsten attsfiiltt. 
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Oder ancll: 
392, Das u'ahrsdleinlic/tstc ilC811ttut eiller JJles8ul1fJ!;l'eilie ist dasjenifJe, 

welches ein S!Jstem ron flbrifJ bleibenden .FeMei'n hinterliisst, bei dem die 
Summe de/' Fehlerquadrate so klein als mijglich cUls{lillt. 

Offenbar enthalt dieser Satz eine neue Auflosung unseres Ausgleichungs
problems flir Messungen. Es ist leicht zu zeigen, dass auch diese Auflosung 
z um Princip des arithmetischen Mittels flihrt, und mit unserer auseinallder
g-esetzten Ausgleichungsrechnung identisch ist. 

WellIl x das wahrscheinlichste Resultat einer Reihe von Messungen 
.r'!' J'~, ... , xn bedeutet, so sind die wahrscheinlichsten Fehler 

die Xl' ct'j' " ., xn sind feste beobachtete Grossen, die Fehler 'V andern' also 
ihre Betrage nur je nach der Annahme, die wir fiber x machen, so dass x 
die Variabele von '012 +V2 2 + ... + Vn 2 darstellt. SolI x das wahrschein
lichste Ergebllis der Messungen Seill, so haben wir nach dem obigen Satz 

somit 

o (9 ') 0') I)' -- 'V - + 'V • + ... + v - =~. Ox I 2 n· 

OV1 oV9 ov 
v1 -- + 'V -- + ... + v -. ..".. = () ox 2 ox n ox ' 

aber weil 'Ox = X - Xx ist, hat man cv)ox = 1, also 

Diese Gleichullg spricht schon das Princip vom arithmetischen Mittel aus, 
ersetzt man die 'V durch ihre Betrage, so wird 

x - ct'1 + X - x2 + ' .. + x - J'n = 0 
oder 

Xl + x2 +··· + xn 
X = -... ------ ---. 

n 
Bs fiihrt also der Satz vom Minimum der Pehlerquadratsumme unmittelbar 
zur Auflosung des Ausgleichungsproblems, daher nennt man das ganze Aus
gleichsverfahren, welches auf dem Princip des arithmetischen l\Iittels beruht, 
auch die Methode del' kleinsten Quadrate. 

89. Das wahrscheinlichste System von Fehlern ist dasjenige, dessen 
mittlerer Fehler ein Minimum ist. Wir konnen dem Satz 39 noch eine 
andere Tatsache abgewinnen. Multiplicirt man in dem Ausdruck fUr W den 
Exponenten von emit n/n, so wird 



90.] Ausgleichungsrechnllng als l\Tethocle cler kleinsten zu befurchtenden Fehler. 9:3 

Fiir den ]<'a1l, dass n unbesehrankt gross ist, hat man naeh Satz 2x 

Y~+Y~+···+r~-
1 ~ n = y~ = lilt 

und damit 

XLVb) 

wenn 11 nieht unendlieh gross ist, ist aueh die obige Gleiehung nieht streng 
riehtig, sie wird um so genauer, je grosser 11 ist. Wir konnen aber sagen: 

40. Das 1IJahrsclteinlichste Resultat einer aus nicld zu 1IJeni,q Einzel
bestimmungen bestehenden Mes8'1.tngs1"eilie ist datrjenige, welches ubrig bleibende 
'Pehler ergiebt, aus denen del' kleinstmo.qliche mittlere FeMeI' 1·esultirt. 

Diesen Satz hat Gauss in seinen spateren Arbeiten iiber die Methode 
der kleinsten Quadrate als Axiom an die Spitze gestellt, seine Bedeutung 
ist aueh weitgehender als die vom Prineip des arithmetisehen Mittels, denn 
er lasst sieh, wie spater gezeigt werden soll, unmittelbar auf aUe Probleme 
der Ausgleiehungsreehnung anwenden. 

1m wesentliehen geht aber die V orsehrift, der er Ausdruek verleiht, 
dahin, die Reehuung solIe die Messungen so ausgleiehen, dass der Fehler 
der bei der gerade befolgten Beobaehtungsmethode wahrseheinlieher zu 
erwarten steht, als bei irgend einer andern anseheinend so klein als moglieh 
ausfaJIt. 

90. Der mittlere Fehler als Fehler, der bei einer Messungsreihe im 
Ganzen zu erwarteil. steht. Andere Bedeutung des Axioms yom Minimum 
des mittleren Fehlers. Die Gleiehung XLV b) lehrt den mittlern Fehler nnt! 
das Axiom von seinem Minimum noeh von einer andern Seite kennell: 

Naeh XVI) ist 

somit geht die Gleiehnllg XL Vb) iiber in 

XLV e) 
1 

aber die dritte Gleiehung im System XXIII, Art. Hl, lehrt, dass 1IJoe - 2"= reM) 
die Wahrseheinliehkeit des mittlern Fehlers angiebt, wir haben also aueh 

XLV d) 

Nun ist die Wahrseheinliehkeit dafiir, dass aIle nMessungen mit Fehlorn 
von der Grosse des mittlern ]<'ehlers behaftet sind, gerade gleieh {9 (.M) In. 
Die Gleiehung XL V d) sagt also aus: 

41. Die Wah1·scheinlichkeit fur ein S!Jstem v(m bestimmtell Fehlern ist 
genau so gross 1IJie die, dass tille diese F'ehl,cr den Betm.rt des allS ihnen rcsul
tirc}1den miftlfJl"lI F'eItfCl"l; ucsitzell. 
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Der Satz gilt streng nur fur den ide ellen Fall eines ullbeschrankt 
grossen n. Von einer unbeschrankt grossen Reihe von eine und dieselbe 
Grosse betreffenden l\1essungen hat man demnach im Ganzen zu erwarten, 
dass aUe Messungen mit dem mittlern Fehler 1/(100 y2,,) behaftet sein 
werden; und wenn man uber die Fehler der Messungen llichts weiss, darf 
man annehmen, dass sie aUe die Grosse I /(100 y2~) besitzen. Der mittlere 
Fehler ist also im voUen Sinne des W ortes ein error rnedius rnetuendus, wie 
ihn Gauss genallnt hat, es ist der Fehler, den man bei der betreffenden 
Sehiirfe der Messung in jeder Messung im Mittel befUrehten muss. Friiher 
sonte er nur ein Kriterium fiir die Seharfe der Met hod e bilden, jetzt seheu 
wir, dass er auch fiir die Genauigkeit der l\1essungen Entseheidung bringt, 
indem er ihre Verfalsehung im Ganzen eharakterisirt. Und daraus erhellt 
reeht deutlicll, wie dieser mittlere Fehler ganz besonders der eigentlieh 
eharakteristische l"ehler einer Messungsreihe ist. 

Das Axiom vom Minimum des mittlern Fehlers bezeiehnet hiernaeh 

42. diejeni!le Aus.qleickuJ/!I von 1J1e8s1~ngen als die Imlirselieinlil'lIste UJu7 
mdeillia/teste, Icelclle FeMer II in terldss t, die till Ganzen so klein (Ils rnii.qlidl 
sind. De/jenige FeltZer, der sie der lVrtlirsclteinlielikeit nadt aUe, aba alle 
zugleic/I, vertreten kanll, 1111I8S tunZielist gering werden. 

Und so durfte das Zweekmassige jenes Axioms allerdings reeht einleueh
Y12 + Y?2+ ... + y 2 

tend sein. Wenn n eine beschrankte Grosse hat, ist --- -----"---
1/ 

nicht mehr gleich 1/ (100 y2~), doeh muss dem letzten Satz immer noeh eine 
genaherte Giltigkeit zugeschrieben werden. 

Die vorstehenden Eetrachtungell gelten eben so gut fUr Messullgen 
ungleicher 8chiirfe, illsofern diese sich praktisch sellr oft, und ideell immer 
in Messnllgell gleicher Scharfe auflosen lassen. 

V. Ueberga.ng von den wa.hren Verhaltnissen zu den wa.hr· 
scheinlichsten. Pra.ktische Ausgleichungsrechnung. 

91. Die Praxis kann sich nicht mit wahren, sondern nur mit wahr· 
scheinlichsten Fehlern beschi:i.ftigen. Die Theorie der Messungen und ihrer 
zufallig-en Fehler hat in den voraufgehenden Auseinandersetznngen ihre 
vollstandige Erledigung· fUr den idealen leall gefunden, dass wir es mit 
den wahren Fehlern der Messungen zu tun haben. Es ist g-ezeig-t worden, 
wie man durch genugende Haufung der Einzelbestimmungen in dem arith
metischen Mittel sich dem wahren Resultat der Messungen beliebig zu 
nahern vermag; wic mall fiir jeden wahren FehIer die WahrscheinIichkeit 
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seines A uftretens im V oraus berechnen kann, wenn man die Pracision, die 
den Einzelbestimmungen inne wohnt, kennt; wir haben gelerIlt, die wahren 
charakteristischen Fehier zu bestimmen, Beziehungen zwischen den
selben unter einander und mit der Pracision der Messungen abgeleitet, und 
,or allen Dingen die grundlegellden Annahmen iiber die zuflilligen Fehler 
klar gestellt. 

Allein der Anwendung' der eriangten Hesultate stellt sich in del' Praxis 
eine vollstandig nicht zu iiberwindende Schwierigkeit entgegen. Die Pra
cision einer Messungsreihe kann offen bar nur aus den in derselben vor
gefallenen Fehlern erschlossen werden, diese Fehler vermogen wir abel' nur 
dann mit Sicherheit anzugebell, wenn wir das wahre Resultat der Messungen 
in Randen haben. Nun konnen wir allerdings durch das arithmetische 
Mittel aus den Messungen ein bestimmtes Resultat ableiten, da jedoch dieses 
Mittel zum wahren Resultat sicher nur dann fiihrt, wenn die Messungell 
ins Unbeschrankte wiederholt sind, in der Wirklichkeit aber jede Messungs
reihe ihre Grenze hat, so wissen wir nie, ob das aus dem arithmetischen 
Mittel bereclmcte Ergebnis den wahren Wert der gesuchten Grosse dar
stellt, wir konnen nur sagen, dass es den unter den obwaltenden Umstiinden 
wahrscheinlichsten Wert liefert. Bildet man dann zwischen dem so 
erlangten Ergebnis und den Einzelbestimmungen die Differenzen, so diirfen 
diese nicht als wahre, sondern nur als wahrscheinlichste Feiller an
gesehen werden. 

In der Praxis haben wir es nicht mit wahren, sondern nur mit wahr
scheinlichsten Fehlern zu tun, daraus folgt aber zunachst, dass wir iiber 
die Pracision der Messungen absolut Sicheres auch nicht aussagen konnen, 
sondern nur Wahrscheinlichstes. 

92. Zwei Griinde, aus denen die charakteristischen Fehler in der 
Wirklichkeit nicht genau berechnet werden konnen. Es kommt nocll ein 
beeintriichtigender Umstand hinzu: Die Priicision einer Messungsreihe leiten 
wir aus den charakteristischen Fehlern ab, die Definitionen dieser charak
teristischen Pehier setzen abel', weil sie (Art. 65) auf bestimmten zwischen 
- 00 und + 00 genommenen Integrationen basirt sind, voraus, dass uns 
aIle unzahlig vielen bei den betreffenden Messungen iiberhaupt moglichen, 
also nicht bIos die wirklich vorgefallenen Fehler bekannt sind, was nicht 
der Fall ist. Die charakteristischell Fehler konnen daher aus zwei Grunden 
nicht genau berechnet werden. Einmal stehen uns nicht die wahren Fehler 
zu Gebote, sondern nur die wahrscheinlichsten, dann aber kennen wir 
nur eine beschrankte Anzahl von Fehlern, sind also nicht in der 1age 
den Definitionen der charakteristischen Fehler streng zu geniigen. 

Wir milssen nun zusehen, welcheu Einfluss aHe diese Umstande auf 
unsere Theorie haben, dann abel' untersuchen, inwiefern sie del' Erfahrung, 
die immer nur mit wahrscheinlichsten Ergebnissen zu rechnen vermag, 
entspricht. 

Der Einfachheit wegen gehe ich von gieich scharfen Messungen aus. 
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93. Die wahrscheinlichsten Fehler weichen aHe um eine und dieselbe 
Grosse, den resultirenden Fehler, von den wahren Fehlern abo Flir eine 
Grosse vom wahreil Betrage X seien in n Messungen die n Werte xl' x2' 

x3' ••• , x" erlangt. Wir haben dann fiir die wah r e n Fehler dieser Messungell 

V1 =X-X1 , V2 =X-X2 , V3 =X-XS ' ••. , l~,=X- xn ' 

Das wahrscheinlichste Hesultat der Messungen ist 

Xl + ;)"2 + X3 + ... + xn 
X = ----------... -. -. , 

n 

daher haben die wahrscheinlichsten Fehler die Betrage 

wobei 

ist. 
Nun bezeichne ieh den wirklichen Fehler des wahrscheinlichsten Resultats 

mit R; wir haben dann 

XLVI) X-x=R, 
somit 

XLVII) 1'1 = V1 - R, Vi = V2 - R, V:l = Y:l - R, 'I'n= VlI -R. 

4a. Die 1t'ahl'8Clieinlichstcn F'ehlcl' 1("eic/ten 1'on den cnt8]Jrcc/tellden 
wa/tren Fehlcm aUe wn cine ltnd die.gelbe (;l'iis8C R, 1tIn den Betrag des 
resultil'enden Fehlers des Bcsuttafs abo 

Umgekehrt haben wir 

wie gross R ist, wissen wir uicht, daher sind wir nieht illl Stande, aus den 
obigen Gleiehungen die wahren Fehler abzuleiten. Man konnte nun eine 
Hypothese libel' It maehen: zum Beispiel ware es vielleieht einleuchtend, 
wenn man annehmen wollte, dass R als del' Fehler eines Hesultats von 
n Messungen nul' lin so gross ist, wie del' durehschnittliche Fehler einer 
Einzelmessung. Abel' in den vorstehenden Gleichungen muss R mit dem 
Zeiehen, das illlll ZUkOllllllt, benutzt werden, libel' das Zeiehen des resulti
renden F ehlers abel' kanll keine Hypothese gemaeht werden, denn die Wahr
seheinliehkeitsreehnung' sagt libel' Zeiehen naturgemass niehts aus. Unsere 
Formeln haben alko zunachst nur einen idea1en Wert, und ein soleher muss 
aueh allen anderen Beziehungen zugesehrieben werden, in denen R in einer 
nngeraden Potenz vorkommt. Wenn wir daher irgend etwas iiber den Ueber· 
gang aus der Theorie in die Praxis erfahren wollen, mlissen wir zu Be
ziehungen 11n8ere Zuflueht nehmen, die B nur in geraden Potenzen entha1ten. 

Wir haben also vor allen Dingen nns mit dem mitt1ern Pehler zu be
scliaftigen. 
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94. Berechnung der charakteristischen Fehler aus den wahrschein
lichaten Fehlern. Der Definition durch die moglichen wahren Fehler nach 
ist das Quadrat des wahren mittlern Fehlers 

M2=V2 • 

Sieht man zunachst von dem Umstande, dass die Al1zahl n der Einzel
messungen tatsachlich nur eine beschrankte sein kann, ab, so wird man 
desbalb setzen 

Ich fiihre an Stelle der wahren Febler die wahrscheinlichsten ein, dann 
ist nach XL VIII) 

Vl2+ v22+ V3 2+ ... + vn 2+2R (Vl + v2 + v3+ ... + vn ) + nR2 
]{2=~ ____ ~ ________________________________ __ 

n 
aber man hat 

somit unter Beachtung der in Art. 14 getroifenen Festsetzungen iiber das 
Verhaltnis der Symbolisirllngen von wahrscheinlichsten Grossen zu denen 
von wahren 

R ist auch der allgemeine Fehler der wahrscheinlichsten Fehler, setzen 
wir die Fehler dieser wahrscheinlichsten Fehler gleich aI' a2, a3, ... , so 
haben wir 
XLVIII b) 

also auch 

XLIX) ~= 
a/ + °22 + °32 + ... + 0n2 

n 

Daher bedeutet Rauch den wabren mittlern Fehler eines wahrschein
lichsten Fe hIers, bezeichnen wir denselben mit M, so ist 

L) 

Bei einer unbeschriinkten Anzahl von Messungen ist x = X und somit 
M = 0, im ungiinstigsten Falle aber, wo UIlS nur eine Messung zu Gebote 
steht, ist VI = 0, somit M = M. Es schwankt ~I zwischen den beiden 
Werten 0 und 1Jf. Nun nimmt die Pracision einer Bestimmung, also das Reci
proke des mittlern Fehlers derselben " nach Art. 80 mit wachsender Allzahl 
der Messungen so ZU, wie die Quadratwurzel aus dieser Anzahl, die wahr
scheinlichsten Febler der einzelnen Messungen werden daher ganz iihl1lich 
an Pracision zunehmen miissen. Sie werden sich, je grosser die Anzahl der 
Messungen wird, um so mehr den wahren Fehlern niihern, aber sie werden 
sich ihnen auch nicht proportional del' Anzahl, sondern proportional der 

Weinstein, Lehrbnch I. 
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Quadratwurzel aus der Anzahl nabern. Man wird daher in erster Nahemng 
wol annehmen konnen, dass der mittlere Fehler der wahrscheinlichsten 
Fehler so abnimmt, wie die Quadratwurzel der Anzahl der Messungen zu
nimmt, also setzen diirfen 

wo A nicht mehr von n abhangt. Aber fiir n = 1 muss, wie wir gesehen, 
M = M werden, daher ist die, wie es scheint, durchaus gerechtfertigte An
nahme iiber M 

M 
M=-· yn 

Damit geht unsere Gleichung iiber in 

M2(1-~)= m2 
oder 

LI) 

In der Definition durch die wahren Fehler war 

.. /V2+v:2+V2+ ... +V2 M= V 1 2 a n 
n 

Die Formeln unterscheiden sich also namentlich darin, dass hier n, dort 
n - 1 als Divisor auftritt. Die Bedeutung unserer neuen Formel fiir M 
ist aber in dem Satz ausgesprochen: 

441• Aus den wahrscheinlichsten Fehlern einer Reihe von Messungen 
erhalt man einen angeniiherten Wert fur den wahren mittlern Fehler der
selben, also auch far die wahre Pracision del' Messungen, indem man ihn so 
berechnet, wie wenn die Antahl der Messungen um Eins verringert ist, die 
Antahl der Fehler aber ungeandert bleibt. 

Nun gebOrt zur Bestimmung einer Grosse mindestens eine Messupg 
derselben, haben wir n Messungen angestellt, so sind n -1 davon iiber
schiissig. Wir konnen daher auch sagen: 

442• Bei der Bildung des mittlern Fehlers aus den wahrscheinlichsten 
Fehlern kommt nicht die ganee Antahl der Messungen in Betracht,' sondern 
der Ueberschuss iiber der durchaus notwendigen. " 

In dieser Form lasst sich der Satz sehr leicht verallgemeinern, wie wir 
spater sehen werden. Der genaherte Wert fiir den wahrscheinlichen Fehler 
ist natiirlich 

LII) YV 2+v 2+V 2+ ... +V 2 
P = 0,67449 1 2 3 1 n 

n-
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Was den durehsehnittliehen Fehler anbetrifft, so lasst sieh flir ihn eine 
solehe Betraehtung nieht durehflihren, weil in ihm R in der ersten Potenz 
und aueh nieht als ahsolute Zahl enthalten ist. Wenn man aber bedenkt, 
dass naeh Art. 63 der durehsehnittliehe Fehler ganz unabhangig von der 
Art der Messung und ihrer Praeision zu dem mittlern ein ganz bestimmtes 
Verhiiltnis hat, so miissen wir, urn mit unsern obigen Annahmen in Ein
klang zu bleibell, sein Quadrat form ell genau so modifieiren, wie das Quadrat 
des mlttlern Fehlers. Nun ist aber 

wo IVI den absolutell Betrag del' Grosse V angiebt, also haben wir bei dem 
Uebergang zu den wahrseheinliehsten Pehlern zu setzen 

{IV11+lv21+lv31+ ,', +lvn l}2 D2 -----''--.---'', -'--- ---" .. 
- n(n-I) 

oder 

LUI) 

95. Die Rechnungen liefern angenaherte wahre, nicht bIos wahr
scheinlichste Werte fiir die charakteristischen Fehler. Ieh werde fortan 
die Buehstaben D, M, P ausschliesslieh flir die wahren aus den wahren 
Fehlern bereehneten eharakteristisehen Pehler benutzen, die wahren aus den 
wahrseheinliehsten Fehlern abgeleiteten bezeiehne ieh hinfort mit beziiglich 
0, p., r. Es sind, und darauf muss besonders hingewiesen werden, die a, p., r 
nieht bIos wahrseheinliehste Werte der eharakteristisehenPehler, so)](lern 
all n ahern d wah r e; die wahrseheinliehsten Betrage der eharakteristischell 
]'e111er miissen wir naeh unsern Pestsetzungen mit el, m, p bezeiehnen. 

96. Berechnung der Pracision. Der Zweek der eharakteristisehen 
Fehler ist Aufsehluss iiber die Praeision der Messungen zu geben. Als 
Maass der Praeisioll dient aber unsere COllstallte 100 , das ist die Wahr
seheinliehkeit, dass eine Messung mit einem l!'ehler Null behaftet sein wird, 
denn es ist klar, dass, je grosser diese Wahrseheinlichkeit ist, man um so 
mehr Aussieht hat, in den J\Iessungen Ofter kleine, als grosse Pehler an
zutreffen. 

Wir haben nun nach den Gleiehungen XXI) XIX) und XXVIII) 

oder 

D= 0,3183h, 
100 

M = 0,~895 E, P = g,2G909 s 
200 100 

0,3183h 0,39895s 0.269098 
100 = -------y)" --, 100 = -----.}j[-' 100 ,= -' -P--" 

und, indem wir den genaherten Wert von 100 mit Wo bezeiehnen, 

0,31831E 0,39895 E 0,2G909 s 
Wo= , , Wo=~----' Wo= 

o. p. LIV) r 
7' 
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AHe drei Gleiehungen miissen, wenn n, die Anzahl der Messungen, 
ullbesehrankt gross ist, dasselbe Resultat ergeben. Der wahrseheinliehe 
Fehler r entsprieht seiner Form naeh genau dem mittlern Fehler fL, nur 
dass er den Factor 0,67449 vor dem Wurzelzeiehen hat; die zweite und 
dritte Gleiehung fiihren also unter allen Umstanden zu demselben Betrage 
von OlO' Die erste Gleiehung kann aueh niehts anderes :linden lassen, wenn n 
unendlieh gross ist; wenn aber n einen besehrankten Betrag hat, braueht 
sie keineswegs dasselbe zu ergeben, wie die beiden andern. 

Wir konnen aber noeh weiter gahen, denn die obigen Formeln sind 
nieht die einzigen, aus denen OlO sleh bereehnen lasst. Aus dem Gleiehungs
system XXIV a) folgt namlieh allgemein 

( 1 1 

LV) 

I _ J~}2X+l. { e }2X+l _ 
~WO-\7tX+l jVj2X+l. ,x-0,1,2,3, ... 

I 1 1 

(2x)! 1 2x _e_ 2x 
wO={2X"1 _x} .{~} ,x=l, 2, 3, 4, ... 

2 x' " V 

Die Gleiehungen bestehen streng fiir jedes x, wenn n unendlieh gross ist, 
und man kaun in diesem FaIle, in dem man unter V stets seinen absoluten 
Betrag verstebt, setzen: 

_ Vcz+Vcz+V'"+,,·+V'" 
V'"= 1 2 ~ n 

n 

Spar-iell haben wir ftir x = 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... 

0,31831 
Wo= VI 

0,39895 
wo= ~ 

(V~F 

0,46620 
Wo = (va)!' 

0,52504 
w = , 

o (V4)t 

0,58000 
Wo= 

(va)! 

0,62618 
wo= 

cyti}t-

u. s. f. 
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97. Ein1I.uss der Beschranktheit der Messungswiedel'holungen auf die 
Berechnung der Pracision und der charakteristischen Fehler. Die wahr
scheinliche Unsicherheit dieser Berechnung. Relativ am geringsten ist 
dieselbe bei der des mittlern Fehlers. Bei begrenztem n fiihren natiirlich 
die einzelnen Formeln nicht zu demselben Resultat, weil eben die all
gemeinen Formeln, als aus Integrationen nach V zwischen - 00 und + 00 

hervorgegangen, voraussetzen, dass die Mittelwerte der V aus allen iiberhaupt 
nur moglichen, nicht bios den wirklich eingetrofi'enen Fehlern gebildet 
werden. Gauss hat untersucht, welche der obigen Formeln einen dem 
wahren Betrage von Wo am nachsten kommenden Wert liefert. Hinsichtlich 
seines merkwiirdigen Gedankenganges und seiner Entwickelungen verweise 
ich auf das Original, *) die Resultate, zu denen er gelangt ist, lasse ich 
folgeD. 

Bezeichnet man mit beziiglich '/V~X) den aus dem Mittel wert der x teD 
PoteDz der Fehler berechneten Betrag von wo, so dass fiir x = 1, 2, 3, 4, 
5, 6 die oben angegebenen Werte resultiren wilrden, so filldet Ganss, dass 
die wahrscheinliche Unsicherheit fUr nicht zu kleine Werte von n absolut 
genommen betragt bei 

(2). 0,477 (2) u' ·--=-w , o yn _ 1 0 

(3). 0,'197 (3) 
'IV • ------=== 'IV , () yn-l 0 

W~4) : _0,5?!_, w~4), 
yn-l 

(6). 0,756 (6) 
'IV ·-=W, 

o yn -1 0 

u. s. f. 

Die wahrscheinliche Unsicherheit bei Wo ist dabei ganz in demselben Sinne 
zu verstehen wie der wahrscheinliche Fehler bei einer Messullg. Gauss 
findet also: 

Man kann 1 gegell 1 wetten, dass der wahre Betrag der Pracision '/Vo 

liegt zwischen 

*) Bestirnmung der Genauigkeit del' Beobachtungen. Wel'kc Rd. IV, 109-117. 
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w(l)- _0,510 W(l) und 
(1) 0,510 (1) 

Wo + V---- Wo ' o vn -1 0 n -- 1 

(2) 0,477 (2) (2) 0,477 (2) 

IVo - Vn=-fwo " Wo +--=.=wll ' Vn - 1 

W(3) __ JJ~497_ W(3) 

o vn -1 0 " 
20(3)+ _0,497_ w(S), 

o vn -1 0 

W(4) _ ~),~5 !--,-- W(4) (4) 0,551 (4) 

" 
'IV +--==-=20 , 

o y'n _ 1 0 o vn _ 1 0 

(5) 0,636 (5) W~5)+ 0,636 __ w~,», W --=20 11 o y'n _ 1 0 vn- 1 

(6) 0,756 (6) (6) 0,756 (6) W v - V------= 20 0 ~~ '10 0 + V----=wo ' n-l n-l 

u. s. f. 

Am geringsten ist hiernaeh die Unsieherheit, wenn man 200 aus 2O~2) 
bestimmt, das heisst: 

45. Bei einer ~tnbeschriinlcten Beihe von ]J;Iessungen lcann der ]J;Iittehcert 
jedel' beliebigen Potenz der absol?d gel'ecltl1eten zufiilligen Feltler als ]J;[aass del' 
Pl'iicision benutzt werden; ?unn jedoch die ][essungsreihe beschriinlct ist, tut 
man am besten das mittlere Pehlerquadrat, also den mittlern odeI' wahr
scheinlicflen ]i'ehler, als solches anzusehen. 

Damit ist eine neue praktisch sehr wichtige Eigenschaft des mittlern 
Fehlers gefunden. 

Wenn die einzelnen Formeln fUr Wo alle gleieh sichere Resultate geben 
sollen, so muss man zur Auswertung jeder derselben eine besondere Anzahl 
von Versuehen verwenden, und zwar hat man unter Fortlassung der bei 
grossen n nieht in Betraeht kommenden 1 

0,510 0,477 0,497 0,551 0,636 0.756 
yn;-= vn; = Vns = vn~ = Vn5 = ~ = ... 

Das von Gauss gewahlte Beispiel ist: 
Mit 100 Beobaehtungen aus dem mittlern Fehlerquadrat bereehnct, 

crhalt man fur die Praeision der Messungen ein eben so sieheres Resllitat 
wie mit 

114 aus der mittlern ersten Potenz der Fehler, 
100 

" " " 
zweiten ,., 11 " 109 

" " " 
dritten 

" 11 " 13il 
" " " 

vierten 
" " " 178 

" 
mnften 

" 11 " 251 
" " " 

seehsten 
" " " u. s. f. 
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Nachst der mittlern zweiten Potenz ist also die mittlere dritte und dann 
erst die mittlere erste Potenz zur Ableitung der Pracision am geeignetsten. 

Entsprechend der hier festgehaltenen Ansicht von dem V orzug der 
mittleru Zahl gegenuber der wahrscheinlichen, werde ich im Folgenden statt 
der wahrscheinlichen Unsicherheit die mi ttl ere, das ist das (0,674-) -lfache 
jener einfUhren, diese ist dann zugleich die wahrscheinlichste Unsicherheit. 

lch fasse jetzt der leichtern Uebersichtlichkeit wegen alles zusammen. 

98. Zusammenfassung. Da in der Praxis eine Jfessung nul' eine be
scllriinkte Am:ahl von vViederllOlungen erfahren kann, so vermag man nie mit 
Sicherheit Z?t sa!/en, ob das altS den Messungen abgeleitete Resultat rZaslcahre ist, 
man kann iltm nul' graBste lVahrsc1teinlichkeif zuspredteJl, dalier kennt man 
allc/t nic1d die ?whren PehZer del' fflessungen, sondern nul' die wahrschein
lichsten. 

Der Umstand, dass nur die lOahrschcinlichsten Pehle1' bekannt sind, 
bewirkt, dass man die wallren charakteristischen Pelder 1m(l die wahre Priicision 
der ;Jlessttngen nidd genau zu bereclll1en 1:ermag, sondem nul' niiliernngsUJeise. 

Dcr Umstand, dass die Anzahl !let JYles81tngen beschriinkt 1st, bewirkt, 
dass man altch fiir die Niihefltl1!/SWerte del' charakteristisehen Pehla llnd der 
Pdicision !ceine genauen Zahlen an,r;eben kllnn, sondem nllr zu sagen vermag, 
zwischen welchen Grenzen ihre Betriigelcahrsdwinlichst eingeschlossen sind; 
diese Orenzen sind am engsten bei dem mittlern FeltZer, daher diesel' sich am 
meisten znt Ausmittelnn!/ del' Priicision eignet. 

Wir haben aber 

LVI) Vv 2 + V 2 + V 2 + ... + V 2 ( 0 708 ) 
- 1 2 3 n 1± ' 1'= (i,61-! --= ' 

n-1 yn-1 

und am geeignetsten 

V------n~=l----( 0708) 
<00 = 0,39895 -2--- 2 ~ 9 1 ± .;' --== . 

v1 + v2 + V3 + ... + '/In • V n - 1 

Das gilt fjir Messungen g lei e her SeMrfe. 
Flir Messungen ungleieher Scharfe, fUr solehe, denen die von ein

ander versehiedenen Gewiehte P1' P2' Ps' ... , Pn zukommen, findet man 
in ganz derselben Weise mit hinreiehender Annaherung, indem man 
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setzt und unter a", f'-", r" die charakteristischen Fehler einer Messung, del' 
das Gewicht p .. zukommt, versteht 

a = tPtlv11 + yP;I V21 + ... + yP~ I 'v" I (1 ± 0,756 ), 
.. yp .. Yn(n-l) yn-l 

= 1 1 2 2 .. n 1 ± _,___ , Vp v 2 + P V 2 + ... + P ~ ( 0 708 ) 
f'-" p .. (n - 1) yn 1 

./p v 2+ p v 2+ ... + p v 2( 0708) r = 067449 V 1 1 2 2 n" 1 ± ' , 
" , p,,(n-l) yn 1 

w = 0.39895 ,/ __ p,,(n -1-) ---(1 + 0,708 ). 
.. ' V Pi V1 2 + P2 v2 2 + ... + P" v" 2 y n - 1 

Das sind aber alles Naherungsformeln, die um so sichere Resultate 
ergeben, je grosser n ist. 

Indessen wie ungiinstig auch anscheinend die Bescbranktheit del' 
Messungswiederholungen auf die Eruirung der Scbarfe del' Messungen ein
wirken mag, so steht doch bei den Messungen selbst die Praxis mit del' 
Theorie auf gleicber Stufe, denn fiir beide sind dieselben Grossen mass
gebend, und die beziiglichen Betrage del' entscheidenden Grossen werden 
im allgemeinen bei beiden von derselben Ordnung sein. 

99. Unterschied zwischen Theorie und Praxis hinsichtlich der Beur
teilung des Resultats einer Messungsreihe. Ganz andel's wird das Ver
haltnis zwischen Theorie und Praxis, wenn wir von den einzelnen Messungen 
zu ihrem Resultate iibergehen. 

Es ist klar, dass man da, wo man die wahren Fehler kennt, wol von 
Fehlern der einzelnen Messungen reden kann, nicht aber von einem Febler 
des Resultats, das Resuitat ist ganz fehierfrei, es hat weder einen durch
schnittlichen, noch einen mittIei'll, noch einen wahrscheinlichen, noch iiber
haupt irgend einen Fehler. Man kann in dies em Falle auch nicht von der 
besonderen Pracision des Resultats reden, diese ist immer gleich gross 
(namlich unbeschrankt gross), die Pracision del' einzeinen Messungen mag 
bedeutend odeI' gering sein. 

Dagegen, wenn man, wie das in del' Praxis immer del' Fall ist, nicht 
die wahren, sondei'll nul' die wahrscheinlichsten Fehler kennt, so besitzt man 
ill dem Resultat der Messungen auch nicllt das sicbere Ergebnis derselben, 
sondei'll nur das wabrscheinlicbste, und hier kann und muss man von 
einem Febler des Resl1ltats und von der Pracision desselben sprecben, denn 
wenn das Resultat sicher keinen Fehler batte, ware es eben nicht bIos das 
wahrs ch einlichste, sondei'll iiberhaupt das einzige rich tige. Dazu kommt 
noch, dass in der Praxis der Betrag des Resuitats von der Anzahl del' zu 
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seiner Ausrechnung benutzten Messungcn abhangt. Aus nnIessungen wiirdc 
zum Beispiel folgen 

X' +x +X +"'+X , 1 2 3 n X = ----- , 
n 

aus m dagegen 

x +:1': +x + .. ·+x 
'f 1 2 3 nt X =----~-

tn 

x' ist das wahrscheinlichste Resultat fiir die betreffenden n Messungen 
xl' x2 ' x3' "" xn; und x" ist das wahrscheinlichste Resultat fiir die be
treffenden Messungen xl' x2 , x3 ' ••• ; xm ' sie brauchen einander nicht gleich 
zu sein, keines von ihnen braucht absolut richtig zu sein, jedes ist nur in 
Bezug auf die Messungen, aus denen es abgeleitet ist, das wahrscheinlichste; 
j edes wird daher mit einem besondern Fehler behaftet sein, der sowol von 
der Seharfe der benutzten Messungen wie von der Anzahl derselben ab
hangen muss. 

100. Die charakteristischen Fehler und die Pracision des Resultats. 
Es ist nun sehr leicht zu den Fehlern des Resultats zu gelangen. 

Da das Resultat das Mittel oiner Anzahl, n, von Einzelmessul1gen ist, 
so kaun man es nach Art. 50 wie eine Bestimmung betraehten, dessen Ge
wicht so gross ist wie die Gewichte der Einzelmessungen zusammen
genommen. 

Seien also die Gewichte del' Einzelmessul1gen beziiglich P1 , P2 , P3 , ••. , P n, 
so haben wir flir das Gewicht des Resultats nach Art. 52 

und wir konnen das Resultat als aus einer Einzelmessung vom Gewicht 
Pi + P2 + P3 + ... + P~ hervorgegal1gen ansehen. 

Das Resultat einer beschrankten Messul1gsreihe steM also mit dem 
Ergebl1is einer einzelnen Messul1g principiell auf gleicher Stufe. Nun lehrt 
der Satz 37 in Art. 84, dass die Gewichte zweier Messungen sich zu ein
ander umgekehrt verhalten wie die Quadrate ihrer mittlern Fehler. Be
zeichnen wir also den mittlern Fehler des Resultats mit ]JI,., den eiller 
Messul1g vom Gewicht P" mit Mp ,,' so haben wir 

P :P" = J.YIp: M/, 

daraus das gesuchte 

V
~ 

P 
111 = --"-111 . 

r p P" 

Diese Formel gilt streng genommen freilieh nur in dem Falle, wo wir es 
mit den wirkliehen Betragen der mittlern Fehler zu tun haben; man dart' sie 
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aber aueh, wenn n nieht gerade zu klein ist, unbedenklieh auf unsern Fall 
ausdehnen, wo wir fiir 1J1 nur einen Niiherungswert allzugeben im Stande 
sind und hat dann, indem man den Niiherungswert von Mr mit fLr be
zeiehnet, 

,/P-: 
fLr = V p fl-px ' 

Es ist aber 

vP v 2+1)/) 2+ ... +p V2( f) M 08) 11 22 nn .,1 fL = -- --~--- . 1 ± ~---
P x px(n - 1) yn-=1 ' 

also 

= 11 22 nn l+-'~-Vp V 2 + P V ~ + ... + P V 2 ( .0. 708 ) 
fLr pen-I) - yn-l . 

leh bezeiehne jetzt allgemein mit 0, fL, r, (t) eharakteristisehe Fehler und 
Priicision einer Messung, der naeh Art der wirklieh ausgeflihrten Messungen 
das Gewieht 1 zukommen wiirde, setze also 

LVII) 

und erhalte 

LVIII) 

LIX) 

, 
, () 

o =--=, 
r yP 

fl-r. =-=, 
r VP 

P = P1 + P2 + P3 + ... + Pn ' 

Formcln, die die eharakteristischen Grossen des Resultats in sehr einfacher 
Weise mit den en der eillzelnen Messungen verbinden. 

lOOa. Der mittlere Fehler des Resultats ist zugleieh der wahrschein· 
lichste Fehler desselben. Wir haben friiher auch noch den resultirenden 
Fehler eingefiihrt, indem wir darunter den wirklichen Fehler des Resultats 



101.] Zusammenfassung. 107 

verstanden. 1st X der wahre Betrag der gesuchten Grosse, x der aus den 
Messungen wahrscheinlichst folgende, so war der Resultirende Fehler 

R=X- x. 

Wir wissen nun, dass wir das Resultat einer Messullgsreihe auch wie das 
Ergebnis einer einzelnen Messung von grosserem Gewicht ansehen konnen. 

Ferner aber ergiebt sich aus dem Satze 40 in Art. 90, dass die Wahr
scheinlichkeit fiir ein System von Fehlern genau so gross ist, wie die, dass 
alle diese Fehler den Betrag des aus ihnen resultirellden mittlern Fehlers 
besitzen. Bei einer einzelnen Messung ist daher die Wahrscheinlichkeit, bei 
ihr einen gewissen Fehler anzutrefi'en, ebenso gross wie die, bei ihr ihren 
mittlern Fehler vorzufinden; oder: die wahrscheinlichste Annahme, die man 
iiber die absolute Grosse des wirklichen Fehlers eines Resultats machen 
kann, ist die, dass man sie gIeich der Grosse des mittlern Fehlers des 
Resultats setzt. Bezeichnet man den wahrscheinlichsten Wert von R mit t, 
so hat man also absolut genommen 

LX) r = p.. 

46. Dem absoluten Betrage nach kann man den wahrsclteinlicllstcn 
E'ehler eines Res~tltats als ebenso gross ansehen, wie den mittleren J<'ehler 
desselben. 

Wir haben von ganz demselben Satz schon in Art. 94 als einer brauch
baren Hypothese Anwendung gemacht. 

Aus alledem erhellt aber, dass die entscheidende Grosse fiir die Beur
teilung der Sicherheit eines Resultats der mittlere Fehler ist. 

Damit ist die Theorie der einfachen Messungen abgeschlossen. 

VI. UebersiCiht tiber die erlangten Brgebnisse. 
lch lasse jetzt eine vollstandige Uebersicht und Zusammenstellung aller 

erlangten Ergebnisse folgen. 
101. Gegenstand, Resultate. Zunachst ist zu bemerken, dass die Aus

gleichungstheorie sich auf Messungen bezieht, die von allen systematischen, 
controlirbaren, Fehlern befreit sind, und nur noch durch zufallige Fehler, 
zu denen wir eben aIle uncontrolirbaren Fehler rechnen, verfalscht werden. 

Ferner muss hervorgehoben werden, dass die Ausgleichungsrechnung 
praktisch fiir ihre Resultate nicht absolute Sicherheit, sondern nur den 
Umstanden nach grosste Wahrscheinlichkeit beansprucht, sie lehrt nur 
wahrscheinlichste Ergebnisse und wahrscheinlichste Fehler kennen 
und giebt die Mittel, die Sicherheit sowohI der einzelnen Messungen als der 
aus ihnen abgeleiteten Resultate zu beurteilen. 
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Indem man aber die Folgerungen del' Theorie in jeder besolldern Aus
gleiehung mit den Ergebnissen del' jeweilig vorliegenden Messungsreihe 
vergleieht, kanll man einen Uebprbliek dariiber gewinnen, ob die Fehler, 
mit denen die Messullgen behaftet sind, wirklieh rein zufli.lliger Natur sind 
oder vielleieht noeh versteekte systematisehe Verfalsehungen enthalten. 
Dariiber wird im folgenden Capitel das Notige gesagt werden. 

Die weitere Betraehtung spalte ieh in zwei Teile, der eine soll sieh auf 
den idealen Fall beziehen, dass aIle in einer unbesehrankten Messungs
reihe nur mogliehen wahrell Fehler in Frage kommen, der andere wird 
die Anpassullg der Theorie an die Praxis behandeln. 

a) Theoret£sche Ergebn£sse. 

102. Messungen gleicher Schi!.rfe. 1. Ein zufalliger Fehler kann eine 
Messung ebenso leieht im Sinne des Zuwenig will des Zuviel verfalsehen. 

2.· Unter allen (unzahligen) mogliehen Fehlern giebt es von jeder 
absoluten Grosse genau so viele 'positive Fehler, wie negative. 

3. An sieh konnen zufallige Feiller von jedem beJiebigen Betrage vor
kommen, der Erfahrung naeh sind aber grosse zufallige Fehler sehr viel 
weniger wahrscheinlieh wie kleine. 

4. Das Verh1i.ltnis, in welehem kleine Fehler starker vertreten sind 
als grosse, h1i.ngt von der besondern Art der Messullgsmethode abo Unter 
Methode ist aber nieht allein die nackte Methode zur Ausfiihrullg der 
Messungen zu verstehen, sondern die Methode sammt ihrer Aus
fiihrung, denn es ist klar, dass ein ungeiibter Beobaehter mit einer 
. guten Methode sehlechtere Resultate erzielen wird als ein geschiekter mit 
einer weniger guten. 

Wir nennen eine Messungsmethode scharfer (praciser) als eine andere, 
wenn bei ihr kleine Fehler im Verhaltnis zu gross ern leiehter vorkommen 
Mnnen als bei dieser. 

5. Das Verh1i.ltnis, in welchem die Haufigkeit eines Fehlers zu der 
eines andern steht, ist gleieh dem VerhiUtnis der Wahrseheinliehkeit des 
ersten }<'ehlers zu der des zweiten. 

6. Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers von dem absoluten Betrage 
V ist 

worin Wo die Wahrscheinliehkeit fiir einen Fehler von der Grosse 0 bedeutet 
und als Maass der Praeision der Messung anzusehen ist, um welehe es sieh 
gerade handelt. e, die Einheit von V, wird so gewahlt, dass V/e eine 
ganze Zahl ist, und es ist die Stufe, um welche sieh zwei l!'ehler von einander 
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unterscheiden miissen, wenn wir sie gerade noch als von einander verschieden 
ansehen sollen, eine Stufe, die wir natiirlich je nach der U ntersuchung 
und der vermeintlich erreichten Pracision beliebig festsetzen. 

Dieses Wahrscheinlichkeitsgesetz gilt auch angenahert, wenn man mit 
La plac e von der Voraussetzung ausgeht, dass jeder zufiillige Fehler durch 
das Zusammenwirken einer sehr grossen Anzahl von Fehlerquellen entstelit. 
Man hat dann (mit der hier beliebten kleinen Abanderung) 

wo s die Anzahl der wirksamen Fehlerquellen, 2v + 2 die aller von einer 
FehlerquelJe ermoglichten Elementarfehler, VlIt den grossten iiberhaupt 
moglichen Fehler angiebt. 

7. Bezeichnet 2N die Anzahl alIer uberhaupt moglichen Fehler, so ist 
die Anzahl aHer der Fehler, die ihrem absoluten Betrage nach zwischen 
Ai und A2 liegen, 

worin die Function 8 definirt ist durch 

8. Bezeichnet man mit Vi den mittlern Wert der iten Potenz del' a b
sol u t gerechlleten Fehler, setzt also 

so ist die Pracisionsconstante Wo bestimmt durch jede der unzahlbaren Menge 

von Gleichungen 

1 1 

"I) = (_~)2X+l (_€ __ )2X+l 
, 0 x = 0, 1, 2, 3, ... 

jtX+l y2X+l 

1 1 

Wo = (,)L2X;~~ r (=y;'2xt, x = 1, 2, 3, 4, ... 
.. x. j~ 
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Vi kann man auch definiren durch 

falls man untern die unziihlige Menge der moglichenFehler Vl' V2 ' V3 ' •.• , Vn 
versteht und Vallgemein den a b sol ute n Betrag cines Fehlcrs bedeuten liisst. 

9. Unter den Fehlern sind drei ganz besonders hervorzuheben, wir 
haben sie als charakteristische Fehler bezeichnet. 

1. Der durchschnittliche Fehler D, er ist gleich dem Mittel 
aller, absolut gerechneten, Fehler und giebt die durchschnittliche 
Grosse der Fehler der einzelnen Messungen. 

2. Der mittlere Fehler M, er ist gleich der Quadratwurzel aus 
dem mittlern Fehlerquadrat. Er bezeichnet zugleich den FeltIer, 
der bei der Sonderart der betrefl'enden Messungsmethode die grosste 
Wahrscheinlichkeit besitzt, die er iiberhaupt zu erreichen vermag, 
fUr keine andere Messungsmethode eine grossere Wahrscheinlichkeit 
aufweist, als fiir die, fiir welche er berechnet ist. 

Ferner ist er derjenige Fehler, der in einer unbegrenzten 
Me8sungsreihe allen Messungen zusammengenommen mit derselben 
Wahrscheinlichkeit zugesprochen werden kann, wie das System der 
factisch vorgefallenen Fehler. 

3. Der wahrscheinliche Fehler P, er ist derjenige Fehler, der 
die Gesammtheit alIer moglichen Fehler in zwei gleiche Teile 
spaltct, so dass ebenso viele von illnen gTosser sind als er, wie 
kleiner. Analytisch ergiebt er sich durch Multiplication des mittlern 
Fehlers mit der Zahl 0,67449, oder im Fall, dass man die Fehler 
in 'reilen VOll ihm ausdriickt, als mittlere Nullte Potenz derselben. 

Wir haben fiir diese Fehler mehrere analytische Defillitionen, eillmal isL 

VV~+V2+V2+ M= 1 2 3 
n 

VV 2+V 2 +V 2 +".+V2 
P = ° 67449 1 .2 3 n , , n 

und wenn man den wahrscheinlichen Feh1er als das Maass aller Fehler an
sieht, ist auch 

o 0 v. 0 VO Vl + V2 + 3 + ... + n 
p = -=----=--'--

n 
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Ferner hat man 

1 E E 
D= --=0,31831--, 

7C teo teo 

1 E E 
M = --= -- = 0,39895 -, V2,. UJo teo 

0,6i449 E ., E 
P = --------=--- - = 0,2ti909 --. V27t teo teo 

Endlich ist nach der Laplace'schen Theorie 

D= 
E .. ,/"2'1+1 ~rV- ~/2'1+1 JV 
~-V-- V _TI'. = 0 56420E V ---- V Ill, VI.: 3 E' 3 E 

M= 
E ~r2'I+T ,Iv ,/2'1 +I ,Iv 

---= V--- V -'" = 0 70711 E V --- V . lit , V2 il E' 3 E 

Y'f;-+ fVV yi'I-+TVV-
p = 0 47694z --- TIt = 0 4769iE---- --'~, 

, 3 E' 3 E 

wo die Fehlereinheit E so zu wahlen ist, dass Vm!e eine ganze Zahl bedeutet, 

und V m den gross ten moglichen l"ehler angiebt. 
10, Zwischen den drei charakteristischen Fehlern bestehen sonach Re

lationen, die sich aus der folgenden Tabelle entnehmen lassen, 

lJ[ = 1,25331 D 1,4x2GOP 

P = 0,84533]) 0,674-!9lJ[ ·1 0,G7 4-!~) V~ 
i 

Die Wahrscheinlichkeiten der drei charakteristischen Fehler sind be
ziiglich 

1 
1 --

-- e 1t E E 
'feD) =U!oe It =-7t-D =0,23153 D' 

1 

-.!. e- 2- E E 

'f(M) = 10 e 2 = ---==- = 024198 --, 
o V'21t M' M 

cp(P)=woe-CO,47694)' =e-CO'4769~0,47694 ; =0,21434 ;. 
I.: 
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Fiir eine einzclne Messllng hat von den charakteristischen I!'ehlern die 
grosste Wahrscheinlichkeit der wahrscheinlichc Fehler, die geringste der 
mittlere Fehler. 

11. Die charakteristischen FehIer dienen zur Bereehnung der Pracision 
der betreffendcn Messmethoden, es ist namlich 

E 
Wo = 0,31831 D' 

E 
Wo = 0,39895 M' 

E 
Wo = 0,29609 p' 

Jeder von ihnen vertritt daher volIstandig die Praeisionsconstante. 
12. Je nachdem ein Fehler gegen den wahrscheinlichen, den durch

schnittlichen oderden mittlern Fehler die Grosse x hat, ist seine Wahr
scheinlichkeit beziiglich 

E - 0,2275",' 

0,26909 P e 

103. M:essungen ungleicher Schil.rfe. 13. Von zwei Bestimmungen hat die 
eine ein pmal so grosses Gewicht als die andere, wenn sie als aus einer 
pmal so grossen .Anzahl von Einzelbestimmungen wie diese hervorgegangen 
angesehen werden kann, und diese Einzelbestimmungen in beiden Bestim
mungen die namliche SeMrfe besitzen. 

14. Eine Bestimmungsreihe ist iiberall von gleicher Scharfe, wenn man 
annehmen muss, dass es fiir die .Ableitung eines Resultats aus einer be
stimmten .Anzahl von ihren Bestimmungen gleiehgiltig ist, welche Bestim
mungen man dazu verwendet. 

15. Hat man eine Bestimmungsreihe von ungleich scharfen Bestimmungen 
und weiss, aus welchen gleich scharfen Einzelmessungen jede Bestimmung 
hervorgegangen ist, so bescMftigt man sich besser iiberhaupt nicht mit 
den Bestimmungen, sondern nur mit den Einzelmessungen und bezieht alIes 
auf diese. 

16. Bei zwei ungleich scharfen Messungsreihen, deren jede eine unbe
schrankte .Anzahl von gleich scharfen Einzelmessungen umfasst, verhalten 
sich die Gewichte umgekehrt wie die Quadrate ihrer durchschnittlichen oder 
mittlern oder wahrscheinlichen Fehler . 

.Als CorolIar folgt meraus: 
17. Die Genauigkeit, die Pracision, einer Bestimmung wachst nicht wie 

ihr Gewicht, sondern wie die Quadratwurzel ihres Gewichts. 
Es ist also das Gewicht einer aus gleich scharfen Einzelmessungen be

stehenden Messungsreihe, deren Priicisionsconstante Wo zum Werte hat, 

p= wo2 
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p=0,10132 D2' 

10 2 
P = 0,15916 M2' 

102 

P = 0,07240 p2' 

113 

Die Zahlenfaetoren hlitten wir ebenso gut fortlassen konnen, wei! "Ge
wiebt" nur relative Bedeutung hat. Doeh ist zu beaebten, dass dann bei 
der Vergleiehung der Gewiehte zweier Messungsreihen diese Gewiehte nae1l 
den g lei e b lautenden Formeln zu bereehnen sind. 

18. Dieselbe Rolle, die in einer Bestimmungs- oder Messungsreihe vom 
Gewiehtpi die Fehler VI' V2 , ••• , Vn spielen, kommt in einerBestimmungs- oder 

.. Ip· .. /p. ..Ij: 
Messungsreihe vom Gewieht p.. den Grossen V ~ Vl , V ~ V2 ' ••• , V--' rn 

p.. Ji.. Ji .. 
zu. Da, wo in der ersten Reihe ein Febler von der Grosse Va eintreten 

kann, hat man in der zweiten einen solcben von der Grosse VPL Va zu er
J\ 

warten; umgekebrt entspriebt einem Fehler von der Grosse VCa) in der 

zweiten Messungsreihe ein soleher Vp .. VCa) in der ersten. 
Pi 

Naturlieh muss en sieh beide Messungsreihen auf eine und dieselbe 
Grosse beziehen. 

19. Da eine Bestimmung vom Gewiebte pals aus p gewissen Einzel
messungen hervorgegangen angeseben werden kann, so werden wir zunachst 
von charakteristischen Fchlern dieser Bestimmung sprechen konnell, insoferu 
die Einzelmessungen, deren Resultat sie ist, mit Fehlern behaftet sind. 
Diese Febler bezeiehne ieb mit D' 111' p' und nenne sie die beobachteten 
]<'ehler. Gehort aber diese Bestimmung einer ganzen Bestimmungsreihe an, 
so kann man auf ibre cbarakteristiseben Febler oft'enbar aucb sebliessen 
aus der Art, wie aIle Bestimmungen ausgefallen sind, aus den Fehlern aller 
Bestimmungen, ganau so, wie man die cbarakteristisehen Febler einer Messullg 
aus den in der ganzen Messungsreibe vorgefaIlenen Feblern bereehnet. 
Diese eharakteristisehen aus der ganzen Bestimmungsreibe erschlossenen 
Fehler nenne ieh D, M, P und bezeichne sie als ausgeglichene Fehler. 

Wenn nun eine Bestimmungsreihe aus ungleich scbarfen Bestimmungen 
besteht, die sieh nieht in bestimmte Einzelmessungen zerlegen lassen, so 
kann man die eharakteristisehen Fehler ihrer Componenten nieht streng 
bereehnen. Bezeicbnet aber n die unbeschrankte Anzahl ihrer Bestimmungen 
und geben Pl' P2' Ps' ... , Pn die beziiglichen Gewicbte dieser, so bat man 
fiir die aus der ganzen Bestimmungsreihe zu erscbliessellden, aus-

Weinstein, Lehrbuch I. 
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gegliehenen eharakteristisehen Fehler einer Bestimmung vom Gewiehte Pi 
als wahrseheinliehste Betriige 

M = _1_ V1\ M~2 + 172 JJ1;2 + Pa JJ1:;2 --l- ••• + Pn M~2. 
i VPi n 

P.= 1 VPi~·;~~P~+PaF;+~+~. 
, YPi n 

Die D', M' und P' miisste man eruiren, iudem man jede Bestimmung in 
ihre Eiuzelmessungen zerlegt, bezeiehnet aber "V .. den absolut gereehneten 
Fehler der Bestimmung vom Gewieht p .. , so darf man setzen 

D' = V M' = ,/""V2 p' = 0 67449 J f'2 
x x' x V x' x.' V x 

und erhalt 

D.= , 
yp;- Vi + VP;"V2 + yP~ "Va + ... +VP: "Vn 

YA n ' 

M.= 
I 

~ V Pi "Vi 2 +])2 "V2
2 + P 3 "Va 2 + ... + Pn Vn 2, 

VPi n 

Von einer Praeision fUr aIle Bestimmungen kann man natiirlieh nieht 
red en, sondern nur von der einer bestimmten Bestimmung, diese bereehnet 
sieh aber, wenn sie aus den Einzelmessungen ersehlossen wird, aus denen 
die betreffende Bestimmung hervorgegangen ist, oder alR hervorgegangen 
angesehen werden kann, aus den D', JJr, pr, und wenn man sie aus der 
Art wie die ganze Bestimmungsreihe ausgefallen ist, eruirt, dureh die 
D, M, P. 1m ersten ]<'all betraehtet man wieder jede Bestimmung fUr sieh, 
im zweiten dagegen als Glied der ganzen Bestimmungsreihe und dieser 
liefert natiirlieh die sieherern Resultate. 1m ersten Fall ist sie die be 0 b ~ 
aehtete, im zweiten die ausgegliehene Praeision. 

Als massgebend fiir die Praeision der ganzen Bestimmungsreihe sieht 
man die Praeision der Bestimmung an, der das Gewieht 1 zukommt oder 
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zukommen wiirde. Bezeichnet man die charakteristischen Grossen flir die
selbe durch D, 1I£, P und 1(;0, so hat man 

PI 1 + P? 2 +}J~ 3 + ... + jJn '11 V~1.~2 .. l' 2 IT 2 -~---:;.-;:~-

P = 0.1)7449-- ----- - -----'- ._, 
II 

e . _ E . e 
Wo = 0,:n831 1) = 0,.'l989D .M = 0,29609 P 

und fiir eine Bestimmung vom Gewicht Pi 

D 
D.=--. , , YJl i 

p 
P.=~ 

1 YJl i 

b) Er,gebnz'sse ./tiT· d'l'e prakt'l'sche Anu;endun,g. 

104. Das wahrscheinlichste Resultat und die wahrscheinlichsten 
Fehler. l. Da wir kein Mittel haben, bei Beobachtungen die zufalligen 
Fehler ganz auszuschliessen, noch auch aus einer Reihe von Messungen 
die fehlerfreien herauszuerkennen, oder durch analytische Operationen heraus
zurechnen vermogen, so sind wir in der Praxis nicht in der Lage, den aus 
den Messungen gezogenen Re:mltaten absolute Sicherheit zuzusprechen. 
Alles, was wir erreichen konnen, ist die Ableitung der nach den Umstandell 
wahrscheinlichsten Resultate, diese ResuItate werden aber variirell je nach 
der Scharfe der angewandten Beobachtung~methode, jc nach der Pracision 
der Ausfiihrung derselbell und je nach del' AnzahI del' WiederhoIungen der 
Beobachtungen. 

Die Ausgleichungsrechnung zeigt, wie in jedem FaIle das wahrschein
lichste Resultat zu berechnen ist, sic lehrt die wahrscheinIiche Unsicherheit 
kennen, die dem betreffenden Hesultat noch anhaftet und giebt die l\Iog
lichkeit, die Scharfen der einzelnen Beobachtnngsmethoden mit einander 
zahlenmassig zu vergleichen. 

Indem sie aber aIle Ergebnisse unzweideutig kennen lehrt, vermag der 
Beobachter zu beurteilen einerseits, ob der von ihm eillgeschlagene Weg 
zur Eruirung del' gesuchten Grosse genau genug ist; findet er, dass das aus 
seinen Messungen folgende wahrscheinlichste Resultat seinem Dafiirhalten 
nach nicht wahrscheinlich genug ist, so hat er seine Messungen zu haufen 
oder, noch besser, seine Methode zu andel'll. 

8' 



116 Zusammenfassung. [10(. 

Gleichzeitig ersieht er, ob seine Messungen eine etwa vorgefasste 
Meinung zu bestatigen im Stande sind, und in welchem Masse sie ihr 
eventuell widersprechen. 

2. Wir kennen in der Wirklichkeit also nicht die wahren F'ehler der 
Beobachtungen, sondern nur die wahrscheinlichsten, oder, genauer gesprochen 
nur das wahrscheinlichste System von Beobachtungsfehlern. Das wahr
scheinlichste System ist aber dasjenige, welches unter den obwaltenden Um
standen fUr sich eine grossere Wahrscheinlichkeit aufweist als irgend ein 
anderes System, dessen Wahrscheinlichkeit also ein Maximum ist. Hieraus 
folgt als Bedingung, der die wahrscheinlichsten F'ehler einer Messungsreihe 
zu geniigen haben, 

1 d~l (VI) 1 dC!l2(V2) 1 d~a(va) 1 d,pn(vn) 
0=----+----+-----+··+-----· 

C!l1(V1) dVI 92 (V2 ) dV2 93(V~) dVa ~n(Vn) dt'n 

Diese F'ormel gilt fiir jedes beliebige Wahrscheinlichkeitsgesetz, adoptirt 
man, da doch die wahrscheinlichsten Fehler ebenso gut zufallig sind wie 
die wahren, das Wahrscheinlichkeitsgesetz dieser, setzt also flir den Fehler 
der Messung Xx vom Gewicht p .. 

so ergiebt sich aus jener allgemeinern Gleichung 

PI VI + P2 V2 + Pa va + ... + Pn vn = o. 

das wahrscheinlichste Resultat 

P1 X 1 + P2 X 2 + Paxa + ... + pnxn 
X=-

PI + P2 + Pa + ... + Pn 

Das Gewicht dieses wahrscheinlichsten Resultats ist 

P = PI + P2 + Pa + ... + Pn • 

Bei gleich scharfen Messungen hat man 

P1 =P2 =Pa=···=Pn ' 

somit 
Xl + x2 + X3 + ... + Xu X = __ -=--_-c ___ _ 

n 

Diese Gleichung driickt ganz eigentlich das Princip des arithmetischen 
Mittels aus, und sie giebt in dem FaUe, wo n unbeschrankt gross ist, nicht 
allein den wahrscheinlichsten, sondern den wahren Betrag der gesuchten 
Grosse. 
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3. Die wahrseheinliehsten Fehler weichen alle um eine und dieselbe 
Grosse, den resultirenden Fehler, von den bezugliehen wahren Fehlern abo 

Bildet man die Differenzenreihe del' wahrseheinliehsten Fehler, so stellt 
diese zngleieh die Differenzenreihe der wahren Fehler dar. 

-1. Die Wahrseheinliehkeit fUr das Eintreten eines Systems von Ereig
nissen ist nur dann gleieh dem Pro dud der Wahrseheinliehkeiten dieser 
Ereignisse, wenn die Ereignisse aUe von einander unabhangig sind. Grund
yoraussetzung fUr die Anwendbarkeit der Ausg'leiehungsformeln ist deshalb, 
dass aIle Messungen unabhangig von einander ausgefiihrt sind, 
keine mit einer der andern irgend wie zusammenhiingt. 

105. Die charakteristischen Fehler und die Pracision der einzelnen 
Messungen, 5. Die zweite Aufgabe erstreekt sich auf die Auffindung der 
charakteristisehen Fehler und dam it del' Praeisioll del' einzelllen l\Iessungen 
sowohl als des Resultats. 

Hier tritt der Anwendung der 'l'heOl'ie ein doppeltes Hindernis ent
gegen. 

Erstens sind nieht die wahrcn, oondern nul' die wahrseheinliehsten Fehler 
bekannt. Man soUte nun glauben, dass man infolge des sen aueh nul' die 
wahrscheinlichsten charakteristischen Fehler bereehnen kann, allein eine 
Hypothese, die sicher als naherungsweise zutreffend angesehen werden darf, 
gestattet diese wahrscheinlichsten Werte so zu corrigiren, dass sie zu den 
wahrell Werten Naherungswerte werden, also angenaherte wahre Werte dar
stellen, und sie sind auch nur deshalb Naherungswerte, '.veil jene Hypothese 
nur genaherte Giltigkeit hat. 

Zweitens setzt die Definition der cl1arakteristischen Fehler voraus, dass 
man aIle unzahligen bei der betreffenden l\lessmethode moglichen Fehler 
kennt, wahrend doeh tatsaehlieh von den Fehlern nur so viel zur Verfiigullg 
stehen Mnnen, als Einzelmessullgen gemaeht sind. Deshalb kann man auch 
fur die Naherungswerte del' charakteristischen Fehler keine bestinunte Zahlen 
angeben, sondern nur sagen, zwischen welehen Grellzen ihre Betrage einge
schlosseu sind. Die in der Praxis berec1metell charakteristisehen Fehler 
haben also mittlere Unsieherheiten, die ihnen gegenuber dieselbe Rolle 
spiel en , wie die mittleren Fehler gegeniiber den l\1essungen. 

Was die Praeision anbetrifft, so leidet ihre Berechnung an denselbell 
Unsieherheitell, wie die der charakteristisehell Fehler. G a u s s hat abel' 
nachgewiesen, dass man ihren g'enauesteu Wert bekommt, wenn man sie 
aus dem mittlern Fehler ableitet. 

Bezeichnet man mit a , 'I). , r ., {J)O(Pi) die genaherten Werte von 
Pi Pi Pi 

Dp ., JJfp ., pp.; 
, I I 

WO(Pi), so hat man fUr eine Bestimmung vom Gewichte Pi' 

wenn man ihre charakteristisehen Grossell aus del' ganzen Bestimmungs-
reihe berechnet, 
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1 vP V 2 + p V 2 + ... + p V 2 ( 0 708 ) P. = _ 11 22 nn l± /------;_, 
Pi VPi n-l Vn - I 

O 67449 .. ljl-v2 + p '1) 2 + ... + P V 2 ( 0 ~08 ) 
l' = ' V 1 1 2 2 n n 1 ± _'_' _ , 
Pi VPi n-l y'n 1 

() - V n -1 (O,70~ ) 
(IJ Pi = '/p 0 39895 ---~-- ---~--- - 1 ± --== . 

o V"' pV 2+pV 2+"'+pv 2 ,In I 11 22 nn V-

Als massgebend fur die ganze Bestimmungsreihe sieht man auch hier die 
charakteristischen Grossen der Bestimmung an, der das Gewicht 1 zukommt 
oder zuzuschreiben sein wiirde. Die fiir die Beurteilung der ganzen Messungs
reihe massgebenden Grossen sind also 

,Ip[v [+ ,lp[V2[+ ... + ,Ip i·1) I ( _0756 ) o = V - 1 1 V - 2. V - n n, 1 ± ----'___ , 
vn(n-l) vn 1 

11 22 nn l± ' Vp v 2+ p v 2+ ... +p V~2( 0708 ) 
fL= --- , 

n-J vn - 1 

.. I n -I (0,708 )_ 
Wu = 0,39895 Vp v 2+ p v 2+ ... +p v 2 I ± ---:r= , 

1 1 2 2 n n V n-l 

woraus die fiir die einzelnen Bestimmungen massgebenden Grossen folgeu 

106. Charakteristische Fehler und Prll.cision des Resultats. 6. Wah
rend im ideellen Fall, wo wir es mit einer unbeschrankten Anzahl von 
Messungen, also nachher auch nur mit deren wahren Fehlern zu tun hatten, 
von einem Fehler des Resultats der Messungen nicht die Rede sein konnte, 
kann und wird in der Praxis das Endresultat der Messungen, weil es eben 
nur wahrscheinlichstes Ergebnis ist, mit einem Fehler behaftet sein. 
Versteht man unter ar , fLr' rr' wr dieselben charakteristischen Grossen fiit 
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das Resultat, wie vorher unter entspreehenden Symbolen fiir die einzelnen 
Bestimmungen, so hat man 

wobd 

, 
0=---=-.:.-' 

r VP 

ist. Jede der obigen Gleiehung kann zur Beurteilung des Resultats dienen, 
am genauesten wendet man den mittlern Fehler oder den daraus abgelei
teten wahrscheinliehen Fehler und die Praeision an. 

Zugleieh zeigt sieh, dass der wahrseheinliehste Betrag r des wirkliehen 
Fehlers des Resultats seinem absoluten Werte naeh so gross angesetzt 
werden kann, wie der mittlere Fehler, man hat 

r= fL •. 

107. Die Zeichen der charakteristischen Febler und die Bedeutung 
der Hinzufiigung dieser zu den Messungen und Resultaten. leh habe 
noeh eine aIle Fehler betreffende Bemerkung zu maehen. 

7. Das Hauptmerkmal fiir einen zufalligen Fehler ist, dass er eine Messung 
ebenso leieht im Sinne des zu viel, wie des zu wenig verfiilsehell kann. 
Daraus folgt, dass bei zufaJligen Fehlern ihr Zeiehen gar keine Rolle spielt, 
zufallige Fehler sind a b sol u t zu verstehen. Demnaeh kann man aueh bei 
den eharakteristisehen Fehlern von keinem Zeiehen spreehen, dieselben sind 
absolute Zahlen. Niehtsdestoweniger hat man sieh gewohnt, ihnen das dop
pelte Zeiehen ± vorzusetzen. Man sehreibt das Resultat in der 1!'orm 

X±o,., X±fLr , u. s. f. 

Doeh muss man sieh hiiten, das so zu verstehen, als ob nun der wahre 
Wert der gesuehten Grosse entweder x+or oder x-or' entweder X+fLr 
oder X - fL, u. s. f. ist. 

Bei einer einzelnen Bestimmung bedeutet die Gleiehung 

dass, wenn man diese Bestimmung in ganz derselben Weise nmal wieder
holen wollte, man 7,ahlen erhalten wiirde, deren durehsehnittlieher 
Fehler op. betriige, so zwar, dass ein Teil um durehsehnittlieh 0 zu gross, 

, Pi 
ein anderer um ilurehsehnittlieh 0 zu klein ausfallen wiirde. 

Pi 
In demselben Fall, sagt die Gleiehung 

X=x ±Il. 
Pi 'Pi 

aus, dass, wenn man die Bestimmung n mal wiederholen wollte, die Fehler
grosse P-p; bei keinet andern sonst noeh mogliehen Methode mit so grosser 
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Wahrscheinlichkeit bei einer einzelnen Bestimmung zu erwarten stande als 
gerade bei der, die vordem zur Ableitung von xpi gedient hat; I1-Pi ist im 

Durchschnitt der wahrscheinlichste Fehler, und im Durehsehnitt kann man 
erwarten, dass die einzelnen noehmals auszufiihrenden Bestimmungen Be
trage liefern werden, die bald um fLpi zu gross, bald urn fLpi zu klein sind. 

Was endlieh die Gleiehung 

X=xp.±rp . 
" , 

anbetrifft, so sagt diese aus: man kann I gegen I wetten, dass bei einer 
Wiederholung der Bestimmung der Wert der gesuehten Grosse in das 
Intervall von xp. - rp. bis xp. + rp. fallen wird. 

i " " '," 

Gehen wir zu den eharakteristiseben Fehlern des Resultats einer 
Bestimmungsreibe iiber, so haben bier die Gleiehungen 

zunaehst genau dieselbe providentielle Bedeutung wie bei einzelnen Be
stimmungen, aber die mittlere 

X=X±P'r 

erklart noeh ausserdem, dass der wahrseheinliehste Fehler des wahrsehein
lichsten Ergebnisses 11- ist, will man iiberhaupt das wahrseheinliehste Ergebnis 
als noeh mit einem Fehler behaftet anseben, so kann man ibm keinen Febler 
mit durchschnittlich grosserer Wahrseheinlichkeit zusehreiben als den ± 11-, 
keine Aunahme ist uuter den obwaltenden Verhaltnissen durchschnittlich 
wahrseheinlicher als die, dass x um 11- zu gross oder zu klein ist. 

VII.' Kritik von Beobachtungen und ihrer Ausgleichung. 
108. Zu discutirende Fragen. Wir kommen jetzt zu einem der 

schwierigsten und wichtigsten Abschnitte der ganzen Lehre, tiber den sich 
leider mebr sprechen als sagen lasst. 

Die Grundlage der ganzen Ausgleiehungsreehnung bildete die Annahme, 
dass man es nur mit zufalligen Fehlern zu tun hat, dass die Messungen, 
ehe man sie ausgleicht, von systematisehen ~'ehlern befreit sind. 
Ferner 1ehrt die Theorie nieht bIos die wahrscheinlichst.en Resultate kennen, 
sie giebt noeh eine Anzahl von fiir die betreffenden Beobaehtungen eharak
teristisehen Grossen. Es erhebt sieh daher eine Reihe hOehst eindringlieher 
Fragen, tiber die der Studirende erst klar sein muss, ehe er zu Anwendungen 
der Ausgleiehungsrechnung' iiberg'eht. 
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1. Wie sind systematische Fehler aufzufinden und in Rechnung 
zu bringen? 

2. Wie erkennt man aus den nach der Ausgleichung ubrig 
gebliebenen Fehlern, ob man die Grundannahme der Ausgleichungs
rechnung, dass man es nach Berucksichtigung der aufgefundenen 
systematischen Fehler nur noch mit zufalligen Fehlern zu tun hat, 
als erfullt betrachten darf? Mit andern Worten: 

Welches sind die Kriterien fur zufa,llige J<'ehler? 
3. Wie sind die charakteristischen Fehler zu vc·rwendeu? 

a) Berne'rkzmgen 'liber sY8ternatt·8che Felder. 

109. Systematische Fehler aus der Unkenntnis der Einfliisse, denen 
die zu messende Grosse unterliegt. Zur ersten Frage lassen sich naturlich 
nur allgemeine Bemerkungen machen. 

Eine Uebersicht uber die Ursachen zur Entstehung systematischer 
Fehler ist im ersten Capitel schon gegeben worden. 

1m Grunde genommen ist keine Messung eine wirklich einfache, jede 
Messung setzt sich im allgemeinen in der Ausfiihrung aus mehreren 
Manipulationen, in der A usrech n ung aus mehrercn Grossen Zllsammcn. 
Will man zum Beispiel das wirkliche, absolute Gewicht eines Korpers 
kennen lernen, so reicht die einfache Vergleichung desselben mit einem 
bekannten Gewichtstucke nicht aus, man muss auch das Volumen des 
Korpers messen, man muss seine und des Gewichtstucks 'l'emperatur, die 
Temperatur, den Druck und Feuchtigkeitsgehalt der ihn ulld das Gewicht
stuck umgebenden Luft kennen und muss wissen, welche Empfindlichkeit 
die Waage aufweist. Hier hat man also schon ausser das Grundinstrument, 
die Waage, noch mindestens ein Thermometer, eill Barometer und ein 
Psychro- oder Hygrometer abzulesen. Die Angaben all dieser Instrumente 
trcten in die Berechnung des zu bestimmenden Gewichtes ein. Hatte man 
sie nicht berucksichtigt, so wurde man dem gefulldenen Gewicht keine 
absolute Bedeutung zuschreiben durfell, es ware dieses Gewicht nur eiu 
scheinbares, eines, welches in derselben Weise nur, bei ganz derselben 
Temperatur dem ganz selbell Barometerstand, derselbell Feuchtigkeit, ja 
auch nur bei Vergleichung mit ganz demselben Gewichtstlick, sich wieder
finden wurde. 

Nun ist klar, dass die Berucksichtigung solcher und lihnlicher mit dem 
Begriffe der zu messendell Grosse anscheinend garnicht zusammenhiillgellder 
Umstande nur moglich ist, wenn man weiss, von welchen Nebellerscheinullgell 
der Betrag der zu messenden Grosse, wenn, wie in dem vorigen Beispiel, 
aueh nur scheinbar abhangt. Daher ist als erste Regel festzuhalten: 

Bile man an die lYIes8ung eiller (Jrij~l:!e herangeld, S()l! man atts eiyenen 
Cntersuchungen oder aus denen anderer Beobachter sich klar machen, vun 
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welch en Nebenerscheinungen der Betrag der Ztt messenden Grosse abhiingt, 1,tnd 
wie gross die Veriinderung der betreffenden Grosseist, wenn jene Neben
erscheinungen variiren. 

1m obigen Beispiel dienen aIle ausser an der Waage noch vorzunehmen
den Ablesungen lediglich dazu, um zu erfahren, wie viel an Gewicht der 
zu wagende Korper durch den hydrostatischen Auftrieb der' Luft von der 
gerade herrschenden Beschaffenheit mehr oder weniger verliert als das Ge
wichtstfick. Wfisste man nicht, dass ein solcher. Auftrieb vorhanden ist, 
wiisste man nicht, dass dieser Auftrieb von dem Druck und der Temperatur 
der Luft abhangt, wfisste man nicht, dass die Luft Feuchtigkeit enthalt, dass 
dieser Feuchtigkeitsgehalt veranderlich ist u. a. m., so konnte man auch 
nicht das wirkliche Gewicht des Korpers bestimmen. Wem ferner nicht bekannt 
ist, dass die Leitungsfahigkeit des WaFsers flir Elektricitat selbst durch sehr 
geringe Verunreinigungen erheblich verandert wird, dass sijl mit. zunehmen
der Temperatur wachst, der kann wol trotzdem Bestimmungen dieserLeitungs
fahigkeit vornehmen, aber diese Bestimmungen gelten nur flir das Wasser, 
welches er gerade benutzt, und fUr die Temperatur, bei der er gerade 
gemessen hat. Dehnt er seine Bestimmung iiberhaupt auf" Wasser" . aus, 
so begeht er einen systematischen Fehler, ein anderer Beobachter,der die 
Messung an reinerem Wasser und bei niedrigerer Temperatur ausflihrt, wird 
einen andern Wert bekommen. 

Zur Ausfiihrung wertvolIerer physikalischer Maassbestimmungen geMrt 
also schon ein betrachtliches physikalisches Wissen. Es geMrt dazu auch 
ein gewisses mathematisches Konnen; die Ausrechnung der betreffenden 
Grosse aus den Beobachtungen geschieht natfirlich nach bestimmten Formeln, 
und diese Formeln mfissen in jedem FaIle so aufgestellt sein, dll$s in ihnen 
die storenden Nebenursachen zum Ausdruck kommen und so zum Ausdruck 
kommen, wie sie tatsachlich wirksam gewesen sind. Jede darin fehlende 
oder falsch angesetzte Correction bedingt eine systematisch.e Verfals,chung. 

110. Systematische Fahler in Einrichtung und Ausfiihrung der Messung. 
Dasselbe, was von den Fehlern der aussern Umstande gesagt ist, gilt auch 
fiir die eigentlichen Fehler der Messung, die Fehler der benutzten In
strumente, die Fehler der Einrichtung und die subjectiven. vom Beobachter 
abhangigen Fehler in und bei der Ausflihrung der Messung. Ein Instrument 
hat einen oder mehrere Fehler natfirlich nur mit Bezug auf die besondere 
mit ihm auszuffihrende Messung. Wenn eine vertical stehende Strecke mit 
einem Kathetometer abgemessen wird, so wird von dem zur Messung dienen
den Kathetometer verlangt, dass sein Prisma vertical steht und sein 
Fernrohr bei der Vel'schiebullg langs des Prismas sich stets parallel 
bleibt; ist eine VOll beiden Bedingungen nicht erfiillt, so bedingt das einen 
Fehler des Instruments, den der Beobachter durch gehOrige Anwendung von 
Libellen an gehOrigen Stell en zu bestimmen hat. Sind mit demselben 
Kathetometer zwei vertical stehende Streck en zu vergleichen, die von ein
ander so weit entfernt sind, dass man das Fernrohr J1}.it dem Prism a um 
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seine Axe von der einen Strecke nach der and ern hin drehen mnss, so wird 
verlangt, dass, um beim einfachsten Fall zu bleiben, bei dieser Drehung 
das Prisma sich weder hebt noch senkt und das Fernrohr eine horizontale 
Ebene beschreibt, Bedingungen, die viel schwerer zu erfiillen und zu con
troliren sind als die zuerst genannten und die vermieden werden konnen, 
wenn man die zu vergleichenden Strecken dicht an einander bringt, so dass 
sie wenn moglich im Sehfeld des Fernrohrs gleichzeitig erscheinen. 

Zuerst hat man also sich die Manipulationen, die auszufiihren sind, zu 
iiberlegen und dann durch Nebenuntersuchungen zuzusehen, ob der betreffende 
Apparat die Ausfiihrung derselben in exacter Weise gestattet. Manipulation 
ist aber nicht in der rohen Bedeutung des W ortes zu verstelien, es begreift 
in sich zugleich, das was man mit der Manipulation zu erreichen sucht. 
Das was man im angefiihrten einfachen Beispiel mit dem Drehen des 
Kathetometers um seine Axe bezweckt, ist der Transport der Absehlinie des 
J<'ernrohrs in einer genau horizontalen Ebene, derartig, dasH sie nach der 
Drehung die zweite Strecke in derselben Horizontalebene schneidet wie vor 
der Drehung die erste. 

1m Laufe der Zeit haben sich bei den 1nstrumenten eine Anzahl von 
typischen Forderungen ausgebildet, bei denen es sich meist um bestimmte 
Richtungen von Axen, bestimmte Neigungen von Ebenen, Parallelitat von 
Fiihrungen und Drehungen, Starrheit der constructiven Einzelheiten, Genauig
keit von Teilungen, dann um gewisse }<'ragen der Beleuchtung und der 
Optik handelt. Es sind auch Methoden und Hilfsinstrumente zur Unter
suchung, in wie weit von den }<'orderungen etwa abgewichen wird, ent
standen, die wir im zweiten Bande, so weit sie den Physiker angehen, 
kennen lernen werden. Das meiste ist freilich der Geschicklichkeit des Ex
perimentators im Anordnen und Ausfiihren der Versuche iiberlassen, und 
von dem Verlangen, dass er weiss, wie er einen entdeckten Fehler analytisch 
in die Ausrechnung der zu bestimmenden Grosse einflihrt, kann er nicht 
befreit werden. 

Gewohnlich sind die eigentlichen instrumentellen Fehler relativ unbe
deutend und ihre Beriicksichtigung ergiebt sich ohne Schwierigkeit, aber 
die Fehler bei der Einrichtung der Versuche und der Justirnng der Apparate 
hangen gam und gar von der Uebung des Experimentirenden abo 

111. Bedingungen zur Vermeidung und Auffindung systematischer 
Fehler. Also zur Vermeidung beziiglich Beriicksichtigung systematischer 
Fehler hat man 

47. VOY dey Beobachtwng sich klar Zit madlen, Icelche Umstiinde den 
Betrag de/' zu 'messellden Grusse selb,;t aviinderll If nd in welch em l1Iaasse sic 
es tun; WOZtt eigentliclt die betreff'enden Apparate 1fIlCl die mit ihnen alls"u
/i'iltrellden Manipztlationen dienel1 ;lcenZen die Poyderungcn, die man an die 
Justirung des Apparates far die lJesonde/'c Mes8ung Zit stellen hat, erfallt, 
nnd u'elln das nicht del' ~F'all ist, lL'ie stark lst die Alnceidi1l11g von diesell 
}'orderuJlgen, 'ltnd u'elchen zaltlenrniissigen Bin/luss hat sic allf die JIessung? 
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Wahrend der Beobachtung sind die Intensitaten der verfalschenden Ur
sachen sowie etwaige in den Appamten spater entstandene oder durch den 
Experimentatorabsichtliclt hervorgebrachte Veranderungen genau Ztl notiren, 
und zwar sind sie, um auclt etwaigen Variationen in den swrenden Ursachen 
Rechnung tragen zu kOnnen, so oft als man kann zu controliren und zu 
Protocol[ zu bringen. 

b) Formale Krz"terz"en fib- dz'e Zuj?ill'lgke'l't ubng gebHebener 
Fehlerrez·hen. 

112. Die ubrig bleibenden systematischen VerflHschungen. N achdem 
man aIle systematischen Fehler, die man hat auffinden Mnnen, beriick
sichtigt und die fiir die zu messende Grosse erlangten Werte fur sie corrigirt 
hat, ist man immer noch nicht sicher, ob nicht doch noch ein systematischer 
Fehler der Beachtung entgangen ist. Es handelt sich dann um die Beant
wortung der zweiten Frage, wie kann man an den nach der Ausgleichung 
der Beobachtungen noch iibrig bleibenden Fehlern erkennen, ob man sie 
als zufallig ansehen darf oder nicht? 

Wenn wir von einer Ursache sagen, sie habe eine Messungsreihe syste
matisch verfalscht, so meinen wir damit entweder, sie habe aIle Messungen 
in gleicher Weise zu gross oder zu klein ausfalIen lassen (derartig" sind 
meist die aus den instrumentellen und Einrichtungsfehlern herriihrendlln 
Verfalschungen), oder, es habe diese Ursache selbst wahrend der Messungen 
in bestimmter Weise abgeandert und dadurch den Betrag der zu messenden 
Grosse nach einem bestimmten Gesetze schein bar oder wirklich anwachsen 
beziiglich abnehmen lassen. Die erste systematische Verfalschung, man 
nennt sie den constant,en Fehler, konnen wir nicht weiter beriicksich
tigen, denn einerseits ist es fast immer Schuld des Beobachters, wenn ihm 
eine solche Verfalschung entgeht, und andererseits giebt es kein Mittel, sie 
in der iibrig bleibenden Fehlerreihe zu erkennen, da der COllstante Fehler 
sich ganz zum Resultat schlagt und diese ihn gar nicht enthiilt. 

Ein besonderer Fall, wo der constante Fehler als Unbekannte eingefiihrt 
und mitberechnet wird, wird spater behandelt werden. 

Wir haben es also hier nur mit den nach bestimmten Gesetzen variirenden 
Verfiilschungen zu tun, mit Verfalschungen, die, wie man sagt, einen Gang 
zeigen. Rier drangt sich sofort eine ungemein wichtige Bemerkung auf. 

113. Anordnung der Fehlerreihe. Fiir die Ausgleichullg von 
Beobachtungen ist es vollstandig gleiehgiltig, wie man diese Beobachtungen 
anordnet, man kann die erhaltenen Einzelwerte bald so, bald anders nieder
schreiben und erhalt doeh rechneriseh stets dieselben Ergebnisse. Aber 
wenn es darauf ankommt, in einer Reihe von Zahlen den Einfluss einer 
variirenden Ursache zu erkennen, muss man offenbar die Zahlen so anordnen, 
dass der durch die Variation der Ursache hervorgebrachte Gang in ihnen 
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zu 'rage tritt. Man darf also die Fehler bei ihrer Durchsuchung nach 
systematischen Verfalschungen nicht in beliebiger Folge schreiben. 

48. Die A1wrdnung der FeMel', oder bessel' gesagt der Messungsergebnisse 
und damit auch der Fehler, ist so zu treifen, dass iln- Gan.q genau dem (J.ang 
der variirenden Ursache entspricld. 

Man habe zum Beispiel fUr irgend eine Grosse, etwa eine Strecke, aus 
7 Messungen die Werte 1, 2, 3, 4, 5, G, 7 erhalten. Hat man diese Werte 
genau in dieser Reihenfolge bekommell: erst 1, dann 2, 3 . . . und zuletzt 7, 
so ist es klar, dass im Verlaufe der Messungen mit der Strecke oder dem 
Messapparat irgend eine stetig zunehmende Veranderung vorgegangen sein 
muss. Das Mittel ist 4, die iibrig bleibenden Differenzen sind + 3, + 2, 
+ 1, 0, - 1, - 2, - 3, und wenn es nicht schon die Messungen selbst 
gelehrt hatten, wilrde man aus dem Gange dieser Feiller ersehen, dass eine 
systematische Verfalschung der Beobachtungell platzgegriffen haben muss. 
Hat man jedoch die einzelnen Werte in der Folge 4, 5, 2, 1, 6, 7, 3 erhalten 
und wollte man auch jetzt noch jene erste Anordnung 1, 2, 3, 4, 5, G, 7 
beobachten, so wiirde man zu dem nicht gerechtfertigten Schluss kommen, dass 
wieder eine systematische Verfalschung stattgefunden habe, wahrend doch 
der Umstand, dass die Zahlen bald grosser, bald kleiner als 4 gefunden 
worden sind, unmittelbar dafiir spricht, dass ihre Abweichungen von 4 nur 
zufalliger Natur sein diirften. 1m zweiten Fall muss man die Fehler 
schr.eiben 0, - 1, + 2, + 3, - 2, - 3, + 1, wo dann sofort klar ist, dass ein 
Gang sich nicht bemerkbar macht. 

Man liisst also die Messungen so auf einander folgen, dass eine etwa 
vorhandene systematisch wirkende Ursache in jedem folgenden Fehler sich 
starker, beziiglich schwacher bemerkbar macht, als in dem vorhergehenden. 
Da, wo die Messungen so angestellt sind, dass weder in ihrer Methode noch 
in ihrer Ausfiihrung ein Grund zu systematischen Verfalschungen vorhanden 
ist, ordnet man die Messullgen so, wie man sic der Zeitfolge nach erhaltcn 
hat, erst kommt die erste, dann die zweite, dritte, ... , zuletzt die letzte 
Messung. 

Man geht dabei von der Vermutung aus, dass vielleicht wahrend der 
Messung mit der zu messenden Grosse oder dem mess end en Apparat irgend 
eine fortdauernde Veranderung vor sich gegangen ist. Zum Beispiel kann, 
wenn es sich urn die Ausmessung eines Maassstabes handelt, dieser im Laufe 
der Messung durch die Ausstrahlung des Beobachters immer warmer und 
damit immer langer geworden sein. Hat man zwei Spectralfarben wieder
holt verglichen, so kann das Auge des Beobachters mehr und mehr ermiidet 
und zur Wahrnehmung feiner Farbendifferenzen mehr und mehr untauglich 
geworden sein. In allen solchen Fallen sieht man gewissermassen die Zeit 
oder besser die Dauer der Messungen als storende Ursache an, hat also die 
Messungen mwh der Zeit zu ordnen. 

In andern Fallen treten systematische Verfalschungen dadurch auf, dass 
man wahrend der Messungen die Methode nach bestimmten Gesichtspunkten 
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abandert. Hier wird man die Messungen gruppenweise fiach den Methoden 
zusammenstellen, in jeder Gruppe ordnet man die Messungen nach der Zeit. 
Hat man zum Beispiel den Capillaritatscoefficienten des Wassers nl mal mit 
einer Rohre vom Radius 1'1' ~mal mit einer vom Radius r2 u. s. f. bestimmt, 
so steM zu vermuten, dass die erhaltenen Zahlen nicht unabhiingig von der 
Rohrenweite sind. Man schreibt also erst aIle mit der Rohre vom Radius 1'1 

erhaltenen Messungen in der Folge, wie man sie ausgeilihrt hat, dann aIle 
mit der vom Radius r2 eruirten ebenfalls nach der Zeitfolge u. s. f. 

Derartige Abanderungen der Methoden werden meist mit der Absicht 
unternommen, die Messungen von von vornherein nicht zu ubersehenden 
systematischen Fehlern frei zu machen, man ordnet dann die Messungen 
nach den einzelnen Methoden und sucht durch die Discussion der ubrig 
bleibendell wahrscheinlichstell Fehler zu entscheiden, ob die einzelnen 
Methoden gegen einander systematische Differenzen zeigen und, ob diese 
Differenzen sich im Gesammtresultat genugend vernichten, so dass diese 
Differenzen selbst in Bezug auf die ganze Messungsreihe gleichsam als zu
fallig betrachtet werden durfen. 

Kehren wir nach dieser notwendigen Abschweifung uber die Anordnung 
der Fehler, von der spater in der Theorie der Untersuchungen noch mehreres 
zu sagen sein wird, zu der Kritik der Fehler zuriick. 

114. Die beiden Haupteigenschaften der zufiilligen Fehler. Als 
Hauptmerkmale fiir zufiillige Fehler haben wir anzusehen: 

Positive Fehler und negative sind gleiclt u·ahrscheinlich. 
(}rosse Fehler sind viel unwaltrscheinliclter als kleine. 

Dazu haben wir noch die aus der analytischen Entwickelung der Theorie 
zufliJIiger Fehler erhaltenell Ergebnisse hinzuzuziehen, also namentlich die 
Relationen zwischen den charakteristischen Fehlern und das eigentliche 
Verteilungsgesetz. 

Die Untersuchung der Fehler zerflillt hiernach in mehrere Abteilungen, 
die wir in den aufeinanderfolgellden Artikeln einzeln behandeln wollen. 

Grundvoraussetzung ist, dass man die Fehler so angeordnet hat, wie 
es die voraufgehenden Betrachtungen vorschreiben. 

115. Kritik der Grosse der eiuelnen Fehler; auszuschliessende Beob
achtungen. Man beginnt mit einer Durchsicht der Fehler nach ihrer 
absolllten Grosse. Zwar haben wir an andern Orten bemerkt, dass wirklich 
zufallig'e Fehler jeden beliebigen Betrag erreichen konnen, insofern konnte 
es scheinen, als ob man aus der Grosse eines Fehlers nichts auf die Aus
fiihrung der Beobachtung, der er zugehort, schliessen kann, indess sind 
grosse Fehler ausserordentlich wenig wahrscheinlich, und da man es in der 
Praxis immer nur mit beschrankten Messungsreihen zu tun hat, ist die 
Erwartung wol gerechtfertigt, dass bei keiner Beobachtung ein zn grosser 
}<'ehler iibrig bleibt. Fallt also, wie man sich ausdriickt, eine Beobachtung 
aus der Reihe der iibrigen gar zu sehr heraus, so kann man annehmen, 
dass bei dieser irgend ein Versehen gemacht ist oder irgend eine besondere 
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Storung gewaltet hat, man schliesst die betre:lfende Beobachtung aus und 
rechnet die Ausgleichung ohne dieselbe. 

Doch ist hier die grosste Vorsicht geboten, denn einerseits ist es nicht 
leicht zu sagen, wann ein Fehler die zulassigen Grenzen liherschreitet, weil 
diese Grenzen selbst nur willklirlich festgesetzt werden Mnnen, und 
andererseits bringt es die Eigenart del' zufalligen Fehler mit sich, dass 
man durch Ausschluss einer anscheinend sehr schlechten Beobachtung das 
Resultat in Wahrheit nicht verbessert, sondern verschlechtert, weil zufallige 
Fehler die N eigung haben sich zu compensiren und durch Ausschluss eines 
starken positiven Fehlers andere negative Fehler Uebergewicht gewinnen. 

Das betri:lft die einzelnen Fehler, die folgenden Kriteriell richteu sich 
auf die Gesammtheit aller Fehler. 

116. Kriterien aus den Zeichen, Zeichenwechsel und Zeichenfolgen. 
Positive Fehler sind ebenso wahrscheinlich wie negative, das ist so zu ver
stehen, dass bei jedem Versuch f'iir sich ein positiveI' Pehler ebenso 
leicht eintreten kann wie ein negativeI'. VI' enn aber ein Versuch mit einem 
positiven Fehler behaftet war, so darf man noch n i c h t schliessen, dass nun der 
folgende zur Compensation eher einen negativen aufweisen wird als einen 
positiven; es kann ein negativer zum Vorschein kommen, abel' ebenso leicht 
kann auch- ein positiver vorfallen, nur durfen nicht fortwahrend Fehler eines 
Zeiehens auftreten. Es kommt nicht allein auf die Anzahl del' Zeichen 
an, sondern aueh auf ihre Verteilung in del' in principieller Weise 
geordneten Reihe der Fehler. Wir ersehen also zweierlei: 

491, In einer Reihe zUfalliger Eehler hat man annahernd erstens ebenso viele 
positive Fehler IOU· erwarten wie negative, und zU'eitens ebenso viele Zeichen
folgen wie Zeichenwechsel. 

Datls del' erste Teil dieses Kriteriums, wenn er auch notwendig ist, 
doch fUr sich nicht genligt auf die Zufalligkeit einer Fehlerreihe zu 
sehliessen, Hlsst sich an den einfachsten Beispielen zeigen. Messungen, 
welehe die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 in diesel' Reihenfolge fUr eine 
bestimmte Grosse ergeben haben, sind o:lfenbar systematisch verfalscht, 
in del' Reihe del' Febler + 3, + 2, + 1, 0 - 1, - 2, - 3 finden sich aber 
genau so viele positive Fehler wie negative. 

Brst wenn del' zweite Teil dazu kommt, gebeu die Zeichen und ihre 
Anordnung ein gutes Kriterium ab, in del' obigen Fehlerreihe ist auf 
mindestens 4 Zeiehenfolgen hOchstens ein Zeichenweehsel vorhanden. 

117. SeeUger's Formulirung der Zeichen·Kriterien. Seeliger hat, 
um fiir dieses aus den Zeichen und ihrer Auordllung abgeleitcte Kriterium 
festen Boden zu gewinnen, zwei durchdringende Untersuchungen allgestellt.*) 
Ohne liber das Wahrseheinliehkeitsgesetz irgelld welche V oraussetzullgell 
zu machen, findet er 

*) Astronomische Nachrichten Bd. 96 und 97. 
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492 •• Te grosser die Anzahl del· Eineelmessungen ist, um so wahrschein
licher wird es, dass 

1. die Anzahl aller positiven Fehler nahezu so gross wird wie die 
aller negativen; 

2. die Anzahl aller Zeichenwechsel in der Fehlerreihe, dil,idirt durch 
die Anzahl aller Zeiclten, nahezu gleich wird dem doppelten Product 
aus dem Verhiiltnis aller positiven Zeichen zu allen Zeiclten in das 
Verhiiltnis aller negativen Zeichen Z1t allen Zeichen, und diese lValn·
sclteinlicltkeit wi1'd zur Gewisslteit, t()enn die Anzahl der Einzel
messungen ins Unbeschriinkte wiichst. 

Bezeichnen wir mit 12+ die Anzahl aller positiven, mit 12 _ die aller 
negativen, mit n die Aller Zeichen, sodass 12 = 12+ + 12_ wird, mit z die 
aller Zeicbenwechsel, mit f die aller Folgen, so soIl a.Iso naherungsweise sein 

1m Falle, dass 12+ = n_ gesetzt werden darf, wie das von einer guten 

Ausgleichung verlangt werden kann, ist 212+12_/n2 = ~, das heisst, die 

Fehlerreihe muss nabezu ebenso viele Zeichenwechsel wie Zeichenfolgen haben. 
Auf relativ geringe Abweichungen kommt es dabei nicht an; sind zum 
Beispiel in einer Fehlerreihe 2/3 aller Fehler positiv, und ist ein Drittel 
negativ, ein sehr schlechtes Verhaltnis, so hat man flir 2n+n_/122 die 

Zahl 4/9, was sich von i nur urn 1/18 unterscheidet. 
/ 

Wir wollen diese Kriterien auf unser schon mehrfach biJIlutztes Bei-
spiel anwenden. 

1m ersten Fall hatten wir als 

4, 5, 6, 
,.. 
t, Messungen: 1, 2, 3, 

Fehler: + 3, + 2, + I, 0, - 1, - 2, - 3, 

somit, da die 0 positiv wie negativ gerechnet werden kann, 

12+ 3 4 12_ 4 3 1 
-=- oder -, -=- oder - statt-, n 7 7127 7 2 

z 7 f 35 
-=-, -=---, 
12 49 n 49 

.. 212 n 24 
wahrend -----±-= - - . t 

n2 - 49 IS. 

Die Verteilung der Zeichen ist also eine gute, aber ihre Anordnung sehr 
schlecht, es ist nur ein Zeichenwechsel auf 5 Zeicbenfolgen. 
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1m zweiten Falle dagegen waren die 

somit 

Messullgen: 4, 5, 2, 1, 6, 7, 3, 

Fehler: 0, - 1, + 2, + 3, - 2, - 3, + 1, 

n+ 3 4 n 
---=~ oder-, 
n' 7 n 

431 
7 oder T statt 2 ' 

21 28 f 21 14 24 
49 oder 49' n = 49 oder 49 statt 49 . 
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Rier ist sowohl die Verteilung der Zeichell als ihre Anordnung eine fiir 
die geringe Anzahl von Versuchen jedenfalls befriedigende. 

118. Das A b b e sehe Kriterium. Von diesen Resultaten ausgehend, 
konnen wir leicht einen Satz begreiflich machen, fiir den Abbe *) den 
Beweis geliefert hat. 

Wenn namlich die Fehler, wie etwa im ersten Fall, so angeordnet sind, 
dass zuerst positive, dann negative Fehler kommen oder umgekehrt, so bildet 
das Product zweier aufeinanderfolgender Fehler zuerst eine Ilositive 
Grosse, dann in der Mitte einmal eine negative, dann wieder bis ans Ende 
eine positive Grosse, und wenn man noch den letzten Fehler mit dem ersten 
multiplicirt, eine negative Grosse, es kommen nur zwei negative auf eine 
ganze Reihe positiver Producte und die Summe aller Producte ist mithin 
mit grosser Wahrscheinlichkeit positiv. Dies ist der eine extreme Fall, im 
andern extremen Fall Mnnen die Zeichen alternirend aufeinanderfolgen 
+ - + - u. s. f. Dann sind aIle Producte negativ, und es kann hOch
stens das Product aus dem letzten und ersten Fehler eine positive Grosse 
geben. Hier ist also mit der grossten Wahrscheinlichkeit die Summe aller 
Producte negativ. Beide Zeichenanordnungen entspreehen aber nieht der 
Anordnung bei einer zufiilligen :I<'ehlerreihe, denn im ersten Fall hat man 
nur eiuen Zeichenwechsel, im zweiten gar keine Zeiehenfolge. In einer 
guten }<'ehlerreihe giebt es nahezu ebenso viele Zeichenwechsel wie Zeiehen
folgen, also aueh nahezu ehenso viele positive Produete wie negative, und 
da die G r 0 s 8 e der Fehler Ii e i n e r Drduung folgen darf, 80 sieht man ein: 

50. Der Grenzwert del' Summc del" Productc von zwei aufeinanderfol
genden Feltlern (immer in del" Anoritnnnrf, dic principielt Vm"rfescllrieben wcrden 
muss), niimlich 

LXI) 

wird mit um so grusserer Wahrscheinlicltkeit Null, je grosser die Anzahl der 
Ein"elmessungen ist; fUI" einc unbescltritnkt grossc Anzahl von Einzelmessungen 
ist die Summc gemdez1(, gleiclt Nlltl. 

*) Ueber die Gesetzmassigkeit in der Vel'teilung del' }<'ehler bei BeobachtungH
reihen. Jena 1863, Fl'ommann. 

Weinstei 11, Lehrbuch I. 
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Diesel' Satz liefert ein neues Kriterium, er ist abel' insofern von ge
ringerem Wert, als die voraufgehenden Satze, weil er bei Messungsreihen 
von wenigen Einzelmessungen keine rechte Entscheidung bringt. 

In unserem Beispiel ist 

im erst en Fall 

s= 6 + 2+0+0+ 2+6 - 9 =+ 7, 

im zweiten 

s= 0 - 2 + G - G + 6 - 3 + 0 = + 1, 

was jedenfalls im ersten Fall als ein ungiinstiges, im zweiten als ein giin
stiges Resultat zu bezeichnen ist. Hatten wir aber die Messungen in del' 
Folge 4, 5, 3, 2, 6, 7, 1 erhalten, so wiirden die Zeichenkriterien an den 
Fehlern dieselben giinstigen Resultate, wie bei del' zweiten Anordnung 
erg-eben haben, abel' es ware das A b b esche Kriterium ungiinstig aus
gefallen, denn ilian hatte 

S=O-I+2-4+6-9+0=-~ 

und doch sollte man nach dem Anblick del' einzelnen Messungsergebnisse 
meinen, sie seien nur zufallig verfiilscht. 

119a. Kriterien flir die Giltigkeit des Wahrscheinlichkeitsgesetzes. 
Die wei tern aus del' Fehlerreihe selbst zu schopfenden Kriterien haben 
unmittelbar die Giltigkeit des G au s s ischen Wahrscheinlichkeitsgesetzes zur 
Voraussetzung. Hier ist es gleichgiltig, wie die Fehler geordnet sind, es 
kommt nur ihre absolute Griisse in Betracht, und man tut gut, sie noch 
einmal ihrer a b sol ute n Grosse nach hinzuRchreibell. 

Bei zufalligen Verfalschungen soli en kleine Fehler sehr viel leichter 
vorfallen konnen als grosse. Wir kennen sogar das Gesetz, welches die 
Anzahl del' Fehler von ihrer Grosse abhiingig macht. 

119b. Kriterien aus dem Verteilungsgesetz der Fehler. 1st namlich N 
die Anzahl aller iiberhaupt moglichen Fehler, so giebt (Art. 75) die Grosse 

N~12=N{8(O,47694 ~2)-8(0,47694 ~l)} 
die Anzahl aHer Fehler, die nicht kleiner sind als III und keinen grossern 
Betrag haben als 1l2• 

In del' Praxis, wo die Messungsreihen beschrankt sind, konnen nicht 
aHe Fehler vorkommen, die iiberhaupt moglich sind. Indes8en kann man, 
wenn nicht gar zu wenig Einzelmessungen vorliegpn, N ersetzen durch die 
Anzahl naIler wirklich vorgefalIenen Fehler, man nimmt dann an, dass 
jeder Fehlerbetrag in del' wirklichen Fehlerreihe in demselben Verhiiltnis 
weniger oft vorkommt, als diese wirkliche Fehlerreihe im Verhiiltnis zu del' 
moglichen weniger Zahlen enthiilt. Indem man dann aHe Fehler in Gruppen 
so ordnet, dass jede Gruppe 8ich von del' ihr zunachst stehenden um eine 
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bestimmte fUr aIle Gruppen gleiche Grosse unterscheidet, fUr jede Gruppe 
die ihr theoretisch zukommende Zahl nach der obigen J<'ormel berechnet 
und mit der vorhandenen J<lehlerzahl vergleicht, gewinnt man eine gewisse 
Uebersicht dariiber, ob die Fehler dem Verteilungsgesetz gehorchen oder nicht. 

Ein Beispiel fiir eine solche Rechnung habe ich schon in Art. 76 vor
gefiihrt. Eine solch genaue Rechnung wird aber selteu notig und erspriesslich 
sein, meist lehrt schon ein Blick auf die Fehlerreihe das Gewiinschte, und 
meist sind eben die Fehlerreiheu zur Auwendung' jenes Kriteriums so be
schrankt, dass man aus dem Fiir oder Wider des Kriteriums nichts Ent
scheidendes zu schliessen vermag. 

120. Kriterien aus den Beziehungen zwischen den charakteristischen 
Fehlern. Wertvoller und viel bequemer sind die Beziehungen zwischen den 
einzelnen charakteristischen Fehlern zur Beurteilung der Fehler. Zwar sind 
wir nicht in der Lage diese genau zu berechnen, aber auch fUr die wahr
scheinlichsten Fehler miissen, wofern sie dem hier adoptirten Wahrschein
lichkeitsgesetz geniigen, die Gleichungen des Art. 96 wenigstens angenahert 
Geltung haben, vermoge deren man die Pracision aus jeder Potenzsumme 
der absolut gerechneten Fehler eruiren kallll. Da man meist nicht die 
Pracision, sondern die sic ersetzenden charakteristischen Pehler bestimmt, 
so wird man die Relationen zwischen diesen benutzen, also namentlich die 
zwischen dem mittlern und durchschnittlichen und die zwischen dem mittlern 
und wahrscheinlichen Fehlel'. 

Die erste Relation sagt in bequelller Form aus, dass der mittlere Fehler 
einer l\Iessung It mal so gross ist, wie der durchschnittliche. Genauer ist 

IL = 1,25331 a, 
man berechnet also aus den wahrscheinlichsten Fehlern erst den durch
schnittlichen, dann den mittlern Fehler und sieht ZU, ob die obige Beziell1lng 
zwischen den beiden erhaltenen Zahlen erflillt ist, wenigstens so weit erfiillt 
ist, als es die Unsicherheiten p. 0, 70S/V n - 1 und 00, 75t)/vn ~1 in del' 
Berechnung von p. beziiglich a zulassen. 

Was die Beziehung zwischen dem wahrscheinlichen und mittlern Fehlel' 
anbetrifft, so ist 

r = 0,67449 p.. 

Den mittlern Fehler kann man nur durch Rechnung find en, der wahrscheinliche 
lasst sich aber, wenn auch nur annahernd, aus del' Zahl del' iibrig' bleibenden 
Fehler herauserkennel1. Nach seiner Definition ist namlich del' wahr
scheinliche Fehler derjenige, ii b e r dem es ebenso viele Felder giebt, wie 
un ter ihm vorhanden sind. Nachdem man die Fehler ohne Riicksicht auf 
ihre Zeichen nach ihrer Grosse geordnet hat (wobei von gleich grossen Fehlern 
j eder hingeschrieben werden muss), sucht man sich den heraus, del' ihre 
ganze Anzahl in zwei gleiche l'eile spaltet, so dass ebenso viele Fehler 
grosser wie kleiner sind:, als er. ] n einer .Fehlerreihe mit einer ung-eraden 

~. 
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Anzahl, etwa 2v + 1 Fehlern, giebt es stets einen mittelsten Fehler: es ist 
der v + 1 te, in einer mit einer geraden Anzahl, 2v, nimmt man das Mittel 
aus dem v ten und dem 'I + 1 ten. Der so durch Abzahlen gefundene Fehler 
ist genahert der wahrscheinliche Fehler, mit 3/2 multiplicirt - genauer 
durch 0,6745 dividirt - muss er eine Zahl liefern, die der des errechneten 
mittlern Fehlers annahernd gleich kommt. Diese Relation kann und braucht 
auch nicht so genau erfiillt zu sein, wie die zwischen dem mittlern und 
durchschnittlichen Fehler. 

Doch muss noch hinzugefiigt werden, dass bisher die Erfahrung ein 
etwas starkeres Auftreten grosserer Fehler aufweist, als man es nach dem 
G a us s ischen Wahrscheinlichkeitsgesetz erwarten sollte. Man wird daher den 
durch Abzahlen herausgesuchten wahrscheinlichen Fehler meist etwas 
grosser tin den, als den aus dem mittlern Fehler berechneten. 

Das sind so die aus der Fehlerreihe selbst zu entnehmenden Kriterien. 
S e eliger hat aber in der schon citirten Untersuchung darauf aufmerksam 
gemacht, dass sich auch die Differenzenreihen der Fehlerreihe zur Gewinnung 
von Kriterien heranziehen lassen. Er hat iiberall nul' die erste Differenzell
reihe und diese auch nur nach ihrer Zeichenanordnung benutzt. Man kann 
aber etwas weiter gehen. 

121. Zeichenkriterien aus den Differenzenreihen del' Fehler. Wir 
ordnen wieder die Fehler so, wie es zur Entdeckung der betreffenden 
systematischen Verfiilschungen notig ist. Die Reihe, die dann herauskommt, sei 

V1 ' v2 ' v3 ' v4 ' ... , V,,_l' v"' 
jeder Fehler mit dem Zeichen genommen, das ihm zukommt Bilden wir 
dann die Reihe 

so haben wir die erste Differenzenreihe der Fehler, und diese ist sogar auch 
Differellzenreihe der wahren Fehler. Sind nun die einzelnen v nach ihren 
Zeichen und ihrer Grosse dem Zufall unterworfen, so stellen auch die Zahlen 
der Differenzenreihe in gewisser Beziehnng zufallige Zahlen dar, denn da jede 
Zahl einen nenen Fehler enthiilt, sind aIle Zahlell bis zu einem gewissen 
Grade von einander unabhangig, und jede ist, vermoge del' in sie neu 
eintretenden, ganz zufiilligen Zahl gegen j ede del' andern zufallig, wenn 
auch die Differenzenreihe im Ganzen keine unabhangige Zahlenreihe darstellt. 
Es kann von ihren Zeichen genau dasselbe erwartet werden, wie von denen 
del' Fehler, das heisst in del' Differenzenreihe habell annahernd gleich viele 
positive nnd negative Zeichen sich vorzufinden, und es miissen Zeichen
wechsel und Zeichenfolgen, sich in annahernd gleicher Menge vorfinden. 
Diesen Satz hat zuerst Seeliger ausgesprochen. Bildet man aus del' ersten 
Differenzenreihe eine zweite, aus diesel' eine dritte u. s. f., so kaun man 
wol sagen: 

51. In keiner Differenzenreihe soll ein Zeichen das andere stark ube/'
wiegen, in allen sollen Zeichenwcchsel und Zeicltenfolgen vertl'cten sein. 
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Abel' es ist hier noch eins zu beachten. Bildet man aus einer Zahlenreihe 
eine Differenzenreihe, so konnen in diesel' nflue Zeichenfolgen namentlich an 
Stell en entstehen, wo in del' Zahlenreihe Nullen stehen, wo es also zweifelhaft 
ist, ob man eine Zeichenfolge odel' einen Zeichenwechsel anzunehmen hat. 
Die Differenzenreihe wird abel' nicht mehr Zeichenfolgen aufweisen, als 
del' urspriinglichen Zahlenreihe zugeschrieben werden diirfen. Zeichen
folgen haben die Neigung aus den successiven Differenzenreihen mehr und 
mehr zu verschwinden und Zeichenwechseln Platz zu machen. Ferner be
stehen die Differenzenreihen aus urn so wenig'er Zahlen, von je hOherer 
Ordnung sie sind, daher brauchen die obigen Forderungen urn so weniger 
erfiillt zu sein, je weiter wir uns von der eigelltlichell J<lehlerreihe entfernen. 

1m allg'emeinen wird man relativ mehr und mehr Zeichenwechsel ein
treten sehen. Doch ist es yon vornherein klar, dass ein [;Teberwie,qen clel' 
Zeidlenwecllsel immel' nodi {Jlh/sfiyer fjedeufet Icerilenmllss, als ein Uebenciegen 
/Jon Zeiclientolgell. 

122. Kriterien aus dem Verschwinden von Differenzenreihen. Auch 
aus del' Grosse del' Zahlen in den Differenzenreihcn ist noch einiges zu 
erselien. Jede Zahl in einer Differenzenreihc setzt eine zunachst rein zu
fallig'e Helation zwischen einer gewissen Anzahl von Fehlern fest, wcnn abel' 
alle diese Helationen einander gleich sind, hOrt der Zufall auf. Die folgende 
Differenzenreihe besteht dann ans lauter Nullen, und man muss notwendig 
schliessen, dass die Fehlerreihe rein aus systematischen Fehlern zusammen
gesetzt war. 

[)2. Bei Ji'elde1'1l, die uic/d rein systematisclt sind, darf lwine Dilf'el'enzen
reihe uel'sducinden, gesellieltt das doch, 80 sind die Felder clarstellbar clul'ch 
ei /Ie algebraische FUllctioll. 

Die algebraische Darstellullg del' systematischen }<'ehler ist abel' del' 
allein fiir die Praxis wichtige Fall. So verschwindet bei Fehlern die nach 
dem Gesetze v = a gebildet sind, also bei constanten Fehlern, die erste, 
bei solchen, nach dem Gesetze v = I] + bt, wo t die Variabele ist, die zweite; 
wenn Ii = a + Ut + ct2 ist, die dritte Differenzenreihe u. s. f. Dieses 
ware also ein ganz unfehlhares Kriterium fiir rein systematische Fehler, 
wie sie in der Praxis vorkommen konnen, abel' einerseits wird in seltenen 
Fallen die Beobachtungsreihe so durchg'efiihrt sein, dass die Ursache, 
welche die systematische Verfalschung hervorbringt, proportional zu- oder 
abnimmt, und andererseits hat man es fast nie mit rein systematischen 
Fehlern zu tun, weitaus in den meisten Fallen bestehen die Fehler aus 
systematischen un d zufalligen Elementen, und meist sind die zufalligen 
Teile derselben den systematischen gegeniiber keineswegs zu vernachlassigen. 
Die Forderung, dass aile Differellzenreihen sich sollen bilden 
1 as sen, bleibt abel' bestehen. Es kommt manchmal VOl', dass die syste
matische VerfliJschung nur eine Zeit lang geherrscht hat, und dann aufhorte, 
dieses wi I'd sich in den Differenzenreihen darin offenbaren, dass eine von 
ihnen eine A.nzahl von auf' einander folg'endell N ullen aufweist. Mehrere 
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auf einander folgende Nullen in einer Diiferenzenreihe Mnnen immer als 
verdachterweckend angesehen werden, und sie sind urn so mehr zu beachten, 
in je· grosserer Anzahl sie erscheinen und je niedriger die Ordnung der 
betreifenden Diiferenzenreihe ist, in der sie vorkommen. 

Da jede Punction ihren Cbarakter in den successiven Diiferenzenreihen 
ihrer auf einander folgenden Betrage oifenbart, ist es moglich, dass man durch 
eingehendes Sfudium der Diiferenzenreihen von Pehlerreiben zu neuen 
Kriterien gelangen kann, aber diese Kriterien wiirden dann scbon sebr ins 
Specielle gehen. 

Immerbin diirfte die Durcbsucbung der Diiferenzenreihen nach besonderen 
Eigenartigkeiten sehr zu empfehlen sein, sie ist insofern uie obDe Nutzen, als 
wenn sicb in denselben nichts· auffallendes hat finden lassen, das Suchen 
vergeblich war, man zu dem Cbarakter der Pehler als zufiilliger mehr Ver
trauen fassen kann. 

Die Diiferenzenreihen gestatten auch dem A b be schen Kriterium be
quem ern Ausspruch zu verleihen. 

123. Neue Fassung des A b be schen Kriteriums als Satz von der 
mittlern eraten Fehlerdifferenz. Piigt man zu der Reihe der ersten Diffe
renzen noch die Differenz des letzten Pehlers gegen den ersten (indem man 
sich bildlich die Pehler auf einem Kreise angeordnet denkt), so bat man 
die Zablengrossen 

Daher ist 

x=n X=n 

1 B .. 2 = 21 v .. 2 - 2(V1 V2 + V2 Va + Va V4 + .... + V,,_1 V" + V" v 1 ). 

x=1 x=1 

N ach dem A b be schen Satz hat man aber eine gewisse Wahrscbeinlichkeit 
dafiir, dass der Klammerausdruck verschwindet, daher ist im Grenzfall einer 
unbeschrankten Messungsreihe 

~82= 2~vx2, 

oder, indem man die aus der ersten Differenzenreibe gebildete mittlere 
erste Differenz mit fJo8 bezeichnet, 

LXII) fJo8=y2 fJo = 1,414fJo· 

Dillse Gleichung ersetzt das A b b e sche Kriterium, und sie ist vielleicht 
insofern vorzuziehen, als man bei mittlern Peblern sich auf bekannterem 
Boden befindet. Aehnliche Gleichungen lassen sich fur die folgenden 
Differenzenreihen entwickeln, sind aber weniger genau. 

124. Beispiel. Als Beispiel zur Erlauterung der letzten Auseinander
setzungen iiber die Differenzenreihen benutze ich wieder das schon mebrfach 
verwendete. 



125.] Kriterien aus den Differenzen der absoluten Fehler. 

1m ersten Fall haben wir 

Fehler I 
+3 
+2 --1 

+1 -1 

0 -1 

-1 -1 

-2 -1 

-3 -1 

2 

() 

0 
0 
0 
0 

Differenzenreihen 

3 4 5 

Die· folgenden Di:fferenzen
reihell verschwillden eben

falls. 
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6 

Die erste Differenzenreihe hat nur Zeichenfolgen, die zweite besteht 
schon aus lauter Nullen, die Fehler fulgen also dem Gesetz v = a + bt. 

Constante und linear-variabele Verfalschungen erkennt man iibrigens 
immer an den Messungen selbst, doch soIl das obige nur ein Beispiel sein. 

1m zweiten Fall, wo die Messullgen in der Folge 4, 5, 2, 1, 6, 7, 3 
erhalten wurden, haben wir 

Fehler I Differenzenreihen 
1 2 3 4 5 (; 

0 
-1 -1 +4 

+2 +3 
-2 

- 6 
+1 4 + 2 

+3 -6 - + 12 
-5 +10 + 14 -35 

-2 +4 9 -23 _. 

-3 -1 
+5 + 1 

+1 +4 

Hier sind aIle Differenzenreihen vorhanden, in jeder kommen nahezu 
ebenso viele positive Fehler vor wie negative, ferner hat jede Reihe uugefahr 
ebenso viel Zeichenwechsel wie Zeichenfolgen. 

125. Kriterium aus der Zu- und Abnahme der Fehlerbetrage. Etwas 
ahnliches, wie von den Zeichen der Fehler gilt auch von ihren absoluten 
Betragen, zwar diirfen nicht grosse und kleine Fehler in g lei c her Anzahl 
vertreten sein, im Gegenteil, jene sollen relativ seltener vorkommen als 
diese, aber es miissen grosse Fehler mit kleinen gehorig abwechseln, und 
andererseits sollen Grossenfolgen und Grossenwechsel tunlichst gleich ver
teilt sein, denn offenbar kanll es nicht mehr Zufall sein, wenn die Fehler 
in ihren Betragen fortwahrend wachsen oder abnehmen, noch wenn sie 
alternirend bald grossere, bald klein ere Betrage aufweisen. Einen bequemen 
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Ausdruck fiir die obige Forderung gewinnen wir, wenn wir von den Fehlern 
zu ihren Differenzen iibergehen. 

53. Bildet man $U der Reihe der ohne Zeichen, aber in der principiell 
notwendigen Ordnung hingeschriebenen Fehler ihre Differenzenreihe, so 
miissen in dieser positive Zeichen Ulnd negative in anniihernd gleicher Menge 
vorkommen und Zeichentvechsel w;:l Zeicltenfolgen sollen in iihnlicher Anzahl 
vertreten sem. 

1m zweiten Fall unseres Beispiels haben wir 

absol ute Fehlerreihe 0, 1, 2, 3, 2, 3, I, 

Differenzen + 1, + 1, + I, -1, -1, +:2, 

also 4 positive, 2 negative Zeichell, 3 Zeichenfolgen, 2 Zeichenwechsel, das 
ist nicht ungiinstig. 1m ersten ware 

absolute Fehlerreihe 3, .2, 1, 0, 1, 2, 3, 

Differenzen - 1, -1, -1, + 1, + I, + 1, 

3 positive, 3 negative Zeichen, abel' 4 Zeichenfolgeri, 1 Zeichenwechsel. 
126. Der Wert der Kriterien und die Notwendigkeit eingehender 

Protokolle: Es wird dem Leser aufgefallell sein, dass so sehr viele Kri
terien herangezogen sind, das liegt aber einfach daran, dass systematische 
Verfalschungen den allerverschiedensten Gesetzen folgen Mnnen. Absolut 
entscheidende Kriterien besitzt man fiir die Praxis iiberhaupt nicht, weil 
der Begriff gesetzloser Zahlenansammlungen uns an sich nicht recht 
fassbar ist. Man ist nur oft in der Lage, zu entscheiden, ob eine Zahlen
reihe system a tisch verfiilscht ist, dass sie rein zufallig ist, vermag man 
nie mit Sicherheit zu· behaupten. Daher muss man sich aIle iibersehbaren 
Mittel dienstbar machen, urn wenigstens einige Sicherheit fiir ein abgegebenes 
Urteil zu besitzen, denn wenu auch jedes der angefiihrten Kriterien fiir 
sich nicht ausreicht, urn zu entscheiden, ob man es in den iibrig bleibenden 
J!'ehlern mit systematischen oder zufiilligen Fehlern zu tun hat, so wird man 
doch durch die Anwendung a 11 e 1', und namentlich der Zeich enkriterien, zu 
einem relativ sichern Urteil gelangen. 1m einzelnen muss das meiste der 
Einsicht des Beobachters iiberlassen bleiben. Nur zweierlei will ich noch 
hervorheben: 

1. Da die See Ii g e r schen Zeichenkriterien von der Anordnung der 
Messungsergebnisse abhangen, so beziehen sie sich genau auf die Anordnung, 
die man gerade getroffen hat. Sie entscheiden, ob die Fehler in Bezug auf 
die Annahme, die man durch die besondere Anordnung ausdriicken will, 
zufallig sein konnen oder nicht, abel' nur in Bezug auf diese Annahme. Hat 
man noch einen an d ern Grund fiir eine eveniuelle systematische Ver
falschung der Messungen, so muss' man die Messungsergebnisse auch so 
noch anordnen und mit dem Seeligerschen Kriterium untersuchen, dass 
auch dieser andere Grund seinen Ausdruck erhalt. 
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Man muss demnach die Fehler in so vielell Reihen anordnen, als man 
besondere Griinde zu systematischen Verfalschungen hat und jede Reihe fiir 
sich nach der Methode der Zeichenzahlung untersuchen. 

2. Die Hauptgrundlage fiir die Beurteilung der iibrig bleibenden Fehler 
und damit des errechneten Resultats bildet das Beobachtungsprotokoll. 
Dieses muss daher mit minutioser Sorgfalt gefiihrt sein. Es solI nicht bIos 
die nackten Messungsergebnisse enthalten, sondern auch die Umstande, unter 
denen die Arbeiten ausgefiihrt sind, ang-eben; und wahrend der Experimente 
vorgefallene Storungen durch Temperaturwechsel, Zug, Ermiidung u. s. f. 
miissen sorgfaltig notirt sein. Man gewinnt so eine weit sicherere Ueber
sicht iiber das Verhaltnis der einzelnen Messungen zu einander, als durch 
die eingehendsten theoretischen Rechnungen. Da ferner der Beobachter 
selbst am besten beurteilen kann, wie seine Messungen ausgefallen sind, 
da er namentlich allein mit den einzelnell Vorgangen wahrend der Messungell 
bekannt ist, so ist es am besten, wenn er die Berechnung seiner Beobach
tungen selbst ausfiihrt. Zur Herstellung eines relativ freien Urteils ist es 
aber gut, wenn er sich v 0 r der Rechnung, indem er sich den ganzen Ver
lauf der Messungen nochmals vergegenwartigt und namentlich das Protokoll 
,zu Rate zieht, die einzelnen Messungen nach Massgabe ihrer Gii te auf einem 
besondern Blatt *) anordllet. 

Diese Ordnung bestimmt zugleich die Ordnung del' relativen Gewichte 
der einzelnen Messungen. Diese Gewichte zahlenmassig zu fixiren, ist 
meist so schwer, dass man bei den Messungen darauf Riicksicht nehmen 
muss, dass den einzelnen Bestimmungen tunlichst gleiches Gewicht zukommt. 
Nachtraglich fiir eine Messubg ein bestimmtes Gewicht ansetzen, dan man 
.nur da, wo die zwingendsten Griinde vorliegen. Nur wenn man von den 
einzelnen Bestimmungen weiss, aus wie vielen Messungen gleicher Artjede 
von ihnen hervorgegangen ist, kann man die Zahlen fiir die Gewichte 

. unmittelbar angeben, es ist dann das Gewicht einer Bestimmung so gross, 
wie die Zahl der Messungen, aus denen man sie abgeleitet hat. Aber es 
ist schon bemerkt, dass man in diesem einzigen Fall am besten auf die 
gleichwertigen Messungen zuriickgeht. 

Wenn man keinen Massstab fiir die Gewichte del' einzelnen Messungen 
hat, giebt man am besten allen Messungen gleiches Gewicht, rechnet also 
mit dem Gewicht 1. 

Doeh muss ich wegen der genauern V orschriften in Bezug auf die 
Gewichtsangaben auf das betrefl'ende Capitel iiber Untersuchungen verweisen. 

127. Zusammenstellung der Kriterien fiir zufl:i.llige Fehlerreihen. Ich 
stelle jetzt alle Kriterien fiir zufallige Fehler zusammen: 

1. Kein Fehler dan an Grosse irgend besonders auffallend hervortreten; 

*) Fiir die Rechnung sind natiirlich die ~Iessungen nach den Principien an
zuordnen, die vorhin angegeben sind. 
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die Messung, die einen Fehler hat, dessen Betrag ganz und gar unwahr
scheinlich ist, muss von der Berechnung ausgeschlossen werden. 

2. Wenn die Fehler so geordnet sind, dass die vermuteten systema
tisch en Verfalschungen einen Gang zeigen konnen (also nach wachsenden 
oder abnehmenden Betragen der verfalschenden Ursache), so miissen 

2a. In der Fehlerreihe und in ihren Differenzenreihen positive und 
negative Zeichen in nahezu gleichen Mengen vorhanden sein und Zeichen
weehsel mit Zeiehenfolgen gehorig abweehseln. 

Doeh ist ein Ueberwiegen von Zeiehenwechseln giinstiger zu deuten, 
als ein Ueberwiegen von Zeiehenfolgen. 

SpeeieIl hat Seeliger bewiesen: 
Je grosser die Anzahl der Einzelmessungen ist, urn so wahrscheinlieher 

wird es, dass 

in der Fehlerreihe : 

die Anzahl z aIler Zeichellweehsel, dividirt durch die Anzahl aller 
Zeiehen n, nahezu gleich ist dem doppelten Product aus der An
zahl n+ aIler positiven Zeiehen in die Anzahl n_ aller negativen 

Zeiehen, dividirt dureh das Quadrat aller Zeichen (z = 2n::_) , 
in del' ersten Differerenzenreihe: 

die Anzahl aller pOilitiven, beziiglich negativen Zeichen, dividirt 
durch die Anzahl aller Zeichen, nahezu gleich 1/2; 

(n'+=!, n'_=!), 
n' 2 n' 2 

Die Anzahl aller Zeichenwechsel, dividirt durch die Anzahl aller 
Zeichen, nahezu gleich 1/2, 

ist, und diese Wahrscheinlichkeit 'nahert sich der Gewissheit, wenn die 
Anzahl der Einzelmessungen ins Unbesehrankte waehst. 

2b. Die Zahlen in den einzelnen Differenzenreiheu (mit ihren Zeiehen 
aufgefasst) miissen tunliehst versehieden sein, namentlieh diirfen nieht starke 
Allhiiufungen algebraiseh gleieher Zahlen auftreten. Die Differenzenreihen 
sollen sieh aIle bis tunliehst zur letzten Reihe bilden lassen. 

Doeh wird man sich fast immer mit del' Untersuehung der drei oder 
vier ersten Differenzenreihen begniigen konnen. 

Definirt man ferner die mittlere Zahl in einer Zahlenreihe genau so, 
wie den mittlern Fehler einer Fehlerreihe, so muss 

2e. die mittlere erste Differenz fast das 1,414faehe des mittlern Fehlers 
sein (/1-0= 1,414/1-) (Abbe'sehes Kriterium). 

2 d. Behiilt man noch dieselbe Anordnung der Fehler, lasst aber ihre 
Zeiehen, fort und bildet dann die erRte Differenzenreihe, so miissen in dieser 
positive und negative Zeiehen und ebenso Zeiehenweehsel und Zeiehenfolgen 
in annahernd gleieher Menge vertreten sein. 
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Verlllutet man, dass die J\lessungen durch 1Il e hr e re Ursa chen syste
matisch vtlrfalscht sind, so hat man die Fehler fiir jede Ursache besonders 
zu untersuchen, was natiirlich im allgemeillen fiir jede Ursache eine eigene 
Anordnung der }<'ehler beding'en wird. 

Wo man keinen Grund hat, irgend eine systematische Verfalschnng 
anznnehmen, ordnet man die Fehler so an, wie die J\lessungen der Zeit 
nach erhalten sind. 

Hieran reihen sich noch Kriteriell zur Elltsclieidung, ob die iibrig 
bleibenden Fehler auch dem zu Grunde gelegten Wahrscheinlichkeitsgesetz 
gehorchen, und man tut am besten, fiir diese die Fehler in der Folge ihrer 
absoluten Betrage (jeden, so oft er vorkommt) anzuordnen. 

:; a. In der Fehlerreihe miissen kleine Fehler relativ iifter vel'tl'eten seill 
\Vie grosse. Genau sonte die' Anzahl der Fehler von dem kleillstell Fehlel' 
~o bis zum Fehler ~, welches aueh del' Fehler ~ ist, sein 

wo n die Anzahl aller Fehler in del' Fehlerreihe bedeuten dart', falls diese 
Anzahl nicht zu klein ist. }<'iil' die Funktion 8 ist, \Vie in Art. G7 aus
einandel'gesetzt, eine Tafel an das Ende des Buches angefiigt. 

Die Anwendung dieses Kriteriums diirfte nicht zu oft von besollderem 
praktischen Nutzen sein. Theoretisch ist dieses Kriterium aber von hohem 
Wert, und Bessel hat es bekanntlich benutzt, urn an einer besonders 
grossen Fehlerreihe (aus Bradley's Sternbeobachtungen) die Giltigkeit 
des G a u s sischen Wahrscheinlichkeitsgesetzes nachzuweisen. Wichtig sind 
die folgenden Kennzeichen. 

3 b. Der in der Fehlerreihe - diese nach den absoluten Betl'agell del' 
Fehler geordnet - in der J\litte stehende odel', falls die Anzahl der Fehlel' 
gerade ist, als J\littel aus den beiden mittelsten Fehle~n gebildete 1<'ehler, 
muss annahernd 0,6745, oder kurz 2;:\, vom mittlern Fehler betragell, 

3 c. Der durchschnittliche Fehler soIl bis auf die der Bereclmung der 
charakteristischen Fehler an sich anhaftende Unsicherheit das 4/5faehe 
vom mittlern }<'ehler betrag·en. 

Ueber das Resultat sagen die Kriterien gar lliehts aus. Wenn sie 
anzeigen, dass die systematisehen Verfalschungen als klein betrachtet werden 
diirfen, so wird im allgemeinen auch das Resultat nur in geringem J\laasse 
systematisch verfalseht seiu, aber da im Resultat die zufalligeu l<'ehler 
sieh compensiren sollen, so spielt hier der s y s t e III a ti s c h e Fehlel' eine 
relativ yiel wiehtigere Rolle, als in den einzelnen .Messungen; Hat man 
nun die betreffende Grosse geniigend scharf odel' in haufiger Wiederholung 
gemessen, so ist das Verlangen, auch den Rest del' Unsicherheit aus dem 
Resultat tunlichst allszumerzen, wol gel'echtfertigt. Alsdann bleibt niehts 
iibrig, als fiir die vermutete systematische Verfalsehung einen Ansatz zu 
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machen, aus den Beobachtungen die Constanten dieses Ansatzes auszu
rechnen und zuzusehen, ob dann nach Anbringung der so eruirten syste
matischen Verfalschung die Fehler der Zufalligkeit sich mehr anschliessen 
als frfiher. Wie man dabei zu verfahren hat, kann erst spater in der 
Theorie der Untersuchungen dargelegt werden. 

c) Pmktl'scher' lVert der charakterul'stz'schen Fehler. 

128. Der mittlere Fehler des Resultats als Kriterium fUr das Er
reichte. Die dritte und letzte Frage bezog sich auf den Nutzen der charak
teristischen Fehler. 

Sehr einfach steut sich die Sache fUr die charakteristischen Fehler des 
Resultats, hier ist namlich allein der mittlere Fehler von Bedeutung, und 
da diesel' zugleich den wahrscheinlichsten Fehler des Resultats abgiebt, so steut 
er die wahrscheinlichste Unsicherheit, die dem gewonnenen Resultat noch an
haftet, dar. Nun muss der Experimentator immer einen gewissen Ueberblick fiber 
die Sicherheit, mit der er eine betrefl'ende Grosse bestimmen will, im Voraus 
besitzen; er muss wissen, welchen ]i'ehler in dem Endergebnis er sich ge
fallen lassen kann; findet er den mittlern Fehler des Resultats kleiner als 
diesen zu tolerirenden Fehler, so darf er mit seinen Versuchen zufrieden 
sein, findet er ihn grosser, so muss er noch mehr Versuche machen oder 
die Methode andern. Gewohnlich sucht man die BeobacMungen so weit zu 
treiben, bis der mittlere Fehler nur mehr etwa 1/3 von dem zu tolerirenden 
betragt. 

129. Die charakteristischen Fehler der Einzelmessungen als Kriterien 
fUr die Methode der Beobachtung. Die charakteristischen Fehler der 
Messuugen haben eine mehr ideale Bedeutung. Wir wissen, dass man mit 
jeder Methode, vorausgesetzt, dass nur zufallige Fehler vorfallen, durch 
geniigende Haufung del' einzelnen Bestim l11ungen schliesslich zu einem 
genfigend genauen Resultat gelangell kaHn, es konnen also auch schlechte 
Methaden, wenn man nur die geuiigende Ausdauer in dem Wiederholen der 
Messung'en und Variiren del' Umstande entwickelt, zu einem relativ geringen 
mittleru Fehler des Resultats fuhren. Dagegen wird man, man mag die Versuche 
so oft wiederholen, wie man will, nie bei einer schlechten Methode fUr die 
e i 1l Z el n e n Me s sun g e n kleine charakteristische Fehler erlangen. 

Die charakteristischen Fehler der Einzelmessunge n sind ulliosbar 
mit del' Methode~') der Beobachtung verkniipft, sie sind gross, wenn diese 
Methode schlecht, klein, wenn sie gut ist. Demgemass dienen denn auch 
diese Fehler zur Kritisirullg der Art, wie man die Beobachtungen eillge
richtet, mit welchenMitteln man sie ausgefiihrt hat und wie man als Beobachter 

*) Unter Methode verstehe icb, wie schon einmal bemerkt, immer zugleich auch 
die eigentliche mechanische Ausfiihrung der Messungen. 
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dabei zu Werke gegaugen ist. Findet man trotz der guten Einrichtung der 
Versuche grosse charakteristische Fehler, so muss man schliessen, dass der 
Beobachter nicht geschickt genug in der Einrichtung und Ausfiihrung zu 
Werke gegangen ist, denn diese Factoren spiel en alle mit, und ihre Pradicate 
kommen in den charakteristischen Fehlern zum Ausdruck. 

Die charakteristischen Fehlel' del' Einzelmessungen haben hiernach fiir 
eine bestimmte gel'ade durchgefiihrte Messungsreihe zunachst insofern 
praktische Bedeutung als man durch sic auf die zu grossen Fehler aufmerk
sam gemacht wird und damit die herausfallenden Messungen erkennt. 
Hat man aber mit Messungen der betreffenden Art Ofter zu tun, so wird 
man dieselben informatorisch nach mehreren Methoden ausfiihren - falls 
man nicht die beste Methode von vornherein erkennt - und zum fernern 
(fl;hrauch diejenige dieser Methoden wahlen, welche bei dem relatir 
gerillgsten Aufwand von l'IIitteIn und Miihe die kleinsten chnrakteristischcll 
FehIel' liefel't. 

Wenn man die einzelnen Operationen bei einer Methode und die mitt
lern FehIer, die ihnen eventuell anhaftcn, kenllt, so vermag man, wie sich 
in der Theorie del' zusammengesetzten Messungcn noch ergeben wird, die 
charakteristischen Fehler der betreffenden Methode im Voraus zu berechnen, 
aber es ist nicht zu vel'gessen, dass bei der wi l' k Ii c hen Anwendung zur 
Methode noch manches die Genauigkeit beeinflussende hinzukommt. 

VIII. Zahlenbeispiel fur die Anwendung der Theorie 
einfacher Messungen. 

Die Beispiele, die im Verlaufe der auseinandergesetzten Theol'ie ein
fachel' Messungen hin und wieder eingeflochten sind, sonten die Anwendung 
s p e ci ell er Resultate demonstriren. lch lasse jetzt ein ausgedehntes Bei
spiel folgen, welches nach allen Richtuugen darlegen 8011, wie man Beob
achtungen nach den elltwickeltell Prillcipien ausgleicht und wie man sie 
nach ihren FehlBrn bearbeitet. 

130. Die gemessene Grosse. 1m Auftrage der Behiirde, bei der ich 
amtlich besehiiftigt bin, habe ich das capillare Verhalten verschiedener 
Fliissigl\eiten untel'sucht. Dabei ist gam besonders eingehend das Wasser 
studirt worden, in ausgedehntell Versuchsreihell ist der Capillaritatscocfficient 
dieser Fliissigkeit fiir 9 Tempcl'aturen zwischen 15 0 und lOll 0 bestimlllt 
worden. Die angewendete Methode ist die der Steighiihen in engen Glas
rohren. 

Bezeichnet a 2 den Capillal'itiitscoefficienten des Wassel's bei einer gewissen 
Temperatur, so erhebt sich das Wasser in einer Rollre vom Radius r, die 
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in eiu weites Gefass voll der bezeichneten Fliissigkeit taucht, zu einer 
Hohe h iiber dem aussern Niveau, die sich geniigend gellau nach der }<'ormel 

a2 l' 
h= --, 

1" J 

herechnen lasst. Hieraus folgt 

a2 = l' ( 11 + i)· 
ludem man die SteighOhe mit einem Kathetometer misst und den 

Radius l' nach einer der im zweiten Bande auseinanderzusetzenden Me
thoden bestimmt, kann man so den Capillaritatscoefficiellten des Wassers 
unter beliebigen Verhaltuissen berechnen. *) Es ist das zwar keine ein
fache Messung mehr, denn a2 hangt von der Bestimmung zweier Grossen 
ab, wird also eigentlich nicht selbst gemessen; indem wir aber die jedes
malige Messung von h und r als fehlerfrei betrachten, konnen wir a2 wie 
eine direct gemessene Grosse ansehen. 

Spater, wenn wir zur Theorie der Untersuchungen kommen, soll das 
Beobachtungsmaterial vollstandiger mitgeteilt werden, urn daraus Beispiele fiir 
die Bearbeitung von Untersuchungen zu schopfen. Fiir den jetzigen Zweck 
reichen die Bestimmungen von a2 bei e i n e r Temperatur, in der Nahe von 
15° C., aus. 

Die Beobachtungen sollen in doppelter Hinsicht benutzt werden, zuerst 
will ich sie lediglich, um ein Rechnungsbeispiel zu gewinnen, anwenden, 
sie also ohne jede Discussion so hinschreiben, wie ich sie hekommen habe, 
und an ihnen zeigen, wie das wahrscheinlichste Resultat, die charak
teristischen Fehler, die Pracision u. S. f. zahlenmassig zu berechnen sind. 
Dann aber sollen die Fehlerquellen auseinandergesetzt, die Beobachtungen 
darnach geordnet, discutirt und so berechnet werden, dass ihre Resultate 
auch physikalischell Wert bekommen. 

a) Dz'e Messungen weTden ledz"gZz'ch cds Zahlenbez"sp'l'el/'il1' dz"e 
entwz'ckelten Ausgle'l'chungifoTmeln benutzt. 

131. Bildung von Gruppellmitteln. Die folgende Zusammenstellung 
giebt in der ersten Columne die Nummern, in der zweiten die Radieu p der 
benutzten Rohreu, die dritte Columne enthiHt die in der bezeichneten Weise 
bestimmten Werte ax 2 von a2 in Quadratmillimeter. Von der vierten beginnt 
die Rechnung. 

*J Der so bestimmte Capillaritatscoefficient ist als FHiche z. B. in qmm aus
gedriickt gedacht. Multiplicirt man a2 mit del' Dichte des Wassers bei del' be
treffenden Temperatur und dividirt durch 2, so bekommt man die Anzahl Gewichts
einheiten, z. B. Milligramme, die an einer Strecke von der Langeneinheit, z. B. 
Millimeter, auf ir~end einer Glasflache vom Wasser dann hangt, wenn dieses die 
Glasflache gehiirig benetzt. 
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~~1_2. -I-~--I~-~'- 5. ~. 
N0'1 P 1l_'x_2 J_Il'x 2Jp~_--"i ___ ~~~61,'X 

'7. 
0' 
~.' 
'1" 
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25 
36 

1 
9 

" 

" 
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" 
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" 

" 
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5 0,344 

61 0,336 

" 
7 0,231 

8 j 0,206 

I 
9 1 

1 

0,204 

" 
" 

10 0,196 

" 
" 

11 0,186 

" 

" 
12 0,179 

" 
" 
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14,44 
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-0010 
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I 0.000 

+ 0,130 ' 
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-0,038 
+0,002 
+ 0,002 

100 
14400 

° 16900 

64 
4 

1764 
1444 

4 
4 

0,075 
0,103 
0,069 

0,017 
0,026 
0,018 

- 0,200 
-- 0,310 
- 0,190 
-0,060 

400 
~)61 

aS1 
:16 
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- O.320! 102+ 
-- 0,280 I 78+ 
-- 0,360 12~)6 

- 0,320 1024 
- 0,320 1024 

15,082 

15,200 

(6) 
1 

(1) 
0,000 I 

0,000 i 

o -0,440 1936 

14,940 (1) 

14,766 (5) 
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14,423 (3) 
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+O,OG3 
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o 
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o 

o 
4 
4 

4 
4624 
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3969 
289 
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0,069 

0,002 
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0,001 
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0,048 
0,032 
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0,056 
0,037 

-- 0,180 

+ 0,050 ! 

+ 0,030 
+0,040 i 

+ 0,040 I 

- 0,190 ! 

:l24 

25 
9 

16 
16 

361 

- 0,200 400 

I 
+ 0,120 i 144 
+ 0,140 I 196 
+ 0,100 100 

+ 0,140 1% 
+ 0,070 49 
+ 0,160 256 
+ 0,180 I 324 

i 

+ 0,400 HiOO 
+ 0,320 I 1024 
+ 0,290 841 

+ 0,018 3~4 0,073 + 0,210 441 
+ 0,018 324 0,104 + 0,210 441 
-- 0,002 4 I 0,069 + 0,190 3Gl 
-- 0,162 26244! + il,030 9 

I + 0,128 16384 + 0,320 1024 
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, - 0,182 33124 0,144 + 0,200 400 
i - 0.142 ! 20164 0,162 + 0.240 576 
+ 0;078 II 6084 0,108 + 0,460 2116 
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j

43264 + O.59() 3+81 
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Fortsetzung der Tabelle umstehend. 
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+ 0,160 
+0,020 
- 0,200 

i - 0,150 
-.- 0,120 
- 0,140 
- 0,170 
- 0,180 
+ 0,050 
-0,010 
+ 0,000 

I - 0,070 

1

-0,100 
- 0,240 

I
, + 6iz 

- 617 

576 
529 
400 
256 

4 
400 
225 
144 
196 
289 
324 

25 
1 

° 49 
100 
576 

33953 

Da wir annehmen, dass alle MesRungen gleiche Schiirfe haben, sind 
die wahrscheinlichsten Werte fUr die einzelnen Rohren die Mittel del' beziig
lichen Messungen; beispielsweise hat man fUr den wahrscheinlichsten Wert 
aus den Versuchen mit del' Rohre ] 

,2 14,81 --i- 14,82 + 14,77 + 14,73 2 
at = ---- 4 = 14,78 . 

N atiirlich wird man, wo sie g-ross sind, nicht unmittelbar mit den Messungs
zahlen selbst rechnen, sondern wird sich erst aus dem An blick del' Zahlen 
einen Niiherungswert fiir ihr Mittel ableiten und die Differenzen del' Zahlell 
gegen diesen Niihcrungswert ausg-leichen. Solche Naherungswerte sind in 
jedem Fane sehr leicht zu find en, man braucht zum Beispiel bIos das 
Mittel aus der grossten und der kleinsten Zahl zu nehmen, oder eine in der 
Mitte liegende durch 10 dividirbare Zahl zu benutzen. 
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In unserm FaIle ist offenbar 14,80 ein soleher Naherungswert, also 
wird man sehreiben 

a'2 = 14 80 + 0,01 + 0,02 - O,~~--=- 0,07 = 14 80-0 018 
l' 4 " . 

In dieser Weise sind aIle bezugliehen wahrseheinliehsten Werte bereehnet. 
Sie stehen in der vierten Columne; neben die einzelnen Zahlen habe ieh 
in Klammern die Anzahl der Messungen hingeschrieben, aus denen sie 
bezuglich gewonnen sind. Wenn, wie wir angenommen haben, aIle Mes
sungen ganz gleich scharf sind, und wenn namentlich zwei mit einer Rohre 
erhaltene Zahlen ebensoviel wert sind, wie zwei mit z wei Rohren erlangte 
Zahlen, so stellen die bezeichneten eingeklammerten Grossen die relativen Ge
wichte der einzelnen Mittel dar. Also isi dann das Gewieht des ersten Mittels 4, 
das des letzten 17 u. s. f. Wie der Begriff des ,., Gewichts" definirt ist, 
heisst das, urn fiir a2 einen Wert zu bekommen, der ebenso genau ist, wie 
der erste Mittelwert; hat man 4, und wenn er ebenso genau sein soIl, wie 
das aus den Versuchen mit der 17 ten Rohre abgeleitete Mittel, ] 7 Einzel
messungen anzustellen; oder auch die Genalligkeit des ersten Mittels ist y4, 
die des letzten y17 mal so gross, wie die einer einzelnen Messung. Die 
fiinfte Columne enthiilt die Differenzen v~ der bezuglichen Einzelmessungen 
gegen die beziiglichen Mittel, also die wahrscheinlichsten Fehler in Bezug 
auf diese Mittel. Die algebraische Summe dieser Fehler muss fiir jede Rohre 
versehwinden, oder, genauer gesprochen, kleiner sein, als das n'/2fache der 
letzten benutzten Decimale. Indem man in jedem FaIle zusieht, ob diese 
Forderung erfiillt ist, erfahrt man, ob das Mittel richtig gerechnet ist 
oder nicht. . 

132. Das wahrscheinlichste Resultat alIer Messungen. Das allgemeine 
Mittel, das aus allen Messungen folgende wahrscheinlichste Resultat, kann 
man entweder unmittelbar aus den .einzelnen Messungen, oder aus den fUr 
die einzelnen Rohren gebildeten Mitteln ableiten, rechnet man mit diesen 
Mitteln, so hat man jedes derselben so oft zu nehmen, als sein Gewieht 
Einheiten enthalt, das erste 4mal, das letzte 17 mal u. s. f. Hiernach 
bekommt man, indem man wieder erst Naherungswerte einfiihrt, 

x= 14,7 + 0,11 +0,12+·· -°6394- 0,26- ... +0,30 = 14,7 +0,060 = 14,760, 

oder auch 

x=14 7+ O,082.4+0,250.4+,--,:..-0,060~ -0'.078.4 ----'--'. + 0,088.17 
, 69 

=14,7 + 0,060 =14,760. 

Dieses Mittel 14,760 steht sowol am Fusse der dritten, als an dem der 
vierten Columne. Das Gewicht desselben ist gleich der Summe der Gewichte 
der einzelnen Messungen oder der der Partialmittel, in beiden Fallen gleich 69, 
seine Genauigkeit also y69, mehr als 8mal so gross, wie die einer einzelnen 
Messung. 

Weinstein, Lehrbuch 1. 10 
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Die achte Columne enthalt die wahrscheinlichsten Fehler der einzelnen 
Messungen in Bezug auf dieses Generalmittel, die algebraische Summe aller 
dieser Fehler muss gleich 0, sein, jedenfalls aber kleiner, als das n/2fache 
der letzten (hier dritten) Decimale, die man noch mitberticksichtigt sehen 
will. Zur Controle der Rechnung hat man daher diese Sum me zu bilden. 

133. Die charakteristischen Fehler der Einzelmessungen, wenn jede 
Gruppe fiir sich betrachtet wird. Von den charakteristischen Fehlern bilden 
wir erst die der einzelnen Messungen, und von diesen zunachst die sich 
auf die einzelnen Gruppen beziehenden. Da die charakteristischen Fehler 
alIe umgekehrt proportional sind der Wurzel der urn 1 verminderten Anzahl 
der :Messungen, so kommt man bei den Gruppen, die nur aus einer Messung 
bestehen, auf die Form 0/0, fUr diese kann man die charakteristischen 
Fehler nicht berechnen. 

Von den andern Gruppen hat man fiir die erste, wie aus den Zahlen 
der fiinften Columne zu ersehen, 

8 ' = 0001 . 28 + 38 + 12 + 52 = ° 037 
1, V4 .3 " 

0,041, 

r1'= 0,674 [11'= 0,028. 

In entsprechender Weise sind die charakteristischen Fehler fiir die folgenden 
Gruppen berechnet und in der 7. Columne in der Folge Il', p.', r' vereinigt. 

Hinsichtlich der Ausfiihrung dieser Rechnung ist bei dem durcbscbnitt
licben Fehler weiter nichts zu sagen, als dass man die betreffenden Fehler 
o hn e Riicksicht auf ihr Zeichen addirt und durch die Quadratwurzel am; 
n'(n' - 1), wo n' die Anzahl der benutzten Fehler, dividirt. Zur Ableitung 
des mittlern Fehlers schreibt man sich unmittelbar hinter die Fehlerreihe 
die Quadrate der Fehler hin, ist in Columne 6 geschehen, dividirt durch 
die betreffende urn 1 verringerte Anzahl und zieht die Quadratwurzel. Das 
Quadriren der Fehler geschieht unmittelbar oder durch Benutzung der wol 
in den meisten Logarithmentafeln vorhandenen Quadrattafeln. Urn dabei 
die Grossenordnuug der Fehler nicht beriicksichtigen zu miissen, sieht man 
alIe Fehler als ganze Zahlen an, indem man einen Factor 10 - cr, wo a gleich 
der Anzahl der Decimalen ist, die man beim Fehler mitfiihrt, hinzugefUgt 
denkt; in unserm FaIle wird dieser Factor 10- 3, das ist O,OOL 

134. Die charakteristischen Fehler der Einzelmessungen und des 
Resultats berechnet aus allen Messungen. Wir haben jetzt die charakte
ristischen Fehler der Messungen in Bezug auf das wahrscheinlichste Resultat 
alIer Messungen zusammengenommen zu bilden. Das gescbieht mit Rilfe 
der in der achten Columne niedergeschriebenen wahrscheinlichsten Fehler 
gegen das Generalmittel. 
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Addiren wir diese Fehler sammtlich ohne Riicksicht auf ihr Zeichen und 
dividiren durch V' n(n - 1) = V69. 68, so resultirt 

a = 12,29 =0179. 
V' 69. 68 ' 

Die Bildung der ~ Ivl erfordert keine selbststandige Rechnung, denn da man, 
um die Richtigkeit des Generalmittels zu controliren, die ~v, die nahezu ver
schwinden soll, so wie so zu rechnen hat, so addirt man bei dieser Rechnung 
alle positiven Fehler fur sich und alle negativen Fehler fiir sich. Die be
ziiglichen Summen miissen einander an Betrag nahezu gleich sein, ihre ab
solute Summe giebt ~Ivl. Am Fuss der 8. Columne stehen die 2 bezeichneten 
Summen: die Summe der positiven, dann die der negativen }<'ehler, die 
absolute Summe dieser beiden Summen ist 12,29. 

Hinsichtlich des N enners V' Ii!) .68 ist zu bemerken, dass man fUr grosse 
Zahlen unbedenklich das geometrische Mittel mit dem arithmetischen ver
tauschen darf. In unserm Falle ist zum Beispiel V'69. 68 = 68,497 und 

69 + 68 d' t f d' R hI' h h --2-- = 68,5, un es IS iir Ie ec nung ganz g OlC giltig, welc e von 

beiden Zahlen man benutzt. 
Zur Berechnung des mittlern Fehlers hat man die Quadrate aller in 

Bezug auf das Generalmittel wahrscheinlichsten Fehler zu addiren, durch 
n - 1 = 68 zu dividiren und aus dern Quotienten die Wurzel zu ziehen. 
Die Quadrate der Fehler nach Ausscheidung des Factors 10 - 4 stehen in 
der neunten Columne, welche die Ueberschrift 104 vx 2 tragt, ihre Summe ist 
am Fuss der Columne zu 33553 angegeben, also wird 

p. = 0,01 V33:';3 = 0,222. 

Die Ausrechnullg geschieht nach dem Schema 

log ~ v2 = 4,5257 
log (n - 1) = 1,8325 
Diff. = 2,6932 

D'ff 
_1_. =13466 

2 ' 
Num.= 22,2 

p. = 0,01 Num. = 0,222. 

Der wahrscheinliche Fehler ist das 0,674 .. fache yom mittlern, also 

r = 0,150. 

Wir wissell, dass diese charakteristischen Fehler, wei! wir es mit wahr
scheinlichstell Fehlern zu tun haben, nur Naherungen an die wahren Be
trage derselben sind; weil ferner die A nzahl der Messungen beschriinkt ist, 
haftet ihrer Berechnung noch eine gewisse mittlere Unsicherheit un. Diese 

10' 
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ist fUr den durchschnittlichen Fehler gleich a 0.756/ yn=T = 0,01~, fiir den 
mittlern p.O,708/y'n-1 =0,019, fiir den wahrscheinlichen rO,708yn =0,013. 
Also wird 

a = 0,179 + 0,017, 
p. = 0,224 ± 0,019, 
r = (l,151 ± 0,013. 

Die mittlern Unsicherheiten sind, weil wir es immerhin mit einer be
deutenden Anzahl von Messungen zu tun haben, unerheblich. 

Dieses sind die charakteristischen Fehler jeder einzelnen Messung, der 
erste giebt die durchschnittliche absolute Grosse der einzelnen Fehler, der 
zweite zeigt den Fehler an, den man bei einer Wiederholung derselben 
Messungen im Ganzen zu befiirchten batte, oder auch den Fehler, der bei 
der gerade befolgten Methode eine gross ere Wahrscheinlichkeit fiir sein Ein
treten besitzt, als hei irgend einer andern Methode, der also zum Beispiel, 
wenn wir die Messungen an Platten oder an Tropfen ausgefiihrt batten, 
nicht leichter eingetreten ware, als er bei Versuchen an Rohren zum V or
schein kommen kann. Der dritte Fehler hat die Bedeutung, dass sich 
in der Reihe der Fehler 34finden miissen, die grosser sind als er nnd 34, 
die kleinern Betrag besitzen. Tatsachlich giebt die Fehlerreihe 30 klein ere, 
38 gross ere, eine Uebereinstimmung mit der Theorie, die immerhin als be
friedigend zu bezeichnen ist. 

Die charakteristischen Fehler des wahrscheinlichsten Resultats sind nach 
der Theorie das 1/ynfache derjenigen einer Messung, also bekommen wir 

13 
I3r = v' 69 = 0,023 ± 0,002, 

P.r = p. = 0,027 ± 0,002, 
V69 

r 
rr = ./-= 0,018 ± 0,002. 

V 69 

135. Bedeutung des Endergebnisses und seines mittlem Fehlers. 
Eine eigentliche Bedeutung hat hier nur der mittlere Fehler, denn dieser 
ist zugleich der wahrscheinlichste Fehler des Resultats. Wir diirfen sagen, 
das wahrscheinlichste Ergebnis der Gesammtheit aner Messnngen ist 

a2 = 14,760 ± 0,027, 

das heisst, am wahrscheinlichsten ist zu befiirchten, dass die Annahme 
a2 = 14,760 urn 0,027 zu gross oder zu klein ausfalltj oder: der wahr
scheinlichste Wert aus allen Messungen ist a2 = 14,760, doch kann dieser 
Wert auf nicht mehr als 0,027 verbiirgt werden, er kann ebenso gut urn 
0,027 zu gross als zu klein sein. Die Unsicherheit des mittlern Fehlers 
selbst ist dabei 3Js belanglos nicht beriicksichtigt, sonst muss man sagen, 
dass die Zahl 14,760 urn 0,025 bis 0,029 zu gross oder zu klein sein kann. 
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Es ist durchaus notig, dass der Leser sich die Bedeutung der einzelnen 
Grossen in jedem FaIle ganz klar macht, sonst hat er leere Zahlen, die 
ihm gar nichts aussagen. leh will naher auch noch auf den physikalischen 
Sinn der Ergebnisse kurz hindeuten. Da die Dichtigkeit des Wassers bei 
15° sich von 1 nur sehr wenig unterschcidet, giebt. die Zahl a2j2 (siehe 
die Note auf Seite 142) auch das Gewicht der Wassermenge, welche an 
einer Langeneinheit einer in das Wasser getauchten und von dies em voll
standig benetzten Glasflache vermoge der Capillaritat gehoben wird und 
hangen bleibt. Wir haben a2 mit Quadratmillimeter gem essen, denken wir 
nns diese Zahl mit der Dichtigkeit, 1, mUltiplicirt und durch die Langen-

. h·t d' 'd't 't (14,760±0,027) db' h t G ' em e1 1 mm IV1 If , so IS 2 as eZeIC ne e eWIcht, 

und das Resultat unserer Rechnungen sagt aus: 
Nach den angestellten 69 Messungen und unter den tiber die Messungen 

gemachten Annahmen ist es am wahrscheinlichsten, dass an einem Milli
meter auf einer in Wasser zum Teil getauchten und von dieser vollig 
benetzten Glasflache 7,380 Milligramm Wasser vermoge der Capillaranziehung 
hangen, doch kann diese Milligrammzahl urn 0,012 bis 0,015 Milligramm zu 
hoch oder zu niedrig angegeben sein, wenigstens vermag man, wenn keine 
andern Messungen zur Disposition stehen, nicht mehr als 0,012 bis 0,015 Milli
gramm an dieser wahrseheinlichsten Zahl zu verbiirgen, Mit Sicherheit 
kann man iiberhaupt nichts verbiirgen, nur mit den Umstanden nach grosster 
Wahrscheinlichkeit. 

136. Die charakteristischen Fehler berechnet aus den wahrschein
lichsten Fehlern der Gruppenmittel. Wir haben uns bei der Berechnung 
der charakteristischen Fehler unmittelbar an die Messungen gehalten. Wir 
konnen aber auch, indem wir von den Formeln flir ungleich scharfe 
Bestimmungen Gebrauch machen, von den Gruppenmitteln ausgehen. 

Die Fehler der Gruppenmittel gegen das Generalmittel sind 

- 0,022; - 0,190; - 0,322; - 0,440; - 0,180; - 0,006; - 0,200; 

+ 0,120; + 0,138; + 0,337; + 0,192; + 0,382; - 0,080; + 0,042; 

+ 0,030; - 0,297; - 0,028. 

Fiir die Gewichte derselben haben wir beziiglich 

4, 4, 6, 1, 1, 5, 1, 3, 4, 3, 5, f>, 1, 5, 1, 3, 17. 

Multiplicirt man jeden Fehler mit dem zugehorigen Gewicht und ad dirt 
aIle Producte unter Beriicksichtigung ihI'er Zeichen, so muss Null heraus
kommen. 

Es ist ferner 
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also 
22(4 + 190y4 +322y6 + ... +28(17 a = 0,001 = 0,322. 

Y17.16 
Ferner hat man 

also 
_ .. /222.4+1902.4+3222 .6+".+282.17_ 

fJ. - 0,001 V 16 - 0,414. 

Diese Zahlen weichen sehr stark von den friiher erhaltenen, 0,179 be
ziiglich 0,224, au; sie haben zwar, wie wir noch spater sehen werden, nicht 
ganz dieselbe Bedeutung wie diese, aber immerhin zeigt sich selbst bei 
diesem nicht ungiinstigen Beispiel wie gerechtfertigt die Warnung war, 
Messungen zu Gruppen zu vereinigen, und mit den Gruppenmitteln zu 
rechnen. Wir miissen die charakteristischen Fehler, wo es nur irgend 
moglich ist, unmittelbar aus den Messungen selbst ableiten, falls diese 
wirklich ganz gleichartig sind. 

137. Die Pracision; Berechnung und Erklarung. Die letzte der zu 
bestimmenden Grossen ist die Pracision weiner Messung. Dazu dient eine 
der beiden Formeln 

0,31831 e 
(1)= !'o , 

o 

0,39895e 
W= , 

f1. 

e ist die Einheit, in der wir die Fehler rechnen und als Factor hinzugefiigt, 
um hervortreten zu lassen, dass w eine reine Zahl ist. Wir bekommen 

w = 1,78e aus a berechnet, 
w=1,78eausfJ. " 

zwei ganz gleiche Zahlen. 
Praktisch ist es ganz gleichgiltig, wie lllan die Einheit e fiir die Fehler 

wahlt, theoretiseh sieht man aber in der Ausgleichungslehre die Fehler immer 
als ganze Zahlen an, das heisst, man denkt sich die Fehler von einander 
immer um ganze Anzahlen von Einheiten, in der sie gemessen sind, ver
schieden, und als Einheit sieht man den Fehler an, den wir seiner Grosse 
nach unmittelbar auf den Fehler Null folgen lassen, der also fiir uns noch 
gerade Bedeutung hat. Um das auch in der Rechnung hervortreten zu 
lassen, haben wir also e so zu wahlen, dass V/e somit auch a/E, fJ./E, r/E 
u. s. f. als ganze Zahlen erscheinen. Wir haben die V in 3 Decimalen 
ausgedriickt, wir hielten also Fehler von 0,001 noch als beriicksichtigens
wert, und haben damit indirect ausgesprochen, dass wir aIle Fehler 0,001, 
0,002, 0,003 u. s. f. als moglich ansehen, daher ist € = 0,001 zu setzen. 
Hatten wir die dritte Decimale fortgelassen, so waren als besondere Fehler 
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fur uns nur die um 0,01 sich unterscheidenden vou Bedeutung, die fiir uns 
moglichen Fehler betrugen dann 0,01, 0,02, 0,03 u. s. f. und es ware 
II = 0,01 zu setzen. Bleiben wir aber bei drei Decimalen, so wird 

w =0,0018. 

Nun bedeutet w die Wahrscheinlichkeit des Fehlers, der die Grosse ° besitzt, 
die obige Zahl sagt also aus, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 
Null bei der besondern Art unserer Messungen etwa 1/500 betragt. Die 
moglichen Fehler unserer Messungen sind aber 

0,001, 0,002, 0,003, ..... . 

und wenn sie auch nicht aIle vorgefallen sein Mnnen, weil wir eben nur 
69 Messungen gemacht haben, so sind sie doch alle moglich. In der Tat 
laufen die Fehler mindestens bis 0,590, es sind also mindestens 590 Fehler 
moglich, und da der grosste Fehler 0,590 nur das 21/2fache vom mittlern 
Fehler betragt, hatten ganz gut auch noch grossere Fehler vorfallen konnen. 
Der grosste mogliche Fehler kann sogar, wie sich aus der bald folgenden 
I<'ehlerdiscussion ergeben wird, die ganze Grosse a2 ubersteigen, denn wenn 
die Rohre z ufallig durch eine Collodiumschicht verunreinigt ist, tritt statt 
einer Erhebung des Wassers eine Depression ein. Grossere Fehler sind 
nicht bIos moglich, sondern miissen bei ein'er Fortsetzung der Versuche 
sogar noch ziemlich haufig vorfaIlen. Die relative Kleinheit der Zahl w 

kann also nicht Wunder nehmen. 
138. Das Wahrscheinlichkeitsgesetz. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen 

Fehler von der Grosse V ist hiernach 
V' -(0,0018)'" -, 

l' = 0,0018 e·' 

Der grosste vorgefallene Fehler ist V = 0,590, fur diesen so mit VI .. = 590 
und hiernach 

~ = 0,000052. 

also 

Die Berechnung wird gefiihrt nach dem Schema 

l' = Num (lOg w - Num [lOg (log e) + 210g w + 2 log f + 10g1tJ) , 

log 1t = 0,497, 
210g w = 4,511-10, 

V 
210g -= 5,542, 

II 

log (log €) = 9,638-10 
Summa = 0,188, 

Num = 1,542, 
log w = 7,255, 

Differenz = 5,713, 
l' = Num = 0,000052. 
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Die Wahrscheinlichkeit fiir den grossten vorgefallenen Fehler ist 1/35 
von der fiir den kleinsten, ein relativ nicht unerhebliches Verhiiltnis. 

Die ganze voraufgehende Rechnung ist nur ausgefiihrt, urn ein tunlichst 
ausgedehntes Zahlenbcispiel fiir die auseinandergesetzte Theorie zu gewinnen. 
Doch kann dem Studirenden nicht genug empfohlen werden, diese Rechnung 
nicht bIos auf Treu und Glauben hinzunehmen, sondern sie sorgfaltig Zahl 
fiir Zahl noch einmal durchzufiihren, damit er die Regeln der Ausgleichungs
rechnung durch selbststandigen Gebrauch seinem Gedachtnis gehOrig einpragt. 

b) Die Messun,qen werden nach ihren Fehlerquellen d'l'scutirt, 
die Fehler auf ihre Zufalligkeit gepriift. 

139. Die Fehlerquellen. Wir kommen jetzt zu dem zweiten Teil unseres 
Beispiels, zu der Bearbeitung der vorgefiihrten Messungen, in der Absicht 
aus ihnen physikalisch brauchbare Resultate abzuleiten. Diese Absicht 
kann aber nicht erreicht werden, wenn man die Messungen ohne sie zu 
discutiren benutzt, und ohne Beachtung der Fehlerquellen berechnet. 

Nach den gegebenen Regeln hat man bei jeder physikalischen Messung 
und Untersuchung erst die Ursachen aufzudecken, welche diese Messung 
vcrfalschen konnen, und zuzuseben, ob diese Ursacben die Messung in 
systematiscber oder nur zufaIliger Weise beeinflussen. Kommt man dann 
zu der Ansicht, dass man nach Anbringung der aufgefundenen systematischen 
Fehler es nur mehr noch mit zufalligen Fehlern zu tun hat, so fiihrt man die 
Ausgleichungsrechnung aus und bat dann an dcr Hand der wahrschein
lichsten -und charakteristischen Fehler zu untersuchen, erstens ob in der 
Tat nur zufaIlige Verfalschungen iibriggeblieben sind, und zweitens, 0 b 
die erreichie Genauigkeit geniigt und namentlich auch, ob sie der aufgewen
deten Miihe entspricht. Sollte das letztere nicht der Fall sein, so miisste man 
schliessen, dass die Untersuchungsmethode nicbt die geeignete gewesen ist. 

Nach diesen nocbmals hervorgehobenen Grundziigen baben wir also 
zunachst fiir un sere Capillaritatsbestimmungen die Feblerquellen aufzusuchen, 
und hierzu miissen wir uns sowohl der Erfahrungen bedienen, die andere 
Beobachter mit solchen Bestimmungen gemacbt haben, als der, die sich aus 
unsern Versuchen selbst ergeben. Vor allen Dingen haben wir aber das 
Beobachtungsprotokoll zu Rate zu ziehen. 

1. Aus der zweiten Columne unserer Zusammenstellung ist zu ersehen, 
dass die Bestimmungen von a2 an Robren sebr verschiedener Weite ausgefiihrt 
worden sind. Man hat aber schon mebrfach behauptet, dass eine benetzende 
Fliissigkeit nicht direct an der Fl1i.che des eingetauchten Korpers, sondern an 
einer vorher sich an demselben ausbildenden diinnen Schicht der Fliissigkeit 
aufsteigt. Diese Scbicbt wiirde dann bewirken, dass in einer Rohre das 
Wasser sich bOher heht, als es dem Radius der Rohre nach geschehen sollte, 
weil die Rohre gewissermassen verengert wird, und da diese Verengerung 
ihrer absoluten Grosse nach fiir alIe Rohren nahezu dieselbe sein solI, muss 
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sie sich bei engen Rohren viel mehr bemerkbar machen, als bei weiten. 
1st also jene obige Behauptung richtig, so wird man mit engen Rohren 
grossere Betrage fiir a2 bekommen miiHsen als mit weiten, und das bedingt 
natiirlich eine systematische Verfalschung der Messungen. 

~a. Zweitens ist, wenn man auch stets destillirtes Wasser angewendet 
hat, wie sich aus dem Beobachtungsprotokoll ergiebt, nicht immer dasselbe 
Wasser benutzt worden, namentlich ist in einer grossen Anzahl von Ver
suchen das Wasser vorher*) auf sehr hohe Temperaturen erwarmt gewesen. 
Da nun einerseits das Wasser urn so weniger Luft aufgelost enthalt, je 
warmer es ist, und andererseits schon vielfach bemerkt worden ist, dass 
Wasser um so besser benetzt, je mehr es mit Luft gesattigt ist, so steht 
zu vermuten, dass man mit dem vorher erwarmten Wasser illl allgemeinen 
kleinere Werte fiir a2 bekommen wird. 

2b. Indessen kann die Erwarmung auch noch deshalb von Eillfluss 
gewesen sein, weil Glas von heisselll Wasser anscheinend starker angegriffen 
wird als von kaltem. In der Tat hat sich auch bei einigen R6hren nach 
anhaltender Erwarmung des in ihnen angestiegenen Wassers eine Veranderung 
ihrer innern Oberflache gezeigt. Wahrscheinlich wird durch diese Zerst6rung 
der innern Oberflache eine Verringerung der Steigh6he bedingt. 

3. Ein dritter Grund zu systematischell Verfii,lschungen kann darin liegen, 
dass man nach dem Einstecken einer Rohre nicht lange genug mit der 
Ablesung der Steighohe wartet, denn das Wasser braucht ziemlich viel Zeit, 
ehe es seine Gleichgewichtslage erreicht und braucht um so mehr Zeit, je 
enger die betreffllnde Rohre ist. Ich bemerl,e jedoch, dass die hier mit
geteilten Messungen bis auf die vier ersten mit der Rohre 17 angestellten 
alle mindestens 24 Stunden nach Einrichtung des Versuchs vorgenommell 
sind. Ferner aber wird diesem Grunde schon durch die Anordnung nach 
den R6hren zum gr6ssten Teil Rechnung getragen. 

4. Viertens ist es eine Tatsache, dass die Benetzbarkeit einer Flache 
ausserordentlich von dem Zustand derselben abhangt, je reiner eine Glas
flaehe ist, um so besser wird sie vom Wasser benetzt; in reinen Rohren 
steigt unter sonst gleichen Verhaltnissen Wasser hOher an, als in unrein en. 
Grosstenteils aus diesem Grunde sind die Bestimmungen an vielen Rohren 
vorgenommen worden. Nun kaun man eine Glasflaehe selbst mit ausserster 
Miihe nieht ganz rein bekommen, und wenn man sie durch Anwendung ver
sehiedener Agentien (namentlich heisser Natronlauge) sauber gemacht hat, 
sammelt sich doeh in kurzer Zeit aus der Atmosphare soviel Unreinlichkeit 
auf derselben wieder an, dass man bald die Arbeit von vorne beginnen 
kann. Daher wird die SteighOhe in einer Ro'hre aueh niemals so gross sein, 
als sie theoretisch sein miisste. Eigentlieh bekommt man also a2 immer zu 
klein. Indem man aber fiir die betreffende Messungsreihe einen mittlern 
Reinheitszustand voraussetzt und a2 auf diesen bezieht, werden die Werte von 
a2 urn den fiir diesen mittlern Reinheitszustand geltenden Betrag, sehwanken. 

*) 1m Durchschnitt etwa 15 Stunden vorher. 
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In diesem Sinne diirfen wir die durch die etwa nicht geniigende Reinheit 
der Rohren verursachten Fehler als zufallig ansehen, wir verzichten dann 
auf die so wie so nicht zu erlangende Kenntnis des fiir absolut reine FHichen 
geltenden Capi1laritatscoefficienten. 

5. Der Rest der moglichen Fehler bezieht sich auf die Ausfiihrung 
der Messungen, insofern die Steighohen und die Radien falsch gemessen 
sein konnen. Die S t e i g h 0 hen habe ich mit viel grosserer Genauigkeit 
bestimmt, als fur die erreichbare Pracision notig ist, die hier bei den 
directen Messungen etwa vorgefallenen Fehler sind ganz und gar belanglos 
und zudem dem grossten Teil nach zufallig. Die Rad ien muss man al1erdings 
mit grosserer Genauigkeit kennen, als sich meist erreichen lasst. Ich habe sie 
nach der Gay-Lussacschen Methode bestimmt, also nur Mittelwerte fiir die
selben bekommen, aber diese Mittelwerte sind bei jeder Rtihre fiir mehrere 
Stell en eruirt worden, und ausserdem ist jede Rohre durch Herausziehen aus 
der Fliissigkeit, beziiglichHineinstossen in dieselbe an mehreren Stell en benutzt. 
Abgesehen davon sind ja viele Rohren, 17, angewendet, und man hat zu 
erwarten, dass der Radius bei der einen zu gross, bei der andern zu klein 
gefunden worden ist, so dass diese Fehler fiir die Gesammtheit der Bestim
mungen auch als zufallig betrachtet werden diirfen. 

Andere Fehlerquellen von einiger Bedeutung als die bezeichneten habe 
ich nicht finden konnen. 

140. N otwendige Zusammenziehung mehrerer Einzelmessungen zu einer 
Einzelmessung, um wirklich gleichwertige Messungen zu gewinnen. Von 
diesen geben zwei zu systematischen, zwei zu zufalligen FeJ]lern Veran
lassung. Es ist nun eine Bemerkung, die jeder, der sich mit Capillaritats
versuchen beschiiftigt, bald macht, dass von allen Fehlerquellen die dritte 
die weitaus iiberwiegende ist. Die Steighohe in einer Rohre hangt ausser
ordentlich von dem Zustande der innern Flache dieser ab, es kann vor
kommen, dass sie um ein Drittel und mehr ihres ganzen Betrages zu klein 
.ausfa1Jt. Dabei passirt es nicht selten, dass man mit einer und derselben 
Rohre eine ganze Reihe von mit einander auf das schonste iibereinstimmenden 
Messungen erhalt, die doch falsch sein konnen*). Hieraus ergiebt sich der 
wichtige Schluss: W cnn man nicht die wiederholten Bestimmungen an 
einer Rohre so ausfiihrt, wie wenn man es jedesmal mit einer ganz neuen 
Rohre zu tun hat, so darf man aus der etwa vorhandenen innern Ueber
einstimmung der einzelnen Messungen nicht schliei:lsen, dass nun auch ihr 
Resultat genau ist. Mit andern Worten: Zwei an einer und derselben 
Rohre ansgefiihrte Bestimmnngen sind im allgemeinen nicht aquivalent 
zwei an zwei Rohren gemachten Bestimmungen. Da also in unserm Fall 
die Fehler der Messungsausfiihrung gegeniiber den Fehlern der be
gleitenden Umstande ganz und gar verschwinden, so haben wir kein Recht, 
Messullgen, die unter gellau denselben Umstanden angestellt sind, bei denen 
an der Rohre keille Veranderung vorgenommen ist, getrennt zu bearbeiten, 

*) Man betrachte z. B. die Messungen an den Riihren 3, 8, 10. 
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andem an 'verschiedenen Rohren erhaltenen e i n z e I n als gleichwertig an die Seite 
zu stellen; wir miissen sie zusammenziehen und wie eine einzige Messung be
handeln, ohne dieser ein anderes Gewicht zu verleihen. Dadurch erhalten wir 
unter Zugrundelegung des Beobachtungsprotokolls, in welchem natorlich jede 
mit einer Rohre vorgenommene Veranderung notirt sein muss, folgendes Schema: 

Bei den Rohren 4, 5, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 15 bleiben die Zahlen un
verandert bestehen, weil mit diesen Rohren zwischen den einzelnen Messungen 
zwar keine Reinheits-, wol aber Stellungsanderungen vorgenommen worden 
sind und jene durch diese in gewissem Maasse ersetzt werden. 

Bei den Rohren 1, 16 faIlt die '~weite mit der dritten Zahl zusammen. 
Bei den Rohren 2, !) sind die drei ersten Zahlen zusammenzuziehen. 
Bei der Rohre 14 fallen die drei ersten Zahlen zusammen. 
Bei den Rohren 3 und 6 sind aIle Zahlen zu vereinigen. 
Bei der Rohre 17 sind zunachst die vier ersten Messungen ganz fortzu

lassen, weil sie nur wenige (2 bis 4) Stunden nach Eintauchung der Rohre 
vorgenommen sind, wo das Wasser, wie aueh der Gang der Zahlen beweist, seine 
hOchste Lage noch nicht erreieht hatte. Von den andern Messungen sind 
die 2. bis zur 6. inel. und dann die 7. bis zur 13. inel. zusammenzuziehen. 

Aueh naeh diesen Veranderungen ist es noeh schwer zu sagen, wie die 
einzelnen Messungen sieh zu einander verhalten, aber da sieh etwas Be
stimmtes nieht behaupten lasst, tut man am besten, dieselben nunmehr als 
gleiehwertig zu betraehten. 

141. Zerlegung der Messungsreihe in zwei Teile, Anordnung in jedem 
Teile. Diese Gleiehwertigkeit gilt aber zunaehst nur in Bezug auf die z u
flHligen Fehler, wir miissen daher aueh noeh zu entseheiden suchen, ob 
systematische Fehler von der in Art. 139 angedeuteten Art vorhanden sind oder 
nieht. Dazu benutzen wir die im voraufgehenden Capitel auseinandergesetzten 
Kriterien, wir nehmen also erst an, dass die Messungen allerdings nur von 
zufiiJligen Fehlem verfaIseht sind, leiten das wahrseheinlichste Resultat dieser 
Messungen ab und sehen zu, ob die iibrig bleibenden Fehler den fiir zufallige 
Fehler vorgesehriebenen Bedingungen, namentlich den Zeichen - Kriterien 
entsprechen. 

Der erste Grund fiir systematisehe Fehler sollte in den verschiedenen 
Weiten der benutzten Rohren liegen, deshalb sind die Messungen nach den im 
vorigen Capitel gegebenen Regein naeh diesen Weiten der Rohren zu ordnen. 

Man stent fur jede Rohre aIle mit ihr erlangten Zahlen zusammen in der 
Folge, wie man sie bekommen hat, und die ganze Anordnullg trim man so, dass 
man von den weitesien Rohren zu den engsten oder umgekehrt fortsehreitet. 

Der zweite Grund, ob er sich auf die Veranderung im Luftgehalt des Wassers 
oder die Corrodirung der inneren Rohrenflache bezieht, erfordert eine An
ordnung der Versuehe nach dem Grad und der Dauer der vorangegangenen 
Erwarmung. Fiir beide Anordnungen hat man die Fehlerreihen aufzustellen. 

In unserm Fall besteht das gesammte Messungsmaterial aus zwei Teilen, 
der eine enthint nur Messungen an Wasser, das stets annahemd 15° e. zur 
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Temperatur hatte, der andere umfasst Messungen, bei denen das Wasser, 
meist 15 Stunden vorher, einmal oder mehrmals zwischen 85° bis 95° 
erwarmt war; bei zwei Messungen war das Wasser auf 45°, bei einer auf 
63 ° erwarmt worden. 

Rier ergiebt sich also schon von selbst, dass man die Beobachtungen 
in diese beiden Teile zu zerlegen hat. Jeden Teil ordnen wir fUr sich nach 
den betreffenden Rohren. Indem wir dann noch die beziiglichcn Endresul
tate der beiden Teile mit einander vergleichen, erfahren wir, ob zum Teil 
von Luft befreitem Wasser ein anderer Capillaritatscoefficient zukommt, wie 
mit Luft gesattigtem, beziiglich, ob das Wasser in Rohren, welche der Ein
wirkung hochtemperirten Wassers ausgesetzt waren, hoher oder niedriger 
als in intacten Rohren steht. 

Die folgende Zusammenstellung giebt in Tabelle A. die Beobachtungen 
des ersten und in Tabelle B. die des zweiten Teiles. Die erste Columne 
enthalt die Nummern, die zweite die Radien der benutzten Rohren, in der 
dritten stehen die Werte des mit denselben gemessenen Capillaritatscoef
ficienten so zusammengezogen, wie es vorhin als notig angegeben worden ist, 
in der vierten ihre Differenzen gegen das allgemeine Mittel, also die wahr
scheinlichsten Fehler, in der fiinften die Zahlen der ersten Differenzenreihe, 
in der sechsten die Febler nach ihrer absoluten Grosse geordnet, in der 
siebenten die Quadrate der Fehler. 

Tabelle A. 

I r a 2 

" I v" ~v" 1Ooolv,,1 10002v,,2 

1 0,645 14,81 +0,023 13 169 
- 0,080 

23 529 2 0,535 14,93 -0,067 
- 0,190 43 1849 3 0,461 15,08 - 0,247 
+0,140 57 3249 

5 0,344 14,94 -0,107 
+0,170 63 3969 

6 0,336 14,77 +0,063 
-- 0,190 87 7569 

7 0,231 14,96 -0,127 
+0,320 93 8649 

9 0,204 ]4,64 +0,193 
-0,100 93 8649 

14 0,138 14,74 + 0,093 
+0,010 103 10609 

15 0,131 14,73 + 0,103 107 11449 -0,060 
16 0,124 14,79 + 0,043 127 16129 + 0,050 
17 0,122 14,74 +0,093 -0,180 193 37249 

" 
14,92 -0,087 +0,100 

" 14,82 + 0,013 +0,010 247 61009 

14,833 +0,624 1249 171 077 
-0,625 
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Tabelle B. 

I I I 
I 

tl.v" I 100!v"i I r a 2 v I 1002v" 2 

" " I --

1 0,645 14,80 -0,21 +0,07 1 1 
14,73 -0,14 2 4 

-0,09 
3 9 2 0,535 14,82 -0,23 

+0,18 3 9 
8 0,206 14,64 -0,05 +0,02 4 16 

14,62 -0,03 -0,04 4 16 14,66 -0,07 

I 
+0,08 5 25 

9 0,204 14,58 +0,01 
7 49 

I +0,22 
10 0,196 14,36 +0,23 -0,08 7 49 

14,44 +0,15 -0,03 9 81 
14,47 +0,12 

-0,08 10 tOO 
11 0,186 14,55 +0,04 0,00 12 144 

14,55 +0,04 -0,02 14 196 
14,57 i +0,02 

I 

-0,16 14 196 14,73 -0,14 +0,29 14,44 +0,15 15 225 
I -- 0,12 H) 225 12 0,179 14,56 +0,03 +0,04 14,52 +0,07 +0,22 

21 441 
14,30 +0,29 -0,04 23 529 
14,34 +0,25 +0,17 23 529 14,17 +0,42 

-0,67 25 625 
13 0,170 14,84 -0,25 25 625 

+0,16 
14 0,138 14,68 --0,09 -0,01 

29 841 
14,69 -0,10 42 

I 
1764 

- 0,41 
51 2601 

I 
16 0,124 15,10 -0,51 

+0,30 
14,59 + 1,82 364 9300 

-1,82 

142. Discussion des ersten Teils der Messungen. Betraehten wir den 
erste n Teil der Beobaehtungen. 

11, Zunaehst sollte kein Fehler zu stark vor allen andem hervortreten, 
diese Bedingung ist in der Tat erfiillt, zwar kommt ein negativer Fehler 
von der Grosse 0,247 vor, aber es ist aueh ein positiver Fehler von dem 
Betrage 0,193 vorhanden. 

21, Es lassen sich alle Differenzenreihen bis zur letzten der 12ten 
bilden - in die Zusammenstellung ist nur die erste von ihnen aufge
nommen -, aber da die Radien der Rohren nicht proportional abnehmen, 
ist ein besonderer Schluss hieraus nicht zu ziehen; nur das folgt sichel', 
dass die Fehler rein systematiseh nieht sein kOnnen. 

31, Die V orzeichen der Fehler erweeken in ihrer Anordnung von vom
herein den Verdaeht, dass diese nieht zufiillig sein moehten, denn zu Anfang 
dominiren die negativen, zu Ende die positiven Zeiehen. 
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Gellauere Auskunft giebt die folgende Zusammenstellung: 

Fehler- Differenzenreihen 

reihe 11213T41516 7 8 I 9 1 10 11 12 

Anzahl del' Zeichen 13 12111 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 

" " +" 8 6 6 5 4 5 4 3 3 2 2 1 1 

" " 
-

" 
5 6 5 5 5 3 3 3 2 2 1 1 -

" " Zeichenwechsel 6 9 9 8 7 6 5 5 4 3 2 1 -

" 
" Zeichenfolgen 6 2 1 1 1 1 0 

I 

0 0 0 0 0 -

Die Verteilung der Zeichen kann nur als sehr giinstig bezeichnet 
werden, obgleich im Durchschnitt das negative Zeichen etwas seltener vor
kommt, wie das positive, die Anordnung der Zeichen befriedigt aber nur in 
der Fehlerreihe selbst, sonst ist sie keine gute, die Zeichenwechsel iiber
wiegen in bedeutendem Maasse. Zugleich sieht man, wie elltsprechend der 
Bemerkung im Art. 121 die Zeichenfolgen in den Differenzenreihen gegen 
die Zeichenwechsel mehr und mehr zuriicktreten, es geniigt hier schon die 
Betrachtung der erstell Differenzenreihe. 

41, Sieht man von den Zeichen der Fehler ab und bildet die Differenzen auf
einanderfolgender Betrage, so erhiilt man nach Multiplication mit 1000 die Zahlen 

+34, +190, -140, -44 +64, +66, -100, +10, -60, +50, -6, -74. 

Das giebt 6 positive, 6 negative Zeichen; 7 Zeichenwechsel, 4 Zeichen
folgen und bietet iiber die Grosse der Fehler ganz befriedigende Auskunft. 

Wir gehen jetzt zur Priifung aus den charakteristischen Fehlern iiber. 
Wir ordnen also die Fehler ohne Riicksicht auf ihre Zeichen lediglich nach 
ihren absoluten Betriigen; das ist in der sechsten Columne geschehen. 

51' 1m ersten Teil steht in der Mitte als siebenter Fehler die Zahl 0,093, 
diese muss also sellr nahe gleich sein dem wahrscheinlichen Fehler r einer 
einzelnen Messung dieses Teiles. 

Wir haben aber 
r = 0,674 p. 

und 
,jV12+V22+V3 2 + ... +V123 

p.=V 12 . 

Die Quadrate der einzelnen Fehler nach Ausscheidung des Factors (0,001)2 
stehen in der 7. Columne unter 10002 Vx 2, am Fuss dieser Columne befindet sich 
ihre Summe (0,001)2 171077 niedergeschrieben. Die weitere Rechnung ergiebt 

log 171077 = 5,2332, 
log 1:2 = 1,0792, 

i Differenz = 2,0770, 
also p. = 0,001.119 = 0,119. 
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Die Unsicherheit von fL betriigt am wahrscheinlichsten 0,708 fL/yI3, das 
ist 0,023, so dass wird 

fL = 0,119 ± 0,023. 

Multiplicirt man jetzt fL mit der vorgeschriebenen Zahl 0,674, so resultirt 

r = 0,080 ± 0,016. 

Die direct aus der Fehlerreihe gefundene Zahl 0,093 stimmt in Anbetracht, 
dass der mittlere Fehler von r relativ gross ist, und dass der durch Abziihlen 
aus nur 13 Fehlern erhaltene Betrag sehr unsicher ist, nicht schlecht mit 
der berechneten Zahl iiberein. 

W onte man von vornherein von der Ansicht ausgehen, dass die Fehler 
lediglich zufiilliger Natur sind, so konnte man noch den Schluss ziehen, 
dass man r eher gleich 0,096 als 0,064 und fL eher 0,142 als 0,096 zu 
rechnen hat. Es sei deshalb noch auf den Schluss zu Art. 120 verwiesen. 

61, Fernp.r haben wir theoretisch 

fL = 1,25 a. 
a ist gleich der Summe der absoluten Fehler dividirt durch Y13.12, diese 
Summe steht am ]<'uss der sechsten Columne und ist gleich 0,001. 12-!9, 
damit wird a = 0,100, und da die Unsicherheit 0,7560 Y 13 betragt, bekommt 
man 

a == 0,100 ± 0,021. 

Man hat hiernach 1,251l = 0,125 ± 0,026 und dieser Sollwert von p. unter
scheidet sich von dem aus den Fehlerquadraten berechneten Betrag urn viel 
weniger als die Unsicherheit der beiden Zahlen betriigt. 

71, Endlich haben wir noch das A b be sche Kriterium anzuwenden, 
darnach sollte die mittlere erste Ditferenz das 1,414faclte des mittlern Fehlers 
sein. Die ersten Ditferenzen steltcn, wie schon bemerkt, in der flinften 
Columne, ihre Quadrate geben summirt (0,01)2.2882, also wird 

fLo = 0,155, 

dagegen giebt das y2 fache von fL 0,168, was wieder mit der obigen Zahl 
recht gut iibereinstimmt, zumal beide Zahlen mit Unsicherheiten behaftet sind. 

Als Resultat dieser an den ]'ehlern des ersten Teils der Beobachtungen 
geiibten formalen Kl'itik ergiebt sich, dass Illan diese Fehler als grossten
teils zufiillig betrachten darf. 

Zwar sprechen die Zeichenkriterien - 21 bis 41 und 71 - nicht geradezu 
fiir die Zufiilligkeit der Fehler, aber sic stehen mit derselben auch nicht in 
directem Widerspruch. Ferner lehren die Grossenkriterien, dass diese Fehler 
allerdings dem G a us s ischen Wahrscheinlichkeitsgesetz in geniigendem 
Maasse unterworfen sind. Man gerat also dureh Anweudung des Ausgleichs
verfahrens nicht in Widerspriiche und kann sagen, die durch arithmetische 
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Mittelbildung gewonnene Zahl 14,833 giebt den nach den dargelegten Ver
suchen wahrscheinlichsten Betrag fiir den Capillaritatscoefficienten des 
Wassers von 15°; die zu diesem Betrag fiihrenden Messungen konnen zwar 
noch systematisch durch die Weiten der benutzten Rohren beeinflusst sein, 
doch darf man diese systematischen Verfalschungen als gegen die zufiilligen 
Fehler im allgemeinen unbedeutend ansehen. 

143. Der zweite Teil der Messungen. Anders stent sich das Ver
haltnis fur den zweiten Teil der Beobachtungen. Hier zeigt die Zusammen
steHung, wie die iibrig bleibellden Fehler an den beiden Enden der Reihe 
negativ, in der Mitte fast durchweg positiv sind. Wir haben zwar in der 
Fehlerreihe ziemlich gleicb viel positive Zeichen wie negative, namlich 13 
und 11, aber nur 4 Zeichenwechsel auf 19 Zeichenfolgen, und ein Ueber
wiegen der Zeicbenfolgen ist scbon an sich ungiinstig. In den Differenzen
rei hen bessert sich das Verhaltnis, die erste enthalt mindestens 13 Zeichen
wechsel und bOchstens 9 Zeichenfolgen. Dasselbe gilt von der Differenzen
reihe der absolut gerechneten Fehler, auch diese bat mindestens 13 Zeichen
wechsel auf hOchstens 9 .Zeichenfolgen. 

Wir wollen auch noch die andern Kriterien heranziehen. 
Keine der Zahlen !allt besonders heraus, denn dem negativen Febler 

- 0,51 entspricht ein positiver + 0,42. 
Ferner baben wir - die Verificirung der Resultate sei dell). Leser 

iiberlassen -
II. = 0:201 ± 0,028 

und 
lI.a = 0,214 ± 0,030. 

Es sonte aber sein 

Das A b b e scbe Kriterium faUt also ungiinstig aus. 
Dann ist aus II. berechnet 

r = 0,135 ± 0,019. 

Dagegen aus der absoluten Feblerreihe durch Abzahlen 

r=0,130. 

Diese Probe fiilIt gut aus, wenn auch freilich der durch Abzahlen gefundene 
wahrscheinliche Fehler nur unsicher sein kann. 

Endlich baben wir 
a = 0,155 ± 0,023. 

Hieraus berechnet sich durch Multiplication mit 1,25 

II. = 0,194 ± 0,028, 

was mit dem aus den Feblerquadraten erschlossenen Betrag gut iiberein
stimmt. 
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Fiir die Grossen der Fehler darf man also auch hier das Gaussische 
Verteilungsgesetz als geniigend massgebend anAehen, aber sowohl das 
A b b e sebe Kriterium wie die Proben aus den Zeicben widersprecben der 
Annabme, dass die Feblerreihe in der ihr gegebenen Anordnung nach den 
Radien der Rohren zufallig isto 

Trotzdem diirfen wir vorlaufig noch nicht sehliessen, dass nun wirklich 
die Febler dureh den Einfluss der Robrenweiten auf die Messung des 
Capillaritatscoeffieienten systematiscb verfalscht sind, denn wir wissen, dass 
noch eine andere systematisebe Verfalschung moglich isto Das Wasser ist 
nicht in allen Versuchen vorher gleich boch und gleieh oft erwarmt worden, 
wir haben daher noch die Febler nacb dem Grade, der Dauer und der Anzabl 
der voraufgegangenen Erwarmungen zu ordneno 

Ordnen wir allein nach der bei der (15 Stunden) voraufgegangenen 
Erwarmung erreichten Temperatur t, so bekommen wir das folgende Tableau, 
in der die einzelnen Column en entsprecbende Bedeutung wie friiber haben, 
die zweite aber die bezeichnete Temperatur t angiebto 

No. I t I a 2 
It I v" I ilv" 

2 45° 14,82 t -0,23 
+0,24 9 

" 
14,58 +0,01 -0,10 14 

" 
14,68 -0,09 

+0,11 
11 56° 14,57 +0,02 +0,27 12 

" 
14,30 +0,29 

-0,39 
14 63° 14,69 -0,10 

-0,04 
11 80° 14,73 -0,14 

+0,39 12 
" 

14,34 +0,25 
-0,30 

8 86° 14,64 -0,05 -0,02 

" " 
14,66 -0,07 

+0,04 
" ,. 14,62 -- 0,03 

+0,26 10 
" 

14,36 +0,23 -0,08 

" " 
14,44 +0,15 -0,03 

" " 
14,47 +0,12 +0,03 11 

" 
14,44 +0,15 -0,11 

" " 
14,55 +0,04 +0,38 12 

" 
14,17 +0,42 -0,39 

" " 
14,56 +0,03 

-0,24 

I 
1 95° 14,80 -0,21 

+0,07 
" " 

14,73 -0,14 
+0,18 11 

" 
14,55 +0,04 +0,03 12 

" 
14,52 +0,07 -0,32 13 

" 
14,84 -0,25 -0,26 16 

" 
15,10 -0,51 I -0,28 

Zunachst lasst namentlich die Differenzenreibe der Febler erkennen, 
dass den Rohrenweiten selbst innerhalb der beziiglichen Temperaturen eiu 

Weinstein. Lehrbuch 10 11 
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mas s g e ben d e r Einfluss nicht zuzuschreiben ist. Wir batten also eigent
lich die den einzelnen Temperaturen entsprechenden Zahlen zu Mitteln zu
sammenziehen konnen. Indessen besassen diese Mittel gar zu verschiedene 
Gewichte, ihre Fehler waren zu ungleichwertig, und wir sind noch nicht 
in der Lage, aus ungleichwertigen Fehlern die mittlere Differenz berechnen 
zu konnen. 

Das Mittel ist natiirlich wieder 14,59, und die Vx sind dieselben Zahlen 
wie in der zweiten Anordnung, nur in anderer Folge. Es entbalt die Reihe 
der Fehler 10 Zeichenwechsel, 13 Zeiclienfolgen, die der Fehlerdifferenzen 
14 Zeichenwechsel, 9 Zeichenfolgen. Die charakteristischen Fehler sind die
selben wie vorher, fiir die mittlere Fehlerdifferenz erhalt man aber nunmehr 

!La = 0,236 ± 0,035, 

und diese Zahl stimmt mit dem SolI wert 0,284 ± 0,039, wenn auch nicht 
gut, so doch jedenfalls bedeutend besser als die friiher berechnete. Da nun 
auch die Zeichenverteilung nunmehr als eine befriedigende bezeichnet werden 
muss, so hat man kein Recht, in der voraufgegangenen Temperaturerhohung 
allein einen Grund zu systematischen Verfalschungen zu sehen. Nun ist 
es klar, dass, wenn wir der voraufgegangenen Temperaturerhohung einen 
Einfluss, sei es auf den Luftgehalt des Wassers, sei es auf die Einwirkung 
des Wassers auf die inn ere Rohrenflache, zuschreiben, dieser Einfluss wachsen 
muss, je Ofter man die TemperaturerhOhung zuwege gebracht hat. Wir 
haben daher die Zahlen der zweiten Abteilung auch noch so zu ordnen, dass 
die Anzahl der bei demselben Wasser und derselben Rohre voraufgegangenen 
TemperaturerhOhungen zum Ausdruck kommt. So wiirden wir eigentlich Doch 
zwei Tableaus herzustellen haben, eines in Bezug auf das Wasser, ein 
anderes in Bezug auf die Rohren; da aber in unserem Fall so oft neue 
Rohren eingespannt wurden, auch das Wasser emeut wurde, fallen die beiden 
Tableaus in eines zusammen. Wir bekommen nun an der Hand der 
Protokollbemerkungen die folgende Zusammenstellung 

No. I t 
I 

a 2 
x I 

Vx I Llvx 

Erste Temperaturerhiihung. I 
2 45° 

I 
14,82 -0,23 

+0,24 9 
" 

14,58 +0,01 -0,10 14 
" 

14,68 -0,09 
+0,04 8 86° 14,64 -0,05 

10 14,36 +0,23 +0,28 
" -0,19 11 
" 

14,55 +0,04 -0,01 12 
" 

14,56 +0,03 -0,22 1 95° 14,78 -0,19 
13 14,84 -0,25 

I 

-0,06 
" -0,26 16 
" 

15,10 
I 

-0,51 

(Fortsetzung der Tabelle nachste Seite.) 
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No. 
I 

t 
I 

a 2 

" I 
v" I 

Ilv" 

Zweite Temperaturerhohung. +0,41 

14 63° 14,69 -0,10 
+0,07 8 86° 14,62 -0,03 
+0,15 10 

" 
14,47 +0,12 -0,26 

1 
" 

14,73 -0,14 
+0,18 11 95 0 14,55 +0,04 +0,03 12 

" 
14,52 +0,07 

Dritte Temperaturerhiihung. -0,14 

8 86 0 14,66 -0,07 +0,22 10 
" 

14,44 +0,15 -0,13 
11 56 0 14,57 +0,02 +0,27 12 

" 
14,30 +0,29 

Vierte Temperaturerhohung. -0,43 

11 
I 

80° 
I 

14,73 I -0,14 
+0,39 12 

" 
14,34 I +0,25 

Fiinfte Temperaturerhiihung. -0,10 

11 

I 
86° I 14,44 

I 

+0,15 I 

+0,27 12 
" I 

14,17 +0,42 -0,65 
I 

Jede Erwarmung dauerte gegen 6 Stunden, und zwischen zwei auf
einanderfolgenden Erwarmungen Iagen, die Abkiihlungszeit nicht mitgereehnet, 
im Durchsehuitt 15 Stunden. 

Hier sind zuerst fast aile Fehler negativ und zuletzt fast durehgangig 
positiv, wir miissen also annehmen, dass sie aueh in dieser Anordnnng syste
matiseh verf;iJseht sind. Aber die Differenzenreihe lehrt noeh mehr. Die 

. Stellen, wo die positiven FehIer sieh hier haufen, entspreehen genau den 
Stell en, wo sie sieh in der ersten Anordnung angesammelt haben, denn die 
Rohren 10, 11 und 12, die dort nnmittelbar auf einander folgten, tun es aneh 
hier; nur von der Rohre 10 hat eine Messung anderweitig gesetzt werden 
konnen. Zunaehst miissen wir also hekennen, dass wir zwar Grund haben, 
in den Fehlern systematische Einfliisse zu vermuten, dass wir aber diese 
Einfliisse zwei Ursaehen znsehreiben konnen, der UngIeiehheit der Rohren
weiten oder der versehiedenartigen Erwarmung des Wassers. 

Bei genanerer Dnrehsieht der Fehlerreihe finden wir noeh, erstens 
weiehen die Radien der Rohren, bei welehen positive Fehler stehen, eigent
lieh nur wenig von solehen ab, bei denen negative Fehler vertreten sind, so 
unterseheidet sieh die Rohre 12 in ihrem Radius von der Rohre 13 urn 0,008 mm, 
und doeh ist der Fehler von a2 bei ihr in der ersten Gruppe nur + 0,03, 
bei der 13 dagegen - 0,25; zweitens zeigen die Fehler bei der Rohre 12 
wenigstells einen Gang, der, wie sieh aus der zweiten Anordnullg ergiebt, gellau 
mit dem Gang der Erwarmungsweise iibereinstimmt; drittens. hat der erste 

11' 
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Teil der Messungen, dem man eine bedeutend grossere Pracision wie dem 
zweiten zuschreiben muss, einen Einfluss der Radien nicht unzweideutig an
gezeigt. Es folgt also, dass wir auch hier die offenbar vorhandene I:lystema
tische Verfalschung eher der Erwarmungsweise des Wassers als der Ver
schiedenartigkeit in den Rohrenweiten zuzuschreiben haben. 

Von den 24 Fehlern sind nun unter den 12 ersten 8 negative, zum Teil 
sehr bedeutenden Betrages, und nur 4 positive, von denen dazu noch 3 sehr 
geringen Wert haben, unter den 12 letzten haben wir dagegen 9 positive 
und nur 3 negative. 1m Ganzen sind vorhanden 13 positive, 11 negative 
Fehler, 11 Zeichenwechsel, 12 Zeichenfolgen. In der Differenzenreihe finden 
sich 15 Zeichenwechsel auf 8 Zeichenfolgen. 

Die mittlere erste Differenz ist 

JJoa = 0,266 ± 0,040, 

sie stimmt sehr genau mit ihrem Sollwert 0,284 ± 0,039 iiberein. Wir haben 
hier einen Fall, wo mehrere der formalen Kriterien fiir die Zufalligkeit der 
Fehler sprechen, wahrend der Anblick der Fehlerreihe einen systematischen 
Gang vermuten las st. Indessen ist zu beachten, dass die mittlere Fehler
differenz gar zu sehr von der Anordnung der Fehler und oft schon von der 
zweier Fehler gegen einander abhangt. Ferner war die Verteilung der 
Zeichen, ein Hauptkriterium, eine schlechte und ausserdem sieht man auch, 
dass die Zeichenfolgen vorziiglich an den Enden, die Zeichenwechsel besonders 
in der Mitte der Fehierreihe zu finden sind, und das ist allerdings sehr 
verdachterweckend. Wir miissen also sagen, dass die Vermutung , der 
Capillaritatscoefficient des Wassers bei gewohnlicher Temperatur hange von 
den voraufgegangenen Erwarmungen des Wassers in der Rohre ab, nicht 
ungerechtfertigt ist, und zwar diirfen wir behaupten, dass man ihn im all
gemeinen urn so kleiner findet, je mehr Erwarmungen voraufgegangen sind. 

Weiteres Mnnen unsere Kriterien nicht lehren, wollen wir noch mehr 
wissen, wollen wir namentlich die moglichen Einfliisse der verschiedenen 
namhaft gemachten Ursachen kellnen lernen und die Wahrscheinlichkeiten 
der einzelnen Ursachen gegell einander abwagen, so haben wir es mit einer 
besolldern Untersuchung zu tun. Dazu werden die Regein erst in dem 
nachstfolgenden Abschnitt gegeben werden, dort soIl dann auch unser Bei
spiel nach der bezeichnetell Richtung fortgefiihrt und erganzt werden. 

Um das Beispiel aber hier schon noch weiter ausnutzen zu konnen, 
sehen wir zunachst von den moglichen systematischen Fehlern abo 

144. Ergebnisse fiir die Methoden. Der mittlere Fehler einer Messung 
des ersten Teils der Beobachtungen betrug 0,119 mit einer Unsicherheit 
von ± 0,023, der einer Messung des zweiten Teiles ist 0,201 mit einer Un
sicherheit von ±0,028. Dieser ist hiernach bei dem zweiten'l'eil, derfastdoppelt 
soviel Beobachtungen an fast ebenso vielen Rohren enthalt wie der erste, 
noch einmal so gross wie jener. Die Messungen sind also bei mit Luft 
gesattigtem Wasser und nicht corrodirten Rohren viel zuverlassiger; eine 



IU.] Beispiel. 165 

Erfahrung, die ubrigens schon von mehreren Beobachtern gemacht worden 
ist. Liegt einem Experimentator daran, das capillare Verhalten des Wassers 
so regelmassig als moglich zur Erscheinung zu bringen, so muss er dieses 
Wasser sich mit Luft sattigen lassen und darf es nicht vorher in der Rohre 
erhitzen. 

1m iibrigen sind in beiden Teilen die charakteristischen Fehler der 
einzelnen Bestimmungen recht bedeutend, viel bedeutender jedenfaUs, als man 
es nach wiederholten Versuchen an einer und derselben Rohre erwarten 
soUte. Die Griinde daflir sind schon auseinandergesetzt. 

Der Endwert fUr a2 ist im zweiten Teile der Messungen viel kleiner 
als im ersten, und da beide Teile aus einer immerhin nicht geringen Anzahl 
von Einzelmessungen bestehen, so wird man annehmen muss en, dass in der 
Tat Wasser, welches voranfgehende starke Erwarmungen erIitten hat, 
in der betreffenden Rohre einen zu kleinen Capillaritatscoefficienten ergiebt. 
Wir durfen die beiden Teile nicht mit einander verbinden, sondern mussen sie 
getrennt bebandeln, den einen unter der Ueberschrift "Capillaritatscoefficient 
des mit Luft gesattigten Wassers in einer intacten Rohre", den andern unter 
der "Capillaritatscoefficient des in der betreffenden Rohr03 mehrfach erwarmten 
Wassers." Dass die zweite Ueberschrift so vage ist, ist Schuld der Unier· 
suchung, die solche Differenzen nicht voraussah und nachher nicht methodisch 
genug verfolgen konnte. 

Was die charakteristischen Fehler der Resultate betrifft, so haben wir 

im ersten Teil 

im zweiten Teil 

a 
ar = ./"1if = 0,028 ± 0,005, 

v 13 

fL fL, = .m = 0,033 ± 0,007, v 13 

r = -r-=0023 ± 0005' , y'I3' " 

a a = .f'iI = 0,032 ± 0,007, 
, V 24 

II. = .~=O,041 ± 0,008, 
·r V 24 

r 
r = .f'iI = 0,027 ± 0,005. 
, V 24 

Das wahrscheinlichste Ergebnis ist daher 

im ersten Teil 
a2 = 14,833 ± (0,033 ± 0,007), 

im zweiten Teil 
a2 = 14,590 ± (0,041 ± 0,008), 
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also auch das Resultat ist im ersten Teil sicherer als im zweiten. Jedes 
der beiden Resultate hat fiir sich seine bestimmte Bedeutung. Die erste 
Zahl giebt den aus den 13 angefiihrten Bestimmungen folgenden wahr
scheinlichsten Betrag des Capillaritatscoefficienten fiir mit Luft gesattigtes 
Wasser bestimmt in einer intacten Rohre. 

Die zweite Zahl giebt den aus den 24 angefiihrten Bestimmungen 
folgenden wahrscheinlichsten Betrag des Capillaritatslloefficienten fiir Wasser, 
das durch voraufgehende Erwarmung zum Teil von Luft befreit ist und die 
Rohre, in der die Bestimmung vorgenommen ist, wahrscheinlich corrodirt hat. 

W ollte man beide Zahlen mit einander vereinigen, so diirfte man nicht 
etwa der ersten das Gewicht 13, der zweiten das 24 geben, das ware hier, 
wo offenbar der ersten Zahl eine grossere Sicherheit innewohnt als der 
zweiten, ganz falsch; die Messungen des einen Teiles sind eben, wie die 
Rechnung gezeigt hat, denen des andern nicht gleichwertig, und die 
24 Messungen des zweiten Teiles haben nicht soviel Genauigkeit ergeben 
KOllmm als die 13 des ersten. In dieser Beziehung ist das gewiihlte Bei
spiel ungemein lehrreich. Wir wissen aber, dass die Gewichte zweier nach 
nicht gleichwertigen Methoden erlangten Resultate sich umgekehrt wie die 
Quadrate der mittlern Fehler dieser Resultate verhalten. 

1st also Pl das Gewicht des Resultats des ersten Teiles von Beobach
tungen, P2 das des Resultats des zweiten, so haben wir 

Pl :P2 = 412: 332 

oder 
332 

P2 = Pl 4p=0,65Pl' 

Man hatte die Messungen im zweiten Teil im Verhaltnis von 0,65 zu 1 
vermehren, also mindestens 36 statt 24 Messungen anstellen miissen, urn 
mit mehrfach erwarmtem Wasser ein ebenso genaues Resultat wie bei nicht 
erwarmtem zu erhalten. Die Vereinigung hatte man aber nach der Formel 

auszufiihren. 

2- 14,833 +0,65 ·14,590 
a - . 165 , 

Damit ist unser Beispiel, so weit es hier moglich ist, zu Ende gebracht. 



Dritter Abschnitt. 

Zusanlmengesetzte Messungen, Abschweifung 
liber Deternlinanten und die Theorie linearer 

Gleichungen. 

IX. Unbedingte zusammengesetzte Messungen. 

a) }Vah1'sche£nb'ch8te Ergebnz·sse. 

145. Begriff zusammengesetzter Messungen. Als zusammengesetzt 
haben wir eine Messung bezeichnet, wenn die Grosse, die durch sie ermit
telt werden solI, sich aus mehrern anderen Grossen zusarnmensetzt, die fiir 
sich gernessen werden, und un be din gt nennen wir sie dann, wenn keines 
ihrer Elemente von den andern analytisch oder auch nur durch die Beobach
tung abhangt. Die Art, wie diese einzelnen Grossen, wir nennen sie ihre 
Elemente, die zu bestimmende Grosse zusammensetzen, kann je nach ihrer 
eigenen Beschaffenheit und nach der der resultirenden Grosse sehr ver
schieden sein, die resultirende Grosse ist eine Function der zu bestimmenden, 
die natiirlich in jedem Falle gegeben seiu muss. 

Hat man zum Beispiel eine Strecke von etwa 2 Meter auszumessen, 
besitzt aber nur einen Stab von 1 Meter Lang'e, so kann man nur so ver
fahren, dass man den Meterstab an die Strecke zweirnal anlegt, die Aus
messung der ganzen Strecke tritt dann in der Ausfiihrung als aus zwei 
Einzelrnessungen zusamrnengesetzt auf, und ihr Resultat besteht ans der 
Summe der Resultate der beiden Einzelmessungen. 

Man ersieht hieraus, dass das Resultat einer zusammengesetzten Messung 
eigentlich ein Rechenresultat ist. Zusammeng'esetzte Messungen werden 
iiberall da angewendet, wo eine Grosse der directen Bestirnrnung nicht 
zugang'lich ist, sie komrnen aber auch bei Grossen vor, die man fiir sich 
als Ganzes wol messen kann, namentlich dann, wenn es sich auch noch urn 
die Kenntnis der einzelnen Teile der betreffenden Grossen handelt, sei es, 
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dass sie sich als Nebenresultat ergeben, oder, dass man sio zur Controle 
anderer Messungen heranzieht. Das ist, um ein einfaches Beispiel anzu
fiihren, der Fall, wenn man einen Maassstab von etwa 1 Meter Lange be
stimmen soll, der in Decimeter eingeteilt ist. Besitzt man bekannte Langen
maasse von 1, t, 0,1 Meter Lange, so kann man die Lange des ganzen 
Stabes erst durch einmaliges Ausmesson mit dem 1 m-Maass, dann durch 
zweimaliges mit dem 0,5m-Maass, endlich durch zehnmaliges mit dem 
0,1 m-Maass bestimmen, und die Frage richtet sich dann danach, wie man 
aus allen diesen Einzelmessungen das sicherste Resultat ffir die Gesammt
lange abzuleiten hat. Indessen gehiiren zusammengesetzte Messungen dieser 
Art, wei! sie im allgemeinen nicht bIos eine, sondern mehrere Grossen 
betreffen, schon in das Gebiet der "Untersuchungen", wir werden sie hier 
nur insoweit zu erledigen haben, als es sich urn Bostimmung nur einer 
Grosse handelt. 

146. Notwendigkeit, die Elemente unabhlingig von einander zu 
messen. Das Resultat einer zusammengesetzten Messung kanll zunachst 
dadurch gesichert werden, dass man jedes der Elemente, aus denen die be
treffende Grosse zusammenzusetzen ist, fiir sich mehrfach und nach tun
lichst verschiedenen Methoden misst. Wie man aber auch die einzelnen 
Elemente der zusammengesetzten Grosse bestimmen mag, es ist durchaus 
erforderlich, dass jedes derselben unabhangig von den andern gemessen 
wird, d. h., dass aIle Operation en, die fiir die Eruirung desselben notwendig 
sind, auch wirklich ausgefiihrt werden. Man darf sich eine Operation nicht 
deshalb sparen, weil sie vielleicht bei der Messung eines der andern 
Elemente schon vorgekommen ist. Jedes Element ist so zu bestimmen, wie 
wenn es ganz allein gemessen werden sollte. Wo das nicht geschieht, ist 
die Berechnung des wahrscheinlichsten Resultats complicirt, und oft auch 
wegen Verletzung der Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung gar nicht 
ausfiihrbar. Das gilt, ob die Elemente von einander abhiingen oder nicht. 
Sprechen wir also irgendwo von der Abhangigkeit der Elemente von ein
ander, so meinen wir damit nicht etwa, dass ihre Messungen von ein
ander abhiingen,'sondern dass sie als mathematische Grossen gewisse 
analytische Formeln, Bedingungsgleichungen, zu erfiiIlen haben. 

147. Ableitung des Wahrscheinlichsten Resultats fiir einen Satz von 
Elementen. Seien X, Y, Z, ... die Grossen, welche durch Vermittelung 
der gegebenen Function F(X, Y, Z, ... ) die gesuchte Grosse A zusammen
setzen. 

Hat man X nmal gemessen, so ist der sicherste Betrag x dieser Grosse 
das aus den n Bestimmungell nach Maassgabe ihrer Gewichte gebildete 
Mittel, also wenn diese n Bestimmungen der Betrage Xl' x2' ••• , x .. mit 
den beziiglichen Gewichten Pl' P2 , ••• , p.. geliefert haben, 

P1Xl +P2 X2+P3X3 + .. , +p .. x .. 
x= 

Pl+P2+ P3+'" + p .. 
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Bildet man in entsprechender Weise den sichersten Werth y von Y durch 

und ebenso die sichersten Werte aller andern Grossen, so ist offenbar, weil 
die Function F gegeben jst, die Coefficienten in derselben also vollig be
stimmt sind, das sicherste Resultat der zusammengesetzten Messung 

LXIII) a = F(x, y, z, ... ). 

54. Also, um das sicherste Resultat fur eine aus bestimmten, von ein
einander unabhiingigen Elementen in bestimmter Weise abhangige Grosse zu 
bekommen, misst man jedes der betreffenden Elemente fur sieh so oft, als es 
die fUr das abzuleitende Schlussresultat zu erlangende Genauigkeit erheiseht, 
bildet fUr jedes der Elemente nach bekannten Vorschriften das arithmetische 
Mittel, und betraehtet diese Mittel als die Elemente der zu bestimmenden 
Grosse, setzt also diese aus diesen Mitteln zusammen. 

In dieser Vorschrift ist die Festsetzung, dass jedes Element so oft ge
messen werden soIl, "als es die fiir das abzuleitende Schlussresultat zu 
erlangende Genauigkeit erheischt", noch etwas unbestimmt, wir werden bald 
damit einen bestimmten Begriff verbinden lernen. 

Die Unabbangigkeit der Elemente von einander ist aber unumgangliche 
Bedingung fiir die Berechtigung dieses Verfahrens; existiren zwischen den 
Elemenien Bedingungsgleichungen, die streng zu erfiillen sind, so ist der 
in der angegebenen Weise gebildete Wert fiir die zusammengesetzte Grosse 
nicht mehr der wahrscheinlichste. Wie man dann zu verfahren hat, wird 
spater auseinandergesetzt werden. 

Weiteres lasst sich zur Sicherung des Resultats nicht tun, wenn die zu 
eruirende Grosse nur aus einer Reihe ganz bestimmter Elemellte zusammen
zusetzen ist. 

148. Wahrscheinlichstes Resultat bei mehreren Stl.tzen von Elementen. 
In vielen Fallen ist man aber im Stande, auch die Elemente zu variiren, 
womit dann meist eine Variation der Abhangigkeit, in der sie zu der zu be
stimmenden Grosse stehen, verbunden ist. Man sucht sich dann aus den 
Elementensystemen das giinstigste heraus, oder man bestimmt aIle Ele
mentensysteme fiir sich und setzt die betreffende Grosse aus ihnen zu
sammen. So bekommt man flir diese Grosse so viele Resultate, als man 
Elementensysteme zur Verfiigung hat, und, indem man diese Resultate wie 
Einzelmessungen behandelt, kann man sie, falls man ihre relativen Gewichte 
zu bestimmen vermag, nach dem Satz vom arithmetischen Mittel zu einem 
einzigen Resultat vereinigen. 

55. Sind die einzelnen Elementensysteme, bezuglich X, Y, Z, ... ; 
X', Y', Z', ... ; X", Y", Z", ... die Functionen, die die zu bestimmende 
Grosse Avon ihnen beZilglich abhiingig machen, F ( X, Y, Z, ... ); 
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F'(X', Y', Z', .. . J; F"(X", Y", Z", ... J ... , ist ferner z. B. x das 
aus den Messungen fUr ein einzelnes Element X nach dem Princip des 
arithmetischen MUtels gebildete sicherste Resultat; endlich p das Gewicht, 
welches der Bestimmung der Grosse A aus den Elementen X, Y, Z, ... ; 
p' das, welches ihr aus der der Elemente X', Y', Z', ... , u. s. f. zuzuschreiben 
ist, so ist das aus allen Messungen folgende sicherste Resultat fur A 

Fe ) + 'F'e' , , ) "F"e""" ) + LXIV) a = p x, y, z, ... p x , y , z,' ... ,;r p x ,y ,z ,.... ... 
p+p +p + ... 

1m Wesentlichen ist das eine Erweiterung des Princips vom arithmetischen 
Mittel, und es erledigt zugleich den allgemeinsten Fall zusammengesetzter 
Messungen. ' 

149. Problem der Gewichtsbestimmung einer Functionunabhll.ngiger 
Elemente. Wahrend nun die Berechnung der einzelnen Grossen F(x,y,z, ... ), 
F' (x', y', z', ... ) ... nach den Festsetzungen des voraufgehenden Satzes 54 
keine Schwierigkeit bietet, ist es nicht leicht, uber d~e Grossen p, die man 
als Gewichte dieser Functionen (Einzelbestimmungen der gesuchten GrosseA) 
bezeichnen kann, sich Gewissheit zu verschaffen. 

Es handelt sich, allgemein gesprochen, um die Bestimmung des Ge
wichts einer Function eillzelner Elemente, wenn die Gewichte, die den Be
stimmungen dieser Elemente zugehtiren, bekannt sind. 

b) Fehler und Pracision. 
Nach den Festsetzungen in Art. 84 wird das Gewicht einer Bestimmung 

gemessen durch das Reciproke des Quadrats ihres mittlern Fehlers, wir 
konnen daher auch die Aufgabe so fassen: 

Von einer Reihe von Elementen kennt man die rnittlern Fehler ihrer 
Bestimmungen, man soU den mittlern Fehler einer gegebenen" Function dieser 
Elemente berechnen. 

150. Fehlerrechnung. Nothwendigkeit genaue Messungen voraus
zusetzen. Wir wollen wieder annehmen, dass diese Elemente von einander 
vollig unabhangig sind, und zwar nicht bIos insofern, als sie uberhaupt 
ganz unabhangig von einander gemessen sind - dieses ist immer erforder
lich - sondern auch insofern als keine analytischen Bedingungsgleichungen 
zwischen ihnen zu erfillien sind. Die wahren Werte der Elemente bezeichne 
ich mit Xl' X 2 , ., ., Xn , die wahre Function mit 

F= F(Xl' X 2 , "', Xn)' 

Die Beobachtung der Elemente ergiebt im allgemeinen nicht die wahren 
Betrage, son darn andere, xl' x2' ••• , xn ' sind dann die wahren Fehler dieser 
Beobachtungen 8XI , 8X2 , ••• , 8Xn , so hat man 

X1 =XI +8XI , X2 =X2 +.lX2 , "', Xn =xn +8Xn , 
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somit, wenn mit a der aus den Bl\obachtungen zu erschliessende Betrag 
von A bezeichnet wird, 

a = F(x1 , Xi' ... , xn) 

A = F(xi + AX1 , xa + AX2, "', xn + AXn)· 

Hiernach wird der wahre Fehler der Function 

AF= F(XI + AX1 , x2 + AX2, "', xn + AXn) - F(XI' x2' "', xn)· 

Die Fehler der Elemente sollen alIe zufallige sein, jeder Fehler Ax 
kann dann ebenso gut positiv wie negativ ausfallen. 

Wenn nun die ax einmal aIle positiv, ein andermal aIle negativ sind, 
so hat man im ersten Fall 

AF= F(XI + AX!, x2 + AX2, ••• , xn + AXn) - F(x1, x2' "', xn), 

im zweiten 

AF' = F(XI - AX1 , x2 - AX2 , "', xn - AXn) - F(x!, x2' "', xn)' 

und hiernach ist es im allgemeinen nicht notig, dass der Fehler der Function 
mit den Fehlern der Elemente sein Zeichen wechselt, und man kann streng 
genommen nicht mehr behaupten, dass auch bei der Function von ge
messenen Grossen die Fehler ebenso leicht als positive wie als negative 
Grossen aufzutreten vermogen. Indessen haben wir vorauszusetzen, dass die 
Elemente der zu bestimmenden Function so oft beobachtet sind, bis ihre ubrig 
gebliebenen wahren Fehler nur sehr geringe Bedeutung fUr das Endresultat 
haben, indem wir dann die Glieder mit den hohern Potenzen dieser Fehler ver
nachlassigen, konnen wir den Fehler del' zu bestimmenden Grosse setzen 

und wenn man jetzt die Zeichen aller AX umkehrt, wechselt auch AA sein 
Zeichen. Also 

56. Sind die Elemente einer Function so oft beobachtet, bis 'Von den ihnen 
noch anhaftenden Fehlern jeder nur ganz geringen Einfluss auf dieselbe hat, 
so darf man die Fehler der Function wie zufallige behandeln und dieselben 
als lineare Functionen der Fehler der Elemente, bestimmt durch die Gleichung 

LXV) 

ansehen. 
Es ist hier absichtlich nicht gesagt, dass die ubrig gebliebenen 

Fehler gegen die bezuglichen Elemente sehr klein sein sollen, dies ist 
auch nicht immer notig, es kommt lediglich darauf an, dass die ubrig 
gebliebenen Febler der Elemente einzeln auf das Resultat nur unbedeuten
den Eintluss haben. 
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Daraus folgt noch nicht, dass uberhaupt auch die I<'ehler des Resultats 
sehr klein sein mussen, denn da diese durch Combination der Fehler der 
Elemente entstehen: kann es sich wol ereignen, dass in besonders ungunstigen 
Fallen die Zeichen der Fehler der Elemente sich so gestaltet haben, dass 
aIle Glieder der Reihe 

'OF AX + 'OF Ax + ... + 'OF AX 
'OX1 1 'OX2 2 'Ox,," 

ein und dasselbe Zeichen haben, und dann wird AA unter Umstanden gegen 
F schon eine in Betracht kommende Grosse bilden. 

151. Unterschiede der Febler zusammengesetzter Messungen gegen 
die einfacher. Indessen ist doch, abgesehen von dem Fall, wo F eine 
!ineare Function der Elemente bildet, durch die obige Annahme der 
Spielraum fur die Fehler zusammengesetzter Messungen erheblich ein
geengt; den zuflilligen Fehlern einfacher Messungen konnten wir fictiv aIle 
Grossen zwischen - 00 und + 00 zuweisen und dadurch gewannen wir den 
V orteil , den Integralen ihrer WahrscheinIichkeitsfunctionen bestimmte 
Grenzen zuschreiben zu konnen, vermoge deren sie sich auf besonders 
einfache Ausdrncke reduciren liessen. Hier durfen wir es streng genommen 
nicht mehr tun, denn da jedenfalls die Differentialquotienten der betreffen
den zusammengesetzten Grossen endlich sein mussen, kann AA nur dadurch 
sehr gross werden, dass eine gewisse Anzahl der AX sehr gross wird. Tritt 
aber das letztere ein, so ist eben die Entwickelung von /).F als lineare 
Function der /).X allgemein nicht mehr zuIassig. 

Wir haben es nun bei der Definition der charakteristischen Fehler 
durch bestimmte Integrale nie mit den einzelnen Fehlern selbst zu tun, 
sondern mit ihren Producten in die Wahrscheinlichkeitsfunction. Von 
letzterer wissen wir aber aus ihrer aus der Erfahrung erschlossenen Form, 
dass sie fUr relativ grosse Fehler ungemein geringe Wahrscheinlichkeiten 
ergiebt, derartig, dass ihr Product mit dem entsprechenden Fehler, dieser 
mag auch noch so gross sein, immer noch ausserordentlich klein ist. W 0 

es sich also um Ausdrncke handelt, in denen die Fehler multiplicirt mit 
ihren bezuglichen Wahrscheinlichkeiten auftreten, hat es nichts auf sich, 
wenn Ulan entgegen der Supposition, wonach die Fehler zusammengesetzter 
Messungen unter allen Umstanden lineare Functionen der Fehler der sie 
zusammensetzenden Messungen sein soli en, diesen Fehlern auch unbeschrankt 
grosse Betrage zuschreibt. 

152. Annahmen fiber die Febler zusammengesetzter Messungen. Wir 
werden also im Folgenden die Fehler zusammengesetzter Messungen einmal 
als lineare Functionen der Fehler der sie zusammensetzenden einfachen 
Messungen ansehen und dann noch dieselben genau so wie die zufaIligen 
Fehler einfacher Messungen behandeln. 

Weil aber jeder Fehler einer zusammengesetzten Messung von den 
Fehlern aller zusammensetzenden Messungen abhangt, bilden die Fehler von 
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zusammengesetzten Messungen nicht mehr wie die von einfachen eine einfache 
Mannigfaltigkeit von Grossen, sondern eine nach der Zahl der sie zusammen
setzenden Messungen sich richtende mehrfache Mannigfaltigkeit, und darum 
kommen wir hier nicht mehr mit einfachen Integralen aus. 

Wir haben zuuachst die Wahrscheinlichkeitsfunction fiir znsammen
gesetzte Fehler zu bilden. 

Sei wie bisher F(Xl' X2 , ••• , X,,) die Function, urn deren Fehler es 
sich handelt, die wahren ~'ehler der Elemente bezeiehne ieh jetzt mit be
zftglieh V1, V2, ••• , V"' so dass jedes dieser VaIle mogliehen Betrage 
anzunehmen vermag. Der Fehler von F sei V. Dann ist nach unsern 
Festsetzungen 

Die Elemente sollten aIle ebenso wie ihre Bestimmungen von einander 
ganz unabhiingig sein, jedes der Glieder in dem Ausdruek fiir V variirt 
dann unabhiingig von allen andern, und kann alle mogliehen Betrage an
nehmen. Was von den V gilt, ist natiirlieh aueh riehtig von ihren Produeten 
in die beziigliehen Grossen 

Indem man nun 

also 

macht, kann man sagen: 

'OF 'OF 'OF ... , 
'Ox,,' 

'OF 
~V=A, ux n " 

" 

V setze sieh zusammen aus den nFehlern AI' 1.2' .•• , A", die alle von 
einander unabhiingig sind, und deren jeder aIle mogliehen Betrage auf
weisen kann. 

153. Wahr~cheinlichkeitsfunction zusammengesetzter Febler. Nun sei 
die Wahrseheinlichkeit, dass die Bestimmung des xten Elements X" noeh 
mit einem wahren ~'ehler V" behaftet ist, gleieh cp,,(V,,) - eine Wahr
seheinliehkeit, die von der Sehiirfe mit der bei der Messung des betreffenden 
Elements verfahren wird, abhiingt - dann ist die Wahrseheinliehkeit, dass 
in dem Ausdruek fiir V gerade der Fehler V" mit vertreten ist, cp,,(V,,). 
Hiernaeh wird die Wahrseheinliehkeit dafiir, dass der Febler V gerade dureh 
die Betrage VI' V2 , ••• , V" der ~'ehler seiner Elemente gebildet wird, 
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Bezeichnet aIlgemein w .. die Wahrscheinlichkeit, mit der bei der Be
stimmung des xten Elements X .. ein Fehler von der Grosse Null auftreten 
kann, so ist 

und 

oder, indem wir 

setzen, 

'(V) -,,(w,' v,'+w,' V;'+ ... +w,.' V,.') 
'f =we . 

Es ist nun wol zu beachten, dass dieses nur die Wahrscheinlichkeit 
ist dafiir, dass der ganz bestimmte Fehler V sich aus den ganz 
bestimmten Fehlern VI' V2 , ••. , Vn zusammensetzt, allein da derBetrag V 
noch durch viele andere Fehlercombinationen entstehen kann, ist 'f'( V) noch 
nicht die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die zllsammengesetzte Messung einen 
Fehler von der Grosse V aufweist. Diese miissen wir setzen gleich 

wo das ~ and eutet , dass man die Producte so oft zu bilden und dann zu 
addiren hat, als sich Combinationen von Betragen fiir die Fehler der 
zusammensetzenden Messungen denken lassen, die in ihrer Zusammensetzung 
nach dem Gesetz, welches sie mit V verbindet, gerade den Bet-rag V liefern. 

Wenn wir also n - 1 von den nElementen, etwa den n - 1 letzten 
Elementen, schon bestimmte Fehler V 2 , V3 , ••• , Vn zugeschrieben haben, 
so kann das iibrige Element keinen beliebigen Fehler mehr haben, wenn 
das Resultat gerade den Fehler V aufweisen soll, es muss dann vielmehr sein 

V =_I_{V_ aE.' V _ 'OF V _ ... _ 'OF V \, 
1 'OF ax 2 ax 3 ax n J _ 2 3 n 

aX 1 

und wenn wir V1 dieser Gleichung gemass bestimmen, konnen wir den 
V2 ' V3 ' ••• , V,. irgend welche der ihnen zukommenden Betrage erteilen. 
Welches der V man in dieser Weise berechnet, nachdem man dt'n andern 
bestimmte Werte beigelegt hat, ist gleichgiltig, immer bekommt man in 
dieser Weise aIle moglichen Combinationen von Betragen der V, die, mit den 

'OF 
beziiglichen Factoren multiplicirt und ad dirt, gerade die Zahl V liefern. ox .. 
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Schreibt man daher 

( 
1 J. 'OF 'OF of , 1) 

'f(V)=}:'f2(v2h3(v3)"''fn(Vn)'fl of lV-"'(jXV2-ax- V3-"'-Bx-- V nJ ' 
_ 2 3 n 

OXl 

SO ist die Summe so zu verstehen, dass man den n - 1 Grossen V2, V3, ... , Vn 
aHe Betrage, die sie nur besitzen konnen, erteilt, fiir jedes Wertsystem die 
Producte del' 'f bildet und aIle Producte addirt. ~ bezeichnet also eine 
n - 1 fache Summation. 

Wir konnen diese Summation in eine n - 1 fache Integration verwandeln. 
Lassen wir namlich Vl irgend einen Betrag zwischen Vl und Vl + dVl , 

V2 irgend einen zwischen V2 und V2 + dV2, ••• annehmen, so wird V 
irgend einen Betrag zwischen V und V + dV besitzen. Die Wahrscheinlichkeit, 
dass letzteres del' Fall ist, und dass ausserdem diesel' Betrag sich gerade 
aus einem Betrag des Vl zwischen Vl und Vl + dVl , des V2 zwischen V2 
und V2 + dV2 U. S. f. zusammensetzt, wo Vl' V2, ... , Vn ganz bestimmte 
Betrage angeben, ist 

'f'(V) dV = 'f l (VI) 'f2(V2 ),·· 'fnCT'n) dVl dV2··· dVn· 

Suchen wir nun die W ahrscheinlichkeit, dass der zusammengesetzte 
Fehler iiberhaupt einen zwischen V und V + elV gelegenen Betrag hat, so 
konnen VI' 1'2' ... , l'n beliebig variiren, weUll nul' die Gleichung stets 
erfiiUt bleibt 

Scheidet man wieder Vl ans, so sind V2 , Va' ... , Vn ebenso wieihre 
Incremente ganz willkiirlich, abel' man hat zugleich 

V = _1 f r' _ oP V _ of_ V _ ... _ ~ \' 1 
1 of l OX2 2 ax;! a OXn n J 

OXl 

und 

dV = _1_d{V_ 'OP V _~~ V _ ... _ of V 1. 
1 of aX 2 ox 3 ax nJ _ 2 3 n 

OX l 

Es soUten nun die Elemente aIle von einander ganz unabhangig 
gem essen werden, also ist 

und darnach: 

zu setzen. 

OV2 oV3 oVn 
-=-=· .. =-=0 
oVl 0 Vl oVl 

drl = o~ dl' 

oXl 
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Der Sinn dieser Gleichung ist aber der, dass wenn der Fehler der 
zusammengesetzten Grosse zwischen den sonst beliebigen, aber von vorn
herein vorgeschriebenen Betragen V und V+ dV liegen solI, und 
n - 1 Fehlern V2 , T'a' ... , Vn sowie ihren Incrementen beliebige Betrage 
beigelegt worden sind, der Fehler VI jedesmal so bestimmt sein muss, dass 

und sein Increment 

dVl = 'O~ dY 

oXt 

wird. Hier liegen also die Verhaltnisse so, dass V und V2 ' V 3' •.. , Vn 
ebenso wie ihre Incremente ganz und gar unabhangig von einander und 
beliebig bestimmt werden, und dann, damit der Zusammenhang zwischen 
der zusammengesetzten Grosse und ihren Elementen gewahrt bleibt, VI und 
sein Increment geeignet berechnet wird. I.assen wir jetzt V und sein In
crement dVeinen und denselben Betrag behalten, dagegen die V2 , V3, ••• , Vn 
aIle moglichen Betrage zwischen - 00 und + 00 annehmen, so wird zwar 

nicht Vt , aber dVl unveranderlich, namlich immer gleich o~ dV bleiben, 

OX1 
und wir bekommen als Wahrscheinlichkeit, dass der Fehler der zusammen-
gesetzten Grosse zwischen den vorgeschriebenen Betragen V und V + dVliegt, 

+«> +'" +«> 

LXVlt)rp (V)dV = o~ dVS dV2 S dVa··J dVn 1Jl2(V2 ) 'Pa(Va) '" 'Pn(V .. ) 
ox1 - 00 

(fJ (_1 J V _ of V _ of V _ ... _ 'OF v}) 
Tl of l ox 2 ox 3 ox n _ 2 a .. 

oX1 

und hieraus folgt flir die Wahrscheinlichkeit, dass der betreffende Fehler 
gerade die Grosse V hat 

+«> +'" +«> 

LXVI2) 'PeV) = o~~ S dV2 S dVa··J dVn 'P2(V2 ) 'Pa(Va) ... 'PnCVn·) 

OX1 -00 

(fJ (_I {V _ of V _ of V _ ... _ of V}). 
Tl of ox 2 ox 3 ox n _ 2 a .. 

oX1 
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Ersetzt man die ? durch ihre bestimmten Darstellungen, so wird LX3) 

57. Diese Gleichung fur die Fehlerwahrscheinlichkeit gilt fitr Functionen, 
die von ihren Elemenfen linear abhangen, ganz stren.q; in allgcmeinern Fiillen 
mit um so grosserer Genauigkeit, je scharfer die Bestimmung del' einzelnen 
Elemenfe ausgefallen ist. 

Sie lehrl in jeoem Falle die Wahrscheinlichkeit des zusammengesetzten 
Fehlers berechnen, wenn man die Pracisionsconstanten fiir die beziiglichen 
Bestimmungen der beziiglichen Elemente und die Coefficienten der linearen 
Abhangigkeit des zusammengesetzten Fehlers von den Fehlern der zusammen
setzenden Messungen kennt. Doch hat man dabei n - 1 Integrationen 
auszufiihren. 

Wir betrachten erst specielle Falle. 

154. Die Prll.cisionsconstante eines zusammengesetzten Fehlers. Wenn 
der Fehler V nur von der BestimmuIIg e i II e s Elements abhiingt. so haben 
wir n = 1, die Integrationen fallen aIle fort, und man bekommt 

Die Wahrscheinlichkeit, dass das a1fache einer durch Messungen, deren 
Bcharfe durch die Priicisionsconstante Wi eharakterisirt ist, bestimmten Grosse 
mit einem zufliJligen Fehler vou dem Betrage V behaftet ist, wird also 

Diese Wahrscheinlichkeit ist aber ja nicht zu verwechseln mit der eilles 
Fehlers einer aus a1 einzeln fiir sich gemessenen Elementen, wenn diese 
auch einander gleich sind, zusammellgesetzten Grosse. 

Zweitens sei der Fehler V durch die Messungen zweier Elemente be
stimmt, dann ist n = 2 und 

Weinstein, Lehrbnch I. 12 
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Ich setze 

so dass 

wird. Der Exponent von tp geht dann tiber in 

- a'\{ V22(a j2w22 + a22wj2) - 2W j2a2 VV2+u.iV2 ), 
j 

oder, indem man 

p.' 'I 
-~ P. ~-~ = v 
/, '), 

macht, in 

(154. 

Die Integrationsvariabele ist V2, ersetzt man sie durch E = V2 - p./2, so 
andern sich dadurch die Grenzen -00 und + 00 nicht, und es bleibt 

Der Betrag des Integrals ist a j Jr' also 

7tA ( 1-") 1 -- v-- v' 
ro (V) = W W --= e a,' 4 
T 1 2 VA 

und damit wird 
W 12 W2 ll: v~ 

(V) WjW2 -"a'w'+a'w' <p = e 1, " 
,fa 2W 2+a 2W 2 I' 1 2 2 1 
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In ganz entsprechender Weise findet man fiir die Wahrscheinlichkeits
function einer dreifach zusammengesetzten Griisse 

und so kann man durch Induction schliessen, dass allgemein, wenn 

gesetzt wird, 

ist. 
Ich dividire den Ausdruck fUr 1,2 mit 101 21022 ... 101'1 2 und schreibe iiir 

die Grosse 

Wo, dann ist 

Hieraus ersehen wir 
58a. DiePriicisionsconstanteeiner Function FvonnElementenx l' X 2 • •.. , :r" ' 

deren Priicisionsconstanten die beziigtichen Betrage haben 

ist 

(( 'OP)2 ('OP)2 ('0::)2 ('OP)2)-t 
'OX1 'OX2 'OXa 'Ox .. 

w = ---+---.-+--.-+"'+--.- . 
o W1~ w/ Wa~ Wn~ 

155. Pr§.cision, charakteristischer Fehler und Gewicht zusammen· 
gesetzter Messungen. Dureh die Praeisionseonstante sind aber aHe eharak
teristischenFehler bestimmt, und indem wir von den diesbeziigliehenfiireiufaehe 
Messungen geltenden Formeln Gebraueh maehen und mit e: die Einheit be
zeiehnen, in der die Feiller der zusammengesetztell Grosse gereehnet werden, 
finden wir 

.. F 0.31831 e: Durehschmttheher ehler = . , 
100 

0,39895e: , 
wo 

Mittlerer 
" 

Wahrseheinlicher 
0,26909e: 

12' 
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Nennen wir jetzt allgemein die wahren charakteristischen Fehler der 
Bestimmung des x ten Elementes der zusammengesetzten Grosse bezuglich 

so haben wir 
0,3183h 0,39895 e 

w~ = D.. -
0,2690ge 

p .. 

und nunmehr konnen wir den Satz aussprechen: 
58b. Wenn eine Grosse F abltangig ist mn n Elementen Xl' X2, ... , Xn 

durch das Functionsverhiiltnis 

F= F(Xl , X2 , ••• , Xn) 

und nicltt direct, sondern durch Vermittelung diesel' Elemenfe gemessen wird, 
so ist die Priicisionsconstante Wo einer fur sie getroffenen Bestimmung, falls 
tVl , w2' .. ,', wn die P1'iicisionsconsfanten del' fiir die Elemente ausgefultrten 
Besfimmungen bedeuten, 

LXVII) 

lhre charakteristischen Felder D, M, P sind mit den entsprecltenden charak
terisfischen Feltlern D l , ]}[l' Pl; D2, 1112 , P2;"'; D", Mn , Pn der gemessenen 
Elemente verbunden durclt die Gleichungen 

'/(OF)2 2 (OF)2 2 (IOF)2 2 D=V - D + - D + ... + -~- D , 
oXl 1 OX2 2 ox" n 

LXVIII) 

Endlich ist das Gewicht p ihrer Bestimmung berechnet aus den mittlern 
Feltlern, bezuglich den Gewichten PI' P2' ... , p" ihrer Elemente 

1 
LXIXa) 

beziiglich 
1 . 

LXIXh) 
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156. Giltigkeitsbereich des voraufgehenden Satzes. Der Satz ist zwar 
nur fUr die wahren beziiglichen Grossen abgeleitet, er gilt aber mit den 
in den Art. 93 if. hervorgehobenen Einschrankungen auch fiir die wahl'
scheinlichsten Betrage dieser Grossen, falls man unter den w", D .. , M .. , p .. , p .. 
die angenaherten, aus den beziiglichen Bestimmungen der beziiglichell 
Elemente nach den Anleitungen des Art. 98 zu berechnend!m Betrage der 
betreffenden Grossen fiir die Elemente versteht. 

Nach den friiheren Bezeichnungell hatte man, urn fiir die zusammen
gesetzte Messung ill, a, flo, ", zu bekommen, w", D", M", P" zu ersetzen 
durch ill .. , a", flo .. , "", 

Ferner ist der obige Satz ganz streng l'ichtig, welln das Abhangigkeits
verhaltnis zwischen: der zusammengesetzten Grosse und den zusammen
setzenden Elementen ein lineares ist. 1st die Function F' nicht linear, so 
gilt der Satz mit urn so grosserer Annaherung, je scharfer die Bestimmungen 
der einzelnen Elemente ausgefallen sind. 

Endlich muss hervorgehoben werden, dass er nicht mehr angewandt 
werden darf, sowie die Bestimmung eines Elementes von der eines der 
andern abhangt. Es ist durchaus notig, dass die Grosseu, urn die 
es sich handelt, von einander unabhangig gewonnen sind, wie 
man am besten einsieht, wenn man sich die Art, wie die Wahrscheinlichkeits
function fiir zusammengesetzte Grossen bestimmt ist, ins Gedachtnis zuriick
ruft. 1ch komme darauf bald zuriick. 

157. Strengerer Beweis ffir den Fall des mittlern Fehlers. Es konnte 
noch ein Zweifel an der Richtigkeit dieses Satzes bestehen, weil wir zu der 
allgemeinen Formel fiir tpeV) nur durch einen 1nductionsschluss gelangt 
sind, ich will ihn daher fiir einen Fall, fiir den des mittlern Fehlers, 
allgemein beweisen. Ausser durch die Pracisionsconstallte ist namlich del' 
mittlere Fehler nach Art. 65 auch noch dadurch definirt, dass sein Quadrat 
gleich dem mittlern Fehlerquadrat sein soIl. Wie bei einfachen Messungen, 
setzen wir daher auch 

+'" 

b12= S V2tp(V)dV, 
-00 

fiihrt man fiir tp (V) seine allgemeine Formel ein, so wird 

+00 +00 +00 +00 

M2 = o~, S V2 dV S dV2 S dV;j'" 5 dV" 1'2(V2 ) 1'3(Va) ... tp .. (Vn ) 

OX1-OO - 00 -00 -00 
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Integriren wir zuerst fiber V, so haben wir V2 ' Va"'" Vn als 
unveranderlich anzusehen. Setzt man daher an Stelle von V das Argument 
von rpl als· Integrationsvariabele, indem man dieses Argument mit Vt 

bezeichnet, so wird 

somit 

Ffihren wir fUr den Klammerausdruck die angedeutete Quadirung aus, 
so kommen ausser den Quadraten von Vt ' V2 ' ••• , Vn noch die Producte 
dieser Grossen vor, da aber die rp aIle gerad e Functionen der beziiglichen 
V sind, so hat man allgemein 

+00 

5 v" rp(V")dV,, = 0, 
-00 

somit verschwinden die Integrale, welche Producte der V entbalten, aus 
dem Ausdruck fur M2, es bleibt 

oder, wie wir auch schreiben Mnnen, 

+00 . +00 +00 +00 +00 

M2= ~(~~r S dV2 "-j'dV" -S V,,2 dV" S dV"+l"J dV,. rpl(Vt)·"rpn(Vn), 
-fJ:) -co -00 -!XI -00 

AIle V sind von einander unabhangig, aIle Integrationsgrenzen sind 
ganz bestimmt, die n fachen Integrale sind also nicbts anderes, als Producte 
von n einfachen Integralen, daher das allgemeine Glied aucb gleich 

+00 +'" +'" 

Jrpl(Vt )dVt ' "Jrp"-l(V"-l)dV"-l J V"2 y,, (V")clV,, . 
-00 

+00 +00 

S?X+l (V,,+l)dV,,+l' ... Jrpn(Vn)dV", 
-00 
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und da zufolge der Bedeutung, die dem Integral 

beizulegen ist, da es die Wahrseheinliehkeit angiebt, dass ein Fehler des 
iten Elements iiberhaupt irgend eine Grosse hat - eine Wahrseheinliehkeit, 
die mit der Sieherheit. iibereinkommt - ein solches Integral den Wert 1 hat, 
so sind alle Integrale bis auf das, welches V/ neben '1'xCVJ enthalt, gleieh 
1 zu setzen, somit wird 

+oc 

+- - V2(O (V )dV . ('OP)2~' ' 
oXn n Inn n 

aber die hier noell vertretellen Integrale geben die Quadrate del' mittlern 
Fehler der einzelnen Elemente; es kommt also, wie wir friiher gefunden haben, 

2 ('OP)2 2 ('OJ<')2 2 ('OP)2 2 
M = 'Ox1 1111 + 'OX2 M2 + .,. + 'Oxn Mn' 

Aus dem mittlern Fehler lasst sieh die Pracisionscollstante Wo, aus dieser 
wieder der dul'chsehnittliche und wahrscheinliche Fehler, und nieht minder 
das Gewicht ableiten. Durch den Beweis, dass der bezeichnete Satz fUr den 
rnittlern Fehler richtig ist, ist der ganze Satz allgemein bewiesen. 

158. Specielle Anwendungen. Ich rnache einige specielle Anwendungen 
unseres Satzes, beziehe mich aber del' Einfachheit wegen allein auf den 
rnittlern Fehler und das Gewicht. 

1. Sei 

wo a1 eine gegebene Zahl ist, x gemessen wird. 1st M1 der mittlere Fehler 
von x, so haben wir fUr den rnittlern Fehler von J<' 

und fiir das Gewicht von P 

also zum Beispiel fUr at = 2 

J1 = a1 11f1 , 

M=2M1 , 

P=-}-Pl' 

59. Del' mittlere Fehler des nfachen einer gemessenen Grosse ist gleich 
dem nfachen des mittlern Pehlers der gemessenen Grosse; das gleiche gilt von 
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den andern charakteristischen E'ehlern. Das Gewicht ist ntlr das 1/ n2 {aclte 
des Gewichts der gemessenen Grosse. 

2. Sci 

wo a l und a2 bcstimmte gegebene Zahlen, Xl und X2 von einander unabh1i.ngig 
gemessene Grossen bedeuten. 

Man hat 

und 

11 = ,/ 2 u 2 + a 2M 2 • V al .LUI 2 2' 

1st specieller at = a2 = 1, so wird 

J---- PIP2 1 1 1 
M = V 11112 + ilI2 2, P = PI + P2' P = PI + P2 . 

Allgemein hat llIan fiir 

M = V M/ + M/ + M/ + ... + Mn 2 , 

1 1 1 1 1 -=-+-+-+ ... +_. 
P PI P2 P3 Pn 

Hier wird eine Grosse aus n einzelnen Grossen durch einfache Addition zu
sammengezetzt, und llIan sieht, dass der resultirende mittlere Fehler aus 
den componirenden mittlern Fehlern genau so berechnet wird, wie im 
Raume die resultirende Kraft aus den componirenden Kraften. 

159. Principieller Unterschied zwischen einer mehrfach genommenen 
Messung und einer mehrfach zusammengesetzten Kessung. Fortsetzung 
der Beispiele. Es ist interessant, diesen Fall, dass eine Grosse aus n ein
zeIn fiir sich gemessenen Grossen zusammengesetzt wird, mit dem zu ver
gieichen, wo eine Grosse das nfache einer gemessenen Grosse bildet. Urn 
den so wesentlichen Unterschied zwischen den beiden Fallen zu markiren, 
nehmen wir an, dass die Elemente der zusammengesetzten Grosse aIle mit 
gieicher ScMrfe gemessen sind, danu haben wir 

M t =M2 =···=Mn 
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und konnen schreiben 

fiir die nfach zusammengesetzte Grosse 

M=M.ln p=P~, 
I II' n 

fiir die nfach genommene Grosse 

M= JJf1n, p=P~. 
n-

185 

Dort verMlt sich der mittlere Fehler der gesuchten Grosse zu dem 
eines gemessenen Elements wie ]in zu 1, hier wie n zu 1; dort ist das 
Gewicht der gesuchten Grosse lintel 'vom Gewicht eines gemessenen Ele
ments, hier 1/n2tel. 

Man habe z. B. 9 Drahte von gleicher Lange und gleicher Dicke und 
gleichem Material, aber unbekanntem elektrischen Widerstand. Wir bestimmen 
den Widerstand Wi nur eines der Drahte, und zwar so genau, dass der mittlere 
Fehler 0,001 Wi betriigt. Schalten wir die 9 Drahte hi n t ere in an d e r in 
den Kreis eines Stromes, so ist ihr Gesammtwiderstand 9 Wi und der mittlcre 
Fehler desselben 0,009Wl • Schalten wir sie neben einander, so ist ihr 

Gesammtwiderstand ~l und der mittlere Fehler desselben 0,00~ __ lfl!. 
Nun denken wir uns, dass der Widerstand j edes der Drahte fiir sich 

bestimmt ist, und zwar so, dass der mittlere Fehler fiir jede Bestimmung 
0,001 W wird, wo W der durchschnittliche Widerstand der Drahte ist, nnd 
sich naturgemass von Wi sehr wenig unterscheidet. Schaltell wir die Drahte 
wieder hinter einander, so ist ihr Gesammtwiderstand 

W=Wl +W2 + .. ·+W9 =9W, 

der mittlere Fehler also, weil hier F = W, Xl = Wi' X2 = W2 , 

also 
'OF 'OF 'OF 
-=-= .. ·=-=1 
'Oxl 'Ox2 'Ox" 

ist, 

M = 0,001 . V9 W = 0,003lf~ 

wahrend er friiher, als wir nur fur einen Draht den Widerstand bestimmten, 
3 mal so gross war. Schalten wir die Drahte neb en e ina n de r, so ist ihr 
Gesammtwiderstand bestimmt durch die Gleichung 

oder 
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Wist das, was wir fruher mit F bezeichnet haben, Wl' W2 , ••• , W9 
sind die Elemente xl' x2' ••• , x9' daher 

x=l, 2, 3, ... , 9, 

somit der mittlere Fehler von W 

2,,/ 1 - 2 1 - 2 1 - :i 
M=W V W14(O,001W) +"W;;4(O,OOlW) +··+W94(0,OOl W) 

=0001 WW21/_1_+_1_+ ... +_1_. 
, VW14 Wi W94 

Zufolge der Annahmen, die wir fiber die Drahte gemacht haben, solIEm 
ihre Widerstande gleich sein, ersetzen wir diese Widerstande durch ihren 

durchschnittli~hen Betrag W, so wird noch nahezu W = -r: und 

M = 0,001 W 3 .. / 9 = 0,001 W 
~ 9.9 VW4 3·9' 

also auch bei Nebenschaltung ist der mittlere Fehler des gesuchten Wider-
1 

stan des , wenn man die 9 Widerstande alIe einzeln bestimmt, nur "3 von 

dem, wenn man nur einen der 9 Widerstande direct misst. 
lch schlage dem Leser vor, dieses instructive Beispiel noch weiter 

zu verfolgen, indem er von 9 Drahten einige hinter einander, den Rest 
neben einander sich verbunden denkt, indem er fiberhaupt aus den neun 
Drahten irgend ein Netzwerk bildet, den Widerstand desselben zwischen 
zwei Punkten nach bekannten Regeln auswertet und den mittlern Fehler 
des gesuchten Widerstandes' berechnet, je nachdem der Widerstand nur eines 
Drahtes oder mehrerer (z. B. alIer) bestimmt ist. 

3. Als drittes Beispiel nehme ich den Fall, der uns schon im achten 
Capitel beschaftigt hat, wo der Capillaritatscoefficient a2 einer Fliissigkeit 
durch ihre SteighOhe k in einer Rohre vom Radius r bestimmt ist. Wir 
haben hier 

also 

damit wird 

of 2 of 
~=h+-3r, -=r 
uX1 ,OX2 
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und wenn der mittlere Fehler der Messung yon 11 gleich 111", der der l\lessung' 
von r gleich ]}lr ist, und mit Ma2 der mittlere Fehler vou a2 bezeichnet wird, 

2Jia• = V (It + ~ ry JJ1r 2 + r2 Mh ;· 

V orausgesetzt, dass die Unsicherheiten eben n u r in den Messungen von 
It und r begrundet sind, was, wie an geeignetem Ort hemerkt, lIicht zutrifft. 
Diese Beispiele mogen vorlaufig genugen, andere werden wir bald kennen 
zu lernen Gelegenheit haben. 

X. Bedingte zusammengesetzte Messungen. 

a) Able-dung de')' wahrschez"nh"chsten ResuZtate. 
Der Fall, wo eine Grosse aus Elementen zusammengesetzt ist, die nicht 

unabhangig von eiuander sind, solI nur insoweit behandelt werden, als er 
fUr physikalische Maassbestimmungen und fUr die im folgenden Abschnitt 
auszufUhrende Theorie der Ausgleichung von Untersuchu ngen Bedeutung hat. 

Doch werde ich, weil gerade die Existenz von Bedingungsglcichungen 
bei Anwendungen der Ausgleichullg'srechnung so leicht ausser Acht ge
lassen wird, mit grosser Sorgfalt zu Werke gehen und nirgcnds das Prin
cipielle hervorzuheben und durch Beispiele zu illllstriren versaumen. 

160. Art der Abhangigkeit der Elemente von einander. Wenn 
Elemente von einander abhangig sind, so kann das entweder dadurch 
geschehen, dass zwischen ihnen selbst gewisse Gleichullgen bestehen, oder 
dadurch, dass sic mit einer Reihe anderer Elemente durch Gleichungcn 
verbunden sind. 

Existiren zwischen den Elementen selbst gewisse Bedingungsgleichuugen, 
so mussen diese jedenfalls ganz streng erfullt werden, und dann handelt es sich 
nicht allein urn Ableitung der aus ihnen zusammeng'esetzteu Grosse, sondern 
urn diese Ableitung unter der Voraussetzung, dass die beobachteten 
Betrage der Elemente den zwischen ihnen vorgeschriebenen Be
dingungsgleichungen angepasst werden. 

161. Methode der Elimination iiberschiissiger Elemente. Hier kann 
man sich nun so helfen, dass man erst aus der zusammengesetzten Grosse 
so viele Elemente eliminirt, als man es durch die gegebenen Bedingungs
gleichungen ermoglichen kann, es bleiben dann nur noch von einander 
unabhangige Elemente ubrig, und diese allein werden beobachtet. 

1st zum Beispiel die Anzahl der Elemente, zwischen den en Bedingungs
gleichungen existiren, gleich g, die Anzahl der Beding'ungsgleichungen h, 
so kann man durch Auflosung dieser Gleichungen It dieser Elemente durch 
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die 9 - h iibrigen· ausdriicken, setzt man ihre so erhaltenen Betriige in die 
gesuchte Function Fein, so geht diese in eine neue Function <l> - die aber 
immer noch dieselbe zusammengesetzte Grosse darstellt - iiber, die nur 
n - It Elemente enthiiIt, zwischen den en aber keine Bedingungen mehr zu 
erfiillen sind. Auf diese iibrig gebliebenen Elemente erstrecken sich die 
Beobachtungen und man hat die Bedingungsgieichungen nicht weiter zu 
beachten. Nachdem man die n - It Elemente gemessen, sind ihre erhaltenen 
Werte in die Function <l> einzusetzen, wodurch die zusammengesetzte Grosse 
bestimmt ist. Die charakteristischen Fehler und die Priicision der zusammen
gesetztell Grosse werden dann nach den gegebenen Regein an der Function <l> 
bestimmt. 

Dieses Verfahrcn kann immer angewendet werden, wenn die Elimination 
der iiberschiissigen Elemente sich ausfUhren liisst. 1m allgemeinen ist aber 
die AuflosUllg von Gleichungen nicht durchfiihrbar, und dann bleibt nichts 
iibrig, als aIle Elemente selbststandig zu beobachten und dann durch Ver
besserungen, die man zu den Elementen hinzufiigt, welche in den Bedingungs
gleichungen vertreten sind, diesen Gleichungen nachtraglich gerecht zu werden. 

Ja, selbst in dem FaIle, wo man die Elimination auszufuhren vermag, 
wird man doch lieber all e Elemente beobachten, denn einerseits gewinnt 
dadurch die Bestimmung der zusammengesetzten Grosse an Sicherheit, und 
andererseits gestattet die Substitutio!l in die Bedingungsgleichungen eine 
gewisse Uebersicht iiber die erlangte Genauigkeit, die man sonst entbehren 
wiirde. 

162. Welche Betril.ge bedingter Elemente als die wahrscheinlichsten 
Zll erachten sind. Wir wollen daher annehmen, man habe die iibcr
schiissigen Elemente nicht eliminirt, sondern aIle Elemente mit aus
reichender Genauigkeit gem essen und fiir sie, deren wahre Betrage 
Xl' X2, ••• , X.. sein mogen, die Betrage xl' x2 , ••• , x.. gefunden. Die 
Bedingungsgleichungen finden naturgemass zwischen den wahren Betragen 
der betreffenden Elemente statt, sind die ihnen unterworfenen Elemente 
etwa Xl' X2 , ••• , Xg' so wird man also haben 

t~ (Xl' X2, ••• , Xg) = 0, 

f2(Xl' X 2, ,Xg) = 0, 

und da die entsprechenden beobachteten Betrage im allgemeinen von 
den wahren abweichen werden, werden fUr sie die Bedingungsgleichungen 
auch nicht erfiiIlt sein. Nun ist der wahrscheinlichste Wert der aus den 
Elementen x zusammengesetzten Grosse derjellige, der durch die Zusammen
setzung der wahrscheinlichsten Werte der Elemente selbst gebildet wird, 
und da diese nicht als "wahrscheinlichst" bezeichnet werden konnen, wenn 
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sie nicht den Bedingungsgleichungen genau gerecht werden, so ist also auch 
nicht mehr derjenige Wert von F der wahrscheinlichste, den man erMlt, 
wenn man in seinen A usdruck die beobachteten Elemente geradezu eintragt. 

163. Einflihrung der Verbesserungen. Es sei allgemein ~Xx der 
wahre Fehler, mit dem das Beobachtungsergebnis der Grosse Xx noch be
haftet ist, dann wird die zusammengesetzte Grosse 

F= F(Xl + ~X!, x2 + ~X2' "', xn + dXn) 

und die Bedingungsgleichungen bekommen die Form 

O=I;.(x1 +dX!' x2+dX2 , "', xg+dXg), 
0= f2 (X1 + dX!' x2 + dX2 , "', x + dX ), 9 9 

0= fh(X1 + dXl , x2+ dX2 •• " , Xg + dXg ). 

Sind nun die Elemente genau genug bestimmt, dann diirfen wir bei 
einer Entwickelung der einzelnen Fimctionen nach den Fehlern hOhere 
Potenzen dieser als die erste fortlassen, ill zweiter Naherung ist dann die 
Reihe der Bedingungsgleichungen 

Ofl Ofl 01;. 
... x )+-dX +-dX + ... +-dX, 

'g ox 1 ox 2 ox 9 
1 2 9 

of2 of; of; 
O=f2(X1, x2' ... , x )+-",-dXl+-",-dX2+'''+-'''-~X' 

9 uX1 uX2 uXg 9 

Ofh Ofh Ofh r 

0= fh(Xl , x2 ' "', Xg) + <:\dX1 + <:\dX2 +··· + <:\dXg. uX1 uX2 uXg 

Rier sind die Xl' X2' ... , Xg durch die Messungen gegebene Grossen 
und da die Functionen f auch vorgeschrieben sein solltell, so hat man 
h lineare Gleichungen mit bekannten ]<'actoren und g unbekannten Grossen ~X. 

1st h= g, so sind dureh obige Gleiehungen aIle dX bestimmt, nachdem man 
letztere aus denselben ausgereehnet hat, muss man die beziiglieben Elemente 
Xl' X2' ... , Xg urn sie vergrossern und in der so veranderten Form in 
die Gleichung fiir die zusammengesetzte Grosse einsetzen. 

Rier ist also 

F= F(Xl + dx:;., x2 + ~X2' "', Xg + dXg, xg+ 1' xg+ 2' "', xn ), 

und in jedem FaIle bereehenbar. Doeh ist es durchaus nieht notig, dass 
die so bestimmten dX auch die wahren Fehler der betreffenden Elemente 
darstellen. 

Der Fall g < h hat keine Bedeutung, denn dann sind mehr Bedingungs
gleiehungen als Grossen vorhandell, und sie konnen im allgemeinen nieht 
streng erfiillt werden. 
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1st [! > h, so lassen sich h der unbekanllten AX, etwa die AX1, 

AX2, ••• , AX" durch die g - It andern, durch AX" + l' AX" + 2' "', AXg 
mit Hilfe der obigen Gleichungen ausdriicken; allein, da die wahren Betrage 
dieser letztern doch nicht bekannt sind, hilft eine solche Procedur nichts. 
Man konnte zwar diesen g - h Fehlern beliebige Betrage beilegen, dann die 
It andern berechnen und nun wieder die Xl' X2 ' ••• , Xg corrigiren, indessen 
ware dadurch der Willkiir Tiir und Tor geoffnet, und man wiisste doch 
nicht, welche Sicherheit man dem so erhaltenen Betrage fiir F zuschreiben darf. 

164. Die Verbesserungen werden der Bedingung unterworfen, dass 
sie die grosste Wahrscheinlichkeit fiir sich haben. Bezeichnen wir nun 
die Verbesserungen, die wir an die von einander abhangigen Elemente 
xl' x2 ' ••• , Xg anzubringen haben, mit vi' v2 ' ••• , vg ' so geniigen diese 
also h Gleichungen, und den Rest von Willkiir, der ihren Betragen noch 
deshalb innewohnt, weil g - h von ihnen beliebig gewahlt werden diirfen, 
konnen wir dazu verwenden, sie im Ganzen so zu gestalten, dass dem dann 
fiir die zusamme'ngesetzte Funktion resultirenden Betrag so viel Wahrschein
lichkeit innewohnt, als die Umstande es zulassen. 1st nun rp(vx) die Wahr
scheinlichkeit der Yerbesserung vx ' so wird die Wahrscheinlichkeit, dass die 
notig en Verbesserungen keine andern, als gerade die Betrage VI' V2 ' ••• , V g 

haben, 

und da diese Betrage insofern als zufallig zu bezeichnen sind, als die Fehler 
der Elemente zufallig sein sollten, mithin auch ihren Verbesserungen zufallig 
sein mussen, so konnen wir 

( ) 
_ - 'it Wx. 2f1x. 9 

rr'x Vx - Wx e 

setzen und dann wird 

-1t(w'~ '+w·" '+ ... +w ,~ 'J W - 1 1 •• g g -we . 

Die wahrscheinlichsten Verbesserungen sind nun offenbar diejenigen, 
fiir welche W ein Maximum, somit "'12VI2+w22V22+"'+Wg2Vg2 ein 
Minimum ist. Indem wir also die Elemeute xp x2' ••• , Xg urn die Grossen 
VI' V2 ' ••• , Vg corrigiren und, die zusammengesetzte Grosse 

F= F(Xl + vi' x2 + v2 ' ..• , Xg + vg ' Xg+i' , •• , xn) 

setzen, bekommen wir fiir letztere den den Umstanden nach wahrschein
lichsten Betrag, wenn wir die V so wahlen, dass einerseits die Grossen 
Xl + VI' X 2 + V2 ' ••• , Xg + Vg die h Bedingungsgleichungen erfiillen und 
andererseits die Summe 

(l) 2V 2 + W 2v 2 + ... + W 2 V 2 I I 2 2 g g 

ein Minimum wird. Die w sind die Pracisionen der v. 
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Wir konnen die Aufgabe, urn die es sich hier handelt, noch von einem 
andern Gesic}ltspunkt betrachten. 

Es ist klar, dass die Bedingungsgleichungen, welch en ein Teil der 
Elemente unterworfen ist, nicht ab-hallgen von der Art, wie wir die Elemente 
zu d(,r gesuchten Grosse zusammensetzen sollen, sie bleiben bestehen, wenn es 
sieh aueh urn eine andere Function der Elemente handelt als die gerade 
angenommene. Das wescntliche ist also, dass eine Reihe von Grossen 
Xl' X 2 ' ••• , XII beobachtet sind, die gewissen Bedingungen zu gehorchen 
haben. Sehen wir also von dem Zweck, zu dem diese Grossen beobachtet 
sind, ab, so konnen wir sagen: 

Es sind g Grossen xl' x2 ' ••• , XII unabhangig von einander beob
achtet worden, es sollen zu denselben Correctionen v1 ' v2 ' •.• , vI! 
hinzugefiigt werden, die es erstens bewirken, dass gewisse Be
dingungsgleichungen, die zwischen den X bestehen, von den cor
rigirten Beobachtungswerten elfiillt werden, und zweitens, dass diese 
corrigirten Beobachtungswerte so wahrscheinlich, als es die Umstande 
gestatten, werden. 

Rieraus ist klar, daRs die als Pracisionen der Verbesserungen bezeieh
neten Grossen (1)1' (1)2' •.. , (I) II nichts allderes sind als die Pracisionen der 
Beobachtungswerte der xl' x2 ' .•• , Xg' 

165. Maximum oder Minimum unter Nebenbedingungen. Die Aufgabe 
eine Grosse zu einem Minimum oder Maximum unter Erfiillung gewisser 
Nebenbedingungen zu machen, ist in der Analysis wol bekannt. Ilue Auf
losung findet sie im folgenden Satz, den wir noch Ofter werden anzuwenden 
haben. 

60. Um eine Function .r> von n Variabeln El' E2 , •.• , En zu einem 
Minimum oder ]J1aximum zu machen, .wiihrend 9 von ihren Variabeln, niirn
licit die E1 , E2 , ••• , ~g gezwungen sind It Bedingwlgsgleicltungen 

rp 1 CE1 , E:J' ~g)=O, 

rp2 CE1 , E2 , Ell) = 0, 

streng zu er(iillen, multiplicirt man diese Bedingungsgleichungen mit Factoren 
Xl' X2 , ••• , Xh , addirt sie dann zu der Function ttnd bringt von dern so cr
haltenen Ausdruck 

die ersten Differentialquotienten nach den einzelnen Variabeln zum VerscJm'inden, 
macht also allgemcin 
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Das giebt so viele Gleichungen als Unbekannte E1 , E2 , •.• , Ey zu berechnen 
sind; in diesen Gleichungen sind zwar noch die It Fact,oren Xl' X2 ' ••• , X" 

enthalten, da aber ausserdem noch die It Bedingungsgleichungen zu erfullen 
sind, so hat man im Ganzen g + It Gleiclmnqen, die zusammen sawohl die 
g Variabeln wie die It Ji'actoren X zu berechnen gestatten. 

In der Ausgleichungsrechnung bezeichnet man die Hilfsfactoren x als 
Oorrelaten. 

166. Aufstellung der Gleichungen fiir die Verbesserungen undCor· 
relaten. In unserm FaIle sind die e zu ersetzen durch die v, ferner ist 

und die Bedingungsgleichungen q:> = 0 gehen uber in 

Die Variabeln sind hier allein die v. 
Nun ist 

olD _ 2 2 •• 1 2 3 
~.- wi Vi' t=, , , .•. ,g, , 

Daher haben wir 

Hierin ist aber nach Art. 65 

wi 2 = (O,3~~9~ r 
und indem wir uns die CorreIa ten 1( aIle mit 2 2 multiplicirt denken, 

(0,39895) 
gewinnt unsere Aufgabe die bestimmte Form, dass die v1 ' v2 ' ••• , vg ' sowie 
die xl' X2 , ••• , Xh zu berechnen sind aus den h + 9 Gleichungen 
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LXX) 

LXXI) 

Die Gleichungen sind aIle linear. Setzt man, urn zuerst die Corre
laten zu berechnen, die durch die ersten It Gleichullgen hestimmten Werte 
der vl ' •.• , Vg in die It letzten ein, so bekommt man Gleichungen von der }<'orm 

Ich ordne diese It Gleichungen nach den 11 Unhekanllten 1. und erhalte 
ffir die ite Gleichung 

Fiir solche Gliederaggregate, wie sie hier als Factoren der x auftreten, 
hat Gauss Bezeichnungen eingefiihrt, die aIlgemein angenommen sind. 

Wei n S te in, Lehrbnch I, 13 
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Wir setzen darnach 

und bekommen nunmehr 

[ 'Ofl 'Ofl ] ['Ofl 'Of2 ] [ 'Ofl 'Of" 'j {, =X 11.2 __ +X (.1.2_- +···+x p.2;o--- , 
1 1 r 'OX 'OX 2 'O.l: 'O.t "O.c 'O.e , 

LXXII) r. = It [11.2 'Of2 'Ofl ] + It. [fJ.2 'Of2 '0(2 ] + ... + It [p.2 'Of2 'O(':J, 
2 1 r 'OX 'OX l 'OX 'OX "'OX 'OX 

Da 

ist, SO ist das System der Factoren der It ein symmetrisches, die Vertical
reihen sind den entsprcchenden Horizontalreihen gleich. 

167. Verbesserung der zusammengesetzten Grosse. Hat mall aus 
dies en h Gleichungen die h Correlaten It berechnet, so geben die Gleichungen 
unter LXX) die Verbesserungen v, und nachdem man diese in Zahlen aus
gedriickt erhaltell, hat mall sie all die ueobachteten Betrage der xl' x2 ' ••• , Xg 

anzubringen und demnach die gesuchte Grosse zu schreiben 

Wenn die Bedingungsgleichungen nicht existirten, so ware 

LXXIV) 
'OF 'OF 'OF 

V=-v +-v +"'+-v 'OXl 1 'Ox2 2 'O.t(l (I 

ist also die durch die ExistellZ der Bedingungsgleichungen notwendig 
gewordene Verbesserung der zusammengesetzten Grosse. Es braucht zwar 
darum das neue F noch nicht fehlerfrei zu sein, da wir aber durch Hinzufiigung 
der Verbesserungen die Elemente der zusammengesetzten Grosse gezwungen 
haben, wahren Bedingungsgleichungen zu entsprechen, so ist jedenfalls der 
corrigirte Wert der zusammengesetzten Grosse auch ein wirklich verbesserter, 
sein mittlerer Fehler wird kleiner sein als der des uncorrigirten. 
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b) Fehlerrechnung. 

168. Die beobachteten und ausgeglichenen mittlern Fehler der 
Elementc. Wir haben nun zuzusehen, wie viel durch die Ausgleichung der 
gElemente yermittelst der Bedingungsgleichungen gewonnell ist. Was zu
uachst die Elemente selbst betrifft, so ergiebt die Beobachtung jedes dcr
sc1ben, wenn sie mehrfach wiederholt wird, einen bestimmten, llach den 
Vorschriften des Art. ~)7 zu berechnenden mittlcrn Fehler, c1er natnrgemiiss 
auch fehlerhaft sein kann. Wir nenllen diesell Fehler den beobachtetell 
mittlcrn Fe hIe r der betreffenden Grosse und bezeichnen ihn wie bisher mit 
fLi' wenn er dem Element Xi zugehOrt. Indem wir aber die 9 Elemente nach 
den angegebencn Principien ausgleichen, findell wir fUr sie gewisse Ver
besserungen, die wir auch geradezu als ihre Fehlcr bezeichnen konnen, denn 
nur dadurch, dass wir ihnen diese Verbesserungell him; fiigen, bringe]] wir 
sie dazu, wahre Gleichungen widerspruchsfrei zu erfiillen. Diese }<'ehler also 
fiihren zu neuen mittlern Fehlern fUr die Elemente, zu au s geg lich en en 
mittlern Fehlern, die, weil sie eben ausgegEr.hcn sind, der Wahrheit 
naher kommen werden als die beobachteten, und folglich zur Kritik del' Beob
achtungen allein heranzuziehen sind. Hiernach dienen die beobachteten 
mittlern Fehler nul' noch zur Feststellung del' relativen Gewichte del' 
betreffenden Grossen. Ich bezeichne nun die ausgeglichenen mittlern Fehler 

del' 9 Ell'mente Xl' X 2, ..• , x( mit 11.1' fI'2' ..• , 11.,; den ausgeglichenell 9 J _ 
Pehler eines Elements, dem das Gewicht 1 zuzuschreiben sein wiirde, mit fl., 
dann ist nach Satz 38, indem wir die relativen Gewichte der bedingten 

Elemente Pi' P2' ... , Pg nennen, 

oder, weil nach Satz 37 

., ... , 

ist, 

p. =!L fL. o 9 

~2 ist ahcr proportional dem mit.tlern Bctrag von pv2, und ria wir {! solche 
Grossen pv2 habcn, und, weil die v aus 9 + It Gleiclmngcn berechnct werden, 
nur It diesel' Gleichuugen uberschiissig sind, ist nach Satz 41 

---.) 

p.-= 

oder 

PI VI ~ + p~ 1'2 2 + ... + P!I I'y 2 

It 

13 
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Wir bekommen also die ausgeglichenen mittlern Fehler, wenn wir die 
beobaehteten mittlern Fehler mit der mittlern Verbesserung 

multipliciren o 

Zur Berechllung dieser mittlern Verbesserung haben wir das Gleichungs-
system LXX) zu verwenden. Darnach ist 

v j 2 = fL 2(X ofl +x ~f2 + 000 + X Ofh)2, 
fL12 1 10X1 20X1 hOX1 

V2 2 (Ofl of2 Of,,)2 
-2 = P"22 X1 ;;,- + X2 '" + 0 0 • + Xh ;;,- , 
fL2 UX2 uX2 uX2 

Uo So fo, 

somit wird, indem wir in der Gaussischen Bezeichnungsweise 

setzen, 

+ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

. f. [ 2 01;, O/~] . [ 2~', Of2] _." 0 • [2 of" Of,'J} 0 + X, i Xl I). n -r - + x,) IJ· '" 'r f + x, p. '" . r 

, l ox ox - uX ox 'uX Ox 

Aber nach dem Gleichungssystem LXXII) der Correlaten sind die III { } 

gesetzten Factoren beziiglich fp f2l 0 . 0, I;,. Wir bekommell also 

und 

LXXV) 

Hiernach wird 

LXXVI) jJ: - fL ~/[xlJ, -fL - fL ~/[~[J, .0., fL- = fL ,/Lxtj 0 
1- IV It 2- 2V h if [IV It 
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169. Mittlerer Fehler der zusammengesetzten Grosse. Vorbereitende 
Schritte. Ebenso cinfaeh erledigt sieh im Princip, wenn auch nieht in der 
Bereehnung, die Frage nach dem mittlern Fehler der aus den Elementen 
zusammengesetzten Grosse. Da namlich die Elemente x, wenn sic aueh 
nieht aIle vou cinander unabhangig sind, doeh unabhangig von einander 
gem essen werden, so wiirde, wenn man sieh um die Bedillgungsgleiehungen 
nieht kiimmerte und an die Elemente Xl' xo , •.• , X die Verbesserungen v 

- 9 
nieht anbraehte, naeh Satz 58b 

( 'OF)2 ('OF)2 ('OF)2 p.2= - P. ~ + - p. 2 + ... + --- p. 2 'Ox I '0.1:' 2 'Ox n 
1 :3 n 

sein, wo 

lndem man aber die Verbesserungen v einfiihrt, die ihrerseits ill ihren 
Betrag-en von den beobaehteten Elementen xl' x2' ••• , Xg bestimlllt werden 
und jedenfalls ihre Betrage and ern, wenn die Beobachtungell anders ausfallen, 
so ist bei der Ableitung vou p. auch auf die Ullsieherheit der v Rlicksicht 
zu nehmen. Nun sind die v aus den allgegebellen Gleichungen zu be
rechnen, und sie erscheinen alB Funetionen von xl' x~, ... , 'Xg' derartig, 
dass etwa 

wird. Fiihrt man daher diese ihre Ausdriieke in den verbesserten Wert 

der zusammeDgesetzten Grosse eiD, so geht derselbe in eine neue Form 

F= <J>(xl' x2 ' ••• , xn) 

iiber, die zwar wiederum den verbesserten Betrag F ergiebt, aber keine 
Spur der Verbesserungen mehr enthalt, also, da die x aIle unabhangig 
von einander gemessen sind, genau so behandelt werden kann, wie weun 
die BedillguDgsgleiehungen gar nieht existirten. 

Also: 

61 1, Um die charakteristisclzen Fehler und die Priicision der zttsnmmen
gesetzten Grosse kennen zu [ern en, hat man in der Darstellung del"selben, in 

die v durch iltre Ausdriicke als 1!'unctionen del" xl' x2, ••• , Xg zu ersetzen. 
Geht dann F iiber in 
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so sind die charakteristischen Feldcr von Fund die Priicision tlCnall so zu 
bcreclmcn, lcie zcenn man sic /iiI' <D aufsuchte. Fur lebterc Fltnetion tJ· itt 
aber cler Satz 58 in Kraft. 

Damit wird z. B. die Gleiehung flir den mittlern Felder 

._ {( 0<1> )2 (0<1> )2} (0<1> )2 
fL2=fL2 oXI fL!2+ ... + OXg fLg2 + ... + ox" fL,,2. 

N oeh klirzer Mnnen wir sagen: 

6] 2' Man bereehnet fur die verbesserte Function F die cltarakteristischen 
~Peltler genalt so wie fur die unverbesserte, nur hat man bei der Ausfuhrwng 
cler notu;endigen Differentiationen von F ;:u beaclden, dass auch die Ver
besserullgen v von den Elementen xl' x 2 , ••. , x abhiingen. 

[J _ 

Die so verstandenen partie lIen Differentialquotienten von F bezeiehne 

ieh allgemein mitOo~' Bleiben wir beim mittlern Fehler stehen, so ist 

wieder 

- f(OF)3 (d'p')2} (OF)2 fL2= fL2. - ,,2+ ... + - 1l.2 + ... + _ ,,2, l ox '1 ox r[J ox r,,1 
I g " 

aber man hat 

F= F(XI + VI' x2 + v2 ' 

und demgemass 

of oli' oli' oUI of oU9 oj;' ov _=_+ __ + __ "+ ... + __ [J, 

ox! ox! OV! ox! oU2 ox! oVg ox! 

o~p of 01" OV oll' OU of ou 
_ == ---;:::-_ + __ ~ _1 + _____ r:.---.~ + ... + _~ _ _ ;:::_J!.., 
oX2 0";;-2 OUI O,t~ 01'2 OX2 aUg OX2 

u. s. f. 
Die einzelnen Differentialquotientell naeh F reehter Hand sind so zu 

bilden, wie wenn aueh die v iu den Variabeln der Function zahlten, sie 
sind die gewohnliehen partiellen Differentialquotienten nach den x und den v. 

Es kommen aber die entsprechenden x und v in F niemals einzeln flir 
sieh, sondern immer in algebraischer Verbindung vor, daher ist beispielsweise 

of of of 
OXI =~= o (Xl + VI) , 

und somit konnen wir allgemein sehreiben 
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Wir silld nun iiberall von der Annahme ausgegangen, dass die Elemente x 
so genau beobaehtet sind, dass die noeh llotwendigell Verbesserungen der
selben jedenfalls nur geringe Bedeutung haben. 

Es ist dann 
- 'OF 'OF 'OF 
F=F+-v + --v + ... +-v, 'Ox 1 'Ox 2 'Ox 9 

1 2 rl 

wo F die unverbesserte Function 

F=F(x1 , x2' "', xn) 

angiebt. Mithin haben wir 

" ., 

und innerhalb der hier eingehaltenen Genauigkeitsgrenzen 

u. s. f. 

'OF 'OF 'OF 'Ov1 'OF 'Ov2 'OF oVg 
-=--+----+---+ ... +---, 'Ox1 'Ox1 'Ox1 oX1 oX2 'Ox1 'OXg oX1 

of of 'OF oV1 'OF oV2 of oVg 
--=-+-- +---+ ... +--oX2 oX2 oX1 oX2 oX2 oX2 oXg oX2 

Die v sind durch die Correlaten x bestimmt, indem allgemein 

v. = - .... 2(x ~l +x of!.+ ... +x ~h) 
• r, lOX. 2 ox. h ox. ,. . 

zu setzen ist. Die Correlaten ihrerseits sind aus dem System LXXII) zu 
bereehnen. Denken wir uns die Gleichungen dieses Systems nach irgelld einem 
Verfahren - das Nahere dariiber folgt bald - aufgelost, so bekommen wir 

wo die rJ. von den Coefficienten der betreffenden Gleichungen abhiingen, und 
dann ist 

Die f sind die Fehler der Bedingungsgleiehungen, sie andern sieh, wenn 
die Elemente sieh andern, und ihre Existenz bedingt die Existenz der Vi' die 
of/ox hangen zwar aueh von den x ab, Variationen dieser Grossen sind aber 
ohne Einfluss, denn illdem wir die Fehler der Bedingungsgleiehungen nach 
den Formeln 
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berechnen, kiinnen wir in Folge der Kleinheit der v die 'Of/'Ox dadurch numerisch 
bestimmen, dass wir in ihre Amdrucke fur dieElemente irgend welche genaherte 
Werte einsetzen, die auch nicht gerade die xl' x2 ' •.• , x 9 zu sein brauchen. 
Die 'Of/'Ox sind hiernach wie Constanten zu behandeln, und man hat demgemass 

'0 Vi fL. 2 ('OXI '01;. + 'OX2 'Of2 + ... + 'Ox" 'Of h) , 
'OxA = - • 'Ox). 'Oxi 'Ox). 'Oxi 'Ox). 'Ox, 

also ist allgemein 

'OF = 'OF _ ~ [ 2'OF '01;. ] _ oX2 [ 2 'O~ 'Ot;] _ ... _ ox" [ 2 of 'Or,,] , 
'Ox. 'Ox. 'Ox. fL 'Ox 'Ox 'Ox. fL 'Ox ''Ox 'Ox. fL 'Ox 'Ox 

l t t " t 

und diese Gleichung gilt fiir i = 1, 2, 3, ... , g; 9 + 1, ... , n. Dass sie auch 
noch uber i = 9 hinaus richtig ist, folgt daraus, dass fur i> 9 die Diffe
rentialquotienten der x, weil diese nur von xl' x2' ••• , Xg abbangen, ver
schwinden. Die Factoren der 'Ox/'Ox sind yom Index i nicht abbangig, sie 
sind in allen Gleichungen dieselben. Ich bezeichne diese FactOl'en, um zu
gleich anzudeuten, dass sie bei eventuellcn Differentiationen wie Constanten zu 
behandeln sind, durch bezuglich cl ' c2' ••• , cit' wo also 

• ''OF 'Of; . 'OF 'Of; 'OF of, 'OF 'Of, 
Ci = fL1 - axBX+ fL221)X 'Ox + /1'3 2 'Ox ax+'" + fLy 2ax -ax 

11 22 33 99 

i=], 2, 3, ... ,g 

ist, dann kiinnen wir auch schreiben: 

'OF '0 {' } 'Oxi = 'Oxi F - Cl Xl - C2 X2 - C3 X3 - .•. - CIt Xh 

und diese Gleichung sagt aus: 
6]3' Man berechnet die DifferentialqU()tienten 'OF/ox so, wie wenn 

ware. 
Man hatte dieses Resultat auf kurzerem Wege finden kiiunen, die obige 

Ableitung scheint aber strenger zu sein und lasst die notwendigen Vernach
lassigungen deutlicher hervortreten. 

Die x sind durch ihre Gleichungen unter LXXII) vollstandig bestimmt 
und es ist nur noch hervorzuheben, dass bei ihrer Differentiation nur die f, 
nicht die Derivirten als variabel anzusehen sind, derartig, dass 

oXi oX i 01;. oXi ot; oXi ofh 
-=-.. -~.-+-.--+ ... +-~- . 
ox). ofl ox). 'Of2 ox). of" ox). 

zu setzen, die x hiernach aus ihrem GleichulIgssystem als Functionen der f 
darzustellell sind. 
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Die weitere Behandlung unseres Problems verlan/:,rt also vor allen 
Dingen die Bestimmung der x, das heisst die AufHisung eines Systems von 
linearen Gleichungen. 

170. Die Theorie der linearen Gleichungen. In welchem Sinne die 
Determinanten Verwendung finden sollen. Die Theorie der linearen 
Gleichungen macht sich uns hier zum ersten Mal erforderlich, in dem Ab
schnitt tiber die Ausgleichung von Untersuchungen werden wir ihrer auf Schritt 
und Tritt bedtirfen. Welche Functionen auch auszugleichen sein mogen, 
die Ausgleichungsrechnung ftihrt dieselben immer durch Substitution von 
Naherungswerten nach den im Art. 30 auseinandergesetzten Principien in 
lineare Functionen tiber und gleicht im Grunde genommen nur lineare 
Functionen aus. Darum bildet die Theorie linearer Gleichungen gerade 
einen Hauptpfeiler der Ausgleichungsrechnung. lch will diese Theorie in 
der folgenden Abschweifung auseinandersetzen, indem ich zuerst die Haupt
satze der Determinantenlehre meist ohne Beweis vorfiihre und dann diese 
auf die linearen Gleichungen anwende. lch bediene mich aber der Deter
minanten lediglich um gewis~e Theoreme tiber die linearen Gleichungen 
allgemein und pracis aussprechen und vor allen Ding-en das Schema fiir die Aus
rechnung der beztiglichen Gleichungen allgemein entwickeln und aufstellen zu 
konnen. Einen andern Zweck als den bezeichneten, die Theoreme allgemein und 
pracis fassen und die Rechenschemata consequent nach wenigen Prillcipien 
entwickeln zu lehren, dtirften die Determinanten in der Praxis tiberhaupt 
nicht haben und sie haben diesen Zweck erst errullt, wenn sie aus den 
Schlussgleichungen verschwunden sind. Woman sie, wie das nicht selten 
geschieht, in den Schlussformeln stehen lasst, da hat man die Rechnungen 
praktisch durchaus nicht weiter gefordert, denn wir besitzen keine Deter
minantentafeln in dem Sinne, wie wir Tafeln ftir goniometrische, elliptische 
und andere Functionen in mehr oder minder grosser Ausdehnung haben. 

XI. Abschweifung tiber Determioa.oteo nod lioea.re 
Gleichuogeo. 

a) Determ£nanten. 
171. Definition der Determinanten. 1. Eine Determinante nter Ord

nung ist eine homogene Function von n2 Elementen; nach allen Elementen 
zusammengenommen ist sie eine Function nten, nach jedem Element fiir 
sich eine solche 1 ten Grades. Keines ihrer Glieder ist also aus mehr oder 
weniger als n Elementen zusammengesetzt, und keines ihrer Elemente kommt 
in einer hOhern Potenz als der ersten vor. Sie hat im Ganzen n! Glieder, 
jedes Element kommt genau in en - I)! Gliedern vor. Die Coefficienten 
ihrer einzelnen Glieder sind abwechselnd + 1 und -1. 
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Darnach wird man sich schon eine vorHiufige V orstellung von der Art 
dieser Functionen machen Mnnen. 

Es seien die n2 Elemente all' a l 2' a l 3' •.. , a l n; a2 l' a22 , a23 , ... , a2 n 

U. S. f. Dann bezeichnet man die Determinante derselben durch 

1 a) D= n 

all al2 al3 '" a1n 

a21 a22 a23 '" a2n 

aS1 aS2 ass ... asn 

Die horizontalen Reihen nennt man Zeilen, die verticalen Colonnen. 
So ist also 

DI = a11 I = all' 

all al2 I 
D2 = = all an - a12 a21, 

an an I 

all a12 a13 

an an an 

a31 a32 a3 3 
= all ~2 aa3 - all a23 aa2 + a12 an aal 
- a12 a21 aa3 + al3 an a32 -a13 an a3l 

u. s. f. 
Der Bequemlichkeit halber schreibt man auch manchmal 

Ib) D,,=/a;x/; i, x=l, 2, 3, ... , n, 

oder, indem man jede der Colonnen zusammenfassend durch ein f, jede der 
Zeilen durch ein g bezeichnet, 

Ic) 

Id) D= n 

g" 

Endlich ist auch noch die Schreibweise gebrauchlich 

Ie) 

Von den Elementen einer Zeile oder Colonne ist in jedem Gliede immer 
nur eines enthalten; oder 

2. Eine Determinante ist in Bezug auf jede ihrer Zeilen beziiglich auf 
jede ihrer Colonnen eine lineare, homogene Function. 
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172. Unveranderlichkeit des Betrages einer Determinante bei gewissen 
Operationen. Determinanten besitzen gegen gewisse Veranderungen, die 
man mit ihnen vornimmt, eine derartige Widerstandsfahigkeit, dass sie dabei 
hochstens ihr Zeichen andern oder einen Factor abscheiden. 

3. Eine Determinante bleibt ungeandert, wenn man alle Zeilen mit den 
entsprechenden Colonnen vertauscht, also ist 

fn 

41" Eine Determinante andert nur ihr Zeichen, nicht ihren absoluten 
Betrag, wenn man irgend zwei ihrer Zeilen oder irgend zwei ihrer Colonnen 
mit einander vertauscht. Also: 

I fl f2 ... t; ... r.. ... fn I = - I fl I; ... f.,. ... t; ... fn I, 

gl gl 

g2 g2 

gi gx 

I gx gi 

gn gn 

Hieraus folgt noch allgemeiner 
4. Eine Determinante bleibt ganz ungeandert oder wechselt nur ihr 

Zeichen, je nachdem man zwischen ihren Zeilen oder ihren Colonnen eine 
gerade beziiglich eine ungerade Anzahl von Vertauschungen vornimmt. 

5. Multiplicirt man aIle Elemente irgend einer Zeile beziiglich einer 
Colonne mit einer und derselben Zahl s, so nimmt die Determinante den 
sfachcn Betrag an. Also 

I I~ f2 ... sl; ... I~ I = sill I; ... I; ... fn i 

sgi =s 
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173. Wann eine Determinante identisch Null ist. Der specielle Fall, 
dass s = 0 ist, giebt den Satz 

51' Eine Determinante, in der eine Zeile oder eine Colonne aus lauter 
Nullen besteht, ist SAlbst Null. 

Wenn zwei Zeilen einander gleich sind, beispielsweise die ite und die 
x te, so ist naturlich 

da zwischen f; und r.. kein Unterschied sein solIte. 

Aber es ist auch nach dem voraufgehenden Satz 

If1 f2 ···f;···fy.···fn l=-lf1 f2 ···fy.···f;··,·fn l· 

Daher muss die Determinante uberhaupt verschwinden. Dasselbe gilt fiir 
die Colonnen, und wir bekommen den Satz 

61, Eine Determinante, in der zwei Zeilen oder zwei Colonnen in den 
entsprechendell Elementen einander gleich sind, ist unter allen umstanden 
gleich Null. Allalytisch 

gi =0 

und als Erweiterung bekommen wir durch 51 
6. Eine Determinante, in der zwei Zeilen oder zwei Colonnen eillander 

proportional sind, ist unter allen Umstanden Null. Also 

1ft f2 ... f; . .. sf; ... fn I = 0 

gi 
=0. 

sgi 
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Selbstverstandlieh sind das nieht die einzigen Falle, in den en eine 
Determinante versehwinden kann, es sind nur die theoretiseh wiehtigsten. 

174. Zerlegung von Determinanten. 7. Jede Determinante nter Ordnung, 
in der die Elemente in xZeilen beziiglieh xColonnen als Suml11en von je 
zwei Grossen auftreten, zerfallt in 2" Determinanten derselben Ordnung, in 
denen die Summanden der betrefl'enden Zeilen beziiglich Colonnen einzeln 
als entspreehende Zeilen beziiglich Colonnen vertreten sind. 

So ist 

I f1 + rp f2 fa ... fnl = If1f2 fa'" fnl + I rpf2G ... fnl, 

If1 + rp f2 + ~fa'" fnl = Ifl t; + ~fa'" fnl + Irpf2+ ~fa'" fnl 

= If1 t; f.~'" fnl + If1 ~fa'" fnl 

+ I rp f2 fa ... fn I + I rp~ fa ... fn \ . 

Hiernach ist es wol schon klar, wie die Zerlegung weiter zu fiihren ist, 
wenn noeh mehr Zeilen als Summen auftreten. Entsprechend ist das Ver
fahren fiir Colonnen. 

175. Weitere Unveranderlichkeitseigenschaften. Der voraufgehende 
Satz ist schon allgemein genug, wenn wir nm eine Zeile oder Colonne aus 
zwei Summanden zusammensetzen, wir sehreiben also 

I f1 f2 ... f; + rp .•. f" ... fn I = I f1 f2 ... f; . .. f" ... fn I + I fl f2 • .• rp .•• f,,' .. fn I· 

Ieh setze jetzt rp = ± s r.., dann wird 

1 {, t: ... +'. ± S +' ... +' ... +' I = II {, f. ... f. .. . t: ... +' I + I +' f. ... ±s +' •.. +' ... +' ·1 

1 2 I, Ix 1'1. In 1 2 , " In 11 2 Ix I" In' 

aber nach Satz 6 ist auf der reehten Seite die zweite Determinante Null, also: 
8. In jeder Determinante darf man, ohne sie irgendwie zu andern, 

irgend eine Zeile beziiglich Colonne urn ein Vielfaches einer andern Zeile, 
beziiglich Colonne vermehren oder vermindern. Analytisch 

gl gl 

g2 g2 

gi±sgx gi 

g" gx 

gn gn 
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Wir haben noeh einen Begriff einzufiihren und einen Satz auszuspreehen, 
um sofort zeigen zu k6nnen, wie man in jedem FaIle eine Det.erminante 
auszurechnen vpr:nag. 

176. Unterdeterminanten; Entwickelung nach denselben. Scheidet 
man von den nZeilen einer Determinante n ter Ordnung die de aus, so 
kann man aus den n - 1 iibrigen, da sie n Colonnen bilden, n neue 
Determinanten n -1 t.er Ordnung bilden, man nennt diese die Unterdeter
min ant e n erster Ordnung del' ursprilngliehen Determinante, und zwar, in
sofern die i te Zeile ausgesehieden war, die zur i ten Zeile gehCirigen. 
Entsprechend erh1ilt mau n Unterdeterminanten, wenn man eine Coloune 
ausseheidet. 

Nach Ausscheiduug del' i teu Zeile wird das System der Elemente 

a i - 11 a i - 12 a i - 13 ". ai_In 

a i + 11 a i + 12 f.l i + 13 ··· f.l i + 1n 

... f.l 
nn 

n -1 Zeilen und n Colonnen, die n Unterdetermiuanten haben also die 
allgemeine Form 

I 

I al 1 a l 2 ... au - 1 a 1x + 1 . ·a 
In 

i 
a 2 Z ... a 2x - 1 a Zx + 1 .' ·a a Z 1 2n 

A, .• = a; -11 a ... a a '" a • • i-12 i -lx-1 i -lx+l i-In 

a i + 11 ai+12·"ai+1x-1 f.li+lx+l,,·ai+ln 

und, indem wir sowohl X als i aIle Werte von 1 bis n annehmen lassen, 
bekommen wir alle dureh Auslassullg eiller Zeile oder eiller Cololllle aus 
eiller Determillante n ter Ordllung' bildbaren U nterdeterminanten erster Ord
nung. 

Aus Satz 2 wissen wir, dass jede Determinante eille lineare homogene 
Function del' Elemente jeder ihrer Zeilen odeI' Colonllen ist. Unter Be
nutzung del' eben definirten Unterdeterminallten Aix , Mnnen wir jetzt genauer 
sagen: 

9. Es ist 



117.] Abschweifung libel' Determinanten. 207 

oder 

je nachdem wir die Determinante nach den Elementen der iten Zeile oder 
nach denen der )tten Colonne entwickeln. 

177. Differentialquotienten einer Determinante, Entwickelung nach 
ihnen. Man kann aus diesen Formeln noch eine Folgerung ziehen. 

Nach dem bekannten Eul er'schen Satz tiber homogene Functionen ist 
namlich auch 

aD aD oD aD 
D=a. --+a. ----+a .. ----+···+a. --.-, .1 'Oail 12 'Oai2 .. 1 'Oai3 In 'Oain 

oder 
aD aD aD ijD 

D=a --+a .-- +a -- + .. ·+a ----. 
Ix 'Oa1 x 2 x 'Oa2 x 3 x 'Oa3 x n x (jan x 

10. Hiernach ist 

eine Gleichung, die den partiellen Differcntialquotienten der Determinante 
nter Ordnung nach irgend einem Element berechnen lehrt. 

Man schliesst ferner, unter Zuhilfenahme des Satzes, dass in keiner von 
Null verschiedenen Determinante zwei Zeilen oder zwei Col onnen gleich 
sein kiinnen, die weitern Beziehungen 

aD aD aD aD a - -- + a --- + a '-+ ... + a - - = () gloa i1 g2oai2 g~oai3 gnoain 

und 
aD aD aD aD 

a1 ---+a2 ---+a3 ----+ ... + a ----= O. 
9 'Oa1i 9 'Oa2i 1/ 'Oa3i ng 'Oani 

Kronecker hat in seinen Vorlesungen tiber Determinanten einen 
Factor I3g i eingeftihrt, der die Eigenschaft besitzen soll, dass er fiir lJ ~ i 
stets Null ist, fiir g = i gleich 1 wird. Mit Hilfe eines solchen "DiscOll
tinuitiitsfactors" kann man schreiben 

A=n 

~ a ~'O])_=?'.n 
~ ),g oa. g" 

1.=1 ),' 
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und mit Einfiihrung der Unterdeterminanten 

wo also 

0gi = 0 fiir 9 ~ i, 

o g i = 1 fiir 9 = i. 

[1'8. 

Offenbar giebt es genau so viele 0 und ebenfalls genau so viele Unter
determinanten Ail< als es Elemente ai .. gicbt. 

12. Bildet man aus den 0 und den Unterdeterminanten wieder Deter
minanten, so ist 

I ail< 1= 1 

1(-1/+" Ai,,1 =Dn - 1 

13. und nach Satz 5 

Die Ai" sind Determinanten n- 1 ter Ordnung, der Satz unter 9 reducirt 
al~o die Berechnung einer Determinante n ter Ordnung auf die von n Deter
minanten der nachstniedrigell Ordnung. Auf jede dieser Determinanten 
lasst sich wieder derselbe Satz auwenden, und so kann man successive die 
Berechnung der Determinante n ter Ordllung auf die von Determinalltell 
n-lter, dann n-2ter, n-3ter Ordnung u; s. f. zuriickfiihren, bis man 
zuletzt zu Determinanten erster Ordnung, d. h. einfachen Grossen gelangt. 

178. Beispiele von Entwickelungen von Determinanten, Regeln zur 
Erleichterung der Entwickelung. Als Beispiel wahle ich die Determinantc 
dritter Ordnung' 

all a1 2 au 

an an a23 = Da· 
a31 a3 2 a3 3 

lch entwickele gleich nach der ersten Zeile, dann ist i = 1, und be
komme nach Satz 9 
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Entwickelt man hier jede der Determinanten zweiter Ordnung nach 
der ersten Zeile, so wird wieder nach Satz 9 

1
:

22 : 23
1 = a221 a;J;1 1-ani a;12i =an a33 -- an a;12, 

'32 33 

I aa2 1 aa2 31 = a21 I a33 I - a2 3 I a.l1 i = a2 I a33 - a23 a;l1' 
:i1 33 

la21 anl=a21Ia321-a22Iaall=a21 aa2 -an aal, a31 a32 

und gamit bekommt man 

D3=al1 a2 2 aa;j'- all an a32 +a12 an a31 -- a12 a21 aa3 
+ al;J a21 a;J2 - al 3 a22 a31 , 

wie schon friiher angegeben. 
Zu genau demselben Resultat waren wir gelangt, wenn wir nach einer 

andern der Zeilen oder naeh einer der Col onnen entwiekelt Mtten. 
1m allgemeinen ist es gleichgiltig, naeh welch en Zeilen oder Colonnell 

man entwiekelt; aber da wo man bestimmte Falle vor sich hat, wird man 
natiirlich diejenigen Zeilen oder Colonnen wahlen, welche die geringste 
Anzahl von Gliedern liefern. So wird man die Determinante 

235 

o 0 ;=D I J 

573 

nach der zweiten Zeile entwickeln, denn danll bekommt man einfach diese 
Determinante gleich 

Da = - 1 I ~ ~ I = - 9 + 35 = + 26. 

Indessen wenn aueh der Satz 9 immer zum Zie1e fiihrt, so werden doeh 
die Rechnungen meist sehr weitlaufig, denn erst 1iefert eine Determinante 
n ter Ordnung n Determinanten n - 1 ter, von diesen jede n - 1 Determi
nanten n - 2 ter, von diesen jede n - 2 Determinanten n - 3 tel' Ordnung 
u. s. f., so dass man schliesslich schon bei Determinanten relativ niedriger 
Ordnungszah1 urn die Anordnung der sich so ausserordentlich haufenden 
Rechnungen verlegen ist. Man wird daher nach einem Verfahren suehen, 
bei we1chem alle notigen Operationen an der betreffenden Determinante 
se1hst vorgenommen werden. 

Man kann nun mit jAder Determinante eine Reihe von Operation en 
vornehmen, die durch die voraufgehenden Satze hestimmt sind, und diese 
Operationen werden immer so eillzurichten sein, dass in den Zeilen oder 

Weinstein, Lehrbuch I. 14 
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Colonnen der Determinanten tunlichst viele Nullen zu stehen kommen. Nun 
reducirt sich die besondere Determinante 

all 0 0 ". 0 0 

au a22 0 ... 0 0 
a 31 aa 2 a S3 ... 0 0 

tl= 

an _ 11 an - 1 2 an -1 3 ..• an -1 n-1 0 

anI a n2 ana •.• ann - 1 ann 

in der also die eine Diagonalhiilfte durch Nullen ersetzt ist, wie man sofort 
sieht, auf ein einziges Glied, und zwar auf das Diagonalglied 

Daher wird man die Operationen immer so vorzunehmen haben, dass 
die zu bestimmende Determinante in die Form tl iibergefiihrt wird. 

Die beiden Operationen, die bier zu Gebote steben, sind die durch den 
Satz 4 und den Satz 8 bestimmten. In der ersten handelt es sich lediglich 
um Vertauschen von Zeilen oder Colonnen, wobei nach jeder Vertauscbung 
zweier Zeilen oder Colonnen die Determinante ihr Zeichen wechselt. In 
der zweiten urn die Addition oder Subtraction des Vielfachen einer Zeile 
beziiglich Colonne zu einer andern Zeile beziiglich Colonne, wobei die De
terminante iiberhaupt keine Veranderung erleidet. 

Wie man diese Operationen am geeignetsten ausfiihrt, kann natiirlich 
wie iiberalI, wo es sich urn Anwendung mathematischer Satze zu numerischen 
Rechnungen handelt, nur die Uebung lehren. Eine allgemeine, unter allen 
Umstanden zum Ziel fiihrende Regel werde ich bald angeben. 

Als Beispiel wahle ich die Determinante 

D"= 
246 

3 1 2 

5 8 2 

Ich multiplicire die zweite Zeile mit 3 und ziebe sie von der ersten ab, 
dann kommt 

-7 1 0 

D"= 3 2 

[) 8 2 

Nun multiplicire ich die zweite Colonne mit 7 und addire sie zur 
ersten, so wird 

0 1 0 

D"= 10 1 2 

61 8 2 
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und nachdem man die erste Colonne mit der zweiten vertauscht hat, 

100 

D"=- 10 2 

8 61 2 

Endlich subtrahire ich die letzte Zeile von der zweiten und erhalte 

1 0 0 

D"=- -7 -51 0 

8 61 2 

Diese Determinante ist schon von der Form Il, ihr Betrag ist daher 

i)" = - (1) (- 51) (2) = + 102. 

Spater wird ein allgemeines Schema fiir numerische Ausrechnung von 
Determinanten aufgestellt werden. Wir haben nun tiber die analytische 
Rechnung mit Determinanten Klarheit zu schaffen. 

179. Multiplicationstheorem fiir Determinanten. Die Addition und 
Subtraction von Determinanten fiihrt unter Anwendung der Satze 7 und 9 
wieder zu Determinanten. Praktisch wird man aber eher Determinanten zu 
zerlegen als zusammenzusetzen haben, und darum geniigt es auf die MogIich
keit einer solchen Zusammensetzung hinzuweisen. 

Sehr wichtig hat sich die Theorie der Multiplication von Determinanten 
erwiesen. Hier gilt der als Multiplicationstheorem bekannte Satz 

14a. Das Product zweier Determinanten ! aix I und I b;x I gleicher Ordnung 
ist wieder eine Determinante I cix I und von derselben Ordnung, deren Ele
mente cix durch die lilleare homogene Substitution 

cix=a1i b11l +a2i b2X +· .. +ani bnx' i=l, 2, 3 ... n 

bestimmt sind. Es ist also 

I aix I I bix I = i cix I; i, x = 1, 2, 3, "', n 

und kierbei, um die Formeln expliciter zu geben, 

CII = alibi 1-+ a2 1 b2 1 + a3 1 b:1 1+ ... + an I bn 1 ' 

cl2=al1 b12 +a21 b22+a31 b32+,,·+a;nl bn2 , 

c1n=al1 b1n+a21 b2n+a31 b3n +,,·+an1 bnn; 

c21 =a12 b11 +a22 b21 +a:J2 b31 + ·,,+an2 bnt' 

c22=a12 b12 +a22 b22 +a32 b32 +··· +an2 bn2 , 

c2n=a12 b1n+a22 b2n+a32 b3n+,,·+an2 bnn; 

u. s. f. bis 

14" 
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cn1=a1n bll+a2n b21 +a3n b31 + "'+ann bn1 , 

Cn 2 = a 1 n b1 2 + a 2 n b2 2 + aa n b3 2 -+- ... + an n bn 2 ' 

t17!1. 

lndem wir zu unsern friihern symbolischen Bezeichnung'en der Colonnen 
und Zeilen unsere Zuflucht nehmen, die Zeilen in der Detel'minante I aix I 
mit g, die in der Determinante I bix I mit j' bezeichnen, kiinnen wir auch 
iibersichtlicher schreiben 

Da iibrigens eine Determinante ungeandert bleibt, wenn man aIle Zeilen 
mit den entsprechenden Colonnen vertauscht, so darf man auch, unter Be
nutzung der Symbole fund 9 fiir die Colonnen der betreffenden Deter
minanten, setzen 

und nicht minder 

011=f111' 012=f112' "', °1n=f1"in' 

02 1 = f2 11' 02 2 = f2 "(2' "', 02 n = i; "( n , 

C11=f1 q:>1' C12=f1 q:>2' "', c1n=f1 q:>n' 

C21=f2 q:>1' C21 =i;q:>2' "', °2n=f2 q:>n' 

Neue Formeln erMlt man, wenn man noch f mit q:> und g mit 1 ver
tauscht und allgemein ist 

Natiirlich sind die einzelnen Ausdriicke fUr die c einander nicht Jlumerisch 
gleich, aber fiir das Bestehen der Relation 

ist es gleichgiltig, welche von ihnen man wahlt, nur muss man die ° consequent 
nach e i n e m Schema berechnen. 

Den Fall, dass die beiden zu multiplicirenden Determinantennicht gleicher 
Ordnung sind, kann man immer auf den, wo sie dieselbe Ordnung haben, 
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zurtickfiihren, und zwar darum, weil sich jede Determinante in eine 
Determinante hoherer Ordnung verwandeln lasst. 

Das Mittel bietet dazu der Satz 9. Wir wollen in der daselbst aufgestellten 
Formel i = n setzen, und an1 = 1, an2 = an3 = ... = ann = 0 machen, dann 
ist (-1/ -1 Dn = A 1n , aber hier hat man 

~ a] I a l 2 ... 171 n 

I ao 1 a2 2 ... It n I 
Dn= I -

, 

i 1 O· .. lJ 

Die Gleichung zwischen Dn und Al n bleibt bestehen, welche Betrage 
wir auch den all' a2 l' .. " an -1 1 geben mogen; wir dtirfen diese Ele
mente der Einfachheit wegen aueh gleich Null setzen, und dann ist durch 
die obige Gleichung eine Determinante n -1 ter Ordnung in eine solche 
nter umgewandelt, und man hat allgemein 

11 0 0 0 
all a12 a1 n 10 all a12 a1n a21 a22 a2 n =!o a21 a22 a2 n 

an 1 an 2 ann 
I: 
I () an] an2 ann 

wo links eine Determinante n ter, rechts eine n + 1 ter Ordnung steht; letztere 
kann man nun wieder nach demselben Schema setzen gleich 

~ 1 0 0 0 
10 1 0 0 

() 0 all' a ' In, 

~O 0 a .. 
n1 ann, 

und das ist eine Deterrninante n + 2ter Ordnung. 
15. So kann man jede Determinante mter Ordnung in eine solche 

nter tiberftihrell, indem man zu ihrer Diagonalreihe n --mEinheiten hinzufligt 
und die dadurch notwendig gewordenen n - m Zeilen und n - m Colon nell 
durch Nullen erganzt. Rat man daher zwei Determillanten ullgleicher 
Ordnung zu multipliciren, so bringt man die Determinante niederer Ordnung 
nach dem angegehenen Schema auf die hohere Ordnung und fiihrt die 
Multiplication nach dem Multiplicationstheorem aus. Unter allen Umstanden 
ist aber das Resultat eine Determinante von der Ordnung der hOher geord
neten Determinante. 

14 h. lclt bemerke noch, dass man das Resultat der Multiplication 
zweier Determinankn auch noch durch eine Determinante darstellen kann. 
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rleren Ordnung gleich der Summe den Ordnungen der zu multiplicirenden 
Determinanten ist, und zwar hat man 

all a 13 ... a 1n ' bll b ... 
1 2 b1 lit 

a 21 a 22 ... a 2n . : b21 
b22 ... b2rn 

! 

a nl 
a ... 

n2 ann 
I b b ... b 
! rnl m2 1itm 

I 

i= 

a1 I al 2 . " a1 n 0 0 . .. 0 

a 2 1 a 2 2 . .• a 2 n 0 () () 

anI a 
n2 

. .. 
ann 0 () 0 

() 0 0 b11 bl2 b1m 

0 0 0 b2 I b22 
... b2m 

o 0 

Das Multiplicationstheorem der Determinanten ist ullgemein fruchtbar 
an ntitzlichen Anwendungen. Es lehrt einerseits, Producte und Potenzen 
von Determinanten wieder als Determinanten darzustellen und andererseits 
Determinanten in Producte allderer Determinanten umzuformen. Dem 
Physiker tritt es namentlich elltgegen bei der Umwandlung von Coordinaten
systemen in einander, bei der Transformation der Gleichungen in der 
Hydrodynamik, in der Elasticitatstheorie und bei der Lehre von der Energie 
geladener Leiter, tiberhaupt tiberall da, wo er lineare Gleichullgssysteme 
in einaurler tiberzufiihren hat. 

Wegen der weitern Ausfiihrung der Determinanteu - Theorie muss der 
Leser auf die einschlagigen Werke verwiesen werden. Wir haben uus jetzt 
mit der Hauptanweudung der Determinautell zu beschaftigen. 

b) Theo?"I:e del' lz"nearen Glez·chungen. 

180. Bedingung fur die Existenz eines Systems homogener Gleichungen. 
Es ist bekanut, dass die Determinanten ihre Eiufiihruug in die Wissenschaft 
uamentlich der Theorie der lineareu Gleichungeu verdauken, sie bieteu eill 
uugemein bequemes Mittel, Lehrsatze tiber die liuearen Gleichuugen pracis 
auszusprecheu und die Aufl6sung dieser GleicIlUngeu schematisch darzustellen. 
1m weseutlicheu hat sie schou Lagrange beuutzt, als er seine Methode 
der unbestimmten Factoren anf die AufHisung linearer Gleichungen an
wandte. 

16. In einem System von n liuearen homogenen Gleichungen zwischen 
n Variabelu xl' x2 ' ••. , xn heisst die Determinante der n2 Coefficienten die 
Determinante des Gleichungssystems. 

Es seien diese n Gleichuugen 

all Xl + a l 2 X2 + al 3 X3 -+ ... + al n Xn = 0, 

a 21 Xl + a 22 X2 + a 23 X3 + ... + a 2n Xn = 0, 
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Sie werden zunachst befriedigt, welln man aHe x der Null gleich setzt. 
Nun kann man aber aIle Gleichungen durch eines der x, etwa Xi' dividiren 
und bekommt auch n Gleichungell zur Bestimmung dern - 1 Verhaltnisse 
Xl/Xi' x2 /x!' ... , Xn/Xi' eine Gleichung mehr, als dazu notig sind. Daher 
muss es auch Falle geben, wo den obigell Gleichungen auch durch von 
Null verschiedene Werte der x widerspruchsfrei geniigt werden kann. Hier 
gilt nun der Satz 

17. Ein System von n homogenen linearen Gleichungen zwischen 
n Variabeln, kann nur dann durch Betrage der Variabeln, die nicht aIle 
Null sind, identisch erfiillt werden, wenn die Determinante der Coefficienten 
Null ist, also die Gleichung stattfindet 

= o. 

1st diese Gleichullg zwischen den Coefficienten nicht erfiillt, ISO ist die 
einzig mogliche Art, jenen Gleichungen zu geniigen, die, alle Variabeln gleich 
Null zu setzen. 

Jedes solche System von homogenen linearen Gleichungen bedingt 
hiernach, wenn es durch Betrage der Variabeln, die nicht aIle Null sind, 
erfiillt werden solI, eine Gleichung zwischen den Coefficienten. 

Allgemeiner kann man sagen: 
. 18. Wird von einem System von n linearen homogenen Gleichungen 

zwischen m Variabeln verlangt, dass es identisch erfiillt werden soIl, ohne 
dass man aIle Variabeln der Null gleich setzt, so miissen alle aus den 
nm Coefficienten der Reihe nach bildbaren Determinanten m ter Ordnung 

gleich Null sein. Man hat dann zwischen den Coefficienten -, (~-) J m. n-m. 
Gleichungen, die eben notwendige Beziehungen zwischen denselben aus
sprechen. 

Dabei ist iibrigens notwendig, dass m die Amahl der Variabeln nicht 
grosser ist, als n, die Anzahl der Gleichungen. In der Tat kann man sonst 
iiberhaupt keille Determillante m ter Ordnung zusammenstellen. Der Fall, 
dass m> n ist, hat aber keine Bedeutung, denn wenn man mehr Variabeln 
hat als Gleichungen, kann man immer die ilberfliissige Anzahl derselben 
willkiirlich wahlen und die anderen danll aus den so modificirten Gleichungen 
ausrechnen. Hier ist es immer moglich, das Gleichungssystem durch von 
Null verschiedene Betrage der Variabeln zu erfiillen. 

Obgleich der Satz 17 nur ein specieller Fall dieses Satzes 18 ist, habe 
ich ihn doch gesondert ausgesprochen, weil namentlich er in der Physik 
die ausgedehnteste Anwendung findet. Man wird oft, wo es sich in der 
Physik um den Nachweis der Existenz gewisser, aus einer Reihe von An~ 
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nahmen iiber ihre Constitution fliessender Eigenschaften der Korper handelt, 
auf Systeme 1inearer homogeller Gleichungen gefiihrt, die ebenso viele 
Variabeln enthalten, als Gleichungen da sind, und in deren Coefficienten 
jene nachzuweisenden Eigenschaften ihren Ausdruck finden. Vermag man 
dann zu zeigen, dass die Determinante des betreffenden Systems versehwinden 
kann, ohne dass man den Coeffieienten oder Teilen derse1ben imaginare 
Werte beizulegen hat, so ist damit zugleich der Beweis fiir die Existenz der 
betreffenden Eigenschaft - natiirlich unter den besondern gemachten An
nahmen - gefiihrt, und gerade solche Existenzbeweise sind sonst sehr 
schwer zu erledigen. 

181. Bedingung ffir die Existenz nicht homogener Gleichungen. Bei 
numerischen Reehnungen handelt es sieh nun nieht urn homogene 
Gleiehungen, sondern urn solche, in denen ein Glied - wie man sagt -
bekannt, das heisst, nieht mit einer Variabeln multiplicirt ist. Ver1eihen 
wir aber aueh diesem Gliede in jeder G1eichung einen unbekannten Factor, 
fiir den wir naehher eine beliebige Zahl, am bequemsten 1, ansetzen kOIlnen, 
so ist der Fallnicht homogener Gleiehungen auf den homogener zuriickgefiihrt. 

Wir haben uns allein mit nicht homogenen System en zu beschaftigen, 
die ebensoviele Gleichungen als Unbekannte enthalten. Das bekannte Glied 
in einer Gleichung bezeichne ich mit (I., den zur Homogeneisirung der 
Gleichungen hinzuzufiigenden Factor mit e, dann ist das System 

all x l +al2 x 2+,,·+aln - 1 x n _ l +a1n Xn+(l.I~=O, 

a 21 "'2+ a 22 X2+··· + a 2n - 1 Xn _ 1 + a 2n Xn+ (J.2t, = 0, 

Wiirden wir ~ = 0 setzen, so bliebe ein System n linearer homogener 
Gleichungen mit n Variabeln; sollen dann doch nicht alle x Null werden, 
so muss naeh 17 die Determinante der Coefficienten versch winden. Allein 
da wir von dem urspl'iingliehen System verlangt haben, dass es gerade 
danu bestehen solI, wenn die bekannten Glieder a. nicht fortfallen, darf das 
reducirte System nieht bestehen konnen, das heisst, es darf die Deter
minante der Coefficienten nicht verschwinden und damit ergiebt sich, unter 
Coefficienten nur die Grossen verstanden, welche mit den einzelnen Unbe
kannten multiplicirt sind (die a, nicht die a.). 

19. Damit ein System nicht homogener, linearer Gleichungen mit ebenso
vielen Unbekannten als Gleichungen widerspruchsfrei dutch bestimmte Werte 
der U nbekannten erfiillt werden kann, muss die Determinante der Coefficienten 
von Null verschieden sein. 

Diese Bedingung ist nicht bIos notwendig, sondern auch hinreichend. 
182. Auflosung linearer Gleichungeil.. Das Lag ran g e sche Verfahren 

bei der Auflosung eines Systems linearer Gleichungen entspricht im wesent
lichen ganz dem, welches man bei der Bestimmung der Coefficienten in den 
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Fourierschen Reihen einschlagt. Um den Betrag der Unbekannten Xi 

kennan zu lemen, lllultiplicirt man jede der Gleichungen mit einem beson
dern Factor, addirt aHe Gleichllngen und setzt nun die Betrage der ein
gefiihrten Factoren so fest, dass in der Summe der Gleiclmngen aHe mit den X 

multiplicirten Glieder bis auf das Glied, welches gerad( mit der Grosse Xi 

multiplicirt ist, fortfallen. Da jede Gleichung n + 1 Glieder enthalt, besitzt 
auch die Summe aller modificirten Gleichungen n + 1 Glieder. Indem man 
yon diesen aIle diejenigen, welche mit xl' x2 ' ... , Xi_I' X i + 1'· .. , Xn multi
plicirt sind, verschwinden 11lsst, erhiilt man zwischen den n Hilfsfactoren n-l 
Gleichungen, diese Gleichungen sind aber homogen und linear und be
stimmen daher nicht die Fadoren selbst, sondern ihre Verhaltnisse zu einem 
von ihnen, den maTi dann willkiirlich wahlen kann und so wahlen wird, 
dass die Auflosung eine tunlichst einfache Form annimmt. 

Es seien also die Hilfsfactoren AI' .112' ... , An' Nachdem man die 
Gleichungen mit ihnen multiplicirt, addirt hat, bekommt man 

(aliA 1 + a21 .112 + a31 .113 -1- ... + an 1 An) Xl 
-1- (a12 Al + a22 .112 + a32 .113 + ... + an 2 An) X2 
+ ........... . 
-1- (ali Al +a2iA2+aaiAa+···+aniA,,)x; 
+ ............... . 
+ (a1"Al + a2n A2 + aan A 3 + ... + annA,,) Xn 
+ ((;(1 Al + (;(2 .112 + (;(3 .113 + ... + (;(n Au) = 0, 

oder, wie wir bequemer schreiben konnen, 

n n 11 n n ° =x1 la>.t Ai + X 2)l a). 2 A; + ... + xilauA)..+ ... + x"l a)." A). + la). A).. 
1 1 1 1 1 

Xi sollte berechnet werden, daher haben wir zur Bestimmung der Hilfs
factoren A die Gleichungen 

all Al + a21 .112 + a31 .113 + ... + an 1 An = 0, 
a12 A 1 +a22 A 2 -1-as2 A a -t- ·.·-t-an2 An =~O, 

ali _ 1 Al -1- a2 i-I A2 + a3 i-I .113 + .. + an i-I An = 0, 

ali + 1 Al + a2 i + 1 .112 -+ a3 i + 1 .113 + ... -+ an i + 1 An = 0, 

Das sind n - 1 Gleichungen, dividirt man alle durch eines del' A, etwa 
durch AI, so hat man n - 1 Gleichungen zur Berechnung der n - 1 Ver
hiUtnisse A. /.11 und damit ist die Ausrechnung von n Unbekannten aus 

• 1 
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n Gleichungen auf die von n-I Unbekannten aus n -1 Gleichungen zuriick
gefiihrt, da man Al ganz beliebig, z. B. gIeich 1 (nur nicht gIeich 0) an
setzen darf. 

Damit ist schon etwas gewonnen, aber wir kommen noch weiter, wenn 
wir den Satz 11 iiber die Unterdeterminanten zu Hilfe rufen. Nach diesem 
Satz war namlich 

A=n 
~ A-I ;-1 
"'" ( - 1) aA h Au = ° oder = ( - 1) D, 

A=1 

je nachdem h < i oder h = i ist, und dabei konnten noch h und i aIle 
Werte von 1 bis n durchlaufen. Geben wir nun dem h der Reihe nach 
alle Werte von 1 bis n, so haben wir foIgendes System von Gleichungen 

all Ali - a21 A2i + a 31 A3i 

a 12 Ali - a 22 A2i + a 32 A3i 

n-l 
-·.·+(--1) anI Ani =0, 

n-l - ... + (- 1) an 2 An i = 0, 

n-l 
a li _ 1 Ali - a 2i - 1 A2i + a 3i - 1 A3i _ .. , + (- 1) ani - 1 Ani= 0, 

. n-l 
a1i + 1 Al i - a2i+ 1 A2i + a3i + 1 A 3i -··· + (- 1) ani+ 1 An;= 0, 

- a2n A2i 
n-l 

- ... +(-1) annAni =0, 

- a 2i A2i 
n-l 

- ... + (- 1) an i An i 
i-I 

= (-I) D. 

Die ersten n -1 Gleichungen sind genau so gebaut wie die Gleichungen 
zur Berechnung der Hilfsfactoreu, und da von diesen immer noch ein Factor 
willkiirlich gewahlt werden kaun, Mnnen wir auch stets mit ihnen eine 
Gleichung 

von der Form der Ietzten erfiillen, daher erreichen wir unsern Zweck voU
stan dig, wenn wir setzen 

Die Gleichung zur Berechnung von Xi geht dann in der Tat iiber in 

A=n A =n 

Xi l aAi AA + l Il)" A)" = 0. 
A=1 A=1 
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Fiihren wir fiir die A ihre so gewonnenen Betrage ein und beach ten , dass 
A=n 

der Festsetzung zufolge ~aA;A),=(-ly-lD sein sollte, so bekommen wir 
A=l 

A=n 

( __ l)i-l DXi + ~(_1)A-1C(AA!.i=O 
A=l 

oder 

und es ist D die Determinante 

all a12 a13 
. , 

alni 

a 2l 1122 a 23 '" a . 
2 I I 

D= (/Hl a:l 2 (/:13 ' ,a3 1 ' 

und AA; die Determinante, die aus D herauskommt, wenn man daselbst die 
i te Colonne und die Ate Zeile fortHisst. 1ndem wir die Reihen, die fort
gelassen werden sollen, dureh Striehe einfassen, konnen wir sehreiben 

, 
all a 12 " ' (/1; -I ali I a l ill 

" . aln 
I 
I 

a21 a22 a:l i - 1 (f,2i Ci2i+ l 
" . a2n 

, 

(ti -1 (t. 

A),;= : 1 /, 1 2 

U),I ll),2 flU _I a),i Uii +1 
.,. a. 

An 

(/),+1 1 (/),+12 ... -----U),-+-I-;--·: ~)~+Ii-- ai.+l ;+1'" il),+ln 

! • 

ani an 2 ". U nn 

1eh will hier noeh eine kleine Aellderung anbringell, indem ieh fiir u. 
sehreibe - l, also die aufzulosenden Gleiehullgen in die Form bringe, die 
man ihnen gewohllheitsmassig' verleiht, ferner will ieh des Folgellden wegen 
n dureh h ersetzen, also die Gleiehungen schreiben 

all Xl + a 12 x2 + a l 3 '(3 + ' " + al " X h = 11' 

a21 Xl + a2 2 X2 + a2 3 X3 + . " + Ci2 " X" = 12 , 
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Dann wird 
)..=h 

~(_I)i-1lA . 
~ ), At 

i 1 A=l 
X =(-1)- ----n---. 

Der Zahler lasst sich noch bequemer anordnen. Nach dem Satz 11 ist er 
namlich nichts anderes, als die Determinallte D, wenn man in letzterer die 
ite Colonne durch l1 12 ... lh ersetzt, und indem man noch den Satz 8 von 
der Vertauschung der Colonnen oder Zeilen beachtet, erhalt man als zweite 
Form 

all a 12 ·" a 1i - 1 a1i + 1 " a 1h II 

a21 a22 ... a2i - 1 a 2 ;+1'" a21t 12 

a31a32 .. ·a3i-l a3i+l,,·a:lltl3 

a lt 1 (tit 2 ... a" i -1 a h i+1 ... a h h l" Xi = (_I)h - i _______________ _ 

all a 12 
., . a1 i-1 ali a1i+ 1 ··· a1h 

a 21 a 22 ... 
a 2 i-1 a 2 i a 2i + 1 ... a 2h 

a S1 a 32 
... 

a 3 i-1 a 3i as i+1 . .. ag It 

Der N enner ist naturlich' fur aIle x derselbe, der Zahler variirt je nach
dem i = 1, = 2, = 3, ... , = h ist; zur Bestimmung aller x ist also erst 
die Determinante des Gleichungssystems zu berechnen, und dann hat man die 
aus ihr dadurch abgeleiteten Determinanten zu eruiren, dass man fUr sich 
allein erst die erste, dann die zweite, dann die dritte, zuletzt die h te Colonne 
fortlasst und statt dessen an letzter Stelle die Colonne der 1 als neue Colonne 
hinzufiigt. So sind also im Ganzell h+-I Determillanten auszurechnen. 

183. Allgemeine Reduction einer Determinante. lch habe schon 
bemerkt, dass man bei der numerischen .A.uswertung von Determinanten 
immer darauf ausgeht, die betreffellde Determinante auf die Form /'; zu 
bringen, in del' rechts von del' Diagonale nur Nullen stehen, der Betrag 
dieser Determinante ist dalln einfach gleich dem Product seiner Diagonal
elemente. Es sollen jetzt die RegeIn entwickelt werden, nach denen man 
unter allen Umstanden und - worauf bei langern Rechnungen das Haupt
gewicht zu legen - in ganz geordneter schematischer Weise, jede 
Determinante auszurechnen vermag. 

Es sei die zu berechnende Determinante allgemein D = 1 aix I. Wir 
ziehen die erste Zahl der ersten Zeile, also all, vor die Determinante, und 
setzen 
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Dann wird nach Satz 5 die Determinante D = all D1 , wo Dl sich von D 
nur dadurch unterscheidet, dass an Stelle der ersten Zeile von D steht 
1 a12 a13 ••• a1 ,.. 

J etzt multipliciren wir die erste Colonne mit a1 2 und ziehen sie von der 
zweiten ab, dann multipliciren wir sie mit a13 und ziehen sie von der 
dritten ab, zuletzt multipliciren wir sie mit a1 " und zieben sie von der 
letzten abo Delli Betrag nach iindert sich Dl nach Satz 8 gar nicht, der 
Form nach erhiilt es aber in der ersten Zeile, abgesehen von der ersten ], 
lauter Nullen, und es wird 

o o .. ·0 
a2 1 a2 2 - a2 1 a1 2 a2 3 - a2 1 a1 3 ... a2 h - a2 1 a1 h 

Dl = aa 1 aa 2 - aa 1 al 2 a3 a - aa 1 a1 a ... a3 " - a3 1 a1 " 

Aber indem wir hier nach der erst en Zeile entwickeln} fallen aIle 
Glieder bis auf das erste fort, und wir haben unter Benutzung der Ab
kiirzungen 

a22 ·- a21 (Xl 2 = a22,1' a2 a - a21 (XI 3 = a2 3,1' ... , a2 h - a21 !Xl h = a2 ii, 1 

aa 2 - a3 1 !Xl 2 = aa 2, l' aa 3 - a3 I a l 3 = aa 3, I' ..• , aa h - a3 I !Xl It = a3 It, 1 

a,•2 -- a,•1 IXI 2 = a" 2, l' a" 3 - a,• 1 !XI 3 = ah 3,1' ... , a" I. - a" 1 !Xl h = a" ii, 1 

a2 2,1 

a3 2,1 

(1,42,1 

a2 3, 1 .•. a2 It,ll 
I 

aa 3, 1 ••. aa ii, 1 I 
(1,4 a, 1 ... a4 I., 1 : 

ah 2, 1 ah a, 1 ... ah h, 1 

Mit dieser Determinallte h - 1 ter OrdnulIg verfahren wir genau so 
wie mit der nrspriinglichell; also wir ziehen a2 2, 1 vor und setzen 

so resultirt 

wo 

1 1X2 3 1X2 4 ••• 1X2 " 

aa 2, 1 a3 3,1 a3 4,1 ..• a3 h, I .. . 
a a (1, .. ·a 

h 2, I I. 3, 1 I. 4, 1 "h, 1 
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Dann multipliciren wir die erste Colonne der Reihe nach mit 
(;(2 3' (;(24' •• , (;(2 h und ziehen sie der Reihe nach von der zweiten, dritten, ... , 
letzten Colonne abo Setzt man 

a 33,1-a32,1 (;(23=a33,2' a 34,1-a32,1 (;(24=a34,2' ... , a3h,1-a32,1(;(2h=a3h,2 

a 43,1- a42,1 (;(23=a43,2' a44,1--a42,1 (;(24=a44,2' ... , a4h,1-a42,1(;(2h=a4h,2 

so geht D2 uber in die Determinante h - 2 ter Ordnung 

a 3 3,2 a 3 4,2 ••• a 3 h, 2 

a 43,2 a 44,2'" a 41<,2 

D2 = a3 h, 2 as 4, 2 •.. as h, 2 

die man dann wieder genau so behandelt wie Dl oder D 2• 

Fassen wir jetzt alles zusammen: 
Zur Berechnung der Determinante h ter Ordnung D = I aix I bildet man 

erst die Hilfsgrossen 

Damit ist die erste Reduction ausgefiihrt. Zur zweiten rechnet man 
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Allgemein rechnet man hiernach nach Ausfiihrung der )t - 1 ersten 
Reductionen zur )t ten Reduction 

a Xx+ 1,X-l a. =---
xx+l a XX,X-l' 

bis 

a xx+ 2,X-l aX 11,10-1 
a. =---, .'" '1.xh=--' 

"10+2 a xx,x-l a Xx,x-l 

Die letzte Reduction erfordert die Berechnung der Grossen 

a. = ah_ 1 11,11--:2 _, 

It-l/t a,,-lll-1,h-2 

a ltll,It-l = a""."_2 - a"It_I,II_2 '1."_lh· 

DcI' Betrag der Determinante D ergiebt sich dann aber zu 

21) 

so dass 

21 1) log D = log all + loga2 2, 1 + loga3 3,2 + loga44, 3 + .. , + loga" "."-1 

wird. 
Das gilt ganz allgemein von der Berechnung jeder Determinante. Bei 

der Bestimmung aller Unbekannten hatten wir also n + 1 mal nach dem
selben Schema zu rechnen. Indessen gestattet der Umstand, dass die Zahler
Determinante von der Nenner-Determinante immer nur durch eine einzige 
Colonne verschieden ist, eine betrachtliche Reduction der Operationen. 

In Xi sollte im Zahler die Colonne der ai fehlen und statt deren am 
Schluss die Colonne der 1 hinzukommen. Ich will, urn den Ausdruck fiir 
Xi noch klarer zu gestalten, in der Zahler-Determinante am Schluss eine 
neue Zeile, in der neb en lauter Nullen nur an der iten Stelle eine Eins 
steht, und zwischen die i-I te und ite Colonne eine neue Colonne, namlich 
die fehlende, 
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hinzufiigen. Die Determinante steigt dadurch in der Ordnung urn einen 
Grad, aber ihre Bedeutung iindert sich, wie man sofort sieht, wenn man sie 
nach Satz 9 nach der nunmehr letzten Zeile entwickelt, nur insofern, als sie 
jetzt mit (-1 )"-i+l multiplicirt erscheint, und sie hat die Form 

i all a 12 ali a l ], 71 
a2l a 22 a2i a2h 72 

D(i)= 
a 3l a 32 a3l a 3h 73 

a h1 a]'2 a h i ahh 7,. 
0 0 1 ... 0 0 

und unterscheidet sich von der Nennerdeterminante dadurch, dass sie eine 
Colonne und eine Zeile mehr besitzt als diese. Je nach dem Index der Un
bekannten x wandert die 1 in der letzten Zeile von der ersten bis zur 
h ten Stelle. Es ist aber 

DU) x._ 
'--IT 

Wenn wir jetzt, urn Xi zu erhalten, die Determinante DU) herechnen, 
so ist klar, dass in allen Reductionen genau dieselben Hilfsgrossen 
zu rechnen sind, wie bei der Reduction der Determinante D, nur kommt, 
weil nach der Colonne ad noch die Colonne der 7 folgt, in jeder Reduction 
eine neue Colonne hinzu. 

In der ersten Reduction ist daher noch zu rechnen 

II . 
Xl = -a-' 

11 

72,1=12- a21 Xl' 

l3, 1 = 13 _. a3 1 Xl' 

und nach dieser Reduction sieht die Determinante so aus wie die Dl , nur 
dass sie noch die Colonne 

und die Zeile 0 () ... 1 ... 0 0 hat. 
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In derzweiten Reduction tritt zu den bei del' Berechnung von D 
erhaltenen Hilfsgrossen als letzte< Columne noch hinzu 

la, 2 = ' 3,1 - aa 2,1 X2' 

'4,2= ' 4,1- a42,1 X2' 

und die Determinante nnterscheidet sich von del' D2 dadurch, dass sie die 
Colonne 

o 
und die Zeile 

00 ... 1 ... 00 
mehr hat. 

So geht die Reduction weiter, man hat zu den bei den Reductionen 
von D schon gerechneten Columnen jedesmal nur noch eine einzige Columne 
hinzuzurechnen, und zwar fiir die it te Reduction die 

'x.X-1 • 
- , 

ax x,x-l 

'X+1,X= 'X+1,X-1- aX+ 1 x,x-1 Xx' 

1.+2, x = '.+? x-1 - ax+2 x, x-1 Zx' 

Allein die nach jeder Reduction resultirende Determinante bleibt nicht 
immer so einfach, dass sie in ihrer letzten Zeile lauter Nullen und nul' 
eine 1 hat. In del' Tat, nach jeder Reduction wird die Determinaute immer 
urn eine Ordnung niedriger, sie verliert von <iben nach unten mebr und 
mehr Zeilen und von links nach rechts mehr und mehr Colonnen, es nimmt 
also die Anzahl del' VOl' del' 1 stehenden Nullen mehr und mehr ab. Nach 
del' i-I ten Reduction sind alle Nullen VOl' del' 1 verschwunden, und man 
hat die Determinante 

Weinstein, Lellrbuch!. ]5 
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ai i,i-l a U + 1,i_1 ... a i h,i-1 [i,i-1 

a i+ 1 i,i-1 a i+ 1 i+1,i-l a it1 ",i-1 'i+1,i-1 

D~'? = a i+ 2i,i-1 a i+ 2 i+1,i-1 a'i+ 2 ",i-1 'i+2,i-1 
.-1 

a" ;,i-1 a" i+1,i-1 a"h,i-1 'h,i-1 

1 0 ... 0 0 

Wenn man j etzt, nachdem der V orscluift nach ai i i-1 vorgezogen und die 
Elemente der ersten Zeile durch a... 1 dividirt sind,' die erste Colonne mit 

It,t-

den gehOrigen Hilfsgrossen a der Reibe nach multiplicirt, bleibt die letzte 
Zahl derselben nicht mebr wie hisber 0, sondern gebt nacb einander in die ein
zelnen rJ. fiber und beim Subtrahiren von den folgenden Colonnen verschwinden 
in der letzten Zeile aIle Nullen und es treten an ibre Stellen die a. 

Die weitere Ffibrung del' Reductionen wil'd dadurch in keiner Weise beein
flusst, man hat nacb wie vor immer nur eine Columne neu zu rechnen. Aber: 

Nach der iten Reduction wird die letzte Zeile 

Wir Mnnen die - Zeichen fortlassen, wenn wir statt dessen nach 
Satz 5 uns die Determinante D<i) mit. dem negativen Zeichen versehen 
denken, dann wird die letzte Zeile 

Nach der i + 1 ten Reduction geht sie also fiber in 

(aiH2 - aii+1 rJ.i + 1i+ 2) ('7:ii+3 - aiH1 rJ.i+ 1H3) 

('7:;" - rJ.iH1 '7:i+lh ) ('1..; - rJ.ii+ 1 Z;+1)' 

Man sieht, dass diese Grossen genau dieselbe Bauart haben wie die a 
in den einzelnen Reductionen. Jede derselben reiht sich in eine Columne 
der i + 1 Reduction ein, wir benutzen also entsprechende Symbole und setzen 

aU+ 2,1 = ai i+2 - (lii+1 ai+ 1 i+2' 

aj i+3,1 = aii+ 3 - aii+ 1 ai+ 1 i+3' 

'7:ii+ 4,1 =ai ·i+ t - .. '7:ii+ 1 a i+ 1i+J,' 

'J.i ",1 =rJ.ilt --aii+ 1 C(i+1lt' 

Xi, 1 =Xi _. aU + 1 Xi+1' 

Also abgesehen davon, dass man von Anfang an in jeder Reduction zu 
den bei der Ausreebnung von D schon berecbneten Column en noeh eine 
Columne hinzuzufiigen bat (die der 'I.. und 1), muss man von der iten Re-
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duction (diese mit) zu jeder Columne nocl! eine Zahl rechnen, derartig, dass 
bei der i + x ten Reduction hinzuzufligen ist 

" zweiten 

" letzten 
" 
" - a.i i+x, x-1 cti+x It; 

" Columne der l Xi,'1. 

= r:J.ih,x-l 

= Xi,'1.-l - (1.i;+'1.,'1.-l Zi+'1.· 

Wir muss en jetzt zusehen, zu welchem Endresultat wir so gelangen. 
Wenn an D It - 2 Reductionen hinter einander ausgeflihrt sind, er

fordert die It - I te Reduction nach Seite 223 die Berechnung der einen 
Columne 

ah--l "./t-2 
'1. =-----
h--l" a"_1 It-l,''-2 

a" ","-1 = a/I "."-2 - ah "-1,"-2 '1." -1" , 

und es wird 

Bei der Reducirung der Zahlerdeterminante haben wir nach der 
It-I tell Reduction 

dazu noch 

und es wird 

alt - 1 It.ll -2 
=~-------, 

a,,-I1t-1."-2 

h-l 
_ ["-1,"-2 
---------, 

a,,_1 "-1,"-2 

[",h-l = 7h,h-2 - a" "-1,//-21..,,-1' 

Zi,"-i-l = /"-i,h-i-2 - (1.i "-I,h-i-2 '''-1 

l","_1 

ail h. It-I 

Es bleibt also noch eine Determinante zweiter Ordnung stehen. Setzen wir 
daher unsere symbolischen Bezeichnungen weiter fort, so haben wir noch 

15'" 
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und 

zu rechnen, und dann wird 

D(i) 
= - all a22,1 aaa,2 a44,a ... al,II,h_l 'l.;,/,_P 

somit *) einfach 

Xi = 'l.i,h-i· 

Es ist nun bemerkenswert, dass die in jeder Reduction neu zu rechnende 
Columne von i gar nicht abhangt, hat man sie einmal abgeleitet, so bleibt 
sie bestehen, welche der Unbekanntell X man auch ausrechnen mag. Anders 
verhalt es sich mit den zu den einzelnen Columnen noch hinzuzufiigenden 
Zeilen; diese beginnen bei Xi erst in der iten Reduction, also bei i = 1 
schon in der ersten, bei i = 2 in der zweiten u. s. f. 

In der ersten Reduction von D enthalten die Col onnen It _. 1, in der 
zweiten h - 2, .. , Elemente. Richtet man also die Rechnung so ein, dass 
man aHe $ zugleich kennen lernt, so werden in allen. Reductionen die 
Columnen je It Elemente enthalten, und ausserdem hat die erste Reduction, 
mit der Columne der l, It Columnen, die zweite h -1, die dritte It - 2, u. s. f. 
die letzte, namlich hte, 1 Columne. 

184. Schema fUr die Ausrechnung (Reduction) linearer Gleichungen. 
Wir kiinnen jetzt von dem Hilfsmittel del' Determinanten viillig absehen und 
alles zusammenfassend sagen. 

204' Wenn aus dem System linearer GIeichungen 

all a\ + a~ 2 X 2 + al a Xa + ... + al " x" = ll' 

a2l Xl + a22 X 2 + a2 a Xa + '" + a21, x" = l2' 

aa 1 a:l + aa 2 $2 + aa a Xa + '" + aa" X" = la' 

die h Unbekannten Xl' X2 ' Xa, ... , XI, ZU rechnen sind, so verfahrt man nach 
dem nachstehenden Schema, in welch em der bessern Uebersicht wegen jede 
Reduction von der folgenden und in j eder Reduction jede Columne von der 
folgenden durch einen Strich getrennt ist. 

*) lch miichte die Bemerkung hinzufiigen, dass aus den obigen Reductionen 
erhellt, wie auch die Aufliisung durch Determinanten sogenannte unmitze Factoren 
nicht vermeiden kann, dass es also nicht richtig ist, wenn man diesel' Aufliisung vor 
del' Lagrange'schen del' unbestimmten Coefficienten deshalb den Vorzug geben will, 
weil letztere eben solche unniitze Factoren mitfiihrt. Man ist im Grunde iiber die 
:Methode dieses grossen Mathematikers nicht hinausgekommen. 
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Man rechnet 

a 23,1 = a2~ - a 21 (.(1:1 [ ... , a 2h,1 = a 2h - a 21 Cl lh l2,1 = l2- a 21 ZI . 

a 3 :l. I = a 33 - a 3 I 'II 3 1"" a 3 ii, I = a 3 Ii, - a 3 I Cl I h l3, I = ':1 - a 3 I ZI . 

I 

a4:1'I=a4~-a41'11:11· .. ,a4"'I=a4h-a41'11lt l4.1=l4-· a4I Z1· 

. . . . I 
(/,lt3,I=alt:l-altl'1I:1i···,alth,l=ahlt-ahl'1lltl th,l=l,,-altl z1 · 

'II 3,0 = Cl1 3 I .. " '11" 0 = 'II • , ,I 

1m Ganzen It Columnen zu je h + 1 Zahlen. 

a2h ,1 
'1. =-

2 h U,2 2, 1 

a 33,2=a33,1·-U,:J2.1!1.23 a34,2 = a34, 1-(/:12. 1 11.24 , ... , U,3h,2=ft3h,l-a:l2,1 !1.2h 

a43,2 = (t43,1-(~42.1 Cl n (tH. 2 =a44,I-a42.1 Cl24 1 "', ((411.2= a4/l,I-a42.1 '1 2 " 
, I 

I 

: ZI,O = 1.1 ' 

1~. 1 
I..) = ---, 
'- (/22, I 

l3,2 = 13, 1--a3 2, I 1.2 ' 

l4,2 = '4.I- a4 2.1 '12 , 

ClI3,1=!1.I:l,()-'1I~,0'123 '114,1 =' '114.0-'112.0'124,"" '111<,1=11.111 ,0- '112.011.2111 1.1.I=ZI,0-!1.12•0 Z2 , 

'12;),0='12:1 !1.24,U=!1.24 ''1211,0='12h I Z2,0=Z2' 

1m Ganzen h - 1 Columnen zu je It + 1 Zahlen. 

I... 11. =~3ho! 
, 3 It a33. 2 

i 

(t4:J,3 =a45,2-a4 :1.2 '135 1"', aU ,3 =a4h,2- a4:1,2 11.:1 It 

ft. 5 3=a5· .)-a5" <)11.3 . 1 
... , a'l 3=a' l ,,-a'3 2 ;) , .),_ ,),.. t.I ,) I, i) 1,.:1 D 1 

'114,2 = '114.1-'113,1 '1:q Cl l5,2 ='115, l-- Cl I3,1 '1.35 "', Cllh . 2 = '11 h.I·-'1 13.1 Cl 3lt 1.1,2 =ZI, 1-Cl I3.1 Z;I' 

f:J. - fJ. -~- a. '1. '1. - '1 - '1. '1 I '1. - r:J. -r:J, a. I. = I. -'1 I. 24,1- 24,0 ':!:1,U ;}4-, 2;),1 - '25,1) '2:1.u .:~!} ... ~ 2h,l-- 211,0 2~~,U :~h .2,1 .2.0 2:~, .;p 

ii' 11..,. 0='135 
0);), • 

1m Ganzen It -:2 Columnen zu je It + 1 Zahleu. 
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14.:1 
Z =---, 
.( ({44,:l 

15,4 = Z5,3 -({54,3 '1.4' 

Z6,4 = Z6,3 - a64,3 '1.4' 

Z7 4 = Z7 3 -({74 3 '1.4 ' , , , 

'l15,3 = (;(15,2-(;(14,2 (;(45 (;(16,:1 = 'l16,2-(;(14,2 'l46 "', 'l1 ",3 = 'l11l,2-'l14, 2 'l4" i\:l =Z1,2-(;()4,2 Z4' 

':1'25,2 =" Cl. 25,1- Cl.24, 111.45 a2B,2:-= 'J.2 (-j, 1-a.2~, 1 'l.-! 6 '.', '12lt ,2 = (1211, I-fJ.. 24 , 111.411 I "/2,2 =Z2,1"- rl24,1 1.4' 

1m Ganzen h - 3 Columnen zu je h Zahlen. 

So gehen die Reductionen immer we iter , in jeder Columne stehcn 
h + 1 Zahlen; die Anzahl der Columnen nimmt aber yon Reduction zu 
Reduction um eine Einheit abo 

Die letzten Redudionen sind yon der yorletzten ab 

alt - 1lt,lt-2 (;( = 
it-lit a 

h-lh--l,h-2 

["_1 It-2 
Zh-l = a------'-----, 

h-l h-1.lt-2 

'1. ='1 -a. a. 
It 2h,1 It-'211.0 It-2h-l,O it-lit 

(;( ='l "-lh,O it-lit I.It-l,O = 1."-1' 

1m Ganzen 2 Column en zu je h + I Zahlen. 

Z",It_l 
Z" = -ri- ------ , 

hh,/t-l 
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1m Ganzen 1 Columne zu It + 1 Zahlen. 

185. Die Werte der Unbekannten, zwei Formen. Diese letzte Reduction 
giebt schon die gesuchten h Unbekanntcn durch die in ihr berechneten X, 
und es ist 

Xl 

X 2 

X:J 

x. 
I 

X Ii 

= Xl, 1t-1 

= "1.2 , h-2 

= X3,h-3 

allgemein 

=Zi,h-i 

=Z",O' 

Der grosse V orteil dieser Rechenmethode besteht darin, dass man aIle 
U nbekannten mit einem Mal und in derselben Form erhalt., und dass man 
immer nur einen und denselben Algorithmus auszufiihren hat. 

Bei jeder Reduction hat man n ur die Zahlen der eben ausge
fiihrten Reduction zu beachten, und aIle andern zu ignorirell. 

Dic Formeln fiir die einzelnen Reductionen sehen wegen der vielen 
Indices etwas verwickelt aus, aber sie reprasentiren vollstandig den Gang 
der Rechnung, und jeder Buchstabenformel entspricht genau eine not
wendige Zahlenformel. Ich habe darum auch, urn dem Gedachtnis des 
Rechners zu Hilfe zu kommen, eine relativ grosse Anzahl von Reductionen 
unmittelbar angegeben. Abel' wenn del' Rechner sich einmal an del' Hand 
del' gegebenen Entwickelungen klar gemacht hat, nach welchen Principien 
die Bezeichnungcn gewahlt sind, wird er sic gerade flir die Uebersicht
lichkeit der notwendigen Operationell und fiir die Art, wie eine Operation 
aus del' andern folg"t, sehr bequem tinden, Sie sind im Wesentlichen den 
Gaussischen Bezeichnungen nachgcbildet, wie auch das g'anze Schema dem 
G a u s s ischen entspricht. 

]\Iall kann den Liisungen noch eine andere Form verleihen, in der man 
sie gewiihnlich vorfiihrt, indem man die X successive durch ihre Werte ersf)tzt. 
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So ist zum Beispiel 

Xl = '1..1,16-1 = '1..1,16-2 - CI! h,k - 2 '1..16 = '1..1,16-3 - CIv. -1.16 -3 Ak-l - CIU,It -2 'l..h 

= 'l..l,h-4- CIa -2."-4 '1..,.-2 - CIv. -1,h-3 '1..,.-1 - CI1",I,_2 '1.." 

und so fort. 
Man bekommt schliesslich 

Xl = '1..1 .- CI1 2 '1..2 - CI1 3,1'1..3 - CI1 4,2 '1..4 - ••• - C(1 Ii, I, - 2 'I", 
X2 '1..2 - CI2 3 '13 - CI2 4,1 '1..4 - .•. - 0.2 It, I, - 3 '1..16' 

Man braucht, wenn man diese Darstellung wahlt, in derletzten Columne 
del' einzelnen Reductionen die auf die l folgenden 'I.. nicht mehr zu rechnen. 
Es bedingt das insofern eine Abkiil'zung del' numerischen Rechnungen, als 
man in dem allgemeinen Schema die hier angezeigte Summatioll successive 
ausfiihl't, w1i.hrend man sie hier mit einem Male bewerkstelligen kann. 
Etwas ahnliches gilt auch in Bezug auf die CI und nicht mindel' in Bezug 
auf die a. Doch diirfte trotzdtlm die schematische Ausrechnung im allge
meinen vorzuziehen sein, weil das Schema seiner ganzen A usdehnung nach 
gleicbartig ist nnd in den Operationen kein Abwechseln verlangt. 

Ich bezeichne die 'I.. diesel' zweiten Darstellung, also 

'11' '1..2' ... , '1.." 

nach Gal m e rt als .Aequit"alentgrOs.~en. 

186. Verringerung der Operationen fUr symmetrische Gleichungen. 
Del' Leser ist hiernach im Stande, jedes System linearer Gleichungen, wie 
beschaifen auch die Coefficienten sein mogen, aufzulosen. Die Ausgleichungs
l'echnung hat es abel' ausschliesslich mit Gleichungen zu tun, deren Coeffi
cienten ein symmetrisches System zusammensetzen, unter einem symmetrischen 
System ein solches verstanden, in welchem zwei Elemente, die zur Diagonale 
des Systems symmetrisch liegen, auch gleich sind. Analytisch ausgedriickt, 
werden wir unsalso mit Gleichungen beschiiftigen, in denen 

ist. 
Es lasst sich leicht zeigen, dass, was von den Elementen des urspl'iing

lichen Systems gilt, sich auf die Elemente aIlel' Reductionen fortpflanzt. 
Also 

23. Bei symmetrischen System en bilden die Elelllente in all e n Reduc
tionen wieder sYlllmetrische Systellle. 
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Zum Beispiel war in der ersten Reduction 

und 

Es ist abel' 

also auch 

und da 

sein soUte, ist del' Factor von al 3 auch gleich rl12 , und hiernach 

In den beiden rechts stehendell a kOllnen wir wieder die Indices vertauschen 
und dann bekommen wir 

231, Man kann hiernach in jedem a die beiden vor dem Komma stehenden 
Indices mit einander vertauschen. Der allgemeine Beweis wird dadurch 
gefiihrt, dass man annimmt, es bilden die a-Grossen einer Reduction ein 
symmetrisches System, und nachweist, dass dann auch die a-Gross en der 
folgenden Reduction ein symmetrisches System zusammensetzen. Der Leser 
wird ihll leicht nachholen konnen. 

Wenn aber die a-Grossen in den eillzelnen Reductionen symmetrisch 
sind, so brauchen wir sie auch nicht aHe zu rechnen. So ersparen wir, 
nachdem in einer Reduction die a del' ersten Columne gerechnet sind, in 
der zweiten Columne das erste, in der dritten das erste und zweite, in der 
vierten das erste, zweite und dritte a u. s. f. 

Schreiben wir also das System 

all a l2 a 13 a lh - l a l " 

U21 a 22 a 23 a 2h - 1 a 2" 

Ita 1 a 21 Ua3 ... 
a 3h - l a:J" 

(,{.It-11 a lt - 12 fl"_1:1 
... 

a"-llt-1 a"_llt 

Ultl Ult2 (tit 3 (tit h-l aid, 
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del' Coefficienten, indem wir, wenn es symmetrisch ist, den iiber del' Diagonale 
befindlichen Teil, als dem unter del' Diagonale liegenden in den entsprechenden 
Elementen gleich, fortlassen, in del' Dreiecksform 

all 

a 21 a22 

a 31 a 32 a 33 

a"_11 a"_12 a"-13 
... 

a"_1 "-I 

a" 1 a" 2 a":l 
... alt It-I a" h' 

so sind in jeder Reduction nUl' die a zu l'echnen, die sich diesel' Dreiecks
form anschmiegen, also zum Beispiel in del' el'sten Reduction 

a 22,1 

a 32,1 a 33,1 

a 42,1 a 43.1 a 44,1 

(Z"_l 2,1 a"_l 3,1 a h- 14,1 a h- 1 "--1,1 

a" 2,1 a lt 3,1 a lt 4,1 a lt "-1,1 a k ",1. 

Diese Vel'ringerung del' Rechenarbeit findet nul' fiir die a statt, die 1, 
'1 und X miissen vollstandig gerechnet werden. 

Wir wollen abel' auch noch die landers einordnen. Es ist namlich 
allgemein in del' i ten Reduction 

1 .=l. I-a .. 1 f" X,l X,t- 1.1,t--f, 

also weil 

auch 
a .. 1 

1 .= 1. - .'I....'.~l.. , 
1.,1 X,t-l a. . . 1,1-1 

t 1,'1,-1 

abel' da ax i,i-l = ai x,i.-l sein sollte und 

ist 

I .= 1 . 1- '1. t""'_I' X,t X,t- lX 

Damit ordnen sich die 1 den a bei, und es kann [x,i auch in die zu '1i'i. ge
hol'ige Columne geschrieben werden. 
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NUlImehr kiinnen wir sagen: 
Es ist zu rechnen ausser den 'J., m del' ersten Reduction 

°n,l =022- 0 21 'J.121 

(/3~,1=(/3 2-°3 1 'J.12 [(/33,1 =°3 3- a 31 'J. 1 ~ll 

0 42,1= °4 2-°41 'J.121043,1 =043-°41 (1.1 3(44,1 =°4 4- a41 (1.141 

: :)1: : I: :! 
[(It 2,1 =a12-a" 1 (1.12 et" :1,1 =et" :]-et" 1 'J.1 :l:et" 4, 1 =a" 4 --a" 1 'J.1 41, .. a"", 1 =Ct" "-1 -- a" 1(1.1 "I 
':!,[ ={2 -11 'J.12 1

'

:l.1 =/3 -·l1 'J. 13 l4,1 ='1 - 11 'J. 14 !···{".1 O""~ {"-1 --{1 'J.H1),U=1.1 
I I 

'J. 1 :!,0=(l.12 1'J.10,0='J.1 :1 [(14,0='J. 14 1 .. ·'J.1 ".0 = 'J. 1lt 

in del' zweitell Heductioll 

a:: 3,2=et3 3,1-et3 2,1 'J.2 ;]' 

it4 3,2=et4 3, 1-et4 2,1(1.23 1 et4 4.2=a4 4,1-((4 :!.1 'J.:! 

I : 
a" 3,2=((" 3, 1-et" 2,1(1.23, Ct lt 4,2=(1" 4, l- Il ,,:!, 1 'J. 2 

Z;;.2 =13,1 -l2,1 'J. 23 ' 142 =14,1 -'2,1 (I.:! 

'J. 1 :1,1 ='J.1 3,0-(1.120 (1.2 3! (1.1 4,1=(1.14,0-(1.12,0 (1.2 

(J.'.2 :1,O==a:~:1 jrJ.'J, 4\U::=(.l~ 4 

U. s. f. 

···(tlt It, 2==alt It, 1 - aft 2, 1 (l:,! II; 
I 

... lh,:! = {h,1 -{2,1 'J.2 " 

.. ·'J. 1 ii, 1='J.1 iI,u -'J.1 2,0 (1.2 iI/1. 1=1.1,0 --Cl'1 2,01.2 
! 

;,,,a:2 7I,u==-"1'2 II Z'.!.,I)~Z'2 

In den nachfolgenden analytischen Entwickelung'en werde ich mich 
immer auf das allgemeine Schema beziehen, spater abel' zeigen, wie man 
bei dem fUr den l<'all symmetrischer Elemente vereinfachten Schema die 
Rechnungen am bequemsten anordnet. 

XII. Bedingte zusammengesetzte Messungen. 

FOTtsetzun/j del' Ji 'ehleT1·echnullg. 
Kehren wir nach diesel' nicht :.m umgehenaen Abschweifung zu Ullserem 

Problem zuriick, so ist ein Teil desselben durch die in diesel' Abschweifung 
gewonnenen Resultate schon gelost. 

187a. Mittlel'el' Fehlel' del' zusammengesetzten Grosse. Bildung del' 
diese ersetzenden Function. Wir wissen jetzt, wie wir nach einem festen 
Schema die Correlaten )( ans ihrcn fUr sie geltendcn lillearen Gleichullgen LXXII 
auszurechllell haben. 
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In der Tat diirfen wir nur allgemeiu 

a = [ 2 at; a/~J = 2 at; afx + 2 ~~ afx + ... + 2 at; '01< 
ix p. ox ox P.1 ox ax P.2 ox ax p.y ax ax 

- 11 22 gg 

und 

setzen, urn das ausgefiihrte Schema sofort auf unsern Fall, wo die 
Unbekaunten xl' x2 , ••• x" durch die Correlaten xl' x2, ••• x" vertreten 
werden, anwenden zu konnen. 

Der zweite Teil unserer Arbeit bedarf die Elimination der x aus der 
Gleichung 

Es sollte aber diese Elimination so ausgefiihrt werden, dass nach derselben 
F als Function der f erscheint. Wir konneu diese Elimination mit einem 
Schlage fiir alle x zugleich bewerkstelligen. Setzen wir namlich 

F-F=fo 

und schreiben die obige Gleichung in der Form 

so hat sie genau die Form wie die Correlat.engleichungen, fiigen wir sie 
also zu dies en hinzu, so haben wir im Ganzen h + 1 Gleichuugen mit nur 
h Uubekanuten und diese konnen uach dem Satz 17 unserer Abschweifung 
zusammen nur bestehen, wenn ihre Determinante verschwindet. Wir haben 
somit 

-fo c1 c2 c3 ... cIt 

t:. a1 1 a1 2 a1 3 ••• al h 

0= 
t; a2 1 a2 2 a2 3 •.• a2 " 
f3 a3 1 a3 2 a3 3 ... a3 It 

I;, a" 1 a" 2 a" 3 ••• ah" 

wo also 

1'0 =F- F, a = [ 2 at; afx ] 
Ii i X P. ax ax 

ist. Das ist schon die gesuchte Gleichung fiir F, denn die x sind in der
selben nicht mehr vorhanden. 

187b. Mittlerer Fehler der zusammengesetzten Grosse. Einfiihrung 
der Uebertragungsgrossen. Rei einer Differentiation nach einem der 
Elemente sind die c und a als Constanten zu betrachten, da nun jede 
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Determinante nach Satz 1 un serer Abschweifung in Bezug auf jedes seiner 
Elemente liuear ist, durfen wir die f aueh innerhalb des Determinanten
zeichens differenziren. 

So bekommen wir also 

'Of~ 

'Oxi 

'Ofl 

0= 'Ox. 
I 

Entwickeln wir diese Determinante nach der ersten Colonne, so wird 
nach Satz 9 unserer Abschweifung' 

al I al2 a1 :! rtl Ii ci c2 Cs c" 

'Ofo 
a21 a22 a'2:J a2 " ofl 

((2 1 a22 Ct23 Ct2 " 

0=-- a:\ 1 a':l2 ((:1:1 ((:1 " 
- a:_~ 1 ((:1 2 ((:1 3 ((:1 " 'ox; OX; 

a" 1 (t" 2 {(Ii 3 
((" " a" 1 a" 2 a" :1 ((" " 

C1 C2 C:1 
(' 

" CI C2 C:) C" 
07 1 I !II 2 a13 !II" I 

'Of2 
all a12 al3 !II" 

'Of; a2 I (/22 !l2 3 "2 " + OX. (/:11 (/32 (/3 :1 {/;J " OX; 
+ ... 

1 (/4 I (/42 a4 :1 a4 " 

altl a"2 a"3 a" " a" I alt2 a" 3 a"lt 

Ohne die Detenninanten zu andern, k5nnen wir in ihnen die Zeilen ZII 

Colonnen, die Colonnen zu Zeilen machen (Satz 3 der Abschweifung). Tun 
'Ofl 

wir das, so geht der Factor von z. B - liber in . 'Ox; 

CI (/2 I (/3 I (/41 a" I 

C2 (/22 a32 a42 (lit 2 

C3 (/2 :J (/3 ;] (/43 {{ II J 

C" lt2h (/31. (/4 It ({It It 
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Nun ist das System der Coefficienten a unserer Correlaten-Gleichungen 
symmetrisch, so dass aix= axi ist, somit durfen wir in allen a die Indices 
mit einander vertauschen, nnd es wird jener hervorgehobene Factor 

CI a l 2 a l a a l 4 '" a l It 

C2 a2 2 a2 a a2 4 ••• a2 It 

Ca aa 2 aa a aa 4 ••• aa It 

Stell en wir aber die CorreIa ten x als Auflosungen ihres Gleichungs
systems nach Satz 201 der Abschweifung in Determinantenform dar, so wird 
von ihnen zum Beispiel XI bestimmt durch 

all a l2 a l a ... a l It fl al2 a l3 al4 ••. a l It 

a2 I a22 a23 .. . a21t r; a22 a2 a a24 ... a21t 

Xl as I a 32 aa a ... a3 " fa a 3 2 aa a a 3 4 • •• aa" 

a"l Uh2 alta all. I, 1;, a"2 a"a a"4 ... a" " 

Die Determinante rechter Hand ist genau so gebaut wie der Factor 
von 'Oftl0Xi' nur dass statt der ersten Colonne eine andere steht. Ganz 
entsprechendes gilt von den Factoren aller andern 'Of/'Ox. Setzen wir also 
allgemein 

CI C2 Ca Ch all a12 ala ... all, 

all a l2 G1S all, a 21 a22 a23 ... a2 II. 

r. = (- 1),"-1 a. -21 a._22 a.-2a ., . a._2h 

a. 1 a. 2 a. 3 a. lt 

aid ail 2 a" 3 ail" a" I a"2 ail 3 ... ail 3 

so sind die r Grossen, die durch ein System linearer Gleicl).ungen bestimmt 
sind, welches genau so gebaut ist, wie das fUr die Correlaten, nur dass 
ihre l statt wie bei den Correlaten die f, andere Grossen c sind. 

Man nennt die r Uebertragungsgrossen. 
188. Mittlerer Fehler der zusammengesetzten Grosse. Darstellung 

der Difi'erentialquotienten und definitive Formel. Wir haben aber 

ofo of1 nf2 '01;, 
---=r --+r -+"'+r --, OXi 1 'OXi 2 'OXi II, 'OX; 

und die r sind von der Ordnung der Zahl i unabhangig. 
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Aber da 

fu=F'-F' 
ist, so erhalten wir 

oF' _ oF' Oft af2 001 
-ax~- aXl--r1-ax~-1"2 ox~-"'-1'It-oXl' 

oF' oF' af1 at; or" 
a:x;;- = aJ'2 - -1\ - aX2 - 1'2 -ax; - ... - J"h -a.:r:;' 

LXXVII) oF' oF' ofl af2 00, 
-'I" ._.- - 1'2?!X -"'-j" .. -

o;c ox 1 OJ' I, OX 
9 17 !-I 9 Y 

of oF' 
aXY+1 = 1)x9+1 . 

und dabei sind die r die Lusungen des linem"en Gleichungssystems 

LXXVIII) 
j C1 = a) 1 1'1 + a1 2 F2 -+ a1 :l 1';1 + ... + a1 It 1'1,' 

~, _ an', H" ',1 a,,', + +a" '", 

C,,- a" 1 1'1-1 a"2 1'2+ a" 3 1'3+ + a"" 1'", 

239 

worin die a dieselben Coefficienten wie in den Correlatellgleichungen, namlich 

a. -= a .= [1/ 2 Gt;_ !.(Y.] 
1 x x, r ax OX 

angeben, und die c definirt sind durch 

Weil die Gleichungen der Uebertragungsgrossen dasselbe Coefficienten
system haben wie die Correlatengleichungen, wird man sie nicht noch be
sonders aufzulosen brauchen. In allen Reductionen derselben sind die 
ersten Columnen genau dieselben wie bei den Correlaten, nur die letzte 
ist eine andere, da sie von den c abhangt, wahrend sie bei den Correlaten 
dureh die f bestimmt wird. :Man jiist daher die U ebertragungsgleichungcn 
mit den Correlatengleiehungen zusammen auf, indem man einfaeh zu den 
ColumneD, die man fiir diese zu rechnen hat, in jeder Reduction noeh eine 
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aus den c, sowie die aus den f gebildete rechnet. So bekommt man die 
Uebertragungsgrossen mit den Correlaten zugleich als Zahlen, und indem 
man sie in den vorstehenden Gleichungen fiir die 'OF/'Ox einfiihrt, kann man 
nnnmehr den mittlern Fehler der zusammengesetzten Grosse jji durch die 
Formel 

V { 'OF 2 'OF 2} of 2 (OF 2 
11.2= ~2 (-)fL 2+ ... + (-)fL 2 + (-)fL 2 + ... + -) p. 2 r- r- ox 1 ox g ox g+l Ox n 

1 g g+l n 

zahlenmassig ausdriicken. 
Es kommt vor, dass in der zusammengesetzten Grosse einzelne der von 

einander abhangigen Elemen~e garnicht vertreten sind, sci es, dass sie von 
vornherein fehlten, oder dass man sic mit Hilfe der Bedingungsgleichungen 
hat eliminiren konnen. Hat man aber alle Elemente beobachtet, so andern 
sich die Formelll principiell g'arnicht, nllf dass die verbesserte Function 
nur die Elemente sammt ihre1l Verbesserullgen enthalt, die in der unver
besserten stehen. In den Ausdriicken LXXVII fiir die of/ox wird daher 
hin und wieder das erste Glied of/ox fehlell, weil das betreffellde x in F 
nicht vorhanden ist. 

Wenn mehrere Systeme von Elemelltell Bedingullgsgleichungen unter
worfen sind, verfahrt man fiir jedes System so wie flir das hervorgehobene, 
indess werden die Verhaltnisse fUr den Physiker meist sehr einfach liegen. 

Die schematische Anordllung der einzelnen Rechnungen werde ich in 
der den Schluss dieses Abschnitts bildenden Znsammenfassnng angeben; 
ich lasse erst ein Beispiel folgen. 

189. Beispiel. Es treffe parallel zur Einfallsebelle polarisirtes ein
farbiges Lieht auf eine reflectirende Ebene. Bezeichnet i den Einfallswinkel, 
p den Brechungswinkel, I die Illtensitat des einfallenden Lichts, so haben 
wir fUr die Intensitat des reflectirten Lichts 

sin2(i-p) 
R = 1 sin~ (i + p)' 

Wir wollen diese Intensitat bestimmen, olme dass wir sie direct zn messen 
brauchen. Dazu messen wir die Intensitat I des einfallenden Lichtes, den 
EinfaUswinkel i und den Brechungswinkel p_ AUein zwischen Einfalls- und 
Brechullgswinkel besteht bekanntlich die Relation 

sin i 
'---=n sin p , 

wo n den relativen Brechungsquotienten der beiden Medien, welche die 
reflectircnde Ebene trennt, bedeutet. Durch eine voraufgegangene sorg
faltige U ntersuchung soIl dieser Brec\lUngsquotient so gonau bestimmt sein, 
dass sein Betrag in Bezng auf die Grossen, mit denen wir cs jetzt zu tun 
haben, als geradezn sicher angesehen werdell darf, wir miissen dann ver-
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langen, dass von den gemessenen Grossen die beiden i und p das Brechungs
gesetz 

sin i - n sin p = 0 

genau erfiillen. 
Nun konnen wir zunachst so verfahren, dass wir eillen der beiden 

Winkel, etwa p, iiberhaupt nicht messcn, indem wir ihn mit Hilfe des 
Brechungsgesetzes, welches hier als Bedingungsgleichung auftritt, aus dem 
Ausdruck fiir R eliminiren. Wir bekommen zunachst 

und hierin ist 

somit 

R- (SiniCOsP-cOSiSinp)2 
- I sini cosp + cosi sinp 

R = I(Sini. V~~ - cosi sini )2. 

sini. V n2 - sin2i + cosi sini 

n ist hier als bekannte Zahl anzusehen, und man hat nur lund i zu messen, 
urn die zusammengesetzte Grosse zu erhalten. 

Wenn man aber p nicht eliminirt und selbst mHmisst, so handelt 
es sich also urn den wahrscheinlichsten Wert der zusammengesetzten Grosse 

siu2 (i - p) R = 1---------, 
Sill2(i + p) 

'Von der die beiden Elemeute i nnd p durch die Bedingungsgleichung 

sini - n sin p = 0, 

wo n eine gegebene Zahl ist, verbunden sind. 
Es mogen jetzt i und p die durch Messung fiir die bezeichneten Winkel 

erhaltenen Betrage sein. Weil diesen Betragen J<'ehler anhaften konnen, 
werden sie der Bedingungsgleichung nicht mehr geniigen. Stellcn wir aber 
unsere jetzigen Bezeichnungen mit den friihercn zusammen, so ist g = 2, 
n = 1, Xl = i, X2 = p, xa = 1, F = R, ferner 

ft = sini - n sinp. 

Del' beobachtete mittlere Fehler von i sei fLl' del' von p sei fL2' del' von 
I sei 1~3' 

Weil nur eine Bedingungsgleichung zu erfiillen ist, existirt nur eine 
Correlate und eine U e bertragungsgrosse. 

Weinstein, Lehrbuch I. 16 
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Wir habel1 nun 

of., of., ,of., ofl 
oXl = ar = cos~, OX2 = ap = - n cos p, 

of = oR = 2IcOS (~--= pt~in(i-e2_ 2Isin2(i =-p)eos(i_-:t-~ 
oXl oi sin2(i + p) sin3(i + p) 

=2Isin2p sin(i-p) 
sin3(i + p) 

und entsprechend 

of _ oR _ 2! sin2i sin(i - p) 
0.£2 - a? - - - sin-~T+-pf-' 

Damit bekommen wir 

a = [p-2 Of. of., ] = OJ, 2 cos2i + 1t,.,2n2 cos2p 11 Ox oJ:; ,-l ,-- , 

_[ 2~!..0f.,J- 22IsiIl2psin(i-p), ' 
C1 - P- ox ox - P-I sin3(i + p) cos ~ 

+ p. 22! sin:i ~i~(i - p) n cosp, 
2 SIIl3(~+p) 

Demgemass lautet die einzige hier vorhandene Correlaten-Gleichung 

sin i - n siu p = )( (P-1 2 cos2i -+- P-22n2 cos2p) 

und die einzige U ebertraglmgsgleichung 

[1811. 

2 si 11 (i - 0) ( 2 '2 ' 0)' 2' ) (2 2 0) 2 2 ! '3(-'--'-) 1)'1 Sill pCOSt+p'2"nsm'tCosp =r2 P-l COSi-+-P-2-n C08p), Sill t -+- p 

und es wird 
sini - n sinp 

)( = P-12 cos2 i + P-22n2 cos2 p , 

-2 sinCi-rL ,P-12 sin2p cosi+ fJo22n sin2icosp, 
r - I sin3(i -+- p) P-12 cos~i + P-22 n2 cos2p 

Die Verbesserungen VI' V2 der beobacht.eten Elemellte und p sind 
daher 

2 of! 2 SlIlt-nsinp , 
V = - II, )( -- = - It, COS I 1 ,lOX! ,1 p-!~cos2i+p-ln2cos2p , 

__ 2'0f.,_ 2 slllt-nsinp 
V2 - P-2)1.:;;, - -+- P-2 2 2 ' 2 2 2 n COS p, vX2 p-! COS ~ -+- P-2 n COS P 

Die verbesserten Betrage T, p der Elemente i und p 

'7_, _' 2 ___ sini-nsinp , 
z - t + VI - I - ILl 2 2' 2 2 2 COSt, ILl COS t + P-2 n COS P 
- 2 sini- n sinp 
p = p + V2 = P + f!-2 2 2 ' 'J 2 2 n cos p, P-1 COS t + P-2" n cos P 
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Diese Werte haben Wlr III den Ausdruck fiir R einzuflihren, um den 
verbesserten Wert R fiir die Intensitat des reflectirten Lichtes zu bekommen, 

Nun ist 

" sin i - n sin p (2 ' 2 ) 
z-p=~-p- 2 2' 92"-2- fLl COSt+fL2ncosP, fLl cos Z + fL2- n cos P 

--c -, sin i - n sin p (2 ' 2 ) 
Z + p = z + P - 2 2 ' 2 2 2 fL, cos t - fL2 n cos P , fLl COS Z + fL2 n cos P 

also 

[ '" 1 2 

{
" smt-nsmp 2' 2 } sm z-p- 2 ,2' 22 2-(fLl COSZ+fL2 ncosp) 

-1 = I fLl cos t + fL2 n cos P , l ., . 

SlU lz + P- 2 2' 2 2 2 (fLt· CUSt -- fL2 n COS p)] 
" SIll t - n SIll p 'j' 2 

fLl cos z + fL2 n COS P 

Was die ausgeglichenen mittlern Fehler del' Elemente i und p anbetrifft, 
so haben wir zunachst 

v t2 V22_ (sini-nsinp)2 2 2' 22 2 
2 + 2 - (2 2 ' + 2 'j 2 2)" {fLt cos t -+- fL2 n cos p} fLl fL2 fLl cus t fL2 n- cos P -

(sin i - n sin p)2 
= fL12 cos2i + fL22 n2 cos2p 

und das stimmt mit dem Betrage, den die Controlforrnel LXXV ergeben wiirde, 
Damit wird <llso 

~
--" 2 

- ", fLl 
fL, = (slDt-n smp) ') .)' 2 2 2' fL,· COS-t + fI'2 n COS P 

~ ~ - ", P'2 fL2 = (SlUt - n Slllp) -')--2~+-2--2--2-' fLt- COS t fL2 n COS p 

Urn endlich noch den rnittlern Fehler des verbessertell Resultats R zu 
erhalten, haben wir 

oP_oR_oR_ llft __ 21 sin Ci-p) ffL12sin2pcosi+fL22nsin2icosp '_' 'l I 
fu~-W-B[ rJ lli - Sin3(i+p) l fLJ2cos2i+fL22n2cos2p COSt Slll .... PJ 

__ 21 sin (i-e) 2 cos i Si1l2i - n cosp sin 2p , 
- Sin3(i+p)fL2 ncosp fL12cos2i+fL22n2 cos2 p . 

oP'_oR_llR ,llfl_ 21 Sill (i-=.ri {fL12Sin2p cosi+fL22n sin2icosp _ ' ').} 
llX2--Fp- op -11 op -+ sin3(i+p) fL12cos2i+fL22 n2 cos2p ncosp SlU.1 

_ 21 sin(i--p) 2 . cosi sin2i - n cosp Silltp 
-- Sin3(i+p)fLJ COSt fL12cos2i+fL22n2cos2p , 

llP llR llR sin2(i - p) R 
OXa =-lll=-o/ = Sill2(i +0=-1' 

Ifi'" 
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Wir erhalten also 

. . R 2 sin4 (i + p) ... 
ersetzt man uoch hlerm 12 durch . 4 (. ) 'so resultlrt schhessllch sm ~- p 

= R'/ 1.1.21.1./1122 (COSi sin2i- n cosp sin 2p )2~---;; 
11 V41112cos2i+1122n2cos"p sin(i-p)sinCi+p) + 12. 

2 
Der Factor von R muss eine Zah~ sein. 11; ist schon eine ZahI, wei! 113 als 

I 
mittlerer Fehler von 1 mit 1 dieselbe Einheit huben muss. p und i sind 
Winkelgrossen, daher werde~ 111 und 112 als ihre beobuchteten mittlern 
Fehlerehenfalls als Winkel ausgedriickt sein, da nun die trigonometrischen 
Functionen Verhaltnisse von Bogen zu Radien angeben, so hat man die im 
Winkelmaass erhaltenen Betrage von f.Ll und 112 zu dividiren durch 

57,2958 oder 3437,7468 oder 206264,8, 

je nachdem sie in Grade, Minuten oder Secunden ausgedriickt sind. 
Umgekehrt hat man bei der Berechnung von P:l' 1):2 und von R die 

Grosse 
sini - n sinp 

mit diesen betre:ft"enden Zahlen zu multipliciren, je nachdem man P:l' 112, i 
und p in Grade, Minuten oder Secunden angeben will. Hierauf ist bei der 
numerischen AusfUhrung dieser Rechnungen wol zu achten. 

Die Aufgabe lasst sich auch von einem anderell Gesichtspunkt be
handeln. 

Nachdem man namlich aus dem Ausdruck fUr R mit Hilfe ner Be
dingungsgleichung p eliminirt hat, bekommt man, wie schon bemerkt, 

( 
.. '/-2 .-,. Sin2i)2 smz. vn -sm"z--r 

R=1 .2. 
.. . . .-~ 8m ~ sm~. Vn2 - sm2z+-2-

Hat man trotzdem auch p beobachtet, und will, was ja uuter allen Um
standen wiinschenswert, die Beobachtung dieser Grosse zur Sicherung von 
von R mit heranziehen, so kann man wieder nach dem wahrscheinlichsten 
Wert des R fragen unter der Bedingung, dass die Bedillgungsgleichung 
streng erfiillt wird. Das Verfahren ist genau dasselbe wie das obige. Die 
Correlaten-Gleichungen und die Verbesserullgen bleiben ungeandert, nur die 
Uebertragungsgrossen sind andere, weil FT, hier R, von X2 = P nicht ab
hangt und nach Xl = i eiue andere Function ist als friiher. 
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Wir haben nun 

------------ sm t cos t 
( 

• 2" ) 
cosiyn2--sin2i- _ -cos2i 

'OF ='OR=2R - yn2-sin2i 
'Oxl 'Oi . .;-2- --;---2' sin 2i 

smi V n - sm t -~2-

-- sin2i cosi . 
cosiyn2 -sin2i-,; +cos2t 

Vn2 - sin2i 
-2R . 2' 

~~- sm t 
sini yn2 - sin2i + ~2-

= 4R . sini, 
yn2 - sin2 i 

also lautet die Uebertragungsgleichung 

sini cosi 
4RfJ-l2 ,;. " = r (fJ-12 cos2i + fJ-22 n2 cos2p), 

V n~ - sm2 t 

und es wird 

sini cosi fJ-1 2 
r = 4R -=-=----== ----------------

yn~ - Sill~ i fJ-1 2 cos2i + fJ-22 n2 cos2p 
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VI und V2 ebenso wie il und !L2 haben dieselben Betrage wie friiher, da
gegen bekommen wir Ii, wenn wir in dem Ausdruck 

{ 
~--- Sin2i}2 sini yn2 - sin2i - ~ 

R=I . ". 
. ,/-2~~ 8m Gt 

sm i V n - sm t + ~ 
das i crsetzcn durch 

.. . 2 sini-nsinp . 
t = t + VI = l - P'I - 'J 2 . 2 2 2 cos t. 

fJ-I- cos t + fJ-2 n cos P 

Urn den mittlern Fchler des verbesserten R zu berechnell, haben wir 

'ol!.- = oR _ r ~lL = 4R ~ siu_i _ J 1 _ fJ-1 2 C082 i_J 
'" ~. "'. ,w-=-t 2 . 2 2 2 J uXI at ut V n2 -- sin2i - IJ.I cos2 t + fJ-2 n cos P 

o sin i C082 p __ __ X2_~_ =4Rn---== -- ---- -, 
vn2 - sin2i fJ-1 2 C082i + 11-22 n2 cos2p 

somit wird 

~ j-.:n4Sln2 icos4 p fJ- 2 fJ-24 fJ-t 2 fJ-3 2 

fJ- = R V 16- n2 _ sin2i (fJ-12 cos2i + fJ-22n2 cos2p?+ 12' 

Es ist interessant, dieses Resultat mit dem vorher fur flo erhaltenell zu ver' 
gleichen. 
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Dort war das von f1-1' f1-2 abhiingige Glied 

A _ 4 ;;:2f1-12f1-12 • (COSi sin 2i - n cosp sin 2r) 2. 

1 - 11-12COs2i + 11-12n2cos2p sin(i - p) sin(i + p) 

Da n sin p sehr nahe gIeich sin i ist, hat der in ( ) gefasste Quotient 
wie man sich Ieicht iiberzeugt, nahezu den Wert 4 sin2 i, so dass man 
dieses GIied bis auf eine sehr kleine Grosse auch schreiben kann 

-2 2 2 . 2' 
A _ 16 f1- f1-1 f1-2 sm t . 
1 - f1-1~COS2i + !1-22n2cos2p 

In dem andern fiir 11- gewonnencn Ausdruck schreibe ich das von 11-1' 11-2 
abhangige GIiad in der Form 

_ ;;:2f1-12f1-22Sin2i .~2coS2p. f1-22n2cos2p 
Ao - 16 2 ~. 2 2 ·2 " •• ,. 'J .). .).) 'J - f1-1 cos t+11-2 n cos p n--SlH-t f1-1-cOS-t+f1-2-n-cos-p 

Der erste Factor ist dasseIbe wie AI' der zweite Factor unterscheidet 
sich von 1 nur sehr wenig, waren die Baobachtungen fehIerfrei, so betriige 
sein Wert geradezu 1. Der dritte Factor ist jedenfalls kIeiner als 1. Also 
ist A2 kIeiner aIs AI' und da wir jedenfalls das Verfahrell vorzuziehell haben, 
welches fUr das Endresultat den kleinern mittlern Fehler ergiebt, 1St es 
vorteilhafter, zur Berechnung von R sich der GIeichung zu bedienen, in der 
das Element, das sich aus der zusammengesetzten Grosse mit Eilfe der 
Bedingungsgleichung eliminiren lasst, auch eIimillirt ist, natiirlich nur 
dann, wenn trotzdem das eIiminirte Element mit beobacbtet und zur Siebe
rung des Resultats mit herangezogen wird. Das gilt nicht bIos hier, 
sondern allgemeiner, wie sich bald zeigen wird. Die ganze Rechnung ver
Iiert ihren Wert, so wie die Grosse n selbst erst gemessen werden muss, 
denn dann kann man das Brechungsgesetz nicht mehr aIs Bedingungs
gleichung auffassen, da, wenn es etwa durch die beobachteten Betrage der 
Winkel i und p nicht erfUllt wird, die Schuld auch der Unsicherheit von n 
beigemessen werden kann_ Das Brechungsgesetz gewinnt erst seinen 
Charakter als Bediugungsgleichung, so wie man sich in irgend einer Weise 
davon iiberzeugt hat, dass der Zahlenwert, den man fUr n zur Verfiigung 
hat, so genau ist, dass seine etwaige Unsicherheit durchaus nicht zur Er
klarung dlls Abweichens der Grosse sini - nsinp nach den gerade vor
liegenden Beobachtungen von Null herangezogen werden kann, auch nicht 
zu der eines fUr uns noch in Betracht kommenden aliquoten Teiles dieses 
Abweichens. 

Eine ganz andere Aufgabe ist es, wenn wir mit i und p zugleich auch 
n beobachten, und verlangen, dass der Intensitatsformel wie dem Brechungs
gesetz tunlichst geniigt wird. Diese gehOrt in das Gebiet der Untersuchungen, 
und in dem Abschnitt, in dem dieses behandelt werden soIl, werden wir 
auch auf diese andere Form der Aufgabe zuriickkommen konnen. 
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XIII. Zusammengesetzte lessungen mit zum Teil zusammen· 
gesetzten Hlementen. 

c) E1'Setzung 'Von Elementen durch andere Elemente. 

190. Art der Abhiingigkeit und Berechnung des wahrscheinlichsten 
Resultats. Der zweite in Art. HiO hervorgehobene Fall ist der, wo die 
Elemente der zusammengesetzten Grosse nicht direct von einander, sondern 
von gewissen andern Elementen abhangig sind, wo die Elemente selbst 
Functionen anderer Elemente sind. Gewohnlich liegen die Verhaltuisse so, 
dass die neuen Elemente die allein durch die Beobachtung bestimmten sind, 
wahrend die Elemente der zusammengesetzten Grosse aus ihnen erst be
rechnet werden. Sollte das nicht der Fall sein, so beobachtet man aIle 
Elemente, sieht die neuen wie mit den alten zusammen ein einziges System 
bildend an (nur dass diese in der zusammengesetzten Grosse fehlen) und be
rechnet ihre Verbesserungen genau nach dem vorigen Schema. 

Auch dann, wenn diese neuen Elemente die allein beobachteten sind, 
kann es sich naturgemass nicht um besondere Schwierigkeiten bei der 
Bildung der zusammengesetzten Grosse handeln; man berechnet erst ihre 
Elemente aus den Grossen, von denen sie abhiingen, und fiihrt ihre so er
haltenen Betriige in die gesuchte Function ein. Nur die Bestimmung des 
mittlern Fehlers der zusammengesetzten Grosse fordert zu einer leichten 
Ueberlegung auf. 

191. Fehlerrechnung fUr eine Griisse, deren Elemente aus andern beob· 
achteten Elementen zusammengesetzt sind. Es seien wieder Xl' X 2' •.• , xn 
die Elemente der Function F(xl' x2' •.. , xn)' Es sollen diese Elemente 
nicht selbst beobachtet sein, sonderu durch m andere Elemente E1 , E2 , .•• , em' 
die siimmtlich gem essen sind, vermittelst der gegebenen Functionen 

LXXIX) 

bestimmt sein. 
Wenn m < n, so konnen nicht aIle X von einander unabhangig sein, 

denn wenn wir aus den Gleichungen X = funs die e eliminirt denken, 
bleibell n - m Gleichungen zwischen den X bestehen. Dieser }<'all liisst 
sich zwar auch mit Hilfe der voraufgehenden Theoreme vollstiindig bearbeiten, 
er hat aber vorliiufig keine Bedeutung, und wird sich in der Theorie der 
Untersuchungen wieder finden. Wichtig ist fiir uns nur der Fall, wo 
m> n ist. 
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El'setzt man nun in F die x durch ihre Ausdriicke als Functionen 
der e, so wird 

somit einfach 

Um also in diesem FaIle den mittlern Felller (und damit aHe andern 
charakteristischen Fehler) von der gesuchten Grosse zu bekommen, trans
formirt man sie in eine Function deIjenigen Grossen, die direct beobachtet 
sind und von denen ihl'e Elemente abhangen, und sucht von dieser Function 
den mittlern Fehler anf, der natiirlich gegeben ist durch 

falls fLi den mittlern Fehler von ei bedeutet. 
Dass man in dem Ausdruck fiir F die x durch die e ersetzen solI, ist 

nur des leichtern Verstandnisses wegen gesagt, wenn man weiss, \Vorauf es 
ankommt, kann man sich auch so ausdriicken, dass 

ist, vorausgesetzt, dass die Abgeleiteten von F nach den Regeln berechnet 
werden 

Dieses ist unter allen Umstanden die sicherste Methode zur Berechnung 
des mittlern Fehlers. Eine Schwierigkeit in ihrer Anwendung Mnnte nur 
dann eintreten, wenn die Abhangigl{eit der x von den e nicht in der 
expliciten Form 

gegeben ware, sondern in der complicirten 

'fj(e1 , e~, ... , em; xl' x2' "', Xn)=O, i= 1,2,3, "', n, 
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wo dann die explicite Darstellung der einzelnen x als Functionen der ~ nur 
selten ausfiihrbar sein wiirde. Man hilft sich dann so, wie man es immer 
in der Ausgleichungsrechnung tut. Man sucht sich erst Naherungswerte 
flir die x, sind diese a1 , a2, •.. , an' so setzt man 

und in erster Naherung 

Diese n GIeichungen sind in Bezug auf die rJ. linear, man kann sie also 
III Bezug auf die rJ. auflosen und bekommt 

ell = ~1 (;1' E2 , 

ct2 ===.~2(~L' E2 , 

U. s. f. 

~ . 
, "Ht' 

a j , a2 , "', an)' 

a 1 , 02' .", an); 

und hat nunmehr nach der Substitution del' Betrage flir die rJ. III 

wieder eine Function <l> von ~1' E2 , "', ~m' flir die man dann den mittlern 
Fehler bestimmt. Selbstvel'standlich spiel en dabei die Naherullgswel'te 
a1 , a2 , •• " an keineRolle. Die Aufsuchung von Naherungswerten a1 , a2 , .. " an 
ist meist nicht leicht, abel' gliicklichel' Weise stell en sich dem Physiker die 
Probleme nur sehr selten in complicirterer Form dar. 

192. Beispiel. Ich lasse ein Beispiel folgcn, dessen vollstandige Be
handlung uns erst in der Lehre von der Ansgleichung von Untersuchungen 
und von andern Gesichtspunkten beschaftigen wird. 

Wenn man die erdmagnetischen Elemente einer continuirlichen Beob
achtung unterzieht, so bemerkt man bald, dass sie gewisse Veranderllngen 
erleiden, die von Tag zu Tag in derselben Weise wiederkehren, und in 
einem nicht zu ausgedehntcn Zeitrallm an bestimmte Tagesstllnden gebllnden 
sind. Die Elemente variiren periodisch. Man stent daher ihren taglichen 
Gang durch periodische Reihen von del' Form 

D = ~Co + Cl cos Ix + C2 cos2x + C;l cos3x + .. . 
+ 81 sin I x + 82 sin tx + 83 sin3x + .. . 
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dar, wo, wenn man die Zeit in Stunden rechnet, x = 15 t ist, falls t die 
Nummer der betreffenden Stunde angiebt. 

Die Constanten C und 8 berechnet man aus denBeobachtungen des betreffen
den Tages. Hat man zum Beispiel das betreffende erdmagnetische Element, 
etwa die Declination, zu den Stunden 0", 1 h, 2h, ... , 23" bestimmt und 
filr dasselbe die Betrage Do, D l , D 2, ... , D23 gefunden, so giebt das 
24 Gleichungen von del' Form 

1 
Di ="2 Co + cl cos IXi + c2 cos 2Xi + c3 COS3Xi + .. . 

+ 81 sin IXi + 82 sin 2.1:i + S3 sin 3xi + .. . 

i = 0, 1, 2, 3, "', 23, 

aus denen man so viele der Constanten C, 8 zu berechnen vermag, als zur 
geniigenden Darstellung der beobachteten Betrage Di notig sind. Wie man 
dabei 7.U verfahren hat, wird erst in dem Abschnitt iiber "Untersuchungen" 
aUHeinandergesetzt werden, nur das muss vorweg bemerkt werden, dass jedes 
del' C und 8 sich als lineare Function aller D ergiebt, derartig, dass man 
setzen kann 

Cj = liO Do + '(il Dl + '(12 D2 + ... + '(i23 D 23 , 

si=aiODO + "ilDl +ai2 D 2 +"'+"i23 D 23' 

Wenn die mittlern Fehler der beobachteten D beziiglich sind fLo, fLI' 
fL2' ... , fL23, so haben wir fiir die mittlern Fehler fL und fL der C und 8 
nach Satz 57 Ci Si 

fL = ,/,,{.2 fL 2+'(.2 fL 2+'(-2 fL 2+ ... +".2, fL2 
Cj V '.0 0 tl 1 ,,2 2 '.23 2a' 

Nachdem man die C und 8 berechnet, transformirt man gewohnlich die 
periodische Reihe so, dass sie in die 

D = Ao + Al sin (x + 0:1) + A2 sin(2x + 0:2) + Aa sin(3x + O:a) + ... 

iibergeht, und es fragt sich dann, welche mittlern Fehler man den A und 0: 

zllzuschreiben hat. 
Wie man eine solche Transformation ausfiihrt, ist bekannt genug. 

Man setzt 

dann aber 

1 
Ao =2' co, 

C1 = Alsino:l , 

81 = Al COS'll' 
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und allgemein 

Hiernach hat man 

Beispiel. 

Ci = Aisin(.(,. 

s, = Ai COS III . 

251 

Ai ist eine Function von c, und s,' und ebenso ist al eine Function YOll 

c, und Si' Waren ci und s, selbst die beobachteten Grossen, so hatte Illall 
nach Satz 57 den mittlern Fehler von Ai 

Es sind aber die C und S ni c h t direct beobachtet, sondern erst aus den D 
abgeleitet, und diese sind die eigentlich beobachteten Grossen. Wir haben 
daher zunachst die Werte der c und s als Functionen der D in die Aus
driicke fUr Ai und a, einzufiihren. So bekommen wir, urn UllS zUllachst mit 
Il, zu beschaftigen, 

a. = arctg ("1;0 Do ~!i.t!!~_!2£2!~~~_+ ~i2:l ])2~), 
, ll"iD Do + Il"il Dl + '1i2 D2 + ... + '1i23 D2 :1 

und es wird 

Nun ist aber 

oai = oa; oCi + oa,.,(;J~ 
oD)., OCt oD)., OSi oD)., 

also wird 

Den Zahler dieses Ausdrucks kann man auch schreiben 

S/(i'i~) fLo 2 + i',~ fL12 -t- ., + "li~3 fL223) + Ci2( '1i~ fLo 2 + Il";; fl-! ~ + ... + ll"i~3 fL;3) 

- 2s, C, (i'io Il",o fLo 2+i'il Il"il 1-1-1 2+ ... + 1'123 '1'23 fL223) , 
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also nach Satz 57 auch 

wo 

gesetzt wird. 

2Si Ci M2 

o 2 ~ , 
(C;"+S;) 

und das weicht von dem unter der Voraussetzung, dass s; und c; direct 
beobachtet sind, berechneten Betrage von 'r';' ab urn das Glied , 

Die Bedeutung dieses Gliedes kann erst klar werden, wenn wir die 
Coefficienten "( und (1 in den Ausdriicken fiir die c und s zu bestimmen 
gelernt haben, doch bemerke ieh gleich hier, den diesbeziiglichen Entwiek
lungen vorgreifend, dass M sich in gewissen Fallen gleieh Null heraus
stell en kann, so dass in diesen besondern Fallen 'ra. = 'r'IX' ist. Fiir die 
Grosse Ai baben wir zun'aehst ' , 

OA. 2 OA. 2 OA. 2 
2 _ ( ') 2 ( .) 2 (.) 2 'r..4i- oDo 'ro + ODI 'rl + .... + oDn 'rn' 

Darin ist 

Wir find en sonach ahnlieh wie bei der Bereehnung von 'rai 

c. 2'r 2+S .2'r 2 2 1\1 
2 'Ci ,si SiCi" 

'r..4. = +, 
I Ci 2 + Sj2 C i 2 + Si 2 

und in den besondern Fallen, wo 1\1 sich gleieh N uIl herausstellen wird, 
diirfen wir aueh flir Ai den mittlern Fehler aus den mittlern Fehlern seiner 
Elemente cj und Si so berechnen, wie wenn diese Elemente direct beobachtet 
waren. Aber von vornherein ist das nicht vorauszusehen. 
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XIII. Kritik zusammengesetzter Messungen. 
Die Kritik der zusammengesetzten Messungen zerfiillt in zwei Teile, 

die auf den iibrig bleibenden Fehlern der Elemente und den fiir die charak
teristischen Fehler, insbesondere fUr den mittlern Fehler gegebenen Dar
stellungen beruhen. Einmal handelt es sich um eine Kritik des sen , was 
erreicht werden soll und kann, und dann um das, was erreicht worden ist. 

193. Beurteilung der Schlussergebnisse, Einfiihrung des zu erwartenden 
mittlern Fehlers. In der Beurteilung des Schlussergebnisses werden erst 
die Messungeu der einzelnell Elemente einer Kritik unterzogell, und dann 
an dem berechneten mittleru Fehler der zusammengesetzten Grosse gesehen, 
ob die erreichte Genauigkeit in ihrer Bestimmung ausreicht oder nicht. 
Die Messungen der Elemente sind aber einfache Messungen, es geltell also 
fUr ihre Kritisirung aIle fiir die Benrteilung einfacher I\Iessungell in dem 
Capitel VII aufgestellten Regeln, auf die verwiesen werden muss. 

Wenn man mit den Eigenheiten der Apparate, mit denen man die 
Elemente mess en soil, g'eniigend vertraut ist, weiss man gewohnlich im 
Voraus, welche mittlern Fehler ungefahr den Messungen anhaften werden. 
Flihrt man dann auch - wozu man fast immer in der Lage ist - geniiherte 
Werte fiir die Elemente ein, so kann man den fiir die zusammengesetzte 
Grosse F zu erwartellden mittlern ~'ehler nach der Formel 

im V oraus bereclll1en. Man nennt dies en so aus einem voraufgegangellen 
Stadium der Apparate und der Beobachtungsgenauigkeit vor den eigent
lichen Messungen abzuleitenden mittleru Fehler den theoretischell mitt
lern Felller, und sieht das Resultat der eigentlichen Messungen als dell 
Erwartungen entsprechend und von systematischen Versehen frei an, wenn 
der aus den Messungen selbst folgende, der "beobachtete~ mittlere Fehler 
nicht mehr von den lltheoretischen" abweicht, als die Unsicherheit iu der 
vor den Messungen vorgenommenen Abschatzung der bei der Bestimmung 
der Elemente zu erwartenden mittlern Fehler zu erkHirell vermag. Dient 
so der theoretische mittlere Fehler zur Kritisirung der 1\1essungen, so kann 
er ausserdem noch herangezogen werden, um das Maass von Sorgfalt, welches 
man den Messungen der einzelnen Elemente beziiglich zu widmen hat, 
richtig zu verteilen. 

194. Kriterien fiir das Maass von Sorgfalt, welches den einzelnen 
Elementen zu widmen ist. In der Tat muss die Untersuchung dessen, 
was man bei der Bestimmung einer zusalllmengesetzten Grosse mit vor
gelegtem Elementensystem Zll erreichen vermag, vor AusfUhrung del' Messungen 
geschehen. Wir gahon von der Formel fUr den mittlern Fchler p. der zu-
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sammengesetzten Grosse F aus. Offenbar wird man immer streb en, diesen 
mittlern Fehler so klein als moglich zu gestalten. Es ist nun dieser mitt
lere Fehler 

~ = v( 'OF )2 P'1 2 + ( 'OF)2 ~2 2 + ... + ( 'OF)2 iLn 2, 
'0.1'1 '0.1'2 'OXn 

und da aUe Glieder in seinem Ausdruck Quadrate sind, bewirkt die Ver
grosserung bezuglich Verkleinerung jedes derselben eine Verschlechterung 
bezliglich Verbesserung des Resultats der Messungen. Nun hii.ngt aber 
jedes Glied von zwei Factoren ab, namlich dem partiellen Differential
quotienten der gesuchten Function nach dem betreffenden Element und dem 
mittlern Fehler dieses Elements; ist der erste gross, so muss man den 
7.weiten tunlichst klein zu machen suchen, ist er klein, so darf man das 
betreffende Element schon mit geringerer Sorgfalt bestimmen. Also: 

62. Die Messung eines Elements muss um so genauer durc/tgeliihrt 
werden, je grosser die nach ihm von del' zusammengeset;:ten Grosse gebildete 
erste Ableitung ist. 

Ehe man die Elemente selbst gem essen hat, kann man zwar die be
treffenden Abgeleiteten nicht streng berechnen, aber es reicht schon aus, 
wenn man flir die Elemente Niiherungswerte (die man im allgemeinen von 
vornherein schon zur Hand hat) einflihrt, und mit diesen die betreffenden 
Abgeleiteten ausrechnet. 

Findet man, dass fiir ein Element Xi die Abgeleitete 'OF/'Oxi viel 
kleiner ist als flir ein anderes Element xx' so ware es eine Thorheit, wenn 
man es mit ganz derselben Genauigkeit messen wollte wie dieses, man 
wendet lieber die Arbeit, die man bei der Messung von Xi erspart, auf 
die von Xx auf. Das scheint alles klar und selbstverstandlich, indessen ist 
es gut darauf aufmerksam zu machen, denn es wird gegen diese so einfache 
Regel nicht seIten gefehlt. 

195. Kriterium flir die Wahl des geeignetsten Elementensystems. 
Es geschieht oft, dass man eine bestimmte Grosse aus mehrern Elementen
systemen zusammenzusetzen vermag. Das genaueste Resultat erhaIt man 
dann, wie in Artikel 148 naher ausgeflihrt ist, wenn man aIle Elementen
systeme misst, die betreffende Grosse aus allen Elementensystemen zusammen
setzt und aus den flir sie so erhaltenen Betragen nach Maassgabe der 
Gewichte, die man ihnen zuschreiben muss, und die wir jetzt zu berechnen 
gelernt haben, das arithmetische Mittel bildet. Scheut man aber die mit 
einem solchen Verfahren meist verbundene bedeutende Arbeit, so wird man 
sich wenigstens von allen Elementensystemell das geeignetste heraussuchen. 

1m allgemeinen ist wol das System am giinstigsten, welches 
die geringste Anzuhl von Elementen umfasst, festere AnhaItepunkte 
gewinnt man aber nur, wenn man fiir die Elemente, sowie flir ihre zu 
beflirchtenden mittlern Fehler genaherte Werte kennt, da man dunn mit 
diesen Werten jcdesmul einen genaherten Betrag flir den mittlern Felller 
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des Resultats ausrechnen kann. Man wird dann das System wahlen, welches 
bei dem Maass von Arbeit, das man aufzuwenden gewillt ist, flir den mittlern 
Fehler des Resultats den kleinsten genaherten Betrag liefert. Eine gewisse 
Willkiir ist nicht zu vermeiden, denn wenn auch die genaherten Werte 
der Elemente keiner Discussion unterliegen werden, konnen doch die ge
naherten Betrage flir die mittlern Fehler ihrer Messungen von einem Beob
achter anders als von dem and ern angesetzt werden, und auch das Maass 
der aufzuwendenden Arbeit wird vielfach von dem subjectiven Ermessen des 
Beobachters abhangen. Hat man eine und dieselbe Grosse i:ifter zu mess en, 
so wird man mit den Elementensystemen abwechseln, und dann wird sich 
bald genug herausstellen, welches System fiir die besondern Einrichtungen, 
die man besitzt, und den besondern Zweck, den man verfolgt, das vorteil
hafteste ist. 

196. Beispiel zur Entscheidung flir ein bestimmtes Elementensystem. 
Ein sehr geeignetes Beispiel bietet die schon mehrfach angefiihrte Aufgabe 
der Capillaritatsbestimmung. 

lch habe friiher bemerkt, dass man den Capillaritatscoefficientcn a2 

einer Fliissigkeit, welche die in sie eingetauchten Rorper vollstandig belletzt, 
aus der SteighOhe in einer nicht zu weiten (nicht iiber 2 mm weiten) Rohre 
nach del' Formel 

al ) a2 = r(hl + }r) 
zu bestimmen vermag, wo hl die Steighohe und r den Radius del' Rohre 
bedeutet. Hier sind die Elemente der zusammengesetzten Grosse r und hi' 

Aber jede andere Consequenz der Capillaritatstheorie kann nicht minder 
znr Bestimmullg von a2 herangezogen werden. 

Beobachtet man die Steighbhe h2 zwischen zwei parallel en ebenen 
Platten, die man vertical in die Fliissigkeit eingesenkt hat, so ist 

a2) a2 =d(h +~l), 
• 2 lU 

wenn d den Abstand der beiden Platten von einander bedeutet. Hier sind 
h2 und d die Elemente. 

Man kann auch a2 aus der Steighohe Ita an einer ebenen Wand be
stimmeu, denn man hat in diesem Fall 

Tut man ferner die Fliissigkeit in ein Gefass, deckt iiber sie eine ehene 
Glasplutte und lasst etwus Luft hinein, so bildet sich in ihr eine Luftblase, 
die gegen die Platte anliegt und etwa die Form der Blase in einer 
Dosenlibelle hat. Misst man dann die grosste Hohe 1t4 del' Luftblase, so ist, 

falls diese Blase gross genug ist, 
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und wenn man noch den Abstand der Spitze der Blase von der Ebene, die 
durch ihren grossten Umfang geht, mit h5 bezeichnet, ist 

In den drei letzten Fallen ist nur je ein Element vorhanden. 
Andere Formeln machen a2 wieder von zwei oder noch mehr Elementen 

abhangig. 
Taucht man einen irgendwie geformten Korper in die betreffende 

Fliissigkeit, so ist das Gewicht des an demselben durch die capillaren Krafte 
emporgehobenen Fliissigkeitswulstes gleich dem halben Betrag des Capilla
ritatscoefficienten multiplicirt mit dem Umfang, den der Korper an der Stelle 
hat, wo der Wulstrand ihn trifft, wieder vorausgesetzt, dass der Korper von 
der Fliissigkeit vollstandig benetzt wird und dass derselbe da, wo der Wulst 
sich ausbildet, keine scharfen Kanten und Spitz en aufweist. 

lch bezeichne mit 9 das Gewicht des Wulstes, und nenne s die Dichtig
keit der Fliissigkeit, U den Umfang des Korpers an der Stelle, wo er vom 
Wulstrand geschnitten wird, dann ist also 

g=~a2sU, 
und 

Der Umfang V lasst sich direct ausmessen, die Dichtigkeit s der 
Fliissigkeit mit hinreichender Genauigkeit zu bestimmen, bietet gar keine 
Schwierigkeit, das Gewicht 9 des Wulstes lasst sich aber fUr sich allein 
nicht eruiren, weil es nicht moglich ist, den Wulst von der iibrigen 
Fliissigkeit zu trennen. 

Man verfahrt daher so, dass man den Korper an eine WagschaIe hangt, 
und seinen Gewichtsverlust bestimmt, wenn er bis zu einer bestimmten auf 
seiner Oberflache gezogenen Marke in die Fliissigkeit eintaucht. Aus seinen 
Dimensionen, der Dichtigkeit der Fliissigkeit und der Grosse des pintauchenden 
Stiickes lasst sich der Gewichtsverlust, den er dem Arcllimedischen Princip 
zufolge erleiden soUte, berechncn, die Differenz gegen den tatsachlich beob
achteten Gewichtsverlust giebt das gesuchte Gewicht des W ulstes. Der 
Korper solI die :I!'orm einer rechteckigen Platte haben, die Fliissigkcit sich 
in einem weiten Gefiiss befinden. Taucht der Korper senkrecht zum Teil 
in die Fliissigkeit ein, so bildet letztere an ihm selbst einen Wulst, in 
einiger Entfernung von ihm ist sie aber eben. lch bezeichne die Lange 
der Platte von ihrem untcrn Ende bis zur Niveauebene d!3r Fliissigkeit 
mit l, die Dicke derselben mit d, ihre Breite mit b, der Gewichtsverlust der 
Platte in der Fliissigkeit ist dann nach dem Archimedischen Princip 
gleich bdls. Ihr Gewichtsverlust in der Luft bd(L -l)" falls L ihre ganze 
Lange angiebt und "I die Dichtigkeit der Luft bedeutet. 1st daher G dae 
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Gewicht der Platte im luftleeren Raume, G1 dasjenige Gewicht, welches sie 
zum Teil in die Fliissigkeit eingesenkt zeigen wlirde, wenn die Fllissigkeit 
keine Capillaritatserscheinungen besasse, so ware 

G1 = G - bd(sl+ (L -lh). 

Tatsachlich bildet sich abel' an der Platte der Wulst aus, das Gewieht 
Ut erseheint urn das Gewicht 9 dieses Wulstes vergrossert, und wenn Of 
das wirklich beobachtete Gewicht ist, so hat man 

Gf = G - bd Csl + (L -lh) + g, 

also 

g = Gf + bel Csl + O( (L -l)) - G, 

somit 

Gf + bd (sl + j (L - l)) - G 
a2~ - ----------- --- - • 

(b + d)s 

Das Gewicht Gf wird durch eine Anzahl von Gewichtstiicken, die man 
auf die linke Schale der Waage zu legen hat, wenn der Korper an der 
rechten hiingt, angezeigt. Solche Gewiehtstiieke haben aber den auf ihnen 
verzeichneten Betrag nur im leeren Raum, und da man bei lufterfiilItem 
Raum wagt, hat man ihren nominellen Betrag urn das Gewicht der Luft, 
welche sie verdrangen, zu verringern. 1st also z der absolute Wert der 
aufgfllegten Gewiehtstiieke, v das V olumen derselben, so wird 

Gf =iiJ-jV 

und 

2 z+bd(sl+j(L-l))-G-O(V 
(( = ---- ---- ---- ---- ----- -- . 

s(b + el) 

Hier ist a2 aus einer sehr grossen Anzahl von Elementen zusammen
gesetzt, von denen streng genommen jedes fitr sieh gemessen werden muss. 
Es giebt noeh andere l\1ethoden zur Bestimmung von a2, wir wollen uns 
aber mit den angefiihrten 6 beguiigen und nun zu entseheiden suchen, 
welche von ihnen die meiste Sicherheit in der Bestimmung der gesuchten 
Grosse gewahrleistet, indem wir annehmen, dass auf die Fehler dieser 
Grosse allein die Fehler der l\1essungen der Elemente Einfluss haben. 

Die einfachsten Methoden sind die, welche fUr a nur die 1\1 essung e in e s 
Elements verlangen. 1ndem wir mit !LA den mittlern Fehler einer Grosse ), 
bezeichnen, bekommcn wir je nach den Methoden, die wir zur Bestim
mung von a2 anwendell, abgesehen von der letzten Methode, die fUr sich alleiu 
bearbeitet werden soIl, die folgende Zusammenstellung 

'Vei n s t ei n, Lehrbuch 1. 17 
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l\Iethode. Formel. 

1. SteigbOhe an einer Platte a2 = h32 , 

1 2 - 71 42 
2. Luftblase . a - 2 ' 

3. 
" J 

l\Iittlerer Fehler. 

IL = 2113 IL/., 

IL = h4 ILh; 

IL = 2h5 IL/., 

[196. 

4. SteigbOhe in einer Ca- a2 = r (It +~), IL = . .; (It +! ri IL 2 + 1'2 IL 2 
pillarrohre . . 1 3 V 1 3 ,. h, 

5. SteighOhe zwischen zwei 2 _ d(Z ~), = -./(l c!.)2 2 d2 2 
Platten . . . . . . a - Il2 + 10 IL V l2 +.') IL'l + IL", 

Um gleiche Verhaltnisse zu haben, wollen wir annehmen, dass in jeder 
Methode jedes del' vertretenen Elemente nur einmal gemessen wird. Bei 
der ersten Methode hat man die Hohe 713 des an der Platte angestiegenen 
Fliissigkeitswalls zu messen, also den Abstand der oberen Linie dieses Walls 
yon dem Niveau del' Fliissigkeit. Abel' die obere Begrenzung lasst sich nul' 
schwer genau ermitteln, zumal man, um den Anforderungen del' Theorie ge
recht zu werden, die Platte vorher gebOrig benetzt haben muss. Nach meiuen 
eigenen Erfahrungen kann bei der Scbatzung der Lage diesel' oberen Be
grenzung leicht ein Fehlel' von 0,1 mm unterlaufen. Hagen hat solche 
Messungen an einer Messingplatte, die in Wasser tauchte, ausgefiihl't, 
5 aufeinanderfolgende A.usmessungen del' SteighOhe an del'selben er
gaben in mm die Zahlen *) 

3,11; 2,86; 3,13; 3,29; 3,09. 

1m Mittel folgt daraus 3,10, die ubrig bleibenden Fehler sind 0,01; 
0,24; 0,03; 0,19; 0,01, der mittlere Fehler des Mittels. hiernach gleich 0,069, 
woraus fiir den mittJern Fehler einer Beobachtung folgen wiirde 0,16 mm. 
Diese Zahl wollen wir denn auch als mittlern Pehler von h3 ansetzen. 

Hohen von Blasen hat Qui n k e **) gemessen. A us seinen Zahlen lasst 
sich leicht entnehmen, dass man bei so sorgfaltig ausgefuhrten Beobach
tung en, wie es die Qui n k e' schen sind, ILk wie ILk zu 0,02 mm ansetzen 
darf. Die SteighOhen in Rohren und zw'ischen Platten lassen sich mit 
einem gutem Kathetometer, welches noch 0,01 mm abzulesen gestattet, 
leicht mit einem mittlern Fehler von 0,02 mm messen. 

Die innern Radien von Rohren zwischen 0,1 und 1,0 mm sind, wenn 
die Rohren nach dem Gay-Lussac'schen Verfahren mit einem nach der 
Enge der betreffenden Rohre zu bemessenden Quecksilberfaden calibrirt 
werden, mit einem mittlern Fehler von 0,002 mm bestimmbar. Weniger 
genau kann man den Abstand zweier planparalleler Platten abmessen, es 

*) Ueber die OberfHiche der Fliissigkeiten. Berlin 1845. Seite 26. 
**) Ueber die Capillaritatserscheinungen an del' gemeinschaftlichen 0 berflache 

von Fliissigkeiten. Poggendorffs Annalen Bd. 139 Seite 12ff. 
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scheint mir nicht zu viel zu sein, wenn man hier den mittlern Fehler zu 
0,004 ansetzt. 

Somit wird fL beziiglich 

,/ 2( 2)2 22 V 0,002 1t1 + 31' + 0,02 l' ; 
,/ 2 ( d)2 2 2 V 0,004 lt2 + 5" + 0,02 d . 

Setzt man 

so lassen sich die beiden letzten Betrii.ge auch schl'eiben 

,/ 2 (1.2("1 + -!-1")~ 2-(---1~)) --(. 2 0,0022-)-
V °,°°2--7 "---- +31' "1 + 31' + 1"2 0,02 + -9- , 
/--_._------- ._- _. __ . __ .. _-_._---_._-------_._----.-

,/ 2 (d2(h2 + i~S 1 ( d)) ( 2 0,(042 ) V 0,004 d 2 + fyd Itt + 10 + d 2 0,02 + lOO . 

lndem wir jetzt statt der Ii den Capillaritatscoefficienten selbRt ein
fUhren, bekommen wir beziiglich 

0,04 2 
p'=-U- a , 

_ ~, / 2 ( 1 2 1) 1"2 ( , 2 0,0022) 
p. - a V 0,002 ;:'2- + 3 a2 + a4 0,02 + -9- , 

2'/ 2(1 11) d2 ( 2 0,0042) fL = a V 0,004 d2 + fy a2 + a4 0,02 + -9- . 

Die drei ersten Methoden geben sofort allgemein giltige Zahlen, und 
man sieht, dass von ihnen die erste im Princip die einfachste, aber tatsach
lich die ungenaueste ist; die zweite bietet die meiste Gewahr fiir Genauig
keit des erhaltenen Resultats, die dritte steht ihl' nur wenig nacho 

Die beiden andern Methoden Mnnen wir nicht so allgemein behandeln, 
weil sie noch die variabele Grosse r beziiglich d enthalten; wenn aber die 
angegebenen Formeln fUr a2 noch in wiinschenswerter .Annaherung (bis auf 
0,01 qmm fiir Wasser) gelten sollen, diirfen r und d nicht viel iiber 1 mm 

17' 
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steigen. Nehmen wir daher als extreme FaIle erst r = d = 0,05 mm und 
dann r = d = 1 mm und beziehen uns auf Wasser als Fliissigkeit, fiir welches 
a2 bei gewohnlicher 'Iemperatur etwa gleich 15 anzusetzen ist, so haben 
wir bei 

l' = d = 0,05m, 

fl. = 0,04a2 beziiglich 0,08 (12; 

l' = d = 1 mm, 

p. = 0,002a2 beziiglich 0,004a2• 

Da nun fiir Wasser a = y15 = 3,8 ... ist, so folgt hieraus, dass von 
den angefiihrten l\Iethoden die genaue~te die ist, in der man die SteigMhe 
in einer Rohre von etwa Imm Radius beobachtet. nachst dAm kommt die 
Benutzung von zwei Platten in 1 mm Abstand. Die Bestimmung von a2 aus 
der grossten Dicke einer flachen Luftblase steht auf gleicher Hohe mit der 
aus der SteigMhe in einer Rohre von 0,2 mm. 

Es muss aber nochmals hervorgehobell werden, flass diese Ergebnisse 
rein ideell sind oder vielmehr nur fiir gut benetzende FHissigkeiten Wert 
haben, weil eben die zu befiirchtenden Fehler nicht lediglich in Messungs
fehlern bestehen. Tatsachlich hat sich die Methode der SteigMhe zwischen 
zwei Platten oder an einer Platte als die schlechteste ergeben. Ausserdem 
hat sich gezeigt, dass es besser ist, engere Rohren zu verwenden als weitere, 
und es verdient erwa,hnt zu werden, dass Rohren von etwa 0,4 mm Weite 
recht vorteilhaft sind, gerade solche also, mit denen man theoretisch gleiche 
Genauigkeit erzielt wie mit flachen Luftblasen (und bei Fliissigkeiten, welche 
nicht benetzen, mit flachen Tropfen), an denen man ihre ganze Dicke misst. 

Die letzte der aufgefiihrten Methoden ist besonders von Wilhel mi 
ausgebildet worden, und sie hat zu einer interessanten Controverse Ver
anlassung gegeben. 

Wir wollen die aus ihr fiir fl. resultirende Formel erst ganz allgemein 
hinschreiben und dann discutiren und vereinfachen. 

Es war 

.. Z -j'V + beZels + ',(L -l)) - C 
a'=--- ,---------- ------, 

s(b + d) 
daraus folgt 

oa2 1 oa2 1 oa2 "(. 

a;-=(b+cl)s' oC=-(b+d)s' i§V=-(b+d)s' 
oa2 bdl a2 oa2 bd(L - l) - v. 
Ts= (b + d)s - -8-' o"{ =-(JJ+'cl)s --, 

oa2 bd(s - "() oa2 bd,,{. 
"?if = (b + d)s' oL = (b + d)s' 

oa2 d(ls+"{(L-l)) a2 oa2 b(ls+"{(L-l)) 
ob ----s(b+dj- -b-+ci' ad s(b+d) -b+-d' 
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Als erstrebenswerte Genauigkeit in der Bestimmung von a~ wollen wir 
0,01 qmm festsetzen, indem wir uns a2 ill qmm, also z, G in mg, /! in CllllIl, 

1, b, d, L in mm gem essen denken. Wir schliessen uns jetzt an die Zahlen 
an, die Wilhelmi fiir eine von ihm benutzte Glasplatte angiebt. Das 
V olumen der Platte betrug etwa 15 aoo cmm, so dass die von ihr im Ganzen 
verdrangte Luft das Gewicht I il mg hatte, daher sind Aenderungen in der 
Dichtigkeit der Luft und Fehler bei ihrer genauern BeRtimmung ganz ohne 
Belang, und wir diirfen nicht bIos oa 2/o'{, sondern aIle VOIl T abhangendell 
Grieder ausser Acht lassen, zUll1al bei Wasser s nalle tilUHelldmal so gro8s 
ist. wie 'i, So hekommen wir als zu beriicksichtigende Gr()ssen 

Oa~ oa2 I oa~ /JrlT (I,~ 

0,3 (b +(7)8' oG = -
(I) + (l)s 

, as (/J + d)s s 
a .) a- bIZ Oa 2 dl (l'.!. ca2 /Jl a2 

ot -_. 
Cli ';'d)' cb b+d fJ+il oil b+d b+il 

~Ull war fUr die bezeichnete Platte 

b=94,844; d=1,648; U=380()(), 

machen wir, da es sich hier um Wasser handelt, !; = 1, a2 = 1;J, so wird 

oa2 oa2 ca:t 
C,3 = 0,010; oG == -- (WIO; 08 = 1,tiI9t1l- 15, 

ca2 Oa2 

~l = 1,620; ab 
oa~ 

0,01711- 0,156;a;:( = 0,tl8:26 l- 0.1:)1;. 

t, das St.iick der eillgetauchtell Platte, wahlte Wilhelmi der Reihe nach gleich 

10,192; 15,220; 20,136; 25,348. 

Wir haben nUll uoch iiber die mittlern Fehler der einzelnen Elemente 
Annahmen zu machen. Den mittlern Fehler von z schatzt Wilhelmi selbst 
auf 2 mg; wir werden spater die Griinde kennen lernen, warum diese Zahl 
kaum als zu hoch gegriffell gelten kann, dagegen ist der mittlere Fehler 
von G, weil die Platte VOl' dem Versuch glmau gewogen wurde, hochstens 
auf 0,5 mg anzusetzen. Fiir die linearen Messungen von b und (l konnen 
wir 0,005 mm als mittlern 1<'ehler annehmen. 

Viel schwieriger ist die Abschiitzung deH mittlern Fehlers von t. 
Wi I h el mi hat auf die Platte Marken aufgetragen, die von der untern Grund
tlache derselben die durch 1 gegebenen Abstande hatten, und die Platte so 
tief eingesenkt, bis das Nil'eau der Fliissigkeit in die Holle der betreffendell 
Marke kalIl. Der mittlere Felder von I besteht also aus zwei 'l'eilen, einmal 
aus dem Fehler der linearen Ausmess:lllg des Abstandes der betreffenden 
Marke von der untern GrundfJache der Platte - diesen konnen wir wie dell 
von b und (l gleich 0,005 ansetzen - und dann aus dem Fehler lJei der 
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Schatzung, wanD das Niveau der Fliissigkeit die betreffende Marke erreichte. 
Den letztern Fehler sch1itzt Vol k man n *) auf 0,1 mm, das ist wol etwas zu 
viel, mir scheint 0,05 auszureichen, wir baben dann 

P-l = YO,0052 + 0,052 = 0,0502. 

Der mittlere Fehler von s scheint bei Wilhelmi sehr gross gewesen 
zu sein, da wir aber den Wert der Methode ii.berhaupt kennen lernen wollen, 
nicht bIos in der Wilhelmi'schen Ausfiihrung, so bemerke ieh, dass s ohne 
Schwierigkeit bis auf eine Einheit der vierten Decimale bestimmt werden 
kann, selbst wenn man nur eine einfache hydrostatische W1igung macht. 
Ich setze also P-s = 0,0001, und nunmehr wird filr l = 10,192 

25.10- 6 , 

(oa2 )2 _ 6 
1)dP-a = 2401.10 , 

also p-2 = 9591.10- 6, d. h. p- = 0,10. Es reicht also diese Methode fiir 
die vorgeschriebene Genauigkeit bei weitem nicht aus, selbst dann nicht, 
wenn man von allen Fehlern der Benetzung abstrahirt. Man sieht aber 
genau, worauf man sein Augenmerk zu richten hat, wenn man sie doch 
anwenden will. 

197. Kriterien fUr die Wahl der Betrage der Elemente. Der Physiker 
befindet sich oft genug in der Lage, auch noch an einem und demselben 
Elementensysteme hinsichtlich des absoluten Betrages einer Anzahl der zu 
messenden Elemente beliebige Festsetzungen treffen zu konnen, und zwar 
indem er die Hilfsmittel, die ihm zur Bestimmung der zusammengesetzten 
Grosse dienen sollen, variirt. So kann man, wenn es sich um die Be
stimmung der erdmagnetischen Horizontalintensitat nach der G a us sischen 
Methode handelt, das als Element in der Formel fiir die Berechnung der 
Horizontalintensitat eingehende Moment des Hilfsmagnets beliebig gross oder 

*) Wiedema~ns Annalen, Bd. 11, Seite 185. 
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klein wahlen, indem man dies en :Magnet sHirker oder schwacher macht. 
Will man die Dichtigkeit einer gewissen Substanz kennen lemen, so kann 
man von derselben ein grosses oder Jdeines Stiick vel' wenden, man vermag 
ausserdem bei einem Stiick von hestimmtem Volumen, indem man in seinem 
Innern Hohlungen herstellt, das Gewicht heliebig zu verandern. Indessen, 
wenn man iiber die Betr~ige der einzelnen Elemente verfiigt, wird man es 
immer so tun, dass fiir die zusammengesetzte Grosse ein tuulichst genauer 
Wert herauskommt, ihr mittlel'el' Fehler also eill i\1inimnm, ihr Gewicht 
ein :Maximum wird. 

Wir denken uns die Elemellte so geol'dnet, dass diejenigen, deren Be
trage man zu variiren vermag, zuerst stehen; xl' x~, ... , Xi. seien also diese 
Elemente, dann hat man 

unter del' Bedingung, dass 

A = F(Xl' x2' ... , :1\, ... , x,,) cine bestillllllte Grosse, namlich die gesuchte 
zusammengesetzte (jrosse A ist, zu einem MinimulU zu machen. N ach dem 
Satz 59 multipliciren wir die Bedingungsgleichung' F(xl' x2 " .. , xn) - A = 0 
mit einem Factor x, addi)'ell sie so zu del' Gleichung fiir p.2 und such en von 
der Grosse 

das Minimum, wobei xl' .t'2' ..•• .I':). als Variabele angesehen werden solI en. 
Die mittlem Fehle)' P'l' P'2' .... fLn haben wir als von den Elementen un
abhangig allzusehell, von den Elementen selbst nehmen wi)' der Einfachheit 
wegen an, dass sie ebenfalls vou einander unabhangig' sind, alsdann habeu 
wir xl' x2 ' ' •• , xA so zu wahlen, dass 

wird. 
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Mall bekolllmt ltieraus 

• {'OF '02F ? of '02F 'OF '02F ,,1 of 
:2 'Oxl OXlOXl fLl - + -'Ox2 Bxl-'O-.x; fL22 + ... + oXn ox! 'Oxn fLn -J + X 'Ox1 = 0, 

{ 'OF '02F 'OF 02F 'OF '0 2]<' } 'OF 
2 'Ox1 'Ox2 'Oxl fLl2 + 'Ox2 'Ox2 'Ox~ fL22 + ... + BXn rix2 '0< fLn 2 + X 'OX2 =0, 

2 j 'O]<' ~fL).,2+'OF ~~-fL22+ ... +aF 02E'_fL/'+X.oF =0; 
'OXl 'Ox). 'OX1 'OX2 'Ox A 'OX2 'OXn ox), 'OXn fox, 

F(xl' X2 ' ••• , xn)=A. 

Das sind A + 1 Gleichungen zur Berechnung der Hilfsgrosse x und der 
A Elemente Xl' X 2 ' ... , x'-' Von einer eigentlichen Berechnung dieser Elemente 
kann natiirlich nicht die Rede sein, denn einerseits kennt man die andern 
Elemente X)+l' ... , xn ' die doch auch in den obigen Gleichungen vertreten 
sind, vor den Messungen nicht, und andererseits solI ja der Betrag A der 
zusammengesetzten Grosse erst bestimmt werden, was ohne yorgangige 
Kenntnis der gesuchten Elemente Xl' X2' ., ., XA nicht geht. Es handelt 
sich aher auch garnicht um die g e n a u e Berechnung der betreffendell 
Elemente, alles was wir wissen wollen ist: welche ullgefahren Betrage der 
xl' x2 ' •.• , xA sind die giinstigsten, gewahrleisten der zusammengesetzten 
Messung das grosste Gewicht, damit wir unsere instrumentelle Einrichtungen 
so treffen konnen, dass die Messungen der xl' x2 ' ••. , xA fiir diese Elemente 
nahezu diese Betrage auch ergeben. Wir fiihren daher fiir A wie fiir die 
X A+ 1' ••• , xn und die mittlern Fehler P'l' ... , fLn Naherungswerte ein, sei 
es, dass uns solche - uud das ist wie bemerkt sehr oft der Fall - der 
Natur der Sache nach zur Hand liegen, sei es dass wir sie uns durch eine 
vorlaufige mit irgend einer Vorrichtung ausgeflihrte Messung verschaffen. 
Die Auflosung des obigen Gleichungssystems nach den xl' x2 , ••• , x'- giebt 
dann die gesuchten ungefahren Betrage, und nunmehr hat man die Messungs
einrichtungen so zu treffen, dass die flir Xl' X 2 ' ••• , X), aus den Messungen 
folgenden Betrage jenen berechneten nahekommen. 

Existiren noch zwischen den Elementen, iiber die man verfiigen will, 
Bedingungsgleichungen, so sind diese in der angegebenen Weise zu beriick
sichtigen. 

198. Beispiel zur Entscheidung liber die Betrage der Elemente. Gehen 
wir auf unser Beispiel aus der Capillaritatstheorie zuriick, so wollen wir 
zunachst fragen, welche Weite man bei der Messung des Capillaritats
coefficienten durch Steighohen in Rohren, der betreffenden Rohre am besten 
verleiht. 

Wir haben hier 

a2 = r (It + -i} fL2 = (It + ~ r r fL/ + 1'2 fL" 2, 
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somit weil durch Variation del' Rohrenweite auch die Steighohe sich audert, 
r und h also gleichzeitig variabel sind, indem mall Xl = It, X2 = r setzt, 

o 2 'OF' ( 0») -o~! + X ox! = 2 It + j- l' ILr 2 + Xl' 

o flo oF' _ 4 (7~.) 2 '). 2 • (7 2 .) 
OX2 + it OX2 - 3 It + 3 1 flo,. + ~I flo" + X. It + 3 1 , 

und es resultiren zur Eestimmung von It, )' und x die Gleichungcn 

l' (It + -i) = a~, 

2 (It +~ 1') Il. ~ + Xl' = () 3 ,',. , 

( :2) 0 0:1 
:2 It + if l' flo,.· + Xl + 31' fLIt - + x 2 It = n. 

Inclem man die zweite Gleichung vou del' dritten abzieht, kommt 

.-. 'J 3 

.)rfL" - +2'ltx = 0, 

somit 

2 n~ 1 
und es folgt zur Bestimmung von 1', da It + -;,- l' = -- +0 r ist, 

i) J'.) 

oder 

und geordnet 

oder 

( a2 1) ') 3r3 " -- + - r Il. - - . --- Il. - = () r 3 ,',. 3a2-r2 ,'" , 

11 "!j;';'-~ 
r= a .... I' • 

Il 2+~1IL ~ 
1'1' It 

Fiir Wasser ist a = 3,1) etwa, ILl' 2 haben wir zu 0,002 2, P'h 2 zu 0,022 

gescMtzt, es ware also 

r = 2,2 mm etwa. 
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Fiir Rohren von solcher W cite hort allel'dings die Formel zur Berechnung 
von (t2 auf geniigend genau zu sein. Wir konnen abel' schliessen, dass wir 
die Rohren so weit zu nehmen haben, als die Giltigkeitsgl'enze der Formel fiir 
a2 irgend gestattet, vorausgesetzt, dass die Fehler in del' Bestimmung von 
(t2 allein den 1\1 e s sun g s fehlern zur Last fallen ulld dass del' Radius del' 
Rohren nur zehnmal so genan bestimmt werden kann wie die Steighohe, dass 
die Fehlcl' nicht abel' noch in andel'er Weise, etwa durch Unreinheit der 
innern RohrenfHiche verursacht werden kOllnen, nnd falls endlich die Genauig
keit del' Messungen von r und h von den Betragen diesel' Grossen unabhangig 
ist; beide Allnahmen sind nicht exact, die letztere ist aber von weit geringerer 
Bedeutnng als die erstere. Del' Leser darf sich durch die Verwahrungen, 
die hier so oft gegen die praktische Anwendbarkeit del' theoretischen Re
sultate eingelegt werden, nicht irre machen lassen, eben aus del' Tatsache, 
dass die theoretisch berechneten mittlern Fehler mit denen aus der El'
fahrung, durch vielfache Wiederholung del' Bestimmungen, sowie namentlich 
durch Haufung del' Methoden erschlossenen nicht iibereinstimmten, ist man 
zu der Ueberzeugung gekommen, dass derartigen Bestimmnngen noch andere 
Fehler innewohnen, als lediglich Messungsfehler. Es ist ja gerade die erste 
Aufgabe del' kritisirenden chal'akteristischen Felder, auf Fehlerquellen auf
merksam zu machen. 

XV. Zusammenstellung der Ergebnisse. 

199. Unbedingte zusammengesetzte Messungen. lch stelle wieder die 
Resultate, die wir in diesem Abschnitt gewonnen haben, zusammen, doch 
iibergehe ich dabei die rein mathematische Zug'abe aus del' Determinanten
und Gleichungstheorie. 

1. Eine Messung ist zusammengesetzt, wenn sie aus Messungen, die 
an mehrern Elementen auszufiihren sind, besteht. 

Zusammengesetzte }Iessungen werden ausgefUhrt: 

a) wo die analytische Definition del' betreffenden Grosse von vornherein 
deren directe Bestimmbarkeit ausschliesst. 

b) zur Sicherung der Bestimmung einer Grosse, indem man diese 
mehrfach in einzelne Teile zerlegt, diese einzelnen Teile jedesmal 
misst und dann aus den fUr sie erhaltenen Betragen jedesmal den 
Betrag der betreffenden Grosse zusammensetzt. 

c) Da, wo die instrumentellen Mittel, die man gerade zur Verfligung 
hat, die Messung der ganzen Grosse nicht zulassen. 
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2. Ob die Elemente einer zusammengesetzten Grosse von einallder ab
hangell oder nicht, es iRt unter allen Umstanden erforderlich, dass die 
l\1essung fiir jedes Element vollig unabhangig von den Messungen fiir die 
andern ausgefiihrt wird. Selbst wenn gewisse Operationen und Ablesungen 
fiir zwei Elemente zugleich verwendet werden konnten, miissen sie doch 
bei der Messuug jedes derselben vorgenommen werden. 

3. Wenn die Elemente einer zusammengesetzten Grosse von einander 
llllabhangig sind, so bekommt man den wahrscheinlichsten Betl'ag der zu
sammellgesetzten Grosse, indem man die wahrscheinlichsten Betrage del' 
Elemente nach Maassgabe der fiir den 7,usammenhang der betl'effellden 
Grosse mit ihren Elementen vorgeschriebenen Function zusammensetzt. Der 
wahrscheinlichste Betrag eines Elements aber wird aus den einzelnell 
l\Iessungen desselben g'enau nach den V orschriften, die fiir einfache Messungell 
gelten, vermittelst des Princips des arithmetischen Mittels gebildet. N ach 
denselben Vorschriften berechnet man auch die Pracisionsconstante des be
treffenden Elements, wie seine charakteristischen Fehler. 

Sind Xl' X 2 , " , Xn die wahren Betrage del' Elemente einer Grosse, 
deren wahrer Betrag gegeben ist durch A = F(Xl' X2 ' ••• , Xn ), bedeuten 
xl' x2 , •.• , xn die wahrscheinlichsten Betrage del' Elemente, so ist also 
der wahl'scheinlichste Betrag der betreffenden Grosse 

a = F(xl' x2' ••• , xn ). 

Wenn ferner lOp 0l2' ••• , Oln die Pracisionsconstanten fur die Messungen 
der beziiglichen Elemente angeben, P'l' fL2' ... , fLn die mittlern, r l , r2 , ... , 'fn 

die wahrscheilllichen, °1 , °2 , .•. , an die durchschllittlichen Fehler,Pl' P2' ... , Pn 
die Gewichte del' wahrscheinlichsten Betrage der beziiglichen Elemellte sind, 
so hat man die Pracisionscollstante der zusammellgesetzten Grosse 

die charakteristischen '/<'ehler derselben 

r = '/(~J;T /' )2 + (Ok~ 1'-)-2 + ... + (~~ --:-)2~ 
V [,1'1 1 OX2 2/ OXn n 

a = V (~~-a~) 2~ (~ O2 ) 2:=-( ~:~onf,-
und ihr Gewicht ist 
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Die "Vahrscheilllicllkeit, dass der Betrag der Grosse mit einem zwischen 
den Grenzen t'l und V2 liegellden Fehler behaftet ist, wird ganz,so wie bei 
einfachen Messungen dargestellt durch 

v, 

wo m den oben angegebenen Wert hat. 

4. Kann man eine Grosse aus mehreren Systemen von Elementen zu
sammensetzen, die man alle misst, so herechnet man ihren Wert fiir jedes 
dieser Systeme und nimmt von allen so erhaltenen Zahlen das arithmetische 
Mittel. 

Es sei a(l), p. (1) ihr Wert und mittlerer Fehler im ersten, a(2), p. (2) ihr 
Wert und mittlerer Fehler im zweiten, ...• a(i), p. (i) ihr Wert und mittlerer 
Fehler im i ten System - diese Grossen so berechnet, wie in den vorauf
gehenden Sii.tzen angegeben - dann ist der wahrscheinlichste Wert 

a(l) _ +(/2) _ + ... + a(i) _ ( 1)2 (1)2 (1)2 
p. (1) P. (2) P. (i) 

a= ( 1)2 (1)2 ( 1 )2 
p.(1) + p.(2) + ... + p.(i) 

und der mittlere Fehler 

Aile diese Formeln haben strenge Giltigkeit nur bei Grossen, die aus 
ihren Elementen 1 i near zusammengesetzt sind; bei Grossen, die in ver
wickelterer Weise von ihren Elementen abhangen, fiihren sie zu urn so 
mehr der Wahrheit entsprechenden Zahlenwerten, je genauer die Elemente 
bestimmt sind. 

200. Bedingte zusammengesetzte Messungen. 5. Wenn von den Ele
men ten einer zusammengesetzten Grosse eine gewisse Anzahl mii einander 
durch streng zu erfiillende analytische Bedingungsgleichungen verbunden 
sind, so kann man erst aus dem Ausdruck fiir die zusammengesetzte Grosse 
so viele Elemente eliminiren, als Bedingungsgleichungen vorhanden sind. 
Die iibrig bleibenden Elemente sind dann von einander unabhangig. 
Beobachtet man nur diese allein, so gelten aBe im voraufgehenden Satz 
angegebenen Bestimmungen. Lii.sst sich aber die Elimination nicht bequtJm 
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ausflihren, oder will man den Wert del' zusammengesetzten Grosse noch 
weiter sicheru, so hat man, selbst wenn im letzteru Fall die Elimination der 
iiberschiissigen Elemellte sich hat bewerkstelligen lassen, aUe Elemente ohne 
Unterschied (und natiirlich unabhiillgig yon einander) zu messen und dann 
die flir diese Elemente aus den Beobachtungen abgeleiteten Betriige erst 
gegen einander so auszugleichen, dass die betreffenden Bedingungsgleichungen 
identisch erflillt werden. 

Die Ausgleichung geschieht abel' dadurch, dass man zu den beobachtetell 
Betriigen del' betreffenden Elemente Verbessernngen hinzufligt, die man mit 
Hilfe der Bedingungsgleichungen bel'cchnet, doch ist es notig, die Beob
achtungen del' Elemente so weit zu treiben, bis man dul'ch diese Beobach
tung-en allein schon ein relativ genaues System von Elementen erhiilt unO. 
die notigen Verbesserungen nur noch kleine Grossell reprasentiren. 

Das Verfahren ist das folgende: 

1\Ian ordnet den Elementen die Indices so zu, dass die von einander 
abhiingigen die ersten Indices erhalten. 

Seien also XI' x~, .•.• Xy die von einandel' yermittelst der It Dedingllngs
gleichungen 

abhangellden Elemellte. 

(I (XI' x 2 ' ... , Xg) = 0, 

f~(xl' x2 ' Xg) = 0, 

1\Ian setzt flir die wahren Beil'age del' betreffenclen Elemente die an8 
den Beobachtungen abgeleiteten wahr8cheinlichstell xl' x2 ' .... Xg unO. be
reclmet damit 

b) indem man die Functionen (jede 11ach den einzelnen Elementen del' 
Reihe nach differenzirt unO. flir diese Elemente ihl'e beobachteten beziiglichell 
Betrage einsetzt, die Abgeleiteten 

Cf~ ot~ of; 
oX1 0:.('2 (i,r 

II 

ot; 0(2 'Of2 

hI) oXI 
, ax;' .. " 

'0 
; 

Xu 

o/;, o/;, o/;, 
-ox1 

, 
aJ.'2' ox 

II 
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und ihre Logarithmen, also indem man den Logaritlunus eiuer Grosse {( 
dureh (a) bezeiehnet, 

C!l ), (~6_) , ... , (~~} OXl OX2 9 

Cf
2 ) (~-), (~t; ), 

b2) o;r~ , oX2 ("J' 
(1 

(~A), 
OX1 

(~f,,), 
oX2 

(~I} ox :1 

Hat die Berechnung dieser Abgeleitetell zuuaehst zu den Logarithmen 
derselben gefUhrt, so schreibt man diese, ohne erst naeh den Numeris zu 
suchen, auf, es besteht dann allein das System b2); ist das nicht del' Fall 
gewesen, so muss man zu den Zahlen, die man erhalten, die Logarithmen 
aufsuchen, die dann das System b2) zusall1ll1ensetzen. Hat die Zahl, zu der 
man den Logarithmns aufsehlagt, das - Zeiehen vor sieh, so wird das 
zweekmassig dadurch gekennzeichnet, dass man dem Logarithmus ein kleiues n 
odeI' ein - Zeiehen anhangt. 

Nnnmehr addirt man zu den Logarithmen del' erst en Colull1ne den Loga
rithmus des mittlern 1"ehlers f11 von Xl, zu den der zweiten den Logarithmus 
des mittlern Fehlers f12 von X2, ••• , zu den del' letzten den Logarithmus 
des mittlern Fehlers P'g von x g' Fur die praktische AusfUhrung bemerke 
ieh, dass so oft man eine Zahl zu einer Reihe anderer zu addiren (bezi).glieh 
von Ihnen abzuziehen) hat, man diese Zahl am untern Rande eines Zettelchens 
hinsehreibt, welches man dann uber jeder der Zahlen halt. Stehen die be
treffenden Zahlen wie hier in einer Columne, so sehiebt man das Zettelchen 
diese entlang und sehreibt die Summen in gleieher Hohe ebenfalls in einer 
Columne. Eine zweite allgemeine Bemerkung fUr Zahlenrechnungen ist die, 
dass Zahlen, die man zu addiren odeI' zu subtrahiren hat, tunliehst unter 
einander, n i e h t neb en einander anzuordnen sind. Endlich soIl man sieh 
gewohnen, dem Beispiel der Astronomen und Geodaten folgend, Zahlen, statt 
von rechts nach links, umgekehrt von links nach reehts zu addiren und zu 
subtrahiren. Man wird bald genug bemerken, wie bequem diese Abweichung 
vom Sehulgebraueh beim geordneten Hinsehreiben del' Resultate ist. 

Wenn man die mittlern Fehler f11' f12' ... , p. del' Elemente, wei! zu 
9 

wenig Einzelmessuugen vorliegeu, nieht sicller zu berechneu vermag, so setzt 
man an deren Stelle das Reeiproke aus den Quadratwurzeln der Gewiehte 

dieser Elemente, also ,) , ,) , ... '.J -- und nimmt diese Gewiehte gleich 
VPl VP2 VPg 

den Anzahlen Einzelmessungen, die fUr die beziiglichen Elemente augestellt 
sind. 
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Nach del' Ausfiihrung del' betreffenden Additionell hat man also, indem 
man, um es nochmals hervorzuheben, den Logarithmus einer Zahl a mit (a) 
llezeichnet, das System von Logarithmen 

c) 

( P'2 ~(1), ... , 
oX2 

( p,O(1 ), 
~ ox 

~ 

( P'l ::~ ), (!L2:~:). ( ~f/ :2} 
.~ 

ein Zahlensystem, das man, wenn riel' Raum es gestattet, am bestell neben 

das System b2) del' Logal'ithll1ell del' Zahlen~f1, ... , hinschreibt. 
,)x1 

Yon den Zahlen dieses Systems c) addirt man die Zahlell jeder Zeile 
zu sich selbst und zu den in de r s e I ben Columne stehenden Zahlen aller 
folgcnden Zeilen un d schlagt die N urneri auf. Man kann, weil die zu 
addirenden Zahlen immer in gleicher Colurnne stehen, die Additionen leicht 
im Kopfe ausfiihren und dann gleich zu del' betreffenden Summe den 
Numerus aufschlagen. Die Numeri schreibt man hin, und zwar fiir jede 
Operation mit je zwei Zeilen in cineI' Columne. Die Zahlen einer solchen 
Columne ad dirt man dann. 

d) 

Man hat also schematisch 

of; ot; 
p. 2 >--- 0;--

[I O£ Ox 
(1 fl 

Summen: (/11= 

SUllllnCll: 1122 = 

at; o/:, .) at; ct" !LI! 2 ax ax"- ... Vii" ax -ox 
y" g!/ 

Cl1 :1= 

. c/~ 0/;1 
(1'1 2 --- - ~ 

0£1 o;r! 

2 at~ 0(: 
(1'2 oX2 0;.(;2 

--------
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Summen: a33= ... a3,,= 
------------------

u. s. f., zuletzt hat man noch 

Summen: a"" = 

und das giebt die h (h : 1) Coef'ficienten a. In diesen Coef'ficienten ist 

von den beiden Indices der zweite nicht kleiner als der erste. Setzen wir 
noch fest, dass 
e) 

sein solI, und denken uns in jeder Reihe der a die fehlenden, die sich also 
immer in den voraufgehenden Reihen vorfinden, nachgetragen: in der zweiten 
das a21 (= au), in der dritten das aS 1 (= au), au (= a23), ... , so haben 
wir nllnmehr das zur Aufstellung des Correlaten- und Uebertragungssystemr:. 
notige System von hh Coef'ficienten, von denen immer je zwei mit denselben 
Indices behaftete einander gleich sind. 

Wir differenziren jetzt die Function F, welche zur Berechnung der zu
sammengesetzten Grosse aus ihren Elementen dient, nach ihren Elementen 
und ersetzen die Elemente durch ihre aUB den Beobachtungen abgeleiteten 
Betrage, so bekommen wir die Zahlen 

f) ... , 

Von diesen schlagen wir die Logarithmen auf und addiren zu letztern 
die beziiglichen Logarithmen der mittlern Fehler der x, oder wenn diese 
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nicht zur Verfiigung stehen, die Logarithmen der Reciproken der Wurzeln 
der Gewichte der x; wir haben dann 

(P'I%~)' (~ ~~'} ... , (~g~~); 20X2 
g) 

(~HIo~F ), ( P'g+2 o~F ), .. " (l~n~~)' !I+I g+2 

Von der erst en dieser beiden Zeilen addiren wir die erste Zahl zu allen 
Zahlen der ersten Columne des Systems c), die zweite zu allen der zweiten 
Columne dieses Systems u. s. f., die gte zu allen der letzten Columne des 
Systems c), 

Wir bekommen so das System 

(~l 2 ~l; ~~) , (~2L~~~ OF), 
oX2 oX2 

... , (~ 2~!L OF), 
g ox ox 

(j y 

Ii) 
( ot; OF) 

I~l 2aXl oXI ' (p,~ 2~(~ O~), 
oX2 oX2 

( of; of 
~g ~ 0:1 ax;)' 

(~ 2 of" ~!') , 
lOX! oXI 

(I~ 2 ~~ OF), 
2 0:t2 oX2 

(~g ~~~~ :~} 
!I 9 

Zu diesen Logarithmen schlagen wir Zeile flir Zeile die N umeri auf, 
schreiben die zu jeder Zeile gehorigen Numeri ill eine Columne und addiren 
die g Zahlen der so erhaltenen h Columnen. 

i) 

Es resultirt dann 

of! of 
P'2

2 oX2 ax'; 

Summen: l~ = 

') ot~ of of, of 
I~I- ax~ bx~ .,. P'1 2 ax; oX1 

ot; of of" of 
~22 ax; ox; ... 1~22 a.:c.;ax~ 

, of2 of of" 01' 
~ ~ - ._ .,. ~ 2 _ . ___ _ 
g ox Ox 9 ox ox 

9 9 9 9 

l'-2- l~ = 

AIle diese Rechnungen dienen dazu, die Coefficielltell 1Il den beiden 
Systemen linearer Gleichungen 

Weinstein, Lehl'buch 1. 18 
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all Xl + a l2 x2 + a l3 x3 + ... + au X" = '1 ' 

a 21 Xl + a22 X2 + a23 Xa + ' .. + an Xit = l2' 

a,,! X\ + ah2 X2 + aha X3 + ... + a"" Xx = l,.; 

all /'1 + al2 r2 + a13 1'3 + ... + au "'t = l~, 

a21 , 't + a22 r2 + a23 1'3 + ... + a2" I'" = l;, 

[200. 

zahlenmassig zu bekommen. Es sind dann diese beiden Systeme nach den 
X und den r aufzulosen. Das geschieht aber genau nach dem Schema in 
Art. 185, und da die Coefficienten links yom Gleichheitszeichen in beiden 
Systemen dieselben sind, sind auch in jeder Reduction alIe Columnen bis 
auf die letzte dieselben; die letzte Columne des zweiten Systems ist aber 
aus den l' genau so gebildet wie die letzte Columne des ersten Systems aus 
den 1, und nachdem wir fiir das erste System in jeder Reduction aHe 
Columnen gerechnet haben, fUgen wir in jeder Reduction noch eine Columne, 
die letzte Columne des zweiten Systems, hinzu. Es lautet diese Columne, 
indem wir uns viillig der dort benutzten Bezeichnungsweise bedienen, in der 
ersten Reduction 

in der zweiten 

l' , 1 
X=-' 

I all 

l' l' , 
2,1 = 2- a21i(1' 

l' l' , 
3,1= a-a31 i(1' 

l' -1' a X' 
",1 - It - 'tl '1' 

X~,o = X~· 

l' 2, I 
Z'2 =--, 

a22,1 
l' - l' a'" 3,2 - a,l - 32,11.2' 

l'4,2 = "4,1 - a42,1 /2' 

l' = l' - a Z' , ",2 It, 1 "2,1 ,2' 

il,l = /1,0 - (;(12,0 i 2 , 

i 2,o =1..'2' 
u. s. f. 
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und wir haben 

k) 

Xl = 1..1.11-1 ' 

x2 = 1..2,h-2' 

"1."-1=1.."-1,1' 

I) 

1\ ="/1,"-1' 

1'2 ="/2,1.-2' 

"s ='1..'3.11-3' 
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Wir gehen jetzt nochmals zuruck auf das System c), addiren zu den 
Zahlen ihrer ersten Zeile den Logarithmus von xl' zu denen der zweiten den 
von x2 u. s. f; und bekommen so das System 

( p- Y.O!!), .... (11. Y. Of 1) 
2 1 O,t2 [I 1 OX!I ' 

m) 

Die Numeri zu jeder Columne schreiben wir wieder in eine Columne, 
erhalten so gColumnen, deren bezugliche Zahlen wir durch Addition zu je 
einer Zahl vereinigen, also 

n) 

Summel1: ~l = 

und nunmehr haben wir fur die ausgeglichenen Elemel1te 

0) 

Xl = Xl - El P-l' 

X2 = X2 - E2 P-2, 

-;;g = Xg - Eg p-g ' 

Del' gesuchte Wert del' zusammengesetzten Grosse ist 

p) F=F(X1 -;1P-1 , x2 -E2 P-2' "', xg-Egp-g, xg+l' "', xn)' 

IS' 
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Die mittlern Fehler der ausgeglichenen Elemente findet man, nach
dem man 

berechnet hat, aus den Formeln 

r) fLl = fLl M, p02 = fL2 M, ... , fLg = fLy M. 

Zur Controle der Rechnungen dient dann die Bemerkung, dass man 
auch haben muss 

Berechnet man also M erst nach der ersten und dann nach der zweiten 
Formel, so muss, wenn die Rechnungen richtig ausgefiibrt sind, in beiden 
Fallen dieselbe Zahl herauskommen. 

Urn den mittlern Fehler des ausgeglicbenen Betrages F der zusammeu
gesetzten Grosse zu erhalten, addiren wir zu der ersten Zeile des Loga
rithmensystems b2) den Logarithmus von r1' zur zweiten den von r2 u. s. f. 
zur letzten den von rh • Wir bekommen so 

(r oj; ). (1' ~~), 
10X'l I OX2 

.. "' (1'1 ~~J' 
(1'2 :l~ ), (r2 ~~) ( 01;) 

s) 
... , rqf);- , 

XI OX~ g 

(r 00} (r ~ti). ( Ofk) r- . 
" oXI " 00£2 II OX 

9 

Dazu schlagen wir die Numeri auf und schreiben die einer Columne an
gehOrigen ebenfalls in einer Columne, die Zahlen jeder der so erhaltenen 
Columnen summiren wir dann jedesmal zu einer Zahl, es resultirt also 

t) 

00. of" r ~-"'1' ----
h ox h ox 

2 U 

Summen: 1)1 = 
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Indem wir die 1) noch mit den beziiglichen fll' fl2' ... , fly multipliciren, 
zu den Logarithmen unter g) die Zahlen aufschlagen, und von diesen die 
betreffenden Producte der fl'lJ a bziehen, bekommen wir die Grossen 

u) 

~ of ~ 
~I = fll B-';' - ILl ''11' :., = /-"') ~. -IL2~'" ~g = fly "'x-' - flg ''i!I' 

~1 "" o.c2 " u Y 

, ... , of y 

'n = fln ox " 
n 

und als mittlern Fehler des ausgeglichenen Resultats 

v) 

Aus diesem mittlern Fehler kann man dann nach denselben Formeln 
wie bei einfachen Messungen, die Pracisionsconstante (J) und die andern 
charakteristischen Fehler r und a ableiten. 

Bei der Anordnung der Rechnung wird man sich so einzurichten haben, 
dass die Zahlensysteme b1), bz), s), t) neben einander und ebenso c), m), n) 
neben einander zu stehen kommen, nachdem man also bl), b2) resp. c) 
gerechnet hat, Hisst man Platz fiir die spater hinzuzufiigenden gleich aus" 
gedehnten Systeme s), t), beziiglich m) n), 

Man kalln auch, namentlich wenn man zwei verschiedenfarbige Tinten 
zur Verfiigung hat, Logarithmen zu Zahlen und Zahlen zu Logarithmen 
unter einauder schreiben. Systeme wie b1), b2) oder s), t) oder m), n) 
ziehen sich dann zu je einem System zusammen, bei den an den Zahlen aus
zufiihrenden Columnenadditionen muss man dalln die zwischen befindlichen 
Logarithmen iibersehen, was sehr leicht geschieht, wenn man die Zahlen 
mit andersfarbiger Tinte als die Logarithmen schreibt. 

Das sind die allgemeinen Regeln fiir die Ausfiihrung der Rechnungen, 
bei verwickeltern Rechnungen ist es gut, sich streng an ein Schema zu 
halten, einmal verleiht os dem Rechner eine gewisse Ruhe, wenn er die 
Operationen, die er auszufiihren hat, genau iibersieht und nicht erst dariiber 
nachdenken muss, welche er am bequemsten gerade vornehmen kann, dann 
flint die Anordnung del' Zahlenmassen iibersichtlich aus, da man genau 
weiss, wo die einzelnen Zahlen hinzuschreibell sind, und wo man bereits 
gerechnete Zahlen, falls man sie braucht, wieder findet, W 0 die Verhaltnisse 
einfach liegen, schadet e8 nicht, wenn man sich das Schema beliebig an
ordnet, man kann auch Zahlen mit einander, statt logarithmisch, direct 
multipliciren, man kann iiberquer addiren oder subtrahiren u. s. f. Der 
Physiker wird sich meist in solcher Lage befinden. Hat er keinen besondern 
Grund von dem Schema abzuweichen - ein solcher wiirde z. B. vorliegen, 
wenn er vor allen Dingen den mittlern Fehler der gesuchten Grosse kennen 
lernen will, urn darnach zu bemessen, ob seine Beobachtuugen ausreichen, 
oder ob er die Elemente noch genauer bestimJllell muss - so soll er es 
auch lIicht tun. 
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Wenn das System der Elemente in mehrere Gruppen zerfiiJIt, fiir deren 
jede Bedingungsgleichungen zu erfiillen sind, so rechnet man fiir jede Gruppe 
so wie hier fiir eine angegeben ist. 

201. Zusammengesetzte Messungen, bei denen ein Teil der Elemente 
selbst zusammengesetzte Grossen sind. 6. Sind in einer zusammengesetzten 
Grosse .eine Anzahl von Elemellten Xl' X 2 ' ... , Xg nicht direct beobachtet, 
sondern erst aus alldern ihrerseits beobachtetell Elemellten ~1' ~2' ... , Eh ge
mass der Formeln 

Xl = ~ (El , ;2' ;,), 

x2 =f2 (E l ,e2 , Eh ), 

Xg = t;, (El' E2, "', Eh ) 

zusammengesetzt, so bekommt man den wahrscheinlichstenWert der ge
suchten Grosse, indem man fiir xl' x2' ... , X nach dem einen oder andern 

9 
der beiden voraufgehenden Satze (je nachdem zwischen den enoch Be-
dingungsgleichungen vorhanden sind oder nicht) die wahrscheinlichsten 
Werte ableitet, flir xg+ l ' xg+2 ' ••. , xn die aus den Beobachtungen sich er
gebendell (eventuelI, wenn zwischen einzelnen von ihnen Bedingungs
gleichungen da sind, die nach Satz 4 ausgeglichenen) wahrscheinlichsten 
Werte nimmt und dann in die Function, die die zusammengesetzte Grosse 
darstellt, einsetzt. 

Der mittlere Fehler del' zusammeagesetzten Grosse berechnet sich aus 
del' Formel 

p. = '/('OF')2p.'2 + ('OF')2p.' 2 + .~~-('OF')-2p.' 2 + ( 'OF' )2p.2-- ; ... + ('OF')':--2 
V 'O~l 1 '0;2 2 'O!;h h 'OXg+l g+l 'OXn n' 

WO p.;, p.~, ... , p.~, die mittlern Fehler der ~1' E2, ... , ;h; P.9+l' P.o+2' ,." I"n 
die mittlern Fehler del' Xg+l' xg+ 2' ... , xn sind. Hierbei ist abel' 

aF' aF a~ aF af~ aF 'Ofg 
=- -+ ,--' -+".+ -----. 

a;h aXl 'O!;h aX2 a;" 'OXg a;" 
Man differenzirt also erst die zusammengesetzte Grosse P nach ihren 

einzelnen Elementen, und ersetzt diese Elemente durch ihre oben gekenn
zeichneten wahrscheinlichsten Betrage, so bekommt man die Abgeleiteten 

'OF' 
axl ' 

aF ap 
ax2 ' ... , axg ' 

'OF a1' 
axg+2 ' .. " ox" 
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und schHi.gt gleich fUr die g ersten Zahlen die Logarithmen auf: 

Dann differenzirt man die Functionen f nach den einzelnen e, ersetzt die e 
durch ihre wahrscheinlichsten Betrage und erhiilt das System 

ot~ oft of~ 

~' '1 
0;2 ' ... , o~ , 

,It 

012 Of2 of; 
Ct) oe1 ' 

0;2 ' ... , ---, 
0~1t 

"" 

und hieraus die Logarithmen (die man eventuell auch unter die einzelnen 
Zahlen schreiben kann) 

(Of~ ) Cf~) .. " C:~) o~ , o~ , 
'1 '2 0./, 

(Of; ) C~} "0' C:;) d1) o~ , 
'1 0'2 O'it 

C~), Cfg) .. " Cfy} 
0'1 0~2 ' 0~1t 

Zur erste(l~})eile addirt man dann (~~), zur zweiten (~~) u.~. f., 
zur letzten oXg . Die resultirenden Zahlen kann man entweder unter 

die bezuglichen des obigen Systems schreiben oder zu einem neuen System 

(OF Of~) 
oXt BE~ , 

(OF of~ ) (OF Of1) oX1 oE2 , ••• , oX1 O~h 

e1) 
(OF Of;) 

oX2 B~ , 
(OF Of2) 

ox20E2 ' 
.. " 

of Ol2) 
(Bi; oE" 

elF 'Of~) 
'Ox~ O~l ' 

(OF 'Of g) 
'OXg 'O~2 ' .. " 

('OF' 'Of) 
oXg 'O~: 

vereinigen. 
Zu den Zahlen jeder Columne schlagt lllan die Numeri auf und schreibt 

sie unter einander, so bekolllillt man h neue Columnen, die man durch 
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Addition der III ihnen beziiglich enthaltenen Zahlen zu It Zahlen ver
einigt, so: 

of of; of at; of ot; 
oXl O~l OXl 0;2 OXl O;h 

of at; of Of2 of ot; 
f1) oX2 0~1 oX2 0~2 OX2O;" 

of ofg of of. 
~_II 

of ot~ 
oX" 0;1 OXg a~2 ox" a;h 

SUIIJIIJell : '1. = 1 '1.2 = '1. = h 

Rechnet man nun noch die Zahlen 

'I' =1).' '1. 
1 'l l' 

Es kann VOrkOlIJlllen, dass die Gleichungen, die die betreffenden x mit 
den E verbinden, nicht explicit sind und nicht die x unmittelbar zu be
rechllell gestatten; sie habell dann die Form 

71 (;1 , 
, 

;h; Xl' ,1'2' ,L',) =0, '2 , ... , 

k1) 'f'2 (;1 , 
, ;/t ; Xl' X 2' X,,)=O, '2 , '.0' 

7 g (;1' ;2' "0' =" ; .):'1 ' :1:'2' '0', x)=O, 

Alsdann mUss man sich (eventuell durch Probiren) Naherungswerte fiir die 
Xl' X2 , ••• , XI! verschaffen. Sind diese ~l' ;1:2' .. " ~I!' so hat man 

11) ,VI = h + ~xl' X 2 = ~'2 + 6x2 , ••• , Xg = ry + 6xg • 

und die ~x bestimmen sich aus dem System linearer Gleichungen 

O'f'l a'f'l or! 
;;;- ~Xl + ;;;- 6x2 + .. , + ;;--- ~J",,, = - 71' 
uXl uX2 OXg J 

072 0'f'2 0'f'2 
6x +~ ~x + ... + -- ~x" = -- r2' ox! 1 oX2 2 ox" 
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Hierin sind die rp und ihre Derivirten dadurch zu berechnen, dass man 
an Stelle. der ~1' x2 , •.. , xg ' deren beziigliche Naherungswerte ~J' r2 , •.• , fg 

setzt. DIe Glerchungen sind zunachst unbestimmt aufzulosen, man bekommt 
dann 

~CI - 'f! (;! ' ~2 , .. " ;:/,)' 

TIl) 1,1'2 = 'f2 (;1 , ;':? ' ... , ;,,) . 

~x = 'f (E g g -J' ~l ' 
... ., ~h ), 

und diese 'f treten bei der Berechnung des mittlern Fehlers an Stelle der t: 
Mehr als diese Andeutungen will ich daruber nicht geben, da der Fall den 
Physiker wol selten bescMftigen wird. 

Die Gleichungen fUr den Fall, dass die x sich explicit durch die E 
bestimmen lassen, sind aber sehr wichtig, der Physiker kann oft genug Ge
legenheit haben, sic an wenden zu mussen. Es wird das unter anderem stets 
dann geschehen, wenn er die zusammengesetzte Grosse durch EinfUhrung 
neuer Variabeler (Elemente), die nicht beobachtet sind, transformiren will, 
und vor allen Dingen dann, wenn ein Teil der Elemente selbst der directen 
Beobachtung nicht zuganglich ist sondern aus andern einfachen Elementen 
zusammengesetzt werden muss. 

202. Kritik der Messungen und Resultate, Information liber die zu 
wahlende Messungsmethode und das zu wahlende Elementensystem. 7. Die 
fUr die Elemente erhaltenen Zahlen werden nach den Regeln kritisirt, die 
fUr einfache Messungen aufgestellt sind, zur Kritisirung des Betrages der 
zusammengesetzten Grosse dient ihr mittlerer Fehler (oder, wenn man will, 
wahrscheinlicher Fehler, das O,6745fache des mittlern). Kann man aus der 
Beschafi'enheit del' Apparate, die man zur ]Hessung der Elemente benutzt, 
und der Art, wie man beobachtet. vor den ]Hessungen noeh ungefiihre Be
trage fUr die zu erwartenden mitUern Fehler der Elemente angeben, und 
vermag man sich Naherungswerte fUr die Elemente zu verschaffen (eventuel! 
indem man eine provisorische ungefahre Ausmessung derselbell vornimmt), 
so berechnet man sich damit einen ungefiihren Wert fiir den zu crwartendcll 
mittlern Fehler der zusammeJlgesetzten Grosse. Die Vergleichuug dicses 
angenaherten mittlern Fehlers (des theoretischen) mit dem spater aus den 
wirklichen ]Hessungen abgeleiteten (des beobachteten) zeigt dann, ob wahrend 
der Messungen besondere Versehen vorg'efallen sind oder nicht. 

Ausserdem dient der Betrag des mittlern Ft'hlers del' zusammengesetzten 
Grosse zur Entscheidung, ob die Messungen ausreichend sind oder nieht, 
ist dieser Betrag flir den Zweck, den man verfolgt, zu bedeutend, so hat 
man die Elemente noch scharfer zu bestimmen. 

8. Ein Element ist urn so genauer zu messen, je grosser der Betrag 
des Difi'erentialquotientcn der zusammengesetzten Grosse nach ihm ist. 
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Urn also zu entscheiden, welche Elemente man mit ganz besonderer 
SorgfaIt zu messen hat, und bei welchen man sich mit minderer Genauig
keit begnligen darf, sucht man genaherte Werte flir die Elemente, differenzirt 
die zusammengesetzte Grosse nach jedem der Elemente und ersetzt die Ele
mente dUTch ihre genaherten Betrage, so dass man flir die entscheidenden 
Differentialquotienten genaherte Werte zur Yerfligung hat. 

9. Von allen Systemen von Elementen, aus denen eine Grosse zusammen
gesetzt werden kann, ist dasjenige das glinstigste, welches flir dieselbe den 
kleinsten mittJern Fehler beflirchten lasst. Dieses ist nicht immer dasjenige, 
welches die geringste Anzahl von Elementen enthiilt. Nachdem man in jedem 
System ffir die Elemente und ihre zu erwartenden mittlern Fehler Niiherungs
werte aufgesucht und mit ihnen flir jedes System den geniiherten Wert des 
mittlern Fehlers flir die zusammengesetzte Grosse berechnet hat, wahIt man 
zur eigentJichen Messung, falls man nicht aIle Systeme benutzen will, das
jenige, welches den kleinsten Betrag flir den naherungsweise berechneten 
mittlern Fehler aufweist. 

10. Kann man in einem System von Elementen die Betrage ein!)r An
zahl derselben beliebig variiren, so sucht man sich diejenigen Betrage aus, flir 
welche der zu erwartende mittlere Fehler der zusammengesetzten Grosse am 
kleinsten ist. 

Sind xl' x2' •.• , x g diese variirbaren Elemente, so verschafft man sich 
von den n - 9 andern xg+1' xg+2' .•. , xn und von den mittlern Fehlern 
aller Elemente, sowie von der zusammengesetzten Grosse selbst Naherungs
werte, setzt diese in die Gleichungen 

ofJ'~ of. 
;0:- + x "'.- = O. cXIl o:cg . 

}<'(xl' x2 , .•• , xn) = }<' 

ein und berechnet aus denselben nach Elimination von )( die Betrage von 
xl' x2 ' ••. , Xil' diese sind dann die glinstigsten, und ll1an hat die Messungen 
und Apparate so einzurichten, dass fUr die Elemente xl' x2 ' ••. , Xg Betriige 
ungerahr in der Grosse, wie sie aus den obigen Gleichungen resultiren, sieh 
erg·eben. 



Vierter Abschnitt. 
Ausgleichung von Untersuchungen. 

--+---~ 

XVI. Ableitung der Normalgleichungen. 
203. Aufgabe des Physikers bei Untersuchungen. Die allgemeine 

Charakteristik del' Untersuchungen und ihrer Ausgleichung ist in dem el'sten 
Abschnitt, Artikel 16-22 gegeben worden, ich habe hier an einige del' dort 
gewonnenen Resultate zu erinnern und einzelnes weiter auszufiihren. 

Die meisten Al'beiten des experimentirenden Physikers sind auf Unter
suchungen gerichtet, einfache und zusammengesetzte Messungen, die del' 
Metronom und Meteorologe ihrer selbst willen unternimmt, dienen dem 
Physiker mehr als Mittel zum Zweck, da sein Augenmel'k besonders auf die 
Aufsuchung oder Verificirung von N aturgesetzen, auf Herstellung von Ver
bindungen zwischen anscheinend discreten Erscheinungen gel'ichtet ist. 

Wenn der praktische Metronom die Ausdehnung eines Stabes mit wachsen
der 'l'emperatur stu dirt , so geschieht das vor allen Dingen, urn spater die 
Lange des betreffenden Stabes fur jede Temperatur, ohne sie erst mess en 
zu miissen, angeben zu konnen; dagegen beobachtet der Physiker die 
Lange des Stabes bei verschiedenen Temperaturen, urn eine Beziehung 
zwischen del' Ausdehnung desselben und dem Anwachsen del' Temperatur 
aufzufinden. Er will die Function kennen lernen, die diese Ausdehnuug 
mit del' Ternperaturzunahme vel'bindet. Die Aufgabe des Metronomen ist 
daher auch nicht dieselbe wie die des Physikers, jenem geniigt es, wenn er 
die I,ange des Stabes als Function del' Temperatur so dargestellt hat, dass 
el' diese Lange fUr jede Temperatur zu berechnen vermag, welcher Art 
diese Function ist, bildet eine Frage zweiter Ordnung, wenn sie nul' fiir 
numerische Rechnungen einfach genug ist und fiir die erforderliche Praci
sion hinreicht; diesel' dagegen darf nicht jede beliebige Function wahlen, 
die seine Beobachtungen darzustellen im Stande ist, er muss den Blick 
weiter richten, auf analoge Untersuchungen fUr andere Korper, haufig so gar 
auf andere Erscheinungsklassen zuriickgreifen, und es ist gerade die Auf~ 
gabe seiner U ntersuchung, diejenige Function herauszufinden, die sowohl 
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seinen Beobachtungen geniigend gerecht wird, als die meiste Gewahr bietet, 
bei entsprechenden Erscheinungen fiir andere Korper ebenfalls Anwendung 
finden zu Mnnen, und da, wo er die Form der Function schon kennt, die 
in ihr vertretenen Constanten so sicher als moglich zu bestimmen. 

So hat der Physiker bei Untersuchungen es mit zwei Aufgaben zu tun: 
1. Wenn die Function, die die Grossen, auf welche seine Untersuchung 

gerichtet ist, mit einander verbindet, gegeben ist, diese Function seinen 
Beobachtungen anzupassen. 

2. Die Function selbst erst zu finden. 
Es ist nicht immer notig, dass die Untersuchung sich auf eine be

stimmtc Function richtet oder mit einer sol chen beschiiftigt. Oft geht 
die Frage lediglich nach der sichersten Bestimmung einer gegebenen 
Anzahl beobachteter Grossen, die mit einander durch cine oder mehrere 
sonst ganz gleichgiltige Functionen verbunden sind. Der Fall ist wesent
lich von dem voraufgehendennicht verschieden, ich will des bequemcrn 
Ausdrucks wegen zuerst nur von Untersuchungen, die auf bestimmte 
J;'unctionen gerichtet sind, sprechen, spater dann den Entwickelungen die 
notige principielle Erweiterung geben. 

Wir werden uns also zunachst mit der ersten Aufgabe beschiiftigcn, 
die bis zu einer gewissen Annaherung von der Ausgleichungsrechnung ge
lost wird. 

204. Festsetzung fiber die analytische Darstellung der auszugleichen
den Beziehungen. Wenn eine Function als gegeben betrachtet wird, so 
ist damit gemeint, dass ihre analytische Form bekannt ist, und nur eine 
Reihe von in ihr enthaltenen Coefficienten unbestimmt sind. Damit ist frei
lich der eigentliche Charakter der Function im allgemeinen noch nicht auf
geklart, denn beispielsweise kann eine Potenzreihe je nach den Zahlenwerten 
ihrer Coefficienten sehr verschiedenartige Functionen darstellen, wir bleiben 
aber bei dieser allgemeinen Festsetzung stehen und werden spater sehen, 
wie sie fiir eigentliche physikalische Untersuchungen einzuschranken ist. 

Es sei also die Untersuchung auf den Zusammenhang einer Reihe von 
physikalischen Grt'ssen, deren jeder wir beliebige Betrage beizulegen ver
mogen, gerichtet. Abweichend von dcm gewohnlichen Gebrauch, der 
Variabeln die letzten Buchstaben des Alphabets reservirt, bezeichnen wir 
diese Grossen mit den ersten Buchstaben und nennen ein System Betrage 
derselben A, B, C, ... , F, G. Die analytische Form des Zusammen
hanges sei 

<DCA, B, C, ... , G) = 0, 

wo also <D eine in Bezug auf die Variabeln vorgeschriebene Function dar
stent, in der die Coefficient en abe! noch nicht bekannt sind, sondern erst 
aus der Untersuchung erschlossen werden sollen. Die wahren Betrage dieser 
Ooefficienten seien Xl' X 2 , •.• , X" und vollstiindiger geschrieben 

<DCA, B, C, ... , F, G; Xl' X2, ••• , Xl) = o. 
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Man wird die Function <I> nach del' Grosse entwickeln, deren Gang man 
besonders kennen lernen will. Bezeichnet z. B. A die Lange einer in einer 
Rohre eingeschlossenen Quecksilbersaule, B die Temperatur del' Saule, so 
wird man nach A auflosen und 

A = FICE) 

schreiben, wenn man die Ausdehnung del' Quecksilbersaule mit wachs en del' 
Temperatur untersucht, dagegen hat man nach B aufzulosen und 

B= F2CA) 

zu schreiben, falls daran liegt, diese Quecksilbersaule als thermometrische 
Substanz zu verwenden, die Untersuehung also lehreu solI, sie als Thermo
meter zu Temperaturmessungen zu benutzen. 

Eine und dieselbe Function kann also zu sehr verschiedenen Unter
suchungen Veranlassung geben, und in der Tat finden auch die physikalischen 
Gleichungen die verschiedenartigsten Anwendungen. 

Schon aus diesem Grnnde ist es vorteilhafter, zunachst bei der all
gemeinen Form solcher Gleichungen stehen zu bleiben, ausserdem aber ist 
es wichtig, dass in diesel' Form keine del' Grossen augenscheinlich bevorzugt 
wird, was fiir die eine gesagt ist, auch fiir die andere gilt. 

205. SteHung der Aufgabe. Wir messen ein System del' Elemente, 
nehmen in del' Einrichtung del' Versuche die notigen Veranderungen Val' 
und mess en ein zweites System derselben, und indem wir immer wieder durch 
Veranderung in del' Einrichtung der Versuche neue Systeme von Betragen del' 
Elemente hervorbringen, die wir dann messen, bekommen wir Reihen von zu
sammengehorig'en Betragen del' Elemente, die wir nacheinander in die Function 
<I> einsetzen. Liefert.en die Messungen die wahren Betrage Ax' Bx' ... , p~, G x, 

so ware identisclt 

(1)(Ax ' Bx ' "', Ux ; Xl' X2 , "', X,,) = 0 

und es wiirden It Systeme von zusammengehorigen Betragen der Elemente 
ausreichen, urn aus den so entstehellden h Gleichungen die It Coefficienten 
mit absoluter Genauigkeit auszurechnen. 

Wenn die Beobachtungoll mit Fehlern behaftet sind, so reichen zwar 
immer noch It Systeme del' Elemente zur Ausrechnung der It Coefficienten 
aus, abel' man erhalt fiir diese Coefficienten nicht mehr wahre Betrage, 
sondern nur wahrscheinlichste, und es kommen diese wahrscheinlichstell 
Betrage den wahren urn so naher, je mehr Systeme von Elementen man 
beobachtet hat, je mehr iiberschiissige Gleichungen ausser den It notwendigen 
zur Berechnung del' Coefficienten zur Verfiigung stehen. 

Nehmen wir fiir einen Augenblick an, es seien uns die wahren Betriige 
der Coefficientell bekannt; indem wir dann ein System del' Elemente beob
achten, haben wir es mit der Bestimmung einer zusammengesetzten Grosse 
zu tun, und zwar ist hier 0 die zusammengesetzte Grosse, A, B, .. " U 
sind ihre Elemente, und <D giebt die Function all, die die zusammengesetzte 
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Grosse mit ihren Elementen verbindet. Wir bezeiehnen mit a", b", ... , g" 
irgend ein System zusammengehOriger beobaehteter Betrage der Elemente 
und nennen A", B", ... , G" die Betrage, die die Elemente in Wahrheit 
besitzen, dann sind 

IlA"=A,,-a,,, IlB"=B,,-b,,, "', IlG,,= G"-g,, 

die wahren ]'ehler der beobaehteten Elemente, und 

V" = «1>(.A", B", "', GJ - «1> (a", b", "', .qJ, 
das heisst 

Y" = - «1> (a", b", "', g,), 

oder noeh genauer gesehrieben 

V" = - «1> (a", b", "', g,,; Xl' X 2 , "', XI,) 

giebt den wahren Fehler der zusammengesetzten Grosse 0 oder, wie manaueh 
sagt, den wahren Fehler der Gleiehung «1> = 0 fur dieses bestimmte System 
von Elementen. Da wir nun dies en wahren Fehler nieht kennen, und aueh 
die wahren Betrage der Coeffieienten uns unbekannt sind, so sind wir 
gezwungen 

«1> (a", b", "', g,)=O 

zu setzen, aber jede solehe Gleiehung ist mit einem bestimmten Fehler behaftet. 

Das Gewieht einer solehen Gleielmng haben wir gleieh ~ zu setzen, 
fL" 

falls P_" der mittlere Fehler der zusammengesetzten Grosse 0 ist, bereehnet 
aus dem beobaehteten System a", b", "', g". Es ist aber, falls fLa" den 

mittlern Fehler der Messung des Elements A", fLb ' den der Messung des 
" Elements B", u. s. f. bedeutet naeh Art. 155 Satz 57 

fL 2\=(0«1»2fL2 +(~)2fL2 + ... +(0«1»2 2, 
x oax ax ob" bx ogx fLy" 

und wir haben als Gewieht der betreffenden Gleiehung 

1 

Px = (0«1> )2 (0«1> )2 (0«1> )2 -- 11- 2 + - 2 + ... + _ .. fL 2 
oax ax obx fLb x og" g" 

U Ilsere Aufgabe ist nUll die: 
aus dem System der n GleiehulJgen (wo n mindestens so gross 

ist wie It) 

LXXXI) 
«1> (al , bl' "', gl; xl' .J~2' 

«1> (a2 , b2 , "', g2; Xl' X 2 ' 

XI,) = 0, 

XI,) = 0, 
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deren erster das Gewicht P1 , deren zweiter das P2 , ••• , deren letzter das 
Gewicht P" zukommt, und in welchen alle Coefficienten und aIle Beob
achtungen von einander unabhlingig sind, die wahrscheinlichsten Betrage 
xl' x2' ••• , x h der Coefficienten Xl' X 2 , ••• , Xii zu berechnen, und die 
mittlern Fehler dieser Betrage anzugeben. 

206. Die allgemeinen Ausgleichungsformeln. Die allgemeine Losung 
dieser Aufgabe ist in Art. 29 gegeben. 

Es seien vl' v2' ••• , v" die wahrscheinlichsten Fehler der n Gleichungen, 
und es bezeichne CP1 (v1) die Wahrscheinlichkeit, dass die erste Gleichung 
mit einem Fehler v!' CP2(V2 ) die, dass die zweite Gleichung mit einem Fehler 
v2 ' ••• , cp,,(1J,,) die, dass die nte Gleichung mit einem Fehler v" behaftet 
ist, dann ist dasjenige System der Coefficienten xt ' x2' " ., x" das wahr
scheinlichste, fiir welches die Wahrscheinlichkeit 

vV= 1'1 (vt ) ?2(v2)", ?,,(vn ), 

dass das System der vorgelegten Gleichungen gerade mit den Fehlern 
vt ' v2 ' ••• , v" behaftet ist, ein Maximum ist, welches also den Gleichungen 

LXXXIIa) oW olY 
~=O. '" =0, ()xt '()x2 

olV 
ox" =0, 

oder expliciter den 

1 dCPt(vt ) oV1 1 dCP2(V2) oV2 1 dcp,,(v,,) ov" 
------l------- + ... +--- ---=0. 
CPt (vt ) dVt ox" ?2(v2) dV2 ox" cp,,(vn) dv" ox" 

Wir haben dieses System von Gleichungen als das System der Aus-
gleichungsformeln im Gegensatz zu dem System der urspriinglichen 
Gleichungen, welches die Bcobachtungsgleichungen enthlilt, bezeichnet. 

lch habe zunachst einen Punkt zu erortern, den ich in Art. 30 nur 
kurz habe streifen konnen. 

207. Verhaltnis der Ausgleichungsformeln zu den Beobachtungs
gleichungen. Es konnte namlich scheinen, als ob hier die Theorie mehr 
leistet, als man verstandesmassig zugeben darf. In der Tat ist die Anzahl 
der Ausgleichungsformeln stets so gross, wie die der zu berechnendell 
Coefficientell, sie hlingt garnicht ab von der Anzahl der Beobachtungs
gleichungen, und hiernach konnte man glauben auch in den Fallen, wo 
weniger Beobachtungsgleichungen vorhanden Silld, als man COf'fficienten 
berechnen muss, eill Mittel zur einutlutigen llestilllmuug wahrscheinlichster 
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Werte fUr diese zu besitzen. Die Theorie der linearen Gleichungen, die in 
der Abschweifung des voraufgehenden Absclmitts auseinandergesetzt ist, 
hilft aber die Verhaltnisse klar zu ubersehen. 

Ich setze wie in Art. 30 allgemein 

1 d'fxCvJ 

alsdann gehen die Ausgleichungsformeln iiber in 

aIle ~ sind in allen Gleichungen und in jeder derselben linear vertreten. Die 
hAusgleiehungsformeln bilden also aueh ein System von II linearen homogenen 
Gleichungen fiir die n Grossen ~, unO. iudem wir sie als solche auffassen, 
konnen wir auf sie aile Theoreme, die die Theorie der linearen Gleiehungen 
angiebt, anwenden. 

Sind nun weniger Beobachtungsgleichungen vorhanden, als man Coeffi
cienten zu berechnen hat, so ist h> n, die Anzahl der Gleichungen fiir 
die ~ ist dann grosser als die Anzahl der;. Nun kann man ihnen aller
dings allen gerecht werden, indem man ;1 = :;2 = ... = ~n = 0 setzt, aber 
dann sind aile 'f von den bezuglichen v unabh1illgig, in .leder Beobachtungs
gleichung grosse Fehler genau so wahrscheinlieh wie kleine, und unsere 
Ausgleichungstheorie verliert iiberhaupt ihre Bedeutung, wenn nicht diese ; 
deshalb verschwinden, weil die Fehler gerade solche Werte haben, dass die 
Differentialq notienten der Wahrscheillliehkeitsfullctionen identiseh Null sind. 
Entweder muss also schon das Gleichungssystem so beschaffen sein, dass 
es auch durch von Null verschiedene Betr1ige der ~ erfUllt werden kann und 
dazu ist naeh Satz 18 der Abschweifung im voraufgehenden Abschnitt notig, 
dass aIle aus dem System der nh Grossen 

oVI oV2 GVn 

ax~' oXI ' 
... ~ --;:::---- , 

oXI 

(1)1 oV2 oVn 
n---- , 

'OX2 ' OX2 oX2 

oVI oV2 oVn 

ox" ' ·ox" ' .. "' 
ox" 
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li! 
bildbaren Determinanten nter Ordnung gleich Null sind, was (It =--;01 n-! 

Gleichungen zwischen den nFehlern v giebt. Wenn eine Determinante 
verschwindet, so kann das dadurch geschehen, dass eines ihrer Elemente 
sich vermoge der Beziehung, dass eben alle ihre Glieder zusammen
genommen Null geben sollen, sich durch die anderen ausdriicken lasst, 
zweitens dadurch, dass sie paarweise gleiche und entgegengesetzte Glieder 
enthalt, in welchem Falle dann die entsprechenden Elemente zweier 
oder mehrerer Zeilen beziiglich Oolonnen einander gleich sind, endlich 
drittens dadurch, dass die Elemente mindestens einer Zeile oder Colonne 
einzeln Null sind. Die beiden ersten Falle finden hier keine Anwendung, 
denn sie wiirden zwischen den Deriyirten der Fehler Beziehungen festsetzen, 
und es bildet die Grundlage der Ausgleichungsrechnung, dass die Fehler 
YOU eiuander unabhangig sind, da man sie sonst nicht mehr als zufallig 
ansehen darf. Bleibt also nnr noch der dritte Fall. 

Sei erst It = n, wir haben dann genau so viele Beobachtungsgleichungen, 
als zu berechnende Coefficienten vorhanden sind; die einzige Determinante, 
welche verschwinden soil, ist die aus allen Derivirten der v g'ebildete, dem
nach ist elltweder mindestens eines der v von allen Coefficienten oder es 
sind aHe v von mindestens einem Coefficienten unabhangig. Findet das 
erste statt, so faUt in jeder der Ausgleichungsformeln ein Glied fort und 
es bleiben h homogene Gleichungen mit nur h - 1 Unbekannten ~, und es 

miissen wieder eine Reihe ((h!tI I)! = It) von Determinanten verschwinden. 

Findet das zweite statt, so raIlt eine der Ausgleichungsformeln fort, wir 
haben nur noch h --1 Gleichungen, aus denen die h Coefficienten nicht meltr 
eindeutig berechnet werden kiinnen. 

Hieraus ersieht man schon, dass allgemein, wenn It ~ n ist, entweder 
alle Fflhler von allen Coefficienten unabhangig sein miissen, was nur die 
Bedeutung haben kann, dass man die Coefficienten als richtig ansieht und 
den Fehlern die Werte Null zuschreibt, und dann giebt es keine Aus
gleichungsformeln mehr; oder dass die Coefficienten nicht eindeutig berechnet 
werden konnen. Es verheissen also die Ausgleichungsformeln nicht mehr, 
als man von vornherein zugeben darf; sie haben eine bestimmte Bedeutung 
nur, wenn h< n ist, wenn mehr Beobachtungsgleichungen da sind, als man 
Coefficienten zu berechnen hat. 

208. Die Ausgleichungsformeln nach dem Ga ussischen Fehlergesetz. 
Bezeichnet jetzt ffix die Pracisionsconstante der 1. ten Beobachtungsgleichung, 
so ist 

also 

Weinstein. Lehrbuch L 19 
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und die Ausgleichungsformeln gehen fiber in 

Die Quadrate der Pracisionsconstantell sind proportional den beziig
lichen Gewichten, und zwar ist der Proportionalitatsfactor bei allen Con
stanten der namliche, also haben wir auch als zweite Form 

( oV I oV2 oVn 
, I. P v -- -+- P v - + .. , -+- P v -- = 0 

1 1 OXI 2 2 OXI n n OX1 ' 

I OV1 OV2 OVn 

j
Pl VI ~ -+- P2 V2 --;;:- -+- ... -+- Pn V n ~ = 0, 

;VX2 .: VX2 : vX2 

O~ .O~ O~ 
PI VI ~-+-P2V2 ~+ "'-+-PnVn ~=O. 

vX" vX" vX" 

LXXXII d) 

209. Die Ausgleichungsformeln als Consequenz des Princips vom 
kleinsten mittlern Fehler. Die Fehler der einzelnen Beobachtungsgleichungen. 
cntsprechen ganz den Fehlern einzelner einfacher Messungen. 

Es giebt nun 

den wahren mittlern Fehler irgend einer der Beobachtungsgleichungen, 
wenn sie das Gewicht 1 besasse, und es ist der wahre mittlere Fehler der 
xten Beobachtungsgleiehung 

und ihr Gewicht 

Diesen wahren mittlern Fehler kennen wir nicht, ersetzen wir aber die 
wahren Fehler durch die wahrscheinlichsten, so Mnnen wir 

y'P V 2 +P V 2 -+- ... -+-P V 2 
11 22 "n m= n 
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als den wahrscheinlichsten mittlern Fehler und 

als das wahrscheinlichste ausgeglichene Gewicht bezeichnen. Spater werden 
wir sehen, dass diesem wahrscheinlichsten Betrag ein angenaherter Betrag 
des wahren mittlern Fehlers proportional ist. 

lndem wir jetzt beachten, dass allgemein 

oV; 1 o(p; Vi 2) 
pv -=-----

i i oXx 2 oXx 

ist, da die beobachteten Gewichte Pi naturg'emass von den Coefficienten x 
nicht abbangen konnen, so erhalten wir als Ausgleichungsformeln auch 

om2 om2 om2 
-=0 ----- =0 .... - =0 
oXt 'ox2 ' 'ox", . 

Diese Gleichungen sagen aus, dass m2, also auch m ein Minimum (ein 
Maximum hatte hier keinen Sinn) sein soll, und da dann aucb jedes der m 
ein Minimum, und jedes der ix ein Maximum ist, bekommen wir den Satz 

62. Dasjenige System 1)On Coefficienten ist das wahrscheinlichste, welches 
den ausgeglichenen wahrscheinlichsten mittlern Fehler jeder der Beobachtungs
gleichungen so klein als moglich, das ausgeglichene wahrscheinlichste Gewicht 
so gross als moglich ausfallen macht. 

Der Satz entspricht genau dem in Art. 88 fur die Ausgleichung ein
facher Messungen abgeleiteten, und er kann auch statt des Fehlergesetzes 
als Ausgangspunkt fiir aUe Ausgleichungen dienen, vorausgesetzt, dass man 
den mittlern Fehler geeignet durch die Quadrate der Febler definirt. 

Er ist fiir das Gedachtnis ausserordentlich bequem und hilft in jedem 
FaIle die Ausgleichungsformeln aufstcllen, so dass man sich den Bau diesel' 
nicht erst einzupragen braucht. 

Es erhellt ferner aus dies em Satz, warum die Ausgleichungsrechnung 
auch bei Untersuchungen als Methode der kleinsten Quadrate bezeichnet wird. 

Uebrigens wird der Satz sofort einleuchtend, so wie wir statt wahr
scheinlichst, vorteilhaftest sagen, in der Tat miissen wir ja das System 
von Betragen fiir die Coefficienten als das vorteilhafteste betrachten, 
welches die kleinsten mittlern Fehler befiirchten las st. Wenn der Satl 
trotzdem nicht als Axiom angesehen werden darf, so liegt das daran, dass 
er nicht zugleich fiir den Begriff "mittlerer Fehler" eine von selbst ein
leuchtende Definition giebt, das HYIlOthetische liegt gerade in dieser De
finition, und man kann nicht sagen, dass man gleich von vornherein die 
Quadratwurzel aus dem mittlern Fehlerquadrat Ills entscheidend ansehen 
muss. 

210. Allgemeine Fehlergleichungen. Wir haben nunmehr in die Aus
gleichungsformeln fiir die V ihre beziiglichen Werte einzusetzen. 

19' 
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Denken wir uns in die Function ~, deren Coefficienten bestimmt werden 
sollen, die wabrscheinlicbsten Betrage Xl' X2' ... , X" dieser Coefficienten 
eingesetzt, so wird fiir irgend ein beobachtetes System ax' b ... , ... , g... der 
Variabeln ~ (a ... , b ... , ... , g.) Xl' X2' ••• , X,,) im allgemeinen nicbt mebr 
gleich Null sein, und da die eingesetzten Betrage der Coefficienten: die 
wahrscbeinlichsten sein soUten, so ist die Abweichung des W ertes ~ (ax' 
b ... , ... , g ... ; Xl' X2' ••• , X,,) von Null auch der wahrscheinlichste Fehler 
der betreffenden Beobachtungsgleichung. Wir haben also 

LXXXIII) 1 
Vl _ - ~(al' hp ... , gl~ Xl' :;(2' "" X,,)'. 

V2 - - ~Ga2' b2, ... , g2' Xl' X2, ., . x,J, 
· . · . · . 

Vn = - ~(an' bn • ••• , gn; Xl' X2' .... X,), 

Man bezeichnet diese Gleichungenals allgemeine Fehlergleichungen, und 
da die Xl' X2' ., , X" schon ihren wahrscheinlichsten Betriigen nach bestimmt 
angesehen werden, heissen die wahrscbeinlichsten Fehler vl' v2 , ••• , vn 
aueh die ubrig bleibenden Fehler der b.eziiglieben Beobacbtungsgleiehungen. 
Es dienen diese Fehler ganz so wie die entsprecbenden Febler bei einfaehen 
Messungen zur Kritik der erbaltenen Resultate wie der angewendeten 
Messungsmethoden. 

211a. Allgemeine Normalgleichungen. Setzen wir jetzt zur Abkiirzung 

~(ax' b .. , ... , g .. ; Xl' X2' ... , X,.) = ~x' 

so gehen die Ausgleichungsformeln iiber in 

O~1 O~2 o~n 
P1 ~1 OXl + P2 ~2 OX1 + ... + Pn ~n oX1 = 0, 

LXXXIIe) O~l o~2 . o~n 
Pl~l OX2 +P2~2 OX2 + ... +pnIPn OX2-=0, 

O~l o~2 o~ 
P ~ -+p ~ -+. '+p ~ _n_O 

1 1 OX 2 2 OX . n - n OX - . 
"" " 

Und diese Gleichungen heissen allgemeine Normalgleichungen . 
. 211 b. N otwendigkeit eines Naherungsverfahl'ens bel der Behandlung 

der allgemeinen Normalgleichungen. Berechnen wir nun die Gewichte 
nach der allgemeinen Formel 

1 

so wissen wir aus Art. 155, dass diese Gleichung fiir p nur dann angewendet 
werden darf, wenn ~ schon sehr genau bestimmt ist, wir konnen daher die 
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Ausgleichungsformeln in ihrer allgemeinen Gestalt nicht ohne weiteres be
nutzen, miissen vielmehr von dem in Art. 32 skizzirten Verfahren der 
successiven Annaherung Gebrauch machen, welches auch noch den be
sondern Vorteil hat, dass es statt der Auflosung eventuell verwickelter 
Gleichungen nur die linearer Gleichungen verlangt. 

Nur wenn die Function <I> in Bezug auf die beobachteten Elemente 
linear ist, gilt die Formel fUr p streng. Obgleich es nun, wie sich spater 
herausstellen wird, auch in diesem Falle geraten ist, die Ausgleichungs
formeln durch successive Naherung zu losen, will ich doch fUr ihn die 
Formeln vollstandig entwickeln. Es konnen dann zwar immer noch die 
Coefficienten Xl' x2 ' ••. , x lt in irgend welcher analytischen Gestalt auftreten, 
so dass 

<I> = (1(X1• x 2,"', ,))h) a + 1;(",-'1' x~"'" Xl) b + ... + 1;.(,))1' J:'2' "', Xlt)Y 

sein kOnnte, indessen soUten zwischen den Coefficienten keine Bedingnugs
gleichungen vorhanden sein, und daher konnen wir ill einem solr,hen Falle 
die ( selbst als neue Coefficienten anffassen. 

212. Normalgleichungen flir line are Functionen. Es sei also fiir den 
ersten einfachsten Fall <I> nicht bIos nach den Beobachtnngselementen, 
sondern auch nach ,den Coefficienten linear. lch andere die Bezeichnung 
der 13eobachtungselemente dahin ab, dass ich anstatt a, b, c, ... , g die 
Symbole a o' ap a 2 • .•. , a h setze, wir haben dann in diesem Fall 

0<1> 0<1> 0<1> oil> 
.. =a, -'~=a, .. - =a, .,.,--- =a,: 

oXl 1 oX2 2 oX:1 3 ox" 

Die erste Beobachtung moge fUr die a die Betrage 

a(l) . all) all) a(l) "., a("l), 
0' l' 2' 3' 

die zweite die 
... , 

allgemein die 'It te die 
a (1t) a(') a(1t) a(1t) a(1t) 
0'1'2'3' .. ··" 

geliefert haben. Alsdann nimmt eine der Ausgleichungsformeln, die 'It te 
etwa, die folgende Gestalt an 

1) (a(l) + a(l) x + all) x + a(l) x + ... + a(l) x ) all) 
101122 :13 hh1t 

+p (a(2) + a(2) x + a(2) x + a(2) x + ... + a(2) x ) i 2) 
20112233 "" .. 

+ P (i3) + a(3) x + a(3) x + a(3) x + ... + a(3) x ) a(3) 
30112233 hit .. 

+ .................... . 
+ p (a(n) + a(n) x + a(n) x + a(n) x + ... + a(n).c ) a(n) = 0 

n 0 1 1 2 2. 3 3 It h x ' 
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Ordnet man jetzt naeh den x, so wird 

x (p aCl) aCl ) +p a(2) a(2 ) +p a(3) a(3) + . " +p aCn) ain») 
Illx 21x 31x nix 

+ X (p aCl) aCl ) +p a(2) a(2) +p a(3) a(3) + .,. + p arn) aCn») 
212x 227. 32x n2x 

+ ...................... . 
+ X (p a(J) ail) +p a (2) a(2) +1~. a(:l) a(3 ) + ... +p. a(n) in») 

hlltx 2h'X. 3hx nhx 

1ell sellreibe jetzt in der Ga us sisehen Bezeielmungsweise allgemein 

P a~l) a Cl) + p a~2) a (2) + p a(?) a(3 ) + ... + 1') aCn) aCn) = [pa. a ] 
1 ,t x 2 1 X :1 ,t 'X. n l x 't X , 

alsdann werden die zur Function 0 = ao + a l Xl + a2 X 2 + a:l X;l + ... + a" x" 
geh5rigen Ausgleichungsformeln 

[pal al]xl + [pal a2]x2 + [pal a;J X3 + ... + [pal a,Jx" = - [paOal ], 

[pa2 al]xl + [pa2 a2 ]x2 + [pa2 a3 ] X3 -+- .. ' + [pa2 {(lJJ:'" = - [paO{(2]' 

LXXXII!) Cpa;; {(IJX j -+- [pa3 a2 ]x2 + Cpa;] {(;J X3 + '" + [pa:l a,Jx" = - [pau a?,], 

Spater werde ich aueh noch die Bezeichnungen 

Cpa; ax] = a;x' 
- [pao ax] = ly' 

benutzen, unter deren Annahme die Ausgleichungsforrneln ubergehen in 

(tIl Xl + a l 2 x2 -+- al 3 X3 + ... + a l " X" = 11 ' 

a2 1 Xl -+- a22 X2 + a23 X3 + .... f- a2" x" = 12, 

a3l xl +a32 x2+a:l 3 X3+"'+(l3h xh=13' 

Fur die p gelten aber die Gleichungen 

1 

1 
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Da man die p kennen muss, ehe man die Grossen a und l numerisch 
anzugeben, also die Ausgleicbungsformeln nacb den x aufzulosen vermag, 
die p aber von den x selbst abhangen, ist man gezwullgen, entweder fiir 
die p, ohne auf die zu ihrer Bestimmung dienenden Formeln einzugehen, 
Nahel'Ungswerte zu scbatzen, oder - was jedenfalls vorzuziehen ist - fUr 
die x Naherungswerte abzuleiten und so fiir die p Naherungen zu rechnen. 

213. Ausgleichung homogener linearer Functionen. Ich habe noch 
eine Bemerkung hinzuzufiigen; es kann vorkommen, dass unsere Function 
kein von einem Coefficienten freies Glied enthalt, in diesem FaIle ware 
ao = 0, und in den Ausgleichullgsformeln gingen aIle l in Null tiber. Man 
hiitte so ein System linearer homogener Gleichungen zur Bestimmung der 
Coefficient en erhalten. Ein solches System kann aber fiir die Unbekanntell 
von Null verschiedene Betrage nur dann liefern, wenn seine Determillante 
verschwindet; da das nun in unserm FaIle durcbaus nicbt einzutreffen braucht, 
so konnen also die Ausgleichungsformeln dann tiberhaupt nicht mehr so 
stehen bleiben. Um dieser Schwierigkeit zu entgehen, hat man die Function 
durch einen der Coefficienten zu dividiren, wodurcb sie ein von unbelmnntert 
Coefficienten freies Glicd bekommt, dieser Coefficient bleibt dann allerdings 
fiir immer unbekannt, die andern sind aber nacb den voraufgehenden Regeln 
zu berechnen. 

Ein Coefficient wiirde aucb unbekannt bleibell miissen, wenn es sicb 
um eine be s timm te, nicbt bIos wahrscheinlichste Losung des Problems 
handelte; die Ausgleichungsmethode leistet also nicbt mehr, als sie verstandes
massig darf. 

Geht, um ein Beispiel anzuftihren, ein Lichtstrahl aus einem Korper, 
dessen absoluter Brechullgsexponent n1 ist, in einen and ern iiber, dem der ab
solute Brecbungsexponent n2 zukommt, so ist das Gesetz, welches physikalisch 
seinen Brechungswinkel r von seinem Einfallswinkel i abhangig macht, 

n1 sini - n2 sinr = 0. 

Eine wie grosse Reihe zusarnmengehoriger Werte von i und r man auch 
gemessen haben mag, so vermag' man doch nicht n1 und n2 zu berechnen, 

sondern nUl' die V erhaltniszahlen ~ oder n2 . 
n2 n1 

Man hat also hier nicht etwa die z wei Ausgleicbungsformeln 

nl[p sini sini] - n2[p sini sinr] = 0, 
- nl [p sini sinr] + n2 [p sinr sinr] = 0, 

sondern, wenn man n2 = n haben will, nur die eine Ausgleicbungsformel 
nl 

n[p sin2r] = [p sini sinr], 
aus der 

[p sini sinr] 
n = =O:[p~Si:-llO;-2 r-=-]· 

folgt. 



296 Successive AusgJeichung durch Iineare Functionen. [214. 

214. Zuriickfiihrung des allgemeinen Falls auf Ausgleichung linearer 
Functionen in successiver Niherung. Zu ganz entsprechenden Ausgleichungs
formeln gelangt man auch im allgemeinen Fall, wo die Function <Il irgend
wie beschaffen ist. 

Wir besorgen uns in irgend einer Weise - wenn es nicht anders geht 
durch eine Auflosung von h der Beobachtungsgleichungen, die man dann 
nur genahert auszufiihren braucht - angenaherte Betrage fUr die Coefficienten. 
Es seien diese angenaherten Betrage 

(1) (1) (1) 
Xl ' X2 ' ••• , X h • 

Setzen wir dann 

NO ",(1) +" x X(l) +'" _ ".(1) + ~ 
"'1 ="'1 ;1' 2='2 ~2' .•. , "',.-"'h 'It' 

so sind die e die durch die Ausgleichungsformeln noch zu berechnenden 
notwendigen Verbesserllngen. lndem wir jetztdie e als relativ klein an
sehen, konnen wir genahert annehmen 

'Wo 
m(l) ih (b . (1) (1) (1») 
'V = 'V a, , ... , g, Xl ' X2 , ••• , Xit 

ist. Damit wird 

also auch noch allgenahert 

und es gellen also die Fehlergleichungen iiber in 
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und die Ausgleichungsformeln werden, indem man nach der schon in 
Art. 212 benutzten Gaussischen Bezeichnungsweise fUr Summen 

setzt. 

Das sind h lineare Gleirhungen, aus den en sich die h Verbesserungen 
~1' ~2' ... , ~hr.der Coefficienten eindeutig berechnen lassen. Nachdem man 
so die ~ berechnet hat, muss man erst nachsehen, ob die Annahme, dass 
in der Entwicklung von <I> nach den ~ die Glieder, welche hohere Potenzen 
der ~ enthielten, als die erste, vernachlassigt werden diirfen, berechtigt war. 
Man rechnet also noch mindestens die Glieder, die von den zweiten Potenzen 
abhangen, die 

und diese Glieder zusammengenommen und durch 2 dividirt, miissen so 
klein sein, dass sie nicht mehr in Betracht kommen, das heisst, dass es 
uns bei einer numerischen Ausrechnung von <I> ganz gleichgiltig ist, ob 
wir jene Glieder noch mitnehmen oder nicht. Zeigt sich, dass jene Glieder 



298 Successive Ausgleichung 'durch lineare Functionen. [2l5. 

nicht hatten vernachHissigt werden durfen, weil die ~ sich als zu gross er
geben haben, so sind die Grossen 

X(2) = X(l) + I.: X(2) = X(l) + I.: • •• X(2) = X(l) + I.: 
1 1 -1' 2 2 -2' '" h -h 

als zweite Naherungen anzusehen. Man setzt dann 

x = i2) + 1.:(1) x ~ X(2) + 1:(1) x = X(2) + 1:(1) 
1 1 -1' 2 - 2 -2 ' ••. , h " -h 

und berechnet die e(l) aus Formeln, die genau so gebaut sind wio die fur 
die ~, nur dass statt 

m(l) ,y, ( b (1),(1), (1)) 
'l'- ='l' a, , ... , g; Xl' X2 ' ••• , X" 

zu setzen ist 
m(2) m ( b (2) (2) (2)) 
'l' = 'l' a, , ... , g; Xl ' X2 ' ... , x" 

und statt der erst en Naherungsworte X~l), X~l), ••• , X~l) die zweiten 
(2) (2) (2)· f"h . d 

Xl 'X2 , ••• , x" emzu u ren sm . 
Nach der zweiten kann man eine dritte, dann eine vierte u. s. f. Niibe

rung rechnen, man fiihrt aber so lange damit fort, bis sich die Verb esse
rungen ~ klein genug ergeben. Principiell Neues tritt dabei nicht auf, eine 
Naherung wird genau so gerechnet wie die andere. 

Das Charakteristische des ganzen Verfahrens besteht hiernach darin, 
dass man die Function, urn deren Coefficienten os sich handelt, durch Ein
fuhrung von Naherungswerten und Verbesserungen fur diese Coefficienten in 
eine andere verwandelt, die von ihl'en Coefficienten nur noch linear ab
hangt und wir konnen auch sagen, dass die Ausgleichungsrechnung sich 
auf Functionen beschrankt und beschranken darf, die von den zu bestim
menden Grossen linear abhangen. 

215. Andere Methoden Ausgleichungen verwickelter Functionen auf 
die linearer zuruckzufiihren. Diese Bemerkung lehrt das Ganze von einem 
hohern Standpunkt betrachten. Es kommt namlich hiernach nur darauf an, 
die betreffende }<'unction so umzuandern, dass die in ihr nach der Umande
rung vertretenen Coefficienton linear erscheillen. Ein Verfahren dazu haben 
wir soeben kennen gelernt, es ist aber klar, dass man vielfach auch ohne 
Naherungsrechnungen die Transformation wird ausfuhren Mnnen. Hat man 
zum Beispiel 

so ist 

und 
10gb = logX1 + aX210ge, 

indem man jetzt 
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als neue Coefficienten ~1' ~2 ansieht, wird die transformirte Function 

\{;' = ~1 + ~~a - 10gb, 

die von ihren Coefficienten nur noch linear abhangt. lndessen hat man es 
dann nicht mehr mit der Funktion <Il, sondern mit der \{;' zu tun, und dieses 
ist besonders deshalb wichtig, weil die Gewichte der Beobachtungsgleichungen 
nicht mehr die p, sondern andere sind. lch deute das hier nur an, spater 
wird darauf naher einzugehen sein. 

In andern Fallen ist das Naherungsverfahren mit dem Transformiren 
zu verbinden, wir werden spater aucl~ hierfiir Beispiele kennen lernen, vor
laufig erwahne ich die aus den Untersuchungen von Kohlrausch und 
andern tiber die Nachwirkungserscheinungen wohl bekannte Function 

die uns in der Folge nach beschiiftigen wird. 
Ferner ist es selbst in den :I<'allen, in denen die :Function von ihren 

Coefficienten schon linear abhangt, noch sehr vorteilhaft, diese Coefficienten 
durch successive Naherung zu berechnen, weil dann die rechten Seiten der 
Gleichungen fiir die E relativ klein werden, die Auflosung' dieser Gleichungen 
sich bequemer ausfiihren lasst, vor allen Ding-en aber, weil so die charakte
ristischen Fehler der in Frag'e kommenden Grosse am leichtesten zu be
rechnen sind. 

216. Die praktischen Fehler- und Normalgleichungen. lch setze 
also voraus, dass man nach Einfiihrung von Naherungswerten fiir die 
Coefficienten nur noch deren verhaltnismassig kleine Verbesserungen 
zu berechnen hat. x~, x~, ... , x,. seien die fraglich en Naherungswerte, 
E l' ~2' ... , ~h ihre Verbesserungen, ferner sei 

o <Il(ax ' bx' .... llx; x~, x~, x~) 0<Il~ ------- - --- ._. ;::,--;----------- == ----,-- ~ 

oXi ox; 

alsdann ist also, urn die Gleichungen nochmals zusammenzustellen, 

LXXXIII) 

LXXXIV) 

f 'r oll)~ 0<Il~ 0<Il~ , I-V1 = <Ill + "1 ax'- + ~2 ox' + ... + ~h -ox'-
1 2 h 

011)' o<Il:, 011)' 
J -V2 = <Il~+;1 -o-:'~ + ~2 -'0-'" + .. , + ~h V' 

\ -".~~"+'. ~ + "~~:+ ... + t, ;';. 
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und die ~ sind aus den Gleichungen zu berechnen 

In dieser Form heissen die Ausgleichungsformeln eigentlich die 
Normalgleichungen des Systems von Beobachtungsgleichungen oder, was 
dasselbe ist, des Systems der Fehlergleichungen. 

Die Normalgleichungen sind also linear und im wesentlichen genau so 
gebaut wie die im vorau.fgehenden Abschnitt behandelten Correlatenglei
chungen. Das System ihrer Coefficienten ist ein symmetrisches. Bezeichnet 
man also den Coefficienten von ~i in der A ten GIeichung mit aiA und den 
Coefficienten von ~), in der iten GIeichung mit aw so ist 

der Coefficient von ~i in der A ten GIeichnng ist gleich dem Coefficienten 
von EA iu der iten GIeichung, und man braucht nicht aIle Coefficienten zu 
berechnen, sondern nur die 

a22 a23 a2h 

a33 ••• a3h 

Die Anfliisung der Normalgleichungen geschieht nach den in der Ab
schweifung zum voranfgehenden Abschnitt aufgestellten Regeln und kann 
in jedem FaIle eindeutig ausgefiihrt werden, so dass man unter allen 
Umstanden die wahrscheinlichsten Coefficienten zu berechnen vermag. 

Schemata zur Ausrechnung werden am Schluss dieses Abschnitts ge
geben werden. 
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XVII. Fehlerrechnung. 

a) Beobachtete mz"ttlere Fehlm' und Gew1~chte dm' Beobachtungs
.qleichungen. 

Allein mit der Aufstellung der Normalgleichungen ist unsere Aufgabe 
noch nicht abgeschlossen, wir miissen auch wissen, welche Sicherheit wir 
den Resultaten zuzuschreiben haben, und welche Genauigkeit' den einzelnen 
Beobachtungsgleichungen zukommt. 

217. Die beobachteten mittlern Fehler und Gewichte der Beobachtungs
gleichungen. Beginnen wir mit dem zweiten Teil unseres Problems, als 
dem leichtern, so miissen die Beobachtungen selbst schon eine gewisse 
Uebersicht iiber die bei jeder Gleichung erreichte Genauigkeit geben. 

In der Tat, die Messung jedes Elements wird mit Fehlern behaftet sein, 
wenn aber in dem System a .. , b .. , ... , g .. jedes Element mehrfach gemessen 
ist, kann fiir jedes derselben nach den fiir einfache Messungen geltenden 
Regeln der mittlere Fehler berechnet werden. Seien nun p- ,P-b , ... , P-

ax x gx 

die beziiglichen mittlern Fehler der Betrage a", b", ... , g" des Elementen
systems, so ist nach dem Satz 58 iiber die Berechnung des mittlern Fehlers 
zusammengesetzter Functionen der mittlere Fehler der xten Beobacbtungs
gleichung 

In der Function «I> sind zwar die Coefficienten streng genommen als 
durch ihre wahren Betrage vertreten anzusehen, indessen weil die P- relativ 
kleine Grossen sein werden, darf man in erster Naberung von den wahr
scheinlichsten Betragen oder auch von Naherungswerten Gebrauch machen und 

oder auch 
«1>" = «I>(a", b", .... g,,; x~, x~, ... , x~.) 

setzen. 
Fiir diejenigen Elemente, welche nur einmal gemessen sind, kann man 

die p- nicht berechnen, man tut dann am besten diese p- zu schiitzen, oder 
wenn das nicht geht, was wol nicht oft der Fall sein wird, sie einfach 
gleich Null setzen. 

Ich nenne den so bestimmten mittlern Fehler einer Beobachtungs
gleichung den beobachteten mittlern Fehler der Gleichung. Ihm entspricht 
das beobachtete Gewicht 

der betreffenden Gleichung. 
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b) Ausgeglichene mittlere Fehler und Gewichte der Beobachtungs
gle~·chungen. 

218&.. Der wahre mittlereFehler. Allein, da die Beobachtungs
gleichungen einander urn so weniger widersprechen werden, je genauer sie 
sind, so bietet auch das nach Ausrechnung der wahrscheinlichsten Coeffi
cienten ubrig bleibende System der Fehler ein Kriterium fUr die Gute der 
Messungen und die Sichel'beit des Resultats, und dieses Kriterium ist urn 
so werlvoller,' als es zur Beurteilung ein er Gleichung aIle Gleichungen 
heranziebt, und als man selten in der Lage ist, in jedem System der Elemente 
jedes Element so oft zu messen, bis man im Stande ist, seinen mittlern 
Fehler auch nur mit einiger Sicherheit anzugeben. 

Wir haben daher auch noch zu zeigen, wie man Werle fUr die charak
teristischen Fehler aus allen Beobachtungsgleicbungen ableiten kann. Syste
matische Versehen sollen ausgeschlossen sein, so dass wir es nur mit zu
falligen Fehlern zu tun haben. 

Ich nebme zunachst fiir den Augenblick an, dass die wahren Fehler der 
Beobachtungsgleichungen bekannt sind; "Vl sei der wahre Fehler der ersten, 
V2 der der zweiten, .. " Vn der der letztell Beobachtungsgleichung. 

Es ist dann, wie schon bemerkt, der wahre Fehler der den Beob
achtungsgleichung 

Ferner definire ich die charakteristischen Fehler hier genau so, wie bei den 
einfachen Messungen. 

Es mogen erst aIle Beobachtungsgleicbungen gleiches Gewicbt, das 
Gewicht 1 konnen wir sagen, haben, alsdann ist der wahre mittlere Fehler 
einer derselben 

M= YV 2 , 

wo V2 das mittlere Quadrat alIer nur moglichen Fehler angiebt. Wenn die 
Anzahl n der Beobachtungsgleichungen unbeschrankt gross ist, haben wir 

Sehen wir davon ab, dass n notwendiger Weise eine endlicbe Zahl an
giebt, so konnen wir uns V2 immer noch durch eine Formel von der obigen 
Form berechnet denken. Allein da die wahren Betrage der Coefficienten 
unbekannt bleiben, sind wir nicht im Stande, die wahren Fehler V zu be
stimmen, vermogen also auch nicht die wahren mittlern Fehler der Beob
achtungsgleichullgen anzugeben. 
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218b. Der wa.hrscheinlichste mittlere Fehler. Gehen wir aber zu den 
wahrseheinliehsten }<'ehlern liber, so haben wir in 

den wahrseheinliehsten mittlern Fehler, und indem wir die wahrseheinliehsten 
Betrage der Coeffieienten aus den Ausgleiehungsformeln berechnen und all
gemein 

setzen, vermogen wir die einzelnen v und damit 

zu bestimmen. 

_ 1\ 2 + t'2 2 + ... + V n 2 
v2 =- ~~----

Indessen brauehen wir uns hier ebenso wenig wie bei den einfaehen 
Messungen mit dem wahrseheillliehsten Betrag des mittlern Fehlers zu be
gniigen, denn aueh hier konnen wir einen geniiherten Betrag fiir den wahren 
mittlern }<'ehler ableiten. 

218c. Genaherter Wert ffir den wa.hren mittlern Fehler. Sind nam
Iieh die wahren Fehler der Coeffieienten beziiglich 

dann wird 

somit 

Wir miissen jetzt die Annahme machen, dass die Beobaehtungen so 
scharf oder ihre Anzahl so gross ist, dass die aus ihnen berechneten wahr
scheinIichsten Betriige der Coefficienten von den wahren Betriigen derselben 
so wenig noeh abweichen, dass man bei einer Entwieklung von tl> naeh den 
wahren Fehlern der Coefficienten hOhere Potenzen als die erste Potenz 
vernaehlassigen darf, alsdann ist, indem wir 

setzen, 

Nun ist offenbar (Art. 209) 

der wahrseheinliehste Fehler v" der x ten Beobaehtungsgleiehung, somit wird 
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LXXXVI) 

Bei einfachen Messungeu fan den wir, dass die wahrscheinlichsten Fehler 
aller Beobachtungsgleichungen von den wahren Fehlern um eine und die
selbe Grosse abwichen, hier ist das nicht mehr der Fall und kann das auch 
nicht sein. 

Wir leiten hieraus zunachst eine interessante von Helmert angegebene 
Relation zwischen den wahren und den wahrscheinIichsten Fehlern ab. 
Multiplicirt man namlich von dies en GIeichungen die erate mit Vl' die zweite 
mit v2 ' ••• , die letzte mit v,. und ad dirt die so entstehenden Beziehungen, so 
resultirt 

Aber zufolge der Ausgleichungsformeln ist jeder der Klammerausdriicke 
gleich Null, also bleibt 

LXXXVII a) V12+ V22+ •.. + V,. 2 = VI VI + V2 V2 + ... + V,. V,., 

und diese Relation bleibt auch bestehen, wenn den Fehlern verschiedene 
Gewichte zukommen, derartig,dass wir haben 

LXXXVII b) 

doch ist nicht zu vergessen, dass diese Formel keine allgemein giltige, 
strenge analytische Beziehung ausdriickt, sie ist aber um so richtiger, je 
scharfer die Messungen oder je zahlreicher diese sind; bei Functioneri, die 
von den zu bestimmenden Coefficienten linear abhangen, ist sie streng riehtig. 

Noeh eine zweite Folge der Annahme, dass man es mit gut ausgefiihrten 
Untersuchungen zu tun 11 at, die Fehler der wahrseheinliehsten Coeffieienten 
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also hinliinglich klein sind, konnen wir ableiten. lch schreibe niimlich die 
Beziehungen zwischen V und v in der Form 

Aber die auf der rechten Seite stehenden Glieder geben zusammen den 
Darstellungsfehler un serer untersucht8n Function, aogewandt auf das System 
a", b", ... , l" der Variabeln derselben. Bezeichnen wir dies en mit Ty" so
mit wird 

LXXXVllI) 

VI-VI =T1' 

V2 -V2=T2 , 

Multiplicirt man wieder der Reihe nach mit VI' V2 ' •.. , Vn , so resultirt 
infolge der Relation 

[v V] = [v2], 

LXXXIX) r1 VI + 1"2 V2 + .,. -+- rn Vn = [rv] = O. 

Nunmehr bekommen wir 

oder 

XC) 
und hieraus erhellt 

63. Der wahrscheinlichste Betrag des mittlern Fehkrs ist immer kleiner 
als der wahre, nach dem wahrscheinlichsten mittlern Fehler beurteilt, er
scheinen also die Beobachtungen und ihre Ergebnisse immer besser, als sie 
tatsiichlich sind. 

Wir haben aber 

Die Coefficienten sind als aus allen n Beobachtungsgleichungen zugleich 
ausgerechnet gedacht; stell en wir uns vor, man hiitte sie aUe, und jeden von 
iilnon einmal, direct gemessen und bezeichnen mit T~ den dann flir das 
System a", b", ... , g .. giltigen Darstellungsfehler der Function, so ist jeden
falls dieser Fehler grosser als der T .. , und es steht T .. zu T~ angeniihert in 
dem Verhiiltnis eines mittlern resultirenden Fehlers zu einem eiIlfachen 
mittlern Fehler, oder es ist in gewisser Niiherung 

Weinstein,'_Lehrbuch I. 

r' 2 
t· 2 =-"-, 
" n 

20 
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somit auch 

Niihenmgswerte fur die wahren mittlem Fehler. 

_ r '2 
r 2=-. n 

[219. 

r' hangt aber von der Messung von h Grossen Xl' Xli' ... , X,. abo 
Da nun bei der Berechnung des wahren mittlern Fehlers die Coefficienten 

nach ihren wahren Betragen vorausgesetzt sind, so liegt es nahe, 

r'~=hM2 

anzunehmen, und in erster Annaha-rung muss das auch richtig sein, da, wie 
wir aus der Theorie zusammengesetzter Messungen wissen, eine zusammen
gesetzte Grosse um so weniger pracis zu bestimmen ist, aus je mehr 
Elementen sie besteht, derartig, dass das Quadrat ihres mittlern Fehlers 
aus so vielen positiven Gliedern besteht, als Elemente zu beobachten sind. 

Hiernach haben wir also 

oder 

XCI) 

Fiihren wir fiir m2 seinen Ausdruck als das mittlere Quadrat der wahr
scheinlichsten Fehler ein, und vertauschen M mit iL, um zu kennzeichnen, 
dass wir es nur mit einem angenaherten Betrag des wahren mittlern 
Fehlers und ausserdem mit einem ausgeglichenen zu tun haben, so wird 

- VV 2+V 2+···+ V 2 p.= 1 a " 
n-h 

n - h ist die Anzahl der. Beobachtungsgleichungen, die man mehr hat als 
zur Berechnung der Coefficienten notig sind, also 

64. Man bekommt einen genaherten Wert fur den mittlern Fehler, wenn 
man aus den wahrscheinlichsten Fehlern das mittlere Fehlerquadrat so bildet, 
wie wenn die .Anzahl der Fehler gleich der .Anzahl uberschussiger Beob
achtungsgleichungen ware. 

Die obige Ableitung dieses Satzes ist nicht sehr streng, aber sie hat 
den Vorteil, die vernachlassigenden Annahmen klar hervortreten zu lassen 
und sieh an die entsprechende Ableitung fiir einfaehe Messungen anzu~ 

lehnen. 
219. Die mittlere Unsicherheit der charakteristischen Fehler. Die 

zweite Fehlerquelle bei der Berechnung des mittlern Feblers bildet die An
nahme, die wir gemacht hahen, dass man das mittlere Fehlerquadrat 

2 V1
2 + Vall + ... + V,,2 

V = ----"-----=--.----
n 
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s etzen darf, streng genommen ist dasselbe aus 

+oc 

V2 = tt) 5 V 2e _lOW' V'dV 

zu bereehnen. 
Ganz entspreehend dem, was wir in dieser Hinsieht fiir einfaehe 

Messungen (Art. 97) kennen gelernt haben, ist naeh Gauss die mittlere 
Unsieherheit, wenn man fiir den mittlern Fehler seinen dureh P: gegebenen 
Ausdruek anwendet, angeniihert gleieh 

80 dass man hat 

- 0,708 
fl.---' 

y'n h 

XCll1) p:- = VV12 + V22 + ... + vn 2(1± 0,708 ). 
n - 11 y'n h 

220. Uebergang zu den tatsachlichen VerhlUtnissen. Formeln. Wenn 
endlieh den Beobaehtungsgleichungen nieht, wie bisher angenommen, gleiehes 
Gewieht zukommt, sondern der erst en das Gewieht PI' der zweiten das P2, ... , del' 
letzten das Pn zuzusehreiben ist, so hat man jades der v mit dem zugehOrigen 
Gewieht zu multiplieiren und dann ist der ausgegliehene mittlere Fehler 
der den Beobaehtungsgleiehung 

XCIII) - _,/PIV12+P2V22+"'+PnVn2(1± 0,708) 
fl.,,-V p,,(n-h) y'n h' 

Es ist friiher bemerkt, dass man fiir jede Beobaehtungsgleiehung 
aueh von einem mittlern Fehler vor der Ausgleiehung spreehen kann, und 
es ist dieser der beobaehtete mittlere Fehler genannt und dureh fl." 
bezeiehnet worden. Entspreehendes gilt fiir die anderll eharakteristisehen 
Grossell. Stellen wir also die Formeln zusammen, so ist 

fl.= 11 22 nn l±-'--- ip v 2 +P v 2 + ... + P V 2 ( 0708 ) 
~ p,,(n-h) y'n-h ' 

1 

20' 
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Aehnliche Betrachtungen lassen sich fUr die andern charakteristischen 
Grossen an stell en. 

Fur den wahrscheinlichen Fehler ist 

fUr den durchschnittlichen 

r" = 0,67448 !Lx' 

rx = 0,67448 !Lx' 

wo lal den absoluten Betrag einer Grosse a vorstellt, fUr die PracisiollS-
constante. 

1 
ill = 0,39895 -. ' 

x !L,( 

- 1 
ill" = 0,39895 - 2 ' 

!Lx 

All' diese Grossen beziehen sich auf eine bestimmte Beobachtungs
gleichung, in del' also die Elemente die Betrage haben, die man unmittel
bar aus del' Beobachtung erhalteri hat. 

Ueber die Berechnung del' b eo bach tet e n charakteristischen Grossen 
ist nichts weiter hinzuzufiigen, nur mag noch einmal hervorgehoben werden, 
dass in del' Function <l> an Stelle del' wahren Betrage Xl' X2 , •• "Xh del' 
Coefficienten genaherte X' 1 , x' 2' .... x' h odeI' die aus del' Ausgleichung 
folgenden wahrscheinlichsten Betrage Xl' X2 , ••• , XII eingcsetzt werden 
durfen, es ist danu 

oder auch 

Die Schwierigkeiteu beg-iunen erst dann, wenn WiT diese Grossen nicht 
mehr Ilach bestimmten Formeln zu berechnen im Stande sind, weil die 
Beobachtungen dazu nicht ausreichen, und wir auf das Schatzen angewiesen 
sind. Vorlaufig haben wir es abel' nul' mit allalytischen Entwickelungcn 
zu tun. 

Die ausgeglichenen charakteristischeu Grosseu haugen von den wahr
scheiulichsten Fehlern ah und insofern diese sich aus den Fehlergleichuugen 
numerisch ausrechnen lassen, sind auch hier aIle Operationen vorgeschrieben. 
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221. Ableitung einer besondern Formel ffir die Fehlerquadratsumme. 
Man kanu aber auch die Grosse Pl Vl 2 + P2 V2 2 + ... + Pn Vn 2 auf eiumal 
bekommen, und die Formel, zu der man fiir sie unter Zuhilfenahme der 
N ormalgleichungen gelangt, ist darum so wichtig, weil sie eine vortreffliche 
Controle del' gal1zen Rechnungen ermoglicht, welch letzteren in Zahlen aus
gefiihrt, meist etwas ausgedehnt und langwierig ausfallen. 

Ich schreibe die Fehlergleichungen in del' Form 

wo 
0«1>' x 

OX~ 

ist; und die Normalgleichungen in del' 

~l ax 1 + ~2 ax 2 + ... + ~It ax It - lx = 0; 'l. = 1, 2, ... , n, 
wo 

a . = a. = [pI ~«1>' ~~'], 
",. '" uX ()x. " . 

1 = - [ , «1>' 0«1>'] 
" P "", ()x" 

ist. 
Multiplicirt mall nunmehr die erste Fehlergleichung mit P~ vl ' die 

zweite mit P~ v2 ' ••• , die n te mit p~ vn und addirt alle so erhaltenen 
Gleichungen, so kommt 

o = ~l (p~ all VI + P; a2 I V2 + ... + p~ a" IV,,) 

+ e2(p~ a12 VI + P~ a2 2 V2 + ... + p~ an2 vn ) 

+ ................ . 

+ eh(p~ a1 h VI + P; a2h 'iJ2 + ... + P~ anh Vn ) 

+ (p~ Vl 2 + P; v2 2 + .. , + P~ V" 2) + (p~ VI «1>~ + p'2 V2 «1>; + ... + P~ Vn «1>~). 

Aber es ist, zum Beispiel, der Factor von el gleich 

ersetzt man die v durch ihre aus den Fehlergleichungen zu entnehmenden 
Betrage, so folgt fiir diesen Factor bis auf das Zeichen auch 
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die auf der rechten Seite stehenden Gliedergebell infolge der ersten Normal
gleichung ZUSfimmen Null, also. ist di~ser Factor gleich Null. Genau so zeigt 
man, dass auch die Factoren aller andern ~ gleich Null sind. Somit bleibt 

( ' 2 ' 2 ' 2) (' m' . m' 'm') - ° P1 V1 +'P2 V2 +"'+PnVn + P1V1'J!1+P9V2'J!2+"'+PnVn'l'n - • 

lch ersetze auch im letzten Klammerausdruck dieser Gleichling die v 
durch ihre Betriige und erhalte fur denselben 

oder in der Gaussischen Schreibweise, 

[ , m'2] t [ 'm' (J!I>'] t [ 'm' (J!I>'] t [,m, (J!I>'] - p 'J! - ~1 P 'J! (Jx~ - ~2 P 'v (Jx~ - ... - "" P 'J! (Jx~ . 

Die Factoren der E· sind aber bezuglich gleich l1' l2' ... , lit, somit be-
kommen wir . 

E1 l1 + E2 '2 + ... + E"lh - [p' !I>'2] + [p'v2] -Q~, 

P' ist der Anniiherungswert des Gewichtes p, da wir aber angenommeII 
haben, dass die Niiherungen sCfton soweit gefUhrt sind, dass die e nJIr noch 
kleine Grossen darstellell, durferi wlrp' dUTch p ersetzim und dann hablm 
wir die gesuchte Grosse 

XCVa) 

Das ist der Wert fUr die Fehlerquadratsumme, wie ibn die Fehler
gleichungen UIlmittelbar ergeben;. weun wir nicht aIle Fehler einzeln rechnen 
wolien, haben wir uns immer andiese bequeme Formel zu wenden. Aber 
wir kOnnen die letzte Gleichung aU<l1\ ~och aus einem and ern Gesichts
punkte betrachten. Sie ist niimlich linear in Bezug auf die e, setzen wir noch 

[pv2] = ah+l h+i Eh+1' [p'!I>2] = l,,+1' 

und denken uns zur link en Seite der ersten Normalgleichung a1 "+1 Eh l' 

zu der der zweiten a2 "+1 Eh+l' ... , zl1 der der letzten a" ;'+1 Eh+1 hini'u
gefiigt, wo 

a1,,+1 = a2 "+1 = ... = a" h+1 = 0, 

a"+1 ·J.+1 =·1 
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ist, so bildet die Gleichung fur [pv2J zusammen mit den Norma]g]eichungen 
ein System von h + 1 linearen Gleichungen, 

a1 1 ~1 + a1 2 ~2 

a2 1 El + a2 2 E2 

+ ... + a 1 h Eh + a1 1,+1 Eh+1 = ll' 

+ ... + a2 h Eh + az h+l ~h+l = l2' 

ai, 1 EJ + a" 2 E2 + ... + ah h Eh + ak "+1 Eh+1 = 1", 
a"+11 EI + all+1 2 ~2 + ... + all+ l " Eh + a"+l h+1 ~h+l = 1,,+1' 

wobei die 11, lz' ... , lit auch durch ah+11 , ah+12 , ... , ah+1 h bezeichnet 
werden, und man bekommt durch Auflosung dieses Systems die gesuchte 
Grosse E"+1 = [pv 2J zusammen mit den Verbesserungen E der Coefficienten. 

Wenn wir jetzt diese Auflosung nach dem in der Abschweifung zum 
voraufgehenden Abschnitt gegebenen Schema ausfiihren wollen, haben wir 
das dortige h durch It + 1 zu ersetzen, und da die a bis auf das a"+1 "+1 
gleich Null sind, erfordert die Auflosung nur wenig Mehrrechnung als die 
der Normalgleichungen selbst, und zwar besteht diese Mehrrechnung darin, 
dass man 

1. in jeder Reduction,noch eine Columne zwischen der vorletzten und 
letzten einscha.Itet, 

2. in jeder Reduction in jeder Columne noch eine Zahl rechnet. 

Hinsichtlich der ersten Mehrarbeit hat man hiernach in der ersten 
Reduction noch die Columne hinzuzufiigen 

aber es ist 

und nicht minder 

a2h+1,1 =a2h+1 -a21 (.(lh+1' 

as "+1,1 = a3 "+1 - a31 1;(1 h+l' 

ahh+1.1 =ahh+ 1 -aid I;(lh+1' 

ah+1 h+l.1 = a"+1 "+1 - ah+11 (.(1 h+l' 

(.(1 "+1.0 = (.(1 "+1; 

somit bleibt von dieser ganzen Columne nur die vorletzte Zahl 

iibrig. 
Genau so :findet man, dass von der in der zweiten Reduction ein

zufiigenden Columne auch nur cine Zahl iibrig Weibt, namlich 
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So besteht in allen Reductionen die einzuffigende Columne immer lediglich 
aUB einer Zahl, namlich 1. 

Die einzufiigenden Columnen bedingen also keine Mehrarbeit . 
.Auch in Bezug auf die. den einzelnen Columnen hinzuzufiigenden 

Zahlen ist die Mehrarbeit eine sehr beschrankte. Ich schreibe, urn die 
VerhiiItnisse klarzulegen, eine Reduction, die erste, vollstandig hin. 

Es ist also zur .Auflosung der h + 1 Gleichungen zu rechnen 

a22,1 =au -a21 l%12 a23,1 =aa3 -a21 1%13 · .. aa",l =aa" -a21 1%14 la,l =la -a21 ")(l' 

as a,l = as 2 - a3 1 I%u a3 3,1 = a3 s - a3 1 1%1 3 ... a3 11,1 = a3 h - a3 1 1%14 13,1 = 13 -. a3 1 ")(1 ' 

ah2,1 = a'02 - a"l 1%12 a"3,l = a"3 - ahl 1%13 ... a"",l = a"" -a"l 1%1" 11>,1 = 1" - a1l1 ")(1' 

ah+12,l =ah+12-ah+111%12 ah+13,l =a"+13-ah+111%131"' ah+1h,1=ah+1,,-a"+111%1h lh+l,l=1,,+1-a"+11")(1. 

Die letzte Zelle enthiiIt die neu zu rechnenden Zahlen. 
Nun ist aber 

all+l1 = 11, a"+1,2 = 12, "', all+1" = 1", 

somit geM diese neu zu recbnende Zeile fiber in 

a,,+12,1 =12 -111%12' ah+13,1 =13-111%13' ''', ah+1 ",1 =1" -111%1 h; 1"+1,1 =lh+1-11")(1' 

Setzen wir fiir die 1% ihre Werte ein, so ist 

it 1%12 = 11 "12 = au ")(1, all 
a13 

11 1%13 = 11 - = a13 ")(1, al1 

Das System der Coefficienten a ist aber ein symmetrisches, man hat 
somit 

und es geM die neu zu rechnende Zeile iiber in 

a,,+12,1=12- a21'Z1' ah+13,1= 13- a31 Xl' ... , a,,+lh=l,,-ahl ")(l; 

das heisst in 
1"+1,1 = 1"+1 - 11 Xl , 
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AIle diese Zahlen sind schon gerechnet und stehen in del' letzten 
Columne del' Reduction, nul' die letzte Zahl ist neu zu rechnen. Nun er
giebt sich jede Reduction aus del' voraufgehenden wie die folgende aus ihr, 
was also von del' erst en Reduction gesagt ist, gilt fUr aIle andel'll, und man 
hat hiel'llach in jeder Reduction nUl' die del' letzten Columne hinzu
zufUgende Zahl neu zu rechnen. 

lndem man also fUr die Normalgleichungen die einzelnen Reductionen 
ausfiihrt, rechnet man noch 

in del' erst en Reduction lll+1,1 = lh+1 -11 Xl' 

" " 
zweiten 

" 1"+1,2 = 1h+1,1 -l2,1 X2' 

" " 
dritten 

" lh+1,3 = lh+1,2 -13,2 X3' 

" " 
yorletzten 

" 1"+1,"-1 = lh+1,h-2 -lh,h-2Z,,-1' 

,., 
" 

letzten 
" lh~l,h = 1h+1.h-1 -lh,h-1Xh' 

Um Eh+1 zu erhalten, haben wir noch 

1h+1, h 
Xh+1 = 

ah+1h+1,h 

zu rechnen, und dann ist schon 

abel' da dem zufolge, was iiber den ersten Teil del' Mehrrechnung gesagt ist, 

ist, so folgt 

XCV b) 

222. Wert der Formel [pv2] = 1h+1 h zur summarischen Controle der 
numerischen Rechnungen. Obgleich nun zur Berechnung yon [pv2] nur 
h Zahlen zu rechnen sind, konnen diese Zahlen doch nicht angegeben 
werden, wenn man nicht aHe Reductionen fiir die Normalgleichungen mit 
ausfiihrt, sind diese Reductionen richtig gerechnet und aus ihnen die be
zeichneten h Zahlen richtig abgeleitet, so ist auch del' Zahlenwert fUr [pv2] 

richtig; aHein man kann diesen Zahlenwert auch noch in anderer Weise be
stimmen. Setzt man namlich, nachdem die E durch Auflosung del' N ormal
gleichungen - was eben die successive Reduction diesel' erforderlich Macht -

wo also die x' die bekannten Naherungswerte angeben, substituirt diese 
wahrscheinlichsten Betrage del' Coefficienten in die Function <l> und rechnet 
damit der Reihe nach die Zahlenwerte von 
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(1)1 = lI>(a1 , hI' ... , U1 ; xl' x2 ' ••• , x,,), 

11>2 = lI>(a2, b2, ... , g2; Xl' x2' ••. , X,,), 

so ist auch 

XCVc) 

wofiir man auch die Formel unter XCV a) substituiren kann, und dieser 
Zahlenwert muss mit dem aus der Formel XCVb) 

[pv2] = lh+I,,. 

abgeleiteten soweit iibereinstimmen, als es die Genauigkeit, mit der die 
Rechnung durchgefiihrl ist, zuHisst. Damit hat man eine iiusserst bequeme 
und sehr wirksame Controle fiir die Richtigkeit der ganzen Zahlenrechnung, 
die man bis zur Erlangung der wahrscheinlichsten Betrage der Coefficienten 
hat ausfiihren miissen, erreicht, eine Controle, die um so werlvoller ist, als 
sie sowohl die Bildung der Normalglejchung, die immerhin noch die Aus
rechnung der Coefficienten aix und lx erforderlich macht, als auch die Auf
losung dieser Normalgleichungen umfasst. 

Der mittlere Fehler fiir eine Beobachtungsgleichung vom Gewicht px 
wird aber 

oder 

]'iir 'den durchschnittlichen Fehler giebt es keine andere Formel als die 
schon in Art. ~20 aufgestellte. Nachdem man durch Einsetzen der wahr~ 
scheinlichsten Betriige der Coefficienten die Zahlenwerle von 11>1' 11>2' ... , II>~ 
abgeleitet hat, versieht man aIle diese Zahlen mit demselben Zeichen oder 
besser gesagt man nimmt sie aIle positiv und berechnet dann ax aus der 
Formel 

a = [vP:llI>xIJ 
x vpxn(n-h) 

Damit ist unsere Aufgabe, so wait sie die Berechnung der wahrscheinlich
sten Coefficienten und der Grossen, die zur Kritisirung der Beobachtungen 
und ihres Endergebnisses dienell solI, betrifft, erledigt. 
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c) Fehlerrechnung .fur die ausgeglichenen Grossen. 

223. Die Fehler der Coefficienten als kritisches Hilfsmittel. Allein 
es kommt nicht selten vor, dass man auch noch wissen muss, welche Sicher
heit den be.rechneten Betragen der Coefficienten selbst zukommt. Nament
lich in den Fallen, wo die analytische Form der Function nicht von vorn
herein gegeben ist, sondern angenommen wird, und dies ist ja bei physi
kalischen Untersuchungen fast die Regel, ist es durchaus notig, sich einen 
Ueberblick uber den Wert der einzelnen Coefficienten zu verschaffen. 

Man habe zum Beispiel eine Untersuchung uber die Abnahme der 
Dichtigkeit einer Substanz mit wachsender Temperatur angestellt, indem 
man diese Dichtigkeit in irgend einer Weise bei den Temperaturen tl , t2' ..• , tn 
gemessen bat. Eine rationelle Formel fUr die Abhangigkeit der Dichtigkeit 
der Substanzen von der Temperatur existirl, vielleicht mit Ausnahme der 
Gase, noch nicht, man hilft sich daher dadurch, dass man die Dichtigkeit 
in eine Potenzreihe nach der Temperatur entwickelt. 1st also D diese 
Dichtigkeit fUr die Temperatur t, so hat man 

D = Xo + Xl t + X2 t2 + ... 
als zu untersuchende Gleichung. 

Da die Anzahl der Potenzen nicht vorgeschrieben ist und auch theoretisch 
nicht hat ermittelt werden konnen, entsteht sofort die Frage, wie viele der
selben soIl man nun nehmen. Je mehr man nimmt, desto mehr Coefficienten 
hat man zu bestimmen, desto weniger uberschUssige Beobachtungsgleichungen 
sind zu befriedigen, desto genauer lassen sich also die Beobachtungs
gleichungen erfullen, und wenn man bis zur n - 1 Potenz von t geht, hat 
man n Coefficienten, genau so viel wie Beobachtungsgleichungen, und diese 
werden ganz streng erfiillt. Aber das giebt noch lange kein Kriterium fUr 
die Richtigkeit der Darstellung und die Giite der Beobachtungen, im Gegen
teil, je mehr Glieder man nehmen muss, urn den Beobachtnngen einiger
massen gerecht zu werden, desto sicherer kann man im allgemeinen sein, 
entweder schlecht beobachtet oder eine falsche Function zur Darstellung 
gewahlt zu haben. Bei welchem Gliede hat man denn nun in einem gegebenen 
Fall stehen zu bleiben? Offenbar hei demjenigen, des sen Coefficient eine 
Unsicherheit besitzt, die seinem Betrage nahe kommt oder diesen gar iibertrifft. 
Die Unsicherheit einer Grosse beurleilen wir aher nach deren mittlerem 
Fehler, und hieraus ersieht man schon, wie notwendig es oft ist, auch die 
mittlern Fehler der Coefficienten zu kelmen. So oft der mittlere Fehler eines 
Coefficienten dem Betrage dieses Coefficienten nahe kommt oder diesen 
Betrag ubersteigt, konnen wir diesen Coefficienten nicht als reell betrachten 
und miissen entweder die Beobachtungen noch weiter haufen oder die mit 
diesem betreffenden Coefficienten multiplicirten Glieder fortlassen. 

Dass man aber von einer Unsicherhllit der Coefficientell wol sprechen 
darf, erhellt daraus, dass die Normalgleichungen zu ihrer Ableitung mit 



316 Notwendigkeit der Auflosung durch successive Nliherung. [224. 

Hilfe von beobachteten Griissen aufgestellt sind; als aus der Beobachtung 
entsprungen, sind die Zahlenwerte in den Normalgleichungen mit Fehleru 
behaftet, es kann also nicht anders sein, als dass auch die wahrschein
lichsten Coefficienten mit Fehleru behaftet sind. Die wahren Fehler dieser 
Coefficienten, wir haben sie friiher mit a bezeichnet, kennen wir nicht, wir 
suchen also ihre wahrscheinlichsten Fehler und diese kommen hier, wo wir 
es mit Fehlern einzelner Grossen zu tun haben,. mit den beziiglichen mittlern 
Fehleru dieser Grossen iiberein. 

224. Vereinfachung des Problems. Notwendigkeit der Rechnung 
durch Nliherungen. Es ist nun 

die x' sind Naherungswerte, die wir beliebig annehmen, von bestimmten 
Fehlern dieser Grossen kann also keine Rede sein, es handelt sich nut urn 
die mittlern Fehler der e. 

Die e sind die Losungen der Normalgleichungen, stellen wir sie in der 
Determinantenform dar, so ist nach Art. 183, 203) 

e.=-• 

all £112 ... ali'" £11 " '1 

£121 £122 .. , a2i .. • £12 " '2 

a" 1 a" 2 •• , a" i . .. a"" '" 
00 .. ·1 .. ·00 

all a 12 ... ... a l " 

£121 £122 ... ... a 2 " 

a" 1 a"2 
... ... a"" 

Hier sind nun sowohl die a wie die 1 aus Beobachtungsgrossen zu
sammengesetzt, und zwar ist 

Nach der Regel, die in Satz 58 fUr die Berechnung des mittlern Fehlers 
einer Grosse, die als Function einer Reihe anderer von einander unab
hangig bestimmter Grossen auf tritt, gegeben ist, miissen wir den Ausdruck 
fUr ei so umwandeln, dass er als Function dieser unabhiingig von einander 
bestimmten Grossen auftritt. Dadurch aber wiirden sich die Ausdriicke so 
aussf\rordentlich compliciren, dass einerseits eine Uebersicht sehr erschwert 
uud andererseits die Masse der Rechnung ungemein gehiiuft wiirde. 
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Nun sind die <Dr also auch die Derivirten dieser Grossen in gewisser 
Beziehung dadurch unserm Belieben anheim gegeben, dass wir die Nahe
rungswerte der Coefficienten abzuandern vermogen, wir wollen daher diese 
Naherungswerte so gewahlt denken, dass der Einfluss der Fehler der ai x 

zu vernachlassigen ist. Die ai x sind aber aus den Differentialquotienten 
der <Dr zusammengesetzt, wir haben daher die Naherungswerte so anzu
nebmen, dass der Einfluss der Fehler der einzelnen Differentialquotienten 
der <Dr ausser Acht zu lassen ist. Es muss aber noch gesagt werden, bei 
welch en Grossen dieser Einfluss sich nicht geltend machen solI. 

Wenn die Beobachtungen mit einander schlecht harmoniren, werden 
nach Berechnung der wahrscheinlichsten Coefficienten relativ grosse wahr
scheinlichste Fehler in den Beobachtungsgleichungen ubrig bleiben. Die 
wahrscheinlichsten Fehler kritisiren die Beobachtungsergebnisse wie die 
Rechenresultate, aIle Versehen spiegeln sich in ihnen wieder und in ihnen 
treten auch die Unsicherheiten der Coefficienten hervor. Wollen wir also 
den Einfluss irgend einer Grosse vernichten, so muss en wir es mit Bezug 
auf diese wahrscheinlichsten Fehler tun, und damit ist gesagt, dass die 
Naherungswerte flir die Coefficienten so gewahlt werden mussen, dass kleine 
durch Abanderung der Betrage der Variabeln hervorgebrachte Aenderungen 
in den Betragen der Derivirten der <Dr auf die wahrscheinlichsten Fehler 
ohne wesentlichen Einfluss bleiben. Nun sind die wahrscheinlichsten 
Fehler bedingt durch Gleichungen von der Form 

('1.=1,2,3, ... , n), 

und wenn hier kleine durch Variirung der Beobachtungsbetrage der Variabeln 
bedingte Aenderungen in den Factoren der ~ sollen vernachlassigt werden 
durfen, mussen die ~ selbst hinreichend klein sein. 

Was wir also fruher zur Ausrechnung del' Ausgleichungsformeln der Be
quemlichkeit wegen eingefuhrt haben, namlich die Auflosung dieser Form 
durch successive Naherung, zeigt sich jetzt, wo man auch die Unsicherheiten 
der Coefficienten kennen lernen will, als durchaus notig, wenn man nicht 
die Rechnungen so compliciren will, dass man bald jede Uebersicht verliert. 

Es kann hiernach gar nicht oft genug hervorgehoben werden, dass die 
Normalgleichungen nur zur Ausrechnung der Verb ess erun gen der Coeffi
cienten angewendet werden Bollen, nicht zur Ausrechnung dieser Coeffl
cienten selbst. Man muss fur das System der Coefficienten erst Naherungs
werte such en , durch die mit diesen hergestellten Normalgleichungen diese 
Naherullgswerte verbessern, die verbesserten Coefficienten als neue Nahe
rungswerte ansehen, aus den mit diesen hergestellten Normalgleichungen neue 
Verbesserungen rechnen, und damit so lange fortfahren, bis die weitern 
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Verbesserungen keinen Zweck mehr haben; aus dem System der Normal
gleichungen fur die letzten Verbesserungen sind dann die mittlern Fehler 
dieser, die auch die der wahrscheinlichsten Ooefficienten sind, zurechnen. 

225. Entwickelte Formeln flir die mittlern Fehler der Coefficienten. 
Es seien also E1 , e2 , .•• , eh diese letzten V erbesserungen, es sinddarin 
die aix wie fehlerlos zu betrachten, und in den l hat man nur die <1>', nicht 
die 0<1>' lox als mit Fehlern behaftet anzusehen. 

Wollen wir daher den mittlern Fehler eines der e bestimmen, etwa 
des e., so ist der Ausdruck von E· als E'unction der <1>' darzustellen, und 
wenn • das geschehen und hierdurch' die Beziehung 

gewonnen ist, wird der mittlere Fehler von E; 

Aber die mittlern Fehler der <1>' sind mit den mittlern Fehlern del' <1>1 
der Beobachtungsgleichungen zu identificiren, also durch fJ-l' fJ-2' ••• , fJ-n zu 
ersetzen, und da, wenn 

gemacht wird, 

- fJ-
... , fLn = VP~ 

ist, so bekommt man 

XCVIa) 
'I /(o~. )2 1 (otji. )2 1 (00/. )2 1 

fJ-~. = p:- V o~' ,- + o<l>~ .... -+ ... + o~' ---,-' 
I 1 PI 2 P2 n . Pn 

226. Erste Entwickelung der mittlern Fehler der Coefficienten. Wir 
haben jetzt den Ausdruck fiir 0/; zu entwickeln. tch werde erst den nahe
liegendsten Weg einschlagen ohne Riicksicht auf besondere praktische Brauch
barkeit der resnltirenden Formeln. 

In der allgemeinen Form besteht ~i aus einem Bruch, dessen Zahler 
eine Determinante ist; der N enner hangt nur von den aix ab, ist also als 
constant zu betrachten, bezeichnen wir diesen Nenner mit N und . den 
Zahler mit Z, so ist 
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und man hat 

Z.= 
t 

Ieh setze 

[ "h,O$'J 
all 1 a" 2 ••• a" i ... a h h - P 'V oxT 

11-

00 ... 1 ... 00 

0$' - ./p-~ =1.. (~) 
V· ~ ox~ ,,' 

Es wird dann, wie zunachst bemerkt werden mag, 

a. =1..~1)1..(1)+1..(2)1..(2)+ ••• + I..(n) I..(n) = [1...1.. ] 
1 'X. 1- X 1- X. 1 X 1 X , 

und dann ist die letzte Colonne auch 

[ - p' $' 0$' 1 = A (1) .Ip 11>' + ) (2) Jp'- $' + ... + A (n) Jj1 $' 
OX~ 1 V· 1 1 '1 V - 2 2 1 V -" n 

[ _ p'lI>' 0$' ] = 1..(1) .Ip $' + A (2) • !if 11>' + ... + A (n) .Ip $' 
OX~ 2 V· 1 1 2 V 1:'2 2 2 V - n n 

. . . . . . 

[ - p' $' 0$' ] = ), (1) Vp $' + A (2) vii~' + ... + A (n) vi $' OXh h 1 1 It 2 2 II n n 

o O$~ + 0$' n 

319 

Nach Satz 7 unserer Abschweifung zerfalIt daher die Determinante Z 
in n andere Determinanten, deren jede genau so gebaut ist, wie diese Deter
minante, nur dass an Stelle der letzten Columne eille andere steht, es ist 
beispielsweise die ide Determinante 

I all a 12 ... a 1 i alII A (x) v.'--~' ' 
1 Px x 

I ! a21 a 22 a 2i a 2h 
I (x) V. -'-II>' 
'2 Px x 

I 

I a h1 a h2 
..• a h; a"h 

I..(X){'II>' 
It Px x 

o 0 1 0 0 
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Hier darf man aber nach Satz 4 der A.bschweifung vP~ w~ als Factor 
vor das Determillantenzeichen vorziehen, setzt man daher 

so wird 

Z~'I.) = 
• 

all a l2 '" a l i '" au 1\1 ,(x) I 
, (x) a21 a22 ... a2i ... a2h 1\2 

alIi 

o 0 ... 1 

a 1..('1.) 
It" ,. 

o 0 

z. = '/p-'-w' Z~I) + '/p-'-w' Z(2) + ... + '/p-'-w' Zen) 
'l v- 1 1 ~ v- 2 2 t V- n n l , 

und die Z~I), Z~2), •• , Z~n) sind als Constanten zu betrachten. Nunmehr ., , 
haben wir die gewiinschte Entwicklung von ;; als Function der W', namlich 

{ 
Z~I) Z~2) z~n)} 

;i = - V p~ W~ l:v + yP; W~ l:v + " . + V p~ W~ l:v . 
Es sind die zt) Determinanten von genau der Form wie Zi' wahrend 

aber in letzterer die letzte Columne aus 11 , 12 , ••• 1", 0 besteht, ist sie 
h· ,(x), (x) ,(x) 0 S h'b . d h Ier 1\1 , 1\2 , ... , 1\,.,. C rel en WIT a er 

Z('I.) 

- -'-' - c(x) - 1 2 3 N - "i , X - , , ,. '" n, 

so ist e;x) eine Grosse ganz von derselben A.rt wie e;, sie resultirt aus den 
Normalgleichungen, so wie man in diesen auf der rechten Seite die l1' l2' ... , l,. 
ersetzt durch l..iX), I..~'I.), ••. , 1..;;). Was hier von I;i gesagt ist, gilt von allen e. 
Wir bekommen also den Satz. 

65. Als Functionen der Beobachtungsgrossen W' dargestellt sind alle 
Verbesserungen e linear und homogen, und zwar hat man 

e = eel),/p-'-w' + e(2),/p-'-w' + ... + ~(n),/p--;-w' 
" ,. I' 1 1 h I' - 2 2 'h I' - n n' 

wo die unter einander stehenden Grossen eil ), e~I). . •. , e~l) die Au(losungen 
der Normalgleichungen sind, wenn man in diesen die 11' 12, ... , 1" ersetzt 

,(I) ,(I) ,(I) t(2) C(Z) ,(2) d' A f'x d "T durch 1\1 ' 1\2 , ... , I\h ; 'I , "2 , ... , 'h le u wsungen er -Lyormal-
gleichungen sind, wenn man in diesen die 11' l2' ... , 1,. ersetzt durch 
,(2) ,(2) ,(2) ls II . t('I.) t(X) tC'I.) d' A (II< de 
1\1 , 1\2 , ... , 1\,. , wo a 0 a gemem "I ' "2 ' ••• , <0,. te u wsungen r 
Normalgleichungen sind, wenn man in diesen die 11' 12, ... , 1" ersetzt durch 
) (.) ) (x) ) (x) 
1\1 ' 1\2 ' ... , 1\" . 
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Um es explicit hinz'1/sc!lTeiben, sind also allgemein E~x), e~x), 
bereclmen aus 

.. "' ~~x) zu 

aC(X) + a e(1l) + .•. + a e(x) = A (It) 
11'1 122 110" l' 

E(x) + >(x) + + ~(x) _ ,(x) a21 'I a22 '2 . . . a2h 'h - "2 ' 

a ~(x)+a ~(x)+ ... +a ~(")=A(x) 
II 1 'I 10 2 2 10 ,. " I. ' 

1VO 

ist. 
J etzt haben wir 

XCVI b) 

und es bedarf zur Berechnung dieser mittlern Fehler der Auflosung von 
n Systemen von Gleichungen, die aIle links vom Gleichheitszeichen den 
Normalgleichungen entsprechen, rechts von demselben aber anstatt der 1 
die A haben. 

Natiirlich wird man diese Systeme zugleich mit den eigentlichen Normal
gleichungen auflosen. In der Ausrechnung eines linearen Gleichungssystems 
kommen aber die rechts yom Gleichheitszeichen stehenden Zahlen ill jeder 
Reduction nur in der letzten Columne vor, es sind also auch fiir jedes 
System in den einzelnen Reductionen nur je die letzten Columnen zu 
rechnen, und die Mehrarbeit best,eht darin, dass in jeder Reduction noch n, 
der letzten Columne entsprechende, Columnen hinzuzufiigen sind. 

Zur grosseren Klarstellung schreibe ich die bezeichneten Columuen fiir 
die erste Reduction hin, und zwar zuerst, und von den folgenden durch 
einen starkern verticalen Strich getrennt, die letzte Columne dieser Reduction 
mit Bezug auf die eigentlichen Normalgleichungen, und dann die ihr ent
sprechellden neu zu rechnenden. 

Also 

" -iL 
",1 - all 

l2,1 = l2- a21 '1..1 

l3,1 = l3-a31 '1..1 

110,1 = l,. -a,. 1 '1..1 

"1..1,0 = Xl 

. . 
A(l) = A(I)_ a '1..(1) 

h,1 I. "1 ·1 

,'(1) = )1) 
_ "'1,0 '·1 

W eius teiu, Lehrbuch I. 

. (n) 
• (n) _ Al 

"', 'I.e -a
Il 

,en) ,en) • (II) 
... , "2,1 = ('2 - a2 1 II 

,en) _ ,en) .(11) 
"', "3,1 - ('a - aa 1 11 

,en) len) • (n) 
... , "h, I = 'II - ,a" 1 '1.. 1 • 

.,<n) _ .,(n) 
"', "'1"U - "1 

21 
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und genau so, wie man fUr die E selbst hat 

fiudet man 

ECx) - (x) ,(x) _. (x) E (x) _ (x) ,(x) _ • (x) 
1 - Xl,lt-l' 2 - "1.2,"-2' ... , h-l - Xh-l,l' 11,0 - "l.h,O 

,)(=1,2,3, "', n, 
und damit 

XCVle) - ./c. (1) )2 C' (2) )2 C' (n) )2 ILXi=P.~i=p.1' "l.i,h-i + "l.i,h-i + ... + li,',-i . 

Die Mehrarbeit waehst proportional der Amahl der Beobaehtungs
gleiehungen und ist darum meist sehr erheblieh. 

227. Z wei t e Entwickelung, Darstellung durch die coordinirten Coef
ficienten. Es giebt aber noeh andere Methoden, die raseher zum Ziele 
fiihren, wenn sic sieh aueh analytiseh nieht so leieht ableiten lassen wie 
die vorstehende. 

Ieh gehe wieder von der Darstellung der ~ dureh die Determinanten 
Z und N aus. Es ist zunaehst 

also aueh 

2 p.2 {('OZi)2 1 ('OZ;)2 1 ('OZi)2 1 } 
p.~ . = 2 '0<1>' -. + '0<1>' -. + ... + '0<1>' -" 

• N 1 P l 2 P2 n P n 

Die Determinante Zi hangt von den <1>' insofern ab, als die Elemente 
11 , 12 , ••• , 1", 0 ihrer letzten Columne Funetionen der <1>' sind, wir 
haben also 

und da 

all ,'O<1>~ '012 , 'O<1>~ 
'O<1>~ = - p .. 'OX'l' 'O<1>~ = - p .. 'ox; , 

ist, so bekommen wir, wenn wie friiher 

XCVII) 

gesetzt wird, was die Gleiehung 

XCVIII) 

mitbringt, 



227.] Zweite Entwickelung. 323 

1 CZ; 1 aZi 1 aZj (I) aZ; ---=)()--+A() - --+ ... +) ~-, 
./ ''0<1>' '[ at 2 aZ 'h at v PI I I 2 h 

1_ a~ =1..(2) aZi +,,(2) ~~+ ... +,,(2) aZi_, 

Vl)~ '0<1>2 1 atl 2 '012 hal" 

'oZ. 'Oz. 'oZ. ( ) 'oZ. 
_ ... --'- = ) (n) _--'- + ) (n) _~! + ... + " n. __ '_ . 
.F' O(P' '1 al '2 aZ " al v Pn n 1 2 h 

Quadriren wir jetzt aIle Gleiehungen und addiren sie, so entsteht linker 
N2 2 

p.~ . 
Hand -=jj--'- und man hat 

p. 

+ ....................... . 
aZi 'oZ. 'oZ. 'oZ. oZ. 'oZ. 

+ --- -'- [)'h)'I] + -;C;t' -",Z'- [",,1..2] + ... + -;C;-l! 'O;1Z-'-- [AiI)'h]' alit atl 0 h u 2 0 It U h 

Es ist aber 

also aueh 

+ ................ . 

aZi {aZ; aZi aZi } 
+ aT a l It aT + a~ It at + ... + ai, h -aT . 

Ii t:! Ii 

Ieh bringe jetzt in dem Ausdruek fUr unsere Determinante Z; eine 
kleine Aenderung an, die let.zt.e Zeile derselben nimmt namlieh eine Sonder
steHung ein, weil sie lautet 

00 ... 1 ... 00 

21' 



324 Mittlel'e Fehlel' del' auszugleichenden Grossen. [227. 

wo die 1 an iter Stelle steht. Ieh fiihre, urn diese letzte Zeile den andern 
conform zu machen, eine Anzahl neuer Elemente ein, indem iell 

ah+11 = 0, ah+12 = 0, ... , ah+1 i-I = 0, ah+1 i = 1, ah+1 i+l = 0, ... , 

a lt+12 = 0, lh+l = 0, 

setze, Zj wirn. dann 

all a12 ... alit II 

Z';= 
a21 . a2 2 a2h l2 

Nach Satz 11 der Absehweifung ist hiernach 

oZ oZ oZ. oZ. 
ii" 0 

a1h ar-+ a2h V+···+ ahltV+ a"+lh ~.-= . 
1 2 " It+l 

Da nun aIle ah+1 bis auf das a,,+li gleich Null sind, so verschwinden 
N2 2 

fL~. 
in dem Ausdruek fiir ~ aIle Klammerausdriieke bis auf den Ausdruek, 

oZ. fL 
welcher 'zum Factor hat, dieser wird aber gleieh 

Oli 

Zufolge des Satzes 10 der Absehweifung ist aber 

also = N, 

somit bekommen wir einfaeh 
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aZi 

N ach demselbell Satz ist ferner, bis auf das Zeichen, das, was 
ali 

aus Zj wird, wenn man daselbst die letzte Colonne und die ite Zeile weg
lasst, schliessen wir diese Colonne und diese Zeile in Parallelstriche ein, 
so haben wir 

I aJ 1 a1 2 ..• a1 i '" a) hill 
~2 I ~2 2 ... ~2; ." ~2 h I ~2 
-~. I 
ail ai2 a;i'" a;h I l. 

----~f 

o () 
a" i '" a" It Il" 
1 ... 0 '0 I 

Wir konnen die ite Zeile stehen lassen, wenn wir in del' letzten Colonne 
an Stelle del' 1 lauter Nullen setzen und nul' fiir l; eine 1 hinschreiben 
und das Zeiehen geeignet andern, dann bekommt man die sehr symmetrische 
Form 

oZ. , 

Indem wir jetzt 

al I at ~ ... a l j •• • al " 0 

a2 I a2 2 . " a2 ; '" a2 h 0 

! : 

(J 0 ... 1 ... 0 0 

aZj 

ali . (i) 
- N ='1; 

setzen, geht TJ\;) dadurch aus Ei hervor, dass man in den Normalgleichungen 
an Stelle del' 1 lauter Nullen und nur fUr l; die setzt, und wir bekommen 
damit 

P.~i=P:JI~;i5, i=l, 2, 3, "', h. 

Um die TJ zu bestimmen, haben wir hiernaeh h Systeme von linearen 
meichungen aufzulosen, deren linke Seiten ganz den Normalgleichungen 
entsprechen, deren rechte Seiten nul' je in del' iten Gleichullg eine 1, sonst 
tiberall Nullen haben. Ieh llenne diese Gleichungen die coordinirten Normal
gleiclmngen und die durch sie bestimmten 'fj die coordinirten Ooefficienten 
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Die allgemeine Form eines solchen Systems coordinirter Normalgleichungen 
ist also 

IC) 

~I(i)+ ... +a 
2 1h 

"I\(i) - 0 
"lit - , 

(i) (iJ (i)_O 
a i - 11 1)1 + a i - 12 1)2 + ... + a i- 1 It 7J1t - , 

ro ro ro 
ail 1)1 + a i2 1)2 + ... + alit 1)h = 1, 

a i+11 1)ii) + a i+12 1)~i) + ... + a i+1 h 1);:) = 0, 

Von den so zu berechnenden h2 coordinirten Coefficieuten 

"1\(1) "1\(1) .,,(1) .,,(1) 
"1 "2 "3 •• " "h 

." (2) ." (2) ." (2) ." (2) 
"1 "2 "3 •• " "h 

." (3) ." (3) ." (3) ." (3) 
"1 "2 "3 ••• "h 

." (h) ." (h) "1\ (h) ." (h) 
"'1 "'2 "3 "." "h 

brauchen wir aber, wenigstens rur den vorliegenden Zweck, nur die h 
Grossen, welche in der Diagonale stehen, namlich 

." (1) ." (2) ." (3) ." (h) 
"'1 "'2 "3 .". "h • 

Die andern h(lt-I) Grossen werden mitgerechnet, weil man diese 
notigen Grossen sonst nicht zu erlangen vermag. l'rotzdem ist diese 
Methode immer noch bei weitem einfacher als die erste, denn in jener haben 
wir n Gleichungssysteme, hier nur h aufzulosen, ausserdem aber sind die 
rechten Seiten in unsern jetzigen Gleichungssystemen viel einfaeher als in 
den von der ersten Methode gelieferten Gleiehungssystemen. 

Abgesehen davon konnen aueh noeh die andern eoordinirten Coeffi
cienten, wie sieh bald zeigen wird, Verwendung finden. Uebrigens bilden 
die 1) ein symmetrisches System, da sieh leicht beweisen liisst, dass 

ist, in der Tat ist das System der Unterdeterminanten einer sYll1ll1etrisehen 
Dctcrminante wieder symmetriseh. Es redueirt sieh also die Anzahl der 

itCh - 1) 
vorlaufig unniitzen 1) auf 2 . 

Die obige Methode zur Bereehnung der mittlern Fehler reicht schon in 
vielen Fallen - nall1entlich dann, wenn die Anzahl der Coefficienten eine 
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beschrankte ist - aus; man kann sich dann direct an die coordinirten 
Normalgleichungen halten. 

Indessen sind wir leicht im Stande, die Entwickelung weiter zu treiben 
und fur die Yj explicite Ausdrucke herzustellen. 

228. Dritte Entwickelung, explicite Formeln. Gehen wir namlich auf 
die Auflosung der Gleichungen genauer ein, so haben wir nach Redliction 
der Normalgleichungen fiir jedes unserer neuen Gleichungssysteme in jeder 
Reduction nur e i n e Columne, die der letzten entsprechende neu zu rechnen. 
reh discutire diese Columne allgemein fUr das Gleichungssystem der .,P). 

Bezeichnet man die rechten Seiten der Gleichungen fUr die 'rp) allge
mein durch beziiglich lIi) , l~i), ... , l~i), so ist 

ll(i) = 0, ... , l/il 1 = 0, lY) = 1, l;~l = 0, ... , l,,(i) = 0, 

und die fUr diese Gleichungen zu rechnende Columne hat in der xten 
Rednction die Form 

lei) _lei) • (i) 
x+l,x- x+l.x-l- ax+lx,x-lXx , 

l(i) -l(i) a . (i) 
'x+2, x - x+2, x-I - 'x+2x, x'-1 Xx , 

1 (i) 
h,x 

=l(i) 
h,x-l -a hx, x-l 

XCi). 
x ' 

• (i) _. (i) 
-(J. /i) 

Xl, x-I - Xl, x-2 1 x, ')(.-2 x , 

• (I) _. (0 -(J. Z~i) , X~, ,,-2 - 1.2, ,,-3 2 x,x-:1 

• (i) _. (i) -(J. XCi) 
Xx-I, 1 - 1:,,-1,0 x-l x,o " , 
X (i) 

x,o 
=Z(i) 

·x • 

Die l,-~i~ miissen wir aile rechnen, von den Z'-,p. brauchen wir aber nur 
eines in jeder Columne zu bestimmen, namlich dasjenige, in welchem der 
erste Index A gleich i ist, denn von allen .,,(i) wollen wir ja nur eines, Yj~), 
kennen lernen. 

Nun ist fur x = 1 das Z(i) = Z(i) = 0, also auch -!i)= 0, und da bis auf 
Cl Cl 1,0 1 .1 (') 

das l;,'o = l;' auch aIle andern 1 gleich 0 sind, so ble.ibt allein 1i,'2 von Null 
verschieden und wird gleich 1. Hiernach ist auch xi') = ° und nur lt~ von 
Null verschieden und gleich 1 u. s. f. Also, in allen i-I ersten Reductionen 
zieht sich die letzte Columne auf eine einzige Zahl, die gleich 1 ist, zu
sammell, 
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Von der iten Reduction ab. aber sind die Columnen immer vollzahlig. 
SpecieU ist in der iten Reduction 

"""--, 
au, '/-1 

lei) - - a .,(.) 
;+2, -- . i+2/, i:-1 Ai , 

,et; = -a .,(i) 
h,i Itl,i-l Ai,· 

Es sind aber, weil die urspriinglichen a ein symmetrisches System bilden, 
wie Art. 186 gezeigt, auch die ·a aller folgenden Reductionen symmetrisch, 
also 

also konnen wir beispielsweise li~l,i auch sehreiben 

1(.) ." (i) 
i+1, i = - ai /+1, (-1 'Xi , 

und das wird zufolge des Betrages von xii) gleicli ~ rlii+1 oder, was das
selbe ist, gleich - rli ;+1,0' die.1 werden hiernach bis:,auf das Zeichen gleich 
den am Fusse der einzelnen Columnen stehenden rl, die wir bei derselben 
Reductiou zuletzt zu rechnen haben, geben also hier nichts Neues. 

In der auf diese Reduction folgenden Reduction; in der i + 1 ten, ist 
beispielsweise das erste l .. 

lei) - lei) - a . (.) 
1+2, ;+1 - ;+2,; ;+'2,;+1, i /1+.1 

ai+ 2i+1,i 
= -- (;(ii+2 + ------- (ljj+1' 

al+1i+l ,i 

Hier ist wieder 

also der Factor von rli i+1 auch gleich rli+ 1 i+2 und 

Aber die in den Klammern stehende Grosse ist nicht anderes als 
(l. i+2, l' una hiernach wird die Reihe der I, die in der voraufgehenden 
Reduction war, 

in dieser 
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Das heisst gleich den in dieser Reduction in den einzelnen Columnen an 
vorletzter Stelle stehenden (l. Es folgt hieraus schon von selbst, dass in 
der nachsten Reduction, der i + 2 ten, die I bis auf das Zeichen gleich den 
in dieser Reduction in den einzelnen Column en an drittletzter Stelle stehenden 
(l sind. Allgemein' ist hiernach in der i + ~ten Reduction die Reihe der l 
gleich den in dieser Reduction in den einzelnen Column en an x letzter 
Stelle stehenden (l namlich gleich 

Man erkennt djese IX, daran, dass ihr erster Index eben i ist. 
Die let) sind hiernach iiberhaupt nicht neu zu rechnen. 

Was die X(i) anbetrifft, so ist zunachst in jeder Reduction allein das 
ite zu rechnen, in der iten Reduction also das X~i)o und dieses ist 

1, 

In der i + 1 ten haben wir nur X;:)1 zu berechnen. Es ist aber 

nnd weil 

ist, wird 
2 

• (i) _, (1) + (lii+l,~_ 
1.;'1 - Z;,u a 

i+li+l,i 

In der nachstfolgenden Reduction haben wir es mit Z\:12 zu tun. U II ' 
entwickelt ist 

und wegen 

wird 

,('1 _, (i) ,(i) 
Xi, 2 - Zi,l - (l;;+2,1 '1.;+2 ' 

2 
,(i) _. (i) + (lii+2,1 , 

1.;'2 ~ Zi,1 ai+2i+2,i+l 

2 2 
1 (lU+l 0 (lii+2,1 = -'-- + ----+ ~-~----. 

a ii,i--l a i+ li+ 1,i a i+ 2i+ 2,i+l 
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Man sieht schon, wie die Rechnung weiter geht, und bekommt 
schliesslich 

1 2 a:. a2 . 
(i) (i) aii+1,O + __ ~'.+:2c1 __ + _,_,+3,2 ,_ + ... 'f.. .. ='1). =--+--~ 

Cl,h-t , aji,i_l a i+1i+1,i ai+2i+2.i+l ai+3i+3,i+2 

2 
aih.1.-i-1 + ... _-_. 
ah h. h-l 

Jetzt konnen wir, indem wir statt '1)i(') schreiben qi und von der be
sondern Form, in der wir das Problem gelost haben, absehen, sagen: 

C) 

66. Rechnet man h GrossenJqi nach den Formeln 

1 2 2 2 a2 at 2 a1 :1, t a14• 2 + ... + 1h,"-2, qt=-+--+--+ 
a1 1 a22, 1 a3 3, 2 a44,3 ah h, k-l 

1 a; 3 
2 

0.2 
0.24,1 + ... + 2k,k-3, q2= --+--+ 

a22,1 a33,2 a44,3 ahh ,h-l 

1 2 2 
0.34 0.3 h, h-4 

q3= --+ + ... + , 
a33,2 a4 4,3 ahh, k-l 

und so fort, bis 

1 
-----+ ... + 
a"_1 h-l, 1,-2 

, 
ahh,h-1 

1 ---, 
ah h, h-1 

so sind die mittlern Fehler der bezuglichen Coefjicienten 

P-x, = P-V~, 

XCVId) P-x, = P-y'Q2' 

P-x = P-yq". 
" 

Die in den Ausdriicken fiir die q unter einander stehenden rJ. be
finden sich jedesmal in der ersten Columne einer Reduction, und zwar 
von vorne gezahlt, in der der ersten, zweiten, dritten u. s. f. bis vor
letzten Reduction. 

229. Vierte Methode, Berechnung aus den Aequivalentgrossen. 
Die mittlern Fehler und Gewichte der Aequivalentgrossen. .Es ist lehr
reich, die Ausdriicke fiir die q mit denen der entsprechenden ~ zu ver
gleichen. 
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In der zweiten expliciten Darstellung haben wir namlich nach Art. ] 85 

E1 

E2 
ea 

= 11- (112,0 12- (113,1/3- (114,2 "1.4-··· - (/.1lt,"-2 1", 

Z2 - (123,0 13 - /)(24,1 "1.4 - ... - (/.2h,"-3 Zit' 

Z3- (134,0 Z4 - ... - (13h,"-4 Zh' 

Ih-1- (1"_lh,O Z", 

Z" 

und es kniipft sich an diese Form eine sehr interessante Bemerkung an. 
Sehen wir namlich die "I. - wir haben sie Art. 184 als Aequivalent

grossen bezeichnet - als direct durch Beobachtung gefundene Grossen an, 
denen die beziiglichen Gewichte 111' 7t2 , ••. , 7th zukommen, so haben wir 
nach dieser Darstellung der ~ flir den mittlern Fehler eines der x, etwa 
fiir den von Xi 

aber nach den obigen Formeln ist 

somit bekommen wir 

und es ergiebt sich: 

67. Man kann die mittlern Fehler der Coe(ficienten auch unmittelbar 
atts der Darstellung dieser Coe(ficienten als Functionen der Aequivalentgrossen 
1 ableiten, wenn man diesen Grossen der Reihe nach die Gewichte 

also die mittlem FeltZer 

.. "' 

zuscltreibf. 
Wir batten diese mittlern Fehler der Z auch von vornherein ableiten 

kiinnen. In der Tat nehmen wir als Beispiel den mittlern Felller von Z' 
so ist zunachst 
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aber man hat 

0<1>' 0<1>' 0<1>' 
l ,y" I, ,y,' 2, I' n, -= 'v ---p+ w ----P + ... + <) -- p , 
1 lOX; 1 2 aX~ 2 n OX~ n 

somit 

oll ,oll>~ oll , oil>; 
oll>~ = - Pl OX~ , oil>; = - P2 ax-;' " ., 

und es wird 

Der unter dem Wurzelzeichen stehende Ausdruck ist aber nichts anderes 
als a l l' es ergiebt sich also 

fL = __ fL . 
z, .fa V 1 1 

Fiir die anderen fLx den directen Beweis zU fiihren ist nichtnotig, denn 
wir wissen, dass Xi zu Xi-l genau in dem Verhiiltnis steht wie Xi-l zu Xi-2' 
und dass dasselbe. von den a gilt. 

"Aequivalent" sind hiernach die X den Il>'. 
In der allgemeinen Zusammenfassung, die diesem Abschnitt ~u folgen 

hat, werde ieh das allgemeine Schema fur alIe zur numerischen Bereehnung 
hier in Frage kommenden Grossen aufstellen. 

230. Fiinfte Methode, Ableitung aus der Prltcision. Die Normal
gleichungen geben die wahrscheinlichsten Coefficienten. Gauss, der ja 
nieht bIos die Ausgleiehungsrechnung erfunden, sondern auch dieselbe zur 
hochsten Vollendung gebracht hat, hat noeh eineReihe anderer Methoden 
zur Berechnung der mittlern Fehler der ausgeglichenen Coeffieienten an
gegeben, ein Beweis dafiir, dass er einerseits diese Bereehnung fiir sehr 
wichtig und andererseits die Ableitung der dazu notigen Formeln als ver
wiekelt angesehen hat. leh will nur eine dieser Methoden genauer ausfiihren, 
die andern dagegen, ohne sie im Einzelnen darzulegen, erwahnen. 

Es werden in dieser Methode nicht sowohl die mittlern Fehler der 
Coefficienten als vielmehr ihre Pracisionsconstanten bestimmt, die ja in 
bekannter Weise mit den mittlern Fehlern zusammenhangen. 

Gauss geht davon aus, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die 
Beobachtungsgleichungeu gerade mit den Fehlernvl' v2 , ••• , v" behaftet 
sind, dargestellt wird durch 

W - rf -7t(Wl2tJ~+w22v22+"'+U'n21'n2) 
-Ge . 
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o ist eine Constante, die dadurch zu bestimmen ist, dass die Wahr
scheinlichkeit alIer moglichen Combillationen von Fehlerbetragen gleich 1 
sein muss, weil eine dieser Combinationen sicher eintreffen muss. Die tlJx 

sind die relativen Pracisionsconstanten der beziiglichen Gleichungen. Die v 
hangen von den zu bestimmenden Coefficienten ab. Da wir mehr Gleichungen 
haben, als Coefficienten zu bestimmen sind, Konnen von vornherein dUlse 
Coefficienten alIe moglichen Werte zwischen - 00 und + 00 haben, W driickt 
daher zugleich die Wahrscheinlichkeit aus, dass die Coefficienten gerade die 
Retrage Xl' X2' ... , X"' keine andern haben. Multipliciren wir W mit 
dxl , dx2• • •• , dx"_l' so haben wir in 

die Wahrscheinlichkeit, dass del' letzte Coefficient gerade den Wert x"' del' 
erste einen zwischen Xl und Xl + dx1, der zweite den zwischen x2 und 
x2 + dx2 , ••• , der vorletzte einen zwischen X"_l und X"_l + dX"_l gelegenen 
Wert hat. Indem wir jetzt nach xl' x2' ••• , X"_l von - 00 bis + 00 

integriren, bekommen wir in 

+'" +00 +'" 

W _ 0 A_ A_ d - 1t W, D, W, D, +. . . IOn ~n S S S ( , '+ " + 2 ') 

Xh - t<W1 uw2 •• ,X"_l e 
-00 -00 

die Wahrscheinlichkeit, dass die xl' x2' ••• , X"_l iiberhaupt irgend welche 
Werte haben, x" dagegen gerade den Betrag xh besitzt. 

Bezeichnet aber tIJ die Pracisionsconstante, die einer Beobachtungs
gleichung zukommt, wenn sie das Gewicht 1 hat, so wird 

somit auch 
+00 +'" +00 

W - cSa Sa S A_ -1tW'(p,.,'+p,v,'+···+Pn"n') 
"'1< - Xl x2 • • . uw"_l e , 

-00 -00 

und das giebt die Wahrscheinlichkeit, dass der letzte Coefficient gerade den 
Wert x" hat. Es sind nun die n - 1 Integrationen auszufiihren. Ich setze 
wieder 

Xl = Xl + ;1' X2 = X2 + E2, ... , X"_l = XI._1 + E"_l' X" = X;, + E" 

und schteibe die Fehlergleichungen in del' Form 

,Ip-v - ..,(1) + t 1.(1) + t 1.(1) +; 1.(1) + ... + E 1.(1) v· 1 1 - I ~1 1 ~2 2 3 3 " " , 

YP2 v2 = ,(2) + E1 A~2) + E2 A~2) + E3 A~2) + ... + ;" A}~), 
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wo also die A die ihnen in Art. 226 oder 227 verliehene Bedeutung haben, 
die j aber definirt sind durch 

Quadriren wir jede dieser Gleichungen und addiren aIle so modificirlen 
Gleichungen, so resultirt, indem wir, urn die Integration nach el ausfiihren 
zu konnen, nach Potenzen dieser Grosse ordnen 

PI' QI und RI sind von ~1 nicht abhangig, und man hat unter Benutzung 
der frfiher definirten Grossen a und 1 

PI = all, 

QI = - 11 + a1 2 ~2 + a1 3 ~3 + ... + a1 " ~'" 

Rl = 1"+1 + a2 2 ~2 2 + a 3 3 ~3 2 + ... + a h II ~" 2, 

+ 2~2 ( - 12 + a2 3 ~3 + a2 4 ~4 + ... + a2 h ~,,), 

+ 2~3 ( - 13 + a3 4 ~4 + a3 5 ~5 + ... + a3 " eh ), 

+ ......... . 
+ 2~It_l (- 1h_l + ah -1 It ~h)' 

+ 2~h (-l,J. 

Das zu bestimmende Integral wird nun 

+00 5 d~l e -1t(P,~,'+2Q,~, + R,)w2
• 

-00 

Schreibt man den Factor von 7t in der Form 

P((~l + QI)2 + Rl_ QI:) w2 
PI PI PI 

und fiihrt an Stelle von e1 als Variabeln v':;t V PI (~I + ~:) w ="Ill ein, so 

geht unser Integral fiber in 

+'" 
1 -1tw2 (R _CJ.:)S -7),'d 1 -1t(R - Q.')W2 --c==--=e 'p e "Ill =--==e 'P, . 

tv VPj V7t t tv Vall 
-00 
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Wir ordnen jetzt den Exponenten von e nach ~2 und setzen 

alsdann iilt 

+ 
( la a a) 2~ - l +_1_1k-! + E (a __ 1 h-~_~) 

+ It-I "-1 a ok "-1" a 11 II 

( II a1k ) + 2E - l +-- 0 

h " all 

Beachtet man aber die Grossen, die bei der ersten Reduction der Normal
gleichungen gebildet sind, so folgt 

P2 = a22,1 

Q2 = - l2,1 + E3 a 2 3,1 + ~4 a 2 4,1 + 0 0 0 + ~h a 2 ii, 1 

R2 = + lh+l,1 + ~22a33,1 + ~42a4 4,1 + 000 + ~"2a,, h,1 

+ 2~g (-la, 1 + E4 ag 4,1 + E5 a3 5, I + 0 0 0 + ~" a3 ",1 ) 

+ 2e4 (-l4,1 + E5 a45,1 + ~6 a46,1 + 0 0 0 + E"a41t,1) 

+. 

+ 2~h-l (- l"--l,l + E" a h _ 1 h,l) 

+ 2e" (- lh,l) , 

und die P2, Q2' R2 sind aus den Grossen der crsten Reduction der Normal
gleichungell genau so gebildet wie die PI' QI' RI aus den Elementen dcr 
ersten. Man hat aber nach Ausfiihrung der Integration nach E2 



336 Mittlere Fehler der auszugleichenden Griissen. [230. 

Indem man wieder zur Integration nach ~3 

~- ~2 =Pa ~32 -t; 2Q3 Es + Ra 

setzt, sind die Pa, Q3, R3 aus den Elementen der zweiten Reduction der 
N ormalgleichungen genau so zusammengesetzt wie die P 2 , Q2, R2 aus 
denen der ersten. Das Integral wird daher 

-\~ _c 1 _ l_e-lt(R,-~')W'. 
w yall Va22,1 V a 33,2 . 

So geht die Integration weiter. Nach Ausfiihrung" der letzten Inte
gration bekommt man also 

Ow -(h-l) -It (Rh .1- Qh~1) w' 
W = e ~~ 

xh Vall V a 2 2,1 V a 3 3,2 V a 44,3'" yah_ 1 h-l,h-2 

und hierin ist 

P = h-l a h_ l h-l,h-2' 

Qh-l = -l,,-I,II-2 + E" ah_ 1 ",h-2' 

R II _ 1 = + l"+I, 11-2 + ~h 2 ah ","-2 - 2EII l",1I_2' 

Hiernach haben wir 

Q 2 a2 l2 
h-l "2( "-111,1t-2) h-l,It-2 R ---=" a - +Z ------

II-I P '" "",1t-2 a 11+1,11-2 a 
II-I 11-111-1,11-2 "-111-1,1.-2 

oder 

Qh2_1 t t 
- -- = <; 2 a - 2" l l Rh_ 1 P II I,", It-I It II,It-1 + "h+l,lt-l' 

h-l 

und es wird 

[(, 'll, It_l)2 Ih+ 1,"-1 I,,: "-1] , 
C h-l -"a" I-I '1--- +~~~--- w u) I I, I t a a 2 

tV = ... e "",11-1 hh,h-l a"h,I.-l 

x" Vall a22,1 a33,~ ... ah- 1h - I,II-2 

oder, weil 

ist, auch 

lh, h-l • 
-;;:---=Xh' 

hlt,h-l 

lh+l,II-1 -lh,h-l XI. = l"+I,,, 
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Die Constante C sollte dadurch bestimmt sein, dass lV = 1 wird, wenll 
es sich urn die Wahrscheinlichkeit handelt, dass uberhaupt irgend eine 
Combination von Fehlern auftritt. Es sind aber aile Fehlercombinationen 
erschopft, wenn aBe Combillationen der ~ erschopft siud, und da in dem 
Ausdruck f1ir W",,, alle Combinationcn der el' e2 , ••• , e/.- l schon beruck

sichtigt sind, muss noch 

sein. Damit bekommt man aber 

und es wird sehr einfach 

Hieraus folgt zunacllst ein wichtiger Satz. Nach dem Ausgleichungs
verfahren, das wir eingesehlagen haben, ist niimlich 

offenbar findet aber fiir W gerade dann der grossie Betrag statt, wenn eben 
"'It 

;" - Zit = 0 ist, weil alle im Exponenten von e in ];'rage kommenden Grossen 
nur positiv sein konnen. Da nach demselben Schema die Wahrscheinlich
keiten aueh fur die andern Coeffieienten zu bestimmen sind, so ergiebt 
sieh also 

68. Dati man die Feltler in einer Untersucltung als ~ufiUli.q al1selten, 
so ergiebt das Ausgleichungsverfahl'en naclt del' Methode del' lcleinsten Quadmte 
fut· die ~u berechnenden Coefficienten die waltr sclte in lic7ts ten Betl'ii,qe, drts 
heissf, lceine andere Combination del' Feldergleichungen fuh,.f ~u tmhrsclteil1-
licheren Bett'iigen fUr die Coefficienten als die dltrc/t die NormrtlgleicllUngen 
ausgedrzlclcte. 

Ferner sieht man, dass die Priicisionsconstante \'on .r" gleich 

w = wJiJ,--
"'It JI 1t/l,1t-1 

ist. Der mittlere Fehler von x" wird 11iernach 

1 

Das ist dasselbe, was wir schon fruber gefunden haben, denn es ist __ 1 -
nieMs anderes als q". a'l ","-1 

Wei II S te j II, J.elu'bllc!l I. 22 
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Gauss hat hierllach noch die Regel allgegebell: 
69. TVill man eil1en Coefficiellten und seinen waltrscheinlicllen FeMer 

kennen lemen, so stellt man das e, welches Zit diesem Ooefficienten geliiJrt, 
in jeder der NfJrmalgleichungen an letzter Stelle und eliminirt nach und nacTt 
aUe andern e, und zwar lediglich durch successive Substitu,fion ohne dabei eine 
del" Gleichungen mit einem Facfm' zu multipliciren oder zn dividiren. Hat 
man dann zuletzt fur dieses e, wir nennen es allgemein e;, erhalten 

so ist 

II. _ P-
'Xi - J/a . 

N ach diesem Verfahrell wiirde man also die N ormalgleichungen 11 mal 
vollstandig niederzuschreiben habell, illdem man jedesmal ein anderes e an 
letzter Stelle schreibt, und 11 mal alle Coefficienten bis auf das letzte Ie dig
lich durch Substitution eliminiren miissen. 

Die Rechnung selbst ist mcM so weitlaufig, wie es hiernach scheillen 
konnte, schreibt man die Coefficienten einmal yorwarts und einmal riick
warts, also in der Folge 

,. 
~ 

,. 
:;1' ~2' ... ~ ;/t 

und III der 
~ ~ 

,. 
~lt' "'11,-1' ... , '1' 

und fiihrt die Eliminationen fiir die eine wie fiir die andere Anordnung del' 
Normalgleichungen aus, so hat man schon aIle Grossen gerechnet, deren 
man sonst noch bedarf, urn ~"-l' e"_2' ... , e1 und deren mittlere Fehler 
zu erhaltell. lch gehe darauf nicht weiter ein, weil die voraufgehende 
Methode vor dieser historisch ersten Methode mit del' Zeit anscheinend 
doch den Y orzug' bekommen hat und fiir den Physiker auch den bedeuten
den V orteil eines einzigen festen Schemas hat. 

d) Die clta1'alcte1'£stl'schen Fehle)' von Funct'l'onen ausgegZ";clwnm' 
Grossen. 

231, Frage nach den mittlern Fehlern von Functionen der Coefficienten, 
Nachdem man die Ausgleichung ausgefiihrt, und fur die Coefficienten die 
wahrscheinlichsten Werte abgeleitet hat, ist man nicht selten in der Lage, 
die vorgelegte ausgeglichene ]<'unction in eine andere transformiren zu 
miissen, weil man aus diesel' noch besondere Schliisse ziehen will. 

Am besten ist es zwar, diese neue Function unabhangig von der andern filr 
sich ausz\lgleichen, inrlessen kanll es !loch kommen, !lass eille Ausgleicllllng' 
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der in ihr enthaltenen Coefficienten ganz ohne Riicksicht auf die nrspriingliche 
Function untunlich ist und zwar einmal, weil sie vielleicht in ihrem Ban 
verwickelter ist als jene und die Coefficiellten nicht so unmittelbar als solche 
erkennen liisst, und dann. wei I sie vieJleicht mehr Coefficienten enthiilt 
als jene. 

Ein gutes Beispiel fUr den ersten Fall bietet die periodische Reihe. 
Wir konnen dieselbe zuerst in del' Form 

g = )"0+ ~1 sin (a + \h) + t~ sin(b + 1)2) + ... 

anwendel1, wo die ~ und ~ die Coefficienten sind, urn deren Ausre~llllung es 
sich handeln wiirde. Aber da die \) unter rlem sin-Zeichen stehen, so wird 
die Bestimmung selbst von Niiherungswerten fUr diese Grossen nicht leicht 
sein. Entwickelt man nun die Sinusse, so bekommt man eine Reihe von 
ael' Form 

g = x" + x, cosa + X2 cosb + .. . 
+ 1ft sina + 1/2 sinl) + ... . 

una hier sind die zu berechnenden Grossen wirldich als Coefficienten ver
treten und in ihren Niiherungswerten durch Auflosnng linearer Gleichungen 
1m eruiren. Man sieht auch, dass die zweite Form genau so viele Unbekallnte 
enthiilt, wie die erste, und da sie sich so viel leichter behandeln liisst wie 
jene, bringt man jedesmal, so oft es slch um Ausgleichung einer periodischell 
Reihe von der ersten Form handelt, diese erst auf aie z'weite Form und 
gleicht die Coefficienten dieser aus. Nachdem das geschehen, hat man aus 
den Gleichungell 

aus denen allgemein 

~, cos I), = JII' ~1 sin I), = x,; 

)'~ r()~ I)~ ~~ .1ft, ~t sin \J~ c--= x ~ ; 

U. S. f., 

x 
r = ,/ ;):~ + II~ I) = :ll'ctg 
, V .' /1 

folgt, die ~ und ~ auszurechnen. 
In diesem Fall, wo also die transformirte Function genau so viele 

Coefficienten enthiilt wie die urspriingliche, sind principielle Schwierigkeiten 
nicht zu iiberwinden, man berechnet die Coefficienten fUr die transformirte 
}<'unction unter Beachtung dessen, dass auch die Gewichte einer gewissen, 
bald zu discutirenden Aenderung zu unterwerfen sind, und leitet aus ihnen 
vermoge der durch die Transformation gegebenen Beziehungen zwischen 
ihnen und den Coefficienten der urspriinglichen Punction die Betriige dieser 
Coefficienten abo 

Nur ein Punkt verdient noch besondere Erwiihnung; die Coefficienten 
der transformirten Function sind nach ihrer Ausgleichung mit gewissen 
lllittlern Fehlern, die wir zu herechnen gelernt habell, behaftet; rechuet 
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man aus ihnen die Coefficienten der urspriinglichen Function, so werden 
auchdiese durch mittlere U nsicherheiten verfiUscht sein konnen, und wir 
haben diese Unsicherheiten aus denen der Coefficienten der eigentlich aus
geglichenen Function abzuleiten. 

Die Regeln hierrur sind leicht aus den Satzen, die wir iiber die mittleru 
Fehler zusammengesetzter Functionen kennen gelernt haben, zu erlangen. 

Allgemein gesprochen, handelt es sich also um die B estim mung 
des Gewichts einer Function der ausgeglichenen Coefficienten. 

232. Darstellung durch die coordinirten Coefficienten. Es sei diose 
I!'unction 

waren die x direct und unabhangig von einander erllaltene Beobach1;ungs
grossen, so hiitten wir 

Allein, da die x nicht unabhangig gewonnen sind, sind in IjI erst ihre 
Ausdriicke als Functionen der wirklich beobachteten Grossen einzuftihren. 

Ich bezeichne mit x~, x~, ... , x~. wie friiher die Naherungswerte der 
Coefficienten, mit ell e2, ... , ;h die Verbesserungen mid erhalte, indem 

gesetzt wird, 

Fur die e geIten die Normalgleichungen, und es ist in der Determinanten
darstellung 203 Art. 183 

z .. e =--~-, 
" ]V 

somit 

Als Beobachtungsgrossen haben wir wie in Art. 225 die <1>' anzusehen; 
aomit wird, indem wir den in { } gefassten Ausdruck mit Z bezeichnim, 

CI'a) 
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Wir haben aber allgemein 

oZ (W eZI ot}' OZ2 04' oZ" 
ad>' = B7~-<1>' + F' oq)' + ... + 0:-'-0<1>" 

x XI 0 x X2 x x". 
somit in der G a u s sischen Schreibweise 

CI't) 
2 2 

N~~t= 
p.2 

oj/ 04' [~~l ~ZI _1] o-±' of [OZI OZ~~] . . . O!' ~ [OZI OZh _lJ 
ox; ox; 0<1>' 0<1>' p' + ox; ox; 0<1>' 0<1>' p' + + ox; ox~ 0<1>' 0<1>' p' 

+ :t ~~~ [~~ ~ii ;,J + ~!~:t [~~~, ~i] + ... + ~t~ ::~ [d, ~i, ~,J 
+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

o<}' o<¥' oZ" OZI 1 0<1/ of OZh OZ2 ] o<¥' 0<1/ ~oz" OZ" 1 
+c5x' ()x' [13 (1)' 1)<1>' -pi] + i5x'~ax' [15<1>' ~O<1>'l~T] + ... + OJ/ oX' [(:1\)' oily p-'] . 

Itl "2 It It . 

2 
Die in der Diagonale stehenden Glieder gebeu mit ~ multiplicirt der 

N 
Reihcnfolge nach p. 2, P. 2, ... , P. 2 , und hieraus sieht man, welchen Fehler 

Xl X:,l X/t 

man begehen wurde, wcnn man p.,t so berechnen wollte, als wenn die 
xl' x2' ••• , xh unabhangig beobachtete Griissen waren; man wiirde die 
sammtlichen zu beiden Seiten der Diagonale stehenden Glieder verlieren. 

Wir haben nun allgemein 

[ OZi oZ, ] J OZi oZ, 1 OZi oZx 1 OZi oZx 1 
B<1>' o<1>ip' = W)~ o<1)~ p~ + B<1l; B<D~ P~ + ... + 0<1>~ o<1>~ Pn ' 

und da unter Benutzung der abkurzenden Bezeichnungen 

und 

cW - '/p' _a = 1.(.) 
v· a ox~ ~, 

_oZ _ .(.) o~ .(.) ~Z .. , ,(.) c~ 
, ~ffi' - "1 At + 1'2 ~l + + "h "'l 

rlP.e'I'" C'I O2 v" 

a jx = [\\J 
ist, SO bekommen wir ahnlich wie in Art.. 227 

[ (:Zi oZ. ]] oZ; {OZx oZ, . OZx} 
(:<1)' M)' p' = o~l~ all all- + a 21 (j{2 -r'" + a" I ol" 

+ o~ fll ~Z, + I' OZ,. + ... + a o~ \ 
~ ttl ~ - t '22 "'l "2 -l J 0'2 0 I v'2 0 " 

+ .. .. ........ . 
OZi I oZx az, OZx} 

+ at talk }),- + ((2" at + ... + a"" at ' 
h 1 2 It 
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und indem wir jetzt genau dieseJbcn Schliisse ziehen, wie in dem citirten 
Artikel, resultirt 

Ulld wir erhalten 

_Np.,: o~; ~<j;~ OZl + -~'f;- ~~; oZl + ... + oojJ; o<j;: o~l 
p." ox] OXI 011 OJ;] OXz ol2 Ox] oXh ol" 

of o<j;/ oZz o<j;' o<j;' OZ2 o<j;' of OZ2 + -, --, --- + ~-,- --, -- - + ... + --, -----; -
oX2 oXl Oll oX2 oX2 ol2 ox2 oxit ollt 

+ ............. _ ......... . 
of o<j;' OZh o<j;' o<j;' oZ/t o<j;' o<j;' OZh 

+~, --- , - + --,- ----,- - + ... +~,- ---, --~- . 
oXh 0.1\ Oll oXh oX2 012 oXh oXh olh 

oZ. 1 
Es sind aber die ---.!- bis auf das Zeichen nichts anderes als die in 

ol ... N 
Art. 227 eingcfiihrten coordinirten Coefficienten Tj~l, somit wird 

J o<j;' [o<j;' 1 o<j;' [-o<j;' 1 o<j;' [-o<j;' ] 1 CIa) 1-,-2= 11. 2 t~ ~yC]) +~ ~ .~(2) + ... +~ - -r:(h) , 
,~ ,- ox' ox' I ox' OX/ I OX' ox' I I 

1 - 2 - h 

wobei das System der ft2 Grossen Tj~i); (i, 1. = 1, 2, 3, ... , It) bestimmt ist 
durch die h Gleichungssysteme coordinirter Normalgleichungen, deren linke 
Seiten genau so gebaut sind wie bei den Normalgleichungen, auf deren 
rechten Seiten immer nul' in einer Gleichung eine 1 steht, wahrend sonst Nullen 
ycrtreten sind. Die -'I jedel' dm-cll r 1 bezeichneten Summe von Gliedel'll 
gehOren je einem Gleichungssystem an, man hat hicl'llach fiir die in dem 
i ten Aggl'cgat von Gliedel'll vertretenen 1] das System 

Ie) _~I(i) + -.. + u-
~ ,/11 

-~(i)-l 
Ih - , 

Nachdem man diese Systeme von Gleichnngen aufgelost hat, kann man 
leicht l-'-'f bel'echnen. 
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233. Entwickelung allgemeiner Formeln. DebeI' die Heduction diesel' 
G1eichungssysteme ist schon ill Art. 228, wo von den ." zur Berechnung der 
mittlern Fehler der Coefficienten die 'I);i) notig waren, das meiste entwickelt. 
Wil' haben hier, wo wir aIle ''1 kennen mussen, nur weniges nachzuholell. 

Ieh bezeiehne wie in dem citirten Artikel die rechten Seiten der G1ei
chungen fUr die "fj(i) durch bezuglich l1(i). [2(i) • •..• l,,(O, so dass also 

1(i)-0 /(i)_ l(i)-I t(iJ_() lUJ-} 
1 - '···'i __ l- O• i - 'i+l- , ... , 'J. ._( 

ist. Nachdem man fiir die Normalgleichungell aIle Reductiollen gerechnct 
hat, ist fUr das herausgegriffene System del' ''1(i) in jeder Reduction eine die 
letzte Columne del' Reductionen der Normalgleichungen ersetzende neue 
Columne zu rechnen, die in der x ten Reduction die Form hat 

1 (i) 
'X~x-l 

lei) -l(i) _. . (iJ 
'x+l,x - x+l. x-I aX+ 1 x,x -I"1.x . 

7 (i) __ {.(i) (i) 
h.x h,x-l -((,"x.x 1 Ix' 

AU8 den in jenem Artikel gefUhrten Entwickelungen wissen wir schon. 
dass die neu zu rechnenden Column en vor der iten Heduction nur aus einer 
Zahl bestehen, die gleich 1 ist, erst yon del' i ten Reduction ab (diese nocl! 
mit eingeschlossen) sind die Colullmen vollstandig. Ferner hat sich dort 
ergeben, dass die l(i) in keiner Heduction nell Zll rechnen sind, da sie sich 
schon unter den u. befinden, uud zwar sind in del' i -+- x ten Reduction die l 
gleich den mit entgegengesetzten Zeichen genommenell Betr;igen del' all Y. 

letzter Stelle in den einzelnell ('o]umuen dieser Reduction stehrl\(lcll 'l. n~Lm

lieh gleich 

Grossell, die man aus der Reihe der in del' lletreffenden Heductioll gercch
neten u. dadurch herauserkennt. dass sie eben als ersten Index i hallen. 

Gehen wir nun von der zweiten Darstellullg fiir die Auflosung eines 
Systems linearer Gleichung'en aus, so haben wir nul' noeh die coordinirtell 
Aequivalentgrossen X~) zu reclmen. 

Wir hallen zuniichst 

)i)=)i)= ... /i) =0 
1·1 1·2 '1-1' 

in den i-I ersten Reductionen sind aIle Z = (), von der i ten au ha bell 
sie bestimmte Werte. 
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In der iten Reductiou ist 

Iu der lliichstfolgenden Reduction, der i + 1 ten, ist 

Fur die i + 2 te Reduction ist 

u. s. f. Allgemein ist ill der i + x ten Reduction 

ella) 

In der zweiten Darstellung der Auflo8llug irgend cines Systcms liuearer 
Gleichnngen nach It Unbekannten "flt' '12' ... , 1)" war aber 

1)" = 

Z~ - (/.23,0 Z:; - C(~ 4,1 Z4 - ... -- (/.2 II.h-3 Z", 

Z;j - (/.34,01.4 _ ..• - (/.3 h, 1.-4 I., •• 

Weuden wir diese Formeln auf llnsern Fall an, so wird 

eIll) 

.~ei) - _ (/. Z(i)-- (/. ZCi) - (/. ZCi) _ ... - (/. ZCi) 
Jl - "li,i-2.i li+l,i-I .. i+l li+2.i .i+2 Ih,h-9 ¥h' 

1) (i) = - (/. z(i)- C( Z(i) - a Zei) -'" -- (/. zei) 
~ 2i,i-3 .j 2i+1,1-2 .i+l 21+2,i-1 ,1+2 2h,h-3 .11 , 

1)ei ) - _ C( ZCi) _ C( I.ei) -- C( z(i) -'" - C( 
i-1- i~li,O.i i-li+l,l i+J i-1i+2,2 -i+2 i-lli,ft-i 

"fY) = l.ei)_C( z(i) -'I. ZCi) _ ... -C( 
Ii "j ';i+l,O -i+l ';;+:2,1 ·i+!! ;h,h-i-l 

• (i) I.,. , 
ZCi) 
.il , 

.,(i) _ (/. z(i) _ ... _ C( ./i) 
Ai+l i+1 i+2,o ·;+2 i+lh,h-i-2',," , 

./i) _ ... _ a ./i) 
"-;+2 i+2h,h-i-3 ".1" , 

"Ci) 
'.h , 
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und hierill ist 

CIIb) 

-/1) = _ ~ii+1..~ __ , 

·,+1 a i+ l i+l, i 

-/~" = _ . ___ rJ.!i+~._l . _ , 
I • a ;+2 i+2, i+l 

=_ rJ.ih,h-i-l 

ah h, h-l 

Die Mehrarbeit bei der Berechnung der 7j ist hiernach relativ gering, 
da sie sich nach der Reduction der Normalgleichungen lediglich auf die 
Ausrechnung der Z(i) nach den vorstehenden Formeln beschriinkt. 

234. Berechnung aus den Aequivalentgriissen. Eine zweite Methoue, 
den mittlern Fehler einer Function der Coefficienten 'zu bestimmen, liefert 
die Bemerkung des Art. 229, wonach an Stelle der <II' auch die Z als direct 
beobachtete Grossen angesehen werden konnen, welln man ihnen nur die 
mittlern Fehler 

zuschreibt. 

Wir haben also auch 

nnd unsere Anfgabe ist jetzt, 0/ als Function der Z darzustellen. Nun war 

also bekommen wir 

und da zufolge der Betriig-e der e nur El von Xl abhiingt und zwar so, dass 
Xl dell Factor 1 hat, wird 

O'} 00/' 
OIl OX~ 
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Weiter ist, weil von '1.2 nur ~1 und ~2 abhangen, 

Entsprechend haben wir 

u. s. f. 
Hieraus folgt 

70. Man berechnet It Grossen 

eIV) 

04' 04' 04' 04' 
h,h-l=OX' -r;."_1",O~-r;.h_2",1 ax-,-_···-r;.lh,h-2ax' 

h h-1 h-2 1 

und dann ist 

Clb) 

Diese Formel ist sehr einfach und bequem, sie empfiehlt sich jedesmal 
dann, wenn man die mittlern Febler nur fiir eine geringe Anzahl von 
Functionen zu berechnen hat, ist also immer anzuwenden, wenn es sich 
nur um eine Function handelt; bei einer grosseren Anzahl von Functionen 
erforderl die zuerst angegebene Methode weniger Rechnung als diese. 

Die Berechnung der Grossen ~ Iasst sich vollstandig in das Schema 
fiir die Reduction der Normalgleichungen einreihen. 

Ich setze 

Alsdann rechnet man am Schluss der erst en Reduction entsprechend 
den lx, I' die Columne 
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r .1 • , 
all 

~2,1=~'2 -1l21 iI' 

am Schluss der zweitell die 

r '2.1 • 

a22,1 

~ -~. a X' 3.2- 3,1 - 32.1 2' 

~4,2= ~4,1 - a42,1 Z;, 

allgemein am Schluss der iteH 

~;.i-l • =.----, 
aii,i-l 

fi+l,i = ~i+l,i-l - a i+li• i- 1 Z;, 

ri+2. i = ~·i+~.i-l - (t;+2';,i -1 X; ~ 

r 'h.i = t".i-l -ct"i.i-l 

zuletzt in der 11-1 ten Reduction steht allein 

, ~h-l,h-2 • 
'1.."-1 = (i---- , 

·llh,lt-l 

f/d,-1 = ~".1'-2 - 1l"".It_l '1..;.-1' 

Die erst.e Zahl jeder dieser Column en ist jedesmal das ~, welches wir 
brauchen, doch mnss man natiirlich in jeder Colnmne aIle ~ rechnen, weil 
man sonst die f der folgendell Columnen llicht bestimmen konnte. Der 
Beweis fiir dieses Schema ist an der Hand der Defillitionen der rJ. und der 
Bemerkung, dass die II ein symmetrisches System bilden, so einfach, dass 
er iibergangen werden darf. 

Endlich bemerke ich noeh, dass die obige Rechnnng auch ullmittelbar 
die J<'unctioll <} selbst ergiebt, denn man hat 

CV) .I..u 
'1' = '1' + h,o '1..1 + ~'2,1 /..2 + ~3,2 /..3 + ... + h.It-l 'I..h' 
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eine I<'orrnel, die bei Beriicksichtigung der Werte fiir die ~ durch Speciali
sirung auch zu den Formeln fiir Xl' X2 ' •.• , X" flihrl. 

235. Benutzung der vorstehenden Formeln bei Transformationen. 
Wenn wir nu.n eine Function, deren Coefficienten durch Au.sgleichung be
rechnet sind, in eine andere transformiren, so wissen wir immer, wie die 
Coefficienten dieser neuen Function von denen der urspriinglichen abhli.ngen, 
sind also auch nach dem obigen im Stande, die mittlern Fehler dieser 
Coefficienten zu berechnen. Gehen dabei die ausgeglichenen Coefficienten 
xl' x2' ... , x" iiber in 

wo h' beliebig ~ h sein kann, so haben wir einfach in der Formel fiir JL'f ~ 
die Derivirten von 0/ der Reihe nach durch die von 0/1' ~2' ••• , ~'" zu er
setzen. 

Umgekehrt, haben wir eine bestimmte Function mit den Coefficienten 
Xl' X2 ' .•. , X" auszugleichen, und transformiren sie erst, weil sie vielleicht 
numerischen Rechnungen zu viel Schwierigkeiten entgegensetzt, in eine ein
fachere mit den Coefficienten Yl , Y2' •.. , Yh" so berechnen sich wieder die 
mittlern Fehler der urspriinglichen Coefficienten X nach den vorstehenden 
Formeln, wobei ~ der Reihe nach zu ersetzen ist durch 

. Xl = o/l(Yl ' Y2' ... , Y",), x2 ='h(Yl , Y2' ... , YIt), ... , x,,='h(Yl , !/2' ... , YIt)· 

Doch muss dabei h' = It sein, . und aUBserdem· ist nicht zu vergessen, dass 
mit der Transforrnirung der Function auch die Gewichte der Beobachtungs
gleichungen eine Aenderung erfahren. 

e) D't'e Fehlerdes Endresultats. 
236. Endresultat einer Ausgleichung. Es bleibt uns nun noch zur 

Vervollstandigung der Theorie anzugeben, wie ·man die charakteristischen 
Fehler des Endresultats zu berechnen hat. 

Bei einfachen Messungen bestand das Resultat in einer einzigen Grosse, 
der ein b estimm ter, der gesuchte, Betrag entsprach, daher konnten hier 
auch dem Resultat bestimmte charakteristische Fehler zugeschrieben 
werden. Anders verhli.lt sich die Sache bei Untersuchungen. Wir stellen 
namlich Untersuchungen an, um fUr Functionen, deren Bau uns bekannt 
ist oder von uns angenommen wird, eine Reibe in ihnen enthaltener Coeffi
cienten zu bestimmen. Das Resultat unserer Untersuchung besteht daher 
darin, dass wir fiir diese Coefficienten gewisse Werte erlangt haben, und 
insofern wir jetzt auch einerseits die charakteristischen Fehler dieser Werle 
und andererseits die der einzelnen Beobachtungsgleichungen berechnen 
gelernt baben, besitzen wir auch schon die charakteristischen Fehler dieses 
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Resultats. Aber das ist nur e i n Resultat, ein zweites und zwar das oft 
weit wichtigere - habell wir dadurch bekommen, dass \Vir nnch Ausgleichung 
der Untersuchung im Stande sind, durch die betreffenden Functionen eine der 
Variabeln zu berechnen, wenn die and ern vorgeschriebene Werte bekommen. 
Fiir dieses Resultat bestimmt sich aber der mittlere Fehler lIach den Regeln 
des Satzes 58. 

Sei 9 das hervorgelJObene Element, rechnet man dasselbe aus der 
Functiou <1> = 0 aus, so resultirt fiir ein vorgeschriebenes System A, E, . ... 
der andern Elemente 

Gewohnlich schreibt man dieses Resultat so, dass man zu den x auch ihre 
zugehOrigen mittlern Fehler hinzufiigt, also in der Form 

g=F(A, E, ... ; Xl ±p. ... , X2 +p.x' ... , x, ±p-. ). 
1 2 ,I.V It 

Da die .A, E, ... , jetzt vorgeschrieben sein soUten, so sind die Fehler 
von 9 Darstellungsfehler, herriihrend von den Fehlern der Coefficienten. Die 
Fehler dieser Coefficienten riihren aber wieder von den Fehlel'll der <1>' her, 
also man hat fiir den mittlern Darstellungsfehler von 9 

Die p: sind die ausgeglichenen Fehler der Beobachtungsgleichuugen, 
setzt man 

so wird also auch 

CVl) 

--2 _ [pv2] _ ~'~1,1, __ , 
fl. -n-lt - n-/t 

F hiingt insofern von den <1>' ab, als die X von den <1>' abhiingen. Die Auf
gabe,/l , den mittlern Darstellungsfehler, zu berechnen, ist aber keine andere 
als die: iiberhaupt den mittlern Fehler einer Function der Coefficienten zu 
bestimmen, und diese ist in dem voraufgehenden Abschnitt dieses Capitels 
schon gelost, man hat hiernach entweder von den }<'ormeln unter CIa) und 
ClI), ClIl) oder von denen unter Cl b) und ClV) , woselbst 'f durch F zu 
ersetzen, Gebrauch zu machen. 



350 Bedeutung del' N'ebenbedingungen. [237. 

XVIII. Untersuchungen mit Nebenbedingungen. 
237. Untersuchungen mit Nebenbedingungen. Stellung des Problems. 

Falle, in den en zwischen den auszugleichenden Coefficienten Bedingungs
gleichungen zu erfiillen sind, werden dem Physiker nicht selten aufstossen. 
So wird es ihm oft wiinschenswert erscheinen, eine Function zu trans
formiren, und dann kann er zu einer neuen Function gefiihrt werden, 
die, wenn sie unserm Verlangen entsprechend, ilir Rechnungen bequemer 
als die urspriingliche Function sein soIl, mehr Coefficienten ellthalt als 
diese. Es ist klar, dass in einem sol chen Fall eine unmittelbare Aus
gleichung der neuen Function nicht zu exacten Resultaten ftihren kann, 
denn da sie mehr Coefficienten hat, als notig ist, bleibell auch weniger 
iiberschiissige Beobachtungsgleichungen. Die ausgeglichellen Betrage dieser 
Coefficienten werden dann im allgemeinen diese Beobachtungsgleichungen 
besser erfiillen, als sie es tun konnten, wenn man sie auf die unumganglich 
notige 7.:ahl reducirte, und es wird so der Untersuchung grossere Exactheit vindi
cirt, als ihr zukommt. Sind nun in der transformirlen Gleichung zu viel Coeffi
cienten enthalten, so sagt das nur, dass zwischen diesen Coefficienten noch 
eine Reihe von Bedingungsgleichungen existiren, die streng zu erfiillen sind, 
dass die Coefficienten nicht unabhangig von einander sind. Die Grundlage 
all unserer bisherigen Ausgleichungsregeln bildet aber gerade die Annahme, 
dass wir es mit von einander unabhangigen Grossen zu tun haben, und wir 
kommen so zu der Frage: 

Wie ist eine Untersuchung auszugleichen, wenn die durch 
dieselbe zu berechnenden Grossen nicht unabhangig von ein
ander sind, sondern eine gewisse Anzahl von Gleichungen 
streng zu erfiillen haben? 

238. Directe Losung durch Elimination der iiberschiissigen Coefficienten. 
Die nachste Antwort ware die, dass man vor der Ausgleichung durch die 
Bedingungsgleichungen so viele Coefficienten aus der betreffenden Function 
eliminiren soIl, als Bedingungsgleichungen vorhanden sind. 

Vermag man die Elimination streng nicht auszufiihren, so sucht man 
erst ein System von Naherungswerten fiir die Coefficienten, entwickelt die 
Fehler- und Bedingungsgleichungen nach den notwendigen Verbesserungen 
und bewirkt die Elimination zwischen diesen Verbesserungen. 

Es seien 

it (x\, x2 , "', '1',) = 0, 

(2(xl' x2, "', x,) = 0, 

x,.) = ° 



238.] Liisnng durch Elimination. 351 

die 'I Beding'ungsgleichungen, und x~, x;, ... , Xl, ein System von Niihernngs
werten del' Coefficientell. Sind dann die notwendigen Yerbessernngcn 
;1' ~2' ... , ;", so hat man fitr das System del' Fehler und Bedillgullgs
gleichungen 

eVIl) 

() =t:, 
ol~ at, or, 

+ ;1 ox; + ;2 o,)'~ + •• 0 + ;" o:r;, 

Aus den letzten '/ Gleichungen Mnnen wir, weil sie linear sind, immer 
'/ der ~, etwa ~'" ~"-1' ... , ~"-v+1' durch die It --'I andern ausdrlickell. Setzen 
wir dann ihrr Betriige in die Fehlergleichungen ein, so gehen diese libel' iu 

CVIII) 

wo die L, P bekannte Functionen der <D', l' und ihrer Derivirten sind. 
Die Normalgleichungen bestehen dann nur zwischen diesen von einander 

unabhiillgigen It - '/ Verbesserullgcn, und es ist in ihncn 

CIX) 

ai x = p; ].'1 i 1i '1 y. + P; 1"2 i 1i'2 x + . 0 • + P;, of,, i 1"1/ x 

i, ,. = 1, 2, 3, "', " - 'I, 

- " = P; L1 P1' + p; L2 1"2 x + ... + p~ Ln F" x 

X= 1,2, :3, "', It-v. 

Nachdem wir aus diesen Normalgleichungen die ~1' ;2' ... , ~,,_" und 
ihre mittlern Fehler berechnet haben, bekommcn wir aus den Bedingungs
g'leichungen, vermiige del' aus ihnen gezogellen Formelll 

;h-'J+l == If! (;1' ';2' '.', ;/t--,), 
;h-v+2 == 'f2(;1' ;2' '.', ;,,-,), 
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wo, wie man sieht, die? lineare Functionen der e siud, die Werte der nocll 
fehlenden e und nach den voraufgehenden Regeln des Art. 235 auch die 
mittlern Fehler derselben. 

Nur auf eins ist noch zu achten: 

Da in den Fehlergleichungen nach Eliminirung der iiberschiissigen Ver
besserungell nur mehr noch h - 'I Coefficientell vorhanden sind, so hat man 
bei der Berechnung der mittlern Fehler, sowohl der Beobachtungsgleichungen, 
wie der Coefficienten, den mit po bezeichneten mittlern Fehler einer Beob
achtungsgleichupg' vom Gewicht 1 nunmehr n - (It - 'I) Beobachtungs
gleichungen als uberschiissig in Anschlag zu bringen, und es ist demgemass 

[p'V2] 
n+'1-h 

239. Ausgleichung nach Beslle!. a) Grundlagen. Eine zweite, von 
Be sse I herriihrende Methode lehrt die Coefficienten aIle mit einem Mal und 
nach demselben Schema wie bei unabhangigen Beobachtungsgleichungen 
ableiten. 

Wir haben es namlich hier mit einer Aufgabe zu tun, die gauz der in 
Art. 164 gelosten entspricht, und wir gehen hier auch ganz so zu Werke 
wie dort. 

Es seien wieder vl ' v2 ' •••• vn die ubrig bleibenden wahrscheinlichsten 
Fehler der vorgelegten BeobachtUllgsgleichungen, die Wahrscheinlichkeit, 
dass das System der BeobachtungsgleicllUngen gerade diese Fehler, keine 
audern, iihrig behalt, ist dann 

Nun kann kein System.. von Coefficienten xl' x2 ' ••• , x,. als das wahr
scheinlichste bezeichnet werden, welches zwar die obige Wahrscheinlichkeit 
W so gross wie moglich werden lasst, aber die Bedingungsgleichungen 
nicht erfiillt, wir miissen daher bier sagen: 

Die Coefficienten sind so zu berechnen, dass einerseits die 
Wahrscheinlichkeit W so gross als moglich wird und anderer
seits die Beding'ungsgleichungen streng erfiillt werden. 

Sind also die Bedingungsgleichungen 

t;. (Xl' X2' ••• , .:1",,) = 0, 

t; (Xl' X2' •.• , Xh ) = 0, 

so haben wir nach dem Satz 59 Xl' X2 ' ••• , X" so zu bestimmen, dass die 
v + It GJeichungen 
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ex) a (W + xJ! + X2 t; + ... + xJv) -----'--- ox ----- = 0, 
It 

f, =0 

identisch erfiillt werden. Die x sind neu eingefiihrte Factoren, wir bezeichnen 
sie wie in Art. 166 als Co rr e I ate n. Ilue Anzahl ist gleiclt v und sie sind 
zusammen mit den x durch die It + Y obigen Gleichungen bestimmt. Wir 
haben jetzt nur noch diese obigen Gleichungen naher auszufiihren. 

239b. Die Normalgleichungen. Zunachst ist 

Hr C t - ,,(w,' v." + w,'v,'+ ... + wn ' Vn 2) 
rr = ons. e . 

Es gehen also die 7t ersten Gleichungen, indem wir uns die x durch aie 
Const. von TV und durch 21t dividirt denken, iiber in 

i = 1, 2, 3, ... , It, 

oder indem wir an Stelle der Pracisionsconstantell die Gewichte einflihren 
und noch gemass Art. 209 die v durch ihre Betrage - <Dl' - (1)2' "', - <I)n 
ersetzen, in 

CXI) 

Nun sei wieder x~, x~, ... , x~ ein System von Naherungswerten fiir 
die x (solche bekommen wir unmittelbar aus h Beobachtuugsgleichuugen 

Weinstein, Lelll'uucl11. 23 
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ableiten oder aus h - v Beobachtungsgleichungen und den v Bedingungs
gleichungen) und el , E2 , ••• , Eh gebe das System der notwendigen Ver
besserungen, dann ist wie fmher das System der Fehlergleichungen 

CXII) 

und ausserdem gehen die Bedingungsgleichungen fiber in 

CXIll) 

Es ist aber eine Differentiation nach einem der x gleichwertig mit einer 
solchen nach dem entsprechenden e, also sind die Verbesserungen e zusammen 
mit den Correlaten it zu berechnen aus den It + v GIeichungen 

au el + al2 E2 + ... + al h Eh + bll Xl + b21 X2 + ... + b'il Xy = '1 , 

a21 EI + a22 E2 + ... + an Eh + b12 Xl + b22 X2 +.,. +- b'!2 X,! = 1~. 

CXIV) 
ah1 EI + ah2 E2 + ... + a""Eh + b1it Xl + b2h )(2 + ... + b'!it)(" = 11/; 

bllEI +bI2E2+···+blhEI. =1n1' 

b21 el + b22 e2 + ... + b2h ell = 1n2 , 

Die a und 1 sind die uns schon bekannten Grossen. Die b sind be
stimmt durch 

of;' 
bi .. =-;;:;--;-, i=l, 2, 3, "', 'I; )(=1,2,3, "', It; ux .. 
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endlich ist 

1m ganzen ist das System der Coefficienten wie friiher ein symmetrisches. 
Die obigen Gleichungen bilden unser jetziges System von Normalgleiehungen; 
die weitere Rechnung unterseheidet sieh nun prineipiell gar nieht von del' 
friihern, nur dass wir hier numeriseh mehr zu reehnen haben, als wenn 
keine Bedingungsgleichungen mit zu erfullen sind. Ein naheres Eingehen 
verlangt lIur noeh die Rechnullg del' Fehlergrossen. 

239 c. Fehler der Beobachtungsgleichungen, Controlformel. Die ubrig 
bleibenden Fehler sind aus den }<'ehlergleiehungen zu bestimmen, nachdem 
man in dieselbell fiir die ~ ihre aus den Normalgleiehungen abgeleiteten 
Werte eingesetzt hat. 

Hiernaeh haben wir aus diesen Fehlergleichungen auch die mittlern 
Fehler del' einzelnen Beobachtungsgleiehungen abzuleiten. Indessen durfen 
wir hier nicht mehr wie fruher den mittlern Fehler einer einzelnen Beob
aehtungsgleiehung, del' das Gewieht 1 zukommen wiirde, gleieh 

setzcn, denn wenn aueh die Anzahl del' ubersehiissigen BeobaehtulJg~

gleiehungen immer noeh n ~ h ist, so haben unsere Coeffieienten doeh 
noeh 'I analytisehe Bedingungen streng zu erfiillen, sic werden also eigentlieh 
aus n + y Gleiehungen erreehnet, und darum setzt man 

CXV) 

und hier steUt n + y ~ It die ganze Anzahl iibersehussiger Gleiehungen 
dar. Dass man in del' rrat den Nenner so wie angegeben, gleieh n + y ~ II, 
wahlen muss, ist leieht noeh in anderer Weise zu erharten. Denn denken 
wir uns mit Hilfe der 'I Bedingungsgleiehungen 'I del' Coeffieienten aus den 
Beobaehtungsgleiehungen eliminil't, so blieben von den It Coeffieiellten nul' 
noeh h ~ 'I ubrig, und wenn man diese dann aus den Beobaehtungs
gleiehungen naeh dem fruheren Verfahren ausreehnet, hat man als mittlern 
Fehler fJ. 

_ ,/ [pi v2] 

f1.=V n~(h~y)' 
und das entsprieht dem oben angegebenen Werte. 

Der mittlere Pehler einer Beobaehtungsgleiehung vom Gewieht JJ~ wird 

CXVI) 

23* 
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Wir haben in Art. 221 gesehen, dass man [p'v2] ausser aus den Fehler
gleichungen auch noch zugleich mit den 'Verbesserungen E aus den Normal
gleichungen erlangen kann. Dasselbe findet auch hier statt. 

Wir leiten zunachst genau wie an der angegebenen Stelle, indem wir 

setzen, aus den Fehlergleichungen die Formel ab 

o = ~I (p~ (l11 VI + P;!Z21 v2 + . , . + P~ (In 1 V • .) 

+ E2(P~ (.(12 V1 + P2(l22V2 + ", + P~(ln2Vn) 
+ ............. . 

+ ~h(P~ (lUVl + P;(lnV2 +". + P~(lnhVn) 
+ (p~ <I>~ VI + P; <1>; V2 + ' , . + p~ <I>~ Vn) + [p'V2]. 

Dort reducirten sich die Factoren der E infolge der Normalgleichungen 
auf Null, hier ist das nicht mehr der Fall, da ilie den dortigell N ormal
gleichungen entsprechenden Gleichung'ell, ausser den in die E multiplicirten 
Gliedern solche von den Correlaten x abhiingige enthalten; indessen sieht 
man ohne weiteres, dass allgemein der Factor von ~i in das negativ ge
nommene Aggregat der Correlatenglieder der iten dieser Gleichungen iibergeht, 
und so findet sich 

o = EI (b11 Xl + bl 2 X2 + ' , , + b1 V X'I) 

+ E2 (b2 1 Xl + b22 X2 + ' , . + b2 v xv) 
+ ....... , ... . 
+ Eh (bh 1 Xl + bh 2 X2 + ' . , + blr'l X,,) 

+ [p'v <1>'] + [p'v2J. 

Endlich ist wie friiher 

und somit wird 

[P'V2] = [p'<I>' 2J - e1 l1 - e2 2 - ••• - Eh l" 

- EI (bll Xl + b12 X2 + ' .. + b1 v xJ 
- ;2 (b2 I Xl + b22 X2 + . , . + b2 v Xv) 
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lch ordne die letzten Glieder nach den Correlaten x, sie gehen dann 
fiber in 

-x1 (bll ;1 +b21~2+"'-1-b'd;lt) 

- x2 (b 12 ~l + b2 2 ~2 + ... + bh 2 ~,J 

- Xv (b1 'I ~1 + b2 'I ~2 + ' , , -1- bh 'I ~h)' 

oder wegen df1r 'I letzten Gleichungen des jetzigen Systems un serer Normal
gleichungen in - inl Xl - 1112 X2 -- , - , - m'l X'I' so dass wir schliesslich 
bekommen 

CXVIJ) [p'v2]= [p'<D'2] -lli~1 -12 ~2-'" - lit e" -tn1 x1 --m2 x2-"'-mv xv' 

Das ist e i n e Darstellung fUr die gesuchte Grosse; sie entspricht der 
unter XCV) auf Seite 310 fUr unbedingte Untersuchungen gegebenen. 
Die zweite erhalten wir durch eine Reihe von Schlfissen, die ebenfalls ganz 
den friihern (Art. 221) entsprechen. 

Um dieselbe nach den dortigen Entwickelungen bequem angeben zu 
konnen, setze ich 

1111 = l,,+1' in2 = ',,+2' ... , IIZ'I = 1"+,,, h + '/ = g 

[p'<D'2] = 19+1' 

und rechne bei der Reduction jener Gleichungen in der letzten Columne 

in der ersten Reduction 1!i+1, I = 19+1 -11 Al' 

" " 
zweiten 

" '9+1,2 = 19+I,1 -l2,1 A2' 

" " 
dritten '1 19+I,3 = 111+1,2 -13,2 Z:l' 

" " letzten " 
so ist ganz so wie friiher 

CXVIII) [p'v~]=l!i+l,g= 19+1-ll,OZ, -12,1 Z2- 13,2 A3-,,·-19,g-IZg' 

und diese Formel muss, wenn die einzelnen Rechnungen richtig ausgefiihrt 
sind, genau dasselbe ergeben wie die zuerst angefiihrte, namlich in unserer 
neuen Bezeichnungsweise wie 

CXVIJ) [p'v2] = 1 - 1 ~ - 1 ~ - .. , - 1 E 
!I+1 1 1 2 2 9 !I' 

wodurch eine summarische Controle der gesammten numerischen Rechnungen 
gewonnen ist. 

239 d. Die Fehler der Coefficienten und von Functionen der Coefficienten. 
Von den mittlern Fehlern der Beobachtungsgleichungen wenden wir uns zu 
den en der Coefficienten, wir fassen aber, um nachherige Wiederholungen zu 
vermeiden, un sere Aufgabe allgemeiner und suchen gleich den mittlern 
Fehler irgend einer gegebenen Function ~ der Coefficienten. 
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Die Formel, von der wir ausgehen konnen, ist die OI' b) des Art, 232, und 
wie dort haben wir auch hier flir irgend eines der Aggregate, weil die t 
allein, nicht die m, von den (D' abhangen, 

Aber hier ist die Determinante Zx bis auf das Zeichen bestimmt durch 

all a12 '" a 1x '" (tIlt bll bl2 ", bl'l II 

a2 1 a22 " , a2 x ,,' a2 h b2 1 b22 ' , , b2 , l2 

a h1 a h2 " , a"x ' , , a"h bid bIt 2 ' , , bh , l" 

Z= ah+l1ah+12 , "a,,+1x'" a h+ 1h 0 0 0 Z"+1 x 

woselbst 

b1l b2l .. , bXl ' , , bh 1 0 0 0 'ln1 

bl2 b22 '" bX2 ' , , bh2 0 0 0 m 2 

b1 , b2 , .. ' bxv '" b"" 0 0 0 m'l 

ah+11 = ah+ 12 = .. , = a"+l x-I = a"+l x+1 = .. ' a"+llt = 0, 

a,,+lX = 1, 

l""1 = O. 

Nach Satz II der Abschweifung ist nun allgemein 

oZx oZx oZx oZ oZ OZ 
a,-+a -+'''+a --+b _x+b ---=+"'+b ._x=O 

1A ol 2A Ol h+1). oZ Alom1 ),2om2 )"'1 am ' 
1 2 "+1 'I 

und da unter den a,,+1l. das einzige von Null verschiedene das ah+l x ist, 
und dieses den Wert 1 hat, so bekommen wir 

[OZi i)Zx 1] OZi oZx OZi {OZy. oZy' oZx ) 
0<1.)' 0<1.)' p' = - ol ... olx - all bll 'om1 + bn on~ + . " + bl 'I 'om~ f 

OZi {OZ... oZx oZx } 
-<:\l b21 ;;;- +b22 ;;;:--+"·+b2 ,,,,-u 2 um1 um2 um, 
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Ordnet man jetzt die abgesonderten Glieder nach den Derivirten von 
Zx' so resultirt filr dieselben, abgesehen vom Zeichen, 

Z, ist eine Determinante von ganz derselben Form wie Zx' llur dass 
dasjenige ah+1' welches gleich 1 ist, statt an )( tel' an iter Stelle steht, nach 
dem citirten Satz 11 der Abschweifung reducirt siclt daher jeder der Klammer
ausdriicke auf Null, und es bleibt wie friiher 

Daraus folgt, dass fiir f'-.{ genau dieselbe Formel gilt wie friiher. Es 
ist auch hier 

nur dass natiirlich die Gleichungssysteme fiir die 1] unsern jetzigen Normal
gleichungen angepasst sind, und es ist allg'emein das Gleichungssystem fiir 
d · . 't A t t t (i) (i) (i) Ie 1m z en ggrega, vel' re enen 1]1' "ti2' ", "ti" 

y(i)+7, 
':>1 u12 

CXX) ~ 

I 
(i) 'r(i)+",+a (i) y(i) + 0 

lI"l ''II +a"2 12 Ii " TI" +01.1 1,,1 1. 2 

011 
(i) ''1(i) -l-", + 0 (i) 

1]1 +021 2 ' III "till 

b12 
(i) '(I(i)+,,,+b (i) 

"til +b2 2 2 "2 Tilt 

y(i) 1. 
~~ +'" + u 1 '/ 

y(i) 0 
~~ +,',+ hv 

y(i)=(l' 
s'J ' 

=0, 

=0, 
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Die C stehen zu den Correlaten in derselben Beziehung, wie die 7J zu 
den Verbesserungen e; wir haben sie also folgerichtig als coordinirte Corre
laten zu bezeichnen. Specialisirt man die Function 0/, indem man sie der 
Reihe nach gleich Xl' X2 ' .•. , Xh setzt, so resultirt wieder genau so wie 
friiher, 

Alles zusammenfassend konnen wir jetzt sagen: 
71. Nachdem man fur den Fall, wo zwischen den gesuchten Grossen Be

dingungsgleichwngen zu erfullen sind, die Normalgleichungen in der angegebenen 
Form aUfgestellt hat, unterscheidet sich die weitere Rechnung in keiner Weise 
mehr von der, die man auszufuhren hat, wenn keine BedingungsgleichuniJen 
existiren. Alle notigen Grossen werden aus den jetzigen Normalgleichungen 
genau so abgeleitet wie die entsprechenden aus den fur den einfachern Fall 
aufgestellten Normalgleichungen. 

Die auseinandergesetzte Behandlungsweise von Beobachtungsgleichungen 
mit Bedingungsgleichungen riihrt von Bessel her. Es giebt noch andere 
Auflosungsmethoden, ich will von ihnen nur eine noch erw1thnen, ohne sie 
weiter auszufiihren. 

240. Methode von Hansen und Andri1, Ausgleichung durch die 
Aequivalentgrossen. Bei Gelegenheit der Berechnung der mittlern Fehler 
der Elemente sahen wir, dass die Z vollig wie direct beobachtete Grossen 
behandelt werden konnen, wenn man ihnen nur bestimmte daselbst angegebene 
mittlere Fehler zuschreibt. Denken wir uns nun in den Bedingungs
gleichungen die e durch ihre Ausdrlicke als Fnnctionen der Z ersetzt, so 
gehen diese liber in !ineare Functionen der X, und indem wir unter 

(i) (') (i) (') 
h,o' ~2,1' ~3,2' ... , ~h,h-l 

ein System von Grossen verstehen, welches aus den Derivirten von f;' nach 
x~, x;, ... , x~ genau so gewonnen ist, wie das in Art. 234 mit 

~l,O' ~2,1' ~3,2' ..• , ~h,h-l' 

bezeichnete aus denDerivirten der Function 0/, gehen sieiiberin beziehungsweise 

0= It + ~~:~ Xl + ~~~)l X2 + ~~:;"l.a + ... + ~~~Ll Xh' 

0= f; + ~~~~ Xl + ~~~; X2 + ~~~~ Xa + ... + ~~~Ll Xh' 

o = f~ + ~~:~ Xl + ~~:~ X2 + ~t; Xa + ... + ~t~-l Xh' 

und unsere Aufgabe ist jetzt, "die Beobachtungen Xl' X2' Xh' denen die 
Gewichte all' a22,1' a3a,2' ••. , ahh,h-l zukommen, so auszugleichen, dass 
die vorstehenden Bedingungsgleichungen streng erfiillt werden." Diese 
Aufgabe ist aber schon im voraufgehenden Abschnitt Cap. X gelost. 
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Der Gang der Rechnung ist dann der folgende: 
Man stent die Normalgleichungen zu den Beobachtungsglcichungen auf, 

wie wenn Bedingungsgleichungen garnicht vorhanden waren und rechnet 
mit ihnen die X aus. Diese sind unsere Beobachtungen und bekommen die 
Gewichte all' a22,1' .•. , ahh,h-l' Setzt man ihre Betrage in die Bedingungs
gleichungen ein, so werden diese nicht erfiillt, man muss ihnen noch gewisse 
Verbesserungen Ill' 1l2' Il 3' ... , Ilh hinzufUgen. Hat man dann diese Ver
besserungen nach den in den bezeichneten Artikeln namentlich in der Zu
sammenfassung Art. 200 gegebenen Regeln ausgerechnet, so erhalt man 
die zur ErfUllung der Bedingungsgleichungen notwendigen, an die E noeh 
anzubringenden Verbesserungen durch die den urspriinglichen Gleichungen 
entsprechenden 

/le, = 1)1 - !X12,O 112 - !X13,1 113 --'- ••• - !Xlh-l,h-2 Ilh , 

/le, = 112 - !X23•0 113 _ .•• - !X2h,h-3 Ilk' 

Wenn die erreichte Genalligkeit nicht geniigt, hat man die 

Xl + Ill' "1.2+\)2' •.. , z"+Il,, 

als Beobachtungen anzusehen, sie an Stelle der X zu setzen und nach den
selben Regeln neue Verbesserungen fUr die X zu rechnen. 

Um zu den mittlern Fehlern der x zu gelangen, rechnet man erst die 
mittlern Fehler der X nach den in Art. 200 gegebenen Regeln und aus 
ihnen bekommt man dann vermoge des Satzes 67 in Art. 229 die mittlern 
Fehler der gesuchten Grossen oder irgend einer Function derselben. 

Die Methode ist, wie man sieht, im Princip sehr einfach, ihre Aus
fiihrung wird aber wol im allgemeinen eher mehr als weniger Rechenarbeit 
verursachen, wie die voraufgehende. Sie riih]'t von Hansen und Andra her. 

XIX. Ausgleichung von einander abhangiger Beobachtungen. 
241. Unabhi!.ngige Beobachtungen und abhi!.ngige Beobachtungen. 

Wir sind bei allen bisher durchgefiihrlen Entwicklungen von der V oraus
setzung ausgegangen, dass die einzelnen Beobachtungsgleichungen unab
han gig von einander erhalten sind, das heisst, dass bei jeder Beobachtungs
gleichung alle in derselben enthaltenen, durch Beobachtung zu bestimmen
den Elemente auch ganz ohne Riicksicht auf die andern Beobachtungs
gleichungen wirklich fiir diese Beo bachtungsgleichung bestimmt sind. Jed e s 
Element sollte, selbst in dem Fall, dass auch sein wahrer Betrag 
nicht von Beobachtungsgleichung zu Beobachtungsgleichullg 
variirte, trotzdem fiir jede Beobachtungsgleichung gesondert 
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gemessen werden; der Betrag keines Elementes durfte also aus 
del' einen Beobachtungsgleichung in die andere hiniiber ge
nommen werden. 

Wenn diese Bedingung der volligen Unabhangigkeit der einzelnen 
Beobachtungsgleichungen von einander nicht erfiillt ist, diirfen wir auch 
die Fehler der Beobachtungsgleichungen nicht mehr als von einander un
abhiingig ansehen, alsdann darf man auch nicht die Wahrscheinlichkeit fiir 
das ganze Fehlersystem gleich dem Produkt der einzelnen Fehlerwahrschein
lichkeiten setzen, und dadurch geht die Grundgleichung zur Ableitung der 
Ausgleichungsformeln verloren. Und da man weiter dann auch nicht bei 
allen Beobachtungsgleichungen die Fehler als rein zufallig ansehen kann, hat 
man auch nicht das Recht, bei allen Beobachtungsgleichungen die Fehler
wahrscheinlichkeit nach dem fiir zufallige Fehler als giltig angenommenen 
G a u s s ischen Wahrscheinlichkeitsgesetz zu beurteilen. 

242. Flille abMngiger Beobachtungen. Differenz- oder Nullpunkts
beobachtungen. Beispiele. Es giebt aber FaIle, und solche werden nament
lich dem Physiker nicht selten aufstossen, in denen sich in der Tat die 
vollige Unabhiingigkeit der einzelnen Beobachtungsgleichungen nicht wahren 
las st. Gewohlllich liegen die Verhaltnisse so, dass entweder eine Reihe von 
Beobachtungsgleichungen aIle ein und dasselbe, aber nm einmal (wenn 
auch in mehrfacherWiederholung)beobachteteElement enthalten, oderdasseine 
Anzahl von Beobachtungsgleichungen wie die Glieder einer Kette mit ein
ander zusammenhangen, indem immer zwei auf einander folgende Gleichungen 
durch ein nm einmal, das heisst nur fiir eine Gleichung, beobachtetes 
Element verbunden sind. 

. Messungen solcher Art konnen passend als Differenzmessungen, und in
sofern in dem Fall, wo ein einmal beobachtetes Element durch eine ganze 
Reihe von Beobachtungsgleichungen verwendet wird, del' angenommene 
Betrag dieses Elements meist lediglich als Ausgangspunkt fiir die Betrage 
der andern Elemente dient, auch als Nullpunktsbeobachtungen bezeichnet 
werden. Natiirlich gehoren nicht aIle Differenzmessungen zu del' Kate
gorie der von einander abhiingigen Messungen. Liegen solchen Messungen 
Substrate zu Grunde, die man sich stets wieder verschaffen kann, so 
ware es nicht zu billigen, wcnn man die Messungen nicht auch fiir 
jede Beobachtungsgleichung vollstandig ausfiihren wonte. Derart sind, 
zum Beispiel, die Messungen, die man auszufiihren hat, urn die inneren 
Caliberfehler eines Thermometers kennen zu lernen. Man kOnnte hier 
zunachst so verfahren wollen, dass man den Quecksilberfaden, del' zur 
Calibrirung dient, und successive von links nach rechts verschoben 
wird, immer so verschiebt und einstellt, dass sein linkes Ende genau 
da zu liegen kommt, wo in del' voraufgehenden Messung sein rechtes 
Ende lag, und hiernach jedesmal (abgesehen von der ersten Lage) immer 
nur fiir das rechte Ende die Ablesung vornimmt. Es seien die fur den 
Faden successive erhaltenen La.ngen ft, f2' f3' ... , tn' die auf einander fol-
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genden Ablesungen an der Thennometerscala (oder eillem besondern Mass
stab) am rechten Ende des Fadens fur die einzelnen Lagen aI' a2, a3, ... , an' 
Giebt dann ao die Ablesung am linken Ende des Fadens in seiner e r s te n 
Lage, so Mtte man die Reihe von Beobachtungsgleichungen 

fl = al - ao, 
f2 = a2 -- aI, 
I; = a3 - a~, 

und diese Glcichungen sind mit einander verkettet, also nicht I'on einander 
unabhangig. 

Nun ist es sehr schwer den Faden jedesmal so einzustellen, dass sein 
linkes Ende auch genau da zu liegen kommt, wo friiher das rechte lag, 
man wird also schon von selbst die Miihe der genauell Einstellung sparen 
und lieber jedesmal die Ablesungoen an beiden Enden vornehmen. Dann 
hat man 

1;= a2 - a~, 

I; = a3 - a~, 

und diese Gleichungen sind, weil al' a~; a2, a;; as' a~; o' -; an -1' a~_l 
Paare gesondert gemessener Grossen darstellen, ullabhangig von ein
ander. 

Bier hatte es also keine Schwierigkeit, die Beobachtungen so einzu
richten, dass die Beobachtungsgleichungen unabhang'ig von einander heraus
kommen, es liegen aber auch der J\iIessung' Substrate zu Grunde, die uns 
stets zur Verfiigung stehen. 

In cinem ganz ahnlichen Fall auf einem andern Gebiet sind wir nicht 
mehr in dllr Lage zu unabhangigen Beobachtungsgleichungen zu gelangen, 
und zwar, weil das der J\iIessung anterliegende Substrat verganglich ist. Es 
handele sich urn die Schwingungsdauer cines Magnets. Man bestimmt diese 
Schwingungsdauer, indem man bei Beobachtung mit Spiegel und Scala die 
Zeiten des Durchgangs eines bestimmten Strichs des Bildes der Scala durcli 
den Faden des Fernrohrs notirt. 1st diese Schwillgungsdauer T und be
zeichnen Uo' Up Uz' ... , Un die Zeiten auf cinander folgender Durchgange, 
so hat man die Bcobachtungsgleichungen 

T= Ul - Uu, 
1'= U2 - U1, 

'1'= U3 - U2, 
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Hier sind wir nicht mehr in der Lage, die in zwei auf einander folgen
den Gleichungen zugleich vertretenen Durchgangszeiten wie Up U2 , ••• , Un __ 1 

gesondert zu beobachten, die Gleichungen mlissen in der angegebenen Form 
stehen bleiben und ihre Verkettung ist allein durch Beobachtung nicht 
zu lOsen, wenigstens nicht, wenn man aIle zwischen der erst en und letzten 
Beobachtung stattgefundenen Durchgangszeiten zur Berechnung der Schwin
gungsdauer heranziehen will. 

W ollte man nun in diesem FaIle die gesuchte Grosse so berechnen, 
wie es die Ausgleiehungsrecbmmg flir unabbangige Messungen vorscbreibt, 
so batte man im Mittel 

T= (U1 - Uo) + (U2 - U1 ) + (U3 - U2 ) + ... + (Un - Un_I), 
n 

also einfacb 

d. h. die Beobaehtungen der Durehgangszeiten Ul' U2 , U3 , •.. , Un_ 1 kamen 
ftir die Ableitung des wahrseheinliehsten Resultats gar nieht in Frage, sie 
waren ganz unntitz, und das ist oft'enbar ein widersinniges Resultat, denn 
wenn man Beobaehtungen angestellt bat, muss man sie aueb irgendwie zur 
Sieberung des betreffenden Ergebnisses benutzen konnen, und eine Theorie, 
die das nicht gestattet, darf nieht als zufriedenstellend angesehen werden_ 

Die Losung der Sehwierigkeit ist leieht bei Gleiehungen, die nur da
dureh mit einander in Verbindung stehen, dass mehrere aber nur ja 
einmal gemessene Elemente in allen zugleieb vertreten sind. Wir nennen 
solche Gleiehungen verbundene Gleichungen. Verkettete Gleiehungen 
lassen sich dureh Transformation auf verbundene reduciren, wir haben 
uns also nur mit verbundenen Gleichungen zu beschaftigen. 

243. Zwei Annahmen, Urn die Verbindung zwischen Beobachtungs
gleichungen zu losen. Seien also, urn noeh etwas mehr Allgemeinheit zu 
erreiehen, (Xl' (X2' ••• , (Xh' Elemente, deren jedes nur e i n m al (das heisst 
nur in einer Reihe) gemessen ist und in allen Beobaehtungsgleiehullgen 
mit demselbell Betrag vertreten ist. Die Beobachtungsgleichungen 

0= <1>1 ((XP (X2' 

o = <1>2 ((Xl' (X2' 

hangen dann durch die Grossen 0:1' (X2' ... , (x,,, zusammen. Waren diese 
Grossen vollig fehlerfrei, so wtirden sie in den Gleichungen lediglieh die 
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Rolle von bestimmten Zahlengrossen spiel en. Bei der Berechnung der Fahler 
der einzelnen Gleichungen kamen also diese Grossen gar nicht in Betracht, 
und die Ausgleichung der Beobachtungsgleichungen konute genau nach den 
friihern Regeln ausgefiihrt werden. 

Gehen wir nun zum zweiten Extrem tiber, indem wir diese Elemente a. als 
ganz unbekannt ansehen, so haben wir wieder ein System von einander 
unabhiingiger Gleichungen, denn nunmehr rangiren diese Elemente mit den 
durch die Ausgleichung zu berechnenden Grossen Xl' X 2 , ••• , X" in eine 
Reihe. 

Also zwei Wege stehen uns zunachst offen, um Beobachtungsgleichungen, 
welche durch gewisse Elemente mit einander in Abhiingigkeit gebracht sind, 
von einander unabhiingig zu machen; entweder wir betrachten die betreffenden 
Elemente als vollstandig bekannt, ihre aus der einmaligen Messung resul
tirenden Betrage als ganz fehlerfrei, oder wir sehen diese Elemente als 
iiberhaupt nicht gemesssen an, sie sind dann vollstandig unbekannt, und 
mit den betreffenden andern Unbekannten zugleich auszurcchnen. 

Es kommt nun auf dasselbe hinaus, ob wir die verbindenden Elemente 
ganz als Unbekannte betrachten, oder ob wir nur ihre Fehler als Un
bekannte einfiihren, denn wenn eine Grosse b uubekannt ist, so ist es nicht 
minder die Grosse a + b, wenn auch a bekannt sein sonte. 

Wir konnen uns daher auch so ausdriicken, dass uus zwei Annahmen 
freistehen, durch die wir die Verbindung zwischen den Beobachtungs
gleichungen aufzuheben vermogen: Bntweder wir betrachten die verbindenden 
Elemente als fehlerfrei, oder wir schreiben diesen verbindenden Elementen 
bestimmte, wenn auch zunachst nicht bekannte Fehler zu. 

244a. Nonnalgleichungen fur verbundene Beobachtungsgleichungen. 
Er s t e Losung. Keine der beiden Annahmen hat von vornherein vor der 
andern einen V orzug , wir miissen sie also, um zu wahrscheinlichsten 
Resultaten zu gelangen, b eide zum Ausdruck bringen. 

Wir schreiben also erst die Beobachtungsgleichungen hin, indem wir 
zu den dieselben mit einander verb in den den Elementen gewisse unbekannte 
Verbesserungen hinzufiigen, und dann stellen wir noch Gleichungen auf, 
welche besagen, dass diese Verbesserungen auch Null sein konnen. Die 
Gewichte dieser letztern Gleichungen nehmen wir gleich den Gewichten der 
entsprechenden Elemente. Also: 

72. Bind eine Reihe von Beobachtungsgleichungen 

durch die h' Elemente rll , rl2' .•• , rlh, mit einander verbunden, so be1"echnet man 
die wahrscheinlichsten Betrage der auszugleichenden (hossen xl' x2 ' ••• , xh ' 

indem man sich die verbindenden Elemente um gewisse als ihreFehler anzusehende 
Grosscn Fl' r2 , ••• , r,., verbessert denkt und diese (hossen IJugleich mit den 
gesuchte~ (hossen Xl' X2, ••• , Xh aus dem Gleichungssystem 
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I~ ~;: 
CXXIla) ~ = ~~" 

0= <DCa l + ~p a2 + ~2' "', alt, + ~It'; ap b1 , "', gl; Xl' X2 ' "', xJ, 
0= <DCa l + ~l' a2 + ~2"'" al! + h'; a2, b2,· ", g2; Xl' X2,"', xlJ, 

nach den in den voraufgehenden Gapiteln gegebenen Regeln ausrechnet. 
Als Gewichte sind dabei filr die 1.' ersten Gleic1ntngen die Gewichte der den 
einzelnen r: entsprechenden Elemente zu verwenclen, wuhrend die Gewichte 
del' n folgenden eigentlichen Beobachtungsgleichungen in belcannter Weise aus 
den Fehlern del' anderen Beobacht~tngselemente a, b, ... , g berechnet werden. 

Die Anzahl der auszurechnenden Grosseu betragt jetzt hi + h, die Anzahl 
der zur Verfligung stehenden Gleichungen h' + n. 

Statt der Beobachtungsgleichungen konnen wir auch die Fehler
gleichungen hinschreiben. Benutzen wir aIle friihern Bezeichnungen und 
beachten, dass die ~ als Fehler kleine Grossen seiu werden, so haben wir 

wo 

10 = ~l' 
o = ~2' 

gesetzt ist. 
lndem wir jetzt wie friiher 
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setzen und als neue Bezeichnungen 

[ 0<1>' O<l>'J [ 0<1>' o<l>'J [O<l>'J b.= P'<>T~ , C .=C· = p'~~ , m = - p'<I>'-
x. uxx urJ.i xz.x urJ.x urJ.;. x O(lx 

einfiihren, wird d as System d er zur Berech n u ng der E un d ~ rlie nend en 
N ormalg leich un ge n 

all e1 + a12 ~2 + ... + au ell + bll ~1 + b12 ~2 + ... + blll'h' 

an e1 + a22 ~2 + ... + a2l1 e" + b21 f1 + b22~2 + ... + b211'h' 

a"l e1 + ah2 e2 + ... + allheh + b'd ~l + b"2 ~9 + ... + b"h'~h' = lh; 
(,XXIII)\b11 e1 + b21 e2 + ... + bh1 eh + (C11 + Pa)~l ~ c12 ~2 + ... + ClIt' ~/t' = m1, 

b12e1 + b22~2 + ... + b"2~" + C21~1 + (C22 + Pa,h2 + ... + C21t'h' =m2, 

blli:e1 + b2)2 + ... + b"),, + Ch1:~l + Ch2~2 : + .. , + (C/~h'+Pal)~".=m,t'. 
Obglcich ich glaube, dass die hier gegebene Auflosung unseres Pro

blems sich durch ihre Einfachheit und die Klarheit der Annahmen aus
zeichnet, will ich noch eine andere Methode vorfiihren, die zu mehr 
formalell Deductionen Veranlassung giebt, aber strenger zu sein scheint, 
und in speciellen Fallen gewohnlich zur Anwenrlung gelangt. 

244b. Zwei te Auflosung. Schreiben wir namlich die Fehler
gleichungen in der Form 

so ist der erste Teil <I> derselben mit den Fehlern behaftet, die wir schon 
friiher betrachtet haben, der zweite Teil hiingt von den Fehlern ~1' ~2' •.. , ~/t' 
abo Fiihren wir also wieder die Fehler v in ihrer friihern Bedeutung ein, 
indem wir unter Vx den Fehler der Grosse <I> x (rJ.l' rJ.2 ' .•• , rJ.h,; ax' bx ' .•• ; 

xl' x2' ••• , XII) verstehen, so konnen wir, illdem wir den Satz vom Minimum 
des mittlern Fehlers zum Ausgangspunkt wahlen, forderll, dass die ~ und X 

so gewahlt werden, dass die Summe 

L = (p V 2 +p v 2 + ... +p v 2) + (p 'I' ~ + P \. 2 + ... +p 'I' 2) 
1 1 2 2 n n a, <"I a, t2 a,,' tIl' 

zu einem Minimum wirrl. 
Man verlangt dann, dass das mittlere Fehlerquadrat der Beobachtungs

gleichungen zugleich mit dem mittlern Fehlerquadrat der verbindenden 
l!:lemente so klein als moglich wird. Die Beobachtungsgleichungen oder 
vielmehr deren Resultate spielen rlabei die Rolle direct beobachteter Griissen. 
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Nun hiingen hier die v mit den ~ insofern zusammen, als unsere jetzigen 
Fehlergleiehungen die Form haben 

oeI>" oeI>" oeI>" 
O=v +eI> +-~ +-~ + ... +-~., " " 00:1 1 00:2 2 00:". /. 

Wir bekommen daher 

und es sind die x und ~ so zu wahlen, dass 

zu einem Minimum wird. Fruher, als wir es mit unverbundenen Gleichungen 
zu tun hatten, wurde lediglich [peI>2] zu einem Minimum gemacht. 

Damit L zu einem Minimum wird, muss, wenn wie wir der Einfachheit 
wegen annehmen, dass die x von einander nicht abhiingen, 

sein. 

oL_oL __ oL_O oL_oL __ oL_ O 
oXl - oX2 -' .• - ox" - ; -O~l - 0~2 -'" - o~". -

Nun sind die t nicht von den x abhiingig, und da wir naeh den Aus
einandersetzungen des Art. 224 bei guten Beobaehtungen aueh die Derivirten 
von eI> als, bis auf hier nicht in Betracht kommende Grossen, fehlerfrei 
betraehten durfen, so wird allgemein 

1 oL [ 0eI> ] [0eI> 0eI> ] 
--= peI>- + p-[~~] , 
2 ox" ox" ox" 00: 

Nehmen wir erst die Gleichungen vor, die aus der Differentiation des L 
naeh den x resultiren, so haben wir h Gleiehungen von der Form 

0= [PeI> 0eI> ] + [p oeI> [0eI>" t]J. 
ox" ox" 00: 

Das erste Glied giebt, wenn wir wie friiher 

0eI>' oeI>' 8eI>' 
eI> = eI>' + ~ El + ~ ~2 + ... + ~ E" 

uX1 uX2 uX" 

setzen, niehts anderes als 
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Das zweite ist expliciter geschrieben 

oder nach den ~ geordnet 

Hier diirfen wir bis auf Grossen zweiter Ordnung p mit p', x mit x' 
und ID mit ID' vertauschen, ulld wir bekommen so, indem wir wie in 
Art. 244 a 

[ ,olD.' olD'] =b . 
p ox Oa. x. 
. x , 

setzen, 

a xl El + a x2 E2 + ... + ax!! ~h + bXl ~l + bX2 ~2 + ... + bxh' ~l/ = lx' 

Das ist aber die allgemeine Form der h erst en Gleichungell in dem fl'iiher 
gewonnenen System CXXIII. 

Die Gleichungen, die aus del' Differentiation des L nach den ~ resul
tiren, brillgen wir leicht auf die Form 

oder indem wir nach den ~ ordnen 

Weinstein, Lehrbuch I. 



370 Normalgleichungen fur verbundene Beobachtungsgleichungen. [2Hb. 

In del' ersten Zeile ersetzen wir wieder p und II> durch p' und 11>', 
machen wir dann wie friiher 

[ 011>' 011>' J 
p' Ort" Bai = e'l.i' 

so geht diese Zeile iiber in 

die zweite Zeile giebt, indem wir 

und 

setzen, bei einer Anordnung nach den E 

[ , , 0<1)' ] [, olD' oll>'l ,. [. ' 011>' olD'] r ' olD' oll>'J" p (D --~ + p ~ . -- .... = + P ., -~ E + ... + p -.- ~ I; 
Ortx oX1 Ort'l. -1 OX2 O'l." ·2 ox" Ort" " 

odeI' nach Einfiihrung del' friiher bellutzten Bezeichllung 

und unter Beachtung del' Defillitiollen del' b 

1m ganzen giebt also die Differentiation nach den t Gleichungen VOll 

del' Form 

und das stimmt mit del' Form del' h' letzten Gleichungen UlIseres Systems 
CXXIII) in Art. 244a. 

Mit del' AufsteBung del' Normalgleichungen ist unsere Aufgabe gelOst, 
denn aBe weitern Rechnungell schliessell sich an diese Gleichungen an. 
Man kann ane friiher entwickelten Formeln in Anwendung bringen, nur hat 
man zu beachten, dass wir es hier mit n + h' Beobachtungsgleichungen 
und It + h' N ormalgleichungen zu tun haben, und dass an Stelle des friihern 
Systems del' Coefficienten aix ; i, x = 1, 2, 3, ... , h jetzt tritt das System 
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all a 12 ••• all. bll 

a 21 a 22 '" a 2h b2l 

a h1 a"2 ••• a"h bh1 bh2 

bll b21 •.• bhl Cll + Pat C12 

Auch (lieses System ist ein symmetrisches. 

•. , b1/" 

... b2", 

'" C", .. + Pa,,' 

371 

Die Gewichte P und ilue Naherungswerte p' hiingen aHein ab von den 
unabhangig beobachteten Elemellten, es ist also wie fruher 

, 1 

P = (0Il>,)2 2 , (0<[>')2 2 
all P-"" -r- at} P-b" + ... 

" " 

CXXIV) 

Ferner haben wir fiir den mittlern }<'ehler einer verbessertell Beob
achtungsgleichung vom Gewicht P~ 

CXXV) 
_ '1/[p'tl~J + IPa ~2J . 

JJ-" - V p' en - It) 
" 

Dabei ist 

oder, indem man wie friiher 

setzt, 

CXXVI) lJ = - Il>' _ [~ OIl>~J - [t' OIl>~J . 
" " ox' ~ 00: 

245. Streng zu erfiillende verbundene Gleichungen. Ein besonders 
hervorzuhebender Fall ist der, wo die Fehler der Beobachtungsgleichungen 
lediglich durch die Fehler der diese Gleichungen verbindenden 
Elemente hervorgebracht werden. Wir haben abel' hierbei zwischen zwei 
Fallen zu unterscheiden. Entweder ist die Anzahl der Beobachtungs
gleichungen grosser als die der Verbesserungen ~ zusammen mit del' Anzahl 
der zu berechnenden Grossen, und dann sind die Beobachtungsgleichungen 
nUl" tunlichst zu erfiillen. Diesel' Fall bietet durchaus nichts neues, und 
ist durch die obigell allgemeineu Eutwickelungen erledigt. 0 d e l' die Anzahl 

24" 



372 Verbundene Bedingungsgleichungen. 

der Beobaehtungsgleiehungen ist nicht grosser als die der Verbesserungen 
und zu bereelmenden Grossen. Die Gleiehungeu sind dann streng zn er
ftillen und als Bedingungsgleiehungen anzusehen, und die Aufgabe ist 
eine Verallgemeinerung der im voraufgehenden Absehnitt in Cap. X behan
delten, insofern hier aueh noeh eine Reihe yon Grossen mit zu bereelmen ist. 
Die Losung entsprieht aueh der dort gegebenen; es ist CPa ~2] zu einem 
Minimum zu maehen unter der Bedingung, dass die n Gleiehungen 

oW" o(D" 0<1\ 
0= <D" + a~-~-1-"1 + oc£; 1-"2 + ... + a'll? 1-"" 

erfiillt werden. Hier kann man ctwas anders yerfahren als in dem eben 
behandelten allgemeinern Fall. Fiihrt man narnlieh wieder Correlatengrossen 
1':1' ')(2' •.. , Xn ein, so hat man naeh der in Art. 165 gegebenen Regel die 1-" 

und x so zu bestirnrnen, dass 

~ ( o(Di o<Di O<Di) 
o[p ,.2] i=n 0 (D i +a.x 1-"1 + a;- 1-"2+'" + o~;- h' 

a t ~ 1 2 h' 
--0--+ ~2Xi a =0, 

1-"1 i=1 ~l 

A= 1,2,3, ... , h', 

( oWi oW i 0(1).) 
~ [ .2] i=n a (Di + ;;:;;-1-"1 + ~- 1-"2 + ... + ;;'--1-"", 
v Pa ~ ~ vc£1 VG(2 VG(",_ 

a + ~ 2)(. a - 0, 
Xl i=1' Xl 

A = 1, 2, 3, ... , h. 

wird. Die Differentiation naeh den 1-" ergiebt Gleiehungen 'yon der Porrn 

A us den Differentiationen naeh den x falgt 

Stellt man diese h + h' GleicllUngen mit den j<lehlcrgleiehullg'cn 

'l1lsammell und beaehtet, dass 

oWi olD; 
5xl = ax~ 

ist, so hat man zur IAisung der Aufgahe folgcnde 3 GleiellUllgssystel11c 
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CXXVII) 

zusammen also h' + It + n Gleichungen zur Berechnung der n Correlaten )t, 

der h Verbesserungen ~ und der h' Verbesserungen~. Der mittlere Fehler 
einer der Beobachtungsgrossen, also eines der IX, ist 

CXXVIIl) 

Allgemein findet man den mittlern. Fehler einer Function ]i' von den 
(l + ~ und den x' +~, indem man die 'f und die ~ aus den obigen h' + h + n 
Gleichungen als Functionen der in den .r>' enthaltenen direct beobachteten 
Grosscn (l darstellt. 1st dann 

so hat man 
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Die weitere Entwickelung darf, nachdem schon so viele Aufgaben ahnlicher 
Art behandelt sind, dem Leser iiberlassen bleiben. 

246 a. Beispiel fUr die Ausgleichung verbundener Beobachtungs
gleichungen. Als Beispiel fiir die Ausgleichung verbundener Beobachtungs
gleichungen wahle ich die schon vorgefiihrte Aufgabe der Bestimmung der 
Schwingungsdauer eines schwingenden Korpers, etwa eines Magnets, einer 
Waage oder eines Pendels. Zur Ableitung der Schwingungsdauer notirt 
der Beobachter die Durchgangszeit einer mit dem schwingenden Korper ver
bundenen, also mit diesem schwingenden, Marke vor einer andern anderweitig 
festgemachten Marke. Das genauere Yerfahren bei der Beobachtung wird 
im zweiten Bande auseinandergesetzt werden. 

1st eine beobachtcte Durchgangszeit Ux' eine andere UX+ l und die 
Anzahl der Schwingungen, die der Korper zwischen diesen beiden Durch
gangszeiten ausgefiihrt hat, Yx ' so folgt fiir die Schwingungsdauer 

Wir haben also die etwas allgemeiner als in Art. 242 gestalteten Beob
achtungsgleichungen 

Tvl = UI - Uo, 

Tv2 = U2 - UI , 

Tva = U3 - U2 , 

Die Gleichungen sind in dieser Form zu schreiben, weil die direct beob
achteten Grossen eben die U sind. 

Die Gleichungen sind vel'kettet, und es sind anscheinend n - 1 ver
bindende Grossen vorhanden. Es ist abel' sehr leicht, aus ihnen ein anderes 
Gleichungssystem abzuleiten, welches nur eine einzige verbindende Grosse 
enthalt. Man hat zu dem Behufe lediglich hinter einander 2, 3, 4, ... , n 
dieser Gleichungen zu addieren und bekommt dann das System 

1'Yl = L\ - Vo, 

Tv2 + 1"11 = U2 - Vo, 

l Ya + Tv2 + Tv! = Ua - Vo, 
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Die v sind, wie an der betreffenden Stelle des zweitell Bandes gezeigt 
werden wird, als fehlerfreie Grossen zu betrachten. 

Setzen wir zur Abkiirzung 
VI = v~, 

v2 + VI = v~, 

v3 + v2 + '11 = v~, 

so geht das System der Beobachtungsgleichungen iiber in 

Tv~ = Ul - (To' 

1"'~ = U2 - Uo' 
Tv~ = ['3 - Uo' 

und dieses System enthiilt nur e i n e verbindende Grosse, niimlich Vo, die Aus
gangszeit fUr die Beobachtungen. Man sieht auch leicht ein, dass dieses System 
von vorn herein als System der Beobachtullgsgleichungen hiitte aufgestellt 
werden konnen, denn die v' haben principiell dieselbe Bedeutung wie die v, 
nur dass sie sich auf grossere Zeitintervalle beziehen als diese. 

Wir haben jetzt nach der Vorschrift des Satzes 72 die Beobachtung's
gleichung so umzuiindern, dass wir in ihnen Vo um seineu wahrscheinlichsten 
Fehler, wir bezeichnen ihn mit /).Vo, vergrossern, und ausserdem auch noch 
die Annahme zum Ausdruck zu bringen, dass /).Vo auch gleich Null sein 
kann. So bekommen wir die Gleichungell 

0= -tlUo' 

Tv~ = VI - Vo - /).Vo' 

Tv~ = V2 - Vo -tlVo' 

Tv~ = [73 - Do - tlDo' 

1'v~ = Vn - Vo - tlUo' 

n + 1 Gleichungen, aus denen T und /).Vo durch Ausgleichung zu be
rechnen sind. 

Die Gewichte all' dieser Gleichungen sind eillander gleich, also gleich 1 
zu setzen. Die Normalgleichungen werden hiernach in Uebereinstimmung 
mit ihrer unter CXXIII) gegebenen allgemeinen Form 

[NJT+ [v'J/).Uo = [/(U- Uo)], 

[v']1' + [IJ /). Uo = [U -lToJ. 
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Darin haben wir 

[hi] =O+v~ 2 

[Vi] =O+v~ 

[1] = 1 + 1 

+V~2 +v~2 + ... +v~2, 

+v~ +v~ +".+v~, 

+1 +1 + .. ·+I=n+1, 

[2(6a. 

[V'(U -(10)]=0+v~ [71 +v~[72+v~ [1s + ... +v~Un-Uo(O+v~ +V;+vS + ... +v:), 

[U-Uo] =0+ [71+ [72+ Ua+,,·+Un-nUo=[U]-(n+l)Uo·, 

und es ergiebt sich 

(n + 1) [V'(U - [To)] - [Vi] [U - [70] 
T= (n + 1) [V'2] _ [Vi] [Vi] , 

[v'] [ViC [T - ~l)] - [V'2] [U- [To] 
I:::.u. = , o ['l] [Vi] _ (n + 1) [V'2] 

oder nach einigen Umformungen 

T= en + 1)['1' U] - [l][U] , 
en + 1) [V'2] - [Vi] [Vi] 

[Vi] [v'U] - [V'2] [0] 
I:::.Uo= - (n + 1) [V'2] _ [Vi] [Vi] - Uo• 

Zu denselben Formeln ist F. Neumann *) nach der zweiten Losungs
methode des allgemeinen Problems gelangt. 

Die Formel fiir T giebt den wahrscheinliehsten Werl fiir die Sehwingungs
dauer, die fiir I:::.Uo den wahrscheinlichsten Wert fiir den Fehler der Aus
gangszeit, der ersten Durehgangsbeobachtung. Die wabrseheinliehsten Fehler 
fiir die andern Durchgangszeiten konnen wir aueh leieht berechnen. 

Fiihren wir namlieh die Werle fiir T und I:::.Uo in die Beobaehtungs
gleiehungen ein, so gehen diese iiber in 

{(n+ 1)[v' U] - [Vi] [U] }v~ - {[VI] ['I' U] - [V'2] [U]} 
(n + 1)[v'2] - [V'][v'] = U ... , 

It = 1, 2, 3, ... , n. 

Wenn wir jetzt die wahrseheinlichsten Fehler von Up U2 ' ••• , U .. mit 
I:::.U1 , I:::.U2 , ••• , I:::.U .. bezeiehnen, haben wir allgemein 

{(n + l)[v' U] - [Vi] [U]} v~ - {[VI] [Vi U] - [V'2] [U] } 
I:::.U ... = (n + 1) [V'2] _ [Vi] [Vi] - U ... , 

woraus sieh die wahrscheinliehsten Fehler der einzelnen U in iedem FaIle 
bereehnen lassen. 

Besonders zu beaehten ist nur, dass v~ = 0 ist. 

*) Theoretische Physik herausgegeben von Pap e. 
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Zu einem sehr bemerkenswerten Resultat gelangt man, wenn man aIle 
d U addirt, es ist dann namlich 

{(n+1)[v' UJ - [v'J [U]}{ [v'J }-(n +1): [v'J [/ U]- [/2J [UJ } 
[dU"J= (n + 1)[-/2J _ [/Hv'J [U"J. 

Der Zahler des ersten Gliedes rechter Hand giebt aber nichts allderes als 

en + 1) [v'2] [U] - [v'J ['I'] [U]. 

Das ganze erste Glied rechter Hand ist mithin gleich [U], und damit wird 

[dU,,]=dUo+ dUl + /1U2 + dU3 + ... + dUn = O. 

Nun ist zu beachten, dass die /1U hier zugleich 'auch die Fehler der beziig
lichen Beobachtungsgleichungen angeben. Wir sehen also, dass bei diesem 
Ausgleichsverfahren die wahrscheinlichsten Fehler der Beobachtullgs
gleichungen zusammen 0 ergeben, ganz so, wie wenn es sich um eillfache 
Messungen handelte. 

Bezeichnen wir diese Fehler wie friiher durch vo, Vl' V!l' V3' ••• , Vn ' so ist 
also in diesem FaIle 

Wir wollen noch die mittlern Fehler rechnen. Zunachst schreiben wir 

a.-/ -~ 
v =dU =-"---U " " "( ", 

und habell 

Nach einigen Reductiollen findet man 

[V2J = [/1lJ2] = [U2J - T ['I' U] - (Uo + /1Uo) [UJ 

oder auch 

[v2] = [/1U2] = [v'2J((n+l)[U2]-[U]2) + [-/J([U] [/U] - ['I'] [U2]) 

+ ['I' UJ (['I'] [U] - (n + 1) ['I' U])· 

Die erste Form eigllet sich zu numerischen Rechnungen, die zweite zu 
theoretischen U lltersuchungen. 

Der mittlere Fehler einer Beobachtungsgleichullg ist, weil die Anzahl 
der iiberschiissigen Gleichullgell n + 1 - 2 betragt, 

or = .. 1 [v2] • 
V n-l 
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Um die mittlern Fahler der ausgeglichenen Grosf'en T und dUo zu 
bestimmen, stell en wir unsere friihern Symbole mit den jetzigen Bezeich
nungen zusammen. Es ist 

somit 

all = ['1'2], a12 = an = ['I'], a22 = [1] = n + 1, 

11 = ['1'V]-['1']Vo, 12=[V]-(n+l)Vo, 

['I'] 
1X12 = ['I' 2]' 

_ ['1']2 _ en + 1)['1' 2] - ['1']2 • 
a22,1-n+1-['I'2]- ['1'2] , 

1 M2 ~~ n+l 
ql = ['1'2] + ['1'2]~ en + I) ['1'2] _ ['1']2 en + 1) ['1'2] _ ['1']2' 

['I' 2] 

und wir bekommen 

,j n + 1 ,/[V2l 
fL T = V en + 1) ['I' 2] ~ [iP V n - 1 ' 

,/ ['1'2] ,/(1)2] 
I\luo = V en + 1)['1'~] - ['1'J2 V n - 1 ' 

wo also [v 2] den oben angegebenen Betrag besitzt. 
246 b. Wir wollen die so erlangten Resultate mit den Resultaten 

vergleichen, zu welchen wir gelangt waren, wenn wir auf die Verbindung 
zwischen den GIeichungen keine Riicksicht genommen hatten. 

U-U 
Da die eigentlich beobachteten Grossen nicht die T .. = .. , 0, sondern 

'I .. 
die V .. - Uo sind, so behaIten die Beobachtungsgleichungen die Form 

v~T= VI - Vo, 

'I;T= U2 - Uo' 

Indem wir nur T als Unbekannte ansehen, haben wir als einzige 
N ormalgleichung 

['1'2]T= ['I' (VI - Vo)] = [/V] - ['I'] Vo, 

und es wird, wenn wir die so berechnete Schwingungsdauer mit T' be
zeichnen, 

" ['I' (V - Uo)] ['I' V] - ['I'] V~ 
1 = ['1'2] = ['1'2] . 
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Die Differenz zwischen diesem Betrag uud dem voraufgehend ange
gebenen ist 

oder 

[v' 2] [UJ - (n + 1) Uo[v' 2] - [v'] [v' U - Uu] 
T' - T= [v'] -~--~~~----~-~--

[v' 2] ((n + 1) [v' 2] - ['1']2) 

, J , [v'2][U]_[v'][v'U] , Uo 
T - 1 = [v ] [~~ 2] ((n + 1) [v' 2] _ [v'J2) - [v J ~, 2] , 

und das giebt einfach 

J e grosser hiernach [v' 2] im Verhaltnis zu [v'] ist, urn so eher ist es 
gestattet, von del' zwischen den einzelnen Gleichungen bestehenden V (11'

bindung abzusehen und die Schwingungsdauer aus den Beobachtungs
gleichungen so zu berechnen, wie wenn diese ganz unabhangig von ein
ander waren. [v' 2] kann man abel' dadurch im Verhaltnis zu [v'] gross 
machen, dass man zwischen den einzelnen beobachteten Durchgangszeiten 
betrachtliche Zeitintervalle verfliessen lasst. 

Bilden wir weiter die Fehler del' Beobachtungsgleichungen und be
zeichnen sie in ihren jetzigen Betragen durch v~, v~, ... , v~, so wird all
gemein 

" [v' U] - [v'] Uo , 
Vx = [J x - Uo- ['1'2] 'Ix' x= 1,2, ... , n, 

also 

[V'J= en + 1) [v'2J - [v'J2 !:::.U _ ((n + 1) [v'J2 _ [v'2J) (1"- T) 
[,/2J 0 - [v'J ' 

und ebenso 

[V'J _ [vJ = (n + 1) ['1'2] - [v'] 2 !:::.U . 
['1'2] 0 

Ferner ist, indem, wie friiher, 

[U] = Uo + Ul + U2 + ... + Un' 

[U 2] = U 2 + U 2 + U 2 + ... + U 2 
o 1 2 n ' 

[(U - Uo)2] = (Uo - Uo)2 + (Ul -. Uo)2 + ([12- [10)2 + ... + (Un - [70)2 

gesetzt wird, in fiir die Rechnung bequemer l"orm 
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Zur Vergleiehul1g dieses Wertes flir [V'2] mit dem obel1 fiir [v~] gefulldenen 
Wert sehreibe ieh zunaehst unter BtJnutzung der Formel fiir '1" 

Die auf der rechten Seite der Gleiehung stehenden drei letzten Glieder Mnnen 
in (T'['1'] - [U - UoJ) Uo zusammengefasst werden, und geben zufolge des 

[v'J['1'(U - Uo)] - [v'2J[U - Uo] 
Wertes von 1" auch [ '2 Un' und das ist gleich 

'I J 
flU, (['1'p - en + 1) [-/2]) TT. ° ['1'2] Vo 

Damit wird 

[V,2 J = [U2J - J" [/ U] - Uo[ DJ - t,~ ((n + 1) [/2 J - [-/]2) Uo, 

folglieh 

[V'2] - [v2J = flUo[U] - (T'- T) [v' U] - ~'1~J ((n + 1) ['1'2] - [/]2) Uo. 

Fuhren wir hierin den Wert von 1"- T ein, so gehen die beiden ersten 
Glieder rechter Hand iiber in 

t~J (['1'2] [DJ - [/] [/ UJ), 
das ist in 

und es wird schliesslieh 

[V'2J _ [v2J = + en + I) [,/2J - [/]2 (flU,)2 
[v'2J 0 • 

Nun ist (n + 1) [v'~] - [/]2 unter allen Umstanden positiv, somit ist 
[v2] jedenfalls kleiuer als [V'2J. Da nun zur Berechnung der mittlern F'ehler 
in beiden Fallen die Fehlerquadratsumme mit n - 1 zu dividiren ist, so 
gleieht die erste Berechnungsweise die Beobachtungsgleichungen gegen 
einallder jedenfalls mehr aus, als die zweite. 

Endlich haben wir noch P-T' mit P-T zu vergleiehen. 
Es war 

Dagegen ist 
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s()mit 

_ • len + 1)[/2] - [/J2 • len + 1)['/~J - [-/~J (D._l)JJ)!'" 1 
11-1" - I1-T V (n + 1) lV'2] V [/2] [v2] + , 

oder unter Beachtung der Formel fiir den mittlern Fehler von D.Uo 

_ I [Vi)" ./(D.Uo )2 1 
pOT' - ILT V 1 - (n + 1) [v' 2J V IL;l-;' n + 1 + 1. 

Das Beispiel ist so eingehend behandelt, damit der Leser iibersieht, 
welche Fehler er begeht; wenn er zur Erleichterung der Rechnung von den 
strengen Regeln der Ausgleichungsrechnung abweicht. 

Uebrigens sind mit diesem Beispiel eine grosse Anzahl anderer lien 
Physiker besonders interessirender Aufgaben im wesentlichen erledigt. 
Namentlich hervorzuheben sind die Aufgaben: die Gleichgewichtslage eines 
schwingenden Korpers (etwa einer Declinationsnadel, einer Waage u. s. f.) 
das logarithmische Decrement von Schwingungen, die Fadendistanzen ill 
einem Fernrohr durch Passagebeobachtungen zu bestimmen. 

XX. Ueber die Form, die man den Beobachtungsgleichungen 
zu geben hat. 

Von den analytischen Entwickelungen der einzelnen Regeln gehen wir 
zu der praktischell Anwendung derselben iiber, urn, nachdem wir gezeigt haben, 
welche Vorarbeiten jedem Ausgleichsverfahren vorauszugehen haben, dieses 
selbst schematisch darzulegen und mit einer Kritik der Beobachtungen nnd 
Resultate zu schliessen. 

247. Mit den Beobachtungsgleichungen diirfen vor ihrer Ausgleichung 
keinerlei Operationen vorgenommen werden, die ihre Gewichte beeinflussen. 
Den Grundstock der ganzen Ausgleichungsrechnung bilden die Beobachtungs
gleichungen und die Gewichte derselben, iiber beide sind eine Reihe von 
wichtigen Bemerkungen zu machen. 

In der bestimmten Analysis darf man bekauntlich mit Gieichungen aUe 
maglichen Operation en vornehmen, ohne dadurch die Werte der aus ihnell 
zu berechnenden Unbekannten irgend wie zu alteriren. 

Ganz anders verhalt es sich mit der Analysis des Wahrscheinlichen. 
Besassen ihre Formeln absolute Giltigkeit, waren sie nicht bios An
naherungen an die wirklichen Verhaltnisse, so kannte man auch hier die 
Beobachtungsgleichungen irgend welchen Operation en unterwerfen. Das ist 
aber nicht der Fall, unO. darum gilt als erste Regel 

73. Dass man mit den Beobachtungsgleichungen vor ihrer Ausgleichung 
keinerlei Veriinderungen vornehmen darf, die mit Multiplicationen oder 
Divisionen, oder irgend andem hOhern algebraisclten Operationen rerbunden 
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sind, und Additionen und Subtractionen sind auch nur gestattet, wenn sie 
einfache Zahlen, oder als fehlerfrei anzusehende G-rossen betreffen. 

Nimmt man doch solche Veranderungen VOl', dann liefert die Aus
gleichungsrechnung die gesuchten Grossen nicht wie sie fUr die vorgelegte 
Function am wahrscheinlichsten sind, sondeI'll wie sie der veranderten 
Function entsprechen, und man muss bei der veranderten Function stehen 
bleiben, kann von ihr nicht mehr mit grosster Wahrscheinlichkeit auf die 
vorgelegte Function schliessen. 

248. Wenn die Gleichungen abgeandert werden, miissen auch 
ihre Gewichte geandert werden, indessen wird das Resultat unsicherer. 
Man kann zwar den Einfluss einer sol chen Veranderung zum Teil dadurch 
wieder aufheben, dass lUan auch die Gewichte der Gleichungen entsprechend 
abandert, sie also fUr die neue Function berechnet, indessen ist das nur ein 
Notbehelf, denn einerseits sind die Gewichte nur selten mit genu gender 
Genauigkeit zu bestimmen und andererseits wissen wir aus der Theorie zu
sammengesetzter Messungen, dass die Formel, nach der man das Gewicht 
einer Function ausmittelt, auf strenge Giltigkeit nur bei linearen Functionen 
Anspruch erheben darf. Nur dann, wenn die 1<'unction sowohl in ihrer 
ursprunglichen, als auch in ihrer abgeanderten Form in Bezug auf die 
Grossen, welche bei der Gewichtsbestimmung in Frage kommen, linear ist, 
kann man auf Uebereinstimmung der jeweilig gewonnenen Ergebnisse rechnen. 
Ein Beispiel solI lehren, worauf es ankommt. 

249. Beispiel 1. Wickelt man urn ein Stuck weiches Eisen einen Kupfer
draht und sendet durch dies en Draht einell Strom, so wird das Eisenstuck 
rnagnetisch. Man hat nun Grund anzunehmen, dass der Magnetismus des 
Eisens fur scharfe Strome der Stromstarke annahernd proportional anwachst. 
1st m der Magnetismus des Eisenstucks (gemessen durch sein Moment), 
i die Strom starke , so wird also bis zu einem gewissen Wert von i sein 
m = xi, wo demnach x den unbekannten Proportionalitatsfactor angiebt. 

Man kann nun sowohl m als i messen und bekommt dann zur Be
stimmung von x eine Reihe von Beobachtungsgleichungen 

ml = xil , 

m2= xi2 , 

Die Function, urn die es sich handelt, ist 

<I> = m - xi, 

olD . 
wir haben hier h = 1 und Ox = - t. 

Es seien die Gewichte del' vorstehenden Beobachtungsgleichungen be
zliglich 
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also wenn Pm das Gewicht der Bestimmung vou m ,p. das der Bestim-
x x 'x 

mung von ix bedeutet, nach Art. 155 

wo man fiir die Unbekannte x bei numerischen Rechnungen irgend einen 
m 

N aherungswert, etwa ----;-,,-, setzen darf. 
tx 

Wir haben dann, indem wir davon absehen, dass die Ausgleichungs
formeln durch successive Annaherung ge16st werden sollen, diese Aus
gleichungsformeln, weil wir es mit einer linearen Function zu tun haben, 
in der unter LXXXII) gegebenen Gestalt anzuwenden. Nun ist 

also 

al1 = [pa1a1]=P1i/ +P2 i22 +···+pn in 2, 

l= -[pao a1] =Pl Inl il + P2ln2i2 + ... + Pn 1nn in· 

Die iibrigen a sind nicht vertreten, weil nur ein Coefficient da ist. Es 
giebt sonach hier nur eine Normalgleichung 

und damit wird der wahrscheinlichste Wert des Proportionalitatsfactors 

P 1 1n1 i1 + P2 1n2 iz + ... + Pn 1nn in 
X = - --.---~ .. --.-----

P1 l12 + P2 i22 + ... + Pn in 2 

Das ist die Formel, die man fiir den unbekannten Proportionalitiits
factor bekommt, wenn man die Beohachtungsgleichungen so ausgleicht, wie 
sie von vornherein geschrieben werden miissen. 

Es k6nnte aber jemandem einfallen, die Beobachtungsgleichungen 
dadurch zu vereinfachen, dass er sie durch die elltsprechenden i dividirt, 
denn dadurch bekommt man sofort eine Reihe von Gleichungen fiir x, 
namlich 

X=·t~l , 
t[ 

1n9 
X=-.-"'-, 

t2 

m n X=-.-, 
tn 
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wie wenn x n mal direct gemessen ware, und so wiirde er das arithmetische 
Mittel 

m i m2 mn 
P -.-+ P -.-+"'+ P -.-

1 ZI 2 Z2 n Zn 
x= 

PI +P2 +"'+Pn 

fiir den wahrscheinlichsten Betrag des Proportionalitatsfactors ansehen, der 
doch mit dem oben als wahrscheinlichst abgeleiteten Wart nicht harmonirt. 

Hier liisst sich der scheinbare Widerspruch noch leicht lOsen, wenn 
man beachtet, dass man durch das Dividiren der Beobachtungsgleichungen 
durch i zugleich die Gewichte dieser Gleichungen verandert hat. 

Die Function, die jetzt ausgeglichen werden solI, ist Tlicht mehr 

<I> = m - xi, sondern IjI = ~ - x. Bezeichnen wir daher mit P' allgemein 
Z 

das Gewicht einer der j etzt als Beobachtungsgleichungen angesehenen 
Gleichungen, so ist nach Satz 58 

, 1 

P = (OIjl)2 ~+(O*)2~ =-1-+--~-2' 
om Pm Ot Pi Pm Z Pi 

m 
Setzt man wieder angenahert ---;- = x, so wird hiernach 

Z 

und es foIgt aus den abgeallderten Gleichungell 

, m i / m2 , mn 
P -.-+ P -.-+"'+ P -.-

1 Zl 2 Z2 n Zn 
x= 

P~ +P;+"'+Pn 

PI ml ii + P2 m2 i2 + ... + Pn mn in 
PI i l 2 + P2 i22 + ... + Pn in 2 

ganz SO, wie aus den urspriinglichen Gleichungen. 
Aber man sieht - und hierauf mochte ich die Aufmerksamkeit des 

Lesers ganz besonders richten - da8s selbst in diesem so einfachen Fall 
eine stronge Uebereinstimmung nicht zu erzielen ist, denn in der Formel 
fiir P'1. steht im Nenner 

in der fUr P~ dagegeu 

1 m'1. 2 1 
-+-.-.,-' 
Pm.. z .. " Pix 



250.] Beispiel. 

m 
und der wahre Wert von x braucht nicht mit ~ iibereinzustimmen. Pra-k. 

t" 
tisch ist man freilich genotigt, fiir x so wie so einen Naherungswert ein

m 
zufiihren, man kann dann x durch ~ ersetzen, aber man muss es nicht, 

t" 
hat man einen Wert fiir x, dem man mehr Vertrauen schenkt, so wird man 

m' 
diesen, nicht den durch ~ gegebenen wahlen. Hieraus sieht man, in 

t" _ 
welch em V erhaltnis die beiden Losungswerte zu einander stehen; die zweite 
gehOrt zu den NaherungslO~ungen der erstell Methode, da sie jedoch vor
schreibt, dass bei .aer Berechnungder einzelnen Gewichte jedesmal ein 
and ere r Naherungswert fiir x genommen werden solI, kann man sie llicht 
einmal fur besonders consequent halten, denn' selbstverstandlich wird man 
dim Wert VOllX, den mim als der Wahrheit am nachsten kommend erkannt 
hat, auch iiberall anwenden. 

Nur in ein em Falle herrscht vollstandige Uebereinstimmung IIwischen 
beiden Methoden, dann llamlich, wellll man p. als unbegrenzt gross an-Lx. . - , 

sehen darf, wenn also die Genauigkeit der Messungen derBtromstarke die 
der Messungen des Magnetismus so sehr iibertrifft, dass der mittlere Fehler 
jener gegen den dieser garnicht in Betracht kommt, in dies em FaIle ist 

und die beiden Ausdrucke stimmen vollstandig uberein. Hier trifft aber 
auch die Hauptbedingung fur die Anwendbarkeit der zweiten Methode ein, 
denn sowohl <I> als ~ sind in Bezug auf die Grosse, welche dann bei Berech
nung ihrer Gewichte in Frage kommt, linear. 

250. :Beispiel 2. Ich habe, um lloch einen zweitcn Fall vorzufiihren, 
in dem man leicht geneigt ist, cine Veranderung mit den Bcobachtullgs
gleichullgen vorzunehmen, das voraufgehende Beispiel nur ein wenig zu 
modificiren. Es moge das betreffende Eisenstuck auch noch eigenen Magne
tismus besitzen, also solchen, der sich auch noch zeigt, wenn man den Strom 
ganz aufhebt. 

Misst man dann in einem besondern Fall sein Moment, so setzt sich 
dasselbe aus zwei Teilen zusammen, aus dem ihm an sich zukommenden und aus 
dem durch den Strom hllrvorgerufenen Teil und man hat, falls jetzt Xl jenes 
Eigenmoment bezeichnet und X2 den Proportionalitatsfactor zur Ableitung des 
elektromagnetischen Moments angiebt, bei schwachen Stromen m = Xl + X2 i. 

Hiernach wird 

Weinstein, Lobrbuch I. 

<I> = m - Xl - X2 i, 

0<1> =-1 
oXl ' 

a <I> • ,,---=-t 
oX2 

20 
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und man hat die Reihe VOn Beobachtungsgleichungen 

11>1 = mt - Xl - X2 i l = 0, 
11>2 = m2 - XI - X2 ~ = 0, 
11>3 = m3 - Xl - X2 i3 = 0, . . . . . . . 

Die Gewichte dieser Gleichungen sind beziiglich 

1 , 
P = -1---2 ' it = 1, 2, 3, ... , n. 

" X2 -+-
Pm.. Pi .. 

{250: 

Sehen wir wieder davon ab, dass regelrecht die Ausgleichungsformeln 
durch successive Naherung gelost werden sollen, und benutzen diese Formeln 
in der Form des Art. 212, so wird 

ao =m, 
al = -1, 
a2 =-i, 
au = P1 + P2 + ... + Pn = [p], 
a12 = PI i l + P2 i2 + .. , + Pn in = [pi]. 

an = a12 , 

an = P1 i12+ P2i22 + ... + Pn in 2= [pi2], 

11 = PI m l + P2m2 + ... + Pn mn = [pm], 
12 = PI m l i l + P2m2 i2 + ... + Pn m"in = [pmi] 

und die Ausgleichungsfol'melll sind 

woraus folgt 

[P]XI + [Pi] X2 = [pm], 
[PYXl + [pi2]X2 = [pmi], 

[pmi] [pi] - [pm] [pii] 
Xl = [pi][pi] - [pJ[pii] , 

[pmi] [p] - [pm] [pi] 
- x2 = [pi] [piJ - [p] [pii] 

Man ist aber versucht, noch einen andern Weg einzuschlagen, indem 
man, um die Anzahl der nach dem Ausgleichsverfahren zu berechnenden 
Coefficienten herabzumindern, den einen oder andern Coefficienten schon 
aus den Beobachtungsgleichungen in irgend einer Weise eliminirt. Am 
rohesten verfahrt man, wenn man eine der Gleichungen mit gehOrigen Factoren 
multiplicirt von allen andern abzieht, wodurch nicht bIos die Anzahl del' 
ausLUgleichenden Coefficienten, sondern auch die der auszugleichenden Beob-
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achtungsgleichungen verringert wird. Besser ist es schon, wenn man erst 
aus allen Glliichungen eille Mittelgleichung bildet, und diese mit den ge
horigen Factoren multiplicirt von den Beobachtungsgleichungen abzieht. 
Rier bleibt wenigstens die Amahl der auszugleichenden Beobachtungs
gleichungen ungeschmalert. 

Sehen wir zu, was bei dieser letztern Methode herauskommt, und 
wie mall verfahren muss, wenn man in dieser Weise wirklich vorgehen will. 
Das Mittel aus allen Beobachtungsgleichungen muss natiirlich nach den 
Gewichten der Gleichungen gebildet werden, man hat also zunachst fiir unser 
Beispiel als mittlere Gleichung 

- [pm] [P] [Pi] 
C!>= [p] --[p]Xl- [p] x2=O, 

und wenn man das von den einzelnen Beobachtungsgleichungen abzieht, wird 

- [pm] (. [Pi]) 
C!>n-C!>=mn-[p]-xn ~2- [p] . 

Gewohnlich ist man nUll geneigt, dies en Gleichungen dieselben Gewichte 
beizulegen wie den urspriinglichen, aber es ist klar, dass das nicht gestattet 
ist. In der Tat, ist das Gewicht von C!> gleich p, so haben wir nach 
Art. 155 fiir das Gewicht p' einer der obigen Gleichungen, etwa der den, 

1 
P~= 1 1 

-+ --=
P 

ppx 

P+Px 

Es kann sein, dass das Gewicht der mittlern Gleichung sehr gross ist gegen 
das jeder einzelnen Gleichung, aber im allgemeinen hat man kein Recht 
p = 00 zu setzen, vielmehr ist 

P=Pl +P2 +"'+Pn= [p], 
also 

, px[p] 
Px= Px + [P] . 

Setzen wir jetzt 

m - [pm] =m' 
x [p] x' 

[pi] .. 
'.- [pJ=lx' 

25* 
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so wird nach einer ahnlichen Rechnung wie im Art. 249 

oder 

p~ m'l Zl -+- p~m~ i~ + ... + p~ m~ i~ 
x2 = P~ i~ 2 -+-P~~~-+ P~ (2- , 

,,= 
1 p :: [p] (mJp]-[pm]) (iJrJ - Cpt]) 
x=l x. 

X2=,,=_~n~------------------~---

1 p ~ [p] (i" [P] - [pi]) (i,Jp] - [pi]) 
x=L x 

Aus der Mittelgleichung hat man danll noch zur Bestimmung von Xl 

[250. 

Zunachst ist zu constatiren, dass diese Ausdrlicke flir Xl und X2 flir die 
Rechnung durchaus uicht einfacher sind, als die nach der allgemeinen Aus
gleichung abgeleiteten, sie sind eher no.ch complicirter. Ferner lehrt der 
Augenschein, dass sie anch jenen nicht gleich zu setzen sind, wenn man 
nicht noch gewisse Vernachlassigungen macht. Wenn nun [p] relativ gross 
gegen jedes der p ist, wird die Grosse P" -+- [p] nur wenig von Gleichung 
zu Gleichung variiren, nimmt man an, dass es liberhaupt constant bleibt, so 
geht der Zahler liber in 

x=n 

~pxCm" i" [p]2 - m"IpJ [pi] - i" [pm] [p] -+- [pm] [piJ) , 
,,=1 

x::;::::n 

und dieses wird, weil die [] dieselbe Operation anzeigen wie ~. gleich 
"=1 

[pmiJ [p]2_ [pm] [p] [pi! - [pi] [pm] [p] -+- [p] [pm] [pi], 

oder einfach 
[p] ([pmi] [p] -{pi] [pm]). 

Flir den N enner findet man in ganz dersclben Weise 

und es wird 

- [p] ([pi] [pi] + [p] [pi2]) 

[pmi] [p] - [pi] [pm] 
- X2 = [Pi] [pi] - [p] [piil- , 

[pmi] [pi] - [pm] [pii] x =--_. --~.---, 

1 [pi] [pi] - [p] [pii] 

und das stimmt allerdings mit den aus den ursprlinglichen Normalgleichungen 
gefundellen Werten lib ere in. 
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Das zweite, anscheinend einfachere Verfahren fiihrt also, richtig an
gewendet, erstens zu complicirtern Rechnungen und stimmt zweitens in 
seinen Resultaten mit dem Ausgleichsverfahren an den ungeanderten 
Beobachtungsgleichungen nur annaherungsweise iiberein, und zwar ent
spricht es die!lem urn so genauer, je mehr Beobachtungsgleichungen 
vorhanden sind, und je gleichmassiger zugleich diese Beobachtungs
gleichungen in ihrer Scharfe sind. Aber die Resultate der Ausgleichung 
an den ungeanderten Beobachtungsgleichungen sind, wie in Art. 230 nacll
gewiesen, iiberhaupt die wahrscheinlichsten, denn wir fanden dort, dass die 
Wahrscheinlicllkeit fiir den Betrag einer Grosse nie so gross wird, als wenn 
man diesen Betrag nach den Formeln rechnet, die wir dort an den un
geanderten Beobachtungsgleichungen abgeleitet haben. Man hat also 
nach keiner Richtung hin einen Grund, solche Veranderungen vorzunehmen. 
Noch viel weniger natiirlicR sind Veranderungen gestattet oder auch nur fUr 
bequemere Rechnung vorteilh aft , wenn die Functionen complicirter sind, 
als hier angenommen ist. 

Ich habe hier absichtlich von den angefiihrten Rechenarten als von 
lediglich "Veranderungen", die man an den Beobachtungsgleichungen vor
nimmt, gesprochen, urn das Ausgleichsverfahren zu vereinfachen. Von 
einem hohern Stalldpunkt konnte man vielleicht diese Rechellarten, die also 
1m wesentlichen darin bestehen, entweder die Anzahl der Beobachtungs
gleichungen zu verringern oder die zu bestimmenden Coefficienten successive 
zu eliminirell, als neue selbstandige Ausgleichsverfahren betrachten, aber 
wenn man zugiebt, dass man es mit zufalligen Fehlern zu tun hat und 
vOn der Richtigkeit des Princips vom arithmetischen Mittel oder von der des 
Gesetzes der grossen Zahlen iiberzeugt ist, muss man auch den angefiihrten 
Satz von der Wahrscheinlichkeit der ausgeglichenen Grossen zu Recht be
stehen lassen, und dann sind diese Rechenarten als selbstandige besondere 
Ausgleichsverfahren im allgemeinen zuriickzuweisen. 

Wir konnen jetzt den Satz 73, nachdem wir an dem Beispiel gesehen 
haben, worauf es eigentlich bei solchen Veranderungen in den Beobachtungs
gleichungen ankommt, auch einfacher so fassen: 

74. Vor der Ausgleicltung hat man sich an den Beobachtungsgleichungen 
und, was dasselbe ist, an den Fehlergleichungen aZZer Veranderungen, die die 
beziiglichen Gewichte dieser Gleichungen mit verandern, zu enlltalten. 

Naturgemass entsteht jetzt die Frage, was man in jedem besondern 
.Falle als -eigentliche Form der Beobachtungsgleichungen anzusehen hat. 
Waren wir im Stande, in jedem Fall die Gewichte nach absolut strengen 
Regeln zu berechnen, so wiirde der voraufg·eltende Satz un d mit ihm diese 
Frage ihre Bedeutung verlieren, dann ware es gleichgiltig, ob man die vor. 
gelegte Function oder irgend eine andere, aus ihr abgeleitete ausgleicht, 
und man konnte den Beobachtllngsgleichungen jede beliebige ]'orm ver
leihen. Da dies nun nicht der Fall ist, so gewinut auch diese l<'rage eine 
gewisse Wichtigkeit. 
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251. Form der auszugleichenden Beobachtungsgleichungen bei prak
tischen Rechnungen j Beispiel. In der Praxis pflegt man die betreffende 
Punction nach dem Element zu entwickeln, auf welches die Untersuchung 
sich ganz besonders hezieht, und dieses Verfahren ist stets dann anzuwenden, 
wenn man durch die Untersuchung weiter nichts bezweckt, als das betreffende 
Element in jedem FaIle aus vorgeschriebenen Betragen der andern Elemente 
mit grosster Sicherheit berechnen zu konnen. Gewohnlich gleicht man dann 
auch nicht die Coefficienten aus, die in der urspriinglichen Function stehen, 
sondern andere, aus ihnen zusammengesetzte, die sich durch die Auflosung 
nach dem hervorgehobenen Element so zu sagen von selbst einstellen. Aus 
den wahrscheinlichsten Werten dieser kann dann aber nicht auf die wahr
scheinlichsten Werte jener geschlossen werden, es sind vielmehr die aus
geglichenen Betrage der neuen Coefficienten lediglich in Bezug auf die neue 
Form der Beobachtungsgleichungen wahrscheinlichst. 

N ehmen wir wieder unser Beispiel in seiner erst en einfachen Porm auf, 
so wird die Function, urn die es sich handelte, 

cI> = m - xi = O. 

W onen wir aus Messungen der Stromstarke auf die Starke des Magne
tismus des Eisenstiickes schliessen, so ist die obige Porm von cI> vollig am 
Platz, denn sie fant mit der zusammen 

m=xi, 

die eben die gesuchte Grosse berechnen lehrt, und es ist bier der wabr
scbeinlichste Wert von x der 

woselbst 
1 

p .. = 1 x2 , )t = 1, 2, ... , n. 
-+-
Pm.. Pi .. 

ist. Es kann aber auch sein, dass man aus der Starke des durch einen 
Strom inducirten Magnetismus die Intensitat dieses Stromes erschliessen 
will. In diesem Falle wiirde man die obige Gleichung schreiben 

. 1 t=-m, 
x 

Durch die Ausgleichung ergiebt sich nicht der Wert von x, sondern direct 

d 1 1 . d h' h nur er von setzt man - =?/, so Wlr lernac x' x 

!l> = i - ?1m = 0, 
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und es ist der wahrscheinlicbste Wert von y 

wosclbst 

ist. 
W ollten wir jetzt wieder der Gleichung ihre urspriingliche Form geben, 

so hatten wir 

und dieser Wert stimmt analytisch durchaus nicht mit dem friiher fiir x als 
wahrscheinlichst gefundenen, er ist also auch nicht der wahrseheinliehste 
Wert des x. Numeriseh freilich kann die obige Formel unter Umstanden 
dasselbe ergeben wie die richtige. 1m allgemeinen darf man aber nieht ein~ 
mal fiir den so einfachen Fall einer Grosse und ihres reeiproken Wertes 
sehliessen, dass das Reeiproke des wahrscheinliehsten Betrages dieser Grosse 
gleieh dem wahrseheinliehsten Betrage des Reciproken derselben ist. 

Wir wollen ein Paar Zahlen einftihren. 
J. Miiller *) fand, als er einen eylindrischen Stab von weiehem Eisen, 

des sen Lange 560 mm und des sen Dicke 44 mm betrug, mit 372 Windungen 
eines Kupferdrahtes umgab, 

bei der Stromstarke 45,633 den Magnetismus 1,3631, 

" " 
" " 

" 
" 

19,810 

9,093 
" 
" 

" 
" 

0,5946, 

0,2730. 

Ueber die Genauigkeit dieser Beobaehtungen ist niehts ausgesagt. leh 
nehme an, dass die Stromstarken mit absoluter Genauigkeit gemessen sind, 
den Bestimmungen des Magnetismus aber wenigstens in allen drei Fallen 
dieselbe Seharfe zukommt. Es wird dann 

P =00 P =1 i.. 'm .. 

zu setzen sein, und damit hat man 

PI =P2 =Pa = 1, 
. . . 1 

PI = P2 = Pa = y2 

*) G. Wiedemann, Die Lehre von der Elektricitat. 1883. Bd. Ill. Seite 414, 
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und nach der Berechnung aus der Function <I> = m - xi == 0 

= 45,633.1,3631 + 19,810.0,5946 + 9,093.0,2730 = 002990 
x (45,633)2 + (19,810)2 + (9,093? ,. 

Hingegen finden wir nach der Berechnung aus <I> = i - ym = 0 

x = ~ = (1,3631)2 + (0,5946i + (0,2730)2 = 0,02990. 
y 45,633.1,3631 + 19,810.0,5946 + 9,093.0,2730 

Hier ist also der Betrag von x aus dem wahrscheinlichsten Wert von y 
berechnet, derselbe wie er aus der urspriinglichen Formel gefunden wird. 
Nachdem also fiir das betreffende Eisenstiick und die betreffende es um
gebende Spirale 

m = 0,0229i 

gefunden ist, darf man hier spater durch Messung des inducirten Magnetismus 
auch die Stromstarke nach der Formel 

. 1 
t = 0 0229 m = 33,448m , 

berechnen, wenn man es nicht fiir zweckmassig findet, diese Stromstarke direct 
zu bestimmen. 

Nehmen wir jetzt eine andere Versuchsreihe. Wiedemann*) fand in 
entsIlrechenden Messungen an einem Eisencylinder von 250 mm Lange und 
20 mm Dicke, der von gegen 128 Windungen eines Kupferdrahtes umwickelt 
war, durch den der Strom ging, 

hei der Stromstarke 169,0 den Magnetismus 291,6, 

" " " 
346,2 

" " 
615,9, 

" " " 
395,9 

" " 
716,8, 

" " " 
425,8 

" " 
762,1, 

" " " 
494,8 

" " 
892,3; 

" " " 
550,3 

" " 
1007,6, 

Ueber .die Genauigkeit macheich dieselben Annahmen, wie bei den 
Versuchen von J. M iill er, dann wird direct berechnet 

x= 1,80475, 
und aus y bestimmt 

x = 1,80621. 

Diese beiden Betrage stimmen schon nicht mehr ganz iiberein. So wiirde 
fiir m = 1007,6 folgen, mit dem ersten Wert von x 

i= 558,3, 
mit dem zweiten 

i= 557,8, 
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der letztere Betrag ist natfirlich der wahrscheinlichere, und wenn wir i aus m 
berechnen wollen, haben wir zu setzen 

. 1 
z=TSOG:21 m = O,55364m, , 

wogegen zur Berechnung von m aus i die .Formel 

m = 1,80475i 
anzuwenden ist. 

Gehen wir jetzt zu dem allgemeinen .Fall fiber, und nehmen an, dass 
das Element, um dessen Abhangigkeit von den andern Elementen uns ganz 
besonders zu tun ist, gist und ferner, dass uns an nichts weiter liegt, als 
di ese s Element mit grosster Sicherheit berechnen zu kiinnen, so haben 
wir die .Function <D = ° nach 9 aufzuliisen, sie also in der .Form 

9 - Pea, b, ... , {; Yl' Y2' ... , y,,) = 0 

zu schreiben. 
Meist sind die Functionen von vornherein in dieser .Form gegeben, und 

dann hat man die Beobachtungen nach den Coefficienten y auszugleichen. 
Es tritt dieses namentlich da ein, wo der Zusammenhang des Elements 9 
mit den andern kein innerer, aus irgend weJchen theoretischen Ansichten 
liber die meehanische oder sonstige Begriffsbestimmung der einzelnen Ele
mente abgeleiteter, sondern ein mehr zufalligl'T ist. So ist das Gewicht 
eines Kiirpers nichts, was irgend etwas mit dem Barometerstand, der Tempe
ratur der dell Kiirper umgebenden Luft oder ihrem Feuchtigkeitsgehalt zu 
tun hiitte. Findet doch, wie die l!;rfahrung lehrt, ein Zusammenhang zwischen 
diesem Gewicht und den genannten andern Griissen statt, so rfihrt das daher, 
weil wir un sere Wiigungen nicht im luftJeeren Raum ausflihren. Tiiten wir 
das, so wfirde der Zusammenhang sofori verschwinden. Ganz anders ist 
das Verhaltnis zwischen del' Leitungsfahigkeit eines Karpers und seiner 
Temperatur, wir miigen hier anstellen, was wir wollen, es gelingt uns nichi 
die Leitungsfahigkeit von der Temperatur unabhangig zu machen, ja wir 
wissen nicht einmal anzugeben, was wir zu tun haben, urn hier den Zu
sammenhang aufzuheben. 

252. Ausgleichen von Beobachtungsgleichungen, die nach der darzu
stellenden Grosse entwickelt sind. In solchen .Fallen nun, wo der Zusammen
hang zwischen den einzelnen Elementen ein wirklich physikalischer ist, ist"die 
.Function in ihrer .Form meist vorgeschrieben, und wenn man dann die 
Function nach dem hervorgehobenen Element entwickelt, hangen die neuen 
Coefficienten von den ursprfingJichen ab. Hier verfahrt man am strengsten, 
wenn man die neuen Coefficienten iiberhaupt nicht einfiihrt, sondern die 
ursprfinglichen stehen lasst, ersetzt man diese doch durch die neuen Coeffi
cienten, weil dadurch del' Ausdruck flir das gesuchte Element besonders 
einfach und zu numerischen Rechnungen bequem wird, so hat man noch 
foJgenden Umstand zu beachten. 
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Da die neuen Coeffieienten aus den urspriingliehen zusammengesetzt 
sind, kann es kommen, dass sie nieht alle von einander unabhangig sind, 
und es tritt das immer dann ein, wenn ihre Auzahl h' grosser ist, als die 
der urspriinglichen Coefficienten. Man kann dann diese neuen Coeffi
cienten nicht mehr nach dem einfachen Ausgleichsverfahren berechnen, weil 
dieses auf der Voraussetzung einer Unabhiingigkeit der einzelnen zu be
stimmenden Grossen von einander begriindet ist. Die Regeln, nach denen 
man in diesem Fall zu verfahren hat, sind aber schon in Cap. XVIII dar
gelegt. leh sehe hier von solchen VerhliJtnissen ab und nehme an, dass 
die Function in der Form 

I!>=g-F(a, b, .,., f; Xl' X2' "" xh)=O 

gegeben ist, sei es, dass die x die alten Coefficienten sind, oder dass ihre 
Anzahl nicht grosser als die dieser sich herausstellt. 

Fiir das hervorgehobene Element lasse ich seine Bezeichnung stehen, 
fiir die andern Elemente fiihre ich entsprechend den in Art, 212 gewahlten 
Symbolen die Bezeichnungen 

ein und nenne ein System von ihnen beobachteter zusammengehOriger 
Werte 

Dann sind die Beobachtungsgleichungen 

gl = F(ai11, a~l), 00', a;l); Xl' X2' ,. " Xh ) = F 1, 

g2=F(ai2), a~2l, •• " ai2); Xl' X2 , '00' xh)=F2 , 

g = F(a(n) a(n) a(.,n),."'''' ".) F • 
n l' 2' 00', "'1' "'2' 00', "'n = n' 

die Fehlergleichungen entweder 

CXXX) 

V l = Fl - gl> 

V2 = F2 - g2, 
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die Gewichte in ihren Niiherungswerten 

, 1 
PI. = (OF')2 ( oF' 2 (OP')2 -, 

fL!, + oa(ll) fL!i1)+ oa(ln fL!~l)+' .. + oa~l~ fL!;l) 
I' 2 , 

1 
P~ = oF.' 2 oF.' 2 oli'" 2 ' 

eXXX1) fL!, + (oai~) P.!i2) + Ca~~) fL!~2)+ ... + Ca;ij) fL!;2) 

Die Normalgleichungen behalten ihre Form 

all ~l + a l2 ~2 + ... + au Eh = 11 , 

eXXXII) a21 ~l + a22 ~2 + . , , + an eh = 12 , 

b ei, n ur ist j etzt 

'OP' OP' of' 'OF" oE" 'OF ,11,22 f 11. 11. 

aix = PI ox', aX' + P2 Bar -&iJ- + ... + Pn ax', 11x' , 
t ~ t X " X. 

eXXXTIIa) (x, i = 1, 2, 3, ... , h) 

oder, falls man analog einer friihern Bezeichnungsweise 

setzt, 

CXXXIIIb) i, x=l, 2,3, "', h, 

1x = /1) A~J) + /2) A~2) + ' .. + ,(n) A~n) = (j Ax] • 

Fiir aHe andern Grossen bleiben die Formeln, weil sie durch die Re
ductionen der Normalgleichungen b.estimmt werden, ungeiindert. 
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Nachdem man die wahrscheinlichsten Betrage dcr Coefficienten, Bowie 
ihre mittlern Fehler gerechnet hat, ist man im Stande, g oder irgend eine 
Function diesesElements fUr' jedes vorgeschriehenc System der andern 
Elemente zu bel'echnen, man schreiht daber das Resultat der Uritel'suchung 
in der Form 

CXXXIV) Q=F(A, B, "', F; Xl ± 11-"1' X2 ± 11-"2' "', X,. ± l1-"h)' 

Der mittlereDarstellungsfehler von gist somit nach Satz 58 

CXXXV) I1-g = ' I( OF)2 11- 2 + (OF)2 11- 2 + ... + (OF)2 11- 2 , 
V 091 9. og2 g, og", gn 

er variirt in seiner Grosse, wie man sieht, mit den Betragen der variabeln 
Elemente. . 

So ist also, um es nochmals hervorzuheben, zu rechnen, wenn es lediglich 
auf die wahrscheinlichste Darstellung eines bestimmten Elements durch 
eine Reihe anderer ankommt. 

253. Aufstellung der Beobachtungsgleichungen nach theoretischen 
Gesichtspunkten. Dem Physiker wird abel' hau:fig~ weniger an der wahr· 
scheinlichsten Darstellung eines be son d ern Elements gelegen sein, als 
vielmehr an dem wahrscheinlichsten Zusammenhang zwischen einer Reihe 
von Elementen ohne Hel'vorhebung eines besondern Elements. In diesem 
J<'alle behalt man die Function in der Form bei, die man ihr austheore· 
tisch en Griinden· zusprechen muss. Man muss sich dann natiirlich klal' sein, 
welches diese Form ist, und kann ein Eingehen auf ihre analytische Ab
leitung, verblinden mit einer Discussion der physikalischen Bedeutung ihrer 
einzelnen Gliedel', nicbt vermeiden. 

Solronnten zunachst Zweifel entstehen, in welcher Form man das 
Snellius,'sche Brechungsgesetz zu schl'eil:lcn hat, wenIl man aus ciner 
Reihe von Beobachtungen iiber den Einfallswinkeleines' Lichtstrahls gegen 
die ebene Grenzflache eines Korpers und den Brechungswinkel Schliisse 
in Bezug auf die Bl'~cbung des betreifenden Korper~ zieheu:will. Beaciltet 
man aber, dass in der Gleichung 

sini 
-.-=n 
SlUr 

n nicht den absoluten, sondern den relativen Brechungsexponenten angiebt, 
l'elativ in Bezug l1ufdas.' Verhaltendes K'orpers' gegen ,.das an ihn an
stossende Medium, ~iis welchem der Lichtstrahl kommt, und 'dass n eigentlich 
durch vll v2 zu ersetzen ist, wo V1 die Geschwindigkeit des LichtstrahIs im' 
umgebenden Medium, t'2 die im betreifenden Korper ist, "so hat man zu
nachst 
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Aber in physikalischen Gleichungen sollen alle Glieder auch physikalische 
Bedeutung haben, werden also nicht abstracte Zahlen sein, wle das mit den 
Gliedern der obigen Gleichung der Fall ist. Die physikalisch richtige Foriri 
dieser Gleichung Mnnte also noch sein ' 

sini sin r 

oder 

~=~. 
sini sinr 

Man iiherzeugt sich .leicht, dass nur die erste Form. massgebend ist, denn 
multiplicirt man beiderseits, mit einer Grosse a una v.ersteht un~er Ii 

den Abstand zwischen den Auftreffpunkten zweier paralleler Strahlen gegen 
die Grenzebene des betreffenden Korpers,so .bedeutet a sinr den Weg, den 
der erste Strahl schon in dem Koqier zuriickgelegt hat, ~heder zweit.e nO,ch' 
an die Grenzebene dieses Korpers gelangt ist, und a sini giebt den Weg, den 
dieser letztere Strahl bis zur Grenzebene noch zuriickzulegen hat zu der 

Zeit, wo der erste Strahl diese Grenzebene gerade trifft. asini ist dann die 
V l 

Zeit, die, der zweite Strahl nocll braucht, urn die Grenzebene zu erreichell,. 

a sin r ist die Zeit, oie der erste Strahl' schon in dem betreffenden Korper 
V2 

verweilt, bis der zweite Strahl dies en Korper trifft, und das S nell ius' sche' 
Brechungsgesetz besagt nichts weiter als das Selbstverstandliche, dass diese 
beiden Zeiten einander gleich sind. Denkt man sich fiir a die Langeneinheit 
gesetzt, so nennt man 

den absoluten Brecliungsexponenten des Korpers, aus dem der Lichtstrahl 
kommt, beziiglich des Korpers, in welchen er gehrochen wird, und die 
richtige Gleichung ist 

n l sini - n2sinr = O. 

lch habe schon bemerkt, Art. 244, dass man solche in Bezug auf di¢ 
Unbekannten homogene Functionen nicht auszugleichen 'vermag, 'man also 

auch nicht nl und n2' sondern nur.!!J oder n2 berechnen kaun. Sucht 
n2 n1 

man die letztere durch n zu bezeichnende Grosse, so hat man also zu schreiben 

nsinr - sini = 0, 

und in dieser Form, nicht in der 

n - s~ni = 0 
smr ' 

sind die Beobachtungsgleichungen anzuwenden. 
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Also: 
75. Wo es darauf ankommt, nicht sowohl die in BefJug aut die Ver

bindung eines bestimmten Elements mit einer Reihe anderer wahrscheinlichsten 
Ooefficienten fJu berechnen, als vielmehr die in Bezug auf den physikalischen 
Zusammenhang zwischen einer Anzahl von Elementen wahrscheinlicksten 
zu ermitteln, da ist die betreffende Function in der ihr durck die Theorie 
angewiesenen Form anzuwenden. Und wenn eine tkeoretische Ableitung der 
Function nicht angiingig ist, hat man letztere wenigstens so zu sckt·eiben, dass 
die physikalische Bedeutung bei jedem ihrer einzelnen Glieder klar her
vortritt. 

Es ist hier im letzten Satz absichtlich besonderer Nachdruck darauf 
gelegt worden, dass man bei jedem der Glieder seine physikalische Be
deutung solI erkennen Mnnen. Schreibt man zum Beispiel das Boyle
Gay-Lussac'sche Gesetz, um aus einerReihe von Beobachtung(3ri zusammen
gehOriger Betriige des Druckes P, des Volumens V und der Temperatur T 
die Con stante R zu berechnen, in der Form 

T 
P-RV=O, 

so hat zwar das erste Glied eine klare physikalische Bedeutung, aber was 
man sich unter dem Quotienten einer Temperatur dumh ein V olumen vor
stellen solI, ist nicht recht abzusehen. So wie man aber die Form 

PV-RT=O 

anwendet, gewinnen beide Glieder physikalische Bedeutung. Das erste Glied 
ist eine Arbeitsgrosse, das zweite eine Temperatur, und nach unsern jetzigen 
Anschauungen eine lebendige Kraft, also auch eine Arbeitsgrosse. 

Ein zweiter Grund ist der, dass man in physikalische~ Untersuchungen 
sehr oft in dem Such en nach constanten Verbaltnissen zwischen bestimmten 
Grossen die Beobachtnngsgleichungen ummodelt. In solchen Fallen hat 
mall stets, nachdem die E:xistenz cines constanten Verbaltnisses erkannt 
ist, die betreffendtln· Beobachtungsgleichungen wieder in ihrer natiirlichen 
Form zu schreiben. Man kaun zum Beispiel, urn zu sehen, obdas Verhaltnis 
zwischen der Intensitiit i ein.es eine Spule durchlaufendeu Stromes und des 
durch ihn in einen in die Spule eingeschobenen weichen Eisenkern inducirten 
Magnetismus m constant ist, aus den Beobachtungen zusammengehOriger 
Werte von i und m die Verhiiltniszahlen 

m1 m2 rn3 mn -.-, -.-, -.-, ... , 
tl t2 t3 in 

bilden, wenn sich aber schon gezeigt hat, dass aIle diese Zahlen nahezu 
gleich sind und keinen Gang haben, dann darf man nicht die Gleichungen 
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ml -.--X=O, 
11 

m2 
-X=O, 

i2 

m 
~-i=O. 

l ' n 

ausgleichen, sondern muss es mit den Gleichungen 

m1 - i1x= 0, 

m2- i2x=0, 

tun, weil nur dies en ein bestimmter physikalischer Sinn zukommt. 

399 

Umgekehrt hat man aus einer Reihe von bei derselben Temperatur To 
ausgefiihrten Messungen des Druckes und V olumens eines Gases zur Be
stimmung des R, trotzdem nicht direct die Grosse PV beobachtet ist, sondern 
die Grossen P und V einzeln bestimmt sind, die Beobachtungsgleichungen 
in der Form 

PV -RTo=O 

zuschreiben. Man bekommt dann R To als arithmetisches Mittel aller aus 
den Beobachtungen zusammengehOriger Werte von P und V berechneten 
Arbeitsgrossen P V. 

XXI. Ueber die Bestimmung der Gewichte der Beobachtungs. 
gleichungen. 

Ein zweiter Punkt, der die ganze Aufmerksamkeit und oft den grossten 
Scharfsinn des Rechners herausfordert, betrifft die numerische Bestimmung 
der Gewichte, die man den Beobachtungsgleichungen zuzuschreiben hat. 

254. Berechnung der Gewichte aus den mittlern Fehlern der beob
achteten Elemente. Gewichte sind, wie schon ofter bemerkt, Relativzahlen, 
haben aHe Beobachtungsgleichungen gleiches Gewicht, so setzt man dieses 
Gewicht gleich 1, besitzen die beziiglichen Gewichte einen gemeinschaft
lichen Factor, so darf man diesen fortlassen. 

Strenge Formeln fiir die Bereclmung der Gewichte kennt man nicht, 
801che wiirden auch viel zu vel'wickelt sein, wenn aber die Beobachtungen 
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der einzeluen Elemente relativ gut sind, darf man das Gewicht einer Glei
chung nach dem Schema 

berechnen, wo man in den II> die unbekannten Coefficienten durch Niiherungs
betriige ersetzen kann. 

Wo also die mittlel'1l ,Fehlerder beobachteten Elemente bekannt :sind; 
hat es keine Sch~ierigkeit', sich wenigstens eine geniiherte Kenntnis von 
den Gewichten zu verschaffen., Glrle 'Untersuchungen sind hiernach stets 
so auszufiihren, dass man iu den Stand gesetzt wird, fUr die beobachteten 
Elemente einigermassen entsprechende mittlere Fehler anzugeben. Hat man 
zum Beispiel das Element a bei derselben Grosse ax etwa vmal beobaehtet, 
so dass sein wahrseheinlichster' Wert wird 

so wird 

v(a - a )2 + (a - a )2 + '" + (a - a )2 x x.l x. x.2 x. 'Xv 

!Lax = . V (V .-:;. 1) . 

Je of tel' ein sGlches Element gemessen wird, desto genauer ist del' be
rechnete mittlere Fahler, daher hat man jedes Element bei jedem System 
vou Werten, das man den Elementen erteilt, tunlichst oftzu bestimmen. 

Doeh ist dieser mittlere Fehler selbst noch mit einer mittlern Unsicher
heit behaftet, die nach Art. 220 unter Festhaltung unserer Bezeichnungs
weise 

O,7D8 . 1 
ILfLax = /1-Qx yv' 1 = /1-al< y2(v -1) 

ist, und wenn wirdiesem mittlern Fehler ein bestimmtes Gewieht zuschreihen 
wollen, haben. wir dasselbe gleieh 

v-I 
p ... = /1-2(0,708)2 

und mit Fortlassung des Zahlenfactors gleich 

zu setzen. 

v-I 
P =.--

fL {Jo2 
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255. Befreiung von systematischen Verfiilschungen, Ausgleichung der 
beobachteten mittlern Fehler der Gleichungen in sich zur Ableitung 
genauerer Gewichte. Bei der numerischen AuswertulIg dieser mittlern 
Fehler ist nun zu beachten, dass wir es hier lediglich mit zufalligen 
l~ehlern zu tun baben sollen. Ebe wir also an diese Auswertung gehen, 
miissell wir die Einzelmessungen des betreffenden Elements, und damit auch 
die iibrig bleibenden Fehler von systematischen Versehen befreien. Wie man 
in einer Bestimmung einer aus mehreren Einzelmessungen bestehenden 
Reihe durch den Gang der iibrig bleibenden Fehler auf die Existenz syste
matischer Verfalschungen schliessen kann, ist in dem Art. 107 gezeigt 
worden, man hat fiir jed e Beobachtungsgleichung auf die ausgefiihrten 
Messungen und ihre iibrig bleibendell Feiller die dort gegebenen Regeln 
anzuwenden. So. wird man eine Anzahl etwa vorhandener systematischer 
Verfalschullgen zu erkennen und die Messungen von ihnen zu befreien im 
Stan de sein. Aber bei Untersuchungen ist auch die gleichzeitige Betracll
tung aller in den einzelnen Beobachtungsgleichungell fiir das betreffende 
Element iibrig gebliebenen Fchler von hoher Bedeutung, und sie fiihrt oft 
genug zur Erkennung systematischer Versehell, wenn die Regeln zur Dis
cussion einer einzelnen Beobachtungsreihe nicht ausreichen. Man hat sich 
dabei sowohl an die iibrig bleibenden Fehler, wie an die aus ihnen abge
leiteten mittlern Febler zu halten. 

In Bezug auf die letztern kommt es vor allen Ding·en darauf an, ob die 
auf Gewichtseinheit reducirten mittlern Fehler der einzeluen Beobachtungs·· 
glciehungen einen Gang zeigen oder nicht. Der Gang muss dann hervor
treten, wenn man die Beobachtungsgleichungen in Bezug auf die Zunahme 
oder Abnahme derjeuigen Grosse ordnct, die einen solchen Gang verschulden 
kann. Findet ein solcher Gang statt, dunn sind entweder die in den ein
zeillell Stadiell der Ulltersuchuug 1lllgewelldeten Methodell nicht von gleicher 
Scharfe gewesen, oder es hat eine systematische Verfalschung der Messungen 
stattgefunden. Man wird das letztere anzunehmen gezwullgen sein, wenn 
man keinen Grund anzugeben vermag, warum die lVJessungsmethode bei 
einem System von Betragen der Elemente cine schiirfere g'ewesen sein solI, 
als bei dem andern. 

Solche FaIle kiinnen in der 'fat leicht eilltreten, wie aus deu folgenden 
Beispielen zu ersehen. 

256. Beispiel!. Man habe eine Mischung hergestellt aus Wasser und 
einer so leicht verduustenden Fliissigkeit wie Alkohol und bestimme die 
Dichtigkeit dieser MischulIg bei verschiedenen Temperaturen. Da aus rler 
Mischung der Alkohol rascher verdampft als das Wasser, wird dieselbe 
immer dichter, wachst ferner die Verdampfung an Energie mit der Tem
peratur an, so verdampft auch nocll in demselben Zeitraum um so mehr, 
je Mher temperirt die Mischung ist. Zwei Dichtigkeitsbestimmungen werden 
dann urn so mohr von einander abweichen, bei je hOherer Temperatur 
sie allgestellt sind, und so kann es kommen, dass der mittlere Fehler einer 

Weinstein, Lchrbuch 1. 26 
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Dichtigkeitsbestimmung mit der Temperatur, bei welcher diese Bestimmung 
ausgefiihrt wird, ansteigt. 

Der Gang der Discussion ist folgender: 
Nachdem man fUr aIle Beobachtnngsgleichungen die iibrig bleibenden 

Fehler des betreffenden Elements abgeleitet hat, ordnet man diese mittlern 
Fehler in jeder Beobachtungsgleichung nach dem VerIauf der Grosse, 
die sie systematisch verfalscht haben solI, und sieht zu, ob die An
nahme einer systematischen Verfalschung sich gerechtfertigt zeig·t, was 
dauurch hervortritt, dass die Fehler in allen Beobachtungsgleichungen den
selben Gang aufweisen. Dann bringt man bei der Discussion der so an
geordneten iibrig bleibenden Fehler fiir jede Beobachtungsgleichung die 
Kriterien in A.nwendung, die in der Theorie der einfachen Messungen aus
einandergesetzt sind. 

Bleiben wir bei unserm obigen Beispiel. Es ist eine Mischung von 
etwa 97 Teilen Alkohol und 3 Teilen Wasser auf ihre Dichtigkeitsanderungen 
mit wachsender Temperatur untersucht worden. Die Mischung befaud sich 
in einem hohen, relativ engen Standglas, welches nur wahrend der Versuche 
offen war, sonst durch einen aufgeschliffenen Glasdeckel geschlossen stand. 
Man brachte die Mischung der Reihe nach auf Temperaturen in der Nahe 
von 10, 15, 20, 25, 30° C., wog jedesmal in derselben einen gIasernen 
Schwimmkorper von bekanntem absoluten Gewicht, bestimmtem V olumen und 
gemessener Ausdehnung und las zugleich an einem in die Mischung ein
gesenkten Thermometer die Temperatur ab. 

Der fiir eine systematische Verfalschung der Fehler massgebende Factor 
ist hier die Zeit, denn da wahrend eines Versuches eine Verdampfung der 
Mischung vor sich gehen konnte, musste die Fliissigkeit in jedem folgenden 
Versuche bei gleicher Temperatur dichter erscheinen. Bildet man dann das 
Mittel der bei einer Temperatur fiir die Dichtigkeit erhaltenen Bestimmungen, 
so werden die Abweichungen dieser einzelnen Bestimmungen von dem Mittel, 
die iibrig bleibenden Fehler nach beiden Seiten an Grosse zunellmen, und 
ausserdem nach der einen Seite anderes Zeichen, als nach der andern haben. 
Ein derartiges Verhalten hatten wir also zu erwarten, wenu die Annahme 
einer systematischen Verfalschung richtig ist, und umgekehrt, wenu ein 
solches Verhalten sich zeigt, haben wir auf eine systematische Verfalsehung 
zu schliessen. 

Wir haben daher die Messungen bei jeder Temperatur nach der Folge, 
in der sie ausgefiihrt sind, die ersten zuerst, die letzten zuletzt anzuordnen. 

Es ergab sich nun 

bei der Temperatur 9 60° C d' D' If k 't J 0,817998 , . Ie IC I 19 el \ 0,818070 

" " " 
15,43° C. 

" " 
{0,813256 

0,813269 

" " " 
19,98° C. 

" 'T) 

{ 0,809237 
0,809297 
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bei del' Temperatur 25,100 U. die 

" " " 
29,700 C. 

" 

D· ht' k ·t {0,804850 
IC Ig el 0,804870 

{ 0,800854 
" 0,800887 
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lndem man jetzt aus den Bestimmungen bei jeder Temperatur das 
Mittel bildet und die Abweichungen gegen dieses Mittel in dem Sinne 

Rechnung - Beobachtung 

rechnet, erhalt man in Einheiten del' sechsten Decimale fiir die iibrig 
bleibenden Fehler bei den angegebenen Temperatllren 

+36, -36; +6, -7; +30, -30; +10, -10; +17, -16. 

Es flillt sofort auf, dass jedesmal die erste Zahl poaitiv, die zweite 
negativ ist, und wirklich ist ja auch die zuerst bestimmte Dichtigkeit bei 
allen Temperaturen kleiner, als die zweit gemessene, es hat also in der 
Tat eine Verdampfung stattgefunden, und die iibrig bleibenden Fehler sind 
nicht rein zufallig, die aus ihnen gerechneten mittlern Fehler also ebenfalls 
nicht. Stell en wir uns noch VOl', dass iiberhaupt keine zufiilIige und sonstige 
Fehler vorgefallen sind, so miissten wir die Abweichungen von den beziig'lichen 
Mitteln ledigIich del' Verdampfung zllschreiben, und es betriige diese Ver
dampfung bei den betrefi'ellden Temperaturen 

72, 13, 60, 20, 33. 

Ein Gang ist in dies en Zahlen nicht zu ersehen, und da die einzelnen 
Versuehe immer gletch viel Zeit in Auspruch llahmen, haben wir aueh 
keineu Grund, die Verdampfung als mit steigender Temperatur wachsend 
anzusehen. 

Nun werden in Wirkliehkeit jene Zahlen uoch durch die zllf:iJligen 
FehIcr verfiilscht, in ihrem Mittel darf man aber diese Fehler wegen ihres 
zllfiilligeu Charakters als sich gegenseitig aufhebend anseheD. Damit haben 
wir fiir die Verdampfllug eine relativ sichere Zahl, namlich 

72 + 13 + 60 + 20 + 33 = 40 
5 

erlangt, und indem wir sie bei jeder Abweichung zllr HiHfte in Rechullug 
ziehen, geheu diese Abweichllngeu libel' in 

+ 16, - 16; -14, + 13; + 10, -10; -10, + 10; + 3, - 4, 

die wir daun als die eigentlichen zuflilligen Fehler ansehen diirfen. 

Das obige Beispiel zeigt klar, wie man aus der Betrachtung der iibrig 
bleibenden Fehler all e r Beobaehtllugsgleichungen auf systcmatisehe Ver
flilsehung derselben sehIiessen kann; aus den zwei Beobachtungen bei einer 
Temperatur hatten wir den system at is chen Fehler nicht mit Sicherheit ent
decken konnen. Zu einer weitern Verfolgung eignet sich abel' dieses Beispiel 

26' 
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nicht, weil ~einerseits zu wenig Messungen vorliegen, und andererseits die 
nach VerbesserUllg der ubrig bleibenden Fehler resultirenden Zahlen schon 
zu gering sind, urn Anspruch auf besondere Genauigkeit erheben zu durfell. 
Wenn nun, wie ill diesem FaIle selbst, die nach Verbesserung fur das 
systematische Versehen ubrig bleibenden Fehler immer noeh einen bestirnmten 
Gang aufweisen - sie werden hier mit wachsender Tempcratur kleiner -, 
das Beobachtungsmaterial aber zu gering ist, um dies em Gang einige 
Sicherheit zuschreiben zu durfen, dann muss man auf entsprechende Unter
suchungen zuruckgreifen und zusehen, ob der Gang nur zufallig einget.reten 
ist, oder in andern Beobachtungen begriindet ist. Icll fiihre an, dass fiir 
eine Wasser-Alkoholmischung von etwa 63% ganz entsprechende Be
stimmungen ausgefiihrt sind, es ergab sich hier lIach der Zeitfolge geordllet 

bei der Temperatur 10,15 die D' ht" k 't {911 740 IC Ig el !)I 1 764 

" " " 
15,35 

" " 
{907353 

907421 

" " " 
24,83 

" " 
{ 899 915 

900018 

" " . " 
29,82 ,., 

" 
{ 895 741 

895784 

Die Differenzen gegen die bezuglichen Mittelwerte sind 

+ 12, -12; + 34, - 34; + 51, - 52; + 21, - 22. 

Wieder bat jedesmal die erste Differenz das· positive, die zweite das negative 
Zeichen, also auch hier ist die Mischung dmch Verdarnpfung immer dichter 
geworden. Setzell wir diese Verdampfung gleich 

24 + 68 + 103 + -4 3 = 60 
4 ' 

und verteilen sie zur Halfte auf die bezeichlleten Ditferenzen, so gehen die-
selben uber in . 

-18, +18; +4, -4; +21, -21; -9, +9. 

Hier existirt nicht bIos keine Regelmassigkeit der Zeichen mehr, sondeI'll 
auch die absolute Grosse der einzelnell Zahlen ist ansclleinend an kein Ge
setz gebunden, wir diirfen daher auch in Ermangeluug genaucrer Untflr
suchungen bei der fiir 97% erhaltenen verbesserten Feltlerreihe den Gang 
in der Grosse als zufallig ansehen, demi beide Untersuchungen sind genau 
mit denselben Hilfsmitteln und unier denselben Umstanden geflihrt worden. 

257. Beispiel 2. Wir neb men einzweites Beispiel, in dem wir nicht 
bIos aus den Zeichen, sondeI'll auch aus den Grossen der ubrig bleibenden 
Fehler SCllliisse ziehm} konnen. 
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Zwei Thermometer, deren eines, ich bezeichne es als Normalthermometer, 
durch eine voraufgegangene Ulltersuchung sehr genau in Bezug auf seine 
Angaben untersucht worden war, wurden mit einander in Wasser von den 
beziiglichen Temperaturen 6,0; 12,5; 18,8; 25,4 Grad verglichen. Die Thermo
meter waren jedesmal so tief in das Wasser eingesenkt, dass die Quecksilber
faden vollstandig in der Fliissigkeit eintauchten, und die Gefasse in gleicher 
Tiefe unter der Oberflache der Fliissigkeit sich hefanden. Die Anzahl der 
Vergleichungen betrug bei den beziiglichen Temperaturen D, 8, 10, 8, vor 
jeder Vergleichung ist die Fliissigkeit gehOrig durchgeriihrt worden, urn 
locale Temperaturverschiedenheiten tunlichst auszumerzen. 

Nachdem die Angaben des Normalthermometers auf richtige Tempe
raturen reducirt waren, fanden sich aIr; Differenzen zwischen beiden Thermo
metern in Hundertteilen des Centesimalgrades bei der Temperatur 

6° C. 
+1, -4, -2, -4, -6, -2, -3, -6, -1, 

12,5° C. 
+ 3, + 4, + 1, + 2, + 3, + 1, + 1, 0, 

18,8° C. 
+ 39, + 39, + 40, + 40, + 38, + 38, + 38, + 38, + 39, + 38, 

25,4° C. 
+ 41, + 43, + 42, + 42, + 42, + 42, + 40, + 43. 

Die Mittel dieser Zahlenreihen sind in Tau sen d t e i len des Grades 
ausgedriickt, beziiglich 

- 30, + 19, + 387, + 419, 

und wenn die Beobachtungsfehler als rein zufallig zu betrachten sind, geben 
sie die Correctionen, die man an die Ablesungen des zweiten Thermometers 
anzubringen hat, urn aus den Angaben dieses Thermometers bei den hervor· 
gehobenen Temperaturen die richtige Temperatur ableiten zu konnen. 

Nun sind die Differenzen der in den beziiglichen Vergleichungsreihen (lr
haltenen Einzelresultate gegen die entsprechenden Mittelresultate wieder in 
Tausendteilen des Grades ausgedriickt bei der Temperatur 

68 C. 
- 40, + 10, - 10, + 10, + 30, - 10, 0, + 30, - 20, 

12,5° C. 
-11, -21, +9, -1, -11, +9, +9, +19, 

18,8° C. 
- 3, - 3, - 13, -13, + 7, + 7, + 7, + 7, - 3, + 7, 

25,4° C. 
+9, -11, -1, -1, -.-1, -1, +19, -11. 
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Fiir sich betrachtet, giebt keine dieser Reihen bestimmten Anlass zur Ver
mutung systematischer Fehler. Da nnn ferner aHe Reihen in ganz gleicher 
Weise erhalten sind, kann man auch aus den Zeichen der iibrig bleibenden 
Di1ferenzen im Ganzen keine bestimmten Schliisse in Bezug auf syste
matische Verfalschung der Zahlen ziehen. 

Es rallt aber bei naherer Vergleichung dieser Di1ferenzenreihen sofort 
auf, dass die in ihnen venretenen Zahlen absolut genommen, im allgemeinen 
um so kleiner sind, einer je hlihern Temperatur sie angehliren, und dieses 
tritt noch klarer hervor, wenn wir fiir die einzelnen Reihen die durchsclmitt
lichen, oder besser die mittlern Fehler berechnen. 

Wir finden so den mittlern Fehler einer einzelnen Vergleichung 

bei der Temperatur 6° y4200 =23 
zu 8 ' 

" " " 
12,5° y1288 = 14 

" 7 ' 

" " " 
18,4" Y 610 = 8 

" 9 ' 

" " " 
25,4° 

" 
y6~8 =10. 

Die mittlernFehler nehmen erst ab und dann anscheinend wieder zu, zeigen 
jedenfaHs einen ausgesprochenen Gang. Es fragt sich nun, ob sich ein plausibler 
Grund fUr diesen Gang angeben Iii-sst, und ein solcher ist in der Tat vor
handen. Das Zimmer, in welchem die Vergleichungen ausgeflibrt worden 
sind, hatte eine Temperatur von etwa 16° C. Wahrend der Vergleichungen 
bei 6 und 12,5 Grad musste also die Temperatur des Wassers steigen, 
wahrend der bei 18,8 und bei 25,5 fallen, wie nach dem Ausweis der Pro
tokolle auch tatsacblich geschehen ist. Es betrug aber der Temperatur
anwuchs wahrend der Vergleichungen bei 6 etwa 0,2; wahrend der bei 12,5 
etwa 0,15; der Temperaturabfall dagegen wahrend der Vergleichungen bei 
18,8 etwa 0,07, wahrend der bei 25,4 ebenfalls 0,07. 

Stellt man jetzt die mittlern I!'ehler diesen Temperaturanderung~n gegen
iiber, so hat man 

Mittlerer }<'ebler 

0,023" C. 
0,014 " 
0,008 " 
0,010 " 

Temperaturanderung 

+ 0,20· C. 
+ 0,15 " 
-0,07 " 
-0,07 " 

Die beiden Reihen entsprechen sich also ziemlich genau. Die Cor
respondenz ist aber keine bIos ausserliche. Die Thermometer brauchen 
immer einige Zeit, ehe sie die Temperatur ihrer Umgebung annehmen, 
linden sich nun diese Temperatur wahrend des Versuchs, so folgen die 
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Thermometer nicht unmittelbar, bei niedrigen aber steigenden Temperaturen 
bleiben sie zuriick, bei hohen aber fallenden gehen sie vor. Je kleiner das 
Gefass eines Thermometers und je diinner seine Wandung ist, um so 
rascher folgt es Temperaturschwankungen, um so empfindlicher ist es, das 
als Normalthermometer bezeichllete Instrument hatte aber ein kleineres Ge
fass und diinnere Wandung als das mit ihm verglichene, es ist sicher 
empfindlicher als das andere mit ihm verglichene gewesen, und so ist denn 
dieses in den beiden ersten Tllmperaturen gegen jenes in seinen Angaben 
wahrscheinlich zuriickgeblieben, und bei den beiden hOheren ihm gewisser
massen rorgelaufen, wenngleich es sich auch hier factisch um ein Zuriick
bleiben handelte. 

N achdem wir also einen inn ern Grund flir die Correspondenz der beiden 
Reihen gefunden haben, konnen wir daran den ken, die mittlern Fehler von 
den ihnen anhaftenden systematischen Verfalschnngen zu befreien. 

Dem obigen zufolge sind die mittlern Fehler Functionen der wahrend 
der einzelnen Vergleichungsreihen vor sich gegangenen Temperaturverande
rungen. Bezeichnen wir diese mit 0, so hatten wir also 

!L = (Co). 

Die Art der Function kennen wir nicht; urn fiir die Function einen Ausdruck 
angeben zu konnen, miisste uns eine ausgedehute Reihe von physikalischen 
Grossen zu Gebote stehen, wie die Warmeleitungsfahigkeit, Warmecapacitat, 
das Volumen, die Wanddicke der betrefl'enden Thermometer, die Entfernungen 
der Gefasse von den Begrenzungen der J<'liissigkeit u. s. f. Da es sich aber 
nur urn naherungsweise richtige Zahlen handeIt, setzeu wir uach dem ge
wohnlichen Gebrauch eine Potenzreihe an, schreiben also 

!L = Xl + X2 0 + "', 
uud bleiben hier schon bei der ersten Potenz stehen. Wir haben dann vier 
Beobachtungsgleichungen 

2,3 = Xl + X2 20, 

1,4 = Xl + X2 15, 

0,8=XI-X2 7, 
1,0=XI-x2 7, 

woselbst die bestimmten Zahlen Hundertteile des Grades angeben, und miissen 
XI und x2 durch Ausgleichung nach den gegebenen Regeln bestimmen. 

Was die Gewichte dieser Gleichungen anbetrifft, so haben wir dieselben, 
indem wir von den Fehlern der 0 absehen und Iediglich die Fehler der !L 
in Riicksicht ziehen, nach Art. 254 gemass der Formel 

'/-1 
P,..=~ 
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zu bereehnen und erhalten 

8 
PI'-t= 232 = 0,015, 

7 
p .... = 142 = 0,036, 

9 
P = -82 = 0,140, p., 

7 
Pp..= 102 = 0,070, 

[257. 

oder aueh, da Gewiehte Relativzahlen sind, 2, 4, 14, 7 und noeh bequemer, 
indem wir sie alIe dureh 3 dividirt denken, mit geniigender Niiherung 1, 
1, 5, 2. 

Aus der ersten und vierten Gleiehung leiten wir als erste Niiherungs
werte ab 

Xl = 1,3, x~ = 0,05. 

Bezeiehnen wir dann wie friiher durch ;1 und E2 die Verbesserungen 
der Niiherung'swerte, so haben wir zur Bestimmung dieser Verbesserungen 
die vier Gleiehungen 

° = El + E220, 
- 0,65 = e1 + ;2 15, 

Gewicht 1, 

- 0,15 = El - E2 7, 
+ 0,05 = El - E2 7, 

Hieraus folgt 

a11 = 1.12 + 1.12 + 5. 12 + 2.12 = 9, 

" 
" 
" 

1, 
5, 
2. 

a1 2 = 1.1. 20 + 1.1.15 - 5.1. 7 - 2,1. 7 = - 14, 
a21 = a12 = - 14, 
a22 = 1.202 + 1.152 + 5.72 + 2.72 = + 968, 

11 = 1.1.0 - 1.1.0,65 - 5.1.0,15 + 2.1.0,05 = -1,3, 
12 = 1.0.20 - 1.15.0,65 + 5.7.0,15 - 2.7.0,05 = - 5,2, 
la = 1.02 + 1.(0,65)2 + 5.(0,15)2 + 2.(0,05)2 = 0,54, 

und die Normalgleiehungen werden 

9;1 - 14;2 = - 1,3, 

-14;\ +96.;e2 =-5,2, 

a1 2 4 
1.l12=-=-1,56, Xl=-=-0,14, 

a11 all 

a2~,1 = a 22 - a 12 1.l1= 946, 12,1= 12- a 12 Xl = - 7,2, 1a,l= la- ll Xl = 0,358, 

Xl,0=X1= - 0,14, 
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somit 

Beispiel. 

"1..2 =~=-00077 
a22 ,1 " 

"1..2,1 =;(1,O-1l12,O ;(2=-0,156, 

;(2,0="1..2 = - 0,0077, 

la, 2 = la, 1 - l2,1 "1..2 = 0,30il, 

e1 = "1..2,1 = - 0,156, Xl = x~ + El = 1,14, 

E2 = "1..2,0 = - 0,008, x2 = x; + e2 = 0,042. 

Die ubrig bleibenden .B'ehler sind bezuglich 

Vi = + 0,31, V2 = -- 0,38, 1'.3 = - 0,05, V4 = + 0,15, 

somit wird 
[pV2J = 0,298, 
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und das stimmt mit dem fiir la 2 erhaltenen Wert, 0,303, geniigend genau 
iiberein, womit die numerische Rechnung hinreichend controlirt ist. 

Was die ausgeglichenen mittlern Fehler der Beobachtungsgleichungen 
anbetrifft, so ist zunachst der mittlere Fehler einer Beobachtungsgleichung, 
der das Gewicht 1 zukommt, gleich 

.. / [pv2] =" /0,298 = 0 39 
V n-m V 2 " 

den vier Gleichungen kommen hiernach die mittlern Fehler zu 

0,39; 0,39; 0,18; 0,27. 

Endlich haben wir zur Berechnung der mittlern Fehler von Xl und X2 

1 11122 • fi)11 
Ql=--+--=O,l1; fl. =V O,11.0,39 =0,13, 

all a22,1 x. 

1 
Q2 = (i- = 0,001 ; fl.x, = VO,OOl .0,3!) = 0,013, 

22,1 

beide Constanten sind also verhaltnismassig sicher bestimmt, und man hat 
in Teilen des Grades 

fl. =(0,011 ± 0,0013) + (0,042 ± 0,013)8, 

wo auch 8 in Teilen des Grades zu messen ist, und die grosste Unsicherheit 
des so bestimmten fl. etwa 0,004° C. betragt. 

Der constante Teil 0,011 ist als der zufallige mittlere Fehler zu be
trachten, der variabele 0,042 8 als die systematische Verfalschung desselben. 

Wissen wir nun gar nichts iiber das Verhaltnis der beiden Thermometer 
zu einander, so sind wir auch nicht in der Lage, die Resultate in den 
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einzelnen Beobachtungsreihcn fUr diese systematische Verialschung zu corri
giren und die ganze Rechnung hat dann nur die Bedeutung, dass wir jetzt 
durch die gewonnene Formel 

JJ. = 0,011 + 0,042 a 
den mittlcrn Fehler einer einzelnen V crgleichung mit griisserer Sicherheit 
berechnen kiinnen, als es aus den einzelnen Vergleichungen sclbst miiglich ist, 
und wenn wir aus den Beobachtungen eine Gleichung ableiten wollten, die die 
Correctionen 0 des zweiten Thermometers als Function F seiner Ablesungen t 
darstellt, also eine Gleichung von der Form 0 = F(t), so hatten wir den 
aus den vier Versuchsreihen resultirenden vier Beobachtungsgleichungen die 
beziiglichen Gewicbte zu erteilen 

p ... = ('OF)2 ' 
(0,011 + 0,04213 ... )2 + 'Ot... JJ.: ... 

x= 1, 2, 3,4, 

wo also n ... die Anzahl der bei der Temperatur t ... ausgefubrten Vergleicbungen 
ist, und JJ.e.,. den mittlern Fehler in der Ablesung der wahren Temperatur 
angiebt. 

In dem von uns behandelten Fall wissen wir aber, dass das Normalinstru
ment bei weitem empfindlicher war, als das mit ihm verglichene Instrument, wir 
dUrfen jenes dies em gegenuber als absolut empfindlich betrachten, und dann 
riihrt der Teil 0,042 a her allein von dem Zuruckbleiben des zu bestimmenden 
Instruments. Es sei nun 0... die wegen der eruirten systematischen Ver
ialschung an das Resultat der Vergleichungen bei t ... 0 anzubringende Correc
tion, dann ist, weil die Resultate in den Difl'erenzen 

Ablesung des Normals - Ablesung des zu untersuchenden Thermometers 

bestehen, e ... mit dem negativen Zeichen hinzuzufUgen. Die ubrig bleibenden 
Fehler der betrefl'enden Vergleichungsreihe bekommen also aIle den Zuwachs 
- ex' und indem wir die so von der systematischen Verflilschung befreiten 
Fehler mit VI ("'), V2(x) , ••• bezeiclinen, haben wir fUr den oben berechneten 
systematisch verialschten mittlern Fehler einer Vergleicbung 

_ ,/(v?» 2 + (v2(x» 2 + ... + 2 e ... (vl( ... )+ v2( ... ) + ... ) + n ... 0 ... 2 

JJ. ... - V n -1 

Aber es ist 
... 

v1( ... ) + v2(x) +- ... = 0, 

JJ. ... = 0,011 + 0,04213 ... , 

somit bekommen wir zur Bestimmung der gesucbten Correction ex die 
Gleichung 

n -1 (v (X»)2+ (v (X»)2+ ... 
o 2 = _X __ J (0011 + 0042 13)2 _ 1 2 } • 

... n... l' '''' 12 ... - 1 
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, / (v (xl) 2 + ( v (xl) 2 + ... 
V-1--- 2 I ist der unverfaJschte mittlere Fehler, wir diirfen 

n -x 
diese Grosse aber nicht ohne weiteres gleich dem constanten Teil von IL, 
glilich o,on setzen, denn das betreffende Thermometer ist jedesmal zuriick
geblieben, braucht bei keiner Vergleichung genau die Temperatur der 
umgebenden Fliissigkeit besessen zu haben, es kann also der mittlere Fehler 
auch noch durch cinen con s tan ten systematischan Fehler verfalscht sain. 
Wir wollen nun annehmen, dass jedesmal bei der crsten Vergleichung der 
betreffenden Reihe so anhaltend geriihrt worden ist, dass bei dieser ersten 
Vergleichung bei de Thermometer genau die Temperatur der Fliissigkeit 
hatten, spater solI nicht weiter geriihrt worden sein, so wird die Constante 
im Ausdruck flir fl. allein den unverfalschten mittlern Fehler geben, wir 
haben dann 

(VI (Xl? + (v2( ... l?+ ... 
n ... -1 

(0,011)2 

und 
n - I 

e ... = ~ y'0,00188 ... 2 + 0,o0098 .... 
... 

Fiir die um diese e ... verbesserten Resultate sind aber die Gewichte 

p ... = (OF)2' 
0,01 J2 + otx fl.,x 2 

und wenn man diese verbesserten Resultate ausgleicht, hat man auch diese 
Gewichte in Rechnung zu bringen. 

258. Mittlere Unsicherheit der berechneten Gewichte. Jedenfalls 
unterliegt die Berechnung der Gewichte principiell keinen Schwierigkeiten, 
wenn man nur fiir jede Beobachtungsgleichung nnd jedes Element die ge
niigende Anzahl von Beobachtungen hat. Als geniigend hat man aber diese 
Anzahl der Beobachtungen dann anzusehen, wenn der mittlere Fehler sich aus 
ihr mit hinreichender Sicherheit berechnen lasst. Nun betragt die mittlere Un
sicherheit eines aus 'I Messungen resultirenden mittlem Fehlers IL, wie wir 
wissen 

y'2('I-1) 

zeigt sich also diese Unsicherheit als im Verhaltnis zum mittlern Fehler 
zu gross, so wird unser Verfahren, die Gewichte aus den mittlem Fehlem 
zu berechnen, illusorisch. Schreiben wir jetzt diese Unsicherheit auch in 
die Formel flir das Gewicht hinein und bezeichnen die Anzahl der Messungen, 
die zur Bildung der xten Beobachtungsgleichung an einem Element aus
geflihrt sind, durch 'I, dem wir das Symbol des Elements als Index beifiigen, 
so haben wir 
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1 
uud es betragt das Quadrat der mittlern Dnsicherheit von - naherungsweise 

Px 

2 
/L 1 

Px 

2 {( 0<1»4 /Lax~_ + (0<1> )4 ~~ + ... + ( 0<1I )4 ~~ } , 
oa v-lob 'Ib - 1 ogx Vg - 1 

'X. aX. x. x x 

also die mittlere Dnsicherheit von Px 
1 

/L =±p 2'/2{(0<1»4 /Lox4_+(~<1»4 P'b,,4_+ ... +(il<l»)4 /LgX4}~ 
Px x V oa v - 1 ob vb - 1 ogx Vx - 1 x ax x x 

Nehmen wir zunachst nur ein einzelnes Element vor, etwa ax' so ist in 
Bezug auf dieses Element der mittlere Fehler des Gewichts 

Px 2 v2 ( 0<1> r 2 
/Lpx = + Vvx- 1 oax /Lax' 

Aus den mittlern Fehlern berechnet, ist mithin die durch die mittlere 
Dnsicherheit eines Elements axhervorgebrachte mittlere Dnsicherheit des Ge-
wichts einer Beobachtungsgleiehung, 

wenn das betreffende Elemente 1 mal gemessen ist: .ll. 2 ( 0<1> r 2 
o Px oax /Lax' 

" " " " 
2 

" " " 
2 ( 0<1> r 2 1,41 p.. aa:- /Lax' 

" " " " 
3 

" 
., 

" 
2 ( 0<1> r 2 1,00 p" oa" /Lax' 

., 
" " " 

4 
" " " 

2 ( 0<1> r 2 O,SIp" oax fLax' 

" " " " 
5 

" " " 
2 ( 0<1> r 2 0,71 Px oax P'a,,' 

" " " " 
6 

" " " 
2 ( olD Y 2 0,63 Px oax /Lax' 

" " " " 
7 

" " " 
2 (OlD r 2 0,58 Px oax /Lax' 

" " " " 
8 

" " " 
2 (OlD r 2 0,53 P" aa:- ~ax' 

" " " " 
9 

" " " 
2 (OlD r 2 0,50 P" oax /Lax' 

" " " " 
10 

" " " 
2 ( olD r 2 0,48p" oax /Lax' 
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259. Wann die Gewichte noch aus den mittlern FehIern der Elemente 
berechnet werden durfen. Denken wir uns jetzt, urn einen ungefiihreu 
Ueberblick liher die gan z e mittlere Uusicherheit des berechneten Gewichts 

'1 . I kl' G h did' 0«1> zu gewinnen, WeI es SIC 1 urn eme rossen an e t, Ie -- 11. , 
0«1> o~ ~ 
~b fLb"" und ebenso die v , vb ' .•• dureh durchschllittliche \\' ertc 
lJ x aX. x -

ers:tzt, SO geM die ganze mittlere Unsicherheit liber in P x y2 und aus der Yoryv-l 
aufstehenden Tabelle ergiebt sich die ganze mittlere Unsicherheit, wenn 

( 0«1> )2 
wir P -;;;.- fL ersetzen durch Px' Hieraus folgt fiir eille genahel'te 

x vax aX. 

8chatzung der 8icherheit bei del' GewicMsrechnung: sind die Elemente 
nur einmal gemessen, so kann man das Gewicht aus den mittlern Fehl{Jrn 
liberhaupt nicht berechnen; in der Tat werden dann die mittlern Fchler 
selbst, weil sie in der Form -8- auftreten, unbestimmt. Mall muss fiir jedes 
Element im Durchschnitt rnindestens 3 Messungen ausfiihren, wenn man cine 
8icherheit vom vollen Betrag des Gewichts haben will, und auf die Halfte 
des ganzen Betrages sinkt die Unsicherheit erst, wenn man durchschnittlich 
fiir jedes Element 9 Messungen ausgefiihrt hat; die Unsicherheit kallll alJer 
noch grosser ausfallen, wenn man yon den durchschnittlichen zu den wahren 
Verhaltnissen libergeht. 

Ausserdem wachst die Unsicherheit proportional dem Gewichte selbst. 
Letzterer Umstand ist nicht von so grosser Bedeutung. Jedenfalls dart' man 
alJer nicht die Gewichte der Beobachtungsgleichullgen aus ihren Illittlern 
Fehlern ableiten, wenn nicht in jeder Beobachtungsgleichung die Elemeute 
durchschnittlich mindestens 3 mal gemessen sind. 

260. Zuziehung anderweitig ausgefiihrter Untersuchungen zur Ab
leitung der mittlern Fehler. Oft ist man in der Lage, die mittlern Pohler 
del' Messungen zwar nicht aus del' gerade gefiihrten Untersuchung, aber aus 
anderweitig angestellten Beobachtungen zu ermitteln. 

Dieses Mittel, welches also in dem Zuriickgreifen auf andere Unter
suchungen besteht, ist das bei weitem wirkRamste; es kann liberall da an
gewendet werden, wo man die Untersuchungen mit denselben Instrumenten 
ausfiihrt, und bedingt also ein gewisses 8tudium dieser Instrumente. Zum 
Beispiel wird man, nachdem man eine Waage einige Zeit hindurch benutzt 
hat, ziemlich im Klaren sein, welchen mittlern };'ehler man bei einer Wagung 
eiup,s ihrer Tr~gfiihigkeit entsprechenden Korpers zu erwarten hat. 1st man 
dann einmal nicld in der Lage gewesen, so viele Wagungen auszuflihren, 
als zur sichern Ableitung des mittlern Fehlers notig sind, so wird man den 
vorausgesehenen mittlern Fehler als auch fiir diese Wagung geltend all
nehmen dlirfen. 

Es ist ferner, um ein anderes Beispiel anzufiihren, die Temperatur bei 
der allgeflihrten Ulltersuchung liber die Ausdehnung des Alkoliols ill den 
eillzelnen Bestimlllungen ein- oder zweimal abgelesen worden. Daraus lasst 
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sich natiirlich auf den mittlern Fehler einer der in der betreffenden Unter
suchung ausgefiihrten Temperaturbestimmungen nicM 8chliessen, aber das be
nutzte Thermometer war gerade dasjenige, welches, wie in dero zwei~n 

Beispiel dargelegt, mit dem N ormalthermometer verglichen wurde, und aus 
dieser Vergleichung konnten wit fiir diesen mittlern Fehler eine bestimmte 
F6l1IMi ableften. Dieser mittlere Fehler bezog sich auf eine einzige Tempe
raturmessung, ist also, will man den mittleru Fehler der fUr die betreffende 
Reihe geltenden mittlern Temperatur kennen, durch die Quadratwurzel aus 
der Anzahl der hier vorgenommenen Ablesungen zu dividiren. 

Natiirlich miissen dann aber auch in der vorliegenden Untersllchung 
fUr das betreffende Element genau dieselben Verhiiltllisse herrschen, wie in 
der, auf die man sich bezieht, und wenn das nicht der Fall ist, muss man 
wenigstens diese Verhaltnisse auf einander zuriickzufiihren wissen. 

Indessen bildet dieses Mittel doch immer nur einen Notbehelf, und es 
ist viel mehr zur Controle als bei der eigentlichen Rechnung in Anwendung 
zu bringen. 

26l. Ableitung der Gewichte aus den Messungsanzahlen. W 0 weder 
die Anzahl der Messungen zur Bestimmung der mittlern Fehler ausreicht, 
noch anderweitige Untersuchungen herallgezogen werden konnen, bestimmt 
man die Gewichte der Beobachtungsgleichungen nicht aus den mittlern 
Fehlern der Elemente, sondern aus· den Gewichten dieser. 

Ersetzt man namlich jeden mittlern Fehler durch das Reci
pro ke des Gewichts, so wird 

Die Gewichte der EJemente sind nun zwar auch streng genommen durch 
die mittlern Fehler definirt, aber aus der Theorie der einfachen Messungen 
wissen wir, dass man in gewisser Naherung das Gewicht einer Bestimmung 
auch der Anzahl der Messungen, deren Resultat sie ist, gleich setzen kann. 

Bezeichnen wir also wie friiher durch va , Vb ' ••• , '/ wie oft 
"" [Ix 

das Eleme nt a, b, ... , g bei seinem Betrage a", b .. , ... , g" ge-
messen worden ist, so hat mau 

1 

Px = (~II> )2_1 + (~II> )2_1 + ... + (011) )2_1 
oax va ob.. Vb ogx Vg .. .. .. 

und man nimmt dann an, dass der mittlere Fehler, nachdem er aus einer 
Anzahl von Messungen berechnet ist, sich nicht mehr andert, wenn man 
zur Berechnung noch andere Messungen hinzuzieht. Offenbar kann eine 
solche Annahme nur gerechtfertigt erscheinen, wenn man es mit einer 
grossen Anzahl von Messungen zu tun hat, denn wenn in der Definitions-
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gleichung des mittlern Fehlers im Zahler schon viele v2 und im Nenner 
schon viele Einheiten stehen, ist es gleichgiltig, 0 b man oben noch ein 
v2 und unten noch eine Einheit zufligt oder nicht. 

262. Beobachtungsgleichungen zu Mittelgleichungen zu veremlgen, 
ist im aligemeinen nicht zu empfehlen. Ganz so, wie es bei einfachen 
Messungen bei weitem vorzuziehen ist, da, wo die einzelnen MessungclI 
wirklich gleiches Vertrauen verdienen, Heber nicht Gruppen von Ihnen zu 
Mitteln zusammenzuziehen, denen man dann bestimmte Gewichte verleiht, 
sondern die Messungen so zu einem Mittel zu vereinigen, wie man sie be
kommen hat, ganz so ist es auch hier besser, jede Beobachtungsgieichung 
fiir sich hinzuschreiben und nicht. Beobachtungsgleichungen, weil die 
Systeme ihrer Variablen nur wenig von einander abweichen, zu einer Beob
achtungsgleichung mit vergrossertem Gewicht zusammenzuziehen. Hat man 
also in der x ten Beobachtungsgleichung jedes der Elemente zum Beispiel 
3 mal, aber so gemessen, dass 3mal die ganze Reihe von Elementen durch
gemessen ist (und nicht so, dass erst ein Element, dann das folgende u. s. f. 
hinter einander 3 mal gem essen ist), so schreibt man besser 3 Beobachtungs
gleichungen hin. Wir konnen diese Regel kurz so ausdriicken: 

76. Man gleicht die Beobacldungsgleichungen am besten so aus, tcic man 
sie bekommen hat, ohne sie in Gruppen zu t'ereinigen, vorausgesetzt, dass man 
es nur mit zufiUligen Fehlern zu tun hat und die Beobaclttungsgleicltungen 
einander iiquivalent sind. 

Der Nachsatz ist wichtig, denn man richtet oft die Untersuchungen so 
ein, dass die systematischen Fehler erst durch Combination von Beobachtungs
gleichungen herausfalIen, und dann ware es sehr unvorteilhaft diese Com
binationen nicht auszufiihren. 

Ein geeignetes Beispiel bietet die erwahnte Untersuchung iiber die Aus
dehnung bei Mischungen aus Wasser und Alkohol. Die Untersuchungen 
leicht verdun stender l!'liissigkeitsgemische werden systematisch durch die 
fortwahrende Verdampfung des Alko hols verfalscht. Richtet man aber die 
Versuche so ein, dass man die Beobachtungen in aufsteigender und ab
steigender Temperatur ausfiihrt, also beispielsweise die Dichtigkeit bei 20, 
15, 10, 5, 0; 0, 5, 10, 15, 20· C. misst, so geben die Gleichungen, wenn 
man sie zu zwei und zwei symmetrisch zur ~litte vereinigt, ein von der syste
matischen Verfalschung durch Verdampfun5' fehlerfreies System von Beob
achtungsgleichung, in dem sich dann aIle Dichtigkeitsbestimmungen auf die 
Dichte bei der in der Mitte stehenden Temperatur beziehen. Wollte man hier 
die Gleichungen so ausgleichen, wie sie erhalten sind, so miisste man noch 
zu den Beobachtungsgleichungen Glieder hinzufiigen, die dem Fortschreiten 
der Verdampfung Rechnung tragen. Durch die Combinirung zweier 
symmetrisch zur Mitte stehenden Gleichungen werden diese Corrections
glieder vermieden. Handelt es sich dagegen urn eine Fliissigkeit, die durch 
Verdampfung weder ihre Dichtigkeit noch i1l1'e Starke andert, so gleicht 
man die Gleichungen getrennt aus. 
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XXII. Verallgemeinerung und Zusammenfassung der 
Ergebnisse; Rechenschemata. 

In den voraufgehenden Capite In sind alle flir den Physiker bei der 
Ausgleichung von Untersuchungen wichtigen FaIle behandelt worden. Indem 
wir die Ergebnisse, zu denen uns die Entwickelungen gefiihrt haben, zu
sammenfassen, haben wir zunachst einige Verallgemeinerungen hinsichtlich 
der Bedeutung dieser Ergebnisse hervorzuheben. 

a) Verallgemez"nerung der Bedeutung der Entwz"clcelungen. 

263. Die Entwickelungen gelten fiir irgend welche Formen der Beo b
achtungsgleichungen. Die Bedentung der erlangten Ergebnisse scheillt 
insofern eine beschrankte zu sein, als wir iiberall im Texte nur von e i n e r 
der Untersuchung zu Grunde liegenden Function gesprochen haben. Indessen 
geniigen wenige Bemerkungen, urn diese Beschrankung als eine nur schein
bare darzutun. 

In der Tat ist bei den Ableituugen def einzelnen Formeln nirgend 
die Annahme massgebend gewesen, dass die in den einzelnen Beobachtungs
gleichungen vertretenen Functionen aile den s e I ben analytischen Charakter 
haben. Die einzige Operation, die wir mit den Beobachtungsfunctionen 
iiberhaupt vorgenommen haben, bestand darin, dass wir sie nach gewissen 
kleinen Grossen entwickelten, dazu bedarf es aber !ler Kenntnis der ana
lytischen Form der Functionen n i c h t. 

Es ist also fiir !lie Existenz der erlangten Formeln vollig gleichgiltig, 
ob die in ihllen vertretenen, den einzelnen Beobachtnngsgleichungen zu
gehOrigen Functionen - sie sind mit 11>1' 11>2' ••• , I1>n bezeichnet worden
in der Form iibereinstimmen odcr nicht. Ich habe zwar der bequemen Aus
drucksweise wegen iiberall nur von einer Function 11> gesprochen und auch 
l1>i durch 11> (a", bx ' ••• , g,,; xl' x2 ' .•• , xh ) definirt, so dass 11>" sich von 
l1>i Iediglich durch die Werte der Argumente a, b, ... , g zu unterscheiden 
schien, aber der Leser darf in der Definition dem Functionszeichen 11> nur 
irgend einen Index anhangen und 11>" = 11> x (ax' bx' ... , g,,; Xl' X 2 ' .•• , Xl) 

setzen, wo 11>" irgend eine eventuell von <Ili verschiedene analytische Form 
symbolisirt, und ax' bx ' ... , gx irgen!l welche beobachtete Grossen dar
stell en, die der Art nach nicht einmal mit den Grossen ai' bi , •.• , gi iiber
einzustimmen brauchlln. Die Formeln andern sich dadurch gar nicht, denn 
in ihnen stehen nur die symbolisirenden Grossen 11>1' 11>2' ••• , 11> n' nicht 
deren Argumente. 

Also alles, worauf es allein bei der Anwendung der abgeleiteten Formeln 
ankommt, ist, dass die a uszug Ie i ch end en Grossen, sie sind mit Xl' ;(2' .•. , X h 

bezeichnet, in allen BeobachtungsgIeichungen vorhanden sind; in welcher Ver
bindung und mit welchen beobachteten Grossen sie in den einzelnen Beob-
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achtungsgleichungen auftreten, ist ganz gleichgiltig. Die Functionen und 
beobachteten Elemente konllen in ihrer Art von Beobachtungsgleichung zu 
Beobachtungsgleichung irgendwie variiren. Ja auch die Bezeichnuug 
Function hat keine besondere Bedeutung, und wenn wir eine Beobachtungs
gleichung schreiben 

so bedeutet das nichts weiter, als dass irgend ein Aggregat von Gliedern, 
welehe zusammengesetzt sind aus irgend welch en beobachteten Grossen 
a .. , b .. , .•. , g.. in irgend welcher Verbindung mit einander und mit den 
auszugleichenden Grossen, gIeieh Null sein sollte. Dass unter Umstanden -
und fUr den Physiker sogar sehr oft - die besondere Art der Verbindung 
von so grosser Wichtigkeit sein kann, dass allein ihretwegen die ganze 
Untersuehung angestellt ist, hat wol fiir die Bedeutung der Untersuchung 
Wert, aber nicht fiir den Gang del' eigentlichen Ausgleichungsrechnung. 

Die auszugleiehenden Grossen haben wir friiher als Coefficienten be
zeichnet, weil wir von einer der Untersuchung unterliegenden Function 
sprachen. Jetzt, wo wir wissen, dass fiir die Bedeutung del' entwiekelten 
Formeln die Supposition, dass wir es mit bestimmten Functionen zu tun 
haben, ganz irrelevant ist, diirfte es aueh besser sein, jenen Grossen gar 
keinen besondern Namen zu geben, sondern, wie das schon mehrfach im 
Text geschehen, sie einfach als auszugleichende Grossen zu bezeichnen. 

Es ist schon in Art. 252 ein Fall behandelt worden, wo es keinen Sinn 
gehabt Mtte, die auszugleiehenden Grossen als Coeffieienten zu bezeichnen, 
und . von besolldern Beobachtungsfunetionen, auf welehe die U ntersuchung 
sich geriehtet Mtte, zu spreehen. 

Damit ist die eine der in Art. 203 beriihrten Verallgemeinerungen ge
wonnen. 

264. Die Entwickelungen sind unabhil.ngig davon, ob die Form der 
Beobachtungsgleichungen bestimmt oder hypothetisch ist. Die zweite Ve1'
allgemeillerung bezieht sieh gerade auf die Form der einzelnen Beobaehtungs
gleichungen. 

In vielen Fallen ist die Form der Beobachtungsgleiehungen, wie wir 
auch sagen konnen, der analytische Charakter der in ihllen vertretenen 
F'unetionell <l> von vorn herein bekannt. 

In solchen Fallen ist aueh im allgemeillen das ganze Interesse ledig
Heh auf die auszugleichenden Grossen geriehtet, und die Untersllehung ist 
im wesent.liehen eine maassbestimmende, cine metronomisehe. 

Oft soIl aber die Untersuehung gerade die Form der betrefl'endell 
Function, odeI' der betrefl'enden Funetionen, kennen lehren. Die Formeln 
der Ausgleiehungsreehnung sind nun allerdings nicht anwendbar, wenn die 
Form der Beobachtllngsgleiehungen nieht bekannt ist. Da sie aber keine 
besondere Form voraussetzen, darf man diese Form hypothetisch annehmen. 

Weinstein, Lehrbuch I. 27 
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Die A.nzahl der auszurechnenden Grossen ist dann im allgemeinen auch 
hypothetisch, und insofern bleibt auch die ganze Ausgleichung hypothetisch. 
Das beriihrt aber den Gang der Rechnung nicht, sondern nur den Wert 
dieser Rechnung fiir den besondern Fall. 

Gehen wir jetzt zu der Zusammenfassung selbst iiber. 

b) Beobachtungsgleichungen und Fehlergle'l·chungen. 

265. 1. Untersuchungen haben zum Ziel die Kenntnis einer Reihe mit 
einander irgendwie zusammenhiingender Grossen, sei es, dass diese Grossen 
selbst Gegenstand des Interesses sind, oder dass sie nur zur volligen Be
stimmung anderer Grossen und Functionen dienen sollen. 

2. Eine Gleichung, in welcher neben den zu bestimmenden Grossen 
andere, direct oder auf Umwegen gemessene Grossen (Elemente) vertreten 
sind, nennen wir eine Beobachtungsgleichung. Denkt man sich in den 
Beobachtungsgleichungen die zu bestimmenden Grossen durch genaherte 
Beh'age, zu denen man noch unbekannte Verbesserungen hinzufiigt, ersetzt, 
so gehen die BeobachtuugsgJeichungen in l!'ehlergleichungen iiber, und 
die Resultate dieser Fehlergleichungen gebl!n die wahrscheinlichsten 
iibrig bleibenden Fehler der Beobachtungsgleichungen, wenn die Ver
besserungen wahrscheinlichst sind. 

Kommt eine und dieselbe beobachtete Grosse in mehreren Beobachtungs
gleichungen vor, ohne dass sie auch fiir jade dieser Gleichungen besonders 
beobachtet ist, so sind die betreffenden Beobachtungsgleichungen 
mit einander durch diese Grosse verbunden. 

Als Hauptregel gilt: 

3. Man muss die Beobachtungen so einrichten, dass zwischen den 
einzelnen Beobachtungsgleichungen so wenig Verbilldungen als moglich 
iibrig bleiben, hat also, wo man kann, jede beobachtbare Grosse, selbst 
wenn sie denselben Betrag fUr eine ganze Reihe von Beobachtungsgleichungen 
haben sollte, doch fiir jede dieser Beobachtungsgleichungen gesondert zu 
messen. 

Gleichungen, zwischen denen keine durch beobachtete Grossen her
gestellte Verbindungen existiren, nennen wir unabhangige Gleichungen. 
Abhangige Gleichungen sind dann solche, welche mit einander durch 
beobachtete Grossen verbunden sind. 

4. Existiren neben den Beobachtungsgleichungen noch eine Anzahl 
anderer GIeichungen, in denen ausser den auszugleichenden Grossen nur 
noch Zahlengrossen oder auch solche Grossen, die zwar ebenfalls beobachtet 
sind, deren Betrage aber als fehlerfrei betrachtet werden, und eventuell 
andere zu berechnende Grossen vertreten sind, die also streng erfiillt 
werden miissen, so haben wir es mit einerbedillgten Ausgleichuns- zu 
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tun. Die streng zu erfiillenden Gleichungen sind die Bedingungs
gleichungen. 

5. Die Anzahl der Beobachtungsgleichungen zusammen mit der Anzahl 
der eventuell vorhandenen Bedingungsgleichungen muss mindestens so gross 
seill, wie die der zu berechnenden Grossen. Je mehr iiberschiissige Beob
achtungsgleichungen vorhanden sind, urn so sicherer wird die Ausgleichung. 

6. Vor der Ausgleichung soIl man mit den Beobachtungsgleichungen 
keinerlei Operationen vornehmen, die mit Multiplicationen oder Divisionen 
oder andern hOhern algebraischen Operationen verbunden sind. Additionen 
und Subtractionen sind auch nur gestattet, wenn sie einfache Zahlen oder 
fiir die betreffende U ntersuchuug als fehlerfrei zu betrachtende Grossen 
b etreffen. 

7. Die analytische Form der Beobachtungsgleichungen ist so zu wahlen, 
wie sie die betreffende Theorie ergie bt, namentlich also so, dass j edes del' in 
den Gleichungen vertretenen Glieder einen bestimmten physikalischen Sinn hat. 

Kommt es auf die Form selbst llicht an, so darf mall nach der Grosse 
entwickeln, anf welche die Untersuchung ganz besonders gerichtet ist. 

8. Fiir die Messullg und Kritik der Elemente in den l'illZelnen Beob
achtungsgleichungen gelten aIle Regeln, die in det 'l'heorie der einfachell 
und zusammengesetzten l\1essungen auseinandergesetzt sind. 

c) Die Gewichte. 
266. 9. Bei del' Beobachtung und auch bei der Aufstellung der Beob

achtungsgleichungen ist besonders darauf zu achten, dass die Gewichte der 
einzelnen Beobachtungsgleichungen tunlichst wenig von einander verschieden 
herauskommen. 

10. Um das Gewicht einer Beobachtungsgleichung berechllen zu konnen, 
muss man die mittlern Fehler der in ihr enthaltenen beobachteten ftrossen, 
ihrer Elemente kenllen, daher hat mall jedes dieser Elemente so oft zu messen, 
bis man seinen mittlern Fehler mit gelliigender Genauigkeit zu berechnen 
vermag. 

Sei die Beobachtullgsgleichung 

woselbst a", b", ... , g" die beobachteten Elemente, xl' x2 , ••• , x" die zu 
berechnenden Grossen angeben, dann ist das Gewicht diesel' Gleichung 

1 

Da <1>" noch die unbekannten Grossen xl' x2 ' ••• , x" enthalt, so kann 
man p immer nur naherungsweise berechnen. Sind dann x~, x;, ... , x;, 

27* 
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Naherungswerte fur die zu berechnenden Grossen, so hat man als Naherungs
wert fur das Gewicht der betreffenden Beobachtungsgleichung 

wosclbst 

cI>~ = cI>"(a,,, b", "', U,,; x~, x~, •.. , x~) 
gesetzt ist. 

11. Entscheidend fur die Bestimmung der Gewichte sind diejenigen 
Elemente, deren Aenderung den grossten Einfluss auf die betreffende Beob
achtungsgleichung habcn, nach welchen, analytisch gesprochen, cI>~ partiell 
differenzirt, den grossten Betrag tiefert. 

12. Wenn bei der betreffenden Beobachtungsgleichullg ein Element 
llicht so genau bestimmt ist, dass man seinen mittlern Fehler anzugebell 
vermag, so hat man auf die Grosse dieses mittlern Fehlers aus den ent
sprechenden Beobachtungen fur die alldern Gleichungen, oder aus ander
weitigen Untersuchungen zu schliessen. Besitzt man gar keinen Anhalt zur 
Beurteilung dieses mittlern Fehlers, so nimmt man ihn gleich Null an. 

Giebt die Untersuchung nicht die notigen genauen Daten zur Be
rechnung der mittlern Fehler der einzelnen Beobachtungsgleichungen, so 
setzt man die Gewichte dieser Beobachtungsgleichungen zu einander in deu 
Verhaltnissen der bezuglichen Messungsanzahlen der entscheidenden Elemente. 

Oft beurteilt man das Gewicht einer Beobachtungsgleichung nach dem 
Gewicht nur eines einzigen Elements und setzt jenes Gewicht dem Gewicht 
dieses Elements gleich, alsdann sieht man nur dieses Element als ent
scheidend an. 

Hat man gar keinen Anhalt zur Abschatzung der Gewichte der einzelnen 
Beobachtungsgleichungen gegen einander, so giebt man allen Gleichungen 
das namliche Gewicht, welches man dann gleich 1 setzt; oder, wie man 
sich auch ausdriickt, man berucksichtigt die Gewichte gar nicht. 

13. Wenn eine Beobachtungsgleichung ihre Form andert, so andert 
sich auch ihr Gewicht, transformirt man also uberhaupt Beobachtungs
gleichungen, so muss man auch deren Gewichte ab1i.ndern, und zwal' dadurch, 
dass man in der Ji'ormel fur dieses Gewicht die ursprungliche Function 
durch die neue ersetzt. 

d) Die Naherungsrechnungen. 
267. 14. Die eigentliche Ausgleichungsrechnung hat nicht die Beob

achtungsgleichungen (und wo solche vorhanden sind, auch nicht die Be
dingungsgleichungen zur Grundlage), sondern die Fehlergleichungen. 

Es ist unter allen Umstanden geboten, die Ausgleichullg durch successive 
Niiherung auszufiihren. 
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Man greift aus den Beobachtungsgleichungen so viele heraus, als zur 
Berechnung der gesuchten Grossen notig sind, und rechnet aus ihnen, 
eventuell nur ganz roh, Betrllge fUr diese Grossen heraus, die man dann 
als Nllherungswerte am:ieht. Will man, was sehr wiinschenswert ist, die 
erste Nllherung weiter treiben, so rechnet man die betreft'enden Grossen aus 
mehrern Combinationen von Beobachtungsgleichungen aus und nimmt Mittel. 

Auf die wahrscheinlichsten Verb esse run g en dieser Naherungswerte 
bezieht sich dann die eigentliche Ausgleichungsrechnung. 

Unter Benutzung der ersten Nllherungen fUr die zu berechnenden 
Grossen bekommt man durch die Ausgleichung einen ersten Satz von Ver
besserungen, benutzt man dann die durch die Verbesscrungen corrigirten 
ersten Nllherungen als zweite Nllherungen, so giebt die erneute Ausgleichung 
einen zweiten Satz von Verbesserungen u. s. f. AIle Slltze von Ver
besscrungen werden in ganz gleicher Weise gerechnet. Indem ich noch 
auf Art. 32 und 214 verweise, setze ich fiir alles folge.nde voraus, dass 
man die Nllherungsrechnungen schon so weit getrieben hat, dass nur noch 
der letzte Satz von Verbesserungen zu rechnen ist, die Schemata fiir die 
numerische Rechnung. die hi e l' massgebend sind, gelten in ganz gleicher 
Weise auch fiir die voraufgehenden Nllherungsrechnungen, nur dass man 
bei jenen die Fehlerrechnungen, die wir bei den letzten Verbesserungen, 
um zu den Endresultaten zu gelangen, mit ausfiihren miissen, fortlllsst. 

e) Rechenschema fur unabhang(qe und unbed't~ngte Unter
suchungen. 

268. Bildung der Normalgleichungen. Es seien die zu berechnenden 
Grossen Xl' X2' •.• , X", die Beobachtungsgleichungen 

O=cI\(a1 , bp ... , U1 ; xl' x2' ... , xh ), 

0= cD2 (a2 • b2 , ••• , U2 ; Xl' X 2' ••• , X,,), 

woselbst die a, b, ...• U die der Beobachtung unterliegenden Elemente an
geben. 

Man multiplicirt jede Beobachtungsgleichung mit der Quadratwurzel 
aus dem zugehOrigon angenllhert berechneten Gewicht und bekommt so das 
System 

0= yJ{«I\(a1 , b1 , ... , U1 ; xl' x2 ' ... , x,.), 

o = v'p~ cD2(a2 , b2 , ••• , U2; xl' x2 ' ••• , x,,), 
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Nun differenzirt man jede Beobachtungsgleichung nach allen zu be
rechnenden Grossen x und ersetzt sowol in den <I> wie in ihren Derivirten 
die x durch ihre als bekannt vorauszusetzenden Naherungswerte x'. SO 
bekommt man das System der Grossen 

0<1>' ,[7 .. 
yP,. ox' , 

h 

_ .Ip--' <1>' _ .r;;:;'p' <1>' ••• _ .r;;:;'p' <1>' 
V 1 1 V.1'2 2 V.f'n n' 

und indem man die Logarithmen aufschlagt und wie friiher mit ((1) den 
Logarithmus einer Grosse (1 bezeichnet, resultirt das eventuell neben das 
System bl ) oder zwischen die Zeilen dieses Systems (aber dann mit allders
farbiger Dinte oder in kleinern Ziffern) hinzuschreibende System 

( yP;~~~) ... (VpO<l>~), 
2 oX1 ... (Jx~ 

(Ii p~ ::~) (J<I>' (J<I>' 
( V P~ (Jx:) .. , (Ii p~ (Jxhn ) , 

(- y P'I <I>~) (- yP; <1>;) ... (- y P~ <I>~). 
Von diesen Zahlen addirt man die Zahlen der ersten Zeile zu sich selbst 

und zu allen darunter stehenden Zahlen der folgenden Zeile, schlagt die 
Numeri auf und schreibt die so erhaltenen Zahlen fiir die Operation der 
ersten Zeile mit je einer andern Zeile in einer Columne. So bekommt man 
h + 1 Columnen zu je n Zahlen, (lie man dann fiir jede Columne durch 
Summation vereinigt. Dann verfahrt man mit der zweiten Zeile so, wie 
vorher mit der ersten, ad dirt also ihre Zahlen zu sich selbst und zu allen 
folgenden und schliigt die Numeri auf, die man fiir die Operation mit je 
zwei Zeilen in eine Columne schreibt. Man hat dann h neue Column en mit 
je n Zahlen, die man fiir jede Columne zu einer Zahl vereinigt. Dann fiihrt 
lUan dieselben Operationen fiir die dritte, vierte, •.. bis letzte Zeile aus. 
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1m ganzen hat man dann das System 

0<1>' 0<1>' , 1 1 P ------
1 ox~ ox~ 

0<1>' 0<1>' , 2 2 

P2 OX' 0:.1:" 
12 

0<1>' 0<1>' 0<1>' 0<1>' , n n , n n 

Pn ox' ox' Pn ox' 0:[ 1 1 1 2 

Summen: au = 

0<1>' 0<1>' , n n 

P" ox; oa::~ 

Summen: a22 = 

u. s. f. bis 

0<1>' 
, <1>' 1 -P1 1~ uX1 

0<1>' 
, <1>' 2 

- P2 2 ox' 
1 

0<1>' 0<1>' 0<1>' 
, n n , <Il' .n 

Pn ox. ox' - Pn n ox' 
1 h 1 

0<1>' 0<1>' 
• 1 1 
P1~~ uX2 UXh 

0<1>' 0<1>' , 2 2 

P2 ox; o.c~ 

0<1>' 0<1>' , 1 1 
Pl~~ 

uXh uX,. 

0<1>' 0<1>' , 2 2 

P2 oX~ oX~ 

0<1>' 0<1>' 
, " n 

Pn OX~-Ox~ 

0<1>' 
, <1>' 1 

- P1 1 ox' 
h 

0<1>' 
, <1>' 2 

- P2 2 ox' 
h 

0<1>' 
, <1>' " -P" "",;-, uXh 

Summen: ah h = 

P~ <I>~ <I>~ 

P; <I>~ <1>; 

, <1>' <1>' 
P" " " 

Summe: lh+1 = 

Damit sind alle Grossen gewonnen, die Zul' weitern nechnuns- nijti~ sind, 
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Das System 
all all! a l3 ... all. 11 

a22 all 3 ... all" 12 
C2) a33 ... a3" 13 

... a"" '" 
giebt, weil aix = axi ist, aIle zur Aufstellung der Normalgleichungen dienenden 
Gros~en, und man hat fUr diese Nortnalgleichungen (die man iibrigens nicht 
hinzuschreiben braucht, wenn man die Rechnung nach dem Schema ausflihrt) 

d) 

all El + all! E2 + a13 E3 + ... + al " e" = '1' 
a21 El + a22 E2 + all3 E3 + .. , + all" E" = 12 , 

a31 El + a32 ell + a33 E3 + ... + a3 " E" = ' 3 , 

a" 1 el + a" 2 e2 + a" 3 E3 + ... + a,." E" = 1". 
lHl dient zur Berechnung der mittlel'll Fehler und zur Ableitung der 

summarischen Controlformel. 
269. Reduction der Normalgleichungen. Die weitere Entwickelung des 

Schemas will ich so gestalten, dass aIle iiberhaupt in Frag'e kommenden 
Grossen, also sowohl die Bctrage der Verbesserungen e als die zur Berech
nung der mittlern Fehler der Beobachtungsgleichungen, der gesuchten 
Grossen und irgend einer Function dieser Grossen in Prage kommendeu 
Zahlen, also nach unsern Bezeichnungen die e, lh+l Ii' und das System der 

h (h -: 1) coordinirten Grossen Tj durch einen und denselben sich stetig 

wiederholenden Algorithmus erhalten werden. Dabei ist es nicht zu ver
meiden, dass Zahlen, welche erst gerechnet werden sollen, unter Zahlen 
hingeschrieben werden miisseu, die schon bekannt sind, man muss infolge
dessen die Zahlensysteme jeder Reduction so schreiben, dass zwischen 
zwei Zahlenreihen immer eine Zeile frei bleibt. Gewohnt man sich daran, 
die nachtraglich zwischen die Reihen zu schreibenden Zahlen etwas kleiner 
zu gestalten, so konnen Irrtiimer nicht leicht vorfallen, und man hat den 
grossen Vorteil, die meisten Additionen und Subtractionen an Zahlen, die 
unter einander stehen, ausfUhren zu konnen. lch beschreibe die Rechen
methode flir zwei Reductionen, und gebe dann die Regeln und das Schema. 

Beginnen wir mit der ersten Reduction. Wir schreiben links das System 
der a und 1 hin, rechts das der Logarithmen der ersten Columne der 
a und 1, und zwar in nachstehender Porm 

au a2/ • ••• a"" (au) 
1. 12 ••• l" 1"+1 (11), 
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Dann ziebt man in dem rechts stehenden System der Logarithmen die Zahl 
der ersten Columne, also (all) von allen darunter stehenden ab, man be
kommt dadureb die Logaritbmen ((.(12)' ((.(13)' .. " (1l1h ), (Xl)' die man in 
der Hobe von (all) in einer Zeile sehreibt. Zuletzt sehreibt man noeh die 

decadisehe Erganzung zu (all) hin, womit man den Logarithmus zu _1_ 
all 

bekommt, diesen bezeiehne ieh wie fruher mit XP). Indem man jetzt 
(a12) zu allen unter (all) stehenden Zahlen ad dirt, und die erhaltenen Zahlen 
in einer Columne sehreibt, dann ((.(13) zu allen unter (a12) stehenden Zahlen 
addirt und die erhaltenen Zahlen wieder in einer Columne schreibt und so 
forlfiihrt, nimmt das System der Logarithmen die Form an 

(all) ((.(12) ((.(13) , .. ((.(u) (Xl) ("1.1(1» 

(au) 
(au (.(12) 

(a13 ) 

(a13 (.(1~) (a13 (.(13) 

(au) 
(a lh (.(12) (au (l13) ... (au l1u) 

(11) 
(11 (.(12) (11 (.(13) . .. (11 (.(la) (11 Xl) 

Man sehlagt zu den Logarithmen von Produeten die Numeri auf und sehreibt 
diese unter die entsprechenden Zahlen der entsprechenden Columnen des 
Systems der a, so dass dieses System die Form bekommt 

all 

a12 a22 
a12 (.(12 

a13 a23 a33 
a13 (.(12 a13 11 13 

au a2h a3" ... a"" 
au (.(12 au (.(13' ., au au 

11 12 13 I" I,Hl 

11 au 11 a13 11 1l1h 11 Xl 



426 Schema der Ausgleichung. [269. 

Wenn man jetzt von jeder urspriinglichen Zahl der zweiten, dritten, ... , 
letzten Columne dieses Systems die darunter stehende hinzugefUgte Zahl 
abzieht, bekommt man das System Zahlen, mit dem die zweite Reduction 
auszufiihren ist. Zu diesem System schreiben wir aber noch hin die 1X1 und 
ausserdem den negativen Wert von X?), den wir mit '4:~ bezeichnen (also 
die Numeri zn allen in der ersten Zeile hinter (all) stehenden Zahlen des 
Logarithmensystems). In der zweiten Reduction sieht also das System der 
Zahlen so aus: 

a22,1 

a23,1 a33,1 

a2h,1 a3h,1 ahh,1 

l2,1 l3,1 Ih,l Ih+l,1 

CX12 CX13 CXu Xl XCI) 
1,0 

Zur ersten Columne dieses Zahlensystems stellt man das Logarithmen
system auf, bildet wieder durch Subtraction der ersten Zahl dieses Systems 
von allen in derselben Columne nnter ihr stehenden Zahlen die Differenzen 
(a23,1) - (a22,1)' (a24,1) - (a22,1)' ••• , (a2h,1) - (a22,1); (lh,l) - (a22,1)' 
(cx12) - (a22,1)' zu denen man noch die dekadische Erganzung (a22,1) hinzu
fiigt, wodurch man also bekommt 

(cx23 ), (cx24 ), ... , (cx2h), (X2)' (X~l»), (X~2»). 

Von dies en Logarithmen addirt man (CX2 3) zu allen nnter (a2 2,1 )stehenden 
Zahlen und schreibt die Resultate in einer zweiten Columne, (1X2 ~) zu 
allen unter (a23 1) stehenden Zahlen und schreibt die Zahlen wieder in 
einer dritten Coluinne u. s. f. Das Logarithmensystem bekommt dann die Form 

(a2 2,1) (CX23 ) ••• (CX2h ) (X2) (X~l») (X~2») 

(a23,1) 

(a23 1 CX23 ) , 

(a2h,1) 

(a2h,1 CXn ) '" (a2h ,1 cx2h ) 

(12,1) 

(12,1 CX23) ••• (121 CX2h) , (12,1 X2) 

(CX12 ) 
(CXi 2 X~I») (cx12 cxn ) ... (cxu cx2h) (cx12 X2) 

Zu den so berechneten Logarithmen von Producten schlagt man die 
Zahlen auf und scbreibt diese unter die entsprechenden Zahlen des zu
gehOrigen Zahlensystems, so dass dieses wird 
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a2 h,l aa h, 1 . . . ah h, 1 

a2 h, 1 0:23 fl2 h,l 0:2 h 

12,1 l3,1 1h,1 1h+l,1 

l2,1 0:2 3 12,1 0:2 h l2,1 12 

O:lh Xl X?) 
0:1 2 0:2 h 0:12 X2 0:1 2 X~l) 

Subtrahirt man wieder von jeder in der zweiten, dritten, ... , Columne 
stehenden urspriinglichen Zahl die unmittelbar unter ihr hingeschriebene 
Zahl und fiigt noch als letzte Zeile hinzu 

• (1) • (2) 
0:2 3' 0:2 4' •.. , 0:2 h' X2' Z2 ' Z2, 0 ' 

wobei X2~2~ den negativen Wert von der Zahl zu (Z~2)) angiebt, so bekommt 
man die notigen Zahlen fiir die dritte Reduction. 

270. Regeln fiir die Ausf1ihrung der AusgIeichung. 1m Ganzen 
hat man fUr die Ausfiihrung der Rechnung folgende Regeln zu behalten: 

1. AIle Reductionen werden nach ganz demselben Algorithmus gerechnet. 
2. In jeder Reduction werden die in dem Logarithmensystem in der 

ersten Zeile stehenden (0:) und (Z) dadurch erhalten, dass man die in der 
ersten Colnmne dieses Systems und zuerst stehende Zahl von allen in der
selben Columne und un ter ihr stehenden Zahlen der Reihe nach abzieht, 
das letzte (X), es hat immer unten denselben Index wie oben, ist die deka
dische Erganzung zu jener bezeichneten ersten Zahl des Logarithmensystems. 

3. Die in irgend einer Columne des Logarithmensystems einer 
Reduction gerechneten Zahlen sind die beziiglichen Summen der in dieser 
Columne an der Spitze stehenden (0:) oder (I.) zu den in gleicher Hohe 
mit den entsprechenden Zahlen der entsprechenden Columne im Zahlen
system stehenden Zahlen der ersten Columne des Logarithmensystems. 

4. Die in irgend einer Columne des Zahlensystems einer Reduction 
unter die urspriinglichen Zahlen hingeschriebenen hinzugefiigten Zahlen 
(sie treten als Producte zweier Zahlen auf) sind die Numeri zu den in 
dem Logarithmensystem in der entsprechenden Columne und in der nam
lichen Hohe stehenden (hinzugefiigten) Zahlen. 

5. Von einer Reduction folgen die Grundzahlen der nachsten Reduction, 
indem man: ers te n s von jeder Grundzahl des Zahlensystems der Reduction 
die unter ihr stehende, hinzugefiigte Zahl abzieht, z wei ten s zu den in 
der crsten isolirten Zeile des Logarithmensystems stehcnden Zahlen die 
:Numeri aufschlagt. Zu beachten ist, dass der Numerus zu dr-m lctzten (X), 
also zu (/x)) das entgegengesetzte Zeichen erhalt und so als ,,<x)o bezeichnct ist. 

x ~~ 
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Schema der Ausgleichung'. 

Die letzte Reduction giebt 

110+1,10 , 
(1) 

"1.1,10-1 "1.1,10-1' 
"'I "'1(1) "'1(2) 
A~h-2 A~h-2 A~h-2' 

(1) (2) 
"1.3,10-3 "1.3,10-3 "l.3,h-3 ••• , 

. . 
• (1) (2) 
;.(10-1,1 "'1."-1,1 Xh-1,1 •.. 

"'I "'1(1) ./2) 
AI. Ah AI. 

und damit sind aHe notigen Zahlen gewonnen. 

(h-1) 
X,.-1,1 ' 
.,(10-1) .,ch) 
I.h Ah,O' 

[211. 

Es ist namlich von den Werten der ersten Columne der erste Wert 

l1o+1,h = [p'v2J. 
Die folgenden Werte dieser ersten Columne geben in der Folge von 

oben nach unten die h gesuchten Grossen E1 , E2 , Ea, ... , E". 
Die Werte der nachst folgenden Columnen mit den entgegengesetzten 

Zeichen genommen sind die zur Berechnung der mittlern Fehler der ge
suchten Grossen, sowie der irgelld welcher Functionen dieser gesuchten 
Grossen notigen coordinirten Coefficienten 

f) 

.,,(2) 
"12 , 

"IJ~2) , 

(1) (2) (h-1) 
"lJh-1 "lJh-1 ••• "lJh-1 , 

.,,(1) .,,(2) '1\(10-1) '1\(10) 
"110 '11. ••• '110 '110' 

l\1an hat also hiernach fiir die gesuchten Grossen 

E1 = X1,h-1' 

E2 = X2,h-2' 

E3 = XS,h-S' 

Eh- 1 = Xh-1, 1 , 

eh =Xh 

fiir den mittlern Fehler einer Beobachtungsgleichung vom 
Gewicht I 

g) - _ ,/ lh+1,,. 
p. - V (n-It) , 
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und fur eine vom Gewicht p~ 

- fL 
fL,,= Vp~' 

fur die mittlern Fehler der gesuchten Grossen 

11) 

die betreffenden X stehen in der Diagonale der letzten Reduction. 
Fur den mittlern Felller einer Function 

der gesuchten Grossen, wenn 

i) 

gesetzt wird 

+ 

k) { 

+ ( Of_)2 ZCh)) . 
ox' 'h J h 



432 Schema der Ausgleichung. [272. 

Wenn die Untersuchung lediglich die Kenntnis der gesuchten 
Grossen Xl' x2 ' X 3 • ••• , x" zum Gegenstande hat, wird das Resultat 
der Ausgleichungsrechnung in der Form geschrieben 

1) 

X" = x~ + ell ± 11-",,,. 

wo man die mittlern Fehler, indem man sie mit 0,674 multipIicirt, auch in 
wahrscheinliche verwandeln kann. 

1st die Untersuchung auf die Function 11> selbst gerichtet, wobei 
dann die x als Coefficienten oder Exponenten erscheinen, so ist das Resultat 

m) 

A, E, ... , G sind dann die Variabeln, und man bekommt den mittlern 
Fehler von 11> dadurch, dass man in die GIeichung k) flir 11-,¥ das 4' ersetzt 
durch 11>', woselbst 

n) 
ist. 

11>'= 11> (A, E, ... , G; x~, x~ . ... , x;.) 

Will man endlich durch die Function 11> eine der Variabeln, etwa G, 
als Function der andern darstellen, so hat man 

0) 

und es wird I1-G aus 11-,¥ erhalten, indem man in der Formel k) fiir 11-,¥ das 4' 
ersetzt durch 
p) F'=F(A, E, "'; x~, x;, "', x;J. 

Wenn man nur die mittlern }<'ehler der gesuchten Grossen kennen will 
(und diese muss man immer mitrechnen), so hat man in jeder Reduction 
yon den mit einem obern Index versehenen X nul' diejeuigen zu rechnen, 
welche oben denselben Index haben wie unten yor dem Komma, das sind 
in jeder Columne nur die zu Anfang stehenden X(x), die andem x(x) fehlen 
dann sowohl in dem System der Zahlen, wie in dem der Logarithmen, es 
bleiben nur die x(X) , die in der D i ago n a I e stehen. 

272. Controlformel. Zur summariscllen Controle der ganzen 
Rechnung, die die Bildung der Normalgleichungen und die Ausrechnung 
der gesuchten Grossen umfasst, geht man auf das System b2) zuriick, addirt 
zu den Zahlen der ersten Zeile (e l ), zu denen der zweiten ce2), ••• , zu denen 
der yorletzten celt), die letzte Zeile lindert man nur dadurch, dass man in 
illr die - Zeichen fortllisst. Schlligt man dann zu den so erhaltenen Zahlen 
die Numeri auf, so hat man in den Snmmen der Zahlen der einzelnen Co
lumnen die Grossen vP' v. 
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Also: zu den ~1' ~2' ... , eh sucht man die Logarithmen eel)' ee2), ... , (~h)' 
und bekommt durch Addition zu den Zeilen des Systems b2) 

und indem man dazu die Numeri aufschlagt und die Zahlen jeder Columne 
summirt, erhalt man 

v P~ <I>~ 
V:p:v~= 

,/-. <1>' 
V P" " 

v'P~Vn = 

Die unter der Lillie stehenden Zuhlen quadrirt und ad dirt geben [p'v2] 

und es muss sein, wenn die Rechnung richtig ausgefiihrt ist, 

r) 

s) 

[p'v2] = 1"+1,10' 

Eine andere Formel ist auch 

l1' l2' ... , l,., lHl stehen in den letzten Columnen des Systems c1). 

Beide Formeln miissen so genau erfiillt sein, als es die Rechnung zu
liisst, denn anulytisch sind sie beide streng richtig. 

llei einfachen Messungen hatten wir eine sehr bequeme Controle in del' 
Formel [p'v] = 0, bei Untersuchungen ist aber [p'/lj nicht notwendig Null. 

Ein Beispiel fUr die zahlenmiissige Ausfiihrung einer Ansgleichung 
nach diesem Schema findet sich in Art. 280b 

Weinstein, Lehrbuch I. 28 



434 Beriicksichtigung von Bedingungsgleichtmgen. [273. 

f1) Berilcks~·chtz"gung v0t? Bedingungsglez"chungen zw~·schen den 
gesuchten Grossen. 

273. Die Normalgleichungen. Wenn zwischen den gesuchten Grossen 
Bedingungsgleichungen 

a) 

ft(xt , x2 ' ••• , x,.)=O, 

f2(x1 , x2' ••• , xh)=O, 

die selbst keine beobachteten, oder nur als fehlerfrei anzusehende Grossen 
enthalten, streng zu erfiillen sind, so rechnet man zuu1ichst genau so wie 
friiher aus den Beobachtungsgleichungen das System c) der a und l. 

Ferner bildet man durch Differentiation jedes der f nach jedem der x 
das System 

ofl of2 ofv 
oX1 oX1 ... ox1' 

oft of2 of:, 

h') oX2 oX2 ... ox2' 

oft ot; 'Ofv 
'Oxh 'Oxh···'OXh· 

Ersetzt man in den analytischen .A.usdriicken der einzelnen Derivirten 
die x durch ihre N1iherungswerte x', so geht das obige System iiber in das 
Zahlensystem 

bll b12 · .. bl v' 

b) b21 b22 · .. b2v , 

b"1 b"2 · .. bit v· 

Endlich ersetzt man lIoch in den f selbst die' x durch ihre N1iherungs
werte x' und nimmt die so resuItirenden v Zahlen mit den entgegen
gesetzten Zeichen. Es kommt dann das System 

c) 

und das zu behandelnde System Normalgleichungen lautct 
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all El + a 12 E2 + ... + a j hE" + bll Xl + bl2 X2 + ... + blV Xv = II ' 

a 21 El + a22 E2 + ... + a 2h Eh + b21 Xl + b22 x 2+ ... + b2v Xv= l2' 

aJ.1 El + ah2 e2+ '" + ahh ~h+ bhl Xl + blt2 x 2 + ... + bhv Xv= lh; 

bll El + b21 E2 +··· + bhl E" = ml' 

b12EI+b22E2+···+bh2Eh =m2 , 

Die E sind die gesuchten Verbesserungen zu den Naherungswerten der 
x, die X sind die mitzurechnenden Correlaten. 

274. Die Reduction. Die weitere Rechnung schliesst sich an das 
Zahlensystem 

all 

a l2 an 
a l3 a23 a33 

d) alh a2h aSh .,. a",h 
bll b21 b31 bhl 0 

bl2 b22 b32 bh2 0 0 

blV b2v b3v bhv 0 0 " . 0 

II l2 73 lit m l m2 tnv l"+1 

an, und mit diesem System fiihrt man aIle Reductionen genau so aus wie 
im voraufgehenden Fall. 

Weiteres ist iiber die eigelltliche Rechnung nicht zu bemerken. 
Was aber die mittlern Fehler anbetrifft, so hat man fUr r: den mittlern 

Fehler einer GIeichullg vom Gewicht 1 

e) - ~/TP'V2] 
p.= V n-h+'I' 

die andern mittlern Felller werden aus p. genau so abgeJeitet wie im vorauf
gehenden Fall. 

Auch die Rechnungscontrolen geschehen mutatis mutandis nach den
selben Formeln wie im voraufgehenden Fall. 

Wegen del' andern AusgJeichungsmethoden, die durch Elimination und 
die von Hall sen und And l' a, sei auf das betl'effende Capitel XIX vel'
wiesen. Wenn erst die N ormalgleichungen gebildet sind, schliesst sich die 
Rechnullg immer an das Schema, das im voraufgehenden Al'tikel gegeben ist. 

28* 



436 Sti'enge Beobacbtungsgleichungen. t275. 

f2) Beobachtete Grossen haben Bed£ngungsgle£chungen, m 
uelchen noch unbekannte Grossen enthalten sl'nd, st1'eng zu 

eljullen (Erwe£te1'ung zu A1't. 200). 

275. Es seien die beobachteten Grossen gl' g2' ... , gh" ihre beziiglichen 
Gewichte Pp P2 , ••• , Ph" die gesuchten Grossen wieder Xl' X2 ' ••. , x"' die 
streng zu erfiillenden Bedingungsgleichungen 

(legp g2' ···,g'i; Xp X2' ... , xh)=O, 

t;(gp g2' ... , gh'; Xl' X2 ' •.• , x,,) = 0, 

fv(gl' .Q2' ···,gh'; Xl' x2, ... , xh)=O, 

der Fall hat nur Bedeutung flir 

h+h'>'I. 

Man denkt sich zu don beobachteten Grossen Verbesserungen ~l' ~'2' .... ~'" 
hinzugefUgt, fUhrt fUr die X wieder Naherungsbetrage ein, und rechnet die 
Verbesserungen E der x' und die V erbesserungen ~ zusammen mit 'I Correlaten 
Xl' X2 , ••. , Xv aus den It + II' + 'I Gleichungen des folgenden Systems aus: 
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Zur Aufstellung dieser Gleicbungen bat man jedes der r nacb allen 9 
und nach allen x zu differenzirell und in die so erhaltenen Ausdriicke flir die 
Derivirten, wie in die r selbst, die x durch ihre Niiherungswerte, die x', zu 
ersetzen. Man bekommt so die beiden notigen Zahlensysteme 

or; or; or; 
Ogl OUI ... OU1' 
or~ or; or; 
Og2 Og2 ... Og2' 

or; or; or; 
'Og~, 'Og~ ... og~.' 

'Or; at; 'Orv' 
ox~ 'Ox~ , .. i5x~' 
'Ot~' 'Ot~ 'Or; 

'Ox; 'Ox~ 
' .. ~, 'ox; 

'Or; ot; 'Or; 
o;r.~ 'Ox~ ... 'Ox~' 
f; t~ ... f;. 

Die Zablen des ersten Systems sind in derselben Anordnung die Coeffi
cienten der ersten Reihe von Gleicbungen, die des zweiten mit Ausscbluss 
der letzten Zeile, ill derselben Anordnung die Coefficienten der zweiten 
Reibe von Gleichullgcn, beide Systeme zusammen, aber so angeordnet, dass 
die Columnen in Zeilen gesetzt werden, geben die Coefficienten der dritten 
Reihe von Gleichungen. Bei der Ausreclmung von ~, ~ und It fiihrt man erst 
die Ausdriicke der ~ aus der ersten Reihe von Gleichungen in die dritte 
Heihe ein, so bekommt man zwei Reihen von Gleichungen zur Berechnung 
der e und der It. Hat man diese Grossen erhalten, ~o giebt die erste Reihe 
von Gleicbungen die Werte der ~. 

Der mittlere Fehler einer der Beobachtungsgrossen ist 

.. I [N 2] 
fLgx = V px(v -h)' 

und der mittlerc Fchler einer Fnnction F der Beobachtungsgrosseu 

fL.= .. /[Ptl. /('OF)2 ~_ + (~~)2 ~ + ... + ('O_~)2_1 . 
F V 'I - h V ogl PI og2 P2 . 'Og". Ph' 

Die Aufgabe ist darum eine Erweiterung dcr in Art. 200 in ihrer syste
matischenBehandlung dargelegten, weil hier noeh eine Anzahl unbekannter 
Grossen mit zu berechnen ist. 



438 Abhiingige Beobachtungen. [276. 

f!) Ausgle£chung abhangzger Beobachtungen. 
276. Als abhangige Beobachtungsgleichungen haben wir diejenigen be

zeichnet, bei denen zu beobachtende Grossen nicht auch flir aIle Gleichungen 
fiir sich beobachtet sind, wo also fiir gewisse Elemente ihre einmal gewonnenen 
Betrage in einer ganzen Anzahl von Beobachtungsgleichungen Verwendung 
finden. 

Abhangige Beobachtnngsgleichungen treten meist da auf, wo den 
Messungen vergangliche Substrate zu Grunde liegen, und bei solchen 
Elementen, deren Betrage lediglich Ausgangswerte fiir die Betrage anderer 
Elem ente liefern. 

Kann die Abhangigkeit der Gleichungen von einander durch die An
ordnung und Ausfiihrung von Beobachtungen vermieden werden, so solI es 
auch unter allen Umstanden geschehen. 

Vor der Ausgleichung hat man die Beobachtungsgleichungen so zu 
transformiren, dass die Abhangigkeit durch die geringstmogliche Anzahl 
von Elementen bewerkstelligt wird. 

Abhangige Beobachtungsgleichungen sind mit einander verkettet, wenn 
immer auf einander folgende Gleichungen ganz besonders zu einander in 
Beziehung stehen. Sie sind mit einander verbunden, wenn die die Ab
hangigkeit bewerkstelligenden Elemente in allen gleichartig vertreten sind. 

Verkettete Gleichungen sind durch Transformation und Elimination in 
verbundene iiberzufiihren. 

Es seien die die Verbindung bewerkstelligenden Elemente cxl ' cx2' ••• , cxh', 
die and ern Elemente, die gesuchten Grossen und die Beobachtullgsgleichungen 
werden wie friiher bezeichnet. 

Man fiigt zu den verbindenden Elementen cx wahrscheinlichste Ver
besserungen ~ hinzu und berechnet diese Verbesserungen zusammen mit 
den gesuchten Grossen x so, wie wenn das System der Beobachtungs
gleichungen ware 

0= ~l' 

0= ~2' 

0= rh'; 

0== q)l(cx1 ~ rl , cx2 ~ r2 , 

0== q)2(cxl ~ ~l' cx2 ~ ;r2' 
CXh'~~h'; ap bp "', gl; xl' x2' "', xh ), 

cxh' ~ ~h'; a2 , b2, "', g2; Xl' X2' "', Xh ), 

Als Gewichte der h' ersten Gleichungen sind die Gewichte der beziig
lichen cx anzusehen, die Gewichte der n folgenden Gleichungen sind so zu 
berechnen, wie wenn die cx fehlerfreie Zahlen waren. 
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Es sind also diese Gewichte 

PI = Pa,' 

P2 = Pa.' 

439 

Die <1>' entstehen aus den <I> dadurch, dass in diesen die x durch ihrp. 
Nltherungswerte x', die t durch Null ersetzt werden. Die weitere Rcchnung 
ist genau nach dem gegebel1en Ausgleichungsschema zu flihren, nur tritt als 
grundlegendes Zahlensystem, durch welches die a und l zu berechnen sind, 
an Stelle des dort unter b) angegebenen Systems das 

0<1>' _,_ o<l>~ 
0 0 o ···0 V~-o/ VP2 oX 

1 1 

()<JI' CW 
0 0 o ···0 VP~ 0/ ~2 P2 ox' 

2 2 

.-- o<l>~ --,- o<l>~ 
0 0 0 .. ·0 VPI ox' YP2 ox~ T, 

0<1>' --,- o<l>~ 
VPa, 

y'K1 0 o ... 0 
PI Otl VP, Otl 

'0<1>' 0<1>' 
0 ypO ... O yp~ Ot21 ~2 

a. P2 Ot2 

o o 
0<1>' 0<1>' 

o ... VPa " VP~ O':,,~ yp~ Oh: 
o o o .. , 0 -vR <I>~ -yp~ <I>~ 

0<1>' 
VP~ 0/' 

1 

0<1>' 
YP:" P" ox' , 2 

0<1>' 
y' " P" 'Ox' , 

" 0<1>' 
VP~ at;' 

0<1>' 
yP~ 0~2'" 

0<1>' 
yp~ 0':;' 

... -yi" <I>~. 
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Aus diesem System sind die Coefficienten a der Normalgleichungen und 
die Griissen l zu berechnen. Die Normalgleichungen zur Berechnung der 
e und f lauten dann 

allE1 + a12~2+"'+ a1heh+ alh+I~'I+ allt+2~2+"'+ alh+h,r",=ll' 

a 21 e1 + a22~2+"'+ a2heh+ a2h+l~1+ (~2h+2f2+"'+ a2h+h,tN=12' 

den Reductionen der Normalgleichungen ist also das System 

all 

a l 2 a~2 

a l3 an a33 

alh+,t' a2h+h, a 3h+'i ah+h'h+h' 

II l2 l3 l"+'i lh+h'+l" 

zn Grunde zu legen. 
Die Anzahl der zu berechnenden Griissen ist h+h', die der Beobach

tungsgleichungen n+h', iiberschiissige GIeichungen sind also n-h vorhanden 
und darum ist der Fehler fur eine Beobachtungsgleichung vom Gewicht 1, 
die fiir die ganze Fehlerrechnung massgebende Zahl, 

p.= .. /[Pa~2J + [P'V2J, . 
V n-/t 

woselbst eines der v, etwa v'l.' bestimmt ist durch 

l oeD' ] [OW' ] - v = W' + E -;-. ':. + r_'I. 
x x . (X' ~ O(X 

und 

ist. 
Weitertls hinzuzufiigen ist nicht niitig; auch die Formel fiir p. bietet 

nichts besonderes, denn die ~ sind die iibrig bleibenden Fehler der h' ersten, 
die v die der n folgenden Beobachtungsgleichungen. 



278.] Beurteilung del' notigen Genauigkeit. 441 

XXIII. Kritik von Untersuchungen. 
277. Kritische Arbeiten vor der Ausgleichung. Die Kritik von 

Untersuchungen schliesst sich eng an die von einfachen und zusammen
gesetzten Messungen an. 

Vor der eigentlichen Messung hat man an der Hand der bei den Aus
einandersetzungen iiber die Kritik zusammengesetzter Messungen gegebenen 
Regeln fUr jedes der in Aussicht genommenen Systeme der zu messenden 
Elemente und damit auch fiir jede der anfzusteIlenden Beobachtungs
gleichungen die wiinschenswerte Genauigkeit zu fixiren und die Messungen 
dann so eillzurichten, dass diese Genauigkeit erreicht werden kann. Man 
wird dabei nicht umhin konnen sowohl fiir die bei den einzelnen Elementen 
in der Messung erreichbare Genauigkeit als auch fiir die Betrage der ge
such ten Grossen sich genaherte Werte zu verschaffen. 

Die genaherten mittlern Fehler fiir die Messungen der einzelnen Ele
mente erlangt man, wie scbon oft bemerkt, durch ein Studium der Apparate 
und aIler bei den einzelnen Messungen moglichen Febler, oft auch durch 
Heranziehung anderweitiger Untersucbungen, bei denen ahnliche Elemente 
gemessen worden sind. Weil die Anzahl der Messungen unterliegenden 
Elemente iiberhaupt eine beschranlde ist, trifft man bei den verscbiedenen 
Untersuchungen immer wieder auf dieselben Elemente, und da auch im 
aIlgemeinen dieselben Apparate bei den verschiedenartigsten Untersuchungen 
zur Anwendung kommen, wird es, wenn man die Apparate, mit denen man 
arbeitet, in Bezug auf ihre Leistungsfahigkeit einigermassen kennt, nicht 
schwer fallen, sich von den Werten der bezeichneten mittlern Fehler ge
naherte Kenntnis zu verschaffen. 

Was die genaherten Werte fUr die zu bestimmenden Grossen anbetrifft, 
so ist man namentlich bei Untersuchungen, die einen metronomiscben Zweck 
haben, sehr oft in der Lage, sie unmittelbar angeben zu konnen. Wo das 
nicht der Fall ist, tut man gut, der eigentlichen Untersuchung eine kleine 
Voruntersuchung vorausgeben zu lassen, die solche genaherte Betrage zu 
liefern im Stande ist. Eine solche Voruntersuchung ist aber auch sonst 
sehr wiinschenswert' da man so am sichersten uber das Verhii.ltnis der 
wiinschenswerten Genauigkeit zur erreichbaren aufgeklart wird. 

278. Systematische Fehler in den einzelnen Beobachtungsgleichungen. 
Nach der AusfUhrung der verschiedenen Messungen sind die fUr die eillzelnen 
Elemente in den einzelnen Beobachtungsgleichungen erhaltenen Betrage einer 
Discussion zu unterziehen. Der Zweck dieser Discussion ist zu entscheiden 
erstens, ob diese Betrage auch frei von systematischen Fehlern sind, und 
zweitens die Berechnung der Gewichte der Beobachtungsgleichungen zu 
ermoglichen. 

Systematische Verfalschungen konnell nun bei Untersuchungen in 
doppelter Gestalt auftreten. Zunachst konnen die Messungen eines Elements 
fiir eine bestimmte Beobachtungsgleichung in der Art, wie wir es bei 



442 Systemat. Verfiilschungell i. d. einzelnen Beobachtungsgleichungen. [279a. 

einfachen und zusammengesetzten Messungen gesehen haben, systematisch 
verfa,lscht sein. Die Angabe fiir den Betrag dieses Elements in der betreffen
den Beobachtungsgleichung ist dann sicher mit einem Fehler behaftet. Diese 
systematischen VerfiHschungen sind nach den in den Capiteln VII und XIII 
gegebenen Regeln an den fiir die einzelnen Elemente in den diesbeziiglichen 
Untersuchungen erhaltenen Fehlern zu verfolgen. Sie sind ferner in dem 
Capitel XXII, welches von der Berechnung der Gewichte handelt, discutirt, 
und dort ist auch ihre Aufdeckung und Eliminirung in Beispielen dargelegt. 

279 a. Systematische Verfalschungen der Beobachtungsgleichungen 
gegen einander. Notwendigkeit von Nebenuntersuchungen. Zweitens 
konnen in U ntersuchllngen systematische Verfalschungen dadurch hineiu
kommen, dass beim Uebergang von einer Beobachtungsgleichung zu einer 
andern die Betrage gewisser Elemente systematisch verfalscht werden. Hier 
beziehen sich also die W orte "systematische Verfalschung" auf die Betrage 
eines Elements in den verschiedenen Beobachtungsgleichungen. 

Zur Entscheidung iiber die so entstehenden systematischen Ver
falschungen der Beobachtungsgleichungen gegen einander haben wir vor allen 
Dingen die Veranderungen zu studiren, welche die zu den Messungen dienenden 
Apparate, sowie die Substrate, an denen die betreffenden Elemente gemessen 
werden, im Laufe der Untersuchung erleiden konnen. Ein derartiges Studium 
erfordert meist eine ganze Reihe oft sehr schwieriger Nebenuntersuchungen. 
Allgemeine Regeln hier aufzustellen, hatte nicht viel Wert; es ist besser, 
bei den einzelnen Untersuchungen auf die Besonderheiten hinzuweisen. Das 
wird im zweiten Bande geschehen. Einige Beispiele sollen aber hier schon 
zeigen, worauf es ankommt. 

279 b. Beispiel. Gesetzt, man habe die Aenderung der elektrischen 
Leitungsfahigkeit des Quecksilbers mit wachsender Temperatur zu unter
suchen. ]\Ian bringt zu dem Behufe das Quecksilber in eine Glasrohre von 
bekannten Dimensionen und bekannter thermischer Ausdehnung, die mit 
ihren Enden in grosse mit Quecksilber gefiillte Gefasse miindet. Dann 
schaltet man die Rohre in den Kreis eines elektrischen Stromes, indem man 
die den Strom zu- und ableitenden Elektroden in die Quecksilbergefasse hinein
tut. Man erhebt nUll die Rohre, aber nur diese, auf verschiedene Tem
peraturen und misst jedesmal bei unveranderter ausserer Schliessung und 
unverandertem Element den Widerstand. Findet man dann bei den ver
schiedenen Temperaturen verschiedene Widerstande, so riihrt das eben daher, 
dass der Widerstand, den der Strom zu iiberwinden hat, von der Tempe
ratur der Rohre und des in ihr enthaltenen Quecksilbers abhangt. Man 
bekommt so eine Reihe von Beobachtungsgleichungen 

WI = F(tl), 
W 2 = F(t2), 
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wo die W die bei den gemessenen Temperaturen t gemessenen Widerstande 
angeben, und kann ans dies en Gleichungen die in der Function vorhalldenen 
unbekannten Coeffieiellten bestimmen. 

So weit ist alles correct. Allein, welln man nunmehr sehliessen wollte, 
die Gleiehung W = Fet) stelle den Widerstand des Quecksilbers als Func
tion der Temperatur dar, wurde man einen systematischen. Fehler begehen. 
In der Tat ist man nicht in der Lage, das Queeksilber in der Rohre fUr 
sich allein zu erwarmen, ohne zugleich die Rohre mit zu erwarmen. Nun 
ist zwar Glas bei gewohnlichen Temperaturen als Isolator zu betrachten, 
aber es gewinnt doch mit wachsender Temperatur mehr und mehr an 
Leitungsfahigkeit. Das Quecksilber verliert mit wachsender Temperatur an 
Leitungsfahigkeit. Es erfahrt also der Widerstand mit wachsender Tem
peratur beim Quecksilber eine Steigerung, bei der Glasrohre eine Vermin de
rung, wenn man die gefundene Gleichung W = Fet) allein auf das Queck
silber bezieht, setzt man die Aenderung des Widerstandes des Quecksilbers 
mit steigender Temperatur zu niedrig an. Die Beobachtungsgleichungen 
sind also hier dadurch gegen einander systematisch verfalscht, dass der 
Aenderung des Widerstandes der Glasrohre nicht Rechnung getragen ist. 
In einer Nebenuntersuchung hat man, wo es darauf ankommt, erst diese 
Aenderung zu constatiren und zahlenmassig zu fixiren, oder die Gleichung 
W = F(t) stellt nicht die wirkliche Aenderung des Widerstandes des Queck
silbers mit wachsender Temperatur dar, sondern nur die scheinbare, das 
heisst diese Aenderung in der betreffenden Glasrohre. 

279c. Aufhebung der systematischen Verfli.lschung durch Deutung 
der durch die Beobachtungsgleichungen erlangten Resultate. Ich macRe 
hier gleich auf einen wichtigen Punkt aufmerksam. Man kann hier die 
systematische VerfaJschung der Beo bachtungsgleichungen gegen einander 
einmal durch die N ebenuntersuchung in Bezug auf die Leitungsfiihig
keit der angewandten Rohre unschadlich machen, man kann sie aber auch, 
wie man sieht, durch die geeignete Deutung der erhaltenen Resultate 
heben. Indessen sind das nicht verschiedene Gesichtspunkte, gerade auf 
die Deutung der Resultate kommt es an, weiss man erst, was man 
durch die einzelnen Beobaehtungsgleiehungen erhalt, so hat man den 
betreffenden Untersuchungen aueh schon ihren Wert verliehen. In der Tat 
sind ja systematisehe Verfiilschungen "Verfalschungen" nur in Bezug auf 
das Resultat, welches man gerade erzielen will, deutet man das Erlangte 
riehtig, so kann man nicht mehr von "Verfalschungen" reden, man kann 
nur sagen, die betreffende Untersuchung fur sich reiehe nicht aus, das ver
langte Resultat rein zu erzielen, man musse noeh eine oder mehrere Nehen
untersuchungen anstellen, urn auch die bei den betreffenden Untersuchungen 
mitspielenden andern Verhaltnisse kennen zu lernen. 

Dass es aber nicht immer leicht ist, die erlangten Resultate richtig zu 
deuten, hat die Entwickelung unserer Wissenschaft oft genug gezeigt. 
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279 d. Fortfiihrung des Beispiels. leh gehe, urn unser Beispiel weiter 
auszufiihren, auell auf die zweite gemessene Grosse ein, auf die Temperatur. 
Man besitzt bekanntlieh zur Maassbestimmung der Temperatur versehiedene 
Festsetzungen. Darauf kommt es aber nicht an, wenn nur hinzugefiigt 
wird, welche dieser Festsetzungen zur Anwendung gebracht ist. Es werde 
die Temperatur mit einem Quecksilberthermometer gemessen. Die Angaben 
eines solchen Thermometers sind nicht ohne weiteres zu benutzen, man muss 
erst die Fehler, mit denen diese Angaben behaftet sind, ermitteln. Nach 
den gewohnlichen Vorschriften bestimmt man an dem Thermometer: Die 
Teilungsfehler der Scale, die Kaliberfehler der (\apillare, die Lage der Scale 
mit Bezug auf die Stellung des Quecksilberfadens bei einer bestimmten 
Temperatur (wozu man die Temperatur des sehmelztlnden Eises vtlrwendet)~ 
endlich den Wert der einzelnen Teilintervalle in Graden ausgedriickt. 
Ware nun das Quecksilberthermometer ein unveranderliches Instrument, so 
wiirde man also aus der Ablesung desselben die Temperatur in der bei 
solchen Thermometern iiblichen Definition erhalten, wenn man diese Ab
lesung fiir Teilung, Caliber, Nullpunkt und Gradwert corrigirte. Nun lehrt 
aber die Erfahrung, dass man bei einem Quecksilberthermometer zwar Teilung, 
Caliber und Gradwert (letzteren geeignet definirt) als unveranderlich be
trachten darf, dass aber die Lage des Nullpunkts auf der Scale im Laufe 
der Zeit mehr und mehr in die Hohe riickt, weil das Quecksilbergefass sich 
stetig zusammenzieht.Brachte man hiernach bei allen Temperaturablesungen 
eine und dieselbe Correction fiir den Nullpunkt, etwa diejenige an, die man 
im Beginn der U ntersuchung gefunden hat, so wilrden die Werte der t 
immer falseher werden, je weiter man in der Untersuehung kommt, uud die 
Beobaehtungsgleichungen wiirden gegen einander systematisch verfdlscht 
sein. Wenn man diese Verfalsehung unschiidlich niachen will, hat man 
eine Nebenuntersuchung iiber die Veranderung der Nullpunktscorrection mit 
der Zeit anzustellen und die Temperaturablesungen nach dem aus dieser 
Nebenuntersuchung abzuleitenden Gesetz fiir den NuUpunkt zu corrigiren. 
Aber die Erfahrung hat noch mehr gelehrt, sie zeigte, dass aucll jede 
Temperaturanderung die Nullpunktscorrection beeinflusst, jeder Temperatur 
entspricht eine besondere Nullpunktscorrection. Man muss also auch hierfiir 
eine Nebenuntersuchung anstellen. Sollen die so notigen beiden Neben
untersuchungen nur fiir die betreffende Untersuchung Bedeutung haben, so 
kann man sie mit einander verbinden, und es reieht dann aus, wenn man 
die Nllllpunktscorrection bei jeder Temperatur unmittelbar, nachdem man 
diese gemessen, gesondert bestimmt. 

Es sind so in unserm Beispiel gleich die beiden Hauptursachen syste
matischer Verfdlschungen zur Spraehe gebracht, die cine Ursache ist durch 
den aussern Umstand bedingt, dass wir die Quecksilbermasse in eine Rohre 
bringen miissen, die nicht bei allen Temperaturen gleich gut isolirt; die 
andere verdankt der Veranderlichkeit eines messenden Instruments ihre 
Entstehung. 
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Undganz in derselben Weise kommen die meisten und wichtigsten 
systematischen Verfalschungen bei Untersuchungen zu Wege. 

Das nahere ist in dem ersten Capitel dieses Buches ausgefiihrt, und 
wird in dem zweiten Bande an den geeigneten Stell en speciell hervorgehoben 
werden. 

280. Die Trennung der einzelnen Verfiilschungen von einander. Es 
ist nun nicht immer moglich, die Untersuchungen so auszufiihren und mit 
einer solchen Fiille von Nebenuntersuchungen auszustatten, dass man die 
systematischen Verfalschungen von vornherein unschadlich zu mach en im 
Stande ist. Man muss dann die Ergebnisse del' Untersuchung selbst einer 
Kritik unterwerfen; aber hier tritt gleich eine grosse Schwierigkeit auf. 
Die einzigen Grossen, die uns iiber etwa noch vorhandene systematische 
Verse hen aufzuklaren vermogen, sind die iibrig bleibenden Fehler der Beob
achtungsgleichungen nach Ausfiihrung del' Ausgleichung. Diese sind aber 
selbst zusammengesetzte Grossen, und zwar bedingt durch die Fehler der 
gemessenen Elemente. Wir sind daher zwar in der Lage, durch die Fehler
reihe auf im G an zen vorhandene systematische Yerf'alschungen zu schliessen, 
aber wir konnen nicht die einzelnen systematischen Verfalschungen von 
einander trennen, wir erfahren nicht, welche Elemente und welche 
Messungen zu den systematischen Verfalschungen Veranlassung gegeben 
haben. 

Fiir die Verwendbarkeit des Resultats der Untersuchung 1st es zwar 
gleichgiltig, wie die etwa vorhandene g a n z e systematische Verf'alschung 
entstanden ist, aber nicht bIos die Wissensehaft hat ein Interesse daran, 
die einzelnell Fehlerquellen von einander zu trennen, sondern auch der 
Praxis muss namentlich bei Untersuchungen, welche Ofter zu wiederholcn 
sind, daran liegen, diese Fehlerquellen selbst aufzudecken. 

Rein dureh Rechnung, ohne Hillzuziehullg von N ebenuntersuchullgen, 
oder wenigstens Hypothesen, lassen sich die systematischen Verfalschungen 
durch die einzelnen Elemente nicht von einander trenncn. Man kann aber 
in folgender Weise verfahren. 

281. Anordnung del' Fehlerreihe nach den vermutlichen Ursachen 
del' systematischen Verfalschungen. Man stellt die Reihe del' iibrig 
bleibenden Fehler del' Beobachtungsgleiehungeu her, sucht durch eine Dis
cussion del' wahrend der einzelnen J\Iessungen massgebenden aussern und 
innern Umstande die einzelnen Ursachen, die etwa systematische Ver
fiilschungen bei den Messungen del' einzelnen Elemente haben hervorbringen 
konnen, auf, und ordnet die iibrig bleibenden Fehler ganz so, wie es bei 
der Kritik einfaeher Messungen gezeigt ist, naeh den Veranderungell der 
einzelnell Ursaehell. Man bekommt dam it so viele Anordnungell del' Pehler, 
als Ursa chen zu systematisehen Verfalsehungen angenommen sind, und hat 
nun die einzelnen Reihen nach den in del' Kritik del' einfachen Messungen 
gegebenen Regeln in Bezug auf die Bereehtigung del' betrefi'enden Annallmen 
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zu priifen. Selbstverstandlich konnen bei jedem Element mehrere Ursachen 
zu systematischen Verfalschungen mitwirken, es konnen auch dieselben 
Ursachen bei den Messungen mehrerer Elemente gewirkt haben, im letztern 
Fall bekommt man dann die systematischen Verfalschungen der beziiglichen 
Elemente nicht mehr getrennt. 

Als Beispiel fiir eine solche Discussion der Fehlerreihe nach den ver
muteten Verfalschungsursachen kann das in der Kritik einfacher Messungen, 
Art. 139-144 behandelte auch hier dienen. 

282. Einftihrung von Correctionsgliedern zur Beriicksichtigung der 
systematischen Febler bei den M:essungen einzelner Elemente. Nachdem 
man bei einer Anordnung nach einer bestimmten Ursache die Ueberzeugung 
gewonnen hat, dass die Fehlerreihe in dieser Anordnung nicht als rein zu
iallig angesehen werden kann, hat man die Beobachtungsgleichungen von 
der betre:lfenden systematischen Verfalschung zu befreien, und mit den so 
verbesserten Beobachtungsgleichungen die gesuchten Grossen von neuem 
zu rechnen. 

Wir denken uns wieder fUr die gesuchten Grossen Naherungswerte ein
gefiihrt. 

Die Beobachtungsgleichungen sind dann von der Form 

x = 1, 2, 3, ... , n. 

Man hat nun zwei FaIle zu unterscheiden: 

1. 1st durch die Discussion der betre:lfenden Fehlerreihe nicht bIos 
die Existenz der systematischen Verfiilschung erkannt, sondern auch das 
Element herausgefunden, bei dessen Messungen die verialschende Ursache 
wirksam gewesen ist, so steckt die systematische Verfalschung in den C!>' 
und ihren Derivirten. Aber da es sich immer nur um kleine Grossen handeln 
kann, denn die e solIten die Verbesserungen in letzter Naherung sein, diirfen 
wir von den Verfalschungen der Derivirten der C!>' absehen, es ist dann 
in jeder Beobachtungsgleichung nur das erste Glied C!>' verfalscht. 

283. Correctionsglieder fii.r systematische VerfiHschung der Betrll.ge 
der Elemente. Es sei die Grosse, deren Veranderungen die systematische 
VeriliJschung hervorgebracht haben, U, das Element, bei dessen Messungen 
die verfalschende Ursache gewirkt hat, a, dann sind die aus den Messungen 
abgeleiteten, in den einzelllen <1>' vertretenen Werte von a, also al' a2 , ••• , an 
Zu ersetzen durch a l + fCUI ), a2 + f(U2 ), ••. , an + f(Un). 

Die Betrage der f werden bei guten Messungen kleine Grossen etwa von 
der Ordnung der e sein, die Beobachtungsgleichungen erhalten daller 
die Form 
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oil>' (W 
o = II>~ + [~ 0) ] + oa: f( Uj ), 

oil>' oil>' 
o = II>~ + [~ 0) ] + oa: f( U2 ), 

oil>' oil>' 
o = II>~ + [ E ox~ ] + oa: f( Un)' 

Gewohnlich kennt man die analytische Form der Function f nicht, man 
stellt dann f durch eine Potenzreihe dar, von der man nur wenige Glieder, 
sagen wir h', benutzt. Setzt man also 

so bilden die ~ die unbekannten Coefficienten dieser Punction, und man hat 
die Verbesserungen e der gesuchten Grossen zusammen mit den Coefficienten 
~ der Correctionsglieder aus dem System der Beobachtungsgleichungen 

. all>' all>' oil>' 011>' 
O A" [t nJ n n n h'--l = 'V + <; --. + ~ --- + ,: - u + ... + ,: ,-- U . 

n ox' lOan 2 Gan n h oan n 

Die Werte Up U2 , ••• , Un muss man natiirlich kennen, es ist aber 
dabei eine besondere Genauigkeit nicht erforderlich. 

Da unter allen Umstanden n> h + h' sein muss, darf man in der 
Entwickelung von U nur wenige Glieder nehmen, je weniger man braucht, 
desto besser ist es. Man versucht es deshalb erst mit 2 Gliederu, reichen 
diese noch nicht aus, urn die dann resultirende Fehlerreihe in der Anord
nung nach den Veranderungen der betreffenden Ursache als znfallig er
scheinen zu lassen, so nimmt man noeh ein drittes Glied oder viertes dazu. 

Die eigentliehe Ausgleiehungsreehnung wird genau so gefiihrt, wie in 
dem _ Schema in Cap. XXII angegeben ist. Es ist nur zu beaehten, dass wir 
hier eben h + h' zu berechnende Grossen, also auch h + h' N ormal
gleichungen, (h + h')2 Grossen a und (h + h' + 1) Grossen l haben. Delll
nach tritt aueh an Stelle des dort mit bj ) bezeichneten Zahlensystems das 



448 Einfuhrung von Correctionsglie<iern. {283. 

(}<1>' {' (}<1>; , (}<1>~ 
yp~ (}x~ P21J7 YP"y' 

1 Xl Xl 

• (}<1>~ (}<1>' • 0<1>~ 
y' 2 }iPI OX' P2 Ox' }iP" OX' , 

2 2 " 

_, 0<1>~ ---. 0<1>~ _ 0<1>~ 
}iPI ox' VP2 OX' VP~ OX' , 

" I. " 0<1>' .0<1>; 0<1>' 
y'i41 }iP2 oa }ip~ oa", PI oa 

1 2 " 
, 0<1>~ . 0<1>' 0<1>' 

yPI oa VI yp; oall V2 yp~ oa" U,,' 
I 2 " 

0<1>' y" 0<1>; "'-1 
0<1>' V· __ 1 V,'i-l P2 oa U2 ... v.' " u.h'-t 

PI oa 1 P" oa " ' 1 2 .. 
- YP~ <1>~ - YP2 <1>~ - VP~ <1>~ 

ein. 
Die ~ sind nicht ihrer selbst willen gerechnet, sondern nur, um die 

Bereclmung der e sicherer zu gestalten. Trof.zdem wird man fiir die ~ nicht 
minder wie fUr die e die mittleru Fehler aueh berechnen. An diesen mittleru 
Fehleru der ~ ersieht man dann, ob man der Annahme der betreffenden 
systematischen Verfalschung Berechtigung zuschreiben darf oder nicht. J e 
kleiner diese mittleru Fehler im Verhaltnis zu den ~ selbst sind, um so 
sicherer darf man sein, dass jene systematische Verfalschung wirklich vor
gefallen ist. Zeigt sich ein ~ als mit einem besonders grossen mittleru 
Fehler behaftet (zum Beispiel mit einem, der seinem Betrage nach so gross 
ist wie das betreffende ~ selbs!), so kann man in der Entwickelung von rCU) 
das Glied, dessen Factor dieses ~ ist, fortlassell. Aber, ob man nach ein
maliger Ausfiihrung der Rechnung eingefiihrte Glieder fortzlliassen hat oder 
noch neue Glieder einfiihren muss, so braucht man doch nicht jedcsmal aBe 
Rechnungen vollstlindig zu wiederholen, es sind. wie man sofort sieht, 
immer nur einzelne Columnen oder Zeilen neu zu rechnen, und die Mehr
arbeit durch Einfiihrung von Correctionsgliedern ist bei weitem nicht so 
bedeutend, als man von vornherein anzunehmen geneigt sein wiirde. 

Nachdem man die e und ~ berechnet hat, sind die Fehlergleichungen 
in dcr Form 

. 0<1>' 0(1)' 0<1>' ol!>' 
[ x] x x x h'-1 - Vx = <1>x + e ~ + ~l-"'- + ~2-"'- V .. + ... + ~',,,-,,,- V .. vX va" va.. va .. 

zu schreiben. 
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In dem Resultat sind natiirlich die ~ nicht mehr vorhanden, dieses lautet 

0= <1> (A, B, ... , Gj X1 ±fJ.x ' X 2 ±fJ.x ' ••. , Xh±fJ.x ). 
• , h 

Sind bei mehrern Elementen systematische Verfiilschungen oder bei 
einem Element mehrere systematische VerfaJschungen constatirt, so hat man 
noch weitere Correctionsglieder a)lch fiir diese Verfiilschungsursachen ein
zufiihren. Principiell neues kommt dabei nicht in Frage. 

Aber es ist klar, dass man mit der Einfiihrung von solchen Corrections
gliedern sehr vorsichtig sein muss, denn je mehr man von ihnen benutzt, 
urn so weniger iiberschiissige Gleichungen behiilt man, urn so weniger kann 
man dann iiber die erreichte Genauigkeit einen Ueberblick gewinnen, und 
es kann so durch die Hiiufung der Correctionsglieder mehr Schaden ange
richtet als Nutzen gestiftet werden. Man darf nur diejenigen Corrections
glieder einfiihren, von deren Notwendigkeit man durchaus iiberzeugt ist, 
oder man bekommt ein ganz falsches Bild von dem Wert der betreffenden 
Untersuchung. 

Zur Illustrirung des Verfahrens moge das folgende Beispiel dienen. 
284. Beispiel. Von einer Mischung aus etwa 63 % Alkohol und 

37 % Wasser ist die Dichtigkeit bei verschiedenen Temperaturen durch 
hydrostatische Wiigung bestimmt worden. 

Es ergab sich so: 

bei der Temperatur 10°,15 C. Dichtigkeit 0,911752, 

" " " 
15°,35 C. 

" 
0,907375, 

" " " 
20°,03 C. 

" 
0,903571, 

" " " 
24°,83 C. 

" 
0,899966, 

" " " 
29°,82 C. 

" 
0,895762. 

Wir stellen den Zusammenhang der Dichtigkeit s mit der Temperatur 
t dar durch eine Formel 

Die Elemente der Beobachtung sind s und t, die zu berechnenden Grossen 
Xl' X2, x3• Die Untersuchung giebt hiernach die 5 Beobachtungsgleichungen 

<1>1 = 0,911752 - xl - x21O,15 - Xa 103,02 = 0, 
<1>2= 0,907375 - Xl - X2 15,35 - X3 235,62 = 0, 

<1>3 = 0,903571 - xl - X2 20,03 - X3 401,20 = 0, 
<1>4= 0,899966 - x1 - X2 24,83 - xa 616,54 = 0, 

<1>, = 0,895762 - Xl - X2 29,82 - X3 889,24 = 0. 

Da die Discussion der Beobachtungen keinen Grund bot, die Gewichte 
dieser Gleichungen als von einander verschieden anzunehmen, setzen wir 

Pl=P2=Pa=P4=P5= 1. 
Weinstein, Lehrbuch 1. 29 
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Die Erfahrung lehrt, dass der Coefficient von t2 gegen den von t meist 
klein ist, ich nehme daher als Naherungswert fiir X3 an x~ =0. Aus der erst en 
und letzten Gleichung folgen dann fiir die Naherungswerte von Xl und X2 

die Betrage x~ = 0,920004, x~ = - 0,00081292. Fuhren wir diese Naherullgs
werte in die obigen Beobachtungsgleichungen ein, so bekommen wir zur Be
rechnung der Verbesserungen El , E2, E3 die 5 Gleichungen 

0= 0,000000 + El + E2 10,15 + Ea 103,02, 

0= + 0,000150 + El + E2 15,35 + E3 235,62, 

o = + 0,000150 + El + E2 20,03 + E3 401,20, 

0= - 0,000147 + El + E2 24,83 + Ea 616,54, 

o = 0,000000 + El + E2 29,82 + Ea 889,24. 

Die Ableitung der Normalgleichungen und die Reduction derselben sei 
dem Leser iiberlassen, man findet 

El = + 0,0001670, 

E2 = - 0,00003000, 

Ea = + 0,0000008981, 

lh+l,h = l4,3 = 0,0000000463. 

Hiernach bekommt man nach Einsetzung der so erhaltenen Betrage 
fiir die E in die voraufstehellden Fehlergleichungen als iibrig bleibende 
Fehler 

Vl = - 0,000045, V2= + 0,000068, V3= + 0,000076, 

V4 = - 0,000171, V5 = + 0,000071. 

Zunachst geben diese iibrig bleibenden Fehler [v 2] = 0,0000000467, das 
stimmt hinreichend mit dem Betrage von [4,3 iiberein, die Zahlen diirfen 
also als richtig' gerechnet angesehen werden. 

Es zeigt sich aber, dass diese iibrig bleibenden Fehler relativ gross sind. 
Wir haben nun zu iiberlegen, welche systematische Verfalschungen 

vorgefallen sein konnen. Aus dem Beobachtungsprotokoll, in welchem natiir
lich die Einrichtung und Ausfiihrung der Versuche genau dargelegt sein 
muss, ergiebt sich zunachst, dass von den beiden Beobachtungselementen die 
Temperatur immer sicher genug bestimmt worden ist. Die Bestimmungen 
der Temperatur bieten zur Annahme systematischer Verfiilschungen keinen 
Anhalt. Auch bei dem zweiten Beobachtungselement, der Dichtigkeit, sind 
die eigentlichen Messungen, da sie in sorgfaltig ausgefiihrten hydrostatischen 
Wagungen bestanden, als von systematischen Verfalschungen frei anzusehen. 

Haben wir also keineu Grund, systematische Fehler in den Messungen 
selbst zu vermuten, so mussen wir zusehen, ob solche Fehler vielleicht da
durch elltstanden sein konnen, dass sich die messenden Apparate oder die 
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Mischung wahrend der Untersuchung geandert haben. Die Apparate - es 
handelt sich dabei um eine Waage, ein Thermometer, einen Gewichtssatz, 
einen SchwimmkOrper, Barometer und Psychrometer - sind durch Neben
untersuchungen als hinlanglich unveranderlich constatirt worden. Bleibt 
also nur noch die Mischung selbst ubrig, und diese konnte aUerdings 
wah rend der Versuche systematische Veranderungen erlitten ltaben. In der 
Tat verdunstet Alkohol mscher als Wasser, und da die Verdunstung wahrend 
der Versuche nicht hat gehindert werden konnen, ist anzunehmen, dass die 
Mischung im Laufe der Versuche mehr und mehr Alkohol verI oren hat und 
dadurch an Dichtigkeit zunahm. 

Sehen wir zu, ob diese Hypothese sich durch die ubrig bleibenden 
Fehler rechtfertigen lasst. Das Protokollbuch giebt an, dass die Versllche 
nicht in der Folge der steigenden Tempcraturen ausgefuhrt worden sind, 
sondern in der der Temperaturen 15,35; 29,82; 20,03; 24,83; 10,15. Wir 
haben also die ubrig bleibenden Fehler in der Ordnung V2, vi>' Va, V4, VI 

zu schreiben, und bekommen so die Reihe 

+ 0,000068; + 0,000071; + 0,000076; - 0,000171; - 0,000045. 

Es fiillt sofort auf, dass die drei ersten Fehler positiv, die beiden lctzten 
negativ sind. Wir mussen uns noch uberzeugen, ob der Gang der Zeichen 
der gemachten Hypothese entspricht. 

Die ubrig bleibenden Fehler geben, wie man sich leicht uberzeugt, die 
Differenzen 

Rechnung - Beobachtung, 

wenn also die ersten V positiv, die letzten negativ sind, so bedeutet das, 
weil die Rechnung naturgemass einen mittlern Zustand der Mischung dar
stent, dass die Mischung in Bezug auf diesen mittlern Zustalld tatsachlich 
zuerst weniger dicht, zuletzt dichter gewesen ist, und so muss auch das 
Verhaltnis sein, denn durch die starkere Verdun stung des leichten Alkohols 
wird die Mischung dichter. 

Also sowohl die V erteilung, me der Gang der Zeichen sprechen fur 
unsere Hypothese, und wir haben hiernach die Ausgleichung nochmals vor
zunehmen, nachdem wir noch den Beobachtungsgleichungen der Hypothese 
entsprechende Correctionsglieder hinzugefiigt haben. 

Als Ursache der Verdunstung haben wir die Dauer der Versuche an
zusehen; die Grosse, deren Variation die bezeichnete systematische Ver
fiilschung hervorruft, ist also die Zeit. Nun zeigt das Protokoll, dass die 
Mischung immer nur wah rend der eigentlichen Messungen mit der Luft frei 
communicirte, zwischen den Messungen befand sie sich in einem geschlossenen 
Gefass. Wir haben daher die betreffenden Correctionsglieder nicht sowohl 
als Functionen der Zeit, als vielmehr als Function der Nummern der be
treffenden Beobachtungsgleichungen darzustellen. Gehen wir von dem zuerst 

29' 
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ausgefiihrten Versuch aus, so ist hiernach in der friiher benutzten Anordnung 
der Beobachtungsgleichungen nach steigenden Temperaturen 

und indem wir ann ehmen, dass wahrend der eiiIzelnen Versuche immer gleich 
viel verdampft ist, bekommen wir als fUr die systematische Verf:Uschung 
corrigirte Beobachtungsgleichungen 

0= - 0,000045 + E1 + E2 10,15 + E3 103,02 + ~1 4, 

0= + 0,000068 + E1 + e2 15,35 + E3 235,62 + ~1 0, 

0= + 0,000076 + E1 + ~ 20,03 + Es 401,20 + ~1 2, 

0= - 0,000171 + E1 + E2 24,83 + e3 616,54 + ~1 3, 

0== + 0,000071 + E1 + E2 29,82 + Es 889,24 + ~11, 

wobei die durch die oben berechneten Verbesserungen e corrigirten Zahlen 

+ 0,920004 + 0,000167 

- 0,00081292 - 0,00003000 

= + 0,920171, 

= - 0,00084292. 

0+ 0,0000008981 = + 0,0000008981 

als Naherungswerte fUr die x angesehen sind. 
In dem System der a haben die 

a11 

a 12 a22 

au a23 a 33 

dieselben Werte wie friiher neu zu reclmen sind 

au a24 as 4 a44 

l1 l2 la l4 l5· 

Auch in den Reductionen der Normalgleichungen sind einige Zahlen 
aus der voraufgehenden Rechnung hiniiber zu nehmen. 

Weil diese Gleichungen aber das erste Beispiel einer umfangreichern 
Ausgleichung bieten, setze ich die ganze Reductionsrechnung, ausgefiihrt 
nach dem Schema in Cap. XXII, hierher 
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Zu diesen Zahlen ist noch zu bemerken: eine vorgesetzte kleine Zahl 
giebt die Anzahl der fehlenden Decimalnullen an, halbfette Charakteristiken 
bei den Logarithmen zeigen eine fehlende - 10, ganz fette eine fehlende 
-20 an. 

Man entnimmt der letzten Reduction die 

El = - 0,00036902, 
e2 = + 0,000024485, 
;3 = - 0,00000052121, 
;rI = + 0,000056431. 

Setzt man die Werte der E, sie sind auf mehr Decimalen angegeben, 
als notig sind, und den Betrag des ;r in die obigen Gleichungen ein, so 
resultiren als ubrig bleibende Fehler 

VI = + 0,000007, V2= - 0,000048, V3= + 0,000102, 

V4 = - 0,000084, V5 = + 0,000025. 

Hieraus folgt zur Controle der Rechnung [v2] = 0,0000000203 iiberein
stimmend mit dem der letzten Reduction zu entnehmenden Betrage von l5 4 • 

Der mittlere Fehler einer der Beobachtungsgleichungen ist ' 

r.=Y IV2]4 =0,000143. 

Zur Berechnung der mittlern Fehler der E und des ;r hat man die mit 
den E und -,: zusammengerechneten Betrage der "'l heranzuziehell. Es 
finden sich diese 1j in der letzten Reduction 

.,,(1)- 2181 "1 - , , 

1j~2)= 0,2176, 

1j~3)= 0,0001296, 

1j~4) = 0,1206, 

-.roo 
IL~. = IL V 1jI = 0,000668, 

-.!(2'j 
IL€; = IL V 1j2-' = 0,0000666, 

- ./(3'5 
ILe, = ILV1la =0,000001745, 

IL = r. Y 1j(4,4) = 0,0000496. 
~. 

Zunachst sieht man, dass der mittlere Fehler von ;r nahezu so gross 
ist wie ;r seIber, die Correction ffir die Verdunstung ist also immerhin recht 
unsicher. Sie ist aber durch die Erfahrung bestatigt; am Schluss der ganzen 
Versuche ist namlich fiir die Mischung nochmals bei der Ausgangs
temperatur die Dichtigkeit bestimmt worden, es fand sich bei 15,35 diese 
Dichtigkeit gleich 0,907803. Die Verdun stung wahrend der Versuche hat 
also tatsachlich die Dichtigkeit um 0,907803-0,907375=0,000428 geandert. 
Der Betrag dieser Aenderung solIte mit dem Betrage von 5';rI uberein
stimmen. Das ist nicbt vollstandig der Fall, denn 5;rI ist nur gleich 
0,000282. Man darf aber nicht vergessen, dass die Zahl 0,000434 aus zwei 
Zahlen abgeleitet ist, die beide mit Fehlern behaftet sein konnen. 
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Acceptirt man nun die gefnndene Correction fiir die Verdunstung, so bat 
man fiir die Coefficienten x 

- 0,000369 = + 0,919802, 
X2 = - 0,0008429 + 0,0000245 = - 0,0008184, 

xa= + 0,000000898 - 0,000000521 = + 0,000000377. 

Die mittlern Fehler der x sind gleich den mittlern Fehlern der e, hiernach 
ist der mittlere Fehler von xa 5mal so gross wie del' Betrag dieses Coeffi
cienten selbst und man bat eigentlich kein Recht mehr, dies en Coefficienten 
noch mitzufuhren. 

Das Resultat fur allgemeine Anwendung ist aber 

s = 0,919802 ± 0,000668 - (0,0008184 ± 0,0000666) t 
+ (0,000000377 ± 0,000(01745)t2• 

Das beisst eine Mischung aus Wasser und Alkohol, die bei O· C. die Dicbtig
keit 0,919802 hat, zeigt bei der Temperatur t die durch s gegebelle 
Dichtigkeit. 

In Bezug auf die Beobacbtungsgleichungen ist noch das Glied 
+ (0,0000564 ± 0,0000496) U hinzuzufiigen, wo U der Reihe nach gleich 
4, 0, 2, 3, 1 ist. 

Der mittlere Fehler des Resultats Mngt natiirlich nicht von F ab, man 
hat vielmehr 

Hierin ist 

somit 

flo. 2 = p.2 { 1Jil) + t (1J~1) + 1Ji2») + t2 (1J;I) + 1Jia) + 1J~») 

+ ta ( 1J~) + 1J~a») + t41J~3) }, 

und da allgemein 1J~") = 1J~1 ist; auch 
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Die nach dem im Capitel XXII unter e) aufgestellten Schema auf Seite 453 
ausgefiihrte Reduction der Normalgleichungen, ergiebt ausser den schon an
gefiihrten Werten von 1ji1), 1j~2), 1j;3), wie ans den letzten Reductionszahlen 
zu entnehmen, noch 

'11(1) - - 2 1044 '12 - , , 

1j~1)= + 0,049271j~2)= - 0,005254, 

also wird 

fL. 2= j;:'2{ 21,8112 - 4,2088 t + 0,2761 t2 - 0,010508 t3 + 0,00012963 t4}. 

Hatten wir diesen mittlern Fehler so berechnet, wie wenn die x direct 
beobachtete Grossen waren, so wiirde 

gefolgt sein, das ist um 

- fL2 { 4,2088 t - 0,0585 t2 + 0,010508 f3} 

fehlerhaft [siehe Art. 232, Bemerkung zu Formel CI'b)]. 

285. Correctionsglieder wegen allgemeiner systematischer Verfal
schung der Beobachtungsgleichungen. 2. Der zweite Fall, den wir zu be
trachten haben, ist der, wo die Discussion der Fehlerreihe lediglich eine 
systematische Verfalschung anzeigt, ohne erkennen zu lassen, welches 
Element diese Verfalschnng verschuldet hat. Principiell nenes bietet dieser 
Fall nicht, man fiigt die zur Aufhebung der systematischen Verfalschung 
dienenden Correctionsglieder statt zu den betreffenden Elementen direct zu 
den Beobachtungsgleichungen. 

Es lauten dann diese Gleichungen in ihrer Darstellung als Fehler
gleichungen 

0<1>' 0<1>' 0<1>' ° = <1>~ + ~ El + ~ ~2 + ... + ~ ~h + f( Ul ), 
uX1 uX2 uXh 

Up U2 , ••• , Un' die Betrage derjenigen Grosse, deren Variation die 
systematische Verfalschung verursacht hat, miissen bekannt sein. f( U) setzt 
man wieder meist in Form einer Potenzreihe an. 
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Alsdann hat man flir die Fehlergleichungen 

all>' 
0-11>' [ I tJ 2 h'-l - 1+ OX'" + ~l + ~2 U1 + ~3 U1 + ... + ~h' UI ' 

all>' 
0-11>' [ 2 tJ . 3 h'-l - 2 + ox'" + ~I + h U2 + ~3 U2 + ... + h' U2 ' 

und fiir das zu den numerischen Rechnungen dienende fundamentale Zahlen
system bl ) wird 

_ oll>~ _ oll>~ all>' v- n yp~ ox'- YP;BT p~ BT' 
I 1 I 

--, oll>~ --, all>; all>' 
y'Pl ox' y'P2 ox' yp~ 0/' 

2 2 2 

--, oll>~ all>' all>' V' 2 yp~ B,"-' YP 1 ox' P2 OX' h h Xh 

yP~ YP~ YP~ 

VP~ U1 yp; U2 yp~ Un' 

y--' Uh'-I Pl 1 
y--' Uh'-I P2 2 ... y--' U}{-l Pn n ' 

- yp~ II>~ -yP; 11>; "·-YP~II>~. 

W eiteres hinzuzufiigen ist nicht notig, da die Behandlung durchaus 
nicht von der des ersten Falles verschieden ist. 

286. Flille, in denen systematische Verfalschungen sich nicht durch 
Correctionsglieder aufheben lassen. Es kann vorkommen, dass die Fehler
reihe in einer bestimmten Anordnung auf das unzweideutigste eine syste
matische Verfalschung anzeigt, und dass es doch nicht moglich ist, die 
Coefficienten der Correctionsglieder zu berechnen. In der Tat, wenn aus 
einer Reihe linearer Gleichungen gewisse Grossen aIle sollen berechnet 
werden konnen, diirfen die Factoren zweier solcher Grossen in den ver
schiedenen Gleichungen nicht stets dasselbe Verhaltnis haben, denn sonst 
ziehen sich die beiden Grossen zu einer Unbekannten zusammen. 

Wenn also in diesem Fall und in den voraufgehenden Fallen der Factor 
cines der ~ zu dem Factor cines der ~ durch aIle Gleichungen in dem 
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n iiml i c hen Verhiiltnis steht, ist das betreffende 'f nicht bestimmbar, man 
muss es von vornherein fortlassen. 

Die Bemerkung ist namentlich wichtig fiir das Correctionsglied wegen 
eines constanten Fehlers fiir 'fl' Bei metronomischen Untersuchungen ist 
niimlich oft 

Hier bekommen ~l und 'fl durch aIle Gleichungen dieselben Factoren, 
und sie sind nur zusammen, nicht getrennt berechenbar. Ein constanter 
Fehler ist dann nicht corrigirbar. 

287. Systematische Verfalschung durch die analytische Form der 
Beobachtungsgleichungen. 1ch habe nun noch eine besondere Art systema
tischer Verfalschung zu erwahnen, diejenige namlich, die nicht durch eine 
systematische Verfalschung der Beobachtungen hervorgerufen wird, sondern 
in der unrichtigen Aufstellung der analytischen Form der Beobachtungs
gleichungen ihren Grund findet. 1ch bezeichne. diese systematische Ver
fiilschung als einen systematischen Darstellungsfehler. 

Wenn die analytische Form der Beobachtungsgleichungen von vorn 
herein gegeben ist, kann von solchen systematischen Darstellungsfehlern 
keine Rede sein; zeigt die Fehlerreihe in einer bestimmten Anordnung eine 
systematische Verfiilschung an, so ist diese nur in den Beobachtungen zu 
such en. Aber wenn diese analytische Form nicht vorgeschrieben ist, son
dern mit einer gewissen Willkiir angenommen wird, kann es kommen, dass 
die gerade gewahlten Functionen iiberhaupt nicht im Stande sind, die Beob
achtungen darzusteIlen. Die Fehlerreihe zeigt dann eine systematische Ver
falschung an, die lediglich durch die unrichtige Form der betreffenden 
Functionen verursacht ist. Dadurch werden die Verhiiltnisse stark complicirt, 
es superponiren sich die durch die angenommene analytische Form ver
ursachten systematischen Verfiilschungen mit den durch die Beobachtungen 
und durch eventueIle Veriinderungen in den der Beobachtung unterliegenden 
Substraten und zu den Beobachtungen dienenden Apparaten verursachten 
Verfiilschungen, und die Schwierigkeit, die einzelnen Fehler von einander 
zu trennen, wird oft uniiberwindbar. 

Zuniichst hat man die Reihe der iibrig bleibenden Fehler so anzuordnen, 
dass die durch die etwa unrichtig angenommene analytische Form der be
treffenden Function verursachte systematische Verfii1schung hervorzutreten ver
mag. Es kann sein, dass die Form nur nach einzelnen Elementen unrichtig 
angenommen ist, dann ist die Fehlerreihe nach steigenden oder fallenden 
Betragen dieser Elemente zu ordnen. 

Der Gang der Fehler, der Gang ihrer Zeichen muss, nach den bei ein
fachen Messungen gegebenen Regeln beurteilt, iiber die Existenz der syste
matischen Verfalschung aufkliiren. 
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Hat man ferner aus einem Studium alier bei den Beobachtungen mass
gebenden Factoren erfahren, welche Grosse die bei den Beobachtungen etwa 
entstandenen systematischen VerfliJschungen erreichen konnen, so untersucht 
man die Reihe der iibrig bleibenden Fehler auch noch darauf, ob die Betrage 
dieser Fehler jene Grosse systematisch iiberschreiten oder nicht. Daraus, 
dass hin und wieder ein einzelner li'ehler zu gross erscheint, ist nichts zu 
schliessen, nur wenn die Ueberschreitung jener durch Beobachtungs
verfalschungen noch zu erklarenden Grosse "systematisch" auftritt, kann 
man auf eine Verf'alschung durch die angenommene Form schliessen. Die 
Bezeichnung systematisch hat aber hier eine doppelte Bedeutung, einmal 
insofern es sich iiberhaupt urn eine gross ere A.nzahl von Fehlern handeIt, 
welche nach den Ansichten, die wir alIS einem Studium der bei den Beob
achtungen moglichen Fehler gewinnen, zu gross erscheinen, und dann in 
Bezug auf eine Aufeinanderfolge der grossern Fehler bei der Anordnung 
der Fehlerreihe, in welcher die durch die unrichtige analytische Form der 
betreffenden Functionen verursachte systematische Verfalschung hervor
treten solI. 

Wenn man so zu der Ansicht gelangt ist, dass in der Tat die Form 
der betreffenden Functionen nicht richtig angenommen ist, muss man da, 
wo es gerade auf diese Form ankommt, also namentlich bei eigentlichen 
physikalischen Untersuchungen, zu andern Functionen greifen und so lange 
mit verschiedenen Functionen herumprobiren, bis man eine gefunden hat, 
die keine durch sie selbst veranlasste systematische Verfalschung hinter
lasst. Natiirlich wird man nicht aufs Geratwohl es mit irgend welchen 
Functionen versuchen, sondern sich dabei von theoretischen Gesichtspunkten 
leiten lassen, die durch die Art der betreffenden, mit einander in Verbindung 
zu setzenden Grossen bestimmt werden. 

Es ist auch darauf zu achten, dass man keine Functionen einftihren 
darf, die mehr unbekannte Grossen enthalten, als man theoretisch zu recht
fertigen vermag, denn sonst kann die Untersuchung durch die betreffenden 
Functionen ausgeglichen, zu wenig iiberschiissige Gleichungen bieten, so 
dass nicht bIos die systematische Verfalschung nicht zum Ausdruck kommt, 
die Unsicherheit iiber die Richtigkeit der gewahlten Form also doch bestehen 
bleibt, sondern iiberhaupt jede Uebersicht iiber den Wert der Untersuchung 
verloren geht. 

In Untersuchungen, bei denen es nicht sowohl auf Richtigkeit der ge
wahlten Form, als auf gute Ausgleichung der Beobachtungen gegen einander 
ankommt, also besonders in metronomischen Untersuchungen, corrigirt man 
die durch die unrichtige Form verursachte systematische Verflilschung 
genau so, wie man die bei den Beobachtungen aufgetretenen systematischen 
Verfalschungen corrigirt. Man fiigt also zu der einmal gewahlten Form 
noch Correctionsglieder hinzu und bestimmt wieder die gesuchten Grossen 
zusammen mit dies en Correctionsgliedern. Hier bleiben dann die Corrections
glieder auch in dem Resultat stehen. 1m wesentlichen kommt das freilich aueh 
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hier darauf hinaus, dass man die Form der Functionen abandert; aber in 
der Praxis geschieht diese Abanderung immer dadurch, dass man als 
Correctionsglieder Aggregate von Potenzen oder periodischen Functionen 
benutzt. 

Am bekanntesten und haufigsten ist die Ausgleichung durch Potenzreihen 
und periodische Reihen iiberhaupt. Gewohnlich hat man, wenn man die Ver
bin dung zwischen gewissen Untersuchungsgrossen durch Potenzreihen oder 
periodische Reihen darstellt, keinen andern theoretischen Grund fUr die Dar
stellung gerade durch diese Reihen als den, dass eben die rrieisten physika
lischen Functionen sich durch Entwickelung in solche Reihen auflosen lassen, 
oder dass die betre:tfende Verbindung zwischen den Untersuchungsgrossen nicht 
eigentlich eine einheitliche ist, sondern aus einer Anzahl besonderer, unter 
Umstiinden von einander ganz unabhangiger Verbindungen bewerksteUigt wird. 

Man ist dann auch nicht in der Lage, von vorn herein gleich die An
zahl von Gliedern der bezeichneten Reihen anzugeben, welche hinreichen, 
die Untersuchung auszugleichen. Man nimmt deshalb zuerst tunlichst wenig 
Glieder. Mit je weniger Gliedern man auskommt, urn so besser ist es; zeigt 
sich nach der Ausgleichung durch eine bestimmte Anzahl von Gliedern noch 
eine durch die Beobachtungen nicht zu erklarende systematische Verfalschung, 
so fugt man zu den gewahlten Gliedern das nachstfolgende hinzu. Hier 
bestehen die Correctionsglieder in den weitern Gliedern der betre:tfenden 
Reihe. 

288. Kritik der Resultate einer Untersuchung. Die Resultate einer 
Untersuchung bestehen einmal in den Betragen der zu berechnenden Grossen 
und dann in der Schlussformel fur die durch die Untersuchung mit einander 
zu verbindenden Grossen. 

Die Kritik dieser Resultate, die an den mittlern Fehlern derselben zu 
iiben ist, schliesst sich durchaus der Kritik der Resultate einfacher und zu
sammengesetzter Messungen an und bietet nichts neues. 



Flinfter Abschnitt. 
Interpolation, Differentiation und Quadratur. 

XXIV. Interpolation. 
289. Aufgabe. Der Physiker ist oft vor die Aufgabe gestellt, den 

Betrag einer von einer Anzahl Grossen (Elementen) abhangigen Grosse 
aus den bekannten Betragen, die diese Grosse fUr gewisse gegebene Wert
systeme der Elemente besitzt, flir ein bestimmtes Wertsystem dieser Elemente 
zu berechnen. Man bezeichnet die Rechnung, urn die es sich dabei handelt, 
als Interpolation, benutzt aber in den Fallen, wo das Wertsystem, flir 
welches die betreffende Grosse berechnet werden solI, ausserhalb der 
Wertsysteme liegt, flir welche der Betrag dieser Grosse schon bekannt ist, 
auch die Bezeichnung Extrapolation. Interpoliren oder Extrapoliren muss 
man also vornehmlich dann, wenn der analytische Zusammenhang zwischen 
der gesuchten Grosse und ihren Elementen nicht bekannt ist, man wendet 
die Interpolationsrechnung aber auch bei hekannten FUllctionen an, wenll 
es sich urn Construction ganzer Tabellen flir die Werte dieser Functionen 
handelt. 

Man besitzt drei M'ethoden, diese Aufgabe zu losen, deren jede ihre 
besondern Vorzlige hat, und bei besondern Gelegenheiten anzu wenden ist; 
wir Mnnen diese drei Methoden als graphische, analytische und numerische 
Interpolation bezeichnen. 

290. Graphische Interpolation. Die graphische Interpolation ist die 
einfachste und weitaus am haufigsten angewendete. Sie gestattet nicht bIos 
den gesuchten Wert der betreffenden Function abzuleiten, sondern giebt 
auch eine gewisse V orstellung von dem Verlauf dieser Function mit Aenderung 
ihrer Elemente. 

lch betrachte erst den flir die Anwendung wichtigsten Fall, wo es sich 
urn die Abhangigkeit nur zweier Grossen von einander handelt, die Function 
also nur ein Argument (Element nach der friihern Nomenclatur) hat. 

Man tragt die gegebenen Werte des Arguments als Abscissen, die 
gegebenen zugehOrigen Werte der Function als Ordinaten auf, und zieht 
eine den Endpunkten der Ordinaten sich tunlichst eng anschliessende und 
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regelmassig verlaufende Curve, die man, wenn notig, nach beiden Seiten 
gehOrig weiter fiihrt. Die Ordinate der Curve, welcher der vorgeschriebene 
Wert des Arguments als Abscisse zugehOrt, giebt dann den gesuchten Be
trag der Function. 

Zur nahern Pracisirung der obigen allgemeinen Vorschrift dienen die 
folgenden Regeln. 

1. Wenn die zu den gegebenen Betragen des Arguments gehOrigen 
Betrage der Function streng richtig sind, muss die Curve geradezu durch 
die Enden der Ordinaten hindurchgehen. 

2. Wenn die betreffenden Betrage der Function beobachtet sind, also 
noch mit Fehlern behaftet sein konnen, hat man die Curve so zu legen, 
dass sie tunlichst zwanglos verlauft, und dabei denjenigen Ordinatenenden 
am nachsten kommt, welche die Functionswerte grossten Gewichts, das 
heisst grossten Vertrauens, reprasentiren. Die Curve wird dann so gezogen, 
dass tunlichst gleich viele Ordinaten iiber, wie unter ihr enden: Es ist 
dabei nicht notig, dass jeder Ordinate, die die Curve iiberragt, gleich eine 
folgt, die unter der Curve bleibt; es gilt vielmehr hier dieselbe Regel, wie 
bei der Verteilung der Zeichen in Fehlerreihen (Art. 117). Die Curve stent 
eine gewisse Ausgleiehung der gegebenen beobachteten Functionswerte dar, 
die Abstande der Enden der gegebenen Ordinaten von der Curve sind den 
iibrig bleibenden Fehlern gleich zu achten, und wie in Fehlerreihen Zeichen
wechsel und Zeichenfolgen gehorig verteilt sein miissen, so sollen auch hier 
Folgen von iiberragenden mit Folgen von darunter bleibenden Ordinateu 
gehOrig abwechseln. Auch die Anzahlen der in den einzelnen Folgen ver
tretenen Ordinaten sollen gehorig abwechseln. Es wil'd oft die Regel 
gegeben, man solIe die Curve so ziehen, dass sie immer durch die Schwer
punkte je dreier auf einander folgender Ordinatenendpunkte hindurchgeht, 
wobei diesen Punkten den Gewichten der zugehOrigen Functionswerte gleiche 
Massen zugeschrieben werden. Man sieht, in welchem Verhaltnis diese Regel 
zu der hier angegebenen steht. Bei dieser letztern wird jeder Teil der Curve 
als durch all e Ordinaten bestimmt angesehen, bei jener silld immer nur 
die nachstbenachbarten bestimmend. Indessen kann in schwierigen 
Fallen jene weniger strenge Regel niitzlicher sein, als die strengere. 

Oft begniigt man sich damit, die Curve durch geradlinige Verbindung 
der Ordinatenenden Zll bilden. Man nimmt dann an, dass die betreffende 
Function zwischen je zwei ihrer gegeb~nen Werte linear verlauft. Wann 
das gestattet ist, muss eine Discussion der notigen und erreichbaren Ge
nauigkeit .lehren. 

3. Eine Hauptforderung ist, dass die betreffende Curve sich zwanglos 
durch die Ordinatenenden schlingt, die Curve soIl also illl allgemeinen keine 
Ecken und Knickungen zeigen. Scharfe Ecken sind leicht zu erkennen, 
stumpfe Ecken und Knickungen bemerkt man am besten, wenn man die 
Curve schrag betrachtet, das Blatt in der Hohe des Auges halt und eventuell 
ein wenig kriimmt. 
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Wenn die Function von mehr als einem Argument abhiingt, so hat 
man es statt mit einer Curve, mit ganzen Schaaren von Curven zu tun. 
Von Bedeutung ist nur noch der Fall, dass zwei Argumente vorhanden sind. 

Man giebt dem einen Argument einen bestimmten Wert und zeichnet 
die Curve, welche die Aenderung der Function mit dem andern Argument 
darstellt. Dann verleiht man jenem Argument einen andern Wert, und 
zeichnet wieder die Curve, u. s. f. So bekommt man eine Schaar von Curveu. 
Jede dieser Curven stent den Gang der Function mit dem einen der Argu
mente dar, die Curven insgesammt reprasentiren den Gang mit dem zweiten 
Argument, dieses zweite Argument ist so das Argument der Curven. Will 
man den Wert der Function fUr bestimmte Werte der beiden Argumente 
interpoliren, so sucht man in der Schaar der Curven zunachst die beiden 
Curven auf, deren Argumente den gegebenen Betrag des zweiten Arguments 
einschliessen, und zeichnet zwischen ihnen eine den Gang mit dem ersten 
Argument reprasentirende Curve, die in ihrer Form ein Mittelding zwischen 
den Formen der einschliessenden Curven bilden wird, aber sich der Form 
der Curve naher anschmiegen muss, deren Argument dem ihrigen am nachsten 
liegt. Die zu dem gegebenen Betrag des ersten Arguments gehOrige Ordinate 
dieser Curve ist dann der gesuchte Wert der Function. 

Oft reicht es aueh aus, die gesuchte Ordinate aus den Betragen der 
in den einschliessenden Curven zu dem Wert des eraten Arguments ge
hOrigen Ordinaten durch proportion ale Verteilung abzuleiten. 

Welches der beiden Argumente man zur Construction der Curven, 
welches man zur Unterscheidung der Curven von einander wahlen solI, 
hiingt ganz von der Besonderheit der betreffenden Aufgabe abo 1m all
gemeinen wird man die Curven nach dem Element construiren, nach welch em 
sie sich am leichtesten und genauesten construiren lassen. 

291. Analytische Interpolation. Die analytische Methode der Inter
polation besteht im wesentlichen darin, dass man zwischen der Function 
und ihren Argumenten eine analytische Verbindung herstellt, die die wahre, 
aber unbekannte Verbindung zu ersetzen im Stande ist. Man stent also 
eine Formel auf zwischen der Function und ihren Argumenten, berechnet 
die in dieser Function auftretenden unbekannten Grossen nach den in dem 
voraufgehenden Abschnitt entwickelten Regeln aus den gegebenen oder beob
achteten zusammengehOrigen Betragen der Function und ihrer Argumente 
und hat damit eine Gleichung, aus der sich der Bctrag der .Function fiir 
jedes andere System von Werten der Argumente berechnen lasst. Von 
grossem Vorteil bei der Wahl der Form ist die graphische Darstellung der 
gegebenen Functionswerte, aus dem Anblick der betreffenden Curve wird 
man oft ersehen, welche Gleichung man ihr zuschreiben solI, man darf 
Regnaults Verfahren als strenge Regel hinstellen, dass man sich namlich 
vor Aufstellung der betreffenden Gleichung aus dem Anblick der darstellen
den Curve in Bezug auf diese Gleichung erst einigen Aufschluss zu ver
schaffen hat. Weiter auszufUhren brauche ich diese Methode nicht, da sie 
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in dem voraufgehenden Abschnitt schon vollstandig bearbeitet ist. Man 
bekommt aber in dieser Weise nicht bIos die Moglichkeit, den Betrag der 
Function fiir jedes Wertsystem zu berechnen, sondern kann auch durch den 
mittlern Fehler den Grad der Sicherheit, der diesem Betrag innewohnt, 
beurteilen. 

Zwei specielle Falle sind aber ihrer hohen, praktischen Wichtigkeit 
wegen besonders hervorzuheben. 

Man stellt llamlich bei physikalischen Untersuchungen da, wo der Zu
sammenhang einer Function mit ihren Argumenten nicht bekannt ist, diesen 
Zusammenhang durch eine Potenzreihe oder periodische Reihe dar, die man 
auf eine gewisse, je nach Bedarf mehr oder weniger grosse Anzahl von 
Gliedern beschrankt. Potenzreihen wahlt man, wenn es sich urn Functionen 
handelt, bei den en man periodische Aenderung ihres Charakters bei wachsen
den Argumenten nicht zu vermuten hat; periodische Reihen, wenn solche 
periodische Aenderung angenommen werden muss. 

291a. Darstellung durch algebraische Functionen. Lagrange'sche 
Interpolationsformel. Wir betrachten erst die Darstellung durch Poteuz
reihen. Es sei die Function nur von einem Argument abhangig, a sei 
dieses Argument, f die Function. Wir setzen also 

2 h-l f Xl + x2a + x3a + ... + x"a =, 
wo h die durchaus notwendige Anzahl von Gliedern angiebt; ft, a1 ; 

1;, a2 ; ••• ; fn' an sind gegebene zusammengehorige Betrage der Function 
und ihres Arguments. Man hat also zur Bestimmung von xl' x2 ' ••• , xh die 
n linearen Gleichungen 

2 h-l-1' 
Xl + x2ai + x3ai + ... + xhai = Ii' 

i = 1, 2, 3, ... , n. 

Wenn n < h, lassen sich nicht aHe X berechnen, wenn n > h, haben 
wir es mit einer Ausgleichungsaufgabe zu tun, die uus nichts neues bietet. 

Bemerkenswert ist hier nur die Bildung des Systems Coefficienten der 
Normalgleichungen. Es ist namlich 

aiY. = [p'aia"] = [p'ai+,,]. 

Hieraus folgt, dass aHe ai", deren Indices gl{liche Summen geben, 
gleichen Betrag haben, man hat also nur zu rechnen 

und dann noch 

h(h + 1) 
das heisst 2 h - 1 Zahlen statt der 2 Zahlen, alle andern a finden 
sich unter dies en 2h - 1 Zahlen. 
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Der dritte Fall, n = h, ist besonders wichtig, weil er zur Aufstellung 
der unter dem Namen der Lagrange'schen Interpolationsforlllel bekannten 
und fur die Algeb ra so bedeutungsvollen Beziehung Veranlassung gegeben 
hat, die ihrerseits zur numerischen Interpolation iiberfuhren kann. In diesem 
Fall haben wir gerade so viele Gleichungen, als zur Berechnung der x 
notig sind. 

Es sei a der Betrag des Arguments, fiir welchen f berechnet werden 
solI, daun ist 

f = x + x a + x a2 + ... + x a"-1. 
1 2 3 It' 

sind die x aus ihren It Gleichungen berechnet, so lasst sich auch f be
stimmen, wir konnen aber aIle x auf eiumal eliminiren. Ich schreibe die 
Gleichung fiir f mit den gegebenen Gleiehungen fiir die x zusammen und 
habe das System 

Das sind It + 1 Gleiehungen, naeh Satz 18 der Abschweifung im dritten 
Absehnitt habell wir daher als Gleichung zur Bereehnung des gesuehten 
Wertes von f 

Ieh vertausche in dieser Deterlllinante erst aile Zeilen mit allen Colonuen 
und bekolllllle 

... 1 

a l az ... a" a 

0= 
a1 

2 
a~ 

2 a,• 2 aZ 

Indem man jetzt naeh der let.zten Colonne entwiekelt, ergiebt sieh 

Z Z Z Z 
( - 1 ),,-1 f = ~ ft -- ; f2 + ;. f3 - ••. + (- 1 )"-1 ; fh• 

Weinstein, Lebrbucb I. 30 
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Die Z und N sind Determinanten, und zwar entsteht i; aus der obigen 
Determinante, indem man in dieser die letzte Zeile und die ite Colo nne 
fortliisst, N ist die obige Determinante mit Ausschluss der letzten Zeile und 
letzten Colonne. 

Setzt man nun 

so wird 

Die Y sind aber, wie man sich nach Art. 182 leicht iiberzeugt, Llisungen 
des Systems 

Yl + Y2+ ... + 
al Yl + a2 Y2 + ... + ah Yh = a, 

al 2 Yl + a2 ~ Y2 + ... + ah 2 Yh = a2, 

h-l h-l h-l h-l a l Yl + a2 Y2 + ... + ah Yh = a . 

Die Reduction dieses Systems ist durch successive Elimination oder 
nach dem allgemeinen Schema in Art. 184 sehr leicht, man bekommt 

(a-a2) (a-aa)'" (a- aT.) 
Yl = (al -a2) (al-aa) ... (al-ah) , 

(a-al ) (a- aa)'" (a-ah) 
Y2=( a2-al ) (a2-aa)'" (a2-ah ) 

u. s. f. 
und es wird hiernach 

Das ist die Interpolationsformel von Lagrange, die ja bekannt
lich eine iiber das Gebiet der Interpolation weit hinausgehende arialytische 
Bedeutung hat. 

Die numerische Rechnung nach dieser Formel ist sehr einfach und be
darf keiner weitern Ausfiihrung. 

Bei analytischen Anwendungen setzt man 
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bezeichnet man dann den numerischen Wert des Differentialquotienten von 
tjI nach a, wenn man a durch eines der gegebenen Argumente, etwa durch 
ax ersetzt, mit tjI' (ax)' so wird 

1 b) 

oder 

1 c) 

291 b. Darstellung durch periodische Reihen. Bei der Darstellung 
der betreffenden Function durch eine periodische Reihe setzt man 

f= Xo + Xl cos 1a + x2 cos2a + ... + xh cosha 

+ '1h sin1a + J12 sin2a + ... + Yh sinha, 

woselbst xo, Xl' X2' ... ; Yl' Y2' . . . die zu bestimmenden Grossen sind. 
291c. Die Gaussischen Interpolationsformeln. Wenn zunachst nur so 

viele zusammengeh1irige Wertepaare von fund a da sind, als Glieder ge
nommen werden miissen, hat man 2h + I lineare Gleichungen von der ]'orm 

f;. = Xo + Xl cos 1ai + x2 cos2a i + ... + xh coshai 

+ Yl sinlai + Y2 sin2ai + '" + Yh sinha;, 

i = 1, 2, 3, ... , 2h + 1 

zur Berechnung der 2h + 1 Coefficienten X und y. 
Gauss hat nachgewiesen *), dass dann fiir f eine Formel herauskommt, 

die genau so gebaut ist wie die Lagrangesche Formel fiir algebraische 
Functionen, statt der Differenzen stehen die Sinusse der halben Differenzen. 
Es ist also nach G a u s s 

2) f = sin (a 2 al )Sill (a-;a2 ) ••• 

... Sin( a-~2J~) f fl 1 + 
2 t. (a-al ) . (al -a2) . (al -a3) . (al -a2lt+l ) 

SIll -;r- SIll -2 SIll -2- ... SIll --z---

~~ 1 } 
+ ... + . (a-a2h+l )· . (a 2lt+1-a1) . (a2lt+1-at ) . (a2lt+l-a2h) . 

SIll - -~- sm ---2-- SIll --2-·-' .. 8m 2 

*) Werke Bd.3, Ausgabe von 1876, Theoria Interpolationis methodo nova trac
tata, eine aus Gauss' Nachlass durch Schering veriiffentlichte Arbeit, die wieder 
eine Menge von Resultaten vorwegnimmt, zu denen man erst im Laufe del' Jahre 
VOll andel'll Seiten allmahlig gelangt ist. 

30' 
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Fiir Fuuctionen, die nur nach Cosinussen entwickelt werden sollen, ist 

f=(cosa-cosa l )· .. 

Fiir FUnctionen, die nur nach Sinussen fortschreiten sollen, ist 

t= sina (cosa- cosal)· .. 

fh 1 } +. . 
cosa-cosah sina" (cos a,. -cosal ) .. · (cos a" -cosa,,_l) 

Der Beweis fUr die Richtigkeit dieser Formeln ist leicht und wird 
ahnlich gefiihrt wie bei del' Lag ran g e schen Interpolationsformel. 

291d. Ausgleichung durch periodische Reihen. Wenn n>2h + 1 
ist, haben wir es mit einer Ausgleichungsaufgabe zu tun. Die Normal
gIeichungen bestehen im allgemeinsten Fall aus h + 1 Paaren zusammen
gehoriger GIeichungen; die allgemeine Form eines Paares ist 

[fp' cosia] = [p'cosia]xo+ [p'cosa cos ia] Xl + [p'cos2acosia]x2 + ... + [p'cosha cosia]x,. 

+ [P' sin a cos ia] Yl + [p'sin2a cosia]Y2 + ... + [pi sinha cos ia] y,. , 

[fp' sinia] = [p'sinia] Xo + [P' cosasinia]Xl + [pi cos 2a sinia]x2 + ... + [p'coshasinia]x" 

+ [p'sina sinia]Yl + [p'sin2a sinia]Y2 + ... + [p'sinha sinia]y,., 

i=O, 1, 2, .'" h. 

Die GIeichungen bieten nichts bemerkenswertes, wenn die Argumente a 
ganz beliebig festgesetzt sind. 

Gewohnlich ist aber das System der Argumente a sie bedeuten 
natiirlich Winkel oder Bogen - so gegeben, dass die Intervalle zwischen 
den einzelnen a einander gleich sind und zusammen die ganze Kreis
peripherie oder 3600 ausmachen, es ist dann 

21t 21t 21t 21t 
a =0-, a =1-, a =2-, ... , an=(n-1)-n' 

1 n 2 n 3 n 

In diesem Fall gelten aber, falls ausserdem die Gewichte der einzelnen 
GIeichuIlgen einander gleich sind, die be kanIlten Formeln *) 

*) Fourier, analytische Theorie der Warme. Deutsche Ausgabe 1884, p.211. 
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[cosxa cosia] = 0, wenn )( ~ i, 

[sinxa sinia] = 0, >. 
" x<z, 

[sinxa cosia] = 0, >. 
" x<z, 

[sin2xa] 
n 

x:::> 0, ="2' " 
[sin2xa] =0, 

" 
x=O, 

[cos2xa] 
n 

x>O, ="2' " 
[cos2xa] =n, " 

x=O. 

In dem iten Paar von Normalgleichungen bleibt hiernach rechts vom 
Gleichheitszeichen in der ersten Gleichung nur das mit Xi' in der zweitell 
nur das mit 'lJi multiplicirte Glied stehen, und hiernach ist 

fl+I;+···+f,. 
n 

2[fcos la] fl cos a l + f2 cosa2 + ... + f,. cosan 
~= =2 , n n 

2 [fcos2a] ,fl cos2a1 + f2 cos202+ .. · +f,.cos2a,. 
x2=----=2 , n n 

2 [fcosha] 
x" = -=--n--= 

2 fl cos hal +f2 cosha2+ .. · + f,.cos ha,. , 
n 

2[fsillla] t;.sinal +l;sina2 +"·+f,.sina,. 
~= =2 , n n 

2 [f sin 2aJ fl sin 2a1 + t; sin 2a2 + ... + fn sin 2a,. 
'lJ2=----=2 , n n 

und es wird, eben in dem Fall, dass 

ist, 

21t 
a,,= (x-l)n 

3a) f=~ l[~ + [fcos la] cos la + [fcos2aJ cos2a + ... + 

+ [fsin la] sin la + [fsin 2aJ sin 2a + .. .,. 

eine Gleichung, die gam~ dem Fourierschen Satz entspricht. 
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Wir haben noch die mittlern Fehler der berechneten Coefficienten x 
und y und den mittlern }i'ehler von ( selbst zu bestimmen. Dazu ist erst 
[v2J zu berechnen. 

Nach der Formel XCV, im Art. 221, und zufolge der Werte, welche in 
unserem FaIle den l zukommen, ist 

[v2] = [(2] - xo[fJ - Xl [(cos la] - x2 [(cos 2a] - ... - xh[(cosha] 

- Yl[(sin Ia] - Y2[( sin2a] - ... - Yh[(sinha], 

also nach EinfUhrung der gegebenen Formeln fiir die x und y 

Hieraus folgt zunachst fiir den mittlern Fehler einer Beobachtungs
gleichung 

r------------
+'2 n' 2 n n 2 [, -J -"2 [x ] - "2 [y2] -"2 Xo 

4) fL= n- 2h-l 

Weiter ist 

also wegen 

und weil 

fL12 = fL22 = ... = fL" 2 = fL2 

ist, 

Nun ist 
2~ 2~ 2~ 

a1 =On' a2 =l n , ... a,,=(n-l)n' 

somit nach den schon hervorgehobenen Beziehungen 

Diese Formel gilt nur fUr x >-0, fiir x = ° ist namlich [cos2xa] = n, so

mit fL = fL .. / I . "'. V n 
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Ganz so wie den mittlern Fehler eines der x findet man auch den 
mittlern Fehler eines der y. 1m ganzen ist also 

fL = Jl. , 
0:. .,In 

flo:, = Jl.o:, = ... = fLO:A = fL!I, = fL!I. = ... = fL!lA = .,12 {n' 
Zur Berechnung des mittlern Fehlers irgend einer Function der x 

und y, also auch des der Function fselbst, haben wir erst die 2h + 1 Systeme 1) 

zu bestimmen. Es sind aber [IC) Art. 232J die 2h + 1 Grossen 1) jedes 
Systems durch Gleichungen ganz derselben Form wie die Normalgleichungen 
bestimmt, nur dass in noch grosserer Einfachheit die l immer nur bei einer 
Gleichung - und zwar in dem iten System bei der iten Gleichung - von 
Null verschieden sind; bei dieser einen Gleichung hat l den Wert l. Hieraus 
folgt, dass in unserm Fall in jedem System der 1) nur ein 1) von Null ver
schieden ist; von allen 1) bleiben nur die in der Diagonale stehen, das 
sind diejenigen, welche den x und y entsprechen, und sie haben sammtlich 

2 1 
den Betrag -. Nur dem ersten 1) kommt der Wert - zu. n n 

Darnach darf man den mittlern Fehler jeder Function der x und y so 
berechnen, wie wenll die x und !J selbst die direct beobachteten Grossen 
waren, vorausgesetzt, dass man dies en x und y die mittlern Fehler zuschreibt, 
die ihnen nach den obigen Entwickelungen zukommen. 

Wir haben jetzt fUr irgend eine Function 

Auf unsere Function f angewendet, giebt das 

Jl.j=fL V! ~+cos21a+cos22a + ... +cos2ha+sin21a+sin22a+'" +sin2ha, 

das heisst 

Der mittlere Fehler der resultirenden Function ist von dem Argument a 
ganz unabhangig, und sein Quadrat steht zu dem Quadrat des mittlern 
I<'ehlers einer der Bestimmungsgleichungen im Verhaltnis der Anzahl der 
berechneten Coefficienten zu der Anzahl der Bestimmungsgleichungen (der 
gegebenen Wertepaare von Function und Argument). 
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Nachdem man die Coefficienten bestimmt hat, transformirt man ge
wohnlich die Darstellung von f in 

3b) f= Xo + ~lsin (a + ~l) + ~2sin (2a + ~2) + ... + ~"sin (ha + ~T.)' 

und bierin ist 

~i = V Xi 2 + '!Ii 2, 

Xi i = 1, 2, 3, ... , h. 
~i = arctg '!Ii ' 

Dem obigen zufolge werden die mittlern Fehler der ~i und ~i so berechnet, 
wie wenn Xi und '!Ii die direct beobachteten Grossen waren, man hat also 

also einfacb 

6) 

Das ist der Fall, auf den in Art. 192 hingewiesen worden ist, wo die 
dort mit M bezeichnete Grosse gleich Null sein sonte. In der Tat ist in 
unSerer jetzigen Bezeicbnungsweise jenes M bestimmt durch 

M = cosial sinial + cosia2 sinia2 + ... + cosia" sinia", 

und das giebt zufolge der angefiihrten trigonometrischen Formeln in unSerm 
Fall wirklich Null. 

So einfach sich hiernach schon in dem bezeichneten speciellen Fall 
aIle Rechnunge.n stellen, so treten noch weitere Reductionen der Arbeit auf, 
wenn erst angegeben ist, welchen aliquoten Teil der Kreisperipherie das 
Intervall zwischen den einzelnen a bilden solI. 

Als Beispiel soIl das Schema der Rechnung fiir einen besonders wichtigen 
Fall vollstandig aufgestellt werden. Der Beweis fiir die Richtigkeit dieses 
Schemas aber sei dem Leser iiberlassen. 

291e. Beispiel. Schema fUr die Berechnung des t!l.glichen Ganges 
einer Erscheinung aus den 24 Stundenbeobachtungen. Man habe den 
Gang einer Erscheinung, etwa den der Variation im Erdmagnetismus, oder 
der Lufttemperatur u. s. f., an einem bestimmten Tage aIle Stunden beob-
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achtet, und wolle diesen Gang als Function der Tagesstunde darstellen. Da 
der Tag 24 Stun den hat, so wird 

a1 =0.15°, a2=1.15°, aa=2.15°, ... , au=23.15·. 

Zur Anwendung bei der Multiplication der einzelnen f kommen also nur 

sinO, sin 15·, sin 30·, sin45·, sin 60·, sin 75·, sin 90·, 
cosO, cos15·, cos30°, cos45·, cos60·, cos 75·, cos 90·. 

Die Zahlen der untern Zeile sind gleich den Zahlen der obern, aber in 
umgekehrter Folge, ich bezeichne die 6 Zahlen 

sinI5·, sin 30°, sin 45°, sin60·, sin 75°, sin90·, 
also die Zahlen 

0,2588; 0,5; 0,7071; 0,8660; 0,9659; 1, 

durch £11, £12' £13, £14' £15, £16• 

Man schreibt die 24 Beobachtungszahlen f1, 12, ... , 124 in einer Co
lumne unter einander, summirt diese Zahlen und dividirt durch 24, der 
Quotient ist 1.1)0' nun zieht man 1.1)0 von allen 24 Zahlen ab, und schreibt 
die Differenzen zu 12 und 12 in zwei Zeilen, und zwar die ersten 12 mit 
den richtigen, die andern 12 mit entgegengesetzten Zeichen. Ich bezeichne 
diese Differenzen mit U 1, U2, ••• , U241 und habe jetzt folgendes Schema 

Ii 
f2 

13 

Summe=[n 

1.1)0= [fJ 
24 

U1 U2 u 3 U4 u 5 u 6 U7 Us u 9 U IO U 11 U 12 

-Ut3 -U14 -U15 -U16 -U17 -u1S -Ut 9 -U20 -un -U22 -U23 -U24 

a2 + a12 Zl(al + a12) a1 £16 a1 

a3 + all Z2(a3 + au) a2 - a12 £15 (a2 - a12) 

a4 + a10 £I3(a4 + a1O) a3 - all £14 (a3 - au) 

as + a9 z4(a5 + a9) a4 - a10 Z3(a4 - alO) 

a6 + as £15 (a6 + as) a5 - a9 Z4(a5 - a9) 

a7 £16 a7 a6 -as Z5(a6 - as) 

Summe= Summe= 
Summe Summe 
-]-2-=···=!h -1-2-="·=1.1)1 
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Zur Berechnung von 112 und x2 zieht man die zweite Zeile der u von 
der ersten ab, es seien die so erhaltenen Differenzen Ill' 1l2' ... , 812, man 
schreibt 

III 112 113 114 85 a6 

- 117 - Ils - 119 - Ilto - 1111 - 1112 

cr'2 + cr's Z2(cr'2+ aS) cr'! Zs a1 

cr'3 + cr'5 Z 4 (cr'3 + cr'5) a2 -cr's Z4 (cr'2 - cr's) 

cr', Zs a4 a3 - a5 Z2 (0-'3 - a5) 

Summe Summe 

Summe Summe 
12 "'=Y2 -]-2-="'=x2 

Zur Berechnung von Y3' X3 schreibt man die Reihe der cr in der folgen
den Ordnung 

cr1 (]2 (j3 cr4 

- cr5 -crs -cr7 -crs 
cr9 crto cr11 (j12 

Summen: a" = " cr"= cr = (73== 1 2 4 

cr'~ -: a~ I z3(a~ :. a~) 
cr3 Zs cr3 

a; I Zs cr'; 
/I II " II cr2 -cr4 P"3(cr2 -cr4) 

Summe Summe 

Summe Summe 
12 ="'Y3 12 X3 

Fiir X4 und Y4 geht man auf die Berechnung der X2 und Y2 zuriick, 
indem man die untere Zeile der Il von der obern abzieht und in folgender 
Weise schreibt 

01 + 117 02 + Ils 113 + 119 
- 114 -010 - 115 -011 - 116 -012 

Summen: a':' = 
1 

d"= 
2 

am = 
3 

Summe Summe 
12 ="'Y, 12 x4 

Weiter als bis zu x4, Y4 zu rechnen diirfte nur in den seltensten Pallen 
Zweck haben. 
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Zur Ableitung tier mittlern Fehler bildet man 

[v2J= f?+ f22+".+ f224 -12(2xo2+X12+X22+X32+X42+~h2+Y22+Y32+Y42) 

=U12+U22+,,·+ul4 -12(4xo2+X12+X22+X32+X42+YI2+Y22+Y32+Y42), 

dann 

so wird 

fL 
~=~=~=~=~=~=~=~=~. 

Nachdem man die Coefficienten bestimmt hat, will man oft die Ubrig 
bleibenden Fehler und, urn die Zeiten, zu denen die betreffende Grosse ihre 
Maxima und Minima erreicht, zu erhalten, auch die Differentialquotienten 
kennen. 

Man rechnet hier nach dem folgeuden, leicht abzuleitenden Schema, zu 
welch em nur zu bemerken ist, dass die ZX, f!y Producte der Zahlen Z in 
die Coefficienten x, Y angeben, die a wieder Summen, die a Differenzen 
unter einander stehender Zahlen bedeuten, bei letzteren immer die untern 
Zahlen von den obern abgezogen gedacht. 

0 ztlJt Z2Y1 Z3Yl Z4Yl Z5 Yl Z6 Y1 

Z6 Xl Z5 Xl Z4 Xl Z3 Xl Z2 Xl PI Xl 0 
Summen: a1 a2 a3 a4 a5 a6 

Differenzen : 136 135 04, 03 02 01 

0 Z2Y2 Z4Y2 Z6Y2 

Z6 X2 z4, X2 Z2 X2 0 
Summen: a' 1 a2 a; 

Differenzen : 0' 3 0; 0' 1 

0 Z3 Y3 Z6 Y3 

Z6 X3 Z3 X3 0 
Summen: a~ a; 
Differenzen : 0" 2 0" 1 

0 Z4Y4 o -Z4X4 

Z6 X4 Z2 X4 Z6Y4 Z4Y4 
Summen: cr'~' a'2' ~1 112 
Differenzen : '!'oIl' 

°1 IjIl 



476 Analytische Interpolation. [291e. 

Nunmehr bekommt man zur Berechnung 

von u" = r.. - :Vo 

a1 + a~ + a~ + a~' = ul 

a2 + a2 + a~ + a~' = u2 

a3 + aa + a~ + a~' = ua 
a4 + a~ + a~ - a'~' = u4 

a5 + a~ - a~ - a~' = u5 

a6 + a~ - a; - a~' = Us 

131 - al - a~ + a~' = u7 

112 - all - a~ + a;' = Us 

Ila - aa + a~ + Il~' = u9 

Il I " "t 
4 - III + a2 - al = U IO 

135 - a~ + a~ - a~' = Un 

as - Il~ + Il; - Il~' = U lll 

- al + a~ - a~ + a~' = U13 

- a2 + a~ - a~ + a~' = U14 

- aa + aa - Il~ + Il~' = U15 

- a4 + Il~ - Il; - a; = U1S 

- a5 + Il~ + a~ - a;' = U 17 

- as + Il~ + a; - Il~' = U IS 

- III - al + Il~ + a~' = U19 

- Ill! - all + Il; + a;' = U 20 
- Ila - aa - a~ + Il~' -== U21 
- 04 - 0'1 - a; - a'~' = U22 

der Differentialquotienten u' 

III + 213'1 + 3a~ + 4'Pl = Ul 

112 + 21l~ + 31l~ + 4rpll = U2 

aa + 21l~ - 3a~ +- 4~1 = Ua 
134 - 2al - 3a~ - 4rp1 = U4 

115 - 2a2 - 3a~ - 4rp2 = U5 

116 - 2a~ - 31l; -41j11 =us 
- a1 - 21l~ + 3a~ + 4~1 = U7 

- a2 - 21l~ + 3a~ + 41j12 = Us 
- aa - 21l~ + 31l~ + 41j11 = U9 

- a4 + 2al + 31l; - 4tpl = UIO 

- a5 + 2a~ - 3a~ - 4~2 = Un 
, " "I ' - a6 + 2aa - 3al! -4"1 =U12 

- III + 21l~ - 31l~ + 4tp1 = Ula 

- 112 + 21l~ - 313; + 4tp2 = U~4 
- 113 + 21l~ + 3a: + 441 = U1S 
-1l4 - 2a1 + 3a; -4~1 =U16 

- 115 - 2a~ + 31l~ - 4tp2 = Ul7 
~ , It .fl ' 

- 06 - 2a3 + 3112 - 4"1 = U 1a 

+ a1 - 213'1 - 3a~ + 4~1 = U19 

+ all - 21l~ - 3a; + 4~2 = Ul/O 

+ aa - 21l'a - 31l~ + 41j11 =U21 

+ a4 + 2al - 31l; -4~1 =U22 

+ ali + 2a2 + 3a~ - 4tp2 = U23 

+ a6 + 2a'3 + 3a~ - 41j11 = U~4 

Der Bau der einzelnen Columnen ist sehr einfach, da dieselben Zahlen 
sich fortwahrend wiederbolen. Man braucht iibrigens die a und Il nicht erst 
unter die Horizontalstriche zu schreiben, man kann sie gleicb in die Columnell 
eilltragen. 

Die Differenzen zwischen den so berecbneten U und oben angegebenen 
u" = r.. - :1:0 geben schon die ttbrig bleibenden Fehler. Die Zeiten der 
Maxima und Minima sind zwischen den Stunden, wo die Dilferential
quotienten u' ihre Zeichen wechseln, zu interpoliren. 
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Die ganze Rechnung, von der Bestimmung der x und y an bis zur 
Ableitung der Differentialquotienten, lasst sich in praktischen Fallen bei 
einigermassen geschickter Anordnung auf einer Quartseite ausfiihren, und 
erfordert, wenn man erst mit dem leicht zu iibersehenden Schema ver
traut ist, einen relativ geringen Zeitaufwand (fUr dreiziffrige Zahlen etwa 
30 Minuten). 

Es wird dem Leser nun leicht sein, das Schema flir jeden andern (meist 
noch einfachern) Fall aufzusteUen. 

292. Numerische Interpolation. Die numerische Interpolation griindet 
sich auf del' Darstellbarkeit jeder Function durch ihre Differenzenreihen. 

Es sei die Function f nur von einem Argument, a, abhiingig. 
Sind dann a, all a2, ... , an eine Reihe auf einander folgender Argu

mente und (, fll f2' ... , fn die zugehOrigen Werte del' betreffenden Function, 
so hat man identisch 

f(a l ) = f(a) + (f(a l ) - f(a)), 

f(a2 ) = feat) +-(((a2) - ((at)), 

Die in den Klammern stehenden Grossen geben die Differenzen auf 
einander folgender (; setzt man aUgemein 

so wird hiernach 

((at) = ((a) + Ill' 
((a2) = fCat ) + 1l2' 

Jede dieser Gleichungen zeigt, wie man einen Betrag des ( durch den 
voraufgehenden Betrag und die entsprechende Differenz auszudriicken ver
mag. Addirt man zunachst aIle Gleichungen, so folgt 

7) 

wodurch der letzte Betrag der Function durch den ersten und die Differenzen 
der zwischenliegenden Betrage gegeben ist. 

292a. Interpolationsformel mit Diagonaldifferenzen. Indem wir aber 
diese Gleichung in Bezug auf eine der Differenzen selbst anwenden, ist, wenn 
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gesetzt wird, wo also ~2 eine zweite Differenz hedeutet, 

~ =" +,,2+,,2+ ... +,,2 )(,=} 2 n 
" ~l ~l ~2 ~X-l' " ••. , , 

somit wird, wie leicht zu ersehen, 

Geht man zu den dritten Differenzen iiber und setzt 

so wird nach der voraufgehenden Gleichung 

~: = ~i + ~~ + ... + ~!-l' 
somit 

((an) = ((a) + n~l 
n(n-lL2 (n-l)(n-2)~3 (n-2)(n-3)~3 ,,3 

+ 1 .2 l.ll + 1. 2 1 + 1 .2 2 + ... + ~n-3 

Durch 'stete Wiederholung derselben Operationen bekommt man schliesslich 

8) 
n(n - 1) 2 n(n - l)(n - 2) 3 

((an) = ((a) + n~l +--2-! - ~l + 3! ~1 + ... 

Das ist die Interpolationsformel in ihrer allgemeinsten Form. Urn sie 
bequem anwenden zu konnen, setzt man 

woselbst also 

an=a+nh, 

a -a 
h=-"---, 

n 

den n ten Teil des Intervalls zwischen dem erstell Argument und dem 
Argument bezeichnet, fiir welches (bestimmt werden solI. 

Schreibt man dann fiir an allgemeiner x, so ist auch 

x-a 
n=-,-!-' 

so mit 

9) (( .)=(() x-a" (x-a)(x-a-h) A2 
x a + It l.ll + 2! h~ ~l 

(x-a)(x-a-h)(x-a-2h) 3 
+ 3! 1t3 ~l + ... 

... + (x-a)(:lJ-a-h)··. (x- ~-(rt=2)h) ~(n-l). 
(n - I)! hn- 1 1 



292a.] Numerische Interpolation fur beliebige Argumente. 479 

Bei numerischen Rechnungen verfahrt man nach dem folgenden Schema. 
Man schreibt die gegebenen Argumente in einer Columne und daneben die 
gegebenen zugehOrigen Functionswerte, aus den Functionswerten bildet man 
durch Subtraction jeder Zahl von der un t e r ihr stehenden die Reihe der 
ersten Differenzen; aus dieser ersten Differenzenreihe wieder durch Subtraction 
jeder Zahl von der unter ihr stehenden die Reihe der zweiten Differenzen, 
aus dieser die der dritten Differenzen u. s. f. 

Man hat dann das Tableau 

Argumente I Functions- I Differenzen 
a werte 1 I 2 I 3 I 4 

a f(a) 

f(a l ) 
Al 

A2 al 
A2 1 A3 

f(a2 ) A2 1 A4 a2 ... 
A3 2 A3 1 

f(a3 ) A2 2 a3 5." , 3 

f(a4 ) 
4 

I 
a4 

Die in der oberen Diagona.Ie stehenden Grossen f(a), Al, A12, A13,.,. 
sind in jene Formel einzufiihren. 

Man nimmt von der Reihe so viele Glieder, als die Betrage der Diffe
renzen es erforderlich machen. 

Offenbar ist das Argument a, von dessen Functionswert man ausgeht, 
einigermassen willkiirlich; liegt x innerhalb der Argumente, fiir welche 
die Functionswerte gegeben sind, so wird man als Ausgangsargument a 
eines wahlen, welches noch iiber x steht, aber nur so weit von ihm ent
fernt ist, dass aile in der Reihe notigen Differenzen sich noch gerade bilden 
lassen, ehe man an das Ende der gegebenen Functionswerte gelangt. 

1m ganzen muss man sich so einrichten, dass fex) ungefahr in der 
Mitte zwischen den beiden Functionswerten zu stehen kommt, zwischen 
welchen aIle notigen Differenzen lie gen. 

Man sieht die Richtigkeit dieser Behauptungein, wenn man beachtet, 
dass von der Wahl des Ausgangsarguments die Betrage der Factoren der 
Differenzen in der Entwickelung der Function abhangen, diese Factoren 
aber fUr die hOhern Differenzen tunlichst klein zu halten sind. 

Folgendes diene als Beispiel. 

Es wurde die Lage der Declinationsnadel in dem Zeitintervall 13k bis 24" 
auf einer Scale von Stunde zu Stunde beobachtet, es soU diese Lage fiir 
den Zeitpunkt 19k 45m bestimmt werden. 
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Wir haben nach dem obigen Schema und den gemachten Beobachtungen 

I I Differenzen 
a fCa) .:1 .:12 .:13 .:14 .:1" 

I 
13 - 6 
14 9 

+ 15 
6 + -

+ 9 - 1 
15 + 18 

2 
- 7 + 14 _ 21 

16 20 + 6 
+ 13 

+ + 8 + - 7 
17 28 

+ 6 -23 
+ 20 + 12 _ 24 - 30 + 28 

18 + 48 + -12 _ 26 - 2 
19 56 + 8 + 18 

+ - 38 + 16 + 25 
20 26 

- 30 
- 48 

-10 + 41 + 
21 52 

-78 + 31 -17 
- -17 + 55 + 24 

22 -147 
- 95 + 38 

-44 
- 57 + 35 - 20 

23 -204 + 73 
24 -188 

+ 16 

Es ist hier x = 19h 45m , gehen wir also in der Reihe bis zur 5ten Diffe
renz, so miissen wir fCl7h) zum Ausgangspunkt wahlen. Es w}rd nun 

x = an - a = 19,75 -17 = 2,75, 

und wir bekommen, da h = 1 zu setzen ist, 

h m) 28 275 20 2,75.1,75 12 2,75.1,75.0,75 26 f(1945 =+ +, . --2- - 6 

_ 2,75·1,75·0,75·0,25 16 2,75 .1,75.0,75.0,25.1,25 25 
24 + 120 

= + 28,0 + 55,0 - 28,9 - 15,6 - 0,6 + 0,1 = + 38,0. 

Man sieht, dass die 5. Differenz schon von ganz gering em Einfluss ist. 
292b. Interpolationsformeln mit Zeilen-Differenzen. Fiir den sehr 

wichtigen Fall, dem auch das obige Beispiel angehOrt, dass die Argumente, 
fiir welche die Functionswerte gegeben sind, einander in gleichen Inter
vallen folgen, also, wie man sagt, eine arithmetische Reihe bilden, hat man 
noch eine Anzahl anderer Interpolationsformeln aufg'estellt, die sich von der 
obigen Formel dadurch unterscheiden, dass die notigen Differenzen nicht in einer 
Diagonale stehen, sondern in zwei Zeilen, welche zu den beiden Argumenten 
geh1iren, die das Argument, fiir welches die betreffende F'unction interpolirt 
werden solI, einschliessen. 

Es sei also das Intervall zwischen den einzelnen Argumenten A und 
diese Argumente selbst, indem das Argument a als zwischen ihnen liegend 
betrachtet wird, seien gleich 

... , a - 2A, a - lA, a, a + lA, a + 2A, .•• 
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Wir haben, wie urspriinglich 

A n(n-l) A2 nCn-l)Cn-2) 3 
9a) r(a+nA)=rCa)+nI.J.1 + 1.2 1.J.1 + 1.2.3 III + ... , 

rCa) und die 11 stehen in einer Diagonale. 
Das Schema wird jetzt 

Argu- I Functions- I Differenzen 
mente werte 1 2 3 4 5 

a-3A rCa - 31..) 
11_4 

112 
11 -3 113 

a-2A rCa - 21..) 
-3 112 -3 114 

11_2 -2 113 -2 115 

a-lA rCa -lA) 112 -2 114 -2 
11 -1 113 -1 115 

rCa) 
-1 112 -1 114 -1 ... a 

11+1 
0 1l~1 0 1l~1 

a+ II.. rCa + II..) 1l~1 1l~1 
11+2 1l~2 1l~2 

a+ 21.. rCa + 21..) 1l~2 1l~2 
11+ 3 1l~3 

a+ 31.. rCa + 31..) 1l~3 
IlH 

: 

Die 11, die in unserer Formel stehen, sind 

Nun ist nach der Definition der Differenzen 

1l~1 = 1l~1 + Il~ 
1l~2 = 1l~1 + 1l~1 = 1l~1 + Il~ + 1l~1 

u. s. f. 
Kurz man kann jede der in der Formel vertretenen hOheren Differenzen 

durch Differenzen ausdriicken, die entweder mit dem Argument a oder mit 
der ersten Differenz 11+1 auf gleicher Zeile stehen. Die geraden Differenzen 
gehOren der Zeile durch a, die ungeraden der durch 11+1 an. Man bekommt 
aber nach leichter Zwischenrechnung 

9b) 
n(n-l) 2 Cn+ l)nCn-l) 3 

rCa+nA)=tCa) + nll+l+~l-. 2110 + 1.2.3 11+1 

(n+ 1)nCn-l)(n-2)~ 114 Cn+2)Cn+ l)n(n-l)(i~- 21115 
+ - 1.2.3.4 0 + 1.2.3.4.5 +1 

+ ..... . 
Weinstein, Lehrbueh I. 31 
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Statt der ~+1 hiitten wir auch die ~-1 einfiihren k5nnen; es folgt 
dann 

9c) tCa + nA) = tea) 
~n(n+1) ~2 Cn-1)n(n+l) ~3 

+ 1'1 -1 +-C2- 0 + 1.2.3 -1 

(1'1-1)1'1(1'1+1)(1'1+2) ~4 (1'1-2)(1'1-1)1'1(1'1+1)(1'1+2) ~5 
+ 1.2.3.4 0 + 1.2.3.4.5 -1 

+ ......... " 

Beide Formeln gelten fiir positive wie fiir negative 1'1, man kann mit 
ibnen vorwarts wie riickwarts interpoliren, aber die erste eignet sich mehr 
fiir positive, die zweite mehr fiir negative n. Als Ausgangsargument ist 
dann aber dasjenige Argument zu wahlen, welches dem Argument a + nA 
am nachsten liegt. 

Endlich bekommen wir die dritte und am meisten angewendete Formel, 
indem wir die beiden voraufgehenden Formeln zu einem Mittel vereinigen. 

Schreiben wir dann 

~2i+1 + ~2i+1 
+1 -1 _ 1\2i+1 

2 -l.l 

und lassen bei den geraden Differenzen den Index 0 fort 

9d) t(a + nA) = tea) 
A1 ~~2 (n+1)n(n-l)~3 

+nl.l + 1.2 + 1.2.3 

+ (n+1)n~(n-l) ~4+ (n+2)(n+ 1)~(n~1).cn-2) ~5+ ... 
1.2.3.4 1.2.3.4.0 

Die ungeraden ~ sind die Mittel unter einander stehender ungerader, 
die Zeile a einfassender Differenzen, diese ~ stehen also alle auf derselben 
Zeile, namlich auf der von a. 

In allen drei letzten Formeln ist 1'1<1, denn das Argument a + riA 
sonte zwischen a und a + A liegen. 

N ehmen wir unser friiheres Beispiel, so ist bei einer Interpolation nach 
vorwarts a = 19, rea) = + 56, 1'1 = 0,75, ferner 

somit 

~1 = H + 8 - 30) = - 11, 
~2=-38, 

~3=_t(10 + 26)=-18, 
~4=+16, 

~.\ = + H18 + 25) = + 21, 
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f(19 h 45m ) = + 56 _ 0,75.11- (0,;5)2 38 + 1,75 .0,~5 .0,25 18 

1,75.0,752.0,25 16 2,75.1,75.0,75.0,25.1,25 
24 + 120 21. 

= + 56- 8,2 -10,6 + 1,0 - 0,2 + 0,2= + 38,2, 

dasselbe, was wir friiher gefunden haben. 
Wollen wir, was hier wegen des Betrages von n richtiger ist, riickwarts 

interpoliren, so miissen wir von a = 20 ausgehen; es ist dann n = - 0,25 und 

f(a) = + 26, 

~1= 1(- 30 -78) = - 54, 

~2= -48, 

~3 = t(- 10 + 31) = + 10, 

~4= + 41, 

~5 = H + 25 - 17) = + 4, 

somit nach der Formel 9d) 

f(19 h45m ) = + 26 + 0,25.54 - 0,252°,25 48. 

0,75.0,25.1,25 10 _ 0,75.0,25.0,25.1.25 41 
+ 6 24' 

_ 1,75.0,75.0,25.1,25.2,25 4 + ... , 
120 

= + 26 + 13,5 - 1,5 + 0,4 - 0,1-··· = + 38,3. 

Es lassen sich noch eine ganze Anzahl anderer Formeln ableiten, aber 
mit den angefiihrlen 4 Formeln kann man in jedem Falle die Interpolation 
schon bequem genug ausfiihren. 

292c. Extrapolation. Wenn die Grosse a + nA nicht in dem Intervall 
der Argumente liegt, fiir welche die Werle der Function gegeben sind, es 
sich also urn eine eigentliche Extrapolation handelt, oder wenn es einem 
Ende in der Reihe dieser Werte so nahe liegt, dass sich nicht aIle notigen 
Differenzen ~+1' ~-1 und ~o bilden lassen, hat man allein von der ersten 
Formel Gebrauch zu machen. Als Ausgangswert gilt dann der obere 
Functionswert, wenn das Argument der gesuchten Grosse oberhalb, der 
untere, wenn dieses Argument unterhalb der gegebenen Reihe von Argu
menten steht. 

Liegt a + nA oberhalb der Reihe der Argumente, so ist n negativ, 
schreiben wir also jenes Argument a - nA, so wird 

ge) f( _ ') - f()- A n(n+l) ~2 _ n(n+ 1)(n+2) ~3 + ... 
a nA - a nUl+ 1.2 1 1.2.3 1 

31' 
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Wenn a + n"A unterhalb der Reihe der Argumente liegt, konnen wir 
unsere Entwickelung nicht ohne weiteres anwenden, denn die A sollten in 
einer von 0 ben nach un ten verlaufenden Diagonale stehen, wahrend die 
letzten Differenzen eine von unten nach oben gerichtete Diagonale ausfiillen. 
Denken wir uns aber die Reihe der Argumente a, ai' a2 , ••• , ai umgekehrt, 
so dass ai zuerst, a zuletzt steht, so ist dieser Fall auf den voraufgehenden 
zuriickgefiihrt, und wenn man 

setzt, bekommt man genau so wie im voraufgehenden Fall 

In beiden Fiillen wachsen die Factoren der Differenzen fortwahrend, 
wenn also die Differenzen selbst nicht gegen Null convergiren, kann es 
geschehen, dass die Extrapolation sich nicht ausfiihren lasst. Oft ist auch 
die Reihe halb convergent, alsdann kommt es nur darauf an, die richtige 
Anzahl von Gliedern zu benutzen. 

1m allgemeinen wird man eine Untersuchung der Reihe auf ihre Con
vergenz nicht vermeiden konnen, indessen wird die Anwendung selbst schon 
zeigen, ob man geniigend sicher extrapoliren kann oder nicht. Es ist aber 
besser, das numerische Extrapoliren tunlichst zu vermeiden und lieber aus 
den gegebenen Functionswerten eine Formel fUr die Function abzuleiten, 
also analytisch zu interpoliren. 

Wie man aber auch verfahren mag, die Extrapolation wird um so un
sicherer, je weiter das Argument, fUr welches extrapolirt werden solI, von 
der Reihe der gegebenen Argumente entfernt liegt. 

292d. Interpolation fiir mehrere Argumente. Wenn man eine Function 
mehrerer Argumente hat, interpolirt man fiir jedes Argument fUr sich, indem 
man immer allen andern Argumenten bestimmte Werte beilegt. Zum Bei
spiel bei zwei Argumenten interpolirt man erst eine Reihe von Functions
werten, in denen das eine Argument die Betrage hat, fUr welche die Func
tion gegeben ist, das andere Argument den Betrag besitzt, fiir den inter
polirt werden solI. Dann interpolirt man in der so erhaltenen Reihe von 
neuen Functionswerten fiir den Betrag des andern Arguments. 
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xxv. Diiferentia.tion und Integra.tion. 

a) Differentiation. 

293. Graphische Differentiation. Bei der graphischen Differentiation 
einer Function nach einem Argument zeichnet man aus den fiir bestimmte 
gegebene Betrage des betreffenden Arguments gegebenen Werten dieser 
Function, indem die andern etwa vorhandenen Argumente constant erhalten 
werden, die den Verlauf der Function fiir das hervorgehobene Argument 
darRtellende Curve und zieht an dem Punkte der Curve, dessen Ordinate 
den vorgeschriebenen Betrag der Function, fiir welchen die Differentiation 
geIten soIl, hat, die Beriihrende. Die trigonometrische Tangente des Winkels, 
den die Beriihrende mit der Abscissenaxe einschliesst, ist der gesuchte Diffe
rentialquotient. 

Da sich das totale Differential summatorisch aus den partiellen Diffe
rentialen zusammensetzt, bekommt man dieses totale Differential, indem man 
fUr den Verlauf der Function fiir jedes Argument eine besondere Curve 
zeichnet und in allen Curven an den Stell en , die den vorgeschriebenen 
Betragen der Argumente entsprechen, die Tangenten zieht. 

Diese Methode fiihrt zu urn so genaueren Zahlen, je starker die Ordi
naten an den betreffenden Stellen variiren, sie wird unbrauchbar, wenn der 
Abfall oder das Ansteigen der Curven daselbst unbedeutend ist. Ihre An
wendung ist, zumal wenn es sich urn Functionen handelt, bei deren 
graphischer Darstellung Willkiir nicht zu vermeiden ist, nur fiir approxi
mative Bestimmung zu empfehlen. 

Die hOhern Differentialquotienten kOnute man auch graphisch bestimmen, 
aber hier wiirde das Verfahren umstandlich und unsicher sein. 

294. Analytische Differentiation. Ueber die analytische Differentiation 
ist nichts besonderes zu bemerken, kennt man die Function von vornherein 
nicht, so muss man fiir sie irgend eine Form (eine algebraische oder 
periodische) annehmen und diese eventuell durch Ausgleichung den ge
gebenen Betragen der Function anpassen. Die Differentiation dieser ange
nommenen Form ersetzt dann die Differentiation der unbekannten, wahren 
Form. 

In dieser Weise verfahrt man zum Beispiel bei dem Uebergang von 
den mittlern Ausdehnungscoefficienten auf die wahren. 

Ein Beispiel fiir die analytische Differentiation haben wir schon in 
Art. 291 e kennen gelernt. 

295. Numerische Differentiation. Der weitesten und bequemsten An
wen dung fahig ist die numerische Differentiation. 

Es hange die Function nur von einem Argument ab, und sie sei fiir 
bestimmte Betrage dieses Arguments g'egeben, so dass die Differenzenreihe:q 
ebenfalls bekannt sind. 
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Wir gehen von der Interpolationsformel 9a) in Art. 292b aus und stell en 
sie der durch den Taylor'schen Satz gegebenen Entwickelung gegeniiber. 

Nach dem Taylor'schen Satz ist 

f( ') fi() nA df(a) n2A2 d2 f(a) n3A3 d3 f(a) 
a + nr.. = a + IT -----a;;:- + ~ ------aii2 + 3T -----aJi3 + ... 

Nach der bezeichneten Interpo)ationsformel ist dagegen 

n A n(n-l) 2 n(n-l)(n-2) 3 
f(a+nA)=f(a)+rrL.11+ 2! /).1+ 3! /).1+'" 

Das variirende Element ist n, es miissen hiernach, wenigstens wenn 
beide Reihen convergent sind, und dies ist ja der fiir uns al1ein wichtige 
Fall, Factoren gleicher Potenzen von n in beiden Darstellungen einander 
gleich sein. Ordnet man nun die Interpolationsformel nach den Potenzen 
von n, so wird 

und damit bekommen wir 

df(a) =~(/).1- /).~ + /).: _ /).: + ... ) 
da A 2 3 4 

lOa) d 2f(a) =~(/).2 _ /).3 ~ A4 ... ) 
002 1..2 1 1 + 12 L.11 + 

d3f(a) =~(A3 _~ A4 ... ) 
da3 1..3 L.11 2 L.11 + 

U. s. f. 

Allgemein gilt die symbolische Formel 

10) 
ua 1 L.11 L.11 L.11 1 ; ·.Ji f( ) ( A2 A 3 A4 i 

a;r-=Ai /).1- 2 + 3 - 4 + "-)=Ai (log(! + /).1»)' 

Das Symbolische besteht darin, dass man nach Ausfiihrung der Potenzirung 
unter jeder Potenz /). .. die x te Differenz zu verstehen hat. 
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Damit sind die Differentialquotienten von rCa) gewonnen, will man die 
von rCa + nA) haben, so hat man an Stelle von a zu setzen a + nA. Die 
Differenzen a1 , a2

1 •• , gehen dann uber in a , a2 , ••• , sie sind, wenn n , n n 
eine ganze Zahl ist, in der Reihe der Differenzen enthalten, wenn aber n 
ei~ Bruch ist, kennt man sie zunachst nicht, aber offenbar entsteht a~ aus 
~' und den folgenden Differenzen genau so, wie rCa + nA) aus rCa) und 
den Differenzen abgeleitet ist. Man hat also nach unserer Interpolations
forme 1 

A _ A A2 n(n-=-l) A3 n(n- 1)(n-2) A4 ••• 
Un - 1.11 + nUl + 2! 1.11 + 3! 1.11 + , 

A2 A2 A3 n(n - 1) A4 n(n -1) (n - 2) A5 
1.1,,=1.11 +nu1+--2-!-u1 + 3! 1.11 +. ", 

allgemein wird hiernach 

11 ) Ai _ Ai A i+1 nCn ---.!2 A i-H nCn - 1) (n - 2) A i+3 ... 
a 1.1" - 1.11 + nUl + 2! 1.11 + 3 ! 1.11 + 

Nachdem man nach diesen (oder auch nach den den Formeln 9b) bis 9d) 
entsprechenden) Formeln die llotigen Differenzen an' a!, ... berechllet hat, 
bekommt man 

12a) 

drCa + nA) 
da 

d2rCa + nA) 
002 

allgemein in symbolischer DarsteHung 

12) 

Die so erhaltenen Reihen fur die Differentialquotienten sind meist wenig 
convergent, andere, oft brauchbarere Formeln bekommt man, indem man die 
Entwickelung nach dem 'raylor'schen Satz mit den andern Interpolations
formeln vergleicht. 

Ieh nehme die letzte Interpolationsformel, die ja die beiden andern in 
sich vereinigt, wo also aHe Differenzen in einer Zeile stehen, nach dieser ist 

n2 Cn + 1) nCn - 1) 
~+~=M+~+-~+ . ~ 1.2 1.2.3 

(n + I) n2 Cn - 1) A4 + u + ... 
1.2.3.4 

Ordnet man nach Potenzen von n, und vergleicht mit der l' ay 1 orschen 
Entwickelung, so findet sich leicht 
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cl{(a) =-'-(A1_ ~3 ~_~ ... ) 
da A u 6 + 30 140 + 

cl2 f(a) =-'-(A2_ A4 +£_ ... ) 
cla2 1..2 12 90 

cl3t(a)=~_(A3_A5 +~~7 _ ... ) 
daS 1..3 4 120 

lOb) 

d4f(a) = -'-(!l4_ ~6 ••• ) 

cla'" V 6 

u. s. f. 

O:ffenbar sind diese Formeln viel geeigneter zu numerischen Rechnungen, 
als die voraufgehend angegebenen. 

Wollen wir den Di:fferentialquotienten fiir f(a + nA) haben, so brauchen 
wir uns i~ den obigen Formeln nur A2 i+1 durch ! (A! i+1 + A~~..t~), beziiglich 
durch £\!' ersetzt denken, diese neuen A berechnet man aber nach einer 
der Interpolationsformeln. So ist fUr gerade Di:fferenzen nach der Inter
polationsformel 9d) 

lIb) £\2; = £\2i + n£\2i+1 + ~£\2i+2 + (n + 1) n(n - 1) £\2i+3 
n 1.2 1.2.3 

(n + 1)n2(n-1) A2i+4 + u + ... 
1.2.3.4 

und fiir ungerade Di:fferenzen, J'e nachdem wir von £\2;+1 oder A2i+ 1 aus-+1 -1 
gehen, nach den Formeln 9b, 9c) 

llc) £\2i+1 = £\2 i+1 + ( _1)A2i+2+ (n-1)n ~2i+3+ n(n-1)(n-2)A2iH-t- ... 
n +1 n 2! +1 3! 

A2i+2 n(n-1) A2i+3 (n+l)n(n-1)A2i+4+ ... 
'flu + 2! u_1 + 3! u 

somit auch 

lld) ~2i+1=~2i+1 2n-1 A2i+ 2 (n-1)n A2i+3 n(n-1)(2n-1)A2i+4 
n + 2 u + 2! u + 2.3! u 

+ (n+1)n(n-1)(n-2) A2i+5 (n+1)n(n-1)(n-2)(2n-1)A2i+6· ... 
. 4! u + 2.5! u + 

Also das arithmetische Mittel zweier auf einander folgender interpolirter 
ungerader Di:fferenzen 

lIe) 

+ (n + 1)n2(n -1) A2i+5+ n(n -- 1) (n + I) (n2 + 1) A2i+6 
4! u 51 u + ... 



295.] Numerische Differentiation. 489 

Wir nehmen unser frtiheres Beispiel, Art. 292a, und fragen nach der 
Geschwindigkeit, mit der die Declinationsnadel ihre Lage erstens urn 19\ 
zweitens urn 19k 45m geandert hat. Wir haben nach den Angaben des be
treffenden Artikels 

somit erstens 

das heisst, wenndie Nadel sich mit del' Geschwindigkeit, die sie urn 19k hat, 
wei tel' bewegell wtirde, so wtirden die Scalenablesnngen pro Stunde urn 
7,3 Teile abnehmen. 

1m zweiten Fall, wo (ddr) zu berechnen ist, haben wir zunachst 
a 19",75 

. (0,75)2 0,75((0,75)2 + 0.5) 
~1 (19,75) = - 11- 0,75.38-~~ 18 + ~--6~' ~-. 16 

_ 1,75.(0,75)2.0,25 21 
24 ... 

= - 11 - 28,5 - 5,1 + 2,1 - 0,2 = - 42,7 

(0 7 -)2 
~3(19,75) = - 18 + 0,75.1G + ~n..-21 + ... = + 0,4 

~5 (19,75) = + 21 + 0,75.7··· = + 21,6 

Von je h6herer Ordnung eine Differenz ist, mit urn so geringerer Ge
nauigkeit braucht sie bier bestimmt zu werden, weil die Differenzen durch 
verhaltnismassig grosse Zahlen dividirt werden, das ist der Grund, warum 
bei del' Berechnung von ~3 und ~5 die andern Differenzen ~ nicht z~ Rate 
gezogen sind. 

Man findet nunmehr 

( dr(a)) = _ .43,5 . 
da 19,75 1 k 

Die Ablesungen der Nadel nehmen also urn 19" 45m mit so grosser 
Geschwindigkeit ab, dass auf die Stun de 43,5 Scalenteile kommen wiirden, 
wenn die Nadel sich mit derselben Geschwindigkeit weiter bewegen wiirde. 

Bei Differentiationen nach mehrern Argumenten hat man fUr jedes 
Argument unter Constanthaltung del' iibrigen nach den obigen Formeln 
zu rechnen. 
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b) Integration. 
Die Integration, oder, wie man auch sagt, Quadratur solI nur insoweit 

behandelt werden, als sie fiir den Physiker von Interesse ist. Fiir ein tieferes 
Eindringen in diese Materie seien ausser den Arbeiten von Ga us s nament
lich die schonen Enckeschen Abhandlungen empfohlen. *) 

296. Graphisches Integriren. (Mechanische Quadratur.) Bei der gra
phischen Integration, der eigentlich mechanischpn Quadratur stent man die ge
ge benen Werte der Function fiir bestimmte Betrage des Arguments, nach 
welchem integrirt werden soIl, durch eine Curve dar und misst den Inhalt der 
von der Curve, der Abscissenaxe und den beiden, den Grenzwerlen des Argu
ments, zwischen denen integrirt werden soIl, entsprechenden Ordinaten 
aus dem Blatt abgegrenzten Flache. Dieser Inhalt giebt schon das gesuchte 
Integral. 

Zur praktischen Ausfiihrung solcher Flachenbestimmungen hat man 
eine ganze Reihe von Instrumenten construirt, die man als Planimeter be
zeichnet. Es bestehen diese Planimeter im allgemeinen aus zwei mit einander 
verbundenen Stangen (wie die Cirkel), die Querspitzen tragen; die eine Stange 
wird an ihrer Spitze festgelegt, die andere wird so herumgefiihrt, dass ihre 
Spitze den Contour der auszumessenden Flache beschreibt, an einer be
sonders eingerichteten Trommel wird dann, nachdem diese Spitze den ganzen 
Contour vollstandig beschrieben hat, der Flacheninhalt abgelesen. 

Hat man kein Planimeter zur Verfiigung, so benutzt man Coordinaten
papier und zahlt die einzelnen in dem bezeichneten Flachenstiick enthaltenen 
Quadratchen, wobei man die Teile von Quadraten, die' an der Curve liegen 
konnen, zu schatzen hat. 

Oft verfahrt man auch so, dass man die Zeichnung auf einem in Form 
eines Rechtecks geschnittenen Blatt ausfiihrt. Man misst die Seitenlangen 
dieses Blattes, wodurch der Flacheninhalt desselben bekannt wird, wiegt das 
Blatt, schneidet das zu bestimmende Flachenstiick aus und wiegt auch 
dieses. Der Inhalt des Flachenstiicks ist dann gleich dem des Blattes 
multiplicirt mit dem Quotienten aus dem Gewicht des Flachenstiicks und 
dem Gewicht des Blattes. Die Methode setzt voraus, dass das Blatt iiberall 
gleich dick und ganz eben ist. 

Reichen die bezeichneten notigen Hilfsmittel zur Ausfiihrung der Flachen
bestimmung nicht aus, so misst man zwischen den beiden Grenzordinaten 
ho und h' eine ungerade Anzahl von Ordinaten h1 , h2' ... , hn_ 1 und be
rechnet den Flacheninhalt nach der bekannten Simpsonschen Formel 

*) Astronomisches Jahrbuch, Jahrgang von 1830, 1837 und 1862. 
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Oft geniigt die Formel 

a, 

oder gar schon die 

a' 

l3c) p= Sf(a)da=a' n a"lho+h1+h2 +···+hn_d· 

Die Bedeutung dieser Formeln ist bekannt, ihre Genauigkeit ist urn so 
grosser, je mehr Ordinaten gemessen werden, und zwar steigt diese Genauig
keit bei der Simpsonschen Formel proportional n4, bei der zweiten und 
letzten Formel proportional n2• 

Die graphische Integration hat nur dann einen besondern Wert, wenn 
der Verlauf der darstellenden Curve von vornherein gegeben ist oder doch 
geniigend genau gezogen werden kann. Wir werden im zweiten Band einige 
Beispiele kennen lernen. 

297. Analytische Integration. FUr die zweite Methode, die analytische, 
hat man die Function durch eine, ihre wahre Formel ersetzende, den 
gegebenen Betragen angepasste Gleichung darzustellen. Man integrirt dann 
diese analytische Darstellung zwischen den vorgeschriebenen Betragen der 
Argumente. 

297a. Integration durch die LagrangescheInterpolationsformel. Von 
besonderer Wichtigkeit ist hier der Fall, dass man die Function durch die 
La gr a n g e sche Interpolationsformel darstellt. 

Analytisch gesprochen sagt jene Formel aus: man kann stets eine 
algebraische Function angeben, welche mit irgend einer vorgelegten Function 
eine gewisse Anzahl von Werten gemein hat. Der Grad der betre:fl'enden 
Function richtet sich nach der Anzahl der gemeinschaftlichen Werte, und 
wenn f1' f2' ... , fh die den Betragen at' a2, ... , ah entsprechenden Werta 
der vorgelegten Function sind, ist die diese Function fUr diese Werte er· 
setzende algebraische Function 

woselbst 

ist. 

<}(a) = (a-a1 )(a-a2) ... (a-ah), 

<}' (a;) = (d<}~a)) a=aj , 
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Dieselbe Substitution von l'Ca) an Stelle von tea) hat man aber auch 
zu machen, wenn man f(a) nach Potenzen von a entwickelt und von der 
so entstehenden Reihe die h ersten Glieder nimmt. Wir konnen daher auch 
sagen: 

Wird eine Function f(a) durch die h ersten Glieder ihrer Entwickelung 
nach ganzen positiven Potenzen ihres Arguments dargestellt, so lautet diese 
Darstellung 

i=h t; Ha) 
f(a) = ~ 'f'(a.) (a -(0' 

z=l l l 

woselbst die t; gegebenen Betrage den ai entsprechende Betrage der Function 
bedenten. 

Nun erst erhellt die grosse Bedeutung des Lagrangeschen Satzes fiir 
den Physiker, der ja meist die Functionen in Reihen darstellt. 

Es sei jetzt das gesuchte Integral 5f (a)da zwischen den Grenzen a' 

und a" zu bilden, wobei a' und a" nicht zu weit ausserhalb des Bereichs 
der Argumente, fiir welche die Function gegeben ist, liegen diirfen. 

Wir haben zufolge der Lagrangeschen Gleichung 

14') 

a,r . a" 

5 .=h t; ~. 4(a) 
f(a)da = l;v--() -- da. 

i=1'j' ai ,a - ai 
a' a' 

Gauss, von dem im wesentlichen die sammtlichen folgenden Ent
wickelungen herriihren*), transformirt erst das Integral in ein solches mit 
Zahlengrenzen. Er setzt 

a = a'+ (a"- a')t, 

wo t die neue Variabele angiebt, dann sind die Grenzen 0 und 1, und es wird 
~ 1 1 

Sf(a)da = (a"-a') Sf(a'+ (a"- a')t)dt= (a" -a') ~ 41u S /(t~~ dt. 
a' 0 0 

Hierin ist 

also bekannt. 
Man hat aber 

ai-a' 
t. =" " i = 1, 2, 3, ... , h, 
• a-a 

Ht) 
--=Ct-t)(t-t) ... (t-t. )(t--t. ) ... (t-t) t - t. 1 2 1-1 .+1 h ' • 

*) MetllOdus nova integraliulll -valores per approximationelllinveniendi. Werke, 
Ausgabe von 1876, Bd.3, Seite 165-196. 
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also, wenn man ausmultiplicirt und mit Ail' Ai 2' ... , Ai "-1 die be
kannten symmetrischen Wurzelfunctionen von t1 , t2 , ••• , ti _ 1 , t;+1' ... , t" 
bildet, 

Ht) t 1o- 1 A t"-2 A t h- 3 A t - t. = + it +;~ + ... + j h-l . 
• 

Ratte man 4(t) selbst gebildet, so ware 

und man findet leicht 

Ail =Al + ti' 

Aj2 =A2 + tjAil =A2 +tjAl 2 
+ ti' 

Ai3 =A3 + ti Aj2 =A3 +tiA2 + t;Al + ti3, 

Nun ist aber 

1 

5 Ht) dt=~+~+ Ai2 + ... + AiIH, 
t - tj h h - I It - 2 I 

o 

also wird auch 

1 

5 <jJ(t) dt= t.h- 1 +A t."-2 + A t!,-3 + A t."-4 + ... + A t - t. • 1 , 2 , 3 , 1.-1 , 
• 

o + _t (t."-2 + A t.'·-3 + A t."-4 + ... + A ) 
2 t 1 t 2 '& It-2 ' 

1 (t 1o - 3 A t"-4 A) +;1 i + 1i + ... + 10-3' 

1 2 + It _ 2 (ti + Al t; + A2), 

1 
+ h-I (tj+A1), 

1 
+T' 

Darnach steIlt sich das Verfahren bei numerischen Rechnungen folgender
maassen: 
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1. Man rechnet aus den beiden Grenzen a' und a" des Integrals und 
den n Argumenten at' a2 , ••• , an' fUr welche die Betrage der zu inte
grirenden Function f gegeben sind, It Zahlen t1 , f2 , ••• , f" nach den Formeln 

aI-a' 
tl =-"--,, a -a 

a2- a' 
t2 =-,,---,' a -a 

a,,-a' 
t =---. 
" a"-a' 

2. Man multiplicirt die Function 

aus, wodurch man bekommt 

Die so sich ergebenden A sind bestimmte, durch t1 , t2 , ••• , t" be
rechenbare Zahlen, namlich die aus der Lehre von den Gleichungen be
kannten symmetrischen Functionen, also 

Al = ~ (tl + t2 + ta + ... + t,,), 

A2 = + (tl t2 + t1 ia + ... + t1 t" + t2 f3 + ... + t,._l t,,), 

Aa = - (t1 t2 ta + t1 t2t4 + ... + t2 ta t4 + ... + t"_2 t"_l th ) 

U. s. f. 

3. Aus diesen h Zahlen, von denen man die letzte, A", nicht einmal 
braucht, berechnet man h - 1 neue Zahlen B l , B 2, ... , B h_ 1 nach dem 
Schema 

=Al 
1 

Bl +2' 

=A2 
1 1 

B2 +2 Al +-, 
3 

1 1 1 
B3 =A3 +2 A2 +3 Al +-, 

4 
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4. Man rechnet die It Grossen 

T t 11-1 B t h-2 B t h-a B 
1 = 1 + 1 1 + 2 1 + ... + h-1' 

T = t "-1 + B t h-2 + B t ,,-a + ... + B 
2 2 1 2 2 2 ,,-1' 

T t "-1 B t h-2 B t h-3 B 
h = II + 1 II + 2 h + '" + II-I 

und aus den Differenzen del' t die wei tern h Grossen 

91 = (tl - t2) (t1 - ta) (tl - t4) .. · (t1 - t,,), 

92 = (t2 - t1) Ct2 - ta) (t2 - t4) ... (t2 - t,,), 

5. Durch Division bekommt man dann 

T2 Th 
R 2 =S' ... , RII=e' 

2 h 

und nunmehr findet sich das gesuchte Integral 
a" 

14) 5fca)da=(a1l-al) (R1 !;. +R2f2+,,·+Rhfh)' 
a' 

495 

Nach diesem Schema hat man also zu rechnen, so oft von 
einer Function, von welcher h zu bestimmten Betragen ihres 
Arguments gehorige Werte bekannt sind, das Integral zwischen 
gewissen Grenzen verlangt wird, und diese Function durch die 
h ersten Glieder ihrer Entwickelung nach ganzen Potenzen ihres 
Arguments dargestellt wird, gleichgiltig, ob die Form diesel' 
Function bekannt ist odeI' nicht. 

Das Schema fiihrt zu strellgen Werten, so oft die Function ihrel' N atur 
nach eine algebraische Function h - 1 ten Grades ist. Wenn die Function 
hoherer Ordnung ist, in del' Entwickelung nach del' Val'iabeln t also noch 
die bei del' Integration nicht beriicksichtigten Glieder 

folgen, betragt die Vernachlassigung 

v = xhKII + xh+1 Kh+1 + ... 
Die x sind bestimmte Zahlen. Gauss hat sie in Ieicht zu iibersehender 
Weise fiir verschiedene Werte des It berechnet. 
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Es ist hiernach !iir: 

h=2 
1 1 3 

v = -"6 K2 -"4 K3 - 10 K4 - ... , 

h=3 
1 1 

v=-120 K4 - 48 K., - ... , 

h=4 
1 1 

v=-270 K4 -108 K5 - ... , 

h=5 
1 1 

v= - 2688 K6 -768 K7 - ... , 

h=6 
11 11 

v= - 52500 K6-15000 K7 - ... , 

h=7 
1 I 

v = - 38880 K8 - 8640 Kg , 

h=8 
167 167 

v = - 10588410 K8 - 2352980 Kg, 

h=9 
37 37 

v= -173li1504 K lO - 3145728 K11 , 

h= 10 
865 865 

v= - 631351908 K10-114791256K11' 

h= 11 
26927 26927 

v = - 136500000000 K12 - 21000000000 K 13 · 

In zwei besondern Fallen ist die Rechenarbeit durch von Cotes beziiglich 
Gauss berechnete Tabellen erheblich verringert. Beide Falle beziehen sich 
auf speciellen Verlauf der Argumente, fiir welche die Function gegeben sein 
sonte, setzen also voraus, dass man diese Function fiir alle Werte ihres 
Arguments streng berechnen kann oder wenigstens, dass man die Inter
polation aus gegebenen Werten fiir andere Argumente genau genug auszu
fiihren vermag. 
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297b. Die Newton-Cotesschen rntegralformeln. Der erste, wie 
Gauss sagt, von Cotes nach Newtonf" Vorgang behandelte Fall ist der, 
wo die tl , t2 , ••• , th in gleichen Intervallen auf einander folgen. 

Man berechnet, oder interpolirt aus bekannten Werten, die Function 

Dann ist 

feat) fur a l = a', 

f(a2) 11 a2 
, I (a"-a') 

=a + h-I ' 

f(a3) 11 a3 
, 2(a"-a') 

=a + It-I ' 

, (h-2)(a"- a') 
f(a"_l) 11 ah_l=a + h-l ' 

f(a,.) "a" = a". 

und nach der von Gauss aus der Harmonia Mensurarum mitgeteilten Tafel 
wird je nach der Anzahl It der in der Reihenentwickelung von f(a) beruck-

aU 

sichtigten Glieder, fur das zu bestimmende Integral 5 f( a) da 
a' 

fiir h = 2, also 2 Glieder 
a"-a' 
-2{fl +f2 }, 

fur It = 3, also 3 Glieder 
aI/-a' {I 1 
-3- 2(fi + fa) + 2f2J' 

fur h = 4, also 4 Glieder 
aI/-a' 
-8-{fi +f4 +3 (f2+ (1)}' 

fur It = 5, also 5 Glieder 

a"-a' {7 16 } 
~- Ii (fl + to) +3(12 + f4) + 2f1 ' 

fur It = 6, also 6 Glieder 
a" - a' J 19 25 25 } 
-48- lti (fl + 1;;) + 2 (12 + 1;) + 3 (fa + 14) , 

fiir It = 7, also 7 Glieder 
a"-a' {41 9. 34 1 
35 24 (fl + 17)+ 9(f2+ (6) + 8 ((3 + f5)+ 3f4J' 

fiir It = 8, also 8 Glieder 

a"-a' 1751 \ ~~7! " ~8!) } 
640127 ((l+fsj+ "27 ((2+1'7)+49(13+/6)+ "27 (f4+fJ' 

Weinstein, Lehrbuch 1. 32 
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fiir It = 10, also 10 Glieder 

a"-a' [2857 15741 
44800 l-2- (ft + fto) + -2 (f2 + fq) + 540 (13 + fs) + 9672 Cf4 + f7) 

1 
G + 2889 Cf; + fe')J ' fiir h = 11, also 11 lieder 

a"-a'j16067 26575 16175 
24948124({1 + ftl) +-6- ({a + flO) ---8- (13 + f9)+II350(f4 +fs) 

-10856 U; + f7) +] 7807 rs}· 
Bei der Anwendung hat der Leser nichts weiter zu tun, als die be

trefi'enden Werte der f einzusetzen. 
Fur die Grossenordnung der vernachlassigten Glieder geIten dieselben 

Formeln wie im allgemeinen Fall, Art. 297a. 
Was die Anzahl der zu wahlenden Glieder anbetrifi't, so zeigen die in 

dem betrefi'enden Artikel fiir die Vernachlassigungen aufgestellten Formeln, 
dass man immer gut tut, eine ungerade Anzahl von GIiedern zu wahlen, also 
hei einer geradeu Potenz aufzuhoren. Die Genauigkeit steigt nur wenig, 
wenn man noch eine ungerade Potenz hinzunimmt, sie wachst aber auf 
das Doppelte, wenn die An.zahl der Glieder writer noch um eine gerade 
Potenz vermehrt wird. 

297c. Die Ga ussischen Integralformeln. Die zweite Methode ist von 
Gauss selbst behandelt, sie erlaubt die Integration mit It bekannten Fuuc
tionswerten bis auf GIieder 2hter Ordnung auszufiihren, wahrend die eben 
auseinaJJdergesetzte Methode schon die Itter Ordnung vernachlassigte. 

Hier werden die tl' t2, ..• , th in ganz besonderer Weise gewahlt, 
namlich als Wurzeln der GIeichung 

I, h2 h-1 (It(h-I))2 -2 (It(h-l)(h-2))2 ,-3 

t -1.(2h? t + 1. 2. (:l1t)(21t- 1) ~ - 1.:!.;) . (2h) (:lit-I) C2h-:!) r + ... = O. 

Auf die Ableitung gehe ich nicht ein, es sei nur bemerkt, dass sie sich leicht 
an die Theorie der Kngelfunctionen anschliesst. N ur die Resultate seien angefiihrt. 

In der folgenden Zusammenstellung kommen zuerst die Argumente 
aI, a2, ... , fiir welche die Function f zu berechnen oder aus ihren gegebenen 
Betragen zu interpoliren ist, dann wird die Formel fiir das Integral 

d' 

1= 5fca)da hingeschrieben, zuletzt ist das erste der vernachlassigten 

Gli:~er angegeben, wobei L 2n den Coefficienten von (a - ~ ynin der 

Entwickelung von rCa) nach Potenzen von (a - ~) bedeutet. 
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h= 1, 
a1 = a' + 0,5 (a"-a'), 
I = (a"- a')((a l ), 

1 
Corr = 12 L 2• 

h=2, 
a1 = a' + 0,211325 (a"-a'), 
a2 = a' + 0,788675 (a" -a'), 

a"-a' 
1 =2-((1 + (2), 

1 
Corr= 180 £4· 

h=3 
a1 = a' + 0,112702 (a" - a'), 
(~3'= a' + 0,887298 (a"- a'), 
a2 = a'+ 0,5 (a"-- a'), 

a"- a' {5 } J = -~- 2 (I;. + (-;) + t (2 ' 

1 
Corr = 2::l00 L 6 • 

h=4 
a j = a' + 0,069432 (a" - a'), 
a l = a' + 0,93056::l (a" - a'), 
f1~= a' + 0,330009 (a"- a'). 
(t,> = ,,' + 0,669991 (a" - a'), 

J = (a"-a') (0,1739274((1 + (4) + 0,326072G((~ + (3))' 

1 
COlT = 44100 L 8 • 

h=5 
(ll = It' + 0,0469Hl (a" - a'), 
11,,= It' + 0,953090(1l' - a'), 
(tc= a' + 0,230765 (a"- a'), 
a! = a' + 0,769235 ((t" - (t'), 
f13 = (t' + 0,5 (a" - a'), 

499 

J = (a" - a') {0,1l84634(fi + (5) + 0,2393143 ((2 + (4) + O,28H4H (3)' 

, 1 
Corr = 698544 L 10 • 
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h=6 

al = a'+ 0,033765 (a"- a'), 
a6 = a' + 0,966235 (a"- a'), 
a2= a'+ 0,169395 (a"-- a'), 
a5 = a' + 0,830605 (a" - a'), 
a3 = a' + 0,380690(a"- a'), 
a4 = a' + 0,619310(a"- a'), 

[297 c. 

J=(a"- a'){ 0,0856622 (fl+ fs) + 0,1803808(f2+ /;,) + 0,2339570((1 + 14)}, 

1 
Corr = 11 099088 Ll2 . 

h=7 

al = a' + 0,025446 (a" - a'), 
a7 = a' + 0,974554(a"- a'), 
a2= a' + 0,129234(a"- a'), 
a6 = a'+ 0,870766 (a"- a'), 
a3 = a' + 0,297077 (a"-- a'), 
a5 = a'+ 0,702923 (a"- a'), 
a4 = a' + 0,5 (a" - a'), 

J = (a"- a') {0,0647425 (fl + f7) + 0,1398527 (f2 + fs) + 0,1909150(fa + f~) 
+ 0,2089796t4}, 

1 
Corr = 176679360L14' 

Es wird wol wenige Fane geben, in denen die hier nach Gauss zu
sammengestellten Formeln nicht ausreichen. Die Schwierigkeit liegt nicht in 
der Rechnung, denn die Formeln sind durchaus einfach, sondern in der 
Interpolation fUr die vorgeschriebenen Argumente, und zwar darum, weil 
diese Interpolation bei Functiouen, deren aualytische Form uicht bekannt ist, 
sich mit genugender Genauigkeit nur ausfiihren lasst, wenn der Wert der 
Function inllerhalb des Integrationsintervalls fur eine relativ bedeutende Au
zahl von Argumentbetragen gegeben ist. Je grosser das Intervall a"- a' 
ist, desto mehr Werte der Function mussen im allgemeinen g'egeben sein. 

297d. Mehrfache Integration durch die Lagrangesche Interpolations
formel. Wenn nach demselben Argument mehrfach, etwa x mal zu inte
griren ist, geht man von der allgemeinen Form der Lagrangeschen 
Gleichung aus, und integrirt diese x mal. Nach Ausfuhrung der x ersten 
unbestimmten Integrationen hat man als Resultat 
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15) 

i=h f.. { ah+lt- 1 . ah+lt - 2 

= ~'Y(~.) h(h + 1) .. ·(h + x-I) +Ailh( -l)(h) .. · (h + x - 2) 
=1 ' 

a h+lt- 3 a'l.-1 } 

+Ai2 (h - 2) (h- 2) .. ·(h + x- 3) + ... + A ill - 1 1.2 ... (x -1) 

Die c sind die willkiirlichen Integrationsconstanten. Zu ihrer Be
stimmung miissen x Bedingungen, denen das Integral zu geniigen hat, 
gegeben sein. Eine dieser Constanten falIt schon fort, wenn man bei der 
letzten Integration bestimmte Grenzen vorschreibt. Zur Bestimmung der 
x-I andern wird man x-I fiir x-I Betrage des Arguments a gegebene 
Werte des Integrals kennen miissen. 

Die Ai), sind die uns schon bekannten Grossen und nach den in Art. 297a 
gegebenen Gleichungen zu berechnen. 

297e. Integration nach mehreren Variabeln. Endlich haben wir noch 
den Fall zu betrachten, dass die zu integrirende Function von mehreren 
Argumenten abhiingt, und nach mehreren Argumenten zwischen bestimmten 
Grenzen integrirt werden soIl. Auch hier flihrt die DarsteHung durch die 
Lagrangesche Formel zum Ziel. 

Wir konnen die Annahme machen, dass die Argumente aHe von einander 
unabhiingig sind, solIten zwischen ihnen Bedingungsgleichungen existiren, 
so eliminirt man die iiberschiissigen Argumente mit Rilfe dieser Gleichungen. 

Um die Formeln nicht zu tlehr zu compliciren, nehme ich nur zwei 
Argumente, mit wie viel Argumenten man es auch zu tun hat, das Verfahren 
ist immer dasselbe. 

Die Betrage der Argumentenpaare, fiir welche die Function ihrem 
Werte nach gegeben ist, seien 

b1, a 1; bI' a 2; b1) aa; ... ; bI' an' 

b2, a 1; b2, a 2; b2, a 3; ••• ; b2, an' 

dann hat man durch zweimalige Anwendung der Lagrangeschen Inter
polationsformel 

16) 
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Die n.m Werle f(b i , ax) sind gegebene Zahlen. Die IjI und 1jI' sind 
die bekannten Producte der beziiglichen Argumentdifferenzen, namlich 

ljI(b) = (b - bl ) (b - b2 ) ••• (b - brr.), 

1jI'(bi ) = (d~~»)b=b: 
Ha) = (a- al) (a- a2)··· (a-an)' 

o/'(a,,) = (dljld~)t=~x 
Hiernach wird 

oder, indem man wie friiher die Zahlengrenzen 0 und 1 einfiihrt, 

bIt a" 

S Sf(a, b)dadb= 

h' a' 

Die beiden Integrale nnter den Summenzeichen sind uns schon be· 
kannt. Ferner ist analog wie friiher 

b1 - b' 
t1 = b"-b" 

b2-b' 
t2 = b"- b" 

a -a' 't =_1 __ 
1 a"-a" 

a2- a' 
't2 = a"-a" 

an-a' 
't=--. 

II a"-a' 
Analog den friihern Bezeichnungen haben wir 

1 

1 r 1jI('t) 
1jI'('tx) J 't - 'tx d't =Rx' 

o 
1 

1 5 Ht) 
1/(tJ t - t; dt = Sj , 

o 
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und wir sind nach dem friihern stets ill der Lage, Rx unf! Sx aus den all
gefiihrten Werten der t .. und or; zahlenmassig zu berechnen. Wir bckommen 
daher 

17 a) 

i=m 

b" a" 

\' \('(a)da = 
v .~ 

b' 0,' 

= (a"-a)W'- v') ~Sd('(lJi' a1)R1 + ('(Vi' a2 )R2 + ... +/(b;, an)Rn ), 

i=1 

und noch vollstandiger ausgeschrieben 

b" a" 

17b) S Sf(a, b)daclb = 
b' a' 

=(a" -a') (l/' -v'){ SI (f(bl' a1 ) Rl +(,(v1 , a2 )R2 +f(b1 , a3 ) Ra +'+f(bl' an) Rn) 

+ SifCb2 , a1)R1 +f(b2 , a2 )R2 +f(b2 , a3)R3+'+/Cb2 , an) RJ 
+ ..................... . 

+ S"/fev,,,, a j )R1 +t(b", , a2 )R2 +f(v"" aa)R3 +···+f(bm • an)Rn)}' 

Wir haben es also hier mit doppelten Summation en zu tun; bei Illte
grationen nach 3 Variabeln kommen 3 fache, allgemein bei Integrationen 
nach ')(. Variabeln ')(. fache Summationen vor; aber immer sind die auszu
fiihrenden Integrale solche nach dem Muster der friiher dargelegten R 
oder S. 

Wenn die t und or wieder in gleichen Intervallen auf einander folgen, 
die a, b mit a', b' anfangen, und mit a", b" schliessen, sind die S den eut
sprechenden R gleich, und man hat fiir diese Grosse die bei den Integral
formeln in Art. 297b gegebenen Zahlen anzuwenden. 

297f. Integration durch periodische Reihen. Bei Entwickelungen nach 
periodischen Reihen tut man am besten, die Functionen in der Form 

fCa) = Xo + Xl cosa + X2 cos 2a + ... + X h cosha 

+ Yl sina + Y2 sin2a + ... + y" sinha 

zu benutzen, also flir die X und y geradezu ihre aus den gegebenen 
Functionswerten zu berechnenden Zablenbetrage einzusetzen. 

Die Integration zwiscben den Grenzen a' und a" ergiebt dann 
aU 

C f X X X 
18 a) J fCa) da = I xoa+ Tsina+ 22 sin 2a + ... + I:' sinha 

a' 

Yl Y2. Yh }a=au 

--cosa--cos2a-···---cosha , 
1 2 h a=a' 
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oder auch 
aU 

j' { a" - a' 1 a" - a' ( a" + a' a" + a') fCa) da= 2 Xo --- + - sin 1--- x cos 1 --,- + l' sin 1 ---2 1 2 I :2 ",1 2 
d 

1 a" - a' ( a" + a' a" + a') + 2" sin 2--2- X2 cos 2 -2-- + 112 sin 2 --2-

+ ................. . 

1. a"- a'( a"+ a' . a"+ a')1 +h smh-2-- xhcosh~-+Yhsmh--2- f 

Besonderes ist weder hier, noch bei mehrfachen Integrationen zu bemerken. 
298. Numerische Integration, allgemeine Formel. Wie die numerische 

Interpolation, hat die numerische Integration nur dann einen Wert, wenn die 
Differenzen genligend stark abnehmen, man also zu convergenten, oder doch 
wenigstens halbconvergenten Reihen geflihrt wird. 

Es hiinge die Function von einem Argument abo BefoIgen die Betrage 
der Argumente, flir welche die Functionen gegeben sind, kein bestimmtes 
Gesetz, so wendet man am besten die analytische Integration, also eventuell 
die durch die Lagrangesche 'Formel bestimmte an. Liegen diese Argu
mente einander nahe genug, dass man sicller interpoliren kann, so illter
polirt man die Werte der Function flir von einander gleich weit abstehende 
Argumente und benutzt diese interpolirten Werte. 

lch nehme also an, dass die Argumente, flir welche die Betrage der 
Function gegeben sind oder interpolirt werden konnen, einander in gleichen 
Intervallen folgen, derartig, dass diese Argumente sind 

... , (a--2A), (a-H), a, (a+H), Ca+2i.), 

Es sei das auszuwertende Integral 

Man setzt 

dadurch wird 

somit 

I= S7CX)dX' 
x' 

x=a+nA, 

x'=a + n'A, x" = a + n"A, 

I=AJ;~a + n))dJl. 
n' 
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J:<'iir fCa + nA) benutzen wir jetzt eine del' gegebenen Interpolations
formeln, und zwar wird die unter 9 d) gegebene Formel angewendet. 

Wir haben diese Formel nach Potenzen von n zu ordnen. Setzen wir 

1 3 1 , 1 7 
L J =~ -T~ + 3U~ -140~ + ... 

2 1 4 1 6 
L2=~ -12~ +90A _ ... 

3 1.) 7 7 
L3 = A- T ~ + 120 ~ - ... 

4 1 6 
L4=~ --6~~ + ... 

o 1 -L, =~. _-;._~' -'" 
. .J 

L(;=16 _ .. . 

L, =~' _ .. . 
u. s. f., 

so wird 

x 'f r '._ I n2 , n3 n4 \n=n 
19a) J f(.:c)d.c -), In(Ca) + 21 LJ + -aT L2 + ':U L3 + ... in=n: 

x' 

woselbst 
, ;);'-a 

n = ---, 
/, 

" " x-a n =~A~' 

Die A sind die uns bekaunten, in dem Schema del' fC a) und ihrer Diffe
renzen auf del' Zeile durch fCet) stehenden Differenzen beziiglich Differenz
mittel. 

Hat man nach a mehrfach zu integriren, so wird die Interpolations
formel nach n mehrfach integrirt, und man bekommt 

20) SSj' "h I 'b" n"+l ,l+2 1 
... (Cx)dx = A PiT (Ca) + (h + 1)! Ll +(h +~2)l L2 +"'f 

C h-l C h-2 C C + h~ln + h-Z n + ... + In+ 0' 

x-a 
n=-A-' 

Die C sind die Integrationsconstanten und miissen gegeben sein odeI' 
sich durch bestimmte Bedingungen, denen das hfache Integral geniigen 
solI, etwa durch h bekannte Betrage dieses Integrals fiir h Werte des Argu
ments x berechnen lassen. Eine der Constanten, Co, faUt fort, wenn die 
Jetzte Integration zwischeu bestimmten Grenzell ausgefiihrt werden soll. 
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Nach diesen Formcln hat man zu rechnen, so oft das Inter
vall A der Argumente, fUr welche die Functionswerte direct ge
geben sind oder durch Interpolation sicher genug gefunden 
werden kiinnen, fest vorgeschrieben ist. Den Ausgangswert a 
nimmt man dann am besten ungefahr in der Mitte zwischen den 
Grenzen a' und a" der Integration. 

298 a. Besondere Formeln fur einfache Integration. Gehen wir, urn zu 
andern, speciellen Verhaltnissen angepassten, Rechenschematen zu gelangen, 
zuriick auf das einfache Integral, so zeigt sich in dem fiir dieses Integral 
aufgestellten Ausdruck eine durchgehende Uebereinstimmung mit f(a + nA) 

2 2 
selbst, es entspricht nf(a) dem nL1' ;, L1 dem ;, L2 u. s. f., fiigen wir 

noch ein Glied F(a) hinzu, welches den Wert des bestimmten Integrals, 
da dieses eine Differenzgriisse ist, nicht andert, so herrscht zwischen dem 
Ausdruck 

und dem 
z" 

5 { ~ n3 } f(x)dx= A F(a) + nf(a) + 2' L1 + 3,L2 + ... +Const. 

III 

viilIige Analogie, und man kann schreiben 
z .. 

Sf(X)dX= A (F(a + nA)):~::'. 
of 

FCa + nA) wird aber durch Interpolation aus F(a) genau so gefunden, wie 
fCa + nA) aus f(a). Wir haben nun die Differenzen aufzusuchen, die 
zur Iuterpolation dienen sollen. Das ist aber sehr leicht. Bezeichnen wir 
ilamlich diese, den Ll entsprechenden Differenzen, fiir unsere neuen Functionen 
durch ' Ll, so ist nach der Definition der Ll zu setzen 

'Ll _~'Ll3 +_I_'Ll5 __ I_'Ll7 + ···=f(a) 
6 ilO 140 ' 

'Ll2 _~'Ll4 +_I_'Ll6 _ ... 
12 90 

'Ll3 _~'Ll5 +:L 'Ll7 _ .•. 
4 120 

'Ll4 _~'Ll6 + ... 
6 

'Ll5 _!'Ll7 + ... 

'Ll6 _ ••• 

'A7 _ ••• 
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Die rechts stehenden L sind bekannte Zahlen, es lassen sich also die I ~ 

stets berechnen. Wir bekommen so, indem wir UIIS die voraufstehendeu 
Gleichungen aufgelost denken, 

I~3= 
1 1 

L2 + 4 L4 + 4{j- L6 + ... 

'~f>= 
1 

L 4+-3-L6 +··· 

u. s. f. 

1 
L +-L + ... 

3 6 5 

L 5 +··· 
u. s. f. 

L6+ ... 

Fiihren wir hierin die Werte der L als Functionen der Differenzen ~ 
ein, so ergiebt sich 

1/1. 1 /1.2 1 4 1 6 
~ =f(a)+-~ --~ +--~ _ ... 

S 180 1512 

I~5=~4 +~~6_ ... 
6 

I~6=~5 _~~7+ •.. 
3 

Zur Interpolation von F(a + nA) aus F(a) und den neuen Differenzen 
wollen wir aber die Gleichung 9b) anwenden, weil man durch diese Gleichung 
zu iibersichtlichen Formeln gelangt. Wir brauchen also noch die '1+ 1 ' 

I~~l' ••. , dagegen sind die in jener Formel mit dem Index 0 bezeichneten 
Differenzen nicht neu zu recbnen, da sie aquivalent sind den I A 2, I A \ ... 
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Der Definition nach ist aber 

uti 1 (/Ai IAi) 
1.l+ 1 ="2 1.l+ 1 + 1.l_1 ' 

u. s. f. 

und hieraus folgt schon 

Bezeichnen wir jetzt die Coefficienten in jener Interpolationsformel mit 
n1 , n2, n3, ... , so wird 

F(a+nA)= 

F(a)+n1(f(a)++6 ++62-+63-1~0 64 + 1!!065 + 151f26~-"') 
( 1 3 11 5 97 7 ) 

+n2 6 -12 6 +720 6 -302406 +". 

+ n3(62 +~63+_1_ 64 ___ 1_65 __ 1_ 66 +".) 
2 6 24 180 

.+ ..... 

Endlich ersetzen wir 6,. 63, ... durch ihre Ausdriicke 6+ 1 - j 62 , 
1 

6 ~ 1 - "2 6 4 , .,. und bekommen schliesslich 

+ .. 

Diese an sich schon sehr durchsichtige Gleichung liisst sich noch auf 
eine sehr elegante Form bringen. Man ersetzt 5n den Columnen mit ab
wechselnden Zeichen, also in der 2 ten, 4, ... Columne die Differenzen 
durch ihre Ausdriicke als Functionen der voraufgehenden Differenzen. 
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So wird also in der erst-en Zeile 

in der zweiten Zeile 

1 
"2.1+1 ~ (t'(a + 1 'A) - f(a)) , 

u. s. f., 

GOg 

Fiir die drittp, Zeile werden wieder die ungeraden, fiir die vierte die 
geraden Differenzen ersetzt u. s. f. 

Dadurch erhalten wir 

19c) ~5f(X)clX= F(a+nJ) = 

F(a) + ~1 (f(a+ li) +f(a)- ~2 ~2 -12 ~~1 + 7~lb ~4 + -No ~~1-"') 
n2 (A A 1 A 3 1 A 3 11 A 5 11 A 5 ) 

+2 l.I+l +l.I_1- Ii l.I-1--f2 l.I+1 + 720-l.I-1+ 720 '-.1+1-'" 

113 (A 2 A 2 1 A4 1 A 4 II ~ 11 6 ) 
+2 l.I+l +l.I --TIl.I --J2 l.1+1+ 720 /). +720-/).+1-'" 

+ ... 
Nun ist aber 

ntf(a + lA) + n2/).+1 + n3/).~1 + ... 

bis auf eine hinzuzufiigende Zahl eine Grosse, die aus einer Reihe von 
Zahlen zu interpoliren ist, welche sich zu den Zahlen f( a + lA), l(a -+- 2 I,), ... 
genau so verhlUt, wie diese Zahlen zu ihren ersten Differenzeu ~+1' ~+2'" 
lch bezeichne diese Grosse durch S; und nenne die Grossenklasse, zu der 
sie gehort, die Klasse der ersten summirten Grossen, da die urspriinglichen 
Grossen ihre Differenzen sind. Es stehen diese Grossen in gleicher Hohe mit' 
den /).1 und sie haben auch dieselben Indices wie diese. Es wird also 

nJ(a + 1 'A) + n2 /).+1 + n:l~~l + ... = Sn~l- S/, 
ebenso haben wir 

171 ((a) 

1/1 /).2 

nl~~l 

+ n2~-1 + n:J~2 + ... = ""n1 - S~l' 

+112/).~1+J1:j~4 + ... =~~ -~~1' 

+n2/).~1+n3il~1-+· .. =il~+l-~~l' U. S. f. 
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Wir bekommen daher 

'" 15 1 1 1 1 A1 1 19d) I r(x)dx=F(a + nA)= F(a) + 2" (8n+1 + 8" ) - 24 (L.l,,+1 + d n ) 

11 A3 A3 + 1440 (L.ln+ 1 + L.ln ) - ... 

Die andern Glieder, die nicht von n abhiingen, sind zu der willkiirlichen 
Grosse F(a) geschlagen. 

lch setze jetzt die Mittel 

und erhalte 

8n~1+ 8n1 1 
--2--= 82n+1 , 

-lj-

d~+l + d! 1 
--~-=d2"-t-1' 

2 

u. s. f. 

1 1 A1 11 A3 
F(a + nA) = F(a) + 82n+1 - 12 L.l2n+1 + 720 L.l2n+1 

2 2 -2 

Die Grosse Fea) bestimmt sich durch die lntegrationsconstante oder, wie 
wir auch sagen konnen, durch die untere lntegrationsgrenze n'. Wir haben 
also schliesslich 

woselbst 
, a/-a x-a 

n=-A-' n=-'-A-' 

Was zunachst die summirten Grossen 8 betrifft, so sind diese in gewisser 
Weise willkiirlich, denn da zu ihrer Berechnung nur die Differenzenreihe 
gegeben ist, sind sie auch nur bis auf eine Constante, den Ausgangswert, 
bestimmt. Ich bezeichne diese Constante, also den Ausgangswert der sum
mirten Grossen, mit 8:"1' dann ist die Reihe der summirten Grossen 

8/ = 8_\ + rea), 

82
1 = 8/ + rCa + 11.), 

8/ = 821 + r(a + 21.), 

u. s. f. 
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Man bekommt also jedes Sl, indem man zu dem vorgehenden S1 das 
unmittelbar darunter stehende f ad dirt , ganz so, wie man die f aus den 
a 1 erhalten wiirde. 

Den willkiirIichen Aussangswert S~I kann man beliebig ansetzen, man 
wird ihn also meist gleich Null nehmen. Will man dem Integral aber einen 
bestimmten Anfangswert, C, verleihen, den man entweder seinem Zahlenwert 
nach kennt, oder auf den es nicht ankom:nt, weil er sich nachher aus der 
betreffenden Formel heraushebt, so setzt man S~1 = C. Der Integralwert 
ist dann einfach 

x 

S· { 1 1 11 a 3 1 19f) f(x)clx=A S~_~+~-12a~~+720 2n+l-'''r 
2 2 2 

Sind n' und n ganze Zahlen, so finden sich Sn~1 und S"I unter den 
so durch Summation gerechneten Zahlen. Sind aber die n' und n Briiche, 
so interpolirt man nach irgend einer der auseinandergesetzten Methoden die 

Sn~l' Snl ; Sn~+I' SnI, und bildet daraus S2:,+I' S2~(+I' Die..lfl t-1' .1n' ... 
2 2 

sind dann ebenfalls durch Interpolation zu berechnen. 
Wir haben nun 11 und n' durch die Grenzen des Integrals bestimmt, 

denn es war n'=(x'-a)/)" n=(x-a)/,,- Wenn das Intervall A, nach 
welchem die Argumente fortschreiten, fiir die man die Betrage der zu inte
grirenden Function kennt, von vornherein gegeben ist, wahlt man a un
gefahr in der Mitte zwischen x' und x oder, wenn es auf den Anfangswert 
des Integrals nicht ankommt, tunlichst nahe an x, so dass n tunlichst klein 
wird. In diesem Falle bietet die Rechnung nach der letzten zusammen
fassenden J<lormel wenig besondere Yorteile, und man kann bei einer der 
beiden allgemeinern Formeln unter 19 a) oder 19 b) stehen bleiben. 

298b. Integration von Argument zu Argument. Sind aber die Grenzen 
x' und x so beschaffen, dass sie mit unter die Argumente gehuren, fUr 
welche die Function bekannt ist, so ist die letzte Formel sehr bequem, da 
keine der in ihr enthaltenen Grossen erst interpolirt zu werden braucht, 
vielmehr alIe diese Grossen schon in dem Schema der summirten Grossen, 
der Functionswerte und Differenzenreihen enthalten sind. 

Man kann dies en Fall stets realisiren, wenn die Function iiberhaupt 
ihrer analytischen Form nach bekallnt ist. Man berechllet dann f flir x', 
x' + A, x' + 21.., ... , x' + (i - 1) A, x. Das Intervall A ist willkiirlich, man 
wahlt es so klein, dass die hohern Differenzcn .1 recht unbedeutend werden, 
damit die in dem Integralausdruck vernachlassigten Glieder eine tunlichst 
geringe Vernachlassigung bedingcn. 

Es sei zum Beispiel das Integral der uns so wohl bekannten Function e-x ' 
05 

zwischen den Grenzen () und 0,5, also j' e '--x' clx zu berechnen. Das Inte-
_ 0 

grationsintervall x - x' ist = 0,5. niull wahlt als Ausgangsargurnent 0,0 und 
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berechne die Werle von e-x2 fiir 0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6 ... Diese 
Werle sind in Art. 59 schon angefiihrt. Da wir die dritten Differenzen 
noch mit beriicksichtigen wollen, miissen wir e-x' auch noch fiir x = -- 0,1 
berechnen. Wir haben dann die folgende Zusammenstellung 

Argu
mente 

0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

0,5 

0,6 

0,7 

Summirte 
Functionen 

I 8--=1 = ° 
S.~1 = 1 

8~2= 1,9901 
8~3 = 2,9509 
8/ = 3,8648 
851 = 4,7169 

861 = 5,4957 

Functions-\ 
werte 

1 

0,9901 
0,9608 
0,9139 
0,8521 

0,7788 
0,6977 

0,6126 

Differenzen 

+ 0,0099 _ ° 0198 - 0,0004 
- 0,0099 ' + 0,0004 

-0,0194 

- 0,0618 

+ 0,0018 
+ 0,0027 

-0,0293 
- 0,0176 

-0,0469 
- 0,0149 

+ 0,0034 
-0,0115 - ° 0733 + 0,0037 , -0,0078 I 

- 0,0811 + 0,0038, - 0,0040 
-0,0851 

Bier ist nun A = 0,1, somit, indem wir von dem Wert 0,0 des Argu
ments ausgehen, n' = 0, n = 5 und hiernach 

8";'6 = + 5,4947, 

fiir die 0 bere 
Grenze Ll";'6 = - 0,0811, 

Ll~6 = + 0,0038, 

r 8";'1 = 1; 

fiir die untere 1 

G"." 1 11+, ~ - 0,0099; 

t Ll~1 = + 0,0004; 

Damit wird also 

8";'5 = + 4,7169; 82!+1 = + 5,1058, 
2 

Ll";'5 = - 0,0733; Ll2!.r1 = - 0,0772, 
2 

Ll~4 = + 0,0037; Ll2!+1 = + 0,0038, 
-2-

0· , 
2 

Ll~1 = + 0,0099; Ll2~+1 = 0; 
2 

Ll~l = - 0,0004; Ll2!+1 = 0. 
2 

So,~X. { 1 11 } 
e dx = 0,1 5,1058 + 12 0,0772 - 720 0,0038 

o -0,I{0,5} 

und ausgerechnet 0,46122. Durch Reihenentwickelung findet sich, wenn 
man bis zu Gliedern 8ter Potenz geht, 0,46128. Man sieht iibrigens, dass 
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fiir die in Aussicht genommene Genauigkeit die dritten Differenzen schon 
keine Rolle mehr spielen. 

Hatten wir dasselbe Integral nicht bis zu 0,5, sondern nur bis zu 0,45 
berechnen sollen, so miissten wir die 8 und ~ fiir die obere Grenze inter
poliren. Es ist nun, indem wir fiir die Interpolation von 85~5 und 84~5 als 
Ausgangswerte 85\ beziiglieh 8/ benutzen, naeh der InterpolationsformeJ 9:e) 

8 1 = 5,5 

" 0,5.0,5" 1,5.0,5.0,5 " 1,5.1,5.0,5.0,5 
4,II69+0,5.0,77881-----rT 0,073u+ 1.2.3 0,0018+ 1.2.3.4 0,0037, 

84,5 = 

0,5.0,5 1,5.0,5.0,5 r 1,5.1,5.0,5.0,5 
3,8648+ 0,5.0,8521 +-1.20,0618+ 1.2.3 O,Ollu+ 1.2.3.4 0,0034, 

somit 

8 1 +8 1 1 
~2~ = 2" (8,5817 + 0,8154 + 0,0169 + 0,0012 + 0,0002) = 4,7077, 

A 1 • r, 0.5.0,5 
1.15,5 = - 0,0733 - O,u. 0,0078 - -1:2- 0,0037, 

,\ 1 r, r, 0,5.0.5 
1.1.1,5 = - 0,0618 - O,u.O,Ol1u --1.20,0034, 

~1_+~1_ 1 
5,0 2 4.0 = - 2" (0,1351 + 0,0096 + 0,0009) = - 0,0728. 

Fur ~~ und tl3 konnen wir, wie man sieht, 0,00i)5 anllehmen. ;),5 4-,5 
Es wird daller 

4,5 \e x'dx = 
<I o 

{ I. 11 ,,1 
fl,l 4,7077 + 12 0,0728 - 720 0,003u J 

- 0,1 {0,5 } , 

das heisst 0,42138. Dureh Reihenentwickelung findet man gellau denselbell 
Wert. 

298c. Integration von Intervallmitte zu Intervallmitte. Die Haupt
arbeit faIlt auf die Interpolation der 8 und ~, die wir im voraufgehenden 
Beispiel, wo beide Argumente zu den Argumellten der bekannten Fnnetions
werte gehorten, nieht notig hatten. :Man hat deshalb, indem man statt 
der Substitntion x=a + nA die x = a + nt, + tA einfiihrte, noch eine andere 
InterpoJationsformel abgeleitet, die in dem zweiten wichtigen Fall, dem, 
wo die Integrationsgrenzen in die }Iitten von Intervallen der Argumente 
bekannter Functionswerte fallen, n also eine ganze Zahl angiebt, auch nnr 
in dem Schema der 8, (, ~ enthaltene Grossen besitzt, Interpolationen also 
nicht notig sind. Da die Ableitung dieser Formel sieh mit Hilfe der vorauf
gehenden Auseinandersetzungen leicht ausfiihren lasst, gebe ich nur das 
Resnltat. 

Weinstein, Lehrbuch I. 33 
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.Es ist fiir beliebig-e Intcgrationsgrenzen 
g; 

199) * 5 f(x)dx = (Sn~1-Sn~+1) + 214 (~n+1-~n'+1) - 5~~0 (~!+1-~!'+1) 
367 (~5 ~5) + 967680 n+1- n'+l + ... 

",' 

Hierbei hat man 

x'-a 1 
-A-=+"2+ n', 

x-a 1 
~-=+"2+n. 

Wenn die n beliebige Zahlen bedeuten, hat man wieder die S und die 
~ zu interpoliren, sind aber 'Yt und n' ganze Zahlen, so stehen die S und ~ 
gerade in dem Schema der 8 und ~ und konnen diesem entnommen werden. 
Da a noch willkiirlich ist, kann man dann a so wahlen, dass n' = ° ist. Es 
liegt dann x' zwischen a + A und a, oder besser gesagt, man hat als a das 
dem x' nachst voraufgehende Argument zu wahlen. 

Es wird dann aber 

x-a 1 n=----· A 2 

Rechneti wir mit dieser GIeichung unser obiges Integral zwischen 0,15 
x'-a 1 

und 0,45, so folgt aus --A- = 2' dass a = 0,1 ist. 

Jetzt ist also 0,1 das Ausgangsargument, uud unser Schema nimmt die 
Form an 

Argu-
Summe 

Functions-
Differenzen 

mente werle 

0,0 
S =0 

1,0000 
- 0,0099 

0,1 -1 0,9901 -0,0194 

0,2 8+1 =0,9901 
0,9608 

- 0,0293 
~ 0,0176 

+ 0,0018 

0,3 
8+2= 1,9509 

0,9139 
- 0,0469 

- 0,0149 
+ 0,0027 

0,4 
8+3= 2,8648 

0,8521 
- 0,0618 

- 0,0115 
+ 0,0034 

0,5 
8+4= 3,7169 

0,778S 
- 0,0733 

- 0,0078 
+ 0,0037 

0,6 
8+5 =4,4957 

0,6977 
-0,0811 
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0.7;, - 0.1 1 . 
Damit wird, da n = 0 1 - "2 =:3 Bt, , 
Sn~l= 8/= 3,7169, ':\!+1= ~~= - 0,073~, ~!+1= ~!= n,00:37, 

811= 0,9901, ~l = - 0,0293, ~+l= 0,0018, 
also 

So,~.,. ( 1 17) 
e ax = 0,1 2,7268- 24 0,0440 + 57600,0019 = 0,27250. 

0,15 

Die dritten Di:lferenzen sind schon unnotig mitgefiihrt. Durch Reihen
entwickelung bekommt man genau denselben Wert. 

Man wird sich nun bei Integrationen immer so einzurichten such en, dass 
man von Argument zu Argument oder von Intervallmitte zu Intervallmitte inte
griren kann. W 0 die Function ihrer analytischen Form nach bekannt ist, hat 
das natiirlich keine Schwierigkeit. Auch dann, wenn die Function fiir viele 
und so nahe liegende Argumente gegeben ist, dass man sicher und leicht zu 
interpoliren vermag, kann man es dahin bringen, dass man nur von Argument 
zu Argument oder von Intenallmitte zu Intervallmitte zu integriren hat, indem 
man Functionswerte fiir gleich abstehende Argumcnte interpolirt, zu denen 
die Integrationsgrenzen entweder selbst gehoren, oder wo diese Grenzen in 
Intervallmitten liegen. 

In allen Fallen solI man aber die Integrale zunachst nur bis zu den 
den IntegratioDsgrenzen na ch s te n Argumenten oder Intervallmitten aus
fiihren, die noch restirenden zwei Integrale haben dann jedes eng aneinander
liegende Grenzen, und fiir sie lassen sich, weil dann n und n' Briiche sind, 
die notigen Interpolationen leicht bewerkstelligen. 

298d. Zweifache Integration. Die Formeln fiir zweifache und mehr
fache Integration sind leicht aus den Formeln fiir einfache Integration 
abzuleiten. 

Es sei das auszufiihrende, zunachst zweifache, Integral 

Mall setzt wieder 

II) 

1= J 5f (X)dXdX. 
z 

1 
x = a + nA, oder x = a + nA + "2 A, 

dann werden die Grenzwerte von n 

, x'-a 
n=-A-' 

x-a x'-a 1 x-a 1 
n=-A-' oder n'=-=;:--"2' n=-A--"2' 

und das Integral hekommt den Wert 
n n 

1=1.5 5f (a + nA)dndx, oller 1=1.5 5 f(a+(n+~)A)dndX. 
~ ~ 
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N un war, zum Beispiel nach der allgemeinen Pormel 19b) 

S tta + nA)dn == AP(a + nA) + Const. 

Daher steht I zu Pea + nA) genau in demselben Verhaltnis, wie 
Pea + nA) zu rCa + nA) stand. Indem wir jetzt fiir das Integral iiber 
r(a + nA) eine der entwickelten Formeln einfiihren, wird eine neue Grosse 
8 2 eintreten, die aus den 8 1 und ihren Differenzen so gebildet ist, wie 8 1 

aus den r und ihren Differenzen. 
Benutzen wir nach Encke die Integralformel unter 199), weil diese 

sich leichter behandeln lasst, und sohreiben sie in der Form 

} Sr( a+nA+ ~ A) dA= 8;+1 + o:A~+l + ~A!+l + ... + 01' 

so wird x-a 1 
-A--"2=n, 

~ SSr( a+nA+ ~A)dndX= S 8n~ldx + 0: SA!+ldX + ~ SA!+l + ... + On+01 , 

Denken wir uns nun in den Grossen 8n+ 1, An+ 1, ••. , das n wieder 

ersetzt durch seinell Betrag x. A a - i, so haben diese Grossen schon 
x-a 1 
-A- -"2 zu Argumenteu, wollen wir daher dieselbe Integralformel 199) 

aueh bei der Integration dieser Grossen zur Anwendung bringen, so ist 
. ht h . f"h x - a 1 1 V . b 1 . f d ill - a mc me r Wle ru er ~--2 a sana e e emzu iihren, son ern -1..-' 

Es wird hieruach bei der zweiten Integration n= x A a zu set-zen sein. 

Man hat aber unter Anwendung der bezeichneten Integralformel 

somit 
u s. f., 

A~ SSr(X)dXdX =8n~1 + 2arn+1 +C2~ + aa)A!+1 + (2/, + 2a~)A!+1 + ... +nO+ °1, 

Fiihrt man fiir die a, ~, j, '" ihre Zahlenwerte ein, so resultirt, indem 
noeh als Grenzen n' und n angesehen werden, 

x 

20a) SSf(X)dXdX = A2 [(8n~I-8';+1)+ 112 (fn+1-t~'+1) - 2~0(A!+I-.1~+I) 
x' 31 1 

+ 60480 (A!+l-A~+l) + ... ( + O(n - n'). 
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Die Constante 0, die erste Integrationsconstante, ist nicht bestimmbar, wenn 
nicht noch ein Wert des zweifachen Integrals gegeben ist. 

Die 8, (, tl sind }t'unctionen von a + nA, dabei sind n' und n aus den 
Gleichungen zu berechnen 

x'-a n'--A-' 
x-a 

n=-X-' 

Die 8 2 sind aus den 8 1 so entstanden, wie diese aus den (, das erste 
der 8 2 steht iiber dem 8.!.1' es ist wie dieses willkiirlich. 

Wir haben aber 

8 2=8 2 +8 1 
1 -1 - 1 ' 

8 2 8,2 8 1 
2 = 1 + +1' 

82
3= 82

2 + 82
1 

u. s. f. 

Das Schema sieht jetzt also so aus 

Argu- I Summen I Functions- I Differenzen 
mente 2 1 werte 1 2 3 

a-A 8 2 ((a-A) -1 8 1 tl l 
a 8 2 --1 (Ca) -1 tl2 0 

811 tl~1 tl~1 tI ... 
a+A 8~1 ((a + A) tl2 

812 tl~2 -1 
a+2A 8~2 ((a+2A) 

Die 8 2 stehen in gleicher Hohe mit den (und den geraden Diffe
renzen !l2, und sie haben auch dieselben Indices wie diese Grossen. 8.!.1 
war willkiirlich, wir setzten es bei einfachen Integralen mit bestimmten 
Grenzen gleich Null, dasselbe tun wir bei zweifaehen Integralen mit dem 
willkiirliehen 8!.1' dann ist aueh 80

2= 8.!.1' 
1m allgemeinen wird man die 8, (und tl2, tl4, ... , Zahlen, die in dem 

Schema alle in gleieher Hohe stehen, interpoliren miissen. Nun war 

x--:-a 
-A-=+n 

gesetzt worden, sollen also die 8, ( !l2, jj.4, .. , in dem Sche~a schon stehen, 
ohne erst interpolirt werden zu miissen, so muss nA eine Zahl geben, die 
mit einem der Argumente ex zusammenfallt, es miissen daher die Grenzen 
x', x mit den Argumenten angehiiren. Die obige Formel 20a) eignet sieh 
hiernach zu Integrationen von A.rgument zu Argument. So wie wir 
nun durch die Formel fiir die einfache Integration Yon Intervallmitte zu Inter-
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vallmitte eine Formel, die sich besonders geeignet zeigt fUr zweifacho. 
Integration von Argument zu Argument erhalten haben, konnen wir auch 
von der Formel fiir Integration von Argument zu Argument zu einer Formel 
fiir zweifache Integration von Intervallmitte zu Intervallmitte ge
langen. Der Gang der Rechnung ist derselbe wie oben. Man bekommt: 

und hierin ist 
x'-a 1 x-a 1 
-)..--="2+ n', -)..--="2+ n. 

Die von vornherein nicht bestimmbare Constante 0 wird meist so 
angesetzt, dass das Doppelintegral fiir seinen Anfangswert verschwindet. 
Gewohnlich werden auch die Integrationsconstanten gleich mit in die Reihe 
der S eingefiihrt. 

In ganz derselben Weise kann man die Formeln fUr dreifache, mehr
fache, ... Integrale ableiten, es hat aber kein Interesse darauf einzugeben. 
Es bietet, wie man sieht, die mechanische Integration ein sehr bequemes 
Mittel, totale Differentialgleichungen numerisch aufzulosen, aber mit Diffe
rentia,lgleichungen, die die zweite Ordnung iibersteigen, wird der Physiker 
wol selten zu tun haben. 

Fiir Integrationen nach mehreren Variabeln lassen sich zwar auch ganz 
entsprechende Schemata aufstellen, man tut aber hier besser, auf die 
analytjsche Form zuriickzugehen, und wo diese nicht bekannt ist, die Inte
gration !lurch die Lagrangesche Interpolationsformel auszufiihren. 
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Tafel fur die Werte des Integrals 
1\ 

SCI}) = ;; 5 e-t2 dt. 

0 

-

I 

I 

I} 8(3) 

I 

~s I ~'8 I 
I 

3 8(3) ~8 I ~28 

II 

0,00 0,0000000 
0,01 0112833 112833 0 0,30 0,3286267 

0,02 0225644 112811 22 0,31 3389081 
102814 619 

0,03 0338410 112766 45 0,32 3491259 102178 636 

0,04 04511 09 112699 67 0,33 3592785 101526 652 

0,05 0563718 112609 90 0,34 3693644 100859 667 

0,06 0676215 112497 112 0,35 37938 19 100175 6 8~ 

0,07 0788577 112362 135 0,36 3893296 99477 698 

0,08 0900781 112204 1 58 0,37 3992059 98763 714 

0,09 1012806 112025 179 0,38 4090093 98034 729 

201 0,39 41873 85 97292 742 
755 

111824 96537 

0,10 0,1124630 
0,11 1236230 111600 224 0,40 0,4283922 

0,12 1347584 111354 246 0,41 4379690 95768 769 

0,13 1458671 111087 267 0,42 4474676 94986 782 

0,14 1569470 110799 288 0,43 4568867 94191 795 

0,15 1679959 
I 110489 310 0,44 4662251 93384 807 

0,16 1790117 110158 331 0,45 4754818 92567 817 

0,17 1899923 109806 3 52 0,46 4846555 91737 830 

0,18 2009357 109434 372 0,47' 4937452 90897 840 

0,19 2118398 109041 393 0,48 5027498 90046 853 

414 0,49 5116683 89185 861 
869 

108627 88316 

0,20 0,2227025 
0,21 2335218 

108193 434 0,50 0,5204999 

0,22 2442958 1077 40 453 0,51 5292437 87438 878 

0,23 2550225 107267 473 0,52 5378987 86550 888 

0,24 2657000 
106775 492 0,53 5464641 85654 896 

0,25 2763263 
106263 512 0,54 5549392 84751 903 

0,26 2868997 105734 529 0,55 5633233 83841 910 

0,27 2974182 
105185 549 0,56 5716157 82924 917 

0,28 3078800 
104618 567 0,57 5798158 82001 923 

0,29 3182834 
104034 584 0,58 5879229 81071 930 

601 0,59 5959365 80136 935 
940 

103433 79196 

0,30 0,3286267 619 0,60 0,6038561 945 
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{} 8(a) AS A2 8 ft 8 (a) A8 A28 

0,60 0,6038561 
0,61 6116812 78251 945 1,00 0,8427008 

0,62 6194114 77302 949 1,01 8468105 41097 830 

0,63 6270463 76349 953 1,02 8508380 40275 822 

0,64 6345857 75394 955 1,03 8547842 39462 813 

0,65 6420292 74435 959 1,04 8586499 38657 805 

0,66 6493765 73473 962 1,05 8624360 37861 796 

0,67 6566275 72510 963 1,06 8661435 37075 786 

0,68 6637820 71545 965 1,07 86977 32 36297 777 

0,69 6708399 70579 966 1,08 8733261 35529 768 

968 1,09 8768030 34769 760 
749 

69611 34020 I 
0,70 0,6778010 
0,71 6846654 68644 967 1,10 0,8802050 

0,72 6914330 67676 968 1,11 8835330 33280 740 

0,73 69810 38 66708 968 1,12 8867879 32549 7 31 

0,74 7046780 65742 966 1,13 8899707 31828 721 

0,75 7111556 64776 966 1,14 8930823 31116 712 

0,76 7175367 63811 965 1,15 8961238 30415 701 

0,77 7:'38216 62849 962 1,16 8990962 29724 691 

0,78 73001 04 61888 961 1,17 9020004 29042 682 

0,79 73610 35 60931 957 1,18 9048374 28370 672 

956 1,19 9076083 27709 661 
652 

59975 27057 

0,80 0,7421010 
0,81 7480033 59023 952 1,20 0,9103140 

0,82 7538108 58075 948 1,21 9129555 26415 642 

0,83 7595238 57130 945 1,22 9155339 25784 631 

0,84 7651427 56189 941 1,23 9180501 25162 622 

0,85 7706680 55253 936 1,24 9205052 24551 611 

0,86 77610 02 54322 931 1,25 9229001 23949 602 

0,87 7814398 53396 926 1,26 9252359 23358 591 

0,88 7866873 52475 921 1,27 9275136 22777 581 

0,89 7918432 51559 916 1,28 9297342 22206 571 

909 

I 
1,29 9318987 21645 561 

50650 
552 

210 93 

0,90 0,7969082 
0,91 8018828 49746 904 1,30 0,9340080 

0,92 8067677 48849 897 1,31 9360632 20552 541 

0,93 8115635 47958 891 1,32 9380652 20020 532 

0,94 81627 10 47075 88:l 1,33 9400150 19498 522 

0,95 8208908 46198 877 1,34 9419137 18987 511 

0,96 8254236 45328 870 1,35 9437622 18485 502 

0,97 8298703 44467 861 1,36 9455614 17992 49:1 

0,98 8342315 43612 8 55 1,37 9473124 17510 482 

0,99 8385081 42766 846 1,38 9490160 17036 474 

839 1,39 9506733 16573 463 
455 

41927 16118 

1,00 0,8427008 830 1,40 0,9522851 445 

L I I 
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I 

I=f}= =i==8=(f}=) ~1.~~_8 __ .~+I=~_=28==T=f}~I=s~(,a) I as : a's 

1,40 0,95228 51 1 I II I ;;r I 1,41 95385 24 156 73 I 445 1,70 0,9837904 I 
1,42 9553762 15238 435 1,71 9844070, 6166 ' 
1,43 95685 73 148 11 -127 1,72 9850028! 59 58 I 
1,44 9582966 14393 418 1,73 9855785 I 5757 ! 
1,45 9596950 13984 409 1,74 9861346 I 5561 I 

1,46 9610535 13585 399 1,75 9866717 5371 I 
1,47 9623729 13194 39.l 1,76 9871903 I 5186 I 
1,48 9636541 12812 382 1,77 9876910 5007 

365 1,79 9886406 4664 1,49 9648979 12438 374 1,78 9881742 4832 ,11, 

12073 
1,50 0,9661052 4499 
1,51 9672768 117 16 357 

0,9890905 I 
9895245 
9899431 
9903467 
9907359 
9911110 
9914725 
9918207 
9921562 
9924793 

1,80 
1,81 
1,82 
1,83 
1,84 
1,85 

4340 
4186 
4036 
3892 
3751 
3615 
3482 
3355 
3231 

1,52 9684135 11367 349 
1,53 96951 62 11027 340 
1,54 97058 57 10695 332 
1,55 9716227 10370 325 
1,56 97262 81 10054 316 
1,57 9736026 9745 309 
1,58 9745470 9444 301 
1,59 9754620 91 50 294 

1,60 
1,61 
1,62 
1,63 
1,64 
1,65 
1,66 
1,67 
1,68 
1,69 I 

0,9763484 
9772069 
9780381 
9788429 
97962 18 
9803756 
9811049 
9818104 
9824928 
9831526 

1,70 I 0,9837904 I 

8864 

8585 
8312 
8048 
77 89 
7538 
7293 
7055 
6824 
6598 

6378 

286 

I 279 
273 
264 
259 

251 
245 
238 
231 
226 
220 

I 212 

I I 

1,86 I 1,87 
1,88 
1,89 

1,90 
1,91 
1,92 
1,93 
1,94 
1,95 
1,96 
1,97 
1,98 
1,99 

2,00 

0,9927904 
9930899 
9933782 
9986557 
9939226 I 
9941794 
9944263 
9946637 
9948920 
99511 14 

0,9953223 

3111 

2995 
2883 
2775 
2669 
2568 
2469 
2374 
2283 
2194 

2109 

34 

2 12 
208 
201 
1 96 
190 
185 
179 
1 75 
168 
165 

159 
154 
150 
144 
141 
136 
1 3S 
127 
124 
120 

1 16 
1 12 
108 
106 
101 

99 
95 

91 
89 
!!3 

52 



Tafel fur die Werte des Integrals 
Il 

2 f,47:,94 p 
8= r e- dt. 

0 

Il 
I 8(P#) 

II 
Il I 8(1'#) 

II 
Il 

I 8(P#) p p I p 
0,00 0,00000 

I 538 0,40 0,21268 
I 519 0,80 0,41052 465 0,01 00538 538 0,41 2178i 517 0,81 41517 462 0,02 01076 538 0,42 22304 517 0,82 41979 461 0,03 01614 538 0,43 22821 515 0,83 42440 459 0,04 02152 538 0,44 23336 515 0,84 42899 458 0,05 02690 .38 0,45 23851 513 0,85 43357 456 0,06 03228 538 0,46 24364 512 0,86 43813 454 0,07 03766 537 0,47 24876 512 0,87 44267 452 0,08 04303 537 0,48 25388 510 0,88 44719 450 0,09 04840 0,49 :)5898 0,89 45169 

538 509 449 
0,10 0,05378 536 0,50 0,26407 508 0,90 0,45618 446 0,11 05914 

537 0,51 26915 506 0,91 46064 445 0,12 06451 536 0,52 27421 506 0,92 46509 443 0,13 06987 
536 0,53 27927 504 0,.93 46952 441 0,14 07523 
536 0,54 28431 503 0,94 47393 439 0,15 08059 535 0,55 28934 502 0,95 47832 438 0,16 08594 535 0,56 29436 500 

II 
0,96 48270 435 0,17 09129 534 0,57 29936 499 0,97 48605 434 0,18 09663 534 0,58 30435 498 0,98 49139 431 0,19 10197 0,59 30933 0,99 49570 

53! 497 430 
0,20 0,10731 533 0,60 0,31430 495 1,00 0,50000 428 0,21 11264 

53~ 
0,61 31925 494 1,01 50428 425 0,22 11796 532 0,62 32419 492 1,02 50853 424 0,23 12328 532 

I 
0,63 32911 491 1,03 51277 422 0,24 12860 531 0,64 33402 490 1,04 51699 420 0,25 13391 

530 0,65 33892 488 1,05 52119 418 0,26 13921 
530 0,66 34380 486 1,06 52537 415 0,27 14451 
5.29 0,67 34866 486 1,07 52952 414 0,28 14980 
528 0,68 35352 483 1,Oil 53366 412 0,29 15508 0,69 35835 1,09 53778 
527 482 410 

0,30 0,16035 
527 0,70 0,36317 481 1,10 0,54188 407 0,31 16562 
526 0,71 36798 479 1,11 54595 406 0,32 17088 
526 0,72 37277 478 1,12 55001 403 0,33 17614 524 0,73 37755 476 1,13 55404 402 0,34 18138 
524 0,74 38231 474 1,14 55806 399 0,35 18662 523 0,75 38705 473 1,Hi 56205 397 0,36 19185 522 0,76 39178 471 1,16 56602 396 0,37 19707 
522 0,77 39649 469 1,17 56998 393 0,38 20229 520 0,78 40118 468 1,18 57391 391 0,39 20749 0,79 40586 1,19 57782 
519 466 

II 

389 
0,40 0,21268 0,80 0,41052 1,20 0,58171 
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A 
I 8(P~) II 

A 
I 8(P~) II 

~ 

I 8(P~) P P P 

1,20 0,58171 387 1,70 0,84847 277 2,20 0,86216 178 
1,21 58558 384 1,71 75124 276 2,21 86394 176 
1,22 58942 383 1,72 75400 274 2,22 86570 175 
1,23 59325 380 1,73 75674 271 2.,23 86745 172 
1,24 59705 378 1,74 75945 269 2,24 86917 171 
1,25 60083 377 1,75 76214 267 2,25 87088 170 
1,26 60460 373 1,76 76481 26. 2,26 87258 167 
1,27 60833 372 1,77 76746 263 2,27 87425 166 
1,28 61205 370 1,78 77009 261 2,28 87591 164 
1,29 61575 1,79 77270 2,29 87755 

367 258 163 

1,30 0,61942 366 1,80 0,77528 257 2,30 0,87918 160 
1,31 62308 363 1,81 77785 254 2,31 88078 159 
1,32 62671 361 1,82 7803& 252 2,32 88237 158 
1,33 63032 359 1,88 78291 251 2,33 88395 155 
1,34 63391 356 1,84 78542 248 2,34 88550 155 
1,3.5 63747 355 1,85 78790 24& 2,35 88705 152 
1,36 64102 352 1,86 79036 244 2,36 88857 151 
1,37 64454 350 1,87 79280 242 2,37 89008 149 
1,38 64804 348 1,88 79522 239 2,38 89157 147 
1,39 65152 1,89 79761 2,39 89304 

346 238 146 

1,40 0,65498 343 1,90 0,79999 236 2,40 0,89450 145 
1,41 65841 341 1,91 80235 234 2,41 89595 143 
1,42 66182 339 1,92 80469 231 2,42 89738 141 
1,43 66521 337 1',93 80700 230 2,43 89879 140 
1,44 66858 335 1.94 80930 228 2,44 90019 138 
1,45 67193 333 1,95 81158 225 2,45 90157 136 
1,46 67526 330 1,96 81383 224 2,46 90293 135 
1,47 67856 328 1,97 81607 221 2,47 90428 134 
1,48 68184 326 1,98 81828 220 2,48 90562 132 
1,49 68510 1,99 82048 2,49 90694 

323 218 131 

1,50 0,68833 322 2,00 0,82266 215 2,50 0,90825 129 
1,51 69155 319 2,01 82481 214 2,51 90954 128 
1,52 69474 317 2,02 82695 212 2,52 !11082 126 
1,53 69791 315 2,03 82907 210 2,53 91208 124 
1,54 70106 313 2,04 83117 207 2,54 91332 124 
1,55 70419 310 2,05 83324 206 2,55 91456 122 
1,56 70729 309 2,06 83530 204 2,56 91578 120 
1,57 71038 306 2,07 83734 202 2,57 91698 119 
1,58 71344 304 2,08 83936 201 2,58 91817 118 
1,59 71648 2,09 84137 2,59 91935 

301 198 116 

1,60 I 0,71949 300 2,10 I 0,84335 196 2,60 0,92051 115 
1,61 72249 297 2,11 84531 195 2,61 92166 114 
1,62 72546 295 2,12 84726 193 2,62 92280 112 
1,63 72841 293 2,13 84919 190 2,63 92392 111 
1,64 73134 291 2,14 85109 189 2,64 92503 110 
1,65 73425 289 2,15 85298 188 2,65 92613 108 
1,66 73714 286 2,16 85486 185 2,66 92721 107 
1,67 74000 285 2,17 85671 183 2,67 92828 106 
1,68 74285 282 2,18 85854 182 2,68 92934 104 
1,69 74567 2,19 86036 2,69 93038 

280 180 103 

1,70 0,74847 2,20 0,86216 2,70 I 0,93141 
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.:1 
I 8(P~) II 

.:1 

I 8(P~) II 
.:1 

I 8(P~) P P P 
2,70 0,93141 

102 
3,00 0,95698 

69 
3,30 0,97397 

45 2,71 93243 3,01 95767 3,31 97442 
2,72 93344 101 3,02 95835 68 3,32 9748& M 

2,73 93443 99 3,03 95902 67 3,33 97530 44 

2;74 93541 98 3,04 95968 66 3,34 97573 43 

2,75 93638 97 3,05 96033 65 3,35 97615 42 

2,76 93734 96 3,06 96098 65 3,36 97657 .~ 

2,77 93828 94 3,07 96161 63 3,37 97698 41 

2,78 93922 94 3,08 96224 63 3,38 97738 40 

2,79 94014 92 3,09 96286 62 3,39 97778 40 

91 60 39 
2,80 0,94105 

90 
3,10 0,96346 

60 
3,40 0,97817 

359 2,81 94195 3,11 96406 3,50 98176 
2,82 94284 89 3,12 96466 60 3,60 98482 306 

2,83 94371 87 3,13 96524 58 3,70 98743 261 

2,84 94458 87 3,14 96582 58 3,80 98962 219 

2,85 94543 8fi 3,15 96638 56 3,90 99147 185 

2,86 94627 84 3,16 96694 56 4,00 99302 155 

2,87 94711 84 3,17 96749 55 4,10 99431 129 

2,88 94793 82 3,18 96804 55 4,20 99539 108 

2,89 94874 81 3,19 96857 53 4,30 99627 88 

80 53 73 
2,90 0,94954 

79 
3,20 0,96910 

52 
4,40 0,99700 

60 2,91 95033 3,21 96962 4,50 99760 
2,92 95111 78 3,22 97013 51 4,60 99808 48 

2,93 95187 76 3,23 97064 51 4,70 99848 40 

2,94 95263 76 3,24 97114 50 4,80 99879 31 

2,95 95338 75 3,25 97163 49 4,90 99905 26 

2,96 95412 74 3,26 97211 48 5,00 99926 ~1 

2,97 95485 73 3,27 97259 48 

2,98 95557 72 3,28 97306 47 

2,99 95628 71 3,29 97352 46 

70 45 
3,00 0,95698 3,30 0,97397 

L 
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