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П Р Е Д И С Л О В И Е 

В настоящей работе рассматриваются вопросы, так или иначе связан* 
ные с эквивалентностью гауссовских распределений вероятностей в различ­
ных бесконечномерных пространствах (гауссовских бесконечномерных рас­
пределений). 

В первой главе коротко излагаются некоторые результаты, касающиеся 
задания вероятностных (гауссовских) мер в различных линейных простран­
ствах. Подробный обзор общих результатов такого рода имеется, например, 
в работе Прохорова [64] и мы не будем на них останавливаться. 

Во второй главе систематически излагаются результаты об эквивалент­
ности гауссовских распределений вероятностей и плотностях таких распреде­
лений. 

Исследование общих гауссовских мер (условий эквивалентности), 
по-видимому, началось с работ Гаека [51] и Фелдмана 148], хотя некоторые 
частные результаты были получены несколько ранее. Скажем, приведенные 
в примерах 1 и 11 гл. II условия эквивалентности распределений независи­
мых гауссовских величин легко вытекают из общей теоремы Какутани [561; 
винеровский процесс с различными средними значениями (см. пример 3 
гл. II) рассматривался Камероном и Мартином [42], Сигал ом [67]; линейные 
преобразования винеровского процесса (см. пример 4 гл. II) изучались 
Камероном и Мартином [43], Сигалом [67], Сейдменом [66] и т. д. 

В упомянутой работе Гаека [51] доказывается, что гауссовские меры 
либо эквивалентны, либо ортогональны, и предлагается критерий эквива­
лентности, основанный на так называемом «энтропийном расстоянии» между 
распределениями вероятностей (см. теорему 1 гл. II). В работе Фелдмана 
[48] предлагается критерий эквивалентности, близкий к теореме 5 гл. II. 

После этих работ стало ясно, что можно отдельно изучать два случая, 
а именно случай гауссовских мер с различными средними значениями, но 
одинаковыми корреляционными функциями и случай гауссовских мер с 
различными корреляционными функциями, но одинаковыми (равными 0) 
средними значениями (см. п. 1 § 2 гл. II). 

Первый (сравнительно простой случай) рассматривался многими авто­
рами, и соответствующие общие условия эквивалентности (см. теоремы 2, 3 
гл. II) в различных вариантах многократно переоткрывались; сошлемся 
лишь на работы Парзена [59] и Гаека] [52]. Вычисление плотности эквива­
лентных распределений по общей формуле (15) требует решения уравнения 
хорошо известного типа (14), возникающего в задачах линейного прогнозиро­
вания, фильтрации и т. д. (см., например, [27], [52]). Конечно, несмотря 
на наличие общих условий эквивалентности, в каждом конкретном случае 
требуется дополнительное исследование с целью наилучшего выражения 
этих условий в терминах непосредственно заданных характеристик распреде­
лений. Например, в случае стационарных процессов такой характеристи-
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кой является спектральная плотность. Соответствующие этому случаю 
условия эквивалентности даются в примерах 5 (гл. II) и 1 (гл. IV). 

Вопрос об эквивалентности вероятностных распределений имеет суще­
ственное значение для задач статистики случайных процессов (см. введение 
к гл. II); по-видимому, впервые достаточно подробно такие задачи рассмат­
ривались в работе Гренандера [20]. С точки зрения статистических прило­
жений весьма важным является класс распределений, отвечающих гауссов­
ским стационарным процессам с рациональной спектральной плотностью. 
Именно эти распределения и привлекали наибольшее внимание специалистов, 
интересующихся приложениями (см., например, [25, 71, 72]). В частности, 
Слепяном [71] было найдено следующее необходимое условие эквивалент­
ности: спектральные плотности имеют одинаковую асимптотику «на беско­
нечности». Достаточность этого условия (см. пример 5 гл. II), по-видимому, 
впервые была установлена в работах Фелдмана [49] и Пинскера ]24]. Раз­
личные способы вычисления плотности распределений гауссовских стацио­
нарных процессов с рациональным спектром позднее предлагались Гаеком 
[52], Писаренко и Розановым [27], Писаренко [26] и др. В частности, рассмот­
ренный в примере 13 гл. II метод вычисления плотности, связанный с реше­
нием уравнений (23) гл. II, исследован в работе [28] (см. также [11]). 

Упомянутый выше результат Слепяна [71] примыкает к работе Баксте-
ра [40], в которой выявляются своеобразные свойства траекторий гауссов­
ских процессов (см. соотношение (63) гл. II), аналогичные известным ранее 
свойствам винеровского процесса. Это позволяет явно описывать некоторые 
«носители» гауссовских распределений. Дальнейшее распространение ре­
зультатов Бакстера на более широкий класс гауссовских процессов имеется 
в работах Гладышева [15] и Алексеева [1]. 

Первые конкретные условия эквивалентности распределений произволь­
ного стационарного гауссовского процесса и процесса с рациональным спект­
ром были получены в уже упоминавшейся работе Фелдмана [49]. Условия 
эти выражаются в терминах обобщенных преобразований Фурье (см. усло­
вие (53) гл. II), ив дальнейшем были обобщены Апокориным [3] на класс ста­
ционарных процессов со спектральной плотностью, допускающей «факто­
ризацию» типа (52) — см. теорему 11. Отдельные условия эквивалентности 
для распределений гауссовских стационарных процессов (в частности, ус­
ловие (57) ) были получены Алексеевым [2]; в отношении достаточных усло­
вий более ранние результаты такого же типа, как и в [2], имеются в работе 
Пинскера [24]. Некоторые обобщения результатов Алексеева [2] даны 
в обзорной статье Гихмана, Скорохода [14]; в частности, в упомянутой 
статье находится достаточное для эквивалентности условие, близкое к ус­
ловию (54). 

Критерий эквивалентности распределения гауссовского стационарного 
процесса с произвольной спектральной плотностью и распределения гаус­
совского стационарного процесса со спектральной плотностью типа (49), 
(51) — см. теорему 10 — предложен в работе [32]. В этой же работе указы­
вается на тот факт, что эквивалентность распределений гауссовских 
стационарных процессов связана лишь с поведением соответствующих 
спектральных плотностей «на бесконечность» (см. лемму 12). В § 3 г л . II 
проводится детальное исследование условий эквивалентности распределе­
ний, отвечающих стационарным гауссовским процессам. Центральной здесь 
является теорема 9, из которой, в частности, выводятся все основные 
известные ранее результаты (касающиеся рассматриваемого случая). 
Условия теоремы 9 распространяются на нестационарный случай в при­
мере 4 гл. IV. 

Общие условия эквивалентности (типа условий теорем 5—7 гл. II) 
могут быть выражены в терминах связанного с гауссовским процессом «гиль­
бертова пространства с воспроизводимым ядром» (см. по этому поводу рабо­
ты [57, 60, 44, 17]. Это же относится и к плотности эквивалентных распреде-
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лений. Формула (24) в теореме 7, вполне эффективная для плотности рас­
пределений гауссовских стационарных процессов, а также и сама теорема 7 
для этого случая (см. пример 13 гл. II) имеются в работе [35]. ' 

Интересно отметить, что условия эквивалентности распределений ви-
неровского процесса (см. пример 9 гл. II), как это ни странно, были получе­
ны значительно позже, чем аналогичные результаты для более сложных и не 
столь классических случаев. По-видимому, эти условия впервые даны в ра­
ботах Голосова [16], Варберга [75] и Шеппа [70] (см. также [39]). Правда, 
в упомянутой работе Голосова [16] рассматривается не только винеровский 
процесс, но и произвольные гауссовские марковские процессы (см. пример 
10 гл. II). Результаты Голосова [16] завершают более ранние исследования 
Варберга [73, 74]. 

Гауссовские меры в гильбертовом пространстве (см. примеры 7, 8 гл. 
II) специально рассматривались Рао, ВараДерайаном [65]. Это делается 
также в статье Гихмана, Скорохода [14], где дается общий обзор результа­
тов об абсолютной непрерывности вероятностных (не только гауссовских) 
мер. Аналогичный обзор имеется в статье Яглома [77]. 

В третьей главе полученные в гл. II результаты прилагаются к некото­
рым задачам математической статистики, в частности, к задачам построения 
наилучших несмещенных оценок для неизвестных среднего значения и 
корреляционной функции произвольного гауссовского распределения веро­
ятностей. При этом указанные оценки строятся на основе метода «улучшен­
ных оценок» (см., например, книгу Лемана [23]). 

В связи с некоторыми аппроксимационными задачами, возникающими 
В статистике гауссовских распределений, в п. 3 § 1 гл. III исследуется 
структура условных математических ожиданий различных функционалов 
от гауссовского случайного процесса. Основной результат (теорема 1, 
гл. III) представляет собой обобщение известного свойства условных ма­
тематических ожиданий величин из гауссовского семейства на случай 
произвольных полиномов от величин этого семейства. Из указанной тео­
ремы 1 легко получаются известные разложения по так называемым «поли­
номам Эрмита» (см. Ито [54], Винер [8], Вершик [6]). 

Задача об оценке неизвестного (постоянного) среднего значения ста­
ционарного процесса и более общая задача об оценках «коэффициентов рег­
рессии» (см. примеры 3, 4 гл. III) являются наиболее изученными задача­
ми статистики случайных процессов (см., например, [20, 38, 50].) Но даже 
эти, ставшие уже классическими, задачи представляются нам еще открыты­
ми для исследований. Прежде всего мы имеем в виду вопросы о состоятель­
ности наилучших несмещенных оценок, о взаимоотношении их с оценками 
наименьших квадратов и др. В еще более полной мере это касается общей 
задачи об оценках неизвестного «тренда» (среднего значения) гауссовского 
процесса. Постановка такой «непараметрической задачи» (точнее, в которой 
параметрическое пространство является бесконечномерным) имеется в ра­
боте Парзена [59]. В связи с этой работой следует отметить, что наилучшие 
несмещенные оценки, которые в конечномерном случае совпадают с точками 
абсолютного максимума функции правдоподобия (см. п. 2, § 2 гл. III), в бес­
конечномерном случае не могут быть получены методом «максимального 
правдоподобия». Мы в нашей работе рассматриваем случай произвольных 
гауссовских распределений. В частности, в отношении оценок среднего 
значения устанавливаются необходимые и достаточные условия состоятель­
ности (при произвольном расширении «наблюдений»), тесно связанные 
с условиями эквивалентности. Вместе с результатами § 2, гл. II, а так­
же примера I гл. IV это дает весьма эффективные критерии состоятель­
ности. 

В главе IV рассматриваются вопросы о структуре линейных измеримых 
функционалов и преобразований в произвольном линейном пространстве 
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с гауссовской мерой. Постановка этих вопросов, а также детали доказательств 
отдельных вспомогательных результатов взяты из недавней книги Ши­
лова и Фан Дык Тиня [39], в которой рассматриваются распреде­
ления последовательности независимых, одинаково распределенных, гаус­
совских величин или винеровского процесса. 

Нужно сказать, что эти вопросы касаются характера функциональной 
зависимости случайных величин от элементарных исходов и не представляют 
непосредственного интереса для теории вероятностей (за исключением, по­
жалуй, такого раздела, как «задание вероятностных мер», — см. § 1 гл. I). 
Вместе с тем проведенные исследования показывают гармоничную связь 
поставленных вопросов с некоторыми известными задачами теории вероят­
ностей и математической статистики. Упомянем в связи с этим необходи­
мость отыскания различных удобных формул, описывающих структуру ли­
нейных функционалов от случайного процесса — см., например, статью 
Гаека [52]. Даваемое нами решение этих вопросов целиком основывается 
на результатах предшествующих глав (II и III). 



Глава I 

Н Е К О Т О Р Ы Е С В Е Д Е Н И Я О Г А У С С О В С К И Х 

С Л У Ч А Й Н Ы Х Ф У Н К Ц И Я Х 

§ 1. ЗАДАНИЕ ВЕРОЯТНОСТНОЙ МЕРЫ 

Случайной функцией1 £ = l(t) параметра tŒ Т называют семейство слу­
чайных величин \(t) = £(CÙ, t), с о е й , на вероятностном пространстве (Й, 
31, Р) — измеримом пространстве с вероятностной мерой Р на а-алгебре 
множеств 91. Случайные величины %(t) = £(со, t) — действительные измери­
мые функции на пространстве Q—называются значениями случайной функции 
5 = l(t) (фиксированный для каждого отдельного значения l(t) параметр 
t пробегает множество Т). При каждом фиксированном Ш Е Й действитель­
ная функция £(<о, . ) .= |(со, t) от tŒT называется выборочной функцией, 
или траекторией случайной функции | — %(t). 

Пусть X — некоторое пространство действительных функций х = x(t) 
от tŒT, в которое входят все трактории £(со, •) = %(®> t), tŒT, случай­
ной функции I = l(t) (например, этим свойством обладает пространство 
X = RT в с е х действительных функций х = x(t), tŒT). Обозначим 35 
минимальную сг-алгебру множеств функционального пространства X , со­
держащую все цилиндрические множества этого пространства: 

ад х м е г (1) 
(указанное множество (1) состоит из тех функций х = x(t)9 для которых зна­
чения U(^),..., x(t„)] во взятых точках tly..., tnŒ Т задают вектор, принадле­
жащий борелевскому множеству Г n-мерного векторного пространства Rn). 
Отображение £ = £(со, •), при котором каждому Ш Е Й отвечает соответ­
ствующая выборочная функция £(со, •) = |(со, t) от tŒT — элемент про­
странства X , — является измеримым отображением из вероятностного про­
странства (Q, 21, Р) в измеримое пространство (Х,35). Множества A Œ 21 
вида А = {I Œ В} — прообразы множеств В Œ 35 при указанном отобра­
жении £ = £(о), •) — в совокупности образуют or-алгебру; эта 0-ал-
гебра Щ является минимальной 2 среди а-алгебр множеств, содержащих 
все множества вида 

[ Ш , . . Ш 1 Е Г (2) 
(указанное множество состоит из тех элементов со Œ для которых значения 
[|(а>, / i ) , . . . , i(co, tn)] задают вектор, принадлежащий борелевскому множе­
ству Г д-мерного векторного пространства Rn), или, как иначе говорят, 

1 Случайную функцию £ = g (t) действительного параметра t ЕЕ Т обычно называют 
случайным процессом. 

2 См., например, [30, стр. 201]. 
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о-алгебра Щ порождается величинами t ЕЕ Т. Вероятностная мера Pc, 
определенная на а-алгебре ©-соотношением 

Pz(B) = P{lŒB},B Е Е © , (3) 

называется распределением вероятностей случайной функции I = l(t) (в со­
ответствующем функциональном пространстве X). 

Обратимся к вопросу о том, когда заданное семейство действительных 
величин^/) = £(со, t) на пространстве Q (параметр t пробегает множество Т) 
является случайной функцией с заданным распределением вероятностей Р^ 
точнее, когда существует вероятностная мера Р в пространстве Q, связанная 
с заданным распределением Р% соотношением (3). При этом предполагается 
конечно, что множество l(Q) всех выборочных функций |(со, • ) — /) от 
/ е Т рассматриваемого семейства величин £(/), tÇEïT, принадлежит про­
странству X. Легко видеть, что такая вероятностная мера Р существует 
тогда и только тогда, когда множество £(Й) имеет полную внешнюю меру 

Рг(В) = \приВ=> ЦО) (4) 
для любого измеримого множества ВЕЕХ. 

Действительно, если Р% — распределение вероятностей случайной 
функции £ = %(t), то для всякого множества Г Е X, лежащего в дополне­
нии к множеству £(ß), прообраз ЕЕ Г} является пустым множеством и 

^ ( П = ^ { 5 е П = о. 
С другой стороны, для любых множеств Bl9 В2 Œ 95, имеющих один и тот 
же прообраз ЕЕ Вг} = ЕЕ 5 2 } , симметрическая разность Вг о В2 = 
= ( 5 1 \ i B 2 ) U (В2\В1) входит в дополнение к множеству l(Q) и при условии (4) 

/ 4 ( ^ 0 ^ ) = 0, P c ( 5 i ) = P c ( ß a ) . 

Поэтому соотношение 
P{tŒB} = Pz(B), S E S (5) 

определяет однозначную функцию Р = Я (Л) на а-алгебре 9% всех множеств 
вида А = {I 6 ß } , ß еЭ5 (порождаемой величинами £(/), /ЕЕ Т). Очевидно, 
Р есть вероятностная мера и £ = — случайная функция на вероятност­
ном пространстве (Q, Sl̂ , Р) с заданным распределением вероятностей Р. 

Вероятностная мера Р на а-алгебре 31, порождаемой величинами c(t), 
tŒ TV однозначно определяется конечномерными распределениями Pu in% 

каждое из которых представляет собой борелевскую меру в соответст­
вующем n-мерном векторном пространстве Rn: 

Pu 1П(Т) = Р{1Ш,-~ Л М е Г } (6) 
(Р^,..., *л является распределением вероятностей случайного вектора [£(0> 

l(tn)]). Именно, «цилиндрические множества»вида (2) образуют алгебру и 

P(A) = mi%P(Ak), (7) 
k 

где нижняя грань берется по всем множествам Au вида (2), в совокупности 
покрывающих множество A Œ 9t. В частности, это относится и к распределе­
нию вероятностей Р% в соответствующем функциональном пространстве X — 
вероятностной мере на а-алгебре 95, порожденной «непосредственно за­
данными» величинами = t) на пространстве X вида 

Цх, t) = x(f), XŒX (8) 

(фиксированный для каждого функционала 1(х, t) = x(t) от х ЕЕ X параметр 
t пробегает множество Т). 
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Обозначим TxRn т борелевское множество в n-мерном пространстве 
векторов [x(tx)9...9\ x{in)], такое, что [x(tn),...9 x(f£jn)\ Е Г ( Г — борелев­
ское множество в m-мерном подпространстве Rm^Rn), а остальные коорди­
наты л: (ti) являются произвольными. Конечномерные распределения являют­
ся согласованными в том смысле, что 

Р(....,(п(ТхРГТ)-Р^.,<(ГТ(Г) (9) 

для всех множеств указанного типа. 
Пусть X = RT — пространство всех действительных функций х = x(t).9 

tŒT. Согласно известной теореме Колмогорова, всякое согласованное 
семейство распределений Ptlt...,in задает на алгебре всех цилиндрических 
множеств (1) и (2) н е п р е р ы в н у ю а д д и т и в н у ю ф у н к ц и ю 
Р (определяемую формулой (6), в которой фигурируют «непосредственно за­
данные» величины вида (8)). Эта функция однозначно продолжается в ве­
роятностную меру Р на а-алгебре 35. «Непосредственно заданная» случай­
ная функция g = l(t) с указанными значениями = £ (х9t) на вероятност­
ном пространстве (X, 35, Р) имеет конечномерные распределения, совпадаю­
щие с исходными согласованными распределениями Ptu...,tn-

Отправляясь от распределения вероятностей Р в функциональном про­
странстве Х9 можно определить (см. формулу (5)) вероятностную меру в 
соответствующем пространстве Q. _ _ 

Случайные функции g = g (/) и g = l(t) со значениями на одном и том 
же вероятностном пространстве (Q, 21, Р) называются эквивалентными, 
если с вероятностью 1 (для почти всех (ÔGQ) 

£(©, /) =!(©, t) 

при каждом фиксированном tŒT. Очевидно, конечномерные распределе­
ния эквивалентных случайных функций совпадают. Переходя к эквивалент­
ной случайной функции | = £(/) с траекториями в том или ином функцио­
нальном пространстве Х9 можно определить (см. формулу (3)) вероятност­
ную меру в этом пространстве1. 

Случайная функция 1 == I (t) параметра / Œ Т со значениями l(t) = 
— g(co, /), ш Е Й н а вероятностном пространстве (Q, 9f, Р) называется гауссов­
ской, если все ее конечномерные распределения являются гауссовскими. 
Гауссовской будем называть и вероятностную меру Р на а-алгебре 2%, по­
рожденной всеми величинами 5(4, tŒT. 

Напомним, что распределение вероятностей Р в n-мерном векторном 
пространстве Rn называется гауссовским, если характеристическая функция 

Ф (и) = J е*(»> Х^Р {dx)f и Œ Rn 

п 

(здесь {и, х) = 2 uk*k означает скалярное произведение векторов 
v k=i 
и = (ul9..., ип) и х = {xl9..., Хп)^ имеет вид 

,ф(и) = ехр{/(и, А)~^(Ви,и)^> uŒRn, (10) 

См., например, далее § 3. 
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где А = (Ах,..., A r t) s Я* — так называемое среднее значение, a ß — ли-
нейный положительный оператор (задаваемый корреляционной матрицей 

{и, А) = J (и, *)P(d*), 
я" 

( ß w , o ) = J [(«/, х) — (и, A)] [(v, x)~(u, A)]P(dx); и, и е / ? л . 
я" 

Распределение вероятностей Р со средним значением А и корреляционным 
оператором В сосредоточено в га-мерной гиперплоскости L пространства 
Rn (m — ранг корреляционной матрицы), которая может быть описана как 

L = А + BRn 

(L есть совокупность всех векторов у Œ Rn вида у = А + Вх, х Œ Rn), 
Именно 

P(Rn\L) = О, 

причем распределение вероятностей в L абсолютно непрерывно относитель­
но лебеговской меры dy: 

P{T) = ^p{y)dy, (И) 
TÇ]L 

где плотность распределения р(у), у Œ L имеет вид 

(здесь det ß означает определитель матрицы, задающей оператор В в под­
пространстве Rm = BRn, a ß - 1 есть оператор в этом подпространстве, об­
ратный к ß) . 

Каждое из конечномерных распределений Ptlt...,tn гауссовской слу­
чайной функции £ = l(t) от t Œ Т имеет среднее значение [А(^),..., A(tn)] 
и корреляционную матрицу {B(tk, t/)}, где A(t), t Œ T, — среднее значение 
случайной функции Ъ> = \ (t), a ß(s, 0; s,tŒ T,— ее корреляционная функция1: 

Л ( / ) = £6(/), 
ß(s, о = ^ IE (s) — i4 (s)] [g (0 — Л (01; М е Г 

Таким образом, гауссовская мера Р на а-алгебре 2% однозначно определя­
ется своими средним значением A{t)f t Œ Т, и корреляционной функцией 
B(s, t); s, tŒT. 

Среднее значение A(t), t Œ T, может быть произвольным, a корреляцион­
ная функция ß(s, t); s, tŒT, удовлетворяет лишь условию положительной 
определенности 

2 ckCjB(tk, t})>0 (14) 

для любых t1,..., tn Œ T и действительных C i , . . . , с л . Для всяких функций 
A(t),t ŒT,YL положительно определенной ß(s, f); s, tŒT, существует гаус­
совская случайная функция с таким средним значением A(t), tŒT, И кор­
реляционной функциейß(s, t); s, tŒT. Именно, гауссовские распределения 
Ptu...,tn со средними значениями [A (t^,..., A(tn) и корреляционными 

1 Е\ означает математическое ожидание случайной величины Е, = Е, (со) на вероятност­
ном пространстве (Q, Р): Е\ = J | (со) Р (dco). 
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матрицами {B(tk, tj)} являются согласованными и задают гауссовскую 
меру Р в пространстве X = RT всех действительных функций х = x(t) 
от / Т, определенную на а-алгебре 35 = Щ, которая порождается «непо­
средственно заданными» величинами l(t) = l{x,t) на X вида (8) (параметр 
t пробегает множество Т). 

§ 2. ГАУССОВСКИЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ. 
НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ О СХОДИМОСТИ 

Рассмотрим последовательность случайных величин \ п (œ), п = 1, 2,. , . 
на некотором вероятностном пространстве (й, 3t, Р). Говорят, что после­
довательность £ л, /г = 1,2,... сходится по вероятности на множестве Л е й 
к некоторой величине | — £(оо), если для любого е ^> О 

lim Р ({J ^ — g J > е } Q Л) = 0. (15) 
А2->00 

Как известно, последовательность м = 1, 2,... сходится по вероятности 
тогда и только тогда, когда она фундаментальна, т. е. на том же множестве 
А сходится по вероятности к 0 последовательность Апт = g„ — | m , п, m = 
- 1 , 2 , . . . 

Т е о р е м а 1. Если последовательность гауссовских величин £п (п = 
— 1, 2,...) сходится по вероятности на некотором множестве A е= 3f положи­
тельной меры (Р(А) ^> 0), то она сходится в среднем: 

UmE[în~l]* = 0. 
м->оо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим гауссовские величины Апт = 
= In — Im- Д Л Я ЛЮбоГО 8 > 0 

где апт = Eànm, о2

пт = Е(кпт — апт)2. Предположим, что последователь­
ность In (п = 1, 2,...) не сходится в среднем, что равносильно условию 

lim (ailm + бл,п) > 0. 
п, т~>оо 

Легко видеть, что при этом условии для некоторого достаточно малого 
п о л о ж и т е л ь н о г о е 

Ш Р { | Д „ т | > е } > 1 - / ? / 2 , 
п, т->со 

где р = Р(А) > 0. Но тогда 

Ш Р ( { | Д п т | > е } П Л ) > р / 2 , 
п, т~>оо 

что противоречит условию (15). Поэтому 

lim Eànm=-- Hm (а\т + <s2

nm) =• 0, 
п, m-»oo /г, m-»oo 

т. е. последовательность^^ = 1,...)> фундаментальна в среднем и, следова­
тельно, сходится в среднем, что и требовалось доказать. 

В частности, если последовательность гауссовских величин (п = 1 , 2,...) 
сходится с положительной вероятностью (т. е. сходится для всех со аз 
некоторого множества A Œ 21 положительной меры), то она сходится в 
среднем. 
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Рассмотрим последовательность независимых гауссовских величин 
l„(n = 1, 2, ...)• 

00 

Т е о р е м а 2. Ряд 2 il сходится с положительной вероятностью 
00 

тогда и только тогда, когда сходится ряд 2 Ell. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Поскольку 

оо оо 

"2 Ell = Е 2 £п» 

гг=1 /г=1 

оо оо 

то из сходимости ряда 2 Ell вытекает, что величина 2 £л(<о) является 
со 

конечной для почти всех о) ЕЕ т. е. ряд 2 сходится с вероятностью L л = 1 

Пусть теперь ряд 2 ^ сходится с положительной вероятностью (в силу 
п=1 

известного закона нуля или единицы он сходится с вероятностью 1). Тогда 
последовательность 1п (п = 1,2,...) сходится к 0 в среднем: Е ll->- :0 при 
м-> оо (см. следствие теоремы 1). Положим ап = Е1п, ®п = Е(1п — Я л ) 2 -
Тогда 

al + cl = E(l'nf+ \ ^ ^ е х р { - ^ ^ } ^ , 

где случайные величины ln = |'Л (со) определены как 

Ел И = 
ln((û) При |5Л | < 1, 

О при | Ё Я | > 1 . 

При al i - б я —> 0 имеем 

™ Л ( * ~ а л ) 2 

V 

так что 

Согласно хорошо известной «теореме о трех рядах», для сходимости 
со 

(с вероятностью 1) ряда 2 и з независимых величин лг = 1, 2, . . . 
л = 1 

со 

необходимо, чтобы 2 Е {Inf < оо. Но £ (Inf ~а1 + вп и, следовательно, 
i 

ОО 00 

из сходимости ряда 2 £л вытекает, что 2 f ^ + ^ X 0 0 ' л = 1 л = 1 
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§ 3. ГАУССОВСКИЕ ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЫ 

1. Гауссовские величины в гильбертовэм пространстве 

Случайная величина g в евклидовом n-мерном пространстве R" называ­
ется гауссовской, если гауссовским является ее распределение вероятностей 
(см. выше, § 1). Очевидно, что случайная величина %EERN является гауссов­
ской тогда и только тогда, когда при каждом UEER" гауссовской является 
действительная величина %(и) — (и, g) (равная скалярному произведению 
элементов и, I Œ RN). Действительно, характеристическая функция ср(а), 
и Œ RN, распределения вероятностей случайной величины I ЕЕ RN совпадает 
в точке и ЕЕ RN со значением характеристической функции действительной 
случайной величины £(ц) = (и, £) в точке 1 и имеет вид 

9 ( M ) = £e'<"^) = exp|t(a, A) — y ( ß w , UŒR" 

(см. формулу (10)), где (и, А) — среднее значение, а (Ви, и) —дисперсия 
гауссовской величины l(u) = (и, g). 

Очевидно также, что случайная величина I ЕЕ RN является гауссовской 
тогда и только тогда, когда гауссовской является случайная функция вида 
1(и) = (ц, I) от и Œ RN. 

Случайный элемент £ гильбертова пространства U, т. е. функция £ = |(со) 
на некотором вероятностном пространстве (Q, 21, Р) со значениями 
в U, называется случайной величиной в U, если скалярное произведение (и, 
£) при каждом и Œ U является действительной случайной величиной (изме­
римой функцией на вероятностном пространстве (Q, 3t, Р)), иначе говоря, 
если функция £ = g(co) о т ш е й является слабо измеримой г . 

Случайная величина g в гильбертовом пространстве U называется гауссов­
ской, если при каждом и ЕЕ U гауссовской является действительная случай­
ная величина %(и) = (и, £).' Это также равносильно тому, что гауссовской 
является случайная функция %(и) = (и, £) от a Œ U, поскольку гауссов-
скими будут не только отдельные величины %(и) = (и, £), но и любые вектор­
ные величины [| (иг),..., 1(ип) ] . В самом деле, для любого вектора X = 
= f ^ i , - . . , ХП] в n-мерном векторном пространстве RN скалярное произведение 

п 

2 hkî {tik) есть 

п п 

2 Я*Е(И*) = Е(2 Я,*и*) = 5(и), 

п 

гдеа=2 XkUkŒ:U, а по условию величина 1(и) = (и, g) является гаус-
k=i 

совской. 
Всякий элемент л; ЕЕ U гильбертова пространства U можно отождествить 

с функцией х(и) = (и, х) от и ЕЕ U (линейным непрерывным функционалом 
на U). В соответствии с этим случайную величину g ЕЕ U можно отождест­
вить со случайным линейным непрерывным функционалом %(и) = (и, £) на 
пространстве U (см. далее п. 2). 

Очевидно, среднее значение 

А(и) = Е(и, I), UŒU 

является линейным функционалом, а корреляционная функция 

В(и, V) = Е[(и, 1) — А(и)] [{V, I) —A{v)l U,VŒ U, 

1 См., например, [22]. 
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билинейным положительным функционалом. При этом, поскольку при 
каждом фиксированном © Е Й скалярное произведение (и9 I) есть непрерыв­
ная функция от и Œ U у то для гауссовской функции %(и) = (и9 £) от и ЕЕ V 
должна иметь место и непрерывность в среднем (см. теорему 1 § 2) 

lim Е[(и, l)~{v, 1)]2 = 0 (16) 

||и—о||-*0 

(II и I означает норму элемента и ЕЕ U). Но 

El(u9 l) — (v9 6)la = A(u-vY + B(u-v9 u-v) 
и условие (16) означает непрерывность функционалов А(и),и ЕЕ U, В(и9 v); 
и9 V Œ U. 

Как всякий линейный непрерывный функционал, среднее значение А{и), 
и ЕЕ U9 представимо в виде 

А(и) = (и9 А)9 UŒU. (17) 

Указанный элемент A Œ U называется средним значением случайной вели­
чины % ЕЕ U. 

Таким образом, всякая гауссовская величина £ ЕЕ U является слабо интег­
рируемой: существует среднее значение A Œ U такое, что 

(и9 Л) = 5 (и, g (со)) Р {diù) 

при всех и Œ U. 
В случае сепарабельного гильбертова пространства U гауссовская вели­

чина I = i(co) является и сильно интегрируемой функцией от со ЕЕ* fi. Имен­
но для сильной интегрируемости функции £ = |(со) от со Œ fi в сепара-
бельном гильбертовом пространстве необходимо и достаточно, чтобы она 
была слабо измерима и числовая функция |||(со)||была интегрируемой1. 
Для гауссовской же величины I интегрируемой является даже функция 
||Е(со)||2 от со ЕЕ fi (см. формулу (19)). При этом сильная интегрируемость оз­
начает, что функция I = i(co) от со ЕЕ fi является пределом последователь­
ности счетно-значных функций %п = In (со); п — 1, 2,... (функции 
în = In (со) принимают лишь счетное число различных значений Хы ЕЕ U 
на соответствующих измеримых множествах Akn Œ fi), таких что 

2 II xkn 1 • Р (Afe„) < о о . Именно 
п 

l im [ 1 i (со) — 1п {(ù)\P{da) = О 

и среднее значение Л = есть 

А = С g (CÛ) Р (dm) = lim 2 Jt f t nP (Д*„). 
Й n 

Как всякий билинейный положительный непрерывный функционал, 
корреляционная функция В(и9 v); и9 v ЕЕ U9 представима в виде 

В(и, v) = (Виу v); и9 v е U9 (18) 

где В — линейный положительный оператор в гильбертовом пространстве 
£/, называемый корреляционным оператором. Для гауссовской случайной 
величины I ЕЕ U корреляционный оператор В всегда является ядерным (см. 

1 См., например, [22]. 
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далее п. 2), т. е. имеет конечный следБр В, определяемый формулой 
со 

где U u ^2»*-« — полная ортонормированная система в гильбертовом простран­
стве U. При этом 

00 со 

6= 2 ( S . "*)«*; II 11 = S (Sr « * ) 2 

^ l S P = S ( ß ^ a*) = S p 5 < o o . ( 1 9 ) 
k=i 

П р и м е р 1. Гауссовские величины в функциональном пространстве 
L2. Пусть I = I (t) — гауссовский случайный процесс на отрезке Т = 
= [а, Ь] действительной прямой со средним значением A (t), / Œ 7\ и корреля­
ционной функцией JB(S, /); s, tŒT, которые удовлетворяют условию: при 
всех s, t Œ T 

lim [A (s) — A(t)] = 0, 
s-*t 

lim [В (s, s) — 25 (s, 0 - h ß *)] = °-
s->t 

Это условие означает непрерывность в среднем случайного процесса I = 

lim£[Ê(s) — Ç ( 0 ] 2 = 0. 

Как известно S в этом случае существует эквивалентный измеримый про-
цесс (со значениями %= | ( с о , *)), т. е. такой, что функция t = f(co, О 
пары переменных (со, /) на произведении пространств QxTявляется измери­
мой. Будем считать, что измеримым является сам исходный гауссовский 
процесс I = 1(f). 

Предположим, что выполняется также условие 

J ' i 4 ( 0 a A < o o , ^B(t, t)dt<oo. 
T T 

Это условие означает, что 

^ Я Ё ( О а Л < о о . 
т 

По теореме Фуббини о повторном интегрировании 

J £Ê(OaA = § J Ê(G>, t)*dt<оо, 
T Q T 

и почти все выборочные функции g(co, •) = £(со, f) от tŒT принадлежат 
гильбертову пространству L 2 действительных интегрируемых в квадрате 
функций и = u(t) от £ Œ Т со скалярным произведением 

1 См., например, [21, стр. 61]. 
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Переопределив значение 5 (со, t) для тех COŒQ, при которых выборочные 
функции I (со, •) = I (со, t), /G 71, не входят в L 2 (множество таких со ЕЕ Q 
имеет меру 0), можно перейти к измеримому гауссовскому процессу 
I = £ ( / ) , в с е выборочные функции S (со, •) = ?(со, t) от / Œ Т которого 
принадлежат гильбертову пространству L 2 . 

Таким образом, случайную функцию ? = £ (со, •) можно рассматривать 
как случайный элемент в гильбертовом пространстве ZA 

Рассмотрим скалярные произведения 

{и, I) = Jj и (t) I (со, t) dt, UŒU. 

Поскольку I = i (со, t) есть измеримая функция переменных (со, t), то при 
каждом фиксированном UŒU действительная функция (и, I) от со Œ ß так­
же измерима — является случайной величиной. 

Таким образом, g = £ (со, • ) — с л у ч а й н а я в е л и ч и н а в 
гильбертовом пространстве ZA 

Используя теорему о повторном интегрировании, легко подсчитать, 
что случайная функция %(и) = (и, £) от uŒU имеет среднее значение 

А (и) = ^ и (t) A (t) dt = (и, A), UŒU, 

т 

и корреляционную функцию 

В (и, v) = ^u(s)v(t)B(s, t)dsdt = (Bu, v); и, D E C V , 
TT 

где корреляционный оператор В задается ядром B(s, t)\ s, t Œ T: 

Bu(i) = ^ В (s, t)u(s)ds.~ 
T 

Легко видеть, что случайная величина ÎŒL2 является гауссовской. 
Действительно, для непрерывной функции u = u(t)oT tŒT случайная ве­
личина (и, I) = \ u(t)-l(t)dt является пределом в среднем гауссовских 

г 
величин вида 

S u(tk)l(tk)(tk — tk-x), 

где а = t0 <^ ti . . . ^ ta = b. Именно. 

У Е [(и, I) - 2 и (tk) I (tk) (tk-h^J < 

< 2 l / E [ S t l ^ l ^ d t - U i t ^ K t ^ i t . - t ^ ) 1 2 

k=l f *ÄHL 

<(b — a)sup{ sup \u(t) — u(tk)\ sup YEll{t)~l(tk)]2}-+0 

П р и ft CO. 

Для произвольной же функции uŒb2 величина (и, ?) является преде­
лом в среднем гауссовских величин (ип, £), где ип = и л (/); / 1 = 1 , 2 , . . . — 
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последовательность непрерывных функций, сходящаяся в среднем к функ­
ции и = и (t): 

Щи, I) — (tin,î)]2 = А(и — ип)2+ В(и — ип, и—ип)-*0 при \\и — ип\\ - > 0 . 

2. Гауссовские линейные функционалы на счетно-
гильбертовых пространствах 

Пусть U — произвольное полное сепарабельное счетно-гильбертовое 
пространство 1 с системой скалярных произведений 

(и, v)u (и, i > ) 2 , . . . 

таких, что нормы || и ||„ =V(u, и)п монотонно неубывают, т. е. U — линей­
ное топологическое пространство с системой окрестностей нуля вида 

{u:\u\n <г}\ п=1, 8 > 0. (20) 

Пространство U совпадает с пересечением гильбертовых пространств Un 

(п = 1, 2,...), каждое из которых получается пополнением U по соответствую­
щей норме I и \п. Пространство X всех линейных непрерывных функциона­
лов х = (и, х) на U совпадает с объединением пространств Хп, каждое из 
которых является сопряженным к соответствующему гильбертову простран­
ству ип(п = 1, 2,...): 

ОО ОО 

u= п ип, х= и хп 

(при ЭТОМ t/j Э (/ 2 3 . . . И Xi ÇZ Х2 Ç= . . . ) . 
[Обозначим 35 минимальную а-алгебру, содержащую все цилиндрические 

множества пространства X — всевозможные множества вида (1): 

[(ии *),..., (ип, х)] Œ Г, 

где ui9... ип Œ U9 а Г — борелевские множества соответствующего n-мер­
ного векторного пространства Rn. 

Покажем, что 25 есть борелевская о-алгебра множеств пространства X 
относительно слабой топологии2. 

/ Действительно, слабые окрестности точки хЕЕХ определяются как мно­
жества вида 

V = {у: I (ии у — х)\ < б , . . . , J (ип, у — х)\ < е}, 

где unŒU и 8 > 0. Очевидно, борелевская а-алгебра содержит 
все цилиндрические множества и потому содержится в этой а-алгебре. 
Выберем теперь в с ю д у п л о т н у ю в сепарабельном пространстве 
U последовательность vu v2,... Рассмотрим «шар» S m , %(х) = {у: || у — х\\ ^ 
^ /?}, определяемый как множество всех элементов у ЕЕ X, лежащих вместе 
с х ЕЕ X в гильбертовом пространствеХт ç= X, для которых норма l'y — х \\т 

в этом пространстве не превосходит указанного R. Легко видеть, что 

Sm,R(x)= (\{у. \(Vk, У — x)m\<R}, 
k 

где пересечение берется по всем k, для которых ( Vk \т < 1 • Видно, что каж­
дый шар S m , R (х) входит в а-алгебру 35. Пусть теперь G — произвольное 
открытое множество в Х.„ Поскольку 

00 оо 

Х= U U Sm,R, 

1 См., например, [9, стр. 78]. 
8 Т. е. S3 есть минимальная б-алгебра, содержащая все открытые множества. 

2 Тргдн ми АН, т. 108 17 



оо оо 

где Sm, i?= S m , R (0), то G = U U (G П 5 m , я). Если * о З П Sm, /?, то найдет-
ся некоторая окрестность V указанного выше вида, такая что XEEVÇ] S m , #. 
Если эта окрестность определяется элементами ии..., ип и г^> 0, то можно 
подобрать элементы i^,..., из выбранной ранее всюду плотной после­
довательности Vi, v2,..., так, чтобы J И/ — ^ . | т < ( ^ при всех / = 1,..., п, 

где 0 < г < е и r — рациональное число. Тогда пересечение VR 0 S m , я вхо­
дит в пересечение V Q S m , где VR есть окрестность вида 

1̂ г = { у : \(vkl, у — х)\<г, |t,Ä n, ^ — ^ ) | < г } . 

Таким образом, G = i / (Vr П Sm, я), где объединение берется по с ч е т н о-
м у ч и с л у множеств вида VR П S m , я, так что произвольно взятое откры­
тое множество G s X входит в а-алгебру 35, что и требовалось показать. 

Пусть (Q, 2(, Р) — некоторое вероятностное пространство. Пусть для 
каждого со ЕЕ Ü имеется определенный элемент I (со) в пространстве X, со­
пряженном к счетно-гильбертову пространству U, т. е. линейный непрерыв­
ный функционал (и, £) = (и, I (со)), uŒ U. Для того чтобы при любом фикси­
рованном tiŒ U действительные функции (и, I) = (и, I (со)) от сое Q были 
измеримыми (иначе говоря, были случайными величинами на вероятностном 
пространстве (Q, 2(, Р)), необходимо и достаточно, чтобы была измеримой 
функция £ = £(со) со значениями в измеримом пространстве. (X, 33), где 
35 — минимальная а-алгебра, содержащая все цилиндрические множества 
пространства X. Измеримую функцию (1=1 (со)) будем называть случайной 
величиной в пространстве X — пространстве всех линейных непрерывных 
функционалов х = (и, х) на счетно-гильбертовом пространстве U. Величи­
на £ €Е X представляет собой случайный линейный непрерывный функционал 
на U — случайную функцию I = (и, I) параметра UŒU, каждая из траек­
торий Е(со, •) = (и, I(со)), UŒ U которой является линейным непрерывным 
функционалом на U. 

Случайную функцию 1(и) параметра UŒU назовем случайным ли­
нейным функционалом (в широком смысле), если для любых uiy и2ЕЕ U и дей­
ствительных чисел %i, Х2 

I (XiUi + Х2и2) = Xil (щ) + Х21 (и2) ) 
(с вероятностью 1) и 1 (21) 

E[t(u)-t№-+0 ) 

при u-+v (имеется в виду сходимость в счетно-гильбертовом пространстве 
U: \\и — v | |т —>- 0 для каждого m = 1,2,...). 

Легко видеть, что случайная функция I = I(и) параметра uŒ U явля­
ется случайным линейным функционалом в широком смысле тогда и только 
тогда, когда ее среднее значение А (и), UŒU, является линейным непре­
рывным функционалом на счетно-гильбертовом пространстве U, а кор­
реляционная функция В (и, v); и, VŒU, является билинейным непрерыв­
ным функционалом на U (называемым корреляционным функционалом). 

Среднее значение случайного линейного функционала (в широком смысле) 
допускает представление в виде 

А(и) = (и, А)п, UŒ U, (22) 

где А — определенный элемент некоторого гильбертова пространства Un-
Корреляционный функционал допускает представление в виде 

В (и, v) = (Bu, v)n\ и VŒU, (23) 



где В — симметрический положительный непрерывный линейный оператор 
в некотором гильбертовом пространстве Un (называемый корреляционным 
оператором) i . 

Отметим, что формулы (22) и (23) для среднего значения А(и), и Œ с7, 
и корреляционного функционала В (и, v), и, VŒU, имеют место для всех 
достаточно больших п, так как непрерывность в гильбертовом пространстве 
ип влечет за соб непрерывность и в гильбертовом пространстве Un+P\ 
р = 1, 2,. . . (поскольку \\и\\п « С I и \\п+р)- Соответствующие среднее значе­
ние Л Е Un и корреляционный оператор В зависят, конечно, от п. 

Отметим также, что случайный линейный функционал I = l(u), UŒU 
(в широком смысле) может быть по непрерывности продолжен на соответст­
вующее гильбертово пространство Un, в котором непрерывны среднее значе­
ние и корреляционный функционал; именно для любого элемента vŒUn 

существует предельная величина l(v): 

E\l(v) — l(u)f 0 при и v (и Ez U), [(24) 

и случайная функция £ = l(v) параметра vELUnc определенными таким 
образом значениями l(v), VŒ Un, представляет собой случайный линейный 
(в широком смысле) функционал на гильбертовом пространстве Un. 

Случайный линейный непрерывный функционал I = (и, I) называется 
гауссовским, если все его значения (и, £), и ЕЕ U, являются гауссовскими слу­
чайными величинами (иначе говоря, гауссовской является случайная функ­
ция I = (и, I) параметра UŒU). 

Рассмотрим гауссовский линейный непрерывный функционал £ = (и, I), 
и ÇE U. При каждом фиксированном со Œ Й (hui + Ä,2H2» I) = К (ui9 I) + 
+h2 (u2f l), каковы бы ни были ии и2 GE: U и действительные числа Ки 12 

и, кроме того, 
ни, D- (v, т-+о 

при и —> v. Удовлетворяющая этим условиям гауссовская функция £ = 
= (м-, £) параметра UÇEU должна удовлетворять И условию (21) (см. теорему 
1), т. е. гауссовский линейный непрерывный функционал I = (и, I) одно­
временно является и случайным линейным функционалом в широком смысле 
(является непрерывным в среднем). 

Обратимся к вопросу о том, когда существует гауссовский линейный 
непрерывный функционал 5 Е Е Х , эквивалентный заданному гауссовскому 
линейному функционалу 1= I (и) в широком смысле, т. е. с вероятностью 1 

I (и) = (и, I) 
при каждом UŒU. 

При рассмотрении этого вопроса, не ограничивая общности, можно счи­
тать, что среднее значение Л (а), и Œ U, являющееся линейным непрерывным 

1 Непрерывность линейного функционала означает, что 

А(и)-+ A (v) 

при и—> v. Это равносильно ограниченности линейного функционала на некоторой окрест­
ности нуля: I А (и) К 8 при uEîU. Но всякая окрестность нуля содержит некоторую окрест­
ность типа (20), так что \А (и)\^ е при | |н| | л < ô (для некоторого п и Ô). Следовательно, 
непрерывность линейного функционала на счетно-гильбертовом пространстве U означает его 
непрерывность в некотором гильбертовом пространстве Un. Аналогично, непрерывность би­
линейного функционала означает, что 

В (и±, vt) -> В (и, v) 

при Ui - » и, vx - » v. Это равносильно ограниченности билинейного функционала на неко­
торой окрестности нуля, так что | В (и, v)\ < 8 при||ы||п < ô, \\v\\n < ô (для некоторых 
п и ô > 0). Следовательно, непрерывность билинейного функционала на счетно-гильбертовом 
пространстве U означает его непрерывность в некотором гильбертовом пространстве Un. 
Рассматриваемый билинейный функционал В (и, v), и, vEzU, является непрерывным в к а ж-
д о м из гильбертовых пространств Uп, Un+V (ср. [9, стр. 98]). 
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функционалом на пространстве сУ, равно 0, так как вместе с (и9 £), W G сУ, гаус­
совским линейным непрерывным функционалом является и разность (и9 I) — 
— А(и)9 и ЕЕ U. 

Пусть I = (и9 I) — гауссовский линейный непрерывный функционал 
с нулевым средним значением на счетно-гильбертовом пространстве U: 
£ (со) = (и, I (со)), UŒU (I (со) принадлежит при каждом со Œ Q пространству 
X всех линейных непрерывных функционалов х = (и9 х)9 UŒU, на прост­

ое 

ранстве [/). Напомним, что Х= [) ХП9 где Хп есть сопряженное простран-

ство к гильбертову пространству Un, которое получается пополнением про­
странства U по соответствующей норме \\и\П9 п= 1,2,... Следовательно, 
с некоторой положительной вероятностью случайная величина £ Er. X вхо­
дит в некоторое гильбертово пространство Хп' 

I (со) ЕЕ Хп и (и9 I (со)) = (и, 1{п) (со)), (25). 

при C Ô Œ ^ , Р(Л) > О, где 1(п) (со) — определенный элемент гильбертова 
пространства Un- Не ограничивая общности, можно считать, что корреля­
ционный оператор В рассматриваемого случайного линейного функционала 
g = (и, I) определен на соответствующем пространстве Un (см. формулу 
(23) и примечание к ней на стр. 19). Рассмотрим г а у с с о в с к и е вели­
чины l(v)9 v Œ Un, определенные предельным соотношением (24). Для любой 
ортонормированной системы vi9 i>2,... в гильбертовом пространстве Un соот­
ветствующие гауссовские величины = £ (vk)\ k= 1, 2,... с положительной 
вероятностью Р(А) сходятся к 0 при k-+оодля всех со Е Л : 

lk (со) = (vk9 1{п) (<*>))„ -> 0. 

Следовательно, они сходятся и в среднем (см. теорему 1) 

Ell = (Bvk, vk) 0. 

Это означает, что корреляционный оператор В является в п о л н е не­
п р е р ы в н ы м 1 . Далее, выберем полную ортонормированную сис­
тему собственных элементов v b i/2,... этого вполне непрерывного оператора, 
отвечающих собственным значениям а 2

ь а2

2,... Соответствующие величины 
| Л = g (v)k\ k= 1,2,... являются некоррелированными: 

(0 при ; =£= £. 

При этом, для всех со ЕЕ А 
00 оо 

Гауссовские некоррелированные величины | Ä (k = U 2,...). являются 
оо 

независимыми, и из сходимости ряда 2 ^ с положительной вероятностью 
£ = 1 

1 В противном случае вне некоторой е-окрестности точки X = 0 нашлось бы бесконечное 
число точек спектра (с учетом кратности) и, следовательно, бесконечное число инвариант­
ных ортогональных подпространств, для каждого из элементов которых 

(Ви.и)=; J W ( / x i i , t t ) > e | | a | P ; 

IM>« 

здесь В = l^dly —спектральное представление симметрического оператора В. 

30 



00 

1 Симметрический положительный линейный оператор В в гильбертовом пространстве 
называется ядерным, если он имеет конечный след: 

оо 

SpB= 2 (Bvk, Vk)<oa, 

где vlt v2, . . .— полная ортонормированная система. 
2 Можно выбрать элементы vk, Е U; k = 1 , 2, . . . или рассмотреть продолжение слу­

чайного линейного функционала \ = £ (v) на всем гильбертовом пространстве Un. 

Р (А) вытекает сходимость ряда 2 Е ^ (см. теорему 2), так что 

со оо р со]* ' 
ь2 £ö = S = S oï < оо . 

Это означает идейность корреляционного оператора В. 
Пусть теперь 1=1 (и) — случайный линейный функционал в широком 

смысле, имеющий нулевое среднее значение и я д е р н ы й 1 корреляцион­
ный оператор В в некотором гильбертовом пространстве UN (см. формулу 
(23)). Пустые, и2,... некоторая полная ортонормированная система в гиль­
бертовом пространстве Un- Как и раньше, положим 2 lk = I {vk)\ k = 1, 2,.. 
Имеем 

СО 00 со 

Е 2 g = S £й = S Я (и*, "*) < °° 
£ = 1 ß=i k=i 

и, следовательно, при почти всех COŒQ 

со 

2 Й ( с о ) < о о . 

Определим в гильбертовом пространстве С/п случайную величину = 
= £ ( n ) (со) так, чтобы при почти всех Ш Е Й 

со 

Ê ( n )(<û)= 2 6* N ' O f t . (26) 

£=i 

Формула 

Ё(а>) = ((/, | ( л ) (©))*," a e i / (27) 
при каждом со Е Й определяет некоторый линейный непрерывный функцио­
нал 5 = (и, £ ( л ) ) л , w Œ t/n на счетно-гильбертовом пространстве U, такой что 
£>Œ Х^.Этот случайный линейный функционал 5 Œ Х д является эквивалент­
ным исходному случайному линейному функционалу 5 = 5 (а), г / Е У (В 
широком смысле), так как при условии (21) — линейности и непрерывности 
в среднем — для каждого фиксированного и Œ U с вероятностью 1 

со m 

(и, 1(п))п = 2' l{vk)(u, u*) = limÊ(2 (a, = 

Таким образом, для гауссовского линейного непрерывного функционала 
5 = £,(U),UEEU (в широком смысле) у существует эквивалентный ему гауссов­
ский линейный непрерывный функционал 5 Œ X тогда и только тогда, когда 
его корреляционный оператор В является ядерным (в некотором гильбертовом 

21 



пространстве Un)- При этом гауссовский линейный непрерывный функционал 
5 Œ. X с вероятностью 1 принадлежит пространству Хп s X, сопряженному 
к соответствующему гильбертову пространству Un, и может быть описаъ 
формулой (27). I •; 

Обратимся теперь к гауссовским мерам в функциональном пространстве 
X — пространстве всех линейных непрерывных функционалов х = (и, х) на 
счетно-гильбертовом пространстве U. 

Вероятностная мера Р определена на а-алгебре 35, порожденной дейст­
вительными функциями %(и) = %(х, и) от XŒX вида (8): 

1(х, и) = (и, х), XŒX, 

каждая из которых равна значению функционала XŒX в соответствующей 
точке UŒU (фиксированный для каждой из указанных величин параметр 
и пробегает пространство U). Эта мера является гауссовской, если гауссов­
ским является случайный линейный непрерывный функционал £ = 1(и), 
и ЕЕ U, н е п о с р е д с т в е н н о заданный на вероятностном функцио­
нальном пространстве ( X , 35, Р) (т. е. со значениями I (и) = I (х, и) указан­
ного выше вида); гауссовская мера Р является распределением вероятностей 
этого гауссовского линейного непрерывного функционала Е Е Х . 

Всякая вероятностная мера Р в рассматриваемом линейном пространстве 
X однозначно определяется своим характеристическим функционалом 

ф (и) = [ е^>*)Р(dx), UŒU. (28) 

х 
Характеристический функционал гауссовской меры может быть пред­

ставлен в виде 

Ф(н) = е х р А ) п — ̂ (Ви, u)nY UŒU, (29) 

где ÄEzUn — определенный элемент, а В — положительный ядерный опера­
тор в некотором гильбертовом пространстве Un-

Действительно, значение ф (и) совпадает со значением характеристиче­
ской функции гауссовской величины l(u) = (u, х), XŒX, В точке 1, а ука­
занные гауссовские величины имеют среднее значение А (и), ME U, и корре­
ляционную функцию В (и, v)\ н е Un, — представимые формулами (22) 
и (23). 

Всякий функционал у (и), и EI U, описанного типа на счетно-гильберто­
вом пространстве U является характеристическим функционалом некоторого 
гауссовского распределения Р (т. е. существует гауссовская мера Р, с которой 
функционал связан соотношением (28)). 

Действительно, всегда существует гауссовская случайная функция 
£ = I (и) параметра и ŒÙ со средним значением А(и) = (и, а)п, и ErJJ, и кор­
реляционной функцией В(и, v) = (Bu, v)n\ и, VŒU (СМ. § 1); для нее сущест­
вует эквивалентный гауссовский линейный непрерывный функционал I Œ X, 
распределение вероятностей Р которого и имеет характеристический функ­
ционал заданного вида. 

Как было показано выше, всякий гауссовский линейный непрерывный 
функционал ÎŒX С вероятностью 1 принадлежит пространству XnÇ^X, 
сопряженному некоторому гильбертову пространству Un- Это означает, что 
гауссовское распределение Р с характеристическим функционалом вида 
(29) сосредоточено в соответствующем пространстве Хп: 

Р(Хп) = 19 (30) 

где Хп — пространство всех линейных непрерывных функционалов на гиль­
бертовом пространстве Un. 

Особое место среди счетно-гильбертовых пространств занимают ядерные 
пространства. 
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Счетно-гильбертово пространство U называется ядерным, если каждый 
билинейный функционал вида Вт {и, v) = (и, v)m, и, v ezU, в некотором гиль­
бертовом пространстве Un(n > m ) задается ядерным оператором Вп

т'. 

{U, v)m=(Bnm U, V)n, U, V Œ U (31) 

(здесь, как и раньше, Un означает пополнение исходного пространства 
U по соответствующей норме || и \п). 

Всякий симметрический положительный линейный непрерывный функцио­
нал В (и, v)\ и, v ŒU\ на ядерном пространстве U представим при некотором 
п формулой (23), где В есть ядерный оператор 1 в соответствующем гильбер­
товом пространстве Un-

Таким образом, в случае я д е р н о г о пространства U имеют место 
следующие предложения. 

Для всякого гауссовского линейного функционала 1= £ (и), UŒ U (в широ­
ком смысле), существует эквивалентный ему гауссовский линейный функционал 
S e x . 

Всякий функционал вида (29), где В—симметрический положительный 
оператор в некотором гильбертовом пространстве Un, является характери­
стическим функционалом некоторой гауссовской меры Р в сопряженном к 
U пространстве X. 

Более того, если в отношении некоторого счетно-гильбертова простран­
ства U верны высказанные выше предположения, то это пространство явля­
ется ядерным. Действительно, всегда существует гауссовский линейный 
непрерывный функционал (в широком смысле) с корреляционным функцио­
налом Вт (и, v) = (и, v)m, а если для него существует эквивалентный гауссов­
ский линейный непрерывный функционал I Œ X, то для (и, v)m должно иметь 
место представление (31) — должен существовать ядерный корреляционный 
оператор Вп

т. 
П р и м е р о м ядерного пространства2 является совокупность U 

всех действительных бесконечно-дифференцируемых функций и = и (t) 
на действительной прямой — оо < t < оо, обращающихся в 0 вне некото­
рого фиксированного отрезка T = [а, Ь] с системой скалярных произведе­
ний вида 

Линейные непрерывные функционалы х = (и, v) на этом ядерном пространст­
ве U называются обобщенными функциями. Случайные линейные непрерыв­
ные функционалы I = (и, I), u^U на этом ядерном функциональном про­
странстве U называются обобщенными случайными процессами 3. 

1 Действительно, уже отмечалось, что билинейный функционал В (и, и); и, v £Е U, 
представим при некотором п формулой (23), в которой фигурирует о г р а н и ч е н н ы й 
п о л о ж и т е л ь н ы й оператор В\ ядерность этого оператора означает, что для некото­
рой ортонормированной системы иъ и2, . . . ЕЕ U в гильбертовом пространстве Un 

со оо 

2 B(uh, uh)= 2 (Buh, u k ) < 0 c . 

Но если симметрический билинейный функционал В (и, v)\ и, v Eî U ограничен в некотором 
гильбертовом пространстве Um, то можно взять соответствующее п, при котором скалярное 

произведение (и, v)m задается ядерным оператором Bn

m\ (и, и)т = (Вп

т и, v)n. При этом 

00 оо со 

% B ( * » u k ) < c 2<м*'̂ >-<с
 2 № * ' м / Л < ° ° -

k—1 k=\ fe=l 
2 См. [9, стр. 106—108]. 
3 См. [9, стр. 296 и далее]. 



Г лава II 

ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ГАУССОВСКИЕ МЕРЫ 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Пусть 1=1 (t) — гауссовская случайная функция параметра tŒT со 
значениями I (t) = I (со, t), .со ЕЕ ß , на произвольном вероятностном простран­
стве (й, $f, Р). Иначе говоря, пусть l(t) = I(со, f), со ЕЕ Q, — некоторое 
семейство действительных функций на пространстве Q (параметр / пробегает 
некоторое множество Т)иР — некоторая гауссовская мера на а-алгебре Щ, 
порождаемой всеми функциями È (/) — £ t) от со Œ Й (В дальнейшем будем 
обозначать эту а-алгебру просто символом 31). 

Пусть Pi — другая гауссовская мера на а-алгебре St. Она называется 
абсолютно непрерывной относительно Р, если Р\(А) = О для всякого А ЕЕ % 
Р(А) = 0; такая мера представима в виде 

Рг(А)= lp(a>)P(d<ù), AŒ% 
А 

где р(со) = Pi(d(ù)/ P(d(ù), CÖEEQ — определенная неотрицательная функ­
ция, называемая плотностью. Меры Р 4 и Р называются эквивалентными, 
если они взаимно абсолютно непрерывны; Pi и Р называются ортогональны­
ми, если они имеют н е п е р е с е к а ю щ и е с я носители Ai и А: 

P(Ai) = 0, Р(А) = 1 

Pi(Ai)= 1, Л(Л) = 0. 

В различных областях теории случайных процессов, теории информации, 
математической статистики, а также функционального анализа возникают 
вопросы о том, когда заданные меры Pt и Р являются эквивалентными ( и л и 
ортогональными)? Как вычислить плотность р(со) = Pt(d(ù) / P(d(ù) э к в и ­

валентных мер? Как явно описать непересекающиеся носители о р т о г о н а л ь ­

ных мер? 
Для иллюстрации сказанного остановимся лишь на одной задаче м а т е ­

матической статистики. 
Предположим, что наблюдается выборочная функция случайного п р о ­

цесса I = l(t) ВИД i 
t(t) = Q(t) +A(t), tŒT, 

где Q(f) — неизвестная детерминированная составляющая, либо равная 0, 
либо равная некоторой известной функции Q^t) от tŒT, а Д = А(/) — слу­
чайный процесс с известным распределением вероятностей. Задача с о с т о и т 

в том, чтобы принять решение о том, «есть ли ненулевой сигнал» 6 = 6 4(0 
или 0 = 0. При этом, скажем, задан уровень а, который не должна п р е в о с -
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ходить вероятность принять решение об отсутствии сигнала, Еогда на самом 
деле он есть. 

Математическая статистика дает следующую схему решения. Именно, 
пусть Pi и Р0— распределения вероятностей случайного процесса I = l(t), 
отвечающие 9 = 0 i(t) и 0 = 0, причем они эквивалентны и плотность 
р(х) = Pi(dx) /P0(dx) такова, что для некоторого ô множество 

А = {х : р(х) < ï)} 

имеет вероятность Pi{A), равную а. Решение об отсутствии сигнала 0 = 
= 0 < ( / ) принимается тогда, когда наблюдаемая выборочная функция t) 
о т , / Е Т попадает в указанное «критическое множество» A Œ X. Такой спо­
соб является наилучшим в том смысле, что соответствующая вероятность 
ß = Ро(Х\А) принять решение 0 = Q±(t), когда на самом деле 0 = 0, 
является минимальной. Для ортогональных распределений Рп и Ри сосре­
доточенных на некоторых непересекающихся множествах А и Х\А, с ве­
роятностью 1 можно принять безошибочное решение: 0 = 0 при XŒA И 
0 = е 4 (*)при хс.\Х\А. 

Отметим, что при решении поставленных выше вопросов можно перейти 
от гауссовских мер Р и Pt на а-алгебре 9t исходного пространства Q (порож­
денной заданными величинами l(t) = ê (со, t) от со е ; ß) к соответствующим 
гауссовским распределениям в определенном функциональном пространстве 
(Ху 35), где а-алгебра 35 порождается «непосредственно заданными» ве­
личинами = £ (х9 t) от х Е - X (см. формулы (3) и (8) гл. I). В частности, 
всегда можно перейти к распределениям вероятностей в пространстве X = RT 

в с е х действительных функций х = x(t) от t ЕЕ Т. При этом для всякой 
величины т] = т] (х) на X, измеримой относительно а-алгебры 35, величина 
т] = т) [I (со, • )] на Q будет измеримой относительно, а-алгебры 3Ï, и, наобо­
рот, всякая измеримая величина т] на Q представима (при почти всех со Œ Q) 
в указанном виде, причем 

]r\(x)P(dx) = $л IS (œ, .-)]P(d<*) 
к Q 

для любой интегрируемой величины TJ (здесь P(dx) означает распределение 
вероятностей случайной функции £(со, -)=g(co, t) от tŒT в соответствующем 
функциональном пространстве X, а Р (dco) — исходная вероятностная мера 
в пространстве Q). В частности, если р(х) = Pi(dx)/P (dx)— плотность рас­
пределений Pi и Р9 то р[1(ь), •)] = Pi (d(ù)/P (dco) — плотность исходных 
вероятностных мер на пространстве Q: 

Р±{В)= \ p(x)P{dx)^ \р[1{щ .)]Р{ап) = Рг(А) 

для любого множества А = {IŒB}, В Œ 35 (см. формулы (3) и (5) гл. 1). 
Как известно, всякая гауссовская мера Р задается своими средним зна­

чением A(t), tŒT и корреляционной функцией ß(s, t);s9 tŒT (см. п. 1 § 2 
гл. I). Поставленные выше вопросы естественно попытаться решить исходя 
именно от заданных средних значений A(t), Ai(t) и корреляционных функций 
B(Sy i), Bi(s, t) рассматриваемых гауссовских мер Р9 Р±. Очевидно, не ограни 
чивая общность, можно считать, что A(t) = 0, так как от величин I (t), t Œ T, 
всегда можно перейти к величинам £(/) — A(i)9 tŒT. При таком переходе 
соответствующая ö-алгебра 9f и сами меры Р, Pi на 3t, а также корреля­
ционные функции B(s9 f)9 Bi (s9t) остаются без изменения, а среднее значение 
меры Pi становится равным 

a(t) = Ax(t)- A(t), tŒT 
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§ 2. НЕКОТОРЫЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

1. Некоторые необходимые условия эквивалентности 

Рассмотрим гауссовскую меру Р на а-алгебре 2t, порожденной к о н е ч ­
н ы м ч и с л о м заданных величин g (k) = £(со, k); k = 1,..., п на прост­
ранстве й, т. е. образованной всеми множествами вида 

А = {[£(1),..., Е(П)]ЕГ}, 

где Г — борелевские множества n-мерного векторного пространства Rn. 
Пусть Л(&); & = 1,..., п — среднее значение и B(k, /'); / = 1,..., п — кор­
реляционная функция величин k = 1..., д. Пусть корреляционная 
матрица {B(k, /)} является невырожденной. Тогда 

Р(А) = 5 Ф (*ь • • - , * n ) d x i • • • d*n, 

где ф^,. . . ,^) — плотность соответствующего гауссовского распределения 
в пространстве Rn векторов х = (хг,..., хп) — имеет вид 

п 

Ф {хъ .. . , *n) = (2jt)22 D % exp {— T ^ S (*k — A (k)) (xf — A (j)) C f t / j ; 

здесь D означает определитель матрицы {B(k, /)}, a {С&/} — обратная мат­
рица к {B(k, /)}. 

Очевидно, гауссовская мера Р х на а-алгебре 3t является эквивалентной 
Р тогда и только тогда, когда ее корреляционная матрица {B^k, /)} также 
является невырожденной. При этом, если фх(%,..., лся) — плотность соответ­
ствующего распределения в Rn (имеющая тот же вид, что и плотность ф ^ , . . . 

хп), но со средним значением A^k); k = 1,..., п и корреляционной матри­
цей {ßi(fe, j)}), то плотность распределений есть 

q>(*lf . . . , * „ ) ' • 

Следовательно, плотность р(со) = P^dco) / P(d со) есть 

/ ч _ <PI[S(Q>, 1), . . • Д К я)] 
^ ' Ф - з ^ К 1 ) , . . . Д(со, я)] 

& может быть описана формулой 

logp(co) = ] o g - ^ - i 2 lc1(j,k)(l(®,i)-A1(j))ß(a, k)-

- A г (k)) - с (/, k) (1 (со,, j) - Л (/)) (g (со, k) - Л (*))], ( 1 ) 

гдеО и Di означают детерминанты матриц {B(j, k)} и {ß1(/,,fe)}; / = 1, . . . 
п, a {c(j, k,)} и {^(/»fe} — матрицы, обратные к {£(/,£)} и {/^(/»fc)} со­

ответственно. 
Пусть Г — произвольное множество значений параметра /, £(/) = g (со, 

О» t G Г,— заданные величины на пространстве й и Р — гауссовская мера на 
а-алгебре 2t, порожденной всеми функциями |(со, *) от со Œ Q. 

Удобно перейти к величинам и = а(со) вида 

и (со) = 2 <^ К '*) 
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tn Œ T; q,..., cn — действительные числа) и рассматривать совокуп­
ность U всех таких величин, как параметрическое множество, играющее 
ту же роль, что и исходное множество Т. Соответствующее среднее значение 

А(и) = Eu, и Œ U 

есть линейный функционал на линейном пространстве, U, а корреляционная 
функция 

В(и, v) = Elu — A(u))lv — A(v)], и, v Œ U 

— билинейный положительный функционал на U. 
Пусть Рг — другая гауссовская мера на а-алгебре Ш с математическим 

ожиданием А^и) и корреляционной функцией В^и^); и, v G U. Как было 
указано во введении, не ограничивая общности, можно считать, что Л (а) = 0; 
положим при этом 

а(и) = А^и), и Œ U. 

Ясно, что если гауссовские меры Р и Р1 эквивалентны, то равенства 

В(и, и) = 0 и Вг(и, и) = 0 (2) 
могут выполняться лишь одновременно. 

Действительно, в противном случае (скажем, когда В(и, и) = 0, 
но Вг(и, и) ф 0) 

Р{и = о }= 1, Рг {и = 0} - 0. 

Обозначим U0 подпространство в /У(общее для эквивалентных мер Р и Pj) 
всех величин и Œ U, удовлетворяющих условию (2). Любая из величин 
и G U° такова, что 

Р{и = 0} = 1, Рх {и = а(и)} = 1. 

Следовательно, если гауссовские меры Р и Р1 эквивалентны, то 

а(и) = 0 при и Œ U°. (3) 

В дальнейшем будем предполагать выполненными условия (2) и (3). 

2. Условия эквивалентности, связанные с энтропией распределений 

Пусть S — некоторое конечное множество, S s Т, и 31 (S) — а-алгебра, 
порожденная величинами £(/), t Œ S. Пусть U(S) — подпространство в U, 
натянутое на величины £(/), t Œ Т. Можно так выбрать базис U},. . . , Un В 
подпространстве U(S), что 

п i , J 1 ПрИ k = j, 

Г а | > 0 при k = U 

(напомним, что В(и, v) и Вг(и&) — билинейные положительные функциона­
лы). 

Если исходные величины £(/), / G S , являются линейно независимыми 
(как элементы в пространстве U), то а-алгебра 2{ (S) совпадает с совокупно­
стью множеств А вида 

А = {[%,..., ип] Œ Г}, 

где Г — борелевские множества n-мерного векторного пространства. Если 
же некоторые линейные комбинации величин l(t) = £(со,/), * ЕЕ S, равны 
О (при почти всех 1 со), то в а-алгебре $ (5) могут быть множества нулевой 

1 В силу условия (2) величина ц = т) (со) из пространства U равна 0 (при почти всех со) 
лишь одновременно для Р и Рг. 
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меры, отличные от множеств Л указанного вида. Но легко видеть, что в 
любом случае для всякого ЛЕ=Э{ (S) найдется А такое, что 

Р(А о А) = О, Рг(А о Л ) = 0. 

(Здесь А о А = (Л \ А) и (Л \ А) означает симметрическую разность 
Л и Л ) . 

Очевидно, меры Р и Р х эквивалентны на а-алгебре 31 (S) тогда и только 
тогда, когда они эквивалентны на а-алгебре 2t (S), порожденной указанными 
выше величинами ип. Таким образом (см. п. 1), 

Гауссовские меры Р и Р х эквивалентны на любой о-алгебре 31 (S) (S — ко­
нечно), причем соответствующая плотность ps (œ) = Рг((1(о) / P(dco) сог­
ласно формуле (1) есть 

Ps N = — е х Р - у 2J ^ И ) » (4) 
П а , 

где aft = a(uk), k = 1,..., п. 
Легко подсчитать, что 

E\ogPs =4-3 (ios 4— ^ + 1 

£ t log ps = 1 2 ( - log a | + a l - 1 + oj), 
£ = 1 

(5) 

ö l o g p s = T 2 J -Î 
k=X

 afe 

^ l o g p s = | S [ ( l - a ï ) 8 + 2 6 î d l b 
£ = 1 

где Ẑ T] означает математическое ожидание величины т] — т](со) относительно 
вероятностной меры Ръ а Dr\ и О ^ означают дисперсии величины ^относи­
тельно Р и Рг соответственно: Dr\ = Е(ц — Ег\)2 и DjT] = Е^ц — Е^])2. 

Определим так называемое «энтропийное расстояние» rs между гауссов-
скими мерами Р и Рг на a-алгебре 3t (S) как 

' ' s = El— log р 5] + f i log ps-

Из формул (5) видно, что при условии, когда 
inf oi = 0 или sup о\ = о о (6) 

(inf или sup берется по всем конечным S e Г и ^ = соответствую­
щим каждому S): 

sup гя = оо; 

при условии же, когда 1 al ж 1, что равносильно соотношению 

В(и, и) ж Вг(и, и) (7) 

1 Соотношение a x f означает, что переменные а и р таковы, что сг ^ -JL ̂  с 2 для не­

которых положительных постоянных clt с2; соотношение a ^ ß означает, что lim iL = 1„ 
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для всех и ЕЕ U, имеем 

_lQg"4. + - L ~ l x - l o g e î + 6 | - l ^ ( l - a | ) ï 

и потому 
E[—\ogps]^E1\ogps^D\ogps^D1]ogps^rsx 

п 

Л е м м а 1. Если выполнено соотношение sup r s = о о , то гауссовские 

меры Р и Р± на о-алгебре 31 ортогональны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим сначала случай, когда выполняет­

ся одно из условий (6) (скажем, когда inf о\ = 0 ) . Тогда для некоторой по­
следовательности величин Ukn, п = 1, 2 , . . . с дисперсиями Z)a^=l и О ^ ^ 

~ ®\п, <Ân 0 при tï —>- о о имеют место следующие предельные соотношения: 

P{\Unk-ank\<Y*Tn} = J _ y=e"-dx^0 

И 

— ank\<V<K] = J еГ"а";</*-*1. 

Это говорит о том, что вероятностные меры Р и Рг (P(Q) = PX(Q) = 1) 
являются ортогональными. Аналогично устанавливается ортогональность 
этих мер и в случае, когда sup о\ = о о . 

Пусть теперь выполнено условие ( 7 ) . Тогда для некоторой последователь­
ности Sn(n = 1 ,2, . . . ) и множеств Ап Œ 3t (Sn) вида 

An = {log р л — Е log р л > 1 г л } - Q \ {— logp n + Ег log p„ > i- r„} 

(log p„ означает логарифм плотности рп (со) = P^dco) / P(dco) на соответ­
ствующей а-алгебре 3t (S л ) , r„ = имеют место следующие предельные 
соотношения: 

4 Г " 

4 Г " 

Это говорит о том, что вероятностные меры Р и Рг являются ортогональными. 
Лемма доказана. 

Пусть Р и Рг — произвольные вероятностные меры на некотором изме­
римом пространстве (Q, 31). Положим 

r = E[~ log] + Е± log р, р (со) = * | g . 
в случае, когда Р и Р х эквивалентны, и г = о о — в противном случае. 

Пусть %' и 3t" — некоторые а-алгебры множеств, входящие в а-алгеб­
ру 91, и пусть r (9Р) и г (3t") означают энтропийное расстояние между веро­
ятностными мерами Р и Р х на соответствующих а-алгебрах 9Г и St". 
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Л е м м а 2. Энтропийное расстояние монотонно в том смысле, что 

r(2T)<r(2t") при 21' <= 2t". (9) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем считать меры Р и Рх эквивалентными, 
так как для неэквивалентных мер утверждение леммы тривиально. Обозна­
чим р' = р'(со) и р" = p"d&) плотности P-̂ dco) j P(d(o) на соответствующих 
а-алгебрах 2Г и 21". По определению, 

Рг(А)= [p'((ù)P(d(ù) = J р" (со) Р (da>) 
Л А 

для любого множества Л ЕЕ'ЗГ, что в терминах условных математических 
ожиданий можно переписать как 

Е(р"/%') = Р'-

Применяя к функции [— log х] известное неравенство для выпуклых функ­
ций1, получаем 

Е(- log р" I 21') > - log р' 

E{-\og р")>Е ( - l o g р'). 

Аналогичное неравенство имеет место и для математического ожидания 
Ег log р = Ег(— log 1/р). Лемма доказана. 

Пусть Т — произвольное множество значений параметра t; Р и Р1 — про­
извольные вероятностные меры на а-алгебре 2t, порожденной заданными 
величинами l(t) = g (со, t) на пространстве Q, tŒT; Ш (S) — а -алгебра, 
порожденная величинами £(/), tŒS (S^T), я rs — «энтропийное расстояние» 
между Р и ? ! на а-алгебре 2f (S). 

Л е м м а 3. Если 
s u p r s < o o , (10) 

где sup берется по всем конечным множествам S s Т, то меры Р и Рг эквива­
лентны на G-алгебре 2t. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, например, что мера Р1 не 
является абсолютно непрерывной относительно Р . Тогда найдется некоторая 
последовательность множества Ап, п = 1, 2,... такая, что 

Р ( Л „ ) - > 0 , но Р1(Ап)>р>0 

при п - > сю, Для любого множества A Œ 2t при всяком 8 ̂ > 0 существуют 
такое конечное множество S £ Т и множество Л Œ 21(5), чтоР(ЛоЛ) <С е, 
Р Х ( Л о Д ) ^ е (см. формулу (7) гл. I ) . Поэтому, не ограничивая общности, 
можно считать, что каждое из множеств Ап входит в некоторую а-алгебру 
2t (Sл), где Sn — некоторое конечное множество, из Т. Благодаря указан­
ному выше свойству монотонности «энтропийного расстояния», выраженному 
неравенством (9), имеет место следующее неравенство: 

1°ё 7 Щ p i (А«) + ' « g \~Pp((îj I 1 — Л (An)] < rn. 
Видно, что rn = rSn о о при п о о , а это противоречит условию (10). 
Таким образом, мера Рг абсолютно непрерывна относительно Р . Доказатель­
ство того, что мера Р абсолютно непрерывна относительно Рг, совершенно 
аналогично. 

Как следствие лемм 1 и 2 сформулируем следующий результат. 
Т е о р е м а 1. Гауссовские меры Р и Рг либо эквивалентны, либо орто­

гональны, причем они эквивалентны тогда и только тогда, когда выполняется 
условие (10). 

1 См. [21, стр. 37]. 
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§ 3. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ 
ГАУССОВСКИХ МЕР. ПРИМЕРЫ 

1. Одно свойство гауссовских мер 

Пусть Р и РГ — гауссовские меры на а-алгебре 2Î пространства Q, 
порожденной заданными величинами £(/) = ^С03» t) от ы ЕЕ Q (параметр t 
пробегает произвольное множество Т) с математическими ожиданиями 
A(t) = О, A^t) = a(t), tŒT, и корреляционными функциями B(s, t), 
ßi(s , *); s, tŒT. 

Если Pi — гауссовская мера с нулевым математическим ожиданием и 
той же корреляционной функцией, что и РГ, то, как следует из теоремы 
1 и соотношения (8), меры Р и Р1 эквивалентны тогда и только тогда, когда 
эквивалентны Р и Pi, Pi и РГ, причем для эквивалентных мер Р и Р1 плот­
ность P^diù) I P(d(x)) есть произведение плотностей Р1 (dco) / Pl (d(ù) и 
Pl(d(ù)f P(d(ù): 

Pi (d<ù) Pi(d<ù) Pl(d(û) 

P(d(ù) ~pj(rf©) P(d<ù) ' 

Это говорит о том, что, не ограничивая общности, можно рассматривать 
два отдельных случая, когда корреляционные функции B(s, t) и В1 (s, t) сов­
падают, но произвольным является среднее значение а(/),и когда среднее 
значение a(t) равно 0, но произвольными являются корреляционные функ­
ции B(s, t) и B^s, t). 

2. Эквивалентность гауссовских мер с различными 
средними значениями 

Аналогично тому, как это было сделано ранее, перейдем от исходного 
семейства величин l(t) = tŒT, к семейству величин и = м(со), 
и Œ U. Напомним, что U есть линейное пространство всех величин и = ц(со) 
вида 

п 

где c1,..., Cn — произвольные действительные коэффициенты; tn Œ T. 
Так же, как и раньше, будем предполагать, что среднее значение величи­

ны и Œ U относительно меры Р равно 0; так же, как и ранее, сохраним обо­
значение а(и) для среднего значения величин UŒU относительно меры РГ\. 

а(и)= ^u((ù)P1(dw), UŒU. 
Q 

Обозначим U гильбертово пространство со скалярным произведением 

<w, v} = ^ и (w) - v (со) Р (d(ù), 

являющееся замыканием рассматриваемого линейного пространства U. 
Т е о р е м а 2 . Гауссовские меры Р и Р1 (с одинаковыми корреляцион­

ными функциями) эквивалентны тогда и только тогда, когда среднее значе­
ние а (и), и Œ U, является линейным непрерывным функционалом на линей­
ном пространстве UŒU. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость непрерывности линейного 
функционала а(и) на U очевидна. В самом деле, если нарушается условие 
непрерывности, то функционал а(и) в гильбертовом пространстве V являет-
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ся неограниченным, f. е. для некоторой последовательности величин ап ЕЕ 
ЕЕ (ип, ип) = В(ип, ип) = 1; n = 1,2, ... их математические ожидания 
ап = а(ип) неограниченно возрастают: а^-> о о при я - ^ о о , что ведет, на­
пример, к нарушению условия (10) (см. выражения (5) и (8)). 

Если же среднее значение а(и) является линейным непрерывным функ­
ционалом на U, то, как известно, имеется некоторый элемент ц EEU такой, 
что 

а(и) = (и, т|>, и Œ U. (11) 

Согласно формулам (5), энтропийное расстояние rs на любой из о -алгебр 
% (S), порожденных величинами l(t) = |(оз, t Œ S, есть 

n 

где oft = <aft, т]> и ип,— ортонормированная система величин 
в соответствующем подпространстве U(S). 

Очевидно, 
п 

sup г = 2 sup 2<"л» Ч>2 = 2<Ц, Л> (12) 

и, согласно теореме 1, гауссовские меры Р и Р1 эквивалентны, что и требова­
лось доказать. 

Пусть иъ и2}... — ортонормированная система величин в гильбертовом 
пространстве U и 

00 

г] = 2 
00 

(ak = <и*, т]> = а(ик), 2 а1 = Ob Л>) 

— разложение фигурирующей в формуле (11) величины г| = т](со). Для 
эквивалентных мер Р и Рг плотность р(со) = P(dcû) / P(d(o) является преде­
лом 1 соответствующих плотностей рл((о) = Psn (со), описываемых формулой 
(4) и отвечающих некоторой монотонной последовательности конечных мно­
жеств ç S 2 ç ...: 

р (со) — l i m ехр {— у S К"* N — а * ) 2 — w l N i } = 

ОО 00 

= е х р { 2 ^ И - 4 2 а 2 } - ( 1 3 ) 
Соотношение (11) выполняется при всех UŒU, если только оно выполня­

ется для некоторой полной системы величин, например для и = * S Г, 
и равносильно следующему интегральному представлению функции a(t) = 

а ( 0 = ОлИР(Ло), I G T , (14) 

1 См. [21, стр. 308, 296]. 
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гдет] = *r)((ö) — указанная в соотношении (11) величина из пространства £/. 
Соотношение (14) можно рассматривать как интегральное уравнение отно­
сительно неизвестной функции т] = г\(со), решение которого единственно 
в U. Таким образом, имеет место следующее предложение. 

Т е о р е м а З . Для эквивалентности гауссовских мер Р и Р1 необходимо 
и достаточно, чтобы среднее значение a(t), tŒT допускало представление 
вида (14); 

плотность р(со) = P^dco) / P(d(ù) может быть выражена следующим об­
разом: 

р ( © ) = ^ И , (15) 

где величина ц = т]((о) определяется из уравнения (14), а нормирующий мно­
житель D определяется из условия 

$р((о)Р(Ао) = 1 (D = éT"î" < 1 4 , , , > ). 
Q 

П р и м е р 1. Независимые гауссовские величины. Пусть (относительно 
вероятностной меры Р) \(k) = £(co,.fe), k = 1, 2, ... — последовательность 
независимых гауссовских величин с нулевыми математическими ожидания­
ми и дисперсиями o2(k) = D%(k), k = 1,2, . . . Пусть Рг — другая вероятност­
ная мера, относительно которой £(&) также независимые гауссовские вели­
чины, имеющие те же самые дисперсии и математические ожидания a(k), 
k= 1,2,... 

В этом случае величины £(&), k = 1,2, . . . , образуют ортогональную базу 
в гильбертовом пространстве U и формула (14) позволяет найти коэффициен­
ты разложения величины т] Œ U: 

00 

где 
Г'' ~ G2 (k)' = £ = 1 , 2 , . . . 

Видно, что 
необходимое и достаточное условие эквивалентности гауссовских мер Р и 

Рх состоит в том, что 

ft=i 

[а (*)] 

При этом, величина ц = т)(со) в формулах (14) а (15) есть 

v Га ^ 

^ . ^ ) J < 0 ° -

П р и м е р 2. Стохастические гауссовские меры. Пусть (относительно 
вероятностной меры Р) g (А) = £(со, А), А ЕЕ 35 — стохастическая гауссов­
ская мера 1 на некотором измеримом пространстве (Г, 35) с нулевым средним 
значением и корреляционной функцией вида ß(A, Ах) = m (AflAJ, где 
m(A) есть а-конечная мера на а-алгебре 35 пространства Т. Пусть Рг — 
другая вероятностная мера, относительно которой 5(A), А ЕЕ 35, также сто­
хастическая гауссовская мера со средним значением а(А), A Œ 35, и той же 
самой корреляционной функцией. 

1 См. [21, стр. 383]. 
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Соответствующее гильбертово пространство U состоит из всех величин, 
представимых стохастическим" интегралом вида 

и = $ Ф ( ' ) Ё ( Л ) , 
т 

где действительная функция ф(̂ ), tŒ Т, такова, что 

^<p{t)*m(dt)<oo, 

и U унитарно изоморфно (и <-> ф) гильбертову пространству L 2 всех таких 
функций Ф(*), tŒT, со скалярным произведением 

т 

При этом исходные величины £(А), А ЕЕ 35, представимы в виде 

Г 
где %д (/), tŒT, — индикатор множества А: 

Г 1 при / б А , 
= [ О при / £ Д , 

и а(А), Д G S , как функция на о-алгебре 35, является обобщенной (т. е. 
не обязательно положительной) мерой. Условие. (14) эквивалентности гаус­
совских распределений Р и Рг означает, что существует такая функция ф Œ 
Œ L2 и величина 

Л = ! $ Ф ( 0 6 ( Л ) 
т 

из пространства U такие, что 

а (Д) = <5 (А), т|> = jj х Л (О Ф ( 0 m (df) = $ q> (/) m (dt), A Œ 35. 

Г A 
Видно, что функция ф = ф(/) является плотностью обобщенной меры а(Д), 
A Œ 35, относительно меры m (А), А ЕЕ 35: 

,,ч a (dt) 

Таким образом, гауссовские меры Р и Рг эквивалентны тогда и только тогда, 
когда среднее значение а(А), A Œ 35, представляет собой обобщенную меру, 
абсолютно непрерывную относительно меры m (A), A Œ 35, с интегрируемой 
в квадрате плотностью 

$[=$]'"<*><-; 
Т 

при этом фигурирующая в формулах (14) и (15) величина ц = т)(со) имеет вид: 
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П р и м е р 3. Винерсвский процесс. Пусть (относительно вероятност­
ной меры Р) l(t) = |(CÛ, i), g(0) = 0, — винеровский процесс на отрезке 
Т=[0 , т ] с нулевым средним значением и корреляционной функцией B(s, t) — 
= min (s, t); s, t Œ T. Пусть Рг — другая вероятностная мера, относительно 
которой £(*), tŒT, — также винеровский процесс со средним значением 
a(t)9 t Œ Т, и той же самой корреляционной функцией. 

Соответствующее гильбертово пространство U унитарно изоморфно 
гильбертову пространству L 2 всех действительных интегрируемых в квадра­
те функций ср(/), tŒT, со скалярным произведением<ф, г|э> = (t) ^ (t)dt, 

т 
причем каждый элемент и Œ U представляется в виде стохастического интег­
рала 

и = \y(t)l(dt), 
т 

где ф = ф(/) — соответствующая величине и = и(со) функция из L 2, а 
£(А), А Е: 35, стохастическая мера на борелевской а-алгебре 95, опреде­
ляемая на интервалах А = (s, t) как £(Д) = %(t) — l(s) (ср. с предыдущим 
примером 2). Условие (14) эквивалентности мер Р и Рг означает, что 

a(t) = <l(t), Ц>= l<p(s)ds, tŒT, 
т 

где 

6(0 = $ Х д (s) Я 0 0 , А = [0,П 
T 

и 

Л = $ Ф (s) I (ds) 

(%A — индикатор множества А и ф — некоторая функция из L2). Видно, что 
эквивалентность Р и Р1 имеет место тоьда и только тогда, когда среднее 
значение a(t), tŒ Т, является абсолютно непрерывной функцией на рассмат­
риваемом отрезке Т = [О, т], причем ее производная a'(t), t Œ T, интегриру­
ема в квадрате: 

5 J a ' ( / ) 2 ^ < o o . 

T 

При этом величина т] = Î](CÛ) в формулах (14) и (15) есть 

Л = \a'(t)l(dt\ 
т 

и 
<Т1 ,Л> = \a'(tfdt. 

т 

П р и м е р 4. Стохастические интегралы (линейные преобразования). 
Пусть (относительно вероятностной меры Р) 1(A) = £(со, A), A Œ 95, — 
стохастическая мера на некотором измеримом пространстве (Т, 95) с нуле­
вым средним значением и корреляционной функцией В(А, А2) = m (A f| Аг), 
где m(A), A Œ 95 — некоторая положительная мера на а-алгебре 95. Пусть 
Pi— другая вероятностная мера, относительно которой 1(A), A Œ 95, также 
является стохастической мерой со средним значением а(А), А £Е95, И ТОЙ же 
самой корреляционной функцией. 
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Рассмотрим эти меры на а-алгебре 31 (Т), порожденной величинами вида 

= $ *(s, t)î(ds), ^ G r , 
г 

где ядро fe(s, удовлетворяет условию 

§k(s, tfm(ds)m(dt)<^oo. 

Обозначим L 2 гильбертово пространство всех действительных интегри­
руемых в квадрате функций ф (0 , tŒT, со скалярным произведением 

< Ф , Ф > = $ Ф ( 0 Ф ( 0 
г 

Определим в этом гильбертовом пространстве L 2 интегральный оператор 
К с ядром &(s, t): 

7 C 9 ( s ) = $ f e ( s , О Ф ( 0 Ф ^ Д 

и рассмотрим величины вида 

ti=)y(t)l(t)m(dt) = \ [КФ (s)] g(ds). 
г г 

Очевидно (см. выше, пример 2), 

Еи2 = II ^ Ф | | 2, Ф е L 2 , 

где ||/Сф|| означает норму элемента /Сф Œ L 2 . 
Предположим, что подпространство значений оператора К — множество 

всех элементов /Сф, ( p E L 2 , — всюду плотно 1 в пространстве ZA 
Тогда замкнутые линейные оболочки величин £(/), * ЕЕ Т, и величин 

5(A), А ЕЕ 95, совпадают, так как всякая величина g = ^ & (s, £) 5 (ds) входит 
т 

в замкнутую линейную оболочку величин 5(A), А ЕЕ 95, а для всякого A Œ 95 
величина 5(A) совпадает с пределом некоторой последовательности вели­
чин ип = ^ [/Op„(s)l 5(ds), где функции /Сфп (0» * G Т, сходятся к инди-

г 
катору %А (0» t^T, множества А. Таким образом, гауссовские меры Р и 
Рг эквивалентны на а-алгебре 2t (Т) тогда и только тогда, когда они экви­
валентны на а-алгебре 31, порожденной величинами 5(A), A Œ 95 (см. теоре­
мы 1 , 2 ) . Очевидно, среднее значение a(t) = Е 5 (/), / Œ Т, есть 

а ( 0 = (s, 0 а (Л), 
т 

и для невырожденного оператора К имеет место следующее предложение 
(см. выше, пример 2). 

1 Например, это условие выполняется, когда стохастическая мера % (А), А Е: 95, по­
строена по винеровскому процессу (т. е. m (A), A Œ 95 есть лебеговская мера на отрезке 
Т = [О, т] — см. предыдущий пример 3), а 

t 
ï(t) = ^k(8,t)l(ds),teT, 

о 

где функция k, (s, t), k (t, t) =f= О, имеет непрерывную производную по t (в этом случае К 
является оператором Вольтерра — см., например, [29, стр. 157, 161]). 
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Для эквивалентности гауссовских мер Р и Рг на о-алгебре 31 (Г) не­
обходимо и достаточно, чтобы среднее значение a(t), t ЕЕ T, входило в область 
значений оператора К-

a(t) = t)y(t)m{dt), 
t 

где ф (t), tŒT, — некоторая функция из пространства L 2; эта функция 
совпадает с производной a(dt) / m(di), и фигурирующая в формулах (14) и 
(15) величина ц = г\((о) представима в виде 

П = $ [ / С - * а ( О Н ( Л ) 
т 

или в виде предела 

T| = lim [[K-^jmi^dt, 
п~>оо т 

где фм (п — 1,2,...) — любая последовательность функций из области значе­
ний оператора К, сходящаяся к функции ф = К'1 а; если ф = К^а входит в 
область значений оператора К, то 

т | = \ [K~2a{t)]l(t)dt. 
т 

П р и м е р 5. Стационарные гауссовские процессы. Пусть (относительно 
вероятностной меры Р) l(t) = |(со, t), — сю < оо, — стационарный 
гауссовский процесс с нулевым средним значением и корреляционной функ­
цией B(s, t) = B(t — s): 

со 

B{t)= § ei^Fidl), 
— С О 

где f(A), A Œ 95 — спектральная мера на борелевской а-алгебре 95; 
пусть Рг — другая вероятностная мера, относительно которой 5 ( / ) , — оо < < 
<С t<C оо, также гауссовский процесс со средним значением a(t), — со < 
< t<C оо, и той же самой корреляционной функцией. 

Пусть 
со 

l(t)= jj ешФ (<Щ 
—ОО 

— спектральное разложение рассматриваемого процесса относительно ве­
роятностной меры Р(Ф (A), A Œ 85, — стохастическая спектральная мера 1 

на борелевской а-алгебре 95). 
Рассмотрим гауссовские меры Р и Рг на а-алгебре 95 (Т), порожденной 

величинами £(/) = £(со, t), t Œ T, где T — произвольное множество на дей­
ствительной прямой. Соответствующее гильбертово пространство U уни­
тарно изоморфно гильбертову пространству Ьт всех функций ф = <$(%) 

со 

на действительной прямой, ^ |ф (X) \2F (dX)<^ оо, со скалярным произ-
—со 

ведением 
оо 

< Ф , Ф > = $ ( p ( X ) t W F ( d À ) , 
—ОО 

1 См. [30, стр. 25]. 
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которое есть замыкание линейного пространства всех функций вида 
п 

<р(А,)= 2 с к е п \ 

где inEz Тис1у... сп— действительные числа. Каждая величина и Œ U 
представляется в виде стохастического интеграла 

ОС 

и = jj ф (К) Ф (dl), 
— О О 

где ф = ф(Х) — соответствующая величине и = a(cô) функция из прост­
ранства LT. Условие (14) эквивалентности гауссовских мер Р и Р1 означает, 
что существует величина ц Œ. U: 

СО 

т ] = J <р(к)Ф(а\) 
(где ф — определенная функция из L 2), такая что 

ОО 

а ( 0 = <Л, 1 ( 0 > = $ № ' € = 7 . 
— С О 

Указанное интегральное представление можно рассматривать как ин­
тегральное уравнение относительно неизвестной функции ф е й при за­
данной «правой части» a(t), t Œ Т (в случае, когда Т = (0, о о ) , это — спект­
ральный аналог так называемых уравнений типа Винера—Хопфа). 

Таким образом, гауссовские меры Р и Рхна а-алгебре 91 (Г) эквивалентны 
тогда и только тогда, когда среднее значение a(t)y t ЕЕ Т, допускает интеграль­
ное представление вида 

ou 

a(t)= jj er^^(K)F(d]x\ tŒT, 

где ф(А,), — о о << К < о о , — функция из пространства L%\ при этом фи­
гурирующая в формулах (14) и (15) величина г\ = т](со) имеет вид 

г] = jj ср(А,)ф(аИ,) 
—ОО 

00 

Предположим далее, что имеется ограниченная спектральная плотность 
f(X) = F(dX) I dX. 

Очевидно, если среднее значение a(t), t е= Г, допускает указанное выше 
интегральное представление, то она продолжается в функцию a(t), — о о < 
< С / < о о , на всей действительной прямой, интегрируемую в квадрате и 
такую, что ее преобразование Фурье 
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удовлетворяет условию 
со 

\ да-*<~. (.6, 
—со 

Например, такой функцией является 
со 

a(t)= jj e-M<f(k)f(k)dK — о о < г < о о , 
—со 

где ф ( ^ ) , — оо < ^ < о о , — указанная выше функция из пространства 
L\. С другой стороны, возможность описанного выше продолжения позво­
ляет представить среднее значение а(/), t е= Т, в виде 

оо оо 

a{t)= ^ e-iMa(k)dX= J е~м^(К)f(K)dK, t^T, 
—CO —00 

где i|) (X) = ^щ-, — oo<^À, < о о , — некоторая функция из гильбертова про­
странства L 2 = L* (R — вся действительная прямая), подпространством 
которого является описанное выше пространство Lr 2 . Очевидно, для функ­
ции ф(Я,),— о о < А < ^ о о (ф Œ LT), являющейся проекцией элемента Œ L% 

на подпространство Lr, выполняются соотношения 
оо 

а ( 0 = <г|5 (X) еш} = <ф (I), ешу = J (А.) / (А,) dA, Z1 е 7 , 
—00 

поскольку все функции ent при / Œ Т принадлежат подпространству Lr-
Таким образом, для эквивалентности гауссовских мер Р и Рхна а -алгебре 

91(7), необходимо и достаточно, чтобы среднее значение a(t), t Œ T, допускало 
продолжение в функцию a(t), — оо < t <. оо, на всей действительной 
прямой, преобразование Фурье а (К), — оо < X < оо, которой удовлетворяет 
условию (16); я/ш этом фигурирующая в формулах (14) г/ (15) величина пред-
ставима в виде 

со 

—со 

где означает проекцию элемента Œ L\ на подпространство LT* 
Отметим, что когда множество Т есть вся действительная прямая (Т = 

= R)9 то функция a(t), tŒ Т, уже задана при всех t, — оо < t < оо, и ука­
занное выше условие дает очень простой критерий эквивалентности. Это 
условие позволяет также легко вывести следующий результат в случае 
спектральной плотности f(X) вида 

/ (^)Ж(1 + Х*)~п, п — целое 

(в частности, в случае рациональной спектральной плотности). Именно, для 
эквивалентности гауссовских мер Р и Рхна а-алгебре 9f (Т), Г — конеч­
ный интервал, необходимо и достаточно, чтобы п-я производная al") (t) сред­
него значения a(t) была интегрируема в квадрате: 

Jj [ ä W ( * ) ] 2 d f < o o . 
г 
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В самом деле, при условии (16) 
со 

a(t) = J e-ata(%)d%, 

где 

Очевидно, формула 

оо 

jj к2п\а(Х)\ЫХ<оо. 

ОО 

а<»)(0= J (—iX)n<rMä(X)dX 
—СО 

определяет n-ю производную функции а(/). С другой стороны, если на конеч­
ном интервале Т имеется интегрируемая в квадрате п-я производная a,W(t)9 

то функция a(t) может быть продолжена на всю действительную прямую 
— оо < t << оо таким образом, чтобы эта функция также имела интегри­
руемую в квадрате /г-ю производную, причем a(t) обращалась в 0 вне неко­
торого конечного интервала V =э Т. 

Если 

Ф (*-)== 2И (0 d t ' 
Т' 

то после /г-кратного интегрирования по частям получаем, что 

(Л)" 

Следовательно, 

jj |ВД|аА,ая£/А,= J | ф ( ^ ) | 2 ^ < о о , 

т. е. выполняется условие (16). 
К рассмотренному выше типу принадлежат все рациональные спектраль­

ные плотности 

I Р m I2 /(*) Q(u) | 2 ' 
где P(z) и Q(z) — некоторые полиномы с действительными коэффициентами, 
имеющие все корни в левой полуплоскости. Как было только что установле­
но, для эквивалентности гауссовских распределений Р и Рг на ст-алгебре 
91 (Т), где Т = [0, т], необходимо и достаточно, чтобы математическое ожи­
дание a(t) (относительно вероятностной меры Р х) имело на интервале (0, т) 
п-ю производную а(п) (t) такую, что 

jj [а<п>(/)]аЛ < о о 
о 

(здесь n = q — р есть разность степеней сир полиномов Q(i К ) и P(i К). 
СО 

Величина ц (со) ==• ^ ф (X) ф (dX,) в формулах"(14) и (15) задается функ-
—00 
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цией ц>(Х) Œ Lr, которая есть решение следующего интегрального урав­
нения: 

со 

—СО 

Это решение ф(Я) является преобразованием Фурье обобщенной функции у (t): 

где 
со 

x(t)= S ^ W i o f y p . - о о < / < о о . 
—оо 

Указанная функция x(t) при 0 < t <С т есть решение дифференциального 
уравнения 

граничные значения которого определяются соотношениями: 

Q ( - ^ - ) ^ ( Ä ) ( 0 = 0 при t>0. 

Обобщенная функция y(t) вычисляется без особого труда: при / < 0 и Г>т 

она равна 0, при 0 < / < т задается обычной функцией Q(~JJ^J' 

•Q ^— ~äf)x W» а н а границе отрезка 0 ^ / ^ тявляется линейной ком­
бинацией ô-функций и их производных х . 

П р и м е р 6. Измеримые гауссовские процессы. Пусть (относительно 
вероятностной меры Р) l(t) = g(œ, /), ^ Е Т , — измеримый гауссовский про­
цесс на отрезке Т== [О, т] с нулевым средним значением и непрерывной кор­
реляционной функцией B(s, t); s, tŒT. Пусть Рг — другая вероятностная 
мера, относительно которой £(/), / Œ Т, также гауссовский процесс со сред­
ним значением a(t)f t Œ T, и той же самой корреляционной функцией 
B(s, t); s, t Œ. T. 

Рассмотрим гильбертово пространство L 2 всех действительных интегри­
руемых в квадрате функций и = u(t) на отрезке Т = [Од] со скалярным 
произведением 

{и, v) = ^ u(t)v(t)dt. 
т 

Рассмотрим в этом пространстве оператор В с ядром В (s, t); s, t Œ T; 

Bu (t) = jj В (s, t) и (s) ds9 t Œ T. 
T 

Как известно, такой положительный оператор В является ядерным, причем 
если Vk {k = 1, 2,...) — полная ортонормированная система его собственных 

1 См. [30, стр. 190—198]. 
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функций с собственными значениями at (k = 1, 2.. .) , то 
со 

В (s, 0 = 2 a*vk(s)Vk{t); s, tŒT, 
=1 

где указанный ряд сходится равномерно х . 
Не ограничивая общности, можно считать, что выборочные функции £(со) = 

= g (со, *) от t Œ Т входят в пространство ZA Следовательно, 
со 

5 ( 0 = 2 4k'Vh{t)9 tŒT, 

где 

Лл = 5 vk(t)l(t)dt; 1, 2, . . . 
т 

— гауссовские величины из замкнутой линейной оболочки U величин £(*), 
tŒT, я 

/ /о \ \ в П Р И / 
[ 0 при /= 

^ 2 « j 

со 

Ряд 2 ( 0 П Р И каждом фиксированном t Œ Т сходится в среднем 

квадратичном, так как 

при m, п-+ оо. Таким образом, указанные величины rĵ  (k = 1, 2, ...) образу-, 
ют ортогональную базу в гильбертовом пространстве U. 

Условие (14) эквивалентности гауссовских мер Р и Рг означает существо­
вание величины т] Œ U: 

00 

„2^2 

4 = 2 CftTlÄ' <Т1' ̂  = 2 CfeCJ^ 
ft=l k=l 

такой, что при всех / Œ Т 
00 со 

a (t) = <£ (О , Л> = 2 Cfe J ß < s ' ^ yft < s ) d s = 2 flfcü" 
где 

. со г ^ -|2 

ak = ckah b l , . . . [ 2 | ^ j < o o 

Очевидно, что условие равносильно тому, что среднее значение a(f), tŒT, 
входит в область значений оператора В1!*: 

0 0 а 

1 См., например, [29, стр. 265]. 

42 



где 
СО СО - 1 2 

При этом указанная выше величина ц Œ U есть 

= lim \ [B-1/2un{t)]l{t)dt, 
п-+оо J 

T 
где 

M 0 = S - ^ М 0 ; л = 1 ,2 , . . . 

Таким образом, (Эля эквивалентности гауссовских мер Р и Рг необходимо 
и достаточно, чтобы среднее значение a(t), t ЕЕ T, входило в область значений 
оператора ВХ1\ при этом фигурирующая в формулах (14) и (15) величина 
r\ е= U есть 

где ггл ( /) ; n = 1, 2, . . . —последовательность функций из области значений 
оператора В1/*, сходящаяся к функции В*1/2 a(t); если среднее значение a(t) 
входит в область значений оператора В, то 

T,= J [B-ia(t))l(t)dt 
T 

(здесь ß-V« и ß""1 означают операторы, обратные к операторам В1/2 и В 
на подпространстве, порожденном собственными функциями с ненулевыми 
собственными значениями). 

П р и м е р 7 . Гауссовские линейные функционалы. Пусть (относительно 
вероятностной меры Р) %(и) = £(со, и), и ЕЕ U, — гауссовский линейный 
функционал в широком смысле 1 на гильбертовом пространстве U с нулевым 
средним значением и корреляционным оператором В. Пусть Рг — другая 
вероятностная мера, относительно которой t(u), и Œz U, также гауссовский 
линейный функционал со средним значением а(и) = (и, а), и Œ U, и тем же 
корреляционным оператором В. 

Очевидно, гильбертово пространство U — замкнутая линейная оболоч­
ка величин %(и), UŒU,— унитарно изоморфно пополнению гильбертова про­
странства U по скалярному произведению 

{и, v} = (Bu, v) 

(при этом величинам \(и) соответствуют элементы и ЕЕ U). 
Предположим, что корреляционный оператор В является вполне непре­

рывным 2 . Пусть Vk(k = 1, 2,...) — полная ортонормированная система его 
собственных элементов с собственными значениями a\(k = 1,2, ..^.Оче­
видно, гауссовские величины %k = l(Vk)',k = 1, 2,... образуют ортогональ-

1 См. гл. I, § 3, п. 2. 
2 Напомним, что если имеется гауссовский линейный функционал Ç 6= U, эквивалент­

ный £ (и), и ЕЕ U, то оператор В является ядерным. 
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ную базу в гильбертовом пространстве U и всякий элемент ц Œ U предста­
вим в виде 

00 

fc=l 

где 
со 

Для эквивалентности гауссовских мер Р я Рх необходимо и достаточно, 
чтобы среднее значение a(w) = (и, а), и Œ U (где а — определенный элемент 
из U), было представимо в виде (см. условие (14) ) 

а(и) = <Е(И), т)> , и Œ U, 
00 

где Î ] G ( / . Воспользовавшись разложением Л = 2 имеем 
00 со со . 

<S(")f л) = 2 ^ < 5 ( ^ ) » 5к> = 2 ^) = 2 C^-Vkj ; 

fc=l &=1 ft=l 

и поэтому условие (14) означает, что 
. 0 0 . 

(и, а) = ( и, с А б | • un , « E t / , 

или 
со оо _ fl 

а = 2 akVk> где а* = <ъ<з*, 2 П Г 
k=i k=il k ] 

Это условие равносильно тому, что среднее значение a Œ U принадлежит 
области значений оператора В1**: 

Таким образом, для эквивалентности гауссовских мер Р и Рг необходимо 
и достаточно, чтобы среднее значение aŒU входило в область значений опе­
ратора В1/г; при этом фигурирующая в формулах (14) и (15) величина т) Er. U 
есть 

т| = Н т Б ( 5 ^ л ) , 

где ип, n = 1, 2 , . . . — последовательность элементов из области значений 
оператора В1/*, сходящаяся к элементу и = ß-V« a Œ U; если среднее значе­
ние а входит в область значений оператора ß , т о , 

т) = ЦВ а) 

(здесь ß-V* и ß~ x означают операторы, обратные к операторам В1'2 я. В на 
подпространстве, порожденном собственными функциями с ненулевыми соб­
ственными значениями). 

В заключение этого пункта рассмотрим два семейства гауссовских вели­
чин Щ9 tŒ Г , и £(/), tŒT". 

Обозначим Ш' и St" а-алгебры, порожденные величинами %(t), tŒ.T'9 

и £(/), / Œ Т"; обозначим U' и i / " их замкнутые линейные оболочки. 
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Вообще говоря, из эквивалентности гауссовских мер Р и Рг на каждой 
из а-алгебр 9Г, 9t" еще не следует их эквивалентность на а-алгебре 9(, 
порожденной всеми величинами £ ( 0 , t Œ Т' [) Т". 

Пусть 
р = sup I (и\ и") I = sup \В(и', и")\, 

где sup берется по всем величинам и' Œ U' и и" Œ U" с единичной дис­
персией: В(и'9 и') = В(и", uf/) = 1. 

Т е о р е м а 4. При р < 1 эквивалентные на а-алгебрах 9Г, 91" 
гауссовские меры Р и Рх будут эквивалентными и на в-илгебре 91, объеди­
няющей ЭР, 3 1 " . Яри э/жш, если р = 0 , то плотность р(&) = 
=P1(d(ù)/P(d(ù) этих мер на а-алгебре 91 есть 

p(ü>) = p'(G>) • / / » , 
где р' и р" —соответствующие плотности на 91' и 9Г. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 2, необходимым и достаточ­
ным условием эквивалентности Р и Рг является ограниченность линейного 
функционала а(и), и ЕЕ U, — соответствующего среднего значения — на 
гильбертовом пространстве U (замкнутой линейной оболочке всех величин 
S ( 0 » t Œ T U Т"). Очевидно, всякий элемент UŒ U однозначно пред­
ставим в виде 

и = и' + и"\ и' Œ V', и" Œ V'\ 

причем 
1 a f Ж ||ц'||2 + К Т . 

Следовательно, 

а ( а ) 2 < 2 [ ф ' ) 2 + а(и")а] < 

так как по условию среднее значение является ограниченным линейным 
функционалом на каждом подпространстве U' и U". Равенство же р = О 
означает независимость гауссовских величин l(t), t ЕЕ 7", и l(t)f t ЕЕ T", 
откуда и следует указанная в теореме формула для плотности (очевидная в 
отношении распределений вероятностей гауссовской случайной функции 
5 ( 0 » i ЕЕ Г U Т"). 

3. Эквивалентность гауссовских мер с различными 
корреляционными функциями 

Пусть Р и Рг — гауссовские меры на а-алгебре 9f, порожденной вели­
чинами l(t) = I (со, 0 на пространстве Q (параметр t пробегает мно­
жество Т), имеющие нулевые средние значения и корреляционные функ­
ции S (s, 0 и 5 i ( s » 0»' s» t E T , 

Так же, как и раньше, перейдем к линейному пространству U всех ли­
нейных комбинаций вида 

и =.^ckl ( 4 ) , 
k 

одновременно считая U параметрическим множеством (играющим ту же 
роль, что и Т) и рассматривая уже корреляционные функции 

В(иу v) = Eu • и, B^Uy v) = Exu • Ö 

как билинейные функционалы на пространстве U (см. п. 1 § 2). 
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Обозначим иг гильбертово пространство величин и = и(со) со скаляр­
ным произведением 

(и, ^>1 = j и (со) v (со) Р± (day), 
Q 

так же как и пространство V, являющееся замыканием линейного простран­
ства U. _ 

Пусть UOL = иа (со) — некоторая система величин из общего для U и 
Ux пространства U, линейная оболочка которых всюду плотна как в прост­
ранстве U, так и в пространстве иг. Обозначим 31 а-алгебру, порождаемую 
всеми величинами « а = U& (со). 

Л е м м а 4. Гауссовские меры Р и Pt эквивалентны на о-алгебре 3{ тогда 
и только тогда, когда они эквивалентны на о-алгебре 91, причем в случае 
эквивалентности для любого множества A ЕЕЕ 91 найдется множество 
A Œ 9(, такое что 

Р (А о Л ) = 0 , Pi (А о А) = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим U линейную оболочку величин 

UOL = иа (со). 
Пусть Р и Pi эквивалентны на а-алгебре 9f. Необходимое для эквивалент­

ности условие (7) выполняется не только на U, но и на U, поскольку U 
всюду плотно в U. При условии же (7) для любой величины £(/) = £; (со, t) 
найдется ^-измеримая величина и = и (со), такая что g (со, t) = и (со) 
почти всюду (как относительно Р , так и относительно Р ^ . Отсюда следует, 
что для любого множества из 91 вида [I (^), I (tn)] ЕЕ Г, где ti9 tn ЕЕ T 
иГ'— борелевское множество я-мерного векторного пространства, найдется 
множество A Œ 9t> такое что Р (А о. А) = О, Р 4 (Л о А) = 0. Очевидно, 
аналогичное множество Л ЕЕ 91 найдется и для любого множества Л 
из а-алгебры 91, порождаемой множествами вида [I (ti), I ( /„) ] Œ Г. 
Следовательно, эквивалентные на а-алгебре 31 гауссовские меры Р и Pi 
будут эквивалентны также на а-алгебре 31, причем плотность р (со) = 
= Pt (dco) / Р (dco) этих мер на а-алгебре эГодновременно служит плотностью 
и на всей а-алгебре Э(. Лемма доказана. 

Рассмотрим линейный оператор Вх из U в Ui9 определенный на простран-
cipe U как 

Biu = и, и Œ U. 

Пусть В*г — линейный оператор из 1)\ в U, сопряженный к f̂ : 

<i?iW, v) = <и, 5i^>i 

для любых «, о Е (/, и / — единичный оператор в пространстве (/. 
Т е о р е м а 5. Гауссовские меры Р и Pi эквивалентны тогда и только 

тогда, когда произведение B*xBi имеет ограниченный обратный оператор, 
а разность I — B*xBi является вполне непрерывным оператором, таким что 
полная система его ненулевых собственных значений 1 — а | ; k—\, 2, . . . 
удовлетворяет условию 

со 

2 ( 1 - а | ) 2 < о о (17) 

(т. е. I — BxBi есть оператор Гильберта — Шмидта). Плотность р (со) = 
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= Pi (dco) / P (dco) эквивалентных мер может быть представлена в виде 

p(<») = H m - J — е х р ( — i " 2 Р ^ - М » ) 1 } , (18) 

где Uk — Uk (со); k = 1, 2, . . . — полная ортонормированная система соб­
ственных функций оператора I — B[BI С ненулевыми собственными значе­
ниями 1 — G2; k = 1, 2, ... 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть гауссовские меры Р и Pt эквивалентны. 
Тогда выполнено условие (7), которое означает, что 

(В\Вги, и} ж <и,. и>, UŒU. 

Это говорит о том, что оператор ß iß i ограничен и имеет ограниченный 
обратный оператор. Рассмотрим спектральное представление положитель­
ного оператора В[В^ 

В[Вг - jj U (аХ)ш 

где / (А) — соответствующее семейство проекционных операторов в про­
странстве U. Разобьем отрезок [си с2] на произвольное конечное число ин­
тервалов Дь = и возьмем из каждого ненулевого подпростран­
ства / (Ak)-U по элементу uk, (ukl Uk) — 1. Указанные элементы таковы, 
что 

< ( B ; B 1 ) « , . « . > = { ^ > 0 I I P H jrk: 

I 0 при ]=f=k. 

При всех разбиениях отрезка [ci3 с2] энтропийное расстояние г между гаус-
совскими мерами Р и Р\ на а-алгебре, порожденной соответствующими вели­
чинами ui9 ип, таково, что 

г ж 2 ( 1 - 4 ) 2 

(ср. (8)), где 

Из условий (10) немедленно вытекает, что оператор В\В имеет чисто дис­
кретный спектр, причем отличные от 1 собственные значения а2, а2, . . . удо­
влетворяют условию (17). 

Предположим теперь, что выполнено условие (17), т. е. / — В\Вг есть 
оператор Гильберта — Шмидта. Пусть иа = иа (со) — ортонормированная 
система собственных элементов оператора / — B±Bt с собственными зна­
чениями 1 — а2 и пусть 21 — а-алгебра, порождаемая всеми величинами 
иа = иа (со). В силу леммы 4 гауссовские меры Р и Pi эквивалентны на 
а-алгебре 31, если они эквивалентны на а-алгебре 3Ï. Лишь не более чем 
счетное число значений 1 — о2

а отличны от 0; пусть это будут 1 — о2, 
1 — о\, ... Для энтропийного расстояния г на а-алгебре, порожденной ве­
личинами Uk (со); k = 1, я, имеет место соотношение 

г ж 2 ( 1 - ( $ ) • , 
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CO 

где по условию 2^— 61) 2 <С°°- Таким образом, выполнено условие 
k=i 

(10) эквивалентности гауссовских мер Р и Ри 

При этом, согласно формуле (4), плотность р (со) = Pt (dco)/ Р (dec) 
есть (см. примечание на стр. 32) 

р (со) = lim - J — ехр {4- 2 [4̂  ~ Mî HI • 

Отметим, что если разность / — B\ßi представляет собой оператор 
Гильберта — Шмидта, то сам оператор BxBi является ограниченным, причем 
он имеет ограниченный обратный оператор тогда и только тогда, когда яв­
ляется невырожденным: (В[Вх)и =/= 0 при и =f= 0 (и Œ U). 

Действительно, покажем, что существование ограниченного оператора, 
обратного к оператору ВгВи равносильно тому, что разность I — В\ВХ 

не имеет собственного значения, равного 1. 
В самом деле, поскольку оператор В[В{ является положительным, 

разность / — B*iBt такова, что 

ô = sup </—В* х В х и, и}<^ \. 
<«, и>=1 

Имеем 
<м, и) — {(B*xBi)u, и} < ô • <и, и>, 

< ( ß i ß 4 ) и, и) > (1 — о) (и, и). 

Следовательно, при ô =f= 1 существует ограниченный оператор (ßißj)- 1 . 
С другой стороны, если 1 является собственным значением оператора 
/ — В{Ви то 0 является собственным значением оператора ВхВи и, еле-
довательно, обратный оператор (ВхВ)-1 не существует. 

Напомним х , что оператор А в гильбертовом пространстве U является 
оператором Гильберта—Шмидта тогда и только тогда, когда для некоторой 
полной ортонормированной системы щ, k = \ , 2, . . . 

со со 

2 МИ* I 2 = 2 <Ли**И/> а< ОО. 
k=l k, / = 1 

Для оператора А = I — B*xBi скалярное произведение (Au, v} при лю­
бых и, v Œ U совпадает с разностью корреляционных функций 

Ъ (и, v) = В {и, v) — Bi (и, v), 

так как по самому определению оператора Bt 

<[/ — B*xBixM,, v) = (и, v} — (BiU, BiV} = В (и, v) — В{ (и, и); и, v е : U. 
Таким образом, разность I — В*ХВХ является оператором Гильберта — 
Шмидта тогда и только тогда, когда для некоторой полной ортонормиро­
ванной системы элементов uk ЕЕ U; k = 1, 2, . . . выполняется условие 

со 

2 b(uk,uj)*<oo. (19) 
/ = 1 

1 См., например, [9, стр. 47—50]. 
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fP Отметим, что в этом условии вместо ортонормированной системы 
Uk (k = 1, 2, ...) можно взять любой безусловный базис *, т. е. полную си­
стему элементов, для которых 

2 CkUk2 ж 2 & 
k к 

при любых действительных си с2, ... 
П р и м е р 8. Эквивалентность гауссовских распределений в гильберто­

вом пространстве. Пусть (относительно вероятностной меры Р) g (и) = 
= 5 (со, и), и ЕЕ (/,— гауссовский линейный непрерывный функционал на 
сепарабельном гильбертовом пространстве U: 

g (U) = (И, g ) , U Er: U, 
ê 

где I Œ U — гауссовская величина с нулевым средним значением и корре­
ляционным оператором В. Пусть Pi — другая вероятностная мера, отно­
сительно которой величина I Œ U также является гауссовской (с нулевым 
средним значением и корреляционным оператором Z?i). 

Гильбертово пространство U — замкнутая линейная оболочка величин 
I (и) = (и, I), и Œ U у унитарно изоморфно пополнению гильбертова про­
странства U по скалярному произведению 

(и, v} = (Bu, г/); 

при этом величинам (и, I) ŒU соответствуют элементы и Er. U. Для большей 
наглядности отождествим элементы и Œ U с соответствующими величинами 
(и, I). 

Пусть vk(k= 1, 2, ...) — полная ортонормированная система собствен­
ных величин корреляционного оператора Вч отвечающих собственным 
числам Xk (k = 1, 2, . . . ) . Не ограничивая общности, можно считать опе­
ратор В невырожденным (т. е. Xk ̂ > 0 при всех k= 1, 2, . . . ) . Очевидно, 

величины Uk = • г Vk\ k = 1, 2, образуют полную ортонормирован-

ную систему в гильбертовом пространстве U. При любых и, v ÇE U 

<[/ — BlBi\Uy и) = (Bu, v) — (BiU, v) = (В [I — B-iBilUy v) = 

= <[I-B-*Bi]Uy u>, 

так что фигурирующая в теореме 5 разность / — совпадает с операто­
ром / — B~lBi в гильбертовом пространстве U. Таким образом, для эквива­
лентности гауссовских мер Р и Pi с нулевыми средними значениями и корре­
ляционными операторами В и Вх необходимо и достаточно, чтобы оператор 
I — В-1Вг был оператором Гильберта — Шмидта (в гильбертовом прост­
ранстве U), все собственные значения которого отличны от 1 ; при этом плот­
ность Pi {diu) / Р (diu) описывается формулой (18), в которой Uk {k = 1, 
2, ...) — полная система его собственных величин с собственными значениями 
1 — of; k = 1, 2, ... 

Вернемся к рассмотрению общей схемы. Обозначим U У, U линейную 
оболочку всех функций и (со, со4) от со, со4 на произведении пространств 
Q X ^ ВИДА 

и (со, щ) = 2 Cjkl (со, Sj) I (соь tk) (20) 

1 См., например, [5]. 
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(где Sj, tk ŒT И Cjk — действительные числа), замкнутую относительно 
скалярного произведения 

<и, v} = ^ и (со, coj-i^co, cû1)P(d(û) X P^coJ. 

Л е м м а 5. Всякий оператор А (типа Гильберта — Шмидта) в гиль­
бертовом пространстве U задается некоторым [ядром 1 т) (со, со^—элемен­
том гильбертова пространства U X U'-

Au (со) = ц (со, сох) и (со х) Р (ащ), со Œ 

Всякий оператор А указанного вида является опрератором Гильберта — 
Шмидта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если функция и = и (со) входит в пространство 

[/, т. е. является пределом линейных комбинаций вида ип (со) = 2 с^> С03* 4) , 
/г 

то произведение и (со)-и (со 4) таких функций входит в пространство U X Цш 
В самом деле, 

[и (со) • и К ) — ип (со) - и„ Ю ] 2 Р (d©) -Р (dcoi) < 

< 2 Jj [ü К ) 2 1 и (со) - ил (со) | 2 + ип (со) 21 v(щ) - vn (w± I 2] P(dco).P (dcOiX 

< с J | и (со) — ил (со) | 2Р (d(ù) - JI о (dcox) — Ü„ К ) | 2P (d©i) -> 0 

при n оо. Пусть = и* (©); £ — 1, 2, . . . — полная ортонормированная 
система собственных элементов оператора А (оператора Гильберта — Шмид­
та) в гильбертовом пространстве U и Xk (к = 1, 2, ...) — соответствующая 

со 
система собственных значений: ^Х\<^оо. Рассмотрим ряд 

со 

Г](СО, С0Х) = 2 hkVk((ù)'Vk{®i). 

Очевидно, функции Vk (со) -vk (со 4) от (со, со4) образуют ортонормированную 
систему в пространстве U х U и указанный ряд определяет некоторую 

со 

функцию У) (со, coi) Œ U X £Д поскольку 2 ^ о о - При этом для лю-

бой функции и = и (со) Œ с7: 

и(ю)= 2 2 с*< °°' 
£ = 1 6 = 1 

имеет место следующее соотношение: 
o d 

^ Л (<•>, ©i) w (со) Р(dco) =• 2 с Д ^ / г (COI) = Аи (coi), 

т . е . о п е р а т о р A з а д а е т с я я д р о м r) (со, сох) и з п р о с т р а н с т в а Ü X U. 
Д а л е е , ф у н к ц и и в и д а и (со)-v (со 4) о б р а з у ю т п о л н у ю с и с т е м у в г и л ь б е р ­

т о в о м п р о с т р а н с т в е U X £Л и п о э т о м у ф у н к ц и и и* (со)-и/ ( % ) ; £ , / = 1 , 2, .., 
1 Ср., например, [29, стр. 262]. 
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образуют полную ортонормированную систему в этом пространстве. Сле* 
довательно, всякая функция г) (со, со̂  из пространства U X U разлагается 
в ряд 

СО 00 

ц (со, ©х) =* 2 Ckjvk (со) üj (соД 2 С * / < °°• 

/ = 1 й, / = 1 
Но если функция т] (со, ©4) симметрична: т] (со, ©i) = г\ (соь со) для почти 

всех (со, ©i), то 
оо со 

у](со, сох) = 2 CkVk(a)Vk (%), 2^<°°-
Очевидно, всякое симметричное ядро ц (со, со4) ЕЕ сУ X ^ задает оператор 
Гильберта — Шмидта. Лемма доказана. 

Как оператор Гильберта — Шмидта в гильбертовом пространстве /У, 
разность I — BxBi задается некоторым ядром т)0 (со, со̂  — элементом 
гильбертова пространства Ъ X U: 

(/ — BlBJ и (со) = ^ т|о (со, сох) и (co-t) Р (dcox), WEF, 

и собственные величины щ = Uk (со) с: собственными значениями 1 — а|, 
фигурирующие в формуле (18), являются решением интегральных уравнений 

(1 — с!)иА(а))= \ г]о(со, c O x J ^ ^ P ^ i O x ) ; é = 1, 2, . . . (21) 

Как элемент пространства U X U, ядро т)0 (со, соА) однозначно определяется 
интегральным соотношением 

b(s,t)= g g (со, s) g К , О Л о К cox)P(dco) X P(dcox), (22) 

где 6 (s, f) — В (s, /) — ß x (s, )̂ есть разность исходных корреляционных 
функций В (s, f) и Si (s, поскольку система всех величин I (со, 5) •£ (соь /) 
полна в пространстве U X сУ, а разность & (5, /) равна скалярному произве­
дению в гильбертовом пространстве U элементов 

( / - 5 ^ ) 5 ( 5 ) и U G T . 

Резюмируя сказанное выше, сформулируем следующий результат. 
Т е о р е м а 6. Для эквивалентности гауссовских мер Р и Р± необходимо 

й достаточно, чтобы разность Ь (s, t) = В (s, t) — Bi (s, /) корреляционных 
функций допускала интегральное представление типа (22), в котором ядро 
т]0 (со, cod) не имеет равных 1 собственных значений (т. е. чисел (1 — а2,), 
удовлетворяющих интегральному соотношению (21)). 

П р и м е р 9. Эквивалентность винеровской меры. Пусть (относительно 
вероятностной меры Р) I (t) = g (со, t) — винеровский процесс на отрезке 
Т = [0, т] (см. пример 3). Пространство U унитарно изморфно пространству 
L 2 (Т) всех действительных интегрируемых в квадрате функций ф (/), / Е Т, 
а пространство U X U — аналогичному пространству L2 (T X Т) всех 
функций ф (s, t) от (s, t) Œ T X Т9 в котором скалярное произведение эле­
ментов ф и if) есть 

Ф (s, t)ty(s, t) ds dt. 
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При этом всякая величина и е U X Сможет быть представлена в виде 
стохастического интеграла 

О О 

где ф = Ф (s, t) — соответствующая величине и = и (со, © t) функция из 
пространства L 2 (7 X а стохастическая мера определена на прямоуголь­
никах А X Ai к а к произведение независимых величин g (со, Д) и g ( © Ь A X ) 
(g (Д) = g (О — g (s) есть приращение винеровского процесса на интервале 
Д == (s, t)). Пусть Pi — другая вероятностная мера, относительно которой 
g (t) — гауссовский процесс с нулевым математическим ожиданием и корре­
ляционной функцией Bi (s, 0 < s, t < т. 

По теореме 6 гауссовская мера Pi эквивалентна винеровской мере Р тогда 
и только тогда, когда разность Ь (s, t) = В (s, t) — Bi (s, /) корреляционных 
функций В (s, /) = min (s, /) и Bt (s, t) представима в виде 

ô(s, *) = § Ê(CÛ, s)g(©, /)%(©, C O ^ P ^ C Û ) x P(dcûi) — 

l9(s, t)dsdt, 0 ^ s, ^ < t, 

о 0 

где 

s * 

s f 

5(M'E(©i, t) = ^l(ds)xl(dt) 
о 0 

Ло (со, ©i) = ^ ф (s, 0 g (ds) X g (df). 

Ясно, что это представление имеет место тогда и только тогда, когда функция 

Ь (s, 0 имеет интегрируемую в квадрате производную ^b}slP , точнее, 
OS ОХ 

когда 

0 0 0 0 

Дополнительное условие эквивалентности состоит в том, что у ядра д , 

задающего оператор Фредгольма в пространстве L2 (Г), нет равного 1 соб­
ственного значения. 

При этом, если <pk(t)\ k = l , 2, . . .— собственные функции этого ядра 
с отличными от 0 собственными значениями 1 — а|; k = 1,2, то фигу­
рирующие в формулах (18) и (21) величины Uk = (©) имеют вид 

«* = 5<P*(0É<d0. £ = 1 , 2 , . . 

П р и м е р 10. Эквивалентность распределению гауссовского марков­
ского процесса. Пусть (относительно вероятностной меры Р) g (t) = g (©, /) — 
гауссовский марковский процесс на отрезке Т = [0, т] с нулевым средним 
и непрерывной корреляционной функцией В (s, t) (В (t, t) =j= 0). Свойство 
марковости означает, что для любых s < и < / величины g (5), 

52 



л В (t и) 

(£0 = Q У \ %(и) и £ (0 связаны соотношением 

I <Êtt)-iW, Ê(s)> = 0 
или 

в (s, 0— f ,(ц' 1 и) = о. 
При ß (а, а) = 1 получаем следующее функциональное соотношение для 
функции F (s, t) = log В (s, /): (отметим, что B(s, t) > 0, так как В ( ^ ) > 0 , 
t Œ T): 

F (s, t) = F (s, a) + Z7 fa 0. s < a < /. 

Положив F (t) = F (t, т), при * > s имеем 
ß ( s , 0 = ^ ( e , 0 = e- ( / ? (' )- | ? ( e ) ) . 

Но для марковского процесса g = g (/) (с нормированной корреляционной 
функцией В (и, и) = 1) значение В (s, t)2 совпадает с нормой величины 
I (t) — проекции величины g (/) на замкнутую линейную оболочку величин 
I (и), u<^s (в гильбертовом пространстве U). Следовательно, В (s> t) есть 
монотонно неубывающая функция от s<C t, и таким образом при любых 
s, tŒT 

B(sJ)=e^F^-F(% 

где F (t) — некоторая монотонно неубывающая функция от t. В общем слу­
чае корреляционная функция В (s, t) стохастически непрерывного (см. те­
орему 1, гл. I) марковского гауссовского процесса представима в виде 

В (s, t) = Y В (s,s) • В (t, t) exp ( — I F (t) — F(s) | ) 

Будем считать, что F (t) — строго монотонная, непрерывная^функция 
от t. Непрерывная замена времени t-+ и: 

2F (t) 

переводит исходный отрезок Т= [0, т] в отрезок] U — [e2F(°\ e2F^]. Преобра­
зование же 

где t=t(u) есть функция, обратная к u = e2F^\ переводит исходный 
марковский процесс I (t) на отрезке [0, т] в винеровский процесс ц (и) на 
отрезке [e2F^\ e2F&]: 

Ец(и)ц(ю) = Y w e - n n Y Z - l n Y ° l = min {и, v). 

Если Pi — вероятностная мера, относительно которой I (t) = 6 (со, t) — 
гауссовский процесс с нулевым средним и корреляционной функцией 
Bi (s, f), то при переходе к величинам rj (и) корреляционная функция 
этой гауссовской меры Pt будет 

1 , V ' IV ' VB[t(u),t(u)].B[Hu),t(v)] V V 

Условия же эквивалентности гауссовских мер Р и Р{ в терминах корреля­
ционных функций] Ег\ (и)ц (v) и ЕХУ] (и)ц (v) выведены в предыдущем 
примере 9. 

Вернемся к рассмотрению общих гауссовских мер с нулевыми^математи-
ческими ожиданиями. Рассмотрим гильбертово пространство U X Ui — 
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замыкание всех описываемых формулой (20) функций и (со, coi) относительно 
скалярного произведения 

(и, v) - ^ w(со, co1)P(d(o) х Рх(ащ). 

Т е о р е м а 7 . Гауссовские меры Р и Pi эквивалентны тогда и только 
тогда, когда разность b (s, t) = В (s, t) — Bi (s, f) допускает интегральное 
представление вида 1 

& ( s , 0 = s) g К , 0 Л (со, ^1)P(d^)xP1(d(ù1), М Е Г , (23) 

2c5é? т] = т] (со, COI) S f/ X cVi. Плотность p (со) = P 4 (dco) / P (dco) 
валентных мер может быть описана формулой 

— ~[-П (со, со)—Et]] 

p((ù)=De 2 (24) 

оля почти всех со ев ^ , гдг D — нормирующий множитель, определяемый 

из условия ^ р (со) P (dco) = 1. 

Отметим, что в сравнении с теоремой 6 здесь отсутствует требование не­
вырожденности оператора BxBi (равносильное тому, что ядро т]0 (со, со4) 
не имеет равного 1 собственного значения). В теореме 6 это требование не 
может быть снято 2 . 

Отметим также, что формула (24) нуждается в дополнительных объясне­
ниях, поскольку от функции т) (со, ©О пары переменных (со, соА), определен­
ной почти всюду относительно произведения мер P X Pu нельзя непосред­
ственно перейти к функции rj (со, со) на «диагонали» со 1 = со. 

Наряду с пространством U X Ui рассмотрим гильбертово пространство 
U2 — замыкание всех величин вида 

и (со, со) — Ей (25) 
(где и (со, со) получается из описываемых формулой (20) величин и (со, со4) 
подстановкой со вместо й)4. Ей — математическое ожидание) со скалярным 
произведением 

(и — Eu, v — Ev) = Eu'V — Eu -Eu. 

Указанные величины и (со, со) — Ей будем считать представленными в сим­
метричной форме с коэффициентами с}ъ =. сщ (см. формулу (20)). Рассмотрим 
в пространстве U X Ui подпространство всех «симметричных величин» 

1 Соотношение (23) можно рассматривать как уравнение относительно неизвестной 
величины il = Л (СО, Щ); О Н О может иметь лишь единственное решение г\ 6Е U X U\. 

2 Пусть (относительно вероятностной меры P) g (t) = \ (со, t), 165 T — произвольное 
семейство гауссовских величин. Пусть U — соответствующее гильбертово пространство 
величин и = и (со) (замкнутая линейная оболочка величин Е, (t), t £z Т). Корреляционная 
функция В (и, v) есть 

В («, v) = <и, Ü>; и, v £Е U. 

Пусть А — произвольный оператор Гильберта — Шмидта в гильбертовом пространстве U 
(в частности, А может иметь собственные значения, равные 1), такой лишь, что || А || ^ 1. 
Тогда 

Z?i (и, v) = В (и, v) — b (и, v)\ w, v ^ U, 

где b (и, v) = <Ам, Ü> есть положительный линейный функционал на пространстве Л. 
Всегда существуют гауссовские распределения вероятностей Р и Р1 с корреляционными 
функциями В (и, v) и Вх (и, v). Они эквивалентны тогда и только тогда, когда оператор А 
не имеет собственных значений, равных 1. 
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и (со, cûi) : и (со, cöi) = и ( C Ö I , со) — замкнутую линейную оболочку всех 
величин вида 

где 

и (со, ©х) = 2 cikl (со, tj) I (соь ̂ ) , 

Cjk = с*/; / , & = 1, . . Л . 

(26) 

Между величинами и (со, со4) этого подпространства и симметризованными 
величинами и (со, со)— £гг имеется взаимно однозначное соответствие; 

и (со, Cöi) и (со, со) — 

при котором 

(и, и} ж (и — Eu, и — Ей). 

В самом деле, при условии (23) 

(27) 

n n 

= SS f 2С*Ё(<°, Г 2 °kl (oi, )̂1 л (со, cOi)P (dû)) x P x ( d c o x X 

< {£ Г 2 (**)] '}• 2 f £ i I 2 Ckl (4)T1 TS \ Л2 (со, © 0 P (Ao) хРг (ащ) - ß x ß 

откуда видно, что если Е 2 ckl{tk) —>0, то также 2 с ^ 0 

и наоборот. Это говорит о том, что при условии (23) выполнено и усло­
вие (7), согласно которому 

п п 

EÏ^ckl (tk)T Ж Ег Г 2 ckl(tk)T. 
Lk=i J L £ = i 

Следовательно, для любой величины вида (26) 
п 

<и, и> = S Е* I" S К </) ? (coi, ^ ) ] 2 P {d(ù) ж 

/i n n 
Ж S £ I S tyfeÊ (СО, */) g (tt*, tk)JP (d(ù) - 2 2 CnfiimB (th tt) - ß *m). 

ß /, £ = 1 / , £ = 1 /, m=i 
В то же время, как легко подсчитать, для соответствующей величины вида 
(25) при cjk = сщ\ /, k= 1, п, имеем 

(и — Ещ и — £и) = 2 2 2 c / Ä c / m ß (//, f/) ß 
/, k=\ l, m=l 

Видно, что соотношение (27) действительно имеет место. 
Удовлетворяющая уравнению (23) величина г\ (со, ©4) является симметрич­

ной и ей соответствует величина rj (со, со) — Er\ Œ U2\ она-то и фигурирует 
в формуле (24). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 7. Как было показано выше, 
если имеет место интегральное представление (23), то выполняется и необ­
ходимое для эквивалентности гауссовских мер Р и Р 4 условие (7), при ко-

55 



тором Р и Pi являются эквивалентными тогда и только тогда, когда (см. 
леммы 1, 2 и соотношение (8)) 

supD log p s < C ° ° > 
SŒT 

где ps (со) = Pi (dco)/P (dco) есть плотность гауссовских мер Р и Pu 

рассматриваемых на а-алгебре 9t (S), порожденной конечным числом вели­
чин 1(f), t Œ S. Не ограничивая общности, можно рассматривать лишь 
такие конечные множества S, для которых величины l(t), t Œ S, являются 
линейно независимыми. Тогда, как видно из формулы (1), величина 

ц3(со, со) = — 2 Jtogps(со) — log-^J может быть представлена в 'виде 

r\s (со, со) =• 2 c(s,t)l((ù, S)1((Ù, t), 

s, *&S 

где {с (s, t)} = {d (s, t)} — {C (s, t)}] {C (s, t)} и {Сг (s, t)} — матрицы, 
обратные к корреляционным матрицам {В (s, t)} и {Bi (s, t)}\ s, t Œ S, 
с определителями D и D±. Величине rj 5 (со, со) соответствует симметричная 
величина r\s (со, соА) из пространства U X Ui-

% К (ÛI) = 2 c(s,*)Ê(<*>, s)Ê(<*>b О-
s, f sS 

В силу соотношения (27) 

D l o g p 5 ^ ( n s — 5T|S, Г)5 — ЕЦ5)Ж<Ч8, Ц3>, 
так что необходимое и достаточное условие эквивалентности состоит в том, 
что 

o 2 ^ s u p < r ] s , V < ° ° . (28) 
SC Г 

Легко проверить, что величина r\s (со, со̂  при всех s, t Œ S, S çz Т, удовле­
творяет уравнению 

b(s, /) = S Ê (со, s) l (cox, OT]S(CO, щ)Р(а^)Р± (ащ). 

Отсюда видно, что для любой величины u (со, со4) ЕЕ £/ X с7ь выражающей­
ся формулой (20), имеет место неравенство 

п 

2 с,ф (Sj, ^) < <И, '̂ ><Г]5, Л5> < & <И, И>. 
•/, k=l 

Это неравенство показывает, что в гильбертовом пространстве U X Ui 
существует линейный непрерывный функционал b {u} = (u, т]> (где г) — 
некоторый фиксированный элемент из (/ X (/i), на всех элементах 
u = ^ (со, s) g (соь /) принимающий заданные значения b {u} = b (s, t); 
s, t Œ T. При этом соответствующая величина т) = ц (со, со4) из рассматри­
ваемого пространства U X Ui такова, что каждая из величин r\s (со, со4) 
совпадает с проекцией величины г\ на подпространство U X cVi (5) — ли­
нейную оболочку величин u = £ (со, s) g (соь /); s, t Œ S, так что в свою 
очередь, если существует описанного типа линейный непрерывный функ­
ционал b {u} = (u, т)>, то <T)s, T]S> < т], т|> и выполнено условие (28). 
Само же интегральное представление (23) выражает собой факт сущест­
вования линейного непрерывного функционала b {u} = (u, г]>, при­
нимающего на элементах u = I (со, s) I (соь t) заданные значения b {u} = 
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-= b (s, t); s, tŒT. Итак, доказано, что условие (23) необходимо и доста­
точно для эквивалентности Р и Pt. 

Далее, пусть гауссовские меры Р и Pi эквивалентны, так что существует 
указанный выше линейный функционал b {и} = (и, т)>. Как уже указыва­
лось ранее *, для любой последовательности конечных множеств Si cz S 2 çz.... 
при почти всех со существуют пределы 

lim log рп (со), где рп = ps 

п-*оо п 

И 
l im£logp n . 
л-*оо 

Если величины T] r t = r\Sfl удовлетворяют предельному соотношению» 
lim <т|л1 цпу = о2, то одновременно существуют пределы (см. форму-
я ->оо 

лу (28) и ниже) 
Нт[л я((и, со) — £т|л] - [Л (со, со) — £г)], l i m ^ K ©i) = Л(©, coj, 
я - » о о Я->00 

где имеется в виду сходимость в соответствующих пространствах U2 и. 
U X с74. Из соотношения (27) вытекает, что 

Г] (СО, Cöi) <-> [г] (со, со) — £г)] 
и что 

^ — [п (со, со)—Eil] 

log р (со) = limE log p„ + T l i m [т)я (со, to) — £ т у = log De 2 

П->0О я - * о о 
Теорема 7 полностью доказана. 

П р и м е р 11. Независимые гауссовские величины. Пусть I (k) — 
= I (со, &); й = 1 , 2, . . .— последовательность независимых гауссовских 
величин с нулевыми математическими ожиданиями (как относительно рас­
пределения вероятностей Р, так и относительно распределения вероятно­
стей Pi) и с дисперсиями 

öz(k) = Dl{k) и o\(k) = Dil(k)\ k = l , 2, ... 

В этом случае величины ujk = I (со, /).£ (соь А); / , £ = 1 , 2 , образуют 

ортогональную базу в гильбертовом пространстве U X с7 ь 

<и/ь и/*> = ст2 (j)-ol (k); / , ß = 1, 2, и коэффициенты 

разложения 
00 

величины r) Œ (7 X cVi в формуле (23) есть 
b{k, k) При } = k\ b(k, k) = <52(k) — 0\{k), 

G2(*K(£) 
О при j=f=k\ /, k = 1, 2, 

Видно, что необходимое и достаточное условие эквивалентности гауссовских 
распределений P и Pi состоит в том, что 

а(А)-вц Ä = 1 - , - . - . ( * ) - > = < Ч . Л > < о о , 

1 См., например, [21, стр. 308, 296]. 
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причем величина г) (со, со) — Ец в формуле (24) имеет вид 

~ a 2 (k) — а 2 (k) ^ 
т , ( < о , а > ) - £ т , = S ' 2 , [ Е ' К * ) - в » (А)]/ 

П р и м е р 12. Гауссовские стохастические меры. Пусть (относительно 
вероятностной меры P) I (А) = I (со, А) — стохастическая гауссовская мера 
на измеримых множествах А некоторого пространства Т с нулевым матема­
тическим ожиданием и корреляционной функцией В (А, А±) = m (A f| Ai), 
где m (А) — некоторая сг-конечная мера на пространстве Т. Пусть Pt — 
другая вероятностная мера, относительно которой | (А) — также стохасти­
ческая гауссовская мера с нулевым математическим ожиданием и корреля­
ционной функцией Bi (A, Ai) = mt (А П А 4 ) , где га4 (А) — другая а-ко-
нечная мера на измеримых множествах А пространства Т. 

Соответствующее гильбертово пространство U X U\ унитарно изоморфно 
гильбертову пространству L2 (T X Т) всех действительных функций ср (s, t) 
на произведении пространств 71 X Т, интегрируемых в квадрате по мере 
m X mu скалярное произведение в котором задается как 

<Ф, -ф> = § <p(s, t)-^(s,t)m(ds)xm1(dt). 
тхт 

При этом всякая величина и Œ. U X U± может быть представлена в виде 
стохастического интеграла 

и= g Ф ( 5 , t)l(ds)xl(dt), 
тхт 

где ф = Ф (s, )̂ — соответствующая величине и = и (со, cöi) функция из 
пространства L2 (T х T), а стохастическая мера определяется на множе­
ствах вида А X Ai к а к произведение независимых величин I (со, А) и 
I (со, Ai). Условие (23) эквивалентности Р я Pi означает существование та­
кой функции ф (s, /) Œ L2 (T X T1)» ч т о Д л я соответствующей величины 

Л (ю, <ÖI) = SS Ф (s, О I (ds) X l (dt) 
тхт 

при любых измеримых множествах A, A j Ç î 1 выполняется соотношение 

ô ( A n A i ) = SS 5 ( ш , Д ) ^ К , Д 1 ) т | ( и ) , ш 1 ) . / , Й х Л ( Ц ) = 

= SS Ф (s> о m (^ s) х m i № ) » 
A X A i 

где b (A) = m (A) — m! (A) есть обобщенная мера на пространстве Т. 
Будем считать, что измеримое пространство Т является сепарабельным и 
одноточечные множества {t}, t ЕЕ Т,— измеримыми. Тогда полученное выше 
соотношение означает, в частности, что мера, задаваемая на множествах 
A X Ai формулой 

Ф (s, t) m (ds) x mx (ds), 
A X A i 

сосредоточена на «диагонали» D = {(s, t) : s = t}. 
Легко видеть, что условие эквивалентности состоит в следующем: 

исходные меры m (А) и mi (А) таковы, что m (А) = т± (А) для любого изме­
римого множества A çz Т, не содержащего точек положительной меры 
(Т. е. таких точек tŒT, при которых m (t) > 0); при этом точки t i t /2» ••• 
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положительной мери одни и те же как для т, так и для mj и 

f m i t h ) m i Щ — < Ф . Ф > < ° ° ; 

соответствующая функция ф (s, /) равна 0, всюду, кроме счетного числа точек 
t u /2> причем 

m (tb) — m (th) 

Величина т] (со, со) — £г) в формуле (24) имеет вид 

2 т (tb) — mi ( M 

П р и м е р 13. Стационарные гауссовские процессы. Пусть (относительно 
вероятностной меры P) g (£) = I (со, /), — оо < t < оо, — стационарный 
гауссовский процесс с нулевым математическим ожиданием и корреляцион­
ной функцией В (s, t) = В (t — s). Пусть Pi — другая вероятностная мера, 
относительно которой £ (t) также стационарный гауссовский процесс с ну­
левым математическим ожиданием и корреляционной функцией Bi (s, t) = 
= Bi (t — s). Пусть F (A) и Fi (A) — спектральные меры, отвечающие 
P и PU 

00 

B(t)= ^eMF(dX), BiV) = ) e^Ftidl). 
— 00 —oo 

Рассмотрим гауссовские меры P и Pi на а-алгебре 3t = 2t (Г), порож­
денной лишь величинами l(t), t Œ Т, где Т — произвольное множество на 
действительной прямой. Соответствующее гильбертово пространство U X U\ 
унитарно изоморфно пространству Ь\хт всех функций ф (А,, \\) на плос­
кости — оо < A, \i < оо со скалярным произведением 

оо 

<Ф, Ч>> = $ Ф ( Ь , I*) ^ГЙ F X 
—00 

которое получается пополнением линейного пространства всех функций вида 
п 

Ф м-) = 2J ^ 

где s b S/IÎ tu • ••> Œ Г и с/ь / , Ä = 1, . . . n — действительные числа, 
причем каждый элемент и ЕЕ t/ X Ui представляется в виде стохастического 
интеграла 

00 

и = [\ Ф ( Я , ( i ) Ф (dA,) х Ф х ( d u ) . 
—00 

Здесь ф = ф (Я, jLi) — соответствующая величине а = и (со, © i ) функция 
из пространства Lrxr, а стохастическая мера определяется на множе­
ствах вида А X Ai как произведение независимых величин Ф (со, А) и 
<E>! ( © i , Д 4 ) ; А и Ai — измеримые множества на действительной прямой; 
ф (А) = Ф (со, А) и Ф1 (Ai) = Ф х (соь — спектральные стохастические 
меры рассматриваемого стационарного процесса £ (t), — 0 0 < t < 00 , 
по отношению к распределениям Р и Рх: 

оо 

| ( ( о , s)-S((Db t)= §е!^-МФ(а%)хФг(с1ц) 
—СО 
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при всех s, ÉŒT. Условие (23) эквивалентности гауссовских мер Р и Pt 

на б-алгебре 31 = Ш(Т) означает, что в пространстве Ьтхт существует 
функция ф (X, р,), такая что величина 

оо 

т| (CD, W L) = § ф (к, il) Ф (dl) Х Ф Х (d[i) 

—ОО 

при всех s, t Œ Т удовлетворяет уравнению 

ô (s, t) = {I (со, s) •£ (©„ О» Л (©, û>i)>, 

которое равносильно следующему интегральному представлению функции 
b (s, t) = B (t — sj — Biit — s): 

со 

6(s, 0 = 55е- ( W O ф (Я,, ц) F ( d À ) х F x ( d L i ) , s, t ŒT. (29> 
—00 

Это соотношение представляет собой интегральное уравнение относительно 
неизвестной функции ф (X, p,) Œ ЬТХТ с заданной функцией b (s, t);s, t Œ Г. 

Итак, гауссовские меры P и Pi эквивалентны на о-алгебре Ш (Т) тогда и 
только тогда, когда уравнение (29) имеет решения ф (X, р,) в классе ЬТХТ ; 
естш такое решение ф (A,, р,) существует, то оно единственно, а фигурирую­
щая в формуле (24) величина г) (©, ©) — Ец может быть найдена как предел 

СО 00 

т|(©, ©) —Ет| = Ит- J Ф л (^ ^ ) Ф 2 ( ^ , dji)— J yn(X,X)F(d%)], (30) 

где ф„ (A, p i ) ; n = 1, 2, . . . — последовательность функций из пространства 
п 

ЬТхт вида срп (А, |х) = 2 cWe(Xti~v4k), сходящаяся к ф (A, p,), а стоха-
стическая мера определяется на множествах вида А X Дъ как 
Ф 2 (©, Д X Ai) = Ф (Ü>, Д ) -Ф К Ai). 

Пусть Т — ограниченное множество на действительной прямой, а спек­
тральные меры F (А) и i 7! (А) убывают на бесконечности не очень быстро: 

при некотором г^> 0. Тогда функции ф (Я , р,) класса L ^ X F 1 ЯВЛЯЮТСЯ ана­
литическими и однозначно определяются на диагонали Х= \i (см. далее 
§ 4). В этом случае 
величина ц (©, ©) — Ец может быть найдена по формуле: 

Л (©, ©) — £TJ = Hm Г ф(̂  | х ) ф 2 $ ф (А, , А,) Т7 (dA)l , 

00 

которая при условии § ф (А, X) F (dX) < о с упрощается следующим обра-
—со 

зом: 

ц (©, ©) — Ец = Ц ф (Л, p,) Ф 2 (<Ш[х) — 5 Ф F № ) -

Далее предположим, что существуют ограниченные спектральные плот­
ности f (А) = F (dX)/dX и fi (X) = Fi (dX)/dX. Тогда функция b (s, /); 
— о о \ s, £ < [ о о , определенная формулой (29) при всех s и t, имеет преоб-
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разование Фурье 
00 

Ь (К ц) = ~ Ц er* О**) b (s, t) dsdt, - оо < l, ц < оо, 
—00 

удовлетворяющее условию 
оо ^ 

В самом деле, b (X, |л) = Ф (X, р,) •/ (Я) -ft (р), где ф (А, p) Œ L 2

x r , так что 
отношение 

удовлетворяет условию(31 ). Сдругой стороны, если разность b (s, f)=B (s—t)— 

—Bi (s—t), заданная при s, tŒT, продолжается до интегрируемой в квадрате 
функции b (s, /) на всей плоскости — оо < s, t<oo, такой что ее преобразо­
вание Фурье b (X, р,),— оо <Х, р,< оо, удовлетворяет условию (31), то функ­
ция^ (X, [*)= f^xyf^) из гильбертова пространства L%XR (Я —вся дей­
ствительная прямая, Ьтхт — подпространство L2

RXR) будет удовле­
творять уравнению (29). Очевидно (ср. пример 5), проекция ф (X, \i) этой 
функции на подпространство Ьтхт будет также удовлетворять этому 
уравнению (при 5, tŒT). 

Таким образом, для эквивалентности гауссовских мер Р и Ptna о-алгебре 
M (Т) необходимо и достаточно, чтобы разность b (s, t) = В (s — t) — 
— Bi (s — t)\ s, t Œ T, продолжалась до интегрируемой в квадрате функции 
b (s, t), — о о < s, t < оо, преобразование Фурье b (X, p,), — оо < X, p, < о о , 
которой удовлетворяет условию (31). При этом величина ц (ш, со) — Ех\ 
в формуле (24) представима в виде (30), где ф„ (X, p); n = 1, 2, . . . —после­
довательность функций из подпространства Ь\хт, сходящаяся к проекции 

функции j g в подпространстве ЬТхт-
Отметим, что когда Т есть вся действительная прямая: T — R, то раз-

юность b (s, t) = В (s — t) — Bi (s — t), представимая в виде 

00 

—ОО 

е̂сть преобразование Фурье меры G (dX)= и(Х)~^(Х)]аХ, сосредоточенной на 
диагонали p, = X. Очевидно, функция b (s, t),— oo < s, t<oo9 одновременно 
представима преобразованием Фурье некоторой функции b (X, р) 
тогда и только тогда, когда / (X) = fi (X) при почти всех X, т. е. когда рассма­
триваемые гауссовские меры Р и Pt просто совпадают. 

Таким образом, гауссовские меры P и Pi на а-алгебре 9J = 3t (R) яв­
ляются эквивалентными тогда и только тогда, когда они совпадают (ср. 
с примером 12, результаты которого применимы к стохастической гауссов­
ской мере Ф (А), ЕФ (А)-Ф (Д4) = F (A fl Ai), замкнутая линейная обо­
лочка значений Ф (А) которой совпадает с замкнутой линейной оболочкой 
значений I (t), — оо < t < оо, рассматриваемого стационарного процесса). 

Условие (31) в случае спектральных плотностей / (X) и ft (X) вида 

.позволяет легко вывести следующий результат: 
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для эквивалентности гауссовских мер Pu Pi на а-алгебре % (Т), Т — 
конечный интеграл, необходимо и достаточно, чтобы разность b (s, t) = 
= В (s — t) — Bi (s — t) имела на открытом квадрате T X Т 2п-ю про-

изводную ——-b(s, t), удовлетворяющую условию 
dsndtn 

Я2Л 

ТхТ J 

В самом деле (ср. пример 5), при условии (31) функция 
00 

с (s, t) = Ц (— Щп (i\i)"ÏÏ(X, ц) dXd\x 
—00 

совпадаете производной п b(s,t). С другой стороны, при наличии 

такой производной — — - b (s, t) (удовлетворяющей условию (32)) функция 
ds dt 

b(s, t) может быть продолжена на всю плоскость — o o < ^ s , t < оо таким 
образом, чтобы она по-прежнему имела указанную производную и обра­
щалась бы в 0 вне некоторого конечного квадрата 7" X T' X Т. 
Используя повторное интегрирование и 2я-кратное интегрирование па 
частям, из формулы 

Т'хТ' 

получаем, что 

Следовательно, 
СО 00 

5 Х 2 " У | Ъ(%, ц)\ЧЫ\а= Ц | ф ( Я , , ц ) | 2 й Ы ц < с х з , 
—00 

т. е. выполняется условие (31). 
Остановимся подробнее на важном с точки зрения приложений случае 

рациональных спектральных плотностей 

1 w ~~ foWF ' h 1 ' ~ i Qi(W I 2 ' 
где P (z) и Q (z), Pi (z) и Q x (z) — некоторые полиномы с действительными 
коэффициентами, имеющие корни лишь в левой полуплоскости. Как следует 
из полученного выше условия (32), в этом случае гауссовские меры Р и Р 4 

эквивалентны тогда и только тогда, когда 

Интегральное уравнение (29) имеет вид 
00 00 

$ ^ e - ^ ^ ( X ^ ) ^ ] ^ \ ^ 2 d X d ^ b ( t - s ) , 0 < S > ; < T 
—оо —оо 

(b (t) означает разность корреляционных функций В (f) и Bi (/)). Его решение 
Ф (A, p) Ez ЬТХТ является преобразованием Фурье обобщенной функции 
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л = п ö̂sy ^ V~'~ dsj^1 {dtj^1 \~Tt 
где 

CO CO 

Q(/A,)|*. | Qi(/(x)P" 

Указанная функция x (s, t) при 0 < s, * < г есть решение дифференциаль­
ного уравнения 

^dsj v ds) 1 Va/y 1 V 

граничные значения которого определяются соотношениями: 

Q ( — & J ^ * * ( S » ' ) = 0 при s < 0 , — о о < ^ < о о ; 

Q W ö ? l ( S ' 0 = 0 . П Р И s > ^ — о о < * < о о , 

* = 0 

Qi(— Ft)^fkx(s^ 0 = 0 при — o c < s < o o , * < 0 ; 

Q i ( ^ ) ^ ^ ( s , 0 = 0 при — о о < s < o o , ^ > т , 

* = 0, . . 1 

(р и Pi — степени полиномов P (z) и (г)). Обобщенная функция у (s, 
легко вычисляется, если уже найдено решение х (s, t) приведенного выше 
дифференциального уравнения: при s < 0 и s > т или t < 0 и * > т она 

равна 0, при 0 < s, * < т задается обычной функцией P (Jf^jP х 

X ( ^ ) ' P L ( ~ J ? ) * ^ ' 0» а н а г Р а н и ц « е квадрата 0 < s , г < т является линейной 
комбинацией ô-функций (по одному и обоим переменным) и их производ­
ных 1. 

Нормирующий множитель в формуле (24) есть 

1 D = 

П4 

где аъ сг2, ... — полная система собственных значений оператора ВХ В1Г 

такого что 
<Л*хБ 1 ф, я|)> = < Ф , ^ Х ; Ф , ф Œ Li. 

Очевидно, а2 входит в указанную систему тогда и только тогда, когда 
существует функция Ф (X) Œ LT такая, что при всех /, 0 < t < т, 

ОС 00 

1 Ср. [30, стр. 190—198]. 
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Каждой такой функции ф (À) можно взаимно однозначно сопоставить 
функцию 

со 

— О О 

Нетрудно показать Л что al, al, ... совпадают с полной системой собствен­
ных значений дифференциального уравнения 

при граничных условиях 

Q (I) Qi ЦУк) <°> - Q (- à) (I)*(k) w - p. 
£ - 0 , 1 , . . . , 1, 

где Л/" — степень многочлена P (г)-*?! (z), 
В заключение, этого пункта рассмотрим два семейства величин £ (t), 

t Œ Т\ и g (t), t Œ T"'. Обозначим i/' и U" линейные оболочки этих величин, 
31' и ЗГ — порождаемые ими о-алгебры (сохранив соответствующие обо­
значения U и 31 для объединенного семейства величин g (t), tŒT' U T"). 
Пусть Р и Р х — гауссовские меры на а-алгебре 3Ï (т. е. относительно 
которых I (t), tŒT' (J Т", является семейством гауссовских величин). 
Пусть соответствующие средние значения равны 0, а корреляционные функ­
ции (на параметрическом множестве U) есть В (и, v) и В1 (и, v); и, v Œ U. 
Положим 

p = sup I <и', u"> I - sup {В (и', и") I, (33) 

Рх = sup \(u', <>il = S U P I Bi \(u'> u'% 
где соответствующая верхняя грань берется по всем элементам и' ЕЕ 
и!' Œ U" с единичной дисперсией: 

В {и', и') = В {и", и") =1,В1(и'9 и') = Вг (и", a") = 1. 

Т е о р е м а 8. Если одно из подпространств V или U" является ко­
нечномерным, то при условии (p, рх) < 1 эквивалентные на каждой из 
а-алгебр 3(', 31 " гауссовские меры Р и Рг будут эквивалентны и на объедине­
нии 31 этих а-алгебр ЗГ, ЗГ. При р = р1 = 0 плотность р (ю) = 
= Р1 (dco) / Р (da) на а-алгебре 3{ есть 

p ((0) = р' (CD) ./>" (и), 

где р' и р" — соответствующие плотности на а-алгебрах ЗГ и ЗГ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 5, эквивалентность гауссовских 

мер Р и Рг означает, что 
(и, и} Ж (и, Ц>! 

и разность А = I — В1В1 является оператором Гильберта — Шмидта. 
Следовательно, замыкания линейных пространств V и U" относительно 
скалярных произведений {и, v) и (и, v)x совпадают. Обозначим их U' 
и U". Очевидно, всякая величина UŒU однозначно представима в виде 

и = и' + и", где и' Œ U', и" Œ U". 

1 Ср. [11]. 
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При этом 
<и, иу ж (и', n'y + (и", и"у, 

{и, и)л ж (и, и'Ух+ (и", и"ух. 

Видно, что из соотношений 

(и, иу ж (и, иу ! при а е V', и Е- U" 

вытекает соотношение 
(и, иу ж (и, иуг при и Œ U. , 

Пусть конечномерным является U'. Эквивалентность Р и Рг на а-алгебре 
ЗГ имеет место тогда и только тогда, когда выполнено условие типа (7): 

{и, иУ ж {и, иуг, U Œ U ' , 

Не ограничивая общности, можно считать, что р — 0, так как при указан­
ном условии от подпространства Ö' можно перейти к ортогональному до­
полнению U Q U", которое имеет ту же размерность, что и подпространство 
V, и на котором также выполняется соотношение указанного типа, т. е. 
гауссовские меры Р и Р1 эквивалентны а-алгебре, порожденной величинами 
и Е=. U 0 U". Пусть А = I — — оператор на пространстве U, фигу­
рирующий в теореме 5. Обозначим Р' и Р" операторы проектирования на 
ортогональные подпространства V и U". Имеем 

(P' Au, vy'= (Au, vy для и, v Œ Û\ 

(P"Au, vy = {Au, vy для и, v Œ Ü". 

Следовательно (см. замечания к теореме 5) , для эквивалентных на а-алгеб-
рах ЗГ, ЗГ гауссовских мер Р и Рг операторы Р'А и P"А являются опера­
торами Гильберта — Шмидта в подпространствах V и U". Очевидно, опре­
деленные во всем пространстве U операторы Р'А и P"А вместе с их суммой 
А = Р'А + P"А будут также операторами Гильберта — Шмидта 1 (напом­
ним, что подпространство U' является конечномерным, а оператор А — 
ограниченным). Теорема доказана. 

Отметим, что в теореме 8 нельзя отказаться от условия конечномерно­
сти одного из подпространств U' или U". Действительно, рассмотрим после­
довательность независимых пар гауссовских величин (£ь ^ ) ; k = 1, 2 , . . . , 
таких, что относительно вероятностной меры Р величины Ik и | f e независи­
мы, а относительно вероятностной меры Р± имеют коэффициент корреляции 
г = Eil'k'îk У> 0 (npHj этом они имеют нулевые средние значения и единич­
ные дисперсии). Пусть U' — линейная оболочка величины l'k (k = 1, 2, . . . ) , 
a U" — линейная оболочка величины %k (k = 1, 2, . . . ) . Очевидно, условия 
(33) будут выполнены (р = 0, р± = г < 1), тогда как гауссовские меры Р 
и Рг являются перпендикулярными, в чем всего легче убедиться, обратив­
шись к усиленному закону больших чисел: 

1 См. [9, стр. 52]. 
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§ 4. НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ ОБ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 
ГАУССОВСКИХ СТАЦИОНАРНЫХ ПРОЦЕССОВ 

1. Введение 

Пусть (относительно вероятностной меры P) I (t) = £ (со, t)y 

—оо < ; t <с оо, — стационарный гауссовский процесс с нулевым математи­
ческим ожиданием и корреляционной функцией В (s, i) = В (t — s). Пусть 
Рг — другая вероятностная мера, относительно которой £ (/) = I (со, t) — 
также гауссовский процесс с нулевым математическим ожиданием и корре­
ляционной функцией Вг (s, t) = Вг (t — s). Рассмотрим гауссовские меры Р 
и Р± на (Тгалгебре St (7), порожденной всеми величинами g (̂ ) = g (со, t), 
где параметр / пробегает лишь отрезок Т = [0, т]. Будем предполагать, что 
спектральные меры F (А) и F-i (А) абсолютно непрерывны и имеются спек­
тральные плотности / (X) и / х (X): 

F(A) = lf(X)dX, F1(JS) = \f1{b)dX. 
А А 

При рассмотрении вопроса об эквивалентности, не ограничивая общности, 
можно считать процесс £ (t) = 6 (со, t) измеримым, поскольку всегда суще­
ствует измеримый процесс1 £•(/) = ! (со, /) такой, что для каждого фикси­
рованного / 

|(со, t) = I (со, t) 

при почти всех со Œ Q как относительно Р, так и относительно Рг (напомним, 
что корреляционные функции В (t) и Вх (t) являются непрерывными). 

Гильбертово пространство U величин и = и (со) со скалярным произве­
дением <и, v} = (со)• v (со)P (d(ù) — замыкание всех величин вида и (со) = 

ß 
п 

= ^ckl((o,tk) — унитарно изоморфно гильбертову пространству L\ (F) 
k=i 

комплексных функций <р = ф (X) на действительной прямой — оо < Х<С оо 
со скалярным произведением 

со 

< Ф , ^ > = S 9 ( X ) . * ( Ä Ö / ( X ) d X 
•—СО 

п 

— замыканию всех функций вида ф (X) = У ] c k e l X t k (tly tn ЕЕ T, clf 

Cn_— произвольные действительные числа), причем каждый элемент 
и Œ U представляется в виде стохастического интеграла 

00 

и = jj Ф ( Я ) Ф ( Й А ) , (34) 
—ОО 

где Ф (А) — стохастическая спектральная мера стационарного процесса 
I (t), фигурирующая в его спектральном разложении 2 : 

со 

6 ( 0 = [ eMQ)(dX), 

1 См. [21, стр. 61]. 
2 По поводу всего сказанного см., например, [30]. 
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и ср = ф (К) — соответствующая величине и = и (со) функция из простран­
ства Ь\. Гильбертово пространство сУх величин и = и (со) со скалярным 
произведением <и, 1^)1 = jj и (œ) «у (со) Р± (dco) унитарно изоморфно ана-

ß 
г 2 логичному пространству LT (Fi), отвечающему другой спектральной плот­

ности / х (А,). 
Обозначим С°° [0, т] пространство всех действительных бесконечно-диф­

ференцируемых функций с = с (t) от /, обращающихся в 0 вне отрезка 
Т = [О, т]. 

Рассмотрим семейство величин и (ф) = и (со, ф) на исходном простран­
стве Q: 

т оо 

и(ш, <p) = Jc(0Ê(<», t)dt= jj <р(А, )Ф(М) , (35) 
О — ОО 

где параметр ф пробегает все функции вида 

т 
ф (к) = J eatc(t)dt, CŒ С°°[0, т ] . (36) 

Обозначим L совокупность всех таких функций. Очевидно, семейство вели­
чин и (ф) = и (со, ф ) , ф ЕЕ L, всюду плотно в каждом из пространств Lr (F) 
и Lr (Fj), так что, согласно лемме 4, гауссовские меры Р и Рг эквивалентны 
на а-алгебре Ш (Т) тогда и только тогда, когда они эквивалентны на а-ал­
гебре, порожденной всеми величинами и (ф) = и (со, ф ) , ф ЕЕ L (в дальней­
шем будем обозначать эту а-алгебру символом 91). Отвечающие этим вели­
чинам корреляционные функции В (ф , г|э) и ß x (ф , г|)) имеют вид 

со 

—00 

(37) 
—со 

Ниже речь пойдет не только о стационарных процессах, для которых 
спектральные плотности / (X) и f± (X) являются интегрируемыми функциями, 
но и о стационарных обобщенных процессах и (ф) = и (со, ф ) , ф ЕЕ L, 
для которых спектральные плотности, связанные с соответствующими кор­
реляционными функциями В (ф, г|)) и В± (ф , if>) равенствами (37), удовлетво­
ряют лишь условиям 

оо со 

С - i W _ d X < o o , С - ^ L ^ < o o 
J (14- Я2)" J (1 + Я2) 

—ОО 

при некотором натуральном п. 
Образующие стационарный обобщенный процесс 1 величины и (ф) = 

= и (со, ф), ф Œ L, могут быть представлены в виде (34), где Ф (А) — сто­
хастическая спектральная мера стационарного обобщенного процесса. 
При этом гильбертово пространство U унитарно изоморфно гильбертову 
пространству L\ (F) — замыканию всех функций ф (к) е= L — и каждая 
величина и ЕЕ U представляется в виде стохастического интеграла (34) 

1 См., например, [9, стр. 296 и далее]. 
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с соответствующей величине и = и (со) подынтегральной функцией ф = ф (к) 
из пространства L\ (F). То же самое справедливо и в отношении гильберто­
вых пространств их и LT ( Л ) . Обозначим Вх оператор из L\ (F) в L2

T (F±)9 

определенный на функциях ф Œ L как 

= ф, ф Œ L. 

Как было показано ранее (см. теоремы 5 и 6), имеет место следующее пред­
ложение: гауссовские меры РиРгна а-алгебреЩТ) эквивалентны тогда и толь-
то тогда, когда разность I—ВХВХ является оператором Гильберта — Шмид­
та (в гильбертовом пространстве LT (F)), не имеющим равного 1 собственного 
значения. 

Далее предположим, что спектральная плотность f (к), — о о < к < о о , 
убывает настолько быстро, что стационарный процесс £ (*)» — 0 0 < t < 0 0 » 
является «аналитическим»: 

k—l -со /г=1 

00 

f(k)dk^ 

при л - > о о . Тогда при любом t величины g (t) входят в подпространство 
77 — замкнутую линейную оболочку величин g (s), 0 ̂  s <^ т, и тем самым 
U совпадает с замкнутой линейной оболочкой всех величин Ф (А) — значе­
ний стохастической спектральной меры рассматриваемого стационарного 
процесса. В этом случае гауссовские меры Р и Рг на а-алгебре SI эквивалент­
ны тогда и только тогда, когда они эквивалентны на а-алгебре, порождаемой 
величинами Ф (А) = Ф (w, А). Вопрос об эквивалентности таких мер рассма­
тривался в примере 12. В частности, если (относительно вероятностной 
меры Рг) I (t) = I (со, t) — стационарный гауссовский процесс с нулевым 
математическим ожиданием и спектральной плотностью / х (к), то гауссов­
ские меры Р и Р1 эквивалентны тогда и только тогда, когда / (к) = fx (к), 
т. е. когда сами меры Р и Рг попросту совпадают (см. пример 13). 

Во всем дальнейшем будем предполагать, что спектральная плотность 
/ (к) убывает не быстрее «некоторой степени» \k\^r, а именно 

И т ^ . / ( Х ) > 0 (38) 
п ->оо 

для некоторого г > 0. 

2. Некоторые вспомогательные результаты 

Л е м м а 6. Пусть 
f (к) ж (1 + к2)~г (39) 

при некотором целом п > 0. Тогда пространство L% (F) совпадает с классом 
всех целых аналитических функций ф (к), представимых в виде 

т 

Ф (к) = P (ik) + (1 + ikf J е^с (t) dt, (40) 
о 

где P (z) — полином степени не выше п — \, а с (t) — интегрируемая в квад­
рате функция на отрезке Т = [0, т]. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что функция ф (X) указанного вида 
принадлежит пространству Li. В самом деле, 

(iXf = l im (IX)"-1 Œ L\ 

при всех k=\, n—1. С другой стороны, каждый элемент пространства 

Li есть предел линейных комбинаций ф (X) = 2 ckeMk. Подберем ко-
k 

п 
эффициенты си Сп так, чтобы целая функция ф (X) = ^cke

ÛJ обра-
щалась бы в 0 при X = i вместе со своими п — 1 первыми производными. 
Тогда отношение ф ^ п будет также целой функцией, интегрируемой 

(1 + iX) 
в квадрате на действительной прямой — о о < А, < о о и по известной теоре­
ме Пэли — Винера, представимой в виде 

- J E W L a t c { t ) d t i 

где с (t) — некоторая интегрируемая в квадрате функция на отрезке 
Т = [0, т]. Для любой фундаментальной последовательности таких функций 
Фа (X); k = 1, 2, 

ОО т 

Ç I ср,- (X) - (X) | 3 / (X) dl ~ J I С / (О - C f t ( 0 
—оо О 

так что соответствующая последовательность с*. (/), & = 1, 2, ... сходится 
в среднем квадратичном к некоторой интегрируемой в квадрате функции 
с (t), а сама последовательность ф& (X); k = 1, 2, ... сходится к функции 

т 

Ф (Я) = (1 +iX)n^e^ij(t)dt. 
о 

Совокупность функций ф (X) = (1 - f iX)n ^ ешс (t) dt является подпро-
о 

странством индекса п, которое до всего пространства Li «дополняется» 
элементами ф (X) = (iX)k; k = О, 1, п — 1. 

Л е м м а 7. Пусть пространство Li (F) состоит из целых аналитиче­
ских функций. Тогда оператор Гильберта — Шмидта I — В\ВХ не имеет 
равного 1 собственного значения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу ограниченности оператора / — ВгВг 

<ß*ßi9, ф> = <ф, ф>! < С <ф, ф> 
для всех ф (À,) ЕЕ L (С — некоторая постоянная). Предположим, что имеется 
собственная функция ф (X) ЕЕ Li с равным 1 собственным значением. Пусть 
фя (X), п = 1, 2, . . .— некоторая последовательность функций из L, сходя­
щаяся к ф (X) в пространстве Li (F). Эта последовательность будет фунда­
ментальной в пространстве Li (i^), где она сходится к 0: 

<фя, фп>1 = <Фя, фп> — < [ / — BlBJvn, фя> О 

при п->- о о . Следовательно, предельная функция ф (X) равна 0 при почти 
всех X, для которых ft (X) ^> 0. Но тогда аналитическая функция ф (X) тож-' 
дественно равна 0, а это противоречит тому, что она есть собственная функ­
ция. Лемма доказана. 
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Напомним, что п-я производная Ф1) (ср) обобщенного процесса и (ф) 
определяется как 1 

и(п) (ф) = (—\)п и ф ] , ф ЕЕ L. 

Если ß (ф , г|)) — корреляционная функция исходного процесса, то корреля­
ционная функция В[п' п ) ( ф , г|)) производной и^ (ф) есть 

£ ( / Г ' П ) ( Ф , ^ ) = В [ ( Л ) п ф , Ф , ^ E E L . ( 4 1 ) 

Спектральная же плотность f(n>п> (X) рассматриваемой производной есть 

f(n'n)(X) = X2nf(X). 

Л е м м а 8. Пусть пространство L\ состоит из целых аналитических 
функций. Гауссовские меры P и Pl9 отвечающие обобщенному процессу и ( ф ) , 
ф ЕЕ L, являются эквивалентными тогда и только тогда, когда эквивалентны 
меры, отвечающие какой-либо производной ип ( ф ) , Ф ЕЕ L. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, достаточно рассмотреть случай 
n = 1. Обозначим M — совокупность всех функций ф (X) Œ L, таких что 
Ф (0) = 0. Пусть функция ф! (X) Œ L такова, что ф х (0) =j= 0. Очевидно, 
величина и ( ф х ) и семейство величин и ( ф ) , ф ЕЕ M, порождают а-алгебру 
21, причем (по условию леммы) гауссовские распределения Р и Рг указанных 
величин и (ф!) и семейства величин и ( ф ) , Ф ЕЕ М, являются эквивалент­
ными. Для доказательства воспользуемся теоремой 8. Именно, если ф х Е / И , 
то найдется последовательность функций ф л (X), п = 1, 2 , ... из М, сходя­
щаяся (в пространстве L\ (F)) к ф х (X). В силу эквивалентности гауссовских 
мер Р и ? ! на а-алгебре 2t, порожденной величинами и ( ф ) , ф ЕЕ M, имеет 
место соотношение 

<Ф, Ф> Ж <ф, Ф>1, Ф е M 

(см., например, условие ( 7 ) ) . Поэтому последовательность ф п (X,), п = 1, 2 , . . . 
является фундаментальной в подпространстве Мх çz Lr (Fi) и сходится 
к некоторой функции ф (X) ЕЕ Мг. Очевидно, эта предельная функция сов­
падает с ф х (К) при почти всех X, для которых / (X) j> 0 и fi (X) > 0. Но рас­
сматриваемые функции ф (X) и ф х (X) — аналитические, и потому ф (X) ~ 
^ Ф1 ft), Ф1 (X) Œ Мг. Аналогично, если ф х Е= М х , то одновременно ф х Œ М . 
Поэтому, либо одновременно M = Lj (F) и Мг = Lr (Fi) (и тогда, очевидно, 
рассматриваемые гауссовские меры эквивалентны на а-алгебре 21 — см. 
лемму 4 ) , либо в отношении двух семейств гауссовских величин, и ( ф г ) 
и и ( ф ) , ( р е М , выполнены условия теоремы 8, и вероятностные меры Р 
и Fi эквивалентны на а-алгебре 2t. Лемма доказана. 

Л е м м а 9. Пусть при п = 0 выполняется соотношение (39). ТогЗа для 
эквивалентности гауссовских мер P и Pi необходимо и достаточно, чтобы 
разность корреляционных функций 

b ( ф ь Фа) = В ( ф х , ф 2 ) — В1 ( ф х , ф а ) ; ф х , Ф 2 ЕЕ L 

допускала представление вида 
т т 

b ( Ф ь ф 2 ) = J {j Ci (s) с 2 ( 0 b (s, ds df, ( 4 2 ) 
о о 

где функции сг (t) и с2 (t) связаны с функциями ф х (X) и ф 2 (X) преобразованием 

1 См. [9, стр. 306 и далее]. 
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Фурье, и функция b (s, t) удовлетворяет условию 

b(s, t)2ds dt < o o . 
о 0 

При этом b (s, t) = b (s— t), где b (t), b (—t) = b (t) при О <C t <C т — 
обобщенное преобразование Фурье 1 (на отрезке [О, т]) функции g (Х)= f (К) — 
— fi(k), — o o < À , < ^ o o , т. е. 

со т 

4r'l 4>ß)g(Vdk = ^c(t)b(t)dt, ? G L . , (43) 
- 0 0 О 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Соотношение (41) можно переписать в виде 
т т оо 

5 5 С 1 ( s ) с* (О Ь (s, t) ds dt = J Ф 1 (X) ФТЩЙ (Ä.) 

О 0 - о о 

Поскольку функция g (К) = / (Я,) — / х (Я,) растет не быстрее некоторой 

степени | Я, \ 2 п , то произведение % (À,) g (А,) является интегрируемой 
функцией, преобразование Фурье которой, очевидно, удовлетворяет соот­
ношению 

т оо 

J d (s) t (s, 0 * = - ^ - $ * Ш Ф 1 M s M <^ 
О - 0 0 

для почти всех 0 ^ / < т. Таким образом, при фиксированном / функция 
b (s, /) от s, 0 ^ s ^ т, является обобщенным преобразованием Фурье (на 
указанном отрезке) функции eatg (X). Нетрудно показать, что функция 
b (s, t) при почти всех s, t е= Т совпадает с некоторой функцией 

b (s — /); s, t E= T. 

Рассмотрим гильбертово пространство L 2 всех действительных инте­
грируемых с квадратом на отрезке Т = [О, т] функций с (t), в котором ска­
лярное произведение элементов сг (t) и с2 (t) есть 

т 

(съ с2) = \jc1(t)-c2(t)dt. 
о 

Обозначим U линейный оператор из гильбертова пространства L% (F) 
в L 2 , определенный на функциях ф (Я,) Œ L как преобразование Фурье: 

оо 

—со 

В силу условия леммы 
(f/ф, t/ф) Ж <Ф, Ф>, Ф Œ L. (44) 

Формула (42) означает, что билинейный функционал b (ф х , ф 2 ) = b (U~*cly 

U^c^B гильбертовом пространстве L 2 задается интегральным оператором 2 

В (типа Гильберта — Шмидта) с ядром b (s — t), О ^ s, t ^ т: 

& (<Pi» Ф2) = с2) = (BU<pl9 1Лр2) = ((/*В£/ф!, ф а ) ; Фх, Ф2 Œ L. 
1 См., например, [10]. 
2 См., например, [29, стр. 261]. 
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Таким образом, формула (42) означает, что билинейный функционал b (у1у ф 2) 
в гильбертовом пространстве L\ (F) задается оператором U*BU (где U* — 
оператор, сопряженный к (/), в силу соотношений (44) также являющийся 
оператором Гильберта — Шмидта. Очевидно, 

U*BU = I — В[ В19 

где I — BXBX — оператор, фигурирующий в теореме 5. По лемме 7 он не 
имеет собственного значения, равного 1. Но эти условия означают эквива­
лентность гауссовских мер Р и Рг (см. введение и теоремы 5 и 6). 

Л е м м а 10. Пусть b (ср, г|з) и b (ср, я|?) — два билинейных симметричных 
функционала на пространстве L, такие что b (ф, i|)) задается оператором 
Гильберта — Шмидта в гильбертовом пространстве L\ (F) и 

1Ь«Р.Ф)| |Г(Ф,Ф)1 t ( 4 5 ) 

Тогда билинейный функционал b (ф, г|э) задается оператором 1 Гильберта — 
Шмидта в гильбертовом пространстве L\(F). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим квадратичные формы b (ф, ф) и 
Ъ (ф, ф) в произвольном конечномерном подпространстве M d L . Рассма­
тривая M как подпространство в L\ (F), можно представить M в виде орто­
гональной суммы подпространств М" и М + , таких что 

b (ф, ф) = Ь+ (ф, ф) > 0 при ф Œ М + , 
Ъ (ф, ф) = — Ь~~ (ф, ф) < 0 при Ф Е М " 

и & (ф, ф) = Ь + (ф, ф) — ft- (ф, ф) при всех ф ЕЕ М, где Ь + (ф, ф) и Ь~ (ф, ф ) — 
положительные квадратичные формы. Точно так же о п р е д е л и м а (ф, Ф) 
и (ф, ф), ф Е М . Положим 

ß (Ф, ф) = Ь+ (Ф, Ф)^+ &- (Ф, ф), 
В (ф, Ф ) = Ь+ (ф, ф) + ь- (ф, ф), Ф Е М . 

Очевидно, при условии (45) 

В(Ф, Ф ) 25 (ф, Ф) ^ ф С = : м. 
§1Ф(^Щ(М<ЙЛ J i Ф w | я 7 ( Я ) ' 

Для положительных квадратичных форм, как известно 2 , имеет место сле­
дующее: 

В (ф, ф) , | mm max = | u,k f 

В (ф, ф) 
min max V Y Y - — 

где означает ^-мерное подпространство в M , a \il9 р 2, . . . и р ь р 2, ... — 
собственные числа квадратичных форм b (ф, Ф), Ф Е M с L r (F) и b (ф, Ф), 
Ф Е M с L r (Fx), такие что | р х | > j р 2 | > ... и | р х | > | р 2 | > ... Сле­
довательно, при условии (45) 

I |i* К 2 I |Г*|; k = l 9 2, . . . 
1 T. е. b (ф, if>) = <£ф, г|)>, гдеБ — оператор в L\ (F). 
2 См., например, [29, стр. 257]. . 
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Для любых ортонормированных систем \р19 ф2, . . . в M (Z L% (F) и 
Фх, Ф2, . . . в M e L 2r (Fx) 

где С — некоторая постоянная, не зависящая от подпространства М, по­
скольку билинейный функционал b (ф , задается оператором Гильберта — 
Шмидта (см. условие (19)). Следовательно, и для полной ортонормированной 
системы Ф-L, ф 2 , ... в L r (F) 

оо 

2 Ь(ФЬ Ф/)2<С, 

что и требовалось доказать. 
Л е м м а 11. Пусть спектральные плотности f (X) и fx (X), f (X) и fx (X) 

таковы, что 

f (i) > / (я,), i / (А,) - л (я,)|< i Т(Х) -1 (X) \, 
причем разность f (X) — [г (X) либо положительна, либо отрицательна, и 
гауссовские мерыР иРх, отвечающие спектральным плотностям f (А,)—/х (X), 
являются эквивалентными. Тогда эквивалентны и гауссовские меры Р и Рх. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим, 
g(X) = f (X) - h (Я-), g (X) = f (X) — h (я.). 

Для билинейных функционалов 

0(Ф, ^ ( X ) . ^ g r ( X ) d X , 6(ф, ф)=£ф(АОФМё(Я)<И, 

выполняется условие леммы 10 

1 Ъ(Ф, Ф) 1 ^ 1 У(Ф, Ф) 1 ф е £ 

51Ф(Я)|З/(^)^ 5 |Ф(Х)1 2 /(А.)^' 

Но для эквивалентных мер Р иР1 билинейный функционал b (Ф, г|з) задается 
оператором Гильберта — Шмидта (см. введение и теорему 5), так что били­
нейный функционал b (ф, я|э) также задается оператором Гильберта — Шмид­
та и (при условии леммы 7) гауссовские меры Р и Рг являются эквивалент­
ными . 

Л е м м а 12. Пусть выполнено соотношение (38). Тогда пространство 
LT (F) состоит из целых аналитических функций ф (X), каждая из которых 
может быть описана формулой (40) при n > ~ . Если спектральная плот­
ность /х (X) отличается от f (X) лишь на некотором конечном интервале l

f 

то соответствующие гауссовские меры Р и Рх эквивалентны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, если соотношение (38) выполняется 

при некотором г0 ^> 0, то оно выполняется и при всех г —2п ̂ > г0, где п — 
целое. Каждая из рассматриваемых плотностей при достаточно больших X 
совпадает со спектральной плотностью J (X), удовлетворяющей условию 

/ > ) > а2 (1 + Я 2 ) -

и при эквивалентности пар Р и Р, Рг и Р будут эквивалентными и гауссов-

1 На указанном интервале плотность fx (X) может быть произвольной, в частности, мо­
жет быть тождественно равной 0. 
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ские меры Р и Рг. Таким образом, не ограничивая общности, можно считать, 
что 

/ (X) > а2 (1 + Х2)~\ 

Положим / (X) = а2 (1 + Х2)~п, a спектральную плотность fx (X) выберем 
так, чтобы она совпадала с / (X) при достаточно больших X, причем 

Л ( Ь ) - / > ) > 1 / ( Ь ) - М * . ) | . 

Очевидно, это можно сделать, поскольку разность f (X) — /х (X) = О при 
достаточно больших X. При эквивалентности соответствующих мер Р и Рг 

будут эквивалентны и меры Р и Рг (см. лемму 11). Таким образом, достаточ­
но доказать эквивалентность гауссовских мер Р и Рг, отвечающих указан­
ным выше спектральным плотностям / (X) и }г (X). Спектральная плотность 
f(n,n) (X) = Х2п •/ (X) производной uWy, ф ЕЕ L, удовлетворяет соотноше­
нию (39) при п = 0, а соответствующая разность }(п> п^ (X) — f[n' п ) (X) = 
= Х2п (f (X) —ft (X)) является интегрируемой функцией, обращающейся 
в 0 вне некоторого конечного интервала. Следовательно, преобразование 
Фурье этой разности представляет собой непрерывную функцию b (/), удо­
влетворяющую, в частности, и условию (42). Согласно леммам 8 и 9, рассма­
триваемые меры Р и Рг являются эквивалентными. Лемма доказана. 

Л е м м а 13. Пусть спектральные плотности f (X) и /х (X) таковы, что 
f (X) ~ 

функция h(X) ™ 1 ~-т\у неотрицательна и не возрастает. Пусть f (X) = 
~ / (А,) 

= f (X) -г (Х)у fi (X) = f± (X) -r (X), где r (X) — неотрицательная неубывающая 
функция. Тогда, если эквивалентны гауссовские меры Р и Рг, то эквивалентны 
и гауссовские меры Р и Рг, отвечающие спектральным плотностям f (X) 
и h (X). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Установим, что 

\\<ï(l)fg(\)dk Ç I Ф (Я.) I'fir (Ä.) dÄ. 

I |ф (У | 2 f ( b ) dl ' ^\(f(X)Гi(k)dX, 

где g (X) = / (X) - h (Я), Ï (Ц = ? > ) — fi M = g (*•) -r (X). Положим 

^\<p\4(X)dX ^\y(X)W(X)r(X)dx' 

Найдется такое À.0, что с -r (X) < ; 1 при | X | < X0 и с -r (X) > 1 при | % | > X0. 
Имеем h (X) > h (XQ) при | X | < X0, h (X) (X0) при | X | > X0, 

jj I ф (X) p / (X) 11 - с • r (X)] h (X) dX>h (X0) J I ф (X) IV (X) [ 1 - с r <Д, 
0 0 

oo oo 

J I ф (Ä.) I V [ 1 — c-r(Ä.)]Ä(A,)dÄ,>ft (X 0) J \<f(X)\>f(X)[l-c-r(X)]dX, 
Ai ЛО 

откуда 
оо оо 
5 |<Р W I V W I I — c-r(X)]h(X)dX^h(X0) J | ф ( А ) | 2 / ( Я ) [ 1 — c - r ( ^ ) ] d À = 0 

—оо —оо 
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и, следовательно, 

с- \ IФ (Ь) | 2 / ( М • Л (A,) dX, = с J j Ф (X) | 2 £ ( А ) ^ < $ | ф M |2g ( M dk. 

Поскольку гауссовские меры Р иРг эквивалентны, билинейный функционал 
•Ь(ф, if>) = ^ф (X)-ty (X)g(X)dX задается в Lr (F) оператором Гильберта — 
Шмидта, и по лемме 10 таким же свойством должен обладать и билинейный 
функционал b (ф, г|)) = ^ ф (X) яр (À) g (À,) dÀ» в гильбертовом пространстве 

Lr (F), что и означает эквивалентность гауссовских мер Р и Р х. Лемма 
доказана. 

3. Основные теоремы об эквивалентности 

Пусть (относительно вероятностной меры P) £ (t) = £ (со, 
— оо < * < о о , — стационарный гауссовский процесс со спектральной 
плотностью / (X), удовлетворяющей условию (38) и такой, что 

l im/(* , )< оо- (46) 
л—>со 

(напомним, что функция / (X) является интегрируемой). Пусть Рг — другая 
вероятностная мера, относительно которой I (t), — оо < t < о о , — также 
гауссовский стационарный процесс со спектральной плотностью fx (X). 
Обозначим, как и раньше, 2t (Т) а-алгебру множеств вероятностного про­
странства Q, порожденную величинами g (/) = g (со, на Q, * Œ Т. Пусть 
Г есть отрезок [0, ; ] . 

Т е о р е м а 9. Для эквивалентности гауссовских мер Р и Ргна а-алгебре 
Ш (Т) необходимо и достаточно, чтобы разность корреляционных функций 

b (s, / ) ' = В (s — t) — ВГ (s—t), s, t^T, 

допускала продолжение на всю плоскость — оо < s, t < оо, такое что прет 

образование Фурье 
со 

Ь(К = JJ e-'(^Mb{s, t)dsdt 
—СО 

удовлетворяет условию1 

со оо 

\\f^LdXd^<oo (47) 

при каком-либо R <С оо. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся теоремой 6 и рассуждениями, 

изложенными в примере 13. Именно, соответствующее пространство U X U 
унитарно изоморфно пространству Lrxr всех функций ф (X, р) на плоско­
сти —оо <С.Х, р, < оо со скалярным произведением 

оо оо 

<Ф, 5Ф(Л" i ^ - w n * ) / Ф И О * ) 
—оо —оо 

которое является подпространством пространства L2

RXR всех таких функ­
ций, натянутое на элементы ф (X, р) = е1^Б~^\ где параметры s, t входят 

Ср. с условием (31) примера 13. 
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во множество Т. При этом интегральное представление (22) равносильно 
тому, что 

со оо 
b(s, t)= jj jje-'(xs-^)q>(?,, s, tŒT, (48) 

—СО —оо 

где ф (X, р) — некоторая функция из подпространства Ьтхт - Интегральное 
представление (48) является необходимым и достаточным для эквивалент­
ности Р и Р1У поскольку в силу леммы 7 условие об отсутствии единичного 
собственного значения у оператора / — В*1В1 является выполненным. Видно, 
что функция b (s, /), определенная формулой (48) при всех —оо < s, t < оо , 
удовлетворяет условию (47), поскольку 

Ь (К р) = ф (X, р). / (X) •/ (р), где ф (À, p) Œ L 2

R X R . 

Далее, предположим выполненным условие (47). По лемме 12 гауссовские 
меры Р и Р х будут эквивалентны тогда и только тогда, когда будут эквива­
лентны гауссовские меры Р и Рг, отвечающие спектральным плотностям 
f (X) и /i (А), таким что / (А) = / (Ь) при | X | > R и ?(%) — Д = f (X) — 
— fx (X), причем / (X) > С > 0 при | А, | ^ /?. Для Р и Р х соответствующая 
функция b (s, t) совпадает с b (s, /) и можно считать, что / (X) = f (X). Но тогда 
условие (47) можно переписать в^виде 

f(X)f(V) 

Положим ф (X, p) = b (X, p) / / (X)./ (р). Функция ф (X, р) входит в про­
странство L%XR, и при всех s, г имеет место соотношение (48). Если вместо 
Ф (X, р) взять ее проекцию в подпространстве Ь2

Тхт, то для s, t ЕЕ T будет 
выполнено то же соотношение, где ф ЕЕ Ь\хт> что по теореме 6 и означает 
эквивалентность гауссовских мер Р и Р х. Теорема доказана. 

Так же, как и в примере 13, из теоремы 9 легко выводится следующее 
предложение. 

Т е о р е м а 10. Пусть спектральная плотность удовлетворяет со­
отношению 

Ш п А , 2 7 ( Л ) < о о , (49) 

где п — целое. Тогда для эквивалентности гауссовских мер Р и РЪ необхо­
димо, чтобы разность b (s, t) = В (s — t) — B± (s — /) имела 2п-ю произ-

д2п 

водную п b(s, t), причем 

Ü Ü I dsndtn 

о 0 

a2n i2 

b(s, t) dsdt < o o . (50) 

При 

шта а 7 (А , )>о (5 i ) 
À->oo 

указанное условие (50) является и достаточным для эквивалентности Р и РГ. 
Отметим, в частности, что теорема 10 дает простые необходимые и доста­

точные условия эквивалентности в случае, когда / (X) принадлежит важному 
классу спектральных плотностей, одновременно удовлетворяющих соотно­
шениям (49) и (51); например, в случае 

/ (X) ж (1 + Х2)~п. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Если меры Р и Рг эквивалентны, то при усло­
вии (49) преобразование Фурье b (к, р) функции b (s, /) ( — о о < s, / < о о ) 
вида (48) таково, что 

00 00 

5 j А , а в . ц а п | 6 ( А , , | * ) | a < A d H < o o . 
—00 —00 

Очевидно, функция 
оо оо 

с (s, 0 = S $ g--'(>-»-̂ ) ( - а)" <-»!*)" 6 (X, ц) dÄ, dp 
—оо —со 

d 2 n 

совпадает с производной —-z—r-b(s,t) и удовлетворяет условию (50). 
ds dt 

Далее, если выполнено это условие, то функция b (s, t), 0 ^ s, f т может 
быть продолжена на всю плоскость так, чтобы она по-прежнему имела про-
изводную d ndtn b ( s i t) (при всех s, 0 и тождественно обращалась в 0 вне 
некоторого конечного квадрата Г X Г . Используя 2п-кратное интегриро­
вание по частям, из формулы 

{где I ф (к, р) | 2 , — о о < А,, р < о о , интегрируемая функция) получаем 

<Э2Д 

Г ' Х Г ' 

î^. CC e/(x^> а 2 п ~ г b{s,t)dsdt = 
T'xT' 

(iX)n(iii)n 

g e^s-noô (s, /) dt = (ik)n (i\x)n ô (к, p) = ф (А,, р). 
4 я 2 

Т ' х Т ' 

Отсюда следует, что при условии (51), когда / (к) > а2Аг2/1,. при к ^ R 
функция b (к, р) удовлетворяет условию (47), т. е. гауссовские меры Р и Рг 

являются эквивалентными. Теорема доказана. 
П р и м е р 14. Пусть (относительно вероятностной меры P) g (/) = 

= £ (со, t), — о о << t < о о , — стационарный гауссовский процесс с нуле­
вым математическим ожиданием и корреляционной функцией 

B(t) = a2er*W, а > 0 

(соответствующая спектральная плотность есть f(k)=~ а , 
Пусть Р1 — другая вероятностная мера, относительно которой g (/) также 
стационарный гауссовский процесс с нулевым математическим ожиданием и 
корреляционной функцией 

0 при | * | > 1 

(соответствующая спектральная плотность есть fx (к) = 1 1-~cos^ 
Я,8 

Согласно теореме 10, для эквивалентности гауссовских мер Р. и Р х на 
а-алгебре 9t = 9t (T), Т = [0, т], необходимо и достаточно, чтобы разность 



b (t) = В (t) — Bi (t) имела на интервале (0, т) производную V (t), такую что 

[b"(t~ s)]2 ds dt < ос. 

Видно, что эти условия выполняются, если 
В' (t — 0) — В' (t — 0) = В/ (/ — 0) — В' (t + 0), - т < / < т, 

т. е. при а -о2 = 1, т <; 1, и нарушаются при других значениях параметров 
а, а2, т. 

Назовем плотность / (X) ^-регулярной, если существует целая аналити­
ческая функция ф Д (X) вида 

А 

Ф д ( Ь ) = $ е < » С д ( 0 < * / , 
0 

где сА (t) — интегрируемая функция на отрезке [0, А], такая что 

0 < Hm / (X) I Ф д (X) | ' 2 < И т / (X) | Ф А (X) \2 < о о . ( 5 2 ) 
Л->оо Х ~ > 0 ° 

Спектральные плотности такого типа образуют весьма широкий класс. 
В частности, этот класс содержит ограниченные спектральные плотности 
/ (X) такие, что при некотором г ^> 1 

0 < ] im / (X) • Xr < Tim / (X) - Хг < о с 

(напомним, что спектральная плотность / (X) интегрируема). 
Чтобы установить А-регулярность указанных плотностей / (X) (причем 

при любом А ^> 0), достаточно заметить следующее. Если плотность fi (X) 
является Агрегулярной, а плотность / 2 (X) является А2-регулярной, то 
произведение / (X) = fA (X) -/2 (X), очевидно, будет (Д4 +• А2)-регулярной 
плотностью. Легко видеть, что можно рассмотреть лишь случай 1 < г <^ 2, 

г 
когда в качестве подходящей функции сА (t) можно взять сА (t) = t2 — 1. 

Пусть h (X) — некоторая функция, растущая не быстрее некоторой сте­
пени I X \2п. Будем называть функцию a (t) на отрезке Т обобщенным пре­
образованием Фурье (на указанном отрезке Т) функции h (X), если 

со 

^c(t)a(t)dt = -^ y(X)h(X)dX, ф Е 1 
Т —со 

(где с (t) и ф (X) связаны обычным преобразованием Фурье). 
Из общей теоремы 9 легко выводится следующее предложение. 
Т е о р е м а 11. Пусть спектральная плотность f (X) является /^-регу­

лярной и удовлетворяет соотношению (52). Тогда для эквивалентности гаус­
совских мер Pu Pi на G-алгебре 9t (Г), Т = [0, т], достаточно, чтобы функ­
ция 

h(X) h (X) = 1 
f(X) 

имела на отрезке Т' = [0, т + А] обобщенным преобразованием Фурье 
функцию a (t) такую, что 1 

т + А т + А 

5 J a (s — tfdsdt < о о , (53) 

Ср. с условием леммы 9. 
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где а (—t) = a (t) при О <; / <Г т + А. Отметим сразу, что условие (53) 
выполнено, если 

со 

w^2 (54) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу лемм 11 и 13 от спектральных плотно­
стей / (X) и fi (X) можно перейти к спектральным плотностям вида / (X) = 
= с I фд (X) | 2 и fi (X) = f (X) + Cih (X)f (X) таким, что при достаточно боль­
ших X f (X) > 7 Щи I / (X)—fi (X)\ = h (X)f (X) < Cih (Xf(X) = I f(X) - h (X) |. 
Очевидно, такие f (X) и / i (X) можно выбрать, изменив исходную плотность 
/ (X) на некотором конечном интервале, что не повлияет на эквивалентность 
гауссовских мер Р и Pi. А эти меры действительно будут эквивалентными, 
если эквивалентными являются соответствующие меры Р и Р 4 . Для про­
стоты обозначений положим / (X) = / (X), ft (X) = fc(X), с = d = L Раз­
ность соответствующих корреляционных функций есть 

оо 

—00 

Поскольку удовлетворяющая условию (53) функция a (t), О < t < т + А. 
есть обобщенное преобразование Фурье функции h (X), а по условию Д-регу-
лярности преобразование Фурье функции фд (X) является финитной инте­
грируемой функцией (сА (t) = О при / < О, / > А), то 

b(s,t) = — § а (и, v)cA (s — и) сА (t — v)dudv, (55) 
Т'ХТ' 

где а {и, v) = а (и — v) при 0 < и, и < т + А, а (—и) = а (и). Пусть 
а (X, р) — преобразование Фурье интегрируемой в квадрате функции 
а (5, t), a (s, 0 = ° вне квадрата Г X Г . Тогда преобразование Фурье 
функции b (s, /), определенной формулой (55), есть 

T) (X, p ) = а (X, р ) фд (X) - ф Д ( р ) . 
Имеем 

| 6 ( Я , р ) | 2 = | * ( ^ р ) | 2 Ж . / ( р ) . 

Видно, что функция b (Я, р) удовлетворяет условию (47) , так что гауссов­
ские меры Р и Pi эквивалентны. Теорема доказана. 

Назовем функцию г (Я) грубо монотонной, если имеется такая монотонная 
функция г 0 (А,), что 

Т е о р е м а 12. Пусть спектральные плотности таковы, что 

l i m T 7 l f < 1 ' 
А~>со / W 

причем f (X) и функция h (X) являются грубо монотонными* f(X) 
Тогда для эквивалентности гауссовских мер P и Pi необходимо, чтобы функ­
ция h (X) имела на отрезке Т = [0, т] обобщенное преобразование Фурье 
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a (t), удовлетворяющее условию (53) при А — 0, т. е. 
т т 

$ § a ( s — O a d s d / < o o " . (56 ) 
о о 

Отметим сразу, что условие (56) не выполняется, когда 

H n Xl'h(X)^>0, (57) 

так что 
при условии (57) гауссовские меры P и Pi являются ортогональными. 
В самом деле, обобщенное преобразование Фурье функции h (Х)=а2 • | X \~Ч2 

есть 1 

и не удовлетворяет условию (56). В общем случае, от спектральных плотно­
стей / (X) и fi (К) можно перейти к плотностям f (К) = f (k) и f4 (X) = / (X) — 

— g (X), где g (X) = h (X)f (X) < A (À)f (Я) = g (X), f(X) = o2\X\ 2 . Для 
таких плотностей соответствующие меры Р и Р± будут ортогональны, 
а вместе с ними будут ортогональны и исходные меры Р и Pt (см. лемму 11). 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 12. Используя тот же прием, что 
и раньше, от спектральных плотностей / (А,) и ft (X) можно перейти к строго 
монотонной спектральной плотности / (À), / (X) > f (X), и строго монотонной 

неотрицательной функции h (X) = 1 • — _ , такой что f (А,) — ft (X) <С 
f (A) _ _ 

<^ f (X) — /i (Я) (см. лемму 11). Будем считать, что f (X) = f (X), /, (X) = 
= fi(X). Но если гауссовские меры Р и Pi эквивалентны, то будут 
эквивалентны и гауссовские меры Р и Ри отвечающие плотностям 

Г(Х) = f (X) -r (X) и h (X) = h (X) -r (X), где r (X) = -Л^ (см. лемму 13). 

Но / (X) = 1 и, согласно лемме 9, для эквивалентности Р я Pt необходимо, 
чтобы функция / (X) — fi (X) = h (X) имела на отрезке Т = [0, т] обобщенное 
преобразование Фурье a (t), удовлетворяющее условию (56). Теорема до­
казана. 

4. Некоторые свойства траекторий 

Пусть I ( / ) , — о о < t < о о , — сепарабельный гауссовский стационарный 
процесс с нулевым средним значением и корреляционной функцией В (/), 
— о о < t < о о . Как известно2, траектории £(со, •) — g (со, ^), — o o < ^ t < C ° ° 
такого процесса (при почти всех со) либо неограничены на любом интер­
вале — в каждой точке имеют разрыв второго рода, либо непрерывны. При 
этом траектории будут непрерывны, если выполнено условие 

A Ä A- Ä ß(0) = o{ | log |Ä | | - a } , * > 1 

при А 0, где Ад означает разностный оператор: A^ß (t) = В (t + h) — 
— В (/), так что 

Д А А. А В (0) = 2 [ 5 ( 0 ) — 

1 См., например, [10, стр. 208]. 
2 См., например, [45, стр. 169 и далее], а также [41]. 
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или если выполнено условие 
00 

5 [log (1 + \X\)VF(dk)<oc, < х > 1 , 
—00 

где F (dX) — спектральная мера рассматриваемого процесса. Если в неко­
торой окрестности точки t = 0 корреляционная функция В (t) является 
выпуклой, причем 

АЛД-ЛВ (0) > е I log fi I"1, 

то траектории будут р а з р ы в н ы . 
Ограничимся рассмотрением непрерывных гауссовских процессов. Для 

наглядности будем считать случайный процесс I (f), — о о < / < о о , «непо­
средственно заданным», т. е. в качестве вероятностного пространства взято 
некоторое функциональное пространство X (например, пространство всех 
непрерывных действительных функций х = х (t) от t), и величины I (t) = 
= I (х, t) от х Œ X определены как 

I (х, t) = х (t), х Œ X 

(для каждой из величин 5 (t} параметр t является фиксированным, и 
4 (х, t) совпадает со значением функции х — х (t) в соответствующей фикси­
рованной точке t) — см.§ 1 гл. I. 

Пусть корреляционная функция В (t) удовлетворяет условию 

AftA-ftß ( 0 ) < С I h|а«.log I h|-i (58) 

при достаточно малых А. Тогда, как известно4, почти все траектории х = х (t) 
удовлетворяют условию Липшица 

2 а + i -

| х ( / + А ) - * ( 9 | < / с ! _ ^ - | А | « • (59) 

при всех h из некоторой окрестности 0 (зависящей от х Œ X), где постоян­
ная С и показатель а те же, что и в условии (58). Если в некоторой окрест­
ности точки t = 0 корреляционная функция В (t) является выпуклой, при­
чем 

' A A A ^ ß ( 0 ) > e | / i | ^ . l o g | A | " 1 (60) 

для некоторого е > 0, то почти все траектории х = х (t) удовлетворяют со­
отношению 

îto\x(t + h) — x(t)\. \h\~* > | / ( 6 1 ) 

где фигурирует то же самое в > 0, что и в соотношении (60). 
I Пусть Р и Рх — гауссовские меры в функциональном пространстве X 

(определенные на а-алгебре множеств этого пространства, порожденной 
величинами £ (t) = I (х% t) от х Œ X) с нулевыми средними значениями и 
корреляционными функциями В (t) и В{ (t). Ясно, что если В (t) удовлетво­
ряет условию (58), a ß 4 (t) — условию (60) с соответствующим показателем 

2 4 о с + 2 \ 
а ь причем а ^ а (или а 4 = а, но е > С — I , то эти меры будут ортого-

(2 — I ) 2 / 
нальны на любой а-алгебре 21 (Г), порожденной величинами I (t) = g (х, t) 
от х Œ X с параметром t из отрезка Т = [0, т]. Действительно, при указан­
ных условиях мера Р сосредоточена на множестве функций х = х (t), удов-

1 См., например, [41]. 
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летворяющих соотношению (59), a Pt — на множестве функций х = х (f), 
удовлетворяющих соотнощению (61) точнее 

p\mà\x(t + h)-x(t)\. \h\-*<Yc^—^-}--= i , 

P1\^m\x(t + h)~ x(t)\• I h |- a > |/"|-J - 1. 

Как известно, стационарный процесс £ (/) является дифференцируе­
мым (в среднем) тогда и только тогда, когда существует производная 

оо 

В" (0) = • — lim -ТО- Ahà-hB(0) (что равносильно условию \ ^ 2 F ( Ä ) < o o ) . 
Ä ^ - с о 

Корреляционная функция производной 5 ' (t) есть — В" (t), — о о < t < оо, 
а спектральная мера есть №F (dX). Рассматриваемые в дальнейшем свойства 
траекторий устанавливаются для недифференцируемых процессов. Это не 
ограничивает применимости получаемых результатов к вопросу об эквива­
лентности гауссовских распределений Р и Р ь так как для эквивалентных 
распределений гауссовский процесс I ( / ) , — о о < t < о о , имеет одинаковое 
число производных, а при условии (38) их имеется лишь конечное число, 
и всегда можно перейти к рассмотрению последней производной Ь{п) (t) (см. 
по этому поводу лемму 7). 

Рассмотрим функцию А^А^В (t) от t (где m = 1 или m = 2). Предполо­
жим, что всюду, кроме конечного числа точек, на интервале (0, т) существует 
2т-я производная B2m(t), имеющая лишь разрывы первого рода. В каждой 
точке непрерывности 

A K ß ( / ) x ß ( 2 m ) ( 0 - 1 А I \2т 

С другой стороны, для недифференцируемого процесса 

( A r Ä i ß f O ) ) - 1 ^ ^ } , 
поскольку в противном случае для некоторой последовательности hk 
(k = 1, 2, . . . ) , и постоянной С <С оо 

с > /г 2 т
 ( д а (0)) > J I f ж J х2"1 f (d*) 

при h = hk и любом p, что противоречит условию недифференцируемости. 
Видно, что в каждой точке непрерывности 

Д?ДЗкВ(/) = о { 4 ? 0 } , (62) 

где АиА-пВ = A^A^ß (0). При этом в каждой точке 

поскольку функция А™Д-л5 (*) от / является положительно определенной. 
Таким образом, 

оля любого е ^> 0 можно найти конечное число интервалов общей длины 
не более е, таких что на замкнутом множестве T \ 1е (где /£ есть объеди­
нение указанных интервалов) равномерно по t выполняется условие (62), 

При указанном условии имеет место следующее предельное соотношение: 
N 

lim ( A M ß r 1 ^ 1 2 №hX{kh)]2 = 1, (63) 
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где N — [h'h] — m, a предел понимается в смысле среднеквадратичной 
сходимости. 

В самом деле, нетрудно подсчитать, что 

ЕА%х (s) А™х (t) = A ^ ß (s - / ) , 
N N ( 6 4 ) 

Dm(h) = D\^[AZx(kh)A = 2 2 [A%A-hB({k — j)h))\ 

При фиксированном / каждому из интервалов системы 1г может принадле­
жать не больше, чем 1 + [eft-1] точек вида (k — /)А, а всего таких точек, 
принадлежащих системе / £ . — не больше чем 2п (1 + [еА-1]), где п — число 
интервалов в / £ , зависящее, вообще говоря, от е. Далее, поскольку 

| Д М Б ( 0 | < А Ж о , 

при фиксированном е из соотношений (62) и (64) получаем, что 

lim ft2 {АнА^ВуЮт (ft) < Се, 
h->o 

а это в силу произвольности 8 и доказывает соотношение (63). 
Если выполнено соотношение (63), то, выбирая последовательность {А/}, 

достаточно быстро убывающей, можно добиться того, чтобы величины 
dm (A) = A2 (AhAÜ!flB)-2Dm (А) удовлетворяли условию 

со 

2 dm (А/) < оо. 
/ = 1 

При этом условии для A = h\ соотношение (63) будет выполнено с веро­
ятностью 1. 

Действительно, ведь если некоторая последовательность случайных 
со 

величин {т]/}, frjf = dm (А)> такова, что 2 Е ГП/^^С00» Т О ДЛЯ некоторой 

последовательности 8/ О 
со оо 

2 P { h / | > B y } < 2 ^ / < ° ° 

и по известной лемме Бореля — Кантелли limт)/ —Ос вероятностью 1. 
/ - > 0 0 

Т е о р е м а 1 3 . Для эквивалентных гауссовских мер P и Pi (на о-алгебре 
21 (Т)) разность корреляционных функций b (t) = В (t) — Bt (t) такова, что 

i AXhb = 0{hDm(h)h' (65) 

При нарушении условия (65) найдется последовательность h = h\\ / = 1 , 2 , . . . 
для которой с вероятностью 1 

im ( Д Г Д З Д - 1 j i V - i 2 № ( Ä f t ) J 8 - д у а д = 

1 — относительно Р, 
0 — относительно Рг. (^6) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Относительно Р величины 
N 

ц = (Д™Д™ б)-* {N*1 2 iAhx
 ( k h № ~ A h A - h B à — 1 = 

L Ä = l L; ft fr 

таковы, что (см. формулы (64)) 

£Л = 0, Dr] ж A 2 D m (А) Ю ) - а . 

Если условие (65) не выполнено, то для некоторой последовательности h = h] 
и соответствующих величин т) = т|/ (/ = 1,2, . . . ) , lim £т| 2 = 0. Следователь-

но, для всякой достаточно быстро убывающей подпоследовательности будет 
выполнено соотношение (66). Совершенно аналогично доказательство 
этого соотношения относительно распределения вероятностей Ръ 

Дадим некоторые простые оценки дисперсий Dm (А). 
Предположим, что во всех (за исключением конечного числа) точках 

интервала (—т, т) существует непрерывная вторая производная В" (t) кор­
реляционной функции В (t) рассматриваемого стационарного процесса, 
причем В" (t) интегрируема в квадрате на любом интервале вида (А, т), 
А > 0, и, кроме того, если функции Br (/) или В" (t) являются неограничен­
ными при 0, то существует некоторая окрестность (0, е), в которой они 
монотонны. Имеем £ 

Dx (А) ж h'1 (AhB)2 + A2 g В" (s — tf ds dt ж h"1 {AhB)2+ A2 J B" (t)2 dt. 

| s - î | > 2 A 2Я 

При оценке дисперсии Dy (A) могут представиться разные возможности. Если 
функция В" (t) ограничена в некоторой окрестности точки t = 0, то 

Di (А) < С max {А~* (АНВ)\ А 2}. 

Если В" (t) неограничена, но ограниченной является функция В' (/), то 
£ 

\ В" (t)*dt = В" (2/1 + В)[В' (е) — В' (2ft)], 
2/1 

I В" (2А + 0 ) К I A/A.* В (A) j А-* < [ AhAhB ]А~2 - - 2 ( ДАВ)/г* 

и, следовательно, 

D A (А) < С max {А- 1 (Д^) 2 , | Д л £ |} . 

Если, наконец, неограничены обе функции В" (t) и В' (/), то 

I В' (2А) I < j AhB | А- 1 

и в итоге 
Dih < CA-1 (A^ß)2. 

При тех же предположениях, но уже относительно производных Вт (t) 
и BIY(t) столь же элементарно можно установить, что 

D 2 (А) = О {| A h 1 (A,ß) 2 }. 

Таким образом, для дисперсий D m (A), m = 1, 2 (см. формулу (64)) имеет 
место следующая единая оценка: 

Dm (А) = 0{\ А I-1 (A*ß)2} при (A,ß) 2 = О {| А |} (67) 

(отметим здесь, что AhA-hB = 2ДЛВ). 
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Пусть t — любая точка интервала [0, т ] . Рассмотрим функционал вида 
' N 

ux(t, ft) = 4" S Ahx(kh).Ahx(t + kh), N = [h^(r — t)) — 1. 

Нетрудно подсчитать, что (ср. (64)) 

Eut (t, ft) = AhA_hB (0, Dut (t, ft) = О {ft2Di (A)}. 

Пусть для некоторой последовательности Л = А/, Л/ ->0 , / = 1 , 2, 
существуют односторонние пределы lim В' (t — ft/) и l imß' (/ + ft/), кото­
рые мы обозначим В' (t — 0) и В' (t + 0) соответственно. В предположениях, 
при которых справедлива оценка (67) для дисперсии Di (Л), имеет место сле­
дующая 

Т е о р е м а 14. Если 
о о 

2 h j 1 ^ ) * <<Х>, 

/ = 1 

то с вероятностью 1 

lim Ьгхих (t, ft) = S' (/ — 0) — В' (t + 0 ) . (68) 

А=А/ 

Это говорит о том, что при 

A Ä ß = o{A1/.} (69) 
по конечной траектории л: (/), 0 < С t < т, можно с полной достоверностью 
определить характер разрывов производной В' (t) соответствующей корре­
ляционной функции В (t) на всем интервале (—т, т). 

Это говорит также о том, что при условии (69) для эквивалентных вероят­
ностных мер P (dx) и Pi (dx) разность b (t) = В (t) — В± (t) соответствую­
щих корреляционных функций непрерывно дифференцируема на всем интер­
вале (т, т). 

В самом деле, если бы разность br (f) = В' (t) — Вх (t) производных 
В' (t) и Bi (t) (имеющих, по предположению, лишь разрывы первого рода) 
имела бы разрыв в некоторой точке, то это означало бы, что 

В' (t — 0) — В' (t+0)=f= В[ (/ — 0) — Bi (t + 0). 
Но в силу предельного соотношения (68) для достаточно быстро убывающей 
последовательности h — h\\ ] — 1, 2, с вероятностью 1 

[В' (t — 0) — В' (t + 0) относительно Р, 
limft""1^^, ft) == \ , „ (70) 
h=hj (Вг (t — 0) — Bi (t + 0) относительно Рг. 

Рассмотрим далее функционал вида 
N 

М ' . А ) = -fr S Alx(kh)-àhx{t + kh), N= [ft-i(T—f)]—2. 

Легко подсчитать, что 
Еи2 (t, h) = AlA.hB ( О , 

и по крайней мере в тех же предположениях, при которых выше была полу­
чена оценка (67) для дисперсии D 2 ( А ) : 

Du2 (t, h) = 0 { h (AhB)*}. 

Пусть для некоторой последовательности ft = ft/; ft/ ->- 0, существуют одно-

85 



сторонние пределы 

В" (t — 0) = lim В" (t — hj) и В'(t + 0) = lim В" (t + hj). 

Из полученных выше оценок вытекает следующее предложение. 
Т е о р е м а 15. Если 

00 

S / l 7 3 ( A h / ß ) 2 < o o , 

mo с вероятностью 1 

lim 2/г 2и 2 (/, /i) = В" (t — O) — В" (t + 0). (71 ) 

Это говорит о том, что при 
AhB = o{h^} (72) 

по траектории х (/), 0 ^ / < т, можно определить с вероятностью 1 характер 
разрывов второй производной В" (t) корреляционной функции В (i) на всем 
интервале (—т, т). Первая производная В' (t) при условии (72), очевидно, 
является непрерывной всюду; действительно, если в некоторой точке / 
функция В' (t) терпит разрыв, то существует последовательность h = А/, 
Л/ 0, такая что A^A-^ß (t) ж А/, а это противоречит условию (72), 
поскольку I AhA-hB (т) | < AhA^hB = — 2A^ß. 

Это говорит также о том, что при условии (72) для эквивалентных вероят­
ностных мер P (dx) и Pi (dx) разность b (t) = В (t) — ßj (/) соответствую­
щих корреляционных функций должна быть дважды непрерывно дифферен­
цируемой на всем интервале (—т, г) — ср. (70). 



Г лава III 

НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ СТАТИСТИКИ 
ГАУССОВСКИХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

§ 1. ДОСТАТОЧНЫЕ СТАТИСТИКИ И НАИЛУЧШИЕ ОЦЕНКИ 

1. Некоторые общие замечания 

Пусть £ (и) = I (х, и), и Œ U,— некоторое семейство «наблюдаемых» 
действительных величин на некотором пространстве X, и на порождаемой 
всеми величинами I (и) = g (х, и) от х Œ X а-алгебре 2f имеется одно из 
распределений вероятностей Ре, зависящее от неизвестного параметра 
Ö G 0 (6 — множество возможных значений параметра 6). Задача состоит 
в том, чтобы на основе стастистик т] = r) (х), х Œ X (измеримых относитель­
но а-алгебры 21) дать оценку неизвестного параметра 0 Е б . Эта задача 
и рассматривается ниже для гауссовсйих распределений вероятностей Ре 
с неизвестным средним значением 6 = 0 (и) 

Q(u) = jj l(x, u)P,(dx), UŒU 
X 

и одной и той же (заданной) корреляционной функцией, или с нулевым сред­
ним значением и неизвестной корреляционной функцией 0 = 9 (и, v): 

Q(u, v) = § 1(х, и)-1(х, v)PQ(dx)] и, VŒU. 
X -

Будем предполагать, что все распределения Ре э к в и в а л е н т н ы . 
При оценке отдельных значений 0 (и) (или 0 (и, v)) функционального 

параметра 0 Œ в возникает общая задача оценки действительной функции 
Ф = Ф (0) от 0 ЕЕ в . 

Во всем дальнейшем речь и будет идти главным образом об оценках 
действительных функций ф = ф (0) неизвестного параметра 0 Œ в . При этом 
оценкой будем называть всякую действительную величину г) = г\ (х) на X, 
измеримую относительно а-алгебры 5f и такую, что при всех Ö G 6 суще­
ствует математическое ожидание EQÏ] (относительно распределения вероят­
ностей Ре). Оценка ц — ц (х) функции ф = ф (0) называется несмещенной, 
если 

£вл = ф ( в ) , е е е . ( i ) 

Допускающую несмещенную оценку функцию ф = ф (0) неизвестного 
параметра 0 Œ в будем называть допустимой. Несмещенная оценка ф = 
= ф (х) называется наилучшей, если при всяком 0 Œ в 

£е [Ф - Ф (0)]2 = min £ 9 fo - Ф (0)?, (2) 
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где минимум берется по всем несмещенным оценкам ц = ц (х) функции 
ф = ф (0), 6 Е 6 . 

Естественно возникает вопрос о том, рассмотрением каких статистик 
т| = т] (х) можно ограничиться при оценке неизвестного параметра 0 cz в 
без потери какой-либо информации. 

Говоря о том или ином семействе статистик г] = ц (х), кажется целесо­
образным обращаться непосредственно к порождаемой ими а-алгебре 2(. 
В связи с этим будем называть а-алгебру U достаточной для оцениваемого 
параметра Ö E 0 , если условные вероятности Ре 04/©), вычисленные для 
всех событий Л ЕЕ 9t по соответствующим распределениям Ре (A), A ЕЕ 21 
таковы, что п р и к а ж д о м 6 Е 0 С вероятностью 1 

Ре (Л/©) = Р (Л/©) (3) 

(т, е., грубо говоря, условные вероятности Р (Л/©) не зависят от неизвест­
ного параметра 6 Е 6) . Будем называть а-алгебру © необходимой, если она 
содержится во всякой достаточной а-алгебре (быть может, пополненной мно­
жествами вероятности 0) *. 

Пусть © — достаточная а-алгебра. Тогда для любой действительной 
величины т] = т] (х), х ЕЕ X (имеющей математическое ожидание Евц при 
каждом Ö E 0 ) справедлива следующая формула: с вероятностью 1 

£е (ц/й) = Е (т|/<£), В Е в . (4) 

Это немедленно следует из равенства (3), если воспользоваться определением 
условного математического ожидания Е$ц как предела 

fi«n-llmS^.(^i<n<|/e) 

(имеется в виду сходимость в среднем по мере Ре, э к в и в а л е н т н о й 
мере Р) , который с вероятностью 1 один и тот же при любом 0 ЕЕ в . 

Пусть 
р 9 (х) = Р е (dx)/ P (dx), х Œ X, 

— плотность относительно некоторого распределения Р = Ре0. Обозначим 
95 а-алгебру множеств пространства X, порожденную всеми величинами 
ре (х) от х Œ X (0 ЕЕ в ) . 

Л е м м а 1. Указанная выше а-алгебра 95 является достаточной для 
параметра 0 Œ в . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, при любых A cz Ш и ß ЕЕ 95 

Р9(АВ) = J P*(x)P(dx) = E[E(%A'%B.p9/!ß)] = 
AB 

= E[%B-pQ.E (хл/Я5)] - $ Р (Л/95) • ре (*) - P (dx) 
в 

и одновременно 

Ре (AB) - J Ре (Л/95) Р е (Же) - J Ре (Л/95) р 9 (*) • P (dx), 
в в 

где х л = %А (х) и %в = %в (х) — индикаторы множества Л и В. Поскольку 
В — произвольное множество из 95, то для измеримых относительно 93 
подынтегральных функций имеем: для почти всех х ЕЕ X 

. Ре (Л/95) . р е (х) = Р (Л/95)-р9 (je). 
1 Отметим, что в данном определении фигурируют условные вероятности Р е (Л/(£), 

вычисленные для каждого отдельного события, а не условные распределения вероятностей— 
ср. [23, стр. 67] . 
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Но ре (х) как плотность эквивалентных мер PQ И Р ПОЧТИ всюду положитель­
на, так что с вероятностью 1 имеет место равенство (3). 

Семейство распределений PQ, 6 G 6 , называется полным если из со­

отношения 
£ 9 Т ) ЕЕ 0, 0 Œ в 

для измеримой относительно а-алгебры 93 величины г) == г) (х) вытекает, что 

ц (х) = О 

при почти всех х ЕЕ X. 
Л е м м а 2. Для полного 1 семейства распределений PQ указанная выше . 

о-алгебра 95 (порожденная всеми величинами р 9 (х)= PQ (dx)/P (dx)) является 
не только достаточной, но и необходимой. 

В самом деле, если 35 не является необходимой, то она содержит некото­
рую достаточную а-алгебру К, такую что некоторое множество Л ЕЕ 95 не 
входит в пополнение (Г, другими словами, величина т] = г) (х) вида 

(1 при XŒB, 
Т] (х) = { 

10 при хфВ 

не измерима относительно (Г. Поскольку (£ — достаточная а-алгебра, то 
величина т) = Ец (ч)/Щ не зависит от 0 Œ в и Ев (л — т]) ЕЕ О при всех 
6 Е 6 . В силу полноты семейства PQ, 0 Œ в , величина т) — г\ с вероятно­
стью 1 равна 0, так что к) = г\ является на самом деле измеримой относитель­
но а-алгебры (£*. Полученное противоречие и доказывает лемму. 

Обозначим H гильбертово пространство всех действительных величин 
т) = т) (х) от х ЕЕ X, как и раньше (см. гл. II), определив скалярное произ­
ведение формулой 

<Пи П2> = Е (rit-ris). (5) 

Обозначим L подпространство в Н , образованное всеми величинами rj = г] (х) 
измеримыми относительно а-алгебры 95. Как известно, условное математи­
ческое ожидание Е (т]/95) любой величины ц Œ H совпадает с проекцией г] 
величины г) в подпространстве L . Поскольку а-алгебра 95 является достаточ­
ной, то одновременно rj = £9(т]/95). Таким образом, если т] = т] (х) — не­
смещенная оценка функции ф = ф (0) неизвестного параметра 0 ЕЕ в , то 
величина 

Î, = EQ ( T | / » ) = Е (т)/») 

является у л у ч ш е н н о й несмещенной оценкой2: 

£ 9 т ] ЕЕ £ 9 Г ] = ф (0), 0 Œ в , 
причем 

EQ [Л - Ф (0)? = £в h — Ф (6)? + £в h — Л? < £ е h - Ф (9)р, 
в Е в . (6) 

Предположим, что семейство распределений вероятностей PQ, 0 Œ в , 
является полным3. Предположим, что всякая величина rj Œ H является 
оценкой рассматриваемого типа, т. е. при всех 8 Е 6 имеется математиче­
ское ожидание £ 9т]. 

1 Здесь имеется в виду «ограниченно полное семейство», т. е. такое, что всякая ограни­
ченная величина ц равна 0, если она измерима относительно 25 и Евг\ = О при 0 £ Ö. 

2 См. [23, стр. 182]. 
3 Здесь имеется в виду следующее свойство полноты: всякая величина г) (Е L, такая 

что EQ4\ = 0 при 9 б © > равна 0. 
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Обозначим Ь ф класс всех н. о. {несмещенных оценок) ц Œ H для действи­
тельной функции ф = ф (6) неизвестного параметра 0 ЕЕ в: 

£ег) ЕЕ ф (0), 0 Œ в . 

Очевидно, для любых элементов r\i и г\2 этого класса разность л = г)2 — Л1 
является элементом класса L 0 — совокупности всех несмещенных оценок 
из H для функции, тождественно равной 0: 

£eri = 0, û е 0 . (7) 

И конечно, если % ЕЕ Ь ф, a rj Е L 0 , то величина т]2 = T)I + Л т а к ж е > к а к 

и T) i , будет н. о. из Ь ф . 
Л е м м а 3. Класс L0 есть подпространство в гильбертовом пространстве 

Н, являющееся ортогональным дополнением к подпространству L: 

L ° = H 0 L 

Проекция каждого класса Ьф о Я на подпространство L состоит из един­
ственного элемента ф Œ Ьф: 

Ь ф = ф © LA (8) 
А 

Величина ф дает наилучшую несмещенную оценку (н. н. о.) соответствую­
щей функции ф = ф (0): при всяком 0 ЕЕ @ 

£е [ф — Ф (9)] 2 = min Ее h — Ф (9)] 2 . (9) 

Указанная н.н.о ф = ф (х), х Е Х , может быть определена из интеграль­
ного соотношения (условия несмещенности) вида 

£еФ = jj Ф (*) Рв (х) P (dx) - Ф (0), 0 Œ в . (10) 
х 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение леммы основывается на том 
факте, что а-алгебра 95, порождаемая всеми величинами ре = ре (х), 
х ЕЕ X (0 ЕЕ в) , является достаточной (и необходимой) для параметра 
0 Œ в (см. леммы 1 и 2). Покажем, что всякая величина т] ЕЕ Н, ортого­
нальная подпространству L, входит в класс L 0 . Действительно, согласно 
равенству (4) при всяком 0 Œ 6 имеем: с вероятностью 1 

£е (л/») = Е (л/®) = 0, 

так что для л выполняется и равенство (7), т. е. л ЕЕ L°. Далее, рассмотрим 
произвольный элемент л Œ L°. Как всякий элемент из гильбертова простран­
ства Н, величина л может быть представлена в виде л = Л1 + ^2» Г Д Е 

Tli _ L Л2 L. По доказанному выше ортогональная к L величина Л1 
вместе с л входит в класс L 0 , так что величина г\2 также входит в L 0 и дол­
жна удовлетворять условию типа (7): 

£еЛ2 = <Л2, р 9 > = 0, 0 Œ в . 
Но величина ц EEL измерима относительно а-алгебры 95, и т|2 = 0 в силу 
полноты семейства Ре. 

Далее, пусть Ь ф — класс всех н.о. л £Е H для допустимой функции 
Ф = Ф (0), 0 ЕЕ в , не равной тождественно 0. Возьмем произвольный эле­
мент л ЕЕ Ь ф . Как всякий элемент из Н, величина л может быть представлена 
в виде л = Л + А> Г Д Е A _ L L, T J E L . ПО доказанному выше £ Е А = 0 
при всех 0 Œ 8 , так что 

£еЛ = Еъц = ф (0), 6 Е 0 , 
1 Отметим, что в (9) не исключена возможность обращения обеих частей равенства в оо. 

Это исключается, если £ еч 2 <С °°> хотя бы для одной н.о. rj. 
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т. е. проекция л элемента л ЕЕ Ь ф на подпространство L является н. о. того 
же класса Ь ф . Поскольку для любых величин ль т]2 ЕЕ Ь ф разность Лг— т)2 

входит в Ь°-ортогональное дополнение к L, то проекции Ль г]2 этих величин 
/ч л. /ч 

на подпространство L должны совпадать: % = Лг- Обозначим ф общую 
для всех элементов г] ЕЕ Ь ф проекцию на L. Ясно, что имеет место соотно­
шение (8). Далее, если имеется какая-то н. о. Ло Œ Ь ф, то величина 

ф = Е (щ/Щ = Ев (т|о/85) 

геометрически представляет собой проекцию элемента Ло на подпространство 
всех величин г), Ещг <С оо, измеримых относительно а-алгебры 95 (здесь 
речь идет о гильбертовом пространстве со скалярным произведением 
<г)ь т]2> = Ев (Т)! -Г]2)). Следовательно, величины ф и Ло— ф являются 
некоррелированными, так что (см. неравенство (6)) 

Ев [Ф - Ф (в)р = Ее [т|о - Ф (б)]2 + Ев h o - Ф ] 2 < Ев h o - Ф ( в ) ] 2 

и имеет место соотношение (9). Наконец, в силу полноты семейства распреде­
лений Ре, 9 Œ в , в подпространстве L каждая величина ф ЕЕ L однозначно 
определяется из условия (10). Лемма доказана. 

Из доказанного вытекает следующее предложение. 
Л е м м а 4. Пусть щ Œ Ьф* — н. о. для допустимых функций щ = 

= ф& (9) ( & = 1, ...,я), Фь ф2, . . . —соответствующие наилучшие н. 
и с^ сп— произвольные действительные числа. Тогда функция ф == 2^Ф* 

А? 

является допустимой, ц = 2 является н. о. для ф = ф (9), а ф = 2 с£ф^ 

— наилучшей н. о. для ф. Если {оу} — корреляционная матрица н. о. 
Ль •••> Цп {Sk/} — корреляционная матрица наилучших н. о. ф1? фЛэ 

то имеет место следующее неравенство: 

{«*/}<{<*/} (И) 

(т. е. разность указанных матриц является положительно определенной). 

В самом деле, величина л = 2 ^ * является н. о. для функции 
k 

Ф (9) = 2^Ф*(9) , 9ЕЕ©, а ее проекция на подпространство L совпадает 

с линейной комбинацией ф = 2 Ck^k проекций ф& величин r\k (k = 1, сп). 
k 

Наилучшая н. о. ф для функции ф = ср (9) удовлетворяет неравенству (9), 
так что 

Ев [Ф — Ф (9)]2 = 2 Wfiki < Е е [л - Ф (9)]2 < 2 W / 3 f t / 

л, / k,j 

при любых ci, Сп- Следовательно, матрицы {Skj} и {ok]} удовлетворяют 
неравенству (11), что и требовалось доказать. 

2. Гауссовские распределения с неизвестным средним значением 

Пусть Рв, 9 е= ©,— семейство гауссовских распределений на а-алгебре 
31 (порожденной всеми величинами | (а), ^ ЕЕ t/), имеющих одну и ту же 
корреляционную функцию 

В (и, v) = £ э [6 (и) — 9 (и)] [I (v) — 9 (v)); и, v Œ U, 
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где функциональный параметр 0 = 0 (и), и ЕЕ /7, есть с р е д н е е з н а ­
ч е н и е распределения Ре: 

9 ( a ) = £ e S ( w ) , и Œ U. (12) 

Не ограничивая общности, можно считать, что все гауссовские распределе­
ния Ре эквивалентны гауссовскому распределению Р с нулевым средним 
значением и той же самой корреляционной функцией, поскольку от исходных 
величин £ (и), и EzU, всегда можно перейти к величинам вида H (и) — 0О (и)9 

UŒU, где 0о = 0о (̂ ) — некоторая фиксированная функция из множества 0 . 
Обозначим Я подпространство в гильбертовом пространстве £ со ска­

лярным произведением (5), порожденное всеми величинами Ï (и), и Œ U 
(Я есть замкнутая в среднем линейная оболочка этих величин). Необходи­
мое и достаточное условие эквивалентности гауссовских распределений 
Ре и Р (на а-алгебре 2(, порожденной величинами £ (и), и ЕЕ 0) состоит 
в том (см. теорему 3 гл. III, что имеется величина т)е Œ Я , с которой соот­
ветствующее среднее значение 0 = 0 (и), и ЕЕ U> связано равенством 

0 (и) = <£ (и), т]е>, UŒU. (13) 

Для дальнейшего будет полезно отметить, что (произвольно заданное) 
множество 0 действительных функций 0 = 0(w), и ЕЕ £/, естественным 
образом может быть вложено в некоторое гильбертово пространство Y дей­
ствительных функций у = у (и), и ЕЕ U. Именно, всякому элементу г] ЕЕ Я 
взаимно однозначно соответствует действительная функция у = у (и), 
и Œ U: 

у (и) = <£ (и), л ) , и Œ U (14) 

(напомним, что система элементов £ (и), и ЕЕ V; полна в подпространстве Я). 
Упомянутое выше гильбертово пространство Y и есть совокупность всех 
действительных функций у = у (и), и Œ U, допускающих представление 
в виде (14) , со скалярным произведением 

<Уи УгУ = <%> (15) 

где T]I и т]2 — элементы из Я, отвечающие функциям yi и у2 из Y. По самому 
определению гильбертово пространство Y унитарно изоморфно подпростран­
ству Я . В силу условия (13) каждая из функций 0 = 0 (и) на U (0 Œ 0) 
входит в Y у так что множество 0 рассматриваемых значений параметра 0 
можно считать множеством в гильбертовом пространстве У. 

Чтобы пояснить естественность вложения 0 в У, рассмотрим несколько 
примеров. 

П р и м е р 1. Пусть множество U является конечным, так что имеется 
конечное число гауссовских величин I (ai), £ (ип) с неизвестными 
средними значениями 0 (г^), 0 (ип) и одной и той же корреляционной 
матрицей. Если эта матрица является невырожденной, то Y является /г-мер-
ным евклидовым пространством, в котором 0 есть определенное множество 
векторов 0 с координатами 0 (t^), 0 (ип). Если корреляционная матрица 
является вырожденной и имеет ранг m <^п> то Y представляет собой 
m-мерное подпространство в я-мерном евклидовом пространстве, на котором 
сосредоточено каждое из вырожденных гауссовских распределений Ре (рас­
пределений вероятностей величин £ (м4), I (ип)), и б с У есть опреде­
ленное множество векторов с координатами 0 (и4), 0 (ип). 

П р и м е р 2. Пусть множество U само есть гильбертово пространство 
с заданным скалярным произведением (и, v)\ и, v ЕЕ (У, а величины | (и), 
и Ei U, задают гауссовский линейный функционал на пространстве U: 

I (и) = (и, I), uŒ U, 
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где I — случайная гауссовская величина со значениями в [/, распределение 
Ре которой является гауссовским и имеет среднее значение 0 = £eÉ ЕЕ U: 

0 (и) = (и, 0), и ЕЕ U, 
Здесь с самого начала параметр 0 принадлежит определенному множеству в 
в исходном гильбертовом пространстве U. Пусть В — корреляционный 
оператор (т. е. корреляционная функция есть В (и, v) = (Bu, v) — см. § 3 
гл. I). Величины £ (и), и ЕЕ U, образуют подпространство в определенном 
выше пространстве Я, причем замыкание этого подпространства совпадает 
с Я. Следовательно, функции у = у (и), и Œ U, вида (14), отвечающие 
величинам ц = I (v), где v пробегает все пространство U, образуют подпро­
странство в функциональном пространстве Y, замыкание которого и есть 
само Y. Имеем (см. формулу (14)) 

у (и) = а (и), I (о)> = (Bu, v), и Œ U, 

где v — соответствующий элемент из U. Соответствие у ^> v таково, что 
<Уи yù = (Bvi9 v2) = <£ (Vi), I (ifc)>. 

Таким образом, рассматриваемое пространство Y унитарно изоморфно 
пополнению U исходного пространства U по скалярному произведению 

(Vi v2} = (Bvu v2)y • 
причем соответствующий функции у = у (и), и Œ U, элемент v ЕЕ U свя­
зан с ней следующей формулой: 

у (и) = <и, v), uŒ U. 

Видно, что функция у = у (и) является линейным непрерывным функцио­
налом на гильбертовом пространстве U и потому представима в виде 

у (и) = (и, v), и ЕЕ U, 
где v — определенный элемент из U (точнее, Ü E £ 1 / г£/, см. пример 7 гл. II). 
Связь между v Œ U и v ЕЕ U дается формулой 

1_ т_ 
v = B^v = В 2 (В 2v), 

i_ _ 
где В 2v ЕЕ U, аВ 2 — оператор в U, определенный по непрерывности на 
всем исходном пространстве U, рассматриваемом как множество в новом 
пространстве (У. 

Итак, пусть на измеримом пространстве (X, 31) имеется семейство гаус­
совских распределений Ре, где функциональный параметр 0 = 0 (и), 
и Œ U,— неизвестное среднее значение порождающих а-алгебру 31 дей­
ствительных величин I (и), и Œ U,— принадлежит определенному множе­
ству в в гильбертовом пространстве Y всех действительных функций 
у = у (и), и ЕЕ U, вида (14) со скалярным произведением (15). 

Плотность рд (х) = P%(dx)/ P (dx) эквивалентных гауссовских распре­
делений Ре и Р может быть выражена следующей формулой (см. формулу 
(15) гл. II): 

р3 (х) = ехр {г)е (х) 1- h e Ц2} = ( Х ), (16) 

где г]е =Цв (х), х Œ X,— та величина из подпространства Я , что связана 

с параметром© Œ в соотношением (13), и Се = ехр {—-у|| г)е|| 2 }* 
При построении оценок неизвестного параметра Ö E 6 МЫ будем основы­

ваться на статистиках т] = г) (х), х ЕЕ X, принадлежащих определенному 
выше гильбертову пространству Н. 
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Л е м м а 5. Всякая величина л ЕЕ H имеет конечное математическое 
ожидание EQX\, каково бы ни было 0 ЕЕ в . При этом для величин л из под­
пространства Я , порожденного величинами I (и), и Œ U, имеет место сле­
дующая формула: 

£еТ] = <Л, Ле>> B e в , (17) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Всякая величина г) ЕЕ # , как предел гауссов­
ских величин вида 2с (и)1 (и), сама является гауссовской. Поэтому каждая 
из величин ле ЕЕ Я , фигурирующая в соотношении (13), является гауссов­
ской, так что плотность ре = ре (х) вида (16) интегрируема в квадрате по мере 
Р (другими словами, величина р е = р е (х), х ЕЕ X, входит в гильбертово 
пространство Н) . Для любой ограниченной величины т) ЕЕ H имеем 

£Vn = Ец -р9 = <т], ре>. (18) 

Для любой величины ц ЕЕ H можно подобрать сходящуюся к ц (в гильбер­
товом пространстве Н) последовательность ограниченных величин Ль т) 2 , 
которая является фундаментальной и в смысле сходимости в среднем по 
мере PQ: 

EQ I Цт — Цп I < II Цт — Цп || • || Ре | | ~ ^ О 

при т, п-+- оо. Очевидно, последовательность Ль т]2, . . . сходится в среднем 
по мере PQ именно к величине т], поскольку Ре эквивалентна мере Р. Сле­
довательно, EQ I rj I < оо, причем для математического ожидания Еьц 
справедлива формула (18). Далее, для величин I (и), и Œ U, одновременно 
имеет место формула (13) 

EQI(U) = (1(U), î]9>. 

Таким образом, математическое ожидание EQK] (как линейный непрерыв­
ный функционал вида (18) на гильбертовом пространстве Н) на подпро­
странстве Я , порожденном величинами £(и), #ЕЕ£/ , может быть записан 
в виде 

<Л, Ра> = <Л, Ле>. 

Видно также, что фигурирующая в формулах (13) и (17) величина 
ЛеЕЕЯ совпадает с проекцией величины реЕЕН на подпространство Я . 
Лемма доказана. 

Обозначим 95б-алгебру, порожденную всеми величинами г\в--щ(х) на 
Х ( 8 Е 8 ) ; L—подпространство в гильбертовом пространствен, образован­
ное всеми величинами л ^ Е ^ , измеримыми относительно о-алгебры 95, 
и L замкнутую линейную оболочку всех величин Л е ( 0 ^ 0 ) . 

Обозначим в замкнутую линейную оболочку всех значений параметра 
0 Œ 0 (напомним, что в есть множество в определенном выше гильберто­
вом пространстве Y действительных функций у = у (и), и ЕЕ U', вида (14) 
со скалярным произведением (15)). 

Л е м м а 6. Если множество в содержит некоторый параллелепипед 1 

из подпространства в , то система величин ре Е H (9 Е в ) вида (16) яв­
ляется полной в подпространстве L . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, можно считать, 
что указанный в формулировке леммы параллелепипед из подпространст-

1 Параллелепипед в гильбертовом пространстве с некоторым ортонормированным бази­
сом 9Х, 6,,. . . определяется как множество элементов б = ^ tßk* координаты tlt t*, ... 

k 
которых удовлетворяют условию 

I ' f t - ' * ! < « * . . * = L 2, 
где — координаты некоторого фиксированного элемента, a ô \ , ô 2 , . . . — некоторые поло­
жительные числа. 
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ва в содержит нулевой элемент 0 = 0. Очевидно, в этом случае множество 
0 содержит и некоторую ортогональную систему элементов 0 2 , Э 2 , . . . , пол­
ную в 6 . Этой системе элементов в 6 g F отвечает ортогональная полная 
система величин т]х, т) 2,... в подпространстве (напомним, что гиль­
бертовы пространства Y и H унитарно изоморфны,— см. формулы (14), 
(15)). Пусть ф (#! , . . . , уп) — борелевская функция на n-мерном действитель­
ном пространстве. Очевидно, совокупность всех величин ц ЕЕ L вида ц = 
— Ф (%>•••> Ля) образует всюду плотное множество во всем пространстве 
L, а при фиксированном п образует замкнутое подпространство в L. Пред­
положим временно, что при любом п система величин ре вида (16) (где 

п 

® = 2 ^öft, I h I П Р И & = b-.. , ft> ôi,--., ô/i — некоторые положительные 
числа) полна в подпространстве, образованном всеми указанными величи­
нами т) = ф (%,..., Î ]AÎ) . ЭТО значит, что линейная оболочка этих величин 
ре всюду плотна в указанном подпространстве и, следовательно, линейная 
оболочка всех величин ре (0 ЕЕ 0) всюду плотна во всем пространстве L. 
Итак, нужно доказать лишь, что если 

EQT] = С 9 J Ф(Л..., f/n) ехр p(dy) = 0 

Aï 

при всех0 =• 2 Ö̂Ä» г Д е I *k \ *ч ô/fe (& = 1,..., п), то и сама величина г) = 

= ф- (%>•••> Лл) равнаО. Но это является хорошо известным фактом1, так что 
доказательство можно считать законченным. 

Отметим, что указанная выше а-алгебра 95 порождается всеми величи­
нами ре (х), х ЕЕ X (параметр 0 пробегает множество 0) , а полнота семей­
ства плотностей ре (х) = PQ (dx)/P (dx) в подпространстве L означает пол­
ноту семейства гауссовских распределений PQ, 0 ЕЕ в . 

Таким образом, а-алгебра 35 является необходимой и достаточной для 
неизвестного среднего значения 0 Œ © (см. леммы 1 и 2), а для несмещен­
ных оценок г] ЕЕ H всякой допустимой функции ф = ф (0) неизвестного 
параметра 0 ЕЕ 0 справедливы утверждения лемм 3 и 4. 

3. Гауссовские распределения с неизвестной корреляционной 
функцией 

Пусть PQ, 0 ЕЕ 0 ,— семейство гауссовских распределений на а-алгеб­
ре 31, порожденной всеми величинами g (u), u Œ U, с нулевыми средними 
значениями и корреляционными функциями 

0 (u, v) = EQI (и) I iv), u,v Œ U (19 

(здесь функциональный параметр 0 = 0 (и, v); и, v Œ U, есть неизвестная 
корреляционная функция). 

Необходимые и достаточные условия эквивалентности гауссовских рас­
пределений PQ некоторому гауссовскому распределению Р с корреляци­
онной функцией 0 О = 0О (и, v); и, v Œ U, указаны в § 3 гл. II; там же ука­
заны и различные формулы для плотности ре (х) = PQ (dx)/P (dx). В ча­
стности, согласно общей формуле (24) гл. II, 

ре (х) = Се ехр {г]9 (*)}, (20) 
п 

1 Плотность p (ylt уп) — С е ехр принадлежит к так называемому экспо-
k=i 

ненциальному семейству — см. [23, стр. 183]. 
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где г|9 = т]е (х) есть определенная величина на X из подпространства Я 2 — 
замкнутой в среднем линейной оболочки величин Ц (u)-l (v) —El (и)-
-î (v)]; а, и Е (/, a Ce — определенная постоянная. 

Как следует из теоремы 6 гл. II, если распределения Pek(k = 1, 2,...) 
эквивалентны Р, то эквивалентной распределению Р будет и гауссовская 
мера PQ С параметромЭ = ^Ckßk, где cl9 с2,... — неотрицательные числа, 

k 
2 ^ = 1. В самом деле, если разности 0*, (и, v) — QQ(U, V); и, v Œ U, удов-
k 

летворяют условию (22) гл. II, то этому же условию будет удовлетворять 
и разность 0 (и, v) — 0О (a, v); и, v Œ U: 

0 (и, v) — 0О (и, v) = ^jCk [QK (н, v) — 0O (и, v)]. 
k 

Таким образом, для эквивалентности распределений Р И PQ необходимо 
лишь выполнение условия (7) гл. II 

£ в | л | 2 = 3 ^ ^ | л | а = х Я | л Г = 3 ^ ^ 1 л Г . л ^ я , 
k k 

которое выполняется в силу соотношениий EQk | ц\2жЕ | л | 2 при k=\, 2, 
поскольку распределения4 Pk, k= 1, 2, иР являются эквивалентными. 
В случае эквивалентности Р и PQ ПЛОТНОСТЬ PQ(X) = P (dx)/P(dx) выра­
жается формулой (18) гл. II, которая задает некоторую плотность PQ(X) = 
= PQ(4x)/P(dx) для любых неотрицательных коэффициентов ck(k=^ 

= 1, 2, ...),* таких что 1; при этом соответствующая корреляцион-

ная функция 0 = Q(u, v) есть 

в (и, ü) = S ^ A K + — 2 с А ) б 0 ( и , У Е Р . (21) 

По-видимому, 3 весьма широком классе случаев семейство распределе­
ний является полным. До конца этого пункта будем считать это условие 
выполненным. 

Обозначим 95 а-алгебру множеств, порожденную всеми величинами 
Ле = Лв (*)» х ЕЕ X , фигурирующими в формуле (20) (параметр 0 про­
бегает множество 0). Согласно лемме 1, а-алгебра 95 является достаточ­
ной для функционального параметра 0 = 0 (u> v); u, V Œ U . Как отме­
чалось выше, при некоторых ограничениях семейство гауссовских 
распределений P ö , Ö E 0 , является полным, и по лемме 2, а-алгебр 95 
будет не только достаточной, но и необходимой. 

Рассмотрим вопрос об оценке неизвестной корреляционной функции 
0 = 0 (u, v); и, v Œ U. Каждое ее значение ф и > 0 (0) = 0 (и, v), 0 ЕЕ 0 , 
является допустимой функцией — допускает несмещенную оценку вида 
£ (м)-£ (v) Œ H. При этом случайная функция £ (и) •£ (v) от и, v Œ U дает 
несмещенную оценку корреляционной функции «в целом». Именно, вы­
борочные функции I (и)-5 (v); и, v Er U, могут служить корреляционны­
ми функциями некоторого гауссовского распределения вероятностей, 

1 См. [23, стр. 183]. 



поскольку выполняется условие положительной определенности: 

2 CkCil (uk) l (ut) - [2 Ckl (uk)f > 0 

для любых иъ u2i... Œ U я любых действительных cl9 с2,... 
Далее, рассмотрим проекцию величины £ (и) •£ (v) на подпространство 

L ^ Н, которое образовано всеми величинами г\ = г\ (х) из Н , измеримы­
ми относительно а-алгебры 95. Обозначим эту проекцию 6 (и, v). Посколь­
ку а-алгебра 95 является достаточной для параметра 0 Œ 6 , величина 

G (иу v) = Е II (и) .1 ( Ü ) / » ] (22) 

является несмещенной оценкой для неизвестной корреляционной функции 
9 = 0 (и, и). 

Покажем, что функция 9 (uf v) от ut v Œ U удовлетворяет условию по­
ложительной определенности: с вероятностью 1 

^ckcß(Uki Щ)>Ъ (21') 

для любых и19 ЕЕ U и любых действительных с19 с2,... 

В самом деле, величина л = 2J c^cß Щ) совпадает с условным мате-

матическим ожиданием неотрицательной величины ц = 2Ckcfè(Uk)l(щ)\ 

Л = Е (л /95) . Для любой ограниченной неотрицательной величины £ = £ (х)г 

измеримой относительно а-алгебры 95, с вероятностью 1 

£(£.т|/»)= £ . £ ( т | / » ) = C- i 
при этом 

£ (S-T1) = > 0 . 
Положив 

g j1 п р и * i < 0 ' 

'О при rj > О, 
для неположительной величины £ -л имеем £ , ( £ . г | ) > 0 . Следовательно, 
? 1 > 0 с вероятностью 1, что и требовалось доказать. 

Как указывалось в п. 1, при условии полноты семейства Ре, 9 ЕЕ в , 
формула (21) определяет единственную н. о., измеримую относительно 
а-алгебры 95. Следовательно (см. п. 1), определенная формулой (21) не­
смещенная оценка 9 (и, v) является наилучшей в том смысле, что 

£ е [ 9 (и, v) — 9 (и, v)}2 = m i n EQ [т] — 9 ( а , У)]2, (23) 
гое минимум берется по всем несмещенным оценкам л для функции cpWj 0 (6) = 
= 0 (и, У) параметра 0 ЕЕ 6 . 

4. Об условных математических ожиданиях функционалов 
от гауссовской случайной функции 

Пусть % (и) = % (со, а), а ЕЕ f/,— семейство гауссовских случайных 
величин на вероятностном пространстве Q и 31 (t/) — а-алгебра множеств 
пространства Q, порожденная всеми величинами ? (и) = ! (СО, а), ш G Ö 
(параметр а пробегает множество U). Для простоты будем считать, что 
El (и) = 0, и Œ U. Обозначим H ([)) гильбертово пространство случай­
ных величин л (измеримых относительно а-алгебры 31 (/7) со скалярным 
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произведением (5) и Я (U) — замкнутую линейную оболочку всех величин 

Пусть S и Г — некоторые подмножества множества U. Как хорошо из­
вестно, условное математическое ожидание любой величины TJ Е H (S) 
при фиксированных I (t), tŒT (точнее, условное математическое ожида­
ние относительно а-алгебры 35 = 3t (Т)), совпадает с проекцией величины 
Î] на подпространство H (Т). При этом для величин r\ Œ H (S) эта проекция 
г\ лежит в подпространстве H (Т) и, более того, г а у с с о в с к а я вели­
чина г] — т] независима от семейства величин £ (t), t ЕЕ Т. 

Обозначим Нп (U) замыкание подпространства всех величин вида 

Т) = ф [I ( H i , . . . , I (Uk)], 

где ф fo,..., Xk) — полином степени не выше n, а число переменных про­
извольно. 

Т е о р е м а 1. Для всякой величины ц ЕЕ Нп (S ) ее условное матема­
тическое ожидание т] = Е [т]/21 (Т)] входит в подпространство Нп (Т) 
(с тем же показателем ri). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, можно считать, 
что множества S и Т конечны (скажем S = { 1 , 2 , . . . , k} и T = {k + 1 , . . . 
. . . ,&+/}) . В самом деле, к общему случаю можно перейти предельным пере­
ходом1, поскольку 

Ч = Н т т 1 * [ 5 ( 1 ) , . . м 6 ( * ) ] , 
k->OQ 

Е[ц/Ш(Т)]= Н т £ [ т , / | ( А - И ) , . . . . l(k + l)}. 

Пусть т] = ф [£ ( 1 ) , . . . , 5 (k)], где ф ( # i , . . . , Xk) — полином степени не выше 
п. Как уже указывалось, теорема верна для n = 1. Предположим, что она 
верна для всех показателей, не превосходящих п— 1. Обозначим | (/) 
проекцию величин £ (/); j = 1 , . . . , k на подпространство H (Т). Разности 
I (/) —1 (7); / = 1».-., k не зависят от величин £ (/), tŒT. Положим 

E = <plÊ ( l ) - f ( 1 ) , . . . , Ê ( * ) - ! ( * ) ] . 

Величина £ не зависит от I (t), t Œ T, и в разложении 
k 

правая часть является линейной комбинацией выражений вида 

«Pmfê ( 1 ) , . . . , l(k)] i l ( I ) , - - , 1 (k)], 

где ф т ( ^ i , . . . , х*) и-фя-т fe,..., — полиномы степени не выше т и п — m 
соответственно, причем m^ п — 1. По предположению, условное матема­
тическое ожидание цт = Е [r)m/3t (Т)] величины т|от = Фт [£ ( 1 ) , . . . , £ (&)] 
входит в подпространство Hm (T), т*Сп—1. Очевидно, произведение 
Цт-^п-т [ | ( 1 ) , . . . , 1 (&)1 входит в подпространство Нп (Т). Входит в Нп-(Т) 
и линейная комбинация таких произведений, какой и является услов­
ное математическое ожидание разности г] — £, равное fj — £ £ . Таким об­
разом, т] = Е [г\/Ш (T)] Œ Нп (Г), что и требовалось доказать. 

Определим полиномы Эрмита от многих переменных. Пусть P (dx) — 
гауссовская мера в fe-мерном пространстве Rk векторов х = U b . . . , Xk). 
Пусть H — гильбертово пространство всех действительных интегрируе-

1 См;, например, 121, стр. 298]. 
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мых в квадрате функций ф = ф (х) от х ЕЕ Rk со скалярным произведением 

<Ф, Ц>= { ф(дс), ^(x)P(dx). 

Как известно, гауссовская мера имеет все моменты, причем совокуп­
ность всех полиномов ф = ф (х) от переменных xl9...9 Xk есть всюду плотное 
множество в Н. 

Всякий полином ф = ф (Л:), степени р, ортогональный всем полиномам 
степени меньшей р9 будем называть полиномом Эрмита. Обозначим Нр со­
вокупность всех полиномов Эрмита одной и той же степени р. Очевидно, 
Hp есть конечномерное подпространство, причем гильбертово пространст­
во H есть сумма ортогональных подпространств Я р , р = О, I,...: 

со 

н = 2 е нр. 
Рассмотрим гауссовскую векторную величину Ц (u^,..., £ (ик)]. Обоз­

начим Hp (и19...9 ип) совокупность всех величин вида 

Л = Ф IE (Ui), — , I (Uk)h 

где ф = ф (х) — полином Эрмита степени р относительно распределения 
вероятностей Р векторной величины (и^),..., I (ип)]. Имеем 

со 

H (ulf,.., и*) = 2 ®НР {иъ ...,uk). (24) 
р=0 

Л е м м а . 7. Каковы бы ни были sl9...y sk и tl9 ti для различных р и 
q9 подпространства Нр (sx,..., Sk) и Hq (tl9...9 tt) ортогональны: 

Hp ( S i , . . . , sk) ± Hq (*!,..., h) при p =f= q. (25) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть для определенности p < q. Рассмотрим 
произвольную величину rj ЕЕ Hp(sl9..., Sk) и ее условное математическое ожида­
ние ц = Е [ч)/Щ'(tl9...9 //)]. По теореме 1 величина л входит в подпространство 

р 

Нр (tu . . . , / / ) - 2 ® й г (tu . . . , ti). Но ц есть проекция величины л на все 
г = 0 

подпространство H (tl9..., //), так что разность л — fj ортогональна H (tl9 

ti) и, в частности, л — r\ J_ Hq(tl9..., tt). Одновременно Ц Х_ Hq (tl9 

**), поскольку л входит в подпространство Нр [tl9...9 ti), ортогональное 
Hq (tl9 .., ti) при p <C q. Следовательно, 

л = Кл-л) + 4 l J L # , d>-> '/)> 
что и требовалось доказать. 

Далее, определим подпространство Я р ([/) как замкнутую линейную 
оболочку всех подпространств Нр (ul9...9 Uk)> где ul9...9 uu Œ U (а показа­
тель p один и тот же при всех ul9..., Uk). Очевидно (см. равенство (24) и лем­
му 7), 

Hn(U)= %£.Hn(U) 
р=0 ' 

и 
со 

Н ( £ / ' ) = 2 ёяр(1/), (25') 



где H Q (U) содержит лишь постоянные величины; Нг (U) = H (U) есть 
замкнутая линейная оболочка величин g (и), UŒ U; Н2 (U) есть замкнутая 
линейная оболочка величин [g g (и2) — В (ии и2)\, их, и2 ЕЕ U; Н3 (U) 
есть замкнутая линейная оболочка величин Ц (uj £ (и2) I (и3) — g (иг) 
В (ий, и3) — g (и2) В (иъ и3) — I (и3) В (иг, и2)]; иг, и2, u3Œ U, и т. д. 
Отметим общую формулу для моментов1 

Е [ I (MJ).... I {ап)] = 2 П В (uk, uj), (26) 

где произведение берется по всем различным парам (uk, uj), а сумма берет­
ся по всем разбиениям множества (иг,..., ип) на пары (Uk, uj). 

Как видно из разложения (25'), условное математическое ожидание 
Е [rj/ai (Т)] всякой величины т) Е= Нр (S) относительно агалгебры Ш (Т) 
входит в подпространство Нр (Т) (с тем же показателем р). 

§ 2. НАИЛУЧШИЕ НЕСМЕЩЕННЫЕ ОЦЕНКИ СРЕДНЕГО ЗНАЧЕНИЯ 
И ИХ СОСТОЯТЕЛЬНОСТЬ 

1. Линейные несмещенные оценки 

Вернемся к первоначально поставленной задаче об оценках н е и з ­
в е с т н о г о с р е д н е г о з н а ч е н и я 

0 (и) = ЕьЪ (и), UŒU, 

«наблюдаемой» случайной функции g (и), и Œ U, имеющей своим распре­
делением одну из гауссовских мер Ре со средним значением 0 = 0 (и)> 
и Œ U, m некоторого функционального множества в (с одной и той же кор­
реляционной функцией). 

Основой дальнейшего будут общие результаты п. 1 § 1, применимые 
(как было указано в п. 2 § 1) к рассматриваемому семейству распределений 
Ре, зависящих от функционального параметра 0 ЕЕ в . 

Результаты этого параграфа в отношении «линейных оценок» справед­
ливы для произвольных распределений Р е . Хотя в рамках «линейной тео­
рии» эти результаты могут быть выражены в терминах соответствующей 
корреляционной функции 

В (и, v) = EQ [g (и) - 0 (и)) Ц (v) - 0 (v)]; и, v ЕЕ U, 

гораздо нагляднее формулировать их в терминах гауссовских распределе­
ний (с той же корреляционной функцией). 

Всюду ниже будут встречаться определения и обозначения § 1. Напри­
мер, величины т|9, фигурирующие в формуле (13) и порождающие а-алгеб­
ру 95 çz 21; подпространство L, образованное величинами г] ЕЕ Н, изме­
римыми относительно 95, и т. д. 

Отметим сразу, что каждая функция ф = ф (0, и) от 0 ЕЕ в , определен­
ная формулой 

Ф (0, и) = 0 (и), 0 Œ в , (27) 

где и — фиксированная точка из U, является допустимой; несмещенной 
оценкой (н. о.) для ф = ф (0, и) может служить соответствующая величина 
г (и). 

Назовем статистику т) = ц (х), х ЕЕ X, линейной, если величина г] вхо­
дит в подпространство # ЕЕ H — замкнутую линейную оболочку всех ве­
личин I (и), и ЕЕ U. Обозначим D9 совокупность всех линейных н. о. для 
допустимой функции ф — ф (0): 

/,Ф = L » П Н. 
1 См., например, [13, стр. 34]. 

100 



Назовем функцию ср = ср (0) линейно допустимой, если класс линейных 
н. о. для ф не является пустым. 

Л е м м а 8. В гауссовском случае замкнутая линейная оболочка L всех 
величин т]е (0 Œ в ) , фигурирующих в условии (13), совпадает с пересечением 
подпространств L и Я : 

L = L П Я . (28) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Включение L ç L П Я очевидно. Далее, 
обозначим L 0 ортогональное дополнение к L в подпространстве Я : 

L° = HŒL. 

Если r) Œ L°, то по формуле (17) 

£ег] - <т), Цв} = 0, 0 G в , 

и если к тому же rj• е= L П Я , то в силу полноты семейства распределений 
Ре, 0 Œ в , и сама величина т] равна 0. Таким образом, не существует от­
личного от 0 элемента т) Е L f| Я , ортогонального подпространству L, 
что и доказывает равенство (28). 

Отметим, что вместе с (28) имеет место и равенство 

L° = L° П Я . (29) 

Пусть Ф = Ф (0), 0 G 0 , — линейно допустимая функция n ц Œ H — 
некоторая ее линейная несмещенная оценка. Обозначим ф проекцию вели­
чины г) на подпространство L. По лемме 8 величина ф ЕЕ L также является 
несмещенной оценкой для функции ф = ф (0), 8 Е 6 , поскольку разность 
т] — ф входит в L 0 и 

£еф ЕЕ Еиц — Ед(ц — у)~Едц, 0 ЕЕ 0 . 

При этом согласно формуле (17) 

£ е ф = <ф, Ло), е е в . (30) 

Напомним, что множество 0 возможных значений функционального 
параметра 0 = 0 (и,) uŒ U, принадлежит гильбертову пространству Y 
действительных функций у = у (u)r и G С/, представимых в виде (14). 
По самому определению скалярного произведения (15) пространство Y 
унитарно изоморфно гильбертову пространству Я ; при этом указанный 
изоморфизм у = Vr\ (где у Œ Y, a Ï] е Я) дается соотношением (14) 

у (и) = а (и), ]Ггу\ и ЕЕ U. 

В частности, значениям 0 = 0 (и), и ЕЕ U, из множества 0 ^ Y соответ­
ствуют (см. формулу (13)) величины т]е = F0~\ 0 ЕЕ ©, и таким образом, по­
рождаемое этими величинами rje, 0 Œ 0 , подпространство [ д Я унитар­
но изоморфно замкнутой линейной оболочке 0 s Y значений параметра 
0 s 0 . 

Связь исходного множества 0 g У и соответствующего подпространст­
ва 0 , порождаемого элементами 0 ЕЕ 0 , может быть наглядно описана в 
терминах слабой сходимости. Именно, функция 0 = 0 (и), и ЕЕ U, принад­
лежит подпространству 0 тогда и только тогда, когда найдется последова­
тельность 0„ = ©„ (и), и Œ U, линейных комбинаций некоторых функций 
из множества 0 (n = 1, 2 , . . . ) , такая что она ограничена в Y и 0 (и) = 
= lim 0л (и) при каждом и ЕЕ U. 

п-*со 
Равенство (30) можно переписать в виде 

£ 9 ф = <ф, y-i9> = Ф (0), 0 G 0 . (31) 
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Ясно, что функция Ф (6), 8 G 0 , вида 

Ф (6) = <ф, 1л*е> = <УФ, е>, е е в, (32) 

является линейным непрерывным функционалом на подпространстве 6 G 
и однозначно определяется своими значениями ф (0) на множестве0, 

замкнутая линейная оболочка которого и есть 0 . Ясно также, что всякая 
функция вида (32) 

Ф (0) = <0Ф, 0>, 0 ЕЕ 0 , (33) 

где 0Ф — некоторый элемент из подпространства 0 s У, является линей­
но допустимой; линейной несмещенной оценкой для нее может служить 
величина ф Œ L, соответствующая элементу 0Ф Œ 0 : 

Ф = Г * е Ф , (34), 
а именно 

£вФ ЕЕ ф (0) при всех Ö E 0 . 

Таким образом, имеет место следующее предложение. 
Л е м м а 9. Функция ф = ф (0), 0 ЕЕ'0, является линейно допустимой 

тогда и только тогда, когда она продолжается в линейный непрерывный 
функционал ф = ф (0), 0 Œ 0 , на подпространстве 0 ^ Y — замкнутой 
линейной оболочке исходного множества 0 . При этом всякая линейная н. о. 
г| ЕЕ Я функции ф (0), 0 Œ 0, одновременно является линейной н. о. фун­
кционала ф (0), 0 ЕЕ 0 . 

Из этой леммы вытекает, в частности, что, не ограничивая общности, 
можно считать исходное множество 0 совпадающим со своей замкнутой 
линейной оболочкой @: 

0 = 0 . 

Таким образом, в рамках «линейной теории» к семейству распределений 
PQ, 6 Е 6 , применимы все результаты, полученные в общем случае при 
0 = 0 (см. пп. 1, 2 § 1). В частности, наилучшая несмещенная оценка ли­
нейно допустимой функции ф = ф (0), 0 ЕЕ 0 , однозначно представимой в 
виде (33), есть соответствующая величина ф = У^Эф G L, поскольку про­
екция всякой линейной н. о. т] G Я на подпространство L совпадает с ее 
проекцией на подпространство L — L П Я (см. п. 3 § 1 и лемму 3). 

Очевидно, из полученных выше результатов (см. леммы 3 и 8) вытекает 
следующее предложение. 

Т е о р е м а 2. Класс всех линейных н. о. для функции ф ЕЕ 0 совпадает 
с подпространством L 0 = Я © L. Проекция каждого класса Lcp всех линей­
ных н. о. (для линейно допустимой функции ф) на подпространство L со­
стоит из единственного элемента ф: 

L * = 9 0 L ° . (35) 

Величина ф дает наилучшую линейную несмещенную оценку (н. л. н. о.) со-
ответствую щей функции ц> = ф (0): при всяком 0 Œ 0 

EQ [ф — ф (0)] 2 = min EQ [r\ — Ф (0)]2. (36) 

Указанная н. л. н. о. ф = ф (х), х Œ X, может быть определена из интег­
рального соотношения (условия несмещенности) вида 

<Ф, r]e> - J ф (х) rie (х) P (dx) = 0 (и), UŒU. (37) 
X 

Из теоремы 2 легко выводится следующий факт (ср. лемму 4). 
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Пусть r\k Œ Lm — линейные н. о. для функций (pk = Ф& (6) (k = 1 
n ) , Фх, . . . , фп — соответствующие н. л. н. о. и с1у..., сп — произвольные 

действительные числа. Тогда л = 2 С/гЩявляется линейной н.о. для функ-
k 

ции ф = 2с£ф/г, а ф = 2 ^ ф А — н. л. н. о. для Ф; если {Sh}-} — корреляции 
онна&матрица н. л. н. о. <р1у...у §п и {оу} — корреляционная матрица ли­
нейных н. о. T l x , . . . , Лп, то имеет место следующее неравенство: 

{Skj}<{°k,}. (38) 

При этом, если ф ф 0, то ф =f= О, т. е. матрица {sij} является невырож­
денной. 

Отметим, что для любых величин %, r\2 Œ H 

ЕД (Tlx — £ 9 T l i ) (т)2 — £9Т] 2) = <т]х, т]2>. (39) 

Пусть Эх, 0 2 , . . . — некоторый базис в подпространстве в ^ У, т. е. 
полная в в система элементов, такая что для любых действительных чи-
сел С\, с2У..» 

1|2 
г2 

k " k 2 ^ 0 j - 2 ci 

(здесь и далее символ а ж ß означает, что для переменных а и ß выполня­
ется соотношение 0 < lim a/ß <С lim a/ß < оо) . Пусть Q*u 02,...,— сопря­
женная система элементов: 

[1 при k = /, 

при k Ф /. 

Всякий элемент у <Е= 0 может быть однозначно представлен в виде 

f l 
<9ь 0/> = | 0 

где ck = (у, 0&>, У, С/г ж||#|| 2, причем для любых действительных с1ус2,. 
k 

удовлетворяющих условию ^cl<C оо , ряд сильно сходится и его 

сумма является некоторым элементом у ЕЕ 6 . Сопряженная система 
01, 02,... также является базисом1. 

Т е о р е м а 3. Пусть Ф = ф (0), 0 Œ 0 , — линейно допустимая фун­
кция (линейный непрерывный функционал на подпространстве S ^ Y ви­
да (33)): 

Ф (0) = (0Ф, 0), 0 Œ 0 , 

где 0Ф = 0Ф (и), и Œ U,— определенный элемент из 0 , представимый рядом 

k 

При указанном изоморфизме пространств Y и H этому элементу О Ф Е 0 
соответствует наилучшая линейная несмещенная оценка ф = У^Оф для 
функции ф = ф (0), которая является единственным решением ф Œ L урав­
нения 

0Ф (и) = <g (и), ф>, и Œ U. (41) 
1 См., например, [5]. 
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Эта оценка ф представима в виде соответствующего ряда 

Ф=2<Р(Й)Ч* , (42) 
k' 

где т)!, г| 2,...,—величины из подпространства L s Я, отвечающие эле­
ментам 0Х, 0 2 , . . . , подпространства в s У, являются наилучшими ли­
нейными я. о. оля функций вида ср*. (0) = <0, 0̂ > о/тг 0 ЕЕ в . РяЗ (42) 
сходится в среднем квадратичном по каждой из вероятностных мер Ре, 
О Е 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Тот факт, что величина ф = У̂ Оср является 
наилучшей н. о. для функции ср = ср (0), 0 Œ 6, был установлен ранее. 
Элементы 0Х, 0 2 , . . . являются базисом, и функция 0Ф = 0Ф (и), и ЕЕ. U, 
представима в виде ряда (40) 

9ф=2<9ф, 0 Ь 9 ^ 2 ф ( 9 ^ 9*' 
k k 

Далее, при указанном соответствии между Y я H базис 0 l f 0 2 , . . . подпро­
странства 6 переходит в базис %, т] 2 , . . . подпространства L, так что отвеча­
ющая элементу 0Ф ЕЕ 0 наилучшая (см. теорему 2) линейная н. о. Ф Е ! 
для функции ф = ф (0) представима в виде ряда (42) 

При ф (0) = <0, Qk} из выражения (42) получаем, что ф = щ, т. е. щ 
является наилучшей линейной н. о. для функции ф̂  (0) = <0, 0&>, 
0 Œ в (k = 1, 2,...). Наконец, сильная сходимость ряда (42) равносильна 
сходимости в среднем (по вероятностной мере Р ) , что вместе со сходимостью 
ряда из средних значений: 

2Ф ф1)ЕдЦк = 2^ ( е * ) < 9 *> 6 > = 6 > = Ч> ( 0 ) ' 

k k 
равносильно сходимости в среднем по любой мере Ре, 0 Œ 6 . Теорема до­
казана. 

Отметим, что если исходный базис 0Х, 0 2 , . . . подпространства 0 с F 
является ортонормированным, то для любых линейно допустимых функций 
Фг = = Ф1 (9) и ф2 = ф2 (0), 0 Œ 6, имеет место следующая формула: 

£е [фх— Фх (0)] [ф2 — ф2 (0)] = <Фь ф2> = 2 ф 1 (9*) " ф 2 ^ 
k 

В частности, наилучшие линейные н. о. ф (м), и ЕЕ У, для функций ф = 
= ф (0, и) от 0 Œ в вида (27) (где параметр и пробегает множество U) по 
отношению к каждой из вероятностных мер Ре образуют гауссовский слу­
чайный процесс с соответствующим средним значением Q (и), и ЕЕ U, 
и корреляционной функцией 

Ео [Ф (и) - 0 (и)] [ф (v) ~ 0 (v)] = < Ф (и), Ф (о)> = 2 Qk (") 9* <°> (44> 
Ar 

(здесь функции 0£ = 0̂  (а) от и ЕЕ U (k = 1, 2,...) образуют ортонормиро-
ванный базис в подпространстве 0 функционального пространства У). 

П р и м е р 3. Оценки «коэффициентов регрессии». Пусть подпростран­
ство 6 имеет конечную размерность, равную п. Тогда любые п линейно не­
зависимых элементов из 0 образуют базис в 0, также как и любые п линей-
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но независимых величин из подпространства L образуют базис в L. Если 
0!,..., 0„ — базис в 0 , то всякий элемент 0 Œ 0 представим в виде 

ц 
0 = 2 CkQk, 

k = 1 

где Ck = <0, 0^); & = 1,...,/г— так называемые «коэффициенты рег­
рессии», а 01,..., Qn — сопряженная система к Ql9..., Вп- Пусть г\п — 
величины в подпространстве L, отвечающие элементам 0 П (т. е. щ = 
= V'^kl k = 1,..., л). Эти величины могут быть определены из уравнений 
типа (13) 

0fe (и) = Ц (и), т)*>; k = 1,.., n (UŒ U) 

и являются наилучшими линейными н. о. для функций вида ун (0) = <0> 
Qk >, 0 Œ 0 . При рассматриваемом изоморфизме Y ^ H элементам 0& 
соответствуют наилучшие линейные н. о. Ck коэффициентов Ck = < 0 Г 

9̂ >; & = 1,..., п (т. е. Ck = F""1©!; & = 1,..., — см. теорему 3). В силу 
изоморфизма эти наилучшие линейные н. о. с19...9 сп образуют сопряженную 
систему к т)!,..., т]п: 

[1 при k = /, 
< С * ' т«/> = |о при &=jfc /. 

Таким образом, если воспользоваться представлением 
п 

C i = 2 s//1!/ (l = l , . . . , / l ) , 
/ = 1 

то коэффициенты s// (î, / = 1,..., n) в этом представлении могут быть оп­
ределены из уравнений 

3 ^ < л л т | * > = Я п р и 1 = к 

I [0 при i=j= k. 

Отметим, что матрица {s,/} является обратной к корреляционной матрице 
Л*»- При этом, как легко видеть, 

£ е [С/ — [с/ Cj] == <с/, 3/> = s// (/, / - 1,. . ., п). 

Наилучшая же линейная н. о. ф (и) для функций ф = <р (0, и) от 0 Œ 0 
вида (27) — среднего значения 0 (и) в фиксированной точке и Œ U — пред­
ставима в виде 

п 

6=1 

2. Об оценках среднего значения «в целом»; 
метод максимального правдоподобия 

Как и раньше, будем рассматривать случайный процесс I = % (и)> 
и ЕЕ U со средним значением 0 = 0 (и), и Eï U9— неизвестным параметром 
из подпространства 0 в функциональном пространстве Y. В п. 1 было по­
казано, что преобразование «наблюдаемого» процесса g (и)9 и ЕЕ U9 вида 

0 (и) = РЪ(и), UŒU ( 4 5 ) 
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(где P — оператор проектирования на подпространство L в гильбертовом 
пространстве Я) задает наилучшую линейную несмещенную оценку сред­
него значения 0 (и), UŒU; точнее, при каждом фиксированном и Œ U 
такой оценкой является величина 0 (и) (обозначаемая ранее ф (и)) — на­
илучшая линейная н. о. для функции ср = ср (0, и) от 0 Œ в вида (27). 
Для указанного случайного процесса 0 = 0 (и), и ЕЕ U, выборочные фун­
кции которого естественно рассматривать как оценку неизвестного средне­
го значения 0 = 0 (и), и ЕЕ U, «в целом» (считая, например, 0 элементом 
гильбертова пространства Y), имеет место следующий факт. 

Т е о р е м а 4. Выборочные функции процесса 0 = 0 (и) принадлежат 
(с вероятностью 1) функциональному пространству Y тогда и только тог-
да, когда подпространство 6 çz Y является конечномерным. 

В основе доказательства этой теоремы лежит следующая лемма. 
Л е м м а 10. Выборочные функции случайного процесса ц = ц (и) вида 

г\ (и) = Al (и), и ЕЕ U, (46) 

где А — некоторый линейный самосопряженный оператор в гильбертовом 
пространстве Я) с вероятностью 1 принадлежат функциональному про­
странству Y тогда и только тогда, когда А является оператором Гильбер­
та — Шмидта1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оператор Гильберта — Шмидта в Я задает­
ся некоторым ядром а (х', х), 

J J I а (х, х') |2 P (dx) Р (dxf) < оо, 
Х X 

которое при почти всяком х ЕЕ X как функция от х' Е Х является элемен­
том гильбертова пространства Я (см. лемму 5 гл. II). Следовательно, при 
почти всяком х Œ X 

т| (х, и) = [ l (xf и) а (х\ х) P (dx') = <£(-, и), а ( •, *)>, 
i 

и, согласно определению (см. формулу (14)), функция г) (х, и) от и Œ U вхо­
дит в функциональное пространство Y. Далее, если выборочная функция 
г] (х, и) от и Er U входит в У, то имеется соответствующая величина х 
гильбертова пространства Я, такая что 

г) (х, и) = <£;(•, и), а (•, *)>. 

Нетрудно показать, что в сепарабельном пространстве Я (где значения I (и), 
и Œ U, образуют полную систему) величины Ah (х), h Œ Я , могут быть 
определены формулой 

Ah (х) = <А, а (., х)У, 

распространенной с элементов вида h = I (и) на все пространство Я. 
Из этой формулы видно, что если hn (n = 1, 2,...) — слабо сходящаяся 

к нулю последовательность, то значения r\n (х); n = 1, 2 , . . . гауссовских 
величин цп = Ahn Œ Я сходятся к нулю, и если это имеет место с поло­
жительной вероятностью, то, по теореме 1 гл. I, последовательность вели­
чин цп (n = 1, 2,...) сходится в среднем (сходится сильно в гильбертовом 
пространстве Я). Таким образом, если с положительной вероятностью вы­
борочные функции процесса г] = ц (и), определяемого формулой (45), 
принадлежат функциональному пространству Y, то оператор А является 
вполне непрерывным. Пусть hl9 h29... — ортонормированная последова­
тельность всех собственных элементов вполне непрерывного оператора А. 

1 Более того, А — оператор Гильберта — Шмидта, если только указанные выборочные 
функции принадлежат Y лишь с положительной вероятностью. 
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Имеем 

2№hnr = E%\Ahn\\ 

21 Aha (x) I2 = 2 &п, « ( • , * ) > 2 = | |a ( • , x)f. 
n n 

Поскольку цп — Ahn; n = 1, 2,.. . , — независимые гауссовские величины 

с нулевым средним, то, по теореме 2 гл. I, сходимость ряда y j N " 
п 

с положительной вероятностью равносильна условию £ 2 | r|rt | 2 <=С оо. Вид­
но, что А является оператором Гильберта — Шмидта, если с положитель­
ной вероятностью выборочные функции рассматриваемого случайного 
процесса х\ = г\ (и) принадлежат функциональному пространству Y. Это 
в конечном счете и завершает доказательство леммы. 

Теперь для доказательства теоремы остается заметить, что оператор 
проектирования на подпространство L с: Я является оператором Гиль­
берта — Шмидта тогда и только тогда, когда это подпространство (а зна­
чит, и подпространство @ ç F ) является конечномерным. 

В конечномерном случае наилучшая линейная н. о. 8 = 6 (и), и Œ U, 
для неизвестного среднего значения Q = Q (и), и Œ U, может быть представ­
лена в виде (см. теорему 3) 

е = 2г)„е,, (47) 
k 

где v)k = Ck — наилучшие линейные н. о. для коэффициентов Ck = <69^>, 
Ö ЕЕ в , в разложении 

е = 2с*е* (48). 

элемента 6 Œ в , по базисным элементам 0& (k = 1,..., n). В случае орто-
нормированного базиса 0 1 ? . . . , 0« соответствующие оценки цп явля­
ются независимыми гауссовскими величинами с одинаковой (равной-1) 
дисперсией — см. теорему 3 и пример 3. 

Наилучшая несмещенная оценка 0 является точкой максимума «функ­
ции правдоподобия» L (0) =•• log ре от 0 ЕЕ Ö , где ре = pQ (x), л: ЕЕ Х9 

есть плотность PQ (dx)/P (dx), определяемая формулой (16): 

L (9) = щ ~ 1 1 Ч в f = 2 c k 4 k - i - 2 с\, 9 е 0." 
k k 

Видно, что максимум функции L (0) достигается при Ck = т]ь k = 1, 

maxL(0) = i - S 1 l I = ^ (9) 
ее© /г 

(см. (47) и (48)). 
Следует отметить, что «метод максимума правдоподобия» не п р и м е -

н и м в бесконечномерном случае, когда гауссовский процесс L (0), 0 Œ © , 
является неограниченным. Это сразу видно, например, из соотношения: 
с вероятностью 1 

1 
supL(0) > S U p ( T ) 1 , T j 2 , . . .) — т = оо, 
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где т]/г (k = 1, 2,...)—бесконечная последовательность независимых га­
уссовских величин с равной 1 дисперсией и средними значениями Ck = 

= Евщ=(в, 0/г>, удовлетворяющими условию: 2 с \ <С °° \ здесь 0 1 ? 0 2 . . .— 
к _ 

ортонормированный базис в бесконечномерном подпространстве 0 ç z У, 
а î̂» — соответствующие величины в подпространстве L çz Я (см. тео­
рему 3). Формально написанные «условия экстремума» для функции прав­
доподобия L (0) от 0 = 2C*Ö*: 

М - о ft- 1 2 

приводят к наилучшим линейным н. о. щ — Ck для соответствующих ко­
эффициентов Ck = <0, 0£>; k = 1, 2,. . . , но, поскольку «коэффициенты» 

с* = т)*; ft = 1, 2 , . . . таковы, что с вероятностью 1 ряд 2*1* расходится, 

в гильбертовом пространстве Y не существует элемента, представимого 
рядом 2т]£0/г. Правда (см. теорему 3), наилучшая линейная несмещенная 
оценка 0 (и) для функции 0 (и) = q> (0, и) от 0 ЕЕ в может быть представ­
лена в виде сходящегося в среднем (и с вероятностью 1) ряда 

£(«0 = 24*9* (и), U Œ U . (49) 
k 

Это обусловливаетсятем, чтот^, г)2,...—последовательность независимых гаус­
совских величин с единичной дисперсией, для которых 2 (£Vn*)2 = 2 с \ < 0 0 

и, кроме того, 29* (и)2 <С 0 0 • Последнее условие является следствием того, 
* _ 

что функция 0 (и) = f (0, и) от 0 Œ 0 есть линейный непрерывный функци­
онал на 0 (см. лемму 9): ср (0, и) = <0, 0Ф>, где 0 Ф — некоторый эле­
мент из 0 , так что 

2 9* (и)2 = 2< е*1 . ВФ> 2= <9<р> 9Ф>. 
* * 

3. Метод наименьших квадратов 

Пусть U есть сепарабельное гильбертово пространство и пусть (и, v) 
означает скалярное произведение элементов и, О Е ( / . Предположим, что 
рассматриваемый гауссовский линейный функционал £ (и)> " E t / , имеет 
среднее значение вида 

0 (и) = (и, 0), и Œ £ / , 

где 0 — соответствующий элемент из /У, а корреляционная функция опре­
деляется ядерным (корреляционным) оператором В: 

В (и, v) = (ßa, и ) , и, v Œ U. 

Как известно (см. § 3 гл. I), при указанных условиях существует гауссов­
ская величина ^ Е У, такая что 

1 (и) = (и, Ê), и е= i/, (50) 
при этом 

£eê = 0, £в|6 — б р = 2 ( ß ^ , v k ) < o o , 
k 
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где vlt v2,..- — некоторый ортонормированный базис в U, 

• i = S(S. о*)-о* = S2(о*)-о*- (51) 
fe /г 

Итак, вместо исходного семейства действительных величин I (и), и ЕЕ U, 
со средним значением 6 (и), и ЕЕ U, будем рассматривать величину I Œ U 
{определяемую формулой (50)) со средним значением Q Œ U. Обозначим 
0 подпространство всех возможных значений неизвестного параметра 9 Œ 
EEU. 

Чтобы не путать с соответствующим подпространством функций 9 (и) 
от UE^U, положим здесь 9 = 9 (и), и ЕЕ U, а образованное функциями 
0 = 0 (ц) Œ Y подпространство обозначим 0 . 

Условие принадлежности функции 9 функциональному пространству 
Y равносильно условию: 9 е U, где В — указанный выше корреляци­
онный оператор в гильбертовом пространстве U (см. пример 7 гл. II). 

Итак, подпространство 0 çz U целиком входит в множество В1/г U. 
Отметим, что подпространство 0 çz B^U является замкнутым тогда и 
только тогда, когда оно конечномерно1. 

Далее, установим нужное нам соответствие между гильбертовым прост­
ранством Y и пополнением гильбертова пространства U относительно но­
вого скалярного произведения 

<и, о> = (Bu, v); 

обозначим это новое гильбертово U. Именно, функциям у ЕЕ Y вида 

у (и) = <£ (и), I (ü)> = (Bu, v) = О , Ü>, и Œ U 

{где v — фиксированный для каждой функции элемент на U) сопоставим 
элемент v ЕЕ U. Это соответствие является изометрией всюду плотного в 
Y подпространства функций указанного вида и всюду плотного в U под­
пространства U, а следовательно, может быть продолжено до изометрии 
самих пространств Y и U. Имеющееся изометричное соответствие между Y 
и гильбертовым пространством Я позволяет установить такое соответствие 
между Я и £/, при котором соответствующие элементы т] Œ Я, v ЕЕ U, и 
функция у = у (и) из Y связаны формулой 

у (и) = <g (и), т]> = <и, tf>, и Œ U. (52) 

Формула (52) показывает, в частности, что у = у (и) является линейным 
непрерывным функционалом на исходном гильбертовом пространстве 
U: 

у (и) = (и, v), и ЕЕ U, (53) 

где v — определенный элемент на U> точнее, v Œ B^U (см. пример 7 гл. 

II). Рассматриваемый в новом гильбертовом пространстве U оператор 5 ~ 2 , 
определенный на всюду плотном в U подпространстве B^U, продолжается 
по непрерывности на все пространство О ZD U, и для элементов и, v Œ U 
имеет место равенство 

__ i_ _ i_ 

(и, v) = <В -*-и, В 2 о>. 

1 В самом деле, если Э замкнуто, то оператор взаимно однозначно отображает 
замкнутое подпространство вида ВТ"1!2 в на в и должен был бы иметь ограниченный обратный 
оператор ВТ1!*, что в случае ядерности В может быть лишь для конечномерного в . 
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В частности, на подпространстве B1/zU cz U определен оператор В"1— 
_ j _ i_ 

= В 2 - ß 2 . Сравнивая выражения (52) и (53), легко видеть, что 

у (и) = (и, v) = <w, ß~4>> = (и, v)у и Œ U, 

откуда следует, что элементы » E l / и o G ß1 / 2f/ в формулах (52) и (53) 
связаны между собой соотношением 

v = ß " 4 (54) 

причем для соответствующих элементов E (/ и и Е B^2U 

_ _ L __JL 
<и ь v2> = {В 2 ÜX, В 2 Ü 2 ). 

Итак, среднее значение ö Е 0 из [/, определяемая им функция 8' = 
= Э (и) от и ЕЕ f/ из F и элемент 6 = ß _ 1 0 из U вместе с соответствующей 
величиной r\ Œ L из Я связаны между собой следующими равенствами: 

6 (и) = (и, 0) = <и,8> = (I (и), т|>, и Œ U. (55) 

Видно, в частности, что при указанной изометрии пространств Я и U под­
пространству L çz Я соответствует подпространство ß"^1© Q (/. 

Перейдем теперь непосредственно к «методу наименьших квадратов». 
Обозначим Ô замыкание 6 в исходном гильбертовом пространстве U\ 

В качестве оценки неизвестного параметра 6 ЕЕ в предлагается взять про­
екцию I (х) «наблюдаемой» величины I (x) Œ U на (замкнутое) подпрост­
ранство hçzU. Если vx, v2,...— ортонормированный базис в 0 , то 

î = ^(l,Vk)-Vk = ^l(Vk)-vk. (56) 

Эта «оценка наименьших квадратов» f G 0 является несмещенной: 

ß e i = 2 Е% ы vk = 2 е ^ = 2 ^) ü* =е-
k k k 

При этом 

Я е I f _ 0 р = 2 El {Vk? = 2 и*). 
/г 

Сравнивая £ с «наилучшей линейной несмещенной оценкой» 0 Œ в : 

e=28>*)-fft, (57) 
k 

где 0 (ük) — наилучшие линейные н. о. для соответствующих функций 
ф (0, Vk) = 0 (Vk) от 0 Œ 0; k = 1, 2,..., имеем 

£ 9 f I - 8 р = 2 £е | & Ы - 8 (vk) | 2 . (58) 

Отметим, что при любом v Œ U 

M ) = 2 ( 0 . Ü*)-8(U Ä), (59) 
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где Q(vk)2<^ Ey^l^k)2 < o o и ряд (59) сходится, так что величина (v, 
k 

О) принадлежит подпространству L ç z Я и совпадает с наилучшей линей­
ной н. о. 0 (v) для функции ф (0, v) = 0 (о) от 0 Œ 6 . 

Назовем величины 

(о, i ) = S ( ^ ü Ä ) . g ( t ; Ä ) = E(o) 

«оценками наименьших квадратов». Это — линейные несмещенные оцен­
ки для соответствующих функций ф (0, v) = 0 (v) от 0 ЕЕ 0 вида (27). 

Т е о р е м а 5. Оценка наименьших квадратов | (у) для функции ф (0, 
а) = 0 (а) от 0 Œ 0 совпадает с наилучшей линейной н. о. для этой функ­
ции тогда и только тогда, когда выполняется условие 

Bv ЕЕ 0 . ( 6 0 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Во-первых, как легко видеть, условие ( 60 ) 
равносильно тому, что v E E ß " " 1 © ^ считается элементом пополненного прост-
странства U). Во-вторых, как функция от 0 = В~гВ ЕЕ U, функция ф(0, v) 
есть 

Ф (0, v) = (0, v) = <6, v) 
(см. формулу (55)), и в силу указанной выше изометрии между пространст­
вами У, Я и U легко видеть, что наилучшая оценка ф (v) — 0 (v) ЕЕ L со­
ответствует элементу v Œ U тогда и только тогда, когда v ЕЕ ß"" 1© или ког­
да ß t ; e 0 . Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . Все оценки наименьших квадратов I (v), v ЕЕ 0 , сов­
падают с наилучшими линейными н. о. тогда и только тогда, когда под­
пространство © çz U инвариантно относительно корреляционного операто­
ра В. 

4. Состоятельность наилучших оценок 

Ниже речь будет идти об асимптотических (при п —> оо) свойствах наи­
лучших линейных несмещенных оценок, когда рассматривается гауссов­
ская случайная функция I (и) от и на некоторой последовательности расши­
ряющихся множеств U1 ç z Ц2 ç z . . . c z f/„ çz... 

Обозначим %п а-алгебру множеств «выборочного пространства» X , 
порождаемую величинами | (и), и Œ Un, 31* — а-алгебру, порожденную 
всеми величинами I (и), и Œ U*, где U* — объединение всех множеств 
Uп. На измеримом пространстве (X, 31*) имеется одно из распределений 
вероятностей Ре, где функциональный параметр 0 = 0 (и), и ЕЕ U*t есть 
неизвестное среднее значение: 0 (и) = (и), и Œ U*. 

Согласно изложенному ранее, предполагается, что. на каждой из а-
алгебр 9t = Э1л вероятностные меры PQ эквивалентны между собой — 
эквивалентны вероятностной мере Р с нулевым средним значением. Это 
условие означает, что каждая из функций 0 = 0 (и) на множестве U = Un 

представима формулой ( 1 3 ) , в которой величина т]е = г)е принадлежит 
подпространству Нп, порожденному величинами £ (и), и ЕЕ 0п-

6(а) = <Ё(и), T | J > , uŒUn. , ( 6 1 ) 

Это условие позволяет считать, что множество 0 принадлежит определен­
ному гильбертову пространству 0„— замкнутой линейной оболочке мш> 
жества 0 относительно скалярного произведения 

<0 1 . %>„ = <%, r\l>: ( 6 2 ) 
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Л е м м а 11. Указанные скалярные произведения таковы, что 

<е, е> < <ех, е>2 <. . . < <е, е>„ <.... (63) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, если равенство (61) имеет мес­
то при и ип (где г)в = входит в #„) , то оно имеет место и при и Œ 
ЕЕ Um для всякого m <^ п. Следовательно, взяв проекцию величин т]е на 
подпространство Hm çz Нп, будем также иметь и равенство 

e(a) = <Ê(a), лГ>, ^ е ^ т -
Поэтому 

<е, e>m = <ri-, лгг> < л?> = <е, е > л , 
что и требовалось доказать. Таким образом, 

в ^ в а Э . - . э в л Э . . . ( 6 4 ) 

Положим 
© = П©/1. (65) 

Назовем действительную функцию ф = ср (9) параметра Ö G 0 линей­
но допустимой, если существует линейная несмещенная оценка, измери­
мая относительно некоторой а-алгебры 2l„0 (т. е. такая величина ф „ ЕЕ 
Е=#л 0 ,что ЕвЦ)По = ф (0) при всех 0 Œ 0 ) . Как следует из теоремы 3 и не­
равенств (63), функция ф = ф (0) является линейно допустимой тогда и 
только тогда, когда она продолжается до линейного непрерывного функцио­
нала на 0 , точнее, до линейного непрерывного функционала на некотором 
гильбертовом пространстве 0 n o z ) 0 ) . Для линейно допустимой функции 
Ф = ф (0) существуют линейные н.о. оценки ф « (при всех достаточно боль­
ших п, скажем, п > я 0), такие что ф„ Е Я„ и при каждом фиксированном 
я оценка ф я является наилучшей линейной н. о. среди всех линейных не­
смещенных оценок из подпространства Нп, — ф « является единственной 
линейной н. о. из подпространства Ln Е Нп, порожденного соответствую­
щими величинами 'пв, 6 Е 9 (СМ. теорему 2). 

Отметим, что все функции <р = ф (0, v) вида (27) 

Ф (0, v) = 0 (о), 0 Œ 0 , 

где v — фиксированная точка из множества (/*, являются линейно допус­
тимыми (0 (v) есть неизвестное среднее значение соответствующей величи­
ны I (v)). 

__ /\ 

Пусть ф „ , п > я 0 ,— наилучшие линейные н. о. для линейно допусти­
мой функции ф = ф (0) , 0 ЕЕ 0 . Напомним, что все линейные н. о. из каж­
дого подпространства Нп имеют одну и ту же проекцию на соответствующее 
подпространство Ln ^ # „ , которая совпадает с наилучшей линейной н. о. 
Ф/i Œ Нп. Поскольку Нт s Нп при m < пу а ф Т Е Нт является линейной 
н. о. для функции ф = ф (0) , то проекция величины ф т на подпространст­
во Ln будет совпадать с наилучшей линейной н. о. ф „ Œ Нп- Таким обра­
зом, рассматриваемые оценки ф „ , п > п0 получаются последовательным 
проектированием на соответствующие подпространства Ln ^ Нп. Отсюда 
получаем, что 

| | ф т - ф „ | | 2 = | | ф т | 2 - | | ф « | | 2 - > 0 

при m, п —> о о , поскольку величины 

* 2 = £ е [ ф „ - ф ( 0 ) ] 2 = |ф„1 2 , п>По (66) 
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монотонно убывают и имеется предел lim ||Ф«|| 2 > 0 . Таким образом, в про-
н-*оо 

странствеЯ* — замкнутой линейной оболочке всех величин I (а), и ЕЕ £ /* ,— 
последовательность наилучших линейных н. о. ф „ , п > п 0, является 
фундаментальной и имеет предел ф« ЕЕ Я*: 

lim фя = ф. (67) 
П—УОО 

Очевидно, при m, n ~> с о 

Ев (ф ш — ф„) 2 = [| ф ш — ф л ||2 -> О, 

так что последовательность ф„, /г > м0, сходится в среднем квадратичном, 
а значит и в среднем по каждой из вероятностных мер Ре; при этом предель­
ная величина ф (9) будет, вообще говоря, зависеть от 9 Œ в , но 

Ев ф (9) = Ф (9) (68) 
при всех 9 Œ 0 . 

Предполагая эквивалентность вероятностных мер Р 9 лишь на каждой 
из а-алгебр %п (п .= 1, 2,...), рассмотрим величину ф Œ Я*, определен­
ную предельным соотношением (67). Ей можно однозначно сопоставить 
функцию 9 = 9 (и), и ЕЕ U*, вида 

6 (и) = (и), ф>, и Œ U*. (69) 

Л е м м а 12. Указанная функция Û = 0 (и), « G ! /* , является средним 
значением величин I (и), и Œ U*, относительно некоторого распределения 
Ре, 9 ЕЕ 0 , гп. е. функция 9 = 9 (и), и ЕЕ U*, входит в множество 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функции 9„ = 9„ (и), и Œ U*, 
определенные формулами (ср. (61)) 

9,1 (и) = <£(м), ф „ > , и Œ (п > п 0 ) . 

Поскольку наилучшие линейные н. о. ф „ входят в подпространства Ln ^ 
^ Нп, то функция 9П = 9„ (а) входит в соответствующие пространства 0„ 
(унитарно изоморфные L,j). При этом функции 9П = 9П (и) одновременно 
входят и в каждое из пространств 0 m , m ^ п (поскольку 0 т :э 0„). Если 
ф Г есть проекция величины ф „ на подпространство Нт (m <i п), то норма 
элемента 9„ в гильбертовом пространстве 0 т есть | | 9 / 7 | | т = ||Ф™||, так как 
именно ф ^ есть та величина из подпространства Я ш , которая фигурирует 
в соотношении типа (61): 

е л ( и ) = <Ё(и),Ф?>, uç=Um. 
Таким образом, 

I % - ö „L = « Ф? - <l< IФ, - Ф J! - 0 

при p, q оо, откуда видно, что последовательность функций 6„ = &п-(и); 
и Œ U* (п > п0) является фундаментальной в каждом из гильбер­
товых пространств 0 m , а следовательно, соответствующий предел 9 = \imQn 

является элементом пространства 0 = П ®т- Этот предел должен сов-
т 

падать с функцией 9 = 9 (а), определенной формулой (69), поскольку при 
каждом и ЕЕ U* 

9 (и) = (и), Ф> = Ит (и), фпУ = Hm в л (и). 
П->О0 /2~>0О 
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Лемма доказана. 
Обозначим в* подпространство в б э б всех средних значений 9 = 0 (и), 

u^U*, для которых выполняется соотношение типа (13): 

0 (и) =. (и), т|в>, и Œ (У*, (70) 

где т]о — некоторая величина из пространства Я* . Напомним, что это со­
отношение необходимо и достаточно для эквивалентности вероятностных 
мер Ре и Р на а-алгебре 31*. По отношению к в* и U* имеют место все ре­
зультаты, полученные в п. 1, для семейства распределений Ре. В частности, 
имеет место следующий факт. 

Т е о р е м а 6. Величина ср, определенная предельным соотношением 
(67), является наилучшей линейной н. о. для функции ср = ср (9) (рассмат­
риваемой на множестве в*). 

А 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, ср является среднеквадратич­
ным пределом при п — » о с соответствующих величин ср„ ЕЕ Нп по каждой 
из эквивалентных мер Р 9 , 9 G в*, и £ 0ф = Ф (9) для 6 Е 0 * (СМ. равен­
ство (68)). Кроме того, поскольку функция 9 (и) = <£ (и), ф>, и ЕЕ £ / * , 

/Ч 

принадлежит множест* у В* (см. лемму 12), величина ф принадлежит под­
пространству L* s / / * —замкнутой линейной оболочке величин т]е, 
6 Е 0 * , фигурирующих в соотношении (70). Чтобы закончить доказатель­
ство, достаточно сослаться на теорему 2. 

Назовем наилучшую несмещенную линейную оценку ф„ Œ Нп функции 
Ф = ф (0) (на всем пространстве в) состоятельной при п —> оо, если при 
всех 9 ЕЕ О 

lim£e[cp„ — Ф(9) ] 2 = 0 (71) 
п->оо 

( Т . е. если соответствующая величина ф, определяемая предельным соотно­
шением (67), равна 0). Состоятельность означает, грубо говоря, что функ­
ция ф = ф (Ö), 6 Е 0 допускает безошибочную линейную оценку, осно­
ванную на «наблюдаемых» величинах ? (и), и Œ U*. 

Т е о р е м а 7. Для того чтобы линейно допустимая функция ф = 
= Ф (0), Ö Е 0 , допускала безошибочную линейную оценку (точнее, чтобы 

Л. 

существовала последовательность состоятельных при п —> с о оценок q>n ЕЕ 
G Я„), необходимо и достаточно, чтобы 

Ф (6) = 0 при 0 е в * . (72) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если оценки фп Œ Нп являются состоятель­
ными, т. е. предельная для них величина ф Е Я * равна 0 (см. равенство 
(66)), то, очевидно, при всех 0 Œ в* 

Ф (0) = £ 6Ф = 0. 

С другой стороны, если выполнено условие (72), то для величины Ф — на­
илучшей линейной н. о. из подпространства Я* для функции ф = ф (0) 
на множестве 6* — имеет место формула типа (17) и 

ф(0) = £ е ф . = < ф ; Т 1 в > = 0, 0 Е Е в \ 

откуда видно, что величина Ф Е Я * ортогональна подпространству L* s 
S Я * . Но одновременно эта величина и принадлежит подпространству L*, 
поскольку функция 0 (и) = <£ (и), ф>, и Œ U*9 входит в множество 
0* (см. теорему 2). Поэтому ф = 0, что означает состоятельность оценок * 
фл. Теорема доказана. 
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Укажем одно простое следствие этой теоремы. 
Т е о р е м а 8. Безошибочная линейная оценка (на основе статистик, 

измеримых относительно а-алгебры 3Ï*) всех линейно допустимых функций 
Ф = ср (0), 0 е= возможна тогда и только тогда, когда 0* = 0, т . е. 
когда все вероятностные меры Ре, 6 ЕЕ 0 , на о-алгебре 31* взаимно сингу­
лярны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Всякая линейно допустимая функция ср = 
= ср (0) однозначно продолжается в линейный непрерывный функционал 
на некотором пространстве (см. лемму 9) и всякий такой функционал 
ср = ср (0) является линейно допустимой функцией. В частности, ср (0) = 0. 
Поэтому, если 0* = 0, то по теореме 7 линейно все допустимые функции 
ср имеют состоятельные линейные оценки <рп (п = 1 , 2 , . . . ) . С другой сторо­
ны, если <р (0) = 0 при 9 Е @ * Д Л Я любого линейного функционала в &п, 
то каждая функция 0 = 0 (а), а ЕЕ £/*, из 0* как элемент пространства 0 Л 

равна нулю: 

l|e*|| = of 

т. е. 

0 (и) = 0 при всех и ЕЕ Un-

Поскольку я является произвольным, 
0 (и) = 0 при всех и ЕЕ U*, О* = U Un, 

n 

что и требовалось доказать. 
Отметим следующий факт. 
Если некоторая величина ф в предельном соотношении (67) равна 0, то 

вероятностные меры Р 9 взаимно сингулярны при тех 0, с ля которых различны 
значения ф (0) рассматриваемой функции ф = ф (0), 0 ЕЕ 0 . Эти меры сос­
редоточены на непересекающихся множествах пространства X вида 

{*:НтфЛ А(л:) = ф(8)}, 
/г-»оо 

где пг, п 2,...— достаточно быстро возрастающая подпоследовательность, 
обеспечивающая указанную сходимость. 

П р и м е р 4. Состоятельность оценок «коэффициентов регрессии». 
Пусть пространство 0 является n-мерным. Выберем в нем базис 0!,..., 0л 
таким образом, чтобы первые m функций 0 т одновременно были бы 
базисом и в пространстве 0*, образованном всеми функциями 0 = 0(и), 
и Œ U*, для которых вероятностные меры Ре эквивалентны мере Р (для ко­
торых выполняется условие (70)). Рассмотрим наилучшие линейные оцен­
ки соответствующих «коэффициентов регрессии» (см. предыдущий пример 3). 
Обозначим эти оценки с[р) Сп\ указывая на принадлежность их к 
подпространству Нр (р = 1 , 2 , . . . ) : 

п 

c? = 2^W> 1 л ) , 
i=i 

где {$$} — корреляционная матрица указанных оценок, а г\[р) T]|f} — 
величины из подпространства Lp ^ Нр, соответствующие по формуле (61) 
функциям 0/ = 0/ (и), и Œ Up. Скалярно умножим на | (и), и Œ Up, обе 
части приведенного равенства 

п 

<6(и),̂ )> = 2 ^ > е / ( и ) , UŒUP. 
1=1 
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Переходя здесь к пределу при р - » оо, получаем, что 
п 

<£(«), сд = S sifli(u), UŒU\ 
/ = 1 

где 
с/ = lim cf, s = lim s<?> (t, / = 1,. . ., n). 

р-ЮО p - > G O 

Мы получили, таким образом, что линейные комбинации 2S'A'(^) 
/ = i 

(i = 1,..., ri) удовлетворяют условию (70), т. е. эти линейные комбинации 
входят в подпространство 0*. Но это может быть тогда и только тогда, 
когда 

п 

S StiBi = 0 ( t = 1 , . . . , л). 
i=m+i 

Поскольку же 0 m + 1 , . . . , 0„ являются элементами базиса, дополняющими 
подпространство в* до всего пространства в , то указанные линейные со­
отношения выполняются лишь для нулевых коэффициентов s//. 

Таким образом, 

т. е. коэффициенты ст+ъ • в разложении неизвестной функции 9 = 9 (и), 
и ЕЕ (7*, по базисным элементам 0 1 ? . . . , 9„ 

0(н) = S сД("), В Е £ Г 

допускают безошибочные линейные оценки, точнее (см. теорему 7), 

lim с^> •= cL. (i = m + 1, . . . , ri), 
p - > c o 

где имеется в виду среднеквадратичный предел по соответствующей мере 
п 

PQ, 9 ЕЕ в . Следовательно, компоненты вида 2 сД-(и) неизвестной функ-
п 

ции 9(v) = 2 с/0/ ( ' 0 , w Œ U*, могут быть определены безошибочно и их 

можно исключить из дальнейшего рассмотрения. 
m 

Итак, фактически неизвестной остается лишь функция 0 (а) =2 С Д (а), 
т. е. от параметрического множества в мы приходим к параметрическому 
множеству в* . Предельные величины 

Ci = l imc^ (î = 1, . . ., m) 
p - > o o 

представляют собой наилучшие линейные несмещенные оценки оставших­
ся коэффициентов С; (i = 1, m). Эти оценки имеют невырожденное рас­
пределение вероятностей. 



Глава IV 

И З М Е Р И М Ы Е Л И Н Е Й Н Ы Е Ф У Н К Ц И О Н А Л Ы 

И Л И Н Е Й Н Ы Е П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я 

§ 1. НЕКОТОРЫЕ ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Пусть X — некоторое линейное (действительное) пространство элемен­
тов х и I (t) = g (л:, t) — некоторое семейство линейных функционалов от 
ХЕЕХ (параметр t пробегает некоторое множество Т). Обозначим 31 
о-алгебру множеств пространствах, порожденную указанными линейными 
функционалами g (x, t) от x Œ X. Как и раньше, перейдем от величин g (/), 
tŒT, ко всевозможным линейным комбинациям вида 

и(х) = 2 h), XŒX. 

k 

В дальнейшем эти величины и = и (х) будут также обозначаться 

и (х) = (и, х), х ЕЕ X. 

В совокупности они образуют линейное пространство U. 
Примерами измеримых линейных пространств (X, 31) описанного типа 

могут служить различные функциональные пространства X действитель­
ных функций x = x (t) на множестве Т, когда исходные л и н е й н ы е 
ф у н к ц и о н а л ы I (t) определены как 

I (x, t) = x (t), XŒX (1) 

(см. § 1 гл. I). К этому типу относится пространство (X, 31) всех линейных 
непрерывных функционалов х = (и, х) на счетно-гильбертовом простран­
стве U, когда а-алгебра 3f порождается всевозможными линейными функ­
ционалами 

и (х) = (и, x), x Œ X, (2) 

каждый из которых отождествляется с соответствующим элементом UŒU 
(см. § 3 гл. I). 

Итак, пусть (X, Щ — измеримое линейное пространство описанного 
типа. Пусть Р— гауссовская мера на а-алгебре 31, порожденной линейны­
ми функционалами и = (и, х) от х ЕЕ X , и ЕЕ U. Пусть 

А (и) — ^ (и, x) P (dx), UŒU 

— ее среднее значение и 

В (и, v) = Jj К"» х) — А (")] [fa» *) — А р (dx)> и, v (ЕЕ U 
х " • ' " 
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— ее корреляционная функция. Как будет видно из дальнейшего, не ограни­
чивая общности, можно считать среднее значение А (и), и Œ U, равным 
О (ср. гл. II, введение): 

А (и) = 0. 
Рассмотрим преобразование сдвига 

Syx = х + у, x Œ X , 

где у — некоторый фиксированный элемент из пространства X . Очевидно, 
для всякого цилиндрического множества Л ЕЕ 21 вида 

[(и19 #),..., (ип, х)\ Œ Г 

прообраз {x: Sy (x) Œ А} является цилиндрическим множеством вида 

[(иг, * ) , . . . , (иП9 х)\ Œ Г , 

где Г' означает сдвиг борелевского множества Г в n-мерном векторном про­
странстве Rn на вектор [(иг, у),..., (ип, у)]- Следовательно, Syx = х + у, 
x Œ X, есть и з м е р и м о е о т о б р а ж е н и е пространства X в 
себя, поскольку 21 совпадает с минимальной о-алгеброй, содержащей ал­
гебру всех цилиндрических множеств. Кроме того, Syx = x + у есть вза­
имно однозначное отображение, и потому для любого измеримого множе­
ства А ^ 21 не только прообраз {x: Syx Œ А} (совпадающий со множест­
вом SyA), но и образ SyA является измеримым: SyA Œ 2t при всех у ЕЕ 
Е Е Х . Следовательно, преобразование сдвига 

Syt) (х) = Л (SyX)9 x Œ X 

(определенное уже на функциях т] (х) от x Œ X) переводит измеримую функ­
цию т] (х) от х ЕЕ X в измеримую же функцию Syi) (x), x ЕЕ X. 

Рассмотрим вероятностную меру Ру на а-алгебре St, определенную 
как 

РУ{А) = P{S?A}9 А е = » , (3) 

где Sy1 = S-y; для измеримой функции г\ (х) от x Œ X 

5 Л (x) Ру (dx) = ) т) (Syx) P (dx) 
SyA А 

(предполагается, конечно, что указанные интегралы существуют). Очевид­
но, вероятностная мера Ру является гауссовской (гауссовскими являются 
конечномерные распределения величин и = (и, х) от x ЕЕ X) , причем ее 
среднее значение есть 

у (и) = ^ и (x) Ру (dx) = J и (Syx) P (dx) = (и, у), UŒU (4) 

X X 

(напомним, что среднее значение исходной гауссовской меры равно 0); 
корреляционная же функция гауссовской меры Ру, очевидно, совпадает 
с исходной корреляционной функцией В (и, v); и, v Œ U. 

§ 2. СТРУКТУРА ЛИНЕЙНЫХ ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ 

Обозначим 21* пополнение а-алгебры 21 относительно гауссовской ме­
ры Р. 

Линейным измеримым функционалом и = (и, х) на линейном простран­
стве X назовем 21*-измеримую действительную функцию, определенную 
на некотором измеримом линейном подпространстве Е полной меры: 

Р(Е) = 1, 

на котором и = (и, x), x Œ Е, есть линейный функционал, 
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Так же, как и раньше (см. гл. II), обозначим U гильбертово простран­
ство, являющееся пополнением исходного пространства U величин и = 
•= и(х) относительно скалярного произведения 

<и, о> = В (и, v). (5) 

Всякий элемент UEE U есть действительная измеримая функция и = 
= и (х) на пространстве (X, St*, Р), определенная для почти всех x Œ X , 
такая что 

и (х) = lim ип (х) (6) 
я->со 

для некоторой последовательности линейных функционалов ип Е= U. 
Очевидно, множество Е полной меры (P (Е) = 1), для элементов x Œ Е 
которого существует предел lim ип (х) = и (х), является л и н е й н ы м 

п р о с т р а н с т в о м . В самом деле, если этот предел существует для не­
которых хх и х2, то он существует и для всякой линейной комбинации х = 
= + Х2х2: 

l im ип (к^ + К2х2) = l im [%хип (хх) + Х2ип (х2)] = 
П-+0О п-*оо 

= Хг lim Un (хх) + À2 lim u„ (x2). 

Видно, что определенная предельным соотношением (6) функция и = 
= и (х) от x ЕЕ X может быть выбрана таким образом, что на подпростран­
стве Е çz X она будет линейным функционалом: 

ы (À,]*! + А2 х2) = fo) + А,2 а (*2) 

для любых xl9 х2 ЕЕ Е и действительных чисел Ях, Я2. 
Таким образом, всякий элемент UŒU есть измеримый линейный функ­

ционал и = (и, х) от x Œ Е. 
Обозначим F совокупность всех элементов у Œ X , для которых опре­

деленная формулой (3) гауссовская мера Ру (со средним значением (и, у), 
и ЕЕ U,— (см. (4)) является э к в и в а л е н т н о й исходной гауссовской 
мере Р. Согласно теореме 2 гл. II, у Œ Y тогда и только тогда, когда (и, 
у)У и Œ U, есть линейный ограниченный функционал в гильбертовом про­
странстве U; при этом соответствующая плотность ру(х) — Py(dx)/P (dx) 
может быть описана формулой (15) гл. II: 

ру (Х) = ехр \иу (х) — 1 1 | иу | | 2} , х ЕЕ X , (7) 

где иу = иу (x) — линейный измеримый функционал из гильбертова прост­
ранства U, определяемый соотношением (14) гл. II: 

(и, у) = <и, иу), UŒ U. (8) 

Очевидно, Y есть линейное пространство. 
Действительно, если yl9 у2 Œ F, то для у = К1у1 + к2У2 

I (и, КУг + КУъ) К I * i I • I (и, Уг) I + I К I • I (и, Уг) К 

. < ( М А + \ К \ С 2 ) | Н > И Е ( / 

(при I (и, г/i) I < Ci H и II, I (и, * / 2 ) | < Call а II), т. е. (и, у) есть линейный 
ограниченный функционал в гильбертовом пространстве U. 

В дальнейшем будем предполагать выполненным условие типа рефлек­
сивности: 
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для любого элемента v Œ U существует элемент у Œ XF связанный с 
v = иу соотношением (8). 

Отметим, что это условие выполняется для функциональных прост­
ранств X (см. (1)); для пространств X, сопряженных к счетно-гильбер­
тову пространству U (см. (2)), и др. 

Выберем в гильбертовом пространстве U ортонормированную базу 
ul9 и 2,... элементов из U. Очевидно, величина иу ЕЕ U в соотношении 
(8) есть 

Щ = S <w*, иу>- ü-k = 2 (uk, У) uk, 
k k 

причем 

2 ( ^ ) 2 H K i i 2 , 

Очевидно, условие (8) равносильно тому, что 

2 ( и * , 0 ) 2 < о о . (9) 
k 

Но согласно самому определению скалярного произведения (5) Uh = (uh, 
x), x Œ X,— гауссовские независимые величины с нулевыми средними и 
единичными дисперсиями (относительно Р), так что для почти всех x Е Е X 

со 

ряд 2 (и^ч х ) 2 = 0 0 • Следовательно, для бесконечномерного пространств 

ва U 
P (Y) = 0. (10) 

Несмотря на это, всякое измеримое линейное подпространство Е ^ X по­
ложительной меры P (Е) > 0 обязательно содержит все множество Y: 

Yç=E. (11) 

Действительно, если некоторый элемент J E K не входит в Е, то при 
различных действительных X линейные измеримые подпространства Е\ 
(образованные элементами х + Ху, x Е Е Е) не пересекаются и имеют поло­
жительную меру: P (Е\) = Р\у (Е) > 0. Но существует лишь счетное чис­
ло непересекающихся множеств положительной меры, и, следовательно, 
P (Ex) = Р(Е) = 0. 

Поскольку меры Р и Ру эквивалентны (при у Œ Y), то преобразование 
сдвига Sy на а-алгебре SJ* является измеримым, причем 

5 ^ * = 3t*, yŒY. (12) 

В самом деле, для любого множества Л Е 3 1 * найдутся множества 
Л', Л"еЭ1, такие ч т о Л ' ^ Л с Л " и Р (Л"\Л') = 0. Множества SyA' 
и SyA" при любом у • входят в б-алгебру 31 и ' Ç~E S у А ЕЕ S у А . 
Кроме того, P (SyA"\SyAr) = 0 при t / E ^ и множество SyA входит 
в б-алгебру 31*, т. е. Ŝ 3t* с: 31* при любом y G ^ . Следовательно, 

откуда и вытекает соотношение (12). 
Таким образом, при у ŒY преобразование сдвига Sy: 

Syr\ (x) = Î] (Syx), 

переводит измеримые функции ц (х) в измеримые же функции Sy r\(x)f 

XŒX. 

Отметим, что для у ÇJÊY ЭТО СВОЙСТВО, вообще говоря, не выполняется. 
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Например, пусть А — некоторое множество полной меры: Р (А) = 1, н' 
такое, что РУ (А) = P (S~YA) = 0. Пусть В — неизмеримое множествоо 
целиком лежащее в Л: В s А. Тогда P (S-YB) = 0, т. е. В' = S~YB — 
измеримое множество меры 0. В то же время множество В = SYB' явля­
ется неизмеримым. Следовательно, измеримая функция 

{ 1 при х 

U при х 

1 при xEzB', 

ри хе£ ВГ 

преобразованием S_y переводится в неизмеримую функцию 

(1 при XÏELB, 
n{S-yX)=\ 

1 0 при xç£B. 

Как и раньше (см. п. 2 § 1 гл. III), введем на линейном пространстве 
Y скалярное произведение, положив 

<Уг, Уъ> = <"i, ^ 2 >, (13) 

где и19 щ — элементы из гильбертова пространства U, связанные с у19 у2 

соотношением (8). Как и раньше, обозначим H пространство всех действи­
тельных измеримых функционалов ц = г] (х) на X , таких что 

j j ï l (x ) 2 P(dx)<oc . 
X 

Для любой величины т] ЕЕ H определено среднее 

[ г\ (х) Ру (dx) = \ ц (Syx) P (dx), yŒY. 
x x 

Как известно (см. лемму 6 гл. III), семейство распределений Ру, у Œ ©, 

является полным в пространстве Н, т. е. если \t\ (x) (dx) = 0 при у е в , 

где 0 — некоторый параллелепипед в гильбертовом пространстве Y 9 то 
т) (х) — 0 при почти всех x £Е X . Отсюда вытекает следующее предло­
жение. 

Л е м м а 1. Пусть величина ц ЕЕ H инвариантна относительно преоб­
разования сдвига Sy при у Œ в (где в — некоторый параллелепипед гиль-
бертова пространства Y) : 

л (ЗД = л (*)> у е в . 

оля почти всех x ЕЕ X . 7W ? a функция ц = r\ (х) есть постоянная: 

4(x) = ^4(x)P(dx) 
х 

для почти всех x ЕЕ X . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу полноты семейства распределений P v , 

# Œ в , для инвариантной величины 

Jт] ( V ) ^ =\ч(х)р (dx) 
и 

J ft (х) - а) Ру (dx) = 0, ri (*) — а = 0 = J л (x) P (dx) j , 

что и требовалось доказать. 
9 Труды МИ АН, т. 108 121 



Из леммы 1 вытекает, что всякое измеримое множество А, инвариант­
ное относительно сдвигов Sy, у Œ Y, имеет меру 0 или 1. 

Действительно, если S x Œ А, то х = S..y (Syx) Œ Л, и, следователь­
но, дополнительное множество к Л также инвариантно. Но тогда индика­
тор множества Л 

Г1 при XŒA, 
ц (х) = \ 

10 при хф.А 

является инвариантной величиной, и по лемме 1 эта величина r\ (x), XŒX, 
равна постоянной (0 или 1) для почти всех x Œ X. 

Далее, всякое линейное подпространство Е положительной меры со­
держит Y (см. (И)) и инвариантно относительно Sy, у Е 7 . Следователь­
но, всякое измеримое линейное подпространство Е имеет меру 0 или 1. 

Пусть и = (и, х) линейный измеримый функционал на пространстве 
X. Очевидно, множество Л = {х: (и, х) < 0} инвариантно относительно 
сдвигов Sy, если (и, у) = 0 при j / e F , Следовательно, оно имеет меру 0 
или 1. Но если с положительной вероятностью (и, х) < 0, то с той же ве­
роятностью (и, —х) = — {и, х) > 0. Поэтому при условии 

{и, у) = 0, yŒY (14) 

Р (Л) = 0 и (и, х) = 0 для почти всех x ЕЕ X. Доказано следующее пред­
ложение. 

Л е м м а 2. Линейный измеримый функционал и = и (х) на простран­
стве X однозначно определяется своими значениями (и, у) на подпростран­
стве Y и при условии (14) (и, х) = 0 для почти всех x ЕЕ X. 

Пусть Uk(k = 1, 2,...) — ортонормированная база в гильбертовом про­
странстве U (скажем, составленная из элементов исходного пространства 
U) и пусть уь. (k = 1,2,...) — последовательность элементов из Y; связан­
ных с величинами Uk = (Uk, x), x Œ X, соотношением (8): (и, уи) = <а, 
Uk)', k = 1, 2,... Указанные последовательности «биортогональны»: 

f 1 при к = у, 
(uk, Уд = <uk, Щ) = < (15) 

10 при K=f=j 

(отметим, что уг, у2,... образуют ортонормированную базу в гильбертовом 
пространстве Y со скалярным произведением (13)). При любых и Œ U и 
почти всех x Œ X 

(и, х) = 2 <М, uk)-(uk, х) = 2("» yk)'(uk, х), ( 1 6 ) 
k k v 

т. е. величина и = (и, х) разлагается в ряд по независимым гауссовским ве­
личинам Uk = (uk, x), k = 1, 2,.. . , который сходится с вероятностью 1 
в силу соотношения 

2<^> ^> 2 = 2 к Ук)2<оо. 
k k 

Положим 
п 

xn=x — ^Uk-yk, х^Х, ( 1 7 ) 
k=i 

где действительные коэффициенты uk = (Uk, х) зависят от х. 
Л е м м а 3. Для любой измеримой величины ц = т] (x), x Œ X, вели­

чина 

Ч(хп) = 4^x — ^Uk(x)-yK

)J, Х Е Х 
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является измеримой относительно о-алгебры 2t*, порожденной всеми ве­
личинами Uk = Uk (x), k > n, и пополненной множествами меры 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Величина ц = ц (х) для почти всех ^ Е Х 
совпадает с пределом некоторой последовательности величин r\k (uv---Mk), 
являющихся функциями конечного числа переменных щ = щ (х)\ 
j = 1 , . . . , k (где k —> оо) . Следовательно, 

т] (х„) = limrjÄ [иг (хп) , . . . , uk (хп)]. 
k-*QO 

Но согласно равенствам (15) и (17) , 

/ ч / ч х\ / ч / ч [ 0 при 1 < Л » 
Щ (ХП) = И, (х) — 2 J И/ ( * ) • (ui9 yj) = 

/=1 U / / ( X ) ПрИ i ^ > Л . 

Таким образом, 

х\(хп) = limriHO , . . . , 0, ип + 1(х), . . . , uk(x)], 
k->co 

так что величина г) = г] (я„) измерима относительно а-алгебры Лем­
ма доказана. 

Л е м м а 4 . Пусть и = (и, х) — произвольный линейный измеримый 
функционал на пространстве X . Он определен на подпространстве У, при­
чем 

2 ( Х Ук)2 <оо" (18) 

т. е. и = (и, у), у Œ J, является линейным непрерывным функционалом 
на гильбертовом пространстве У. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для почти всех л; ЕЕ X 

и(*) = 2 uk(x)-(u, yk) + u(xn), 

где определяется формулой (17) . Величина v = и (хп) по лемме 3 изме­
рима относительно а-алгебры 2t„ и потому не зависит от величин Uk = Uh(x)9 

k *С п (напомним, что их, г/2,... — независимые гауссовские величины 
с нулевыми средними значениями и единичными дисперсиями). Для харак­
теристической функции ф м (X) = Е ехр {/Ям} величины и = и (х) имеет 
место следующее соотношение: 

« 

— — 2 (и, Ук)2\ Е exp{iXv}. 

п\ 1 

Видно, что при нарушении условия (18) , когда 2 (и, Уи)2 - » °° при л—• оо , 
Фи (К) = 0 для всех действительных Я, чего быть не может. Следовательно, 
условие (18) должно выполняться. Поскольку элементы уи у%,... образуют 
ортонормированную базу в гильбертовом пространстве У (со скалярным 
произведением (13) ) , то условие (18) равносильно тому, что и = и, (у) 
есть линейный непрерывный функционал на гильбертовом пространстве 
У (напомним, что множество У с: X входит в область определения всяко­
го линейного измеримого функционала и = и (х) на пространстве X ) . 
Лемма доказана. ЙМ 

Т е о р е м а 1. Совокупность всех линейных измеримых функционалов 
и = (и, х) на пространстве X совпадает с пространством U —замкнутой 
линейной оболочкой исходных линейных функционалов £(*) = £ (x, t), г ЕЕ Т. 9* 123 



Всякий линейный измеримый функционал и = (и, х) на пространстве 
X может быть описан формулой 

(и, х) = Ук)ик{х), Х Е Х , (19) 

где иъ и2... —ортонормированная система в гильбертовом пространстве 
а У\., Уъ,-->—соответствующие по формуле (8) величинам ulf и2,... эле­

менты из подпространства Y. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Что каждая величина и = и (х), Х Е Х , ИЗ 

пространства U является линейным измеримым функционалом, было уже 
показано. Пусть и = (и, х) — произвольный линейный измеримый функ­
ционал на X. Согласно лемме 4, он удовлетворяет условию (18). Рассмот­
рим линейный функционал v = (v, х) из пространства U такой, что 

v = 2 (и, yk) uk Q] (и, lJkf < oo^j 9 

где uk (k = 1, 2,...) — ортонормированная база в гильбертовом прост­
ранстве U из величин Uk = {Uk, х), связанных с элементами уь (k = 1, 
2,...) соотношением (8). При всех yŒY 

(^ У) = 2("» Ук){Ць У), 
k 

(и, у) = 2(м> Ы (uk, У) 
k 

— см. формулы (9) и (16). Видно, что линейные функционалы и = и (х) 
и v = (v, х) совпадают на подпространстве Y: (и — v, у) = 0. По лемме 
2 они совпадают почти всюду: 

(и, x) = (v, x,) Œ £/. 
Теорема доказана. 

П р и м е р 1. Пусть относительно вероятностной меры Р исходное се­
мейство линейных функционалов g (t) = | (х, f) на пространстве X образу­
ет стационарный гауссовский процесс, точнее, пусть параметр t пробегает 
некоторое множество Т действительной прямой, а гауссовская мера Р за­
дается так называемой спектральной плотностью / (X), — оо << X < о о , — 
некоторой неотрицательной функцией, такой что корреляционная функ­
ция В (s, /); s, / Е Г , имеет вид 

оо 

—ОО 

Рассмотрим элементы г/ ЕЕ F и соответствующие им функции 

y(t) = l (у, t)% tŒT 

— средние значения гауссовских мер Ру, определяемых формулой (3). 
Пусть Т есть вся действительная прямая — оо <с t < оо. Как следует 

из результатов примера 5 гл. II, у Œ Y тогда и только тогда, когда функ­
ция у (t), — оо < t < оо, интегрируема в квадрате и ее преобразование Фу­
рье у (X), — оо < X <с ос-, удовлетворяет условию 

ОО 

—оо 

Пусть Т есть п р о и з в о л ь н о е м н о ж е с т в о на действитель­
ной прямой. В случае ограниченной спектральной плотности f (X) у Œ Y 
тогда и только тогда, когда функция у (t), tŒT, продолжима на всю дей-
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ствительную прямую — о с < t < о о таким образом, что ее преобразова­
ние Фурье удовлетворяет указанному выше условию: 

—оо 

Пусть Т есть к о н е ч н ы й о т р е з о к . Предположим, что спектраль­
ная плотность / (X) удовлетворяет следующим ограничениям: 

Т Г т / ( Я ) < о о , lim О 
Х~>со Л-мэо 

(при некотором г > 0). Тогда (см. п. 1 § 2 и лемму 12 гл. II) при рассмот­
рении вопроса об эквивалентности Ру и Р можно считать, что / (л) равна 
постоянной на всем интервале — R <^ X R (каково бы ни было наперед 
заданное R < с о ) . Из результатов примера 5 гл. II получаем, что у ЕЕ У 
тогда и только тогда, когда функция у (t), tŒT, продолжима на всю дей­
ствительную прямую — о о < ; t < о о таким образом, что ее преобразова­
ние Фурье у (X), — оо < ; X < о о , удовлетворяет условию 

Г I у WI 2 м ^ ^ 

R 

(при каком-либо R < о о ) . 
П р и м е р 2. Пусть X — сопряженное пространство к сепарабельно-

му счетно-гильбертову пространству U с системой скалярных произведе­
ний 

(и, v\, (и, v)2,... 

Пусть 2f означает а-алгебру множеств пространства X, порожденную все­
ми линейными непрерывными функционалами и = (и, х) на X (параметр 
и пробегает указанное пространство U)1. Пусть Р — гауссовская мера на 
а-алгебре Ш. Как известно (см. § 3 гл. I), гауссовская мера Р сосредото­
чена на пространстве Хп çz X, сопряженном к некоторому гильбертову 
пространству Un, которое получается пополнением исходного простран­
ства U относительно п-то скалярного произведения (и, v)n- При этом, как 
следует из результатов примера 7 гл. II, у Œ У тогда и только тогда, ког­
да среднее значение у(и) = (и, V),UŒU, есть линейный непрерывный функци­
онал в гильбертовом пространстве Un: 

(и, у) = (и, у*)п, UŒU, 

где у* — некоторый элемент из Un, причем у* входит в'область значений 
оператора В1^ (где В — корреляционный оператор в гильбертовом прост­
ранстве Un): 

у' Œ BW п. 

Отождествим сопряженное пространство Хп = Un с самим гильбер­
товым пространством Un, точнее, отождествим элементы x Œ Хп с элемен­
тами x* Œ Un, для которых 

(и, х) = (и, х*)п, и Œ U. 

Тогда элементы у подпространства Y çz Хп отождествлятся с указанными 
выше элементами у* Œ U и, следовательно, у Œ Y тогда и только тогда, 
когда у Œ ß* 1 / 2 X, где оператор В* уже рассматривается в пространстве 

1 Напомним, что счетно-гильбертово пространство U является рефлексивным (см., на­
пример, [9, стр. 83]). 
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В*х = Вх*, X Œ Хп. 

Таким образом, Y = В*Ч2Хп. 
Легко видеть, что, вообще говоря, класс линейных измеримых функци­

оналов и = (и, х) на X существенно шире, чем класс линейных непрерыв­
ных функционалов. Именно (см. формулу (19)), линейные измеримые функ­
ционалы можно отождествить с линейными непрерывными функционала­
ми и = (и, у) на гильбертовом пространстве Y со скалярным произведением 
(13), которое в данном случае есть 

<Уи У*> = (В^Уи 5 * - % 2 ) , 
где В* — указанный выше (ядерный) оператор в гильбертовом простран­
стве Хп = Un (см. по этому поводу формулы (36) — (38) гл. III). 

Отметим, что гильбертово пространство U является главным объектом 
в «линейной теории» случайных процессов £ ( / ) , / ЕЕ Т. К изучению урав­
нений типа (8) (относительно иу ЕЕ U) сводятся задачи линейного прогно­
зирования, линейной теории оценок и т. п. В наиболее интересных случа­
ях для величин и = и (х) из U имеется то или иное представление (ср. (19). 
выражающее их через исходные величины £(*) = £ (х> t). 

П р и м е р . 3 Пусть X есть пространство всех действительных функций 
x = x(t) на действительной прямой — о о < ; t < оо, и пусть семейство 
линейных функционалов £ (t) = t (x, t) на X вида 

l (x, t)=x (t), x EE X 

образует относительно вероятностной меры Р стационарный гауссовский 
процесс (см. пример 1). Для величины £ ( / ) , — о о < ^ < ^ о о , имеется так 
называемое спектральное представление1 

оо 

g ( 0 = §е ш Ф(<Д), 
—ОО 

где Ф = Ф (А) — некоторая борелевская мера со значениями в гильбер­
товом пространстве U. Всякий линейный измеримый функционал и = (и9 

х) на пространстве X (как всякая величина из U) представим в виде 

оо 

(и, х)=^(К)Ф(d%), 
—со 

где ф (X) — определяющая этот функционал и ЕЕ U функция на действи­
тельной прямой — о о < К < с о , такая что 

00 

|Ф(А.) | 8 / ( Ä , ) d b < о о . 

При этом, если <p (X) есть преобразование Фурье функции с (t) — о с < 
<С о о : 

ОО 

Ф (X) = jj ешс (t) dt, 
—ОО 

1 См., например, [30, стр. 25]. 
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то для почти всех x Œ X 
со 

(и, x) = jj c(t)x(t)dt, 
—-ОО 

где имеется в виду интеграл от функции £ (t) параметра t со значениями 
I (x, t) = x (t), x Œ X, в гильбертовом пространстве U. Аналогично, 
если 

ОО 

ф ( А , ) = jj eatm(dt), 
—ОО 

где m (dt) — некоторая (обобщенная) мера, то для почти всех x Œ X 

оо 

(и, х) = x(t) m (dt) 
—oo 

И Т. П. 

§ 3. СТРУКТУРА ЛИНЕЙНЫХ ИЗМЕРИМЫХ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ 

Пусть S — линейное преобразование в пространстве X, определенное 
на некотором линейном подпространстве Е s X полной меры: P (Е) = 1. 
Определим соответствующее преобразование S действительных функций 
Î] = Î] (х) от x Œ X, положив 

Srj (x) = т] (Sx), x Œ Е. 

Назовем преобразование S слабо измеримым, если для любого линейного 
функционала и = (и, x) Œ U функция 

Su (x) = (и, Sx), XŒE ( 20 ) 

является измеримой. Очевидно, формула (20) определяет линейный (изме­
римый) функционал 

Su (x) = (Su, х)9 x Œ Еу 

Напомним, что совокупность всех линейных измеримых функционалов 
v = (v, х) совпадает с описанным выше гильбертовым пространством U 
(см. теорему 1), так что со всяким слабо измеримым линейным преобразо­
ванием S в пространстве X связан линейный оператор S вида (20) в гиль­
бертовом пространстве U, определенный на всюду плотном подпространст­
ве U. 

Слабо измеримое преобразование S таково, что прообраз {x: Sx Œ А} 
всякого множества Л ЕЕ 3f принадлежит пополненной а-алгебре 31*, 
причем для цилиндрических множеств А вида 

[(ul9 х)9..., (ип, х)\ Œ Г 

прообраз есть также цилиндрическое множество: 

{x : Sx Œ А} = 

= {х:[(иг, Sx),..., (ип, Sx)]ŒT} = 

= {х: [(o l f x),..., (vn, x]ŒT}, (21) 

где Vk = Suk', k = 1,..., n есть гауссовские величины из пространства U. 
Определим меру Ps на а-алгебре 91, положив 

Ps (А) = P (S"M), A G 91, (22) 
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где S"1 А означает прообраз множества A Œ 31 при отображении 5. Как 
видно из равенств (21), определенная формулой (22) вероятностная мера 
Ps является гауссовской, причем ее среднее значение равно 0: 

[(и, x)Ps(dx) = [(Su, x)P(dx) = 0, 
x x 

2L корреляционная функция есть 

Вх(и, v) = x)-(v, x)Ps(dx) = [(Su, x)-(Sv, x)P(dx) 
x x 

или 
Вг (и, v) = {Su, Sv); и, и ŒU. (23) 

Остановимся на вопросе о том, когда гауссовская мера Ps эквивалент­
на исходной гауссовской мере Р. Согласно условию (7) гл. II, для этого 
необходимо, чтобы оператор 5 был о г р а н и ч е н н ы м : 

(Su, Su) < С- (и, и) 

(напомним, что (и, v) = В (и, v) — см. (5)). 
Ограниченный оператор S может быть доопределен на всем гильберто­

вом пространстве U. Обозначим S* оператор на U, сопряженный к S. Тог­
да определенная формулой (23) корреляционная функция Вг (иг, v); и, 
v Œ U, гауссовской меры Ps есть Вг (и, v) = (S*Su, v); и, v е= U и 
разность b (и, v) = В (и, v) — Вх (u,v) есть b (и, v) = <(/ — S*S) и, v); 
и, v Œ U. 

Из теоремы 5 гл. II вытекает следующее предложение. 
Л е м м а 5. Для эквивалентности P и Ps необходимо и достаточно, 

чтобы разность I — S*S была оператором Гильберта — Шмидта, все 
собственные значения которого отличны от 1. 

Вернемся к подпространству Y Q X всех элементов у Œ X, удовле­
творяющих соотношению (8), с введенным на нем скалярным произведением 
(13). Как было показано в предыдущем пункте, всякий линейный измери­
мый функционал и = (и, х) на X определен на всех элементах у Œ Y, 
причем является линейным непрерывным функционалом на Y как гиль­
бертовом пространстве с указанным скалярным произведением: 

(и, у) = (Vu, у), yŒ Y, (24) 

где Vu — некоторый оператор из гильбертова пространства U в гильбер­
тово пространство Y. Сравнивая (8), (13) и (24), легко видеть, что V есть 
изометрический оператор, отображающий U на Y: 

Vuy = у, у <=Y, 

где у и Uy Œ U связаны соотношением (8), и 

(и, у) = (и, V^y), у ЕЁ Y. 

Из формулы (20) видно, что линейное преобразование S определено для 
всех элементов у Œ Y, причем для линейного измеримого функционала 
Su Œ U вида 

(Su, x) = (и, Sx), x Œ Е, 

при всех у Œ Y имеет место следующее равенство: 

(и, Sy) = (Su, V~xy) = (и, S * ^ 4 , . и Œ U, (25) 
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где S*V~ly— некоторая величина из гильбертова пространства U, так 
что, согласно определению пространства У, элемент Sy входит в Y. Таким 
образом, сужение линейного преобразования S на подпространстве Y ^ X 
можно одновременно рассматривать как линейный оператор в У: 

SY s Y. (26) 

Далее, согласно формулам (24) и (25), исходное линейное преобразо­
вание S в пространстве X (рассматриваемое лишь на подпространстве Y) 
и отвечающий этому преобразованию линейный оператор 5 в пространст­
ве U линейных измеримых функционалов и = (и, х) на X (определенный 
формулой (20)) удовлетворяют следующим соотношениям: 

(и, Sy) = (и, V^Sy} = 

= (Su, у) = <Su, V+y) = {и, S * 1 T ^ > 

при всех и & U, у GE Y. Видно, что линейное преобразование S (на У) 
и линейный оператор S (на U) связаны равенством 

S - VS*V-X (27) 

(где V — и з о м е т р и ч е с к и й о п е р а т о р , отображающий гиль­
бертово пространство У на гильбертово пространство U). Имеем 

5 * = VSV1 

и 
/ — SS* = V (I — S*S) 1Л1. 

Очевидно, линейный оператор S (на U) обладает указанными в лемме 5 
свойствами тогда и только тогда, когда этими свойствами обладает линей­
ное преобразование S (на У). Следовательно, имеет место следующее пред­
ложение (ср. теорему 5 гл. II). 

Т е о р е м а 2. Всякое слабо измеримое линейное преобразование S 
(определенное для почти всех x Œ X) определено на всем подпространстве У, 
причем У инвариантно относительно S. Отвечающая преобразованию S 
гауссовская мера Ps эквивалентна исходной гауссовской мере Р тогда и толь­
ко тогда, когда линейное преобразование S в гильбертовом пространстве У 
является ограниченным линейным оператором, имеющим ограниченный же 
обратный оператор S"1, причем разность I — SS* является в У опера­
тором Гильберта — Шмидта. 

Отметим, что, как и в теореме5гл. II, условие ограниченности линейно­
го преобразования S (на У) можно опустить, а условие существования ог­
раниченного обратного оператора S' 1 заменить условием: 

оператор I — SS* не имеет собственных значений, равных 1. 
Рассмотрим слабо измеримое линейное преобразование S, такое что 

соответствующая мера Ps (определенная формулой (22)) эквивалентна ис­
ходной мере Р. Определенный формулой (20) линейный оператор S в про­
странстве U имеет обратный оператор S""1. Пусть А — произвольное ци­
линдрическое множество вида 

[(S~4, x),..., (Sr*u„, x)] Œ Г. (28) 

Его прообраз S~M при отображении S (см. равенство (21)) отличается от 
цилиндрического множества А' вида 

1(ии х),... (ип, x)]ŒT (29) 

лишь на множество меры 0. Как хорошо известно, совокупность множеств 
A ЕЕ 21 с расстоянием 

p (А', А") = Р (А'оА"), < (30) 
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где А'о А" = (А' \ A") \J(A" \ А') означает симметрическую разность 
множеств А' и Л " , образует полное метрическое пространство. Оп­
ределим в этом пространстве 2t* преобразование S" 1 , положив S^A рав­
ным прообразу множества A ЕЕ 21* при исходном линейном преобразова­
нии 5 в X . Это преобразование S'1 н е п р е р ы в н о в том смысле, что 

p ( S - M ' , S-Ч") - * 0 при р ( Л ' , А") - * 0. 

Действительно, 

p (S^A\ S^A") = P [S"1 (А'оА*)] = 

= Ps (Л'оЛ") - > 0 при Р (Л'оЛ")->0 , 

поскольку меры Ps и Р эквивалентны. По той же причине непрерывным 
является преобразование 5 на всюду плотной в 21* алгебре всех цилин­
дрических множеств: 

p(SA', SA")^0 

для цилиндрических множеств Л ' и А", таких что р ( Л ' , А") - » 0 (напомним, 
что всякое цилиндрическое множество вида (29) преобразование S перево­
дит в цилиндрическое же множество вида (28)). Покажем, что для любого 
измеримого множества Л ' ЕЕ 2t* имеется множество Л Œ 2t*, такое что 
S~~M = А' и, следовательно, 5 А ' = Л , т. е. а-алгебра 2t* инвариантна 
относительно преобразования S. 

В самом деле, для всякого цилиндрического множества А' вида (29) 
имеется цилиндрическое же множество А (вида (28)), такое что Л ' = S~XA. 
Пусть А' — произвольное множество из пространства 2t*. Найдется по­
следовательность цилиндрических множеств An (п = 1, 2,...), сходящихся 
к А' при п —> сю. Но для каждого Ап имеется цилиндрическое множество 
АП1 такое что А„ = S ~ M „ ; п = 1, 2,. . . и р (Ап, Ат) = P (SAn, SA'm) - » 0 
при n, m - » о о , поскольку преобразование S непрерывно на цилиндриче­
ских множествах и, по условию, р (Ап, Ат) —> 0 при n, m —> о о . Фунда­
ментальная последовательность Л « (n = 1, 2...) имеет в 2t* своим преде­
лом некоторое измеримое множество Л . Очевидно, 

S - M = Л ' , 

поскольку вместе с Л ' множество S ~ M является пределом множеств Ап = 
= S ~ M „ ; п= I, 2,. . . Прообраз множества Л (при отображении S) пере­
водится преобразованием S в Л , так что 

SA' = S (S-*A) = Л . 

Итак, для любого измеримого множества Л ' Œ 2t* найдется измеримое 
множество Л Œ 2t*, такое что А Л ' = Л . Совершенно аналогично, отправ­
ляясь от соотношения (21), можно установить, что для любого измеримого 
множества Л ЕЕ St* прообраз S"1 A = А' является также измеримым мно­
жеством. Очевидно, S является взаимно однозначным преобразованием в 
пространстве 21*, причем 

S2t* - 2t*. (31) 

Отметим, что линейные преобразования S x и S2, совпадающие на подпро­
странстве Y çz X, задают одинаковые преобразования Sx и S2 в метриче­
ском пространстве 2t*: 

P (SxAoS2A) = 0 

для любого множества A ЕЕ 21*. 
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В самом деле, линейные измеримые функционалы (и, S^) = (S^, x) 
и (и, S2x) = (S2u, х) от x Œ X совпадают на подпространстве Y и поэтому 
(см. лемму 2) совпадают при почти всех x Œ X. Следовательно, для любо­
го цилиндрического множества A Œ 9t* множества и S2A отличаются 
лишь на множество меры 0: P (S^oS^) = 0. В силу непрерывности 
преобразований S x и S2 в метрическом пространстве 9t* (где расстояние 
между множествами Аг и А2 определено формулой (30)) указанное соот­
ношение по непрерывности распространяется на любые множества A Œ 9Г, 
поскольку совокупность цилиндрических множеств всюду плотна в 91*. 

П р и м е р 4. В заключение остановимся на одном классе гауссовских 
распределений Р, относительно которых исходное семейство линейных функ­
ционалов £(*) = £ (x, t) на X (порождающих а-алгебру 9t) является 
«отррзком стационарного гауссовского процесса» (параметр t пробегает 
некоторый отрезок Т на действительной прямой), т. е. корреляционная 
функция 

B(s, t) = s)l(x, t)P{dx) 
x 

имеет вид 
oo 

— С О 

где / (X) — заданная неотрицательная интегрируемая функция. Гауссов­
ская мера Ps имеет корреляционную функцию 

fii (s. t) = (SI (s), SI (*)>; s, t^T 

(см. формулу (23)). 
Предположим, что спектральная плотность / (X) удовлетворяет следую­

щим ограничениям: 

7 ï m / ( ^ ) < o o , l i m ^ / ( X ) > 0 

при некотором г ^> 0. Тогда совершенно аналогично тому, как это сдела­
но в примере 13 и теореме 9 гл. II, можно доказать следующее: 

для того, чтобы разность I —SS* была оператором Гильберта — Шмид­
та (в гильбертовом пространстве Y), необходимо и достаточно, чтобы 
разность 

b (s, t) = В (s, t) — Вг (s, t); s, tŒT 

продолжалась в функцию b (s, t) на всей плоскости, такую что ее преобразо­
вание Фурье b (X, р ) удовлетворяло условию 

со со 

J s 
R R 

при некотором R < оо. 
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