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ПРЕДИ СЛОВИЕ

Настоящее учебное пособие представляет собой кон* 
спект лекций по курсу «Теория эксперимента» для сту« 
дентов факультета прикладной.математики и киберне- 
тики университета.

Этот курс читается студентам четвертого года обу« 
чения. К этому времени они изучили теорию вероятно­
стей, математическую статистику, теорию случайных 
процессов. Теория эксперимента существенно опирается 
на эти курсы. Кроме того, в пособии значительно исполь­
зуется векторная и матричная алгебра. Однако с ос­
новными идеями теории может познакомиться и менее 
подготовленный читатель.

Так как автор не претендует на что-либо большее, 
чем учебное пособие, то он счел возможным не делать 
ссылок на источники, откуда взяты те или иные резуль­
таты. Тем не менее в конце книги помещен список ос­
новной литературы, которую автор использовал при под­
готовке курса.



I. Предмет математической теории эксперимента

Прежде чем заняться изучением теории планирования 
эксперимента, поставим задачи планирования экспери­
мента. Д ля этого необходимо уточнить смысл некоторых 
применяемых терминов.

В настоящее время нет единого определения экспе­
римента. Существующие обладают теми или иными не­
достатками. Определение, даваемое ниже, не претенду­
ет на общность; однако его нам вполне достаточно для 
развития теории, тем более что оно будет формализова­
но и уточнено после введения соответствующей терми­
нологии.

Под экспериментом будем понимать совокупность 
действий, к которым приходится обращаться, чтобы за ­
давать природе интересующие нас вопросы. Эту совокуп­
ность можно разложить на отдельные элементы, каждый 
из которых будем называть опытом.

Эксперименты проводятся над какими-то объектами, 
представляющими интерес для экспериментатора. Объ­
ект исследования может представлять собой реально су­
ществующий процесс или явление. В этом случае экспе­
рименты проводятся в реальном масштабе времени и 
пространства. Эксперименты могут быть и модельными, 
когда в качестве объекта исследования выбрана та или 
иная модель (изменен масштаб, изменена природа объ­
екта; например: математическое моделирование с по­
мощью Ц В М ).

До появления работ по планированию эксперимента



всех исследователей в теоретическом плане занимала 
проблема эффективного использования результатов экс­
перимента. Например, в классической математической 
статистике получали наилучшие оценки параметров, наи­
более мощные тесты проверки статистических гипотез 
и т. д. Однако можно поставить вопрос и о том, насколь­
ко эффективно поставлен сам эксперимент, насколько хо­
рошо он спланирован. При этом необходимо учитывать, 
что планирование эксперимента и обработка экспери­
ментальных данных — это две взаимоувязанные про­
цедуры.

Планирование эксперимента заключается в выборе 
числа и условий проведения опытов, необходимых и до­
статочных для решения поставленной задачи с требуе­
мой точностью.

Задачу планирования эксперимента решает матема­
тическая теория эксперимента.

Все решения и действия экспериментатора условно 
можно разбить на два типа: 1) основанные на подроб­
ном и скрупулезном изучении конкретного явления и 
2) основанные на более общих свойствах, характерных 
целому множеству явлений и объектов.

Эти два типа действий экспериментатора объясняют­
ся наличием в нашем понимании эксперимента двух час­
тей: эвристической и формализуемой. Если речь идет об 
эвристической части, то здесь успех определяется уров­
нем подготовки экспериментатора в конкретной области 
знаний, определяется лутьем экспериментатора.

Математическая теория эксперимента занимается 
изучение^ лишь формализуемой части эксперимента, и 
успех здесь целиком определяется разработанностью 
теории и уровнем подготовки экспериментатора в рам­
ках этой теории. Следует отметить при этом, что форма­
лизуемая часть эксперимента довольно значительна и 
имеет тенденцию к расширению.

II. Модель

Как и любая другая теория, математическая теория 
эксперимента имеет дело не с реальным объектом, а с его 
моделью — математической моделью объекта исследова­
ния. Проблема выбора модели является очень важной 
для любой науки, так как самое точное решение задачи,



связанное с неправильно выбранной моделью, не рас­
крывает истинного положения вещей в реальной ситуа­
ции.

В то же время теория планирования эксперимента не 
решает задачу построения модели изучаемого явления. 
Решением этой проблемы занимаются специальные дис - 
циплйны с использованием глубоких знаний об объекте 
исследования. В рамках теории эксперимента возможны 
лишь те или иные приближения к решению этой задачи.

Прежде чем описывать модель объекта, рассмотрим 
более внимательно те условия, причины, называемые 
также факторами, которые влияют на результаты экс­
перимента. По характеру воздействия все факторы мож­
но разбить на два подмножества: регулируемые  и нере­
гулируемые  факторы.

Регулируемые факторы — это конкретно существую­
щие условия проведения эксперимента, контролируемые 
экспериментатором. В качестве регулируемых факторов 
могут выступать температура, давление, концентрация 
вещества, номер технологии в технологическом процессе 
и т. д. В каждом конкретном случае количество этих фак­
торов и их числовые значения четко определены.

Сложне^; обстоит дело с нерегулируемыми фактора­
ми. Это — неконтролируемые условия проведения опытов 
и описать их все невозможно, да в этом и нет необхо­
димости. Нам достаточно выделить два типа таких фак­
торов. Во-первых, имеются случайные нерегулируемые 
факторы, благодаря которым результаты эксперимента 
приобретают случайный характер. Во-вторых, могут су­
ществовать нерегулируемые, но связанные статистиче­
ской зависимостью с регулируемыми факторы, приводя­
щие к неслучайным, непредсказуемым смещениям на­
блюдений. Эти систематические ошибки можно устра­
нить с помощью рандомизации неконтролируемых усло­
вий проведения опытов, о чем будет рассказано позже.

Таким образом, явное задание условий проведения 
эксперимента возможно лишь с помощью регулируемых 
факторов, которые будем в дальнейшем называть просто 
факторами или независимыми переменными. Подводя 
итог обсуждению, можно выдвинуть следующую модель 
изучаемого явления.

В качестве объекта исследования будем понимать 
«черный ящик» с р + 1  входами и одним выходом (хотя 
имеется возможность обобщения, когда имеется несколь­



ко выходов). Входы X], х 2, х р есть факторы или неза­
висимые переменнее.  С их помощью имеется возмож­
ность воздействовать на «черный ящик». Выход у  назо­
вем параметром оптимизации. На рис. 0.1 имеется выде­
ленный вход п, которым условно обозначены все нерегу­
лируемые условия проведения опытов. Благодаря этому 
входу величина у  является случайным процессом, зави­
сящим от переменных х и х2, ..., х р.

п
Рис. 0.1

Пространство с координатами х и х 2, х р будем на­
зывать факторным пространством или пространством не­
зависимых переменных. Символом х  обозначим точку в 
р-мерном факторном пространстве, или, что то же самое, 
р-мерный вектор-столбец:

х т= [ х и х ъ . . . .хр\,
где т — операция транспортирования.

Очевидно, что существуют принципиальные физиче­
ские, экономические, технические и т. д. ограничения на 
интервалы варьирования факторов. Поэтому обозтачим 
через ту часть факторного пространства, которая 
удовлетворяет этим ограничениям, и имеет смысл рас­
сматривать только такие точки х, которые принадлежат 
Qx .

Под математической моделью будем понимать урав­
нение, связывающее условное математическое ожидание 
выхода «черного ящика» с независимыми переменными

E { y \ x )  = r i(x)=t]{xx\ . . . , x p), (0.1)

где Е ( у \ х ) — усреднение случайной величины у  при ус­
ловии, что вектор независимых переменных задан;



т)(...)— функция отклика, поверхность отклика, кривая 
регрессии, заданная на множестве £2*.

С учетом новой терминологии задачу планирования  
эксперимента можно сформулировать как выбор опти­
мального расположения точек в факторном пространстве, 
обеспечивающих получение наилучших в определенном 
смысле результатов исследования.

Это выбранное множество точек факторного простран­
ства, в которых планируется ставить опыты, определяет 
план эксперимента. Если теперь под x t ^ Q x, i — l , N

x } ^ \ x n , x l2, . . „ x lp]

понимать условия проведения i'-го опыта, то план из N. 
опытов может быть представлен в виде следующей мат­
рицы:

(0.2)

которая называется матрицей планирования.  Некоторые 
лз опытов могут проводиться в одинаковых условиях, 
т. е. некоторые из строк матрицы X  совпадают друг с 
другом. Допуская, что число различных точек в фактор­
ном пространстве, вошедших в матрицу X, равно п, план  
эксперимента E(N)  можно представить в виде

XuXl2-"Xlp ■ x j

X  —
Х21Х22...Х2р == ХТ2

-  XNlXN2>"XNp _
_ x TN _

■̂1* ^2» Х з , . . . , Х п
Ги Г2, г3....,гя 

N
п

V r ,
i-1

(0.3)

где г, — число опытов, которые необходимо провести в 
точке x t <=

III. Основные идеи и структура курса

Теория эксперимента насыщена математикой. Но 
принципиальная возможность постановки хорошего экс­
перимента заключена не в применении математики, а в 
потенциальных возможностях, заложенных в наших пред-



ставлениях об эксперименте. Применение математики по­
могает вскрыть эти возможности и поставить их на служ­
бу экспериментатора.

В теории эксперимента в основном используются две 
идеи. Одна из них состоит в оптимальном использовании 
факторного пространства, т. к., все разумные критерии 
оптимальности эксперимента зависят от плана E{N),  ко­
торый, как видно из (0.3), определяется количеством и 
расположением выбранных для экспериментирования 
тбчек в факторном пространстве.

Вторая идея возникла из-за возможного присутствия 
неконтролируемых, но связанных статистической зави­
симостью с управляемыми факторами переменных. Как 
указывалось ранее, в этом случае могут оказаться не­
предсказуемые, неслучайные смещения поверхности от­
клика г] (jc). Появление этих систематических ошибок яв­
ляется одним из самых неприятных эффектов. Идея борь­
бы с этим явлением состоит в создании таких условий 
проведения эксперимента, чтоб.ы систематические ошиб­
ки превратить в случайные изменения величины у. При 
этом случайная компонента наблюдений у  возрастает, 
но теперь появляется возможность применения аппарата 
теории вероятностей и математической статистики. Эта 
идея называется рандомизацией неконтролируемых усло­
вий проведения эксперимента.

Все сказанное выше можно сформулировать теперь 
в виде правила, согласно которому эксперимент необхо­
димо рандомизировать по неконтролируемым услови­
ям, но в то же время оптимально использовать контро­
лируемые условия проведения опытов.

Задачи, решаемые теорией эксперимента, можно уло­
жить в одну общую схему: на основании тех или иных 
соображений выдвигается математическая модель объ­
екта исследования (их может быть несколько), затем на 
основании разумного критерия оптимальности находят­
ся оптимальная стратегия эксперимента и оптимальный 
метод обработки наблюдений. Здесь возможны широкие 
вариации решений, связанные с многообразием моделей 
и критериев оптимальности.

В теории эксперимента можно условно выделить не­
сколько основных направлений. В нашем курсе будут 
затронуты лишь некоторые. Одно из этих направлений — 
планирование эксперимента по выяснению механизма яв­
лений,  или планирование регрессионных экспериментов.



Оно применяется тогда, когда необходимо найти опти­
мальный эксперимент для получения математической мо­
дели исследуемого объекта в заданной области фактор­
ного пространства. Задача получения математической 
модели здесь понимается в узком смысле, когда функция 
отклика (0.1) имеет лишь конечное число неизвестных 
параметров, которые необходимо оценить.

Другое направление — планирование экстремальных 
экспериментов, когда необходимо разработать такую 
стратегию эксперимента, которая позволила бы доста­
точно быстро прийти в область факторного пространст­
ва, где изучаемый процесс протекает оптимальным 
образом.

Следует отметить, что в этих затронутых направле­
ниях, а также в некоторых других задачах, решаемых 
теорией, существенно используется метрика факторного 
пространства. Однако существуют задачи, при постанов­
ке и решении которых сознательно отказываются исполь­
зовать эту метрику, или она не имеет смысла. Это зада­
чи с дискретными факторами. Д ля решения задач с та­
кими ограничениями в теории эксперимента существует 
раздел, который называется дисперсионным анализом.  
Он также включен в наш курс.



Г лава  /

ЛИНЕЙНЫЙ РЕГРЕССИОННЫЙ АНАЛИЗ

§ 1. МНК-оценки при равноточных некоррелированных
наблюдениях

I. Обсудим теперь вопрос о методе обработки экс­
периментальных данных, потому что, как .указывалось 
во введении, качество планирования и качество обра­
ботки в конечном счете связаны друг с другом. 
Мы должны выбрать достаточно хороший метод оце­
нивания параметров модели изучаемого явления. Сна­
чала получим алгоритм оценивания—метод наимень­
ших квадратов при некоторых ограничениях на модель, 
затем часть из этих ограничений ослабим и в резуль­
тате алгоритм будет иметь достаточную универсаль­
ность. В дальнейшем оценки параметров методом наи­
меньших квадратов будем называть МНК-оценками.

II. Конкретизируем наши представления о модели 
(0.1). Предположим, что функция rt( x )  известна с точ­
ностью до т неизвестных параметров 0!,,  0 2, . . .0 т  в 
виде линейной формы

т
*](•*, е )  = 2  № ) « / ,  (1.1)

7-1

гдё / i ( * ) ,  /г(л:),..у / т (л;)—набор известных функций; 
х —точка факторного пространства, представляющая 
собой ^-мерный вектор-столбец, причем x ^ Q x, где 
р —размерность факторного пространства; £2*—множес­
тво возможных значений вектора х .

Введем вектор-столбец f ( x )  функций f j ( x ) ,  j = l , t n

/ Т( х Ы А ( х ) , / 2( х ) , . . . , / т(х) \  
и вектор-столбец в  параметров 0/, j — l,m

в’=[0ьвя,...,0я].
Тогда в векторной форме (1.1) примет вид

и



7)(*, Q ) = f T( x ) 9 = & Tf ( x ) .

Пусть, согласно матрице планирования X  (0.2), в 
точках х и х 2, . . . ,хп факторного пространства произве­
дены независимые измерения уь  у2,...,у„. Вектор- 
столбец этих величин обозначим через у. Обозначим 
через F  следующую матрицу:

F =  n\ — \ f  j{Xi)\, i==\j i ,  j — й т ,  (1.2)

имеющую п строк и т столбцов. Тогда в матричном 
виде можно записать

B(y lx ) ^ r l( x , Q ) = F  в .  (1.3)

Так как в нашем к(урсг вектор ^  всегда несл(учаен, то 
путаницы не произойдет, если в дальнейшем мы будем 
писать Е(у)  вместо Е(у'х) .

Пусть матрица ковариаций наблюдений или, что то 
же самое, дисперсионная матрица случайного вектора 
у существует и имеет вид

D ( y ) ^ E ( y - F ® ) ( y - F e y  = c4„ ,  (1.4)

где /„ —единичная матрица порядка п.
Выражение (1.4) имеет место, когда все наблюдения 
некоррелированы и дисперсия наблюдений одинакова 
и равна о2 для всех

IIL Будем искать оценки параметров в ь в 2,--,^т>  
минимизируя сумму квадратов разностей между наблю­
дениями и их математическими ожиданиями:

Q ( « ) =  V ^ ( у - ^ е д у - г о ) .  (1.5)
1-Л ]=1 /

Докажем, что минимум Q(B) достигается при в ,  
удовлетворяющем уравнению:

• ( F rF ) 9 = F ry, (1.6)
которое называется нормальным уравнением. Пусть

И—любое решение (1.6). Тогда

( у - Я ' в ) т( у - / ;' в ) = г [ у - Г в + / г( в - в ) ] т[ у - / " в +

+ Г ( Н - в ) ] ^ ( у ^ / ;' в ) т( у - / ;’в ) + ( 0 - е ) т/ 7т/ :’( в - в ) >



> { y - F e y ( y - F Q ) .  (1.7)
В (1.7) использовалось нормальное уравнение (1.6), а 
т а к ж е  о ч е в и д н о е  н е р а в е н с т в о

( 0 _ 0 ) т/=-т/7(е_е)==[ / г ( 0 _ 0 ) ] т[ ^ 0 _ 0 ) ] ==

=  | | /7( в - в ) Ц 2> 0 ,  
где символом ||а)| обозначена длина или норма вектора а.

Л
Минимум в (1.5) достигается при 0  и одинаков для

Л
всех решений 0  уравнения (1.6).

В дальнейшем нам понадобится следующее утвер­
ждение.

Л е м м а  1. Векторные пространства, порожденные 
столбцами матриц F  и F F T, совпадают. Ранги матриц F  
F F T равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а—вектор-столбец, т а ­
кой, что aTF = 0 ,  где справа—вектор нулей. Тогда 
&TF F T—0'

Обратно: из равенства tirF F T—0 следует atF F r a =
— (aIF ) (a tF y = 0 ,  откуда ctTF = 0 .

Следовательно, вектор, ортогональный к столбцам 
матрицы F,  ортогонален к столбцам матрицы F F \  
Отсюда Непосредственно следует первое утверждение 
'леммы. Второе утверждение при этом выполняется 
автоматически. ■

Пусть г —ранг матриц F  и F F T. Если г*=т, то реше­
ние уравнения (1.6) единственно и имеет вид

в = ( ^ ) - ^ у  (L 8 )

Л
Обозначим через /3(0) матрицу ковариаций оценок 
(1.8) и вычислим ее. С учетом (1*3), (1.8) можно 
записать

Q - Q = ( F 7F ) - lF Ty — (FTF ) - ' F TF e =
=  ( F rF ) ~ lF T(y —E(y)),

после чего несложно получить выражение для дис­
персионной матрицы
D ( 0 ) = e ( 0 - 0 ) ( 0 - 0 r = ( F ^ ) - i ^ [ ( y _ £ ' ( y ) ) (y _ £ ’(y))T| 

F ( F ' F ) - '  =  (F 'F ) - 'F 'D ( y ) F ( F 'F ) -K  (1.9) 
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Подставляя в (1.9) выражение (1.4), окончательно 
пйлучим

D { B ) = s \ F ' F ) ~ ' .  (1 10)
Если же ранг матрицы F F т меньше размерности этой 
матрицы г < т ,  то матрица F TF  вырождена и нормаль­
ное уравнение (1.6) имеет множество решений. Однако 
и в этом сдучае можно записать решение в явном 
•виде, используя аппарат обобщенных обратных матриц. 
Общий вид вектора оценок (1.8) и матрицы ковариаций 
(1.10) останется прежним, лишь матрица (F rF ) - 1 заме­
нится на обобщенную обратную матрицу.

IV. Нормальное уравнение можно получить и из 
геометрической интерпретации. Пусть где
R n—ri-мерное линейное пространство. Обозначим через 
L Т линейное подпространство (Z,r c: 7?„), образованное 
вектор-столбцами F t матрицы г ,  имеющей ранг г. 
Очевидно, что /i-мерный вектор

т

/-1
принадлежит пространству L ri т. к.-является линейной 
комбинацией столбцов матрицы F.

Рассмотрим теперь вектор у —FB.  Векторы у, F  0, 
y —FB  для удобства рассмотрения изображены на рис.
1.1. Из (1.5) нетрудно записать

Q ( 0 ) - ( y - / ? © И У - / 7 0)=1| y —F B  у*.

Из алгебры векторов известно, да это видно и из рис.
1.1, что квадрат нормы вектора у — F B  минимален, 
если он ортогонален пространству L n при этом F B  
есть проекция вектора у  на L r  Обозначим эту проек-

л  л
цию через F  0 :  P n t y —F 0.

Проекция вектора у  на L r единственна, значит
л

F B  всегда существует. Таким образом, показали, что 

( y - F B ) ± L , m
Л Л

В силу ортогональности векторов у —F B ,  FB  заключа-
А

ем, что y —F B ^ i L n - r , где L n- r есть ортогональное 
дополнение L r в /?„, т. е.



где @ —ортогональная сумма пространств. Очевидно так-
л

же, что вектор y — FQ есть проекция вектора у на
л

Ln-r ,  т. е. Ргьп_ г У=У — FQ.
Л

Поскольку (y— F Q ) ± L r , a F , ^ L r, то

Рис. 1.1

F ) ( y - F Q ) = 0 ,  i = Г Я  (1.11)

Запишем (1.11) в матричном виде 

F T( y - f 0 ) = O
откуда

F cy = F 7F9.

Получили снова нормальное уравнение. Подчеркнем 
еще раз, что пр<и г < /и  имеем множество решений нор-

Л
мального уравнения, однако при этом FQ—всегда един­
ственно.

§ 2. Свойства МНК-оценЬк

1. Введем полезное обобщение параметров линей­
ной модели, оцениваемых с помощью метода наимень­
ших квадратов. Рассмотрим величину

m
ч > = 2 С , е „  (1.12)

i - i
которая является линейной функцией неизвестных, пара­
метров с известными коэффициентами Си С2,...,Ст.



Пусть С -вектор-столбец , Ст= [ С ь ...,Ст ]. Тогда в век­
торной форме (1.12) имеет вид

(1.13)

Будем искать оценку величины г|) в классе линейных 
функций. Вообще говоря, не при любых значениях век ­
тора С сущестйует линейная несмещенная оценка. П о э ­
тому выделим класс функций (1.13), с которыми мы 
будем работать.

Определение 1. Параметрическая функция Ц) назы­
вается функцией, допускающей оценку,  или оценива­
емой,  если существует линейная несмещенная оценка, 
т. е. если существует неслучайный вектор а т= [ а и ... ,ап\ 
такой, что равенство

Я(г|з):=£(ату)==г|: (1.14)

выполняется тождественно при любых значениях В.
Т е о р е м а  1. Параметрическая функция tj3=:CT0  оц е­

ниваема тогда и только тогда, когда C sZ .r, где 2 Г— 
—пространство, образованное столбцами матрицы F , 
или в эквивалентной форме, когда Ст 9 —одна и та же 
для всех решений нормального уравнения.

/ Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г|>=Ст9  — оцениваема. 
Покажем, что C<=Lr. Из (1.3), (1.14) имеем

^ = /Г (а ту ) = а 7 79 = С т9

или aTF  - С \  В результате получили, что C = F Ta , т. е. 
вектор С есть линейная комбинация столбцов матрицы 
F,  т. е. С е £ г.
' Пусть теперь С е / , , ,  т. е. вектор С есть линейная 
комбинация столбцов матрицы F F T, т. е. C = F TF'k,  где

л
Я,—некоторый вектор. Тогда для любого решения 9, 
удовлетворяющего нормальному уравнению, получим

C B = W F TF% = W F y у.
Л Л

Следовательно, оценка Ст9 —одна и та же для всех 9 ,
линейна по у и E ( i rF Tv ) = V F TF Q = C TQ.

л
Пусть теперь Ст 9  одинакова для всех 9 . Возьмем 

дроизвольный вектор X = L n- r -L £ г, т. е.
0. (1.15)



Вычтем из нормального уравнения (1.6) уравнение (1.15). 
Получим

/7т/ ? ( 0 _ Ь ) = Р у ,
__ Л

т. е. вектор в  = 9 —к также служит решением нор­
мального уравнения. Следовательно, учитывая наше 
первоначальное допущение, запишем

О = С Т0 —С^в—Ст( 0 —0 ) = С тХ. (1.16)

Из (1.16) видно, что векторы С и Л, ортогональны. Так 
как вектор А, произволен, то C ^ L r.U

Л
Т е о р е м а  2. Если функция ij>=CT0  оцениваема, то Ст 0  

имеет минимальную дисперсию в классе линейных нес­

мещенных оценок
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть С г0  оцениваема, тогда 

С е / - Г, т. е. C = F rF  К при некотором к. Отсюда с уч е ­
том (1.6)

ф =  CT0 = X TF r/70 = X '77Ty.

Если >̂— Ьту  любая несмещенная оценка г|), то/Г(г|)) =  
РН (у )=ЬгР в  = Ств,  откуда CT= b V ' = X TF TF. .

~ Л ~
Покажем, что £(г|>)>0(г|)), где D(\|))—дисперсия оцен-

~  Л Л .
ки г|з; Д г ^ )—дисперсия оценки ip. Можем записать 

D ( i ) = D ( F y ) = D ( ( b 7y - X TF ' y ) + \ rFiy)  =

=D(bTy - V F ' y ) + D ( V F ' y ) ^ D ( b ry - № y ) + D f a ) .  (1.1-7)

В (1.17) учли равенство нулю ковариации векторов 
(bT—kTF r)y и krF'y ,  так как

Е [ (ьт—>7Г )у - Е (  (bT- l TF T)y) ] [lTF Ty - Е (  )JFry ) ] т=
=  ( ^ _ Хт/Г т)^у>,Т)/ГХ =  а2(йт _ Хт/?т)/7)_

= o 2(brF —\ TF TF ) \ = a 2(CT—CT) Х=0.



Так как дисперсия неотрицательна, то из (1.17) окон­
чательно получаем

0 ( $ ) < О Д ) .  ■
Изучим теперь подробнее случай, когда нормальное 
уравнение имеет единственное решение.

Т е о р е м а  3. Все линейные параметрические функ­
ции оцениваемы тогда и только тогда, когда г —т.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если г = т ,  то нормальное 
уравнение имеет единственное решение. В этом случае

Л Л
для всякого С оценка -ф=Ст0  единственна.

Пусть теперь г|)=Ст0 —оцениваема, причем С е  L m. 
Докажем, что г = т .  По определению оцениваемой 
параметрической функции имеем

e ( J ) = f f ( a Ty ) = a T/ ?T0 t

откуда CT—a TF r, Это значит, что вектор С является 
линейной комбинацией столбцов F t матрицы F,  т. е. 
если F, е ! „  то и C ^ L r. Чтобы это- удовлетворить, 
необходимо положить г = т .  Ш

Из теоремы следует, что при г < т  некоторые пара­
метрические функции не могут быть несмещенно оце­
нены. Такие функции будем называть неоцениваемыми 
или скрытыми.

Следствие.  Наилучшей линейной оценкой поверх­
ности отклика г](х, в ) - / Т( х ) - 9  в произвольной точке 
х  является

^ = / т( * ) в  (1.18)

с дисперсией

D(y]) = d ( x ) = r ( x ) D ( e ) f ( x ) .  (1.19)

Величину V d { x )  называют коридором ошибок.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство (1.18) получается 

сразу, если в теореме 3 положить C—f ( x ) .  (1.19) полу­

чим из следующей цепочки равенств, учтя, что ^—ска­
лярная несмещенная оценка

Д Л7 1 ) = ^ ( ( ^ - 'т ; ) ( ^ - ^ Г ) = £ - [ / т ( х ) ( 0 - 0 ) ( 0 - 0 ) т/ ( ^ ) ]  =



^ / т(л )^[(0 - е ) ( 0 - 0 )т] / ( л ) = л х )  D(B)f(x) .  и

II. Рассмотрим задачу оценивания s параметричес­
ких функций, допускающих оценку:

0 ,  / = l , s ,

где Сг= 1-й вектор-столбец.
Л ___

Пусть ypi— CiB, i =  l ,s  их индивидуальные МНК-оцен-
ки.
Составим вектор фт= [ ‘ф1, и матрицу С = [ С Ь..,
С,]. Тогда в матричном виде можно записать

л|,=Ст0 , ^ = С т0.

Ранее было показано что векторы С, ^ L r, где г —ранг 
матрицы FF' .  Следовательно, для любого s вектор гр, 
являющийся линейной комбинацией векторов Ch также 
принадлежит пространству L r. Пусть далее Л —матрица

ковариаций г|). Обозначим через Б рЛ —сумму диаго­
нальных элементов матрицы и | А \ —детерминант мат­
рицы. Тогда имеет место следующее оптимальное свой­
ство оценок наименьших квадратов.

Т е о р е м а  4. П усть_№ =£1у—любые несмещенные 
оценки функций t = l , s  и В — матрица ковариаций 
этих оценок. Тогда ( В — Л) — неотрицательно опреде­
ленная матрица, в частности Sp2?> Sp Л, | 5 | > | Л | ,

' Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем произвольный вектор 
*т— Рассмотрим линейную параметрическую 
функцию 7)=йт^. Ее можно оценить двумя способами:

7j=6T^ ;  r)=6Tt|). (1.20)

Поскольку у]—функция, допускающая оценку, то по 
теореме 2

D&)<D(-4 ) .  (1.21)

Из (1.20) нетрудно получить

D ( y ) = b TAb; D ( ^ ) = m .  (1.22)

Тогда из (1.21), (1.22) будем иметь



b'Ab^b'Bb
или

W ( B - A ) b >  0.

Поскольку b—произвольный вектор, заключаем, что 
( В — А)  —неотрицательно определенная матрица, откуда 
непосредственно следует, что S p 5  Sp А, \В  | 1А  |, 
Вн> А и . Я

Следствие 1. МНК-оценки параметров 0  имеют 
наименьшую дисперсию в классе линейных несмещен­
ных оценок. Положим в предыдущей теореме r —s = m t 
С —1т, где единичная матрица порядка т. Тогда

ij}=0, г |)= 0 , 1)з= 0  

и матрицы ковариаций А \\ В  есть матрицы коварна^
Д Л ~

ций оценок 0  и 0, которые обозначим D ( 0 ) n  £)(0)соот- 
ветственно:

A  D(0); В  D(0,).
~  л

-Тогда из теоремы следует, что£>(0)—£)(0)— неотрица­
тельно определенная матрица. В частности, для дис­
персий оценок параметра 0 t имеем

О Д К а д ) .  (1.23)

Следствие 2, Наилучшие линейные оценки, являясь 
наилучшими в пространстве параметров 0, одновре­
менно являются наилучшими, т. е. минимизируют d ( x )  
и Q(0) и в пространстве результат измерения—контро­
лируемые переменные.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Следствие 2 непосредственно 
вытекает из следствия 1 настоящей теоремы и следст­
вия теоремы 3.

III. Выясним свойства вектора у —F 6  и его взаимо-
Л л

отношения с 1|э=Ст0  , т д е  ip—Оцениваемая функция. 
Предварительно докажем два вспомогательных утвер­
ждения.

Л е м м а  2. Ортогональное; преобразование с охраня­
ет некоррелируёмость случайны х  величин,  имеющих  
одинаковую дисперсию,



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть имеем случайный век­
тор У(=#„, cov(y ')=oa/„. Другой случайный вектор г  
связан с вектором у следующим линейным соотноше­
нием:

z = A y ,  (1.24)

где Л —матрица ортогонального преобразования.
Тогда с учетом (1.24) бу'дем иметь

cov ( z ) = E ( z - E ( z ) ) ( z - E ( z ) y = A E ( y - E ( у ) ) ( у -
—Е ( у ) у А г=о'2А А т=а- /п. U (1.25)

Л е м м а  3. Проекции случайного вектора с некор­
релированными компонентами  с одинаковыми дис­
персиями на ортогональные линейные подпространства 
некоррелированы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть случайный вектор у е  
£>(у) <*Чп, L Tc z R n, L sczR„, L r \J. , .  Докажем, что 

векторы PrLr y  и Рг^у  некоррелированы. Обозначим 
через (еи ... ,ег) ортонормированный базис в Ls, через 
(Cr-\ s)—ортонормированный базис в L s и через
(^rfi-H ортонормированный базис в L n- r- s . М о­
жем записать

п г /$ «
y =  V  (yTei)et\ P r 7jy =  \ (у т^ . ) ^ .

l - l  1 =1  i ^ = r + l

Перейдем от случайного вектора у к вектору z  с по­
мощью ортогональной матрицы А, i -я строка которой 
есть вектор et из ортонормированного базиса. Тогда 
для i -й составляющей вектора г  имеем

Z i ^ 'Z A i j y j - y 'C i .

Из построения видно, что первые г  компонент вектора 
z  являются проекцией вектора у на Lr следующие s 
компонент—проекцией вектора у на L s и последние л— 
—r —s компонент—проекцией вектора у на L n- r - s . Сог­
ласно лемме 2 эти три проекции вектора у некоррели­
рованы между собой, причем £)г,=о-. ■

А
Т е о р е м а  5. 1. Среднее значение вектора у-— F& 

равно нулю.
А

2. Вектор у —FQ и Ст0 — некоррелированы.



3. Матрица ковариаций вектора y —F 9  представля­
ется в виде разности

D { y - F B ) = D { y ) - D { F % ) .  (1.26)

4. £ ( Q ( 9 ) ) = ( / i - r ) a 2  и s2 =  ——  Q (0 )  (1.27)
n—r

есть несмещенная оценка о2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  При доказательстве п. 1 уч­

тем, что столбцы матрицы F  принадлежат пространс­
тву L n следовательно, согласно теореме 1 функция 
F 9 —оцениваема, т. е. (1.14):

£ ( F 9 ) = F 9 .
После этого запишем

E ( y —F B ) —E(y )—E ( F B ) = F Q —F B = 0 .  (1.28)

При доказательстве п. 2 воспользуемся утверждением 
теоремы 1 о том, что С е / . , ,  Следовательно, всегда

Л
найдется некоторый вектор К что C = F %  откуда Ст9 =

Л
~ k TFB <=Lr. Далее учтем, что векторы у—FB,  / ^ —ор­
тогональны, т. к. они принадлежат взаимноортогональ­
ным подпространствам L n- r и L r соответственно. Сле-

А А
довательно, ортогональны и y —FB, V F  9. Теперь из 
леммы 3 непосредственно следует некоррелируемость

л  л  ,
векторов y — FB  и Ст9 , т. е.

cov(y—FB, Ст9 )  =  0. (1.29)

Утверждение п. 2 выполняется и в более общем сл у ­
чае, когда С —матрица. Доказательство аналогичное. 
При доказательстве п. 3 учтем (1.29) для CT= F

cov(y— F B,F B)= 0 .

Тогда будем иметь

D ( y ) = D ( ( y - F B )  +  F B ) = D ( y - F B ) ± D ( F B ) +

+ 2 c o v ( y - / r0 , F B )—D (y—FB)-{-D(FB) ,  
т. е. получим (1.26).



Чтобы доказать п.4, воспользуемся следующим 
представлением, которое получено из геометрической 
интерпретации

У - ^ в —Рг*„_гу; / ;'0 = Р г л г у; L r± L n- r.

Все условия леммы 3 выполнены, поэтому можем з а ­
писать

Q ( 0 ) = | | y - / W =  £  г ) ,  ( U 0 )
l~r+l

откуда, учитывая некоррелируемость z h получим окон­
чательно (1.27). Из (1.27) можно получить несмещен­
ную оценку параметра о2

s * = a 2= — Q (0) .  я  (1.31)
п—г

§ 3. Законы распределения МНК-оценок и их функций

Пусть у—п -мерный случайный вектор, распределен­
ный по нормальному закону со средним FQ и матри­
цей ковариаций а2/ п. Предположение нормальности 
вектора у делает некоторые из утверждений теорем 
более сильными.

1. Д ля гауссовских случайных величин МНК-оцен- 
ки совпадают с оценками максимального правдоподо­
бия..Это сразу можно обнаружить, если записать мно­
гомерную плотность распределения у

,,(>') = ( - T v W ) ” eX P{— 2 ^ <у- ^ в Г < ^ в )  }•

которую, согласно процедуре максимального правдо­
подобия, необходимо максимизировать по неизвестным 
параметрам 0 .  Поэтому к тем свойствам МНК-оце­
нок, которые были перечислены выше, добавляются 
соответствующие свойства оценок максимального прав­
доподобия.

2. Несложно показать, что оценки неизвестных 
параметров являются соответствующими функциями 
достаточных статистик. Тогда несмещенные оценки

г з



максимального правдоподобия обладают минимальной 
дисперсией и теорема 2 приобретает более сильное

Л
звучание: если функция 1|э= С гв  оцениваема, то Сг0  
имеет минимальную дисперсию в классе несмещенных 
оценок В.

Взяв С —1т, получим аналогичное .утверждение для 
оценок самих параметров 0. Из теории оценивания 
известно, что нижней границей дисперсионной матри­
цы является матрица, обратная информационной, и они 
совпадают при эффективном оценивании. Свойство эффек-

Л
тивиости оценок 0  нами показано. Следовательно, на 
основании (1.10) запишем

/)(В)==а2уИ-1, M  = F rF,  (1.32)

где М —информационная матрица.
Л Л

3. Заметим далее, что y —FQ, Ст0  являются линей­
ными функциями гауссовских случайных величин. Это 
значит, что и сами эти величины распределены по нор­
мальному закону с соответствующими средними и мат­
рицами коварйации.

Учтем теперь, что для гауссовских случайных вели­
чин понятия некоррелируемости и независимости экви­
валентны.

4. Тогда утверждение 2 теоремы 5 звучит также 
сильнее:

Л Л
Векторы у —F 9  иСт 0  независимы.
Получим теперь законы распределения некоторых

Л Л
полезных функций у —F& и Ст0.

1 Л
5. Из (1. 30) видно, 4T o^-Q (0)  является суммой

квадратов случайных величин, распределенных по нор­
мальному закону с единичной дисперсией. Поэтому 

1 Лслучайная величина-5-(3 (0 ) имеет распределение у} с
О*

( п —r)  степенями свободы.
6. Далее, если ф = С Т0 —скалярная оцениваемая ф ун­

кция, то



V  D & )  V D & ) (1.33)

имеет распределение Стыодента с ( п —г)  степенями 
свободы, т. к. является отношением случайной вели­
чины, распределенной по нормальному закону с нуле­
вым средним и единичной дисперсией к случайной 
величине, квадрат которой имеет х2-распределение 
с (я—г) степенями свободы. Докажем вспомогательное 
утверждение

Л е м м а  4. Если A-мерный вектор г распределен по 
нормальному закону с нулевым средним и матрицей 
ковариаций °Юг , то z JD 7 l г  имеет х2‘Распределение 
с k степенями свободы.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Всегда найдется ортогональ­
ное преобразование А, переводящее вектор г  в вектор 
у с матрицей ковариации а2/*, т. е. z = A y \

откуда D Z= A A T. Д алее можем записать

± z ' D 7 ' z = \  М - г ) М - 1 г =  - U ’y = i  £  у?, 
а г  а 2 о  a2 j Z i

откуда следует утверждение леммы. ■
7. Рассмотрим теперь случай, когда г|э—вектор в 

^•мерном пространстве, т. е. 1| )=С тв, где С —соответ­
ствующая матрица ранга k.  Тогда имеем

^ = С Т0  ; £(я|з)=1|5; Дг|)) =  о2Д , .

л _ t
Применяя лемму 4, получаем, что величина (ip—гр)т£)ф

А
(\|з—-ф) имеет х2-распределение с k степенями свободы.

8. Применяя утверждение 4 настоящего параграфа, 
получаем, что случайная величина

F - ---------- ---------- — —  (1.34)

^ ) Q<0 >



имеет распределение Фишера-Снедекора с k, п —r  сте­
пенями свободы, т. к. (1.34) есть отношение двух 
независимых случайных величин, имеющих ^ -распре­
деление.

§ 4. Некоторые обобщения МНК-оценок

I. Рассмотрим МНК-оценкИ'При коррелированных на­
блюдениях. Пусть

£ ( y ) = F 0 ;  0 (у )= оЮ ,  (1.35)
где G — известная неособенная матрица; о2 — неизвест­
ный множитель. Необходимо получить МНК-оценки па­
раметров 0.

Чтобы воспользоваться теорией МНК-оценок при не­
коррелированных равноточных наблюдениях, перейдем 
от величин у  к величинам z той же размерности, имею­
щих матрицу ковариаций D ( z ) = a 2/ N, т.е.

у =  A z .  (1.36)
Этот прием мы уже использовали при доказательстве 
леммы 4, где показано, что матрица А должна удов­
летворять уравнению

0 = Л Л т. (1.37)
Из (1.37) следует, что А — неособенная, т. к. G— неосо­
бенная матрица. Из (1.36) будем иметь

г = Л - > у .  (J.38)

Если обозначить

A - ' - F = F z , (1.39)
то среднее значение вектора г  связано с вектором 0  со­
отношением

E ( z ) = A ~ xE{y) =  A - } F  ® = F Z 0 .  (1.40)

Следовательно, нашу задачу привели к виду, рассмот­
ренному ранее, разве лишь вместо у  и F  везде необ­
ходимо писать z  н F г соответственно. В частности, бу­
дем иметь (1.5):

Q ( 9 ) = ( z - F zm z - F £ )  (1-41)
'И нормальное уравнение (1.6)



Возвращаясь от величин г, Р г к величинам у, F  по 
формулам (1.36), (1.39) с учетом (1.37), получим сле­
дующие выражения:

Если ранг матрицы' F  равен максимально возможному, 
то из (1.46)

Все свойства МНК-оценок, полученные в предыдущих 
параграфах, целиком переносятся на рассматриваемый 
случай.

II. В дальнейшем нас будет интересовать случай, 
когда G-диагональная матрица-с элементами

a't—дисперсия наблюдения у; в точке x t ^  Qx. 
Введем обозначения

Тогда элементы матрицы G-1 будут иметь вид

Учитывая (1.2), (1.50) из (1.43), (1.47), получим

M = F I F = F 7A ' - 1A - 1F = F 7G - 1F; 

F T2z —F 1A r~ lA - 1y = F TG~1y. 
(1.41), (1.42) примут вид

Q(0 ) = ( y - / re ) To - 1(y—^  е );
у.

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

Л. А
в = М ~'Y, K = / rTG ~ Iy,Z3 (H )= o2iW_1. (1.47)

(1.48)

где 8,/—символ Кронекера

(1.49)

(1.50)

Мм—2iFki Gki Fij—^ kF lliF ltj—2  K f M f X*ft);
k l  ft A



Y i ^ F k i G T h i  = 2 х*Л(*а)У*ы i
или в матричном виде

Ж =  ^ M ( x k); M (* ft)=XA f ( x k) f T( xk)\ (1.51) 
к—l 

Y = Z h f ( x k)yk‘ (1-52)
A= 1

Аналогично можно получить

<?(«)=  | м у й- / т( ^ ) 0 )2. ( I -53)
Л-1

III. Рассмотрим теперь МНК-оценки при повторных 
экспериментах. Пусть в точке x t факторного простран­
ства проведено г, наблюдений уп , *Ую1—»У^ • Покажем, 
что для оценивания параметров достаточно накопить 
величины

( 1-54)Г1 t z  1
Действительно, обозначая через N  число всех наблю-

П
дений в п  опытах: r h будем иметь из (1.51)

(1.52) с учетом (1.54)

f - i i  л *
i - 1 к-1  i= l  V Гi k=\

=  (1.55)
i -i

i i  ^ / ( ^ ) / r( ^ ) = £  г м ы п х , ) .  ( i.56)
/ - 1  А- I  * < =  i

Формулы (1.55), (1.56) позволяют разгрузить память 
вычислительной машины, вводя в нее лишь нужную 
информацию.

§ 5. МНК-оценки при ограничениях на параметры

I. Найдем МНК-оценки, удовлетворяющие следую­
щей системе линейных уравнений:



t f Ta = S 0, (1.57)
где вектор £0 и матрица Н  заданы, причем ранг матри­
цы Н  есть r —q. Общее решение уравнения (1.57) мож ­
но записать в виде

е = р 0 |Я-(з;  (1.58)

где р0—частное решение (1.57); В - § — общее решение 
однородного уравнения Н т9 = 0 ;  В — rnX q—матрица ран­
га q\ Р—произвольный вектор;

Посрлькзу р—произвольный вектор, то, подставляя
(1.58) в (1.57), убеждаемся, что Н ТВ = 0. Подставим 
полученное решение в (1.3). Будем иметц

£ ' ( у ) ^ е = / ч р ь + в р ) ,
откуда

C(y~F% )-=FB$.  <1.59)

Пусть y —F % = z .  Тогда E ( z ) = F B  р, причем D z = a 2I n , 
т. е. снова имеем метод наименьших квадратов линей­
ной модели с независимыми равноточными наблюдени­
ями с той лишь разницей, что везде в предыдущих

А
формулах необходимо заменить величины у, F , 0, 0, г

на z, FB,  р, р, q соответственно. Вместо (1.5) будем 
иметь

Qq( V ) = ( z - F B m z ~ F B V .  (1.60)

Минимум (1.60) достигается при р, удовлетворяющем 
нормальному .уравнению:

{BTF 'F B ) § = B 'F Tz .  (1.61)

Отметим при этом, что подпространство Lq образовано 
столбцами матрицы FB,  являющимися линейными ком­
бинациями столбцов матрицы F, образующих L r. Сле­
довательно LqczLr.

И. Рассмотрим геометрическую интерпретацию этой 
задачи. Д ля  простоты обозначим

f l = F Q ;  ^ ( Р о + Я Р ) .

Поскольку матрицы F , B  имеют ранги r,q соответствен­
но, причем г><7, то ранг матрицы F -В, равный мини­
мальному из рангов матриц, входящих в произведение, 
равен q. Отсюда следует, что Ь,, причем



Lqc L r<=Rn. Рассуждая далее точно так же, как и при 
рассмотрении геометрической интерпретации в § 1, 
получим совокупность векторов, изображенную на рис.
1.2. Как видно из рисунка, имеем пространство R n и 
совокупность подпространств L n L{i~r, L q, Ln- q, L , - q, 
причем h r ± L n-r  , Lq± L n- q , Lq_[_L r—q , LqQ)Lr- q ^ b r,

Lq@ L„-qt=Rn, Ar@Z,„_r= /?„ .  Вектор у  из R„ можно раз­
ложить на два вектора, принадлежащие двум ортого­
нальным подпространствам:

Л Л

У = ( У - Л ) + Т 7 ,
Л Л

где т]=Рглгу, y — V=PTi„_ry.
Л Л Л

Аналогично y = ( v - ^ ) + 7 li?, Гд е ^ = Р г ^ у , у - ^ = Р г £ я_ 9у.

В свою очередь, вектор у из L r также можно разло­
жить на два вектора

* Л Л Л Л 
7) =  (т)— +

Л Л Л Л
где 7 ) -  r iq =  prlr_ q 7]; i |= P r z,_,y.

Из этих рассуждений особо подчеркнем важный для
Л Л Л Л •

будущего факт, что векторы у — т), r\ — y\q, y}q являются 
проекциями вектора у на взаимно ортогональные под­
пространства L n- r, Lf—q, L q. Отметим также, что



III. Т е о р е м а  6. 1. При условии (1.57) среднее зна-
Л л  л  л

чение векторов у—у, у— равно нулю.
Л Л Л Л

2к Векторы у —т), vj—v)q некоррелированы.
3. Матрица, ковариаций вектора у имеет вид

0 ( у ) = 0 ( у  ~ r\ )+ D (rl— \ ) + D { ' t \ q), (1.63)

4. I h - \ | | 2= Q ,(P )-Q (© ).  (1.64) 

s . i h i - J j i -  (е— бо)т^ г Ч е —to), (1-65)
д

где. о2-De—матрица ковариаций вектора £ =  # т0 .

6. Е (< Э (в ))= (я -г )о * , E{Q9$ ) ) = ( n - q ) o \  (1.66)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  При доказательстве п. 1. уч ­
тем, что т)=/г8, Tjo= / ;'(P0+ 5 - p ) — оцениваемые функции,

Л Л
т. е. по (1.14) E(ri)=Yi, E(rjQ)=ri4, причем 4= ^ ,  т. к.
(1.58) выполняется. Отсюда несложно получить Е(у —

—т])=0, £ ( у - ^ ) = 0 ,  Е (у —чд)=0.
При доказательстве п. 2 воспользуемся тем, что
Л Л Л Л

У—7!, "Ч— являются проекциями вектора у на орто­
гональные подпространства Ln- r, Lr~q , Lq соответст­
венно. Применяя лемму 3, доказываем некоррелируе- 
мость этих векторов.

Утверждение п. 3 следует непосредственно из п. 2. 
При доказательстве п. 4 необходимо воспользовать­

ся (1.62) и тем, что ||у—v]||2=Q(@), | | у— ||2= Q ?(p).
При доказательстве п. 5 учтем, что решение задачи 
поиска минимума функции (у—Р в у  (у—F 0 ) = Q ( 9 )  по 
параметрам" 0  при ограничении / / Т0 = 5 О можно Полу­
чить, использ<уя неопределенные множители Лагранжа:

т±+>т-о. (..и,
д в  д »

Беря в (.1.67) производные по 0/, в матричном виде 
запишем систему уравнений относительно векторов
0  и ).

F TF  0+ Я Х =/= 'ту. (1.68)



Обозначим через 0* X* решение уравнения (1.68). Пусть 
£ = / / т0 .М НК-оценка вектора S возможна лишь тогда, 
когда столбцы матрицы Н  принадлежат пространству 
Ьг (теорема 1). Следовательно, всегда найдется матрица 
С, что

H = F ' F C .  (1.69)

Тогда, вычитая из (1.68) нормальное уравнение (1.6)
F TFe*=FTy,  (1.70)

Л
которому удовлетворяет 0 , ' получим

F rF ( e ~ e * ) = H l * = F rFCk*.  (1.71)

л
Учитывая, что 0 — 0 * е / - г , из (1.71) следует

в_ в * = С Х * . (1.72)
А Л  Л

Найдем матрицу ковариации оценки £ = Л Г 0 = С 7 ;’т/ ;’9 .

С учетом (1.70) запишем t = C TF Ty.
Тогда

D l = E [ C TF T( y - F  Q)(y—F 9 y F C \  —
= a W t = ° 2CTF TFC.  (1.73)

Д алее запишем с учетом наших обозначений и (1.72)

II | | ^ | | / 4 - F 0 * | | 2= ( 0 - 0 * ) tP / 4 © - 0 * ) = =

= )*TCrF TF C  > .*= 4-А*тД  Я,*. (1.74)

Д ля  нахождения X* вычтем из (1.68) уравнение /Ут0 * =  
= 1 0, предварительно умножив (1.68) на Ст. Получим

(Ст/ ?т/ ?- / Г ) в * + С т/Л*в=Ст/ ?ту - 5  о.

Откуда с учетом (1.69)

C 7 A * = V e  о, (1-75)

Подставляя вместо Н  выражение (1.69), из (1.75) б у ­
дем иметь

£ - 6 0 =  CTF rFC \*=  
откуда 0



X W ^ - g .  (1.76)
Подставляя (1.76) в (1.74), получим окончательно дока­
зываемое утверждение (1.65).

Утверждение п. 6 доказывается точно так же, как 
и п. 4 теоремы 5, т. е., воспользовавшись леммой 3, 
можно записать

<?(«) =  £  г ? ,  ( ? , ( ? ) -  V  (1.77)
l ~ r \ \  l - q  I I

где г ,—нскоррелированы с дисперсией а2. Усредняя 
(1.77), получим .утверждение 6. ■

IV. Пусть теперь у нормально распределен со сред­
ним /-'Н и матрицей ковариаций о?/„. Тогда к утвер­
ждениям теоремы 6 добавится ряд новых, 

л л л  л 
Векторы у —7j, у —у\г  yj нормально распределены, 

т. к. это линейные функции у.
л л л  л

2. Векторы у — г/, г/—Tj4 , -^—независимы, т. к. они 
некоррелированы и нормально распределены.

3. Величины-^ | | 7 ] - ^  |р, 2 . Q ( H ) , - i Q , ( p )  имеют f -

распределение с г —<7, я —г, n —q степенями свободы 
соответственно. Доказать это можно, если учесть (1.77), 
а также па основании 4 теоремы 6:

I h - ^ I I W V  г],  (1.78)
i  я л  1

т. е. имеем три величины, каждая из которых я вл я ­
ется суммой независимых гауссовских величин с еди­
ничной дисперсией и нулевым средним значением. 
Число степеней свободы определяется числом слага­
емых в (1.77), (1.78). Если (1.58) не выполняется, то все 
равно

1 А А ,, 1 Л ]
2-Q (w), 2 Q,;(P) имеют нецентральное у2-

распределенне с теми же степенями свободы.
4. Вели чи на

- ^ ( Р )  Q ( e ) ) ( « — г )
F = z ----------------------------------------  (1 .7 9 )

Q(H)(r - q)

2 заказ 6260 33



имеет распределение Фишера-Снедекора с r —q, п —г  
степенями свободы. Заметим, что в (1.79) имеем отно­
шение двух независимых случайных величин, имею­
щих распределение у-с (r—q) и (п— г)  степенями свободы.

§ 6. Проверка гипотез и интервальное оценивание

I. Если закон распределения чектора у известен, то 
кроме точечных оценок, рассмотренных ранее, можно 
найти и интервальные оценки и решать задачи провер­
ки статистических гипотез. Как и ранее, считаем, что 
у—«-мерный случайный вектор, распределенный по 
нормальному закону со средним F® и матрицей кова- 
риаций о-7„.

Пусть ^ —вектор в ^-мерном пространстве—линей­
ная параметрическая функция, т. е. ij)=Cre ,  где С—

Л
соответствующая матрица ранга к\ г])—МНК-оценка;

л
а'1 -Оф —матрица ковариаций оценки я|з. Гипотеза Н а 
состоит в равенстве вектора ^  некоторому заданному 
г|50. Если гипотеза И 0 неверна, то скорее всего откло-

л
нения гр— от нуля велики. Рассмотрим величину мо­
дифицированного отклонения

( ^ —'Ф о Г ^ Ч ^ - ^ о ) -
Учитывая форму записи квадратичной формы через 
соответствующий след матрицы:

a TB a = S p a  а'В,

имеем

- T - E W - ' M W = - г 5 р Е \ ( Ц - % ) ( Ц - Ц о У ] П * ‘1 =  
k  k

- j - S p £ [ ( o | ) - i i> )  1 (Ч>— "Фо)][(Ч»— Ч>) I-
k

■ Н Ф - 'Ы Г Я ф  ‘ = - 7 - SP Е ( У - У № - У У О * 1-)- 
k  

t  y S P ( ^ - % ) ( ^ - 1l3o)T̂ r 1 ^



=  ^ - Э р л у л  М —|-(Ч»—Ч’о Г ^ Ф ’("Ф—■ф0) = ° 2Н- k k

+  Ч>о). О - 8 0 )k

В (1.80) через ^  обозначено истинное значение пара­
метрической функции. Соотношение (1.80) равно а2, 
только когда т - с. при гипотезе И 0.

Так как матрица Ар неотрицательно определена, то 
-1  Л(г]з—'^)тЛф (1|з—^ ) > 0  и (1.80) -превосходит а2 тогда и 

только тогда, когда гипотеза /Уп неверна. С другой

с т о р о н ы ,^ ! ------- ф ( в ) ] = о 2 безотносительно к истинно-
\ п ~ г  1 

му значению неизвестных параметров 0 .
Поэтому у отношения

л _  w  гл , л
#=■__(Ч><— Ч»о)Т'£ ,-> (Ф  (Ч ’ - ^ о )  , , o i \‘ Wmji=F)— =-----ш----- <Ш)

числитель в среднем превосходит знаменатель, когда 
гипотеза # 0 неверна и величина превышения зависит

о т Т ( ^ о ) тМ '1 > —’U  Таким образом, большие зна­

чения статистики F  указывают на нарушение гипотезы 
H Q. Если выбрать /%,,*, „-г из условия

а , к , П т - г )  я ,

то  критерием

( | 8 2 )
KSг

можно пользоваться для проверки гипотезы Н 0 с уров­
нем значимости а.

Для вычисления F  можно воспользоваться другой 
процедурой с использованием утверждений 4, 5 теоре­
мы 6. Учитывая, что

-<?/Р )-< ?(в ),  (1.83)

(1.81) запишем в виде 

2* 35



[Q-?(P)-Q(Q)l(»-/~) _ ( , 84)

kQ(b)
Соотношение (1-84) важно потому, что дает явное вы­
ражение числителя статистики /•' из (1-81), используе­
мое в дисперсионном анализе.

II. Получим теперь совместные доверительные ин­
тервалы для величин

Л е м м а  5.  Д ля  любых двух векторов-столбцов х,  у 
и положительно определенной матрицы А В ТВ

v M - 1 v= m ax  . (1.85)
х х тА х

Равенство достигается при линейной зависимости меж­
ду векторами.

Д  о к а  з а т е  л ьс  т в о. При доказательстве пополь­
зуем неравенство Коши-Буняковското для двух вещ ес­
твенных векторов

(v tu,)'1<'{vyv)(uru), (1-86)
где равенство достигается при линейной зависимости 
между векторами и и v.  Обозначая / г = б т~1у, v = B k, по­
лучим из (1-86)

( х ' у ) < ( У тА - ' у ) ( х ' А х ) ,
откуда

^ Т г - < ( У тАу).  (1.87)
х тА х  '

Учитывая, что при линейной зависимости между век­
торами y i H ^ B  (1-87) остается лишь знак равенства, 
получим при максимизации левой и правой части (1.87) 
по х  формулу (1.85).И 

Т е о р е м а  7.

P { \ i t?( ^ —^ ) \ ^ s Y k F a . , k , n-rU.TD^U ) =  1—а (1.88) 

для всех векторов к е / . * .
Л

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим в (1.85) у=г|)—гр, 
A = D ^ ,  тогда

н — ч>)=  j _ m a). к ( $ - > ) | »  _ , ,  8 9 )

k s2 ks2 и u ' D / i



И з (1 .8 2 )  с л е д у е т ,  ч т о

ks2
Откуда с учетом (1.89) получим

«,t , »—г [—•!—я.

/ м ш а х ^ — ^  ^  < s 2£ / \ , ,  к,п-г = 1 — “ . (1-90)

Из (1.90) сразу получаем доказываемое утверждение. ■ 
Из (1.88) следует, что для отдельно взятой функции
и 7 '\

р { \ а \ ^ —^)1^$,У1^а,к,п-гИЧ)^и } > 1 — а. (1 .9 1 )



Г  лава II

ПЛАНИРОВАНИЕ РЕГРЕССИОННЫХ 
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Этот тип планирования возникает в случае, когда 
необходимо выяснить поведение изучаемого объекта в 
целом, т. е. необходимо найти такую функцию, кото­
рая определяет связь между выходом „черного ящика" 
и входными величинами. Эта задача называется иногда 
задачей поиска математической модели изучаемого 
процесса, задачей по выяснению механизма явлений и 
т. д.

Считаем далее, что выполняются предположения о 
виде среднего значения наблюдений (1.3) и о ковариа­
ционной матрице (1.3.5), (1.48).

§ 1. Сравнение экспериментов. Функция потерь

I. При планировании эксперимента исходят из соот­
ветствующего критерия оптимальности. Чтобы задаться 
этим критерием, необходимо уметь сравнивать различ­
ные эксперименты. Д ля  этого уточним и формализуем 
понятие эксперимента, о котором говорилось Во введе­
нии, зафиксировав условия проведения опытов и резуль­
таты наблюдений. Обозначим через / -й экспери­
мент.

Определение 1. Экспериментом Е(/) будем называть 
совокупность матрицы планирования Х и\  матрицы ко- 
вариаций наблюдений D(,y{i)) и самого вектора наблю­
дений у(/).

При определении эксперимента возможны некото­
рые вариации. В частности, матрицу планирования в 
определении 1 вполне можно заменить планом экспе­
римента (0.3), т .  к. между ними существует взаимно­



однозначное соответствие, а матрицу ковариаций наб­
людений в наших условиях можно заменить дисперси­
ями наблюдений, т. к. компоненты вектора у, по пред­
положению, некоррелированы.

Эксперимент Е(1) отличен от эксперимента Е <2\  если 
хотя бы одна из величин, входящих в определение, 
при / -1 отлична от соответствующей величины при 
1 —2. Будем считать, что эксперимент Е<л предпочти­

тельнее эксперимента Е<2), если значения оценок И (или

т|(х))  эксперимента Е*1» „ближе* к истинным значениям
0  (или г|(х)), чем для эксперимента Е('2).

Введем меру близости оценок к истинным значениям. 
При вычислении расстояния между оценкой и истин­
ным значением будем опираться на матрицу ковариа­
ций оценок параметров, которую для эксперимента Е(;) 
обозначим

D(Eu,)= /3 (6 (E ,y)))t

где 0 (Е (;))—оценка параметров в эксперименте Е1̂ . 
Обозначим через L 1 Д ^ (/))] меру близости между

оценкой 0 ( Е (/>) и истинным значением 0. Таким же 
образом будем обозначать расстояние между оценкой

л ..
поверхности отклика t((.v, Е'у ), полученной из экспери­
мента Е(/), и истинным значением этой функции ri{x),

т. к. в конечном итоге свойства оценок vj(jc, Е1;)) оп ­

ределяются свойствами оценок 0 ( Е (;)).
Функционал L {£>(Е(/)}] можно определить различным 

способом. Перечислим некоторые формы задания функ­
ционала.

1. Z.[D(E(/))l =  |D ( E (y,) | ,  (2.1)

где вертикальными скобками обозначен детерминант 
матрицы. Эта форма основана на понятии обобщенной 
дисперсии при оценке параметров 0, которая равна

А
определителю дисперсионной матрицы оценок 0.

2. Z.[£>(E,' , ) ] - S p f l ( E <y)). (2.2)



Здесь в качестве меры близости выбран след матрицы, 
который равен сумме дисперсий оценок параметров в.

3. L \ D ( Е(у>)] = m a x  Du (Е(7)), i- A~m. (2.3)

Выражение (2.3) в особых пояснениях не нуждается.

4. Если в 1) : 3) вместо / ) (E (yJ) = D ( e ( E f-/))) везде 
поставить

D{ Лт0( Е (Л) ) = U D  (Е(Л )[., (2.4)

где L —линейное преобразование, то получим вид фун­
кционала, более общий по сравнению с 1 )-^-3). В час­
тности, если L —Im,  то будем иметь 1) ; 3) в чистом 
виде. Если L — [/h 0], /< /« ,  где 0 —матрица нулей раз­
мерности / Х ( / п — 1), то будем иметь выражения 1) ; 3), 
касающиеся лишь части параметров 0 Ь 0 С,...,0/, пред­
ставляющих интерес для экспериментатора, и т. д.

Выражения 1 ) 4 )  основаны непосредственно на дис­

персионной матрице 0 ( 0 ) .  Однако можно ввести рас­
стояния, основанные на дисперсии оценки поверхности

отклика d ( x , 11 ) = d ( x ,  Е(/)).

5. A [D (E <y))l =  niax d ( x , Е (>)). (2.5)
x^Y,

6. L [ D ( E 0)) \ = $ d ( x , E U))dx.  (2.6)
г

Обычно различают следующие случаи:
а) область Z  совпадает с областью £2*, где возмож­

ны измерения (задача интерполяции);
б) область Z  не имеет общих точек с областью £2* 

(задача экстраполяции);
в) область Z является частью области Q*.
11. Сравнивать эксперименты, основываясь только на 

конечных результатах, не совсем правильно-При срав­
нении необходимо учитывать, какой ценой эти резуль­
таты достигнуты. Введем затраты т, под которыми бу­
дем понимать время, деньги, материальные средства 
и т. д., затраченные на проведение эксперимента. 
Теперь введем функцию потерь /?(Еи)) эксперимента, 
учитывающую как затраты т, так и качество оценива­
ния /_[D(E(/))] в виде



Я (Е ,' ,) - т - Н Щ / ) ( Е ,' ,)|, (2.7)
где А—нормирующая константа.

Теперь уже более конкретно можно сказать, что 
если

/?(Е(1)) <  /? (Е (2)), то Е(1) предпочтительнее Е(2).

Если в опыте i произведено’ г, наблюдений и сто­
имость каждого наблюдения равна с, то t=cvV, где

П
N — v  гi—число всех наблюдений. При этом функция

/-I
потерь приобретает вид

/?(Е(У)) C/V-I - к /. [ П{ Е(/))]. (2.8)

В общем случае (функция ^(л-, в).—произвольная) фун­
кция потерь зависит от всех характеристик экспери­
мента Е<^. Однако при линейной параметризации (^(х, 
Н) -Нт/(л :))  функция потерь зависит только от вели­
чин г,-, х (, и не зависит ни от результатов изме­
рений у, ни от истинных значений параметров W. Д е й ­
ствительно, с учетом (1.56) запишем

D (Ey,) - < r W - ' ;  V  п  Ц х Л Д х Л П ъ ) .
<-1

Поскольку функционалы (2.1) -(2 .6)  зависят лишь 
от элементов матрицы /J (E (/)) и функций f ( x ) ,  то функ­
ция потерь за зю л т  только от значеш й r u x h i — l,n.

§ 2. План эксперимента. Центральные планы. 
Непрерывные нормированные планы

I. Сформулируем в виде определения понятие пла­
на эксперимента, данное во введении.

Определение ‘2.  Совокупность величин

■̂1* ^2’**.,^/м
г  1, г (2.9)
П

v  г, --JV
i—i

называется планом E(/V) эксперимента. Совокупность 
точек ,vb х 2 х п называется спектром плана.



План (2.9) иначе называется точным планом экспе­
римента. Как указывалось во введении, матрица плана 
X  и план Е ( N )  эксперимента взаимнооднозначны. 
Можно найти центр плана Q r

по формуле
*0 — 1*01. ^02i--4^-npl

1 N
х 0 ™ /_1

( 2 . 10) '

если задана матрица плана, или

x"~wk‘x‘
в векторном виде, если задан план E(jV).

Определение 3. Планирование называется централь­
ным, или, что то же самое, план называется централь­
ным, если центр плана расположен в начале координат.

Согласно определению 3 л:0= 0 .  Очевидно, что вся­
кий план

E(/V) = Г\, Г Г п

/=.1

путем замены переменных л:;= х , —х0, г д е х ^ Л ^ ’^ у ,* , ,

может быть преобразован в центральный план E(jV).
И, наконец, о размерности переменных. Реальные 

факторы являются размерными величинами. Иметь дело 
с такими переменными довольно неудобно. Существу­
ют способы, как перейти к безразмерным факторам. 
Все они связаны с масштабированием факторов. Пусть, 
напрлмер, размерный фактор x h i — \ ,p  принимает зна­
чения x,,r<Cx,-Cxie. Сделав простейшую замену пере­
менных:

X j  X qi А X le X[п -  X 1в~\~ Х/н / о  1 1 V
X t  = -------- ;--------- ,  --------- ----------, Х 0 1— ----------- ----------  ,

Д/
получаем безразмерные факторы x h центр эксперимен­
та находится в начале кооринат (л:0= 0 ) ,  область



имеет^стандартный вид и определяется неравенствами 
— / -1 , /л

Таким образом, в дальнейшем будем считать, что 
факторы—безразмерные и планы—центральные.

Определение 4. Нормированным планом b(N )  назы­
вается точный план, заданный совокупностью величин:

"'-ь -*"2> • • • л>
Ри Р2,...,Рп, (2.12)

£ f t = l ,  P i ~ .
( 1 N

Поскольку 'функция потерь зависит теперь не от 
всего эксперимента, а лишь от его ила hi, то в даль­
нейшем будем обозначать ее fJ(E (N )) или R(e(N))i 

Элементы информационной матрицы M(E(W)) м ож­
но выразить непосредственно через величины ph ( г =
=  1,«) и N:  

или
M ( E ( N ) ) = N M  (s(N)),  (2.13)

где

M(*(N))-~2 Pl 4 x t) f ( Xi) r ( x t) (2.14)
i -i

есть информационная матрица нормированного плана. 
Из (2.13) следует, что

D (E (N ))^N -^D (e (N )); D (s(N)) ,-о*М -'(б(М )).

Для заданного нормированного плана г(Ы) функция 
потерь имеет вид

R [ N ,  s ( N ) \ = N c + k l V - "  | D(b( N ) )  | ; (2.15)
д ля  случая (2.1) и в остальных случаях

f i ( N , t [ N ) ) = J V - c + k N - lL[D(B(N))],  (2.16)

где функционал £ [ • • • ]  определяется одной из формул 
.(2.2) : (2.6) с соответствующей заменой в них D (е<'>) 
на D(s(IV)). Обобщение на случай, когда йнтерес пред­
ставляет лишь часть параметров {1<т),  очевидно.



II. Построив функцию потерь, мы свели планирова­
ние эксперимента к некоторой экстремальной задаче, 
а именно—к поиску минимума функции потерь по N  
и £(-/V):

niinR \ H , b{N )] = R [ N * ,  z*(JV)]. (2.17)

Решение данной задачи принципиально возможно, но 
объем вычислений чрезвычайно быстро растет с увели­
чением числа неизвестных параметров и размерности 
факторного пространства. При некоторых дополнитель­
ных предположениях решение задачи (2.17) сущест­
венно упрощается.

Пусть N  настолько велико, что функцию потерь 
можно рассматривать как непрерывную по W. Введем 
понятие непрерывного нормированного плана.

Определение  5. Непрерывным нормированным пла­
ном е называется совокупность величин:

х и Х 2 , . . . ,  х п ,

РиРг. . . ,Рп,  (2.18)

2 Л = 1 ,  0 < А < 1 .  
i- i

Из определения непрерывного нормированного пла­
на видно, что он, в отличие от нормированного плана, не 
зависит от общего числа N  наблюдений. При сравне­
нии (2.18) с (?.12) замечаем, что для плана е величи­
ны р, могут изменяться непрерывно в интервале [0,1], 
а для плана e(7V) эти величины могут изменяться дис­

кретно с величиной дискрета . В связи с этим нор­

мированные планы e(7V) иногда называют дискретными 
планами.

В наиболее общем случае множество точек спек­
тра плана (2.18) может совпадать с множеством всех 
точек, принадлежащих некоторой замкнутой области 
Q.x , При этом непрерывный нормированный план будет 
характеризоваться некоторой мерой £(л:), заданной в 
области действия Qx и удовлетворяющей условиям:

S d \ { x )  =  1; ?(*)>■ 0; л е й * .
Г)“*Л*

Обобщая (2.14) на данный случай, можно записать



М ( г ) ^ Ц х ) / ( х ) Г ( х ) а \ ( х ) . (2.19)

В случае непрерывной меры (2.19) примет вид
М ( г ) = \ l ( x ) f { x ) f ( x ) p ( x ) d x ,  \ p ( x ) d x = 1. (2.20)

Для чисто диск ретного случая (мера сосредоточена в 
конечном числе точек) функцию р (х )  иногда удобно 
считать равной

р (х )  -  v p f t x — x ^ ,
1

где о(л:)—дельта-функция Дирака. Функцию р ( х )  бу­
дем называть функцией распределения затрат.

Ш. Задание меры ^(л:) или функции р(х)  полностью 
описывает план е. Очевидно, что при N^>n

ruin R ( N , a ( N ) ) m \ n R ( N , z ) ,  (2.21)
N , t { N )  N , i

Найдем минимум правой части (2.21) при заданном е и 
Л (е)= | £)(е) |. С учетом (2.15) получим

dR( JV, е)
d N

Оптимальное число N  наблюдений соответствует кор­
ню (точнее, одному из ближайших к нему целых чи­
сел) этого уравнения

N*- тк | D(z) 
с

Если учесть теперь (2.16), то

т \-1

N *  — kL\D{i )  1 1/2

(2 .22)

(2.23)

Поставляя (2.22), (2.23) в (2.15), (2.16) соответственно, 
получим

1 1

R ( t y - { k m c  )m|1( l  |- /я -1) | О Д Г ' и ; (2.24) 

R { t ) = 2 k '  *c2 \ L ( D { t ) ) \ ^ . (2.25)



Из (2.24), (2.25) видно, что функция потерь при любом 
N  является строго возрастающей функцией от |Л (е ) | 
или /,[D(e)]. Следовательно, ее минимальное значение 
достигается при таком непрерывном нормированном 
плане, который минимизирует | D(e) | пли, соответствен­
но, /.[£)(£)]. Значение inin |D (s ) |  или niin L [D (s)] не

зависит от N .  Этот простой, но весьма важный в даль­
нейшем факт следует непосредственно из определения 
5 непрерывного нормированного плана.

Таким образом, планирование эксперимента в рас­
сматриваемом случае сводится к отысканию плана г*, 
минимизирующего | / J ( s ) |  или одну из величин £[Л)(е)], 
” последующему вычислению оптимального числа из- 
м 'рен:пг N*.

За большинством планов, минимизирующих ту или 
иную нормированную величину (2.1) :■ (2.6), в литера­
туре по планированию эксперимента укрепились соб­
ственные названия. Например, планы, минимизирую­
щие величину определителя | / ) ( е ) | ,  называются D-on-  
тимальными;  планы, минимизирующие max d ( x ,  е ) =

X
—max f r( x ) D ( z ) f ( x )—минимаксными  илиG-оптималь-

X
ны м и ; минимизирующие среднюю нормированную дис- 
П е р с и ю  т - 1 SpD(e)— А —оптимальными;  м и н и м и з и р у ­
ю щ и е  1)п(г)—минимаксными в пространстве парамет­
ров.

В нашем курсе будут рассматриваться /)-оптималь- 
ные и (/-оптимальные планы. В курсе лекций также 
будут еще разобраны ортогональные и ротатабельные 
планы. Они вытекают из не столь четких критериев 
оптимальности, но позволяют достаточно просто и эф­
фективно ставить эксперимент и обрабатывать наблю­
дения.

§ 3. Основные свойства информационной матрицы

Как было показано в предыдущем параграфе, каче­
ство планирования определяется дисперсионной матри-

А
цей оценок параметров 0, которая, в своюо чередь, зави­
сит от информационной матрицы, и изучение ее свойств, 
поэтому, является нашей ближайшей задачей.



Прежде чем рассматривать свойства информационной 
матрицы, приведем некоторые полезные определения.

Будем обозначать через S„ евклидово «-мерное 
пространство векторов sT-  [sb s„]..

Определение 6. Множество 5  называется выпуклым,  
если любая точка

s = ( l — oO sH -aSa,

где
S i e S ,  s2^.S  и 0 < ( 7 < 1 ,  

принадлежит этому множеству.
В частности, множество S* точек 5*

ь
5*=  2  *is i . 

i-1
где

V ai= l ,  < > ,е5 ( /= 1 ,£ ,  £ = 1 ,2 , . . . )

является выпуклым множеством, т. к.

( 1 —  a )s j  - f  a i '2= (  1—  a ) V  a.^)s i- \ - a . \ la . f)s l = y iais l — s *,

где

a /— (1 - a )a ]u - f  a a p .

Определение 7. Множество S* называется выпуклой  
оболочкой множества 5.

Примеры выпуклых оболочек даны на рис. 2.1.

Рис. 2.1

Теорема К арат еодори.  Всякую точку s* в выпук­
лой оболочке S* любого подмножества 5  «-мерного 
пространства можно представить в виде



Доказательство теоремы опущено.
Сформулируем и докажем теперь некоторые свойства 

информационной матрицы.
С в о й с т в о  1. Для любого плана в информацион­

ная матрица М (в )—положительно полуопределенная.
Для доказательства достаточно показать, что для 

симметричной матрицы М(г)  и любого вектора г  с дей­
ствительными компонентами квадратичная форма

zrM(e)z>0.
Умножим выражение (2.19)

M ( i ) 4 4 x ) f ( x ) f T( x ) d t ( x )
< >~Х

слева н справа соответственно на г т и г .  Тогда 

z tM ( b ) z  =  f zTk(x) f (x) fT(x)zd & ( * ) =
~X

^ \ { г У ц х )  f(x)\4\{x)>,0.
о
"X

Таким образом, информационная матрица положитель­
но полуопределена.

С в о й с т в  о 2. Матрица М(е )—особенная (| М(е-) |= 0 ) ,  
если спектр плана е содержит меньше, чем т  точек 
(т число неизвестных параметров).

Если число точек плана конечно, то

М(е) 'vpil(xi) f ( x l) f r(xl). 
i - t

Докажем, что ранг гм информационной матрицы удов­
летворяет соотношению

г м < п .
i

Воспользуемся следующими сведениями из линейной 
алгебры: если А, В, С —матрицы соответствующих раз­



мерностей, а г А, г д, г с —их ранги, то г г/ ' г л ; г„, если 
С А В; гс<гш'п(гл, г в ), если С = А - В .

Теперь нетрудно надеть, . что ранг вектора f { x t) 
равен единице, ранг матрицы f (X i )  f ' (X t )  равен едини­
це, а ранг информационной матрицы не больше суммы 
рангов матриц А >.(*,)/(.*/) / т(,*/), т - е -

Г м < п .

Если «.</», то гм < т  и, следовательно, матрица УИ(е) — 
особенная.

С в о й с т в о  3. Множество матриц УИ(в), соответст­
вующее всем возможным нормированным планам, явля­
ется выпуклым.

Пусть £[ и е2 — Л.ва произвольных нормированных 
плана, заданных на множестве £2Д.. Пусть каждый из 
этих планов характеризуется соответственно мерой ^ (х )  
и мерой $2(х). Тогда под линейной комбинацией этих
планов . п  „

r ( 1 / 1 ~1 2

подразумевается нормированный план с мерой

s( * ) h i - < * : № h  ^ 2( * ) .

Легко проверить, опираясь непосредственно на опре­
деление информационной матрицы (2.19), что матрица

М  ( 1 — а)УИ(г!) | а Ж ( е 2) ( 2 . 2 6 )

также является информационной матрицей нормиро­
ванного плана е, заданного на Од., т. е. принадлежит 
рассматриваемому множеству

/ w = ( i - ® ) J  Ц х ) / { х ) Г ( х ) а ш )  \-
"х

+  * p \ x ) f ( x ) r ( x ) d U x ) = *
*Х

= p.{x) f{x) fT(x)d\{x).
пX

Отсюда и из определения 6 выпуклого множества сле­
дует, что множество информационных матриц, соот­
ветствующих непрерывным нормированным планам, 
заданных на Ц,, выпукло.

С в о й с т в о  4. Д л я  любого плана е всегда найдется
т ( т \ \ )

плане, спектр которого содержит не более чем----- ~----- I



-|-1 точек и информационная матрица которого М(г}  
совпадает с информационной матрицей М(е)  плана е. 

Так как информационная матрица симметрична, то
т(т4-1)она полностью описывается— —^ ----  элементами, т. е.

каждой информационной матрице можно сопоставить 

вектор размерности _ Непосредственно из оп­

ределения информационной матрицы следует, что мно­
жество векторов, определяющих информационные мат­
рицы Л/(в), где е—произвольные нормированные планы, 
являются выпуклой оболочкой множества, состоящего 
из векторов, соответствующих информационным мат­
рицам М(г(х)) ,  где спектр плана е(х) состоит из един-

П
ственной точки х ,  т. к. A f(e)=V A J(e(x /)). р,. Отсюда и

из теоремы Каратеодори вытекает утверждение 4.
Свойство 4 особенно важно с практической точки 

зрения. Оно говорит о том, что для любого плана 
эксперимента е с числом точек, превышающим п =

- +  1, и информационной матрицей/И(е) всег­

да  можно найти план е с числом точек, меньшим или 
равным п, который при тех ж е затратах будет иметь

информационную матрицу Ж (е )= у И  ( е ) . Иными 
словами, Для плана е всегда найдется план с меньшим 
числом точек, но эквивалентный ему в смысле (2.1)-*- 

(2.6). Таким образом, распределение измерений боль- 
( т -1 1 ) т  . л

ше, чем в п= - — ^ — (-1 точках, никакой выгоды с

математико-статистической точки зрения принести не 
может.

§ 4. Эквивалентность D-оптимальных и минимаксных
планов

Вообще говоря, не существует универсальных опти­
мальных планов, которые удовлетворяли бы всем крите­
риям оптимальности.

Но некоторые из критериев оптимальности оказыва­



ются тесно связанными между собой и для них удастся 
построить единые оптимальные планы. Обсудим связь 
между D -оптимальпимн и минимакснымн планами. Эти 
критерии сравнивают результаты эксперимента в разных 
пространствах — в пространстве параметров п в прост­
ранстве результат измерения — контролируемые пере­
менные. Поэтому существование планов, одновременно 
оптимальных по каждому из этих критериев, является 
удобным для экспериментатора.

При pi=riJV~\  где г  I, N —целые, не удается полу­
чить общих выводов по этом.у вопросу. При переходе 
к непрерывным планам, которые являются хорошим 
приближением к действительности при больших N ,  мож­
но утверждать, что минимаксные и /^-оптимальные 
планы эквивалентны для случая равноточных измере­
ний, т. е. при Ц -v) 1.

Для доказательства этого фундаментального утверж­
дения нам потребуются следующие вспомогательные ут­
верждения.

Л е м м а  1. Пусть информационная матрица произволь­
ного плана е неособенная. Тогда:

1. Взвешенная сумма дисперсий оценки поверхности 
отклика d(x ,  в), взятая по всем точкам плана е, равна 
числу неизвестных параметров т

\ ^ p M x i ) d ( X t ,  e)==w,
«-I

в более общем случае
(' Цх)(1{х , в)с1 \ ( х ) = т .

siX
2. Минимальное значение шах A(x)d(x,  е) не может

х е ~х
быть меньше т

max l ( x ) d ( x ,  e )> m .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. При доказательстве перво­
го утверждения используем следующее соотношение 
для векторл а  и квадратной матрицы В:

a TZ ?a= Sp(S aaT),

которое проверяется при поэлементной записи. В част­
ности, для дисперсий оценки поверхности отклика d(x,B) 
имеем



d { x , i ) = r ( x ) M - ' { z ) f ( x ) = S v M - \ i ) f { x ) f { x ) ,  (2.2 7) 
откуда

\ 4 x ) d ( x ,  e)rf£(jc)=r l ’( x ) r ( x ) M - ' ( t ) f ( x ) d H x ) =  

= S p A /- i ( e ) j ,X (jc ) /(x ) /T(x)rfS (x)=SpyW -I(e)yW(s)=

=  Sp /„,=/«.

2. По теореме о среднем из утверждения 1 доказы ­
ваемой леммы можно записать

e.)d $ (л : ) = ^ * [ d l ( x ) — d * = m ,
‘2х {ix

где
niin X(x)of(x, e)<rf*<;niax l (x )d (x ,£ ) .

X  X

Поэтому
шах Ц х ) й ( х ^ ) ^ т . Ш

X

При формулировке следующей леммы необходимо 
ввести понятие выпуклой и вогнутой функций.

Определение 8. Если 5 —выпуклое множество, то 
числовая функция, определенная на 5 ,  называется вы­
пуклой, если для всех sb s2e S  и всех а, удовлетво­
ряющих условию 0 < а < 1 :

/ [ ( 1 — e ) s H - a s 2] < ( l — ■<*) / (Si )  +  « / ( S a ) ,

и называется вогнутой, если
/ f ( l - a ) s 1 +  a s 2] ' > ( l - a ) / ( s 1) + a / ( . 9 2).

Если эти неравенства являются строгими при s j - s 2, 
0 < a <  1, то функция /  называется соответственно стро­
го выпуклой'или строго вогнутой.

Л е м м а  2. Функция In \M(s.)\,  где М(&)—информа­
ционная матрица плана е, является строго вогнутой 
функцией от матрицы М(в).

Д  о к а з а т е  л ь с т в  о. Для доказательства утверж­
дения используем теорему о вогн/утости определителя 
симметричной положительно определенной матрицы. 

Есаи матрицы А  и В  положительно определены, то
| ( 1 —а) Д -f-a в  \ ^>\ Д |1-а | /? |а, (2.28)

причем равенство имеет место-, если только А = В .



Ранее было показано, что множество 'матриц М(в)— 
выпуклое множество. Поэтому, используя (2.28), полу­
чим

I м  1= I ( l - a M - f  « М 2 1> | Af, Г “ I М 2 Г, (2.29)
где

My t Л /2.
Логарифмируя - левую и правую части неравенства 
(2.29), получим выражение, доказывающее лемму:

1п|Л* | > (1  —а )1 п |Ж 1|+ а 1 п |Ж 2|';И

Л е м м а  3. Пусть имеется два плана ej и е2 с инфор­
мационными матрицами М(вх) и М {ц ) .  Тогда

~-1п | Щ * )  | = 5 р Ж - 1(е)[УИ(е2) - Ж ( е 1)], 
до

где Ж(е)—информационная матрица плана
е = (1  —a)£i i ae2, 0< !а< 1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Основано на формуле, полу­
чающейся при нахождении производной логарифма 
определителя неособенной матрицы А  по параметру

± \ n\ A \ = S p A - ld̂ ,  (2.30)
(Д

дА .
где ^ - —матрица производных от элементов матрицы А.

Соотношение (2.30) можно получить, если определитель 
матрицы А  представить в виде

И  1 = 2  ( - D - M , * , , л 2*2 . .  -Аткт=
т

= 2 ( - 1 ) * П Л * , ,  (2.31)
/-1

где k l ..rk m пробегает все т\  перестановок из чисел—
— 1,2,__/77; k —число инверсий в каждой перестановке.

Взяв производную от логарифма выражения (2.31), 
после несложных преобразований получаем (2.30). 
Используя (2.29) с учетом (2.26), б|удем иметь

-^-1п \M(z)  I = S p 1 —
д а да.



. = S p M - i ( e)[Af(e3) - A f ( ei-)].H

Т е о р е м а  /  (теорема эквивалентности).
Следующие утверждения:
1. план е* максимизирует \М (в ) \  (минимизирует

1О Д 1 );
2. план в* минимизирует max K(x)d(x ,  в);

x e 'JX
3. max ' k{x)d(x,  в*)=-т—эквивалентны меж ду собой.

Информационные матрицы всех планов, удовлетворя­
ющих 1 :-ЗГ, совпадают между собой. Любая линейная 
комбинация планов, удовлетворяющих 1 -:-3, также 
удовлетворяет 1-:~3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
1. Покажем, что из 1 следует 2. Пусть план в* мак­

симизирует \М(в)\.
Рассмотрим план, соответствующий линейной ком­

бинации плана е* и некоторого произвольного плана г;

£ = ( 1 — а)г*-|-ае.
•Согласно лемме 3

~ \ п  | М  (в) | U = S p  ’М ^(в ) [ М ( в )~ М ( в * ) ]  |._0=  
да

= S p A f - I(£;f!)[7W(£)-/W(£;,:) ] = S p A f - 1(s^)Af(E)-//?.
Так как план в* максимизирует |Af(e)J, то

din | М(г) | ^  
д а «„.о

Предполагая, что спектр плана е состоит из одной точ­
ки, с учетом (2.27) получим
S pA f-‘(s* )Л4(е(л:))-—wz=Sp /И-'(е*)Х(х) f ( x ) f \ x ) —m— 

- - Ц х ) Г { х ) М - 1( в * ) / ( х ) —т = Ц х № { х , в * ) — т <0 . (2.32) 
Но из леммы 1

шах k(x)d(x,B)'> т. (2.33)
*&х

О бъединяя (2.33), (2.32), получаем следующее выра­
жение:

k(x)d(x,  £*)-<m<max k(x)d(x,  е), (2.34) 
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из которого непосредственно [следует
шах Ц х ) ё ( х ,  z*) ^ t n  ^ max Ц х )  d ( x ,  е ) .  (2.35)

х&х
Из (2.35) непосредственно вытекает, что D -оптималь­
ный план £* является и минимаксным

max Ц  x )d (x ,  e*)=m in max ' k(x)d(x,  e )= m . (2.36)
x£~x x^ x

2. Пусть теперь верно утверждение 2 теоремы, т. е. 
план s* минимизирует шах %(x)d(x,  е). Необходимо дока- 

-*е“г
зать, что он /Э-оптимальный.

Пусть план £*—не />оптимальный; тогда, в силу 
строгой вогнутости 1п | Ж( е) | ,  найдется такой план г, 
что

^ 1 п | ( 1 - а ) М ( е * ) +  а Ж ( е ) | | а„ 0=  
да

= S p M - ' ( t * ) M ( E ) - m > 0 .  (2.37)

Но согласно свойству 4 информационной матрицы лю­
бой план можно представить в виде суперпозиции 
т(т+1) .
— g— г+ 1  планов t ( x ;), содержащих одну точку в 

спектре с матрицами УИ(г(хг) ) = А ( х , ) / ( х / ) / т(л:; )(г=1,2,...

^ - f l ) .  Поэтому, не ограничивая общности, мож­

но считать, что £ состоит из конечного числа точек. 
Тогда с учетом (2.27)

S p M -1̂ * ) ^ ) - / ^  V ^ j ^ S p M - ^ e * ) / ^ ) / ^ , . )  m =  
i - \

=  ^ P i 4 x i ) d ( x i  
i-i

Из (2.36) следует, что для минимаксных планов е* 
X(x)d (x ,  е*у<т, тогда

SpyW-1(E*)yW(£)— pl%(xi)d(xi е*)—т /?г=0.
<-1 i-i

(2.38)

Неравенства (2.37), (2,38) противоречивы, следователь­
но, e * - , D - оптимальный план.



3. Докажем теперь эквивалентность утверждений
1 и 3, 2 и 3.

Из эквивалентности утверждений 1 и 2 и выраже­
ния (2.36) следует, что для D -опт'имальных и мини­
максных планов утверждение 3 выполняется. Теперь 
допустим, что утверждение 3 выполняется

шах Ц х ) й ( х ,  £*)—///. (2.39)

Из (2.39) и утверждения 2 леммы 1 можем записать
т шах Я(д-)аг(д-, £* )^ш ах  Х(х)а,(х ,е) ,

ле"л-
откуда следует, что е*—минимаксный, а следовательно, 
и /^-оптимальный план.

4. Пусть планы et и е2 с информационными матрицами 
М (в{) и М(е2) являются /^-оптимальными и УИ(£1)^уИ(е2). 
Рассмотрим информационную матрицу, соответствую­
щую композиции планов ^  и е2:

Л 1 (£ ) - (1 -а )Ж (£ 1) +  а/И(£2).

Согласно лемме 2:
In |/И(е) I > (  1—a) In \М  (£() I -| а In I М(а2) |. (2.40) 

Но по определению D -оптимального ^лана
\ М ( Ч )\ =  \ М ( г 2)\ |М (е)[. (2.41)

Нетрудно видеть, что (2.40) и (2.41) не противоречат 
друг другу, если

M(£t ) ^ ( з2)=А/(£), (2.42)

-т. е. информационные матрицы планов, удовлетворяю­
щих 1 3, совпадают между собой. Кроме того, из (2.42) 
следует, что линейная комбинация планов, удовлетво­
ряющих 1 --  3, также удовлетворяет 1 - 3 .  ■

Эта теорема играет важную роль в построении мате­
матического аппарата планирования. Из нее, в частно­
сти, следует, что при ?i (a: )s=1 минимаксные непрерыв­
ные планы эквивалентны непрерывным £)-оитимальным 
планам. Поэтому, доказав какое-либо свойство для 
/^-оптимальЧюго плана, мы можем быть уверены в спра­
ведливости этого свойства для минимаксного плана, и 
наоборот. Теорема эквивалентности является основной и 
при поиске самих Л-оптнмальных планов. Эта теорема



также дает очень простой способ проверки D -оптималь­
ности плана. Для этого достаточно проверить, что функ­
ция X{x)d(x,  е) не превышает т. При этом весьма полез­
ным оказывается следующее следствие теоремы.

Следствие. В точках оптимального плана е* функция 
X(x)d(x,  е*) достигает своего максимального значения «г. 

Предположим противное, т. с. согласно (2.34):
Цх)с1(х,  e*)<wz, (2.43)

где х —одпа из точек плана е*. Просуммируем левую 
и правую части неравенства (2.43) по всем точкам плана 
г? с весами pt

v  р1Ц х 1, B * ) < v  р, m = m . 
i - i  ‘

Но по лемме 1

^ Р1Ц х1 ,е* )=т .  (2.44)
i=i

Получили противоречие, следовательно:
Цх)<Цх,ь*)=т (2 .45 )

в точках оптимального плана г*.
Это следствие .удобно тем, что при проверке плана 

на оптимальность позволяет ограничиться проверкой 
выполнения равенства (2.45) только для точек плана 
x t( i=:\,n)  вместо проверки неравенства (2.34) во всей 
области О*.

Отметим, что выполнение равенства (2.45) в точках 
D-оптимального плана является условием необходи­
мым, но не достаточным.

§ 5. Свойства /J-оптимальных планов

Рассмотрим некоторые полезные свойства /^-опти­
мальных планов.

Обычно желательно, чтобы оптимальные планы 
обладали возможно большим спектром свойств инва­
риантности. Например, для экспериментатора очень 
удобно, когда оптимальный план инвариантен относи­
тельно перехода от одного критерия оптимальности к 
другому. Примером инвариантности подобного рода



может служить эквивалентность непрерывных D -опги- 
мнльных и минимаксных планов Чрезвычай­
но заманчива перспектива построения планов, которые 
были бы оптимальны не только для заданного набора 
функций Г { х ) ^ \ / Х{х), f 2( x ) - ■ - f m{x)\ ,  но и Для воз­
можно более широкого семейства наборов функций 
Г ( * ) Н 7 i (* K  h ( x ) ' - , f m ( x )}- Исследуем, в какой сте­
пени /^-оптимальные планы удовлетворяют указанному 
свойству инвариантности.

Т е о р е м а  2. Пусть / . -н е к о т о р о е  невырожденное 
( | L | ФО)  линейное преобразование

/'<Р( x ) - - f ( x ) ,  (2.46)

тогда план е*, О-оптимальный относительно набора 
f ( x ) ,  'является D-оптимальным относительно набора 
<Р(а-).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть для некоторого плана 
е имеем дисперсионную матрицу D(s) при г\(х, 0 ) =  
= 0 т/ ( х ) .

Регрессионную функцию ^ (х .в )  можно записать 
также в виде

^ ( A - , e ) ^ 0 V ( A ^ / Tf ( A - ) = n - ‘/ ( x ) ,  (2.47)

где t —набор параметров, соответствующий набору фун­
кций ч{х).

Так как равенство (2.47) имеет место при любом х,
то

t = L rQ.
Согласно (2.4)

D ( t , z )  =  L r D{9,z)L
или

| D ( M ) | H / . | 2j / ) ( 0 , s ) | .  (2.48)

.Минимизируя обе части (2.48) по е, получим

min | D ( t , е  ) [= |  L |? min |D (0 , е) |= |  L |“ | 0 ( 0 ,  е*) |, 

т. е.

min | D(t , z )  \ — \ D ( t ,  в*) |.,

•что и требовалось доказать.®



Иногда теорему 2 удобнее использовать в несколько 
иной форме

Т е о р е м а  3. D-оптималыше планы инвариантны от­
носительно любого невырожденного линейного преоб­
разования оцениваемых параметров

^ С $ , \ С \ ф О .  (2.49)
Чтобы перейти от (2.49) к (2.46), достаточно поло­

жить C = L т.
В теореме 2 показано, что D -оптимальные планы 

инвариантны относительно преобразований (2.46). 
Существуют преобразования, относительно которых 
ZJ-оптимальные планы, не являясь инвариантными, пре­
образуются по простым правилам.

Т е о р е м а  4. Пусть контролируемые переменные х  
преобразуются по закону

z = Z ( x ) ,
где Z —невырожденное в области Qx взаимно одноз­
начное преобразование

О Д  
D ( x )

d z ^ x ) d z x(x) d z x{x)
d x x d x 2 d x k

d z 2(x) d z 2(x) dza(x)
d x x dx2 d x k

d z k(x) d z h(x)
d x l d x 2 d x k

ФО

и пусть —/)-оптимальный план для регрессионной 
функции 7j(x, в ) = 0 т/ (^ ) -  с функцией распределения 
затрат р(х) ,  определенной на й*. Тогда функция рас­
пределения затрат D -оптималь'його плана г"г регрессион­
ной функции ri(z, в ) = в тср(2 ) равна]

Щ х )p(z)
П ( г )

р(х) . (2.50)

При дискретном спектре план ег связан с планом ^ с л е ­
дующим образом:

2 1 = 

А.

=Z(A'i); « 2= Z ( j f 2);...; z n=Z(x„);
- Pxs ; Pz'=Px,;.:\ Рг~Р х„ .

(2.51)



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства теоремы 
достаточно проверить, что

'k(z)d(t', sj) <jn при z  e j Z ( A ' ) , x e

Действительно, для плана е*, определяемого (2.50), 
имеем

Ц г Щ г Х ) = Ч г ) П г ) \ \ Ц г ) р ( г М г ) ? Ш г \ - х9 { г ) =

Щ х )
О Д

cp[Z(.t)]X (2.52)

X ? r[Z(x)]
D (x )

d x \ - l<t[Z{x)\=*

^ l ( x ) f T( x ) [ \ K ( x ) p ( x . ) f ( x ) f T( x ) d x ] - 1f ( x ) = X ( x ) d ( x , B x ), 

так как
Ц Ц х ) \ = Ц х )  и 4[Z(x)]=-- f(x).

Поэтому из (2.52)

шах X(z)d(z ,  £г)—max ' k (x)d(x , tx ) ^ m .  (2.53) 
гее, *в*х

Из (2.53) и теоремы эквивалентноати следует, что рас­
пределение затрат p(z) ,  определяемое (2.50), соответ­
ствует D -опТимальном.у плану в пространстве Qz.

Дискретный случай рассматривается аналогично 
(интегрирование при этом заменяется с,уммированием).И 

Изложенная теорема позволяет во многих случаях 
преобразованием контролируемых переменных привес­
ти функции ri(x, 0 )  и А(л:) к функциям, для которых 
D -оптимальный шьан известен или может быть сравни­
тельно просто построен.

§ 6. Численный метод построения /5-оптимальных
планов

I. В настоящее время существует ряд методов 
получения D -оптимальных планов. Все они в конечном 
счете связаны с решением экстремальной задачи

|/J(e* ) |= m in |D (e ) |.  (2.54)



Явное решение [задач на построение £)-оптимальных 
планов оказывается возмож ны м лишь в простейших 
случаях и требует в каж дом  отдельном случае  специ­
ального подхода. В литературе по планированию 
D-оптимальных экспериментов предложено довольно 
много оптимальных планов д л я  конкретных функций. 
Практически все они строятся на основании полуин- 
туитивных соображений (например, из соображений 
симметрии расположения точек плана,- ортогональнос­
ти функций f i  (л;) на точках плана и т . д . ) .  Получен­
ные таким образом планы проверяются затем по тео ­
реме эквивалентности на D-оптимальность. Подобные 
методы оказываются плодотворными, когда  области Ц* 
возможных значений контролируемых переменных л: 
представляют собой простые геометрические фигуры, 
например шар или куб  в пространстве контролируемых 
переменных, а функция эффективности к(х) постоянна 
на Q*. Получающиеся решения обычно конкретные и 
трудно поддаются обобщениям. В более сложных 
ситуациях прямые методы вряд  ли о к аж у тс я  полезны­
ми. Так  ж е  к ак  и во многих други х  математических 
проблемах, усложнение вида изучаемых функционалов 
заставляет обратиться к численным методам поиска 
решений. Одним из простейших, с идейной точки зре­
ния, явился бы прямой поиск максимума определите­
ля | А/(е) |. Однако рее методы, связанные с прямым 
поиском максимума определителя \М(г)\, непригодны, 
т. к . количество переменных, по которым необходимо 
вести поиск экстрем ум а , очень быстро растет с ростом 
числа оцениваемых параметров.

Поэтому необходимо, опираясь на конкретные свой­
ства исследуем ы х функционалов, получить специаль­
ный численный метод построения D-оптимальных пла­
нов, значительно пргвышающий по своим показателям 
обычные методы.

II. Основная и дея ,  используемая при построении 
такого метода, заклю чается [в следую щ ем. Согласно 
лемме 3

- f  m l  * < • > ) ! -да
= S p [ ( l —а)ЛГ(е0) \ aM (s(x))}-'[M (s(x))-M (z0)], 

где =(1 — а)г04-ае(л:); М(е0) —информационная матри-



да некоторого невырожденного плана е0; УИ(е0)—инфор­
мационная матрица плана е(х), состоящ его из одной 
точки л'. При а = 0  б.удем иметь

- p in  | е0) — /и.
О а

При достаточно малых а

<?а а
о ткуд а

ln|/W(Hi)| ^  \п\М(в0)\ -а\ Ц хЩ х,гй) - т \ .  (2 .55 )  
По в силу теоремы эквивалентности

max A,(.\;)<i(.v, £0) —/н=5'>Л),
х&х

и равенство имеет место, если только план е0 D-опти­
мален.

Пусть план £0 не является  D -оитимальным. Помещая
часть затрат в точку х 0, соответствующую max А,( K)d

хеих
(х> eo)i получим при малом а0

ln lA f f e J I s s  1н|/И(е0)| а0о>1п |Л*(е0)|. (2 .56)

Неравенство (2 .56) говорит о том, что план S j - (1 — а0)гп г
I a0s ( x 0) с информационной матрицей sx) лучш е, чем

ео> т - е - l ^ ( 6i) l  > 1 ^ ( £о)1-
Построив план еь найдем точку л^, соответствую ­

щую т а x.k(x)d(x,tl ). Помещая малую часть затрат а
*&х

в эту точку , мы построим план лучший, чем план 
П родолж ая эту  процедуру, получим последователь­
ность матриц М(е0), М(ех),. . . ,  M ( e J  таких, что

l^ (e „ ) J  <  |А/(б1)| < . . . <  |Ж(в,)|. (2 .57) 

Последовательность (2 .57) ограничена сверху : 
|М (8,|<|Ж (в*)| ,

гд е  £*■—D-оптимальный план. Поэтому при п о дх о д я­
щем выборе as она сойдется к |Ж(е*)|.

Рассмотренная итеративная процедура обладает 
рядом недостатков. П роцедура работает при достаточ­
но малых Oj. Последовательность величин as долж на



удовлетворять довольно неопределенному требованию 
сходимости |Ж(е4)| к \М(в*-)\ (as должно при S-+ 00 
стремиться к нулю, но не слишком быстро, иначе пос­
ледовательность { |УИ( еv) |} может сойтись, не достиг­
нув своей верхней .границы). Процедура имеет опера­
цию обращения матриц (при вычислении d(x, е)) и по­
иск глобального экстремума функции i (x )d (x , е), 
требующие очень много машинного времени. При ис­
правлении всех этих недостатков итеративная проце­
дур а  приобретает вполне законченный вид, и ее можно 
реализовать на вычислительных машинах.

HI. П реж де  всего обобщим формулу (2 .55) на с л у ­
чай произвольного <*, заключенного в интервале (0 ,1 ).

Л е м м а  4. Пусть М —невырожденная матрица т Х  
Х т ,  а / -^матрица m Xk , то гда

| M-\-FFJ |==| М || l'k-\-FTM - 4 '  |. (2 .58)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Утверждение (2 .58) непос­
редственно вытекает из следую щ его факта, связанного 
с вычислением определителей матриц, обладающих 
блочной структурой . Пусть

АВ
R--

CD
где  /?, Л, О—квадратные, а Ву С —прямоугольные м ат ­
рицы соответствующих размерностей. Тогда можно 
записать

1 * 1 -

R 1=

АВ A—P D -'C  0
0 / 1 CD С D

\A-BD~1 CIIDI
I 0 АВ Л С

- с л - >  / CD 0 D -C A - 'B

(2 .59) 

=  (2 .60)

Л|| D -C A -'B \
(2.59), (2 .60) легко  получить, если при выполнении 
действий над блочными матрицами пользоваться теми 
ж е формальными правилами, как  и в случае , если 
вместо блоков имеются числовые элементы.
В частности, можно записать выражение

A\\D\,АВ Л 0
01) CD



которое испрльзоналось в (2 .59), (2 .60). Из (2.59),
(2 .60) сл ед ует

| R |=| A -B D - 'C  |( /J>H А II D-CA~'B\.
П олагая теперь А = М , В F, C——F T, D=/k, 
получим необходимый результат  (2 .58) . ■

Теорема 5. Пусть A/(ev) ~ информационная матрица 
невырожденного плана е>г и М(&(х)) —информационная 
матрица плана, сосредоточенного в единственной точке 
л". Тогда определитель информационной матрицы ли­
нейной комбинации этих планов е* | i= ( 1— а)зЛ+ аг(л ')  
равен

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно определению

Последнее равенство совпадает с (2 .61), если учесть, 
что

Из (2 .61) нетрудно видеть, что величина опреде­
лителя информационной матрицы построенного плана 

11 зависит к ак  от величины а, так  и от координаты 
точки, в которой сосредоточен план е(л:). П окаж ем , 
что в сегд а  найдется такая  точка л  и такое а, д л я  ко ­
торых | yW(eJ+i)  |>|/И(е?) |, если план г^не D -оптимален.

Теорема 6. Наибольшее возможное значение опре­
делителя )/И(£л [)| при заданном равно

№ и ) | = ( 1 - « Г  1 + - ^ - ч * ) < / ( * , е , )  .| Ж (д | . (2 .б 1 )
1 —а

М Ы &  (1 -а)М (г,) + *Ц х)/ (х )Г (х )=

| ^ (е 4.1.1) | = ( 1 - в ) т [ 1 + ^ )Л л )У И - 1(б4)/ (л )  \M(es)
1—ОТ

max|Af(e,.,.1)| K(xs)d(xs, £. )  Г х
m

1 ^ ( 0 1  >1>И(е,)|, (2 .62)



где x s есть решение уравнения
/.(xs)d(xs, ss) ~  шах X(*)</(.v,eJ.

'е-л-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из (2 .61) легко видеть, что 

при любом а определитель \M(eSl j) | является  возраста­
ющей функцией Цх)4(х, ед). Отсюда следует ,  что план 
i(x ) долж ен  быть сосредоточен в точке x s, соответс­
твующей уравнению шах X (х) d(x, е4.)—Ч * ? )  d(x„ еЛ.).

д е 1-’л-
Поэтому шах |M(e.v+i)| будет  иметь место при x —x s

X, *
II а, удовлетворяющ их уравнению

1 1n IМ{г& ,) 1 =  1 'ILzl  0. (2 .63)
до l —a +  oX(xs)d(xs,e-s) 1 —а

Решением (2 .63) является
k(xs)d(xs,ns) -n i

\X(xs)d(xs, s j - l j in
(2 .64)

Так как  план e_v по предположению не />онтималеп, то 
по теореме эквивалентности

X(xs)d(xs. e j  - /п=шах |^(л:)о!(л;, еЛ) ~т\ О,
*&х

и следовательно, аЛ.>0.
С другой стороны, непосредственным дифференци­

рованием можно проверить, что

^ 1 п | М ( е , ц ) | Ц < 0
дя* \X-"XS

и а,, таким образом, соответствует максимуму In \M(e.sl i)|, 
причем

max In |уИ(£^, i)| > l n M ( s y) |. (2 .65)
X, a

Подставив в (2 .61) <хЛ, определяемое формулой (2.64), 
после несложных преобразований получим

>,(xjd(xs, ev)
I ^ ( £j 11) I ---Г=~Л*

X

s
in— 1

m
rn- 1

X

4,:i пикая-6200 65

( 2 .66 )



Объединяй (2 .65) , (2.66), уб еж д аем ся  в справедливос­
ти (2 .62). ■

IV. На основании теорем 5, 6 можно составить сл е ­
дую щ ую  итерационную процедуру.

З адается  некоторый невырожденный план е0 (н ачаль ­
ное приближение)

( ^ 1, х 2,...,хп \ 
ео= • 11 ̂ т -

I Ри Р'1»• • ч Рц I
1. Подсчитывается его информационная матрица

) - ' ^ Р , Ц х 1)/(х1)Г (х 1)

и обратная ей дисперсионная матрица /J(e„)-
2. Н аходится точка л;„, в которой имеет место

Х(л:0)</(л:0, е0)= ш ах  Цх)с1(х, е0). 
деиг

3. Составляется план

e i =  ( 1 — “о)£о-|-«ог(*о)

или, более подробно:
I xlt х 2 ,...,х,„ Jf0j

1 I (1 —«о)Л. (1 —« о ) Л. - » ( 1 — « о!
Величина а0 выбирается таким образом, чтобы увели ­
чение определителя информационной матрицы было 
максимальным, т. е.

„ _________ьо
О — I 1 \ ’(o0+wt— I) /п

г д е

4. Подсчитывается информационная матрица М(г{) 
плана е, н обратная ей матрица D(si).

После того как  найдена матрица / J ( e v ) ,  операции 
2-:-4 повторяются с заменой г0 на slt затем  эти ж е опе­
рации повторяются с е2) е3 и т. д. П редложенная ите­
рационная процедура сходится к одному из Л)-онти- 
мальных планов.

Теорема 7. Пусть выполняются условия теоремы



эквивалентности, тогда итерационный процесс 1 :-4 схо ­
дится, причем

l i '11 l-/W( s.() l= =l'/W( e,!) l .
00

где УИ(с*)—информационная матрица, соответствующая 
Л-оптимальному плану.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть е„ не D-оптимальный 
план. Тогда по теореме 6 и определению D -оптималь­
ного плана

| Af(Е0) К I ) I < •  • • <  IЩ * ') I <1 М(**) I<<” •
Но известно, что любая ограниченная, монотонно н еу ­
бывающая последовательность сходится. Следовательно 
последовательность |М(е0)|, |Л7(е[)|, ., | УИ(е?)| сходится

к некоторому пределу |/И(в)|. Д ля  доказательства  тео­

ремы достаточно показать, что \М(а)\—\М(а*)\. П ред ­
положим противное:

|Af(e)|<|Af(s»)|. (2 .67)

В силу сходимости последовательности | М(е0) |, | М(гх\
|/И(е,.)| д л я  любого малого f> ( )  найдется такое s ’ 

что для  любого - O s  справедливо неравенство

или согласно теореме 6
/Й 4 -т \ т I т — 1 \т— 1

№ ) 1  - -  г т - Ц -  - 1 ^у Ш I 1 I
откуда

/й -I Ш \т i //?— 1 ,т —1
r f  -  Ч  <Г1+т1>И(«<)|-Ч 

\ т  ) U , + w — \)
Функция i|)(3J является  возрастающей от с л ед о ­
вательно д л я  любого А > 0 долж но сущ ествовать такое 
■[, что т. е.

Цх,)(1(хх, ^ ) - т = Ь ^  Д.
Таким образом, всегда  можно заранее указать  такое 
s(A), что <>s б уд ет  меньше наперед заданного числа Д. 
Но, согласно предположению (2 .67) и теореме экви ва­
лентности 1, для  любого s



bs^ l(xs)d(xs, e,)-/w>-6>0.
Выбрав Л<$, приходим к противоречию. С ледователь­

но, £ /Э-оптимальный план, ш
Рассматриваемый итерационный процесс можно 

оканчивать, если выполняется одно из требований:

\М(е*ц)\ -  I.ж (е, ) L. л  • (9.68)
I ^ ( £.! П ) I 

/и-1 [шах Цх)с1(х, £v)—w]  <Тз-

Так как  информационная матрица 'одна и та ж е для 
всех Л-оптимальиых планов данной регрессионной за ­
дачи, то все левые части неравенств (2 .68) однозначно 
связаны д ру г  с другом . Поэтому все три правила 
окончания счета практически эквивалентны и выбор 
какого-либо из них обусловлен конкретными особен­
ностями программы, по которой ведется  счет.

V. Наиболее трудоемкими операциями в предло­
женной итерационной процедуре являются обращение 
информационной матрицы и поиск максимального
значения величины K(x)d(x, ел.) в к мерной замкнутой 
области ЙЛ.

О казывается, что операцию обращения матрицы 
можно заменить значительно более простыми операци­
ями.

Л е м м а  5,
(1р-\ -Л В )-'= 1 -А (1„+ В А ) 'В, (2.69)

где  1р и /?—единичные матрицы размера р х р  и qXq\ 
А —матрица pXq\ В —матрица qXp.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Умножив обе части (2 .69) 
справа на матрицу /р-\ АВ, получим

+Л В )~ А (/11+ВА) Щ 1п \-АВ) г 
= / p-\-AB-A{!q-\В А) \В+ВАВ)--=
= l p-\-AB-A{Iq + BA)-\I,r \BA)B=

—1рЛ'АВ - АВ—1р. ■
Теорема 8. Пусть в*,л является  линейной комбина­

цией невырожденного плана и плана e(.<r), сосредо­
точенного в одной точке х: bs , != (  1— a)sJ-fa£(.'c). Тогда:



1. Дисперсионная матрица D(es и ) плана eJ+1 с в я з а н а  
с дисперсионной матрицей D(es) плана ts соотношением

« k(x)D(es) f ( x ) f T(x)
/)(е,! 1 ) = ( ! - « ) ' 0 ( е , ) .  (2 .7 0 )

1 —а-|-аk(x)d(x, ss)
2. Дисперсия оценки поверхности отклика в точке

х  для  плана г , i вы раж ается  через дисперсию оценки 
поверхности отклика в то’й ж е точке д л я  плана e s  сл е ­
д у  ю|цим образом:

d(x',$s 11 )= (  1 — * ) -1 d(x, es)-

*k(x)d2(x,x, е5)
1 —а-|-аk(x)d(x, e j  

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1. Согласно определению 
М(ег11)~ ( l -a )M (e g)-l-aM(e(x))=:

а

(2 .71)

=  ( 1 - а )Л*(8,)

или

М ~’ ( £* l)  ( 1—“)
-1

L

V I -

1 —а
■ м - ч д л 1(г(х))

1 - а

Учитывая, что /)(£t)= A / -1 (ел.) и М(и(х)) - Ц х)/(х)/г(х), 
перепишем данное выражение в виде

/)(s, , . , )= (  1 -  а ) " 1 

Положим

ixk(x) 
1 —а Д О -

(2.72)

гк(х)
1 —а

и воспользуемся леммой 5 
viX(x)

П(*г)/(х)~А  н Г (х )~ В

I -------D(ts) f ( x ) f ( x )
1 —а

_j  аА,(д*) D(zx) f ( x ) 1 + / Ч х ) ~ 0 ( г х)/(х) 
1 — а Г ( х ) .

(2.73)



'Гак как  f 1(x)D(ss)f(x)=d(x,Bs) и, следовательно, вы ра­
жение в скобках в правой части (2 .73) есть скалярная 
величина, то

o'X(.ic)
1-

= / -

zk(x)D(zs) f ( x ) f J(x)
1 — a.-\-a\(x)d(x, £5)

Отсюда и из (2 .72) сл ед ует  справедливость равенства 
(2.70).

2. Умножим (2 .70) слева и справа соответственно 

на f ! ( x ) u f ( x )
Г ( х  )D(ts I ! ) / ( $ )  О - О ' Ч / Ч  x ) « ( e , ) / (  x ) -

а а д л з д о / ( * ) / г( * ) а д / ш
1 —a+aX(.V)rf(.v:,eJ

(2 .74)

Воспользовавшись тем, что d(x, x,£s) ^ f T(x)D(es)f(x) -=
• f r(x)/)(s )f( x), нетрудно представить (2 .74) в виде 

(2.71 ) .И
Заметим, что величина d(x, х , £,) есть ковариация 

оценок поверхности отклика в точках л- и а соответст­
венно

COV|r,(A:),Tl( х )l=f=cov|/r(.v )H ,/r(A-)H] =

=/Г|/т(л-)(й- H ) ( « - e ) T/ ( * ) ] - A * y ? l ( « - w ) (H-
- « ) т1/(* )-=Г(х)П(*) f (  х )= d (xx ,  £).

Формулы (2.70) и (2 .71) позволяют избежать обращ е­
ния информационных матриц M(zs) за  исключением 
пулевой итерации. При большом числе неизвестных 
параметров это существенно сокращ ает объем вычис­
лений. В то ж е время точность определения элементов 
дисперсионной матрицы и дисперсии оценки поверх­
ности отклика повышается. Повышение точности объ­
ясняется  тем, что операции умножения, необходимые 
при обращении матрицы, заменяются операциями сло­
жения. Таким образов, первый и второй этапы каж дой  
итерации реком ен дуется  проводить с использованием 
соответственно формул (2 .70) и (2.71).

На втором этапе каж дой  итерации необходимо



найти положение максимума функции %(x)d(x, es). Из 
(2.62) нетрудно видеть, что (s+ 1 ) - я  интерация будет  
наиболее эффективна, если удастся  найти положение 
абсолютного максимума функции >.(x)d(x, e.s). Данная 
функция, к ак  правило, имеет не менее т  локальных 
максимумов. К сожалению, большинство стандартных 
программ построено таким образом, что они отыски­
вают лишь локальные максимумы исследуемой фу и* 
кции.

Задача поиска абсолютного максимума, особенно 
при больших размерностях пространства контролируе­
мых переменных, требует усложнения существую щ их 
программ и ведет  к значительному увеличению врем е­
ни счета. Поэтому в большинстве случаев  итераци­
онная процедура требует  в сум м е меньше времени 
(несмотря на сравнительно малую эффективность к а ж ­
дой итерации), если на каж дой  итерации ограничи­
ваться первым попавшимся локальным максимумом, 
для которого

VI. Д ля  полного описания D -оптимального плана 
нужна его дисперсионная матрица (или информацион­
н ая 'м атр и ц а )  и непосредственно сам план

При численном построении е*  м ы  получим, вообще 
говоря, план который может быть сколь угодно 
близок к е*, но все ж е  отличаться от него (мы можем 
сделать большое, но конечное число итераций). Это 
отличие б уд ет  заключаться в том, что

1. ( x ] - x sly  ( x ) - x sl)~Ah '
где  5,—некоторые малые положительные числа.

2. \Pi—Psi\=Kt,
где тг, —маль?е положительные числа.

3. План £д. по сравнению с планом а* имеет „посте* 
роннне“ точки

4 x t ) d ( X s , е,)>/И.

> -^i(/l+2) I-.., X S{lt I j)
с малыми весами

Ps(n \ \) 4>Ps(n+ '2)  ’ '  • > P s U i  \-i) •



4. Вместо одной точки x sh близкой к x't . план es 
имеет набор точек  x si0 x si„..., xsit , к аж д а я  из которых
близка к х]:

{x 't-x jk  )т (x <~x sik ) . ( Q . O  (2.75) 

и их суммарный вес близок к р]

к  - Р>

Т ак  как  планы .с большим числом точек н еж ел а ­
тельны, то вместо плана гх обычно удобнее рассматри­
вать некоторое его приближение, а именно:

1) точки с малыми весами, не тяготеющие ни к 
одной из групп (2.75), выбрасываются;

2) точки, тяготеющие к одной из групп (2 .75), о б ъ е ­
диняются но правилу

i  x sitl Psik . Р,1=% Psik • (2 .76)
Psl А-1 *■=!

Составленный план проверяется на „близость" к Л-опти- 
мальному плану. Если план „близок" к оптимальному, 
например, выполняется (2.68), то вычисления превра­
щаются. Если нет, то итерационный процесс продол» 
ж ается .  Эта процедура округления плана является  впол­
не оправданной. Д ело в том, что точки с малыми в е ­
сами, а т а к ж е  некоторый разброс точек вблизи точек 
D-оптимального плана,—наследие от неоптималыюго 
плана е0, которое, к ак  правило, ликвидируется о к р у г ­
лением плана sf .

§ 7. Округление непрерывных £)-оптимальных планов

До сих пор мы рассматривали методы построения не­
прерывных /З-оптнмальных планов. Эти планы можно 

-считать приближенными по отношению к дискретным 
планам & {N). Теперь обсудим зависимость точности при­
ближения дискретных планов непрерывными от возмож­
ного числа измерений. Д ля  тех случаев, когда эта точ­
ность не может считаться удовлетворительной, даются 
некоторые рекомендации по построению точных опти­
мальных планов. Под точными оптимальными планами



подразумеваются планы, оптимальные при заданном N.
Пусть нормированный план et лучш е нормированного 

плана s2, если

ЦМ(*Х)\> Ц М (Ч)\,' (2.77)

где функционал L удовлетворяет  .’’условиям:

Г(Л-| B)>L(A)-
r.{kA)=kL{A)№  (2.78)

где А и В — положительно полуопределенные матрицы. 
Предположим, что е*— непрерывный нормированный 
план, максимизирующий L\M(&)\ на множестве непре­
рывных планов, a e*(7V) нормированный точный план, 
максимизирующий £|/W(e(/V))] на множестве дискрет­
ных нормированных планов, и пусть М(е*) и
— их информационные матрицы. Т ак  к ак  шах L [M (s(jV ))]

ищется на более узком  множестве , чем шах L[M(&)\,
I •

то очевидно, что

max £[M(.s(./V))] =  L[M(z*{N))]■<' Г [/ И (е* ) ]= тах  L [М(г)\.
i(A') ■

(2.79)

М ежду обеими указанными выше величинами t\M{е* 
(N))\ и £[/И(е*)] можно найти связь , которая о казы ­
вается весьма полезной при построении точных планов.

Теорема 9. Если суммарное число возможных изме­
рений есть -/V; а /г—число точек в спектре плана е*, то

[М (£ *) ]< £ |М (е* (Л 0 )]< / :[/И (г* )1 .  (2 .80 )
N

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть [с]+ означает наимень­
шее целое число, удовлетворяющ ее неравенству [ с ] 1 
Тогда в силу (2 .78) можно записать

1—1

V N p ' f t f  )Г {х ])]= М L\M(t*)\. (2 .81)

Пусть Nx>N t . Рассмотрим эксперимент из Л/\ изме­
рений, в котором N2 измерения проводятся по плану



е*(-^2). а (-/Vг—-/V2) —по любому плану е(Л^—jV2). С ог­
ласно (2 .78)

Г [ уУ2Ж(е* (уУ2))-|-(уУ1- ^ 2)УИ(е(Д '1-Л ^ 2) ) ] >
> £ [ Л ^ И ( е*(Л^2)) ] .

Отсюда и из определения плана е̂ Л ^ )  сл ед ует

£[Кхм{**{К,))]>1:[Мгм { * Ч Н Ж

У читывая , что [Aty>/] -<ЛЛ-|-/г и п о др азум евая  под 
i-i

п .
A j  велпчйну N-\ п, а  под JV2—в е л и ч и н у ^ \Npt ]+, з а ­

пишем (А^+/г)£[УИ(Е*(А/'-|-я))]>

> L \ v i \Npi y - f { x l )f4(x l )]>NL\M{z*)\ (2.82) 
j - 1

или с учетом  (2 .79)

(N+/г)Г  [Ж(е*)]^

Из (2 .83) сл ед ует

£ [М (е* ) ] > £ [ М ( е* ( Л ^ п) ) ] > - ^ - £ [ М ( е* ) [ .  (2.84  
N | п

З ам ад яя  величину N-\-n на TV в (2 .84) ,  легко  убедиться 
в справедливости доказы ваемой  теоремы.

С труктура  д о казательства  легко  прослеж ивается 
если вместо разрозненных неравенств записать сл едую ­
щую единую цепочку неравенств с учетом того, что

NX= N  \-п, Д̂ 2== V j Np]\v, Nx> N 2,
;=i

£ [ ' (Л ^ « )М (£ * ) ]= Г [Л У И (В * )Р  L [AVW(s*(A\))| - 
' >  £ [ ^ 2yW(E (̂/V2) ) + ( A 1- , V 2)M(E(vV1- A 2) ) ] ^

( А ^ + / г )Г [У И (Е * ) ]> (А ^ + / г )£ [У И (Е :|<( Л ^ + / / ) ) ]> 7 У £ [Ж (Е * ) ] .
(2.83)

> L \ N 2M{.*{N2))\ L
N
v № i i - / ( * / ) / T(.*/)];
i—1

> L V Np\ Дх] )P(x])\=NL\M{z*)l
i=i

Первое, третье и последнее выражения в системе не­



равенств с заменой N \ п на N дают доказательство  
теоремы, и

Знак равенства в (2 .81) имеет место тогда  и только 
тогда, когда все Np](i=P[Ji) — целые числа хотя бы 
для одного оптимального плана е*. В этом случае  е* и 
t*(N) совпадают. В иных сл уч аях  £ [yW(£*(iV))l <  
<£|М(г*)|.

К ак  у ж е  отмечалось ранее, построение точных оп­
тимальных планов £*(yV)- задача  значительно более 
трудоемкая , чем отыскание е*. К тому ж е  д л я  к а ж д о ­
го N необходимо, вообще говоря, искать свое реш е­
ние. Поэтому выгодно найти процедуру исправления 
непрерывного плана е* на близкий ем у  дискретный е*(jV), 
который бы по значению I[M (e*(/V ))J  мало отличался 
от плана &*.

В качестве одной из возможных является  с л е д у ­

ющая процедура. Строится план e(N) с размещением 
затрат Pi~\(N—п)pt] 1 (/— 1 ,«) . Д л я  этого планаП
v|(A/ — h)p]Y~ поэтому  оставшиеся „неиспользо- 
i=-1

п , .
ванные* средства N — V [ ( N —n)pt \h можно, например,

/-1 • 
добавить по одному в точки, где

(N -n )p )^ \ (N -n )p )  ] н -  у .

П
Остаток N  — v  [{N—n)p] \ 1 можно распределить и 

м ежду другими точками х е й * .  Построенный план

обозначим через £(-/V).
Следствие. Точный оптимальный план e*(/V) и план

e(-'V), полученный,, округлением непрерывного опти­
мального плана, связаны м е ж д у  собой неравенством

1 ( уИ ( £ П ^ ) ) ] - Г [ Ж ( ; ( ^ ) ) | < ^ £ [ Ж ( £ * ) ] .  (2 .85)

Неравенство (2 .85 ) можно получить, если учесть, что 

N L\M{z(N))\> L ^\(Ы ^п)р]\/{х\)/Ц хЖ



> с
,/=i

о тк уд а

Ц М(~г(М))\>.-^£;[М (**)]. (2.86)

М еняя знаки в обеих частях  неравенства (2 .86) на об­
ратные и прибавляя затем получим

L [М (е* (Л 0 ) ] - L [Ж(е(Л^))1 L [М(в*)\ \ 

.\-E[M(i*(N))\-L\M(t*)] < ^ - £ [ Л ! ( е*)]. (2 .87)

Последнее неравенство в цепочке (2 .87) сл ед ует  из 
того, что

Из (2 .87) непосредственно сл ед ует  (2 .85). ■
Если для  данной задачи сущ ествует  несколько 

непрерывных оптимальных планов, то неравенство 
(2 .85 )  говорит о том, что выгоднее всего, исключая 
те редкие случаи, когда в(N) и какой-либо непрерыв­
ный оптимальный план совпадают (т. е. числа pL г, 
(i==\n), являются целыми), о круглять  до дискретного 
тот план е*, спектр которого содерж ит наименьшее 
число точек. .

Проверим, удовлетворяет  ли критерий D-оптималь- 
ности требованиям (2.77) и (2 .78). Пусть план ^  пред­
почтительнее е2, если

| М Ы | > | Ж (е 2)|.

Непосредственно операция взятия определителя тре­
бованиям (2 .77) и (2 .78) не удовлетворяет .  Однако 
данный критерий сравнения можно заменить на экви ­
валентный е м у

\M(h)\'lm >\М(е2)\1!т, (2 .88)

где  т —число неизвестных параметров. Способ сравне­
ния (2 .88) у ж е  удовлетворяет  требованиям (2 .77) и
(2 .78 ) .  Из (2 .88) и (2 .80) нетрудно получить, что 
Ь-оптимальные планы—точные и непрерывные—с в я з а ­
ны соотношением



, /V__П \ т
( I Щ **) Г< I /И(е*(^)) |<|Ж(е*)|.

Можно показать, что и для  остальных критериев срав ­
нения планов требования (2.77) и (2 .78) удо влетво ­
ряю тся.

§ 8. Численный метод построения точных 
D-оптимальных планов

I. Во многих исследованиях число измерений стре­
мятся свести к минимуму, и поиск точных оптимальных 
планов становится необходимым. При построен и и точных 
D-оптимальных планов удобнее оперировать с ненорми­
рованными дискретными планами, которые в отличие от 
нормированных обозначаются Е (N). Напомним, что

Пусть имеется план е(А^) со  спектром л:ь х 2......х п>
и пусть часть измерений из точек x jy, x j2,...,xjh при­
надлежащ их этом у спектру, перенесена в првизвольные 
точки xk(k— \,/).

Обозначим новый план через s ( jV ) .
Л е м м а  6. Пусть M(s(./V))-—информационная матрица 

плана Е(Л0, тогда  определитель информационной матри­

цы плана s(N) равен

|УИ(Г(Л^))|,= |Л1(е(Л))| .\Il + rM-He(JV))F\, (2 .89)
где

F = [ a ll2(xn ) f (x n ), X,/2( i , ) / ( i i ) , . . .  

. . . г-л1/2(Х //)/(^),Х1,2( ^ ) / ( х , ) ] , / = К ^ Г

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению

M(~e(N))=M(i(N))- V  Цх]к)/(х,к)Г {х ,к) -|-
/г-1

- г  ^  Цхк)/(хк)Г ( х к). 
л- f



Это выражение можно переписать в виде

Применив к последнему равенству лемму 4, получим 
необходимый результат . ■

Полезно отметить, что из положительной полуопре-

деленности информационных матриц yW(s(yV))HM(s(N))
и равенства (2 .89) следует ,  что величина
Ift+F’ ( £(Л 0 ) ^  I не меньше нуля, причем равенст- 

f ~

во нулю имеет место лишь при |УИ(е(А/')) |=0.
Теперь сформулируем и д о каж ем  теорему, которая

позволяет получить достаточно простой численный
метод построения точных D -оптимальных планов.

Теорема 10. В точках  х)Ц—\,п) спектра точного
D -оптимального ,плана e*(jV)

l{x])d (x])> l(x )d (x )—Цх)% (х))Х
X[d(x])d(x) — d-(x'j, * ) ] ,  (2.9(3)

где
d ( x ) = d ( x , z * ( N ) ) = r ( x ) D ( z * ( N ) ) f ( x )

и
x ^ Q X)d ( x ,  x ) = d ( x , x , £ * ( N ) ) = f T(x)D(j z * ( N) ) f ( x ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть л:—некоторая точка, 
принадлеж ащ ая области £2Л., где возможны измерения. 
Предположим, что в эту  точку  из точки х), принадле­
ж ащ ей  спектру точного D-оптимального плана, пере­
несено одно измерение. Воспользуемся результатами 
леммы 6. Введем матрицу

F = i a ll2( x j ) f ( x ; ) ,  l ll2( x ) f ( x ) \ .

Согласно (2 .89) определитель информационной матри­
цы нового плана г(УУ) будет  равен

| Af(e(/V)) |=| M{z*{N))  lf/+ F TM- i ( z* ( l V) )F  |. (2.91) 
Так  к а к  по определению

|Af(e(/V))|<|Af(e*(yV))|, 

то из (2 .91) сл ед ует

|/+/'-'т/И-1( £!,!(А ))/ ::'|< 1 . (2 .92)



Так как  (см. пояснения к (2 .89))
FrM~'(z*(IV))F=FTD(t*(N))F=

—k{x])d [х]) i >M2(x*j)Xli2(x)d(x'j ,х )
i 'kl>2(xj)'kli\ x ) d { x ) , х) X(x)d(x)

то с учетом (2 .92)

| /+ FTM-'(i*(N)) F \=\~HXj)d(Xj)-U( x ) d ( x ) -
—k(x)l{x))\d(x])d{x)—d'\x), я ) ] < 1 .

Из последнего неравенства непосредственно вытекает
(2 .90) .и

Второе слагаемое в (2 .90) всегда  не меньше н ул я .
В этом легко убеди ться ,  если учесть, что d(x ) , х) есть

Л ,
ковариация д в у х  случайных величин y\{xj, 0 )  и -ц (х, Н), 
a d(x))  и d (х) — дисперсии этих ж е  величин, а 
величина

d(x'j)d(x)—d2(x'j ,х)  

есть определитель матрицы ковариаций случайных
Л ,  Л Л

величин 7](я/, Н) и t)(jc,W). Так как  матрица кочариаций 
положительно полуопределепа, то

d(xj)d(x)—d~(x*j, л 0> 0 .

Таким образом, в точках точного D -оптимального пла­
на поверхность A(x)d(x) не обязательно достигает 
своего максимального значения, как  это было, н неп­
рерывных />оптимальных планах. Теорема 10 удобна 
для проверки планов на /^-оптимальность. Обратим 
внимание на то, что условие (2 .90) я в л яется  необхо­
димым, но не достаточным.

Устремляя число возможных измерений к б ес к о ­
нечности (т. е. пергходя к непрерывным планам), л е г ­
ко убедиться , что (2 .90) с точностью до членов 0(/V_1) 
переходит в неравенство

'4Xi)d(Xj,B*)yA(x)d(x,t*), х<= Qx.

Отсюда такж е  следует ,  что

X(Xj)d(XjB*)=k(xk)d(xk,B*), 
где Xj и х к—различные точки спектра плана е*.



Последние д в а  соотношения находятся в полном соот­
ветствии с теоремой эквивалентности.

И. Опираясь на теорем у 10, можно построить ите­
рационную п роцедуру отыскания точных D-оптималь- 
пых планов. Пусть есть план е0( ^ ) »  Для точек сп ек­
тра которого не выполняется неравенство (2.90). 
Предположим, что неравенство не выполняется для 
точки x t на некотором множестве точек х  П ере­
несение одного измерения из точки x i в точку  л: при­
в ед ет  к увеличению определителя информационной 
матрицы

I М (s(/V)) | =  | M(e0(yV)) | • [ 1-}'Д0(-*:г, •*:)],
если Д0(л:ь л ) > 0 .

Здесь
\ ( x t , x )= l(x )d i(x)—).(x)k(xi)\di(x)dl{ x l) -

dt(x)=d{x,ts(N)), ds(x, x t)=d(x, x , , e,(jV)), 
s = 0 , l , . . . .

Чтобы увеличение определителя информационной м ат ­
рицы при заданном x t было на данном шаге макси­
мальны м , измерение с л ед ует  переносить в точку  х= х°,  
где \ (X h л )  достигает  своего  максимального значения. 
Прирост определителя можно увеличить, если провес­
ти дополнительную максимизацию по x,(i=l,/i).

Д л я  полученного плана bs(N), s = l  отыскивается

max max Дл(А'; ,л :), (/ = 1 ,« ) .
/ X

Если max max A^xh x)>Q
l  X

и максимальное значение Дл(л-,', х )  достигается при 
i —j s в точке  х\  то из точки лг в точку  л* перено­
сится одно измерение.

Д анная процедура продолжается д о  тех  пор, пока 
не б уд ет  иметь место соотношение

шах шахД4(.х:,,
/ X

где о — некоторое малое, наперед заданное положи­
тельное число.

Т ак  как



| M(h (N)) I |М (£1(ЛО) | < . . . <  IM(BS(N))
...<|М (в*(ЛО)|,

то сходимость последовательности сл ед ует  из с у щ е с ­
твования верхней границы.

Основное неприятное отличие предложенной про­
цедуры от аналогичной процедуры по построению неп­
рерывных /J-оптимальиых планов состоит в том, что 
план, к которому сходится последовательность feA(W)|, 
в некоторых случаях может отличаться от оптимального 
плана

Н т |М (8,(Л0)| =  |уИ(Г(Л0)| ч.|М (в*(Л0)|.i -+ СО
В связи с этим рекомендуется проводить итерационную 
процедуру несколько раз, начиная с различных eo(N). 
Если определители информационных матриц для всех

случаев совпадают, то планы e ( N ) ,  к которым сходятся 
соответствующие последовательности планов (ЛГ)},
с большой вероятностью будут совпадать с точными оп­
тимальными планами. Если итерационные процедуры

сходятся к различным планам e(jV, /)(/=1 для кото­
рых определители информационных матриц различны, то 
рекомендуется продолжать попытки поиска оптимально­
го плана до тех пор, пока не удастся выделить группу 
планов, у  которых определители информационных м ат­
риц равны м еж ду  собой и превышают все остальные.

Д ля  проверки того, является ли план e ( N )  D-опти- 
мальным, рекомендуется т акж е  использовать соотноше­
ния (2 .80) ,  (2.85).

§  9. П оследовательные D-оптимальные планы

До сих пор рассматривались статические методы пла­
нирования экспериментов, когда строили план, который 
указывал  распределение всех затрат, отведенных для 
данных исследований. Однако существуют ситуации, 
когда такое планирование не приносит ж елаемы х резуль­
татов. Например, условия проведения эксперимента вы­
ясняются в процессе экспериментирования. В подобных 
случаях можно обратиться к так  называемым методам



последовательного планирования экспериментов по опре­
делению и уточнению искомых параметров.

Идея последовательного планирования заключается 
в следующем. Отведенные затраты  (например, время) 
делятся на небольшие порции. Эксперимент разбивается 
на несколько этапов и на каж дом  этапе ведется плани­
рование, опирающееся на одну порцию затрат. После 
каждого этапа проводится анализ эксперимента.

На схеме весь процесс эксперимента будет иметь вид 
эксперимснт-Улнализ->планирование-*эксперимент-»-

Блок «анализ» подразумевает не только обычный ре­
грессионный анализ экспериментальных данных, но и ан а­
лиз сведений, поступающих извне. Эксперимент прекра­
щается, к ак  только заданная  характеристика точности 
оценки группы параметров (например, определитель дис- 
нерсибнной матрицы оценок нескольких искомых пара-

Л
метров | £ )(0 ) |, сумма се диагональных элементов и т. д.) 
достигнет необходимого значения.

Рассмотрим последовательные D-онтимальиые планы. 
При этом нам будет удобнее использовать ненормирован­
ные планы. Считаем, что план е\(Т) предпочтительнее 
82(Т), если для одних и тех же затрат

|УИ(з1(Г ) )| > | Ж (з 2(Г ))| ,  (2 .93)

где Т — затраты, отведенные па данный эксперимент; 
М (е(Т ))— информационная матрица оценок искомых 
параметров. Будем предполагать, что стоимость каждого 
измерения не зависит от того, когда и где (в факторном 
пространстве) проводится это измерение. Тогда T=cN, 
где с— стоимость одного измерения, N — число измере­
ний, отведенное для данного эксперимента, и (2.93) мож ­
но переписать в виде

|M (El(/V ))|> |M (e3(A 0 )| . (2 .94)

Изучим свойства экспериментов, которые проводятся 
следующим образом.

1. В каж ды й  заданный момент времени (который 
мы будем  характеризовать числом измерений IV) изме­
рение проводится в той точке, где возможное ув ел и ­
чение определителя

|УИ(ЛЧ-1)|=|М(е(ЛЧ-1))1

максимально.



2. После каж дого  измерения проводится анализ 
полученных данных. Затем повторяется операция 1 и 
т. д .

Выведем формулы, которые бы облегчили вычис­
лительные процедуры при предложенном последова­
тельном методе планирования и выясним, насколько 
эффективно такое планирование.

Л е м м а  7.

\M{N \ AyV,je| =  |M(AO|(l +  X(.*)AiVtf(jc,/V)), (2 .95)

где d(x, N)=^fT(x)M~'l(N )f(x)  — дисперсия оценки по­
верхности отклика в точке х  после N измерений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению

М(ЛЦ-Д N, x)=M (N )  | Цх)\ N f(x )  / \ х ) . (2 .96)

Полагая M=M(N), /•'=[/А,(л:)ДЛ/' f (x ) ,  из л ем м ы  4 по­
лучим выражение (2 .95). ■

Из леммы 7 следует ,  что максимальное увеличение 
определителя информационной матрицу возможно в 
точке x N, удовлетворяющ ей уравнению:

\(xN)d(xN, TV)—max X(x)d(x, JV). (2 .97)

Уравнение (2 .97) имеет один и тот ж е  вид д л я  любого 
AN. Следовательно, положение точки x N, в которой 
необходимо производить AN измерений, не зависит от 
значения AN. Положение этой точки не меняется т а к ж е  
и при умножении функций эффективности А,(л:) на лю­
бой постоянный множитель. Этот факт крайне важен  
при практическом использовании (2 .97), так  как  во 
многих сл уч аях  Х(л:) известна с точностью до  посто­
янного множителя.

Отметим ещ е одно интересное свойство, вытекаю ­
щее из (2 .97) .  Уравнение (2 .97) ук азы вает  на то, что в 
каж дый момент времени измерение должно проводить­
ся в точке, где  дисперсия оценки поверхности отклика 
максимальна. Иными словами, экспериментатор м о ж е т  
получить наибольшую информацию об изучаемой  по­
верхности от измерений в тех  точках , где  о ней мень­
ше всего известно. В выражении (2 .97) имеется т р у д о ­
емкая операция обращения информационной матрицы



M(N). Эту трудность можно обойти с помощью с л е д у ­
ющей леммы.

Л е м м а  8.
H x )b N D (N )f(x ) f (x Y1. D(N \ AN, х)= In

1+Я(л:)ДNd(x, N)
D(N),

(2 .98)

где D (N )=M ~1 (./V)—дисперсионная матрица оценок 
и ско вы х  параметров после N  измерений.

2. ll(x  , N- f A  N)—d(x,  ;У )—
\ + X(x)ANd{xr N)

(2 .99 )

гд е  d(x, х , N ) = f T(x)D (N )f(x ) —ковариация оценок по­
верхности отклика в точках  х  и х.

Д о к а з а т е л ь с т в о  1. Из (2 .96) получаем
M -'(N -|-Д N, x)=D (N +A N, х )=  .

— \1т \̂ ^{х ) ANM~l(N)J'(x)f'!(x)\-1M~1{N)=
=  [/т +Х(х)Д Л ^ Л О / И Л * ) ] - 1̂ ) .  (2 .100 )

Положив A='k(x)\ND(N)f(x)  и В = / Т(х )  из (2 .100) и 
леммы 5.1, мы убедим ся в справедливости (2 .98) .

2. Умножим (2 .98) слева на f r(x), а справа на / (х ). 
Тогда после соответствую щих переобозначений полу­
чаем (2 .99) .  ■

Результаты  лемм 7 и 8 позволяют производить 'опе- 
рации вычисления определителя и обращения матрицы 
единственный раз перед началом последовательной 
процедуры экспериментирования.

Последовательное планирование, опирающееся на 
систему (2 .97) , (2 .98) ,  д ает  максимальный прирост ин­
формации (в смысле увеличения величины определи­
теля  \М\) на каж дом  отдельном шаге. Но это не о з ­
начает, что вся стратегия эксперимента является  опти­
мальной в целом.

Рассмотрим случай , когда ^ (х )  не меняется во в р е ­
мени. В этом случае сущ ествует  статический D-опти­
мальный непрерывный план е* . Обозначим дисперсион­
ную матрицу оценок параметров Нь . . . , в Л1, соответству­
ющую нормированному ^ -оптимальному плану, через 
D(e*).



Очевидно, что д л я  любого плана s (/V) должно вы ­
полняться неравенство

;V-"! |D(£*)|<|D(A0| . (2 .101)

И сходя из (2 .101), мы будем  считать стратегию после­
довательного планирования тем лучш е, чем меньше 
разница м е ж д у  N~m |D(e*)| и |D(/V)| , где иод D(N) 
п одразум евается  дисперсионная матрица, соответству­
ющая последовательному плану b(N),

Справедлива следую щ ая теорема.
Теорема //. Последовательное планирование, про­

водимое по стратегии, предложенной выше, является  
асимптотически (при Лг-*ог>) D -оптимальным

lim yVm | D(!V)J =  |D(e*)|.
W- 00 '

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Перейдем к нормированным 
планам. Тогда при ДД^=1 система (2 .97), (2 .98) примет 
вид

K(xN)d(xN, n(N))=max.l(x)d(x,<i(lV)); (2 .102) 
*е-х

(Д ^ + 1 ) - ]0 ( ф У + 1 ) ) =  

N-').(xN)D(t(N))f(xN)r(x N)
1 - | - iX(xN)d(xN,

где e(A^)—нормированный план, соответствующий плану 
K(7V). Положив aiV=(/V-f 1)—1, систему (2 .102) моЖно 
переписать в виде

X(xN)d{xN, е(Лг) )= ш а х  l(x)d(x ,  (2 .103 )

D(e(jY -|-1))=(1 a.N)

_*„Цх„)Р(*(Ю)Дх„)Г(х„)
1 a.N-\-aNX(xN)d(xNt(l\f))

Сравнивая систему (2 .103) с итерационной процеду­
рой построения D-оптимальных планов из § б, н етруд­
но убедиться  в совпадении нормированных планов, соот­
ветствую щ их планам K(/V), с планами итеративной 
процедуры. Утверж дение теоремы доказано, если 
учесть, что д л я  планов сущ ествует теорема 7 об их 
сходимости к D -оптимальному плану



Глава III

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ И РОТАТАБЕЛЬНЫЕ ПЛАНЫ

§ 1. Принцип ортогональности и принцип 
ротатабельности в планировании эксперимента

I. К ак  указывалось в § 1 главы  И, существует до­
вольно много разумных критериев оптимальности пла­
нов. Все они в конечном итоге связаны с видом инфор­
мационной матрицы М. Часть этих критериев можно 
оформить в виде четких функционалов, с помощью кото­
рых можно найти оптимальные планы или проранжиро- 
вать  ряд планов по степени близости к оптимальному. 
В качестве примеров назовем £)-оптимальные, G-опти­
мальные, Л-оптимальные планы.

Однако существуют такие требования, предъявляе­
мые к виду информационной матрицы, которые нельзя 
сформировать в виде оптимизационного функционала, но 
выполнение которых зачастую является желательным. 
Эти требования можно назвать нечетко сформулирован­
ными критериями оптимальности. К таким критериям 
можно отнести требование ортогональности планирова­
ния и требование ротатабельности планирования.

Определение 1. Планирование называется ортогональ­
ным, если информационная матрица — диагональная.

Если информационная матрица обладает этим свой­
ством, то очевидно, что обработка экспериментальных 
данных существенно упрощается, т. к. исчезает одно из 
самых трудоемких вычислений — обращение матрицы М. 
При этом оценки параметров некоррелированы, что т а к ­
ж е  является достоинством ортогонального планирования. 
Таким образом, принцип ортогональности связан с точ­
ностными характеристиками оценок параметров. Прин­
цип ротатабельности связан с точностными характерис­
тиками оценки поверхности отклика.

Определение 2. Планирование называется ротата­
бельным, если дисперсия оценки поверхности отклика по­
стоянная в точках факторного пространства, лежащ их



на сфере, центр которой совпадает с центром экспери­
мента.

Принцип ротатабельности пригоден в тех случаях, 
когда необходимо изучить поверхность отклика одина­
ково хорошо во всех направлениях.

II. Изучим более подробно теорию ортогонального 
планирования. Простота вычислений, которую гаранти­
рует принцип ортогональности, еще не является доста­
точно серьезным доводом в его пользу. Кроме простоты 
вычислений должны удовлетворяться требования, предъ­
являемые к  точности оценивания параметров 0 .  Ортого­

нальное планирование и с этой точки зрения является 
достаточно хорошим.

Д ля  простоты будем считать в дальнейшем, что дис­
персия наблюдений одинакова для всех возможных ус­
ловий проведения опытов, т. е. Х(х)__:1 д л я  всех х ^
В этом случаг  информационная и дисперсионная м ат­
рицы имеют вид соответственно (1 .10) ,  (1 .32)

M —FrF; D(P>)=a-(FrF)~l^o-M-K  (3 .1) 
В (3 .1 ) предполагается , что Ж—неособенная матрица.

Точки х п факторного пространства, из ко ­
торых состоит матрица плана X, выбираю тся из з ам к ­
нутого множества Qx. Следовательно, это наклады вает  
определенные ограничения на пределы изменения эле-> 
ментов матрицы /•’, зависящих от x h f u —fj ix ^ .  С ущ ест­
в ует  множество способов задания границ варьирования 
FtJ. Выберем следующий способ, позволяющий д о ста ­
точно просто обосновать принцип ортогональности.

Обозначим i-я столбец матрицы F через Ft. Будем  
считать, что матрица плана X  т акая ,  что выполняется 
соотношение

Fu*=C] , i—Tjni, (3 .2 )
i-i

где  п— число строк; т —число столбцов матрицы /';
C~i—заданы. Соотношение (3 .2) является  достаточна 

наглядным, если мы конкретизируем вид функций fj(x)< 
(например, д л я  моделей первого порядка , которые 
б у д у т  рассмотрены позже).

/V
Теорема 1. Пусть X —матрица плана и 0 — МНК- 

оценка параметров 0  линейной модели. Тогда при/, 
ограничениях (3.2) на матрицу X  имеем



D (0 £) > - ^ ,  /=1,/я, (3 .3)
w

и равенство достигается тогда и только тогда, когда 
F]Fj= 0 при i / j.

Д о  к а  з а т е  л ь с  т в о .  В матрице F  д л я  простоты 
поменяем местами столбцы F x и F lm Тогда матрицу F XF  
можно представить следую щ им образом:

F ? F = \ V F ‘
'В Н

(3 .4)

З десь  F JF i—скаляр ; В—вектор-столбец; Я -кв ад р атн ая  
матрица. П оскольку  F rF —положительно определенная 
матрица, то, согласно критерию Сильвестра, и Я —поло­
жительно определенная, матрица. Используя л ем м у  4 
Гл. И об определителе матрицы, обладающей блочной 
структурой :

A R
=  А - В О - ' С Ш ,

CD 1 1
п одразум евая  под матрицами А, В, С, D соответствен­
но FT-Fh ВТ,В , И, можно записать

\М\ =  \ F 4 • | = ( F j  Ft- B TH-'B)  | Н\,
откуда

0 ( в () = оа ( М - « ) „ = в* ,Я |
FTF I

_  (3 .5)
F]FL—B*H В' F]F{ С?

Появление знака неравенства в (3 .5 ) связано с тем , что 
ВТН - 1В > 0 в силу положительной определенности м а т ­
рицы Н~1, и равенство в (3 .5 ) дости гается  то гда  и 
только тогда ,  ко гда  В = 0, т. е. F]F j= 0 , 1ф\. Перебирая 
в (3.4,) все i= l ,m ,  уб е ж д ае м с я  в справедливости 
теоремы. ■

Теорема 1 обосновала принцип ортогональности 
планирования: планировать надо так ,  чтобы любые д ва  
столбца матрицы F  были ортогональны. При этом д о с ­
тигается минимум дисперсии оцениваемых параметров. 
Сами оценки становятся некоррелированными и значи­
тельно упрощ ается их вычисление, т. к. информацион­
ная матрица—диагональная.



§  2. Планы первого п орядка .
Полный факторный эксперимент

I. Применим принцип ортогональности к полиноми­
альным м оделям . Если в качестве модели выбран поли­
ном степени d, то соответствующие планы называют 
планами порядка d. Рассмотрим подробнее планирова­
ние при d —1, т. е. планы первого порядка , при этом 
поверхность отклика будет  иметь вид

г(( * , 0 ) = в о |- V B ^ .  (3 .6)
1

Считаем при этом, что область Q* задана гиперкубом 
ограничений

— 1 i=\,p  . (3 .7)

Напомним, что если иметь в ви ду  размерные факторы 
x t, i —\,p, которые непосредственно влияют на объект 
исследования, то в этом случае  область Qx задан а  
многомерным прямоугольным параллелепипедом

I X /в»  ̂ 1

но, к ак  указы валось , к безразмерным переменным x L и 
центральному планированию можно перейти с помощью 
преобразования

- */в +  *(кI---------Z-----
I  Х [ — Х тXt = ---- z------------- =  —------- —■ ' ̂in % 1ц Д;

2
Числа x iH, x in д л я  размерных факторов и —1,-|-1 для  
стандартных факторов будем  называть соответственно 
нижним и верхним уровнями, , ^ = ( £ 10) х20,...,х р0)— 
—центром эксперимента и Дг—интервалом варьирования 
д л я  размерных факторов.

II. Задача получения ортогональных планов первого 
порядка имеет не единственное решение. Среди всех 
решений мы рассмотрим простейшие, удобно применя­
емые на практике. Это полный факторный эксперимент, 
дробный .факторный эксперимент и симплексные планы. 
В полном и дробном факторных экспериментах исполь­
зую тся лишь -*/=±1, в симплексных планах— 1 <Xi <A.



Определение 3. Полным, факторным экспериментом 
называется эксперимент, в котором реализуются все 
возможные комбинации (уровней факторов.

Если число факторов равно р, число уровней по к а ж ­
д о м у  фактору равно д в у м ,  то полный факторный экспе­
римент рекомендует 2Р опытов.

Построение матрицы F, определяющей свойства 
плана, начнем с двухфакторного эксперимента. Число 
различных опытов при этом л = 2 -= 4 .  Перебирая все 
возможные комбинации уровней факторов ±1 и проводя 
соответствующие опыты, дол учим табл. 1.

Т а б л и ц а  1

X» опыта
Матрица /■' Вектор иаблюденйй

А, Л’[ Х„ | Х,Х,1 У

1 +1 — 1 — 1 + 1 У \
2 + 1 1-1 ■ — 1 У-'
3 -1-1 - 1 + 1 — 1 У:1
4 +  1 11 + 1 +  1 У-1

Столбцы х0, jclt х 2, ХуХ2 задают матрицу F. П ослед­
ний столбец у —вектор наблюдений. Нетрудно убедить­
ся в ортогональности вектор-столбца матрицы F. С об­
ственно матрицу плана X  задаю т столбцы л:ь  х 2.

Если от матрицы F перейти к модели, то можем  
Записать 1

ri(x, в ) = 0 о̂ „+Н1л:1 + « ал:2Ч (3. 8)

где х 0̂ =\.
Появление нелинейного слагаемого  с неизвестным 
параметром 0 12 можно объяснить тем , что эксперимен­
том с четырьмя различными опытами имеется в о зм о ж ­
ность оценить модель  с четырьмя неизвестными пара­
метрами. С ущ ествует  МНК-оцеика параметров Н0 , 0 Ь 
®2, e i2> потому что, как  видно из табл. 1, матрица 
f ' r /’—диагональная , с ненулевыми диагональными эл е ­
ментами, следовательно , она—не вырождена.

III. Запись матрицы F, особенно д л я  многих факто­
ров, представляет  некоторую трудность . Д ля  удобства 
записи су щ е ств ует  ряд  приемов. Во-первых, элементы 
матрицы /’ б уд ем  представлять знаками -| , — вместо 
+ 1 ,  — 1. Во-вторых, введем  регулярные способы пос­



троения матрицы планирования X,  столбцы которой 
соответствуют столбцами х и х 2,...,хр матрицы F . С ущ ес ­
твует  три приема записи матрицы X  для  полного 
р-факториого эксперимента, основанные на переходе 
от матрицы X  меньшей размерности к матрицам боль­
шей размерности.

П е р в ы й  п р и е м :  записать исходную матрицу пла­
на с (р— 1) факторами д л я  одного уровня нового ф ак­
тора х р, а  затем  повторить ее  д л я  д р уго го  уровня ф ак­
тора хр.

Этот прием сл ед ует  из того факта, что при добав­
лении нового фактора к а ж д а я  комбинация уровней 
исходного плана встречается д ва ж д ы :  в сочетании с 
нижним и верхним уровнями фактора. Столбец х 2 в 
табл . 1 был получен этим приемом.

П реж де чем рассматривать второй прием, введем  
правило покомпонентного перемножения д в у х  столбцов, 
согласно которому под произведением столбцов x t и 
Xj понимаем столбец Х[-Х/ той ж е  размерности, элемен­
ты которого равны произведению соответствующих 
элементов, стоящих на тех  ж е  местах внутри столбцов 
Х[ и Xj. По этому правилу получен столбец х х-х2 в 
табл . 1.

В т о р о й  п р и е м :  записать исходную матрицу пла­
на с (о —1) факторами, записать столбец х р по правилу
перемножения д в у х  любых из \xh г'=1, р—\) столбцов» 
затем повторить исходную матрицу, а  у  столбца х р в 
нижней половине изменить знаки на обратные. Можно 
убедиться , что таким образом записан столбец х 3 для  
матрицы трехфакторного эксперимента в табл . 2.

Т а б л и ц а  2

J4 опыта х, х-1

1 +
2 + — . --.
3 — + --.
4
г; + + +
О
0 + _ +
7 — + +
8 + + —



Т р е т и й  п р и е м  основан на правиле чередования 
знаков: в стол»бце л;; знаки меняются поочередно, в 
столбце л:2.они чередую тся через д ва ,  в третьем—ч е­
рез четыре, в четвертом—через восемь и т. д .  но с те ­
пеням двойки. В табл. 3 для- трехфакторного экспери­
мента столбцы х и х 2, лг3 получены следующим образом.

Т а б л и ц а  3

№ опыта х„ ■*■*1 X, Хц xtx. х л ЗД| Х,х,х:,

1 + + + +
2 + + — -- —. — + +
3 + . — + —. — + — +
4 + + + — + —. —.
5 + — — + + — ’— +
(> 4* + — + + —. —.
7 + — + + — — + —
8 + + + + + + + +

Матрицы плана, получаемые этими тремя способами, 
отличаются д р у г  от друга  перестановкой строк.

IV. Обращаясь снова к планированию полного трех ­
факторного эксперимента, можно заметить  из табл. 3, 
что имеется возможность оценить параметры сл едую ­
щей модели:

з
•7;(Л')=Н0+  V  Btx r |-V вцХМ+вюХгХдХа , (3 .9  ) 

t-i i j  •

так  как  все столбцы матрицы F  ортогональны. И вооб­
ще, при варьировании р факторами на д в у х  уровнях 
по к аж д о м у  фактору можно получить математическую  
модель объ екта  в виде полинома первого и неполного 
высшего п о р яд ка .  Коэффициенты 0 Ь в 2>.‘ -> ПРИ ли* 
нейных членах  полинома носят название эффектов фак­
тора, или главны х эффектов. Коэффициенты 0,у, г</ 
при нелинейных членах полинома называются эффек­
тами взаим одей ствия  второго порядка , коэффициенты 
Mijk, i<Cj<k—эффектами взаимодействия третьего по­
рядка  и т. д .  Главный эффект определяется уровнем 
одного ф актора , эффект взаимодействия— уровнями 
д в у х  и бол ее  факторов.

Всех различных эффектов взаимодействия /г-го по­
рядка будет  Ср . Следовательно, максимальное число



параметров математической модели в виде неполного 
полинома порядка р равно величине

V C J = 2 " ,  (3 .10)
/о“ )

т. е .  в полном /7-факторном эксперименте опытов ров­
но столько , сколько оцениваемых параметров модели, 
учитывающей главные эффекты и эффекты взаимодей­
ствия, порядок которых не выше р.

В рамках планирования первого порядка эффекты 
взаимодействия можно было бы не учитывать. Их рас­
смотрение основано на д в у х  соображениях. Во-первых, 
как  у ж е  отмечалось, полный факторный эксперимент 
позволяет оценить эти эффекты, что является  допол­
нительной информацией об изучаемом объекте. Во-вто­
рых, и это, пожалуй , является  более существенным, 
учет этих эффектов подводит базу  под теорию дроб ­
ного факторного эксперимента, позволяющего резко 
сократить число необходимых опытов.

V. Сформулируем и д о каж ем  теорему, из которой 
вытекает ряд  свойств полного факторного экспери­
мента.

Теорема  2. Д л я  матрицы F  полного р факторного 
эксперимента выполняется соотношение

F'F=nf„,

где /„—единичная матрица; 2р.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим скалярное произ­

ведение р произвольных д в у х  столбцов матрицы F
П

p = v  X, х, х, х, (3 .11)
/ i

Величина р яв л яется  произвольным элементом матри­
цы М. Все скалярные произведения отличаются д р у г  
от д р уга  числом сомножителей под знаком суммы. 
Минимальное число сомножителей равно д вум , если 
скалярно перемножаются любые д ва  столбца из х 0, х и

х  Максимальное число сомножителей равно 2р, 
если перемножается вектор х г...хр, связанный с эф­
фектом взаимодействия порядка р, скалярно сам 
на себя.

Если под знаком с у ммы (3 .11) стоят компоненты 
вектора л:0 или квадраты компонент векторов xh i- =



о ,/?, то ИХ МОЖНО исключить, т. к.

х 1 ,= х ' г  1, i=Oj>.
Д алее  может быть д в а  варианта записи величины р: 
либо иод знаком суммы не осталось нй одного из рас­
сматриваемы х сомножителей, то гд а  р=/г, либо (3 .11) 
есть сумм а произведений компонент некоторых из в е к ­
торов-столбцов х и х 2,.. . ,хг Первый вариант имеет 
место то гд а ,  когда  столбцы матрицы F  скалярно пере­
множаются сами на себя, т. е.

(F F ) n= n,  /=0,1 ,2 ,. . .(2/>-1), (3 .1 2 )

а  второй вариант—в случае склярного перемножения 
различных д в у х  столбцов матрицы F ,'т. е. в этом с л у ­
чае (3 .11) можно записать в виде

PL= 2 * / i l ' '% 2 - - 4  ' (З Л З )/ = 1
где i u г2, . н е к о т о р ы е  из чисел 1 ,2 ,...,р(г<р). 
Используя определение полного факторного экспери­
мента, покаж ем , что во втором случае  р=0.

Согласно первому приему записи матрицы планиро­
вания, считая, например, х,г из (3 .13) новым фактором, 
Xi, , X,., ,...,Xir_y—исходными факторами, можно полу­
чить, что всегда  найдутся такие д в г  строки / и т  м ат ­
рицы А', д л я  которых Xiit= x mii, x l i l—x mli , . . . ,  х,1г_ : =  

x mir- v  Н0 x tir—~~x mir ’ T- е - слагаем ы е в сумме (3 .13) 
парами погашают д р у г  д р уга .  Отсюда вы текает , что

(FrF)ij=  0, i ^ j ,  i, j —Q,p. (3 .14)

Из (3 .12) , (3 .14) окончательно получим
FTF —nl„. (3 .15)

Следовательно, матрица F —ортогональная .■
Из (3 .15) сл ед ует ,  что

( F F ) - '
п

и оценка вектора 0 ,  и матрица кавариаций б у д у т  иметь 
особенно простой вид

D ( 0 ) = —  /„. (3.16)
п п



Из 63.16) вы текает ,  что оценки коэффициентов регрес­
сии ;некоррелированы с минимальной дисперсией, рав­
ной

Л q 2

п
Если вычислить с к алярное произведение вектор-столб­
цов х д и x h i=\,p, то получим с учетом (3.15)

v * /oJC/ =-0. (3 .17 )
i-\ i-i

Из (3 .17) нетрудно сделать  вывод , что полный фак­
торный эксперимент обладает свойством симметрич­
ности.

Из свойства ортогональности планирования первого 
порядка вытекает так ж е  свойство ротатабельности, т .е .  
точность предсказания значений параметра оптимиза­
ции одинакова на равных расстояниях от центра экспе­
римента и не зависит от направления. Д ля  линейного 
приближения буд ем  иметь

Л Р  Л
1l(Ar)=VjC(

и  о
С учетом (3 .16) можно получить

D ( ^ ) = V ^ D ( « /)==— (1+Р-), (3 .18)
i-n п

где

r;-’ =  V  *?==/;,
1-1

о тк уд а  непосредственно следует  ротатабельность плани­
рования. Итак, полный факторный эксперимент обладает 
следующими свойствами:

1) просто производятся все вычисления;
2) оценки коэффициентов регрессии пс коррелируют 

друг с другом;
3) все коэффициенты регрессии определяются с оди­

наковой и минимальной дисперсией;
4) планирование является симметричным;



5) планирование является  ротатабельным.
Все эти свойства есть следствие одного — планирова­

ние является ортогональным.
Все перечисленные выше свойства характеризуют 

полный факторный эксперимент с положительной сторо­
ны. Но имеется одно отрицательное свойство, которое 
сильно ограничивает применение этого планирования на 
практике. Это свойство состоит в том, что полный фак­
торный эксперимент требует слишком большого количе­
ства опытов. Линейная модель содержит р+ 1  неизвест­
ных параметров, а опытов — 2 Р. С ростом числа факто­
ров число неизвестных параметров растет по линейному 
закону, а число опытов — по показательному закону. Н а­
пример, при р =  7 для  оценки восьми неизвестных пара­
метров полный факторный эксперимент рекомендует по­
ставить п = 27= 1 2 8  опытов. П равда; при постановке т а ­
ких экспериментов резко снижается ошибка оценок 
параметров уравнения регрессии, но это не всегда являет­
ся достаточным основанием для постановки большого 
числа опытов. Поэтому необходимо поставить вопрос о 
поиске такого планирования, которое позволило бы со­
кратить количество опытов до приемлемого уровня, но, 
тем не менее, сохранило бы все положительные каче­
ства полного факторного эксперимента. Одним из путей 
решения этой задачи является использование дробного 
факторного эксперимента.

§ 3. Дробный факторный эксперимент

I. Дробный факторный эксперимент возникает в слу­
чае, когда мы реализуем не все опыты, рекомендуемые 
полным факторным экспериментом, а только часть и т а ­
кую часть, которая позволяет сохранить ортогональность 
планирования.

Пусть,мы находимся в рамках  линейной модели, т. е.

тi ( x ) = B 0+ v e , x ,
/-1

и имеем р |-1 неизвестных параметров. При рассмотре­
нии планирования с р факторами возьмем за  основу 
полный ^-факторный эксперимент и под этими факто­
рами д л я  конкретности будем  понимать первые q фак­
торов из х ъ хг,...,xp(q-Cp). Величину q можно подоб­



рать таким образом, что 27> / ;+ 1 , т . е .  число опытов 
равно или несколько больше числа оцениваемых пара­
метров.

В силу свойств матрицы планирования полного 
^-факторного эксперимента ортогональность столбцов 
,г0,л:ь . . о б е с п е ч е н а .  Остается подобрать еще p—q 
столбцов x q+i,...,xp, которые были бы ортогональны 
как  м е ж д у  собой, так  и по отношению к столбцам 
-v0, х х,...,хц. Но в матрице планирования полного е/-фак- 
торного эксперимента имеется 2,! ортогональных стол­
бцов, первые q-\ 1 из которых у ж е  использованы. Взяв  
любые p—q столбцов из оставш ихся 217—(<7+1), мы по­
лучим матрицу планирования, имеющую 2Ч строк и 
p-\r  1 столбцов (число ортогональных столбцов можно 
увеличить до 29).

В сущности, мы взяли матрицу планирования пол­
ного (/-факторного эксперимента, оставили наименова­
ния первых <7 + 1  столбцов прежними, а наименования 
некоторых p—q столбцов из оставшихся заменили на 
х цЛ ь  В результате свойства планирования
эксперимента с р факторами обеспечиваются свойства­
ми полного ^-факторного эксперимента—ортогональ­
ность планирования сохранилась и число опытов равно 
2q. Кстати, у  выбранных (p—q) столбцов можно поме­
нять все знаки на обратные. Очевидно, что свойство 
ортогональности при этом не нарушится.

Таким образом, мы выбрали /г1= 2 9 опытов из п—2р, 
предлагаемых полным факторным экспериментом. Эти 
2(1 опытов и представляют собой дробный факторный

эксперимент. Отношение-^-=2р_4 является  долей опы­

тов, приходящ ихся на дробный факторный экспери­
мент. Если ввести обозначение p—q—k, то план дроб­
ного факторного эксперимента, содержащий n x—2<l— 
2р~к. опытов, будем  называть дробной репликой, а вели­
чину А—дробностью реплики. Если А = 0, то будем  
иметь полный факторный эксперимент и его план будем

называть репликой. При /г=1 будем  иметь 2/;_1= -^ -2 р 

опытов. Такие планы будем  называть полурепликами. 

При /г—2 будем  иметь-^-2р опытов. Такие планы будем

называть четверть репликами и т. д .



Символически дробные реплики записываются в ви>- 
д е  2р- к, где р— общее число факторов; А—дробность 
реплики; 2 —число уровней к аж до го  фактора.

Чем больше /г, тем меньше опытов в дробной реп­
лике, но сущ ествтвует  /гшах, удовлетворяю щ ее сл ед ую ­
щим соотношениям:

2р~ктах' >̂р ]-1; 2p_<*niax+1)</7 f  1,

о ткуд а
Р + \ <2',-*тах<2(/?-(-1). (3 .19 )

Из (3 .19) видно, что для  заданной модели, т .е .  для 
заданного р, можно подобрать план с минимальным 
числом опытов в классе дробных реплик. С другой  
стороны, д л я  каж дой  дробной реплики сущ ествует  
предельное число факторов, ко гда  еще возможно 
раздельно оценить линейные эффекты.

План с предельным числом факторов д л я  данного 
числа опытов будем  называть насыщенным. Нетрудно 
получить соотношение менаду числом факторов н чис­
лом опытов д л я  насыщенного плана первого порядка

/11= 2 ' ,-*.».1х =/7-f-l. (3.20)

Это равенство выполняется лишь д л я  некоторых 
из п и р.

В табл. 4 для  наглядности приведены сравнитель­
ные характеристики д л я  линейных моделей с различ­
ным числом факторов и дробных реплик максимальной 
дробности ..Д ля сравнения представлено число опытов 
полного факторного эксперимента. Подчеркнуты те 
дробные ргплики, которые позволяют реализовать 
насыщенное планирование.

П. Обсудим теперь вопрос о последствиях , с в язан ­
ных с заменой полного /^-факторного эксперимента той 
или иной дробной репликой.

Р еал и зуя  дробную реплику, мы -можем оценить 
м аксимум  2 р~к параметров модели. Если допустить, 
что имеют место только линейные эффекты, то все 
параметры модели оцениваются с минимальной диспер­
сией. Если ж е  модель кроме линейных эффектов содер ­
ж ит и эффекты взаимодействия , то всех оцениваемых 
параметров б уд ет  2Р. Следовательно , в этом случае  мы 
оцениваем не 2р~к параметров, а 2р~к линейных фун-



Т а б л и ц а  4

Число 
факторов, р

Число
параме'Фснь

р-Г 1

Число опытов 
дробной реп­

лики,7*1

Условноз 
обозначение, 

2Р—̂  шах
Дробность,

*шах
Число ОПЫ ТОВ 
полного фак­

торного экс-та, 
п

Название ip об нон реплики

2 3 4 2 - - п 0 4 Реплика
3 4 4 2.1—1 1 8 1 2  Реплика от

4 5 8 ?< -! 1 16 1 2 Реплика от 2<
5 6 8 2 - 2 2 32 1 4  Реплика от 2 '
6 7 8 2 >-з 3 64 1 8 Реплика от 2,!
7 8 8 2-~* 4 128 1 16 Реплика от 27

8 9 16 2з-* 4 256 1/16 Реплика от 2 ’
9 10 16 29—5 5 512 1/32 Реплика от 2?

Ю 11 16 2ю-б 6 1024 1/64 Реплика от 2ю
11 12 16 2 " - ' 7 2048 1/128 Реплика от 211
12 13 16 212-3 8 4096 1/356 Реплика от 2>з
13 14 16 213—9 9 8192 1/512 Реплика от 213
14 15 16 2»-и> 10 16384 1/Ю24 Реплика от 2 й
15 16 16 215-П 11 32768 1/2048 Реплика от 2й

16 17 32 216—п П 65536 1/2048 Реплика от 2 16
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кций от 2Р параметров, и 
набор этих функций будет 
зависеть от выбранной 
дробной реплики. Естест­
венно возникает задача  
выбора такой дробной реп­
лики, которая позволяет 
с минимальной погрешнос­
тью оценить наиболее в а ж ­
ные, интересующие нас 
параметры. Проиллюстрп • 
руем решение этой задачи 
на ряде примеров.

III. П р и м е р  1.
Полу реплики.
Пусть имеется р—А ф ак­

торов. С ледовательно , п 
линейной модели имеется 
пять неизвестных парамет­
ров. Полный четырехф ак­
торный эксперимент т р еб у ­
ет /7.=24=-16 опытов. Д ля  
оцеп'ки пяти параметров 
вполне достаточно плана с 
пЛ—22= 8  опытами. Значит 
дробность реплики k̂ = 1, 
т .е . мы будем  иметь дело 
с полурепликой 24-1.

Первые четыре столбца 
матрицы Г- этой нолуреп- 
лики jc 0 , х и х 2, х 3—это 
столбцы полного трехф ак­
торного эксперимента. Все 
различные полуреплики от­
личаются д р у г  от д р у га  
столбцом х Л. При этом во з­
можны следую щ ие зн аче­
ния:

л;4= + х , л ; 2; х 4=
* 4 =  ± x 2x z\ — i  x ix 2x3-

(3 .21)
Соотношения (3 .21) называ-



ются генерирующими соотношениями, так  как они 
генерируют, создают дробные реплики.

Пусть для  конкретности выбрали1 следую щ ее гене­
рирующее соотношение;

Х4=Х1Х2Х3. (3.22)

Тогда матрица /•' примет следующий вид. (табл. 5). 
Обрабатывая наблюдения с этой матрицей планирова.

л л л л л л л • 
ния, иолучйм оценки 0„, 0 , ,  В,2, Н3, Н4, Н12, Н13, Н,3. 
Посмотрим, что мы понимаем под этими оценками, 
если иметь в виду модель с линейными эффектами 
взаимодействия второго, третьего  и четвертого поряд­
ков.

7 ] ( * )= 0 О I ; ^J ^ijXixj--\-\\HijkXjXlx k I М1Шх хх 2х лх^
i i j  , A - j  h

(3.23)
Умножив левую  и правую части выражения (3 .22) 

на х 4, получим в левой части вектор-столбец единиц

x l—x ^ x ^ x ^ t .  (3 .24)

Будем  называть определяющим контрастом выра­
жение (3 .24), задаю щ ее элементы столбца х 0. Зная 
определяющий контраст, легко найти соотношения, 
задающие все совместные оценки. Умножим левую и 
правую части определяю щего контраста п оследова­
тельно на х и х 2, х 3, *4 и различные комбинации их 
произведений по два  вектора. Тогда получим  с л е д у ­
ющие выражения:

x l—x 2x 3x i ; ^ 4= ^ i x 2x 3; x 2x 3—x lx A; 
х 2= х :х 3х 4; x :x 2—x 3xn; (3 .25)
X3===-X ̂ х̂ х̂ , ■ X2Х3—X2Х4,

которые тож е являю тся генерирующими соотношени­
ями, только они связаны  с конкретным определяющим 
контрастом.

Учитывая (3 .24 ) ,  (3 .25), наша модель (3 .23) примет
вид

ri(X) =  (®0 +  ®1234) +  (^l+®234)*'l''b(®2+®134)-*:2 ^ 
-|-(034 - 0 i 24)jC34-(04+0]23)-JC4H- (^d2' I ^ 3 4 )^ Л  +  (3.26)

+  (®13-Ь^24)'’С1-^Зуп(®23 +  ®14)-,<:23- 
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Из (3.26) видно, что под величиной 0 »  мы понимаем
Л

оценку параметра Нп-|-вш 4, под величиной 0 ! —оценку 
параметра

0  Г'Ь 0  234, й 123' й 3 >Й3 '1‘ й 124>

0 4—>04-|"01 23» й 34> ^13“_>̂ 1зН"^24;
А

Й23'*Й23 +  Н14.

Таким образом, па основании генерирующих соот_ 
ношений (3 .25) определили смеси параметров, оцени_ 
ваемые при применении дробной реплики. Теперь мож 
но сказать ,  что генерирующим соотношением н азы ва­
ется соотношение, показывающее, с каким из эффек­
тов смешан данный эффь'кт.

По определяю щему контрасту через генерирующие 
соотношения (3 .25) можно определить, с эффектами 
взаимодействия какого  порядка смешаны основные 
эффекты. В частности, в рассматриваемом случае основ­
ные эффекты смешаны с эффектами взаимодействия 
третьего  порядка . Эту иолуреплику будем  называть 
полурепликой с разрешающей способностью IV (по 
числу факторов в определяю щ ем контрасте).

Если в качестве генерирующего соотношения, з а д а ­
ющего полуреплику.мы выберем не (3 .22) , а , напри­
мер, х л——х :х 2, то определяющий контраст б уд ет  1=  
—х хх 2х А, разрешающая способность равна III и система 
смешивания эффектов следую щ ая :

Н0 ^ в 0—е 124; 01-»01  — 8 а4; ^2->в2 ~ в 14; **3-^3 —й 1234!
'. А • ■ А
0 4->-04—©12! ^ З ^ ^ Х З - Й 234<; й 23 >й23— й 134> й 34 — й 123-
Символически полуреплику от полного четырехфак­
торного эксперимента с разрешающей способностью

4 — 1
IV можно записать как  2 - ^ - ,  а с разрешающей спо-

4 —1
собностью III—в виде 2 - j j j - .

Таким образом, чем выше разрешающая способ­
ность полуреплики, тем больше порядок эффекта взаи­
модействия, с которым смеш ан основной эффект.



При выборе той или иной подуреплики мы стре­
мимся к тому, чтобы интересующие нас основные эф­
фекты смешивались с незначимыми эффектами взаимо­
действия . Если, например, известно, что все эффекты 
взаимодействия отсутствуют, то можно выбрать любую 
полуреплику. Если влияние эффекта вааимодейстчия 
уменьш ается с увеличением порядка взаимодействия, 
то имеет смысл выбирать полуреплику с максимальной 
разрешающей способностью. Такие полурепликн назы­
ваются главными. Если ж е  известно, что лишь н ек о ­
торые эффекты взаимодействия отличны от нуля, то 
нужно выбирать такую  полур.'плику, при применении 
которой основные эффекты не б у д у т  смеш иваться с 
этими эффектами взaиvoдeйcтвия.

IV. П р и м е  р 2. Четверть реплики
Рассмотрим теперь, к а к  в ед ут  себя четвертьреп- 

лики.
Пусть р=Ъ. Дробность четвертьреплики /г=2. За ос­
нову гзяли полный трехфакторный эксперимент. При 
выборе столбцов х 4 и х 5 выбрали сл?дую щ ие генери­
рующие соотношения:

Т огда определяющими контрастами являются

Если перемножить эти определяющие контрасты, то 
получится третье соотношение x0= x 2x ix 5. Чтобы пол­
ностью охарактеризовать разрешающую способность 
дробной реплики, необходимо записать обобщенный 
определяющий контраст

Система смешивания определяется умножением 
обобщенного определяющего контраста последователь­
но на х ь  х 2, х 3, х Л и т. д .

Х 0= Х хХ 3Х 4; X ^ X i X ^ X s .

(3 .27)

(3.28)



дг1х 2= х 2х 3х 4,.--^,х4л :5=х3л:5;
JC i X  5 Л' g ~ :: VК 1 *^2 JC 4s== Х 2Л 3 .

Разреш аю щ ая способность дробной реплики равна ми­
нимальному числу сомножителей в обобщенном опре­
деляю щ ем контрасте. Символическая [запись рассмат-

5_2
риваемой четвертьреплики будет  в виде 2 щ .

Как видно из (3 .28), получается довольно слож ная 
система смешивания линейных эффектов с эффектами 
взаимодействия второго, третьего , четвертого поряд­
ков. Например, при оценивании параметра имеем 
следую щ ую  смесь:

в г >н1+ н 34 j н 124Б-1 н 235>

V. П роцедура выбора реплик большей дробности 
совершенно аналогична. С ростом числа факторов у в е ­
личивается дробность реплик и услож няется  система 
смешивания. Табл. 4 иллюстрирует рост дробности 
реплик с увеличением числа факторов до 16.
Можно рассматривать и построение дробных реплик 
д л я  больш его числа факторов. Однако д л я  решения 
подобных задач  рекомендуется сначала применять 
методы отбора факторов д л я  уменьшения размерности 
факторного пространства.

§ 4. Симплексные планы

Полный и дробный факторные эксперименты позво­
ляют строить насыщенные планы только д л я  опреде­
ленного числа факторов и, как  сл ед ует  из табл. 4, т а ­
кие планы м огут  быть построены лишь д л я  р= 2̂* — 1, 
гд е  /г-=-2,3,4,.... Возникает необходимость построения 
ортогональных насыщенных планов д л я  лю бого конеч­
ного числа факторов. Решением этой задачи мы и 
займемся.

Насыщенный план первого порядка требует  //=/?+ 
+  1 опытов, соответствующих р+\  точкам в ^-мерном 
факторном пространстве. Обозначим эти точки через 
л'0, х ь ...,хр. Эти ж е  векторы являю тся строками м ат ­
рицы планирования X. Пусть .*!—л:0, х 2—х 0,..., х р—х 0 
линейно независимы и образуют выпуклую  оболочку



числа ак О, V  а , - - 1, ЧТО а , ( х ; — Х „ ) .
/=1

Определение 4. Множество S(a :0, называ
ется симплексом, натянутым на вершины x (h х {,.;..хр' 
где р—размерность симплекса.

На первый взгляд  вершина х () выделена. На самом 
ж е  деле все вершины равлог^равны, потому что мы 
можем аналогично ввести для  произвольного k = i,p  
векторы х0—х к. х у—х к,...,хр—х к, которые м е ж д у  собой 
линейно независимы, если независимы векторы х,—х 0, 
i= \ ,p .  П окаж ем  это. Предположим, что х0—.хк, х х— 
—х к,...,хр—х к линейно зависимы, т .е .  найдутся чис-

р
ла а0, ои...,а. , не все равные нулю, что>^аДх,—х к)—(),

i- о
откуд а

р  р  -—
V  а.1!<х 1—х а)-\-(х{)—х к) V  а ,= 0 ,  т .е . xt—x Q, i=\,p
t- i  t=o

так ж е  линейно зависимы, что противоречит определе-. 
нию симплекса.

Симплекс—это простейш ая ' выпуклая геометричес­
кая  фигура, в /^-мерном пространстве. Он правильный, 
если расстояния м е ж д у  лю бы м и д в у м я  вершинами 
одинаковы. От произвольного симплекса всегда можно 
перейти к правильному с центром в начале координат 
при помощи соответствующей замены переменных, и 
наоборот. Поэтому в дальнейшем будем  иметь дело 
лишь с правильными симплексами с центром в начале 
координат. В двумерном пространстве правильным 
симплексом будет  равносторонний треугольник, в тр ех ­
мерном— правильный .тетраэдр и т .д .  В качестве приме­
ра симплекса рассмотрим матрицу

А--

-  — ■Г 1 - г 2 ,. •• ГР - 1 г р

* 1  -- г й„ . ■| 1 1

0 /?2>”

0 0 , . . . R p r i — r p

0 0 , . . . 0  .

(3 .29)
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где

2 / ( Н - 1 ) ’ Г;
I1

Матрица (3 .29) имеет /Н-1 строк и р столбцов и на ее 
основе действительно можно построить симплекс. Из 
построения матрицы (3 .29) видно, что ее ранг равен р. 
Тогда из определения 4 получаем, что строки матрицы 
представляют собой координаты вершин симплекса раз­
мерности р. Не сложно показать , что этот симплекс 
правильный со стороной, равной единице, и с центром 
в начале координат. Дли этого используем следующие 
легко  проверяемые соотношения:

Рассматривая (3 .32) к ак  рекуррентное соотношение, 
б удем  иметь

Обозначая строки матрицы А через jc0, х и...,хр и у ч и ­
ты вая  из (3 .29) ,  что компоненты ректора x t имеют вид

нетрудно получить выражение д л я  расстояния м еж д у  
вершинами x t и х,г симплекса. П олагая для  определен­
ности /</г, получим после, несложных вычислений с 
учетом (3.34)

Ri—i -Гь (3 .31)

(3 .32)

(3 .33)

о ткуд а

(3 .34)
j - i

О г>/
х и- 1  R t i—j, i ^0,р, j —\,p, (3 .35) 

~ r  i i < i

X r - x k - H ' v W - H - t f L i ,



откуд а  с учетом (3 .30), (3 .33) || х г— х к |р==1, т .е . (3 .29) 
определяет правильный симплекс со стороной, равной: 
единице. Из (3.35) с учетом (3 .31) видно, что среднее 
арифметическое векторов ха, х и...,хр, являю щ ееся цен­
тром симплекса, равно н улевом у вектору.

Расстояние от центра симплекса до любой вершины 
постоянно и равно R , т. к. с учетом (3 .35), (3 .34)

H - * ilP = £ 4 = t f ? +  i  r ^ R l + R l - R l ^ R l
j - 1 j-H  1

Таким образом, получили, что расстояния от центра 
симплекса до  любых д в у х  его  вершин x h х к одинако­
вы и не зависят от номеров вершин, расстояние м е ж д у  
вершинами такж е  не зависит от номеров вершин. С ле­
довательно, с учетом то гг ,  что центр симплекса н ахо­
дится в начале координат, у го л  ; . :еж ду  векторами x h 
хк постоянен и не зависит от номеров i,k.

Теорема 3. Вершины правильного симплекса с цен­
тром в начале координат задают матрицу планирова­
ния д л я  ортогонального насыщенного плана первого 
порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Х —пХР  матрица пла­
нирования, строки которой задают условия проведения 
«=/7+1 опытов в /7-мерном факторном пространстве 
для ортогонального плана первого порядка. Соответ­
ствующая матрица F  имеет вид /г= [ 1 ,X], где  1—стол­
бец из единиц, присоединенный к матрице X. Матрица 
/•’—квадратная и удовлетворяет  соотношению (требова­
ние ортогональности)

} -F *F = In. (3 .36)
п

Д о к аж ем ,  что -'троки матрицы X  представляют собой 
координаты соответствующих вершин правильного 
симплекса с центром в начале координат. Из уравне-

__i_
ния (3.36) следует ,  что матрица п 2 F  ортогональная, 
т. е. ее  строки составляют ортонормировачную систе­
му векторов. Обозначим i-ю строку матрицы F  через 
вектор-столбец г , ,  г=0,/л Тогда получим из (3 .36)

z jz j= n 6u. (3 .37)



Обозначим строки, матрицы X  через вектор-столбцы 
* 0, * 1, . . . ,  хр, и пусть В^—угол м е ж д у  векторами x t, х}.

Так как  матрицы F  и X  связаны соотношением F — 
= [1 ,Л '] ,  то скалярные произведения. соответствующих 
строк матриц F  и X  имеют вид

При /=/=/ (3 :38) раскрывается по формуле

х]Х)г= х]х, cos В ,у = ( я — 1) cos &ц— — 1,
о ткуд а

Соотношения (3.39), (3 .40) доказываю т, что ортогональ­
ный плац первого порядка с чистом точек п—р -{-1 об­
разует правильный симплекс в /7-мерном факторном 
пространстве. Если учесть , что рассматриваемый план 
центральный, то  и центр полученного симплекса н ах о ­
дится в начале координат.

Пусть теперь имеем правильный симплекс с цент­
ром в начале координат. Д о к аж ем , что он с точностью 
до  постоянного сомножителя представляет собой м ат ­
рицу X  ортогонального центрального плана. Д ействи­
тельно , скалярное произведение любых д в у х  столбцов 
матрицы (3 .29) , определяющей симплекс, равно нулю, 
т .  к. при г<£ с учетом (3 .35) , (3 .31) получцм

(3.38)

(3.39)

COS 9 , ; =  —
П— 1

(3.40)

Р

Такой ж е  результат получится при i>k.  
При i —k б удем  иметь с учетом (3.30)



т. е . сумма квадратов  компонент любого столбца мат­
рицы (3 .29) одинакова и не зависит от номера столбца. 
Эти соотношения с точностью до постоянного множи­
теля б уд ут  выполняться и д л я  произвольного симплек­
са с центром в начале координат, т. к. последний мо­
ж ет  быть получен при помощи ортогонального преоб­
разования данного симплекса с последую щ им'умноже­
нием па некоторую положительную константу. Все это, 
с учетом того, что симплекс имеет центр в начале 
координат, д оказы вает  теорему, ■

Рассмотрим ряд примеров. Пусть р—2. Можно про­

является  матрицей независимых переменных Для орто­
гонального планирования первого порядка, удовлетво -

матрица X, задаю щ ая собственно план эксперимента:

определяет вершины 1,2,3 равностороннего треуголь­
ника (рис. 3 .1)

Пусть р=3.  В качестве матрицы F независимых 
переменных возьмем полуреплику 23-1

верить, что матрица

1 О
2

К  2

ряющей матричному уравнению-^-/;’т/;'=/з. При этом
О

О
2

V T

- 1 - 1 - 1 1  
1 1 - 1 -1

1 - 1  1 -1  
1 1 1 1



Рис. 3.1

Матрица /’’—ортогональная. Матрица X
- 1  - 1  1

1 - 1  - 1  
-1  1 - 1

1 1 1

зад ает  вершины 1,2,3,4 куба  (рис. 3 .2) . Эти точки об­
разуют правильный тетраэдр.



В качестве третьего примера можно привести с л е д у ­
ющее выражение д л я  произвольного элемента м а т ­
рицы X:

x l l ^ V 2 c o b [ ^ i ~ ~ \ i ^ P ,  / = Т >  (3 .41)
\ р-И  4 )

Строки матрицы X  (индекс i) задаю т координаты вер­
шин симплекса в /;-мерном пространстве.

§  5. Ц ентральное композиционное планирование 
второго п о р яд ка

Считаем, что модель исследуемого  объекта задана 
в виде полинома второго, порядка

Ч = % +  £  f  v  Qux j . (3 .42)
/>= i i j i . i

1 3Эта модель и м е е т — p~-\-----p-\-l неизвестных парамет-
2 2

ров.
И дея  центрального композиционного планирования 

состоит в следую щ ем . Обычно к планированию второ­
го порядка мы переходим после того , к ак  выяснилось, 
что линейная модель не адекватн а , но у ж е  получены 
результаты с использованием дробных реплик или сим­
плексного планирования. П оэтому, чтобы' эти р езул ь ­
таты можно было использовать при работе с моделью 
в виде полинома второй степени, предлагается к точ­
кам плана первого порядка добавить ряд  дополнитель­
ных точек и в совокупности получить план, исполь­
зуя который можно оценить параметры уравнения (3 .42) .  
При этом долж н а выполняться ортогональность матри­
цы плана второго порядка .

Точки плана первого порядка называются ядром 
плана, а новые точки называются звездными точками 
и точками центра. Звездные точки, выбираются на осях 
координат х\,...,х на расстоянии а от центра. С ледо ­
вательно, их будет  2р, по две на каж ды й  фактор. 
В центре эксперимента ставится //,, опытов. Таким обра­
зом, если в качестве ядра  выбирается дробная реплика 

то требуется поставить п = 2р~к-\-2р-\-п0 опытов.



Прокомментируем предлагаемое расположение точек 
на примере модели с тремя факторами, изображенное 
на рис. 3 .3. Точки вершин куба представляют собой 
точки яд р а ,  в качестве которого взят полный трехфак­
торный эксперимент 2 3. Звездочками обозначены звез ­
дные точки, расположенные па координатных осях на 
расстоянии а от центра. Величина а носит название 
величины звездного плеча. Кружочком в центре обоз­
начены точки центра.

Величину звездного  плеча а и число точек в цент­
ре п0 подбирают таким образом, чтобы планирование 
второго порядка обладало заданными свойствами.'

Матрица плана, заданного на рис. 3 .3, при л0= 1  
б уд ет  вы глядеть  т ак  (табл. 6). Первые восемь опытов 
связаны  с точками ядра , следующие 6—со звездными 
точками и последний—с точками центра.

При произвольных/? и k матрица плана б уд ет  иметь 
т у  ж е  с тр ук тур у ,  что и изображенная в табл. 6.

Вообще говоря, в матрице планирования не вег 
вектор-столбцы ортогональны. Учитывая стр уктур у  
матрицы планирования, нетрудно убеди ться ,  что неор- 
тогоиальны м е ж д у  собой столбцы л;0, х[х^,...,х2р.

Чтобы получить столбцы xu x l,. . . ,x2p ортогональны-



Т а б л и ц а  6

.4 Г,, * 2 х , Х , Х 3 Х ; Х 3 .г1 .Vа X 3

1 +  1 4-1 4-1 +1 +1 +  1
2 + 1 +  1 —1 —1 — 1 —1 4-1 4 1 4-1 4-1
3 +1 —1 4-1 — 1 — 1 4-1 —1 — 1 4-1 + 1
4 +1 4-1 — 1 —1 — 1 —1 —1 4-1 4-1 +  1
5 +  1 —1 —.1 4-1 4-1 —.1 - 1 — 1 - 1 +  1-6 - 1 4-1 — 1 4-1 — 1 4-1 — 1 4-1 4-1 +  1
7 4-1 —1 т-1 +  1 — 1 4-1 -г-1 +  1 +  18 4-1 4-1 4-1 4-1 — 1 4-1 4-1 4-1 4т 1 4-1

9 +  1 —.Я 0 0 0 0 0 0 0
10 4-1 4-» 0 0 0 0 0 я2 0 0

'11 4-1 0 -- 3. 0 0 0 0 0 а 2 0
12 - 1 0 4-* 0 о- 0 0 0 s ’» 0
13 4-1 0 0 —1 0 0 0 0 0 1 -

14 - 1 0 0 -Ь1 0 ' 0 0 0 0 а2

15 - 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0



ми к столбцу х0, произведем зам ен у  переменных; 
вместо столбца xj  введем столбец х ( по формуле

—  V  *? , .  (3 .43)
п 1-1

Теперь нетрудно убеди ться  в ортогональности столб­
цов л:0 и х\

(3 .44)
t-i t-*i г=1

Д алее  сделаем  ортогональными столбцы Xi при i —\,р 
м е ж д у  собой. Как нетрудно убедиться из табл. 6, 
планирование построено одинаковым образом д л я  всех 
независимых переменных. Поэтому ^ х 'цх'ц—одинаковы

i
м е ж д у  собой при i—j  и внедиагональные элементы 
при i ^ j  то ж е  одинаковы м е ж д у  собой. О казывается , 
что можно подобрать величину звездного  плеча так ,  
чтобы вектор-столбцы x t и x'j были ортогональны при 
*=£/, т .  е.

о,
; - i

и тогда  псе столцбы матрицы плана б у д у т  ортогональны.
В качестве примера приведем табя . 7, гд е  получено 

центральное композиционное планирование при я 0= 1  
в некоторых сл уч аях .

Т а б л и ц а  7

Число факторов Величина зиездиого плеча Ядро

р = 2 а ~  1 2-
р = 3 0^=1,215 23
Р~5 а=1,5147 2Г’—1

В случае  р = 5  взята полу реплика
При ортогональном планировании второго порядка 

все коэффициенты уравнения регрессии определяются 
независимо д р уг  от д р у га  с минимальной дисперсией. 

Учитывая, что матрица (FTF )~l—диагональная и



•2U
(3 .45)

у / 7;

где /^—произвольный вектор-столбец матрицы F, полу­
чим оценку параметра 0 ,

Если i изменяется от 0 до р, то будем  иметь оценки 
нулевого приближения и коэффициентов при линейных 
членах, а далее  при увеличении i б удем  иметь после­
довательно оценки коэффициентов взаимодействия и 
коэффициентов при нелинейных членах. Однако при 
планировании второго порядка принцип ортогональ­
ности не всегда совпадает с принципом ротатабельнос- 
ти, т а к  как  из (3.47) видно, что коэффициенты регрес­
сии определяются с неодинаковыми дисперсиями 
(~x n i  const).

При вращении матрицы плалирования изменя-
' /

ртся, и дисперсии меняются по слож ном у Закону, т. е . 
предсказание поверхности отклика производится не во 
всех направлениях с одинаковой погрешностью.

§ 6. Ротатабельное планирование порядка d

Построение ротатабельных планов второго порядка — 
задача более сложная, чем построение ротатабельных 
планов первого порядка. Получим условия, которым 
должна удовлетворять матрица планирования порядка d 
при ротатабельном планировании. Д ля  этого рассмотрим 
вспомогательный вопрос, связанный с возведением в сте­
пень векторов и матриц.

I. Определим возведение в степень векторов и м ат­
риц и исследуем его свойства.

2  З Д
в ,  = (3 .46)

и дисперсию оценки этого параметра

(3.47)



П усть  имеется вектор лгт= ( х ь  х 2,...,хр).\ Через г  
обозначим вектор , равный А-й степени вектора х, т . е .  
г = х  I*1.

Определение 5. Под вектором л !* 1 будем  понимать 
вектор г ,  содержащ ий в качестве компонент все с те ­
пени и произведения порядка /г из комйонент вектора 
х  с множителями, подобранными так ,  чтобы

г ^ = х ^ кЫ ^  =  (х^х),г. (3.48)

Например:

■А=2; р = 2; х т= (  ких 2)\ г т= ( * т)W = ( x i , x l ,
Уг 2 х 1 х 2).

Вычисляя скалярное произведение zTz-, получим 

Z tZ — X i - \ - X 2-\ -2  Х [ Х 2= ( х ' \ - \ - х 2) 2= ( х 1х ) “.

Из определения вытекает очевидное свойство

(;cT) !* l= ( je |A')T.
П усть  теперь имеем у= И х  (или у т= х т//), 
где х, у—векторы; //— матрица соответствующей 

размерности.
Определение 6. Под k-u степенью матрицы Н будем  

понимать такую  матрицу //1*1, д л я  которой выполня­
ется следую щ ее соотношение:

y|Ai=//iAijcifti (или y i ftJ = ( ^ T)i*)//i*0. (3 .49)

Рассмотрим свойства матрицы, возведенной в степень.
С в о й с т в о  1. k-я степень произведения д в у х  мат­

риц равна произведению k-х  степеней тех  ж е  матриц, 
взяты х в том ж е  порядке

(//Л)1*1=//1Л'1Л1Ч (3 .50)
Д о к а з а т е  л ь с т в о. Пусть

z= H A x,  (3 .51)

где  z, х — векторы; Н, Л —матрицы соответствующих 
размерностей: В ведем  вектор у  по формуле

у = А х ,  (3 .52)
тогда

z=H y.  (3 .53)
Возведем  в /г-ю степень (3 .51)н-(3 .53)



у1*1 *IjcI 
ari * != / / f  * ly f  * J.

Отсюда имеем
(//A)f*ijcr*J=,/yi*]yi*f=/yi*Mf *1. (3.54)

Начало и конец формулы (3.54) дают (3 .50). ■
С в о й с т в о  2. к-я  степень транспонированной м ат­

рицы равна транспонированной от к-й степени матрицы
(3.55)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть z=H x. (3 .56)
При транспонировании (3 .56) б удем  иметь

zt—xtHt. (3 ,57)

Возводим в степень (3 .57) и (3 .56)

( г т)1* '= (лт)1*'(//г)1Ч (3 .58)

Учитывая свойство вектора в степени, из ,(3.58) имеем
(г 1Ч у= (гтУк1=(Н1'11х1к1 у ^ ( х г)1к1(Нгу к|.>

(Je[*0т( t f ,ft0 тH■*т), 'i , (Лrl)|ft,.
Отсюда непосредственно вытокает (3 .55) .  ■

С в о й с т в о  3. Матрица, обратная от к-й степени
матрицы, равна обратной в степени k

(// l* J) - i= (// -« ) i* i . (3.59)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть
z= H x (3.60)

и сущ ествует  матрица Н~1, то гда  имеем
х=Н~'г. (3.61)

Возводя-в  степень (3 .61) и (3 .60) ,  получим

(3.62)
(3.63)

Умножим (3.62) слева на матрицу (/У!*1)-1
JCl*I=(//f*I)_12l кК (3 .64)



Сравнивая (3.63) и (3 .64), уб еж д аем ся  в справедливос­
ти (3 .59 ) .  ■

С в о й с т в о  4. ]£сти // — ортогональная матрица, 
то НI** — тож е ортогональная

(Л/|*, ) - 1=(/У, * ' ) т. (3 .65) ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть И— ортогональная м ат­
рица, т. е.

тогда  используя свойства 2 и 3, будем  иметь

(/-/|М) - 1 = ( / Г ‘ ) ,А1 =  (/УТ) ГА|==(/У}Л1)Т,

откуд а  сл ед ует  (3.65).
II. П усть  d —порядок полинома в полиномиальной 

модели, /?—ортогональная матрица, осуществляющ ая 
поворот осей координат в факторном пространстве. 
Получим критерий ротатабельности порядка d в мат­
ричном виде.

Теорема 4. План в порядка d б удет  ротатабельным 
то гда  и только тогда , когда  соответствую щая Инфор­
мационная матрица будет  инвариантна при ортогональ­
ном преобразовании координат, т. е.

F 'F = R t{d'FTFR {d\ (3.66)

Д  о к а з а т е  л ь с т в о .  Запишем /7-мерный полином 
порядка d

т , ( * )= 0 о+ £  «<•*/ + 2  *,jJC,Xi+ • • • • (3.67)
ы  1 i<j

Р яд  (3 .67) обрывается на степени или произведениях х 
порядка d. Этот ряд можно представить более компак­
тно, если ввести вектор f = ( \ , x x, х 2,...,х').

Нетрудно увидеть, что в (3 :67) сущ ествую т все 
составляющие вектора t ldi. Введем дополнительно век­
тор 0 ,  составляющие которого есть коэффициенты поли­
нома (3.67) 0 О, 0 Ь... с сомножителями, подобранными 
таким образом, чтобы запись (3.67) совпадала с з а ­
писью (3 .68)

r ,(x )= ^ T[rf|0 .  (3.68)

Учитывая (3 .68) , можно записать следую щ ее в ы р аж е­
ние:



1̂—7j=^T,dI( 0 - .H ) .  (3 .69 )

Найдем математическое ожидание квадрата (3 .69), 
которое является  дисперсией оценки поверхности 
отклика в точке л т=(л-,, х 2,...,х )

D ( (-*))=<е [  (*■—г)) ( г\—п У ] =  

= ^ " г ,Е [ ( е - е ) ( 0 - в ) т] ^ " 1 = о ^ т|‘/|(/;'т/;' г ^ ,<" -  (3 .70)

Получим далее  дисперсию оценки поверхности от­
клика в точке г,  связанной с i ортогональным преоб­
разованием (преобразованием поворота):

z = R f t

учитывая при этом свойства векторов и матриц, возве­
денных в степень:

Д г ] ( г ) ) = ^ г т1'/,( Г г/ " Г 1г 1‘" =

= 0-7T | и  (F\F)~ */?'['“lt ld 1=

= 94 " d\ R " d'FiFR'dl) - l t [d'. (3 -7 1 )

Поскольку принцип ротатабельности требует, чтобы
л

D (yj(a:)) ==D (г(( г ) ) ,  из (3 .70), (3 .71) можно окончатель­
но получить (3 .66). И наоборот, если (3.66) выполне­
но, то (3 .70) и (3 .71) равны д р у г  д р у г у ,  а это означает 
ротатабельность планирования.*

III. Получим теперь критерий ротатабельности в тер­
минах элементов информационной матрицы.

Любой элемент матрицы F'F содержит величину
(3.72), называемою  мЬмептом матрицы плана:

—  xfy'• • x ipp = v( ai —,a/j)’ (3-72)
n ГГ i

где a b a2, . . . ,ap—целые числа.
На основании (3 .66) уточним, чем у равен момент v(at, 
...,%) д л я  ротатабельного планирования.

Из равенства величин (3 .70) ,  (3 .71) нетрудно запи­
сать равенство следую щ их квадратичных форм:



и ~ — ? и Ч''Н1[а]=  R nd] F'FR'dlt {di. (3.73)
n a

Равенство (3.73) выполняется при произвольных зна­
чениях вектора t. Следовательно, расписывая (3.73) 
поэлементно, получим д в а  полинома, м е ж д у  которыми 
сущ ествует  .равенство. Это означает, что коэффициенты 
при одинаковых степенях переменных должны быть 
равными д р у г  д р у г у .  Из-этих равенств мы и получим 
критерий ротатабельности в терминах моментов. 
В дальнейшем для  определенности будем  считать, что 
вектор t имеет компоненты

<ТИ 1 .  tut%.......tpl
Обозначим далее  через х { следующий вектор:

х]=(\, х п, х п,...,х1р).'
Т огда , к ак  нетрудно убедиться , информационную м ат­
рицу молено представить в виде

F t F =  V  x\d]x][d]. (3 .74)
/-1

С .уч ето м  (3 .74) из первого равенства в (3 .7 3 )  будем  
иметь

U = — tT , " 1 F'Ftidi=  ~ f [d]ly .x \ d]x y d l\t[d] =  
п п. \ /=1 ' ' /

= — v ( ^ ; o rf= —
п TZi И / -1

=  —  £ (  1 + ^ x n + t 2x n-^...+tpx lpr .  (3 .75)
П 1

В озводя в степень 2d содержимое круглы х  скобок 
и производя несложные, но довольно длинные вы кл ад ­
ки, получим следую щ ее выражение:

^ = 2  2 ^ ( а1>а2’ " -*% М а1.а2...... ОрУ'Чгр...#, (3 .76)

где

£ ( « t« 2, . . . , « , ) = --------(2-d-l - , (3.77)
( 2 r f - a ) !  П  ai !

Ui



с'} — таковы, что V  а(==(х.
1-1

С другой стороны, учитывая второе равенство в
(3 .73), можем получить следующее выражение:

U =  — Iт I* I /?ti d 1 м ЧI * I =. -  (Ri )ti d ' F TF( R г) i «м. 
л п

(3.78)

Изучим внимательно (3.78). U является функцией or t 
и не должна зависеть от преобразования поворота R. 
Чтобы эти два  свойства не противоречили друг другу  
(от вектора t перешли к вектору Rt), необходимо, что­
бы (3.78) зависело не от самого , вектора t, а от его

р 2
длины, т. к. только величина f t — .... инвариантна к

“ х
ортогональному преобразованию R.

Но поскольку U полином по t степени 2d, то план 
будет ротатабельным, если Этот полином будет иметь 
вид

и =  2  f V  (3.79)
i -о \/_о /

где a 2s — некоторые константы. Возводя содержимое 
круглых скобок в (3.79) в степень s, можем получить 
следующее выражение:

£ / = V  (3.80)

где

Я. (4* а) !
Ь(* ь « 2...... -7 Т Т — Г '-  3̂-81^

Заметим, что
6 ( . . . Ы ) ,  (3.82)

если хотя бы одно число из at — нечетно, потому что, 
к ак  видно из (3 .79), в полиноме должны присутство­
вать лишь переменные в четных степенях.



Учитывая, что (3 .76), (3 .80) равны д р у г  д р у г у ,  м о ­
ж ем  записать

о т к у д а  с учетом (3 .78), (3 .81) ,  (3 .82) нетрудно п олу­
чить

v(a1, a 2, . : . ,a/, ) =  (3 .83)
О , если хотя бы одно из а,- нечетно,
Щ а,)! , если все аг четные;

к = -
>а'21^Г7 )!( 2rf-—а ) !а «

(2d)!
Величи ты К  представляют собой константы, кото ­

рые необходимо определять в к аж до м  конкрет-юм с л у ­
чае в зависимости от а.

§  7. Ротатабельное планирование первого 
и второго порядков

I. Ранее мы получили, что ортогональный план перво­
го порядка в то ж е  время является ротатабельным.

Покажем теперь, что ротатабельный план первого по­
рядка является ортогональным. Пусть имеем ротатабель­
ный план первого порядка, т. е. <2=1.

С ледовательно , сущ ествую т 'все  моменты до  2 d —2 
п орядка . В этом случае все моменты первого порядка 

1 правны нулю: —  V x ^ O ,  так  как  соответствую щ ая аг=  
п /=1

= 1 ,  т. е .  нечетная. По этой ж е  причине все смещан-
1 XIные моменты второго порядка равны нулю:—ft

= 0 ,  i hj.  Д ал ее ,  используя (3 .83) , легко  получить, что
1 " о

—  V A f t -X  2, 
п ,T i

Х2—произвольная константа, характеризую щ ая величи­
ны варьирования факторов. Если варьирование прово­
дится на уровнях  ± 1 ,  то а2== 1.



Из приведенного рассмотрения видно, что матрица 
моментов ротатабельного планирования первого поряд­
ка имеет вид

- L ^ V - W , ,
п

т. с. ротатабельное планирование первого порядка явля­
ется ортогональным.

II. Найдем форму моментов для ротатабельных пла­
нов второго порядка. Из (3.83) нетрудно получить, что 
четные моменты имеют вид

—  У * / |= ^ 2 = 1 ;  (3.84)
п /-1  . п ,_!•

1 "  9 9
—  V  Л4,
И /Гх

а все нечетные рарны нулю.
Учитывая (3.84), можно получить матрицу моментов

— (FTF)  в виде табл. 8 . 
п

Т а б л и ц а  8 
О 12 . . .  Я И . . . РР  12 . .. . ( P — IJP

О

1
2

7

Р

11
22

РР

12
13

(Р- V  р

1 0 1 1 . . .  I 0

0

1
1

1

0 0

1
1

1

0

зх4
,зх4 х4 

х, ’ зх4

0

0 0 0
х4 0

к

0 ■" х4



Если подсчитать определитель матрицы моментов, 
то увидим, что

— (F'F) =а[(2-\-р)Х4- р \ ,  ' (3.85) 
п

где а —некоторая положительная константа. Поскольку 
определитель матрицы моментов должен быть больше 
нуля, из (3.85) можем получить ограничение на вели­
чину в виде

Неравенство (3.86) можно использовать для проверки 
плана па ротатабельность.

III. Рассмотрим вопрос о построении ротатабельных 
планов. Существуют различные способы построения 
ротатабельных планов. Рассмотрим один из них.

Равенство нулю нечетных моментов матрицы момен­
тов ротатабельных плапов наводит на мысль, что суще­
ствует некоторая симметричность в расположении то­
чек в факторном пространстве. Но оказывается, что не 
всякая симметрия приводит к ротатабетьному плани­
рованию.

Теорема 5. Множество точек, равнорасположенны'х 
на сфере радиуса г, моменты которых удовлетворяют 
условиям ротатабельности, нельзя использовать как 
план, т. к. соответствующая матрица моментов будет 
вырожденной.

Для д о к а з а т е  л ь с т  ва  этого утверждения выра­
жение (3.87)

просуммируем по I и поделим обе части равенства на 
п. Тогда получим

7-2= , /==>!,« (3.87)

п /_ 1 /- 1  п /_1
(3.88)

Используя (3.84), из (3.88) будем иметь г'2= р ,  откуда
г* = р \  (3.89)



Далее возведем левую и правую части (3.87) в квад­
рат и снова произведем операцию суммирования по / 
и деления на п. Тогда будем иметь

1 "  Р  1 "  i. Р  Р  1 0 9Л  v  r W * = V  —  V  х ц  + V  V  ~ х 1 х 2и . (3.90) 
п I-  1 п 1-  1 i - l j - l  Я

Учитывая (3.84), из (3.90) получим
/ 4=ЗХ4/7 +  /7(/7—1 )Х4 =  Я,4/7(/7+2). (3.91 ) 

Из (3.89) и (3.91) окончательно получим

> 4 = - ^ -  .
Р + 2

откуда следует, что матрица моментов будет* вырож­
денной, что и требовалось доказать. ■

Т еорем а  6. Множества точек, равнорасположен-  
ны'х на сферах р а з л и т ы х  радиусов, являются рота­
табельным. невырожденным планом-второго порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть имеется 5  сфер и x sli— 
—элемент матрицы плана, гдсз s—номер сферы, s = l ,V ;  
/ —номер точки на сфере s; / —номер фактора.
На сфере s радиуса имеется ns равнорасположе;шых 
точек, прячем

V  п ^ п .  (3.92)
1

Перепишем условия ротатабелыюсти (3.84) плана вто­
рого порядка в новых обозначениях:

1 y y x L = 1; (3.93)
п /=1

—  V  у  *1н=3 К ; (3.94) 
п TZitZi

—  3  (3.95) 
п i - i z - l

Возьмгм далее за основу следующее равенство:

г \ = ^ х 1 п . (3.96)



Просуммируем (3.96) по s и / и поделим на п

1 хл 2 1 s a ' l  s п* о- 2  V  _  v  ^ x r s u . (3.97)
п  4_ 1  / = 1 П  S~ 1  / _ 1  п.  1

Учитывая (3.93), тгз (3.97) будем иметь

—  2  »/*=/>• (3.98)
tl j'ra.l

Далее возведем в квадрат (3.96)

/■ 2 = 2 * 2 н +  2  i ;  *5/А .  (3.99)
/=i i- i j - 1 

Ji-l
Просуммируем (3.99) по s и / и поделим на /г

1 s ", , I s 4_ « "  1 5 ", 4
-  V  V  -  V  « / = ,  2 - 2 2  ■ * *« +
п  з - 1  / = i  я  .ГГ1 /Гх п  5_1  Й

/» /» 1 5 н Г
+  2 2 — 2 2  • (3.100)п J=w= 1 

i¥'t
Подставляя (3.94), (3.95) в (3.100), получим

—  2  л /2 = * М / > + 2 ) .  (3.101)

Из (3.98), (3.101) получим следующее выражение:

— 2 « ^  X ,  4
1 -  Р п _____Р /l- ,!Ss /o in ov

‘ /> + 2  ( & / , ) = •  (ЗЛ02)

Из (3.102) нетрудно увидеть, что можно подобрать 
величины S,  ns, rs таким образом, чтобы выполнялось 
неравенство

Р+ 2
что и доказывает теорему. ■

Н а п р и м е р ,  возьмем две сферы. В одну из этих 
сфер радиуса г 1==хг вписан правильный многогранник



с iii вершинами. Другая [сфера "'имеет радиус г2= 0  и 
содержит п0 точек. Следовательно, / г = « 1+ / 70, и

\  J L . ' h + l o . y  _ р _  (3103)
р.Г2 ,h р+ 2

Таким образом, беря за основу вершины правильного 
многогранника в />мерном пространстве и помещая в 
центр необходимое количество опытов (чем больше, тем 
менее вырождена матрица моментов), получаем ротата- 
бельное планирование второго порядка.

§ 8. Обработка результатов эксперимента

I. Пусть согласно тому или иному критерию опти­
мальности мы выбрали плац и, проведя эксперимент, 
получали совокупность N  наблюдений, т. е. для каж­
дой экспериментальной точки x h i= \ , t i  факторного 
пространства получили величины / = 1 ,0 , где г,—

П
число наблюдений в точке x t е Я с .  -причем Y r ^ V .

i "
На основании этих наблюдений необходимо оценить 
неизвестные параметры модели, поверхность отклика 
и проверить основные предположения, на которых 
строилась теория. При этом отметим, что вопрос о про­
верке основных предположений имеет самостоятель­
ное значение и требует, вообще говоря, постановки 
специальных, целенаправленных экспериментов со своим 
критерием качества. Мы ограничимся лишь теми пред­
положениями, которые можно проверить в рамках на­
шего эксперимента: проверка однородности выбороч­
ных дисперсий, проверка адекватности модели, про­
верка значимости параметров модели.

II. Согласно результатам, полученным в § 4 гл. I, 
для оценки неизвестных параметров линейной модели 
достаточно иметь величины

У /= —  $ У и -  (3.104)
г 1 } - 1

Поэтому, обозначив через у вектор столбец с элемен­
тами уь  у 2, . . . , уп, запишем ( 1 .8 ), (1.18)

e = M - lF'y,  C j(jc)=/T(jc)e, (3.105)



где Ж —информационная матрица, имеющая вид (1.56)

Ж = У г л / ( х г) / ^ (). (3.106)
/ - 1

л ■ л
Матрица !)(&) ковариаций оценок в  и дисперсия d(x)

Л
оценки т)(л:) поверхности отклика записываются в виде 
(1.19), (1.32)

d ( x ) = f T(x)D(Q)f (x) ,  (3.107)

где а2—сомножитель, с точностью до  которого извес­
тна дисперсия наблюдений в точке л е й *

D ( y \ x ) ^ ~  (3.108)
X(jc)

где к(х)  предполагается заданной.
, Формула (3.105), а следовательно и (3.107), имеют 

более простой вид, когда реализовано ортогональное 
планирование, т. к. в этом случае информационная 
матрица диагональная. В частности, при Цл:)=1 имеем

М=жп1п (3.109)

и (3.105), (3.107) имеют вид

в  д е  d(x)  = — M x ) f ( x ) .  (3 .1 1 0 )
п п. п

Ш. Запишем выражение для несмещенной оценки 
дисперсии наблюдений в точке x t факторного простран­
ства

У,Я  ( З . Н 1)
Г 1 у_ 1

Введем гипотезу об однородности выборочной диспер­
сии, которая утверждает, что

E ( s?)«==<j2, г==ТЯ (3.112)

Если дисперсия наблюдений зависит от координаты 
точки в факторном пространстве (Я(л:)^=1 ), то вместо 
величиц уц  будем рассматривать величины y ^ V  X ( x h 
т. к. с учетом (3.108) все равно будем иметь из (3.111)



s‘t
При проверке гипотезы учтем, что величины -4- неза-

0“
висимы и и м е ю т ] / -  распределение с f —rL— \ степеня­
ми свободы.

Гипотезу об однородности выборочной дисперсии 
можно проверить различными статистическими крите­
риями. Рассмотрим критерий Фишера. Выделим мень­
шую и большую выборочные дисперсии

2 < 2) 2 • ( 2 1 s E=max(.«;<j, (.V/).
1</<Л 1<1<п

Отношение
„г

(*3.113)
Sm

двух независимых случайных величин, распределенных 
но у/ закону с числами степеней свободы / ь  / 2 чис­
лителя и знаменателя соответственно, имеет распреде­
ление Фишера с числами f x, / 2 степеней свободы.

Задаваясь урорпем значимости а, ищем в таблице 
распределения Фишера порог F aifit fl и сравниваем с 
ним (3.113). Если F > F a, то отвергаем гипотезу.
В этом случае нельзя непосредственно пользоваться 
МНК-оцгнками. Необходимо предварительно преобра­
зовать наблюдаемые значения по какому-либо подхо­
дящему Закону и иметь дело не с самими наблюдени­
ями, а с некоторыми функциями от них, добиваясь 
при этом принятия гипотезы однородности.

Если /•’< /• ’«, /„ /„ ,  то гипотезу принимаем. В этом 
случае вели^чпы s\ являются оценками одного и того 
же параметра а'\ Общая оценка параметра о- имеет вид

* Ч 2 / / Г 121 М ,  (3.114)
/-1

причем —  распределена по х2_закону с / = Е  f i —N —n

степенями свободы.
Если в каждой точке факторного пространства име­

ем одинаковое число г >  1 наблюдений, то гипотезу об 
однородности выборочных дисперсий можно проверить 
по критерию Кохрена. Если статистик аа.



меньше порога <7в| r_ j , то гипотеза об однородности 
принимается, иначе она отвергается. Величину Ga,n.r-i 
находят из таблиц распределения Кохрена.

IV. Если в выбранных точках x t^ . Q x провели лишь 
по одному 'опыту (г;= 1 , г '= 1 ,я), то при оценивании 
величины о2 нельзя пользоваться формулой (3.114), 
т. к. невозможно получить величины s?, i = l , n .  В этом 
случае необходимо воспользоваться формулой (1.53), 
которая получена в предположении, что структура 
среднего значения вектора наблюдений у известна и 
равна (1.3)

Е (у )= Л Э .

Назовем это предположение гипотезой адекватности и 
получим критерий проверки этой гипотезы.

Из (1.53), с учетом (1.2), (1.5) запишем выражение 
для оценки sle параметра о2, основанное па выполне­
нии гипотезы адекватности:

о 1 Л 1 п /  т IЛ \  о
s ^ = - i - Q ( 9 ) = —  2 *, у , - 2 /> (л ()ву =  

п —т n —m {21 \ I

1 У Ч У ^ к ^ ) ) 2- (3.115)
n —m  /Ti

На основании теории, изложенной в § 3 гл. I, можно
s 2

утверждать, что-^f имеет у2 распределения с п—т
степенями свободы. Кстати отметим, что если реали­
зовано насыщенное планирование, то величину s lK вы-

Л
числить невозможно, т. к. Q(0 )=O, п—т —0 .

Если имеем множество наблю дений  (у,;, j = l , r h i =  
1,/t}, то, как нетрудно получить из (1.53):

4 г = Т Т ^ —  Q ( « ) = 7 7 ^ —  S  ( У ' . - ^ ( ^ ) ) 2- (3-116) N — m N —m “  k- i
Величина (3.116), поделенная на о2, имеет у2 распреде­
ление с f —N —m степенями свободы.



Из (3.116) несложно получить

5" * = Т Г —  £  'У') 1 ( У г - ^ Ш ) } 2. (3.117)
/ V — /71 1

При возведении в квадрат содержимого квадратных 
скобок и (3.117) сумма удвоенных произведений обра­
щается в нуль. Поэтому далее можем записать

2 JV— n ti— tn 
S a i =  5 ---------------

в N - m  N - m
II " Л
1 2 ( y , - ^ / ) ) J (3.118)

Из (3.118) нетрудно заключить, что если гипотеза аде/- 
кватности выполняется, то оценки величины о-, полу­
ченные по формулам (3.114), (3,115), (3.118), должны 
быть примерно одинаковы, в противном случае ЛаК 
существенно больше величины s'- (увеличивается вес 
второго слагаемого в (3.118)).

Учитывая, что-— , -^-статистически независимы, рас-О" О*
п п

пределены по у~ закону с / 1== \ ] ^ —/га,/ 2= v  ri ~  п
i-i i-i 

степенями свободы соответственно, можем записать 
величину F  критерия Фишера

,2
17

S* •

Если то гипотеза адекватности принима­
ется, и мы переходим к следующему этапу обработки. 
Если /•’> / % , , / , , ,  то она отвергается. В этом случае 
необходимо решать задачу подбора модели, адекватно 
описывающей поведение объекта исследования.

V. Найдем доверительный интервал для параметров 
И, и поверхности отклика г;(х).  Для этого восполь­
зуемся результатом (1.33), понимая под вектором С 
вектор с компонентами Ct= 1, С;- = 0, /=1,/га, jj=i 

t== .

V  p C w

Нетрудно получить доверительный интервал для t-ста­
тистики



P ( | / | ^ , / ) = l - « ,  (3.119
где t aj  находим из таблиц распределения Стьюдента; 
а—уровень значимости; / —число степеней свободы,

П
равное числу степеней свободы величины s2,

Л
—и. Подставляя в (1.33) вместо г|?, гр величины 0,-,

Л А.
вместо А|з дисперсию D(fy) оценки параметра в ь кото-

Л’
рая равна диагональному, элементу Dn (W) дисперсион­
ной матрицы

а д ) = А , ( в ) = с 'Ч М - Ч , 7 ,
поручим из (3.119) следующее выражение для дове­
рительного интервала:

е , - * в1 f V < * 1 + г * , / У Щ ~ й 2'. (3 .1 2 0 )

Аналогично рассуждая, можно получить довери­
тельный интервал для поверхности отклика в произ­
вольной точке Понимая в (1.33) под вектором

Л Л
С вектор / ( * ) ,  а значит, подставляя вместо г|з, Dip

Л
величины ^(л:), т](л), <з2Д ( х ) М - 1/ ( х ) ,  получим из (3.119) 

v(x)—t a,fV  s2 J 4 x  )УИ-1/ ( 7 ) <  

< 4 { x ) < k x ) + t « j V s 2J W M = ' 7 T x ) . (3.121)

Выражения (3 .1 2 0 ), (3 .1 2 1 ) записываются особенно про­
сто при ортогональном планировании, если учесть 
(3.110):

т ; ( з л 2 2 )

i ( x ) —t a,f ± - p ( x ) f ( x : )  < ^ ( x )< 7 ] ( x )+

+ Ь , г ] / Г  ̂ Д ( х ) Д х ) .  (3.123)

Интервальную оценку (3.120), (3.122) можно взять 
за основу при проверке значимости параметра Я., а
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именно: параметр 0 , следует считать значимо отлича­
ющимся от нуля, если соответствующий доверительный 
интервал не содержит начала координат, иначе этот 
параметр не значимый, т. е. истинное значение пара­
метра отличается от нуля не существенно,

§. 9. Планирование экстремальных экспериментов

I. Допустим, что интересующий нас процесс удовле­
творяет соотношению

£ ' ( у | ; Е ) ^ ( * ) .  (З-124)
где т](£) неизвестная, но принадлежащая определенно­
му классу функция.

Необходимо предложить эффективную процедуру 
проведения эксперимента, согласно которой можно 
находить оптимальную точку х  в (Ьдкторном простран­
стве дающую экстремальное значение параметра опти­
мизации у. За основу процедуры возьмем шаговый 
принцип достижения экстремума. Считаем, что в на­
чальный момент мы находимся в точке х 0 факторного 
пространства, Выбор точки х  осуществляется при ана­
лизе априорной информации. Если априори можно ука­
зать точку в факторном пространстве, в которой скла­
дываются наилучшие условия проведения эксперимен­
та, то .эту точку и нужчо принимать в качестве 
начального приближения. Если же известна некоторая 
область, где существует наилучшая комбинация з н а ч е ­
ний факторов, то в качестве i 0 можно выбрать точку 
в центре или случайным образом любую точку из этой 
области. Проводим серию опытов, по результатам ко- 
торых< строим математическую модель процесса в 
окрестности точки л 0. Используя полученную инфор­
мацию, выбираем далее наилучшее направление поис­
ка экстремума и дальнейшие опыты ставим только в 
этом направлении до тех пор, пока не будет происхо­
дить заметное приближение к экстремуму параметра 
оптимизации. В результате получим новую точку x t , 
в окрестности которой снова ставим серию опытов, 
строим модель, выбираем шшлучшее направление, ищем 
новую точку х  и т. д.

Главное требование к модели (3.124)—способность 
предсказывать направление дальнейших опытов с тре­



буемой точностью. Будем предполагать, что ?](х) есть 
непрерывная, достаточно гладкая функция. Аппрокси­
мируем неизвестную функцию ч\(х) полиномом степени d

Полиномчнальная аппроксимация достаточно гибкая и 
не является значительным сужением класса непрерыв­
ных функций, т. к. под полиномом (3.125) всегда 
можно понимать разложение любой гладкой функции 
в ряд Тейлора в окрестности очередного приближения. 
Если начало координат поместить в эту точку, то

Обсудим вопрос о выборе степени d  полинома. С о д - 
пой стороны, чем больше d,  тем более сложные фун- 
Кцин можно аппроксимировать. С другой стороны, с 
увеличением степени d  увеличивается число парамет­
ров, которые необходимо оценить, что, в свою очередь 
ведет к увеличению количества необходимых опытов 
Таким образом, необходим полином такой минималь­
ной степени d , который позволял бы адекватно описы­
вать поведение функции отклика в окрестности иссле­
дуемой точки факторного пространства. По-видимому, 
эти противоречивые требования—простота модели и ее 
адекватность, предъявляются к любым моделям. Если 
исследуемая область факторного пространства доста­
точно далеко отстоит от оптимума, что вполне возмож­
но на начальной стадии решения экстремальной зада­
чи, то функцию отклика tj(x) можно аппроксимировать 
полиномом первой степени, т. е. гиперплоскостью в 
/7-мерном факторном пространстве:

Здесь величины В,,..., в  являются, как видно из 
(3.126), компонентами вектора-градиента.

Если очергдное приближение нашей шаговой про­

1 д2у\
2  d x  j

(3.126)

(3.127)



цедуры оказалось в окрестности оптимума, то линей­
ная модель (3.127). уж е непригодна. В этом случае 
необходим о задаваться полиномом второй, а еозможно, 
и более высокой степени.

II. Обозначим через [ДЛ интервал варьирования по 
-й переменной. ТогДа можем перейти к безразмерному 

унифицированному факторному пространству с помо­
щью преобразования (2 . 1 1 )

x l=JLn - J . oi ,  (3.128)
Л/

где ^ —безразмерное значение i-ro  фактора; 
х —  размерное значение г-го фактора;

Л-0/— размерное значение основного уровня;
/—номер фактора.

Как указывалось в гл. II, А/ ме может быть меньше 
той ошибки, с которой экспериментатор фиксирует 
уровень фактора. С другой стороны, интервал варьи­
рования не может быть настолько большим, чтобы 
выйти за пределы области S^. Слишком большой ин­
тервал варьирования может привести к тому, что рас­
сматриваемая модель может оказаться неадекватной. 
Внутри этих ограничений обычно еще остается значи­
тельная неопределенность выбора Д,-, i = \ , p ,  которая 
устраняется с помощью интуитивных решений. С УчС" 
том (3.128) можно воспользоваться теперь планами, 
разработанными ранее. Поскольку наша модель (3.127) 
есть полином первого порядка, нам вполне достаточно, 
например, теории ортогонального планирования пер­
вого порядка, где используется полный факторный 
эксперимент или дробные реплики. Проведя экспери­
мент согласно выбранному плану, необходимо обра­
ботать экспериментальные данные по методике, опи­
санной в § 6  гл. I, а именно: оценить параметры моде­
ли (3.127); найти доверительные интервалы этих 
параметров; проверить гипотезу об отличии этих пара­
метров от нуля; проверить гипотезу адекватности мо­
дели (3.127). Если модель адекватна и параметры в г 
отличны от нуля, то можно двигаться вдоль папраз-

/  Л Л
ления вектора градиента ^ г:=[Ва,В2, Е с л и  какие- 
то из параметров й , . . .  Й не значимы, то их можно 
приравнять нулю. В этом случае по направлению гра­



диента движемся в пространстве меньшей размерности 
При этом важно подчеркнуть, что, вообще говоря 
существуют две причины не значимого отличия от 
нуля соответствующего параметра Н,.. Во-первых, ис­
следуемый процесс на самом деле не зависит от фак­
тора x L. В этом случае уменьшение размерности фак­
торного пространства является правильным решением. 
Во-вторых, соответствующий интервал варьирования Д, 
выбран слишком малым и вход x t не может „раска­
чать*1 выход у до нужных размеров. В этом случае 
размерность факторного пространства необходимо оста­
вить прежней и увеличить соответствующий интервал Д*.

Из (3.128) можно записать движение в направлении 
градиента (при поиске максимума) в векторном виде

х к—х о + £ - А‘Т. (3.129)
где х к—точка в факторном пространстве;

k —номер точки;
Д—величина шага в направлении градиента.

Если £ = 0 ,1 ,2 , . . . ,  имеем последовательный ряд точек в 
направлении градиента, начиная от точки х 0 с одина­
ковым расстоянием между соседними. В частности, 
шаг равен единице, если A = ||- f | |_1. С ростом k (в про­
цессе экспериментирования) мы все дальше уходим из 
исследованной области, следовательно, движение к 
оптимуму со временем замедлится, и при каком-то k 
будут исчерпаны все потенциальные возможности дан ­
ного направления. Обозначив полученную точку в ф ак­
торном пространстве через х \  и приняв ее за центр, 
начнем все сначала, т. е. перейдем к безразмерным 
п ременным, выберем план эксперимента, реализуем 
его, обработаем экспериментальные данные, получим 
направле.ше градиента и будем двигаться в данном 
направлении и т. д.

111. Рассмотрим теперь предложенную итеративную 
процедуру с точки зрения гипотезы адекватности. Оче­
видно, что с каждой повой итерацией центр эксперимента, 
приближается к экстремуму. Следовательно, с каждым 
новым приближением модель в виде полинома первой 
степени становится менее адекватной (растет ) и в кон­
це концов наступит такой момент,когда модель (3.127) 
будет отвергнута. Это значит, что мы находимся в обла­
сти экстремума и в качестве модели необходимо брать



следующую по сложности в виде полинома второго по­
рядка и соответствующее ей планирование второго по­
рядка. При движении к экстремуму необходимо учиты­
вать, что теперь нам известна более сложная поверх­
ность второго порядка.

Рассмотрим этот вопрос более подробно. Наша мо­
дель имеет вид

(3.130)
l-l  lj~l

и пусть для определенности мы ищем максимум. 
Введем вектор f T= [ 9 b — и матрицу Л =[0 ,у ] .  
Тогда (3.130) запишем

+  (3.131)

Приведем квадратичную форму в (3.131) к каноничес­
кому виду. Для этого к переменным х  применим 
преобразование поворота

x ^ B z ,  (3.132)

где В —ортогональная матоица; г —новые переменные. 
Подставляя (3.132) в (3.131), получим

7] = в 0+ 6тг + г тЛ г ,  (3.133)
где

6 = / ? ч ,  А = В 'А В .  (3.134)

Потребуем теперь, чтобы Л была диагональной матри­
цей, тогда второе уравнение в (3.134) является урав­
нением относительно матрицы В.

Далее возможны два пути: либо матрица А—особен­
ная, тогда некоторые из диагональных элементов мат­
рицы Л, являющиеся собственными числами, равны 
нулю, либо матрица А — неособенная, тогда все собст­
венные числа матрицы А  не равны нулю. Рассмотрим 
сначала случай, когда матрица А —особенная. Для 
определенности будем считать, что первые q диаго­
нальных элементов матрицы Л равны нулю, т. е.

' 4 = ^ 0 h a z i . (3.135)
/ - 1  l~q-\ Л

Если допустить, что с приближением к экстремуму 
минимальная степень полинома, адекватно описываю­



щего процесс, растет, то становится ясным, что по 
первым q переменным мы еще далеко находимся от 
максимума и совершенно естественным является дви­
жение по переменным z t i =  1, р в направлении, опреде­
ляемом вектором 7^— (бь 62, ..., б ,,  0 , 0 , ..., 0 ], т. е. век- 
тором-градиентом в подпространстве размерности q. 
С учетом (3.132) это движение выглядит следующим 
образом:

x k= X v + k - A - B - уг, (3.136)
где А — величина шага; k — номер шага.

В подпространстве размерности q двигаемся с уче­
том модели первого порядка до тех пор, пока она не 
перестанет быть адекватной. Это значит, что число соб­
ственных чисел матрицы А, равных нулю, уменьшилось. 
Этот процесс продолжаем до полного исчезновения 
особенности матрицы А.

Пусть теперь матрица А неособенная. Произведем 
в пространстве переменных z преобразование сдвига, 
т. е. перейдем к новым переменным £ по формуле

(3.137)
где b — некоторый вектор.

Подставив (3.137) в (3.133), получим

71= 0 о+ о т6 + 6 тЛ 6 + ( 5 + 2 Л й ) т 5+$тЛ$. (3.138)

Пусть

6 = - - 1 л _15. (3.139)

Тогда линейная форма в (3.138) равна нулю.
Обозначив в (3.138) величины, не зависящие от z, 

через т]о, получим
Т1=>)йн-етл5. (3.140)

Пусть для определенности первые I диагональных эле­
ментов матрицы Л положительные, остальные р— I — от­
рицательные. Тогда (3.140) имеет вид

7 1 = ^ +  V  \Ап \ Ц -  £  (3-141)
ы  1 /-/-1-1

Из (3.141) видно, что при 1=0  первая сумма исчезает



и в результате получим поверхность второго порядка 
в виде эллиптического параболоида с максимумом в 
начале координат. Подставляя в этом случае $ = 0  и 
(3.137), получим с учетом (3.132), (3.139) координаты 
максимума в виде

-V опт = В  • Ь = -  ! Т-
£

Остается реализовать проверочный опыт в точке л 0пг . 
При / >  1 получим поверхность второго порядка в виде 
гиперболического параболоида с седловой точкой в 
начале координат. Очевидно, что максимум в (3.141) 
достигается при £;= 0 , и па границе исследо­
ванной области факторного пространства по остальным 
переменным /=Т ,7  . Если допустить, что исследо­
ванная область—гиперкуб (этого всегда можно добить­
ся , если рассматривать зависимость не от х , а от х),  
то максимально крутой подъем обеспечен вдоль оси 
£/;, для которой

I Kk  [—max I \ц I ,
1<К1

причем в любом из двух противоположных направле­
ний. П ереходя от переменных £ к переменным х , полу­
чим из (3.132), (3.133), (3.137), (3.139)

х = В % - ~ - А - ^  (3.142)

или, с учетом $Л= ± Д ,  £ ,= 0 , i — \,p,  i^=k,
где Д—величина шага вдоль \k, получим из (3.142) в
покомпонентной записи

=  j =  Up, (3.143)

где / —номер шага. Выбрав в (3.143) тот или иной знак 
и ставя опыты в точках x t последовательно при / .= 0 , 
1 , 2 ,..., мы будем двигаться чз седловой точки в нап­
равлении наиболее крутого подъема. Однако со вре­
менем мы выйдем из исследованной области и остано­
вимся в некоторой точке факторного пространства, 
которую необходимо взять в качестве очередного при­
ближения.



ДИСПЕРСИОННЫ Й АНАЛИЗ

§ 1. Постановка задачи и общее решение

I. Как указывалось во введении, существует множе­
ство задач, при постановке и решении которых по тем 
или иным причинам не используют метрику факторного 
пространства. Пусть значения фактора выбираются из 
заданного дискретного множества. Элемент этого мно­
жества в дальнейшем мы будем называть уровнем фак­
тора. Считаем, что уровни фактора перенумерованы в 
произвольной последовательности. Совокупность таких 
факторов образует дискретное факторное пространство, 
и эксперимент возможно проводить лишь в этих указан­
ных точках факторного пространства.

Рассмотрим следующую модель объекта исследова­
ния, которую легко можно уточнить при решении задач 
дисперсионного анализа' с конкретным числом факторов. 
Пусть Ух, Уъ---, Уп — совокупность наблюдений, причем

У1 =  2  Ь + еь г‘==>Тл> (4-1)
1

где Рь р2.—. — неизвестные постоянные; \хц) — из­
вестные постоянные; е и е2,..., еп — ошибки (независи­
мые, нормально распределенные случайные величины с 
нулевым средним, дисперсией о2).

Дисперсионный анализ — это система статистических 
методов обработки наблюдений, допускающих пред­
ставление (4.1), где коэффициенты x jL являются числа­
ми „нуль11 или „единица". Целью дисперсионного 
анализа является получение выводов относительно {et \ 
и некоторых {[3/) выводов, остающихся справедливыми 
независимо от значений других |^ ) .  Величины \Х]к} 
имеют смысл переменных-счетчиков, переменных-ука­
зателей, которые указывают на присутствие или отсут-



ствие влияния различных факторов ([3/) 1в условиях 
проводящихся наблюдений. Мы рассматриваем тот 
случай, когда все ((},•} — неизвестные постоянные, хотя 
можно развить теорию и при случайных {(J/).

П р и м е р  1 . Пусть исследуется влияние сорта се­
мян на урожайность, р  сортов семян высевается па 
приблизительно идентичных участках при одних и тех 
ж е условиях. Затем получили с различных участков 
различные урожаи. Урожай с г-го участка естественно 
представить в виде

У/= & + « /,  / = 1 7 7 ,  (4.2)
где вклад в урожай за счет г-го сорта — средняя 
Составляющая вклада. Получили модель с одним фак­
тором, которым является сорт семян. Необходимо 
ответить на вопрос: различия в урожаях случайны или 
связаны с различиями в сортах семян? Вводя хц  =  Ъц. 
где Ъц — символ Кронекера, получим

р
У| = | 2  

j -1

что соответствует соотношению (4.1).
П р и м е р  2. Теперь пусть исследуется влияние на 

урожай сорта семян и типа почвы. Имеется р сортов 
семян и q типов почв. Если через уц  обозначить уро­
жайность на участке, засеянном i -м сортом семян и 
имеющем / - й тип почв, то получим

У и—Ъ + Ь + еи> г'= Р’ / = 1 - Я, (4.3)
где т, — вклад в урожай за счет /-го сорта семян; 
3 /— вклад в урожай за счет /-го типа почвы; ^ —слу­
чайная составляющая вклада в урожай. Получили мо­
дель с двумя факторами. Необходимо обработать экс­
периментальные данные с целью ответа на вопросы 6  
влиянии сорта семян и типа почв на урожайность. 
Переходя от двойной индексации /, /  к индексу k p(i—
— 1 )-1 /, мы легко переходим к выражению ук= $ к■!■<?Л, 
где у * = у ,/ ;  Л ;  ек= е и ; А=4, p-q] т. е. рассмат­
риваемую модель привели к виду, рассматривавшемуся 
в примере 1 .

И. Дисперсионный анализ отвечает на вопросы типа: 
н ачкм о ли влияние факторов или их комбинаций на



объект исследования и какЬва достоверность получен­
ного результата?

Д л я  ответа па вопросы дисперсионного анализа су- 
щ ствует такой достаточно хорошо разработанный 
аппарат математической статистики, йак проверка ста­
тистических гипотез. Если мы хотим проверить гипо­
тезу о том, что некоторые из факторов не действуют, 
то это значит, что мы хотим проверить гипотезу о ра­
венстве нулю соответствующих коэффициентов из |[3у} 
или их линейных комбинаций. Определим более четко 
нашу гипотезу. Пусть у  — вектор наблюдений у и уъ ... 
..., у„. Плотность распределения р(у)  вектора у извест­
на с точностью до параметров Й. Обозначим через й  
пространство параметров в ,  через «> — часть парамет­
рического пространства Q, u>c=Q, В е й .  Введем слож ­
ную гипотезу Н : Ц & о. При проверке этой гипотезы 
будем пользоваться обобщенным отношением правдо­
подобия, Которое записывается в виде

шах р(у)
(4.4)

тах /?(у )
«ей

Если то гипотеза Н  отвергается, если Х>Х0, то
гипотеза Н  принимается. При довольно общих ограни­
чениях критерий обобщенного отношения правдоподо­
бия состоятелен, т. е. вероятности ошибок стремятся 
к нулю при объеме выборки, стремящемся к бесконеч­
ности.

III. Для упрощения записи дальнейших выкладок 
введем соответствующие векторы и матрицу

Уг=1Уь У г.....  Уп\ , Р М Р н  Ра......Р„1. ет- [ е и е2,..„ еп\'

* = № / ] .  n> / = С 7 -
Тогда уравнения (4.1) примут вид

у = Л т Н ^ ,  (4.5)
причем

Е(е)=0,  Е(е-еу) = з Ч п, (4.6)

Предполагая, что е — вектор независимых нормально 
распределенных величин, запишем плотность распреде­
ления вектора наблюдений у



p ( y ) = ( 2 u o 2 ) - T e Xp j - I - 2 ( у —^ р ^ у — А-тр^. (4 .7)

В качестве параметров максимизации в (4.4) служат 
компоненты вектора 0  и величина о2.

Нам необходимо найти шах р(у)  и max р(у). Макси­
ме ш «е д 

мум будем искать в два этапа. Сначала ищем его, вы­
бирая параметр {р,}, а затем и о2. Нетрудно видеть, 
что при максимизации по (рЛ}]

шах Р(у)—(2 ло2)— exp | — - 1  min (у—А^р)т(у—Л^р)|.
i h )  2 ( 2а2 (рг) I

(4.8)
Обозначим

m in ( y - A 'Tp)T( y - * Tp ) = S a ; (4.9)
Pea
min (у—А ТР)Т (у— ^ ТР)==5Ш. (4.10)
ее™

Очевидно, что минимальное значение в (4.9), (4.10) 
достигается, если в качестве [3 возьмем соответствую­
щую МНК-оценку, причем в (4.9) используется обычная 
МНК-оценка, в (4.10) — МНК-оц^нка с учетом ограни­
чений, накладываемых гипотезой Н.

При проверке гипотез относительно параметров [3 
будем предполагать, что мы проверяем лишь гипотезы 
относительно некоторых линейных комбинаций пара­
метров |3, т. е. существует матрица С = [ С У], / =  1, q, 
j =  1 , р и вектор ^ = [ ^ 1, 'fe---. 'I5®], связанные соотно­
шением:

Ч>-Ср, (4.11)
тогда

Н : чр==0. (4.12)

Задавая соответствующим образом матрицу С, мы бу­
дем проверять гипотезы относительно интересующих 
нас комбинаций параметров [3. В частности, при р q, 
С=1р, г|>=р гипотеза /У утверждает, что [3=0, т. е. все 
факторы не влияют на объект исследования. Теперь 
можно сказать, что минимальное значение в (4.10) 
достигается, если в качестве (3 возьмем МНК-оценку 
параметров [3 с учетом линейных ограничений (4.11), 
(4.12).



Подставляя (4.9), (4.10) в (4.8), получим

max р ( у ) = max (2тео*)-  | ^ х р  ( -  ^ | .  (4.13)

Приравнивая производную логарифма (4.13) нулю, по­
лучим оптимальное значение о2

d  1 \ d  { И , n 1 Sy \  | Sa . п—  Ill р(у)=  — ------ 1по"-------4 —  =  —п ------= 0 ,
do2 do2 \  2  2 d2 /  а*

02= — . (4.14)
п

Подставляя (4.14) в (4.13), получим
tt

m a x / ? ( y ) = f ^ ^ ! ) 2 е ~ Т п, (4.15)
ее 2 \  //

Аналогично получим решение и во Втором случае
П

т ахр (у )=  ( ) 2 е ~ Т п. (4.16)
ее -  \  п I

Подставляя (4.15),, (4.16) в (4.4), получим окончатель­
ное выражение для А-критерия

<4л7>

Обычно пользуются не A-критерием а ^-критерием

F = ' l z z L ^ J > J L t (4 .18)
q Su

причем, как нетрудно проверить, /; является монотон­
ной функцией А,

п —/- 2
F = ^ ( X “ T - 1 ),

q
т. е. A-критерий и /""-критерий эквивалентны в смысле 
равенства вероятностей ошибок. В (4.18) г — ранг мат­
рицы X ; q — число линейно-независимых связей, на­
кладываемых гипотезой Н.



Соотношение (4.18) было получено в § 5 гл. I иным 
способом и имеет две эквивалентные формы записи
(1.79), (4.18), используемые при конкретном примене­
нии дисперсионного анализа. Показано (1.79), что ве­
личина (4.18) имеет распределение Фишера-Снедекора 
с q, п — г  степенями свободы. Поэтому из таблиц 
F - распределения по заданному уровню значимости а, 
числам степеней свободы / i  =  <7, f 2 — n. — r находим 
Fa,q,n-r и сравниваем с ним величину критерия /•'. 
Если F < F . ,  q, „-г, то гипотеза Н  принимается, если 
F~>Fai п- г, то гипотеза /У отвергается.

§ 2. Однофакторный дисперсионный анализ

I. Задача однофакторного анализа возникает при 
сравнении средних значений нескольких одномерных вы­
борок:

_____. _____  р
>'/;■= ?гт еИ] и  1, Р\ /==1, /г,; v  п ^ п ,  (4.19)

(-1

где /7; — объем выборки, связанной с /-м уровнем фак­
тора; п — общее число наблюдений. Случайные вели­
чины (вц} — независимые, нормально распределены с 
нулевым средним и дисперсией о2. Необходимо про­
верить гипотезу Н  о том, что р1г--.р2==...=(3у -р0, где 
р0 — неизвестное число.

Применим общее решение задачи дисперсионного 
анализа, полученное в предыдущем параграфе. Пара­
метрическое пространство Q состоит из множества 
различных действительных чисел р,, $р и поло­
жительного числа о2. Подпространство «> состоит из 
множества равных чисел % и положительного
числа а2. Следовательно, можем записать Sm =min ^ ( у /;—

Pn U
—?0)2, i j ( y i;— р;)2. Применяя теорию МНК-оце-

{?/} и
нок, или, что то ж е самое, дифференцируя суммы в 
выражениях S,a, Ss  по р0, (3, соответственно, несложно 
получить

Л 1 Д 1



Удобно обозначать усреднение по соответствующему 
индексу звездочкой на месте этого индекса, т. е. можем 
записать

&=У*. ': =  1. Р\
£ р п, 1 р щ 
Ро= 2  — V — У/у= 2  У<*=У**-TZ1 п Р \  III Д  п 

В результате получим

S» =  2 ( y / / - y * . ) 2, 5а =  (У//— У/*)2, (4.20)
и ч

откуда нетрудно найти выражение для разности

s m — s<j =  2j К У//—у**)2—(Уи—У/*)-]=  
и

= 1 [((У//- У;*)-НУ'*~“У**)),!— (Уг/~У|*)2] —
<7

=  2 ^ |  (У/*—У**)2-|(У(7—yi*) +  2j(y<*—У**)2- (4 .21) 
i ) и

Учитывая, что
”i ni 1
У  (У .7-У /* ) = « /  У  —  (У//—  У « * ) = л » ( У » - У « ) = ° .
Г 1 У=Г >4

первое слагаемое в (4.21) обращается в нуль. Сумми­
руя во втором слагаемом в (4.21) по /, получим

Sm—5 о =  V  /гДу;*—у**)2. (4.22)
i-i

Обозначая S 2= S W, S ? = S m—5 а , S'2 =  S 2 , получим из 
(4.22)

s ^ s U - s i
Величину 5 2 можно назвать общей дисперсией. Она 

характеризует рассеяние наблюдений относительно об­
щего среднего у**. Величина S 2 называется дисперсией 
между группами.  Она характеризует рассеяние наб­
людений, связанное с управляемым фактором. Величи­
на S 2 называется составной дисперсией внутри групп. 
Характеризует рассеяние наблюдений внутри групп 
относительно своего среднего у,-* и связанное со 
случайной составляющей.



В рассматриваемом случае одного фактора матрица 
X  общей модели дисперсионного анализа (4.1) имеет 
р строк и п столбцов, причем первые щ столбцов 
одинаковы и каждый из них равен аи каждый из. 
следующих я 2 столбцов равен а2 и т. д., где а,—i-я 
строка единичной матрицы 1 р. Таким образом, ранг 
матрицы X  равен р, г--р.

Гипотеза Н  о равенстве средних значений может 
быть записана в иной, эквивалентной форме, т. е.

(V 0 , Р3—Рг Р/Г-Pi=°> откуда видно, что 
гипотеза накладывает на р параметров р — 1 линейно 
независимых связей. Следовательно, q р. Тогда F -ста- 
тистика в рассматриваемом случае имеет вид

р  S \ i p - 1
S l n - p *

и если то гипотеза о равенстве средних
принимается, если F > F a отвергается.

П. Если результатом проверки гипотезы /7 является 
вывод о том, что'гипотеза Н  принимается, т. е. фак­
тор не влияет на изучаемое явление, то исследования 
на этом заканчиваются (все В,, равны друг другу). Но 
если гипотеза / /  отвергается, то констатация факта, 
что не все' [В, равны друг другу, обычно не устраивает 
исследователя. Возникают вопросы о преимуществен­
ном влиянии того или иного уровня фактора, о ранжи­
ровании уровней факторов по степени влияния и т. д. 
В этом смысле одиофакторный дисперсионный анализ 
часто называют классификацией данных по одному 
признаку. В дисперсионном анализе развиты методы 
обработки для получения этой дополнительной инфор­
мации. Их называют методами множественного срав­
нения.

р
Определение I. Функция НС* pf называется срав-

р i-i
не^ием параметров, если Е С;= 0 .

I- 1
. Множество всех сравнений определяется множест­

вом значений величин С,-, / = 1 ,  р. Например, С / = + 1 ,  
Ск= — 1, С;—0, i-ф'], к. В этом случае г|э=ру—рА. Гипо­
теза о сравнениях утверждает, что сравнчшя равны

р
нулю, т. е. 1)3=  V  С, р;= 0 .

м



Эту гипотезу удобно проверять с помощью довери­
тельных интервалов, т. е . если доверительный интер­
вал величины гр содерж ат*нуль, то гипотеза о сравне­
ниях принимается, иначе эта гипотеза отвергается. 
Доверительный интервал функции г|) получен в § 5 
гл. I. Перепишем формулу (1.91) для нашего случая, 
учтя, что р величин Сь С2,..., С , входящие в выра­
жение для г)), связаны друг с другом одним линейным

р
уравнением v  О

г- i

V  с,- \ r s \ ( p —  1 ) [ \ ,  с D C <  v  с ,  ^ v c ^
Р - А

/-1

+  K s 22( p - l ) / % i/,_ 1,„_/,C TD C , (4.23)

где o2D — матрица ковариаций оценок р,-, г'=1, р. Не­

сложно показать, что & =  у,-* i =  1 , р — независимые
А Л ^2

случайные величины, т. е. cov(p,, pft* ) = —  S//;. Тогда
ni

система неравенств (4.23) имеет более простой вид

] / ~ S l ( p - l ) F a, V 1  У С +
I V  i n t i i

+  ] /  S | ( p - 1  2  l c ? .  (4.24)
v i n t

Выражение (4.24) имеет [более компактный вид, если 
учесть, что

i - ? d i
l * i n i 4- V i tli

- i / i r a
К n — p T 1 n L ’

l , r t - p  V ^ ( ^ — IK " a , p - l , n - p  Ол.

(4.25)
В качестве примера рассмотри^ гипотезу о равенст-

/»
ве Тогда нетрудно записать ib = £ C ,  3,, где СА= 1 ,

i-i ■
С>=— 1 , Сг=  0, I l  k , } .  Выражение (4.25) примет вид



Л -fc) Vir-DF..у лёр(̂  + ̂)<Р,ЧЬ<
< ( U < ) + V ( r - / Л  ( I + I ) .

§ 3. Двухфакторный дисперсионный анализ

I. Теперь рассмотрим случай, когда на объект ис­
следования влияют два фактора А  и В. Фактор А 
имеет р уровней, фактор В имеет q уровней.' Получаю­
щуюся схему можно уложить в виде таблицы с двумя 
входами — двухфакторная таблица. Пусть по первому 
входу имеем i-й уровень фактора Л, /== 1, р, по вто­
рому входу — /-Й уровень фактора В.  Пара (*,'/) обра­
зует ячейку двухфакторцой таблицы. Если в каждой 
ячейке присутствует по крайней мере одно наблюдение, 
то возможен полный двухфакторный дисперсионный 
анализ (в отличие от неполного, когда не в каждой 
из ячеек имеются наблюдения). Наблюдения в ячейке 
(/, у) имеют среднее значение гщ. Величина зависит 
как от уровня фактора А,  так и от уровня фактора В. 
В самом общем виде

7iiy=!J,+ lz/-l_P/+'T//» (4.26)
где ;х — общее среднее, не зависящее от уровней фак­
торов Л и В; а, — главный эффект i-го уровня факто­
ра Л; Ру — главный эффект j-го уровня фактора В\ 
Тн — взаимодействие i-ro уровня фактора А  и /-го 
уровня фактора В.

Не все уровни факторов одинаково важны. Это мож­
но учесть за счет введения весовых коэффициентов, 
{к,} — веса уровней фактора Л, ^ ,> 0 ,  Е v t— \, (шу)=ве-

са уровней фактора В, «>/>0, Есоу=1.

Введем ограничения на вновь введенные параметры
I1. а/. Т//- Обозначим через Л ,= Е  среднее

/
г-го уровня фактора Л, через Z?;-=E  v t /j*/—среднее

j -го уровня фактора В. Тогда общее среднее имеет 
вид



<•>/ Z?,=2 v, А(— S г1, шу г;ц=гт . (4.27)
/ и

Тогда (*,=/4/—ц и главный эффект г'-ro уровня фактора. 
Л есть превышение среднего г-го уровня 'фактора Л 
над общим средним, \i}= B j—\>. и р, есть превышение 
среднего /-го уровня фактора В  над общим средним. 
Очевидно, что

'%*; Р; =%/ — (4. 28)

Из уравнения (4.26) получим выражение для чц

7 n — ri i j - \ x — y- i - ? Jj = ri i r  ■»]/*—  г& )+ ? ] * * .  ( 4 . 2 9 )

Множество параметров содерлшт /;-<7 элемен­
тов, а множество параметров [х, {a,.), (fy), {^;-) содержит 
P-q-\-P~\-(!-'r\ элементов. В то же время между ними 
существует p-q  равенств (4.26). Следовательно, на 
p-q-\-p-\-q~\-\ элементов должно быть наложено р Ь<7 + 1  
линейных связей. Найдем эти связи. На р параметров
at наложена одна линейная связь, т . к .  </*=11 v ^ - r ^ —■

i
—•»)**=0. На q параметров ру наложена также одна ли­
нейная связь: р*=^ «); [ij— г;**—•»;** =  0. Параметры -fi;-

удорлетворяют p-\-q ограничениям, т . к. нетрудно по­
лучить т,*=0, i .=l,p,  •?*/— 0, / = 1 ,  q, 7**=0 . Однако 
последнее ограничение является линейной комбинацией 
первых двух, т. к. 7**=^ ^  7 ,*=0. Кроме того, среди

первых p-\-q ограничений, накладываемых на парамет­
ры чц, линейно независимыми являются лишь P-\-q— 1, 
т. е. одна связь между параметрами 7 ,у продублирова­
на дважды. П окаж ем 'это . Пусть

/ ' = ! . ? ;  (4.30)
i= 1

7» =  2  0)Л/У=°» / = 2 ,  /?. (4.31)
;=i •

Покаж м, что ( р + 7 —1) соотношений (4.30), (4.31) до ­
статочно, чтобы 7 i* = 0 . Умножая (4.30) на шу и сумми­
руя по /, получим

<1 Р о

7**= Щ— г,1 2  Т1/ +  2  2  u>' (4.32)
l . j  ; - l  /= 2  У -1



С учетом (4.31) втогое слагаемое в (4.32) равно кулю,
я

следовательно ? !* =  Е <»у 
/ /=1

Подводя итог, можем сделать вывод, что p q — мер­
ное линейное параметрическое пространство, порож­
денное параметрами {^у), распадается на четыре 
линейных ортогональных подпространства: одномерное 
подпространство, порожденное параметром ц; (/7—1) — 
мерное подпространству порожденное параметрами 
{а,}; (<?— 1 ) — мерное подпространство, порожденное 
параметрами | р у ) ;  (р— \){q— 1 ) -  мерное подпростран­
ство, порожденное параметрами ( ? , ; ) .  И нач ' г о в о р я , 

среди параметров ц, (a,-), {ру}, (-^у) имеются линейно 
независимые: один параметр |л; р — 1 параметров (а,); 
q 1 параметров ( р у )  и p q—р -q - \ - \—(p— 1 )(^ —1") па­
раметров {-^у). В дальнейшем будем предполагать для 
простоты, что весовые коэффициенты {х>(} и {<оу) равны

д руг другу в своем множестве, т. е. v t=  i

И. Рассмотрим двухфакторный дисперсионный ана­
лиз с равными числами наблюдений в ячейке,, т. е.

Уик^цА-ець, *'=!. Л  /=1. <7, /г=1< А', /<>1.
Общий объем наблюдений равен n - p - q - K .  Найдем 
величину S n , которая обязательно присутствует при 
проверке любых гипотез в дисперсионном анализе. 
Минимизируя величину Т,(уцк—ги,)ъ но (ты), т. е. беря

И, к
производные от этой суммы по гщ ц приравнивая их 
нулю и решая полученную систему уравнений, полу­
чим МНК-оценки параметров

Ч ! = ~ ^ У Ч ь = У и * \  (4.33)
А к

При Э Т ОМ

Sa = m i n  V (Уijk— глi ) " (УИк—Уп*)^
I j k и  к

Учитывая связь величин jx, а,, р у ,  7 ,7 , tj,*, гт  с 
величинами (^у), нетрудно получить МНК-оценки этих 
параметров

yi/t <*/ Уу “ i j  °ty У 1]*—Уi**', 'lri*y==y*;*) У**—У***>



$ =  >j**= V**m; a,=v'j;*— Цън—Ут—У***; (4.34)
А Л Л  Л Л Л Л Л
Ру—,7!*/ Г1**=У*]*—V***I ~[ij~ rai "'I/* у1*У~Ь =

“ У/у*—Уда:—У*у*-|’У***-
Из (4.34) нетрудно получить ’следующие ограничения 
на Оценки:

Л А Л Л
я * = У * * * — у * * * = 0 ;  Р ч := 0 ;  f * y = 0 ;  i 4 i * == »

Л А Л
т. е. МНК-оцеики а,-, ру, -(;у линейно зависимы.

В двухфакториом дисперсионном анализе при.иссле­
довании влияния факторов А  ш В  представляют инте­
рес три типа статистических гипотез:

И А : а/=0, /=177;
Я д :Р у = 0 , / = 1 , q\

Н а в ' Ы ^ *  / = ! , / > .  / = 1 , <7-
При проверке этих трех гипотез необходимо искать 
ni in S (упь— l̂/y)2, гДе <»=<»л “  Для гипотезы /Уи, <о=шд —ш Ijk
для гипотезы Н в, <1>=тл/, — для гипотезы Н АВ, причем 
шл, (ол, шлв — это такие подмножества множества 12 
совокупности параметров (т]„•), которые определяются 
ограничениями э , = 0 , i — \ ,p ,  р,—О, / = 1 , </, -(,у =  (),
/= 1 ,  Р\ /=1»  <7 соответственно. Предполагая, что Д '> 1 , 
представим минимизируемую сумму в более удобном 
виде

2  (УИк—'Пц)Г1=  2  КУ/У/j— 4/y)-|-(*i/y— V/)!2. (4.35) iy* . ijk 1
Возводя в квадрат из (4.35), получим

^ ( У / / / г- ^ ; 0 2= Х ( У ^ - ' ^ ) 2 - | -  (4.36)lj It ijk Ijk
Сумма удвоенных произведений при возведении в 
квадрат обращается в нуль, т. к.

2  (У и к — ''ш){ rui~-rin)= ^  ( Vij—^ii) 2  (У//* — Чу)=»Ijh lj . к

= 2  ( %1— 'Ча) К(уц*— уи*)=®. 
а

Учитывая, что первое слагаемое в (4.36) есть S 2 , а 
также (4.26), получим



2  (У/у*— »w)8=Sm + к  2  [(!»— iO-l- (*/—*<)+ и* и

-К  h ~  h ) I ( t / /—T/y)]2- ( 4-37)
Возводя в квадрат и учитывая, что сумма произведе­
ний различных слагаемых из (4.37) равна нулю (это 
легко проверяется), получим

2  ( y u i ~ ylu)2=Sv  + S ' ,  (4.38)
tjk

где

S ' ^ K p q ^ - v Y + K q  2  ( а , - а / ) 2 Ь ^  2  (&“ Р,)2+
I У

+ * 2 S (? iy -T ,y )2. (4-39)

Из (4.39) нетрудно получить интересующий нас числи­
тель И отношения для любой из гипотез Н А, Н в , Н АВ. 
Обозначим через S'a разность 5»л—S s ,. Тогда, миними­
зируя величину S '  (4.39) по параметрам <х, (fy}, {ц^], 
при а/ = 0  получим

S 2A= qK  2  а ;= ? К 2 ( У /« - У * * * ) 2. (4.40) i 1 i

Аналогично обозначая S 2b—S,0r — S q, S 2AB= S mAB — S $ , 
получим

Ь2в=РКУ>&  = Р * 2 ( у . у - у . . . ) 2; (4.41)
У У

5 2ив= /< 2т?у= К 2(У /у . - У / .  -У .У .+У...)2. (4.42) 
IУ и

Введем гипотезу И 0 о том, что факторы А  и В  не 
влияют на исследуемый объект, т.е. Н0= Н А п Н в {] Н АВ. 
Тогда получим

Sc,, = m in  ^ (  У/у*—[а )“= ^ 1( У />Л—У )2 -
I1 lj к Ijk

Причем числитель F  отношения, как это нетрудно уви­
деть из (4.39), приравнивая a -[и нулю, равен

5ц=5ш„ —Sn =S /i- |-Sb-|-S 2 в •

Следовательно, обозначая через S 2 общие вариации



выхода относительно среднего у , . , ,  т. е. S'J= S m„, полу­
чим

S 2= S j + S 2A h S l + S 2* , , , (4.43)

где 5 ? = S n —вклад в вариации выхода, связанный с 
помехой eilu\ вклад в вариации выхода, связанный 
с главными эффектами фактора А; 5?,—вклад в вариа' 
ции выхода, связанный с ^главными эффектами факто* 
pa В\ S \ b -вклад 'а вариации выхода, связанный с взаи­
модействиями факторов А  и В.

Если учесть результаты, полученные в § 4 гл. I, то

обнаружим, что 4 r S ^ ,4 r S f l  , , - K s t  являются не-о- а- б-
зависимыми случайными величинами, имеющими у1 
распределение с числами степеней свободы, равными

/ л = Р ~  1; f i ) = Q ~ U  / л д = ( Р - 1 ) ( < 7 - 1 ) ;  f e = n - p - q .
Величина f  А= р —\ получена следующим образом:

4 г 5 л  представляет собой сумму кзадратов (/>—1 ) неза-О"
А

висимых нормальных случайных величин а,/а с нулевым 
средним значением и единичной дисперсией. Послед­
няя недостающая случайная величина является линей­
ной функцией (р— 1) первых и может быть найдена

А
из соотношения а^—0. Точно так же можно объяснить 
и остальные / д, f  АВ, / с. Из всего сказанного можно 
вывести правило, что число степеней свободы опреде­
ляется разностью между числом случайных величин, 
входящих в сумму, и числом линейных ограничений, 
накладываемых на эти величины.

В частности, величина S 2 имеет у2 распределение с 
f —ri— 1 степенями свободы, т. к. в формуле

ijk
на величины у,1к накладывается одно линейное ограни­
чение

л
У...—!*•

Иначе и не может быть, потому что сумма независи­
мых величин, распределенных по у; закону, имеет у2



распределение. При этом число степеней свободы сум­
мы случайных величин равно сумме чисел степеней 
свободы слагаемых, т. е.

/ = Л + / л + / / г Ь / л я .  (4.44)
Подставляя в (4.44) числа, получаем тождество. Таким 
образом, при проверке гипотезы Н А сравниваем с поро­
гом Fa,p - i ,n-p-<i величину

Г  _ / л Ч Р - \ )  .

А S i ( n - p - q )  ’

при проверке гипотезы Н в сравниваем с порогом 
величину

F S U P - 1 )  .
П S h ( n - p - q )

при проверке гипотезы Н лп сравниваем с порогом 
FaAP- m -i), величину

,, S2ab, ( р - \  ) (< /- ! )
АП  „ 2  /  \S<,(n-p-q)

Если соответструющая величииа мепыще своего порога, 
то соответствующая гипотеза принимается, в противном 
случае отвергается.

III. Так же как и в случае од но факторно го диспер­
сионного анализа, если соответствующая гипотеза об 
отсутствии влияния отвергнута, то можно применить 
метод множественного сравнения для соответствующе­
го ранжирования уровней или Комбинаций уровней. 
Рассмотрим это на примере главных эффектов уровней 
фактора А.

Пусть i | ) = 2 Q a/, где ^ С  1=0. 
i- i  i- i

Нетрудно получить МНК-оценку функции \|)

С; аг= 2 С(( т ; , , - г | „ ) = 2 ^  '0 .== ( 4-45)
i - i  1 I i - i  i - i

Из (4.45) найдем дисперсию оценки 
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откуда несложно найти доверительный интервал для 
1]). Число степеней свободы величины / ч / , / а , исполь­
зуемой в выражении для доверительного интервала, 
определяется величинами f \  - p— 1 , / 2= ^ —p-q,  т. к.

величина г|;=Х}СХ определяет л:шейную комбинацию

лишь Р— 1 линейно независимых величин. Метод мно­
жественного сравнения аналогично применяется при 
рассмотрении главных эффектов уровн ей  фактора В и 
взаимодействий.

IV. Рассмотрим теперь случай, когда в каждой 
ячейке имеется по одному наблюдению, т. е.

В этом случае ti—p-qvi применять модель (4.26) нельзя, 
т. к. наблюдений недостаточно для оценивания столь 
большого количества параметров, Это проявится в том, 
что число степеней свободы f e=0.  Поэтому в случае 
одного наблюдения в ячейке имеем возможность рабо­
тать лишь с моделью с аддитивными эффектами, т. е..

Рассматривая точно так же, как и в случае К  наблю­
дений в ячейке, получим

п

yu=z'flii+eu> i = l ,Р,  / = 1 .  Я-

Л Л Л
ц = у „ ;  аг= у г, - у . , ;  р,=у,у -у , . ;

s 2-=0 S(y (>— !А—ai—Р/)2;
Л Л

О

Ч
Л Л Л

и ш

где
Л Л Л

Откуда несложно получить

S ^ S ^ —S s= m in S '= < 7 2 jai ;
“ л1А



S b - S u.^—So= m in  S '= = p^ |5y ;

S 2 n о г 12 I p 2

Обозначая через S -—S% общую 'вариацию величин 
у ,7 относительно у**, S 2= S . .—вариацию величин у и-, 
связанную с помехой etj, получим

Причем f e= p-q—p —q- \ - l= (p— l)(q— l), т. к. оценива­
ется всего p-\-q— 1 независимых параметров, / л= /?—1 ,

/ = Л + / л + / в = Р - ‘7-1 -_;[акии  о б РазОМ> ПРИ
проверке гипотезы Я л :а ,= () ,  i = \ , p  необходимо срав­
нить с порогом Fa,p-i,(p-i){it-i) величину

F  = ___ ЬлКР— 1 ) ,

при проверке О, / = Т ^  необходимо сравнивать
с порогом величину

=  S \ i { q - A )___
Д 5е/(/7— 1 )(^— 1 )

Если соответствующая величина больше своего порога, 
то соответствующая гипотеза отвергается, иначе она 
принимается. Методы множественного сравнения при­
меняются точно так же, как описано выше. Изменения 
произойдут лишь в связи с изменением числа степе­
ней свободы / .

V. Рассмотрим двухфакторный дисперсионный ана­
лиз с неравными числами наблюдений в ячейках, т. е.

УИк=гиг'геИк. * =  U>, j = U f ,  /г= ! “ /<//,
причем некоторые из ячеек ( i , j )  не содержат наблю­
дений. Общий объем наблюдений есть п='£Кц.  Обоз-

ч
начим через г число непустых ячеек r - ^ p  q. Тогда 
сразу можем записать выражение для S s

S 2= m in V (y . . /i_ y J/;) ^ y ( y (yft_ y iyt )2

h y j  ч* №
и величина S a имеет х2 распределение с п—г степеня­
ми свободы. Найдем критерий для взаимодействий,



т. е. проверим гипотезу И л п : y,j=0, i = l , p ,  j*=l,q. 
Обозначим через ц*, о], |3,* МНК-оцепки при условии 
выполнения гипотезы Н АП. Тогда

S " ab T mlf? И—«I—Р>)2=^(У/у*—И*—«/—Р>)3.
^V fs/U fvi Ч" 1>к

(4.46)
Д ля  нахождения величин ц*, а*, ру* возьмем произ­

водную от суммы под знаком min в (4.46) по fx, a,-, 
и приравняем их нулю. Тогда получим

f  S  (У/у*— I*— **— Ру)2------- 2 [ V  y ^ - ^ - v  а , _ v  Р / ] = 0 >
0 \ 1 ц к  Ч к i j k Ijk

откуда получаем уравнение

ц я -ь  s  G/«/+>: m s  у</*. ( 4 .4 7 )I У ил
где введены следующие обозначения:

G;= v / < (.; Kt}; (4.48)
j 1

~  2  (У/у*—И—*1—Py)a=*—2 V (y . py)e o.
(7 a,- i jk j k

Следующие p  уравнений имеют вид

^ G i+ a iGi+ ^ p //C,,=gi) (4.49)

где S i — ^ У  ijk,Ш

~  S  (У//*—И-—*/— py)3= —2 2(У/у*—|i—«ipy)=0,
<7 p i ‘Jk Ik

откуда получаем последние q уравнений системы
I1 Н /+51 К цщ-\-Н уРу=А, (4.50)

где
^ 1— ^1 У ilk- ik

Уравнения (4.47), (4.49), (4.50) представляют собой 
систему линейных алгебраических уравнений. Решение 
этой системы и есть р*, (а’, | , |р}}. Из (4.50) получим

^ - ^ + ~ ( h j - ^ K e j ae ) .  (4.51)
h i  е



Подставим (4.51) в (4.49) и получим после упрощения

« А +  2  Ки - v  Kli%= gl- v  Ки (4,52) 
)  Hj е j  Hj

Подставив в (4.52) величину
«;(?/== 2 ><А6 ,,,

е

получим
(4.53)

С

где а , , = О Л  -  2  / ? < = * ,- :£  •
j  Н j j  Н/

Получили (4.53) систему уравнений относителыю а;. 
Если из (4.49) выразить a.t через остальные величины 
и подставить результат в (4.50), то получим систему 
уравнений относительно Р/

2.bjm$m*=Pj\ (4.54)
т

и _l-l А _ \^KijKim . yjKijgj
ГДе °}т~-НPirn 2j — -----  - Pi^Hj— 2 л ~ ~ -  .

I Q t l U i

Подставляя в (4.46) нместо выражение (4.51), полу­
чим

S»AB = 2  y U - 2 R , * , - 2 ^ .  (4.55)Чк I j J i l

Если в (4.46) исключить по формуле (4.49), то будем 
иметь эквивалентное соотношение

(4.56)
Чк j  I U i

Таким образом, для нахождения 5,мд необходимо ре­
шить систему уравнения (4.53) или (4.54) и результат 
подставить в (4.55) или в (4.56) соответственно. Число 
степеней свободы величины S,0/1/J равно разности меж­
ду числом наблюдений у числом измеряемых линейно- 
независимых параметров при гипотезе Н лв , которое 
равно p + q — 1 , т.е. f mAB= n —p —q-\-1 .

Учитывая, что Sa>/1B= S U-fSjjfl . и все величины



входящие в это равенство, имеют У.2 распределение и 
So , Яде статистически независимы, получаем выражение 
для числа степеней свободы величины S 2Afi, f AB= f mAI)— 
—/ 2 = г —р —<7+ 1 . Окончательно получаем, что для 
проверки гипотезы Н лв необходим о величину

F АВ= — S»l(n—r)

сравнивать с порогом F a, [r-p-q+u.ct-r).
Рассмотрим обработку с целью получения выводов

о главных эффектах в предположении аддитивности, 
т. е. т , /= 0 .  Величина S ffi имеет в” д

S q=  min S  {У ilk—И—ai—Р/')2- (4 -57)
1Х> {*i}» {?/)

Выражение (4.57) совпадает с (4.46), т. е. величина 
Sa — Se вычислена и имеет вид (4.55). Д ля нахожде­
ния S M/1 необходимо решить систему уравнений (4.47), 
(4.49), (4.50) при ограничении а ,=  0. Из (4.50) получим

Р Н - И ^ т г -

Тогда S(0/1= S  ( (УИк~—  ) » откуда получаем S \ = S mA—
i jk\ H j )

—S s .  Величина S \  имеет f  л = р — 1 степеней сиободы. 
При проверке гипотезы Н л необходимо величину

F S U P - 1 )
Л S 2el ( n - p - q + 1)

сравнить с порогом Fa, p-i, n-p-q-\л .
Точно так ж е можем вывести алгоритм проверки 

гипотезы Н в \ Р; = 0 ,  j= \ ,q .  В результате получим

S e a = - 2  ( У ч ь ~ т г \ ; S l = S „ B- S 2 ; / * = < 7 - 1 .
Ijk \ (j i ]

Величину
л- S i K q - 1 )
I  Е ' ~

S 2ei(n—p — q + 1)

необходимо сравнить с порогом F a> .
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Гипотезы Н А и Н в проверяются и при наличии 
взаимодействий, ири этом ^алгоритм выводится более 
длительно, но вид его несложный. Например, при про­
верке гипотезы Н А будем иметь

WiA l )2(V  Ц7 j)- 1; 
i i i

J - Г 1; Д = У/. . ;  f A= p - 1 .
\  Я > Л»j )

VI. Рассмотрим в качестве примера применение 
двухфакторного дисперсионного анализа к однофак­
торной задаче. Исследуется влияние фактора А  с р  
уровнями. Экспериментатор решил продублировать 
опыты для получения более надежных результатов. 
Пусть однородного материала, который используется 
в экспериментах, хватает на то, чтобы реализовать р  
опытов, т. е. ровно столько, сколько уровней фактора 
А.  Таким образом, материал имеет блочную структуру, 
величина блока—р,  всех блоков—</ и объем выборки— 
- n = p - q .  Тогда наблюдения имеют следующую струк­
туру:

У/у=(*+«г1-ру+е/у,

где а;—-главный эффект г'-го уровня фактора Л; ру—
— главный эффект у-го блока. Эффекты за счет блочной 
структуры назовем фактором В.  В результате пришли 
к модели двухфакторного дисперсионного анализа. 
Д алее , поступая обычным образом, получаем

. (4.58)

Из (4.58) видно, что мы отделили изменчивость 
наблюдаемой величины, связанную с уровнями фак­
тора Л, от случайных ошибок S? и, самое главное, от 
изменчивости, связанной с неоднородностью материала. 
Если бы влияние блоков не было учтено, то с самого 
начала имели бы дело с однофакторным анализом, и 
величина S- имела’ бы другое разложение

S - = S ' 2e+ S 2A , (4.59)

где Sg2—остаточная дисперсия при использовании одно­
факторной модели. П р и  сравнении (4.58), (4.59) полу­



чаем S*«=S?+S b> 5? , т. е. использование двухфактор­
ной модели при решении однофакторной задачи при­
водит к меньшему уровню ошибок—критерий стано­
вится более чувствительным.

Зачастую блоки выбирают случайным образом из 
некоторой совокупности, уровни факторов внутри блока 
распределены случайным образом. Подобная рандоми­
зация проводится с целью борьбы с возможной скрытой 
регулярной зависимостью, которая в принципе возмож­
на и заложена как в порядке расположения блоков, так 
и в порядке следования уровней в процессе эксперимен­
та. В связи с этим рассматриваемый план эксперимента 
называется планом рандомизированных блоков.

Необходимо подчеркнуть, что идея рандомизации яв­
ляется одной нз основных идей теории эксперимента. 
Выбирая математическую модель, экспериментатор не 
застрахован от систематических погрешностей, которые 
могут появиться в результате действия скрытых законо­
мерностей. Эти закономерности могут появиться как 
следствие регулярных различий в экспериментальном 
материале.

Если этот материал выбирать для опытов регулярно 
(в каком-то смысле), то в эксперименте могут быть за ­
фиксированы ложные зависимости, связанные не с по­
ведением объекта исследования, а с различиями в ис­
пользуемом экспериментальном материале. Если же экс­
периментатор будет рандомизировать по эксперимен­
тальному материалу, то эта скрытая регулярная законо­
мерность превращается в случайную, которую можно 
оценить и учесть. Все это в равной степени относится к 
очередности выбора' условий проведения опытов, зафик­
сированных матрицей плана, но с учетом ограничений, 
накладываемых конкретной задачей.

План рандомизированных блоков можно применять 
и к двухфакторным задачам. Пусть имеем два фактора 
А п В с р и q уровнями соответственно. Имеем г блоков, 
каждый величины p-q. Эффект блока назовем факто­
ром С. Тогда совокупность наблюдений имеет вид

У/ ;> = Р + 7</1+  +Т<1/ +  °-k -\-Сцк ■

Получили особый случай трехфакторного эксперимен­
та, когда имеется лишь один член, соответствующий 
взаимодействиям.



§ 4. Сбалансированные неполные блоки
В предыдущем параграфе рассмотрели случай, ког­

да блок вмещает полный набор вариантов. Однако воз­
можна ситуация, .когда блок вмещает лишь часть пол­
ного набора уровней фактора.

Считаем, что мы исследуем влияние фактооа А, 
имеющего р уровней. Имеем q блоков величины k, 
причем имеем неполноблочную структуру, т. е. k<p.  
Будем предполагать, что нет уровней, дважды появля­
ющихся в одном и том же блоке. Каждый уровень в 
экспериментах повторяется одно и то же число раз г. 
Вычислим объем выборки п. Так как р  уровней повто­
ряется г раз, то п= р-г .  с  Другой стороны, имеем q 
блоков, каждый величины к, следовательно:

n —q-k= p-r .  (4.60)
Различных опытов можно было бы поставить q-p, 

но из них ставится всего лишь qk< qp. следовательно, 
часть из p-q  ячеек не имеет наблюдений, т. е. обозна­
чая, как и ранее, через Кц число наблюдений в ячейке 
(г, /'), через D множество ячеек, в которых имеются 
наблюдения, будем иметь

д- 1’ ссли (г’- / ) е / 3  
“ 1 0 , если ( i , j)<£D.

Структура наблюдений имеет следующий вид:

У«“ И -К + Р у + е , ; ,  *=1 ,Р, i= lW ,  
где а,—главный эффект фактора А; (3(—главный эффект 
блока, этот эффект назовем фактором В. Для неоди­
накового числа наблюдений в ячейках уже найдена 
система уравнений (4.47), (4.49), (4.50), или в более 
удобном виде система (4.53) или (4.54), откуда можно

А Л Л
найти р, а,:, [ij.
Используем ограничения, накладываемые моделью 
неполных блоков. Ясно, что К ц = Н ,=  k, т. к. это

1
есть число наблюдений в /'-блоке, v  /</у=С?^=г, т. к.

это есть число блоков, где имеются наблюдения с i -м 
уровнем. Тогда получим



Подставляя (4.61) в (4.47), (4.49), (4.50), (4.53), получим 
уравнения в более простом виде

Хц—это число блоков, в которых уровень i встречается 
с уровнем /. Очевидно, что Х,,=г, поскольку это 
число блоков, в которых имеется уровень i.

Анализ еще сильнее упрощается, если мы будем 
иметь дело со сбалансированными неполными блоками, 
когда число блоков, в которых появляется данная пара 
уровней фактора А,  является одинаковым для  всех 
пар, т. е.

Подсчитаем теперь двумя различными способами число 
пар уровней, в которые входит некоторый уровень i. 
В каждом блоке, в который входит у'ровень г, он 
сочетается наряду с другими k — 1 уровнями, следова­
тельно, повторяясь в различных блоках г раз, уровень
i входит в r(k— 1) пар. С другой стороны, г-й уровень 
сочетается с {р— \)  остальными уровнями. А посколь­
ку каждая пара встречается X раз, то г-й уровень 
встречается в Цр— 1) парах. Следовательно, доказали 
равенство Цр— 1 )= г (£ — 1), откуда можно найтл вели­
чину X:

(4.62)

Л Л _  Л
(4.63)

(4.64)

& i C --- Г
k  J

(4.65)

R i = g i ~ ' 2 K u h , .  
k  j

(4.66)

(4.67)



l = - {k- 1) . (4.68)
(P—1 )

С учетом (4.65), (4.66), (4.68) уравнение (4.53) примет 
следующий вид:

г — Г  ( 4-69>k ) k и л
А р  А

Учитывая <**=0, получим v  aJ==0, откуда
i-i

v  (4.70)
1,41

Подставляя (4.70) в (4.69), будем иметь

rk~ I ± K a ^ R i .  (4.71)
k

П одставляя в (4.71) вместо X соотношение (4.68), полу­
чим

л /?,
(4.72)

глс а  (к ~ хУ-Р где = — ----- -.
k { p - 1 )

Л
Величину ц найдем из (4.62)

И = —  51 У«=-У**. (4-73)п dj)eD
Л

Д ля получения подставим (4.72) в (4.64). Тогда полу­
чим

И = “ f hi ~ 'SKii = т " f hj— f r  51 \  (4.74)
k \  l j  R \ H0 1 1

A
Из (4.72), (4.74) можем получить

A A A A  A h  . 1 Л

Ч |/= |*+ «1+  -------- 51 KlPl-k k l

Теперь найдем величину Si



9 А Л Л
S '= Su  =  2j (Уи — fi— *t—p./)j=

iU)en
л  h 1 -  - л_ —+

'У7')ео'"' * k n i
=  .2 ]  _ ( y , ( 4. 75)

Факторы Л и 5  не взаимодействуют, следовательно, 
полная дисперсия наблюдений может быть разложена 
е виде

S 2= S 24 + 5 2b+ S ?  ,
откуда

S 2A+ S l = S 2- S 2c , (4.76)
где

S - '=  2  (y/y- f 0 2=  2  ( у ,у - У , , ) 2. (4.77) 
<*/>еД W)e«

Величины S 2, S 2 известии. Найдем 5д , S2/
Возводя в квадрат и суммируя в (4.77), получим

5 2=  2  (у ? у -2 у , /у * * + у ; . )=  21 У?;— «У !..  (4.78) 
(О)ео (</)еО

Вгличину S 2 получим иным путем
Л \ и.

Л -21  у/у— 21(*У)еЯ (̂ У)еО

Ч - ? И +?Г-
- S 5 +  S f i - f E W H -  ^  Ц г -  ( 4 . W )14)&п\ k е It"

При возведении в квадрат в (4.79) удвоенные суммы 
произведений обращаются в нуль. Следовательно, из
(4.79) получим

уЬ -  -  ( ° > - К ' Л  V -  - г  2 *?- <4 -80)Не о (ij)eo\ k е / h i
Подставляя (4.78), (4.80) в (4.76), будем иметь

a + s i - s f t -  - r S x A  V + f  т - а ^ -  « ли \  k е ) [ l l i
(4.81)



Получим конкретное выражение для S '* . Введем 
гипотезу Н А : а ,= 0 ,  i= 1 , р . Тогда

S \ = b „ A- S * , (4.82)
где

S„, =  min V(y \ 1 - Ь ) 3=У,(уи- | i * - ? J ) 2. 
lb'ffy: и и

Величины ц,*, р! есть МНК-оценки при ограничении на 
параметры а ,= 0 ,  i= l ,p .  Найти эти оценки можно из

Л
(4.64), приравнивая а, нулю:

^ + р ‘= А
R.

Следовательно,

2  (л-£У-2 Л~гЗ'"?• <*•*»(lj)<S.D\ k  J  I j  k  J

Подставляя (4.75), (4.83) в (4.82), получим
О « . - . / Л  1 Л \ 2

S 2n =  >: f a , - - L v ^ - a , )  . (4.84)

С учетом (4.81) нетрудно записать теперь выражение
ос 2 для Ьц

5 в =  S  Ауа- « У 2*..  (4-85)
k 1

Упростим (4.84), (4.85). После возведения в квадрат в 
(4.84) получим

S i - 2
д .  о  л  л  1 / л \ 2

R e  k~ \ I
(4.86)

Первое слагаемое в (4.86) имеет вид

Л7 %
V  a ? = / \ £ a j .  

л <

Упростим второе слагаемое в (4.86)

k  a j ) e D  i к  j  i&r>j i

167



<4 -8 7 >

В (4.87) через Dj обозначено подмножество множест-
_  .  Р  л

ва D при фиксированном /. Очевидно, что * /= » 21  ^ u ai ■
l£Dj i=l

Третье слагаемое в (4.86) также упрощается 

k- (W)eo\T /  k - j \ i £ D j  /  w

=  у 2 1 ( 2 1 ^ л ) 2 - ( 4 -8 8 >

В (4.88) учтено, что \ J  l = v  # / /= £ .
<eOy f t i

С учетом (4.87), (4.88) величина (4.86) примет вид

S ^ = r V  a.f -  J - 2 1  ( 21  ) 2 • ( 4-89) 
I «  i  \  i I

Упростим теперь второе слагаемое из (4.89). Q учетом
(4.67) получим

21(21 K u * , Y ~  21 К и К п  « , * , - =
Л /  J / л г

VI Л XI VI ^ ^== а^а/- ~jki jKi’j —*-i °l %r^ii' =
1,1' 1 ‘Г

= r  2 i а ,2 - Н  21а/а''- ( 4-90)/ 1+V

Возводя в квадрат правую и левую части равенства
Л Л А Л

2  я/ = 0 , получим \ ] а/ +  21  aiai'—®’ откуда 
/ i i+r

V  a7ar = -  21 «?■ ( 4 - 9 1 )
/у-г f

Учитывая (4.68), можем продолжить упрощение фор­
мулы (4.89)



2 ( 2  *' i k f - r  V а? - ) 2  «? = ( г - ) . ) 2  а? . (4.92)
у /  I I  I

Подставляя (4.92) в (4.89), получим окончательно

С 2  /  -  Г — М  V  7 2  r k — П  v / ' 2  / Л  П 9 \5  л =  г------— 2 * ' “ ------1------2 «/=Л?о2 а1 - 4.93)\  k J i  k i i

С учетом (4.72) имеется другая форма записи

S 2„ = - L  v / ? 2 . ( 4.94)
Ro 1

Величину Su можно записать в виде

^ = 2 ^ - У * * у .  (4.95)

Правильность формулы проверяется возведением в 
квадрат с учетом

1 VZу**—— 2 V
п j

Числа степеней свободы находятся обычным путем 
/ л = р —и  / д = ? - 1 ;  f e = n - p - q - Н .

Гипотеза Н А проверяется сравнением величины 

F  ^ /(/?~  1)
Л s V \ n - p - q + \ )

С порогом F а, /7—1, Л—/7— .
Аналогично сравнивая с этим же порогом величину

F ^ ’( р - \ )
°  S)i(n—p —q- \ - \ ) '

можно проверить гипотезу Н в о влиянии эффекта блока.

§ 5. Латинские квадраты

I. Пусть исследуется t факторов, v-й фактор имеет 
р v уровней. Следовательно, полный набор различных 
уровней факторов содержит Pi-P2---Pi ячеек. Чтобы 
реализовать полный /-факторный дисперсионный ана­
лиз, необходимо иметь в каждой ячейке минимум



одно наблюдение, следовательно, объем выборки при 
этом равен ti=p-lp 2.,.pt. Зачастую такое количество 
наблюдений является неприемлемым. Тогда вынуждены 
упростить схему эксперимента, допустив, что в неко­
торых ячейках наблюдений не будет. Такое планиро­
вание и соответствующая обработка называются непол­
ным дисперсионным анализом. Рассмотрим эту идею на 
примере трех факторов А, В, С, когда соответствую­
щий план эксперимента называется планом латинского 
квадрата.

Схема латинского квадрата является неполным трех­
факторным анализом, в котором все три фактора имеют 
одно и то же число р уровней, а наблюдения проводятся 
только в р2 из р3 ячеек. Преимущество по сравнению с 
полным трехфакторным анализом в том, что наблюдений 
требуется в р раз меньше.

Главное неудобство в том, что анализ существенно 
опирается на предположение аддитивности и может быть 
ошибочным, если в действительности взаимодействия при­
сутствуют. Еще одно ограничение состоит в том, что все 
факторы должны иметь одинаковое количество уровней.

Определение 2. Латинский квадрат — это матрица по­
рядка р чисел 1, 2 , ..., р, каждое из которых появляется 
точно один раз в каждой строке и каждом столбце.

Следующие примеры являются латинскими квадрата­
ми второго, третьего, четвертого порядков соответст­
венно

1 2 3 4

4 1 2 3

3 4 1 2

2 3 4 1

3 2 1

1 3 2

2 1 3

1 2

2 1

Получить латинский квадрат произвольного порядка 
совершенно несложно. Необходимо записать числа 1, 2 , 
..., р в произвольном порядке в виде строки или столбца 
и тогда каждая последующая строка или столбец есть 
циклический сдвиг на одну позицию в какую-нибудь од-



ну сторону. Таким способом построены примеры латин­
ских квадратов второго, третьего и четвертого порядков. 
Очевидно, что при перестановке строк и столбцов латин­
ский квадрат сохраняет свое основное свойство, отмечен­
ное в определении. Для конкретного р существует мно­
жество латинских квадратов, называемое множеством 
трансформаций. Латинские квадраты, входящие в это 
множество, отличаются друг от друга перестановкой 
строк и столбцов. Название будет попятным, если вместо 
цифр в квадрате поставить латинские буквы. Именно 
так эти квадраты изучались впервые.

Пусть номер строки (г) является уровнем (/) факто­
ра А, номер столбца (/) является уровнем (/) фактора В 
и число (к) в соответствующей позиции латинского квад­
рата является уровнем (Л) фактора С. Из построения 
видно, что схема латинского квадрата позволяет реали­
зовать р2 наблюдений таким образом, чтобы каждый уро­
вень любого фактора появлялся точно один раз с каж­
дым уровнем любого другого фактора.

Пусть выбран частный латинский квадрат из множе­
ства трансформаций. Обозначим через D множество р2 
комбинаций точек чисел (/, /, к), встречающихся в этом 
латинском квадрате. Тогда

УИк~Р Ьа/Л +  п., ( i , j , k ) e D ,

где я 1 , а* —главные эффекты факторов Л, В, С. 
Найдем величину S»

S<j= min (У/у*—И-—з'/1— “7—«л)а- (4.96)
i i J k 'e D

Приравнивая нулю производную от суммы в (4.96) по 
щ получим

- 2  2  (У//*—Ц— «у — « * )= 0 . (4.97)

Обозначим через Dh Dj, Dh—множества пар чисел 
{j, к),  (/, k) , ( l , j )  при фиксированных г, /', k соответст­
венно. Ясно, что IJ Ь , =  (J I)j=[} Ok—D. Множества 

i ) k 
D t , Dj , Dk содержат по р  элементов. Например, Д —это 
множество пар (/, k),  принадлежащих I-й строке квад­
рата. Этих пар /?, причем каждое / и каждое k встре­



чаются в D, по одному разу. Учитывая, что 2  1 = 2  * =
UMeD (i,h)&D

=  2  а также a>/l= a f  =i аг' = 0 ,  получим

(/ул)ел <-i /-1 Р~

VI V1 У  1 1 „В  А  V1 С 1 С /-V>, аУ =  >J aJ 2 j 1 =  — а. ==0; 2 j ° k =  —  а, = 0 .
(i,j,k,)eD j - i  VMeDj p - (tj,k)eD p-

Тогда из (4.97) будем  иметь 

Л 1
H,== ~  2  УИк~У***'

Р~ м щ п
Приравнивая нулю пооизводную от суммы в (4.96) по 
ак, получаем

А  2  (yUl- V - 4 - a ? - * £)*=
о o-k (ijk)eD

= - 2  V  (y l}k—ll—^ — af— а £ )= 0 . (4 .98)
V>kDu

Обозначим через D ki множество чисел j  при фик­
сированных k, i. Очевидно, что это множество состо­
ит из одн ого  элемента. Аналогично из одного элемен­
та состоит множество Dk\. Тогда получим

V  « / = v a / v  1 = Р  а.Л= 0 ;
(Ч)еОк t - i  j&Du

M)eDk j - i  t&Dkj

V  <*£=«£ 2  1 = р * к.
(ij)eD k (H)&Dk

Тогда из (4.98) получим

Ac  1 л
« * ' = —  2  У 4k—M'==y».ft—У...-

P (ij)eDk

Параметры a f , af  входят в (4.96) аналогично пара­



метру а* , поэтому МНК-оценка для них будет иметь 
аналогичный вид, т. е.

Л 1
°ч —У и, У...5 У/».— —  Учь'

Р (/*)е^

®у—У.у.—У.«; У .у .=  —  ^  У/уа-
iWeDj

Нетрудно убедиться в правильности следующей фор­
мулы:

2  (Уик— ®у — «*)а—i j  (У/у*—
(ljk)£D (Ijk)QD

Л Л . Л „  л „
— ц— а flrj* — а f  , (4.99)

где

) -+РП *1  “  f - P ^ k - ° k y + p \ v - v f .
I j  к

(4.100)
Подобная формула подробно выводилась при рассмот­
рении двухфакторного дисперсионнЬго анализа.
Нам необходимо проверить три основные гипотезы:

Н А : а/* =  0 I ==Uoi

Н в :*!]=0  /=1,/>;

/7с: а* = 0  k =  \,p.

Как и раньше, часть параметрического пространства, 
удовлетворяющую гипотезам Н л, Н в , Н с , обозначим 
соответственно «>,,, wBl о>с. Тогда получим .с учетом 
(4.96), (4.99), (4.100)

S»A=S*  +  min S ' - S o  + / ? v (
n{

откуда находим

S 2A= S WA- S 2 = p  (4.101)

{ • ? ) .  1;Z)

Аналогично получим выражения для SB, S 2 :

5 1 = 5 шд- 5 и = / ? ^ ( а / ) 2; (4.Ю2)
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S?;=S,,,r - S c , = / ; V  Д ) 2 .  (4.103)
к

А Л . Л „  Л г
Подставив в (4.96) оценки (х, ац . сгу , а* , получим

S ? = S a =  V  (у ,„ -у ,- . .  - у . , - . - у . . И - 2  у... )2. (4.104)
(Ijk)pJ)

Учитывая замечания, сделанные о числах степеней 
свободы в § 3, получим

f A= / B= * f c = P ~  1. Л = ^ - 3 / 7 - 2 = ( / 7 - 1 ) ( Р - 2).

При нахождении / е заметим, что в выражении (4.104) 
для S2 имеем р- случайных величин и на них накла­
дывается 3(р— 1 )■]-1 ограничений, связанных с оцен­
кой параметров of , af  , а* , ц.

Введем гипотезу Н {)—Н л [\Нп [\Нс о том, что фак­
торы А, В, С не влияют. Тогда из (4.99) получим

S . . , -  V  ( У ; / / - ^ ) 2= S ,  + S * ;

s l ^ s U - s ' U - s l ,

откуда видно, что все вариации величин уцк разложи­
ли на четыре составляющие: вариации S u = S ? ,  связан- 
пые с помехой eijk\ вариации S 2AyS 2n , S 2 , связанные с 
главными эффектами факторов А, В, С соответственно.

Гипотезы Н А, И в , Н с проверяются при сравнении 
величин F A, F B, F C с порогом F a.tP^ AP- i ){p- i),

где F  _  S 2Aj(p - \ ) ___ S \ { p - 2) ш
Л S l ( p - l ) ( p - 2 )  S 2e

t. S l i p - 2) . „ s l i p - 2)
Г Д г"------ ’ Г С— n2 •

Соответствующая гипотеза принимается, если сравни­
ваемая величина меньше порога, иначе она отверга­
ется. Если гипотеза отвергается, то возможно приме­
нение метода множественного сравнения, который 
подробно рассматривался в § 2 .

II. Рассмотрим пример на применение латинского 
квадрата. Необходимо провести однофакторный эксле-



римент, когда имеется р  уровней фактора С. Обычно 
для эксперимента необходим материал. Считаем, что 
этот экспериментальный материал однороден лишь 
настолько, что имеется возможность провести только 
один эксперимент с определенным уровнем. При этом 
необходимо выделить изменчивость наблюдаемой вели­
чины, "вязанную лишь с изменением уровней фактора 
С и устранить изменчивость, связанную с неоднород­
ностью материала.

Весь материал представим разложенным на плос­
кости и попытаемся устранить влияние неоднородно* 
сти материала, соответствующей двум перпендикуляр­
ным направлениям. Считаем, что изменчивость матери­
ала по вертикали является соответствующими уроеня- 
ми фактора А,  по горизонтали—уровнями фактора В. 
Число уровней факторов А \\ В  равно р. Применяя 
схему латинского квадрата, можем получить разло­
жение

S - = S 2e+SU-Sl-\-S<.  • (4.105)

Нас интересует лишь гипотеза Н с : а * = 0  Л =1,/? . 
Проверять ее будем согласно теории.

Представим теперь, что мы провели те же р'1 опы­
тов, но обрабатываем при помощи теории однофак­
торного дисперсионного анализа. Это значит, что та 
же величина S 2 будет иметь разложение

S 2= S ' 2e+ S l  . (4.106)

При сравнении (4.105),(4.106) видим, что 
т. е. гипотеза Н г в однофакторном анализе проверя­
ется при более высоком уровне шума. Таким образом, 
применение латинских квадратов к однофакторным 
моделям может существенно повысить чувствитель­
ность критерия.

§ 6 . Ортогональные латинские квадраты

Определение 3. Два латинских квадрата порядка р 
называются ортогональными, если при наложении одного 
на другой каждая из р2 пар чисел встречается только 
один раз. Множество латинских квадратов называется 
ортогональным, если ортогональна любая пара квадра­
тов из этого множества.



В качестве примера рассмотрим три латинских квад­
рата четвертого порядка

1 2 3 4

3 4 1 2

4 3 2 1

2 1 4 3

1 2 3 4

4 3 2 1

2 1 4 3

3 4 1 2

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

Они ортогональны. Проверим на ортогональность первые 
два квадрата. При наложении одного на другой получим 
следующую матрицу пар чисел:

11 22 33 44

23 14 41 32

34 43 12 21

42 31 24 13

Видно, что каждая из пар чисел встречается лишь однаж­
ды (нары 34 и 43, 32 и 23 и т. д. различны).

Номера строк и столбцов всех латинских квадратов 
используем как уровни факторов А  и В,  чтАгла в пер­
вом латинском квадрате используем как уровни факто­
ра С, числа во втором квадрате как уровни фактора 
Е и т. д. Два ортогональных латинских квадрата м о ж ­
но использовать в четырехфакторном дисперсионном 
анализе. И вообще, t ортогональных латинских квад­
ратов можно использовать в дисперсионном анализе с 
t -\-2 факторами. При этом потребуется всего р 2 наблю­
дений, тогда как в полном t+ 2  факторном дисперси­
онном анализе с одним наблюдением в ячейке потре­
буется p t+2 наблюдения, т. е. объем выборки умень­
шается в р 1 раз.



Задача о нахождении ортогональных латинских 
квадратов еще не решена полностью. Известно, что 
они существуют и найдены при р = 3, 4, 5, 7, 8 , 9, 10. 
Известно, что их нет при р = 6 . Доказано несколько 
теорем о существовании ортогональных латинских 
квадратов тех или иных порядков, но сами квадраты 
ещ е не найдены.

Решим задачу четырехфакторного дисперсионного 
анализа с применением двух ортогональных латин­
ских квадратов. Обозначим через Л  множество сово­
купностей уровней четырех факторов, которые реко­
мендованы выбранными двумя ортогональными латин­
скими квадратами. Тогда множество наблюдений связано 
с главными эффектами в виде

У//А/==Н' + а /1 +  а^ +  а* +  ~\~e4kh (it /> 0  е  Л, 
где / , / ,  к,  /—уровни факторов А, В, С, В соответствен­
но. Величина £ а находится при минимизации по цЛа/1),
( & I I I 1{“>.{«*).{“/} суммы

^’= v  (yljkl— [X — ai4— a*— a*— a f  f .  (4.107)
( I j k l ) e D

Приравнивая нулю производную от 5  по jx, получим

2 (У/у«-Ц— *j— « Г )= 0 .  (4.108)
<7 {г (/ул/)е£)

Обозначим через A >  ^ h ‘Dk,D t множества четверок 
чисел при фиксированных /, / ,  А, I соответственно. Ясно, 
что эти множества содержат р  элементов. Например 
Д —это множество чисел по четыре, принадлежащих 
/-й строке наложенных друг на друга квадратов. Число 
элементов множества Dt равно р.  Отсюда ясно, что

V  1 = р \  v  e / в У а ! 1 v  и - р р л ^ 0 -  
( t j k i ) e D  V J k i ) e D  й  u n t ) e D t

V  a f = p 2a . f— 0; V  а ^ / а ^ О ;  V  a f = / ? - ’a f  =  0 .
( l ib l ) eD 4 j k l ) GD ( t j k l ) e D

С учетом всего сказанного из (4.108) получим 
л 1

Уим—у **■**•р~ D
Решая уравнедие:



^  Л  тг» /  А В  С £  i  л
V c  =  “  а‘ ~  ai - b k — o-i ) = 0 ,
о*и (ui)eDlt

получим

V  1 V  «. - д
®а — УЧк1 Щ—У*»*» У**«**

/» й/г

Учитывая, что параметры af  , ay, a * , a f  входят сим­
метрично в (4.107), можем сразу записать выражение 
для остальных оценок

ЛЛ _ 1
ai = Уг*** У*#**> У/***^1 ^yijkh

Р Di
лд _ _ 1
°j —У*у** 'У****> У*у**— ^иУикЬ

р Di
ЛЯ 1
а/ ==У***; У****! У * * * /=  ZSyijki'

Р
Нетрудно убедиться в правильности следующей ф ор­
мулы, получерной из (4.107):

S = S a + S ' ,  (4.109)
где

5о =  У>(У1Ш- И - * i -  Ч -  ) 2;
D

S '=pP&-p)*+p%C*?-7iAF + p v l ( o ? -  *J )2+
i У

(a*—a*)"’ + P 2  ( ®f—*f )2. (4.110)* I

Необходимо проверить четыре основные гипотезы: 

Н А:а?=0, i = \ J \

Нв  : ау = 0 ,  / =  1,/?;

Я с : а * = 0 , ;

/Уя : a f = 0 , 1=1,р .

Часть параметрического пространства Q, удовлетворя­
ющую гипотезам /Уд, Н в , Н с, Н Е, обозначим через шд,
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“ д. 0)с> (,)я соответственно. Тогда получим с учетом 
(4.109)

А = 5 а +  min S '= S  ц + ^ ( а / ’ )3, 

откуда находим

3 2А= 8 ш л- Я а = р 2 & у .
i

Аналогично получаем остальные величины:

s l= s ,vi- s . ,  = («*)'-; 
j

S l ^ S ^ - S a  = /Л ] (  a£)-’;
k

s l = s „ F- s * = p v i ( * T y .

Л Л . Л _ Л _ Л
Подставит? в (4.110) оценки р,, а, , aj , а* , а, , получим

S<? =  .S\) ~^L(yiikl У;***"- У*/** У**к*--У***/'Ь 3 У**:|:*)~.

Числа степеней свободы имеют вид

/ а= / в= / с = / я  =/>— 1; f с—Р1—А Р + 3 = ( р - 1 ) ( / > - 3 ) .

При нахождении / е заметим, что в выражении для S? 
имеем р'1 случайных величин и на них наложено 4/7— 3  
ограничений, связанных с оценкой параметров:

и-; ( « Л ; l« f ( ;  (<**) ; {**)•
Рассуждая точно так же, как и при рассмотрении 

одного латинского квадрата, получим, что полная ва­
риация наблюдений относительно у**** разложена па 
пять слагаемых: вариации S* , связанные с наличием 
шума, и вариации , Sn, S ?: , Sf;, связанные с влиянием 
факторов А, В, С, f: соответственно. При проверке 
гипотез Н л, /Ул, Н с , ///.- необходимо вычислить вели­
чины:



и сравнить их с порогом Если какая-
либо из гипотез Н л, Н в , Н с, Н Е отвергнута, можно 
воспользоваться методами множественного сравнения.
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