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От редактора перевода

Учебники, монографии, курсы по теории упругости много-
численны и у нас, и за рубежом. У нас в стране после книг
В. К. Бобылева, Г. И. Белзецкого, И. Г. Бубнова, содержащих
изложение начал теории упругости, в 1914—1916 гг. С. П. Тимо-
шенко в Петербурге был выпущен двухтомный курс теории упру-
гости, предназначенный для ознакомления с общими проблемами
этой науки и с приложениями к разнообразным техническим за-
дачам. Этот курс, с одной стороны, как бы подытожил огромную
работу, проведенную в XIX в. Ж- Ламе, Л. Навье, А. Клебшем,
Б. Сен-Венаном, Ф. Грасгофом, В. Ибетсоном, А. Лявом. А. Фёп-
плем и рядом других замечательных исследователей, и, с другой
стороны, способствовал во многом выбору вопросов для изложе-
ния материала. Не упоминая многих прекрасных книг по теории
упругости, вышедших в последующее время (частично они ука-
заны в предлагаемом переводе), отмечу стремление авторов
этих книг к специальным исследованиям, посвященным либо
применению одного и того же метода решения к проблеме, либо
к разработке частных задач.

Книга проф. Ханса Хана содержит опыт изложения резуль-
татов теории упругости, полученных различными способами.
Автор старается расширить круг вопросов за счет привлечения
тех или иных подходов. Обсуждение, представленное в книге,
показывает, что автор глубоко владеет всеми описанными им
результатами; чувствуется, что он мог бы включить в книгу су-
щественно больше того, что он сделал. Особенность книги
состоит не только в сжатом изложении большого объема достав-
ляемых сведений, но и в выработке у читателя желания углу-
бить полученные знания. Это достигается различными спосо-
бами, в том числе и ретроспективным взглядом на проблему,
выявлением родоначальных работ и исследователей, выясне-
нием связи результатов новейших исследований с ранее опубли-
кованными. Это делает изложение напряженным, увлекатель-
ным и объективным. Разумеется, пристрастия и симпатии
имеются и у автора, но они почти не видны; редактор, будучи
также пристрастным, отметил это в комментариях, помещенных
в конце книги.

В книге рассматривается линейная задача для однородной
и изотропной сплошной среды; малы деформации материала, а
также малы и его перемещения. Автор дает вывод дифферен-
циальных уравнений деформирования упругой среды в переме-
щениях и напряжениях, формулирует основные задачи теории
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упругости и представляет основные соотношения не только в
декартовой, но и с целью практических приложений в цилинд-
рической и сферической системах координат. Большое внимание
уделяется вариационным принципам теории упругости: прин-
ципу возможной работы, принципу возможных перемещений,
принципу возможных напряжений, смешанному вариационному
принципу; обсуждаются принцип стационарного значения по-
тенциальной энергии, принцип дополнительной энергии. Форму-
лируются теоремы Кастильяно, Менабреа, Энгессера, Бетти —
Рэлея.

Существенное внимание уделяется общим методам решения
проблем теории упругости. При рассмотрении дифференциаль-
ных уравнений Навье в перемещениях вводятся векторный и
скалярный потенциалы, потенциал Ламе, вектор Буссинеска,
вектор Папковича. Анализируя дифференциальные уравнения
в напряжениях Бельтрами — Мичелла, автор вводит функции
напряжений Максвелла и Мореры. Подробно показано приме-
нение обратного и полуобратного методов Сен-Венана.

Описан метод комплексных функций напряжений Г. В. Ко-
лосова для плоской задачи теории упругости. Изложен метод
конформных отображений.

Уделено внимание методам интегральных преобразований,
приближенным и численным методам — Рэлея—Ритца, Треффт-
ца, Бубнова, конечных и граничных элементов.

Изучаются изгиб и кручение призматических стержней, пло-
ская задача теории упругости (изгиб кругового стержня, за-
дача Ламе для кругового кольца, задача Колосова для эллип-
тического отверстия в бесконечном растягиваемом листе).

Интересные результаты даны при формулировке простран-
ственной задачи теории упругости. Дано математическое описа-
ние (изучено напряженно-деформированное состояние) задачи
Кельвина о сосредоточенной силе в бесконечном теле, задачи
Буссинеска о нормальной сосредоточенной нагрузке к полупро-
странству, задачи Черрути о касательной сосредоточенной на-
грузке на полупространство, задачи Миндлина о сосредоточен-
ной силе внутри полупространства, задачи Ламе о полой сфере,
нагруженной радиальными давлениями по внутренней и внеш-
ней поверхностям, и задачи Леона о напряжениях в сфериче-
ской выемке в бесконечном теле при растяжении.

У меня нет сомнений, что книга проф. Хана будет с интере-
сом прочитана лицами, специализирующимися в области ме-
ханики сплошных сред, и проштудирована теми, кто пожелает
изучить математическую трактовку одного из самых увлека-
тельных разделов механики деформируемых твердых тел — тео-
рии упругости.

д. И. Григолюк



Предисловие

«Классическая» линейная теория упругости, которая обсуж-
дается в этой книге, и сегодня является важнейшей основой для
большинства прочностных расчетов в технике. В этом состоит
ее неоспоримое значение. Это служит также основанием для ее
дальнейшего изучения и развития и в настоящее время. По-
этому открываются возможности дальнейшего расширения и
улучшения основ расчетов в тех направлениях, где это пред-
ставляется желательным.

Предлагаемый материал основан на лекциях, которые я
с давних пор читал для студентов старших курсов политехниче-
ских институтов. Так как в этой книге речь идет о введении
в курс, я постоянно стремился к тому, чтобы поставить на пе-
редний план наглядность математического аппарата. Для по-
нимания книги достаточно элементарных знаний анализа, а
также технической механики в объеме, изучаемом в техниче-
ском вузе. Отдельные замечания о содержании книги, а также
о способах трактовки материала приведены в введении.

При подготовке рукописи и рисунков, а также корректуры
мне помогали мои ассистенты, особенно д-р X. А. Ричард. Я вы-
ражаю сердечную благодарность им, а также г-же Е. Йебликк
за труд по переписке и перепечатке. Моя особая благодарность
издательству за его согласие на издание этой книги.

Книга посвящается памяти моих университетских учителей

Людвига Фёппля (1887—1976)
Вальтера Кауфмана (1887—1965)
Винфрида Отто Шумана (1888—1974)

Кайзерслаутерн, осень 1984 X. Г. Хан



о

Введение

«В механике речь идет о поведении твердых тел при нагру-
жении. Она помогает человеку стать властелином хрупкого
земного бытия и подчинить природу своей воле!» Думается, эту
выразительную фразу из справочника по физике 1928 г. А. Бу-
земана и О. Фёппля (см. [А5]) *> можно было бы предпослать
в качестве эпиграфа к краткому обзору содержания предлагае-
мой книги.

В природе не существует абсолютно твердых, т. е. недефор-
мируемых, тел. Однако в механике оказывается необходимым
ввести в качестве абстракции идеализированное понятие абсо-
лютно твердого тела. В статике твердого тела формулируются
многие важные закономерности, описывающие равновесие си-
стемы тел и лежащие в основе всех прикладных наук. Однако
во многих случаях уже нельзя не принимать во внимание де-
формируемость тела.

Важным свойством твердого тела, которое используется во
всех приложениях, является его механическая «устойчивость»,
т. е. сопротивление, которое оно оказывает изменению своих
размеров и формы при действии внешних сил. Это связано с по-
явлением внутренних сил, существование которых можно объ-
яснить только их связью с деформациями.

Упругое поведение материалов характеризуется тем, что
деформации остаются конечными (т. е. не появляется теку-
чести), а при разгрузке полностью исчезают («обратимое» пове-
дение). Так как поведение металлов, составляющих большую
часть важнейших технических материалов, в широкой области
нагружения приближенно может считаться упругим, теория
упругости лежит в основе многих расчетных и эксперименталь-
ных методов механики деформируемого твердого тела. При этом
главной задачей теории упругости является определение возни-
кающих внутренних сил, которые характеризуются напряже-
ниями, а также деформациями. В основном содержание матема-
тической теории упругости составляет построение основных диф-

*> Ссылки D прямоугольных скобках относятся к списку литературы
(гл. 11).
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ференциальных уравнений, а также методов их интегриро-
вания.

В так называемой классической теории упругости ограничи-
ваются в соответствии с большинством практических приложе-
ний малыми (бесконечно малыми) деформациями и кладут в
основу линейно-упругое поведение материалов согласно идеали-
зированному закону Гука. Преимущество такого подхода со-
стоит прежде всего в том, что математическое описание суще-
ственно упрощается благодаря геометрической линейности. Ха-
рактерным для линейной теории упругости является линейность
всех уравнений относительно искомых величин и их произ-
водных.

При более общих предположениях можно получить соответ-
ственно и более общие условия равновесия и кинематические
соотношения для конечных деформаций, которые приводят к
нелинейным уравнениям. Можно применять также физически
нелинейные законы. Рассмотрение при этом становится более
запутанным и связано с преодолением больших математических
трудностей.

Наконец, классическую теорию упругости можно трактовать
как частный линеаризованный случай общей теории и, следо-
вательно, как некоторый вид приближения. Однако следует
четко представлять себе, что линейная теория упругости яв-
ляется полностью замкнутой математической теорией.

Классическая теория упругости в основном была развита
в XIX в. О. Коши (1789—1857), А. Навье (1785—1836),
С. Д. Пуассоном (1781—1840) и Б. Сен-Венаном (1797—1886)
на основе фундаментальных работ Я. Бернулли (1654—1705)
и Л. Эйлера (1707—1783). Однако еще Г. Галилей (1564—1642),
основоположник современного естествознания, занимался иссле-
дованиями прочности и сопротивлением материалов *'.

В книге рассматривается геометрически и физически ли-
нейная теория изотропного упругого тела, которая и- в настоя-
щее время лежит в основе многих приложений, и дается также
краткое обсуждение более общих теорий.

Для анализа специальных проблем, например задачи устой-
чивости, которая возникает в связи с потерей устойчивости и
выпучиванием тонкостенных элементов конструкций и систем,
должны, естественно, привлекаться нелинейные теории. Но в
данной книге они не рассматриваются. Не обсуждаются также
динамические задачи теории упругости и теория обобщенных
сред (например, континуум Коссера).

*Ю весьма богатой истории теории упругости интересующийся читатель
найдет сведения в книгах Лява [А17], Вестергарда [ A l l ] и С. П. Тимо-
щенко [В35], а также в недавних трудах Трусделла [В36] и Сабо [В37].
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Для описания встречающихся в теории упругости вектор-
ных и тензорных величин будут параллельно применяться обыч-
ная в технической механике форма записи, а также тензорная
форма записи, в которой уравнения имеют компактный вид.
Но при этом будем ограничиваться тензорами в декартовых
координатах, а общее описание в произвольных криволинейных
координатах с помощью тензорного исчисления использоваться
не будет. Там, где это представляется необходимым, будут при-
меняться цилиндрические и сферические координаты, а иногда
отдельные уравнения будут формулироваться в так называемой
векторной форме записи (которая во многих разделах механики
сплошной среды сегодня является обычной). Физическое содер-
жание теории всегда будет ставиться на передний план и не
затемняться математическим формализмом.

В приложении (гл. 10) даны важные правила вычислений
с помощью тензоров в декартовых координатах. Список лите-
ратуры содержит важнейшие учебники и справочники по теории
упругости. В тексте также даны ссылки на ряд оригинальных
работ, представляющих исторический интерес или имеющих
фундаментальный характер.



Основы статики и кинематики

§ 1.1. Сплошная среда и движение сплошной среды

Деформируемые тела (твердые тела и жидкости) меняют
свои размеры и форму под действием внешних сил (нагрузок).
В твердых телах они вызывают деформации, в жидкостях — те-
чение, и в обоих случаях при этом возникают внутренние
силы. Величина и распределение этих сил в рассматриваемых
телах зависят как от нагрузки, так и от геометрической формы
тел.

Механическое поведение нагруженного тела может быть
весьма разнообразным и сложным. Общее описание его бази-
руется на теории сплошной среды. Хорошо известно, что в дей-
ствительности сплошной среды нет. Но для понимания меха-
нического поведения материи в макрообъемах в качестве мо-
дели материи можно принять модель сплошной среды. При
игнорировании дискретной структуры материала предполагает-
ся, что объем, занимаемый телом, непрерывно заполнен ма-
терией.

Бесконечно малый объем материала можно рассматривать
как «частицу» сплошной среды, причем произвольная делимость
материи, так же как и неразличимость отдельных частиц, со-
ставляет одно из основных понятий механики сплошной среды.
Материя всегда имеется в окрестности любой частицы, она не-
прерывно распределена в сплошной среде.

Основанием для введения модели сплошной среды является
опыт, делающий возможным экспериментальную проверку рас-
сматриваемой теории. При нагружении под действием внешних
сил материальные частицы меняют свое положение в простран-
стве, сплошная среда движется. При этом в частном случае мо-
жет иметь место равномерное движение всей рассматриваемой
сплошной среды как твердого тела, тогда не появляются дефор-
мации и, следовательно, внутренние силы. Предполагается так-
же, что движение сплошной среды непрерывно. Это означает,
что все величины, определяющие деформирование, являются
непрерывными функциями координат.

Описание деформирования твердых тел и жидкостей в механике яв-
ляется чисто геометрической проблемой и совершенно не зависит от пове-
дения материала. Это — задача кинематики сплошной среды, и характер
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сил, вызывающих деформацию, не играет при этом никакой роли. Равным
образом и силы, возникающие в деформируемом теле, не зависят от свойств
материала. Однако принципиальное различие между твердыми телами и
жидкостями состоит в том, что в последних в состоянии покоя не появ-
ляется никаких сдвигающих усилий.

Вообще механика сплошной среды охватывает очень широкую область.
Она включает, с одной стороны, применение общих механических законо-
мерностей для описания движения сплошной среды, а с другой стороны,
устанавливает различные идеализированные законы (физические уравне-
ния) для описания упомянутого многообразного механического поведения
реальных материалов. Таким образом охватывается, например, упругое,
пластическое, вязкое (с учетом влияния времени) поведение материала. Эти
иногда очень общие разделы механики сплошной среды не будут рассмат-
риваться в данной книге. Их можно найти, например, в [В5].

Теория упругости является частью механики сплошной
среды, которая посвящена изучению упругой сплошной среды и
занимается определением деформаций и внутренних сил в упру-
гих телах при заданных нагрузках.

§ 1.2. Напряжения

Применяемые в механике твердого тела и механике мате-
риальной точки аксиомы сил переносятся в той же форме в ме-
ханику сплошной среды. Приведенные ниже соображения спра-
ведливы для ' каждого физического тела, которое можно рас-
сматривать как сплошную среду. Различают:
— распределенные по объему тела силы (объемные и массо-
вые);
— силы, распределенные по поверхности.

Таким образом, внешние силы, действующие на тело (на-
грузки), относятся или к объемным (например, силы тяжести,
пропорциональные объему), или к поверхностным силам (на-
пример, давление, действующее на поверхность, ограничиваю-
щую тело).

1.2.1. Принцип напряжений

Важной гипотезой, служащей для механического описания
действия внутренних сил в деформируемом теле, является прин-
цип напряжений Эйлера и Коши: В каждом поперечном сече-
нии, мысленно проведенном внутри тела, имеет место взаимо-
действие сил такого же характера, как и распределенных по
поверхности нагрузок. Рассмотрим в этой связи деформирован-
ное тело, которое под нагрузкой находится в равновесии
(рис. 1.1). Воображаемое сечение делит тело на две части объе-
мами V\ и F2. Элемент поверхности ДЛ с центром в точке Р
поперечного сечения характеризуется единичным вектором нор-
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мали п, направленным к W Действие, оказываемое частью V\
тела в точке Р, на часть V2> можно представить вектором силы
AF и вектором момента ДМ.

В пределе при ДЛ->0 (при фиксированном направлении п)
могут быть приняты следующие физически обоснованные пред-
положения:

,. AF dF
lim - ш = -—=

и, кроме того,

lim
дм
дл = 0.

(1.1)

(1.2)

Справедливость этих допущений окончательно может быть уста-
новлена лишь опытом. Показано, что все следствия, основан-
ные на принципе напряжений, находятся в соответствии с экс-
периментальными данными.

Рис. 1.1. К определению тензора
напряжений.

-а

Рис. 1.2. К принципу на-
пряжений.

Определяемый соотношением (1.1) вектор о" называется век-
тором напряжений в точке Р. Он действует на элемент поверх-
ности с направлением нормали п. Известно, что векторы напря-
жений внутри деформируемого тела не образуют векторного
поля в обычном смысле, так как напряжения зависят и от
ориентации элемента поверхности, на который они действуют.
Вектор ап меняется при изменении направления нормали к АЛ.
Для векторов напряжений, действующих в одной и той же точ-
ке, но направленных в противоположные стороны от сечения
элемента, справедливо равенство

а~п = — ап. (1.3)

С его помощью, как видно из рис. 1.2, описывается действие
части V2 тела на часть V\ и обратно.

Соотношение (1.3) можно трактовать как непосредственное
выражение третьего закона Ньютона (принцип равенства
действия и противодействия). Но оно может быть также
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непосредственно выведено из теоремы о количестве движения и
из принципа напряжений Коши. Совокупность всех векторов
напряжений ап(Р) в точке для всех направлений п (имеется
бесчисленное множество таких векторов напряжений!) опреде-
ляет напряженное состояние в точке Р. Таким образом, прин-
цип напряжений Коши может быть сформулирован следующим
образом: Напряженное состояние в точке деформируемого тела
определяется внутренними силами в этой точке.

1.2.2. Тензор напряжений

1.2.2.1. Нормальные и касательные напряжения. Как извест-
но, в общем случае направление ап(Р) не совпадает с направ-
лением нормали п. Проекция вектора напряжений ап(Р), дей-
ствующего в точке Р, на произвольное направление (опреде-

ляемое единичным вектором) назы-
вается компонентой вектора напря-
жений в этом направлении.

Разложение о" на нормальную и
касательную к dA компоненты дает
так называемые нормальное напряже-
ние оп и касательное напряжение at
(рис. 1.3). Как видно из рисунка, спра-
ведливо соотношение | оп |2 = о2

п + a2

t.
Следует всегда помнить, что величи-
ны an и at, определенные подобным
образом, не являются компонентами

.3. Нормальное и ка- вектора в обычном смысле. Заметим,
что целесообразно касательные на-
пряжения at в плоскости элемента dA
вновь раскладывать на два ортого-
нальных направления.

1.2.2.2. Напряженное состояние в точке. Далее показано, что
бесконечное множество векторов напряжений ап(Р) в точке не
являются независимыми друг от друга. Они могут быть вы-
числены, если в точке Р известны векторы напряжений для
трех взаимно ортогональных площадок, проходящих через эту
точку. Это уже указывает на то, что служащие для описания
напряженного состояния величины имеют характер компонент
тензора.

В дальнейшем будем применять декартовы координаты х,
y,z или соответственно х,- с базисными векторами е ; (i = 1, 2, 3).
Рассмотрим в точке Р бесконечно малый элемент объема со
сторонами dx\, dx2, dx3. Векторы напряжений а', действующие
на гранях элемента х, = const, показаны на рис. 1.4.

сательное напряжения, дей-
ствующие на элемент по-

верхности.
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При этом и последующем рассмотрении должно быть при-
нято во внимание важное предположение о том, что деформи-
рованный и недеформированный элементы объема идентичны.

Рис. 1.4. Векторы напряжений на гранях объемного элемента.

Это означает, что допускаются только малые деформации, что
является естественным для линейной теории упругости. Разло-
жение, например, вектора напряжений а3 (который действует
на поверхности элемента xz= const)
по координатным осям х,- имеет вид х3

(рис. 1.5)

"i"i ; = e t a* а * .

причем знак суммы при суммирова-
нии по дважды встречающимся ин-
дексам может быть опущен *>. Вели-
чины а' не являются компонентами
вектора в обычном смысле, их целесо-
образно обозначать двойным индек-
сом вц. Тогда в общем случае спра-
ведливо равенство

(1.4)

£§{1

= е а =

Рис. 1.5. Разложение век-
тора напряжений а3, дей-
ствующего на элемент по-
верхности х3 = const, на
три компоненты (для на-
глядности они показаны

стрелками).

*' Важные правила тензорном формы записи приведены в приложении
(гл. 10).
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Скалярное умножение на базисный вектор е* дает

еАо' = efee/.a(./. = bkja(j или aik = efta', (1.5)

где б,/ — символ Кронекера.
Девять компонент напряжений, заданных соотношением (1.5),

описывают напряженное состояние в точке деформируемого
тела. Они могут быть представлены матрицей напряжений

21 22
031 °32

причем первый индекс указывает номер координатной поверх-
ности, а второй — направление, в котором действует компонента
напряжений. Наглядное изображение компонент напряжений,
действующих на гранях элемента кубической формы, показано
на рис. 1.6.

Хо,

Рис. 1.6. Компоненты напряжений по граням объемного элемента.

Величины ац, с22, азз называются нормальными напряже-
ниями, ai2, 02з и т. д. — касательными напряжениями. Для нор-
мальных и касательных напряжений употребляются различные
обозначения, например (часто применяемые в технической ме-
ханике) Охх, аУу, azz для нормальных напряжений, хху, хуг и т.д.
для касательных напряжений.

Девять компонент напряжений а,-,- представляют собой в со-
вокупности физическую величину, которая называется тензором
напряжений Коши; это тензор второго ранга *>.

*' Следовало бы указать па то, что слова «тензор напряжении» пред-
ставляют собой тавтологию, так как понятие «тензор» было образовано из
латинского tonsio - напряжение. Однако, как это часто бывает, этот плео-
назм укоренился
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1.2.2.3. Свойства тензора напряжений. Зная компоненты тен-
зора напряжений в точке, можно вычислить вектор напряжений
оп на произвольно ориентированной площадке dA, проходящей
через эту точку. Это осуществляется посредством формул Коши,
которые могут быть выведены различными способами.

Выберем в качестве элемента поверхности dA согласно
рис. 1.7 малый треугольник в окрестности точки Р, который об-

Рис. 1.7. Вектор и компоненты напряжений на поверхностях бесконечно
малого тетраэдра.

разует поверхность бесконечно малого тетраэдра (остальными
гранями его являются треугольники, лежащие в координатных
плоскостях). Для вектора напряжений, действующего на эле-
мент поверхности dA, справедливо равенство

а" = eiCTn -f e2cr£ + е3а£.

Разложение нормального к dA единичного вектора имеет вид

п = е,Я! + е2гс2 -f е3п3

и для остальных поверхностей тетраэдра (проекций элемента
dA) получаются соотношения

dAi = nidA, (1.6)

причем компоненты нормали п являются направляющими коси-
нусами и(. = cos (n, e(.), удовлетворяющими условию п\-\-п2

2-{-
+ п\=\.

Условие равновесия сил, например, в направлении оси х\
дает

a- dA - а„ dAl - а21 - а3
= О
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Рис. 1.8. Компоненты напряжений при повороте системы координат.

или с учетом (1.6)

a2in2 a3in3 = akink.

Аналогичные уравнения получаются для остальных двух на-
правлений. Отсюда следуют фундаментальные формулы Коши
(в скалярной форме записи)

Так как эти соотношения справедливы для произвольно направ-
ленного вектора, отсюда также вытекает тензорная природа
компонент напряжений. Кроме того, это является доказатель-
ством того, что напряженное состояние в точке деформируемого
тела полностью определяется девятью компонентами тензора
напряжений.

1.2.2.4. Преобразование компонент тензора напряжений.
Компоненты тензора напряжений ац в точке, определенные в
декартовых координатах х\, Хг, х3, изменяются при повороте си-
стемы координат согласно закону преобразования компонент
аффинного тензора второго ранга (рис. 1.8). Формулы преоб-
разования координат имеют вид

х] = xk cos (*;, xk) = cibxk,
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причем коэффициенты преобразования с* = см являются на-
правляющими косинусами

cik = cos (*;, xk) = cos (xk, x') = cki.

Компоненты напряжений преобразуются как компоненты

тензора второго ранга по закону

В развернутом виде после выполнения суммирования формулы
преобразования (1.8) запишутся, например, так:

°П = аПСП + СТ22С?2 + °зЛ + (ff12 + ff2l) СНС12 +
) И Т. Д. ,

СТ21С12 С21 (СТ12СП +

3 И Т. Д .

ff22C12 СТ32С1з)

В частности, для плоского случая {х\ = х, хг = у, поворот
системы координат на угол а) получаются известные из эле-
ментарных теорий прочности (для случая симметрии тензора,
напряжений, т. е. ixy = xyx) формулы

а* = arr cos2 а + а„„ sin2 а + 2т , sin а cos а,

= °х уу
а ~ S ' n а C 0 S а >

х*ху = — (ахх — ауу) sin а cos а + хху (cos2 а — sin2a),

графическое изображение которых дается кругами Мора.
При преобразовании координат получаются следующие ин-

варианты тензора напряжений, которые представляют собой не
зависящие от ориентации системы координат величины

/i = an + a22 + <тзз = °и (след),

/и =
CT11

ст21

ol2

<*22

Jill =

a i

<*3

Oil

a2l

с

1 СТ13

1 ^ 3 3

а12

22

СТ32 <

J 13

^23

^33

<Т22

а 3 2

^23

^33
(1.9)

Физическое содержание тензора напряжений выражается имен-
но этими инвариантами.

1.2.3. Уравнения равновесия в напряжениях

До сих пор рассматривалось только напряженное состояние
в одной точке деформируемого тела. Если тело нагружено
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внешними силами и находится в деформированном состоянии
в равновесии, то в нем возникает некоторое непрерывное рас-
пределение напряжений. Основные уравнения для их определе-
ния получаются из рассмотрения условий статического равно-
весия.

1.2.3.1. Равновесие сил и моментов для бесконечно малого
элемента. Если деформируемое тело находится в состоянии
равновесия под действием вешних сил, то и любая произвольно
выделенная из него часть тела должна также находиться в рав-
новесии. Пусть тело нагружено заданными поверхностными си-
лами и однородными объемными силами с плотностью

f = ei/i + e2f2 + е3/з-

Предполагается прежде всего, что компоненты напряжений
оц, так же как и их первые частные производные, являются
непрерывными функциями координат. Далее предполагается,
что деформации являются малыми, так что уравнения равнове-
сия можно формулировать для недеформированного элемента.

Для элемента, нагруженного согласно рис. 1.9, компоненты

«-3J dx,

/ 1

1

/ s
Л

A,

/:-

A
dx,

Рис. 1.9. Бесконечно малый объемный элемент с компонентами напряжений
в направлении оси х\.

напряжений при приращении координат на бесконечно малую
величину изменяются известным образом. Например, для нор-
мальных напряжений, действующих в направлении оси х\, спра-
ведливо равенство

dxx, х2, х3) — аи(хи х2, x3) = дои
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Равновесие сил в направлении оси Х\ требует, чтобы

(оп + - ^ - dXi — а „ ) dx2 dx3 + (a 2 1 + - ^ - d*2 - <x21) rf*2 dx3 +

+ (^3i + - ^ - d*3 — »3i) dx{ dx2 + /, dXi dx2 dx3 = 0,

откуда следует

Аналогичные соотношения получаются для двух остальных
направлений

В общем случае эти три уравнения можно записать в форме

£5^- + /* = 0, (1.10)

или более кратко

оц, i + fi = U, где -д— (...) = (...)
 г
.

ил. • *•

Уравнения (1.10) называются условиями равновесия сил или
статическими уравнениями.

Чтобы удовлетворить условию равновесия моментов сил, дей-
ствующих на выделенный элемент, например, относительно оси,
параллельной хг и проходящей через центр тяжести элемента
(рис. 1.10), требуется выполнение равенства

dx2 + obi) dxi dx3-£- = 0,

откуда

В пределе при dxi-»-0, dx2-^-0 из этого выражения следует
012 = о2\. Аналогичные соотношения относительно осей, парал-
лельных х2 и х3, приводят к равенствам о2з = а32 и а\з = аз!.
Таким образом, в общем случае справедливо соотношение

Оц = а1{. (1.11)
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Рис. 1.10. К уравнению равновесия моментов, действующих на гранях бес-
конечно малого объемного элемента.

Оно означает, что тензор напряжений является симметричным.
Этот важный результат иногда называют также теоремой Больц-
мана.

Следует заметить, что в теории обобщенных сред, для которых пре-
дельное значение (1.2) предполагается конечным (например, в теории кон-
тинуума Коссера, когда появляются так называемые моментные напряже-
ния), тензор напряжений уже не является симметричным. См., например,
соответствующие работы [A3, 2,3].

Вследствие симметрии тензора напряжений формулы Коши
(1.7) и уравнения статического равновесия (1.10) можно также
записать в виде

o1 = aijnj и atlл + /. = 0.

1.2.3.2. Другой вывод уравнений равновесия. Уравнения
равновесия, полученные выше для бесконечно малого элемента
объема, могут быть выведены также, если рассматривать про-
извольный конечный объем деформированного тела, т. е. тело
в целом или любую выделенную мысленно из него часть.

Рассмотрим такой объем V с поверхностью А, изображен-
ный на рис. 1.11. На элемент объема dV действует вектор объ-
емной силы f, на элемент поверхности dA — вектор напряжений
ап. Тогда равнодействующая сил, действующих на объем V
(в символической векторной форме), будет равна

(1.12)

или в скалярной форме
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Аналогично для результирующего момента приложенных сил
относительно начала координат (характеризуемого радиус-век-
тором г) получается равенство

или
мт = (1.13)

где eijk — тензор Леви-Чивиты (псевдотензор) (см. § 10.3). Из
условий равновесия сил и моментов следует FpaBH = 0, а также

Хп

Рис. 1.11. Тело при нагружении объемными и поверхностными силами.

(0) = 0. Тогда с учетом формул Коши из (1.12) получим

lin,dA = 0. (1.14)

Поверхностный интеграл может быть преобразован в объем-
ный по теореме Гаусса *>, а именно

и (1.14) принимает вид

(1.15)

См. § 10.G.
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Это соотношение справедливо для произвольной части объ-
ема деформируемого тела (или вообще для всего тела). Так
как подынтегральное выражение предполагалось непрерывным,
уравнение (1.15) может быть удовлетворено только тогда, когда
подынтегральная функция обращается в нуль. Отсюда вновь
следуют уравнения равновесия сг,7,, + /, = О (ср. с (1.10)).

Аналогично из (1.13) прежде всего вытекает

= \
V

\ V + \jeukxloklnldA = 0. (1.16)
V А

Применение формулы Гаусса к поверхностному интегралу при-
водит к выражению

\ dA = jj (eukxtakl) t dV =
V

\ i, i + bnaki) dV = ^ silk (— х/fk + oki) dV,
V V

где использованы (1.10). Таким образом, из (1.16) следует

\ utik<*ki dV = 0.
v

Это равенство также справедливо для произвольного объема,
поэтому из непрерывности подынтегральной функции должно
следовать е,/*ст*/ = 0. Выполняя суммирование, получим

0 3 2 — СТ23 = 0 , СГ13 — <Т31 = 0 , СТ21 — СТ)2 = 0

или уже известный для общего случая результат (1.11):
Oij = Oji Следует заметить, что в механике сплошной среды
уравнениям равновесия (1.10) и соотношению (1.11) соответ-
ствуют уравнения импульсов и моментов.

1.2.3.3. Условия равновесия на границе. Уравнения равно-
весия (1.10) справедливы всюду внутри деформируемого тела.
На границе, т. е. на поверхности тела, должны удовлетворяться
условия равновесия в напряжениях. Это означает, что на гра-
нице должен выполняться непрерывный переход тензора на-
пряжений к поверхностной нагрузке. Таким образом, из (1.3)
следует р" = —а~п = о", причем р" означает вектор напряже-
ний на границе, заданных на стороне поверхности, характери-
зуемой вектором нормали п.

С помощью формул Коши граничные условия в напряже-
ниях примут вид

P? = °t,ni, (1.17)

и, следовательно, напряжения на границе (поверхностные на-
грузки) находятся в равновесии с напряжениями внутри тела,
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Уравнения (1.17) записываются в виде

Р" = ffll C 0 S (rt> Xl) + ff12 C 0 S ("> * 2 ) + ° 1 3 C 0 S (Л> *з)»

P " = CTI2 C 0 S ( " ' * | ) + °22 C 0 S ("> * 2 ) + CT23 C 0 S («> *3)>

Ръ = CT13 C 0 S ("> * l ) + CT23 C 0 S ( " ' X2) + CT33 C 0 S ("> Хз)'

причем компоненты вектора нормали являются направляющими
косинусами.

1.2.4. Главные направления и главные напряжения

При преобразовании компонент тензора напряжений вслед-
ствие поворота системы координат возникают два важных во-
проса: при каком векторе нормали п вектор напряжений о"
в точке будет параллелен п и при каком п нормальные ком-
поненты вектора напряжений будут иметь экстремальные зна-
чения? Оба вопроса связаны с определением собственных зна-
чений тензора напряжений. Математически это сводится к пре-
образованию главных осей, и решение задачи достигается так
называемой диагонализацией тензора напряжений.

Следует обратить внимание на то, что в каждой точке деформируемого
тела имеются такие характерные направления, в которых действуют только
нормальные напряжения. Они называются главными направлениями, а орто-
гональные плоскости, свободные от касательных напряжений, — главными
плоскостями. Нормальные напряжения, действующие в этих плоскостях, на-
зываются главными напряжениями. Они оказываются собственными значе-
ниями тензора напряжений. Координатные оси, соответствующие главным
направлениям, называются главными осями.

Можно доказать, что существуют три таких главных направления, ко-
торые взаимно ортогональны (в особых случаях их может быть больше),
и, таким образом, напряженное состояние в точке деформированного тела
может характеризоваться также заданием трех главных нормальных на-
пряжений и их направлений.

1.2.4.1. Главные нормальные напряжения. Как уже отмеча-
лось, в общем случае вектор напряжений не перпендикулярен
элементу поверхности dA. Если вектором п задано одно главное
направление, то должно быть справедливо равенство

ап = ап, (1.18,

где а — модуль соответствующего главного напряжения *>. После
применения формул Коши равенство (1.18) может быть пред-
ставлено в скалярной форме

a^ = ai/nl = ani, или (от,, — аб ; /) гау = 0. (Ы9)

*' Для общего случая тензора 2-го ранга Т уравнению (1.18) соответ-
ствует соотношение ГА — ХА, где Г — тензор второго ранга, А — собствен-
ный вектор, X — собственное значение тензора Т.
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Это основное соотношение для определения собственных чисел
и собственных векторов тензора напряжений. В развернутой
форме это уравнение запишется так:

( а и — а ) « , + о12п2 + ст13п3 = О,
а21/г, + (<722 — °0 «2 + ст23«з = 0.

а31/г, + ог32«2 + (<*зз — а) «з = 0.

Нетривиальные решения щ, «г, «з этой линейной однородной
системы уравнений существуют только, когда определитель си-
стемы уравнений обращается в нуль, т. е.

сгп — а а12 ог,з
= 0.

<*13 СТ23 СТ33 — '

Это кубическое уравнение называется характеристическим урав-
нением тензора напряжений и может быть записано в виде

а3 - /,а2 + /„а - / ш = 0. (1.20)

Величины /i, Ju, /ш — уже введенные ранее инварианты тен-
зора напряжений. Их можно записать в следующей скалярной
форме:

-аиаи), (1.21)

Как видно, речь здесь идет о величинах, которые не зависят
от координатной системы, так как все индексы встречаются
попарно и, следовательно, по всем ним выполняется суммирова-
ние. Три решения характеристического уравнения (1.20) яв-
ляются главными нормальными напряжениями аи о2 и а3. Со-
гласно основной теореме алгебры, с их помощью уравнение
(1.20) можно записать в следующей форме:

(а — а,) (а — а2) (а — <г3) = 0.

Отсюда вытекают выражения для инвариантов

Ji = ох + о2 + ст3,

/11 = Ог1а2 + сг2(Тз + ^зОг1, (1.22)

Так как физическое содержание тензора напряжений определяется его
тремя инвариантами (не зависящими от системы координат), все величины,
зависящие от тгнзора напряжений, должны быть функциями ]\. /ц, /ш.
Это обстоятельство учитывается в общих теориях механического поведения
материалов.
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Известно, что собственные значения вещественного симмет-
ричного тензора второго ранга являются всегда вещественными
числами. Для тензора напряжений это можно непосредственно
доказать, если исходить из характеристического уравнения.
Один корень кубического уравнения должен быть всегда веще-
ственным. Предположим, что это главное напряжение а ь дей-
ствующее в главном направлении х*, тогда

Кубическое уравнение в детерминантной форме может быть
записано так:

а, — сг О О

0 СТ22 - ° СТ23

0 СТ23 a33 -

= 0 ,

или (ох — а) Г(ст*2 —
 ст) (стзз — а) — ст2з] = = ^# О т с ю Д а получаются

два других главных напряжения:

*2, 3 = '/2 [(<4 + <4) ± л/«>-°1зУ + *<1\
и следует, что корни всегда вещественны.

Наконец, нужно еще показать, что три главных направления
являются ортогональными. Предположим при этом, что три
главных напряжения различны по величине, т. е. oi ф о2 ф- Оз-
Пусть далее главные направления, соответствующие главным
напряжениям а\ и сг, заданы нормальными векторами п<'> и
соответственно п ( 2 ) (с компонентами п\^ и соответственно /г<2').
Тогда aiSn

ip = охп
(р и после скалярного умножения на /г<2) по-

лучим
a. .nfWp = arfW*. (1.23)

Аналогично
а.//г(2)/г(.1> = а2/г<2>«<'). (1.24)

Вследствие симметрии а,-,- = а,, индексы i и / могут быть пе-
реставлены и левые части равенств (1.23) и (1.24) оказываются
одинаковыми. Отсюда следует (ст, — а 2 ) пФп*.2' = 0, поэтому для

01 ф о 2 имеем n ( 1>_l_n ( 2 ). Аналогичным образом можно показать,
что п « ) 1 п ( 3 > и n<2>_Ln<3>.

Если а\ ф о2 = Оз, то все направления, нормальные к пло-
скости напряжений сгг и а3, являются главными направлениями.
В случае о\ = а2 = Оз все ортогональные направления будут
главными. Это напряженное состояние всестороннего растяже-
ния или сжатия называется гидростатическим напряженным со-
стоянием, Если речь идет о всестороннем сжатии, то сжимаю-
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щие напряжения действуют перпендикулярно каждому произ-
вольному поперечному сечению, как это имеет место в покоя-
щейся (идеальной или реальной) жидкости.

Остается еще доказать, что главные напряжения соответ-
ствуют экстремальным значениям нормальных напряжений в
данной точке. Зная вектор напряжений а, нормальные напря-
жения можно определить согласно равенству ап = <т"п, соот-
ветственно в тензорной форме записи при применении формул
Коши (здесь и в дальнейшем в оп индекс п не является указа-
телем вектора!)

аа = аИп,щ. (1.25)

Тогда экстремальные значения оп вычисляются из условий

дп\ ' дпг '

причем условие дап/дп3 учитывать не нужно, так как из-за вы-
полнения дополнительного соотношения п\ + п\ + п^ = 1 вели-
чина пг не может меняться независимым образом.

По сравнению с этим довольно трудоемким способом более
предпочтительным является способ множителей Лагранжа. При
этом отыскиваются экстремальные значения некоторой функ-
ции

где К — множитель Лагранжа. Тогда условия экстремума будут
иметь вид

Уравнение (1.25) в развернутой форме запишется так:

°п = *Ц»1 + а22"! + ^ « З + 2 (ai2«l«2 + а2ЪП2ПЪ + ff31«3"l).

и с учетом (1.26) три соотношения (1.27), как легко установить,
приводят опять к уравнению (1.19), из которого следует харак-
теристическое уравнение (1.20).

Как правило, главные направления обозначают так, что
о\ > о2 > аз. Тогда по известным главным напряжениям с по-
мощью уравнения (1.19) можно легко вычислить направляю-
щие косинусы главных осей. В системе главных осей (рис. 1.12)
матрица компонент (так называемая диагональная матрица)
имеет вид

сх, 0 0
0 а 2 0

0 0 ст3
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По известным главным напряжениям и главным направле-
ниям определяются компоненты напряжений по произвольным
направлениям согласно формуле

о.. = oxnVnV + a2nfnf + a3tt<%f» (1.28)

(закон преобразования, выраженный через главные напря-
жения).

1.2.4.2. Главные касательные напряжения. Из разложения
вектора напряжений, действующего на элемент поверхности, на

Рис. 1.12. Главные нормальные напряжения.

нормальное и касательное напряжения следует (см. п. 1.2.2.1)
o2

t = \an |2 — о\. Здесь также интересны вопросы о том, при ка-
кой ориентации элемента поверхности
касательные напряжения ot достигают
экстремальных значений (так называе-
мые главные касательные напряжения)
и как они могут быть вычислены. Рас-
четы при этом упрощаются, если при-
менять в качестве координатной си-
стему главных осей (рис. 1.13). Тогда
компоненты вектора напряжений о" бу-
дут равны

> 0 Г? = (Т2П2> °Я=аяПЯ' С 1 - 2 9 )а» =

Рис. 1.13. Вектор напря-
жений и главные оси.

поэтому
(1.30)
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а соотношение (1.25) примет вид
ап = а\п\ + а2п1 + аА- (1-31)

Отсюда
о] = (а,/!,)2 + (а2«2)

2 + (а3«з)2 - [а,»? + а2«
2 + о3п\\\

и с учетом условия я2 + «2 + п\ = 1 получается выражение

°2t = (°, - ff

2)
2 пК + К - ^з)2 <п\ + (*з ~ <*.)2 " зЧ (1.32)

Из (1.32) вытекает, что главные плоскости являются свобод-
ными от касательных напряжений, т. е. at = 0 для ряда зна-
чений

« 1 = 1 , П2 = «3 = 0, « 2 = 1 ,

« 3 = 1 . «1 = «2 = 0, П3 = «1 = 0.

Далее следует, что для гидростатического растяжения или
сжатия (ai = 02 = сгз) касательные напряжения в этих пло-
скостях обращаются в нуль.

Чтобы найти направления, в которых достигаются экстре-
мальные значения at, опять образуют функцию G с помощью
множителя Лагранжа ц в виде

G («,, п2, и3) = а2 — ц (л2 + п\ + п\ — 1)

и определяют ее экстремальные значения из условий

d«! u > dn2 ' дп3

 и -

В результате

я. И (*i - ^ 2 ) 2 + "I (*з - *i) 2 - I*] = 0,

«2 К (*2 - ^з)2 + П\ (0, - (Г,)2 - Ц] = 0,

«3 I"? (ff3 - <М2 + «2 (<̂2 - * 3 ) 2 - Н = О-
Эти уравнения с учетом условия п\-\-п\-\-п\=\ удовлетво-
ряются для ряда значений

«1 = 0, п2 = п3 = д/2/2, (г = У2 (<т2 — Стз)2>

«2 = 0, « 3 = «i = V2/2, м- = !/г (<̂ з — CTi)2»

Подстановка их в (1.32) дает

i ~ ̂ 3 V 2 = 2 = / Рз - а, У
2 J ' « Т2 I 2 У '= Т

а 2 = Т 2 = :
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Величины ть Т2, т3 являются экстремальными значениями
касательных напряжений, так называемыми главными касатель-
ными напряжениями. Они действуют в плоскостях, которые па-
раллельны одной главной оси и образуют с двумя другими угол
45°. Справедливо соотношение ti + тг + т3 = 0.

Рис. 1.14. Октаэдрическая поверх-
ность с нормалью п (равносто-
ронний треугольный элемент по-

верхности).

окт

Рис. 1.15. Октаэдрические нормаль-
ные и касательные напряжения.

Для oi > а2 > а3 имеем а\ = аП(тах) и а3 = an(min), и, сле-
довательно, максимальное касательное напряжение

ттах = 7г 0*1 — аз) = I Т2 I-

Оно действует в плоскости, которая делит пополам угол между
направлениями максимального и минимального главных нор-
мальных напряжений.

Отметим, что поверхности, на которых действуют главные
касательные напряжения, не являются взаимно ортогональными,
а образуют стороны правильного додекаэдра. Эти поверхности
также не свободны от нормальных напряжений; соответствую-
щие нормальные напряжения при этом равны

<Т|+СТз
>П (Т;) = - >п (т.) — •

1.2.4.3. Октаэдрические напряжения. Напряженное состояние
в точке деформируемого тела можно также описать заданием
нормальных и касательных напряжений, действующих в пло-
скостях, нормали к которым образуют равные углы с главными
осями. Эти напряжения называют октаэдрическим нормальным
и октаэдрическим касательным напряжениями. Единичный век-
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тор нормали к указанной плоскости имеет компоненты
(рис. 1.14)

«i = л2 = « з = 1/V3- (1.34)

Восемь таких плоскостей образуют поверхность правильного
октаэдра (рис. 1.15). Из (1.31) с учетом (1.34) следует выра-
жение для октаэдрического нормального напряжения

О~1 + О~2 + О~3 Р | ] + ff22 + РЗЗ

°окт— з ~~ 3

Формула же для октаэдрического касательного напряжения по-
лучается из (1.32):

Токт = 7з Vfai - o2f + (ст2 - а3)
2 + (<Ti - сг3)

2-

Выражая тОКт через произвольные компоненты напряжений, по-
лучим

*окТ = 73 [(*„ - ^ 2 2 ) 2 + (*22 - <**)* + (°, 1 ~ ^ЗЗ)2 +

Соответственно через главные касательные напряжения с уче-
том (1.33) Токт запишется в виде

Октаэдрические напряжения *> могут быть выражены также
через инварианты тензора деформаций, а именно

= 7з л/2/i - 6/ц-

§ 1.3. Перемещения и деформации

Действие внешних сил вызывает деформации в твердых те-
лах и течение в жидкостях. Задачей механики сплошной среды
является, в частности, описание деформирования тел. Это до-
стигается изучением кинематики сплошной среды. Речь идет
при этом о чисто геометрической проблеме, причины же дефор-
мации и свойства материала не играют никакой роли.

*' Октаэдрические напряжения играют важную роль при вычислении
эквивалентных напряжений при сложном напряженном состоянии; они при-
меняются также в теории пластичности для формулировки критериев теку-
чести. Их введением мы обязаны А. Налай.
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1.3.1. Движение сплошной среды

Как уже отмечалось в § 1.1, движение сплошной среды
(исключая движение твердого тела) сопровождается деформа-
цией. При этом с введением сплошной среды как модели мате-
риала связывалось допущение о том, что изменения сплошной
среды происходят непрерывно. Это означает, что соседние об-
ласти остаются смежными и любая конечная область сплош-
ной среды не может деформироваться в объем исчезающе ма-
лый или, наоборот, бесконечно большой. Первоначально непре-
рывно распределенный материал не содержит после деформа-
ции разрывов и пустот (т. е. не возникает трещин).

При движении сплошной среды все области среды за конеч-
ное время получают перемещения. Метод определения дефор-
маций заключается в том, что по перемещениям вычисляются
изменения длин линейных элементов, а также изменения углов
между двумя линейными элементами. Вообще определение
длин и углов в пространстве связано с его так называемой
метрикой. Поэтому в общем случае исследование деформаций
состоит в сравнении метрик деформированной и недеформиро-
ванной сред и не зависит от характера и причины деформаций.

Деформации можно также рассматривать как «отображе-
ние» тела В (недеформированного) на тело В' (деформирован-
ное) (рис. 1.16). Для описания недеформированного, а также
деформированного тел применяются в общем случае различные
криволинейные системы координат \t и %'{. Однако обе они опи-
сывают евклидово (т. е. не искривленное) пространство. Ото-
бражение должно быть непрерывным и взаимно однозначным,
т. е. справедливы соотношения

t t ft' t' t'\ '
5,- — S,- \%\> S 2 , S3J,

—1> 2, 3, (1.35)

Рис. 1.16. Недеформированное (В) и деформированное (В') тела.
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и предполагается, что функции g(. и %'t непрерывны и диффе-
ренцируемы. При исследовании деформаций они могут быть от-
несены либо к начальным £,-, либо к конечным %'t координатам.
Это приводит к двум различным способам описания кинематики
деформируемой среды, которые называют лагранжевым или
эйлеровым (хотя это исторически не совсем точно).

Рис. 1.17. Движение тела: лагранжевы
и эйлеровы координаты.

1.3.2. Лагранжево и эйлерово описания деформаций

Вместо того чтобы оперировать различными системами коор-
динат, в дальнейшем недеформированное и деформированное

тела будут отнесены к про-
извольной декартовой си-
стеме координат с задан-
ными в пространстве базис-
ными векторами е ь е2, е3

(рис. 1.17). Соответственно
двум указанным способам
описания величины Xk назы-
вают лагранжевыми коор-
динатами, xt — эйлеровыми
координатами (i = l, 2, 3).

При лагранжевом описа-
нии наблюдатель некото-
рым образом жестко связан
с одной материальной ча-
стицей. Независимыми пере-

менными являются лагранжевы координаты, т. е. первое соотно-
шение (1.35) принимает вид

х1 = х1(Х1,Х2,Хъ). (1.36)

При этом наблюдают, что происходит с одной определенной
материальной частицей или в ее окрестности.

При эйлеровом описании наблюдатель, напротив, находится
в неподвижной точке пространства. Независимыми переменными
являются эйлеровы координаты, т. е.

Xi'=Xl{xux2,x3). (1.37)

При этом рассматриваются события, происходящие в данной
фиксированной точке пространства или в ее окрестности.

Каждый из этих способов описания кинематики среды обладает опре-
деленными преимуществами и применяется в механике сплошной среды.
Связь между ними известна и определяется предположениями о непрерыв-.
ности и взаимной однозначности выражений (1.36) и (1.37). В теории упру-
гости вообще предпочтительным является лагранжево описание, в меха-
нике жидкости и газа — эйлерово описание. К сказанному следует добавить,
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что при движении сплошной среды в оба способа описания входит время
в качестве еще одной независимой переменной.

От изложенных представлений, применяемых в механике сплошной
среды, здесь можно отказаться, так как в статической теории упругости
временные процессы не рассматриваются и в дальнейшем не будут обсу-
ждаться также упругие динамические явления. Поэтому такие кинематиче-
ские понятия, как скорость, ускорение, скорость деформаций и субстанцио-
нальная производная, здесь вводиться не будут. Не будет также приме-
няться понятие градиента деформаций, которое вводится вообще в механике
сплошной среды в качестве исходного для меры деформаций. Наконец, бу-
дет также показано, что при ограничении на малость деформаций, которое
является естественным в линейной теории упругости, различие между ла-
гранжевым и эйлеровым описаниями исчезает.

1.3.3. Тензоры деформаций как мера деформаций

В дальнейшем прежде всего будут определены тензоры де-
формаций Лагранжа и Эйлера. Несколько отклоняясь от наме-
ченной схемы изложения, пока никакого ограничения на ма-
лость деформаций вводить не будем, так что поэтому все поло-
жения могут быть справедливы в качестве исходных для гео-
метрически нелинейной теории.

Как уже упоминалось вначале, все точки сплошной среды
получают при деформации перемещения, которые описываются
вектором перемещений и с компонентами и,. Если при движе-
нии тела перемещения всех его точек равны, то различные
частицы сплошной среды движутся как одно твердое тело. Та-
кие движения, которые не связаны с изменением расстояния
между соседними частицами материала, не вызывают деформа-
ций, так как они не приводят к появлению внутренних сил (на-
пряжений).

Для вектора перемещений справедливо равенство в вектор-
ной форме (рис. 1.18) и = х — X, соответственно в скалярной
(индексной) форме

Ui = xi — Xl. (1.38)

При лагранжевом описании X — независимые переменные, сле-
довательно,

и(Х) = х ( Х ) - Х , (1.39)

в то время как при эйлеровом описании справедливо равенство

и(х) = х —Х(х). (1.40)

При деформации прямые линии в недеформированном теле
становятся в деформированном теле, вообще говоря, кривыми
различной длины.

Линейным элементом называют расстояние между двумя со-
седними бесконечно близкими точками (это — величина, которая
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в основном определяет так называемую метрику пространства).
Сравнивая между собой метрики деформированного и недефор-
мированного тел, рассматривают разность деформированного
ds и недеформированного dS линейных элементов. Математи-
чески удобнее оперировать квадратом длины линейного эле-
мента. Итак, в качестве меры деформации вводится разность
квадратов

(dsf-(dSf. (1.41)

Рис 1.18. Вектор перемещений и линейный элемент.

Квадрат расстояния dX (соответственно dx между соседними
точками P(Xi) и Q(Xi-\-dX{) (и соответственно P'(xi) и
Q'(xi -\- dxi)) задается в виде

(dsf = dxt dxt = Ьтп dxm dxn, (1.43)

где бтп — символ Кронекера.
С другой стороны, из (1.36) и (1.37) следуют выражения

дх.

и, таким образом,
дХ. дХ,

(dSf = dXt dXt = ^ - ^ - dxm dxn,

2
(ds) =

дх. дх.

(1.44)

(1.45)

1.3.3.1. Тензоры деформаций Лагранжа и Эйлера. Лагран-
жево и эйлерово описания деформаций приводят к двум раз-
личным тензорам деформаций. Выражение (1,41) с учетом (1.45)
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и (1.42) при лагранжевом описании принимает вид

{dsf - (dSf = ( ^ Ц - - Ьта) dXm dXn = 2Emn dXm dXn, (1.46)

где
дх, дх

— тензор деформаций Лагранжа — Грина.
Аналогично при эйлеровом описании из (1.43) и (1.44) сле-

дует
о о / дХ, дХ, \

(dsf - (dSf = [6тп - -^±-^-)dxm dxn = 2етп dxm dxn, (1.48)

при этом выражение
дХ, дХ.

2етп = Ь т п - ^ ^ - (1.49)

определяет тензор деформаций Эйлера — Альманзи; Етп и етп

являются тензорами второго ранга. Можно показать, что они
симметричны (множитель 2 вводится из соображений физиче-
ской целесообразности). Тензоры деформаций могут выражаться
через производные от перемещений.

При лагранжевом описании (1.39) Xi = X,--f- щ и с учетом
выражения

дх. дХ. ди. ди,
X

dXf ~ dXt "•" dXj

из (1.47) следует

или
и„ ди_ ди, ди,

Аналогично при эйлеровом описании (1.40) с учетом X,- =
= Xt — щ следует

1 С дит ди ди, ди. \

е = _ ( т _| й i !_) (151)
етп 2\дхп ^ дхт дхт dxnj-

 Kl-°l>
Величины Етп и етп в этих формулах называют соответственно
тензорами деформаций Лагранжа *' и Эйлера.

*' Вообще в механике сплошной среды вводятся и другие тензоры де-
формаций, например тензор Грина (называемый также правым тензором
Коши — Грина) или тензор Фингера (называемый также левым тензором
Коши — Грина). Эти тензоры деформаций связаны с вышеприведенными и
применяются, если система координат не является декартовой.
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Рис. 1.19. К определению относительных деформаций.

При движении сплошной среды как твердого тела (ds)2 =
= (dS)2. Это означает, что Етп = етп = 0. Обращение в нуль
тензоров деформаций является, таким образом, необходимым и
достаточным условием того, что деформации сплошной среды,
а следовательно, и напряжения отсутствуют.

1.3.3.2. Физическое значение деформаций. Наглядная гео-
метрическая интерпретация нелинейных компонент тензоров
деформации (1.50) и (1.51) невозможна. Однако можно уста-
новить связь с измеряемыми относительными деформациями.

Предположим сначала, что рассматривается тензор дефор-
маций Лагранжа (лагранжево описание). Пусть задан малый
недеформированный элемент согласно рис. 1.19. Недеформиро-
ванный линейный элемент dS = dX\ (при dX2 = dX3 = 0) пере-
ходит в процессе деформации в элемент ds = dxi с тремя ком-
понентами. Относительная деформация определяется как отно-
сительное изменение длины

£, = (ds — dS)/dS, (1.52)

причем, согласно лагранжевому описанию, относительная де-
формация определяется по отношению к первоначальной длине.
Следовательно, ds = (I-\-Ei)dS и (1.46) приводится к виду

Отсюда вытекает (1 + £,)2 = 2ЕИ + 1, или

Аналогично для других направлений
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Следовательно, компоненты £,-/ при i = j связаны с деформа-
циями.

Покажем далее, что компоненты со смешанными индексами
характеризуют изменения узлов. Рассмотрим для этого два не-
деформированных ортогональных линейных элемента dS = dX2

{dXt = dX3 = 0) и соответственно dS* = dX3 {dXx = dX2 = 0),
изображенных на рис. 1.20. Они переходят при деформации в

dSl

Рис. 1.20. К определению деформаций сдвига.

элементы ds и соответственно ds' (с компонентами dxi и dx\)
с углом ф между ними. Скалярное произведение линейных эле-
ментов после деформации дает

ds ds cos Ф = dxt dx] = ^L -Jr dXm dX'n = ^ ^ - dX2 dXz,
дХ дХ дХ дХ

в то же время из (1.47) следует

dXi дХ3

Поэтому ds ds* coscp — 2E23dx2dx3, и с учетом равенств

ds = (1 + Е2) dS = д/1 -f 2E22 dX2,

ds* = (1 + E3) dS* = V 1 + 2E33 dX3

из приведенного выше выражения получается формула для из-
менения угла у2з:

соэф = sin Y23
:==

Аналогично получаются соответствующие выражения для
остальных изменений углов.

Подобный анализ может быть проведен и для тензора де-
формаций Эйлера (при эйлеровом описании).
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1.3.3.3. Малые деформации. Если ограничиться малыми
деформациями и считать производные от перемещений малыми
по сравнению с единицей, то тензоры конечных деформаций
могут быть линеаризованы. Тензоры деформаций Лагранжа и
Эйлера принимают вид

1 / ди, ди.- \ 1 / ди, ди,
{ + ) и соответственно e£/ = _ ^ +

Кроме того, из предположения о малости перемещений следует
Xi « xi, и различие между лагранжевым и эйлеровым описа-
ниями исчезает, т. е. Ец = ец — е,-/. Величину

называют тензором малых деформаций Коши.
Большое преимущество линейной теории состоит в том, что

ее математический аппарат существенно более простой. Это тем
более важно, что поведение большинства материалов в довольно
широкой области для технических приложений достаточно точно
описывается именно в рамках линейной теории. Линейная тео-
рия не всегда отражает законы природы. Но ее неоценимым
достоинством является возможность применения суперпозиции
решений.

Малые деформации записываются в декартовых координатах
х, у, г через компоненты перемещений их, иу, иг (или иногда
проще и, v, w) в общеупотребительной форме, а именно отно-
сительные деформации выражаются в виде

дих ди„ duz
Е е е = ( 1 5 4 )

Относительные деформации сдвига или углы сдвига имеют
вид

2 V ду ^ дх

диу диг

+
е = е = - - ^ +
bzc — bxz — 2 \ дх

Матрица компонент тензора малых деформаций имеет вид

Vxz
lk4x

12Уух

/2Y/2Yzv
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причем следует особо подчеркнуть, что компонентами тензора
являются половины изменений углов уху и т. д.

Тензор малых деформаций Коши является симметричным
тензором второго ранга со свойствами, аналогичными уже вве-
денному в п. 1.2.2 тензору напряжений Коши.

Соответственно равенству (1.8) при повороте системы коор-
динат справедлив закон преобразования в виде е*, = cikcj[Ekl.

Как и для каждого тензора второго ранга, существуют три
инварианта, не зависящие от ориентации системы координат:

/п =
8ц
821

е12

622

вц е13

831 бзз
822
832

егз
е33

8,7), (1.56)

е П е12 е13
е21 822 е23
е31 е32 еЗЗ

Как видно, они выражаются через три основных элементарных
инварианта 6,76,7, 6,7-6,7, е,/е/*.ед,,. Первый инвариант 1{ имеет
простой геометрический смысл. Это относительное изменение
объема или дилатация *>

ди, hdV
е = -г-=- = —ТГГ = div u .

дх, dV
(1.57)

1.3.4. Главные направления и главные относительные
деформации

Аналогично тому, как это было выполнено при рассмотре-
нии тензора напряжений, можно изучить, в каких направлениях
имеются только относительные деформации и отсутствуют
сдвиги. Ниже показано, что эти направления соответствуют
также экстремальным значениям относительных деформаций.
Эти значения являются главными относительными деформа-
циями 6i, е2 и ез.

Для определения главных направлений и главных относи-
тельных деформаций могут быть использованы соответствую-
щие выражения для тензора напряжений из п. 1.2.4. Справед-
ливы равенства

(в//-ев,/)я/ = 0. (1.58)

*' Для тензоров конечных (нелинейных) деформации такой наглядной
интерпретации первого инварианта не существует.
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Условия разрешимости этих уравнений приводят к характе-
ристическому уравнению для тензора деформаций

е3 - /,е2 + /„в - /щ = 0 (1.59)

с коэффициентами, соответствующими (1.56). Уравнение (1.59)
можно записать в иной форме, через три действительных ре-
шения еь 82, ез (главные деформации)

(е — е,) (е — е2) (е — е3) = 0.

Для инвариантов (1.56) получаются выражения

h = Ei + е2 + е3,

/ц = 6^2 + 8383 + 838!,

/ ш = е,е2е3.

Три ортогональных главных направления находятся анало-
гично тому, как это делалось для тензора напряжений. Они
определяют систему главных осей деформаций, в которых мат-
рица компонент тензора деформаций принимает простейшую
диагональную форму

"в, 0 0
0 е2 0
О 0 е3_

1.3.5. Бесконечно малое вращение

Рассмотрим поле малых перемещений

ui = ul(x1, х2,х3) (1.60)
и исследуем вопрос о физическом смысле антисимметричного
тензора

ю<7 = '/г (ш, i — щ, {) = — co/i, (I -61)

который имеет только три независимые компоненты.
Д л я наглядности сначала будем рассматривать двумерный

случай, а именно плоский элемент dxdy, который испытывает
поворот как твердое тело на малый угол сог (рис. 1.21). При
введении перемещений в направлениях осей х и у получается
выражение

диц дих

т, е. речь идет о среднем значении

1 fduu
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бесконечно малого вращения элемента как твердого тела, при
котором деформации не появляются, так как гху = 0. В общем
случае из (1.60) следует

ди.
dul = -gjr-dxi=$iidxi, (1.62)

где р,,- называется градиентом перемещений, или дисторсией.
Как градиент вектора эта величина в декартовых координатах
является тензором второго ранга, в общем случае асимметрич-

Г
\\

\
\
\
\

t '

дих

\
\\

\
\
\
\
\

Рис. 1.21. К плоскому вращению твердого тела.

ным. Его можно представить в виде суммы симметричной и
антисимметричной частей согласно равенству

Р<7 = '/г («<•, / + «/. О + Уг («<\ / — Щ. i) = 8(/ + ©г/. (1.63)

При этом ъц также тензор малых деформаций Коши, в то время
как антисимметричный тензор со,,- называется тензором малого
вращения или тензором вращения *>.

Далее справедливы равенства

Р//)- (1-64)

Матрица компонент тензора вращения имеет вид

0 (0,2 С013

— (0,2 0 (02з

0

0 Уг («1. г — «г. i) y 2 (« i ,3 — «з. i)

V2 ("2,1 — «1.2) 0 У2 («г, з — "з, г)

—со13 —со23

Уг («з, 1 — «1, з) '/2 («з, 2 — «2, з) 0

*' Иногда в литературе этот тензор определяется также в виде со,-, =
4( )
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Следовательно, имеются только три независимые компоненты
(точно так же, как у вектора). Эти малые повороты относи-

тельно координатных осей соответствуют компонентам вектора
угловой скорости w твердого тела (вектора вихря скоростей)

О>1 = 7г (©32 — 0>2з) = Ю32 = ' / 2 («3, 2 ~ "2, з),

ш2 = '/г(сои — Щ\) == ю13 = '/г(«из — "з, О, (1.65)

®>3 = 72 (®21 — ©12) = (021 = 72 («2, 1 — «1, 2).

Показанная здесь связь между тензором вращения и вектором
угловых скоростей вращения тела справедлива в общем слу-
чае: каждому антисимметричному тензору второго ранга мо-
жет быть поставлен в соответствие так называемый сопряжен-
ный (или осевой) вектор. При этом справедливо равенство

С другой стороны, выполняется также двойственное соотно-
шение

(1.67)

Сопряженный вектор, соответствующий симметричному тензору,
обращается в нуль. И наоборот, обращение в нуль сопряжен-
ного вектора свидетельствует о симметрии исходного тензора.

Из (1.66) с учетом (1.63) следует связь вектора угловой
скорости с перемещениями

wk = xl&ki№i = l/&k/iUi, i, (1.68)

или в векторной форме записи w = l/2Totu.

Между прочим, следует упомянуть, что в нелинейном случае тензоры
вращения в лагранжевых и эйлеровых координатах также могут быть опре-
делены, но при этом связь их с вращением имеет сложный вид.

В поле малых перемещений с обращающимся в нуль тензо-
ром деформаций в некоторой точке при помощи вектора угло-
вой скорости w задается местное малое вращение окрестности
этой точки как твердого тела. Из (1.62) с учетом (1.67) следует

dut = (otl dx, = elikwk dx, = г1{кш} dxk,

или в векторной форме du = w X dx, и, как видно, речь идет
о малом перемещении твердого тела. При конечном вращении
твердого тела вектор угловой скорости для всего рассматривае-
мого тела постоянный.

Малое местное вращение деформированного тела, описывае-
мое при помощи to,-/ или wit является следствием деформаций
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других участков тела. Оно получается из деформаций всего
рассматриваемого поля перемещений *>.

В приведенном выше анализе предполагались малые перемещения со-
ответственно линейной классической теории упругости (т. е. производные
перемещений малы по сравнению с единицей). Следствием этого являются
малые деформации и вращения. Так как последние не влияют на деформа-
ции и тем самым на напряжения, то при решении задач теории упругости
они чаще всего игнорируются. Правда, могут представиться случаи, когда
деформации повсюду малые, но в некоторых областях могут появляться
значительные вращения (например, при изгибе длинного тонкого стержня
или при изгибании тонких оболочек).

Существует возможность различных степеней приближений, когда учи-
тываются большие вращения, чем это допускается линейной теорией. Но
эти формулировки в дальнейшем не будут рассматриваться.

1.3.6. Определение перемещений по деформациям

Связь между деформациями и перемещениями, задаваемая
соотношениями (1.53) (эти соотношения называют также «ки-
нематическими уравнениями»), принципиально не позволяет
полностью определить перемещения. С одной стороны, компо-
ненты тензора деформаций должны удовлетворять определен-
ным условиям (так называемым условиям совместности),с дру-
гой— при интегрировании появляются константы, которые со-
ответствуют перемещениям твердого тела и вращению всего
тела.

Из (1.62) и (1.63) следует

-(i)ildxl, (1.69)

или в развернутой форме записи

dux = е„ dxx + (е12 + со )̂ dx2 + (е13 + щ3) dx3,

du2 = (е12 + со12) dx{ + e22 dx2 -f (е^ + Игз) dx3,

du3 = (e13 + « У dxi + ( e a + «23) dx2 + 833 dx3.

Интегрированием этих уравнений можно найти перемещения

и\ = и10

Константы интегрирования ы,0 и ю,о не влияют на деформации
и поэтому при решении задач теории упругости опускаются

*' Зато в уже упоминавшейся моментной теории упругости компоненты
вектора угловой скорости вводятся как дополнительные степени свободы
к перемещениям.
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или известны в конкретных случаях по заданным условиям
опирания.

1.3.6.1. Условия совместности. Кинематические уравнения
вц = 72(«г, 1 + Uj, i) представляют собой при заданных дефор-
мациях шесть дифференциальных уравнений в частных произ-
водных для трех компонент вектора перемещений. Следова-
тельно, имеет место переопределенность. Поэтому шесть компо-
нент тензора деформаций е„ не могут быть независимыми друг
от друга. Соотношения, существующие между ними, называют
условиями совместности или условиями неразрывности.

Их вывод возможен различными способами. С одной стороны, они
могут рассматриваться как условия интегрируемости приведенных выше диф-
ференциальных уравнений, с другой — они выражают физический факт, со-
стоящий в том, что все тело до и после деформации непрерывное и сплош-
ное и частицы материала связаны друг с другом. В теле не появляется
никаких пустот и пор.

Условия совместности непосредственно получаются как ма-
тематические тождества при исключении перемещений из ки-
нематических уравнений. Двукратное дифференцирование (1.53)
дает

вц, ы = V2 («л fki + Щ, ш)-

Путем перестановки индексов получаются три аналогичных
уравнения

eki, ц = '/2 ("ft. щ + ui, мд,

ВЦ, jk = V2 ("«, //ft + Ui,ijk),

в/*, и = l/2 («/. ш + «ft, in)-

Ввиду предполагаемой непрерывности перемещений, а также
их производных и перестановочности порядка дифференцирова-
ния, линейная комбинация этих уравнений дает

8i/, kl + 8ft/, ij — ВЦ, jk — Bjk, il = 0. (1-71)

Это выражение, представляющее в совокупности 81 уравнение,
содержит 6 уравнений совместности и было получено в 1860 г.
Б. Сен-Венаном ! ). Часть остальных уравнений в (1.71) удовлет-
воряется тождественно, другая часть повторяется (из-за сим-
метрии компонент деформаций и перестановочности порядка
дифференцирования).

Компактная форма записи уравнений совместности получает-
ся с помощью тензора Леви-Чивиты в,-/*. Соотношение (1.71)
при этом принимает вид

Btnli (ВЦ. k l — Bjk. l l ) = 0 .
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Выражение в скобках равно enik&a, ы, и, следовательно, полу-
чаем

Smljbniktii, kl = 0. (1.72)

В векторной форме записи это равенство примет вид

rot rot e = Inke = 0,

где е означает тензор деформаций. Оператор Ink( . . . ) назы-
вается «несовместностью с (...)» (Inkompatibilitat von (...))•

Как видно, выражение (1.72) симметрично относительно т
и п, следовательно, остается только шесть независимых урав-
нений. Они получаются, если придать ш и п ряд значений 1, 1;
2, 2; 3, 3; 1, 2; 2, 3; 1, 3. В развернутой форме уравнения со-
вместности запишутся так:

2 - ^ = ^ + ^ и т . д., (1.73)
дхдх дх дх\С/Л il/Art

или
d 2 s n _ д

дх%дхъ дх\

Остальные уравнения получаются круговой перестановкой ин-
дексов.

Эти уравнения являются необходимыми условиями того, что
существует поле перемещений т{х\, х2, хг), по которому опре-
деляются деформации гц согласно (1.53). Для односвязной об-
ласти (т. е. области, ограниченной гладкой кривой и не имею-
щей отверстий) уравнения совместности Сен-Венана являются
также достаточными условиями существования однозначного
поля перемещений *>.

1.3.6.2. Интеграл Чезаро. Для вывода уравнений совмест-
ности с помощью интеграла Чезаро [4] исходят из заданного
поля деформаций е,/ и применяют в качестве вспомогательной
величины поле вращений к>ц. Прежде всего из выражения
ю,7 = 1/2(«1, / — My,,) после дифференцирования и добавления
выражения, равного нулю, следует

ш<7. ft = 7г ("«', / — "/, <), k ~г" V2 ("ft, * — "ft, /), / =

= 7г ("i, /ft — "/ , ik + и * , и — «ft, «•/).

S ) Доказательство этого впервые было получено Буссинеском в 1871 г.,
другим путем — в 1889 г. Бельтрами, в 1906 г. — Чезаро.
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и далее из перестановочности частных производных вытекает

ю*/. k = V2 ("г. k + «ft, i)t j — '/2 («/, ft + «ft. /), p

т. е. получается важное тождество

(1.74)

Это тождество в векторной форме записи при использовании
выражения для вектора угловой скорости w {1.67) примет вид
grad w = rot е. Если в точке Р задан тензор вращения со£
(рис. 1.22), то со? в точке Q вычисляется по формуле

\ d(Ou =

причем криволинейный интег-
рал определяется на спрямляе-
мой кривой от Р до Q. С уче-
том (1.74) получается

Q

Рис. 1.22. К вычислению вращения
и перемещений в точке Q.

(1.75)

Можно доказать непрерыв-
ность и однозначность поля
перемещений, если криволи-
нейный интеграл в (1.75) не

зависит от пути интегрирования, по которому точка Р переме-
щается в Q. Интеграл не зависит от пути интегрирования, если
подынтегральная функция есть полный дифференциал или, вы-
ражаясь иначе, если по теореме Стокса ротор подынтегральной
функции обращается в нуль. Это приводит к условию

0 , (1.76)

в котором нетрудно вновь узнать соотношение (1.72). Если
оно удовлетворяется, можно однозначно вычислить тензор вра-
щения со̂ . по заданному полю деформаций.

Аналогично поступают при вычислении перемещений. При
заданном перемещении «f в точке Р справедливо равенство

du{ = \ р,,. . = и? со,,.)
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Тензор вращения ©,•/ выносится из-под знака интеграла после
интегрирования по частям и учета (1.74):

р р

Q Q

= G>ijXj -

Тогда (после замены индекса / на k в интеграле) получаем
Q

= " Г
3

Как только что было доказано, ш^ существует и, следовательно,
выражение а>,;лгу |р не зависит от пути интегрирования. Усло-
вием существования однозначного непрерывного поля переме-
щений является, таким образом, независимость интеграла в
(1.77) от пути. Это приводит к соотношениям

Zmlk [eift — (Sik, i — Bjk, i) Xj] , = 0,

или
Bmik [&ik, t — (nik, i — e/ft, i) ЬЦ — (в,-*, // — ejk, u) Xj] = 0 .

Согласно условию emik^ik, i == 0, обращаются в нуль первые
три члена в прямоугольных скобках и остается условие

emik (eik. н — в/*, и) ДС/ = 0. (1.78)

Таким образом, доказано, что уравнения совместности (1.71)
или (1.72) являются необходимыми и достаточными условиями
существования однозначного поля перемещений. Для многосвяз-
ной области, напротив, условия совместности являются только
необходимыми, но не достаточными условиями существования
однозначных перемещений. При этом должны удовлетворяться
дополнительные условия непрерывности (необходимые сведения
даны, например, в [А21]).

Следовало бы еще указать на связь между теорией упру-
гости и теорией дислокаций. При этом контурный интеграл по
замкнутому контуру уже не обращается в нуль, как в случае
независимости от пути интегрирования. Напротив, при обходе
так называемой линии дислокации получается ошибка незамы-
кания hi
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которую называют вектором Бюргерса. Это — обобщение соот-
ношения (1.72), которое в рассматриваемом случае имеет вид
ет;/еш*8,,, ы = ртп, причем так называемый тензор несовмест-
ности ртп связан с ПЛОТНОСТЬЮ дислокаций согласно теории
Крёнера.

В векторной форме записи основное уравнение теории дис-
локаций имеет вид

a = rotp,

где a — тензор плотности дислокаций, |3 — тензор дисторсий.
За дальнейшими сведениями следует обратиться к специ-

альной литературе, например [В24, В25] и [5,6].

1.3.6.3. Число уравнений совместности. Как уже отмечалось,
условия совместности представляют собой шесть дифференци-
альных уравнений в частных производных относительно шести
компонент тензора деформаций е,/. Но так как этих уравнений
недостаточно для вычисления деформаций, они не могут быть
независимыми друг от друга.

В 1892 г. Бельтрами было доказано, что имеются только три
независимых условия совместности. Для получения их из (1.73)
запишем выражения

^ 1 2 = — 2е 1 2, 12 + 8ц,22 + е22, 11 = 0 и т - Д->

^12 = 633,12 — ( — e [ 2 , 3 + е23, 1 +Ё13.2), 3 = 0 И Т. Д.

(остальные получаются круговой перестановкой индексов). В ре-
зультате имеем три соотношения

^12,3 + #23, 2 + S 1 3 ji — 0>

Ла,1 + 51з, 3 + ^12,2 = 0, (1.79)

'̂13, 2 + ^12, 1 + ^23, 3 — 0»

которые легко проверить прямыми вычислениями.

В заключение следует еще упомянуть, что уравнения совместности мо-
гут быть получены также, если положить в основу физический факт, со-
стоящий в том, что как недеформированная, так и деформированная сплош-
ная среда представляют собой часть евклидова (т. е. неискривленного)
пространства. Это означает, что так называемый тензор кривизны Римана,
тензор четвертого ранга, который содержит производные метрического тен-
зора, должен обращаться в нуль. Таким путем могут быть выведены также
усложненные условия совместности для нелинейных деформаций.

В линейном случае вновь следуют соотношения (1.72) и па основе так
называемого тождества Бьянки получается, что фактически существуют
только три независимых условия совместности.

Следует еще указать на то, что при формулировке задач теории упру-
гости в компонентах перемещений как основных функций уравнения сов-
местности удовлетворяются автоматически. Однако, если исходить из дефор-
маций, выражая их, например, через напряжения без использования пере-
мещений, то уравнения совместности будут входить в число основных урав-
нений, которые должны быть удовлетворены.
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и деформациями в теории упругости

(физический закон)

Предыдущий статический и кинематический анализ спра-
ведлив независимо от поведения материалов для всех твердых
тел и жидкостей.

Как известно, механическое поведение реальных материа-
лов очень разнообразно и сложно, например деформации твер-
дых тел могут быть упругими или пластическими, зависеть или
не зависеть от времени и истории нагружения. Установленные
выше соотношения не достаточны для определения всех неиз-
вестных введенных величин, необходимы еще соотношения ме-
жду величинами напряжений и деформаций. Они учитывают
особенности поведения различных материалов.

§ 2.1. Общие сведения о физическом законе

Так как имеется очень много различных материалов, мыс-
лимо и множество физических законов, которые могут описы-
вать то или иное поведение материалов при самых разнообраз-
ных условиях. Хотя это и было бы желательно, однако уста-
новить универсальный физический закон, которым можно было
бы единообразно описать механическое поведение всех мате-
риалов, невозможно. Это происходит не только потому, что
очень ограничены возможности описания свойств материалов.
Общие соотношения получились бы слишком сложными и не-
удобными для практического применения. Поэтому стремятся
установить соотношения, которыми можно было бы описать
важнейшие виды поведения материалов при определенных усло-
виях. В результате для материала вводится математическая
модель, которая проверяется с помощью опыта для того, чтобы
достичь хорошего приближения модели к свойствам реального
материала.

Физические законы, которые на общеупотребительном языке механики
сплошной среды называют теперь определяющими соотношениями, не могут
быть выбраны совершенно произвольно. В общей теории сплошных сред
установлены фундаментальные принципы, которые должны быть приняты
во внимание при построении определяющих соотношений. Физический закон
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следует строить так, чтобы он был инвариантен относительно выбора си-
стемы координат и кинематических переменных. Кроме того, физически оче-
видно, что определяющие соотношения не должны зависеть от наблюдателя
и соответственно от закона его движения. Физический закон должен отра-
жать однородность и изотропность физического пространства. Известные
ограничения налагаются на определяющие соотношения также законами
термодинамики *>.-

Определяющие соотношения описывают в общем виде пове-
дение отдельных материалов (или классов материалов) и в
этом смысле служат также для выявления различия между ма-
териалами.

Для механики твердого тела важны в первую очередь так
называемые физические уравнения, которые связывают напря-
жения с кинематическими переменными (деформациями или
скоростями деформаций). Но определяющие соотношения иг-
рают большую роль также в различных областях физики, на-
пример для процессов теплопередачи, электрической проводи-
мости, массопереноса и т. д. Так как для многих задач меха-
ники сплошной среды взаимодействием между механическими
и температурными (или электрическими или химическими) про-
цессами можно пренебречь, возможно ограничиться только фи-
зическими уравнениями. Например, часть совершающейся при
пластическом деформировании материала работы превращается
в тепло, однако при достаточно медленном возрастании на-
грузки температура частей тела из-за теплообмена со средой
едва меняется (так называемый изотермический процесс).
С другой стороны, очень быстрые процессы нагружения (без
теплообмена с окружающей средой) могут считаться адиаба-
тическими.

§ 2.2. Упругое поведение материалов

Как известно, многие твердые тела при нагружении претер-
певают изменения формы, которые очень незначительны и часто
могут быть установлены лишь весьма чувствительными мето-
дами измерений. Кроме того, твердые тела обладают по своей
природе превосходным естественным состоянием (начальной
формой), которое они стремятся сохранить**' и в которое они
возвращаются, если приложенные силы перестают действовать
и были невелики. Если предполагают далее, что работа, затра-
чиваемая на деформацию, полностью переходит в потенциаль-
ную энергию (т. е. отсутствует диссипация энергии), то гово-
рят об упругом поведении материала.

*' Дальнейшие сведения читатель может найти в книгах по механике
сплошной среды, например [В2, В4—В7].

*•> Это не относится к жидкостям и газам.
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Можно полагать, что в своем начальном состоянии упругое
тело свободно от напряжений, имеет постоянную температуру
и находится в термодинамическом равновесии со средой. Если
деформирование под действием внешних сил происходит доста-
точно медленно, то в каждый момент времени имеет место тер-
модинамическое равновесие соответственно внешним условиям
и процесс деформирования является обратимым. Энергия, тре-
буемая для деформации, расходуется полностью, не переходя
в кинетическую энергию. Отсутствует также влияние времени;
работа, затрачиваемая на деформацию, на зависит от пути на-
гружения, т. е. от того, как нагрузки и деформации достигают
своих конечных значений.

Следовательно, напряженное состояние в идеально упругом
теле зависит только от деформированного состояния. Это озна-
чает, что определяющие уравнения можно вывести из выраже-
ния для внутренней энергии, причем компоненты деформации
8,/ или компоненты напряжений ац могут быть независимыми
переменными состояния.

2.2.1. Энергия деформации и упругий потенциал

Удельной потенциальной энергией деформации называется
работа, совершаемая при деформации единицы объема:

U= \ at,detl. (2.1)
е1ГО

Вследствие независимости интеграла от пути интегрирования
подынтегральная функция должна быть полным дифференциа-
лом. Соотношение (2.1) (ввиду симметрии тензоров ац и ъц)
можно записать в развернутом виде

dU — оп den + ст22 de22 + 0-33 dz33 + 2 (al2 de12 + cr23 de^ + ol3 de13),

(2.2)

и видно, что

аи = дп/де11. (2.3)

Удельная потенциальная энергия деформации O(zi,) является
однозначной функцией деформаций, она называется также упру-
гим потенциалом. Но, с другой стороны, и выражение

dU* = е и dan + е2 2 da22 + 633 dam + 2 (е12 daX2 + е23 da23 + е1 3 dol3)

(2.4)
является полным дифференциалом, т. е.
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поэтому

в | / = дп'/до,,. (2.5)

Величина D* называется дополнительной удельной потенциаль-
ной энергией деформации.

Удельная потенциальная энергия деформации П(г^) была
введена впервые в 1839 г. Грином при построении теории рас-
пространения света [7].

Допущение о существовании удельной потенциальной энер-
гии деформации находится в соответствии с предположением
об обратимости изотермического и адиабатического процессов
деформации и определяет тем самым упругое поведение мате-
риалов *>. Но оно не должно означать обязательно линейную
связь между напряжениями и деформациями. Линейность вво-
дится лишь законом Гука.

Удельная потенциальная энергия деформации является по-
ложительно определенной величиной (см. п. 2.3.3). Это свойство
используется, например, для доказательства единственности
решения линейной задачи теории упругости. Кроме того, на
этом основаны теоремы о минимуме потенциальной энергии и
соответственно дополнительной энергии. В классической линей-
ной теории упругости удельная потенциальная энергия дефор-
мации О (гц) является квадратичной функцией компонент де-
формаций (и благодаря этому достаточно хорошо аппроксими-
руется).

§ 2.3. Линейно-упругий закон или закон Гука

Из опытов с проволокой Р. Гук установил линейную связь
между нагрузкой и перемещением и сформулировал закон
«Ut tensio sic vis» — «Какова сила, такова деформация», кото-
рый опубликовал в 1676 г. в форме анаграммы «ceiiinosssttuv».

В простейшем случае для опытов на одноосное растяжение
или сжатие закон Гука имеет вид

а = Ее, (2.6)

где а и е — осевое напряжение и соответственно осевая дефор-
мация. Коэффициент пропорциональности называется модулем
упругости **>.

*' Иногда его называют упругостью по Грину в противоположность
определению упругого поведения материалов, задаваемому в п. 2.3.1, ко-
торое называется упругостью по Коши.

**> В английской литературе общеупотребительным является термин «мо-
дуль Юнга» (по Т. Юнгу, 1807 г.).
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Экспериментально установленный феноменологический закон
(2.6) можно обосновать из термодинамических соображений, а
также при помощи физического анализа.

2.3.1. Обобщенный закон Гука

Следуя Коши, можно обобщить выражение (2.6), предпола-
гая линейную связь между компонентами тензора напряжений
и тензора деформаций в виде

(2.7)

Для однородного материала компоненты тензора модулей упругости
4-го ранга Ецы являются не зависящими от координат величинами. Но так
как напряжения и деформации зависят от ориентации системы координат,
то этой зависимости должны подчиняться также и упругие постоянные Ецы.
Они преобразуются соответствующим образом как компоненты тензора.
Только для изотропного материала (см. ниже) упругие постоянные не за-
висят от ориентации системы координат.

Соотношение (2.7) можно рассматривать как линейный член
разложения в ряд некоторой общей нелинейной зависимости
Oij = Oii(en), в которой отсутствует постоянное слагаемое ввиду
условия оц = 0 при е,;- = 0.

В (2.7) содержится, вообще говоря, девять уравнений, имею-
щих по девять членов каждое, т. е. тензор Е-цЫ имеет 81 ком-
поненту. Из-за симметрии оц и е;; число уравнений уменьшается
до шести, и вследствие свойств симметрии

Eijki — Ецм — Eijik = EjUk (2.8)

тензор модулей упругости имеет только 36 независимых ком-
понент. Матрица его компонент имеет вид

Е%г11

Еззи

£|211

Яиц

^2311

^1122

Е2222

£3322

^1222

•С1322

^2322

^1133

^2233

£зззз

^1233

^1333

•^гззз

•^1112

С 2 212

^3312

^1212

^1312

•^2312

£шз

•^2213

^3313

^1213

•^1313

£•2313

£ll23

£2223

•^3323

£*1223

^1323

^2323

Дальнейшее уменьшение числа независимых компонент сле-
дует из термодинамических соображений, если предполагается
существование удельной потенциальной энергии деформации.
С учетом (2.7) выражение (2.2) принимает вид

dil = Е1тъы deu =
dU

da, (2.9)
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отсюда ди/дгц = Eijkieki и после повторного дифференциро-
вания

д / дп
дек

Так как порядок дифференцирования может меняться, то
д / дП

и, следовательно,

( 2 Л 0 )

Благодаря этому дополнительному требованию симметрии число
независимых компонент тензора упругости уменьшается до 21.
Этот случай соответствует наиболее общей анизотропии упру-
гих материалов.

2.3.2. Формула Клапейрона

Для вычисления удельной потенциальной энергии деформа-
ции исходят из выражения (2.2). Рассматривают произвольный
элемент объема упругого тела, напряженно-деформированное
состояние которого задано величинами оц и е,,-. Вводят местную
систему главных осей для напряжений и деформаций и дают
главным напряжениям приращения, одинаковые по отношению
к их конечным значениям (так называемое пропорциональное
нагружение), тогда совершенная работа, отнесенная к единице
объема, равна

(2.11)

Она не зависит от пути нагружения и соответствует удельной
потенциальной энергии деформации П. Для произвольных ко-
ординатных осей xi соответственно этому получается

^,. (2.12)

Это выражение называется формулой Клапейрона. Ее можно
записать в следующем развернутом виде:

U = '/г (огцвц + 022̂ 22 + <7ззбзз) + 1̂2̂ 12 + ^ г з +

Обобщенный закон Гука (2.7) можно обратить; тогда справед-
ливо равенство

(2.13)

Тензор 4-го ранга Di!ki (тензор упругих податливостей) обла-
дает такими же свойствами симметрии, как и тензор модулей
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упругости. С учетом (2.7) или (2.13) формула Клапейрона при-
нимает вид

п=1/зЕцк1*ц*ы, (2-14)

или

U=1/2Diiklaijokl. (2.15)

Отсюда вытекает

— Уг (Dijki°ki + Dmnijamn) = DilMaki,
или

dU/do,i=BU. (2.16)

Следует заметить, что соотношение (2.16)*' предполагает спра-
ведливость закона Гука и потому линейно-упругое поведение
материала. Напротив, двойственное соотношение (2.3) следует
из общих законов термодинамики. Формулы (2.3) и (2.16) пред-
ставляют собой частные формулировки теоремы Кастильяно
(см. п. 4.4.3).

2.3.3. Другой вывод обобщенного закона
Гука из упругого потенциала

Исходным является не линейное выражение (2.7), а предпо-
ложение о существовании удельной потенциальной энергии де-
формации О(е,/) с уже рассмотренными выше свойствами
dU = оцйъц или оц = ди/дец, благодаря которому устанавли-
вается упругое поведение материала (упругость по Грину). Для
U (eij) в окрестности начального состояния (характеризуемого
равенством вц = 0) выполняют разложение в степенной ряд по
б,-/ с удержанием членов до второй степени включительно. Тогда

l№akfiifiki, (2-17)

причем О о, Eij, Е{1к1 — константы, т. е. представляют собой ве-
личины, не зависящие от деформаций или напряжений.

Прежде всего константу О0 как несущественную можно по-
ложить равной нулю: О0 = 0. Далее следует

Г

* Это соотношение не следует смешивать с очень «похожим» соотно-
шением (2.5), которое, однако, вместо О содержит О*.
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или

Так как в недеформированном состоянии напряжений не воз-
никает (так называемые собственные напряжения не учиты-
ваются), Etj = 0, и для удельной потенциальной энергии дефор-
мации имеем соотношение

ы. (2.18)

для напряжений же имеет место обобщенный закон Гука а,; =
= EiJkiEkl [ср. с (2.7)].

Условия симметрии Ецы =Екщ можно установить непосред-
ственно из (2.1_8). Кроме того, немедленно получается формула
Клапейрона U ='/явыгы. Так как удельная потенциальная
энергия деформации, как известно, при е,/ = 0 обращается
в нуль и при любом деформировании должна совершаться по-
ложительная работа, О всегда больше нуля: О ^ 0, и в (2.18)
речь идет о положительно определенной квадратичной форме.

§ 2.4. Обобщенный закон Гука
для изотропного материала

Многие реальные материалы являются однородными и изо-
тропными, т. е. их механические свойства во всех точках тела
и во всех направлениях одинаковы. Это простейший и одновре-
менно важнейший случай, которым будет ограничено последую-
щее изложение.

Важнейшие анизотропные материалы имеют кристаллическое строение.
В случае наиболее общей анизотропии (называемой также аэлотропией)
тензор модулей упругости Ецм имеет 21 независимую компоненту. Соотно-
шения между компонентами тензора упругости для различных кристалличе-
ских систем получаются из условий упругой симметрии. Благодаря им для
материалов с различным кристаллическим строением уменьшается число
независимых упругих постоянных. Большинство металлов имеют гексаго-
нальное или кубическое кристаллическое строение с пятью или тремя неза-
висимыми упругими постоянными.

Для упругого изотропного материала упругие свойства никак не зависят
от направления, и число независимых упругих постоянных уменьшается до
двух. Это справедливо также в случае, когда материал состоит из произ-
вольно расположенных анизотропных кристаллов (так называемое поли-
кристаллическое строение). Тогда вследствие осреднения по многим произ-
вольно ориентированным кристаллам получается макроскопически квазиизо-
тропное поведение.

Впрочем, опыт показывает, что металл с поликристаллической струк-
турой и после обработки, например вальцовки, становится лишь слабо ани-
зотропным и упругим. Следовательно, модель идеального изотропного ма-
териала представляет собой очень важное и нужное приближение.
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В случае изотропии тензор модулей упругости Еци является
изотропным тензором, т. е. он обладает в каждой декартовой
системе координат одинаковыми компонентами. Изотропным
тензором второго ранга является тензор Кронекера б,;, такой
тензор третьего ранга есть тензор Леви-Чивиты гцк. Каждый
скаляр также может считаться изотропным тензором нулевого
ранга. Однако изотропного тензора первого ранга не суще-
ствует. Тензоры 4-го ранга 6,/б*< и 6«*6/j + бнб/* являются изо-
тропными, и обобщенный изотропный тензор четвертого ранга
получается их линейной комбинацией.

Таким образом, в случае изотропии тензор модулей упру-
гости можно записать в общем виде

(а, Ь, с — константы). Для закона Гука вследствие симметрии
е,-/ имеем

аИ = аЬчъкк + betl + cetj = а6Игкк + (b + с) ъИ. (2.20)

Как видно, в рассматриваемом случае появляются только две
независимые упругие постоянные. Обычно вводят так называе-
мые упругие постоянные Ламе X и ц, имеющие размерность
поверхностных сил. Тогда получается выражение

(2.21)

и т. д.,

(2-22)

которое подробно записывается в виде

a I 2 = 2(ieI2 = HYi2 и т. д.

Тензор модулей упругости имеет вид

Ет = Mifiu + I* infill +

его матрица компонент
Я + 2ц

Я

Я

0

0

0

равна
Я

Я + 2ц
Я

0

0

0

Я

я
Я + 2н

0

0

0

0

0

0

V-
0

0

0

0

0

0

н.
0

0

0

0

0

0

V-

Соотношения (2.21) могут быть разрешены относительно де-
формаций. Свертывание тензора (приравнивание индексов i = /
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и последующее суммирование) приводит к выражению

ап = Ъкгкк + 2цеа-,

или s = (ЗА + 2ц) е, (2.23)

где s = Jt и е — /[ — первые инварианты тензора напряжений
и соответственно тензора деформаций. Тогда

( 2 ' 2 4 )8 ' / = 2ц~ 2ц (ЗА, + 2ц) ff**'

причем должны выполняться условия 2ц ^= 0 и ЗА + 2ц¥=0.

Из закона Гука в форме (2.21) и (2.24) вытекает, что главные оси
напряжений при изотропии совпадают с главными осями деформаций (гово-
рят, что тензоры напряжений и деформаций соосны). Это очевидно, так как

•по главным направлениям действуют только напряжения растяжения или
сжатия, поэтому никакого изменения углов между главными направлениями
произойти не может, так как это означало бы анизотропию.

2.4.1. Связь с энергией деформаций

В случае изотропии удельная потенциальная энергия дефор-
мации О не зависит от направления в пространстве, следова-
тельно, инвариантна относительно поворота системы координат.
Поэтому О является функцией только инвариантов тензора
деформаций, а так как речь идет об однородной квадратичной
форме, определяющими будут только два инварианта Л и 7ц
(так как /щ имеет третью степень). Таким образом, О пред-
ставляется как линейная комбинация

U = AI2i + BIu, (2.25)

причем А и В подчиняются некоторым ограничениям, таким,
чтобы удельная потенциальная энергия деформации была по-
ложительно определенной. Выражение (2.25) целесообразно
записать в форме, содержащей упругие постоянные Ламе,

U = (ц + 4 ) 7? - Wu = T 7i + »* (7i ~ 2/п)- ( 2- 2 6 )

Отсюда после небольших преобразований следует

^ = Т (вИ + ^2 + 6Зз)2 + V [811 + 822 + Б33 +

+ Y (е,2 + е21)
2 + | (82з + ез2)

2 + j (е13 + е3 1)
2]. (2.27)

Это выражение является положительно определенным, если для
констант справедливы условия X > 0, ц > 0. Тогда из (2.27)
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с учетом (2.3)*' получается закон Гука

О М8+е + е)

дп п
Ц е и Т> Д #

и т. д.,

2.4.2. Использование других упругих постоянных

Вместо упругих постоянных Ламе часто применяют другие
постоянные. При одноосном растяжении отлично от нуля только
ац. Согласно (2.6), соотношением оц/ец = £ определяется мо-
дуль упругости. Из (2.21) с учетом (2.23) следует прежде всего

а

и для одноосного растяжения

о X 2ц + 2А,
2цеп = оп - зя + 2ц

 ff" = 1JT+1T

или
„ _ ц (2ц + ЗА,)

Кроме того, появляется поперечное удлинение, так как экспери-
ментально установлено, что 622 = 833 = —ven, где постоянная v
называется коэффициентом Пуассона и равна

Постоянные Ламе при этом равны

( 1 + V H 1 - 2 V ) '

Постоянная G называется модулем сдвига, определяемым при
чистом сдвиге из соотношения 012/712 = G.

Закон Гука в форме (2.21) или (2.24), выраженный через
упругие постоянные Е, G и v, имеет вид

°ц = Т Т Т &ч + ( i + v H l - 2 v ) ЬЧг>* = 2 G

(2.32)

*' К этому следует добавить, что упругий потенциал С/(е,;) должен
формулироваться симметрично относительно е(/.
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ИЛИ

8i/ = -g- К 1 + v ) °u ~ v * i / c * * ] . (2.33)

Удельная потенциальная энергия деформации через по-
стоянные Е, G и v записывается так:

или
П~~~2Ё= -jp- [(I + v) atla{} — v {akkf}. (2.35)

2.4.3. Компоненты девиаторов напряжений и деформаций

Так называемые компоненты девиаторов напряжений и де-
формаций определяются по формулам

si/ = вц — stj = о и — 736,ys, (2.36)
еи = ви — ёи = е«/ — ЧАР* (2-37)

Величины sij и ец называют шаровыми тензорами. Как видно,
Skk = 0, gftft = 0.

Закон Гука в форме (2.21) с помощью компонент девиатора
можно представить в виде суммы двух частей

Sii + lh6us = Щ/в + 2ц (ец + 7з*//в),

следовательно, для i = j

s = (2ц + ЗА) е = ЗДе, (2.38)
а для / ф j

Su = 2це ;/. (2.39)

Введенную в (2.38) константу

- ЗА) (2.40)

называют объемным модулем. Значение этой величины уста-
навливается из рассмотрения частного случая гидростатического
сжатия оц = —рб»7, которое имеет место в идеальных жидко-
стях (или в реальных жидкостях, находящихся в состоянии
покоя), причем р — гидростатическое давление.

Относительная объемная деформация равна е ^ = е = dV/V,
a Okk = s = —Зр или с учетом (2.38)

Р/(-«**) = *С- (2.41)
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Тогда объемный модуль (размерностью сила/площадь) можно
представить также в виде

* = 3 ( Т = * Г (2-42)

Иногда применяют величину, обратную К, называемую сжимае-
мостью.

Из закона Гука, представленного в виде (2.38) и (2.39),
следует также разделение удельной потенциальной энергии де-
формации на две независимые друг от друга части:

^ o = Y ^ / e / / = l5f ( a i / f f i / - i f ) ' ( 2 ' 4 3 )

где Па называется удельной энергией формоизменения, a Uv —
удельной энергией изменения объема *>.

Обе величины играют важную роль, например, при форму-
лировании критериев прочности и законов течения при пласти-
ческом деформировании. С помощью введенных в п. 1.2.4.3
октаэдрических напряжений или соответствующих октаэдриче-
ских деформаций удельная энергия формоизменения записы-
вается в виде

§ 2.5. Закон термоупругости
для изотропного материала

В соотношениях упругости, связывающих напряжения с де-
формациями, можно учесть влияние изменения температуры.
При изменениях температуры**' тело меняет свой объем. Если
этому изменению объема ничто не препятствует и температура
всюду одинакова, тело остается свободным от напряжений. При
неравномерном распределении температуры это уже неспра-
ведливо.

Для упруго и термически изотропного материала изменения
длин по всем направлениям при повышении температуры на

*' Следует заметить, что возможность разложения удельной потен-
циальной энергии деформации на две независимые друг от друга части
весьма целесообразна, хотя, собственно говоря, и совершенно неожиданна.

**> Следует рассматривать только температурные изменения вследствие
внешних воздействий. Изменениями температуры, появляющимися при де-
формации самого тела, можно пренебречь (несвязанная задача).
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АТ = Т—Го равны, появляются только удлинения, а сдвиги
отсутствуют. При свободном температурном расширении

е$у = а\Т6{Г (2.45)

Коэффициент линейного температурного расширения является
константой материала, не зависящей от температуры в широ-
ких пределах ее изменения.

При произвольном распределении температуры в упругом
теле из-за неоднородного сжатия возникают дополнительные
упругие деформации ъ'ц (они характеризуют сопротивление ма-
териала температурному удлинению), которые связаны с так
называемыми температурными напряжениями. Тогда суммар-
ные деформации равны

«|/ = '/а («,./ + «/.,) = *W + <r <2-46)
Согласно Дюамелю и Нейману, для е^ справедлив закон

Гука в форме (2.24), т. е.
t 1 Г А с / \9 I

е«7 = l i r L f f ' / - 2ц + ЗЯ ЬИ К * ) J '
и с учетом (2.46)

° [ ^ * * ] * (2.47)
Разрешая эти соотношения относительно напряжений, полу-

чим
аи = 2ц8 / / + [Я. (гкк)

2 - (2ц + ЗЛ) a AT] 6U. (2.48)

Эти соотношения иногда называют формулами Дюамеля — Ней-
мана 2 ). Формулы (2.47) и (2.48), выраженные через постоянные
Е и v, а также Okk = s и zkk = e, запишутся в виде

В простейшем случае тела кубической формы температурные
напряжения возникают, если оно жестко защемлено, так что
невозможны никакие изменения длин ребер, а температура по-
вышается на Д7*0. Тогда справедливы равенства

CT<th> = o(th) = „(th) ё. а Д 7
11 U22 °33 1 _ 2V

В сложных задачах термоупругости в общем случае пред-
варительно нужно решать также задачу о распределении тепла.
За дальнейшими сведениями следует обращаться к специальной
литературе, например [В17, В18].



Основные уравнения теории упругости

§ 3.1. Граничные задачи

Для решения задач теории упругости, т. е. для определе-
ния 15 неизвестных функций щ, в«, ац (i, j = 1, 2, 3), имеются
в распоряжении основные уравнения

««/ = 7а К/ + "/.*). (3-2)
(3.3)

или V) •I 1 + v
5, мы имеем 15 линейных дифференциальных урав-

нений в частных производных. В некоторых случаях добавляют-
ся еще условия совместности

еи, и + 4i, ц — &п, ik — e/k. и = °- (З-4)

Система основных уравнений называется «полной» в том
смысле, что, если решение системы существует, оно является
единственным.

Состояние равновесия упругого тела известно, если в каж-
дой его точке известны компоненты тензора напряжений и со-
ответственно тензора деформаций. Напряжения во внутренних
точках тела должны при этом непрерывно переходить в напря-
жения на поверхности («на границе»), т. е. должны быть спра-
ведливы соотношения [ср. с (1.17)]

Вместо вектора напряжений, который задает граничные усло-
вия (3.5) на поверхности рассматриваемого тела, на границе
может быть также задан вектор перемещений. Поэтому в об-
щем случае различают два типа граничных задач*':

Первая граничная задача. Определение напряжений и пере-
мещений внутри упругого тела в состоянии равновесия, если
известно распределение сил на поверхности.

*> В литературе их называют по-разному.



66 3. Основные уравнения теории упругости

Вторая граничная задача. Определение напряжений и пере-
мещений внутри упругого тела в состоянии равновесия, если
известны перемещения точек поверхности.

Наряду с ними в некоторых случаях встречается их комбинация, так
называемая третья, или смешанная, граничная задача, когда на одной части
поверхности заданы поверхностные силы, а на остальной части — переме-
щения точек поверхности. Кроме того, возможны еще более общие комби-
нации граничных задач.

Во всех этих случаях объемные или массовые силы предполагались из-
вестными, причем, очевидно, что объемные и поверхностные силы не могут
быть заданы произвольно, так как должны удовлетворяться интегральные
условия равновесия для тела.

Для различных постановок задач естественно формулиро-
вать основные дифференциальные уравнения или полностью в
напряжениях, или полностью в перемещениях. Кроме того, та-
ким образом можно уменьшить число уравнений за счет исклю-
чения неизвестных функций. При этом открываются две воз-
можности.

Исключение деформаций и напряжений позволяет получить
три дифференциальных уравнения лишь относительно переме-
щений (уравнения Навье). Преимущество этого подхода со-
стоит в том, что условия совместности при этом не нужны.
С другой стороны, исключение деформаций и перемещений при
использовании условий совместности приводит к шести диффе-
ренциальным уравнениям лишь относительно напряжений (урав-
нениям Бельтрами—Мичелла). Полученные таким образом урав-
нения Навье и соответственно Бельтрами—Мичелла часто на-
зывают также основными уравнениями теории упругости.

В зависимости от постановки при решении задачи теории
упругости применяется тот или иной путь. Следует заметить,
что общего решения, которое применимо для всех случаев, ни
для одной из систем основных уравнений не существует.

§ 3.2. Уравнения Навье

Основные уравнения в перемещениях получаются, если в
уравнения равновесия (3.1) подставить закон Гука (3.3) и ис-
ключить деформации посредством (3.2). Тогда прежде всего
следует

2G (v2«/, „

обозначая eti = ekk<l = uk<ki==Ujtji, получим



§ 3.2. Уравнения Навье 67

Перемена порядка двукратного дифференцирования приводит
к уравнениям

( 4 ) // = 0. (3.6)

Это — уравнения Навье**, три линейных дифференциаль-
ных уравнения относительно компонент вектора перемещений.
С помощью упругих постоянных Ламе они принимают вид

/ + (a. + n K !/ + /< = о, (3.7)

и в такой форме называются иногда уравнениями Ламе.
Уравнения (3.6), записанные в декартовых координатах,

имеют вид

[ 1 д ( ди, дии ди

и т.д. (круговая перестановка индексов), или
д2ии дгиу 1 — 2v

д2и„ д2ии Г д2 Л 1 — 2v

Эти уравнения с помощью оператора Лапласа А(. ..) = (...),„•
можно записать в компактной форме

[(1 - 2v) 6„Д + ̂ - ] и, + ±=2. fl = о.

Несмотря на простой вид уравнений Навье, их решение
является сложной математической проблемой. Действительно,
если поставлена первая краевая задача, граничные условия в
напряжениях очень неудобны; в соответствии с (3.5) они при-
мут вид

Pi = G («, j + «,,,)«/ + -~^ ent. (3.8)

Для второй краевой задачи граничные условия получаются
в виде

ш = gi(xuх2,х3)R на границе, (3.9)

причем gi — заданные непрерывные функции координат гра-
ницы.

•'Составлены в 1821 г. Навье для X = ц или v = 1/4, в 1828 г.—
Коши для общего случая.
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Тем не менее уравнения Навье являются исходными для ряда
методов решений, так как при этом не используются условия
совместности деформаций.

Другая форма уравнений Навье получается, если приме-
няются следующие тождества для вихревой компоненты вектора
перемещений второго порядка:

= (blfiim ~ bimbjl) "m, I/ = «/. Ц ~ Щ, //• (3.10)

В векторной форме они записываются так:

rot rot u = grad div u — Au,

причем заметим, что выражение псевдовектора Ди справедливо
только в декартовой системе координат. Таким образом, из
(3.6) следует

( ^ ) Л = 0. (3.11)

С учетом выражения для бесконечно малого вектора вра-
щения до,-, согласно (1.68), получаются уравнения

fi = о;

в векторной форме уравнения Навье (3.6) записываются так:

G (Аи + - j - ^ г grad div u) + f = 0.

Соответственно формулировке (3.11) имеем

G ( l _ 2 v grad div u — rot rot u J + f = 0,

или

G

Как видно из выражения «,-, ;/(1 — 2v), уравнения Навье не-
справедливы для особого случая несжимаемого материала
v = 0,5. Вычисляя дивергенцию от (3.6), найдем

+ "G ("i, ш

или

В случае v = 0,5 вместо этого уравнения получается соотно-
шение щ, i = е = 0.
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Особое значение имеет однородная задача, когда объемные
силы можно положить равными нулю. При действии объемных
сил (или массовых сил, например силы тяжести или центробеж-
ной силы) частные решения всегда можно найти. Они не
должны удовлетворять граничным условиям и из-за линейности
основных уравнений могут быть просто сложены с решением
однородной задачи.

Уравнения Навье для однородной задачи имеют вид

Отсюда вытекают некоторые важные следствия. Вычисляя ди-
вергенцию [ср. с (3.12)), получаем

т. е. первый инвариант тензора деформаций удовлетворяет гар-
моническому уравнению Лапласа, следовательно, является по-
тенциальной или гармонической функцией.

Согласно зависимости

справедливо также соотношение
As = 0, (3.15)

т. е. первый инвариант тензора напряжений также является гар-
монической функцией. Применяя оператор Лапласа к (3.13),по-
лучим

ДД = 0, (3.16)

т. е. компоненты вектора перемещений удовлетворяют бигар-
моническому уравнению и, следовательно, являются бигармони-
ческими функциями**.

Так как компоненты тензоров напряжений и деформаций яв-
ляются линейными комбинациями первых производных от ш,
справедливы также соотношения

ДД(тг/ = 0, АДе(/ = 0. (3.17)

Если поставлена вторая граничная задача, уравнения (3.16)
с граничными условиями (3.9) достаточно для определения пе-
ремещений.

Как известно, бигармоническое уравнение является фунда-
ментальным дифференциальным уравнением в теории упру-
гости.

*' Попутно следует заметить, что перемещения являются бигармониче-
скнми функциями во всех, в частности в криволинейных, системах коор-
динат.
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§ 3.3. Уравнения Бельтрами — Мичелла

Вместо того чтобы исходить из перемещений в качестве
неизвестных функций (как это рассматривалось до сих пор),
можно попытаться сначала решать уравнения равновесия в
напряжениях. Деформации тогда находятся из закона Гука.
Правда при этом сначала строится точное (и единственное) ре-
шение уравнений совместности.

Основные уравнения только в напряжениях получаются,
если в условия совместности (3.4) подставляется закон Гука
(3.3) с учетом уравнений равновесия (3.1). При этом полу-
чаются прежде всего условия совместности в напряжениях

°Ц, kl + akl, U — ail, jk — ajk, il =

=•—.—; (6.-/S t ; - I - б ь / S j / — buS ib — biuS il). ( 3 . 1 8 )
1 -+- V ' ' ' ' ' ' ' •

Как и для (3.4), речь здесь идет о шести линейных независи-
мых уравнениях.

Образуя линейные комбинации из (3.18) свертыванием тен-
зора (т. е. приравниванием k—l и суммированием!), получаем

<*Ц, kk + °kk, i/ aik, jk ajk, Ik —

s , kk + SfcfcS, tj -

Вследствие симметрии индексов i, j , здесь также речь идет
о шести независимых уравнениях.

С учетом oik, jk = —fi, i и т. д. отсюда следует

. , г , г V , . I с \
°ij, kk ~Г s , (/ I fi, j ~T~ It, i — j _|_ v \°ijs, kk ~l~ S, ij)<

или

0 i i uu ~|~ ~:—J S / / ~T—j 0 : /5 f^k \Ti / l~ //, ij* V"" ^ "̂ z

Производя свертывание по i, j , окончательно получаем со-
отношение между суммой напряжений и дивергенцией объемной
силы

s,n = - fi. Г, (3-20)

следовательно, (3.19) принимает вид

°и, kk + -njrv s . '/ = - T ^ V 6ufk, k ~ (fi, i + ft, i). (3.21)
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Эти уравнения представляют собой шесть дифференциальных
уравнений Мичелла для компонент тензора напряжений, иногда
называемых также уравнениями Бельтрами—Мичелла *'.

В декартовых координатах эти уравнения записываются
в виде

1 d2s ( dfx dfu \
A T , U -4- -r-, ;—z— = — I -3 \~ -^~ I и Т . Д .

** 1 + v дх ду \ ду ' дх J

(круговая перестановка индексов).
Для ебращающихся в нуль (или постоянных) объемных сил

справедливы уравнения Бельтрами

которые, впрочем, могут быть непосредственно выведены также
из уравнений Навье (3.13).

§ 3.4. Формулировка основных уравнений
в криволинейных координатах

Часто весьма целесообразно оперировать основными урав-
нениями теории упругости в криволинейных ортогональных си-
стемах координат. Правда, это требует применения тензорного
исчисления в общей форме, от которого в этой книге созна-
тельно отказываются. Однако необходимые для дальнейшего
основные соотношения для наиболее часто встречающихся кри-
волинейных координат — цилиндрических и сферических приве-
дены без вывода **>.

3.4.1. Цилиндрические координаты

Для цилиндрических координат г, ср, z справедлива следую-
щая связь с декартовыми координатами (рис. 3.1):

хх = х = г cos ф, х2 = у = г sin ф, x3 = z = z.

Линейный элемент задается квадратичной формой

(ds)2 = {drf + r 2 (dq>)2 + (dz)2.

*' Составлены в 1900 г. Мичеллом, для однородного случая без объем-
ных сил в 1892 г. — Бельтрами.

**) Общие формулы перехода содержатся, например, в [А18].



72 3. Основные уравнения теории упругости

Компоненты вектора перемещений равны

компоненты тензора деформаций суть
811 — &ГГУ ^22 — бфф» 633 — 8

Z Z ,

е12 = егф> е23 = ефг> 831 — Rzr-

Далее справедливы следующие кинематические соотношения:

диг 1 du и,

8/-Q) — "7Г I ~~Т
l / i а«г ,

_
Zzz~~ дг '

_ 1 / диг диг \ 1 / ^«ф 1 диг \
Вгг~Т\ГдГ+ дг ) ' eV*~2\dz "Г г дс? J-

Компоненты тензора напряжений суть агг, оФ Ф, crzz и т г г , тф г, тг/-.

P(r,(p,z)

Рис. 3.1. Цилиндрические коор-
динаты г, <р, г.

Рис. 3.2. Сферические координаты
R Ъ

ерически
R, Ъ, ф.

Закон Гука, выраженный через упругие постоянные Ламе,
arr = 2\ierr + ke и т. д.,
т г ф = 2цегф и т. д.,

где относительная объемная деформация е = ггг + еФФ + егг-
Уравнения равновесия в напряжениях имеют вид

— —( \ ' dXr<f дхгг стфф • i _ п

( r 2 ) + ^ + % + /z >
г йг г Зф • дг '

причем /л, /ф, /z — компоненты вектора объемных сил.
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3.4.2. Сферические координаты

Справедливы формулы преобразования (рис. 3.2)
х{ = х = R sin •& cos ф, х2 = y=R sin Ф sin qp, * 3 = z = R cos ft

с квадратом линейного элемента

(ds)2 = {dR)2 + /?2 sin2 О (dq>)8 + # 2

Перемещения равны

ы, = uR, ы2 = ыф> «з = Щ.

Деформации равны

Далее справедливы кинематические соотношения

R '

2 V. R sin # 5ф R ^ dR ) '

_ i / i duR « аИф \

— г V Л ad R ^ dR ) '
\ ( \

Закон Гука имеет вид формально такой же, как в цилиндри-
ческой системе координат:

Хе, тф 0 =

стфф = 2цефф + he,

где е = е Л Л + ефф + е#о- Уравнения равновесия
1 д 2 1 3 . 1 <Э

+ }R — 0 .

1 д з Id . 1 д с г ф < >
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Приведенные соотношения существенно упрощаются в случае
осевой симметрии (тогда исчезают производные д/ду, а также
все смешанные производные, содержащие ср).

§ 3.5. Существование и единственность решения
граничной задачи теории упругости

При рассмотрении граничных задач теории упругости возни-
кает вопрос о единственности возможных решений, т. е. вопрос
о том, возможны ли для упругого тела, находящегося в равно-
весии при заданных нагрузках и определенных краевых усло-
виях, различные решения основных уравнений.

Прежде всего из физических соображений очевидно, что каждое нагру-
женное упругое тело при подходящем опирании находится по меньшей мере
в одном равновесном состоянии. Кроме того, так как математические фор-
мулировки задач теории упругости базируются на немногочисленных фун-
даментальных физических принципах, следует ожидать, что выводимые из
них соотношения не могут привести к абсурдным результатам.

Доказательство единственности решения краевых задач статики упру-
гого тела может быть построено различными способами. Так как напряжен-
ное или деформированное состояние может быть единственным или не един-
ственным, доказательство строится на том, что предположение о неедин-
ственности приведет к противоречию.

3.5.1. Теорема Клапейрона

Основное значение при доказательстве единственности иг-
рают существование и положительная определенность упругой
энергии деформации (которая уже вводилась в п. 2.3.3). Ис-
ходной при этом является следующая теорема, которая в лите-
ратуре часто называется теоремой Клапейрона:

Если линейно-упругое тело при заданных объемных и по-
верхностных силах находится в равновесии, то энергия дефор-
мации равна половине работы, которая совершается внешними
силами на перемещениях из исходного состояния равновесия
в конечное.

Для доказательства рассматриваются напряженное состоя-
ние О;,- и соответствующее ему деформированное состояние, ко-
торые удовлетворяют основным уравнениям (3.1) —(3.3). Тогда
скалярное умножение уравнений равновесия на смещения и по-
следующее интегрирование по объему V упругого тела (с по-
верхностью А) дают



§ 3.5. Существование и единственность решения 75

Подынтегральная функция в первом интеграле преобразуется
по формуле

() +
и, следовательно,

= Щ,

,dV+\ uji dV = \ и,, ,ац dV.
V

Первый интеграл в левой части преобразуется в поверхностный
интеграл с помощью формулы Гаусса, при этом для подынте-
грального выражения в правой части с учетом соотношения
и«. / = е»/+ (о,-/ [ср. с (1.63)] и симметрии тензора напряжений
получаем

В результате имеем соотношение

utaltnj dA + jj u,f, dV = jj ъИац dV,
V VA V V

и с учетом граничных условий (3.5)

Подынтегральное выражение в правой части после подстановки
закона Гука (3.3) принимает вид

гцац = 2G (еиги + у ^ - е2) = 2U,

т. е. равно удвоенной удельной энергии деформации [ср. с
(2.34)].

Таким образом, теорема Клапейрона имеет вид

dV. (3.23)

В левой части (3.23) стоит работа поверхностных и объемных
сил, правая часть пропорциональна энергии упругой дефор-
мации.

При этом рассмотрении предполагалось, что речь идет о сме-
щениях как однозначных функциях координат точки.

3.5.2. Доказательство единственности

Доказательство того, что основные уравнения линейной тео-
рии упругости имеют только единственное решение (если оно
вообще существует), было впервые дано Кирхгофом [8] и осно-
вано на положительной определенности энергии деформации.
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Предположим, что имеются две системы решений а\\\ и(р
и afj, uf\ которые удовлетворяют одним и тем же граничным
условиям при одинаковых объемных силах и основным уравне-
ниям (3.1) —(3.3). Тогда

_ п(2)„ пп (о 94Л

Ввиду линейности уравнений разность о'и = af) — oU> и соот-
ветственно u'i = uf> — и'1*, как видно из первого уравнения (3.24),
также являются решением основных уравнений для случая
ft = 0. Теорема Клапейрона при этом имеет вид

fdV. (3.25)

В случае первой граничной задачи для разности решений
благодаря второму уравнению (3.24) обращаются в нуль на-
пряжения на границе тела, для второй граничной задачи — пе-
ремещения на границе. Таким образом, из (3.25) следует

v
Из-за положительной определенности удельной потенциальной
энергии упругой деформации это равенство может быть выпол-
нено только для г'ц = ef/ — е^ = 0. Отсюда следует е̂ > = efj1 и
CTi/) = а?/> ч т о и доказывает единственность решения.

Для смешанной граничной задачи справедлива та же самая
аргументация. Предполагается только при необходимости, что
перемещения являются однозначными функциями координат
точки.

Заметим, что в случае первой граничной задачи из равен-
ства e(

i

1

/

) = e(?/

> не следует равенство перемещений, однако они
могут отличаться друг от друга только на величину жесткого
перемещения всего тела. Напротив, для второй и смешанной
граничных задач перемещения на поверхности заданы одно-
значно.

Для нелинейной теории и больших деформаций приведенный выше спо-
соб доказательства недействителен, так как тогда положительная опреде-
ленность энергии деформации не должна иметь места.

Вопрос существования решения упругой граничной задачи представляет
собой одну из труднейших математических задач теории упругости и в
дальнейшем здесь не обсуждается. Вместе с тем при весьма общих усло-
виях доказательство существования решения первой и второй граничных за-
дач установлено. За дальнейшими подробностями следует обращаться к
специальной литературе, например [А42].

Общий теоретический анализ единственности решения граничной задачи
теории упругости, например, в зависимости от величины упругих постоянных
и формы рассматриваемой области здесь не приводится. Относящиеся к этому
соображения можно найти в [А32].



Энергетические принципы
в теории упругости

В предыдущих главах уже применялись понятия работы и
энергии, которые играют важную роль в общей механике. Ра-
бота и энергия определенным образом связаны между собой.
Силы в механической системе могут совершать работу, система
может обладать энергией *>. На понятии энергии основаны мно-
гие методы механики сплошной среды. Целесообразность их при-
менения следует из того, что энергия представляет собой хорошо
изученную инвариантную величину и поэтому не зависит от си-
стемы координат. Все различные энергетические принципы взаи-
мосвязаны друг с другом, так как в их основе лежат фунда-
ментальные законы механики сплошной среды.

§ 4.1. Термодинамические соотношения

В термодинамике**' изучаются изменения механического со-
стояния физической системы, вызываемые изменением темпера-
туры (и наоборот), и устанавливаются закономерности таких
взаимодействий.

Термодинамика представляет собой феноменологическую теорию мате-
рии, так как в ней применяется лишь некоторое число параметров для опи-
сания макроскопических систем.

Состояние системы описывается параметрами состояния. В механике
сплошной среды механическое состояние, например, покоящейся жидкости
задается, как известно, двумя скалярными параметрами состояния — плот-
ностью и давлением, для описания температурного состояния привлекается
температура. Для твердого тела вместо плотности или объема появляется
тензор деформаций, вместо давления — тензор напряжений.

*> Исторически понятие работы для изучения проблем механики при-
менялось уже Ньютоном, в завуалированной же форме оно встречалось еще
в древности (Аристотель).

**' В классической термодинамике занимаются равновесными состоя-
ниями или переходами от одного равновесного состояния к другому, кото-
рые предполагаются квазистатическими. Ввиду этого более последователь-
ным было бы применение названия «термостатика». Собственно термодина-
мику, которая занимается неравновесными процессами, сейчас часто назы-
вают термодинамикой необратимых процессов.
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Состояние равновесия описывается соотношением между па-
раметрами состояния, т. е. уравнением состояния. Его вид для
каждой системы должен устанавливаться из опыта.

Для всех изменений состояния в широком смысле справед-
лив закон сохранения энергии. Он утверждает, что энергия мо-
жет переходить только из одной формы в другую (включая
эквивалентность массы и энергии). Каждому термодинамически
равновесному состоянию однородной системы (например, одно-
родному телу постоянной плотности при постоянном давлении
и постоянной температуре) соответствует определенное значе-
ние так называемой внутренней энергии Е системы. Она соот-
ветствует содержащейся в системе потенциальной механической
энергии и тепловой энергии.

Применительно к процессу деформирования твердых тел
можно утверждать согласно первому закону термодинамики,
что работа, затрачиваемая на деформацию тела, равна вну-
тренней энергии тела. Если деформированное тело медленно
возвращается в исходное состояние, то по меньшей мере часть
накопленной энергии деформации может быть опять возвра-
щена. Энергия деформации вычисляется согласно (2.1) как ра-
бота внутренних сил в процессе деформирования. Удельная
потенциальная энергия упругой деформации в общем случае
равна

W{i)= \ ац(1гц. (4.1)

Это равенство справедливо независимо от физического закона
для материала, однако его можно интегрировать, если только
для каждого промежуточного состояния известны напряжения
как функции деформаций.

Если процесс деформации обратимый, то поведение мате-
риала упругое. Работа внутренних сил не зависит от пути, и
величину WW = П можно истолковывать как упругий потен-
циал. Как было показано в п. 2.3.3, зная О, можно получить
соотношения между напряжениями и деформациями (упругость
по Грину), а именно справедливо равенство

дО/деи = а„. (4.2)

Поведение материала при этом может быть линейным или не-
линейным.

В дальнейшем будет кратко показано, что для хорошо изу-
ченных адиабатического или изотермического процесса удель-
ную потенциальную энергию деформации О можно отождествить
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с известными термодинамическими функциями состояния («по-
тенциалами»).

Согласно второму закону термодинамики, в качестве важ-
нейшей характеристики состояния вводится энтропия 5 по фор-
муле

dQ/T = dS, (4.3)

где dQ означает для действующей в данный момент времени
температуры Т (так называемой абсолютной температуры) по-
ток тепла, подводимого или отводимого обратимо от рассматри-
ваемой системы.

Справедливо общее соотношение (называемое «фундамен-
тальным уравнением»)

(4.4)

причем под dW понимается механическая работа, совершаемая
системой (это в общем случае не параметр состояния, т. е. dW
в противоположность dE и dS не является полным дифферен-
циалом). Относя последнее равенство к единице объема *> (на
это указывают черточки над величинами) деформируемого тела,
из (4.4) получаем выражение

(4.5)

соответственно для упругих материалов

dE = TdS + dU. (4.6)

Для описания состояния упругого тела достаточно выбрать из
четырех переменных величин е,/, оц, Т, S в качестве независи-
мых переменных две.

Внутренняя энергия может быть представлена как однознач-
ная функция деформаций _и энтропии E = E(eil,'S), обладаю-
щая свойством дЕ/дги = дЕ/дец. Далее справедливо равенство

/ 5 - ( 4 J )

причем это выражение представляет собой полный дифферен-
циал. Как обычно в термодинамике, величины, являющиеся
постоянными при дифференцировании, приписываются снизу
в виде индексов. Если рассматривается адиабатический про-
цесс, как это, например, происходит при очень быстром дефор-

*> В этом отличие от обычно применяемого в термодинамике подхода,
когда параметры состояния относятся к единице массы.
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мировании, то dQ = О и, следовательно, dS = 0. Сравнение (4.7)
с (4.2) приводит к равенству

дЕ \ dU

из которого видно, что удельная потенциальная энергия дефор-
мации при адиабатическом упругом деформировании соответ-
ствует внутренней энергии, отнесенной к единице объема. Обра-
тимый адиабатический процесс называют также изэнтропи-
ческим.

Вводя так называемую свободную энергию

F = Ё - TS, (4.8)

получаем из (4.6)

dF = d~E-TdS-SdT = dU-SdT. (4.9)

Свободная энергия является однозначной функцией деформаций

и температуры F = 7?(ег/, Т), причем dF/dell = dF/deji и вели-
чина

есть полный дифференциал.
Для изотермического процесса, который имеет место при

очень медленном квазистатическом деформировании, dT = 0 и,
следовательно,

д¥ \ дп
) а

т. е. удельная потенциальная энергия деформации соответствует
в этом случае свободной энергии, отнесенной к единице объема.

В п. 2.3.3 уже использовалось важное свойство энергии упру-
гой деформации, а именно ее положительная определенность.
В недеформированном состоянии 0 = 0; так как на деформа-
цию затрачивается работа, то О > 0, и удельная потенциальная
энергия упругой деформации оказывается всегда положитель-
ной функцией компонент деформаций и напряжений. Это согла-
суется с законом термодинамического равновесия Гиббса, со-
гласно которому устанавливается положительная определен-
ность как Е, так и F в окрестности начального состояния тела.

Как уже упоминалось в п. 2.2.1, с процессом упругого де-
формирования можно связать другие величины, которые также
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имеют размерность работы. Это дополнительная удельная энер-
гия деформации О*. Она вычисляется согласно выражению

причем справедливо равенство

дП'

Следовательно, О* можно рассматривать как упругий потен-
циал деформации.

Вводя так называемый потенциал Гиббса (его называют
также свободной энтальпией) как функцию компонент напря-
жений и температуры согласно равенству

G = E—TS — aifiil = F — oije.il, (4.11)

с учетом (4,9) получим

dG = -SdT-ечdoti = -SdT- dU\

Здесь G = б(вц, T)— однозначная функция компонент напряже-
ний и температуры, причем

есть полный дифференциал.
Для изотермического процесса сравнение с (4.10) позволяет

получить равенство

3G дП*
е

и поэтому в этом случае дополнительную удельную энергию
деформации можно отождествить с отрицательным потенциа-
лом Гиббса, отнесенным к единице объема.

Следует упомянуть, что введенные функции состояния Е, F,
G относятся к так называемым термодинамическим потенциа-
лам. Этим потенциалам ставятся в соответствие (см., например,
[В13, стр. 40]) совершенно определенные независимые пере-
менные. В заключение следует также заметить, что соотноше-
ния между упругими напряжениями и деформациями, а также
удельная потенциальная энергия деформации не зависят явно
от температуры, как это предполагалось при вышеприведенном
рассмотрении.
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§ 4.2. Энергия деформации
для линейно-упругого материала

Как известно, энергия деформации существует не для всех
материалов. Как было показано, для упругих материалов удель-
ная потенциальная энергия деформации V означает упругий
потенциал для напряжений, а дополнительная удельная энергия
деформации О* — соответствующий потенциал для деформаций.

Между О и О* как в линейном, так
и в нелинейном случае справедли-

во* ^" ва связь *>
(4.12)

Рис. 4.1. Удельная потен-
циальная энергия деформации
и дополнительная энергия де-
формации при одноосном на-

пряженном состоянии.

причем обозначения аргументов
указывают на то, что О (е) выра-
жается через компоненты деформа-
ции, а О* (о) — через компоненты
напряжения. Далее справедливы
общие соотношения (ср. с п. 2.2.1)

да,

(4.13)

Значение величин О и U* для нелинейно-упругого материала
можно наглядно пояснить на примере одноосного напряженного

е
состояния (рис. 4.1). Из рисунка видно, что U(e)= \ ode и со-

о
о

ответственно U'(o)=\edo дополняют друг друга до прямо-
0

угольника ае площади под кривой напряжения—деформации и
соответственно над этой кривой.

Для линейно-упругого материала, следующего закону Гука,
U и U* совпадают и справедлива формула Клапейрона

U = U — liEijkfiifiki— IvPtfitj' (4.14)

Впрочем, иногда целесообразно различать О и О* и в случае
линейно-упругого материала. При этом О выражается через

*> Переход от (7(е) к О* (о) можно трактовать как так называемое
преобразование Лежандра, Иногда его называют также преобразованием
Фридрихса.
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компоненты деформаций, а О* — через компоненты напряжений
в виде [ср. с (2.34) и (2.35)]

U (е) = G (sifin + j ^ - ^ e2) = ц (ъцъц + -2"

соответственно
—, , . 1 / V <Л 1 ( ^ 2^

" <а> = 4G Г " 0 " - Т М Г S J = -4JT 1СТ'/СТ'/ - ЗЯ+ЦГ S J •
Оба выражения численно равны и являются положительно
определенными величинами в деформациях или напряжениях.

§ 4.3. Принцип возможной работы

Все энергетические теоремы теории упругости основаны на
принципе возможной (виртуальной) работы. Существуют раз-
личные интерлретации этого принципа, которые приводят к тео-
ремам, имеющим большое значение для приложений (см. схему
на стр. 90).

Среди различных исследователей, которые занимались раз-
работкой принципа возможной работы и его применения, сле-
дует упомянуть прежде всего И. Бернулли, который сформули-
ровал его как общий принцип равновесия механики. В качестве
такового принцип возможной работы может трактоваться как
аксиома, он справедлив для всех сил при любых физических
условиях *'.

Принцип, который был сформулирован первоначально для
механики материальных точек, гласит:

В состоянии равновесия системы работа всех приложенных
к ней сил на любом бесконечно малом изменении конфигурации
системы, которое совместимо с кинематическими условиями,
равна нулю.

Принцип возможной работы состоит из двух полностью экви-
валентных**) принципов: принципа возможных перемещений и
принципа возможных сил. Их называют в литературе по-раз-
ному. Первый принцип иногда называют собственно принципом
возможной работы, второй — принципом возможной дополни-
тельной работы или также принципом Кастильяно.

4.3.1. Возможные перемещения, возможная работа

Рассмотрим деформируемое тело, которое находится в рав-
новесии под действием приложенных внешних поверхностных
или объемных сил (рис. 4.2). Внутри тела возникают напряже-

*> Общие исследования, посвященные существованию принципа, при-
ведены, например, в [9].

**) Говорят, что оба принципа дополняют друг друга или являются
двойственными.
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ния и деформации. Исследуется поведение тела, вызванное не-
которым возмущением, причина которого не зависит от факти-
чески приложенных сил. Точки тела испытывают так называе-
мые возможные перемещения *> би,-, следствием которых яв-
ляются возможные деформации дец.

Возможные перемещения являются произвольными непре-
рывными функциями координат точки (тем самым они удов-
летворяют условиям совместности деформаций), они не зависят
от времени, являются достаточно малыми и потому не влияют
на равновесие внешних сил и внутренних напряжений. Важным

Рис. 4.2. Деформированное те-
ло при нагружении объемны-
ми и поверхностными силами.

Рис. 4.3. Упругое тело
с заданными на границе
напряжениями и пере-

мещениями.

свойством возможных перемещений является то, что они нахо-
дятся в согласии с кинематическими связями, наложенными
на тело. Это означает, что бы<— кинематически допустимые
функции. В остальном возможные перемещения могут быть про-
извольными, можно также считать, что действительные переме-
щения ui получают произвольные приращения или что би,- не
имеют механического смысла.

Если рассматриваемое тело имеет объем V и площадь по-
верхности А, то граничные условия в общем случае задаются
в виде поверхностных сил на части Аа и перемещений на части
Аи тела (рис. 4.3). Очевидно, А = Л„ + Аи, причем Ао или Аи

может равняться нулю **>. Для кинематически допустимых воз-
можных перемещений это означает, что би,- = 0 на Аи. Тогда

*> Возможность здесь означает, что перемещения не зависят от фак-
тически действующих сил; речь идет о воображаемых допустимых переме-
щениях, которые в действительности могут вовсе не появляться.

**' Части поверхности, на которых не заданы граничные условия отно-
сительно поверхностных сил или перемещений, отсутствуют.
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для вышеупомянутых возможных деформаций справедливо ра-
венство

бе,-/ = 72б («,-,, + ии ,-) = '/2 №«;), / + (6«/),,], (4.15)

причем здесь применялось правило перестановки

а («,,/) = (аи,),,. (4.16)

Возможной работой является работа, которую действитель-
ные силы совершают на возможных, т. е. мыслимых, переме-
щениях. При этом следует принять во внимание, что действи-
тельные силы уже полностью приложены к телу до появления
возможных перемещений. Аналогично возможная работа дефор-
маций (возможная внутренняя работа) определяется как ра-
бота действительных внутренних напряжений на возможных
деформациях.

4.3.2. Принцип возможных перемещений

Для деформированного тела объемом К и с поверхностью
А = Аа-\~ Аи (рис. 4.2), нагруженного объемными ft и поверх-
ностными силами pi (напряжениями на поверхности) и нахо-
дящегося в равновесии, справедливы статические соотношения

Oi/j-h ft = O в объеме V, ацп1 = р1 на поверхности А.

Тогда

(olht + ft)6Ul = 0 (4.17)

или после интегрирования по всему объему тела

(<yil,i + fl)buidV = № = 0. (4.18)
v

Покажем, что это выражение соответствует полной возможной
работе. Прежде всего для первого слагаемого подынтегральной
функции в (4.18) с учетом (4.16) следует

<Т'7, fiUi =
и тогда (4.18) приводится к виду

6W = \ {atfiut),t dV + \ ffiut dV - \ atfiut, / dV. (4.19)
V V V

Для первого интеграла по теореме Гаусса и с учетом гранич-
ных условий в напряжениях справедливо равенство

^,, dV =\j aifiuiti, dA = jj pfiut dA,
A Aa
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где поверхностный интеграл распространяется только на Аа,
так как би,- = 0 на Аи. Подынтегральная функция в третьем
интеграле в (4.19) с учетом (4.15) и благодаря симметрии тен-
зора напряжений равна

<*ifi (««, у) = °ц '/г (бы,,, + быд ,) = atfaf.
Поэтому окончательно выражение (4.19) примет вид

bW = \ pfiut dA + \ ft6ut dV — \ atfa, dV. (4.20)J J J
A™ V V

Это выражение представляет собой математическую формули-
ровку принципа возможных перемещений для любого деформи-
руемого тела. Выражение

" f,6u, dV = 6W(а> (4.21)

означает возможную работу внешних сил, в то время как ин-
теграл

J a, fat dV = 6W(i) (4.22)
v

представляет собой возможную работу внутренних напряжений
или возможную работу деформаций. Таким образом, (4.20) при-
нимает вид

6UP = 6№ —6НР = 0 или bW —bW . (4.23)

Итак, принцип возможных перемещений гласит:

Для деформируемого тела, находящегося в состоянии рав-
новесия, полная возможная работа внешних сил равна возмож-
ной работе деформаций на любых кинематически допустимых
перемещениях.

Тот факт, что принцип возможных перемещений приводит к уравне-
ниям равновесия, позволяет обратить это высказывание следующим обра-
зом: Деформируемое тело находится в состоянии равновесия тогда и только
тогда, когда для любого возможного перемещения, согласуемого с кинема-
тическими связями, полная возможная работа внешних сил равна работе
на возможных деформациях.

Следовало бы еще раз подчеркнуть, что соотношения (4.20)
или (4.23) не зависят от поведения материала, так как физиче-
ские уравнения до сих пор еще не использовались.

Для упругого поведения материалов возможная работа де-
формаций соответствует возможной энергии деформации, т. е.

• )=:б{/= \bUdV,

v
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где О — удельная потенциальная энергия упругой деформации,
обладающая свойством дд/дъц = ац (упругий потенциал).

4.3.3. Принцип возможных сил

Для этого принципа, двойственного с принципом возможных
перемещений (иногда также называемого принципом возможной
дополнительной работы), вычисляют возможную работу (псев-
доработу), которую совершают независимо от действительных
сил и напряжений, отвечающих положению равновесия, так на-
зываемые возможные силы и напряжения на действительных
перемещениях. В каждой точке деформируемого тела заданы
перемещения и соответствующее им напряженное состояние,
удовлетворяющие уравнениям равновесия внутри тела и усло-
виям на граничной поверхности, т. е.

atl, /~l~Ff = 0 в объеме V, oijnj = pi на поверхности Аа.

В качестве возможных сил и напряжений (статически до-
пустимых функций) рассматриваются непрерывные и однознач-
ные функции 8fi, dpi и 8oij, для которых также должны быть
справедливы уравнения

6ailt j + 6f{ = 0 в объеме V и 6aijnl = 6pi на поверхности Аа.

Тогда по аналогии с (4.18) определяется величина

0, (4.24)

которая является полной возможной дополнительной работой.
Для первого слагаемого в подынтегральной функции (4.24) по-
лучается

и на основании теоремы Гаусса из (4.24) следует

* = jj ufipi dA - J uti ,6в{1 dV + J 11,6/, dV. (4.25)
A

Здесь величина

J ufiPi dA + J ufif, dV = bW{a)

A V
означает возможную внешнюю дополнительную работу. Для
первого слагаемого

\ ufipt dA = \ uibpt dA,
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так как здесь должны учитываться только такие возможные
поверхностные силы, которые на границе Аа (где заданы силы),
обращаются в нуль. Тогда получается

bW*(а) = J щЬР1 dA + J ufifi dV. (4.26)
Аи V

Благодаря симметрии доц далее следует равенство

J ии fiau dV = J еи6ви dV = bW (i\ (4.27)
v v

определяющее возможную дополнительную работу внутренних
(возможных) сил или возможную дополнительную работу де-
формаций. Из (4.25) окончательно получается выражение

• = \ Uibpi dA + \ ufifi dV — \ ъиЬоц dV = 0, (4.28)J J J
Au V V

представляющее собой математическую формулировку прин-
ципа возможных сил для любого деформируемого тела. Как
правило, б/г = 0, так как объемные силы обычно задаются по-
стоянными. С учетом (4.26) и (4.27) можно опять записать

i) = 0 или 6Wt{a) = 6Wt{i). (4.29)

Итак, принцип возможных сил гласит:

Если полная возможная дополнительная работа внешних
сил равна внутренней возможной работе деформаций для любой
статически допустимой системы сил и напряжений, то переме-
щения и деформации в деформируемом теле удовлетворяют
условиям совместности и согласуются с граничными условиями.

Вновь следует заметить, что равенства (4.28) и (4.29) спра-
ведливы вообще для любого деформируемого тела, независимо
от свойств материала.

4.3.4. Значение принципа возможной работы

Двойственный характер обеих частей принципа возможной
работы можно выразить в следующей общей форме [А29,
стр. 56]:

Статически допустимые функции

W = ( оцщп, dA + \ ftut dV - \ otfit, dV = 0. (4.30)
i t M * t

Кинематически допустимые функции
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При этом W означает полную возможную работу или дополни-
тельную работу, причем вычисляется или работа статически до-
пустимых функций на возможных кинематически допустимых
функциях (принцип возможных перемещений), или работа воз-
можных статически допустимых функций на кинематически до-
пустимых функциях (принцип возможных сил). Иначе говоря,
к принципу возможных сил можно прийти, если в формули-
ровке принципа возможных перемещений заменить понятия «пе-
ремещение» и деформация» понятиями «сила» и «напряже-
ние» и соответственно понятие «равновесие» понятием «совмест-
ность».

В трактовке принципа возможной работы, согласно (4.30),
не следует предполагать никакой функциональной зависимости
между системой статически допустимых и системой кинематиче-
ски допустимых функций. Напротив, если и, рассматривают как
истинные перемещения в состоянии, характеризуемом напряже-
ниями оц (которые связаны друг с другом законом Гука), то
(4.30) приводит непосредственно к теореме Клапейрона

$ $ utftdV = \
А V V

[ср. с (3.23)], где

Значение принципа возможной работы в обеих его формах
заключается в том, что они эквивалентны основным уравнениям
теории упругости:

1. Если подставить в принцип возможных перемещений
б№ ( а ) = 6U соотношения между деформациями и перемещениями
е,у = '/г («1, / + И/, О а также задать геометрические граничные
условия щ на Аи, то из него следуют уравнения равновесия
aU, i + f< = 0 и> кроме того, статические граничные условия
aijtij = pi на Аа.

2. Если в принцип возможных сил 8№*(а) = 6£/* подставить
уравнения равновесия и статические граничные условия, то из
него следуют соотношения между деформациями и перемеще-
ниями и геометрические граничные условия.

Так как принцип возможной работы может быть принят
в качестве основного для вариационного вывода исходных урав-
нений, из него можно получить важные экстремальные и соот-
ветственно минимальные принципы, из которых следуют другие
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энергетические теоремы, имеющие большое практическое значе-
ние для приложений. Они изображены нижеследующей схемой.

Принцип возможной работы
(произвольный физический закон для материалов)

Принцип возможных
перемещений

Принцип возможных
сил

Для упругого материала
существуют U (е), U" (а)

Принцип стационарности
потенциальной энергии

1
Теорема Кастильяно

Теоремы взаимности
Бетти и Максвелла

Принцип стационарности
дополнительной энергии

1

Для закона Гука

Теорема Энгессера

I
Вторая теорема
Кастильяно
Теорема Менабреа

Эти вариационные и минимальные принципы имеют большое значение
прежде всего потому, что они лежат в основе важных приближенных и
численных методов решения. Следует заметить, что существуют широкие
возможности для введения обобщенных принципов *'. К ним относятся,
например, принцип Хеллинджера — Рейсснера, Ху — Вашицу, Прагера —
Буфлера, которые могут применяться как для линейно-, так и нелинейно-
упругих задач. С другой стороны, из обобщенных принципов получаются
в качестве частных случаев классические минимальные принципы теории
упругости, обсуждаемые в последующих разделах.

§ 4.4. Следствия из принципа возможной работы

Принципам возможных перемещений и возможных сил могут
быть даны также альтернативные формулировки, которые де-
лают возможными и соответствующие интерпретации.

Символ б, применяемый для возможных приращений, будет
пониматься теперь как символ вариации в смысле вариацион-
ного исчисления (соответственно значениям первой производ-
ной). При последующем рассмотрении в основу будет положено
упругое поведение материала, т. е. будет предполагаться суще-

*' Они находят применение, например, при построении так называемых
гибридных теорем метода конечных элементов. См. относящиеся сюда ра-
боты [10, 12, В45].
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ствование удельной потенциальной энергии деформации П(е)
и соответственно удельной дополнительной энергии деформации
О* (а) и упругих потенциалов.

4.4.1. Принцип стационарности потенциальной энергии

Из принципа возможных перемещений (4.20) с учетом того,
что силы и напряжения не варьируются, следует

\ б (о, fitt) dV-\b (p,ut) dA-\d (fiUi) dV = 0. (4.31)
V Ao V

При этом oijEij = U(eij) и в качестве упругого потенциала вво-
дится накопленная в теле полная энергия обратимой дефор-
мации

\ n{i\ (4.32)

Далее разность

- J ptut dA - J ftut dV = П ( а ) (4.33)
Ao

определяется как потенциал внешних сил *>. Суммарный потен-
циал (или полная потенциальная энергия) тогда равен

П = П ( 0 + П(а). (4.34)

Таким образом, для (4.31) получается более краткая формули-
ровка **'

6еП = 0 или Il = Extr. (4.35)

Итак, принцип стационарности полной потенциальной энер-
гии гласит:

Из всех допустимых перемещений, удовлетворяющих задан-
ным граничным условиям, истинные перемещения, которые со-
ответствуют состоянию равновесия, доставляют полной потен-
циальной энергии стационарное значение.

Или короче: Если деформируемая система находится в рав-
новесии, то полная потенциальная энергия имеет стационарное
значение.

*> Следует заметить, что введенное здесь выражение не соответствует
работе внешних сил при переходе от ненагруженного состояния к конеч-
ному. В то время как р,- и /,• представляют собой истинные поверхностные
и объемные силы, щ характеризует произвольное поле перемещений.

*•' Индекс при б е указывает на то, что силы и напряжения не варьи-
руются.
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Можно показать, что в случае устойчивого равновесия экс-
тремальное значение полной потенциальной энергии соответ-
ствует минимуму (принцип минимума потенциальной энергии,
иногда называемый также принципом Грина — Дирихле). Это
легко доказать для линейно-упругой задачи, если сравнить П
в состоянии равновесия со значением П' в смежном состоянии,
характеризуемом величинами и,- + би,- и гц -\- бе,/. Тогда уста-
навливается, что всегда П' > П.

В частном случае получается принцип стационарности или
минимума энергии деформации, если отсутствуют объемные
силы и на всей поверхности тела заданы перемещения н,. Тогда
поверхностный интеграл в (4.33) обращается в нуль, так как
Ло = 0 и (4.35) примет вид

6П(0 = 6/7 = 0. (4.36)

Как уже отмечалось при рассмотрении принципа возможной работы,
можно показать, что вариационная формулировка (4.35) эквивалентна основ-
ным уравнениям задачи (уравнениям равновесия и граничным условиям).
Попутно следует упомянуть, что вариационные принципы имеют большое
значение не столько для точных, сколько для приближенных или численных
решений (см. § 6.5).

При постановке граничных условий различают условия, за-
данные с самого начала (если, например, на части поверхности
заданы Щ ИЛИ р;), и так называемые естественные граничные
условия. Последние автоматически следуют из вариационного
принципа: Если, например, поле перемещений и,- удовлетворяет
при заданных значениях щ на Аи вариационному принципу, то
напряжения на Ао, вычисленные по перемещениям щ, должны
соответствовать заданным там напряжениям р,-.

Суммарный потенциал

П (е„) = \ U (е) dV - J ptut dA - $ fiUi dV (4.37)
V Aa V

называют классическим функционалом теории упругости (в
смысле вариационного исчисления). Он связан с принципом воз-
можных перемещений.

Если предполагается существование упругого потенциала
в виде удельной потенциальной энергии деформации, нужно учи-
тывать в качестве дополнительных условий

кинематические условия гц = -у (ыг> / + -ы-д {) в объеме V,

граничные условия и1 = щ на поверхности Аи-

Отказ от дополнительных условий возможен, если они вхо-
дят в функционал с так называемыми множителями Лагранжа.
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В результате удается построить расширенный функционал, для
которого к варьируемым величинам уже никаких дополнитель-
ных требований не предъявляется. Построенный таким образом
расширенный функционал имеет, например, вид

П (ви) = П (еи) - \ Pl (и, - щ) dA. (4.38)

Этому функционалу можно придать стационарное значение,
причем перемещения теперь не должны удовлетворять гранич-
ным условиям. Вычисляя 6П = 0 из (4.38), после некоторых пре-
образований имеем

(<*//, t + ft) 6", dV + ^ (pi — pd 6«, dA + \(ui — Щ) bpt dA = 0.
v Aa Au

(4.39)

В результате, кроме уравнений равновесия, получаются также
граничные условия для поверхностных сил и перемещений в виде
так называемых естественных граничных условий.

Введение расширенных функционалов связано в основном
с Е. Рейсснером. Рассмотрим в этой связи расширенный функ-
ционал Рейсснера (который иногда называется также функ-
ционалом Хеллинджера — Рейсснера)

/ (еи, щ, аи) = jj [U (в{{) — ftui] dV —
v

- S °ч [*и - 4 " к / + и / . * )] d v — \ р*и'dA -

•ut)dA. (4.40)

Aa

Условие 6/ = 0 доставляет стационарное значение функционалу,
причем теперь вариации бе//, 8ш, 8оц не зависят друг от друга.
Из (4.40) прежде всего следует

J L С/с// ' J J 'L ^ ' ' "Л
V V

— \ ац I бе/у 2" ( й " л / + бы/, t) I d v — \ Ь<*цП, {щ — щ) dA —

) Pi ut

Аи

Аа
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и отсюда после некоторых преобразований

\ ($L - ви) ве<7 dV - \ (allt, + ft) 6Ui dV -
v v

- \ Ь а а [е</.— T " ( " ' . / + " / . l ) ] dV ~ \(P'~ P^ bUl dA ~
v A

- J б^ (щ-щ) dA = 0. (4.41)

Как видно, из (4.41) теперь получаются основные уравнения:

~a4 (физический закон),
l / + // = 0 (уравнения равновесия),

ztj = [/2 (uti j + ult i) (соотношения между деформациями и
перемещениями),

а также естественные граничные условия

оип/ = pi на Аа, и{ = щ н а Аи-

Впрочем, в первоначальной формулировке Рейсснера применя-
лась удельная дополнительная энергия О*(о). К соответствую-
щему функционалу удается прийти, если подставить в (4.40)
соотношение

О (*) = *?„-& (о) (4.42)

(преобразование Лежандра), см. замечание в предыдущем раз-
деле.

4.4.2. Принцип стационарности дополнительной энергии

Аналогично преобразованиям, выполненным в последнем раз-
деле, из принципа возможных сил (4.29) (так как перемещения
при этом не варьируются) получим выражение

^ ^ = 0, (4.43)
v AU v

причем теперь ацец•• = О* (а,;) и вводится потенциал дополни-
тельной внутренней энергии в виде

= TC{t\ (4.44)
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Аналогично вводят *'

uiPi dA - $ u,ft dV = П* ( а ) (4.45)
u V

и с учетом
1Г = 1 Г ( 0 + . 1 Г ( в ) (4.46)

удается прийти к соотношению, двойственному с (4.35) (индекс
при б0 указывает на то, что варьируются только напряжения и
силы)

бо11* = 0 или II* = Extr. (4.47)

Итак, принцип стационарности дополнительной энергии
гласит:

Из всех сил и напряжений, которые удовлетворяют уравне-
ниям равновесия, те, которые соответствуют истинному дефор-
мированному состоянию, сообщают суммарной дополнительной
потенциальной энергии стационарное значение.

На основании этого принципа можно также заключить, что
в случае устойчивого равновесия экстремальное значение П*
соответствует минимуму**'.

Короче это можно выразить так:
Среди всех напряженных состояний, которые удовлетворяют

уравнениям равновесия, действительным является такое, для ко-
торого дополнительная энергия достигает минимума.

В частном случае, когда р,- заданы на всей поверхности
Аа-\-Аи, 8pt обращаются в нуль и на Аи. Если далее б/, = О,
из (4.45) следует бП*(а) = 0и, таким образом,

6П* = bV = 0 (4.48)

(принцип стационарности или минимума дополнительной энер-
гии деформации).

Функционал

- \ptu,dA, (4.49)
ААи

двойственный с (4.37), называют вторым классическим функ-
ционалом теории упругости, причем предполагается существо-
вание дополнительной энергии деформации и справедливость
дополнительных условий

*» При этом чаще всего второй член можно опустить, так как fi
обычно задаются постоянными.

**> Это положение в литературе иногда называется принципом Ка-
стильяно.
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au, i + U = О в объеме V, а также pi = pi на поверхности Аа.
Функционал П* связан с принципом возможных сил. Здесь так-
же удается прийти к расширенному функционалу, вводя допол-
нительные условия в классический функционал.

В качестве примера рассмотрим функционал Рейсснера

/* = \ [Оцги - U' ( а ) - fiUl\ dV - \ p i U i d A - \ P l (щ - щ) d A .
V Ac Au

(4.50)

Условие стационарности 8J* = 0 дает сначала выражение

dA - J bPi (ut - fi,) dA = 0,
Аа Аи

где 6pt = 0 на Аа, Ьи{ на Аи. После некоторых преобразова-
ний окончательно получаем

S (е</ - ш ) 6 а " d v - S { о " ' ' + h ) 6ui dV

V V
(Pi - Pi) tatdA - J bPl (u, - щ) dA = 0. (4.51)

Из этого выражения следуют опять физический закон, уравне-
ния равновесия, а также граничные условия в напряжениях на
Л о и в перемещениях на Аи. Если в функционале Рейсснера
варьировать только а,,- (т. е. принять би» = 0), то из нега вновь
будет следовать принцип стационарности дополнительной по-
тенциальной энергии.

Большое преимущество расширенного функционала заключается в том,
что перемещения и напряжения могут варьироваться одновременно и не-
зависимо друг от друга, так что неизбежные для классического функцио-
нала ограничения на варьируемые функции отпадают. Известны многочис-
ленные весьма общие функционалы, которые применяются в различных при-
ближенных методах во многих областях механики сплошной среды. За даль-
нейшими подробностями следует обращаться к специальной литературе,
см., например, [12, В45].

4.4.3. Теоремы Кастильяно, Энгессера и Менабреа

На принципе возможной работы или на минимальных прин-
ципах основаны некоторые важные теоремы о работе, которые
имеют большое практическое значение, особенно в сопротивле-
нии материалов для расчета деформаций в статически опреде-
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лимых системах, а также для определения опорных реакций в
статически неопределимых системах.

Рассмотрим упругое тело (находящееся в устойчивом состоя-
нии равновесия), которое неподвижно оперто на две малые ча-
сти своей поверхности (рис. 4.4). Объемными силами часто пре-
небрегается, и нагрузка задается поверхностными силами в виде
сосредоточенных сил F(T) или сосредоточенных моментов JW(S),
реализуемых, например, парой сил *\

Перемещения, соответствующие силам /V), обозначаются че-
рез d(r), поворот ф(5) соответствует крутящим моментам Af(s).
Тогда напряжения и дефор-
мации, а также энергия де-
формации определяются как
ФУНКЦИИ d(r) И ф(з).

Первая теорема Кастилья-
но гласит

dU
= F(r) и соответственно

dU (4.52)

Рис. 4.4. Упругое тело, нагруженное
сосредоточенными силами и сосре-

доточенными моментами.

Этот вывод следует из прин-
ципа возможной работы, если
рассматривают только одно
возможное перемещение 6<i(r)
в направлении силы F(r). Тогда
справедливо соотношение бU = F(r)8d(r), откуда предельным пе-
реходом получается первое соотношение (4.52). Второе соот-
ношение (4.52) строится аналогичным образом.

Данный вывод предполагает существование энергии дефор-
мации U = U(d(r)). Поэтому теорема справедлива также для
нелинейно-упругого поведения материалов. Первую теорему Ка-
стильяно можно, вообще говоря, использовать, например, для
расчета статически неопределимых несущих конструкций, но ее
значение для практических приложений невелико.

Большее значение имеет вторая теорема Кастильяно. Для
линейно-упругих материалов она имеет вид

dU , dU ,. с о ч

d(r) и соответственно - ^ j — = <P(s), (4.53)dF,(г)

причем теперь U = U(F, M) означает энергию деформации, вы-
раженную через внешние силы и моменты (в предположении
справедливости закона Гука).

*) Индексы, заключенные в скобках, означают теперь нумерацию сил
и моментов.
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Эта теорема позволяет очень просто вычислять деформации
в точках приложения сил для статически определимых и стати-
чески неопределимых несущих конструкций. Для расчета де-
формаций в произвольных точках вводятся фиктивные вспомо-
гательные силы (вспомогательные моменты), которые затем по-
лагаются равными нулю.

Частный случай второй теоремы Кастильяно представляет
собой теорема Менабреа 3 ), которая применяется для вычисле-
ния опорных реакций в статически неопределимых линейно-
упругих системах

dU/dXlt) = 0. (4.54)

Здесь Хм — подлежащие определению опорные реакции (силы
или моменты), a U = U{F,M,X(t))— выраженная через внеш-
ние нагрузки и неизвестные реакции энергия деформации.

Вторая теорема Кастильяно является частным случаем об-
щей теоремы Энгессера *>. Эта теорема основана на принципе
возможной дополнительной работы и гласит

№ j dU* ,. с с ч

= d(r) или -щ—= <$(*)• (4.55)dF{r)

 l " dM(s)

При этом U* — дополнительная энергия деформации, и со-
отношения (4.55) справедливы в общем случае нелинейно-упру-
гого материала. Соответствующее обобщение**) (4.54) имеет
вид

dU'/dXw = 0. (4.56)

Вывод теоремы Энгессера (при отсутствии объемных сил)
следует из принципа возможных сил, если рассматривают толь-
ко одну вариацию б/>). Если d(r) означает компоненту переме-
щения в точке приложения силы />> в направлении />>, то
справедливо соотношение

6£Г == -рг—

откуда следует (4.55).

4.4.4. Теоремы взаимности

С понятием работы могут быть связаны некоторые важные
теоремы для линейно-упругого материала, которые очень по-
лезны для приложений.

*> Обе теоремы Кастильяно приведены в его книге 1879 г. [А1], тео-
рема Менабреа была опубликована в 1858 г., обобщение Энгессера дано
в 1889 г. ПЗ].

**> Иногда его называют второй теоремой Энгессера.
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4.4.4.1. Теорема Бетти. Речь идет об одной общей теореме
взаимности, которая связывает друг с другом различные со-
стояния равновесия линейно-упругого тела при разнообразных
нагрузках [14]. Рассмотрим для упругого тела (объемом V и
поверхностью А) два состояния равновесия, называемые соот-
ветственно I и II, характеризуемые величинами и{, е'/, сг,/, вы-
званными силами f\ и р), а также иУ, вц, оц, вызванными

силами fi и pi .
Прежде всего справедливо тождество

оцец = OijBij, (4.57)

которое сразу может быть проверено при линейном соотноше-
нии между напряжениями и деформациями вц = E^^eli и со-
ответственно a\) = Eilklbki (в случе симметрии тензоров модулей
упругости Eijhi = Ekiij). Из (4.57) следует равенство

V, (4.57')

которое уже является одной из форм теоремы Бетти. Левая
часть (4.57) преобразуется следующим образом:

u}],)dV = J a}lu}]idV =
V

= \(a}ju
1

i

l),IdV-\a\,,iu\1dV.
V V

С помощью формулы Гаусса и уравнений равновесия получим

о\,г\} dV = \ р\и\1 dA + \ f\uY dV.
А

Правая часть (4.57') может быть преобразована аналогичным
образом. В результате приходим к теореме Бетти

p\uY dA + J flu]1 dV = \ pYu\ dA + \ f\lu\ dV, (4.58)
A V A V

иногда называемой также теоремой взаимности Бетти — Рэлея ( ).
Она гласит:
Работа системы внешних сил I на перемещениях, вызывае-

мых системой II, равна работе системы внешних сил II на пере-
мещениях, вызываемых системой I.

Значение теоремы Бетти заключается в том, что с помощью произ-
вольно выбранной системы II получают соотношение между приложенными
силами и перемещениями системы I. Система II (вспомогательная) может
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быть при этом выбрана очень простой (например, однородное напряженное
состояние), и теорема дает тогда объяснение различных свойств решения I.
В форме (4.57') или (4.58) теорема Бетти важна для установления инте-
гральных представлений линейной теории упругости; кроме того, она служит
в качестве исходной для так называемого метода граничных интегральных
уравнений *>.

Теорема Бетти справедлива также, если упругое тело на-
гружено сосредоточенными силами (рис. 4.5). При отсутствии
массовых сил, например если действуют только две сосредото-
ченные силы в точках Р и Q, согласно (4.58) справедливо ра-
венство Fld11 = Fndl, где d11 — перемещение точки приложения

ггггт.
Рис. 4.5. К теореме Бетти.

ш\
J\ -V

и/, ш. 777:

м. .М,

LJL —— "Г 777}

Рис. 4.6. Упругие балки при нагру-
жении сосредоточенными силами и

сосредоточенными моментами.

силы F1 (в направлении F1) вследствие действия силы F 1 1; соот-
ветственно dl — перемещение точки приложения силы F11 (в на-
правлении F11) от действия силы F1. Если действует множество
сил, то

ZU" Z O . (4.59)

Соответствующие зависимости получаются также для сосредо-
точенных крутящих моментов и углов поворота.

4.4.4.2. Теорема Максвелла. Если в примере, показанном
на рис. 4.5, обе сосредоточенные силы равны по величине, то
равны также и соответствующие перемещения. Это утвержде-
ние может быть обобщено на случай большого числа сосредото-
ченных сил и моментов и приводит к теореме Максвелла о сим-

*> Он представляет собой (наряду с методом конечных элементов)
очень важный численный метод решения сложных задач теории упругости
(см. п. 6.5.3).
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метрии чисел влияния, которая является прямым следствием
теоремы Бетти.

Для пояснения рассмотрим нагруженную сосредоточенными
силами и моментами упругую изгибаемую балку. Между проги-
бами точек приложения сил 1,2,3, . . . (рис. 4.6) и силами суще-
ствует линейная зависимость

ш г = 1 ] « г Л , (4.60)
S

соответственно между углами поворота и моментами

Ф,= £р«М.- (4.61)

Коэффициенты ars и p r s называются коэффициентами податли-
востей (или числами влияния при единичных силах). Далее
справедливы обратные соотношения

Fr = £ arsws и Ms = £ brsq>s,
s s

причем коэффициенты ars и brs называются обратными числами
влияния или жесткостными коэффициентами влияния (упруги-
ми жесткостями). Из теоремы Бетти следует, что числа влияния
всегда симметричны

ars = asn ars = asn
а а и — h
Prs = Psr. Ors — О,Л

(теорема Максвелла). Так как, с другой стороны, силы, при-
ложенные к балке, вызывают также повороты, а соответственно
моменты — прогибы, то вышеприведенные соотношения обобща-
ются следующим образом:

Фг =

соответственно

Fr = Z {arsws + crs<f>s), Mr = £ (^/Л + 6„ф5).
s s

При этом для «смешанных» чисел влияния справедливы равен-
ства

yrs = 6sr соответственно c r s = dsr. (4.63)
Если имеет место линейно-упругое поведение, то приведенные
здесь соотношения между нагрузками и деформациями при из-
гибе балок справедливы для всех видов нагрузок и могут быть
определены соответствующие числа влияния. Они весьма по-
лезны с практической точки зрения в статике и динамике несу-
щих конструкций и систем. Для вычисления чисел влияния вы-
годно привлекать вторую теорему Кастильяно.



Общие методы решения основных

уравнений теории упругости

Общего решения, а также пригодного для всех случаев ме-
тода решения уравнений Навье и Бельтрами — Мичелла (так
называемых основных уравнений теории упругости) не суще-
ствует.

Однако построение этих уравнений привело к разработке многочислен-
ных методов решений, которые широко применяются для различных част-
ных задач теории упругости (и иногда называются «общими» решениями).
Большое значение имеет линейность основных уравнений, так как она от-
крывает возможность наложения решений.

В дальнейшем без ограничения общности можно пренебречь объемными
силами (в основном силами тяжести или центробежными силами, напри-
мер, для вращающихся тел). Тогда могут быть указаны частн-ые решения
(не зависящие от граничных условий!), которые должны суммироваться
с общими решениями однородных уравнений (удовлетворяющими граничным
условиям в напряжениях или перемещениях).

Плодотворный путь получения решений основных уравнений
теории упругости состоит во введении вспомогательных функ-
ций, которые связаны с перемещениями или напряжениями.
Различают при этом функции перемещений и функции напря-
жений.

§ 5 . 1 . Функции перемещений

Исходными являются уравнения Навье для перемещений
(без объемных сил)

" + " 0 (5Л>

В качестве функций перемещений применяют гармонические
и бигармонические функции. Они часто могут быть найдены бо-
лее просто как прямые решения сложных уравнений (5.1). Ком-
поненты вектора перемещений сами являются бигармонически-
ми функциями, т. е. удовлетворяют уравнению ДДц,- = 0. Они
представляются как комбинации производных от функций пере-
мещений. Тогда и эти функции должны удовлетворять гармони-
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ческому или бигармоническому уравнениям. Такие функции из-
вестны в большом числе, основные трудности каждый раз со-
стоят в удовлетворении граничных условий.

5.1.1. Скалярный и векторный потенциалы

Для любого непрерывного векторного поля, которое доста-
точно быстро затухает на бесконечности, справедливо общее
представление

0 + / , (5.2)

или в векторной форме u = grad <j> + rot ij> (теорема Гельмголь-
ца ИЛИ разложение Кельвина). Речь идет о наложении безвих-
ревого и свободного от источников полей, поэтому справедливы
известные соотношения

rot grad ф = 0, div rot t|) = 0. (5.3)

Скалярная функция ф называется скалярным потенциалом, век-
торная функция ар; — векторным потенциалом. Для однознач-
ного определения ip,- принимают без ограничения общности, что

г|7М = 0 или divf = 0. (5.4)

Если под ui понимать вектор перемещений, то из (5.2), вычис-
ляя дивергенцию, получим

Щ, t = 8И = ФНГ + Zijktyk, It = Ф>И>

следовательно, для относительной объемной деформации спра-
ведливо равенство

е = ф,И = Аф. (5.5)

С другой стороны, образуя вихрь из (5.2) с учетом (5.3) и
(5.4), найдем

Поэтому с учетом (1.68) справедлива следующая связь с век-
тором угловой скорости:

2t»i = - i | ) / f / / . (5.6)

Подставляя (5.2) и (5.5) в уравнения Навье

Ф,1И + ziik^k, т + 1_2хФ,1ц = 0,

получим

l - 2 v ) t'U
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ИЛИ

(5.7)

Функции ф, и ipk (скалярный и соответственно векторный по-
тенциалы), которые удовлетворяют этому уравнению, образуют,
согласно (5.2), поле перемещений, которое удовлетворяет урав-
нениям Навье*'. Частными решениями (5.7) являются

А̂> = const, Ai|)fc = const (5.8)

(здесь речь идет, естественно, не об общем решении).

5.1.2. Потенциал деформаций Ламе

Если принять согласно (5.8)

\ф = const, tyfe = 0, (5.9)

то перемещения получаются дифференцированием только одной
скалярной функции по формуле

= *,,, (5.10)

где ф называется потенциалом деформаций Ламе (решение в
такой форме Ламе исследовал в 1852 г.). Из (5.10) следует

Аф, еи = ±-ф,и (5.11)

и для напряжений

ац = Фч1+ ! l2v
 б'/А^ и л и °и = Ф'И

В частном случае для (5.9) можно принять

Д̂> = 0, (5.13)

тогда потенциал деформаций удовлетворяет гармоническому
уравнению Лапласа и ф является гармонической функцией. По-
этому справедливы равенства

е = 0, о11 = ф,ц, (5.14)

и ф уместно назвать функцией напряжений.
Эти соотношения очень полезны для практического приме-

нения в криволинейных координатах. Например, для цилиндри-

*> Вычисление дивергенции от (5.7) приводит к уравнению ААФ = 0,
а вычисление вихря — к уравнению AAij)* = 0, т. е. </> и декартовы компо-
ненты ij)* являются бигармоническими функциями.
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ческих координат л, ф, z получаются равенства

b<b = (jL + -L - 3 - + - д* | д* ) ф ̂ = 0

(Э20
Л»-И * ф ф

И2 / 0 Ч

Зг (Эф V г у '

1
г

30

ф 2

.

1
Г

1 дЧ
г2 д ф 2 ' СТ

<Э20

dw дг ' Т ;

<Э20

ZZ gz2 •

<Э20
г дг дг

В частном случае осесимметричной задачи функция ф=ф(г)
не зависит от z, и гармоническое уравнение (5.13) принимает
вид

ЛЧ ._}_ йФ _
dr2 + r dr ~ и -

Оно имеет общее решение ф = А\пг + Вг2, где А и В — кон-
станты.

В сферических координатах R, •&, ф для частного случая,
когда нет зависимости от угла ф (осевая симметрия), >̂ =
= $(#,•&). Тогда гармоническое уравнение (5.13) запишется
в виде

. , / д2 , 2 д , ctgft д , 1 д2

и для компонент перемещений и напряжений имеем

дЧ 1 дФ . 1 д20
СТ«« ~ "йЛ2"' СТ** ~ Т " "5Ж + R2 дЪ2'

_ 1 g» ctgft <?0 a 2 / 0 \

° w ~ « а/г + я 2 <ЭФ ' T w ~~ 6Rдь \ R ) •

В заключение рассмотрим важный для приложений пример
длинного полого цилиндра, нагруженного постоянным внутрен-
ним и внешним давлением р, и ра (с внешним и внутренним
радиусами, равными соответственно га и г,-). Потенциал дефор-
маций Ламе при этом равен

* = С, Ш (-£-)+(Vs (5.15)

(второе слагаемое соответствует равномерному распределению
лапряжений). Так как ф не зависит от ф и z, действующие на-
пряжения равны

d4 С, 0 _ \ ̂ ф С, , 0 „ ,к . г.,

аГг = ~^% = — -jr + 2С2, (тфф = — -^г = - ^ Г - + 2С2. (5.16)
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Произвольные постоянные определяются из граничных усло-
вий; тогда окончательно получим

°rr — Pi (ralH? - 1 Pa 1 - (ЩгаУ ' ,, .
(Гд//-)2+1 1+(П/г)« W ;

+ 1 „ 1+(П/г)
_ j Pa ! _ ( r | / r e ) , •

Это решение, называемое решением Ламе, играет также важ-
ную роль в плоской задаче теории упругости (см. п. 8.5.2). Ис-
пользуя потенциал деформаций Ламе, можно получить другие
элементарные решения, например

Ф = A/R, A = const, R = х2 + у2 + г2

для задачи о сфере и полой сфере,

Ф = A In (R + z)

для тела вращения (с осью вращения г).

5.1.3. Вектор Буссинеска5)

При применении потенциала деформаций Ламе перемеще-
ния представляются первыми производными одной скалярной
функции. Однако более общие решения, имеющие широкие при-
ложения, можно получить, если ввести производные высшего
порядка от векторной функции. В уравнениях Навье присут-
ствуют два дифференциальных оператора второго порядка, не
зависящих от направления координат. Это, видимо, навела
Б. Г. Галёркина [15] *> на мысль представить общее решение
в форме

ui = kFitll-FUii (5.18>

(k — некоторая константа). Три функции Fx, Fy, Fz, через ко-
торые выражаются перемещения, называются функциями де-
формаций. Отметим, что интерпретация этих функций как ком-
понент вектора дана П. Ф. Папковичем [16]. Б. Г. Галёркин
пришел к своим результатам несколько иным путем, указанным
ниже.

К формуле (5.18) можно прийти, если заменить векторный
потенциал гр,-, фигурирующий в теореме Гельмгольца, другим
векторным потенциалом

^ i . (5.19)

*> Критическое изучение источников позволило достоверно установить,
что этот метод решения был известен еще Буссинеску (1885 г.) и повторно
найден Сомильяной в 1889 г. (см. [А32]). Тем не менее установившимся
является название «решение Галёркина>.
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Тогда из выражения ш = Ф,1 + stjktyk, / следует

Щ = Фн — eilkek[mkFmt и = фн — kF u п + k¥u и . (5.20)

При этом kFj.i — скалярная функция, которая может быть вы-
брана так, что функция ф уже не будет входить в решение.
Тогда из (5.20) следует (5.18). Подстановка в уравнения Навье
дает

kFt, ци — Fit mi -f j _ 2 v (kFkt ljk — Ft> jkk),i =

= kFu Иц — FIt цн + j _ 2 v Fit kkn = 0,

или

Здесь второй член обращается в нуль, если постоянную k поло-
жить равной fe = 2 ( l — v ) . Тогда формула Буссинеска в виде

2Gut = 2(l-v)Hitlj-H,,li (5.21)

удовлетворяет уравнениям Навье, если только компоненты век-
тора Буссинеска (который теперь переименован в #,•) удовлет-
воряют бигармоническому уравнению

Ht,tikh = 0. (5.22)

Следовательно, вектор Буссинеска — это бигармоническая
векторная функция в декартовых координатах. В результате
решение уравнений Навье сводится к определению трех функ-
ций Я,.

В случае не равных нулю объемных сил вместо (5.22) полу-
чаются неоднородные уравнения #,-, ,-jkk = — f ;/( l—v). Каждая
компонента вектора Буссинеска удовлетворяет одному уравне-
нию, которое не зависит от двух других компонент.

С учетом (5.21) для относительной объемной деформации
имеем

2Ge = 2Guktk = (\-2v)Hk_klh (5.23)

а напряжения определяются с помощью закона Гука

(5.24)
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Далее для суммы напряжений получаем

* = <*** = О + v ) Я*. ш . (5.25)

В развернутой форме уравнения (5.21), (5.23) —(5.25) в де-
картовых координатах запишутся в виде

и т . д .

(круговая перестановка индексов),

дН,

где
>' , д2 | д2

А дх2 дхЗ

Решение с помощью вектора Буссинеска пригодно главным
образом при рассмотрении трехмерных задач. К элементарным
задачам теории упругости, которые с его помощью могут быть
решены, относятся:

— сосредоточенная сила в бесконечно протяженном теле (за-
дача Кельвина),

— нормальная или касательная сила на поверхности полу-
пространства (задача Буссинеска или Черрути),

— сосредоточенная сила внутри полупространства (задача
Миндлина).

Об этих решениях, а также о других методах решения речь
будет идти позднее (см. гл. 9) .

5.1.4. Частные случаи вектора Буссинеска,
функция перемещений Лява

Если компоненты вектора Буссинеска Я,- являются не толь-
ко бигармоническими, но также и гармоническими функциями,
т. е. удовлетворяют уравнению

ДЯ, = 0, (5.26)
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то выражение (5.21) принимает более простой вид

2Gut = -Ни п. (5.27)

Сравнение с (5.10) показывает, что тогда

Ни j = —f (5.28)

и существует связь с потенциалом деформаций Ламе.
В некоторых случаях вектор Буссинеска можно представить

в виде суммы бигармонической и гармонической векторных
функций. Таким способом могут быть решены некоторые из за-
дач, упомянутые в конце предыдущего пункта.

Следующий частный случай имеет место, если у вектора
Буссинеска только одна ненулевая компонента в направлении
оси х3:

H3 = aZ, Я, = Я 2 = 0. (5.29)

Тогда уравнение AAZ = 0 справедливо в декартовых или ци-
линдрических координатах (при этом хз — продольная коорди-
ната) *>.

Формулы для перемещений в декартовых координатах
(х, у, г) имеют вид

2Guu = —
дхду> У дудг' { 5 Щ

где

соответственно в круговых цилиндрических координатах (г, ср, г):

дгдг ' <Р г дудг '
(5.31)

где
2 I 1 9 . 1 д2 . д2

+ + +
Далее

2Ge = (l - 2 v ) A - | | - . (5.32)

*> Если имеются объемные силы, допускается только одна компонента
объемной силы в направлении х3. Впрочем, можно также применять эллип-
тические или параболические цилиндрические координаты.
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С учетом закона Гука следуют равенства для напряжений
в декартовых координатах

дх ду дг '

и в цилиндрических координатах

1 д
2

Далее

s = (l+v)A-g-, (5.35)

причем для оператора Лапласа должны применяться соответ-
ствующие выражения в зависимости от системы координат. Для
тела вращения при осесимметричном нагружении

Z=Z(r, z), (5.36)

и соотношения (5.31) и (5.34) соответственно упрощаются. То-
гда функция Z тождественна функции перемещений Лява, ко-
торая была введена для решения различных задач. Для сфери-
ческих координат R, •§, q> в частном случае, когда нет зависи-
мости от угла ф, функция перемещений Лява будет Z=Z(R, •&),
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5.1.5. Решение Папковича и Нейбера

В то время как в решении Буссинеска для интегрирования
уравнений Навье привлекаются бигармонические функции, те-
перь будут построены решения, содержащие гармонические
функции (которые уже применялись в частных случаях для
скалярного и векторного потенциалов согласно (5.2)).

Вектор перемещений представляется комбинацией гармони-
ческих функций в виде

(5.37)

причем фо, а = 0, <l>i, ц = 0 (Л и В — константы). Эта формула
была получена различными способами П. Ф. Папковичем [17]
и независимо от него Нейбером [18]. В частном случае осевой
симметрии соответствующее решение указал в 1885 г. Бусси-
неск. Как показано Миндлином [19], существует тесная связь
между решением Папковича и Нейбера и вектором Буссинеска.
Покажем ее исходя из (5.21). Если положить

Ни1 = 2фь и # , , , = •, (5.38)

то формула Буссинеска принимает вид

2Gui = 2(l-v)Hit,,-Hl,jt. (5.39)

Из условия #,-, Иц = 0 следует

*!,// = 0, (5.40)

т. е. ф[ — гармоническая функция. Кроме того, справедливо ра-
венство Hi, щ = 2ф1, t = if,,-,- и из (5.40) вытекает

*.«// = °. (5-41)
т. е. г|з — бигармоническая функция. Легко убедиться в том, что
дифференциальное уравнение т|), ,-,• = 2ф, ,• имеет общее решение

Ъ = х1ф1 + ф0, (5.42)

причем ф0 — произвольная гармоническая функция. Соотноше-
нием (5.42) устанавливается тот факт, что каждая бигармони-
ческая функция может быть выражена через гармонические
функции *>. Подстановка в (5.39) приводит к выражению

2Gut = 4 (1 - v) ф1 - {х,ф, + фо),ь (5.43)

которое представляет собой решение Папковича и Нейбера.
Иная форма этого решения имеет вид

2Gut = (3 - 4v) фг - х$и t - ф0,,. (5.43')

*> При ограничении, что речь идет об односвязной области, в которой
определены функции.
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Таким образом, в общем случае поле перемещений может
быть представлено четырьмя гармоническими функциями, кото-
рые удовлетворяют уравнениям Навье. Как было показано Ней-
бером, число необходимых гармонических функций можно
уменьшить до трех (так называемая «формула трех функций»).
Подстановкой

можно исключить фо, и тогда из (5.43') следует

2Gui = (3-4v)fi-xlfl<i- (5.45)

При этом должно быть доказано условие существования гармо-
нических функций <f>it которые ставятся в соответствие функциям
<j>t и соответственно ф0. Об этом можно прочитать в оригиналь-
ной литературе (см., например, [А14, стр. 331]).

Из решения Папковича и Нейбера (5.43) для относительной
объемной деформации получается выражение

2Ge = 2 (1 - 2v) ф1г , = (1 - 2v) Ny „. (5.46)

Здесь было введено обозначение

М = х,ф! + ф0. (5.47)

С учетом закона Гука для напряжений следует

atl = 2(l- v) «>,.,,. + фи t) -М,ц + v6uNikk. (5.48)

В развернутой форме выражения (5.43), дающие решение
Папковича и Нейбера в декартовых координатах х, у, z, имеют
вид

2Gux = 4 (1 - v) фх - ^ и т. д. (5.49)

(круговая перестановка индексов), где N = хфх-\-уфу-\-гфг-\-фо,.
Относительная объемная деформация равна

Ф дФ дФ \
f + ^ + ̂ J = (l-2v)AAT, (5.50)

а напряжения записываются в виде
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Существенно, что решение Папковича и Нейбера может быть
представлено в криволинейных координатах *' и в этом отно-
шении оно предпочтительнее решения Буссинеска, которое ока-
зывается очень неудобным всюду, за исключением цилиндриче-
ских координат.

Формулы (5.43), например, в круговых цилиндрических ко-
ординатах г, ф, z имеют вид

2GH, = 4 (1 — V) [</>, cos ф + ф2 sin ф] — -г-,

= 4(1 — v ) [— «^ sin

дг
dN

, cos ф] — — -^-,

где N = ф0 + ф\г cos у-\-ф2г sin (p-\-ф3г. В сферических коорди-
натах R, ft, ф

2GuR = 4(1 — v) [(̂ >i cos ц> + ф2 sin ф) sin ft + ^з c ° s ft] — j o - >

1 dN
. = 4(1 — v) [(^! cos ф + ф2 sin ф) cos ft — >̂з sin ft] — J J - - T J ,

U(P = 4 (1 - v) [- ^, sin Ф + ф2 cos Ф] - - j ^ : ^ ,

где N = фо-\- R [(</>, cos ф + ^2 sin ф) sin * + ^з cos ft].

Следует далее подчеркнуть, что при применении решения
Папковича и Нейбера уравнения Навье удовлетворяются гармо-
ническими функциями, множество из которых известно. Однако
трудности при этом также связаны с удовлетворением гранич-
ных условий. Кажущиеся вполне безобидными краевые условия
для первой граничной задачи (формулы Коши) р,- = ст,;п, при-
нимают, согласно решению Папковича и Нейбера, вид

2G [ф0, „ - 2VU,,**, * - (1 - 2v) (ф{<, + фи ,) + xrfki И] п, = Pi.

Отсюда видны трудности решения граничной задачи теории
упругости по сравнению со стандартной граничной задачей тео-
рии потенциала.

Преимущество решения Папковича и Нейбера по сравнению с реше-
нием Буссинеска состоит в том, что необходимы только четыре (три) гар-
монические функции вместо трех бигармонических или соответственно шести
гармонических функций. Кроме того, перемещения выражаются через пер-
вые, а не через вторые производные от функций, входящих в решение.

*> Таким способом Нейберу удалось впервые решить важную задачу
о концентрации напряжений в пространстве с полостью в сфероидальных
координатах (см. гл. 9).
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5.1.6. Осесимметричная задача, метод
решения Буссинеска

Как уже упоминалось, идея метода решения Папковича и
Нейбера уже значительно раньше применялась Буссинеском
для частного случая осевой симметрии без кручения. Тогда
в цилиндрической системе координат г, ф, z гармонические функ-
ции <f>i и $о зависят только от г и г, производные по ф исчезают
и перемещения ыф обращаются в нуль. Поэтому справедливы
равенства

г), фо = фо(г,2) (5.52)

и далее М = фо-\-гф3. В результате частное решение (фз =
получается в виде

= -^r, 2 0 ^ = 4 ( 1 - v ) ^ - - ^ - . (5.53)

Отсюда для относительной объемной деформации получаем

2Ge = (l-2v)AyV = 2(l — 2 v ) - ^ , (5.54)

а напряжения с учетом закона Гука будут равны

(5.55)

дг дг2 '

Этим методом впервые была решена задача о действии нор-
мальной сосредоточенной силы на границе упругого полупро-
странства (задача Буссинеска, см. § 9.2).

Замечание. Так же как во многих случаях, решение Папко-
вича и Нейбера предпочтительно по сравнению с решением
Буссинеска; для осесимметричной задачи доказывается, что ре-
шение Буссинеска лучше функций перемещения Лява.

§ 5.2. Функции напряжений

Введением функций напряжений открывается следующая
возможность упростить основные уравнения теории упругости.
Исходными являются уравнения равновесия (без учета объем-
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ных сил)
a t / > / = 0 (5.56)

или уравнения Бельтрами, представляющие собой условия со-
вместности

° + s 0 < 5 5 7 >
Последние очень сложны в математическом отношении, поэтому
применяют вспомогательные функции, которые тождественно
удовлетворяют уравнениям (5.56).

Впервые такая процедура была осуществлена Эри [20] в
1863 г., представившим компоненты напряжений для частного
случая двумерного напряженного состояния с помощью скаляр-
ной функции координат (впрочем, эта процедура не применя-
лась для решения задачи теории упругости, см. § 8.2). Обобще-
ние на трехмерный случай выполнено Максвеллом [21] и неза-
висимо от него Морерой [22].

5.2.1. Функции напряжений Максвелла

При применении декартовых координат вводятся три скаляр-
ные функции Un, U22, t/33 трех переменных по формулам

О п = U22,33 + С/Зз, 22> а 2 2 ^ ^ З З , II + ^ 1 1 , 3 3 . <*33 = С / ц , 22 + ^ 2 2 , 11»

(5.58)
СТ12 = — С/33, 12> °23 — ^ 1 1 , 23. °31 = — U&, 13>

тождественно удовлетворяющие уравнениям равновесия.
При выборе функций напряжений остается определенный

произвол. Во всяком случае должны удовлетворяться уравне-
ния Бельтрами. После подстановки в (5.57) получается

- s ] i 2 2 = = 0 и т - Д-

(круговая перестановка индексов) или

- [(1 + v) ДС/зз - s]. и = ° и т. д. (5.59)

(круговая перестановка индексов), причем здесь было учтено,
что s,,, = 0. Отсюда с учетом свойств функции напряжений по-
лучаются три независимых соотношения (см., например, [А18,
стр. 128])

At/] 1 = АС/22 = ДС/33 = -j _|_ v •

или

\П \ГТ АТТ 1̂1,11 + ^22,22+^33,33

АС/=ЛС/ = АС/ =
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Из первого из этих уравнений после применения закона Гука
е<7 = (оц — v8ns)/E следует

(1 + v) (£/,,, 1, - С/22> „ - С/я, п ) = s - ( 1 + v)(a 2 2 + (Г33) = Ееп.
(5.61)

Два других соответствующих уравнения получают круговой пе-
рестановкой индексов. Интегрирование этих соотношений при-
водит к следующему представлению для перемещений:

Щ = -Цг^ M i - ^22 - t/зз). i и т. д. (5.62)

(круговая перестановка индексов). Всегда имеются три такие
функции напряжений, которые удовлетворяют уравнениям рав-
новесия и условиям совместности.

Для решения задач теории упругости функции Максвелла
используются очень редко, кроме того, приведенные соотноше-
ния справедливы только в декартовых координатах.

5.2.2. Функции напряжений Мореры

Другая формула, также с тремя скалярными функциями на-
пряжений £/12 = t/21, ^23 = ^32. ^3i = ^13. была предложена
Морерой

Ои = — 2£/23, 23 И Т. Д. ,

<*12 = (£/23, 1 + ^ 3 1 , 2 - £/l2, з ) , 3 И Т. Д.

(круговая перестановка индексов).
Эти функции напряжений можно также выбирать произ-

вольно, но и они должны удовлетворять уравнениям Бельтрами.
Правда, построить их не так просто, как функции напряжений
Максвелла. Формулы (5.63) справедливы также только в де-
картовых координатах и оказываются малопригодными для ре-
шения задач теории упругости.

5.2.3. Общие решения Бельтрами, Финци и Вебера

Решение *\ удовлетворяющее уравнениям равновесия не
только в декартовых координатах, получается наложением
функций напряжений Максвелла и Мореры. Решение имеет вид

^11=^22,33 + ^33, 22— 2^23,23 И Т. Д.,

cr12 = U23< 1 3 + U3it 23 — ^12, зз — t/зз, 12 и т. д .

(круговая перестановка индексов).

*' Это решение получено Бельтрами [23], в литературе иногда оно
приписывается Финци [24], который впервые на него указал в 1934 г.
В 1948 г. решение было вновь открыто Вебером [25].
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Введенные шесть функций напряжений от трех простран-
ственных переменных оказываются компонентами симметрич-
ного тензора функций напряжений Иц = 11 ц. В общем случае
выражения (5.64) можно записать в виде

ац = bimrbtnsUrSt mn, (5.65)

или в символической форме ац = (Ink £/)«'/» где оператор Ink(...)
определяется как «несовместность с (...)» (см. п. 1.3.6.1). Об-
щая формула (5.65), как уравнение в тензорах, справедлива
во всех системах координат, кроме того, она пригодна в каче-
стве общего решения уравнений равновесия при а,-/ = ац и, сле-
довательно, применима не только для упругого поведения мате-
риала. Эта формула получается, если предположить существо-
вание величин Ац, которые, согласно равенству

ст(7 = е/5(Л«м. (5.66)

удовлетворяют уравнениям равновесия. Тогда из условия сим-
метрии напряжений из (5.66) следует (5.65). В частности, из
формул Бельтрами (5.65) получаются при £/,, = 0 для i Ф ]
формулы Максвелла, при £/ц = U22 = Узъ = О — формулы Мо-
реры.

Формулы (5.65) для решения прикладных задач теории
упругости применяют тоже очень редко, так как дифференци-
альные уравнения, которым должны удовлетворять функции на-
пряжений, очень сложны. Вместе с тем функции напряжений
имеют большое значение для относительно новых областей кон-
тинуальной теории дислокаций, которые уже не могут быть
причислены к классической теории упругости. Деформации при
этом не могут быть выведены из поля перемещений и для опре-
деления внутренних напряжений по пространственному полю ди-
слокаций незаменимы функции напряжений (см. [В24]). Как
было показано многими авторами [26, 27], существует тесная
связь между функциями напряжений Максвелла — Мореры и
функциями перемещений Папковича — Нейбера.

В заключение следует упомянуть, что в рамках данной книги проблема
полноты рассмотренных функций перемещений и функций напряжении,
а также их зависимости от физических уравнений не обсуждается. Относя-
щиеся к этому интересные в теоретическом отношении вопросы можно найти,
например, в [А32].
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Как уже упоминалось, точные решения основных уравнений
теории упругости при заданных граничных условиях получить
очень сложно. Но все же с помощью общих методов, обсуждав-
шихся в предыдущей главе, во многих случаях удается решить
фундаментальные и важные для приложений задачи теории
упругости.

Наряду с ними имеются другие точные и приближенные, аналитические
и численные методы решения, которые во многих случаях приводят к цели.
При этом все возрастающее значение приобретают приближенные численные
методы благодаря постоянному совершенствованию вычислительных машин
(компьютеров). Все эти методы, однако, основаны на строгих законах ме-
ханики, знание которых необходимо для понимания приближенных методов.

Не слишком вдаваясь в детали, обсудим ниже некоторые методы ре-
шения пространственных и плоских задач.

§ 6.1. Обратный и полуобратный методы

Обратным методом называют процедуру, состоящую в том,
что частное решение считается известным заранее (или уга-
дано) и затем выясняется, какая именно задача при этом мо-
жет быть решена. Это означает, что исходя из решения прове-
ряют, какие могут быть удовлетворены граничные условия, и
в результате получают возможные виды нагрузок. Такой спо-
соб, который предполагает наличие известной интуиции, привел
к решению многочисленных элементарных задач.

Дальнейшим его развитием является полуобратный метод,
предложенный Сен-Венаном, который нашел очень широкое
применение. При этом не пытаются одновременно удовлетво-
рить всем основным уравнениям и граничным условиям, а на-
против, принимаются правдоподобные допущения о величинах
некоторых напряжений и деформаций, которые затем вводятся
в основные уравнения. Благодаря этому получаются более про-
стые дифференциальные уравнения, из которых и определяются
остальные неизвестные величины. Если с помощью принятых
допущений могут быть удовлетворены все основные уравнения,
а также граничные условия, то по теореме единственности ре-
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шения уравнений теории упругости корректность исходных до-
пущений и, следовательно, точное решение задачи гарантиро-
ваны.

Таким способом в 1855 г. Ж. Сен-Венаном впервые была
точно решена задача кручения призматического стержня произ-
вольного поперечного сечения (раньше Сен-Венана из-за не
соответствующих действительности допущений при решении этой
задачи потерпел неудачу Навье).

В этой связи следует сформулировать важнейший принцип Сен-Венана
или «принцип статической эквивалентности систем нагрузок», например,
следующим образом:

Если тело находится в равновесии под действием двух различных, но
статически эквивалентных систем нагрузок, приложенных в малой области*
то эти системы нагрузок будут оказывать одинаковое действие на те части
тела, которые далеко удалены от места их приложения.

Статически эквивалентными системами усилий являются при этом такие,
для которых будут равны равнодействующие сила и момент. Справедли-
вость принципа Сен-Венана подтверждается прежде всего опытом (см. [А2,
28,29]).

Для практического применения этого принципа существенно, что в не-
которых случаях система нагрузок может быть заменена более простой
статически эквивалентной системой. Таким способом можно иногда обойти
трудности удовлетворения граничных условий. Хотя при этом получаются
приближенные решения, они, однако, достаточно точны. Различные приме-
нения полуобратного метода позднее еще будут обсуждаться.

§ 6.2. Метод комплексных функций напряжений
в плоской задаче теории упругости

Для важного класса плоских (двумерных) задач теории
упругости перемещения, деформации и напряжения зависят
только от двух координат на плоскости. Основные уравнения,
а также общие методы решения, обсуждавшиеся в гл. 5, полу-
чаются как частный случай из соотношений для трехмерной
сплошной среды. Это подробно обсуждается в гл. 8. Примене-
ние функций напряжений в плоской теории упругости имеет
большое практическое значение. Весьма плодотворным является
при этом введение комплексной переменной и использование
методов теории аналитических функций, приводящих к эффек-
тивному методу решения. В основном он был построен Г. В. Ко-
лосовым [30] и позднее развит Н. И. Мусхелишвили (см. [31,
32], а также [А7, АЗО]).

Способ основан на том, что каждая бигармоническая функ-
ция может быть представлена двумя аналитическими функция-
ми комплексной переменной. При применении декартовых коор-
динат хх = х, х2 = у компоненты напряжений и перемещений
в плоском случае ахх, ауу, хху и и* = и, uy = v могут рассмат-
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риваться как функции комплексных переменных z = х -\- iy и
z = х — iy (где J = V—1» а черта над буквой означает ком-
плексно сопряженную величину). Как известно, вещественная
и мнимая части всякой комплекснозначной аналитической
функции

являются гармоническими функциями двух переменных, и для
них справедливы условия Коши — Римана

dU__dV_ dU __ dV
дх ду ' ду дх

Отсюда сразу следует, что всякую вещественную гармоническую
функцию двух переменных можно представить в общем случае
в виде

Н (z, г) = ф{г) + ф (2) = 2 Re {* (z)}, (6.1)

где ф(г) — аналитическая функция. Этот факт может быть
успешно использован при формулировании и решении задачи
кручения (см. § 7.5).

С другой стороны, можно показать, что для всякой веще-
ственной бигармонической функции на плоскости справедливо
общее представление (формула Гурса) с помощью двух анали-
тических функций ф(г) и %(z):

(6.2)

Это соответствует общему решению бигармонического диффе-
ренциального уравнения AAF(x, у) = 0 на плоскости.

Таким образом, можно представить всякую бигармоническую функцию
напряжений относительно двух переменных в форме (6.2). Следовательно,
плоскую задачу теории упругости можно свести к определению двух ана-
литических функций. Таким способом в 1909 г. Г. В. Колосов впервые ре-
шил важные задачи определения напряжений (например, о концентрации
напряжений на эллиптическом отверстии в бесконечно протяженной растя-
гиваемой пластине). Позднее этот способ был повторен независимо от него
Стивенсоном [33] ( 6 ).

Компоненты напряжений и перемещений связаны с ком-
плексными функциями напряжений ф(г) и i|)(z) (которые ино-
гда называют также комплексными потенциалами) формулами
Колосова

охх + оуу = 2 [ф' (г) + ф' (Г)] = 4 Re {фг (z)},

°х* ~ °уу + 2irxy = - 2 [гф" (z) + ф (z)], (6.3)

2G (и + iv) = кф (г) - гф' (z) - $ (Г).
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При этом х зависит от упругих постоянных; кроме того, введено
обозначение %'{z) = ^(2)> а штрих, как обычно, означает про-
изводную по аргументу функции.

Если комплексные функции напряжений известны, то дей-
ствительная и мнимая части соотношений (6.3) дают реальные
физические величины, т. е. напряжения и перемещения. Для
определения комплексных функций напряжений привлекаются
общие теоремы теории аналитических функций, причем важным
вспомогательным средством при расчетах являются так назы-
ваемые интегралы типа Коши. Решения получаются частично
элементарным способом, частично сводятся к сложным инте-
гральным уравнениям. Для многих задач способ комплексных
функций напряжений может рассматриваться как «прямой» ме-
тод решения.

Для вычислений в криволинейных координатах лучше всего подходит
способ конформного отображения с помощью комплексных аналитических
функций. Криволинейные координаты, применяемые в зависимости от формы
границы, весьма целесообразны при точном и приближенном рассмотрении,
многочисленных задач теории упругости (см. п. 8.4.4.1).

Следует также упомянуть, что комплексные функции напряжений Ко-
лосова не только непосредственно связаны с вещественной функцией на-
пряжений Эри, но существует также связь с решением Папковича и Ней-
бера для плоского случая.

Упомянем еще метод Собреро [34] решения плоской задачи теории
упругости с помощью гиперкомплексных функций напряжений; он мало-
эффективен (см. относящиеся к этому вопросу работы [35, 36]).

§ 6.3. Решения с помощью интегральных
преобразований

Применение интегральных преобразований дает полезный
метод решения прежде всего плоских, а также пространствен-
ных задач теории упругости. Существенно при этом, что может
быть уменьшено число независимых переменных в дифферен-
циальных уравнениях с частными производными. Роль соответ-
ствующих независимых переменных переходит к параметрам,
и, таким образом, удается привести дифференциальные урав-
нения с частными производными относительно многих перемен-
ных к обыкновенным дифференциальным уравнениям.

6.3.1. Общие сведения об интегральных преобразованиях

Рассмотрим сначала одномерное интегральное преобразова-
ние. Для функции f(x) оно определяется интегральным урав-
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нением *>
ь

I {/ (*)} = / (Я) = $ f (х) К (Я, х) dx, (6.4)
а

где K(h,x) — заданная функция х и параметра К, называемая
ядром интегрального преобразования. При конечных пределах
интегрирования (6.4) называют конечным интегральным преоб-
разованием. В приложениях часто а = О, Ъ = оо или а = — со,
Ь = оо.

Исходная задача приводится к задаче для так называемой
трансформанты неизвестной функции f(X) = J{f(x)}. Ее, оче-
видно, решить проще, чем для искомой функции. Следовательно,
сначала получается вспомогательное решение в форме ](%). Из
этого решения после выполнения обратного преобразования
/-'{/(А,)} следует искомое решение для f(x). При этом обратное
преобразование сводится в общем случае к решению интеграль-
ных уравнений, которое может быть получено точными или
чаще всего приближенными численными методами.

В зависимости от типа ядра существуют различные инте-
гральные преобразования, например

преобразование Лапласа

экспоненциальное преобразование Фурье

К{Кх) = е1^, i = *f=

преобразование Меллина

К{Кх) = х^,

преобразование Ханкеля или Бесселя

причем JnCkx) означает функцию Бесселя первого рода я-го по-
рядка. Для решения задач теории упругости наиболее важны
три последних преобразования.

Преобразование Фурье является не только наиболее давним,
но и важнейшим интегральным преобразованием вследствие
весьма разнообразных возможностей применения. Классическое
экспоненциальное преобразование Фурье (с вещественным пара-
метром X) определяется следующим образом:

(6.5)

•> При этом на функции, подлежащие преобразованию, в общем слу-
чае налагаются определенные ограничения.
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Предполагается, что исходная функция абсолютно интегрируе-
оо

ма, т. е. \ \f{x)\dx < со.
— оо

Функция f(x) должна обращаться в нуль на бесконечности,
должна быть ограниченной и иметь только конечное число то-
чек разрыва первого рода (удовлетворять так называемым
условиям Дирихле) *>. Формула обратного преобразования для
(6.5) имеет вид

оо
S ~м dX- (6.6)

— оо

Ее вывод, который производится с помощью интеграла Фурье,
можно найти в учебниках по математике (см., например, [В41]).

Иногда в литературе вместо множителя 1/д/2я в формулах
для прямого и обратного преобразований употребляется мно-
житель 1/(2я) только в формуле обратного преобразования
(или множитель 2л стоит в экспоненте ядра). Некоторые авто-
ры применяют также формулу преобразования, в которой экс-
понента имеет противоположный знак по сравнению с принятым
в книге. В литературе, таким образом, нет единообразия в опре-
делении преобразования; здесь выбрана формулировка Снед-
дона.

Наряду с экспоненциальным преобразованием Фурье (6.5)
для прямой f(x) и обратной f(X) функций рассматриваются
косинус- или синус-преобразования Фурье

и

для которых формулы обратного преобразования имеют вид

Так как преобразование Фурье должно применяться для ре-
шения дифференциальных уравнений, важно знать, как преоб-
разуется производная от функции. Из (6.5) после интегрирова-
ния по частям в предположении, что f(x)-+O при х->-±оо по-

*> Эти строгие ограничения сужают область применимости классиче-
ского преобразования Фурье (см. § 8.6).
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.лучают

оо

ИЛИ

= у=- J Г «e^d* = -a<F {/(*)}. (6.9)

Таким образом, трансформанту Фурье для производной от
функции можно выразить через трансформанту Фурье самой
функции. Для старших производных соответственно получа-
ется *>

оо
= - ^ \ f(x)e**dx,

или

(6.10)

Попутно следует упомянуть, что для преобразования Фурье
произведения двух функций f(x) и g(x) справедлива так на-
зываемая теорема о свертке

где выражение
оо

называется сверткой функций fug (или произведением типа
свертки) на интервале (—с», оо).

Двумерное преобразование Фурье, т. е. преобразование за-
данной функции f(x,y) двух независимых переменных (по каж-
дой из них) получается последовательным применением одно-
мерного преобразования. Например, после преобразования по
координате х имеем

оо
^ {f (х, У)} = 1 (К У) = -j=- \ f (х, у) е^ dx, (6.11)

*> При условии что первые ( т — 1 ) производных от f(x) при х-»-±оо
обращаются в нуль. Если при этом функция произвольное число раз диф-
ференцируема и все ее производные обращаются в нуль на бесконечности,
она иногда называется основной функцией.
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причем иногда (для пояснения) записывают

9" {f (x, у); л: —>• Л} = / (к, у).

Обратное преобразование имеет вид

После повторного преобразования по у из (6.11) получим
оо

I

или

\ НК

оо оо
f (Я, ц) = J L \ \ f (х, у) е< №*+w> dx dy. (6.12)

— оо — оо
Это двумерное преобразование Фурье, для которого справед-
лива формула обратного преобразования

оо
v)} = f{x,y) = ^ \ f (Л,

Для частных производных по каждой из переменных спра-
ведливы в этом случае соотношения

•£pnf(x,y);x-+k} = -± \ {^f(x,y)
— оо

= 1{т) (Ку) = (- Щт ПК у), (6.14)

или

i * S -jjrfb-

а для смешанных частных производных

— оо —оо
(X, v) = (- Щт ( - /ji)" } (Я, ц). (6.15)
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Совершенно аналогично можно построить преобразование
Фурье по трем переменным:

Г {f (х, у, г)} = J(К ц, v) = - ^ \\\ \е*№*+•«+«>dxdy dz;
— оо

обратное преобразование будет иметь вид

" Г " 1 {f (Я, ц, v) = / (х, у, г) = - ^ \ \ \ fe-1 (л+ № + а у) d x dyi dVm

Из приведенных формул видно, как по мере надобности исклю-
чается каждая независимая переменная после выполнения пре-
образования и что ее роль берет на себя соответствующий па-
раметр.

Наряду с классическим преобразованием Фурье в веществен-
ной области, согласно (6.5), большое значение для приложений
сегодня имеет комплексное преобразование Фурье [37]. При
этом могут быть ослаблены требования, налагаемые на исход-
ные функции, подлежащие преобразованию. Если трансформан-
ту Фурье рассматривают как аналитическую функцию, то от
вещественных значений параметра К переходят к комплексным
значениям а = о + гт.

Для вещественных функций f(x,y), обладающих свойством

аех~х х-^-оо,
| / (х, у) К при

Ьех+Х

 Л _ > _ о о >

комплексное преобразование Фурье запишется в виде
оо

причем теперь f(a,y) представляет собой аналитическую функ-
цию в полосе т- < т < т+. Для каждого то из полосы, в которой
функция регулярна, справедлива формула обратного преобра-
зования

oo+fto

9-1 {f (a, y);a->x} = f (х, у) = - ^ \ f (а, у)e~'*«da.

Применение ее связано со значительно меньшими ограничения-
ми, чем формулы (6.6) классического обратного преобразова-
ния. Аналогично (6.10) для данного случая справедлива фор-
мула дифференцирования
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6.3.2. Применение к задачам теории упругости

В зависимости от постановки для решения задач теории
упругости могут применяться различные интегральные преобра-
зования. При этом получаются точные решения для напряже-
ний и перемещений в форме несобственных интегралов, сходи-
мость которых обеспечена. Обычно они оцениваются численно,
в замкнутой форме обратное преобразование возможно лишь
в частных случаях. Некоторые примеры обсуждаются в после-
дующих параграфах 8.6 и 9.6.

Для плоских задач с помощью преобразования Фурье можно построить
решения первой и второй граничных задач для бесконечной и полубесконеч-
ной областей, с помощью синус- или косинус-преобразования Фурье для
полосы конечной ширины, а также для слоистых пластин. При рассмотре-
нии в полярных координатах удобным является преобразование Меллина;
с его помощью получаются, например, решения для клиновидной области.
Впрочем, существует тесная связь между преобразованием Меллина и ком-
плексным преобразованием Фурье.

Пространственные осесимметричные задачи могут решаться применением
преобразования Ханкеля, например, полупространство, нагруженное уси-
лиями, симметричными относительно оси симметрии и приложенными нор-
мально к границе, или нагруженное сосредоточенной силой внутри области
(задача Миндлина). Для задачи о сплошном или полом конусе при раз-

личных нагрузках на границе можно использовать многомерное преобразо-
вание Фурье.

Нужно отметить также, что как в плоском, так и в пространственном
случае с помощью интегральных преобразований может быть найдено ре-
шение смешанной граничной задачи, например задачи о действии штампа
или общей контактной задачи. Способ здесь в общем случае является очень
сложным, так как формулировка граничных условий приводит к так на-
зываемым парным интегральным уравнениям, решение которых (если его
вообще удается получить в замкнутой форме) не всегда просто. Следует
также назвать в качестве важного еще так называемый метод Винера —
Хопфа [В43]. Интегральные преобразования позволяют также получить ре-
шения элементарных задач теории трещин, которые лежат в основе линей-
ной механики разрушения для плоского и пространственного случаев [ВЗО]
(так называемых трещин Гриффитса, или дискообразных трещин).

§ 6.4. Приближенные и численные методы

Возможности построения точных решений задач теории упру-
гости ограничены. Как для пространственных, так и для плоских
задач точные решения можно получить описанными выше ме-
тодами только для областей с геометрически простыми грани-
цами (и чаще всего только для бесконечных и полубесконечных
областей).

Очень трудным или почти невозможным является получение
точных решений для областей конечных размеров. Основную
трудность составляет при этом не подбор функций, дающих
решение уравнений, а скорее удовлетворение их граничным
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условиям. По этой причине уже давно была осознана необходи-
мость эффективных приближенных методов. Они могут быть
разделены в основном на аналитические (непрерывные) и чис-
ленные (дискретные), но возможны также смешанные методы.

Аналитические методы, в которых варьируемыми всегда являются не-
зависимые переменные, базируются в основном на том, что бесконечно
большое число степеней свободы сплошной среды заменяется конечным чис-
лом степеней свободы. При этом подбираются функции, дающие такое ма-
тематическое упрощение решения, чтобы оно по возможности приближалось
к точному решению, т. е. чтобы наилучшим образом удовлетворялись усло-
вия задачи. В основе этих методов лежат преимущественно энергетические
и вариационные принципы механики, и поэтому они часто называются ва-
риационными. Основным и наиболее известным методом этого типа яв-
ляется метод Ритца *> 7>.

Метод Ритца получил существенное развитие и видоизмене-
ние, а лежащая в его основе идея в модифицированной форме
применяется в методе конечных элементов, который сегодня
может рассматриваться, пожалуй, как важнейший численный
метод вообще в теории поля.

В дискретных приближенных методах неизвестные функции с самого
начала заменяются их значениями в отдельных точках. При этом различ-
ными способами получают прямые приближенные решения основных урав-
нений, и в процессе вычислений постоянно оперируют численными значе-
ниями основных переменных. Иногда в качестве недостатка этих методов
указывают на то, что нет аналитического выражения («формул») зависи-
мости переменных друг от друга, а получаются только численные значения
искомых функций в определенных точках (поэтому эти методы называются
также сеточными). При применении теории упругости к практическим за-
дачам это обстоятельство часто не является помехой, так как обычно и
без того граничные значения, например, нагрузки, действующей на элементы
конструкций, известны по измерениям в конечном числе точек.

Наиболее известным и широко применяемым приближенным численным
методом является метод конечных разностей в различных модификациях.
Основные дифференциальные уравнения и граничные условия при этом пре-
образуются в разностные уравнения.

Общим для всех приближенных методов является то, что
они сводятся к системам алгебраических уравнений, причем при
применении численных методов речь идет часто о системах
уравнений очень высокого порядка соответственно с большим
числом неизвестных. Возможности решения при этом суще-
ственно прогрессируют с повышением быстродействия вычисли-
тельных машин (компьютеров). Это справедливо прежде всего
для уже названного метода конечных элементов, а также в рав-

*> Основная идея, лежащая в основе этого метода, была использована
уже в 1877 г. лордом Рэлеем для приближенного определения собственных
частот механических колебательных систем. Поэтому его часто называют
методом Рэлея — Ритца.
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ной мере для метода граничных интегральных уравнений, кото-
рые являются промежуточными между аналитическими и чис-
ленными методами.

6.4.1. Приближенные аналитические методы

Различные приближенные аналитические методы связаны
с вариационными формулировками и основываются на том, что
существует тесная связь между вариационными проблемами и
соответствующими краевыми задачами, выражаемая дифферен-
циальными уравнениями Эйлера — Лагранжа. Эта взаимосвязь
имеет большое значение для теории (см. гл. 4). Для краевой
задачи всегда можно сформулировать соответствующую вариа-
ционную задачу и искать затем ее решение. При этом были
развиты численные методы, чтобы решать вариационную за-
дачу, не применяя дифференциальных уравнений Эйлера — Лаг-
ранжа, а посредством так называемых прямых методов вариа-
ционного исчисления.

6.4.1.1. Метод Ритца. Поясним кратко этот метод для одно-
мерного случая. Пусть ставится задача отыскания неизвестной
функции у(х), являющейся решением вариационной задачи

(6.16)

с граничными условиями */(«) = # а, у(Ь) = уь- Функция у(х)
называется экстремалью вариационной задачи. В функционале
J{f(x)} F — заданная функция аргументов, штрих при этом
означает производную по независимой переменной х (могут
иметься также производные более высокого порядка).

По Ритцу предлагается строить приближенное решение для
экстремали в виде сходящейся последовательности аппроксими-
рующих функций Уй,У\, •••, Уп (так называемой «минимизи-
рующей последовательности»). Для этого применяется формула
Ритца

Уы = Фо (х) + Z Ck<Vk (x), (6.17)

где фо(х) и (fk(x) — известные функции, называемые координат-
ными функциями, а ск — вещественные параметры (параметры
Ритца). При этом справедливы соотношения cpo(a) — ya,
q>o(b) = уь, т. е. функция фо(*) удовлетворяет неоднородным
граничным условиям (она отсутствует, если неоднородных гра-
ничных условий нет), а остальные координатные функции вы-
бираются так, чтобы фй(а) = 0, ц>к{Ь) = О. Тогда формула Ритца
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(6.17) независимо от параметров ск удовлетворяет граничным
условиям задачи.

Для численной реализации и для улучшения характера схо-
димости уравнений метода Ритца важно подобрать такие коор-
динатные функции, которые являются частью линейно незави-
симой и полной бесконечной системы функций.

Линейная независимость означает, что ни одна из функций, входящих
в решение, не может быть представлена в виде линейной комбинации ко-
нечного числа других функций, в то время как полнота означает, что всякую
функцию f(x) с произвольной точностью можно приблизить линейной ком-
бинацией конечного множества функций. Полнота функций, образующих
решение, имеет принципиальное значение, так как в противном случае
возникает большая погрешность при нахождении результата и аппроксима-
ция даже большим числом членов может сильно отличаться от точного
решения.

При практическом применении метода в качестве координат-
ных функций целесообразно выбирать последовательности три-
гонометрических или степенных функций. С учетом формулы
(6.17) функционал (6.16) принимает вид

и после интегрирования приходим к вариационной задаче

J(cuc2, ..., cN)-=Extr. (6.18)

Функционал становится функцией параметров Ритца, кото-
рые могут быть определены из условий

Если речь идет о квадратичном функционале вариационной за-
дачи, то из (6.19) получают линейные уравнения для опреде-
ления с*. Построенные таким образом приближенные решения
Рьр2, •••, Ун составляют минимизирующую последовательность

J Ш > J Ш > >J WN) > m, (6.20)

причем для экстремали вариационной задачи (6.16) /{</*} = m
соответствует точному решению у* (х).

К сожалению, нет полной уверенности в том, что построен-
ная таким образом минимизирующая последовательность дей-
ствительно сходится к правильному результату (даже если
установлено существование решения). Хотя справедливо равен-
ство lim J{yN} = m, но в общем случае следствием этого не

N-* оо

является соотношение lim yN = y*. Тем не менее решение уы
ЛГ->оо

принимается в качестве подходящей аппроксимации экстрема-
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ли, причем чаще всего можно ограничиваться малым числом
членов.

Метод Ритца оказывается полезным для решения практиче-
ских задач, даже если сходимость проверить затруднительно
и используемые оценки применимы только для узкого круга
задач *>.

Обычно стремятся обеспечить практическую сходимость ре-
зультатов и получение приближенных решений с достаточной
точностью при малом числе координатных функций. Важен при
этом подходящий выбор системы функций с учетом лежащего
в основе функционала.

6.4.1.2. Развитие и видоизменение метода Ритца. Прежде
всего следует заметить, что метод Ритца аналогичным образом
может быть реализован для двумерных задач. Для лежащей
в его основе вариационной задачи

% %) (6.21)

с соответствующими граничными условиями формулу Ритца
применяют в виде

N

й (х, у) = ф0 (х, у) + £ скщ (х, у) (6.22)
fe=i

и вновь определяют неизвестные параметры из условий

-*Ш_ = 0, k=l, . . . , N. (6.23)
°ck

При этом справедливы замечания и оговорки, аналогичные уже
упомянутым в п. 6.4.1.1.

Выбор подходящих координатных функций и удовлетворе-
ние граничным условиям, естественно, в рассматриваемом слу-
чае значительно сложнее, чем в одномерном. Нужно вообще
заметить, что сходимость метода Ритца с увеличением числа
независимых переменных ухудшается.

Обобщение метода на случай многих независимых перемен-
ных было предложено в 1932 г. Л. В. Канторовичем. Вместо
постоянных параметров при координатных функциях вводятся
неизвестные функции одной независимой переменной. Тем са-
мым достигается большая гибкость и можно ожидать более
точного приближения. Например, для вариационной задачи
(6.21) может быть применена формула для uN(x,y) в виде

N

uN (x, у)=Т*ак (х) (fk (x, у),
k=\

*> Посвященные этому статьи имеются, например, у Н. М. Крылова
(1918 г.). Всестороннее рассмотрение вопроса содержится в [В42].
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где ак(х)—переменные коэффициенты. Величины ак(х)ук(х,у)
также удовлетворяют граничным условиям, как и и(х, у). По-
сле подстановки их в функционал (6.21) и интегрирования по у
получим

1 Ы = J { S а»{х) ф*{х' у)\ = \ F' К W. < W. х] dx> (6-24)

т. е. новый функционал, который зависит только от функций
одной переменной. Функции ak(x) определяются так, что они
минимизируют функционал (6.24). Этим методом могут быть
решены некоторые, в том числе трехмерные, задачи теории
упругости (см. [В42]).

Общий анализ метода Ритца показывает, что приближенное
решение вариационной задачи /{t/}=Min получается с по-
мощью минимизирующей последовательности (6.20). В то вре-
мя как в методе Ритца минимизирующая последовательность
дает верхнюю границу значений функционала, Трефтц в своей
работе [38] преследовал цель построить минимизирующую по-
следовательность, соответствующую нижней границе,

чтобы получить двухстороннюю оценку точного значения функ-
ционала. При этом также применяется формула, аналогичная
формуле Ритца, но координатные функции теперь должны удов-
летворять только основному дифференциальному уравнению
(или уравнению Эйлера вариационной задачи). Неизвестные
коэффициенты определяются из граничных условий.

Метод Трефтца очень эффективен, им могут быть решены
некоторые задачи теории упругости (например, задачи круче-
ния), причем можно задать ошибку аппроксимации. В качестве
недостатка этого метода по сравнению с методом Ритца можно
указать на его медленную сходимость.

В заключение следует еще упомянуть метод Бубнова — Га-
лёркина *>8 ). Хотя он не связан прямым образом с вариацион-
ной задачей в смысле метода Ритца, но зато возможности его
применения к различным областям физики (в том числе к нели-
нейным задачам) очень широки. Более полные сведения о нем
содержатся в [В42].

Нужно также отметить, что все приближенные методы, обсуждавшиеся
выше, базируются на том, что происходит уменьшение числа степеней сво-
боды, и всегда приводят к вспомогательной системе, жесткость которой

*' Впервые идея этого метода была предложена И. Г. Бубновым в
1913 г. применительно к задачам теории упругости и затем развита в 1915 г.
Б. Г. Галёркиным. Вообще этот метод может быть назван проекционным
методом-
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выше, чем жесткость действительной системы. Поэтому деформации, при-
ближенно вычисляемые таким образом, всегда меньше истинных деформа-
ций. Если затем по деформациям вычисляют напряжения, можно вообще
не указывать характер ошибки.

6.4.2. Метод конечных элементов

В основе этого метода лежит дискретизация решаемой за-
дачи, которая осуществляется иным способом, нежели в методе
сеток. Классическим предшественником метода конечных эле-
ментов в теории упругости был приближенный метод на основе
так называемой ферменной аналогии, которая была предложе-
на Хренниковым [39] и Мак Генри [40].

При этом упругая пластина заменялась стержневой моделью, и напря-
женное состояние в упругой сплошной среде представлялось статически
эквивалентными силами на концах стержней.

Применение к модели методов вычислений, используемых в строитель-
ной механике стержней, позволяет приближенно решать задачи теории пла-
стин, дисков и оболочек. После того как приблизительно с начала 50-х гг.
стали появляться быстродействующие вычислительные машины, начали раз-
виваться матричные методы в статике упругих систем для расчета сложных
конструкций. Возникли различные вычислительные методы для анализа мно-
гократно статически неопределимых систем. Аргирис [В19] в особенности
довел методы перемещений и сил в матричной форме до эффективных
общих вычислительных методов расчета статики и динамики сложных си-
стем (например, конструкций самолетов). Примерно к тому же времени от-
носится обобщение этих методов благодаря идее расчленения сплошной
среды на конечное множество частей с последующим применением к ним
вычислительных матричных методов. В различных работах [41, 42] впер-
вые появилось понятие «конечного элемента> и последовало применение
метода сначала к плоским задачам теории упругости с использованием тре-
угольных или прямоугольных конечных элементов 9 ).

Чтобы ясно представлять суть метода конечных элементов, обсудим
прежде всего на примере плоской задачи теории упругости так называемый
метод перемещений, который был развит чисто интуитивно из матричных
методов статики упругих систем. Затем будет еще показано, что метод
конечных элементов в качестве вариационного метода получает строгое ме-
ханико-математическое обоснование.

6.4.2.1. Метод конечных элементов в форме метода переме-
щений. Рассмотрим двумерную плоскую задачу, причем введем
простейший способ записи координат х\ = х, х2 = у, перемеще-
ний «i = «, U2 = v и напряжений аи = охх, 022 = 0yi/, 012 = txy-

Рассматриваемая сплошная среда, согласно рис. 6.1, расчле-
няется воображаемыми линиями на конечные элементы произ-
вольной формы (например, треугольники). Они могут иметь от-
нюдь не одинаковые размеры или форму и ограничиваться
прямыми или кривыми линиями.

Отдельные элементы связаны друг с другом в конечном множестве узло-
вых точек. Узловые точки в простейшем случае располагаются в вершинах
элементов, но для сложных конечных элементов могут лежать на сторонах
элемента.
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В качестве основных независимых переменных рассматриваются пере-
мещения узловых точек («метод перемещений»), а деформации отдельных
элементов и нагрузки на них приближенно могут быть выражены через
перемещения узловых точек и приложенные к ним силы. Таким образом
строится идеализированная сплошная среда, физические свойства которой
определяются так, чтобы они возможно ближе соответствовали свойствам
реальной сплошной среды. На основе аппроксимаций для отдельных эле-
ментов получается приближенное решение для всей идеализированной об-
ласти.

Так как истинные деформации конечного элемента неиз-
вестны, для перемещений принимают простые функции, с по-
мощью которых поле перемеще-
ний представляется через переме-
щения узловых точек. Простей- з.

Рис. 6.1. Разбиение плоского диска Рис. 6.2. Перемещения узлов в про-
на конечные элементы (узлы 1, 2, стом треугольном элементе.

3).

шие возможные формулы для перемещений задаются в виде
линейных зависимостей от координат *>

и(х, y) = al
v (х, у) = а4 + а5х + а6г/, (6.25)

где а ь . . . , а 6 — константы. Отсюда для простого треугольного
элемента (рис. 6.2), обозначая координаты узлов через х-„ yt

(i = 1,2,3), получим перемещения узловых точек в виде

ut = а, + а2х,- + a3yh vt = а4
a6yt. (6.26)

При построении метода конечных элементов весьма целесо-
образна матричная форма записи. Перемещения любой точки
внутри элемента определяются матрицей-столбцом и, переме-

*' ЭТИ формулы учитывают одновременно возможные движения эле-
мента как твердого тела, которые не сопровождаются деформациями.
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щения каждой узловой точки — матрицей d,; для простого тре-
угольного элемента они описываются матрицей-столбцом d:

Формула перемещений может быть представлена в виде

u = Nd, (6.27)

где N — матрица функций формы. Простые вычисления для
функций формы дают

N{ = (1/2 Л) (a, + biX + cty), / = 1 , 2 , 3 ,

где

Ь1 = у2 — Уг, cl = x3 — x2 и т. д . ,

причем А — площадь треугольника. Видно, что перемещения
внутри каждого элемента однозначно выражаются через пере-
мещения узловых точек и обеспечена совместность перемеще-
ний на границе двух соседних элементов.

Формула для перемещений в форме (6.27) справедлива, во-
обще говоря, как для плоского, так и для пространственного
элементов с произвольным числом узловых точек, если соот-
ветствующим образом расширить матрицы. Деформации нахо-
дятся дифференцированием перемещений и равны

е = Bd, (6.28)
где

в =

е —
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описываются компоненты напряжений, связанные с деформа-
циями согласно закону Гука

о = Ее, (6.29)

причем, например, для плоского напряженного состояния (см.
п. 8.1.2)

~~ 1 v О
Е = _f , v 1 О

V _ 0 0 (1 —v)/2_

Поэтому связь между напряжениями и перемещениями узлов
будет иметь вид

где S — матрица напряжений.
Теперь поле деформаций элемента приближенно представля-

ется через перемещения узловых точек и соответствующие силы,
действующие в узлах (узловые силы). Каждая узловая сила F,
(для простого треугольного элемента) имеет такое же число
компонент, как соответствующее узловое перемещение d,. Кро-
ме того, компоненты F, и d, должны совпадать по одинаковым
направлениям. Для элемента справедливы соотношения

(6.31)t x l ( /=1,2 ,3) , F =

Узловые силы статически эквивалентны напряжениям в эле-
менте. Для их определения рассматриваются уравнения равно-
весия элемента. При отсутствии объемных и поверхностных сил
узловые силы являются единственными внешними нагрузками,
приложенными к элементу *>.

Для записи условий равновесия можно использовать, напри-
мер, равенство работ **> внешних и внутренних сил, т. е.

(6.32)

С учетом (6.28) и (6.29) получим

и, следовательно***',

Ta = (Bd)TEbd,

F = J BTEBdl/d. (6.33)

*> В противном случае узловые силы должны определяться из условия
статической эквивалентности объемным и поверхностным силам.

**> Символ dT означает матрицу, транспонированную к d.
***) Следует принять во внимание правило действий над матрицами

(АВ)Т = ВТАТ.
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Это соотношение, связывающее внешние силы с перемещения-
ми, зависит от жесткости элемента. Его записывают в виде

где

F = kd,

к = J BTEB dV
v

(6.34)

(6.35)

— матрица жесткости элемента; она всегда симметрична. Со-
отношения (6.33) — (6.35) справедливы вообще для элемента
произвольной формы и для произвольной формулы перемещений.

Для простого треугольного элемента при линейном распре-
делении перемещений матрица В постоянна и матрица жестко-
сти для элемента постоянной толщины t с площадью треуголь-
ника А получается равной к = ЛШгЕВ.

После того как получены матрицы жесткости для всех эле-
ментов, составляется общее соотношение между усилиями и
перемещениями для всей идеализированной среды *>. Для обес-
печения равновесия всего тела формулируются условия равно-
весия для каждой узловой точки. Прежде всего перемещения
всех узловых точек располагаются в виде матрицы-столбца

г = , где г̂  •— d,- =

причем m — общее число узлов. Оно связано с нумерацией уз-
ловых точек элемента, так что перемещения каждого узла
встречаются в матрице-столбце г только один раз. Внешние
нагрузки, которые должны быть приложены только в узлах,
описываются матрицей-столбцом

R2

• г д е " < = = 1, . . . , m.

*' При расчете характеристик элемента чаще всего применяют местную
систему координат для каждого элемента. Рассмотрение всего тела проис-
ходит относительно соответствующей глобальной системы координат. По-
этому должны использоваться необходимые для этого формулы преобразо-
вания координат.
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Тогда, используя соотношения между силами и перемещениями
для каждого элемента (п — число конечных элементов)

F(/> = k(/)d(/), / = 1 п,

и составляя условия равновесия для всех узлов

'/^Rt, / = 1 , . . . . от, (6.36)

окончательно получают общее соотношение, связывающее уси-
лия и перемещения для всего тела

Kr=R, (6.37)

причем суммирование в (6.36) распространяется на все эле-
менты, связанные друг с другом в соответствующих узловых
точках, и внутренние узловые силы при этом обращаются
в нуль.

Входящая в (6.37) общая матрица жесткости К также
всегда симметрична и образуется наложением матриц жестко-
сти элементов путем суммирования согласно (6.36).

Построенная таким образом общая матрица жесткости син-
гулярна *>, так как общим соотношением (6.37) описывается
поведение идеализированной сплошной среды как твердого
тела, перемещения узлов которого никоим образом не ограни-
чены. Постановка подходящих граничных условий и условий
опирания позволяет получить так называемую редуцированную
матрицу жесткости Кгесь которая является невырожденной и мо-
жет быть обращена.

Решение системы уравнений, определяемых соотношением
(6.37), формально представляется в виде

r=Kr~edR. (6.38)

Зная перемещения узловых точек, можно далее с помощью вы-
ражений (6.28) и (6.30) вычислить приближенные значения
деформаций и напряжений в каждом элементе.

Общее решение задач теории упругости сводится к последовательности
вычислительных процедур матричной алгебры, которые подходящим обра-
зом могут быть запрограммированы для реализации на вычислительной ма-
шине. Как и другие численные методы, метод конечных элементов сводится
к решению больших систем уравнений с многими неизвестными. Для этого
разработаны многочисленные алгоритмы (прямые или итерационные методы
вычислений).

6.4.2.2. Метод конечных элементов как вариационный метод.
Методом конечных элементов в форме метода перемещений,

*' Это означает, что определитель матрицы обращается в нуль, поэтому
нельзя образовать обратную матрицу.
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описанным в предыдущем разделе, на начальном этапе его при-
менения к задачам теории упругости были достигнуты заслу-
живающие внимания результаты, хотя было мало оценок схо-
димости метода.

После того как на многих задачах была показана пригодность метода
конечных элементов, стали обсуждаться лежащие в основе метода связи
с энергетическими принципами. Обнаружилась ясная связь метода конечных
элементов с классическим методом Ритца. Это привело к общим и далеко
идущим постановкам, кроме того, метод получил строгое математическое
и механическое обоснование и к нему могут быть применены общие тео-
ремы о сходимости (см. [43, 44]).

Для тела в целом справедлива формула для перемещений-
всех элементов

u = Nr, (6.39)

которая обеспечивает на границах элементов совместность пе-
ремещений. В г входят перемещения всех узловых точек, мат-
рица N содержит в качестве подматриц все матрицы функций
формы отдельных элементов.

Для приближенного удовлетворения уравнений равновесия
может быть использован принцип минимума полной потенци-
альной энергии (см. § 4.4), и вновь получены общие соотноше-
ния между усилиями и перемещениями для рассматриваемой
среды.

Из (6.39) получаем соотношения для деформаций и напря-
жений

е = Вг и а = ЕВг. (6.40)

Внешние силы, которые должны быть приложены только в уз-
ловых точках, вновь описываются матрицей-столбцом R. В этом
случае полная потенциальная энергия (объемными силами пре-
небрегается), согласно (4.37), в матричной форме запишется
так:

или с учетом (6.40)

v
(6.41)

Это означает, что потенциальная энергия приближенно выра-
жается через перемещения узловых точек конечных элементов.

Неизвестные параметры в формуле для перемещений (6.39),
т. е. узловые перемещения, определяются из условия минимума
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приближенного выражения для потенциальной энергии (6.41)
(т — число узловых точек), т. е.

дП/дг2

В результате с помощью общей матрицы жесткости

* - $
ВТЕВ dV

вновь получают основные уравнения (6.37) для вычисления
неизвестных узловых перемещений.

Возможна иная формулировка метода конечных элементов, следующая
из представления о том, что для любого точного или приближенного метода
решения задачи теории упругости должны быть удовлетворены уравнения
равновесия и условия совместности. В изложенном выше методе перемеще-
ний распределение перемещений предполагается таким, что совместность их
обеспечивается, поэтому при приближенном решении уравнения равновесия
удовлетворяются неточно.

В вариационной формулировке, двойственной с рассмотренной и назы-
ваемой методом сил, принимается распределение напряжений в пределах
каждого элемента, удовлетворяющее уравнениям равновесия. Кинематиче-
ские условия совместности удовлетворяются приближенно с помощью прин-
ципа возможных сил, т. е. минимизацией дополнительной потенциальной
энергии.

Как видно, оба классических функционала (4.37) и (4.49), обсуждав-
шиеся в п. 4.4.1 и 4.4.2, могут быть положены в основу вариационной фор-
мулировки метода конечных элементов.

Дальнейшее развитие метода конечных элементов связано с так назы-
ваемым гибридным методом напряжений. Для каждого элемента приме-
няются формулы для напряжений, которые удовлетворяют уравнениям рав-
новесия элемента. Независимо от этого выбираются формулы для переме-
щений, обеспечивающие совместность перемещений на границах элементов,
причем распределение перемещений на границах должно однозначно уста-
навливаться по перемещениям узловых точек. При вариационной формули-
ровке оперируют принципами минимума потенциальной энергии и минимума
дополнительной энергии деформации или расширенным вариационным прин-
ципом (привлекается модифицированный принцип дополнительной энергии
Пиана [44, 45]).

В некоторых случаях гибридный метод в отношении вычислительных
затрат и достигаемой точности оказывается лучше, чем метод перемещений,
однако это случается далеко не всегда.

Подводя итог сказанному, можно констатировать, что сегодня методом
конечных элементов могут быть решены с большой точностью многие пло-
ские и пространственные задачи теории упругости, причем иногда приме-
няют очень сложные деформируемые плоские или трехмерные конечные эле-
менты. Нужно упомянуть также широкую применимость метода, которая
выходит далеко за рамки линейной теории упругости.
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6.4.3. Метод граничных интегральных уравнений
(метод граничных элементов)

Речь идет также о методе дискретизации, который появился
в последнее время наряду с методом конечных элементов и
успешно применяется для решения задач теории упругости.
Суть метода состоит в том, что основные уравнения теории
упругости, которые описывают поведение неизвестных функций
внутри и на границе рассматриваемой области, сводятся к ин-
тегральному уравнению. Неизвестные граничные значения свя-
заны с известными значениями на контуре области через гра-
ничное интегральное уравнение. Впервые этот подход был
применен к решению задачи кручения с помощью так называе-
мых прямых методов теории потенциала (см. [46])1 0 ). Развитием
этой работы явился метод интегральных уравнений Риццо [47J
для плоских задач теории упругости, который позднее был
распространен Крузом [48] на пространственные задачи.
О дальнейших деталях применения метода можно узнать из
новейшей литературы (см., например, [49, 50]). Однако сле-
дует упомянуть об особом преимуществе метода граничных
интегральных уравнений. А именно, в отличие от метода ко-
нечных элементов в методе граничных интегральных уравнений
должна дискретизироваться только поверхность рассматривае-
мого упругого тела. Благодаря этому получается существенно
меньше узловых точек и подлежащих определению неизвест-
ных, чем в сетке из конечных элементов. Аппроксимация и ре-
шения строятся только для поверхностных величин, поэтому
пространственная задача сводится к рассмотрению поверхно-
сти, т. е. размерность задачи уменьшается на единицу.

Не останавливаясь подробно на деталях численной процедуры, отме-
тим, что хотя система алгебраических уравнений в методе граничных инте-
гральных уравнений существенно меньше, чем в аналогичных задачах, ре-
шаемых методом конечных элементов, но матрица коэффициентов системы
уравнений оказывается полной, несимметричной, а также не обязательно
положительно определенной. Правда, путем разбиения на подобласти можно
привести матрицу коэффициентов к ленточной структуре, так что принци-
пиально возможно решение задачи с произвольным числом степеней свободы.

С полным правом можно сказать, что метод конечных элементов и
метод граничных интегральных уравнений относятся к наиболее эффектив-
ным приближенным численным методам, которыми мы сегодня располагаем,
и что оба метода дополняют друг друга и лучше всего комбинировать их
в приложениях. Оба метода решения предполагают, однако, наличие мощ-
ных вычислительных машин п>.

В заключение следует еще отметить, что как методы конечных элемен-
тов и граничных интегральных уравнений, так и различные другие обсу-
ждавшиеся выше приближенные методы могут классифицироваться как
частные случаи методов, называемых сегодня проекционными (см. [В23]).



Одномерные задачи: осевое нагружение,
изгиб и кручение призматического стержня

В технических приложениях теории упругости важное ме-
сто занимают одномерные твердые тела. Речь идет о телах, ко-
торые являются существенно протяженными только в одном
направлении и размеры поперечного сечения которых малы
по сравнению с длиной. Такие призматические тела с прямоли-
нейной осью и постоянным поперечным сечением произвольной
формы называются стержнями. Они являются не только про-
стейшими, но также и важнейшими элементами строительных
конструкций, и для них уже давно были получены простейшие
приближенные решения.

§ 7 . 1 . Задача Сен-Венана для однородного
призматического тела (цилиндра)

Вместо произвольных координат х, ( / = 1 , 2 , 3 ) в этом па-
раграфе опять будут применяться обозначения хх = х, Х2 = у,
х3 = z и т. д.

Рассмотрим призматическое тело длиной /, к которому в кон-
цевых сечениях приложены равнодействующие силы Qx, Qy, Fz

и моменты Мх, Му, Мг (рис. 7.1). Задание равнодействующей
силы и момента на одном конце призматического тела опреде-
ляет также соответствующие величины на другом конце, так
как при нагружении должны быть в равновесии различные
элементы тела и должны удовлетворяться условия равновесия
твердого тела в целом. Объемные силы не учитываются, боко-
вая поверхность призматического тела считается свободной от
внешних нагрузок.

Сформулированная таким образом задача по Клебшу называется зада-
чей Сен-Венана и в общей трехмерной постановке является одной из труд-
нейших в теории упругости. Преодоление математических трудностей воз-
можно с помощью принципа Сен-Венана (см. § 6.1); при этом в качестве
метода решения напрашивается так называемый полуобратный метод.

Простейший (почти тривиальный) случай имеет место при
нагружении осевой растягивающей или сжимающей силой; в
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Рис. 7.1. Нагрузки в концевом поперечном сечении призматического стержня
в задаче Сен-Венана.

случае нагружения приложенными в концевых сечениях изги-
бающими моментами Мх и Му имеет место так называемый
чистый изгиб, в то время как при нагружении силами Qx и Qy

речь идет о поперечном изгибе. При приложении момента Мг

призматическое тело нагружается чистым кручением (деплана-
ции ничто не препятствует). Все эти случаи (рис. 7.1) имеют
большое практическое значение, элементарны и обсуждаются
в теории сопротивления материалов.

Впервые решение было получено Сен-Венаном с помощью
полуобратного метода. Предположения относительно напряже-
ний таковы, что удовлетворяются все уравнения, а именно:
уравнения равновесия, кинематические уравнения, закон Гука,
граничные условия на боковой поверхности и в торцевых попе-
речных сечениях, условия совместности.

Если рассматриваемое призматическое тело предполагается
достаточно длинным по сравнению с линейными размерами по-



144 7. Одномерные задачи

перечного сечения, не нужно знать точное распределение на-
пряжений в концевых поперечных сечениях. Достаточно знания
величины равнодействующих силы и момента, которые там
приложены, так как именно они определяют решение во всем
теле, за исключением малых областей вблизи концевых попе-
речных сечений. Во многих практически важных случаях фак-
тическое распределение напряжений в местах приложения на-
грузки вообще неизвестно, поэтому решение может быть рас-
пространено на многочисленные возможные случаи нагружения
с помощью принципа Сен-Венана.

Прежде всего подробно запишем в соответствующей форме
основные уравнения, которые должны быть удовлетворены (при
Хху = Тух и т . д . ) :

Уравнения равновесия

дахх . дхху , дххг п
+ + = Uдх ' ду ' дг

<Э V , даУУ , дхуг

дх + ду * дг

Кинематические уравнения после подстановки в них закона
Гука

= -£ = -f К* — v (аву + ozz)] и т. д.,.

ди dv xxu

-ду- + Ж==-(Г И

(7.2)

(круговая перестановка индексов).
Граничные условия на боковой поверхности *>

охх cos (я, х) + тху cos (я, у) = О,

ryxcos(n, x) + oyycos(n, y) = 0, (7.3)

т г х cos (я, дс) + xzy cos (я, г/) = 0.

Пусть далее в концевых поперечных сечениях 2 = 0, z — l на-
пряжения тгх{х, у), тгу(х,у), ozz{x, у) являются заданными
функциями от х и у.

*' Направляющие косинусы соответствуют компонентам нормального
единичного вектора.



§ 7.2. Осевое погружение 145

Условия совместности, выраженные в напряжениях (урав-
нения Бельтрами)

= ° и т. д.,
(7.4)

(круговая перестановка индексов).
Допущение Сен-Венана для решения задачи, показанной на

рис. 7.1, означает, что волокна в направлении продольной оси
стержня (тонкие продольные призмочки) не оказывают друг
на друга никакого поперечного давления (т. е. не вызывают
поперечного растяжения) и не передают в поперечном направ-
лении никаких сдвигающих сил. Это означает, что можно по-
ложить**

о<хх = ОуИ = ххУ = 0 . (7.5)

Соотношения для равнодействующих силы и момента в кон-
цевом поперечном сечении с площадью А имеют вид

Мх= } ozzydA, Му = — \ozzxdA, M.z=^(xzyx— xzxy)dA.
А А А

(7.6)
Ниже будут рассмотрены прежде всего простейший случай

осевого растяжения или сжатия, сразу после этого чистый из-
гиб и свободное кручение и, наконец, поперечный изгиб.

§ 7.2. Осевое нагружение

Для равнодействующей осевых сил справедливо равенство

Fz=\ozzdA=\pz(x,y)dA, (7.7)
А А

причем, согласно принципу Сен-Венана, возможны различные
распределения pz(x, у) в концевом поперечном сечении
(рис. 7.2). Поскольку эти распределения напряжений, фигури-

*> Эквивалентное допущение (по Фойгту или Мичеллу), которое при-
водит к тем же результатам, заключается в том, что напряженное состояние
не зависит от продольной координаты (при осевом нагружении, чистом из-
гибе и кручении) или зависит от нее линейно (при поперечном изгибе).
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рующие под знаком интеграла (7.7), дают одну и ту же рав-
нодействующую силу, речь идет о статически эквивалентной
системе сил в смысле принципа Сен-Венана.

При простейшем распределении, показанном на рис. 7.2(а),
для z = I имеем azz = Fz/A = const, xzx = xzy = 0. Если ось г
проходит через центр тяжести поперечного сечения, то, соглас-
но (7.6), для моментов получится Мх = Му = Mz = 0, так как

(ч) I*

Рис. 7.2. Различные возможные распределения напряжений в концевом по-
перечном сечении при осевом нагружении.

тогда для так называемого статического момента поперечного
сечения справедливо равенство

х dА = \ у dA = 0.
А

Уравнения равновесия (7.1), а также граничные условия
(7.3), как легко видеть, удовлетворяются. Из (7.2) следует

ди _v_ dv v_ dw azz
xx dx E z z > ** dy E zz' zz dz E

или после интегрирования для перемещений

и = — 4- °zzx, У = — 4- azzy, w = ?jr (7.8)

причем перемещениями стержня как твердого тела пренебре-
гают. Далее следует уху — yyz = yzx = 0.

Так как основные уравнения удовлетворены, то имеет место
точное решение задачи в смысле Сен-Венана. Рассмотренный
случай так называемого одноосного растяжения играет очень
важную роль для приложений. Независимо от действующей на-
грузки в длинном стержне при достаточном удалении от мест
приложения нагрузки устанавливается однородное напряженное
СОСТОЯНИе (Тгг = COnst.

Если форма поперечного сечения изменяется скачкообразно,
например вследствие сверления или насечки, то нарушается
равномерное распределение напряжений и тогда в поперечном
сечении возникает концентрация напряжений. Однако так на-
зываемое влияние надреза (см., например, [В14 — В16]) носит
местный характер, при этом справедлив закон затухания
Нейбера.
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При изменении направления осевой силы Fx на противопо-
ложное получается нагружение призматического стержня сжа-
тием.

В технических приложениях учитывают, что в прямолиней-
ном сжатом стержне равновесное состояние может стать не-
устойчивым. Существует опасность выпучивания (потери устой-
чивости), которое должно быть исследовано отдельно. Этим
занимается теория устойчивости, которая, однако, в данной
книге не обсуждается.

§ 7.3. Чистый изгиб

Прежде всего будем предполагать, что поперечное сечение
стержня произвольное и несимметричное. Этот случай соответ-
ствует так называемому косому изгибу. Пусть в концевом по-

му

У

Рис. 7.3. Нагрузка в концевом поперечном сечении при чистом изгибе:
(а) произвольное поперечное сечение, (Ь) поперечное сечение с двумя осями

симметрии.

перечном сечении z = l действует равнодействующий момент
относительно оси у (рис. 7.3(а))

Му = М --= — \ аггх dA,
А

(7.S)

а все остальные равнодействующие силы и моменты обраща-
ются в нуль, так как xzx = tzy = 0. При допущении о линейном
распределении напряжений

агг = ах -f by (a = const, b — const) (7.10)

уравнения равновесия (7.1), а также граничные условия (7.3)
тождественно удовлетворяются. Если доказать, что распределе-
ние напряжений (7.10) дает нагрузку в концевом поперечном
сечении, которая статически эквивалентна моменту М, то полу-
чим точное решение задачи изгиба.
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Если ось z центральная, то соотношения (7.16) дают

(7.11)

и, кроме того,

Мх = a J xy dA + b J у2 dА = О,
А А

(7.12)

А А

Из (7.12) для определения констант а и Ъ имеем соотношения

- a j x y + Ыхх = 0, aJey-bJxv=-M,

где величины

(7.13)

означают осевые моменты инерции и соответственно центробеж-
ный момент инерции поперечного сечения площадью А. Для
коэффициентов а и b получаются выражения

Jxx'yy Jxy JxxJyy Jxy

и, таким образом, распределение напряжений имеет вид

м. (7.15)
1ху

В дальнейшем будет рассматриваться случай, когда оси
х и у являются главными осями поперечного сечения при из-

X

Рис. 7.4. Линейное распределение напряжений при чистом изгибе.

гибе, т. е. когда центробежный момент Jxy обращается в нуль
(рис. 7.3 (Ь)). Тогда выражение (7.15) упрощается и прини-
мает вид

(7.16)
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Как видно, в каждом поперечном сечении имеет место не
зависящее от z линейное распределение нормальных напряже-
ний (рис. 7.4), равнодействующая которых в концевом попе-
речном сечении статически эквивалентна моменту М. Волокна
стержня при х < 0 удлиняются, при х > 0 укорачиваются.
Между ними в плоскости у, z находится так называемый ней-
тральный слой, который остается недеформированным.

7.3.1. Деформации при чистом изгибе

Для деформаций из (7.2) следуют равенства

ди dv vAf d w М
X X'

dv vAf dw М
~дх~ ~~ ~ду~ ~ EJyy X' ~dz ~ ~ EJyy

 X'

ди , dv n dv , dw п дш . ди „
-̂  —::;— = = и. -т——^— = и, —̂  —^— == и.
ду ' дх ' dz ' ду ' дх дг

Отсюда интегрированием можно получить перемещения. Преж-
де всего из второго или пятого и четвертого соотношений (7.17)
получим

+ wo(x,y) (7.18)£7
или

(7.19)

где uo(x, у), vo(x,y), Wo(x,y) — произвольные функции интегри-
рования. Первое соотношение (7.17) и (7.19) дают

ди0

dx '
(7.20)

dv0

И ВИДНО, ЧТО

du
dx

dv

ду

vM

•vM

d2w0

dx2

• Z •

d2w0

дуг

d2w0

dx2

d 2 W a

ду2

n (7.21)

После интегрирования выражений (7.20) получаем

$ Х * + Ш, vo = -^xy + fl(x). (7.22)

Далее из (7.19) следует

du d
2
w

0
 . du

a
 dv d

2
w

0
 . dv

a

dy dxdy """ dy ' dx dy dx ' dx
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и с учетом (7.22) из третьего соотношения (7.17) вытекает

- (7-23)' Е]цу " ' dx ' dy

Так как в (7.23) только первый член зависит от г, должно вы-
полняться условие

d2w0/dxdy = 0, (7.24)

и поэтому равенство (7.23) примет вид

dh_ , vM l . _ d f 1

ду "г" Elyy у dx "

Л е в а я и п р а в а я части этого в ы р а ж е н и я д о л ж н ы быть равны
одной и той же константе у\, т. е.

df, df2 vM .

или после интегрирования

fl(x) = -ylx + l>, f2(y) = - ^ - y 2 + yiy + y. (7.25)
У У

Из (7.21) и (7.24) следует ш0 = fax + p2f/ + Р, а из (7.22) и
(7.25) имеем

В результате для перемещений в соответствии с (7.18) по-
лучаем равенства

" = ~2£7~ [ v (*2 ~ у2) + z 2 l + Yî  — Pi z + Y.
6C.Jyy

v=-ff-xy-ylX-fi2z + 6, (7.26)
M

W = —-pj ЛГ2+ P,X+ Ь2У+ Р-

Появляющиеся в (7.26) произвольные постоянные и члены, ли-
нейно зависящие от координат, соответствуют перемещениям и
повороту всего стержня как твердого тела. Они исключаются
при выполнении условий и = v = w = 0, ди/dz = dv/dz =
= dv/дх = 0 для x = i/ = 2 = 0, и окончательно перемещения
принимают вид

yy
(7.27)

vM M
хУ W XZ
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Точки на оси стержня (х = у = 0) переходят в

151

т. е.

х =
М

ЧЕ1уу
•z2, у9 = 0, z' =

и лежат в плоскости х, z (так называемой плоскости изгиба).
Уравнение деформированной оси стержня (так называемой

упругой линии) имеет вид
М '" (7.28)

2EJуу

Упругая линия есть парабола, кривизна k которой (радиус
кривизны R) равна

или для dx*/dz* <tC 1 приближенно

k= — =
d2x*

dz'2
(7.29)

Поэтому для малых углов наклона
1 _ d.4* ^ М

R ~ dz'2 ~~ Е1УУ '

Это выражение соответствует уравнению упругой линии, которое уста-
навливается в элементарной теории изгиба балок (и иногда называется за-
коном Бернулли — Эйлера о пропорциональности
между кривизной и изгибающим моментом).
Лежащая в основе этой теории гипотеза Бернул-
ли о поперечном сечении, остающемся плоским
после деформаций, вытекает, таким образом, из
полученного выше общего решения теории уп-
ругости.

Для поперечного сечения z — с стерж-
ня после деформации имеем

М
-CV EIUU

X)'

My

УУ

ИЛИ ДЛЯ XXX* ( м а л ы е д е ф о р м а ц и и ) Рис. 7.5. Нагрузка в
концевом поперечном се-
чении при двухосном
(косом) изгибе относи-
тельно главных осей.

При изгибе в двух плоскостях (на-
грузкой в виде изгибающих моментов Мх и Му относительно
главных осей согласно рис. 7.5), который соответствует про-
извольному положению равнодействующей вектора момента,
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решение получается наложением приведенных выше соотно-
шений.

В общем случае несимметричного поперечного сечения (см.
рис. 7.3(а)) при распределении напряжений (7.15) вместо
(7.27) справедливы следующие выражения для перемещений:

a z 2

b г2

т т

v Г о , , >>\
т [т(* у )

v Г . & / 9 ,,"1

т [ а х У + т { у - х)\'
w= -g-(

причем константы а и b определяются согласно (7.14).
Прежде чем излагать общий случай поперечного изгиба

стержня, следует сначала обсудить нагружение призматиче-
ского стержня кручением, так как результаты решения задачи
кручения используются при поперечном изгибе.

§ 7.4. Кручение призматического стержня

7.4.1. Основные положения

Решение задачи кручения призматического стержня с кру-
говым или кольцевым поперечным сечением было получено Ку-
лоном.

Рис. 7.6. Чистое кручение стержня кругового поперечного сечения.

Чистое (или свободное) кручение возникает при приложе-
нии крутящих моментов Мг в концевых поперечных сечениях
(рис. 7.6). При этом в произвольном поперечном сечении будут
действовать только касательные напряжения. Основные допу-
щения, которые положены в основу решения, состоят в сле-
дующем:
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- п о п е р е ч н ы е сечения поворачиваются как жесткие диски,
не д е ф о р м и р у я с ь ,

— поперечные сечения остаются при д е ф о р м а ц и и плоскими,
т. е. не п о я в л я е т с я депланация.

Если через ср обозначить угол з а к р у ч и в а н и я концевого по-
перечного сечения, то ft = dq>/dz — т а к н а з ы в а е м ы й относитель-
ный угол з а к р у ч и в а н и я (т. е. угол з а к р у ч и в а н и я на единицу
д л и н ы ) . Д л я чистого кручения с постоянным крутящим момен-
том на конце Мг = Мт

•в1 = ф// (/ — д л и н а с т е р ж н я ) .

Н а р я д у с основными д о п у щ е н и я м и (7.5), принимается так-
ж е агг = 0. К а с а т е л ь н ы е н а п р я ж е н и я р а в н ы

(7.30)

равнодействующая касательных напряжений распределена
вдоль радиуса по линейному закону и справедливо соотно-
шение

т = V T L + Tly = Gb V*2 + У2 = Gftr.

Для крутящего момента следует

MT = GbJp, (7.31)

где Jp~\r2dA — полярный момент инерции поперечного се-
чения. Для тонкого кругового кольца (с внешним радиусом га

и внутренним г,-) /Р следует принимать равным /р = (л/2)(г* — rf).
При кручении тонкостенной трубы круговой формы (со сред-

ним радиусом а) касательные напряжения по толщине h рас-
пределены примерно постоянно, и крутящий момент будет
равен

Мт = ф xhr ds = 2тЛЛ, (7.32)

где А — площадь, ограниченная средним радиусом.
Если ввести поток касательных напряжений t = xh, то соот-

ношение (7.32) будет справедливо и для тонкостенной скручи-
ваемой трубы произвольной формы (рис. 7.7). Непрерывность
потока касательных напряжений требует соблюдения условия
т = const, и поэтому вновь справедливо равенство

1 = МТ/2А, (7.33)

где А означает площадь, ограниченную средней линией про-
филя. Толщина стенки h может быть переменной. Следует при-
нять во внимание, что для произвольного профиля некруговой
формы появляется депланация w, которой нельзя воспрепят-
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ствовать. Соотношение (7.33) известно в сопротивлении мате-
риалов как первая формула Бредта.

Вторая формула Бредта для вычисления относительного угла
закручивания имеет вид

t с ds М-

Обе формулы Бредта справедливы также для поперечных се-
чений более сложного вида, чем двухсвязный контур, например

|/i» const

Рис. 7.7. Тонкостенная скручиваемая труба произвольного профиля.

для скручиваемых труб с внутренними поперечными ребрами
(см., например, [А29]).

7.4.2. Некруговое поперечное сечение,
функция депланации

Как и в элементарном случае кручения кругового цилиндри-
ческого стержня, в поперечном сечении появляются касательные
напряжения %гх и тгу, нормальные напряжения azz, по-прежнему
равны нулю: огг = 0.

Если деформирование может происходить беспрепятственно
(кручение не стесненное), то при нагружении постоянным мо-
ментом Мг речь идет о чистом кручении *>. Поперечное сечение
поворачивается вновь, не деформируясь (т. е. форма попереч-
ного сечения сохраняется), но появляются перемещения w
в продольном направлении, т. е. депланация. При применении
полуобратного метода исходят из формул для перемещений.
Условия совместности удовлетворяются тогда автоматически и
их привлекать не нужно.

При чистом кручении
Ф = т>2, (7.35)

*' Если депланация ограничена, то, например, при жестком защемлении
появляются изгибные напряжения, обусловленные кручением, и возникают
дополнительные нормальные напряжения агг в направлении оси стержня.
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следовательно, поперечные сечения, находящиеся на равных
расстояниях друг от друга, закручиваются на равные углы.
Точка поперечного сечения Р переходит в точку Р' (рис. 7.8)
и для перемещений справедливы формулы

— и. = г cos a — r cos (а + ф), v = г sin (а + ф) — г sin а,

соответственно для малого угла закручивания ф после линеа-
ризации и = —г sin а • ф, v = r cos а • ф, или

Для депланации принимается

w = H(x,y); (7.37)

она должна быть в каждом поперечном сечении одинаковой,
иначе не обеспечивалась бы непрерывность материала. Функ-
ция ф(х,у) называется функцией депланации.

Из (7.36) и (7.37) для дефор-
маций имеем

ехх = е,уУ = е г г = уху = О,

остаются только

(7.38)

С помощью закона Гука получают-
ся формулы для напряжений

(7.оУ) р и с 7.8. Перемещения при
кручении поперечного сечения

произвольной формы.

Следовательно, определяющим
является только чистый сдвиг хгх(х, у), %гу(х, у) во всех точках
поперечного сечения, т. е. принятое выше основное допущение
о закручивании поперечного сечения без деформаций получает
дополнительное подтверждение.

Из уравнений равновесия остаются только

дг
• = 0,

dxzt
= 0,

*' К этим соотношениям можно прийти непосредственно, если потре-
бовать, чтобы компонента z вектора угловой скорости (см. п. 1.3.5) была
равна углу закручивания <р. Условие шг = ll2(dvldx — ди/ду) удовлетво-
ряется при и = —ф{/ и v = ф*.
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а также

дх
(7.40)

Из (7.40) с учетом (7.39) следует так называемое гармониче-
ское уравнение Лапласа

у) = 0, (7.41)

где
д2 d2

ду2 •)(..-)

— оператор Лапласа. Следовательно, показано, что функция
депланации должна быть потенциальной (или гармонической
функцией).

Согласно граничному условию, поверхность цилиндриче-
ского стержня должна быть свободной от нагрузки, поэтому
касательное напряжение на границе TR ДОЛЖНО быть направ-
лено по касательной к граничному контуру (рис. 7.9). Из (7.3)

с учетом (7.39) следует

УЬ I -£- — у I cos («, х) +

Z I

Рис. 7.9. К формулировке граничных
условий при кручении.

+ (jg-+x)cos(/i, у) = 0.
(7.42)

Выражение

~Y~ cos (п, х) + -^— cos (п, у) =

называется нормальной про-
изводной. Поэтому граничное
условие (7.42) запишется в
виде

—• = [у cos (я, х) -
Чп

— xcos(n, y)]R. (7.44)

Таким образом, задача кручения соответствует так назы-
ваемой краевой задаче Неймана (или второй краевой задаче)
теории гармонических функций (теории потенциала):

Требуется найти функцию депланации ф (х, у), которая вну-
три рассматриваемой области поперечного сечения является
гармонической, по заданной на границе области нормальной
производной-
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По формуле Гаусса

§?£-ds, (7.45)

и, ввиду того что Д^ = 0 в А, для существования решения не-
обходимо, чтобы

$^ds = 0. (7.46)

Как видно, это условие удовлетворяется, если граничное усло-
вие подставить в (7.46) с учетом

-|^- = sin (n, х) = — cos (n, у), - ^ - = cos (n, х). (7.47)

Тогда

R R R

Впрочем, граничное условие (7.44) можно преобразовать. Так
как xdx + ydy есть полный дифференциал, то из вышеприве-
денного выражения следует

т. е. касательная производная задается на границе функцией
{* >)/2у)/

Легко видеть, что для равнодействующей напряжений на
торцевой поверхности получается

$ \xzudA = 0; (7.49)
А А

далее равнодействующий крутящий момент выражается в виде

(7.50)

Из (7.50) после преобразования подынтегральной функции
(см. [АЗО]) вытекает другая форма для Mz:

Выражение (7.50) можно записать также в виде

(7.51)
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и получить в результате обобщение элементарного соотноше-
ния (7.31). Величина ]т (которая, как известно, не тождествен-
на полярному моменту инерции /Р) называется постоянной кру-
чения *>.

Таким образом, задача кручения стержня произвольного поперечного
сечения полностью решена, если известна функция депланации ф(х,у).
С учетом допущений о перемещениях показано, что основные уравнения
полностью удовлетворены.

Прежде чем рассмотреть решения для различных частных видов попе-
речного сечения, целесообразно обсудить иную формулировку задачи кру-
чения.

7.4.3. Функция кручения Прандтля

При альтернативной формулировке [51] получается упро-
щение граничных условий. Уравнение равновесия (7.40) мож-
но тождественно удовлетворить с помощью функции напряже-
ний if (х, у) согласно формулам

Хгх=ОЪ^-, T 2 , = _ G 0 ! f . (7.52)

Здесь -ф (х, у) называется функцией кручения Прандтля **).
Если исключить из выражений (7.39) для напряжений функ-

цию депланации Ф(х.у), то прежде всего получим dxzx/dy —
— dxZy/dx = — 2Gb и отсюда с учетом (7.52)

Дгр (х, у) = -2, (7.53)

т. е. функция кручения ty(x,y) должна удовлетворять неодно-
родному гармоническому уравнению Пуассона. Подставляя ее
в граничное условие xzxdy — xzydx = 0, получим

* t * L = d4 = 0, (7.54)d x + L d y = d4 = 0,

или
•фя = const. (7.55)

Для односвязного сплошного поперечного сечения констан-
та в (7.55) может быть произвольной, например ее можно
положить равной нулю. Для многосвязного поперечного сече-
ния (скручиваемый стержень с продольными сверлениями), на-
против, ее можно считать произвольной только на одной гра-
нице. Легко убедиться в том, что равнодействующие напряже-

*' Произведение GIT В сопротивлении материалов называется жесткостью
при кручении.

**> Впрочем, она получается как частный случай функции напряжений
Максвелла (см. § 5.2).
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ний Tzx и xZy в торцевом сечении опять о б р а щ а ю т с я в нуль.
Р а в н о д е й с т в у ю щ и й к р у т я щ и й момент равен

* — ° М (•£•*+Я-
А= - GO $ [-£- W + -Ц- №] dA + 2GO J ф <М, (7.56)
А А

или после преобразования по формуле Гаусса

Мг = — GO ф 1|з [х cos (л, х) + г/ cos (л, у)] ds + 2GO ^ г|> t/Л.
/? А

Первый интеграл обращается в нуль при г|)« = 0 и остается

Mz = 2GO J -ф (JC, г/) rfi4, (7.57)

причем выражение
2 J яр (дс, г/) а!Л = JT

А

соответствует постоянной кручения.
Следует заметить, что в задаче кручения положение начала

координат в поперечном сечении несущественно (для малых
углов закручивания в рамках линейной теории). Параллельный
перенос оси стержня означает лишь перемещение скручивае-
мого стержня как твердого тела, которое не связано с появле-
нием напряжений.

7.4.4. Связь между функцией депланации
и функцией кручения Прандтля

Сравнивая (7.39) и (7.52), получим

^ _ ^ = ^ - -¥- + х = --?±-. (7.58)
дх v ду дх • дх v '

Функция депланации ф(х,у) представляет собой, как из-
вестно, гармоническую функцию. Для нее существует так на-
зываемая сопряженная гармоническая функция %{х,у), причем
они связаны условиями Коши — Римана, известными из тео-
рии аналитических функций

дх ду ду дх '
Поэтому из (7.58) следует

4^ = 4^-*> -р- = 4?—у. (7.60)
дх дх ' ду ду J х '
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После интегрирования интересующая нас связь может быть
представлена в виде

г|) (х, у) = %(х, у) - ^ ± i £ + const. (7.61)

Обе функции ф(х,у) и %(х,у), являясь гармоническими функ-
циями, представляют собой вещественную и мнимую части
комплексной аналитической функции. Этот факт позднее еще
будет использован.

На основании (7.61) задачу кручения можно сформулиро-
вать также следующим образом:

Требуется найти гармоническую функцию %(х,у), которая
принимает заданное значение на границе рассматриваемой об-
ласти.

Следовательно, справедливо уравнение А%{х,у) = 0 с гра-
ничным условием XR = = (х2 + У2) /% "т~ const. В результате задача
кручения в такой постановке сведена к так называемой задаче
Дирихле (или первой краевой задаче теории гармонических
функций). В общем случае доказано, что эта задача имеет
единственное решение, и с помощью подходящих гармонических
функций могут быть получены многочисленные точные решения
задач кручения для некруговых поперечных сечений.

7.4.5. Примеры решения задачи кручения
для поперечных сечений различной формы

7.4.5.1. Эллиптическое поперечное сечение. Уравнение кон-
тура эллиптического поперечного сечения с полуосями а и Ъ
(рис. 7.10(а)) имеет вид

х2 и2

— 4 - — — 1
а2 "Г Ь2 — 1-

Если принять функцию кручения Прандтля в виде

где k— константа, то она будет удовлетворять граничному
условию \f>K = O. Дифференциальное уравнение (7.53) удовлет-
воряется при k = —a2b2/(a2 + b2); следовательно, решение
имеет вид

? И £ £ 0 <7-62)
Касательные напряжения равны
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Для крутящего момента имеем выражение
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так что (7.63) можно также записать в форме
2МТ 1МТ

г х nab3 У' я ла3Ь '

При Ь < а максимальное касательное напряжение равно
. , 2МТ 2ОЪа2Ь

ч=± ь' О 2 + 6 2

и действует в рассматриваемом случае на концах малой по-
луоси. Так называемые траектории касательных напряжений

Рис. 7.10. Эллиптическое поперечное сечение при кручении: (а) положение
максимальных касательных напряжений, (Ь) линии уровня депланации.

задаются кривой г|>(*, у) = const. Результирующее касательное
напряжение равно

При вычислении депланации будем исходить из (7.39), тогда
с учетом (7.37) получим

-о (•£•-*).
или

МТ

После интегрирования получим

Это — уравнение так называемой седловой поверхности (ги-
перболический параболоид или гипар). На рис. 7,10(Ь) депла-
нация изображена с помощью линий уровня. Депланация рав-
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на нулю на осях х и у, а максимальные ее значения достига-
ются на границе при х = ± а/^2 и соответственно при у —
= ±bl-\j2; они рарны

, , , б 2 - а 2

Wmax =±МТ

Элементарное решение для кругового сечения получается при
а = Ь. Как видно, в этом случае не возникает никакой депла-
нации.

7.4.5.2. Приближенное решение для узкого прямоугольника.
Решение для прямоугольника с произвольным отношением сто-

рон (рис. 7.11) в замкнутой форме не-
у | возможно (см. п. 7.4.5.4). Для очень уз-

кого прямоугольника с 6 < а удается
получить очень полезное приближение
при допущении %гх <С тгу. Граничное
условие г|эя = 0 удовлетворяется, если
для функции кручения Прандтля при-
нять ф = —х2 + Ь2. Эта формула удов-

х летворяет также гармоническому урав-
нению Пуассона (7.53). Тогда касатель-
ные напряжения получаются равными
xzx = 0, tzy=^2Gbx, далее крутящий мо-
мент равен Мт = (16/3)ФаЬ3 *\ а депла-
нация выражается в виде

Мт
Рис. 7.11. Прямоуголь-
ное поперечное сечение.

7.4.5.3. Поперечное сечение в виде равностороннего треуголь-
ника. Граничное условие (рис. 7.12(а)) имеет вид

(х — а) [(х + 2а)2 - Зг/2] = 0.

Если положить гармоническую функцию %{х,у), которая на
границе принимает значение %R= ' A ^ + f/2)» равной

, . _ 2а2 х3 — Зху2

Х(Х, у)— 3 ба '

то для функции кручения Прандтля имеем

, . , _ * , * ' + У2 — <* ~ а> К* + 2 а > 3 ~ 3У21
Ч — X 2 ~~

чем и достигается решение задачи.

6а

*> Приведенное здесь выражение для крутящего момента верно, однако
касательные напряжения туг и т*г дают в него для длинного прямоугольника
одинаковый вклад. Касательные напряжения т« действительно малы, но пле-
чо их велико. Поэтому полагать тг* равным нулю нельзя. — Прим. ред.
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Касательные напряжения равны
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В вершинах, а также в центре тяжести треугольника касатель-
ные напряжения равны нулю, максимальное касательное на-
пряжение получается на границе в серединах сторон треуголь-

Рис. 7.12. Равностороннее треугольное поперечное сечение (а), линии уров-
ня депланации (Ь).

ника Tmax = 3/2G'&a. Д л я крутящего момента получаем выра-
жение

Мт = (9 У 3/5) вЫ,
а депланация

® (*. У)=-шЪ- № - У3)=4г № - У3)-

Линии уровня изображены на рис. 7.12(Ь). На центральных
осях треугольника депланация равна нулю.

7.4.5.4. Прямоугольное поперечное сечение. Решение задачи
кручения для прямоугольного сечения удается получить только
в виде ряда Фурье. При этом можно отыскивать в виде ряда
или решение гармонического уравнения Лапласа для функции
депланации ф, или решение уравнения Пуассона для г|з. Пусть
прямоугольная область задана при —Ь < х < Ъ, —а < у < а
(см. рис. 7.11). Вследствие симметрии функция кручения Пранд-
тля должна быть четной относительно хну. Для дифференци-
ального уравнения Л-ф = 0 с граничным условием T|JS = 0 функ-
ция (Ь2 — х2) как частное решение для узкого прямоугольника
при Ь < а уже рассматривалась. Естественно поэтому ввести
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функцию кручения по формуле

У), (7.64)

где Т(х,у) означает четную относительно х и у функцию, кото-
рая должна удовлетворять дифференциальному уравнению

АТ(х, у) = 0 (7.65)

и граничным условиям

Т = 0 для x = ±b, T = x2 — b2 для у = ±а. (7.66)

Представляя Т(х,у) в виде произведения

T(x,y) = f(x)g(y), (7.67)
получим

* » • - & « + ' • £ - < • .

или после разделения переменных
d2f I d2g 1
d*2 f ~ dy2 g '

Полагая обе части этого выражения равными постоянной —Я2,
найдем для каждого из обыкновенных дифференциальных урав-
нений для f(x) и g(y) решения

f (х) = a cos Хх + р sin Ял:, g (у) = Y ch Ky -+- б sh Яг/.

Таким образом, для четной относительно х и у функции Т(х,у)
получается

Г (х, у) = А cos Я* ch Ky. (7.68)

Первое граничное условие (7.66) удовлетворяется при
cos Kb = 0, т. е. при Я = rat/26, где п = 1, 3, 5, . . . . Вместо ре-
шения (7.68) теперь применим общее выражение

Т (х, у) = £ Л„ cos я-g- ch n 4JJ- (7.69)

в виде бесконечного ряда. Каждый член этого ряда удовлетво-
ряет первому граничному условию (7.66). Формула (7.69)
удовлетворяет гармоническому уравнению Лапласа в рассмат-
риваемой области, поскольку ряд сходящийся и почленно диф-
ференцируемый. Эти предположения хорошо известны.

Для выполнения второго граничного условия должно быть
справедливо равенство

cos ^ c h ^ i = *'-&*. (7.70)
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Речь идет о разложении в ряд Фурье по х с периодом 46. Ко-
эффициенты Фурье определяются известным образом из выра-
жения

£ j\chJ^C0SJ«gLc0S™gldjc = \{x*-b*)cosZg-dx.
п - Ь - Ь

В левой части отличен от нуля только член, соответствующий
т = п, поэтому

ь ь
пла 26 f ., плх j (плх \ f , <, , 9ч плх

cos^-;rr-<
26 Г

ь-ь -ь

причем интеграл в левой части равен пп/2. Таким образом,

ь ь
я | пла 1 Г / о * ч\ плх , 2 Г / о 1 о\ плхЛ с Н ) ( x 2 b ' ) c o s d x \ ( x 2 b 2 ) c o s) \

-ь о
(7.71)

и окончательно получим *>

Ч9Л*
' "•— I, о, о, . . .л " ~" л3п3 ch (яяа/26)

Функция кручения Прандтля (7.65) становится равной

326' V^ (_l)<«+')/2 c o s

n

плх
26

c h -

•ch

гпа
IF

плу
26

n= 1, 3, 5
Этот ряд можно записать также в виде

I) 3

• - • • • г ттш ^ ^ ^ ^ • •

2 6

m = 0, 1, 2, 3, . . .

При а/6-»-оо из (7.72) опять следует указанное выше прибли-
женное решение для узкого прямоугольника.

•> s ! n 4 p = (-l)C-1>/2=--(-i)<"+i>/2 д Л Я п=-1, 3, б
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Касательные напряжения равны (при п = 1 , 3, 5, ...)

ппх . ппу

ду - я* nna

_:„ ППХ „t, ППУ

Максимальное касательное напряжение %гу при у = 0, л; =
составляет

Распределение касательных напряжений схематично показано
на рис. 7.13.

Рис. 7.13. Касательные напря-
жения в скручиваемом прямо-
угольном поперечном сечении.

Рис. 7.14. Линии уровня депланации
при кручении квадратного поперечного

сечения.

Согласно (7.57), для крутящего момента получается выра-
жение

а Ь Г ППХ , ППу - |

( I V2 qo T"^ / i\(fi + l )/2 c o s "оГ C f l "oh" I

11 --£г+И У ^ h^r- \dxdy>
ch -^т- J

n = " l , 3, 5, . . . .

- а -6 L п
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или
и 1 /-л/о vrnmTi 1926 V 1 iu пла ~\

Mr=TG#(2a)(26)3| I --j-^-arHi-^-J-

При a >> Ь справедлива приближенная формула

Мт = -1 GO (2a) (26)3 (1 - 0,63 А ) •

Вычисление депланации из (7.39) с учетом (7.37) приводит
к выражению

[
, ППу . ППХ

26

При численных расчетах интересующих нас величин во многих
случаях достаточно учета только первых членов соответствую-
щих рядов.

В заключение укажем формулы для касательных напряже-
ний, крутящего момента и депланации в случае квадратного
поперечного сечения со сторонами 2а (л = 1,3, 5, ...)

ппх и ппу
16а V"1 (—\)(п+1У2 c o s

т,* = GO -—г
. пп

т = G o [ 2 x + - ^

L
rmax = 2GOa (1 - 4 r £ -zr-ahtf) ~ l

Afr = i-G* (2а)* А - - ^ - У 4rth-^-'

[
. nnx . nny

4[x ^

Графическое изображение депланации с помощью линий
уровня дано на рис. 7.14. Депланация равна нулю на осях
симметрии.
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§ 7.5. Формулировка задачи кручения
с помощью функций комплексной переменной

Функция депланации ф(х,у), а также функция %(х,у), свя-
занная с функцией кручения Прандтля ty{x, у), являются гар-
моническими функциями. Поэтому они могут быть представ-
лены в виде вещественной и мнимой частей так называемой
аналитической функции комплексной переменной. Такая фор-
мулировка задачи кручения оказывается весьма целесообраз-
ной, так как для решения задачи тогда можно привлечь общие
теоремы теории аналитических функций *'.

7.5.1. Комплексная переменная
и аналитические функции

Прежде всего следует кратко напомнить основные понятия.
Комплексным числом**"1, представимым на числовой плоскости
(рис. 7.15), называют число

Z = х + iy = r (cos ф -f / sin ф) = ге'ч>,

где / = V — 1 — мнимая единица. Вещественная часть ком-
плексного числа Z равна х, мнимая часть у; их записывают

в виде х = Re{Z}, у = Im{Z}. Модуль
у | комплексного числа равен \Z\ = r =

Z=x+iy=re'iP Комплексным числом, сопряжен-
ным с Z (обозначаемым чертой свер-
ху) , называют число Z = х — iy =
= ге~"Р, т. е. знак перед i меняется на
противоположный.

Справедливы соотношения

Рис. 7.15. Комплексная пло- Z — Z = i2lm (Z) = 2iy, (7.73)
скость. _

ZZ = x2 + y2 = r2.
Две непрерывные функции ф{х,у) и %(х,у) независимых

переменных х и у можно представить в виде комплекснознач-

*' Методы теории аналитических функций являются очень ценными и
приводят к многочисленным решениям двумерных (плоских) задач теории
упругости (см. § 6.2 и 8.4). [См. монографию Колосова Г. В. Применение
комплексной переменной к теории упругости. — Л. — М.: ОНТИ, 1935 и мо-
нографию [АЗО]. — Прим. ред.]

**» Чтобы не смешивать с обозначением оси г, комплексную перемен-
ную здесь временно обозначают прописной буквой Z.
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ной функции ф(х, у)-\- i%(x, у), которую, согласно выражениям

можно понимать как функцию комплексных переменных Z и Z.
Чтобы образованная подобным образом комплексная функция
была функцией только от Z (и, следовательно, не зависела от
Z), т. е.

4 ) ( f( (7.74)

функции ф{х,у) и %(х,у) должны удовлетворять определенным
условиям. Комплексная функция f(Z) должна быть однознач-
ной и иметь однозначную производную

df у f(Z + bZ)-f{Z)
-г=- = ИГЛ • j-= .

Это означает, что определенная таким образом производная
не зависит от направления, по которому точка Z стремится
к точке Z + 6Z. Условиями этого, как известно, являются уже
упоминавшиеся ранее условия Коши — Римана

дФ д% дФ д%
дх ду ' ду дх

Из них непосредственно следуют уравнения

Аф(х,у) = 0,

которые означают, что ф и % потенциальные (или гармониче-
ские) функции.

Комплексную функцию (7.74), удовлетворяющую условиям
Коши — Римана, называют аналитической, или регулярной,
функцией. Эти функции играют очень важную роль в прило-
жениях.

Комплексная функция, сопряженная с аналитической функ-
цией f(Z), обозначается через J(Z). Она появляется, если знак
перед i заменить на противоположный. Аналогично (7.73), спра-
ведливы соотношения

Z ) + f ( Z ) = 2Re{/(Z)}

Очень важными также являются следующие правила вычис-
лений:

д _ _д_ , _д_ _д_ _ . fj)_ д_\
дх dZ dZ ' ду ~ \ d Z дТ')'

и л и _2. e i
dZ 2 ду J dZ 2 V дх ^ ду
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Применение их к функции (7.74) дает (штрих означает произ-
водную по аргументу функции)

или с учетом условий Коши — Римана

r{Z) = ±L + i±L = ^l—i*L. (7.76)
' v ' дх ' дх ду ду v '

7.5.2. Основные уравнения кручения
в комплексной форме

Введенную выше аналитическую функцию f(Z) = </> + /% при
рассмотрении задачи кручения называют иногда комплексным
потенциалом. Ее вещественной и соответственно мнимой частя-
ми являются функция депланации ф, применяемая в п. 7.4.2,
и сопряженная ей функция %.

Комплексное перемещение равно

и + iv = — ftyz + iftxz = ibzZ.

Комплексным напряжением называют комбинацию напряже-
ний Хгх + iizy. Из выражений (7.39), условий Коши — Римана,
а также правил вычислений (7.76) следует

rzx + hzy = GQ[f'(Z) + iZ]. (7.77)

Крутящий момент при этом равен

Мт = Gd Re U \ [Zf (Z) - iZZ] dA \

или после преобразования по теореме Стокса выражается че-
рез контурный интеграл

Мт = 1 Gd Re И ZZ [2f (Z) - iZ] dZ \. (7.78)
\R )

Таким образом, решение задачи кручения сводится к опреде-
лению комплексного потенциала f(Z). Для этого существуют
различные методы.

Граничное условие для функции %, сопряженной с функцией
депланации ф, будет иметь вид (см. п. 7.4.4)

Хя — V2 (х2 + У2) + const.

Комплексный потенциал f(Z) необходимо определить таким
образом, чтобы удовлетворялось граничное условие
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С учетом того что ZZ = х2-f-г/2, а также второго соотношения
(7.75) получаем

окончательно граничное условие в комплексной форме запи-
шется так:

f(Z)-f(Z) = iZZ + const на ZR. (7.79)

В такой форме граничное условие используется при решении
многочисленных задач кручения.

Соотношение между Z и Z составляют для точек контура
поперечного сечения, т. е. уравнение у = у(х) контура выра-
жают через комплексные величины. Его можно привести к виду

(ZZ)R = h{Z)+~h(Z), (7.80)

причем h(Z) есть функция, аналитическая внутри контура по-
перечного сечения. Тогда комплексный потенциал означает, что
решение задачи кручения может быть установлено в виде

/ (Z) = ih (Z) + const. (7.81)

Доказательство этого утверждения получается непосредствен-
но, если учесть, что выражение (7.81) удовлетворяет гранич-
ному условию (7.79).

7.5.3. Примеры определения комплексного потенциала

Для эллиптического поперечного сечения (см. п. 7.4.5.1) пре-
образование уравнения контура

в комплексную форму дает

и для комплексного потенциала, согласно (7.81), вытекает вы-
ражение (несущественные для определения напряжений кон-
станты опущены)

1 1 1 Z ' ° \ Ж [

Напряжения вычисляются согласно (7.77), а депланация нахо-
дится из уравнения >̂ = Re{f(Z)}. В итоге получаются уже при-
веденные выше результаты.
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Для равностороннего треугольника (рис. 7.12) с уравнением
контура (х— а) [(х + 2а) 2 — Зу2] = 0 имеем

ZZ--=%a2 — (Z3 + Z3)/6a.

Поэтому комплексный потенциал f(Z) = —iZ3/€>a, и вновь при-
ходим к полученным ранее результатам.

Следует заметить, что уравнение контура квадрата со сто-
роной 2а

(х2 - а2) (у2 - а2) = 0

в комплексной форме имеет вид

ZZ = — -j^r (Z2 - Z2)2 + a2.

Оно не приводится к виду, требуемому согласно (7.80), и по-
этому решение рассмотренным способом невозможно. Напро-
тив, для кругового вала с продольной выточкой можно указать
решение**. Форма поперечного сечения показана на рис. 7.16.
Контур получается пересечением двух кругов с радиусами
а и Ь, начало координат которых расположено в центре малого
круга. Тогда уравнение контура имеет вид

[(х - а)2 + у2 - а2] (х2 + у2 — Ь2) = (х2 + у2 — Чах) (х2 + у2- Ь2) = 0 .

В комплексной форме уравнение контура принимает вид

и для комплексного потенциала следует f(Z)=iaZ — iab2/Z.
Выражение 1/Z допустимо и не содержит никакой особенности,
так как точка Z = 0 лежит вне рассматриваемого поперечного
сечения.

Вычисление напряжений дает

аЬг(х2 — у2) + х-а\,

а для крутящего момента получим

Afr = Gi

*' Впервые решение этой задачи другим способом было дано Вебером
[55].
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Вычисления целесообразно производить в полярных координа-
тах г и ф, указанных на рис. 7.16. Тогда Мт = 2GfrDa4, причем

D = JL (sin 4a + 8 sin 2a + 12a) — у (-£-)2 (sin 2a + 2a) +

4 ( b \ 3

где 6/a = 2 cos a.
Максимальное напряжение получается при х = b, у = 0 в

основании выточки

Ттах = - GO (2a - 6) = - - ^ (2а - Ъ).

Следовательно, по сравнению с полным круговым поперечным

Рис. 7.16. Круговой стержень с про-
дольной выточкой при кручении.

Рис. 7.17. Распределение каса-
тельных напряжений в попереч-
ном сечении кругового стержня

с продольной выточкой.

сечением с максимальным напряжением на контуре то =
= 2Мт/па3 в рассматриваемом случае возникает концентрация
напряжений

Ттах _ Я (2а — Ь)
То 4Da

которая в пределе для & < а дает коэффициент концентрации
напряжений ттах/тлг = 2 (т0 = тлг — так называемое номиналь-
ное напряжение, к которому отнесен коэффициент концентра-
ции напряжений).

Распределение касательных напряжений по диаметру схе-
матично показано на рис. 7.17. Как видно, возмущение в рас-
пределении напряжений, которое возникает из-за выточки,
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ограничивается узкой областью. Это одинаково справедливо
для всех задач о выточках.

Заметим, что решения другим способом получены и для иных
форм поперечного сечения с выточками. Возможны также ана-
литические решения для сечений с множеством выточек. В за-
ключение следует отметить, что дальнейшие возможности ре-
шения задачи кручения могут быть связаны с применением
конформного отображения. Об этом можно прочитать в [А16],
в книге данный вопрос обсуждаться не будет.

§ 7.6. Поперечный изгиб

Проблема изгиба стержня, нагруженного на одном конце
поперечной силой, сложнее, чем задача о чистом изгибе, по-
скольку теперь наряду с изгибом может иметь место также
кручение стержня. При этом в поперечном сечении изгибаемого
стержня возникают кроме нормальных еще и касательные на-
пряжения.

7.6.1. Общая постановка задачи изгиба и определение
распределения касательных напряжений

Рассмотрим стержень длиной /, изображенный на рис. 7.18 (а),
одно концевое поперечное сечение которого жестко защемлено,

(а) У*

Рис. 7.18. Стержень, нагруженный поперечной силой (а); поперечное сече-
ние (Ь).

а напряжения, действующие в другом концевом поперечном
сечении, эквивалентны силе Qx (поперечной силе), перпендику-
лярной продольной оси стержня. Будем предполагать, что по-
перечное сечение стержня, согласно рис. 7.18 (Ь), симметрично
относительно оси у, а в остальном имеет произвольную фор-
му*'. Равнодействующая поперечная сила Qx действует парал-

*> Следует напомнить при этом, что ось симметрии поперечного сече-
ния с одной плоскостью симметрии и перпендикулярная к ней ось являются
всегда главными осями, проходящими через центр тяжести.
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лельно оси х, ее точное положение пока неизвестно. Направле-
ние оси х выбрано таким образом, что прогиб в направлении
оси х положителен. Плоскость х, z является главной, и в ней
происходит прямой одноосный изгиб.

В соответствии с принятым подходом при полуобратном
методе вводятся допущения о напряжениях, действующих в по-
перечных сечениях, которые должны находиться в согласии с
уравнениями равновесия, условиями совместности и граничными
условиями.

Равнодействующая поперечная сила Qx приводит к моменту,
вызывающему поворот каждого поперечного сечения стержня
относительно оси у (изгибающему моменту)

My = Qx(l — z). (7.82)

Аналогично предыдущему рассмотрению чистого изгиба
(§ 7.3) можно принять, что нормальные напряжения** рас-
пределены вдоль оси z по формуле

Ми Q , (I — z)

х, (7.83)
Jyy lyy

причем знак минус указывает на то, что растягивающие напря-
жения получаются при отрицательных значениях х. С помощью
формулы (7.83) задача поперечного изгиба может быть пол-
ностью решена, причем отличие от случая чистого изгиба свя-
зано только с появлением в поперечном сечении касательных
напряжений тгх и хгу.

Из общих предположений (см. § 7.5) ахх = ауу = тху = О
прежде всего вытекает, что уравнения равновесия имеют вид

dz ' dz '

откуда следует, что касательные напряжения одинаковы во всех
поперечных сечениях стержня. Последнее уравнение равновесия
с учетом (7.83) приводится к виду

д т , , «Эх,,, Qrx „
z x • г и • х = 0 . и Я4\

дх ' ду ' /,УУ

*' В общем случае, когда оси х и у не являются главными осями
поперечного сечения, для распределения напряжений справедливо выражение

Jxxx

I I — р

хх уу J ху

которое, впрочем, лишь несущественно усложняет вычисления.
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Из условий совместности, которые могут быть приняты в
форме уравнений Бельтрами (3.22), получаем при s = azz

Далее следует учесть граничное условие (боковая поверх-
ность цилиндрического стержня свободна от напряжений)

хгх cos (га, х) -+- xzy cos (п, у) = 0. (7.86)

Если все эти условия могут быть удовлетворены, принятые
выше допущения приводят к точному решению задачи изгиба.

Прежде всего (7.84) можно записать в следующей форме*':

• £ - « . (7.87)

Уравнение равновесия (7.87) удовлетворяется введением функ-
ции напряжений при изгибе В(х, у) по формуле

т 1Ё.-^Х т _ i _ (788)
%г*— ду 21УУ

Х' Т г » ~ дх • {'-ОО)

Свойства функции напряжений В(х,у) устанавливаются из
уравнений Бельтрами (7.85). Из них следует

и после интегрирования получаем

АВ = ( 1 Ч ^ * 7 у + С. (7.89)

Произвольная постоянная интегрирования С остается неопре-
деленной до тех пор, пока не будет установлена линия дей-
ствия Qx**) в концевом поперечном сечении. Но константу С
можно найти из физических соображений. Если исходить из
компоненты z вектора угловой скорости (см. п. 1.3.5)

1 / dv ди

то для его изменения в направлении оси z прежде всего полу-
чается выражение

\ ( d2v д2и
дг ~~ 2 I дх дг ду дг ) '

*' Следуя С. П. Тимошенко, к выражению в скобках (7.87) можно
добавить еще произвольную функцию f(y). Таким образом, для определен-
ных форм поперечного сечения получается упрощение решения (см. п. 7.6.4).

**> Каждому положению линии действия Qx соответствует определенное
значение С. Оно устанавливается из того условия, что должен иметь место
только изгиб стержня без кручения.
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Это равенство можно записать также в виде
дтг 1 д / dv dw \ I д / ди dw \ dezy dezx

dz Т ~дх~ \~dz~ dy ) Т ду V 5z "•" Зх / дх д# '

и из него с помощью закона Гука получаем

dwz ^ 1 / дхгу дхгх \

dz 2G \ дх ду )

Тогда, используя выражение для напряжений согласно (7.88),
получим dwz/dz = — {l/2G)AB и с учетом (7.89)

£
d z ~~ ( l + v ) J yy

Видно, что dwz/dz означает местный поворот точек поперечного
сечения и что константа С может быть приравнена повороту
относительно центра тяжести поперечного сечения. Она соот-
ветствует вращению поперечного сечения как твердого тела *>
(аналогично углу закручивания Ф при кручении). В результате
(7.89) записывается в виде

Как легко убедиться, теперь функция напряжений при изгибе

В (х, у) = f (х, у) + 6(ll%Jyy У3 - у GO (х2 + у2) (7.92)

с вновь введенной гармонической функцией f(x,y) является
частным решением дифференциального уравнения (7.91).

Для последующего рассмотрения целесообразно ввести со-
пряженную с f(x,y) гармоническую функцию g(x,y), используя
условия Коши — Римана

дх ду ' ду дх

Выражения (7.88) для касательных напряжений принимают то-
гда вид

,„
(7-93)

Отсюда для касательных напряжений следуют формулы, кото-
рые уже встречались при кручении призматического стержня

*> Можно показать, что среднее значение ди>г/дг в поперечном сечении
1 Г дхаг

р а в Н 0 -А )
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(ср. с соотношениями (7.39) в п. 7.4.2). Если использовать вве-
денную там функцию депланации ф(х,у), то гармоническую
функцию g(x, у) можно представить в виде

g (х, у)=- СЪф(х, у) - 2{l+
x

v)Jyy Фх (x, У), (7.94)

где гармоническая функция ф\ (х, у) называется функцией из-
гиба. Окончательно для касательных напряжений получается
представление в виде

= О* ( £ ) ? " ¥ду ^ ) ^ 2(i+\)Jyy ду

Чтобы описать изгиб, свободный от кручения, угол закручи-
вания Ф нужно определить таким образом, чтобы появлялся
только изгиб.

Видно, что задача изгиба (характеризуемая гармонической
функцией изгиба <j>{) связана с задачей кручения (характери-
зуемой гармонической функцией депланации ф). Общее реше-
ние задачи поперечного изгиба состоит, таким образом, в опре-
делении двух гармонических функций ф и ф\.

Кроме того, для них следует рассмотреть еще граничные
условия. Граничное условие (7.86), которое должно быть удов-
летворено, запишется с учетом (7.94) в виде

c o s ("' *) + ~W c o s ("' у) ~ у c o s (п> х) + х c o s (">

- [ ( 1 + V ) A ; 2 - VI/2]cos(n, x)\ = 0 .

Здесь можно ввести уже применявшуюся выше [см. (7.43)]
нормальную производную и получить

-$%- —\У c o s ( « . х) — х cos (n, у)]

+ а ( 1 +;>/,, {-ж- - к 1 + ^ х 2 - ^ c o s

Первая часть этого выражения соответствует граничному усло-
вию на функцию депланации при кручении [см. (7.44)], в то
время как граничное условие, которому удовлетворяет функция
изгиба, имеет вид

^ ( n , x))R. (7.97)
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Таким образом, общая задача поперечного изгиба сводится
к математической краевой задаче Неймана теории гармониче-
ских функций (ср. с п. 7.4.2), согласно которой требуется найти
гармоническую функцию в некоторой области по заданной на
границе области нормальной производной от этой функции.

Прежде всего для равнодействующей касательных напряже-
ний в каждом поперечном сечении [если использовать условие
равновесия (7.84)] имеем

Подынтегральную функцию можно записать в виде

(хг) + (хх) + /1
'УУ

и тогда поверхностный интеграл с помощью теоремы Гаусса
(для двумерного случая) можно преобразовать в контурный ин-
теграл. Следовательно,

\\ *« d A =

= \х [тг< cos (п, х) + тг„ cos (п, у)] ds + -р*- \ x2dA.
J ' " Jyy J

Первый интеграл обращается в нуль вследствие граничного
условия (7.86) и тогда

\tzxdA=^Qx, аналогично
А

Далее легко видеть, что

Мх = \ оггу d A = 0 , Му = - \ a z z x d A = Qx { I - z).

7.6.2. Центр сдвига

Как уже упоминалось, в общем случае изгиб стержня, на-
груженного поперечной силой, сопровождается кручением. Это
зависит от формы поперечного сечения, а также от положения
линии действия равнодействующей поперечной силы Qx. При
этом весьма целесообразно введение так называемого центра
сдвига (или центра изгиба). Эта точка связана с понятием сво-
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бодного от кручения изгиба *\ которое может быть определено
различным образом.

Прежде всего следует иметь в виду, что при изгибе стерж-
ня с поперечным сечением, имеющим две оси симметрии, круче-
ние не возникает, если линия действия равнодействующей по-
перечной силы Qx проходит через центр тяжести (рис. 7.19(а)).

(о)
х'

(Ь)

Рис. 7.19. Поперечное сечение с двумя осями симметрии при поперечном
изгибе: (а) без кручения, (Ь) с кручением.

Тогда •& = 0 и момент касательных напряжений относительно
оси z обращается в нуль

м г =
= 0.

Касательные напряжения, согласно (7.95), принимают вид

_ 2 _ v (X2 _

(7.98)

**» 2(l+v)Jyy д у •
Тогда постоянная интегрирования С в (7.89) с самого начала
равна нулю.

Во всех остальных случаях наряду с изгибом появляется
дополнительно кручение стержня. К ним относится, например,
случай, когда в поперечном сечении стержня, имеющем две
оси симметрии, линия действия Qx не проходит через центр
тяжести поперечного сечения (см. рис. 7.19 (Ь)). На рисунке
показано, что общая задача изгиба может быть представлена
наложением двух задач: о прямом изгибе (нагружение попереч-
ной силой, проходящей через центр тяжести) и о кручении. То
же самое происходит, если линия действия силы Qx, хотя и про-
ходит через центр тяжести поперечного сечения, симметричного
относительно одной оси у, но при этом ось х не является осью
симметрии (рис. 7.20(а)). Касательные напряжения определя-
ются при этом общими соотношениями (7.95).

*' Впрочем, изгиб без кручения и понятие центра сдвига Сен-Венаном не
рассматривались.
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Чтобы имел место изгиб, не сопровождающийся кручением,
не должно быть закручивания относительно оси z и равнодей-
ствующий момент касательных напряжений должен обращаться
в нуль. Для этого следует подходящим образом выбирать кон-
станту •& в (7.95). Это означает, что линия действия поперечной
силы Qx должна проходить на определенном расстоянии е от
центра тяжести, таком, чтобы уравновешивался имеющийся
крутящий момент. Из этого условия определяется положение
центра сдвига, который в рассматриваемом случае лежит на
оси у. Следовательно, в общем случае при решении задачи из-
гиба поперечная сила заменяется равной ей силой, приложен-
ной в центре сдвига, и крутящим моментом (см. рис. 7.20 (Ь)).

4 -

Рис. 7.20. Поперечное сечение с одной осью симметрии при поперечном из-
гибе: (а) с кручением, (Ь) без кручения.

Оба вышеприведенных примера показывают, что общая за-
дача поперечного изгиба может быть представлена в виде сум-
мы двух более простых задач.

Задача о чистом изгибе. Относительный угол закручива-
ния О принимается равным нулю Ф = 0. Линия действия рав-
нодействующей поперечной силы Qx определяется из условия

— ггху) dA = — Qxe (7.99)

и проходит через центр сдвига. Касательные напряжения нахо-
дятся из (7.98).

Задача о чистом кручении. Относительный угол закручива-
ния д определяется из соотношения *>

(izux - %ху) dA = Qxe. (7.100)

Касательные напряжения находятся из выражений

*' Для ясности напряжения в рассматриваемой задаче, обусловленные
кручением, обозначаются через хгх и хгу.
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Для примера, показанного на рис. 7.20, расстояние е от цен-
тра изгиба до оси х получается равным

е = — — ——
А

Для поперечного сечения, имеющего одну ось симметрии,
центр сдвига всегда лежит на оси симметрии; для поперечного
сечения с двумя осями симметрии он совпадает с центром тя-
жести. Для поперечных сечений несимметричной формы суще-
ствует точка, являющаяся центром сдвига, которая не обяза-
тельно должна лежать на одной из главных осей поперечного
сечения. Возможны также случаи, когда центр сдвига лежит
вне области поперечного сечения.

Альтернативное определение свободного от кручения изгиба основано
на энергетических соображениях [53] и приводит к различным выражениям
для положения центра сдвига. В некоторых случаях играют роль упругие
постоянные, в других нет. Однозначно определить положение центра сдвига
удается, если принимаются во внимание граничные условия в защемленном
поперечном сечении стержня. Это, однако, завело бы нас слишком далеко;
детально этот вопрос изложен в [54].

В заключение следует заметить, что положение центра сдвига играет
особо важную роль в приложениях, если речь идет о стержнях с попереч-
ным сечением в виде тонкостенного открытого профиля. При этом важно
правильное расположение плоскости нагружения, чтобы не могли появляться
деформации, связанные с потерей устойчивости.

7.6.3. Деформации при поперечном изгибе

Напряжениям при поперечном изгибе, определяемым соглас-
но (7.83) и (7.95), соответствуют по закону Гука следующие
деформации:

ди _ dv _ vQx (I — z) dw Qx (I — z)
B x x ~ дх —ЪУУ— dy ~ EJyy X' Ъгг~~ dz ~ EJyy X'

(7.101)

v — dv I dw — ft ( дф I Л I Qx дф<

У*У — dz + dy — * Kdy + X ) + EJyy dy •

Интегрированием этих уравнений, как и при чистом изгибе,
можно определить перемещения. Они получаются равными

(7.102)
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где ф и соответственно ф\— функции депланации и изгиба. Об-
щие выражения для перемещений содержат еще постоянные
и линейно зависящие от координат члены, которые характери-
зуют перемещения стержня как твердого тела. Они исключа-
ются подходящим выбором опорного сечения z = 0.

Из соотношений (7.101), во-первых, видно, что вследствие
равенства егг = 0 при х = 0 нейтральный слой соответствует
плоскости х, у, во-вторых, из (7.102) следует, что ось стержня
(т. е. линия, которая связывает центры тяжести поперечных
сечений) после деформации остается в плоскости х, z. Точки
х = у = 0 на оси стержня переходят после деформации в точки
х* = х -+- и, у* = у -f v, z* = z-\-w,

- т ) 4 - ** = 0 ' *'=*•

Уравнение изогнутой оси стержня, т. е. уравнение упругой
линии, имеет вид

Отсюда для кривизны упругой линии получаем выражение

" х Qx п _\ У
dz" El yy Е1и

Оно вновь согласуется с уравнением упругой линии, следую
щим из гипотезы Бернулли — Эйлера. Напротив, гипотеза Бер
нулли, согласно которой при чи-
стом изгибе поперечное сечение
остается плоским, при попереч-
ном изгибе не подтверждается.
Поперечное сечение изгибаемого
стержня не остается ни плоским,
ни перпендикулярным оси стерж-
ня 12). Из (7.102) находим для по-
перечного сечения z = c

z* = с -f w = с + дф +

- i - * » • - ( ' « - 4 ) 4

Рис. 7.21. Искривление попереч-
ного сечения при поперечном из-

гибе.

и видно, что даже при О = 0 появляется депланация попереч-
ного сечения. Вертикально действующие касательные напряже-
ния Ггх для х = у = 0 выражаются в виде

/ ч _ Qx ( дФ1 \
к гх>° 2(1 +\)1уУ \ дх )о
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и соответственно изменение первоначально прямого угла
(рис. 7.21)

В общем случае депланацию поперечного сечения можно
представить в виде

и) = ЪФ ~- (t — 4~) xz + \пх +

где первый член соответствует кручению, второй обусловлен
наклоном упругой линии к оси z, третий соответствует депла-
нации поперечного сечения согласно (7.104), а четвертый свя-
зан с неравномерным распределением касательных напряжений.

7.6.4. Примеры

В данном разделе будет рассмотрено несколько элемен-
тарных примеров поперечного изгиба для сечений различной
формы, которые были решены еще Сен-Венаном [55]. При этом
будет применяться указанный С. П. Тимошенко [56] метод
построения решения, непосредственно использующий граничное
условие на функцию напряжений при изгибе В(х,у) и приво-
дящий к упрощению решения для определенных форм попереч-
ного сечения.

7.6.4.1. Круговое поперечное сечение. Выражение (7.87) с
помощью произвольной функции f(y) можно записать в иной
форме

и для случая поперечного сечения с двумя осями симметрии
(С = 0) (7.89) принимает вид

Afl=*Qf, У-4-. (7.106)
(\ + v)Juy

i> dy
Согласно граничному условию (7.86), требуется, чтобы выпол-
нялось равенство

дВ dx дВ dy dB _ г Qxx* , , л dy
дх ds " r dy ds ds L 2Jyy ' ^ ' J ds '

Отсюда можно вычислить значение функции напряжений при
изгибе В на контуре, если подходящим образом выбрать функ-
цию f(y). Если линию контура поперечного сечения принять
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в форме f(y) = QxX2/(2Jyy), то граничное условие будет иметь
вид

В(х, у) = 0. (7.107)

В частности, для кругового поперечного сечения с уравнением
контура х2 -f- у2 = а2 принимают

2Jyy ЫУУ

Тогда (7.106) приводится к виду

А Д — ' + 2 v 4
l + v / „ •

Легко видеть, что это дифференциальное уравнение и гранич-
ное условие (7.107) удовлетворяются, если

Отсюда при помощи модифицированных соотношений (7.88)
для касательных напряжений имеем

_ д В Qxx* f ( ) _ д В
f ( ) _ _

и с учетом Jyg = jta4/4

l
(l+2\)Qx

ТгУ~ (l+v)«a4 Xy-

На горизонтальном диаметре х = 0 (нейтральный слой) каса-
тельные напряжения получаются равными

l - 2 v
2(г )

(rzxh-й — 2 (1 + v) яо4 1° 3 + 2v ^
Максимальное касательное напряжение *>

появляется в центре тяжести кругового поперечного сечения,
в то время как касательные напряжения на границе будут
равны

и \ — ' + 2 v Qx

*> Для v = 0,3 следует ттах = 1,38 <3*/(яа2), в то время как элемен-
тарная теория, основанная на предположении о постоянстве касательных
напряжений вдоль горизонтального диаметра, дает т = 1,33 Qx/(na2).
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Функция изгиба, применяемая при общей постановке, для
кругового поперечного сечения имеет вид

. 3 + 2v 9 . 1 + 2v , •,

Отсюда можно вычислить депланацию поперечного сечения.

7.6.4.2. Эллиптическое поперечное сечение. Процедура ре-
шения аналогична применяемой для кругового поперечного се-
чения. Для эллиптического контура

принимают
= Qx

2Jyy

Дифференциальное уравнение для В запишется в форме

Jyy

Его решение имеет вид

Л тек-
, где й —

Для касательных напряжений (при Jyy = na3b/4) имеем
_ 2 ( 1 + у ) а ' + 62 2QX Г 2 _ 2 _ (1-2у)а 2 у 2 1

Тгк~ (l+v)(3a2 + 62) яа3Ь L 2 ( l + v ) a 2 + 6 2 J '
_ _ ( l + v ) a 2 + v62 2QX

хгу— ( 1 + V) (За2 + &2) па3Ь Ху'

Их максимальные значения в центре тяжести поперечного се-
чения равны

/_ ч ._ 2QX 2 ( l + v ) a 2 + 62

^ ) — Ьг) '

а на контуре при x = ±
,, v _ 2Qx ( l + v ) a
V*)V*zy)max — Ка2 (l + v ) ( 3 a 2 + b2) •

Функция изгиба для эллиптического поперечного сечения

А (х ,Л — 2(l + v)a2 + 62

 2 , a2 + v(a2+&2) , 3 „ *
?1 (X, У) — з а 2 + б2 а х ~1 3 (За2 + б2) (Х ~~ 6Ху >'

7.6.4.3. Прямоугольное поперечное сечение. Уравнение кон-
тура имеет вид (л:2 — а2) (у2 — Ь2) = 0.

Как видно из рис. 7.22, касательное напряжение xzx должно
быть четной функцией относительно л: и у, в то время как хгу —
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нечетная функция относительно у. Отсюда следует, что, со-
гласно выражениям

дВ Q^_^fhA __дВ_
Т*У~ дх '» У. Г. г* - . 2/УУ

функция напряжений при изгибе В(х,у) должна быть четной
относительно х и нечетной относительно у.

Граничное условие (7.107) удовлетворяется на кромках
х=±а, если f(y)^Qxa

i/2Jyy. С другой стороны, на кромках
у = +Ь всегда dy/ds = 0. Таким образом, граничное условие
В = 0 удовлетворено и дифференциаль-
ное уравнение (7.106) имеет вид

Для функции напряжений при изгибе
принимают

В(х, у) = В1(у) + В2(х, у), (7.108)

причем В2(х,у) — некоторая вновь вве-
денная гармоническая функция. Для В\
справедливы дифференциальное урав-
нение

и граничное условие В\ = 0 на у = ±Ь.
Частное решение этого уравнения имеет
вид

fli=- (У3-Ь2у).

х
Рис. 7.22. Касательные
напряжения в прямо-
угольном поперечном се-
чении при поперечном

изгибе.

Гармоническая функция В2(х,у) удовлетворяет уравнению

Д£2 = 0, (7.109)

а граничное условие (7.107) на функцию напряжений при из-
гибе требует, чтобы, согласно (7.108),

В2(х, = 0, В2(±а, у) = - (7.110)

Для решения уравнения (7.109) применяется разделение пе-
ременных B2 = f\(x)f2(y). Это прежде всего приводит (ср.
с п. 7.4.5.4) к выражению для

В2 (х, у) = (о ch kx + p sh &*) (Y COS kx + б sin kx)

и вследствие вышеуказанных свойств В2{х,у) должно быть

В2(х, y) = Ach(kx)sin(ky), (7.111)
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где А и k — константы. Из первого граничного условия (7.110)
следует

A sin kh — 0, т. е. k = nn/b ( п = 1 , 2, 3, . . . ) .

Решение (7.111) представляется затем в виде ряда Фурье

^ ^ (7.112)

Тогда второе граничное условие (7.110) дает

Z , , ппа . ппу vQx /.о ч\

„ Л „ с п — s i n - ^ = 6 ( 1 + v ) / y y(62j/-j/3).

Вычисление коэффициентов Фурье Anch(nna/b) = pn приводит
к равенству

I p. j sin JSL s i n « t dg _ _ | b _ J Гу _ Л „„
n -b -b

после интегрирования которого имеем

__ (-1)"
V

и, согласно (7.108), окончательно получаем функцию напряже-

ний при изгибе в виде

я я я 3 Z_( п3 , ппа

я = 1 , 2, 3 (7.113)

Как и в случае кручения прямоугольного поперечного сечения,
здесь ряд сходится очень быстро.

Касательные напряжения получаются равными

ZJyy

3tJ2 Л2 126' у (-1)" С ~Т~ ппу
6У Ь п* L n* chn™_ Ь

и ппх
(-1)" ~b~ . ппу

ch
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В частности, при х = 0 имеем (если, кроме того, положить
36/3)

{ r- flTty nN

1 + l + v ЗН2 п2аг
 LJ~7? , nna f"

L » Ch~^ JJ
n = l , 2, 3, . . .

Максимальное значение напряжений будет в центре тяжести:

/- ч _ 3QW , v ft» г 1 , 4 v (-0" .
4 1 + v a2 3 ^ я 2 L, я2 . яяа V

а значение на границе у = ±b равно

8ab i l -r ! + v a2

I L
4 '

1 1

v (-
L
п

12
Я 2

- 1 ) "

п

ch

— 1)'
я 2

1
яяа

Ь

ч с

nh

ппх
Ь

ппа

Аналогично при г/ = 0 получаем

В сопротивлении материалов распределение касательных на-
пряжений вычисляют приближенно (без учета условий совмест-
ности). В результате получается постоянное значение по шири-
не балки и зависимость от х в виде хгх = [3Qx/8a3b] (а2 — л:2)1 3 ).
Как видно, это выражение представляет собой первый член
вышеприведенного соотношения для хгх.

Следует заметить, что в случае Ъ <С а дополнительные чле-
ны в выражениях для напряжений практически несущественны
и, следовательно, приближенное решение элементарной теории
оказывается достаточно точным.

В заключение следует привести еще общее выражение функ-
ции изгиба ф[ для прямоугольного поперечного сечения, оно
имеет вид

4v6' у
я з

 ZJ
п

(-1)"

ch

6
яла

6

= 1,

-COS

2, 3,

ЯЯ1/

ft

Пользуясь им, можно также вычислить касательные напряже-
ния и другие характеризующие изгиб величины.
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Плоская (двумерная) задача
теории упругости

Еще большее значение для приложений имеют задачи, в ко-
торых искомые функции зависят от двух координат. При этом
различают два случая, математическое описание которых совпа-
дает: плоское деформированное состояние и плоское напряжен-
ное состояние.

Первый случай соответствует длинному призматическому
телу (с продольной осью координат г, как для одномерной за-
дачи), которое нагружается поверхностными силами, не зави-
сящими от 2 и не имеющими составляющей в направлении
оси г- В качестве примера на рис. 8.1 представлены линейно

Рз

Рис. 8.1. Плоское деформированное состояние в призматическом теле.

распределенные вдоль образующей цилиндра нагрузки рь р2

и рз- При этом упругое тело может быть или бесконечно длин-
ным или оно имеет конечную длину и его края соответствую-
щим образом закреплены. В каждом поперечном сечении тела
определяющим является тогда плоское деформированное со-
стояние.
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Во втором случае речь идет о плоском упругом теле малой
толщины (так называемой пластине), которое нагружается
только силами в своей плоско-
сти, причем нормальные на-
пряжения в направлении тол-
щины отсутствуют (рис. 8.2 с
внешними силами F\, F2 и
F3). Приложенные силы или
равномерно распределены по
толщине и, следовательно, не
зависят от z (что с хорошим
приближением всегда выпол-
няется для тонких пластин),
или распределены симметрич-
но относительно так называе-
мой срединной плоскости (во-
ображаемая поверхность, ко- Р и с 8 2 . Плоское напряженное со-
торая делит пополам толщину стояние в тонкой пластине.
пластины). Тогда может быть
введено их среднее по толщине пластины значение (см. ниже,
п. 8.1.2). В такой пластине, которая соответствующим образом
закреплена, основным является плоское напряженное состояние.

§ 8 . 1 . Основные уравнения теории упругости
для плоского деформированного состояния
и плоского напряженного состояния

Основные уравнения теории упругости для общего случая
(см. гл. 3) соответствующим образом упрощаются для плоской
задачи, причем различие между плоским деформированным со-
стоянием и плоским напряженным состоянием становится за-
метным только в физическом законе *>.

8.1.1. Плоское деформированное состояние

Для плоского деформированного состояния перемещения
(в декартовых координатах) имеют вид

и = и(х, у), v = v(x, у),
w = const или w = 0;

(8.1)

кроме того, обращаются в нуль все производные по z, т. е.
d/d = 0. При этом кинематические уравнения запишутся

*' В дальнейшем будут применяться упрощенные соотношения и только
лишь для компактности формул будет использоваться индексная форма
записи.
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в виде
д и d v л, д и 4 d v

Далее следуют равенства

ez z = Y2x = YZJ, = O. (8.3)

Остается только одно условие совместности деформаций (8.2):

ду2 + ах2 ~" дх ду '

Ненулевыми компонентами тензора напряжений являются а**,
оУу, %Ху, а также а2г. Для закона Гука получаются соотношения

Л — V (ffj,v + CTZZ)],

e w = (l/£)[ffw —vta j . + a,,)], yxy = rxy/G,

причем
»« = v(aXJt + o w ) . (8.6)

Деформации (8.5) могут быть представлены также в виде

(8.5')
гхх = (1/2G) К х - v (a x x + а„)],

оуу — \ч*-\*1 l<Jyy — V \ОХХ

Обращение формул (8.5) дает
.С г/1 \ i

—ТГ,—тт (*хх + е„„). (8.8)

Первые два уравнения (8.7) могут быть записаны также в иной
форме:

охх = 2G
хх

= 2G [е„„ + - j - ^ - (eXx + e w ) ] .

В тензорной форме записи уравнения (8.5) и соответствен-
но (8.7) при х, у = i, j примут вид

причем s = (I + v)(axx + oyy) и соответственно
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при этом е = гхх + еуу + EZZ (первый инвариант тензора дефор-
маций). Из уравнений равновесия остаются

дОхх . д%ху _ л доуу дтхи _ п /оп\
— 1 — — и, — 1 — и, yo.v)

дх ду ду дх
причем объемные силы здесь не учитываются *\

Граничные условия для напряжений [ср. с (1.17)], если на
краю цилиндра заданы напряжения рх и ру (первая граничная
задача) имеют вид

px = axxcos(n, x) + i;xycos(n, у),

Рц = тху cos (n, x)-\-oyycos(n, у), (8.10)

Если речь идет о призматическом теле длиной /, концевые се-
чения которого оперты, то для них справедливы граничные
условия w (х, у, 0) = w (х, у, I) = 0. Тогда силы, действующие в
концевых поперечных сечениях, равны

причем напряжения интегрируются по поперечному сечению
призматического тела.

Пусть, наконец, основные уравнения в перемещениях или
в напряжениях задаются соответственно в форме уравнений
Навье или Бельтрами — Мичелла. Они запишутся в виде

(
1 — 2v дх V дх ' ду

А 1 д ( ди dv \ лДо = ( 4- I = 0
1 — 2v ду V дх ^ ду )

и соответственно

1 + v

ду*

у 1 + v дх ду

г д е s = ( 1 ) ( )

*> Если имеются объемные силы, они не должны зависеть от компо-
ненты г.
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8.1.2. Плоское напряженное состояние

При плоском напряженном состоянии в плоскости х, у име-
ются компоненты тензора напряжений

<*хх = охх(х, у), ауу = ауу{х, у), хху = г(х, у), (8.11)

<*« = т „ = т а д = 0. (8.12)

Тогда компоненты перемещений и, v и w вообще не зависят
от z. При этом кинематические уравнения соответствуют урав-
нениям (8.2) для плоского деформированного состояния, усло-
вия совместности — уравнению (8.4), уравнения равновесия —
уравнениям (8.9), а краевые условия — условиям (8.10) в на-
пряжениях для первой граничной задачи.

Различие между плоским деформированным состоянием и
плоским напряженным состоянием проявляется при рассмотре-
нии деформаций, например в законе Гука. Из него следует

(8.13)

x + oyy). (8.14)

Обращение (8.13) дает
Е Е

®хх = = j .̂2 \рхх \ У&уу)> ^уу== 1 V2 \&yy I Wxx)> ^xy "Yxi/>

(8.15)
а также

Вгг = — -[Тр7 (*хх + Ву„). (8.16)

Другое представление для нормальных напряжений (8.15) за-
пишется в виде

= 2G [ехх + - j -^- {гхх + e

= 2G [вуу + -^ (ехх + гуу)].

В тензорной форме записи уравнения (8.13) и соответственно
(8.15) имеют вид

причем s = axx -f- ayy и соответственно

где _ 1 - 2 у
е — е х * ~г еуу ~т~ е г г — В



§ 8.1. Основные уравнения теории упругости 195

Как уже упоминалось, плоское напряженное состояние реа-
лизуется не точно, а лишь приближенно в очень тонких пла-
стинах. Как было показано Файлоном [57], можно рассмотреть
обобщенный случай и модифицировать приведенные выше со-
отношения. При этом предполагается, что приложенные силы
симметрично распределены относительно срединной плоскости.

Если предположить, что напряжения агг в пластине отсут-
ствуют, а хгх и xZy на наружной и внутренней поверхностях
пластины равны нулю, то для основных величин, например на-
пряжений Охх, можно ввести их средние значения по толщине
пластины

w
охх dz.

-Щ

Этот случай, следуя Ляву, называют обобщенным плоским на-
пряженным состоянием. Он имеет большое практическое зна-
чение.

В заключение следует упомянуть, что из уравнения совмест-
ности деформаций (8.4) при подстановке напряжений для пло-
ского деформированного состояния или плоского напряженного
состояния получается одно и то же соотношение, а именно *>

Ь(охх + вуу) = 0. (8.17)

Это означает, что сумма напряжений является гармонической
функцией.

8.1.3. Основные уравнения для плоского
деформированного состояния и плоского напряженного
состояния в полярных координатах

При переходе от плоской декартовой системы координат
к полярной справедливы (рис. 8.3) известные формулы преоб-
разования х = г cosq>, у = rsincp, а также формулы для произ-

*> В случае, когда имеются объемные силы, вместо (8.17) справедливы
уравнения

для плоского деформированного состояния и

dfx

для плоского напряженного состояния.
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ВОДНЫХ

д дг д \ дф д д sin ф д
'W = ~dx~~dF^"dx~~d^~C0S(('~d~r } 1ф~'

—— == -т j — I — з — з — == sin Ф ~з—1 з—•
ду ду дг ду dif дг ' г dq>

Компоненты перемещений будут иг и и^, а для деформаций
следуют формулы

ГГ дг ' ^ г г с?Ф J ' Г Ф /• (Эф (Эг г

причем недифференциальное слагаемое иг/г (соответственно
ы(Г/л) соответствует удлинению

У, в окружном направлении при
Направление ш радиальном и соответственно

Ч ^Направлениег окружном перемещениях.
Условие совместности дефор-

маций имеет вид

дг2 + г2 d<f2 ~^"~r Fr

т дг г дг «Эф г 2 (Эф
Рис. 8.3. Полярные координаты ,Q n^.

на плоскости г, ф. (.o.^U)

Для уравнений равновесия в
компонентах напряжений arr, o9V, хП(, получаются выра-
жения

догг 1 <ЭтГф сггг — стфф

Закон Гука для плоского деформированного состояния имеет
вид

1 — У 2 / _ У ^ Л _ 1 — У 2 ( _ у

(8-22)

или
I V

i_2v ^ + 8 ^
(8.23)v
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для плоского напряженного состояния

е„ = -£- (°гг — ™ФФ)>
 ефф = - £ - К ф —VCTrr), yrv = -£-, (8.24)

или
g/r = ! _ V2 (Brr + vs w ), стфф = t _ у 2 (ефф + verr), тгф = Gy^.

(8.25)

В соответствующей форме можно представить также уравнения
Навье относительно перемещений иг и иФ и уравнения Бельтра-
ми — Мичелла для компонент напряжений агг, стфСр и тГф (од-
нако более подробно это обсуждаться здесь не будет).

Наконец, для условий совместности, выраженных в напря-
жениях, имеем

А((Тлг + афф) = 0, (8.26)

где оператор Лапласа имеет вид

Приведенные соотношения упрощаются соответствующим обра-
зом для случая осевой симметрии относительно оси z {ищ = О,
д/д<р = О).

§ 8.2. Функция напряжений Эри

Как уже упоминалось, математическая трактовка двумерных
задач теории упругости без учета объемных сил идентична для
плоского деформированного состояния и плоского напряжен-
ного состояния.

8.2.1. Представление в декартовых координатах

Уравнения равновесия (8.9) тождественно удовлетворяются
введением функции напряжений F{x,y) по формулам

°хх ~ ду2' УУ ~ дх2' T*v ~ дх ду ' к '

Эти формулы впервые были установлены Эри (но применены
не для решения задач теории упругости), и F(x,y) называют
функцией напряжений Эриы). Как видно, речь здесь идет о част-
ном случае обсуждавшихся в п. 5.2.3 общих формул. Соотно-
шения (8.28) соответствуют формуле (5.64), если в ней поло-
жить £/3з равным нулю.
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Функция напряжений Эри должна также удовлетворять
условию совместности (8.17). Это приводит к основному диф-
ференциальному уравнению

которое впервые было получено Максвеллом. Дифференциаль-
ное уравнение (8.29) называют бигармоническим уравнением,
а его решения — бигармоническими функциями. Как уже упо-
миналось (см. гл. 3), появление бигармонического уравнения
является характерным для теории упругости.

Известны многочисленные частные решения уравнения
(8.29) *\ каждое из которых соответствует определенному на-
пряженному состоянию, удовлетворяющему уравнениям равно-
весия и совместности. Основная трудность при построении ре-
шения состоит в подборе функций, удовлетворяющих гранич-
ным условиям. Наложением их были решены многочисленные
задачи теории упругости, имеющие большое практическое зна-
чение. Впрочем, следует заметить, что общего решения бигар-
монического уравнения не существует и отсутствуют также об-
щие методы его решения. Существенное продвижение дает спо-
соб комплексных функций напряжений Колосова, который по-
дробно обсуждается в § 8.4.

Краевые условия в напряжениях для первой граничной за-
дачи теперь можно выразить через функцию напряжений Эри.
Напряжения на границе px(s) и py(s) задаются как функции
координаты контура s (рис. 8.4). Для компонент нормального
единичного вектора (направляющих косинусов), как видно из
рис. 8.4, запишем

cos (я, x) = cos(t, У) = -^-, cos (я, z/) = —cos(/, x) = — -^-.

(8.30)
Теперь из (8.10) имеем

ахх dy — хху dx = рх ds, ауу dx — хху dy = — ру ds

и с учетом (8.28) получим
d2F d2F

Wdy + ^JHdx==Pxds'
d2F , . dzF ,

dx + dy

*' В декартовых координатах это, например, функции
х2, у2, ху, х3, у3, х2у, ху2

х*-у2, х*-у*, х2у2-'/3у*, . . . .
cos (A.x) ch (Ху), cos (Ху) ch (Xx), x cos (Xx) ch (Ху), ...

или их линейные комбинации. Решениями бигармонического уравнения яв-
ляются также все гармонические функции.



§ 8.2. Функция напряжений Эри

ук

X

Рис. 8.4. К формулировке краевых условий для первой граничной задачи
(п или t — соответственно нормальный или касательный вектор на границе).

Эти выражения можно записать также в виде
dF \ , . д

д
(8.31)

так как они представляют собой полные дифференциалы. Ин-
тегрируя вдоль контура, найдем

•§7
(8.32)

= fy (s) + С2,

где fx(s) и fy(s) — заданные функции*'.
Теперь можно математически сформулировать первую гра-

ничную задачу плоской теории упругости следующим образом:
Требуется найти бигармоническую функцию в области, если

на границе заданы производные функции по обеим коорди-
натам.

Иная формулировка может быть получена, если вычислить
функцию напряжений F, а также ее нормальную производную

*> Опасность перепутать их с компонентами объемных сил (см. приме-
чание к стр. 195) здесь, вероятно, невелика.
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dF/dn через fx(s) и fy(s). Из выражения

dF = ^dx + ^dy

следует
S

F = \ [f*&4F + fy<*>4lids = S^ + c o n s i

о

Граничные условия примут вид
dF dF , . . dF
Ж = IT C 0 S ( " ' ^)+rf^

. (8.34)

При определении напряжений константа несущественна.
Таким образом, первая граничная задача может быть сфор-

мулирована также следующим образом:
Требуется найти бигармоническую функцию в области по

заданным на границе значениям самой функции и ее нормаль-
ной производной.

Величины F и dF/dn определяются через напряжения на
контуре, и им можно дать статическое (механическое) толко-
вание. Функция напряжений F(s) соответствует равнодействую-
щему моменту внешних сил, действующих на контуре области
от s = 0 до s относительно точки отсчета s. Это можно пока-
зать, если интеграл в (8.33) проинтегрировать по частям. Тогда

S S
F(s)=\ (fxdx + fydy) = (fxx + fuy)\l-\ (xdfx + ydfu)

о о

и с учетом dfx = —p yds и dfy — pxds имеем

s
F (s) = fx (s) xs + fy (s) ys + jj (pyX — pxy) ds =

0
s

= J [- (*, -x)Py + (ys - y) px] ds. (8.35)
о

Нормальная производная (dF/dn) R соответствует проекции
внешних сил, действующих на контуре области от s = 0 до s,
на направление касательной к границе (так называемый поток
сил в касательном направлении).

В приложениях часто встречаются задачи со свободными
от нагрузки границами. При этом для получения решения очень



§ 8.2. Функция напряжений Эри 201

полезны простейшие граничные условия

(/")« = 0, (dF/dn)R = 0. (8.36)

Если появляются объемные силы, например силы тяжести
или центробежные силы при вращении тела, их можно ввести
с помощью потенциала V по формулам

fx = -dV/dx, fy = -dV/dy

(следует учесть при этом примечание на стр. 195). Тогда фор-
мулы для напряжений (для плоского деформированного со-
стояния и плоского напряженного состояния) будут иметь вид

* „ = •$•+К, ' „ - ш + У, ^--Щу-- (8-37)

Если обратиться к общим уравнениям совместности (см. при-
мечание на стр. 195), то дифференциальные уравнения отно-
сительно F для случаев плоского деформированного состояния
и плоского напряженного состояния оказываются различными.
Вместо однородного бигармонического уравнения получаются
уравнения

—т-^2—&V для плоского деформированного

д д / ? = ^ состояния,
— (1 — v)AV для плоского напряженного

состояния.

8.2.2. Представление в полярных координатах

При преобразовании к полярным координатам (см. п. 8.1.3)
функция напряжений Эри F(r, ц>) оказывается функцией коор-
динат г и ф. Уравнения равновесия (8.21) удовлетворяются при

„ _ 1 dF I dV _ d*F _ д ( 1 dF
°"~ г дг + г2 <ЭФ2' aw — ~d?r' Xr<f~~~dFK~~dF

Из условий совместности (8.26) при пренебрежении объем-
ными силами вновь получаем бигармоническое уравнение в по-
лярных координатах

Решения этого дифференциального уравнения можно пред-
ставить в общей форме /(r)sin(mp) или Дг)соэ(шр), причем
f(r) являются степенными функциями от г. Но могут существо-
вать также решения rep sin ф, гфсоэф, г2ф, а также In r, r In г,
г2 In л. Общая формула в виде ряда Фурье, содержащая функ-
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ции такого вида, была получена Мичеллом (см. [А.26], где
содержится обсуждение этого решения). Она имеет вид

F {г, Ф) = Ао In г + В/ In г + С0г
2 + £)0г

2ф + А'о +
/А' \

+ ~2~ A{r(p sin ф + ( Вхг
ъ -\ + В[г In r) cos ф —

( с' \

Dxr
3 + -у- + D\r In rj sin ф +

+ У ( Anr
n + В„гге+2 + - ^ + В'У~п ) cos «ф +

п-2

„г" + Dnr
n+2 + - ^ + Л У - ) sin «Ф. (8.40)

п=2

В частном случае осевой симметрии относительно оси z
функция напряжений Эри зависит только от г и (8.39) стано-
вится обыкновенным дифференциальным уравнением

( £ + ^ ) ! ' = ° . <мо
или

F"" + -у- F"' --^•F" + -lrF' = 0, (8.42)

г д е ( . . . У = d / d r ( . . . ) .

С помощью экспоненциальной подстановки можно привести
(8.42) к дифференциальному уравнению с постоянными коэф-
фициентами, общее решение которого имеет вид

F(r) = Alnr + Bra\nr + Cr*+D. (8.43)

Компоненты напряжений тогда определяются по формулам

orr = (l/r)F'(r), am = F"(r), (8.44)

а ТГФ = 0. Из этих соотношений можно получить ряд практиче-
ски важных решений. Они обсуждаются в п. 8.5.2. Могут быть,
впрочем, случаи, когда напряжения не зависят от ф, а переме-
щения являются функциями ф.

§ 8.3. Перемещения

Из компонент напряжений с помощью закона Гука можно определить
компоненты деформаций и затем интегрированием кинематических уравне-
ний получить перемещения. При этом перемещения твердого тела должны
быть исключены из перемещений упругого тела.
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С другой стороны, перемещения могут быть определены также с по-
мощью функции напряжений Эри. При этом должны использоваться общие
соотношения. Вычисления для конкретных случаев будут обсуждаться позд-
нее при рассмотрении различных примеров (см. § 8.5).

8.3.1. Представление в декартовых координатах

При плоском деформированном состоянии целесообразно ис-
ходить из закона Гука в форме (8.5'). С учетом кинематических
уравнений (8.2) получаем

ди 1 г / i м

dv l r / i м

dv _ du xxy

~дх~ ~ду~ О "

Вводя функцию напряжений Эри, найдем
ди 1 Yd2F

dv

dv ди 1 d2F
~дх~' ~ду~ (Г~дх~' ~ду~ (Г дхду '

Интегрирование (8.45) приводит к общим соотношениям для и
и v в виде

v = ^-\[(l-v)A--^]F(x, y)dy + f2{x),

где fi (у) и fi{x) — функции интегрирования. Они определяются
из третьего уравнения (8.45).

При плоском напряженном состоянии исходим из закона
Гука (8.13). В результате получаем соотношения

ди 1 , , dv 1 , ,

dv . ди xxy

~дх"^ ~ду"~~(Г'

интегрирование которых приводит к выражениям

Ей = \ {ахх - voyy) dx + gl (у),

r (8.47)
Ev = ^ {ayy — vaxx) dy + g2 (x),
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гД е g\(y) и ёЛх)—функции интегрирования. Если подставить
(8.47) в третье кинематическое соотношение, то прежде всего
найдем

V dy JaX^)\ дх Vdp V dy JaX^)\ дх V дх Jay^ dx ^ dy

= 2 ( l + v ) T , r

Это выражение может быть преобразовано следующим обра-
зом:

Интегралы в прямоугольных скобках обращаются в нуль, так
как содержат уравнения равновесия; окончательно имеем

или с помощью функции напряжений Эри
d*F , . f a 3 / 7 , . dgt . dg2 . _ <32f

Это основное соотношение для определения функций gi (у) и
g2(*), которые могут быть получены интегрированием равен-
ства

для установления перемещений как твердого тела.

8.3.2. Представление в полярных координатах

Ниже ограничимся рассмотрением частного случая осевой
симметрии, соответствующего бигармоническому уравнению
(8.41) с общим решением (8.43). Компоненты напряжений за-
писываются в виде

аГГ= £ + В (1 + 2 In г) + 2С, aw = -~ + B(3-{-2\nr) + 2C,
тгф = 0, (8.50)

где Л, В, С — константы. Видно, что для сплошной круговой
пластины только решение, соответствующее однородному на-
пряженному состоянию Огг = <Тфф = const, не содержит особен-
ности при г = 0.
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Общие решения получаются только для областей круговой
формы, которые не содержат точку г = 0. Покажем, как при
этом могут быть вычислены перемещения иг. Для плоского на-
пряженного состояния справедлив закон Гука в форме (8.24),
кинематические уравнения в случае осевой симметрии прини-
мают вид

dur 1 / \

(8.51)

Учитывая (8.50), прежде всего получим

(8.52)

(8.53)

Интегрирование (8.52) позволяет найти иг с точностью до кон-
станты К:

^-+2(l-v) Br\nr-B(l+v)r+2(l-v)Cr+K\

(8.54)

Вычисляя величину иг/г из (8.54) и сравнивая ее с (8.53),
из условия совпадения этих выражений найдем

К = 4Вг. (8.55)

Чтобы это равенство было справедливо для произвольного г,
необходимо принять К = В — 0.

Таким образом, для радиального перемещения в случае осе-
вой симметрии имеем выражение

] (8.56)

причем еще не найденные произвольные постоянные определя-
ются из граничных условий.

Соответствующее выражение для плоского деформирован-
ного состояния имеет вид

«г = -£• [~ (1 + v) - ^ + 2С (1 - v - 2v2) r] . (8.57)

Другая возможность определения перемещений в случае
осевой симметрии состоит в том, что вычисляют сначала пере-
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мещение и,;, которое при этом не будет однозначным. Затем
следует потребовать выполнения однозначности перемещений,
что позволит прийти к тем же результатам, которые были при-
ведены выше.

§ 8.4. Метод комплексных функций напряжений

В § 6.2 уже обсуждался кратко метод комплексных функций
напряжений и отмечалось его значение для решения плоской
задачи теории упругости. К этому можно добавить, что пионер-
ские работы Г. В. Колосова и основанные на них последующие
исследования Н. И. Мусхелишвили представляют собой важ-
нейший вклад в равитие плоской задачи теории упругости
в XX столетии.

В § 7.5 было показано, что теория комплексных функций комплексного
переменного с успехом может быть применена для формулировки и реше-
ния задачи кручения. В дальнейшем при применении комплексных функций
будут использоваться приведенные там основные соотношения.

8.4.1. Основные уравнения плоской задачи
теории упругости в комплексной форме

По аналогии с § 7.5 вводится комплексная переменная z =
= х -\- iy = re'f и компоненты перемещений и напряжений пред-
ставляются как функции переменной z.

8.4.1.1. Закон Гука и уравнения равновесия. Компоненты
перемещений в направлениях х и у описываются комплексным
перемещением

D = u + iv. (8.58)

Тогда по правилам вычислений, указанным в § 7.5,

, ди , dv 3D . 3D , o -».

в« + в » = д 7 + 17 = 1 Г + Ж - ( 8 ' 5 9 )

Вводя комбинации напряжений ахх + оуу и ахх — оуу -\- 2пху,
получаем для соотношений между напряжениями и деформа-
циями, согласно закону Гука,

^(§ #) < 8 - 6 0 >
для плоского напряженного состояния

, Е 3D . дЪ\
F + UJ

для плоского деформированного состояния, а также

охх — Оуу + 2irx» = 4GdD/dz (8.62)
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для плоского напряженного и плоского деформированного со-
стояний. Уравнения равновесия в комплексной форме будут
иметь вид

-§; (охх ~ ОуУ + 2ixxy) £ (ахх + ауу) = 0. (8.63)

8.4.1.2. Формулы Колосова. Чтобы установить связь между
компонентами напряжений и перемещений и комплексными
функциями напряжений, можно исходить из формулы Гурса
[58]. Она показывает, что произвольную вещественную бигар-
моническую функцию на плоскости можно представить двумя
аналитическими функциями комплексной переменной. Формула
Гурса имеет вид

F (г, z) = 7а [2ф (г) + гф (2) + % (г) + % (Г)] = Re {2ф (г) + X (г)}

(8.64)

и представляет собой общее решение в вещественной форме
бигармонического дифференциального уравнения АД/7 = 0 на
плоскости.

Формальный вывод (8.64) в предположении, что функция
напряжений Эри F(x,y) является аналитической функцией
F(z,z), основан на бигармоническом дифференциальном урав-
нении, выраженном в комплексной форме

0

с использованием правил вычислений, приведенных в п. 7.5.1.
Последовательное интегрирование (8.65) позволяет получить со-
отношения

d3F , .

£ ( 2 )

~^2 = Zgl (Z)

F = Г*Г (2) + g" (г) + zg3 (z) + g i (2),

где g"i(z)=\gi(z)dz и т. д. Окончательно можно записать

F (z, Г) = П (2) + zf3 (z) + f3 (Г) + zU (z),

где / ь . . . , f4 — произвольные комплексные функции соответ-
ствующего аргумента.

Так как при рассмотрении функции напряжений Эри F(z, z)
речь идет о вещественной функции, должнм быть справедливы
равенства 1З(Г) = (\{Г), а также f4(z) = f2(z). В результате по-
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еле переименования функций и применения более удобной фор-
мы записи их двумя аналитическими функциями ф(г) и %(г)
получается соотношение (8.64).

Иной вывод формулы Гурса приведен у Н. И. Мусхелишвили
(см. [АЗО]). При этом бигармоническая функция не предпола-
гается с самого начала аналитической, напротив, это свойство
следует само собой из комплексного представления.

Итак, все функции, входящие в решение плоской задачи
теории упругости, могут быть выражены через две аналитиче-
ские функции. Эти зависимости даются формулами Колосова,
которые могут быть выведены различными способами.

Если, как уже было принято выше, F(z, z) — функция напря-
жений Эри, введенная в § 8.2, то справедливы равенства

кУ (8.66)
д2

_ .( д2 a !

~ 1 кЬЧ* ~~oW

В результате для комбинаций напряжений получаем фор-
мулы

охх + ixxy = P (z) + ф' (z) - г?' (Г) - Г (z), (8.67)

°уу ~ "*У = *' (z) + Ф' (Г) + гф" (Г) + Г (Г). (8.68)

Составляя сумму и разность выражений (8.67) и (8.68), полу-
чаем первые две формулы Колосова

Охх + <Уиу = 2 [ф' (z) + f (z)] = 4 Re {ф' (z)}, (8.69)

охх - оуу + 2пху = - 2 W (Г) + ij.' (Г)], (8.70)

содержащие две комплексные функции напряжений ф(г) и
Ф(2) = Х'(2)-

Третья формула Колосова, которая связывает компоненты
перемещений с комплексными функциями напряжений, имеет
различный вид для плоского напряженного и плоского дефор-
мированного состояний. Прежде всего из (8.62) и (8.70) сле-
дует

и после интегрирования

2GD = -zf(z)-y(z) + f(z), (8.71)

где f(z) — произвольная функция интегрирования. Теперь для
плоского напряженного состояния, согласно (8.60) и (8.69),
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справедливо равенство

Вычисляя производные от левой части (8.71) и подставляя их,
получим

7 = 7 [-!>' (г) + Г (z) - f (г) + Г (Г)] = 2 [р (г) + f (z)].

Следовательно,

Г (г) + Г (*) = 4 ^ 7 W(2) + ̂  ^1-
Отсюда вытекает

Таким образом, из (8.71) следует третья формула Колосова
для плоского напряженного состояния

Аналогично находят для плоского деформированного состояния

2GD = (3 - 4v) ф (г) - гр (z) - ф (Г). (8.73)

Чаще всего (8.72) и (8.73) записывают в виде

2G (и + iv) = %ф (г) - гр (г) - ф (Г), (8.74)
где

/ 3 —v
( . , для плоского напряженного состояния,

х = \ 1 + * (8.75)
13 — 4v для плоского деформированного состояния.

Приведенные три формулы Колосова были выведены им
в 1909 г. [30] другим путем и записаны в несколько иной фор-
ме. Они лежат в основе метода комплексных функций напря-
жений.

Для компонент деформации справедливы соотношения
гхх + гии = 4 - Ц ^ - Re {р Ш д л я п л о с к о г о напряженного ( 8 7 6 )

** Е состояния,

в „ + е„„ = 4 ( 1 + v ) ^ ' ~ 2 v ) Re {f (z)} д л я плоского деформиро-
£ ванного состояния

(8.77)

е„„ ^ R { f ( ) }
£ ванного состояния

= - 2 - ^ [ z f ' ( Г ) + Й> ( Г ) ] (8-78)
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для плоского деформированного и плоского напряженного со-
стояний. Легко можно вывести также полезное соотношение

(° а ^ 2 t ' T )

8.4.1.3. Граничные условия. Как было показано выше, плос-
ская задача теории упругости сводится к определению двух
комплексных аналитических функций ф(г) и ty(z), удовлетво-
ряющих граничным условиям.

Для первой граничной задачи, т. е. при заданных напряже-
ниях на границе, это означает, что производные от функции
напряжений Эри являются известными функциями координат
контура (см. п. 8.2.1). Будем исходить из соотношения

~л7 + ' -^7 = — \ (Ру — iPx) ds + const.

В соответствии с приведенными выше правилами вычислений
левую часть можно записать в виде 2dF/dz и с учетом пред-
ставления (8.64) для функции напряжений Эри получим

2 W = * & + z*' (Г) + * (Г) = - \ (Ру - ipx) ds + const (8.79)

(при этом принято %' (z) = $ (z)).
Интеграл в правой части представляет собой заданную ком-

плексную функцию координат контура, и из (8.79) следует
граничное условие в форме Мусхелишвили *' (переменная z
пробегает вдоль контура)

Для гладкого непрерывного контура константу можно поло-
жить равной нулю.

Для важнейшего частного случая свободного от нагрузки
контура выражение (8.80) принимает вид

Таким образом, при заданной функции ф(г) можно вычислить
вторую комплексную функцию напряжений •ф (г).

Соотношение для так называемого потока сил, т. е. равно-
действующей внешних сил, действующих на конечной части
границы АВ, в комплексной форме запишется так:

в

(X + iY)AB = \ (рх + ipu) ds = - i [ф (z) + гфг (Г) + ^ (Г))А (8.82)
А

*' Иная форма граничного условия по Колосову будет приведена ниже.
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и соответственно для равнодействующего момента относитель-
но начала координат

МАВ = [Re {х (г) - гф (z) - zzf (z)}]°. (8.83)

Формулы (8.82) и (8.83) были впервые получены Н. И. Мусхе-
лишвили в 1932 г.

Для второй граничной задачи, т. е. для заданных переме-
щений на границе M = gi(s), v = g2(s), граничное условие
следует непосредственно из третьей формулы Колосова (8.74)

%ф (г) - 2ф' (Z) - * (Z) = 2G fe, + ig2). (8.84)

Объединяя граничные условия (8.80) и (8.84), можно записать
их в следующем виде:

K<j> (z) + zf (z) + * (2) = A, + «A*

причем К = h h\= fi, h2 = f2 д л я первой, /С = —x, Ai = —
A2 = — 2 G g 2 д л я второй граничных з а д а ч .

8.4.1.4. Поворот системы коорди-
нат. При повороте системы координат,
согласно рис. 8.5, перемещения и — их

и v = иу переходят в щ и соответ-
ственно в «п. и для компонент векто-
ра справедлив закон преобразования
в комплексной форме

и8 + ш,, = е-'« ( и , + «*„). (8.86)

Компоненты напряжений ахх, ауу и

(8.85)

Рис. 8.5. Поворот системы
координат.хХу переходят в ац, Ог)П и х1Г], а из-

вестные формулы преобразования ком-
понент тензора второго ранга в комплексной форме будут иметь
вид (они были получены в 1909 г. Г. В. Колосовым)

'И' I = ахх + <*и (8.87)

Из этих соотношений получают краевое условие для первой
граничной задачи в иной форме, если заданы нормальная рп

и касательная pt компоненты напряжений на контуре в точках,
нормали к которым образуют с осью х угол а. Если положить
Оц = рп и хщ = pt, то из (8.87) после суммирования величин

2 (рп 'уу
e~2ia (ахх - ауу + 2ixxu)
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с учетом первых двух формул Колосова для граничного усло-
вия получаем

Ф' (г) + фг (Г) - е-*« [гф" (Г) + ^ (Г)] = (рп + iPt)R. (8.88)

Краевое условие для первой граничной задачи в такой форме
было получено Г. В. Колосовым. Иногда удобнее применять
это выражение, а не. выражение, приведенное в п. 8.4.1.3.

8.4.1.5. Преобразование к полярным координатам. Переме-
щения и, v переходят в иг, иФ, а компоненты напряжений охх,
ОуУ, хХу — в Огг, 0Гф<р, Тг<р. Формулам (8.86) и (8.87) соответствуют
следующие формулы преобразования:

иг + шф = е-'» (и + iv), (8.89)

а также

<*гг - <*ФФ + 2/т,, = е-2'* (охх - ауу + 2ixxy), (8.90)

где e'^ — z/z.
Комплексные функции напряжений <f>(z) и -ф (г) становятся

функциями комплексной переменной z = re'*, и соответствую-
щие формулы Колосова примут вид

<Trr + «rw = 2 [ f (z) + f (z)],

^гг - ^Ф + 2ГТГФ = - 2 [ Г ^ (Г) + (г/г) ф' (г), (8.91)

2G (и, + ГЫФ) = е-'ф [ ^ (г) - г ? ' (Г) - ф (г)].

Краевое условие для первой граничной задачи, согласно (8.88),
запишется следующим образом:

ф' (z) + ф' (Г) - [гф" (Г) + (г/г) Ч>' (Г)] = (pr + ip9)R.

Таким образом, полностью построены основные соотноше-
ния метода комплексных функций напряжений. Примеры их
применения обсуждаются в § 8.5.

8.4.2. Общее представление комплексных
функций напряжений

Комплексные функции при общем представлении одной би-
гармонической функции, согласно формуле Гурса, могут быть
произвольными.

Произвол в выборе этих функций ограничивается формулами Колосова.
При этом можно установить общую структуру комплексных функций напря-
жений. Потребуем, чтобы компоненты напряжений и перемещений в упру-
гом теле были непрерывными и однозначными функциями координат. При
этом должна быть учтена топология рассматриваемой области.
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8.4.2.1. Односвязная конечная область. Односвязная замк-
нутая область характеризуется тем, что имеет только одну
границу R и произвольная замкнутая кривая L внутри этой об-
ласти может быть непрерывно стянута в точку (рис. 8.6).

Из первых двух формул Колосова непосредственно следует,
что ф'(z) и т|/(z) являются однозначными и дифференцируе-
мыми, т. е. аналитическими функциями. Поэтому ф(г) и т|)(г)
имеют такой же характер и могут быть
представлены в односвязной области в
виде разложений в степенные ряды:

= X akz
k и ф (z) =

fc=O j

bkz
k.

(8.92) yi

Можно доказать, что для определен-
ного распределения напряжений в обла-
сти В комплексная функция напряже-
ний ф{г) выражается с точностью до
некоторой линейной функции ciz -\- а,
где с — вещественная, а — комплексная
постоянная, а комплексная функция на-
пряжений г|з(г) определяется с точно-
стью до одной комплексной постоян-
ной р. Это означает, что если ф{г) или

() ф Ф

Рис. 8.6. Односвязная
конечная область В с
границей R (L — замкну-
тый контур внутри В).

р ф{)
заменить на ф*(г) = Ф(г)-{- ciz-\- а или соответственно на

•ф* (z) = I|J (z) + р, то напряженное состояние в области В, опи-
сываемое этими функциями, будет тем же самым.

Для заданного напряженного состояния можно однозначно
определить комплексные функции напряжений, если при под-
ходящем выборе констант с, а, р

*(0) = 0, Im{*'(0)} = 0, i|,(0) = 0.

Если речь идет об определенном распределении перемеще-
ний в области В, то ф(г) или i|)(z) можно заменить на ф*(г) =
= Ф(г)-\- « и л и н а Ф* (z) = Ч1 ( г) + ka, где k = const. В этом
случае для однозначного определения ф(г) и i|)(z) достаточно
задать равенство <£(0) = 0 подходящим выбором константы а.

8.4.2.2. Многосвязная конечная область. Это — область с от-
верстиями, которая характеризуется тем, что имеет более од-
ной границы (рис. 8.7(а)). Такую область можно привести
к односвязной, если ввести разрезы (указанные пунктиром на
рис. 8.7(а)), которые связывают внутренние границы Rt с
внешней границей R. Если для этого требуется m таких разре-
зов, область В называется ( т + 1)-связной.
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В многосвязной области комплексные функции напряжений
<p(z) и ty(z) не должны быть однозначными. Однако общее
представление для них можно указать, если потребовать одно-
значности напряжений и перемещений. Продемонстрируем это
прежде всего для двухсвязной, так называемой кольцевой об-
ласти (рис. 8.7(Ь)).

Из первой формулы Колосова ахх + ст<рФ = 4 Re{<f>'(z)} вид-
но, что вещественная часть f(z) однозначна, если предпола-
гается однозначность напряжений. Напротив, мнимая часть

R

Рис. 8.7. (а) многосвязная конечная область В (с внешней границей R и
внутренними границами Ri); (Ь) двухсвязная конечная область (г, — произ-

вольная внутренняя точка в Ri).

4>'{z) при обходе по замкнутому контуру Lu который охваты-
вает внутренний контур Ru получает постоянное чисто мнимое
приращение, которое обозначают через 2тА (А — веществен-
ное число).

Если рассмотреть функцию Л In (г — z\), где z\ — произволь-
ная точка внутри Ri (следовательно, вне области В), то прира-
щение этой функции при обходе вокруг начала координат
равно именно 2niA. Таким способом в соответствии с выраже-
нием

f(z) = f(z) -A In (z - z , ) (8.93)

можно образовать функцию, которая в двухсвязной области В
однозначна и дифференцируема и, следовательно, аналитична.

Интегрирование ф'(z) в (8.93) позволяет получить оконча-
тельно *> для первой функции напряжений

Ф (z) = zA In (z — z{) + Y In (z — г,) + ф0 (z), (8.94)

где у — комплексная постоянная,
аналитическую функцию в В.

представляет собой

*' Подробности этой и последующих выкладок можно найти у
Н. И. Мусхелишвили [АЗО].
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Аналогичным образом находят для второй функции напря-
жений

• (г) = v'In (z-z,) + t o (z), (8.95)

где у' также комплексная постоянная, а г|)о(2)—аналитическая
функция в В.

Однозначность перемещений в двухсвязной области требует,
чтобы в третьей формуле Колосова

2G (и + iv) = кф (г) — zj>r (z) — ф (z)

приращение правой части при обходе по замкнутому контуру L\
обращалось в нуль. С учетом (8.94) и (8.95) это приводит
к условию

2л/ [(1 + к) Аг + XY + у'] = 0. (8.96)

Оно удовлетворяется при

А = 0, XY + Y' = 0. (8.97)

Следуя Н. И. Мусхелишвили, можно выразить константы у
и у' через поток сил на внутреннем контуре Ri (см. п. 8.4.1.3)

(* + iYK = ~ПФ (г) + z f (z) + Ъ (Г)]Я1.
Так как

(X + iY)R; = -2n(y-y'), (8.98)

то окончательно из (8.97) и (8.98) получаем
(X + iY)p , к {Х- iY)p

Таким образом, общее представление (8.94) и (8.95) комплекс-
ных функций напряжений для кольцевой области имеет вид

(X + гТ)р

*^ = - 2 M i + * ) ' l n ^ - 2 ' > + ^ ( 2 > '
(8.100)

х (X — iY)R

* ( 2 ) = 2я(1+х) 1 П {Z ~ Z l ) + *<>(2)-

Аналитические функции ^о(г) и ^0(z) представимы в коль-
цевой области в виде разложения в ряд Лорана с положитель-
ными и отрицательными степенями, т. е.

f > = Z a*(z-z,)*, to ( z ) = Z ^ ( 2 - 2 , ) f t - (8.101)

Все приведенные представления обобщаются на случай
(m -f- 1) -связной области. Тогда соотношения (8.100) прини-
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Ё

= 2я(Г+х) Ё ( * -

1 п ( 2 -

(8.102)

8.4.2.3. Бесконечная область.

Рис. 8.8. Бесконечная плоскость с от-
верстием (Z-i — круговой контур,

охватывающий границу Ri).

справедливо равенство | z | > | z i
рифмической функции имеем

Из многочисленных практиче-
ски важных решений рассмот-
рим прежде всего бесконечно
протяженные области с отвер-
стиями.

Сначала исследуем беско-
нечную плоскость с одним от-
верстием, которая получается,
если внешнюю границу R
(см. рис. 8.7(Ь)) устремить в
бесконечность. Соотношения,
указанные в п. 8.4.2.2 для
многосвязной области В, спра-
ведливы также для произволь-
ной конечной подобласти.
В качестве контура L\, охва-
тывающего контур отверстия
Ru выбирают круг достаточно
большого радиуса (рис. 8.8).
Тогда для всех точек вне L\
| и для введенной выше лога-

- - 7 ) =

Выражение в прямоугольных скобках соответствует функции
<£oo(z)> аналитической вне области L\, которая может быть
представлена в виде разложения в ряд Лорана

оо
) = S CkZ

k.

Согласно (8.100), прежде всего получается представление ком-
плексной функции напряжений, (причем X-\-iY — равнодей,-
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ствующая внешних напряжений на контуре отверстия)

t к) 1 п г

Дальнейшие результаты для бесконечно протяженной обла-
сти можно получить лишь в том случае, если ввести дополни-
тельное условие относительно распределения напряжений на
бесконечности. Напряжения во всей области В, в том числе на
бесконечности, должны оставаться ограниченными (т. е. ко-
нечными), тогда удается получить окончательно следующее
представление комплексных функций напряжений (начало ко-
ординат находится внутри R\):

4>(z)= — 2 ,7~f . I n z 4- (В 4- iC)z 4- <f>*0(z),

(8.103)
, > _ v. (X — iY) . , , R , . . „ , , I A * ( \

2я ( 1 4 ^ ) ^

При этом ф*0(г) и i|)g(z)— однозначные аналитические функ-
ции, которые и на бесконечности, т. е. при достаточно больших
| z | , имеют разложения вида

оо
it ф'(2) = У - 4 ; (8.104ч

а0 и й0 всегда можно положить равными нулю: а0 = Ьо = С,

Постоянные В 4- iC и В'-\-1С в (8.103) связаны с напряже-
ниями Охх, ОуУ, хху на бесконечности. Из первых двух формул
Колосова в пределе при |г|->-оо следует

lim (axx 4- ауу) = 4S,

I'm (ахх - ауу + 2ixxy) = - 2 (S ' - iC),

поэтому

Постоянная С, не влияющая на напряжения, соответствует
вращению твердого тела на бесконечности и может быть при-
нята равной нулю. Требование ограниченности напряжений на
бесконечности имеет своим следствием не только то, что пере-
мещения тоже остаются конечными. При этом дополнительно
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должны быть справедливы равенства В = В' = С = О, С = О
и (X + iY)Ri = O.

Соотношения (8.103) можно обобщить на случай многосвяз-
ной области с большим числом отверстий, если ввести сумму -
равнодействующих напряжений на контурах отверстий по фор-
муле

+ Z(l + l)Rr

Аналогично можно указать общее представление комплекс-
ных функций напряжений для полубесконечной области (на-
пример, для полуплоскости). На этом, однако, в дальнейшем
останавливаться не будем.

В заключение следует заметить, что для односвязной обла-
сти при заданной на границе нагрузке решение для напряжений
не зависит от упругих постоянных. Для многосвязной области
напряжения не зависят от упругих постоянных, если только

8.4.3. Изменение комплексных функций напряжений
при преобразовании координат

Рассмотрим прежде всего параллельный перенос системы
координат на ZQ = ХО-\- iy0 (рис. 8.9(а)). Обозначим z*=z— z0.

z*

Рис. 8.9. Параллельный перенос (а) и поворот (Ь) координатной системы
(ср. с рис. 8.5).

а функции напряжений для системы координат х*, у* через
Ф* и я[)*. Так как напряжения не зависят от положения начала
координат, на основании первой формулы Колосова справед-
ливо равенство Re{<f>'(z)} =Яе{ф*'(г*)} и с точностью до не-
которой постоянной

ф'(2) = р'{г-гй). (8.106)
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Соответственно вторая формула Колосова дает

гф" (Г) -f if' (z) = zf" (Г*) + ф " {z),

или

If' (г) = (z - Zo) ? " (г*) - 2 ? " (Z) + if" (Г),

и отсюда с учетом (8.106) следует

Ч>' (z) = — Z 0 ?*" (2*) + яр*' (Г*). (8.107)

Тогда после интегрирования (8.106) и (8.107) получаются фор-
мулы

ф (г) = ф'(г — z0),
(8.108)

г|- (г) = г|з* (г — z0) — 20̂ >*' (г — г0).

Они позволяют вычислять комплексные функции напряжений
для нового (смещенного) начала координат по заданным зна-
чениям этих функций. Соотношениями (8.108) устанавливается
также независимость перемещений от выбора системы коорди-
нат. Это можно показать и с помощью третьей формулы Ко-
лосова.

Аналогичным образом можно учесть влияние поворота си-
стемы координат на угол а (рис. 8.9 (Ь)). В отличие от п. 8.4.1.4,
в котором уже обсуждались соответствующие преобразования
компонент напряжений и деформаций, теперь повернутые оси
координат будут обозначаться через Х\ и у\. Покажем, как
производится пересчет комплексных функций напряжений при
таком повороте. Справедливы равенства

а, или Z ! = z e - ' a . (8.109)

Функции напряжений для повернутой системы координат обо-
значаются через ф\ и ipi. Так как сумма напряжений охх-\-оУу
инвариантна относительно поворота системы координат, из
первой формулы Колосова вновь следует paBeHCTBoRe{^'(z)} =
= Re{^(z,)} и отсюда с точностью до чисто мнимой посто-
янной

Ф'(г) = ф'1(ге-*). ( 8 Л 1 0 )

Далее с помощью формул преобразования (8.87) из второй
формулы Колосова следует

гф" (z) + ф' (z) = \гхф" (Г,) + Ь (zi)l e2ia.

Подставляя в левую часть этого выражения вторую производ-
ную из (8.110), т. е.
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O 2m (8.111)

После интегрирования (8.110) и (8.111) окончательно найдем
с точностью до некоторых постоянных (которые не влияют на
величину напряжений)

ф(г) = фх{ге-1а)е1а, ^(z)^^l(ze-ia)e~ia. (8.112)

8.4.4. Применение конформного отображения

Для решения плоской задачи теории упругости иногда очень
эффективно применение криволинейных координат, которые
удобны для описания границ различного вида. Для этого наи-
более пригодно конформное отображение с помощью комплекс-
ных аналитических функций.

Правда, плоские поля напряжений в отличие от потенциальных полей
в механике жидкости или электростатике не отображаются конформно пря-
мым образом. Напротив, для решения граничной задачи теории упругости
прежде всего необходимо конформно отобразить заданную область на более
простую основную область. Для нее уже следует решать модифицирован-
ную граничную задачу с преобразованными граничными условиями, а ре-
зультаты должны быть отображены обратно в исходную область.

8.4.4.1. Конформное отображение.

2 = 2 ©
Аналитическая функция

(8.113)

с z = х -+- iy и £ = | + Щ осуществляет конформное отображе-
ние односвязной области плоскости £ на: аналогичную область

V,

Рис. 8.10. Конформное, т. е. сохраняющее углы, отображение области пло-
скости £ на плоскость z.

плоскости z (рис. 8.10). Конформность при этом означает, что
угол а, заключенный между двумя кривыми в точке их пере-
сечения, и его ориентация (т. е. направление отсчета) сохра-
няются. При этом производная г'(£) в области значений функ-
ции не должна обращаться в нуль, так как иначе отображение
не будет конформным.
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Конформное отображение (8.113) обратимо, т. е. соотно-
ш е н и е £ = £(2) (8.114)

устанавливает также конформное отображение плоскости z на
плоскость £.

Существование конформного отображения в определенных
пределах доказывается следующей общей теоремой отображе-
ния Римана:

Всякую некоторым образом ограниченную односвязную об-
ласть (конечную или бесконечную) можно конформно отобра-
зить на другую, также произвольно ограниченную односвязную
область.

При практическом применении способ пока имеет опреде-
ленные границы, так как построение отображающих функций
может быть связано для совершенно произвольных областей
с непреодолимыми трудностями.

К простейшим основным областям, на которые производится
конформное отображение в теории упругости, относятся, напри-
мер, единичный круг, полупло-
скость, бесконечная плоскость с
круговым отверстием, а также коль-
цевая область или полоса. Суще-
ственно при этом, что в основной
области нет нулей производной z' (£),
так как в противном случае, как
уже упоминалось, отображение в
этих точках перестает быть кон-
формным и соответствующие реше-
ния будут обладать особенностями.

Конформное отображение (8.113)
вообще соответствует введению
криволинейных ортогональных ко-
ординат в плоскости z (рис. 8.11).
Таким образом, уравнение гранич-
ной кривой заданной области в плоскости z можно представить
в новых координатах в более простой форме. Если рассматри-
ваемая область имеет замкнутый граничный контур (рис. 8.12),
то при конформном отображении на единичный круг в плоско-
сти £ с помощью функции £ = ре'ч> можно добиться того, что
граничная кривая будет описываться уравнением р = 1. В пло-
скости £ применяются полярные координаты р, ф. Этот частный
случай будет рассматриваться в дальнейшем, так как позволяет
получить простые решения.

8.4.4.2. Преобразование формул Колосова и граничных ус-
ловий при конформном отображении на единичный круг. В ос-

= const

х

Рис. 8.11. Введение криволи-
нейных координат на плоско-

сти г.
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нове лежит конформное отображение на внутренность единич-
ного круга в плоскости £. Для конечной области в плоскости z
(с центром в точке z = 0) отображающую функцию можно
представить в виде

оо
z(£)=Sc*£fe, ICK1. (8.115)

При этом точка z = 0 соответствует точке £ = 0. В круговой
области плоскости % г'(%)Ф0, если кривизна граничной кривой

области в плоскости z не меня-
V У ется (нет излома).

Для бесконечной области с
отверстием отображающая функ-
ция имеет вид

г (0 =

(8.116)

Плоскость С,

*р=. const

Плоскость г

Рис. 8.12. Конформное отображе-
ние односвязной конечной обла

причем бесконечно удаленная
точка плоскости z соответствует
точке \ = 0.

В общем случае ряды (8.115)
и (8.116) имеют бесчисленное
множество членов. При ограни-
чении полиномами с конечным
числом членов получают прибли-
женное решение, поскольку ис-
тинная область отображается
приближенно. Вообще же уста-
новленные таким образом реше-
ния являются точными. Впро-
чем, возможны также прибли-
женные конформные преобразо-
вания.

Если в плоскости 2 рассмат-
ривается произвольный век-
тор А, то его компоненты в де-

сти плоскости г на внутренность картовых координатах Преобра-
единичного круга в плоскости £. зуются в компоненты относи-

тельно криволинейных коорди-
нат р = const и ф = const по формуле

Л _|_ / Л а—1а I А _1_ • А \ (& \\7\
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причем множитель е'а определяется видом отображающей
функции. Из рис. 8.13 видно, что перемещению dz вдоль кри-

z+dz

^ (Ь)
Плоскость г Плоскость £

Рис. 8.13. К конформному отображению на единичный круг плоскости £.

вой ф = const соответствует перемещение dt,. Тогда получается

dz = \dz\eia, dt, =
Таким образом, при dz = z'{Qdt,

ia _ z' (С) dt, _ г' (Q е
с?

«•ф

z' (С) 1
или при 5 =

P |z'(C)l

В результате из (8.117) следует

я i г л _ tz'(£) ,

(8.118)

(8.119)

Особенно важно это соотношение для компонент перемещений.
Аналогичным образом преобразуются компоненты напряже-

ний. Д л я пересчета компонент напряжений в криволинейных
координатах справедливы соотношения

^ р р ~Г *^фф &хх ~Т~ ^уу

(8.120)
— сгф

= e~2ia (ахх — аугфф + 2/Трф = e (ахх — ауу + 2пху).

Будем теперь комплексные функции напряжений, выражав-
шиеся по формулам Колосова в декартовых координатах, обо-
значать через ф* (z) и ty*(z). С помощью конформного отобра-
жения z = z(t,) они становятся функциями нового аргумента £,

(8.121)

Для производной от первой функции напряжений тогда следует
равенство ф'Ц) = ф*'(г) г'(%),
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или Ф" (г) = ф'(№'&). (8.122)
Аналогично для второй функции напряжений

^'(z) = V(z)/z'&). (8.123)

Вводя обозначение ф*'(z) = п* (z) или Q(£) = <£'(£)/z'(£), по-
лучим с учетом й(£) = Q* [z(t,)] для второй производной от
первой функции напряжений выражение Q'(£) = £2*'(z)z'(£),
или

f / / (2) = Q/(O/z/(g). (8.124)

Выражения (8.122) и (8.123) подставляются в первые две фор-
мулы Колосова:

оР1, + ат = 2[ф'г(г) + ф'/(г)},

<?рр - * Ф Ф + 2 « р ф = - е-2'» \гф'" (Г) + ф " (Г)],

причем из (8.118) следует

c - 2 f a _ S2 z'(S)z'(£) = Ё2 Г (С) Г'(С) = С z'(l)
c

р2 |2'(g)|2 К 2 ' ( С ) Г ' ( С ) С «'(С) '
В результате первые две формулы Колосова после преобра-

зования примут вид
(Трр + <VP = 2 [Q (I) + Q (£)] = 4 Re {Q (£)},

(8.125)

°W - o w + 2«pp = - 2 - ^ - [z (?) Q' (|) + $' (C)].

Третья формула Колосова получается непосредственно из
(8.119):

2G (ир + шф) = р fУ (1^, Ы (0 - ^ (5) Q (Ё) - * (01- (8.126)
Краевое условие для первой граничной задачи

преобразуется после рассматриваемого здесь конформного ото-
бражения на единичный круг (рис. 8.12) к виду

*(£) + 2(£)Q(0 + 4>(£) = F(q>) Для | Е | = 1 . (8.127)

Правая часть соответствует функции, заданной для первона-
чального граничного контура f\ + if2 и после конформного ото-
бражения становится функцией, определяемой на единичном
круге.

Соответственно для второй граничной задачи имеем

K * ( a - 2 ( 0 Q t t ) - * ( C ) = G(q,) для | С 1 = 1 . (8.128)
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Краевое условие для первой граничной задачи в форме Коло-
сова [ср. с (8.88)] будет иметь вид

Q (0 + Q (£) - -J^- [z ft) Q' (t) + ф' (£)] = # (Ф) + »Т (ф), (8.129)

причем в правой части опять стоят известные функции.
Граничные условия (8.127) — (8.129) можно записать также

в иной форме, вводя вместо значения £ на единичном круге
величину у. £ = е''ч> = у, где Y = 1/Y-

Если конформное отображение, в частности на единичный
круг в плоскости £ (как это рассматривалось до сих пор), не-
выполнимо, то вводят в общем случае криволинейные коорди-
наты I = const и Ti = const в плоскости z (см. рис. 8.11). При
этом получаются несколько более общие выражения для пре-
образуемых величин. Однако здесь на этом останавливаться
больше не будем.

§ 8.5. Примеры решений с помощью вещественных
и комплексных функций напряжений

Ниже приведен ряд практически важных решений, причем
функция напряжений Эри или комплексные функции напряже-
ний формулируются поочередно в декартовых и полярных коор-
динатах.

8.5.1. Элементарное напряженное состояние

Простейшая функция напряжений Эри, которая описывает
возможное напряженное состояние, имеет вид F = by2, где
b = const. Это соответствует элементарному однородному на-
пряженному состоянию одноосного растяжения бесконечной
пластины в направлении оси х (рис. 8.14(а) при а = 0): о =
= Охх = 2Ь, Оуу = ХХу = 0.

Для комплексных функций напряжений (причем для более
общего случая одноосного растяжения под углом а к оси х)
справедливо представление

ф(г) = 1/4аг, y(z) = — 1/&ze-2ta. (8.130)

Напряжения получают отсюда простейшим способом с по-
мощью формул Колосова.

Функция напряжений Эри F = ах2 + by2 описывает при а =
= иУу/2 и Ь — оХх/2 двухосное растяжение (рис. 8.14(Ь)). При
а = Ь получается так называемое всестороннее растяжение
(рис. 8.15(а), (Ь)), которое называют также гидростатическим
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V

УЧ

1 1 1 1 1

«k?

(b) 11111

Рис. 8.14. Одноосное (а) и двухосное (b) растяжение бесконечной пластины.

напряженным состоянием. Этот случай соответствует приведен-
ному в п. 8.2.2 общему решению (8.43) в полярных координа-
тах при Л = £ = 0, т. е. F ( r ) = C r 2 , где С — а/2; аГГ=оч^=а.

t t t t f

(b)

Рис. 8.15. Всестороннее растяжение бесконечной пластины; (а) декартовы
координаты, (Ь) полярные координаты.

Для комплексных функций напряжений в случае всесторон-
него растяжения из (8.130) следуют выражения <f>(z) = l/2oz,
\|) (г) = 0, где z = х + iy или z = ге'ч>.

Для задач о действии сил на пластину конечных размеров
приведенные выше решения не могут быть использованы, так
как для рассматриваемых неограниченных пластин перемеще-
ния на бесконечности получаются бесконечно большими.

Наконец, из функции напряжений Эри вида F = су3 для
напряжений получаем ахх = hey, оуу = %ху = 0. Это соответ-
ствует полосе произвольной длины (плоскому стержню) при
изгибном нагружении, вызывающем чистый изгиб (рис. 8.16).
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Толщина равна 1

Рис. 8.16. Чистый изгиб полосы (изгиб стержня).

Изгибающий момент получается равным
Л/2

-ft/2

8.5.2. Осесимметричное нагружение кругового кольца и
толстостенной трубы (решение Ламе)

Приведенное в п. 8.2.2 общее решение (8.43) бигармониче-
ского уравнения в осесимметричном случае позволяет опреде-
лить напряжения и перемещения для различных практически
важных задач. В общем случае напряжения получаются из вы-
ражения (8.50).

Рассмотрим прежде все-
го область кольцевой фор-
мы (рис. 8.17) при равно-
мерном внутреннем и внеш-
нем давлении. Граничные
условия при этом имеют вид

<*rr = — Pi при r = rh

orr = — pa при r = ra.

Тогда из общих выражений
для напряжений (8.50) при
В = 0 (см. п. 8.3.2) для кон-
стант получаем формулы

2С = -

г 2 — г 2
га Т1

о о

Л - Рага
.2 _ 2
ra ri

( o . l o l ) р и с 8.17. Плоское круговое кольцо при
нагружении внутренним и внешним

давлением.

Функция напряжений Эри (8.43) в этом случае выражается
в виде / _ v 22 s _ 2

f(r) = {Ра Pl)r/a In г + Р ' ? 2

 Р"о? ^2- (8-132)
'i-d 2(4_Г2)
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Отсюда вытекают формулы для напряжений

г!-г?

(Pa-Pi)rYa 1 • PA-Pjl
Jl _ ,2 ,2 г" ,2 . .2

(8.133)

Они дают решение задачи, которое другим путем было полу-
чено Ламе [59]. Как видно из (8.133), сумма напряжений

РА-РА
arr + СТфф = 2 2~3~2 ~ C0I1St

в кольцевой области не зависит от г.
Радиальное перемещение иг получается из соотношений

(8.56) или (8.57) для плоского напряженного состояния (тон-

t t t t t t

I I I . I I I

Рис. 8.18. Бесконечная пластина с круговым отверстием: (а) при постоянном
внутреннем давлении, (Ь) при всестороннем растяжении.

кое кольцо) и соответственно для плоского деформированного
состояния (толстостенная труба) при значениях констант А
и С согласно формулам (8.131). Соответствующие комплексные
функции напряжений для решения Ламе имеют вид <f>(z)=Cz,
•ф(г) = Л/г, где А и С — вещественные константы, определяе-
мые по (8.131). Переходя к пределу при га->оо, можно полу-
чить решение для неограниченной области с круговым отвер-
стием. В частности, при граничных условиях вида (рис. 8.18(а))

Огг == — Pi ПрИ Г = Г[,

агг = 0 при г = с»
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решение для напряжении имеет вид

°rr = — Pt (r{/rf, a,,,, = Pt (rjrf-

Как видно, радиальное напряжение агг всегда сжимающее,
окружное напряжение аФФ всегда растягивающее. На бесконеч-
ности напряжения исчезают. Радиальное перемещение в этом
случае для плоского напряженного и плоского деформирован-
ного состояний выражается в виде

Отсюда можно легко вычислить деформации.
Граничные условия (см. рис. 8.18 (Ь))

or r r = O при r = ru

arr = — pa = a при га = оо

А-В

позволяют получить решение для бесконечной области с нена-
груженным круговым отверстием при всестороннем растяжении.
Это соответствует фундаментальной задаче о концентрации на-
пряжений *'; тогда для напря-
жений имеем

о" = в(1+гЧг2) ( 8 Л 3 4 )

Максимальное окружное на-
пряжение на контуре кругово-
го отверстия ( а | ф ) т а х = 2 с г при
г = Г[. Таким образом, круго-
вое отверстие вызывает возму-
щение однородного напряжен-
ного состояния всесторонне
растянутой пластины, возни-
кает концентрация напряже-
ний, равная Сттах/а = 2.

С помощью решения (8.43) и соответственно (8.50) можно
также рассмотреть чистый изгиб кольцевого сектора (рис. 8.19).
Граничные условия имеют вид

огг = 0 при г = г г и г = га. (8.135)

Кроме того, справедливы соотношения

Рис. 8.19. Чистый изгиб кольцевого
сектора.

(8.136)

*' Практическое решение впервые было получено Грюблером [60}.
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Как видно, первое соотношение (8.136) должно удовлетворять
граничному условию (8.135), поэтому получим

и ri и
Постоянные А, В и С в (8.50) вычисляются из условий

Далее второе соотношение (8.136) дает
га га та га
Г J f d2F J

 d F I f d F J A/I

\somrdr=\4?:rdr = r4F\ -\—dr = M,
rl rt ri ri

или
Л (In г, - In r e ) + С (r? - »t) + В (rj In r f - r « e In r e ) = Af.

Отсюда следует

где

Тогда напряжения равны

(8.137)

стфф = —w-l 1-£- In-2- + r2 In [- ''fin — + г2 — r2,).
i\ \ Г fi Га г /

Это решение справедливо в предположении, что напряжения
аФЧ)) соответствующие моменту М, распределены в концевом по-
перечном сечении согласно выражению (8.137). Для нагрузки,
распределенной в концевом поперечном сечении иным образом,
вышеприведенное решение будет справедливо на основании
принципа Сен-Венана вдали от места ее приложениия.
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8.5.3. Решения с особенностями

Существуют решения основных уравнений, которые удов-
летворяют всем необходимым условиям, но приводят к беско-
нечно большим величинам напряжений или перемещений в осо-
бых точках.

Исследование этих особых (сингулярных) решений связано с представ-
лением о сосредоточенных нагрузках (конечных по величине силах и мо-
ментах, действующих на бесконечно малый участок
поверхности) как о некоторых абстракциях. Эти
решения могут быть получены путем предельного
перехода от распределенных нагрузок (см., напри-
мер, относящуюся к этому вопросу работу [61]).
Точку приложения силы Р на границе (рис. 8.20)
полагают особой и рассматривают ограниченную
линию, на которую переносится сила, например ма-
лую окружность вокруг точки приложения силы.
На ней имеет место распределение напряжений р,
равнодействующая которых соответствует сосредо-
точенной силе. По принципу Сен-Венана статически
эквивалентные виды нагрузок при достаточном уда-
лении от точек их приложения вызывают одинако-
вое напряженное состояние.

8.5.31. Полуплоскость, нагруженная на
границе (задача Фламана), и родственные
решения. Рассмотрим следующие функции
напряжений Эри в полярных координатах:

Рис. 8.20. Статиче-
ская эквивалентность
сосредоточенной силы
и распределенной на-
грузки на границе

области.

а также

F =

F = Crq> sin ф.

(8.138)

(8.139)

С помощью (8.138) представляется решение для полубес-
конечной плоскости у^О (полуплоскости), нагруженной со-
средоточенной силой Р, нормальной к границе (рис. 8.21).
С учетом (8.38) для напряжений имеем соотношения

огг = — 2С sin ф/r, (Тфф = тг(р = 0. (8.140)

Постоянная С получается из условия равновесия внешней
силы Р и напряжений, перенесенных на полуокружность во-
круг начала координат произвольного радиуса г = R, т. е.

п

\ arr sin ф • R dq> + Р = 0.

Для С тогда следует С = Р/л и, таким образом, справедливо
равенство

F = (р/я) гф cos ф, (8.141)
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а напряжение равно

О„ = —
2P sin i

n r

Как видно, речь идет о чисто радиальном напряженном со-
стоянии *>. Напряжения огг всегда сжимающие и обращаются
в нуль на бесконечности. В декартовых координатах формула
(8.141) имеет вид

F (х, у) = (Рх/п) arctg (у/х). (8.142)

В точке приложения сосредоточенной силы, которая здесь
совпадает с началом координат, напряжение огг становится

Р

Рис. 8.21. Сосредоточенная
сила, приложенная нор-
мально к границе полупло-
скости (задача Фламана).

Рис. 8.22. Сосредоточенная
сила, касательная к грани-

це полуплоскости.

бесконечно большим. Эта особенность связана с идеализирован-
ным представлением о сосредоточенной силе (как о силе ко-
нечной величины, приложенной на бесконечно малом участке
поверхности).

Геометрическим местом точек, в которых действуют посто-
янные напряжения ап, являются окружности, которые проходят
через начало координат и центры которых находятся на оси у**'.
Из выражения

| а„ J л/2Р = const = у/(х2 + у2)

следует х2-\- у2 = const-у или х2-\-(у—а)2 = а2, где а =
= Р/(п\Огг\).

Аналогично функция (8.139) дает решение для полуплоско-
сти, нагруженной сосредоточенной силой Q, касательной к гра-

*) Это решение было дано в 1892 г. А. Фламаном, использовавшим со-
ответствующее решение пространственной задачи, полученное в 1885 г.
Ж- Буссинеском (см. § 9.2).

**> При оптических исследованиях напряжений кривые, которые соот-
ветствуют постоянным главным касательным напряжениям, становятся ви-
димыми. Они называются изохромами.
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нице (рис. 8.22). При этом справедливо равенство

F = — (Q/п) rq> sin qp,

а напряжения равны
2Q cos ф

(8.143)

Они также описывают чисто радиальное напряженное со-
стояние.

Комплексные функции напряжений для обоих рассмотрен-
ных случаев имеют вид

(8.144)

и отсюда с помощью формул Колосова вновь могут быть по-
лучены напряжения.

В качестве более общего случая может быть рассмотрена
область в форме клина (с углом раствора 2а) с сосредоточен-
ной силой Р, приложенной в вершине вдоль оси симметрии,
или силой Q в перпендикулярном к
оси направлении (рис. 8.23). Для пер-
вого случая применима функция на-
пряжений (8.138); константа С опре-
деляется из условия

я/2+а

arr sin = 0.

л/2-а

Тогда

2а + sin 2а

и, следовательно,

(8.145)

sin ф
2а + sin 2а г

Рис. 8.23. Сосредоточен-
ная сила в острие кли-

на.

При нагружении сосредоточенной силой Q соответственно
получается

2Q

2а — sin 2а

Напряженные состояния, описываемые формулами (8.145) и
(8.146), также являются чисто радиальными.
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Случай сосредоточенной силы, которая приложена внутри
полуплоскости, сложнее и обсуждается в п. 8.5.3.3.

8.5.3.2. Полуплоскость, нагруженная моментом на границе.
Прежде всего рассмотрим случай, когда сосредоточенная сила,
нормальная к границе полуплоскости, приложена не в начале
координат (рис. 8.24(а)). Тогда для функции напряжений Эри

(а)

Рис. 8.24. (а) сосредоточенная сила, перенесенная относительно начала ко-
ординат, на границе полуплоскости; (Ь) пара сил на границе полуплоскости

(плечо е).

вместо (8.142) или (8.141) будет справедлива формула

F = (Я/я) (х + a) arctg [у/(у + а)] = (Я/я) (х + а) (Ф - 6<р). (8.147)

С ее помощью можно просуммировать действие произвольного
числа сосредоточенных сил на границе полуплоскости. В част-
ности, при нагружении парой сил (согласно рис. 8.24 (Ь)) функ-
ция напряжений Эри записывается в виде

F = (Я/л) х arctg (у/х) - (Я/я) (х + е) arctg [y/(x + в)],

или
(8.148)

Момент пары сил равен М = Ре, предельный переход выпол-
няется так, что величина Ре остается постоянной. Как видно
из рис. 8.24 (Ь), для малых е справедливо соотношение гбср =
= esinq>, и после пренебрежения малыми членами более высо-
кого порядка из (8.148) получают

или
F = (ЛГ/2я) (sin 2ф - 2ф). (8.149)

Это — функция напряжений Эри для сосредоточенного момен-
та, приложенного на границе полуплоскости в начале коорди-
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нат (рис. 8.25(а)). Напряжения будут равны
2М sin 2ф „ 2М

ФФ »

Как видно, чисто радиальное напряженное состояние уже не
имеет места; в сечении, проходящем через начало координат,
появляются касательные напряжения тг(р. Стоит заметить, что
напряжения затухают теперь как \/г2. Как и в решении для
сосредоточенной силы, здесь также в точке приложения мо-
мента имеется особенность (сосредоточенный момент представ-
ляет собой идеализацию). Так же как для сосредоточенных

М

Рис. 8.25. (а) сосредоточенный момент на границе полуплоскости; (Ь) сосре-
доточенный момент в вершине клиновидной области (задача Каротерса).

сил, приложенных к контуру, можно суммировать действие мно-
гих сосредоточенных моментов.

Комплексные функции напряжений для нагрузки в виде мо-
ментов на границе полуплоскости имеют вид

Вышеприведенное решение может быть распространено и на
клиновидную область с моментной нагрузкой в вершине
(рис. 8.25 (Ь)).

Функция напряжений Эри для задачи Каротерса определя-
ется по формуле

р _М_ sin 2<p + 2ф cos 2a
2~ 2а cos 2а — sin 2а '

При а = л/2 отсюда вновь следует решение (8.149) для полу-
плоскости. Длительное время оставалось незамеченным, что это
решение несправедливо для произвольного угла раствора кли-
новидной области. При tg2oc = 2cc (т. е. при 2а = 257° 24')
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появляется особенность, и все напряжения становятся беско-
нечно большими.

Этот факт привел к различным дискуссиям. Точное решение
задачи с помощью преобразования Меллина было дано Штерн-
бергом и Койтером [62]. Нейбер [63] путем анализа приложе-
ния сил дал физическое объяснение реализации сосредоточен-
ного момента в вершине клина.

8.5.3.3. Сосредоточенная сила внутри бесконечной плоскости
и в полуплоскости. Функция напряжений Эри (8.145) дает при
сс = я решение для бесконечной плоскости, разрезанной вдоль
отрицательной полуоси у при действии сосредоточенной силы
в начале координат. Но для неразрезанной полной плоскости,
согласно рис. 8.26(а), одного только этого решения недостаточ-

(а)

р
1

1/1
А

j

(b)

Л х

р • I "р

Рис. 8.26. Сосредоточенная сила (а) и сосредоточенный момент (Ь) внутри
бесконечной плоскости.

но, так как радиальное напряженное состояние уже не реали-
зуется.

Функция напряжений Эри для плоского напряженного со-
стояния имеет вид

„ Р , 1 — V Р
F =

 "ГЯ"
 Г ф c o s ф + ~Т~ ~Ш Sin ф. (8.150)

Первый член соответствует решению для разрезанной плоско-
сти и характеризует равновесие при нагрузке, второй член —
так называемому самоуравновешенному напряженному состоя-
нию и определяется из условия однозначности перемещений.
Так как речь идет о двухсвязной области, то появляется ко-
эффициент Пуассона v.

В то время как ось у представляет собой ось симметрии,
относительно оси х напряженное состояние несимметрично.
Компоненты напряжений следуют из (8.150):

3 + v P sin i 1 — v P sin 1 — V Р ССКф

4я г
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Видно, что нагрузка Р распределяется поровну на верхнюю
полуплоскость у < 0 и на нижнюю полуплоскость у > 0. Пер-
вая нагружается растяжением, последняя — сжатием. Компо-
ненты напряжений в декартовых координатах имеют вид

4itr
[ - (3 + v) + 2(1 соз 2

Ф ],

*ху = -

Дальнейшие решения могут быть получены из решения для
сосредоточенной силы наложением. Действие пары сил, состав-

а

Р

У

Q

X

\

Рис. 8.27. (а) сосредоточенная сила внутри полуплоскости (задача Мелана);
(Ь) биполярные координаты г\, г2, Оь Фг-

ляющие которой направлены параллельно оси х или оси у
(рис. 8.26 (Ь)), соответствует нагружению сосредоточенным мо-
ментом М. Для этого случая справедлива функция напряжений
Эри

Р = (М/2л)<р, (8.151)

напряжения равны агг = a w = 0 , xr<t = M/(2nr2). Как видно,
напряженное состояние не зависит от угла ср и нормальные
напряжения в радиальном и тангенциальном направлениях от-
носительно начала координат не появляются.

Задача о сосредоточенной силе внутри полуплоскости
(рис. 8.27) была решена впервые Меланом [64] *>. Позднее
решение было получено с помощью комплексных функций на-
пряжений [33], а также методом интегральных преобразований
[В41]. Для случая когда нагрузка соответствует рис. 8.27(а),

*' См. в этой связи работу [А26].
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функция напряжений Эри при плоском напряженном состоянии
представляется в виде

(8.152)

причем, согласно рис. 8.27 (Ь), введены биполярные координа-
ты

г,, Ъь г2, Ъ2, так что tg$l=x/(y + a), tg ft2 = х/((/— а) и

/•i = V* 2 + 0/ + a)2, ra = ^x* + (y-a)2- (8.153)

Общие выражения для компонент напряжений очень гро-
моздки. В частности, на границе полуплоскости (*/ = 0) г{ =
= г2 = г = -л/х2 + а2, и тогда

_ _ 2Р a3 —vay2 2Q д:3 — уа2л:

я; л4 я

Комплексные функции напряжений (см. [А13]) для задачи
Мелана (для плоского напряженного и плоского деформирован-
ного состояний) равны

± i \ Q + iP п / • \ i i / i • \i i Q — iP z — ia

+ &= 1[п{гШ) + "1п{г + 1а)]+

Q-\-iP

а» (Г + х
+ ['п(г + ш) + х 1 п ( г ш )(г + ш) + х 1 п ( г ш ) (2 + / a ) 2 J -

При a = 0 из (8.152) и (8.154) вновь следуют соответствующие
решения для полуплоскости, нагруженной на границе (при этом
следует учесть введенный здесь угол •& = п/2 — ф).

8.5.4. Изгиб заделанного на торце кольцевого сектора

Для этого случая применяются функции напряжений Эри
в виде /(r)sinq), f (r) cos ф, что соответствует обобщению задачи
изгиба, обсуждавшейся в п. 8.5.2.

Если кольцевой сектор заделан на торце и нагружен попе-
речной силой Q согласно рис. 8.28(а), то функция напряжений
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Эри равна
F ( ) f ( ) i

239

F(r,(() = f(r)sin<f. (8.155)

Из общего бигармонического уравнения ДА/7 = 0 получается
обыкновенное дифференциальное уравнение для f(r):

* i d i у
+ J

общее решение которого имеет вид

/ (Г) = Аг3 + B/r + Cr + Dr In r.

Рис. 8.28. Заделанный на торце кольцевой круговой сектор при нагружении
поперечной силой (а), а также растягивающей силой и изгибающим мо-

ментом (Ь).

Тогда соответствующие компоненты напряжений выражаются
в виде

(8.156)

= (бЛг + -^г + — ) sin ф, тгф = — (2Аг — — + —) cos <p,

причем постоянные интегрирования определяются из граничных
условий. Последние имеют вид агг = тг(р = 0 при г — г«, г = га.

Далее справедливо условие

xrvdr = Q.

Отсюда следует
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где N = т\ — г\ + {т\ + Гд) In {rajrt), что позволяет однозначно
вычислить напряжения (8.156). В частности, для qp = O имеем

а напряжения в месте заделки равны

Q Г rjrl 1

Естественно, это решение справедливо, если только напряже-
ния, соответствующие поперечной силе Q и приложенные в на-
груженном сечении при <р = 0, имеют вышеуказанное распре-
деление.

Совершенно аналогично можно получить решение для за-
деланного на торце кольцевого сектора при нагружении соглас-
но рис. 8.28(Ь). Функция напряжений Эри при этом принима-
ется в форме

/ 7 ( ) / ( ) (8.157)

Граничные условия будут оггг = т г ф = 0 при r = rt, r = ra. Кро-
ме того,

Вычисление напряжений производится по аналогии с приведен-
ной выше задачей.

8.5.5. Концентрация напряжений на отверстии круговой формы
в пластине, растягиваемой в одном направлении
(задача Кирша)

Задача, соответствующая рис. 8.29(а), впервые была ре-
шена Киршем [65] в 1898 г. и представляет собой одну из
фундаментальных задач о концентрации напряжений.

Отверстие круговой формы вносит возмущение в однород-
ное напряженное состояние в одноосно растянутой бесконечно
протяженной пластине, такое, что происходит повышение на-
пряжений. Правда, возмущения в распределении напряжений
сказываются только в непосредственной близости от отверстия
и быстро затухают уже при умеренном удалении от него
(г>3а). Таким образом, на большом расстоянии от начала
координат определяющим является однородное распределение
напряжений охх = а независимо от того, имеется отверстие или
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нет. Соответствующие напряжения в полярных координатах
равны

°гг = °хх cos2 ф = (а/2) (1 + cos 2ф),

ОЧРФ = °хх sin2
 Ф = (а/2) (1 - cos 2ф),

т г ф = — ахх sin ф cos ф = — (а/2) sin 2ф.

(8.158)

Согласно (8.158), от напряжений огг и xrif на внешней гра-
нице кругового кольца (с достаточно большим радиусом га)
возникает такое распределение напряжений, которое может
быть разделено на осесимметричную и неосесимметричную ча-

Рис. 8.29. (а) пластина с круговым отверстием при одноосном растяжении
(задача Кирша); (Ь) распределение напряжений ахх и ауу на оси х и у

в окрестности кругового отверстия.

сти. Таким образом, решение задачи Кирша получается путем
наложения решения Ламе для кольца при всестороннем рас-
тяжении а/2 со свободной от нагрузки внутренней границей и
решения для кольца с напряжениями на внешней границе

огг = (о/2) cos 2ф, тгф = — (а/2) sin 2ф. (8.159)

Для всестороннего растяжения из (8.132) для р, = 0, ра =
= —а/2 при га->оо получается функция напряжений Эри
в виде

/?, (г) = (а/4) (г2 - 2а2 In r). (8.160)

Для напряжений, согласно (8.159), действительна неосесиммет-
ричная функция напряжений Эри

F2 (г, Ф) = / (г) cos 2ф. (8.161)

Из общего бигармонического уравнения AAF2 = 0 следует
обыкновенное дифференциальное уравнение для f(r):

JL+ !.•-*- —±\ (#L + ±'j*L 4 M _ n
dr<t ~Т~ г dr г2 A dr2 ~Т~ г dr г2 ) ~ U >
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общее решение которого имеет вид

Постоянные интегрирования из условий на свободном от
нагрузки контуре отверстия: а„ = 0, т г ф = 0 при г = а, а также
из условий (8.159) (после выполнения предельного перехода
га -»-оо) получаются в виде

А = 0, В = -о/4, С=-(а/4)а\ /) = ((т/2)а2.

В результате для (8.161) имеем выражение

F2 (г, Ф) = - -J (г2 + -£ - 2а2) cos 2ф.

Окончательно с учетом (8.160) функция напряжений Эри для
одноосно растянутой пластины с круговым отверстием примет
вид

F (г, Ф) = •£• [г2 - 2а2 In r — { r 2 ~ / ) 2 cos 2ф]. (8.162)

Отсюда вытекают формулы для напряжений (формулы Кирша)

] (8.163)

- ^ - 3 ^ - ) sin 2Ф.

Например, для х = 0, ф = л/2, у^а получаем

(1 i 1 fl2 i 3 а* Л

<У<Ю = °хх = О { I +"2 " F + Y l ^ J -

На контуре отверстия г = а для окружных напряжений спра-
ведливы равенства

°W = о (1 — 2 cos 2ф), где (аф ( р) т а х = За для ф = ± я/2,

К) = ° И ( Р = = Л -

Теперь видно, что напряжения на контуре отверстия повыша-
ются и соответствующий коэффициент концентрации напряже-
ний равен трем. Этот факт имеет большое практическое зна-
чение.

Как показано на рис. 8.29 (Ь), возмущения напряжений
вдоль осей х к у затухают вне отверстия очень быстро.
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В заключение укажем еще перемещения для задачи Кирша

S l n

В частности, на контуре отверстия они равны

щ = о * аа(\ -\- 2 соз2ф), иш = — j ^ - ста sin 2ф,

причем х, согласно (8.75), содержит коэффициент Пуассона.

Наложением вышеприведенных решений для растяжения в направлениях
х и у вновь получают уже рассмотренное ранее решение для кругового
отверстия в бесконечной пластине при всестороннем растяжении.

Решение задачи Кирша можно получить также с помощью комплексных
функций напряжений. Это продемонстрировано в п. 8.5.6, где указано об-
щее решение для области с круговым отверстием 15>.

8.5.6. Общее решение для бесконечной пластины
с круговым отверстием с помощью конформного
отображения

Отображающая функция при конформном отображении
внешности круга (радиуса R) в плоскости z на внутренность
единичного круга в плоскости £ имеет вид

г(6) = Я/Б. (8-164)

Из общего выражения (8.103) для комплексных функций на-
пряжений в плоскости z с учетом (8.164) получаем для плоско-
сти £

L( о + 1) 1п ? + {в'+ iC) Т
(8.165)

где фо{£,) и i|>o(£) представляют собой однозначные аналитиче-
ские функции на единичном круге в плоскости £ *>. Решение

*> Общие выражения (8.165) справедливы, впрочем, также при отобра-
жении пластины с отверстием произвольной формы с помощью отображаю-
щей функции (8.116) на внутренность единичного круга. При этом R за-
меняется на С-1, бесконечные ряды в выражениях для ф0 и i|)0 исчезают.
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для первой граничной задачи вытекает из граничного условия
(8.127). С учетом (8.165) имеем

г (у) Г X-iY I BR -т,

1П Y + ( S ' - 'С') f + 4 (Y) = F (Y), (8.166)

или в сокращенном виде

Фо (У) + j % Фо (у) + Ъо (У) = Fo (у), (8.167)

где

-(B'-iC')Ry.

Комплексные функции напряжений фоЦ) и if>0(£;) представ-
ляются в виде

С учетом (8.164) z(y)/z'(y) = —1/т>3> и граничное условие
(8.167) для определения функций фо(£,) и -ф0 (£) принимает вид

Фо(у)-уфо(у) + Ь(у) = Ро(у). (8.168)

Правая часть граничного условия (8.166) соответствует кон-
турной нагрузке и представляется в виде разложения в ряд
Фурье в комплексной форме на плоскость единичного круга

где
2я

A k = - k \ F ^ e ~ " " t d ^ k = = 0 > ± l > ± 2 . . . .
о

Далее применяется разложение в ряд

k-l

(8.169)
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После подстановки в (8.168) и приравнивания коэффициен-
тов окончательно найдем

1 X + iY , . ,

(8.170)

. 1 X + tT , „
= A-k~T^^' k>2-

Этими величинами определяется общее решение в виде ряда
для бесконечной пластины с круговым отверстием.

Существенное упрощение получается, если контурная на-
грузка является уравновешенной (X-\-iY = 0). Тогда коэффи-
циенты (8.170) будут равны

a1 = Al-(B'-iC')R, ak = A k , k > \ ,

Ь2 = А-2' (8.171)

bk = A - k - ( k — 2)ak-2, k > \ -

Для растягиваемой бесконечной пластины с нагруженным
отверстием круговой формы (задача Кирша) X = У = 0 и,
кроме того, F(y) = 0, т. e. Ak = 0. Остающиеся коэффициенты
в (8.171) равны

al = -(Br-iC)R, b{ = -2BR, Ъ3 = (В' - iC) R,

ak — 0 для k > 1, b0 = 0, b2 = 0,

bk = 0 для k > 3.

Для растягивающего напряжения оТх = о в направлении оси х
из (8.105) имеем

5 = а/4, В' = -о/2, С' = 0

и, таким образом,
al = aR/2, bl = -aR/2, b3 = -oR/2.

Поэтому

и общие соотношения (8.165) примут вид
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После обратного преобразования на плоскость z с учетом
(8.164) получим комплексные функции напряжений

+ 2-£-), 4>(z) = - f [z+ / ? ( ! _ - £ ) ] , (8.172)

через которые известным образом по формулам Колосова вновь
могут быть выражены напряжения и перемещения, уже полу-
ченные в п. 8.5.5 *>.

Рис. 8.30. Пластина с круговым отверстием при одноосном растяжении под
произвольным углом к оси х.

Для более общего случая, когда имеет место одноосное рас-
тяжение под углом а к оси х (рис. 8.30), вместо (8.172) спра-
ведливы формулы

8.5.7. Бесконечная пластина с эллиптическим отверстием

Способ, изложенный в предыдущем пункте, можно развить
в виде общего способа неопределенных коэффициентов с тем,
чтобы применить его к областям с произвольной границей и
отверстиями, если имеется подходящая функция, осуществляю-
щая конформное отображение. В общем случае этот способ
очень трудоемкий, особенно для определения второй комплекс-
ной функции напряжений, и может быть заменен более общими
методами теории аналитических функций. Однако для пластины

*> Заметим, что здесь через R обозначен радиус отверстия.
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с эллиптическим отверстием при растяжении решение получа-
ется очень просто элементарным способом.

Уравнение контура эллиптической полости имеет вид

где а и Ъ — полуоси эллипса. Функция, осуществляющая кон-

Плоскость г Плоскость С,

Рис. 8.31. Конформное отображение эллиптического отверстия в бесконечной
пластине на внутренность единичного круга.

формное отображение согласно рис. 8.31, будет

, г д е А = 2±±, с = -±=±. (8.173)

Эллиптический контур задается координатами

х = А(1 + с)cosф и г/ = — А(\ — с) sin ф.

Положение произвольной точки на контуре отверстия описы-
вается углом

1 - е

Для ненагруженного эллиптического отверстия, согласно (8.165),
получаются следующие общие выражения для функций напря-
жений *'

Ф (С) = -у- + Фо (С), * (0 = (В' + iC) ̂ -+ifo (0 •

В граничном условии, которое по форме совпадает с (8.167),

*r(Y) + 4*Sr?o(Y)+*o(Y) = fi>(Y) ( 8 Л 7 4 >

*> См. примечание на стр. 243.
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теперь функция F0(y) выражается в виде

^о (У) = - - у + f% BAf - {В' - 1С) Ау. (8.175)

С помощью отображающей функции (8.173) получим
г (у) _ 1 1 + су2 _ 1 + суг _
Г ( у ) " у с - у 2 — у з ( 1 _ с / у 2 ) —

Для растягивающего напряжения <т°° =сг в направлении оси у
В = а/4, В' = а/2, С = 0. Поэтому (8.175) принимает вид

Для функций напряжений <j>o(t) и ^o(S) вновь справедливо
представление

Подставляя эти ряды в граничное условие (8.174) и приравни-
вая коэффициенты сначала для положительных степеней у,
найдем

а, = - - ^ ( 2 + с), а* = 0 для * > 1.

В результате сразу получим первую комплексную функцию на-
пряжений

[! ] ( 8 - 1 7 6 )
Рассмотрение отрицательных степеней у дает

6, = —х-(2 + с2) + ш, = - ^-(1 + с + с2),

Ь2 = Ь 4 = ... = 0 ,

- а 1 ( 1 + с2) + &з = - х - ( с + с3), т. е. Ь3 = - ^ - ( 1 + с2)(1

- a 1 ( c + C

3) + b5 = - ^ - ( c 2 + C), т. е. ftB = cft3,

b7 = cb5 = c% и т. д.

Таким образом, получим
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Выражение в прямоугольных скобках соответствует геометри-
ческой прогрессии, которую можно просуммировать, т. е.

Следовательно, вторая комплексная функция напряжений
будет равна

^ L [ | ( i i - ± ^ £ ± t L ] (8.177)

Обращение функций напряжений (8.176) и (8.177) на пло-
скость z невозможно, поэтому вычисление напряжений прово-
дится в точках плоскости £ и затем выполняется обратное пре-
образование. Вдоль контура отверстия ар Р = 0 для окружного
напряжения из первой формулы Колосова (8.125) справедливо
выражение (Tcp(p = 4Re{Q(Y)}. Тогда получим

о (г\ — ф' (О q 1 + (2 + с) I2

" UJ — г , (£) — 4 j _ С£2

и с учетом у = e'f распределение напряжений на контуре пред-
ставляется в виде

_ 1 — (2 + с) с + 2 cos 2ф
СТФФ — а ! + С2 _ 2 с Cos 2ф '

Максимальные напряжения имеют место при ф = 0 и ф = я,
т. е. на концах большой полуоси. При этом справедливо ра-
венство

Эта так называемая формула эллипса имеет большое практиче-
ское значение для оценки эффекта концентрации напряжений 1 6 ).

Минимальное окружное напряжение появляется при ф =
= ± я / 2 , т. е. на концах малой полуоси. Независимо от формы
эллипса всегда (а^ф),^ = —а.

Распределение напряжений аХх = сгрр и оуу = ач<9 вдоль
оси х для эллипса с а/b = л/5 (с = 0,38197) показано на
рис. 8.32. На нем также нанесено распределение напряжений
аф ф/о на границе отверстия.

Решение описанной задачи впервые *> было получено не-
сколько другим путем в 1909 г. Г. В. Колосовым. Общее ре-
шение для случая, когда растягивающее напряжение действует
под углом р к оси х (рис. 8.33), впервые было указано в 1919 г.
Н. И. Мусхелишвили.

*> Позднее это решение различными способами было повторено Ч. Ин-
глисои, Л. Фёпплем, Г. Нейбером, Т. Пёшлем и др.
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Рис. 8.32. Распределение напряжений в окрестности эллиптического отвер-
стия в растягиваемой бесконечной пластине.

Комплексные функции напряжений для этого случая равны

(8.179)
а А

Путем наложения решений для р = 0 и р = я/2 можно рас-
смотреть случай пластины с эллиптической полостью при все-
стороннем растяжении. Для комплексных функций напряже-
ний тогда из (8.179) получаем

Окружное напряжение на контуре отверстия при этом опреде-
ляется по формуле

„ ^„ 2(1-с")
W 1 + с2 — 2с cos 2ф '

Оно всегда положительно, а максимальное и минимальное зна-
чения равны (афф)тах = 2оа/Ь и (о<р![1)т1п = 2оЬ/а и достига-
ются на концах большой и соответственно малой полуосей.
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Рис. 8.33. Пластина с эллиптическим отверстием при одноосном растяжении
под произвольным углом к оси х.

Приведем еще без вывода комплексные функции напряже-
ний для двух других задач о пластине с эллиптическим отвер-
стием. Если контур эллиптического отверстия нагружается по-
стоянным внутренним давлением, а напряжения затухают на
бесконечности, то функции напряжений будут иметь вид

Ф(£) = - р Л (1

1

 + с ' ) , е . (8.180)

Общее решение, которое содержит только что указанный слу-
чай как частный, было получено Н. И. Мусхелишвили. Речь
идет об эллиптическом отверстии в бесконечной пластине, на-
груженной на части границы постоянным давлением р
(рис. 8.34), причем напряжения на бесконечности должны за-
тухать. При этом комплексные функции напряжений можно
записать в несколько более удобной форме, если осуществить
конформное отображение внешней области эллипса на внеш-
ность единичного круга в плоскости £. Пусть z(£) = А (£, -\- сД),
где А и с имеют те же значения, что и раньше. Тогда комплекс-
ные функции напряжений будут равны

(8.181)

- z a in (Y2 -
1 + H 1+н
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При этом для сокращения введены обозначения

Если нагружена вся граница эллиптического отверстия, то
•?i = 22, \i = Y2. In (Y2/Y1) = 2лt и из (8.181) вновь получаются
выражения (8.180) для функций напряжений.

(«О Плоскость z (Ь) Плоскость £

Рис. 8.34. Нагруженное на части контура эллиптическое отверстие в бес-
конечной пластине.

Другой частный случай следует из решения (8.181) при
предельном переходе к силе Р, нагружающей эллиптическое

отверстие в бесконечной плоскости со-
гласно рис. 8.35 *'. Функции напряже-
ний тогда равны

2я/

Р £ - /

» +

Интересно, что окружное напряжение
на контуре отверстия на концах боль-
шой полуоси 0ч Ф = 2Р/я6 не зави-
сит от отношения длин осей эл-
липса.

В заключение следует отметить,
что множество решений для областей

с разнообразными границами можно получить с помощью кон-
формных отображений при использовании интеграла Коши.

Рис. 8.35. Бесконечная пла-
стина с эллиптическим от-
верстием, нагруженная
двумя сосредоточенными

силами.

*> Эта задача решена другим способом Нейбером [66].
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За дальнейшими сведениями следует обращаться к работам
[АН, АЗО, А31].

8.5.7.1. Напряжениям перемещения для трещины Гриффитса.
Из решения, обсуждавшегося в предыдущем разделе, можно
получить важные результаты о распределении напряжений на
трещинах, которые обсуждаются в линейной механике разру-
шения.

Первые исследования о поведении трещин в хрупких телах
принадлежат А. Гриффитсу, которого можно считать осново-
положником количественной теории
трещин и механики разрушения (см. а

[67]). t t t t t t t t l t t т
В качестве модели при изучении устойчи-

вого поведения единичной трещины А. Гриф-
фите положил в основу вырожденное эллипти-
ческое отверстие с исчезающе малой полуосью
(рис. 8.36). Такую конфигурацию трещины
в бесконечной пластине сегодня называют
трещиной Гриффитса. Речь идет о разрезе в
плоскости z, в котором концы трещины при
х = ± а являются особыми точками решения.
Однако это решение оказывается чрезвычай-
но полезным в механике разрушения.

Исходя из решения для пластины
с эллиптическим отверстием, можно
найти напряжения и перемещения для
трещины. Отображающая функция
(8.173) для трещины (при £> = О и
с = 1) становится равной

z(S) = (a/2)(l/£ + g). (8.182)
Комплексные функции напряжений (8.176) и (8.177) в плоско-
сти £ получаются при этом в виде

у'

la *

X

1
U H I I I И ( ( (

Рис. 8.36. Бесконечная пла-
стина с трещиной длиной 2а
при одноосном растяжении

(трещина Гриффитса).

Далее их можно простым способом отобразить на плоскость г
и представить напряжения у трещин. Из (8.182) следует 5 =

= г/а — V(z/a)2— 1, и после подстановки в (8.183) и просты;
преобразований можно найти комплексные функции напряже-
ний для трещины Гриффитса в плоскости z при растяжении
в направлении оси у:
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Напряжения в случае трещины Гриффитса можно очень
легко вычислить по формулам Колосова. Для приложений ме-
ханики разрушения прежде всего важны напряжения вдоль
оси х (в вершине трещины). При этом г/= О, z = z = x и тогда
получают

= = - - П. х>а,
агг = s L -у (ФУ — 1 J

х <а,

х>а,

х<а.

Видно, что напряжения оХх и оуу в вершине трещины бесконечно ве-
лики. Это обусловлено тем, что в соответствии с моделью рассматриваемой
здесь трещины в ее вершине не определен радиус кривизны. Поэтому воз-
никает математическая особенность, и решение в этих точках несправед-
ливо. Но для применения теории это не имеет значения. Особенность в ре-
шении, основанном на теории упругости, для вершины трещины (когда
определяющей становится структура материала на атомном уровне) пере-
дает до некоторой степени характер взаимодействия между областью, где
проявляются силы сцепления между атомами, и лежащей вне ее сплошной
средой. Впрочем, построены также модели трещин, в которых особенностей
в вершине трещин удается избежать [68] *'.

Для вычисления перемещений на контуре трещины привле-
кается третья формула Колосова. В общем случае для контура
трещины (обозначаемого индексом R) справедливо соотно-
шение

2G (и + iv)R = [*ф (z) - ф' (Г) - ар (Г)]К. (8.184)

С другой стороны, граничное условие для контура трещины,
свободного от нагрузки, имеет вид

Поэтому из (8.184) следует

Большое значение имеют перемещения границы трещины
в направлении оси у при zR = х ^ а, которые характеризуют
раскрытие трещины. При этом справедливо соотношение

*) Математическое описание модели хрупкого разрушения см. в статье
М. Я- Леонова и В. В. Панасюка: Развитие мельчайших трещин в твердом
теле. — Прикладная механика, 1959, т. 5, № 4, с. 391—401 (на укр. яз.).
См. также работу: Леонов М. Я- Элементы теории хрупкого разрушения.
Журнал прикл. мех. и техн. физ., 1961, № 3.~Прим. ред.
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Отсюда для трещины Гриффитса при одноосном (а также при
всестороннем) растяжении получим

Более полные сведения о теории трещин и механике разруше-
ния можно найти в специальной литературе, например [В27—
В29].

§ 8.6. Решения плоской задачи теории упругости
с помощью интегральных преобразований

Как уже отмечалось в § 6.3, многочисленные задачи теории
упругости могут быть решены методом интегральных преобра-
зований. В зависимости от постановки задачи открываются раз-
личные возможности.

Ниже представлено применение классического преобразова-
ния Фурье как важнейшего интегрального преобразования. Оно
состоит в том, что строятся трансформанты искомых функций,
и тогда решение задачи становится более простым. Искомые
функции должны при этом удовлетворять условиям Дирихле
в области (—оо, оо) и быть абсолютно интегрируемыми, т. е.

\f(x)\dx<0.

В п. 8.6.4 кратко указаны трудности, которые возникают,
если эти предположения не выполняются, и показывается, как
может быть расширена область применимости преобразования
Фурье.

8.6.1. Формальное решение бигармонического уравнения

Применение преобразования Фурье согласно (6.11) по од-
ной переменной позволяет свести бигармоническое уравнение
относительно функции напряжений Эри

MF (х,у) = О, (8.185)
где

к обыкновенному дифференциальному уравнению.
Прежде всего определим трансформанту Фурье

у); * — М -
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Применение правила дифференцирования (6.14) дает

Повторное применение (6.14) приводит к выражению

оо
AAF(x, y)ei^dx=[^-X2 + -^) J AF (х, у)е*хdx

оо

= (-Л 2 + ̂ ) 2 \
(8.186)

Если ввести трансформанту Фурье для функции напряжений
Эри по формуле

9-{F(x, у); x^k) = F{k, y)^G(K У), (8.187)

то вместо дифференциального уравнения в частных производ-
ных (8.185) получится обыкновенное дифференциальное урав-
нение для функции G(k, у):

( £ ) = 0, (8Л88)

или

-^ G (Я, у) - 2А2 £Г G (X, у) + VG {X, у) = 0.

Общее решение уравнения (8.188) имеет вид

G(X, у) = (С, + С,у)e-^W + (Са + С<у)el^», (8.189)

причем появляющиеся произвольные постоянные С] Сц
зависят от параметра X и определяются из граничных условий
задачи.

После выполнения обратного преобразования для (8.187)
получают интегральное представление функции напряжений
Эри

оо
^ \ y)e-^dX. (8.190)
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Далее трансформанты Фурье для напряжений имеют вид

(8-191)

xxy = ±=. \-fL-e***dx = ibj-G{Kt y),
" д/2я J дх dy dy

OO
и отсюда после обращения преобразования Фурье получаем

— oo
oo

оУу (х, у)=- - ; = \ Я 2 С (Я, у) е-'* dX, (8.192)
* oo

хху(х, У) = -4Г

Точно так же могут быть представлены компоненты пере-
мещений. Для плоского напряженного состояния из закона
Гука (8.13) с учетом (8.2) Еехх = Еди/дх = ахх — vayy после
умножения на е'1х и интегрирования по х

_ v

для трансформанты Фурье компоненты перемещений и находим

Ей (I, y) = j - [-^r G (Я, у) + vX2G (X, у)]. (8.193)

Соответственно из выражения
Е (ди dv\

2(1 + v ) \ду ^ дх ) — %ХУ

для перемещения v получаем

Ev (X, y) = -^yirG (X, y)-(2+v)X2-£fG (X, у)]. (8.194)
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После обращения (8.193) и (8.194) окончательно следует
оо

и(х, у) = ^ 4 = S [ т т ° ( я ' У) + ч№(к, у)]е-^-^, (8.195)

(8.196)

Соответствующие выражения для плоского деформирован-
ного состояния будут иметь вид

и{х>У)==1Ш- [[<* -V)^G(A>й+^ъy^-lxkf •
Г (8-197)

-'*-%-. (8.198)

Соотношения (8.192) и (8.195), а также (8.196) и соот-
ветственно (8.197) и (8.198) дают формальное решение для
компонент напряжений и перемещений при плоском деформи-
рованном и плоском напряженном состояниях, если в них под-
ставить выражение для G(k,y) согласно (8.189). Эти решения
можно применять для конкретных задач, если на границах
у = const заданы напряжения или перемещения, в частности,
например, для задачи о полуплоскости.

Для неограниченной полосы конечной ширины целесооб-
разно решение дифференциального уравнения (8.188) предста-
вить в иной форме через гиперболические функции [69]:

G (Я, у) = А (К) chky + B (Я) sh Ху + у [С (Я) ch ky + D (Я) sh ky].

8.6.2. Распределенные нагрузки на границе полуплоскости

Рассмотрим полуплоскость у ^ 0, к границе которой при-
ложена распределенная нормальная нагрузка р(х) согласно
рис. 8.37. Решение при этом может быть получено с помощью
преобразования Фурье, если применить формулы, приведенные
в предыдущем пункте. Но возможно также решение задачи и
без использования функции напряжений Эри и ее трансфор-
манты.

Чтобы продемонстрировать последний подход, выполним
преобразование Фурье по координате х (ось х — граница по-
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луплоскости) уравнений равновесия и закона Гука, например,
для плоского напряженного состояния:

даг дхг

дх дх
ди ди

ди

dv ди
ду

Тогда получим пять однородных линейных дифференциальных
уравнений относительно неизвестных функций п(Х,у), v(%,y),
дхх(Ку),дуу(Ку) иххУ(1,у):

+ т 0

в = 0.

(8.199)

Совместность этих уравнений требует, чтобы определитель,
образованный из коэффициентов и дифференциального оператора
d/dy, применяемого к каж-
дой из пяти неизвестных
функций, обращался в нуль.
Это вновь приводит к диф-
ференциальному уравнению
относительно неизвестной
функции для плоского де-
формированного состояния

( • £ - * • ) ' < • • • > - < : • '
(8.200)

У

а

общее решение которого да-
ется формулой (8.189).

В случае полуплоскости
у :=г 0, согласно рис. 8.37,
при нормальной нагрузке р(х), приложенной на конечном ин-
тервале от а до р, в общем решении (8.189) из условия

Рис. 8.37. Полуплоскость с нормальной
нагрузкой, приложенной на конечном

отрезке.



260 5. Плоская задача теории упругости

обращения в нуль напряжений и перемещений при у—*оо по-
стоянные С 3 и С4 должны быть равны нулю. Граничные усло-
вия имеют вид

аии = — Р W 1

т _ 0 Г п р и у = = 0 > (8-201)

%ху — и )

соответственно в преобразованном виде они будут

°yy = — pW' -dy-Oyv^0 П Р И У = °-

Из решения дифференциального уравнения (8.200) для дуу,
т. е. для дуу =(Ci + С2у)е~Му, получаем для постоянных: С) =
= —р(Х), С2= \Х\р(Х). Для других решений получаются, ес-
тественно, другие значения постоянных.

Таким способом удается построить следующие интегральные
представления, в которых трансформанта Фурье граничной на-
грузки обозначена через &~{р(х)} —(Х)

— оо
оо

ауи = - - ^ = - \ р (Я) (1 + 1 Я.! у) e-i vi »-'*х ^ , (8.202)

а также для плоского деформированного состояния

(8.203)

Аналогичным образом получают решение с помощью функ-
ции напряжений Эри, рассмотренной в предыдущем пункте.
Согласно (8.189), для полуплоскости G{%, у) = {Су + C)**
С учетом (8.191) из граничных условий (8.201) следует

и отсюда С{ = р(Х)/Х2, С2 = р(ЩХ\. Поэтому

G{K у)=РЫ-(\+\%\у)е-\ь\у. (8.204)

Подставляя в (8.192), вновь получим решение (8.202).



§ 8.6. Решения плоской задачи теории упругости 261

Для нагрузки на полуплоскость, симметричной относительно
оси у, решение (8.202) упрощается, так как при этом приме-
нимо косинус-преобразование Фурье, т. е. справедливы ра-
венства

охх= — V2/n \ р(Х,)(\—Ху)е~хУ cos (Xx)dX и т. д., (8.205)
— оо

причем теперь
оо

р (X) = У 2/я J p (x) cos (Xx) dX. (8.206)
о

8.6.2.1. Равномерная нормальная нагрузка, приложенная на
части границы полуплоскости. В качестве примера рассмотрим

-о
X

(Ь)
-а

Рис. 8.38. (а) полуплоскость с равномерно распределенной нагрузкой, нор-
мальной к границе, (Ь) биполярная система координат для полуплоскости.

случай постоянной нормальной нагрузки ро, приложенной на ин-
тервале — а < х < а, согласно рис. 8.38(а). Из (8.206) следует

а

р (Я,) = У 2/я ро [ cos (Xx) dx = л/2/л pQ (sin Xa)/X,
о

и, таким образом, из (8.205) сначала найдем для напряжений

__ 2p 0 f

•~ я 1
• е~Ху sin (Xa) cos (Ял;) cfA,,

s i n ( я а ) c o s

( = 2ES- у J e - ^ sin (Ял) sin (Ях) с?Я.
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После интегрирования получим

Ро Г i. У j. У i ( * — а) У (* + а ) У Л

охх = -g- [ a r c t g - ^ - arctg j&~a +{х

(_ fl), ^у2 - {х\ fl), ^yi\,

^ arete-^ (* ~ а ) у

+ s a r C l g * - a (х - а)2 + i
I

- а) 2 + i/2 M * + а) 2 +
_ _._ Ро Г У2 У2 Л
%ХУ я 1(х + а)2 + у2 (х - а ) 2 + уЧ '

Удобное представление получается с помощью биполярных
координат Г\, фь гг, фг согласно рис. 8.38(Ь):

х + а х — а
С08ф =, 81Пф2 , СО8ф|

Г\ Г2 Г\

тх = V(* + а)2 + у2, г2 = л/(х-а)2 + у2.

Окончательно формулы для напряжений будут иметь вид

охх = - - § - [2 (Фа - ФО + sin 2ф2 - sin 2ф,],

°УУ
 = ~ -to" I 2 ((р2 ~ ^ ~ s i n 2 ф2 + s i n

т^ = "IT" ( C O S 2ф2 "~ C0S 2 < P l )
(здесь ро — равномерно распределенная нагрузка на единицу
толщины пластины). Вдоль нагруженной границы, т. е. при
Ф1 = 0, ф2 = л, справедливы равенства охх = оуу = — р0, хху=0
и имеет место, следовательно, гидростатическое напряженное
состояние. Это вообще справедливо, если задана произвольно
распределенная на границе нагрузка р{х).

Из приведенного выше решения после предельного перехода полу-
чается решение задачи Фламана о сосредоточенной силе на границе полу-
плоскости, обсуждавшейся в п. 8.5.3.1. Могут быть рассмотрены также дру-
гие случаи нагружения, например сосредоточенная сила внутри полупло-
скости (задача Мелана, задача о полосе конечной ширины (см. [В41]).
Решение для сосредоточенной силы, приложенной внутри полосы, впервые
было дано таким способом Юнгом [70].

8.6.2.2. Применение к теории трещин. Фундаментальное зна-
чение для линейной механики разрушения имеет знание на-
пряжений и перемещений в окрестности трещины (см. п. 8.5.7.1).

Такие решения для трещины Гриффитса с помощью интегральных пре-
образований впервые были получены И. Снеддоном и Г. Эллиотом в 1946 г.
Решение Снеддона [71] относилось к трещине Гриффитса, нагруженной по-
стоянным внутренним давлением; оно было распространено на случай пе-
ременного внутреннего давления Снеддрном и Эллиотом [72J.
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В принятом за основу решении Снеддона задача о трещине
рассматривается как смешанная краевая задача для полупло-
скости (рис. 8.39).

УII

и=0 -a

V 0 v°
Рис. 8.39. Смешанная краевая задача для полуплоскости с трещиной Гриф-

фитса при внутреннем давлении.

Благодаря симметрии относительно оси х справедливы сле-
дующие граничные условия:

ауу = — р{х) при у = 0, л ; < а ,

о = 0 при у = 0, * > а , (8.208)

%ху = 0 при г/ = 0, — оо < л: < оо,

причем все напряжения на бесконечности обращаются в нуль.
Тогда после косинус-преобразования Фурье нагрузки (см.

(8.205) и (8.206)) получается следующее интегральное пред-
ставление для напряжений и перемещений:

cos Xx dl,

°уу = — Д/4" \ cos

= — Д/"I" \
Sin

~ 2 v ~ s i n
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Из граничных условий (8.208) окончательно следуют парные
интегральные уравнения, решение которых известно. Не оста-
навливаясь на деталях этого решения, приведем результаты
для р(х) = р0. Важнейшей величиной является напряжение оуу

«перед трещиной», т. е. при у = 0 и х > а. Для него имеем

Перемещения в направлении оси у (так называемое раскрытие
трещины) будут равны

1 — V /~5 о

VR = —Q- Рй V a — x2.

Видно, что напряжения ауу при х = а, т. е. в вершине трещи-
ны, неограниченно возрастают. Эта особенность свойственна
применяемой модели трещины, в которой предполагается, что
трещина представляет собой разрез от —а до а в плоской
пластине.

Снеддоном были получены следующие асимптотические
представления для компонент напряжений, справедливые
только в малой окрестности вершины трещины («поле в окрест-
ности трещины»):

-s in -J-sin -^-) — l ] .

— sin-S. cos-31 cos-f,

где р и -ф — местные полярные координаты в вершине трещины
( р < а ) . В этих выражениях для напряжений появляется осо-
бенность в вершине трещины.

Аналогичные соотношения справедливы для трещины Гриффитса, сво-
бодной от нагрузки, в одноосном поле растягивающих напряжений в на-
правлении оси у. Тот факт, что для всех задач теории трещин в приведен-
ных выражениях для напряжений имеет место всегда одинаковая зависи-
мость от р и яр *>, нашел свое отражение в введенном Дж. Р. Ирвином в
механику разрушения понятии коэффициента интенсивности напряжений
(см., например, [В27]).

С помощью интегральных преобразований было решено большое коли-
чество задач о трещинах в постановке теории упругости. Этому посвящена
обширная литература (см., например, [ВЗО]).

*> Это справедливо также для напряжений в окрестности трещины в
трехмерном случае.
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8.6.3. Преобразование Меллина, применение
для полярных координат

Решение для бесконечной клиновидной области может быть
получено с помощью преобразования Меллина [В46]. Бигар-
моническое дифференциальное уравнение относительно функ-
ции напряжений Эри в полярных координатах

в области 0 < г < оо, — а < ф < а после применения преобра-
зования Меллина по координате г (здесь преобразуемая вели-
чина также обозначается волнистой чертой)

Ж {F (г, Ф ) ; г -* р) = F (р, Ф ) = J F (r, q>) r»- ' dr (8.210)

переходит в обыкновенное дифференциальное уравнение, общее
решение которого известно. При этом требуется обращение
в нуль при г->-оо некоторого дифференциального выражения
для F(r, ф). После интегрирования (8.210) по частям находим,
что, например,

и т. д.

Тогда из (8.209) следует обыкновенное дифференциальное урав-
нение

{ ^ }Р(р, Ф) = 0,

общее решение которого имеет вид

F (р, ф) = С[ sin рф + С2 cos рф + С3 sin (р + 2)ф + С4 cos (p + 2) ф.

Здесь произвольные постоянные зависят от р и угла клина а
и определяются из граничных условий. После обращения пре-
образования Меллина окончательно получаются следующие ин-
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тегральные представления для напряжений:

а {

С —too

С—too

~F

Дальнейшие сведения о решении задач для клина под дей-
ствием нагрузок, приложенных к боковым поверхностям, можно
найти в литературе [73, В41].

В заключение следует заметить, что существует тесная
связь между преобразованием Меллина и комплексным преоб-
разованием Фурье. Имеются случаи, особенно при сингулярных
нагрузках на клиновидную область, когда применение преобра-
зования Фурье может оказаться предпочтительнее.

8.6.4. Преобразование Фурье и обобщенные функции

Классическое преобразование Фурье, которое обсуждалось
в предыдущих разделах, может успешно применяться для ре-
шения многочисленных задач математической физики. Правда,
должно выполняться требование о том, что используемые функ-
ции должны быть абсолютно интегрируемыми и удовлетворять
условиям Дирихле. Это сильно ограничивает применимость
преобразования Фурье, так как можно оперировать только та-
кими функциями, для которых все их производные являются
конечными функциями или достаточно быстро стремятся к нулю
на бесконечности. Кроме того, имеются различные элементар-
ные функции, например постоянные или произвольные периоди-
ческие функции, а также степенные функции, полиномы и экс-
поненциальные функции, которые не обладают трансформантой
Фурье в обычном смысле, так как интеграл

расходится.
Этих трудностей можно избежать, если к классу рассматри-

ваемых функций отнести так называемые обобщенные функции
(или распределения). Общая математическая теория обобщен-
ных функций была построена Шварцем [В47]. Еще раньше
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П. Дирак ввел так называемую дельта-функцию 8(х) как псев-
дофункцию для применения в квантовой механике. Из-за связи
б-функции с распределением масс и зарядов класс обобщенных
функций называют вообще распределениями, б-функция имеет
следующие свойства *>:

оо
о при д: = 0, г . , . , .

^ . n \ 6Wdx=l<

при хфО, _^

а также для любой «достаточно» непрерывной функции f(x)

Функции с такими свойствами, понимаемые в обычном смы-
сле, отсутствуют, но можно определить б-функцию как предел
последовательности обычных функций Fn(x) со свойствами

f B W - > 0 при «->оо при фиксированном х = 0.
оо
\ Fn (x) dx=l при всех п.

— оо

Примером является функция

(8.211)

которая с ростом п при х = 0 имеет постоянно «растущую»
вершину и становится все тоньше, так что площадь под кривой
остается равной единице. Последовательность функций (8.211)
можно в известном смысле рассматривать как модель б-функ-
ции (существуют и другие модели).

Опуская детали **>, отметим, что распространение функций
в обычном смысле на класс обобщенных функций позволяет
сильно расширить область применимости классического инте-
грального преобразования Фурье. Тогда становится возможным
построить для всех функций трансформанты Фурье в обобщен-
ном смысле, которые трактуются как так называемые предель-

*' Выражение б(л;) само по себе не имеет значения, но все же обычно
о б-функции говорят как о действительной функции в обычном смысле
с указанными выше особыми свойствами.

**> Здесь можно сослаться на специальную литературу; см., например,
работы [В48—В50].
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ные значения распределений
а

9-{f(x))= - ^ L - lim \ f(x)e**d

В этом смысле трансформанты Фурье также являются обоб-
щенными функциями.

Если трансформанта Фурье, понимаемая в обычном смысле,
существует, то она совпадает с трансформантой Фурье для со-
ответствующей обобщенной функции. Для примера приведем
следующие трансформанты Фурье:

f(x) = 6{x), ;Г {/(*); Я}

В заключение укажем на то, что применимость преобразова-
ния Фурье в вещественной области к решению краевых задач
теории упругости не ограничивается только лишь связью с тео-
рией обобщенных функций. Можно показать, что для частных
задач таким способом можно построить обратное преобразова-
ние в замкнутой форме. При применении комплексного преоб-
разования Фурье (см. п. 6.3.1) не возникает сложностей с обес-
печением сходимости, которые требуют обращения к обобщен-
ным функциям, если используют вещественное преобразование
Фурье [37].
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Пространственные задачи теории упругости

Ниже обсуждаются некоторые фундаментальные решения
пространственных задач теории упругости, которые были най-
дены описанными в гл. 5 общими методами, а также другие
основные решения.

§ 9.1. Сосредоточенная сила в бесконечно
протяженном теле (задача Кельвина)

Пусть внутри бесконечно протяженной упругой среды дей-
ствует, согласно рис. 9.1, сосредоточенная сила F в направлении
оси z. Напряжения на бесконечно-
сти должны затухать. Вследствие
осевой симметрии естественно при-
менение цилиндрических координат.
Для решения можно использовать
функцию перемещений Лява (см.
п. 5.1.4)

Z = Z (r z) = BR (9 1)

(где R2 = х2 + у2 + z2 = г2 + z2 и
В = const), которая соответствует
частному случаю вектора Буссине-
ска только с одной компонентой.
Легко проверить, что Д(1/Я) = 0 и
Д/? = 2/R, поэтому, как и требует-
ся, AAR = 0, где Д(..-) — оператор
Лапласа в декартовой или цилин-
дрической системах координат. Из
водных

dZ n г

Р и с - 9.1. Сосредоточенная си-
л а в беСконечно протяженном

теле (задача Кельвина).

(9.1) следует для произ-

дг2

R3 R3

dz

дгдг

-R _
дг1

• = В

2В
R
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Тогда компоненты перемещений и напряжений в цилиндриче-
ских координатах можно найти из соотношений (5.31) и (5.33)
при д/дц> = 0:

(9.2)

Выполненное преобразование uz оказывается удобным, если
хотят рассмотреть решение задачи для частного случая v = 0,5,
так как при этом оно будет иметь более простой вид. Соответ-
ственно для напряжений получаются формулы

(9.3)

Кроме ТОГО, Тгф = Тгф = 0.
Напряжения обладают свойством симметрии, они обраща-

ются в нуль на бесконечно-
ff сти и имеют особенность в

начале координат. Эта осо-
бенность соответствует вер-
тикальной сосредоточенной
силе.

Не определенная еще
константа В вычисляется из
условия равновесия относи-
тельно оси z цилиндра вы-
сотой 1а (рис. 9.2), причем
радиус цилиндра может
стремиться к бесконечности.
Напряжения, действующие
на поверхности цилиндра,

т т

Z11

т т

Рис. 9.2. Равновесие цилиндра в задаче
Кельвина.

уравновешивают сосредоточенную силу F, т. е.

F - 2л J (агг)_а г dr 2я$ (azz)ardr = 0.
о
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Для поверхности z = const имеем rdr = RdR и с учетом выра-
жения (9.3) для Gzz находим

и отсюда
B = F/[8n(l—v)]. (9.4)

Касательные напряжения тгг, действующие на боковой по-
верхности рассматриваемого цилиндра в направлении оси z,
исчезают при г—>-оо и определяются из рассмотрения условия
равновесия. Видно, что в плоскости г = Ь все нормальные на-
пряжения обращаются в нуль, в то время как касательные на-
пряжения будут равны

, . F 1 — 2v 1
УХгг)г-0 — 8 n i _ v Г2 •

Используя соотношения (5.30) и (5.33), можно выразить
компоненты перемещений и напряжений в декартовых коорди-
натах. С учетом выражения (9.4) для константы В получим

и далее

в

Решение задачи Кельвина можно построить также с по-
мощью формул Папковича и Нейбера (см. п. 5.1.5). Тогда из
выражений (5.49) в декартовых координатах для рассматри-
ваемого случая имеем
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и в результате для перемещений и напряжений вновь получа-
ются приведенные выше выражения (9.5) и (9.6).

9.1.1. Тензорная функция Грина

Впервые указанное в 1848 г. лордом Кельвином (В. Томсо-
ном) решение задачи, названной его именем, было дано в фор-
ме частного интеграла неоднородных уравнений Навье (см.
§3.2)

При равномерном распределении объемных сил ft (х'Л в бес-
конечно протяженной среде для перемещений ui(x) в произ-
вольной точке поля х = (х\,х2,х3) справедливо равенство

'. (9.7)

При этом х' = (A:*, X*2, Х'Л — так называемый источник, a R —
расстояние между произвольной точкой поля и источником, т. е.

R = у (*, - x\f + (х2 - х;у + (х, - х;у.
Для решения задачи о сосредоточенной силе выделяют м'алую сферу

вокруг источника, вне которой объемные силы обращаются в нуль. Сосре-
доточенную же силу, приложенную в источнике, можно получить подходя-
щим предельным переходом. Корректный предельный переход, с помощью
которого из распределенных сил получается сосредоточенная сила, требует
соблюдения определенных условий, прежде всего порядка особенности (см.
относящуюся к этому вопросу работу [61]). Но на этих деталях здесь
останавливаться не будем.

Если предполагать, что сосредоточенная сила с компонен-
тами Fi приложена в источнике х* = 0 (в начале координат),
то указанный предельный переход после интегрирования (9.7)
дает

»'(*>= ifa(i-v)о [V-^-xfuk^)]' (9'8)

где R =

Для рассмотренного выше частного случая сосредоточенной
силы F в направлении х3 = z из (9.8) при F\ = F2 = 0, F3 = F
сразу получаются формулы (9.5).
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В различных приложениях, например в теории дислокаций
или при применении метода граничных интегральных уравнений
(см. п. 6.4.3) часто записывают решение (9.8) в форме ы, =
= UijFj. При этом величину

~~ 8яО

называют тензорной функцией Грина *> для задачи Кельвина.
Это соотношение получается, например, в электростатике, где соответ-

ствующая функция Грина характеризует потенциал точечного заряда. Во-
обще, метод функций Грина (по Дж. Грину, 1793—1841) играет очень важ-
ную роль в математической физике при решении неоднородных краевых за-
дач **>.

Обобщение (9.9) на случай произвольного источника х* =
= (х\, х*2, **) с сосредоточен-
ной силой Fi приводит к функ-
ции

Г (3 —
-v)G V

8яО

R3

d2R
г дх.

. (9.10)

Таким образом, компонен-
ты тензора Ut, представляют
собой перемещения произволь-
ной точки поля х = (хих2, х3)
в i-м направлении от единич-
ной силы, приложенной в ис-
точнике х* в направлении /.
Это наглядно видно на рис. 9.3 для сосредоточенной силы
/ * з = 1 . Как видно, тензорная функция Грина всегда симмет-
рична.

Рис. 9.3. Компоненты перемещений
£Лз, ^гз. и3з, вызванных сосредото-
ченном силой ^з, приложенной в ис-

точнике х*.

*' Иногда ее называют тензором Кельвина — Сомильяны.
**> В сопротивлении материалов функцию Грина называют функцией

влияния.
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Полученное представление можно также распространить на
случаи действия сил с особенностями более высокого порядка
(диполи, квадруполи и т. д.)- Такие силы применяются при
численной реализации метода граничных интегральных урав-
нений [74].

Тензорную функцию Грина можно указать также для об-
суждавшегося в п. 8.5.3.3 случая сосредоточенной силы в бес-
конечной плоскости. Для плоского деформированного состояния
она будет иметь вид

где теперь r = '\(xi — **) 2 + (*2 — xl)2 > a t и / принимают
только значения 1 и 2. Отсюда вновь можно вычислить пере-
мещения в бесконечной плоскости от сосредоточенной силы.
Замечательно, что появляющаяся при этом логарифмическая
особенность при г—>-оо (которая, впрочем, имеет место и в за-
даче для полуплоскости), в трехмерном случае отсутствует.

§ 9.2. Нормальная сосредоточенная сила
на поверхности полупространства
(задача Буссинеска)

Пусть на поверхности полубесконечного упругого тела
с плоской границей г = 0 (так называемое полупространство)
действует в начале координат нормальная сосредоточенная
сила (рис. 9.4). Речь идет об осесимметричной задаче. На бес-
конечности напряжения должны обращаться в нуль. Решение
удается получить с помощью формул Буссинеска (см. п. 5.1.6)
при использовании гармонических функций. Согласно (5.52),
имеем

(9.11)

где R2 = х2 + у2 + z2 = г2 + z2. Легко убедиться в том, что
А̂>о = 0. Подставляя (9.11) в формулы Буссинеска (5.53) и
(5.55), получим перемещения



§ 9.2. Нормальная сосредоточенная сила 275

и напряжения

Для определения произвольных постоянных А и В привле-
каются граничные условия, а также условия статического рав-

Рис. 9.4. Сосредоточенная сила, нормальная к границе полупространства (за-
дача Буссинеска), R = V* 2 + у2 + z2 = Vr2 + z2.

новесия. При z = О (R = г) напряжения агг и xrz должны об-
ращаться в нуль. Отсюда следует Л = ( 1 — 2 v ) B и, таким об-
разом,

а г г = - З б 2 3 / / ? 5 , (9.12)

т. е. граничное условие для azz удовлетворено.
Уравнение равновесия в направлении оси г для плоскости

z = const дает

•о
Р + 2я \ аггг dr = 0.
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и с учетом (9.12) для произвольной постоянной В находим
В = Р/2п. Тогда перемещения и напряжения будут равны

<rm m = (1 — 2л/? 2
Г * R 1
LR R + гУ

ЗР г3

2я R5
ЗР ггг

2л Rs

Видно, что перемещения и напряжения стремятся к нулю на
бесконечности как 1/R и соответствен-
но \/R2.

Напряжения огг и %Гг в плоскости
Ф = const сводятся к равнодействую-
щей aR (рис. 9.5), которая равна

р

X
г

z

и с
ет, что

= z/r. Из

•

(9. 13)

(9.13)

следу-

и видно, что OR = const на сферах ра-

9.5. К определению Д и У с а '/2 Л / З Р / ( 2 Я О Г Л ) ' которые каса-Рис.
напряженного состояния в

задаче Буссинеска.
ются начала координат и центры ко-
торых лежат на оси z (ср. с аналогич-
ной двумерной задачей в п. 8.5.3.1).

Компоненты перемещений и напряжений в декартовых ко-
ординатах для задачи Буссинеска выражаются в виде
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4 2 R + z) Xх-Я*-Р[ 3 хЧ I (I

а М 3М 3 1 П 2vlK
УУ~2п\ ° R5 ^ { 1 ^'LRHR + z)' RHR + z)

ЗР г3

°гг ~ 2п R5 '
т — — h Л 2 / г П о,л *У (2/? + г)
Х*У — * 2 я L l V ;

1)
Jj '

Л 2 / г П о,л *У (2/? + г) 1
I F ~ l V ; Л3 (/? + z ) 4 '

ЗР xz2

Уг 2я R5 ' г х 2я R5 '

Решение задачи Буссинеска можно получить иным спосо-
бом, комбинируя вектор Буссинеска

H3 = BR (9.14)

с потенциалом деформаций Ламе

<j> = C\n(R + z). (9.15^

Первый применялся при решении задачи Кельвина (см. § 9.1).
Для потенциала Ламе из общих соотношений, указанных в
п. 5.1.2, в случае осевой симметрии имеем

_ Сг С С

°ГГ ~ /?3 R (R + z) ' °<№~ R(R + z) '

= _Cz_ —_£L
°гг ~ R3 ' %rz ~ R3 '

Из граничного условия т г г = 0 при 2 = 0 для констант В
и С в (9.14) и (9.15) находим

а из условия равновесия получаем

После решения этих двух уравнений и определения В и С вновь
получим уже приведенные выше выражения для перемещений
и напряжений.

В заключение следует еще упомянуть, что решение задачи
Буссинеска может быть получено также с помощью бигармо-
нической функции

Bz\n(R + z), (9.16)

соответствующей функции перемещений Лява (см. п. 5.1.4).
При этом определяющими являются соотношения (5.31) и (5.34)
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для случая д/<?ф = О (так называемые формулы Лява). Произ-
вольные постоянные А и В, фигурирующие в (9.16), вновь на-
ходятся из граничных условий и уравнения равновесия.

Возможность решения задачи Буссинеска с помощью инте-
грального преобразования показана в п. 9.6.3.

§ 9.3. Касательная сосредоточенная сила
на поверхности полупространства
(задача Черрути)

Пусть на поверхности 2 = 0 полупространства в начале ко-
ординат приложена сосредоточенная сила Q в направлении
оси х согласно рис. 9.6 (в остальном поверхность свободна от
нагрузки).

Рис. 9.6. Сосредоточенная сила, касательная к границе полупространства
(задача Черрути).

В рассматриваемом случае задача уже не является осесим-
метричной. Решение, однако, можно получить аналогично тому,
как это делалось для задачи Буссинеска, комбинированием по-
тенциала деформаций Ламе

z) (9.17)

(9.18)

и вектора Буссинеска с компонентами

HX = BR, Hy = 0, Hz = C

причем А, В я С — произвольные постоянные (имеющие другие
значения, нежели приведенные в предыдущем разделе). При-
меним соотношения, указанные в п. 5.1.2 и 5.1.3. Из (5.10) и
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(5.21) получаются выражения для перемещений

д ( дН х • д

а из (5.12) и (5.24) для напряжений

| г и т. д.

Постоянные Л, 5, С определяются из граничных условий
oZz = 'Xyz = Q при z = 0, а также из условия равновесия (каса-
тельных сил в направлении оси х на плоскости 2 = const и
силы Q) и будут равны

. _ Q ( l - 2 v ) д Q _ l - 2 v Q
л 2я ' D 4 n ( l - v ) ' Ь 1-v 4я '

В результате получаем формулы в декартовых координатах
для компонент перемещений

и напряжений
З х 2 l - 2 v

а - Qx 1 ГЧ/?
R2 ^ (R + z)2 У.** R + z

Зх* l - 2 v

2 2^у' Л 1
* R + z У )}'

'

( 9 - 2 0 )

Г Зх*

L л 3 "3Qxyz 3Qx2z
' Xzx~

§ 9.4. Сосредоточенная сила внутри
полупространства (задача Миндлина)

Пусть ось 2 направлена внутрь упругого полупространства
и в точке на расстоянии h от поверхности приложена сосредо-
точенная сила в направлении оси z или перпендикулярно ей
(в направлении оси х), см. рис. 9.7(а). Впервые решение этой
задачи было дано Миндлином [75].
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Целесообразно принять начало координат на расстоянии
z = h над поверхностью полупространства, зеркально отразив
точку приложения нагрузки (рис. 9.7 (Ь)). Тогда Rx = -\Jr2 + г\,
причем z\ = z — 2ft — координата, отсчитываемая от точки при-
ложения силы.

У1-

z'

' Г*
h

t
1
h

(b)

Рис. 9.7. Полупространство с сосредоточенной силой, приложенной к внут-
ренней точке (задача Миндлина); (а) положение точки приложения силы,

(Ь) система координат.

Решение задачи для силы Р в направлении оси z получа-
ется наложением вектора Буссинеска Hz и потенциала дефор-
маций Ламе, определяемых следующим образом:

гт\1) " г* rr(-s) * п
А ,

(9.21)
8я(1 — v)

р
- v )

hz „(4) Р
4я(1 — v) R ' г 2я

а также

— 2v
(9.22)

т ~ 2я(1 —V) ~W' т ~~ 4я(1 - v ) ~RT'

Видно, что Н^[) представляет собой решение задачи Кель-
вина для силы, приложенной в заданной точке. Остальные сла-
гаемые содержат особенности, которые лежат вне упругого
полупространства. Таким образом, комбинация #i 4 ) и ^>(1) со-
ответствует решению задачи Буссинеска для силы Р на поверх-
ности полупространства 2 ^ 0 . Возникающие при этом переме-
щения и напряжения уже приводились выше.

Первые три вектора Буссинеска в (9.21) дают функцию пе-
ремещений Лява

(9.23)



§ 9.4. Сосредоточенная сила внутри полупространства 281

в то время как из остающихся в (9.22) потенциалов деформа-
ций получается

Р е ш е н и е з а д а ч и Б у с с и н е с к а , а т а к ж е ф о р м у л ы (9.23) и (9.24)
позволяют удовлетворить граничным условиям рассматривае-
мой задачи <т,гг = тЛг = 0 при z = h. Выражения для перемеще-
ний и напряжений можно получить суммированием уже ука-
занных решений. Вводя обозначение Р = Р/[8л(1 — v ) ] , найдем

1 4 ( l - 2 v ) ( l - v ) | ( 3 1 v )

2 ' • Shz(z-h)l| ( 3 1 v )R(R + z) + ^ 4 V V + R»

(9.25)

(3 — 4v) z2 — 1hz + 2/t2 6Аг2(г — К)

а также

р Г 3 1 9 , п „ и 1 ( ) ( - v ) 2 ( 5 - 7 у ) г - 1 2 ( 1 - у ) А

. 3 (3 — 4v) z3 — 6 (7 — 2v) Az2 + 24A2z 30Az3 (z — ,
+ Rs + Rr

- \ z3 z
, = P — 3 -j — (1 — 2v) -j 2v)

3 (3 — 4v) z 5 — 12 (2 — v) Az2 + 18A2z 30Az3 (z — A)

- Я Г( 1 - 2v)^- - 4 ( l - 2 v ) ( l - v ) , ( 9 2 6 )

. (1 — 2v)(3 — 4 v ) z — 6 ( 1 — 2v)A . 6 ( 1 — 2v)Az 2 — 6A2z
J-

-p\ ч z ' ' ~ 2 v i 1 - 2 v

2 (г - A) 1
*' J'

3 (3 - 4v) z 2 - 6 (3 - 2v) Az + 6A2 30Az2 (z - i
R5
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Видно, что (9.25) и (9.26) при h = 0, т. е. z\ = z и Rx =R, пе-
реходят в решение задачи Буссинеска. Решение задачи для
силы Q в направлении оси х устанавливается наложением век-
торов Буссинеска Нх и Нг:

М2) = - Ц ^ Q [z In (Я-fz)-tf], M 3 ) = t e ( 1

Q _ v ) / ? l , (9.27)

м ( 4 ) _ Q n w(5) _ Q W „(6) _ Q 2/гхW_ „(6) _
Л * 8я (1 - v) K' Л х 8я (1 - v) R ' П г ~ 8л (1 - v) /? '

Гармонические функции Н™ и Н^ можно заменить согласно
(5.28) соответствующими потенциалами деформаций Ламе

/ (2) д_ „(2) _ 1 — 2v QX

т дх 2я /? -I- 7 '

Q 2л*х l ;

™ их Л л 8я(1 —V) R3 "

Легко видеть, что Ях1' и #1" , а также <£<2) соответствуют реше-
нию задачи Черрути для касательной силы Q, действующей
в направлении оси х на полупространство 2 ^ 0 (см. § 9.3).
Окончательно общее решение получается суммированием ре-
шения задачи Черрути с векторами Буссинеска

И — Q (Р Р\ Н — Q 2flX

"*— ta(l-v) V ' M 's" " z &i(l-v) #

и с потенциалом деформаций
, Q 2/t2s

?~ 8 я ( 1 — v ) R3 '

Таким образом, можно удовлетворить граничным условиям
агг = ххг = хуг = О ПРИ 2 = А.

Выражения для перемещений и напряжений вновь могут
быть составлены из уже известных решений. Полученные таким
способом значения должны быть просуммированы с перемеще-
ниями и напряжениями (9.19) и (9.20) для задачи Черрути
(причем для сокращения введено обозначение Q = Q/[8n(l —
- v ) ] ) :

о г _7)Т х2 , 3 —4v 3 — 4 У хг — 1h(z — К) 6/г*2 (г — К)

я. * я 3
 R5 у

(9.29)

^Q[-RJ
2 (3 - 4у) Ад; бЛхг (г - h)

3? ?
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а также
» х2 1 — 2v 1 — 2v ЗХ2 — 6(3 — 2v) hx+ 18A2

. 30А*2(г —(z — h)-\

* 7 J
у2 • 1 - 2v 1 - 2У . З у 2 - 6 ( 1 - 2 у ) А у

. 30Л(/2(2 —,2 (2 — Л)"|
I

! = = Q * ~ 3 " ^
l - 2 v l - 2 v

Л3 ^ Я5

ЗОАг2 (г —,

R7

1 - 2v . З* 2 - 6А (г - Л) . (9.30)

. uuit* (z — А) I
+ W7 J 1

_ р „ Г Q ** 1 - 2 У 1 - :
I R\ R\ R3

30hx2(z-h)
+ R7

(l-2y)z, . (l-2v)z, .

, 3x2z + 6 ( 1 — 2v) hx2 — 6hx {г — h) . 30hx2z (z — A)
+ R5 + R7

Z l • 3z + 6 ( l - 2 v ) A , З О Л г ( г - А )
f̂ + +%,„ =

При Л = 0 все выражения (9.29) и (9.30) обращаются в нуль,
и вновь получается решение задачи Черрути.

§ 9.5. Пространственные задачи
о концентрации напряжений

Выше уже обсуждались отдельные задачи о концентрации
напряжений или об «эффекте выреза» *' (см. п. 7.5.3, 8.5.5,
8.5.7).

Такие возмущения однородного распределения напряжений,
которые связаны с появлением пиков напряжений в локальной

*> Понятие «эффект выреза» (или надреза) впервые было сформули-
ровано в 1910 г. А. Леоном.
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очень ограниченной области, играют весьма важную роль в
приложениях. Характерным для концентрации напряжений яв-
ляется непостоянство или внезапное изменение формы, которое
может быть связано, например, с отверстием или полостью, над-
резом или вырезом в элементе конструкции *>. Для некоторых
подобных трехмерных задач известны точные решения.

Ниже будут рассмотрены сначала основные элементарные
решения, а затем кратко проанализированы решения для про-
странственных задач о вырезе или трещине, которые не могут
быть получены элементарным способом.

9.5.1. Задача Ламе для полой сферы

Рассмотрим прежде всего основную задачу вычисления на-
пряжений в толстостенной полой сфере (рис. 9.8) при нагру-

Рис. 9.8. Толстостенная полая сфера под действием равномерного внутрен-
него и внешнего давления (задача Ламе).

жении постоянным внутренним и внешним давлением. Здесь
идет речь о полярно симметричном напряженно-деформиро-
ванном состоянии; поэтому целесообразно применить сфе-
рические координаты/?,•&,ф,где/? = ух2-\-у2 + z2 (см. п. 3.4.2).
В рассматриваемом случае имеется только радиальное пере-
мещение uR(R), все компоненты деформаций и напряжений,

*> Из обширной эитературы здесь следует назвать, например, работы
[В 14—В16], а также обзоры литературы Штернберга [76] и Нейбера и
Хана [77].
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кроме BRR = duR/dR, e ^ = е ф = uR/R, а т а к ж е oRR, OQQ =^
= (Тфф, равны нулю.

Для решения привлекается потенциал деформаций Ламе
(см. п. 5.1.2) в виде

ф (R) = AIR + const, (9.31)

где
d1 . 2 d

+

Из (9.31) следует

и видно, что

С учетом (9.31) для компонент напряжений получаются вы-
ражения

° _ d4 _ 2Л

аЪЬ—а

т—атт — -к dR~~~W'

где Т — направление произвольной касательной к сферической
поверхности R = const.

Наложением произвольного гидростатического напряжен-
ного состояния aR = ат = В = const находим напряжения в ра-
диальном и тангенциальном направлениях

°RR = 1^ + B, oTT = - ~ + B. (9.34)

Они приводят к дополнительной деформации в радиальном на-
правлении (1—2v)B/E, поэтому перемещения с учетом (9.32)
будут равны

^ ( ж + ттт**)- (9-35)

Граничные условия имеют вид
ЧА

_ + В = _ Р а при R = a,

j£- + B=-Pb при R = b,
и отсюда для произвольных постоянных находим

л _ (Ра — Pb) a3b3 г , _ рьЬ3 — раа
3

Л ~ 2 ( а 3 - б 3 ) ' D 2 ( а 3 - б 3 ) '
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В результате компоненты напряжений будут определяться по
формулам

_ РаД 3 — рьЬ3 а3Ь3 ра — рь /п ofi\
aRR — Ь3-а3 W~ Ь3-а3 ' ^У- >

_ Раа
% — РьЬ3 • a3b3 ра — рь /q о 7 \

стгг— & з _ а з " I - 2 ^ з Ь3-а3' ( • >

а перемещение — по формуле
3 a3b3 ра-рьЛ ,q ооч

Для частного случая только внутреннего давления в полой
сфере (рь = 0) справедливы равенства

а3
_ Раа

3

R3 ) ' °тт— Ь3-а3 V + 2R3 ) ' ^•™>

Максимальное окружное нормальное напряжение

{аТТ)тах ~ 2 6Э — а3

появляется на внутренней поверхности.
Для тонкостенной полой сферы с толщиной стенки h = b — a

(средний радиус a « b) элементарное рассмотрение условия
равновесия приводит к известному результату ОТТ = paa/(2ft)
(«котельная формула» в сопротивлении материалов).

В предельном случае Ь-+оо из (9.39) для напряжений
имеем

а перемещения будут равны

AG R 2

Напряжения и перемещения затухают на бесконечности.
Решение для элементарной задачи о концентрации напря-

жений в окрестности пространственной сферической полости
в бесконечно протяженной среде при всестороннем растяжении
получается из (9.36) и (9.37) для ра = 0, рь = — о при 6-voo.
Нормальные напряжения при этом равны

Видно, что для окружных нормальных напряжений на поверх-
ности сферической полости коэффициент концентрации напря-
жений равен 1,5, а соответствующее перемещение выражается
в виде

oR Г 1 - 2 у 1 / a
" [ + 4
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9.5.2. Полость сферической формы
в бесконечно протяженном теле
при одноосном растяжении (задача Леона)

Эта элементарная задача о концентрации напряжений была
впервые решена в 1908 г. А. Леоном, который при этом исполь-
зовал результаты решения Стефана [78,79].

Впрочем, Леона следует считать первым исследователем, который много
занимался теоретическими решениями задач о концентрации напряжений и
который осознал также их практическое значение, хотя в литературе его
вклад не отражен. Решение названной задачи часто приписывается Саус-
веллу и Гафу [80] (они представили его без вывода с помощью функции
перемещений Лява в цилиндрических координатах).

Решение задачи Леона целе- сг
с о о б р а з н о п р е д с т а в и т ь в с ф е р и - f t f t t t t t t t
ч е с к и х к о о р д и н а т а х ( р и с . 9 . 9 ) . I I I I I I I I I I
Вследствие осевой симметрии , • • 1
ыф = 0 и деформации равны ) |

д и )

5"# ,

z|

= -^L.

" R
Ctg ft

Ч
dR

у I I I I I I

Отличны от нуля только компо-
ненты напряжений oRR, a^, афф

и тцо. На бесконечности (практи-
чески при достаточно большом
удалении от сферической поло-
сти) в направлении оси z (ft =
= 0, я) действуют равномер-
ные растягивающие напряжения
а™ =ст. В сферических коорди-
натах соответствующее напряженное состояние представляется
в виде

Рис. 9.9. Сферическая полость в
бесконечно протяженном теле при
одноосном растяжении (задача

Леона).

а„„ = ст cos2•&, стлл = i
h = —CTsinf>cosf>. (9.40)

К нему следует присоединить решения, с помощью которых мо-
гут быть удовлетворены граничные условия на поверхности по-
лости и получены напряжения, затухающие на бесконечности.
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Эти решения получаются из функции перемещений Лява

(9.41)

и потенциала деформаций Ламе *>

f £ - l ) . (9.42)

С учетом (9.41) справедливы следующие соотношения для
перемещений в сферических координатах:

= 2(l - v)cos#AZ - ^ J f ,

o n \ • л.к-7 i c o s d dZ i= —2(1 — v) sindAZ + —^—-^--\

а также для напряжений

= cos % -щ^vAZ - w ш J

, 9 , 2Z 1 d2Z ]sin» д

a гп ) А 7 _ 1 № (9.44)

c o s * a Г „ ч А „ 2Z
[ ( 1 V ) A Z

где оператор Лапласа
2 а |
R dR ~T

Соответственно из общих формул для потенциала деформа-
ций Ламе (см. п. 5.1.2) с учетом (9.42) вытекают следующие
выражения для перемещений и напряжений:

^ -L^, (9.45)

_ д2Ф _ 1 дФ 1 д2Ф
°Wt ~ dR1 ' 0 « » ~~ R dR "•" R2 <Jds

__ 1 дФ , c tg» а» _
СТ<№ ~~ /? a/? "•" R2 дЪ' W

*> Появляющиеся при этом гармонические функции 1/R и (1//?3)Х
X ( 3 c o s 2 d — 1 ) называются также зональными сферическими функциями.
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По этим формулам с учетом (9.41) и (9.42) находим

(2-4v)-^-^]sinfl

<*/« = — 2 (1 + v) -£5- + -£5- - -^5- + [(10 - 2v) -£3 + -j^-J cos2 0,

/1 n \ А В , 9C Г,. о ч Л . 21С1 2 A

a e d = — (1 — 2v)^5- — -£5- + -^s- - [(1 - 2v)-£j- + -^-J cos2*,

= [(2 - 2 v ) ^ + ¥ - ] sin * cos *•
Неизвестные пока произвольные постоянные определяются

из граничных условий на поверхности сферической полости
GRR = тед = О П Р И R = а, 0 < •& <С я. Вместе с формулами
(9.40) и (9.48) для напряжений получают три уравнения для
определения А, В и С, решение которых дает

- 5а30 о ( 1 — 5 v ) a 3 a ^ а5а
2 (7 — 5v) ' 2 (7 — 5v) ' 2 (7 — 5v) '

Суммирование найденных таким образом напряжений (9.48)
и напряжений, соответствующих однородному напряженному
состоянию (9.40), приводит к формулам Леона

+ [(7 _ 5v) - 5 (5 - v) (^-) 3 + 18 (^-)5] cos2 ъ

_ 2 (7 - 5v) + 5(1 - 2v) (^-) 3 - 21 (-f)5] cos2*}

Перемещения Долучаются наложением перемещений (9.47)
и перемещений, возникающих вследствие однородного напря-
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женного состояния, т. е.
о2GuR = oR (cos2 ft — t T v ) . 2GM# = — oR sin ft cos ft.

В результате следуют полученные Леоном формулы

+ [2 (7 - 5v) + 5 (5 - 4v) (^-) 3 - 9 (-J-)5] cos2 ft},

= 7 - 5V [~ (7 ~ 5 v ) + 5 (J ~ 2 v ) ( x J +

+ 3 (-|-)5] sin ft cos ft.

Отличные от нуля напряжения на поверхности сферического
отверстия (a/R= 1) равны

ст«> = 2(7-5v) (9 - 5v - 10 cos2 ft),
За -(_i +5v-10vcos 2ft).

ФФ 9/7 i
Максимальные напряжения появляются на экваторе (ft =

= л/2) и оказываются равными

.- 3(9-5v) g _ 2 0 1 5 g: ~ 2 (7 - 5v) a ~ z > U 4 0 o r '

г = 0,1485ст.

Здесь численные значения справедливы для v == 0,3.
Видно, что для окружных нормальных напряжений

имеет место концентрация напряжений. При этом они почти
вдвое превосходят напряжения, соответствующие невозмущен-
ному состоянию. Этот эффект концентрации напряжений имеет
существенно местный характер, на расстоянии За от центра
сферы возмущения в распределении напряжений практически
затухают. Точно так же окружные нормальные напряжения
сильно уменьшаются при удалении от экватора к полюсу.

Для нормальных напряжений на полюсах сферической по-
лости (ft = 0, я) имеем выражение

3 ( 1 + 5 v )
°<ю = сг«рф = — 2 ( 7 _ 5 v )

(численное значение при v = 0,3).

Путем наложения указанных решений для трех ортогональных направ-
лений вновь получается обсуждавшееся в предыдущем разделе решение
Ламе для всестороннего растяжения, для которого коэффициент концентра-
ции напряжений равен 1,5.

a = —
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С другой стороны, наложением растягивающего напряжения в одном
направлении и такого же по величине сжимающего напряжения в перпен-
дикулярном к нему направлении удается получить решение для чистого
сдвига в направлении под углом 45° к соответствующим осям. При этом не
может быть и речи о существовании напряженного состояния с осевой симмет-
рией. Тогда коэффициент концентрации касательных напряжений составляет

15(1 — v)/(7 — 5 v ) = 1,91

(численное значение для v = 0,3). Это значение впервые было найдено
в 1892 г. А. Лявом в первом теоретическом исследовании задачи о кон-
центрации напряжений [81]1 7 ).

В заключение следует отметить, что на основе представленных здесь
решений могут также обсуждаться элементарные смешанные задачи для
жестко впаянного включения сферической формы в бесконечно протяженное
упругое тело. Таким же образом могут быть решены смешанные задачи
для нежестких сферических включений, но на этих вопросах здесь больше
останавливаться не будем (см., например, [82]).

9.5.3. Решения Нейбера в координатах эллипсоида вращения

Речь идет о решениях в произвольных криволинейных коор-
динатах, которые, однако, в данной книге не вводились. По-
этому ниже будут даны только краткое описание путей реше-
ния и обсуждение некоторых практически значимых резуль-
татов.

Решение задачи Леона, обсуждавшейся в предыдущем раз-
деле, позднее было осуществлено Нейбером другим путем [83].
В рассматриваемом случае решение в сферических координа-
тах имеет вид (см п. 5.1.5)

а разрешающие функции равны (см. [В 14])

Поэтому
1 — 3v n , , ЗВ С 1 . , д , l - 2 v n 2 2S . А

aR + l s m * + a^ +
Константы определяются из граничных условий, а напряже-
ния— дифференцированием N.

Таким путем удалось получить решения для задач о сфери-
ческой полости в бесконечно протяженном теле при различных
видах нагружения (изгиб, сдвиг, кручение). Распространение
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этих решений на случай полости в виде эллипсоида вращения
(сплюснутого или вытянутого), впервые было дано Нейбером
{84].

Для положенной в основу сфероидальной системы коорди-
нат (системы координат эллипсоида вращения) справедливы
следующие формулы:

л: = спг] sin О cos ф,
у = ch r\ sin ft sin ф,
2 = sh т| cos ft.

(9.51)

Поверхности rj = const соответствуют сплюснутым эллипсои-
дам вращения (рис. 9.10), поверхности ft — const — однополост-
ным гиперболоидам вращения, а поверхности ф = const — ме-
ридиональным плоскостям, проходящим через ось z *'.

Рис. 9.10. Сплюснутый эллипсоид вращения (сфероид) с экваториальной
полуосью а и полярной полуосью Ь.

Уравнение эллипсоида вращения, характеризуемого коорди-
натой Ti = Ло, имеет вид

у1

ch 2 t]o ch2 Tjo sh2
. = 1

* >

где а = с1тпо и b = shr\0 — экваториальная и полярная полу-
оси, а

р = b2ja = th Ло sh %

•—радиус кривизны в конце экваториальной полуоси.

•> Координаты эллипсоида вращения используются также при решении
задач об ударе и погружении в жидкость кругового диска и различных
тел вращения (см. Григолюк Э. И., Горшков А. Г. Взаимодействие упругих
конструкций с жидкостью. — Л.: Судостроение, 1976. — 199 с. — Прим. ред.).
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Г ! t

На деталях данного Нейбером решения гармонического
уравнения в координатах эллипсоида вращения здесь останав-
ливаться не будем. Приведем лишь
важные для технических приложе-
ний формулы Нейбера для макси-
мальных напряжений на границе
пространственной полости в виде
эллипсоида вращения в бесконеч-
ном теле при одноосном растяже-
нии (рис. 9.11).

Окружные нормальные напря-
жения в меридиональном направле-
нии достигают наибольшего значе-
ния на конце экваториальной по-
луоси

- т М т ) ' - ( т - M i l(<%))

1- Рис. 9.11. Полость в виде эл-
липсоида вращения в беско-
нечно протяженном теле при

(9 52) одноосном растяжении (при-
v ' ' ближение для цилиндра ко-

нечного радиуса).

так же как и кольцевые нормаль-
ные напряжения, действующие в направлении, перпендикуляр-
ном растяжению,

где (9.53)

(9.54)

/а/р — 1 р

Указанное решение можно легко преобразовать для случая
вытянутого эллипсоида вращения. Тогда а/р < 1 и вместо
(9.54) будет справедлива формула

In (1 + VI-а/р) - '/гIn (а/р)c'=-

Численные результаты показывают, что возмущения, вно-
симые пространственной полостью в равномерное распределе-
ние напряжений, также очень быстро затухают во всех на-
правлениях. Поэтому с хорошим приближением можно исполь-
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I t I I f I f

Рис. 9.12. Глубокая выточка в виде гиперболоида вращения в бесконечно
протяженном теле при одноосном растяжении (решение Нейбера).

зовать решение для полости в виде эллипсоида вращения в рас-
тягиваемом цилиндре (см. рис. 9.11). Для случая а/р = 1 пре-
дельным переходом с помощью разложения в ряд (9.52) и (9.53)
вновь получаются результаты Леона.

Другие решения, полученные впервые Нейбером, относятся к простран-
ственной полости в виде эллипсоида вращения в цилиндре при чистом из-
гибе, чистом сдвиге и кручении. Соответствующие формулы и графики со-
держатся в [В 14].

В системе координат (9.51) Нейберу удалось также полу-
чить решение задачи о распределении напряжений в растяги-
ваемом в осевом направлении бесконечно протяженном теле
с глубокой выточкой в виде гиперболоида вращения (рис. 9.12).

Если гиперболоид вращения характеризуется координатой
•д = •до, то его уравнение имеет вид

..О ..9 —9
= 1

sin' sin2 do cos2 до

и радиус в наиболее узком поперечном сечении равен a=sinr} 0 ,
а радиус кривизны в этом месте будет р = cos Фо/tg т>0.

Нормальные напряжения вдоль границы выреза достигают
своего наибольшего значения в основании выреза при Ф = я/2
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и равны

так же как и кольцевые нормальные напряжения

/ \ о а ( \ . /а

причем

В основании выточки как вдоль поверхности выточки, так
и внутри и вне ее имеет место быстрое затухание напряжений.
Поэтому приведенные выше формулы Нейбера можно исполь-
зовать в качестве приближенных и для выточки в виде гипер-
болоида вращения в цилиндре конечного радиуса. Существен-
ное влияние на концентрацию напряжений оказывает так на-
зываемая заостренность выточки а/р.

Другие решения Нейбера относятся к выточкам в виде поверхностей
вращения при нагружении, вызывающем изгиб, сдвиг и кручение. Все эти
очень удобные формулы для концентрации напряжений имеют большое
практическое значение в технических приложениях. Естественно, что общие
решения дают также компоненты напряжений и перемещений во всей об-
ласти, окружающей выточку.

9.5.4. Другие решения для полостей в виде эллипсоидов
и соответствующих включений
в бесконечном растягиваемом теле

Для задачи о пространственной полости в форме вытяну-
того эллипсоида вращения, согласно рис. 9.13, применимы сфе-
роидальные или эллипсоидальные координаты *>

х = sh т] sin •& cos ф,

у = sht] sin •& sin ф, (9.55)

z = sh т) cos f>.

Здесь поверхности r\ = const соответствуют вытянутым эллип-
соидам вращения, поверхности # = const — двухполостным ги-
перболоидам вращения и поверхности ф = const — плоскостям,
проходящим через ось г.

*' Следует помнить о том, что преобразование координат (9.55) по-
лучается простым переходом из (9.51).
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Рис. 9.13. Вытянутый эллипсоид вращения (сфероид) с экваториальной по-
луосью а и полярной полуосью Ъ.

Впервые распределение напряжений в бесконечно протяжен-
ном теле с пространственной полостью в форме вытянутого
эллипсоида вращения при произвольном плоском напряженном
состоянии в направлении, перпендикулярном полярной оси эл-
липсоида (т. е. параллельном экваториальной плоскости), было
найдено Садовским и Штернбергом [85].

Решение строится с помощью формул Папковича и Нейбера
в эллипсоидальных координатах (9.55) при применении основ-
ных сфероидальных гармонических функций. Результаты при
этом представляются в виде громоздких формул и получены
лишь в численном виде.

Дальнейшие решения получены Эдвардсом [86], который наряду с рас-
тяжением и сдвигом в направлении, перпендикулярном полярной оси про-
странственной полости, рассмотрел также одноосное растяжение в направ-
лении полярной оси, а, кроме того, указал соответствующие решения для
сфероидального включения и исследовал термоупругие задачи.

Обобщение этих результатов, а именно решение задачи о простран-
ственной полости в форме трехосного эллипсоида в бесконечном растяги-
ваемом теле при нагружении параллельно осям эллипсоида, также было
дано Садовским и Штернбергом [87].

В основу положены общие эллиптические координаты, в которых ко-
ординатные поверхности являются софокусными эллипсоидами, а также
одно- и двухполостными гиперболоидами. Формулы преобразования коорди-
нат выражаются через эллиптические функции Якоби (т. е. обратные функ-
ции эллиптических интегралов), и основные гармонические функции опреде-
ляются в эллиптических координатах. Эти результаты также могут быть
представлены только в численном виде.

Относительно простое решение задачи было построено А. И. Лурье
[88], который представил функции Папковича и Нейбера в декартовых
координатах и использовал только эллиптические интегралы, но не эллип-
тические функции. Для определения напряжений при этом также требуются
трудоемкие численные процедуры.
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§ 9.6. Решение осесимметричной задачи
теории упругости
с помощью интегральных преобразований

Для важного класса осесимметричных пространственных
задач теории упругости оказывается выгодным применение пре-
образования Ханкеля.

Математический анализ проблемы позволяет выявить опре-
деленную аналогию с рассмотрением плоской задачи при по-
мощи преобразования Фурье (§ 8.6). Соотношения, однако, по-
лучаются несколько более запутанными, так как при примене-
нии рассматриваемого преобразования для производных раз-
личают формулы двух разных типов.

9.6.1. Общие сведения о преобразовании Ханкеля

Преобразование Ханкеля л-го порядка функции f(x) опре-
деляется формулой

оо
3%п if (х)} = f (X) = \xf (x) Jn {Xx) dx, (9.56)

о

где Jn(Xx) — функция Бесселя или цилиндрическая функция
первого рода я-го порядка *К Обратное преобразование (9.56)
имеет вид

оо
Эёп~' {/ (X)} . = f(x)=\ Xf (X) Jn (Xx) dX. (9.57)

Предполагается, что \ | / (*) | dx < оо и функция f(x) ограни-
о

чена в окрестности точки х.
Иногда формулы для преобразования Ханкеля и обратного

преобразования содержат множитель 1/(2я) и соответственно
2п. Свойства преобразования Ханкеля и формулы для преобра-

*> Эта функция, введенная в 1824 г. Ф. В. Бесселем, является частным
решением так называемого дифференциального уравнения Бесселя х2у" +
+ ху'+(х2— п2)у = 0. Она обладает интегральным представлением (инте-
грал Бесселя)

л
— Vcos (иф — х sin ф) dф

о

(п — целочисленный параметр).
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зуемых величин могут быть выведены или непосредственно, или
с помощью преобразования Фурье (см. [В41]).

Для функции f(r,z) преобразование Ханкеля (9.56) по ко-
ординате г запишется в виде

Жп {/(г, г); r^X} = fn (X, z) = \ rf (г, г)/„ (rX) dr,
о

а обратное преобразование — в виде
оо

Жп1 {/ (X, г ) ; X - * г} = / (г, z) = J If (К z) Jn {rX) dl.

Для обсуждаемых задач теории упругости важен только
частный вид преобразования Ханкеля нулевого и первого по-
рядка. Для трансформанты Фурье производной от функции
/(г, z) справедливы формулы

Жх {^г f (г, г); г^Х\ = ~ХЖ0 {/ (г, г); г -+ X], (9.58)

где
оо

^ о {/ (г, z); r->X} = U (X, z)=\rf (r, z) Jo (Xr) dr,
о

далее

Жо {А/ (г, z); г -> X) = ( ^ - X2) Жо {f (r, г)}, (9.59)

где

а также
{AAf (r, z); г -> М = (-g- - X2)2 Ж, {/ (г, г)}, (9.60)

0{!(г, г)}. (9.61)

Эти соотношения предполагаются справедливыми, если для со-
ответствующей формулы rf{r, z)->0 и r{d/dr)f(r,z)-+0 при
г = 0 и г = оо.

С помощью (9.59) и (9.60) гармоническое и бигармониче-
ское уравнения в цилиндрических координатах для осесиммет-
ричной задачи можно привести к обыкновенным дифференци-
альным уравнениям.
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9.6.2. Общие соотношения для осесимметричной
задачи теории упругости

Для тела вращения при осесимметричном деформировании
справедливо представление компонент перемещений и напря-
жений в цилиндрических координатах г, ф, z [см. (5.31) и
(5.34)] с помощью функции перемещений Лява Z(r,z):

где

Функция перемещений Лява удовлетворяет бигармоническому
дифференциальному уравнению

AAZ (г, z) = 0. (9.63)

После применения преобразования Ханкеля нулевого по-
рядка (9.60) по координате г уравнение (9.63) становится
обыкновенным дифференциальным уравнением; координата г
при этом заменяется параметром X. Тогда

-& - К2У \ rZ (r-

0 ( K , Z ) = 0 (9.64)

ir = u,
о

или *'

где

Интегрирование (9.64) позволяет получить

Zo (I, z) = (A + BKz) е~%г + (С + DKz) еЧ (9.65)

где появляющиеся постоянные интегрирования А, В, С, D за-
висят от параметра Я. Они окончательно определяются из гра-
ничных условий решаемой задачи. Для получения решения
правые части соотношений (9.62) для перемещений и напряже-

ний должны быть выражены через функцию Z(k, z) и ее произ-

*' Здесь записывают d/dz, а не д/dz, так как Zo является функцией
только одной переменной г.
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водные. При этом, согласно (9.58), (9.59) и (9.61), нужно раз-
личать преобразования Ханкеля первого и нулевого порядков.

Для первого уравнения (9.62) с помощью (9.58) получим
оо со

{«Л = 2G J ruA (Xr) dr = — -^\r-^rJl (Xr) dr =
о о

} = X-^Z0(X,z). (9.66)

Применяя формулу обратного преобразования, найдем

2Gur = 2СЖГ {ur} = ) ^ ^ 7 - / 1 (Яг) dX. (9.67)
о

Таким же образом после применения соответствующего пре-
образования Ханкеля к левой и правой частям второго, пятого
и шестого уравнений (9.62') получим

2вЖ0 {иг} = (1 - 2v) ^ - 2 (1 - v) X2 ZQ, (9.68)

соответственно

°° ^
2Guz = J X [(1 - 2v) - ^ - 2(1 - v)X2Z0] Jo(Xr) dX; (9.69)

о
далее

соответственно

(9.71)

а также

^ i К г ) = v* ^ + (1 - v) Я320, (9.72)

(9.73)

Соотношения для напряжений агг и аф ф должны рассматри-
ваться отдельно, так как к правым частям соответствующих вы-
ражений должны применяться одновременно преобразования
Ханкеля нулевого и первого порядка. Для агг после представ-
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ления оператора Лапласа в виде

\у — d*Z ' dZ I d*Z

^ Z ~ dr2 + r dr "•" 3z2

сначала получим выражение

К первому слагаемому в правой части следует применить пре-
образование Ханкеля нулевого порядка, а ко второму — пер-
вого порядка. После выполнения обратного преобразования
каждого из слагаемых окончательно находим

= \ к Ь
о

(9.74)
Аналогично

— \ ~I^ Ji'Яг)аЯ. (9.74)
о

Итак, для рассмотрения конкретных задач в нашем распо-
ряжении имеются приведенные выше соотношения для пере-
мещений и напряжений, а также решение (9.65).

9.6.3. Решение Терадзавы для осесимметрично
нагруженного полупространства*)

Рассмотрим полупространство 2 ^ 0 при осесимметричной
нагрузке р{г), приложенной нормально к поверхности. Гранич-
ные условия имеют вид

<TZ2 = — P(r), т г 2 = 0 при 2 = 0. (9.76)

Так как все перемещения и напряжения на бесконечности
должны затухать, в решении (9.65) следует положить С =
= D = 0, и для 2о(Я, z) будет справедливо равенство

Zo (Я, г) = (А + BXz) e-te* (9.77)

Обозначая трансформанту Ханкеля нагрузки через

^ о {р (г); г -> Я} = р0 (Я) = J гр (г) /0 (Яг) dr,
о

*> Общее решение Терадзавы [89] учитывает произвольную нормальную-
нагрузку на поверхности полупространства.
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из (9.76) и соответствующих выражений (9.70) и (9.72) полу-
чим для напряжений

При 2 = 0

•С учетом (9.77) для постоянных найдем

В результате решение, полученное впервые Терадзавой, будет
иметь вид

2Gur = — $ (1 - 2v — Яг) j50 (Я) e~** /, (Яг) dl,
о

оо
2Guz = ^ [2 (1 - v) + Яг] р0 (Я) е~*г /0 (Яг) ЙЯ,

о

агг = - J Я (1 - Яг) ft, (Я) е~*г /0 (Яг) dA, +

(9.78)
оо

+ 1 J [1 - 2v - Яг] Щ^-е-ь* /, (Яг) ЙЯ,
о

оо
а ф ф = - 2 (1 + v) J Яр0 (Я) е~^ /0 (Яг) ̂ Я - (<тГГ + а „ ) ,

= - J Я (1 + Яг) е-* г р 0 (Я) /0 (Яг) ЙЯ,
О

Для произвольной осесимметричной нагрузки вычисление
интегралов в общем случае является непростым. В частном слу-
чае нагрузки, равномерно распределенной по кругу,

р = const = Р/(па2) при 0<г^.а,
р = 0 при г > а,
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имеем

оо
= 7Й? \

Переход к сосредоточенной силе (а->-0, но величина ра2л
остается конечной) приводит к выражению

и отсюда вновь получаются уже известные соотношения для
задачи Буссинеска (см. § 9.2).

Совершенно аналогично можно рассмотреть также случай
осесимметричной касательной нагрузки.

9.6.4. Другие решения с помощью преобразования
Ханкеля

Указанным способом можно получить решения других осесимметричных
задач. Можно, например, осуществить решение задачи Миндлина для со-
средоточенной силы, приложенной внутри полупространства (см. § 9.4).
Снеддоном впервые были построены решения для осесимметрично нагру-
женных толстых пластин, обсуждались также задачи термоупругости; рас-
пространение на слоистые пластины было выполнено Буфлером [90].

В заключение следует упомянуть также смешанные краевые задачи для
полупространства. К ним относится прежде всего так называемая задача
о штампе, т. е. определение перемещений и напряжений при вдавливании
жестких тел вращения различного очертания в полупространство (важная
для приложений в механике грунтов). Нужно указать при этом на то, что
для смешанных краевых задач из граничных условий получаются парные ин-
тегральные уравнения, решение которых часто оказывается очень сложным.
Этим методом возможны также решения пространственных задач теории
трещин. Дальнейшие сведения содержатся, например, в [ВЗО].
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Приложение. Тензоры в декартовых координатах

Для описания конкретных задач в механике сплошной сре-
ды вводят различные физические величины: скаляры, векторы
или тензоры. Скалярные величины не зависят от системы коор-
динат, векторы и тензоры как не скалярные величины харак-
теризуются компонентами, которые изменяются при переходе
от одной системы координат к другой.

Количественное изучение явлений связано обычно с введе-
нием системы координат. При этом во многих случаях доста-
точно декартовых (прямолинейных ортогональных) координат.
Введение произвольных криволинейных координат потребо-
вало бы применения тензорного исчисления в общем виде, что,
однако, в этой книге не предусматривалось.

Для декартовых координат будет применяться так называе-
мая индексная («тензорная») форма записи, с помощью кото-
рой уравнения можно записать в компактной форме. Для этого
иногда используют также символическую (векторную) форму
записи.

§ 10.1. Координаты и векторы

Координатная система является системой отсчета в физи-
ческом трехмерном евклидовом (не искривленном) простран-
стве, относительно которой определяется положение и движе-
ние материальных частиц.

Вектор представляет собой направленную величину и харак-
теризуется указанием абсолютной величины (модуля) и на-
правления или заданием своих компонент. Ниже будет также
дано иное, более общее определение.

Согласно рис. 10.1, декартова система координат опреде-
ляется базисными векторами е*, еу, ег, которые образуют пра-
вую систему. Базисные векторы суть единичные векторы, обла-
дающие свойством | tx | = | еу | = | ег | = 1.

Положение точки в пространстве характеризуется радиус-
вектором г, компонентами которого являются координаты х, у, z,
т. е. г = ехх + суу + егг.
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В общем случае справедливо представление произвольного
вектора А в координатной форме

„Аи + егАг, (10.1)с»п»
где компоненты Ах, Ау, Az являются проекциями вектора на
оси координат. Модуль вектора равен

А| = Л = + V' Ау
А% (10.2)

Можно ввести произведение векторов, которое обладает не-
которыми (но не всеми) свойствами обычного произведения чи-
сел. При скалярном произведении двух векторов А и В по-
лучается скалярная величина,
равная

(10.3)

где cos (А, В) — косинус угла, за-
ключенного между двумя векто-
рами. Справедливо равенство
АВ = ВА. Далее видно, что ска-
лярное произведение двух орто-
гональных векторов равно нулю.
Поэтому для базисных век-
торов имеют место соотно-
шения

е^е., = е„ег = егех — 0

У

Рис. 10.1. Декартова система ко-
ординат с базисными векторами

е*. е„, ег.

и скалярное произведение (10.3) в координатной форме будет
иметь вид

А • В = АХВХ + АуВу + АгВг. (10.4)

Векторным произведением двух векторов А и В называется
вектор, определяемый по формуле

А Х В = С = ^х Ау Аг

вх

= е* (АуВг - АгВу) + е„ (AZBX - АХВ2) + е 2 (АхВу - АуВх). (10.5)

Вектор С перпендикулярен параллелограмму, образованному
векторами А и В, причем векторы А, В и С в такой последо-
вательности образуют правую систему. Модуль векторного про-
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изведения равен

| C | = C = i4Bsin(A, В).

Справедливо равенство А Х В = — ВХА. Как видно из опре-
деления, векторное произведение двух параллельных векторов
обращается в нуль. Применяя эти соотношения к базисным
векторам, получим

е* X е* = еи X е^ = е г X ег = О,

^х X ^у == ®г> ^у X ^z = =
 ĴC> ^г X &х = = ^у

§ 10.2. Тензорная форма записи координат,
векторы и тензоры

Для декартовых координат целесообразна запись х = х\,
у = х2, z = х3 или вообще xit где i = 1, 2, 3. В выражении для
суммы

а\Хх + а2х2 + а3х3 = Z aixi = ^ixi

можно опустить знак суммы, если условиться, что по дважды
встречающемуся индексу обязательно производится суммирова-
ние (правило суммирования Эйнштейна и Риччи). Индекс сум-
мирования (так называемый немой индекс) может при этом
обозначаться произвольно, т. е.

aixi = amxm = anxn и т. д.

Выражение вида cubiXi, согласно этому правилу, не опреде-
лено. Если должна быть образована соответствующая сумма,
следует применить знак суммы. Это будет указываться далее
во всех случаях, в которых правило суммирования недействи-
тельно.

Аналогично для двойной суммы справедливо равенство

л п

Е Е aiiXiX, = аих{х}

(при п = 3 получается всего 9 членов).
С помощью так называемого символа Кронекера, обладаю-

щего свойством

P п р и ! = ' : (Ю.6)
0 при 1ф]
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вводится очень удобный и важный тензор второго ранга (так.
называемый единичный тензор) При этом справедливы соотно-
шения bikuk = at, bikukj = ац.

Для скалярного произведения базисных векторов можно за-
писать

6tI. (10.7)

При применении тензорной формы записи нужно принимать
во внимание некоторые правила, важнейшие из которых ниже
кратко указаны.

Если в выражение а, = Aimxm подставляется выражение
Xi = Bimtjm, то в последнем требуется произвести переименова-
ние индексов t->m и m-+k. Тогда xm = Bm.k\jk и, следовательно,
a,- = AimBmkijk- Это справедливо также для векторного произ-
ведения векторов а = uiXi и Ь = biyi, которое следует записать
в виде а X Ь = а ,•*»•&/#/.

Аналогично для скалярного произведения двух векторов.
А = е,Л,- и В = е,В, с учетом (10.7) получаем

А • В = (е,А) (е/В,) = (е,еу) AtB} = АГВГ.

Если речь идет о том, чтобы из выражения вида

TilnI — Xnl = 0 (10.8)

(где Я, — скалярный множитель) «выделить» вектор щ, записы-
вают щ = bijtij и тогда из (10.8) получают

Тип} - Щ,п, = (Г„ - Щ,) п, = 0.

Часто встречающейся вычислительной операцией является
свертывание тензора. Оно состоит в том, что в величине с дву-
мя индексами они приравниваются и затем по ним производится
суммирование. Это означает, например, что величина 7,,- при
' = / (i. / = 1. 2- 3) будет равна Тц = Ти + Т22 + Т33. Для
тензора Кронекера свертывание дает 6„ = бц + 622 + бзз = 3.

Резюмируя сказанное, можно отметить, что в одном уравне-
нии при корректной тензорной форме записи один и тот же ин-
декс в каждом члене должен встречаться только дважды (и па
нему должно производиться суммирование). Если в некотором
слагаемом фигурирует только один индекс, то во всех других
членах он также должен встречаться только один раз.
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§ 10.3. Тензор Леви-Чивиты, или символ перестановки

Этот тензор (называемый также псевдотензором) играет
важную роль и определяется следующим образом *>:

Г 1 при i, i, k=l, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1, 2,
Bijk = <-1 при i, j , k=l, 3, 2; 3, 2, 1; 2, 1, 3, (10.9)

(. 0 при i = j , i = k, j = k.

Речь идет в данном случае о тензоре третьего ранга. Для него
справедливы равенства

Для векторного произведения базисных векторов имеем

(10.10)

и поэтому векторное произведение двух векторов А и В запи-
шется в виде

А X В = X = AtB, (e£ X е7),

или
Справедливо важное соотношение

В частности, eukem,k = 26 i m , а также eilkei]k =

§ 10.4. Производные и векторные
дифференциальные операции

Дифференциал функции / = f(x\,x2, . . . ,
переменных равен

независимых

(10.11)

*> Величина в,-/* соответствует так называемому смешанному произве-
дению базисных векторов, для которого

(е ; X е7) ek = (eft x e j ey — (еу х eftj e,.
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Для частных производных обычно употребляется сокращение

——(. . . ) = ( . . . ) , , (. . .) = ( . . . ) « .

Тогда трехмерный оператор Лапласа может быть записан в
виде

\dxf дх\ dxl) dxt dxt

i=l, 2, 3.

Важными векторными дифференциальными операциями яв-
ляются градиент, дивергенция и ротор (вихрь). Для них в тен-
зорной форме записи получаются соотношения

div A = -£i + -£i + £ £ - А<, t, (10.13)

rotA =

*2
e 2 e ;

дх1 дх2 дх3

дЛ
дхI

= ellkAkt, (10.14)

§ 10.5. Преобразование компонент вектора
и тензора при повороте системы координат

Преобразование координат при переходе от xt к х\ (рис. 10.2)
х*{==х](хр Х2^ хз) задается следующим образом:

x*i='Hxkcos(x1,xk) = clkxk, (10.15)
k

причем коэффициенты преобразования являются так называе-
мыми направляющими косинусами Cik = Cki-

Соответствующий (10.15) закон преобразования для диффе-
ренциала координат будет иметь вид

dx't ^ J T ^ k ^ < f t dxk = cikdxk-
k

К иному определению вектора можно прийти, если в основу
положить закономерность изменения компонент вектора при
повороте системы координат. Преимущество такого способа
рассмотрения состоит в том, что он может быть распространен
на не скалярные величины более высокого порядка (что с по-
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мощью данного выше определения вектора как направленного
отрезка невозможно).

При переходе от Xi к х' компоненты вектора преобразуются
аналогично дифференциалам координат, т. е. для произволь-
ного вектора А справедливо равенство

(10.16)

Вектор называют также тензором первого ранга. Соответствен-
но этому компоненты тензора второго ранга в декартовых ко-

ординатах определяются так,
что они преобразуются при по-
вороте системы координат как
произведение двух векторов.
Закон преобразования имеет

вид
дх,

(10.17)

Аналогично получаются фор-
мулы преобразования для ком-
понент тензора третьего и бо-
лее высокого рангов.

Чтобы описать конкретный
тензор, задают значения его
компонент относительно бази-
са. Обычно совокупность ком-
понент тензора второго ранга

для наглядности записывают в форме матрицы компонент; на-
пример, в трехмерном случае

Рис. Поворот декартовой си-
стемы координат.

'23
^32

(10.18)

В отличие от вектора тензору нельзя приписать абсолютную величину,
или модуль. Впрочем, имеются определенные выражения, например опре-
делитель матрицы (10.18) тензора второго ранга, которые инвариантны при
повороте системы координат, т. е. ведут себя как скаляр.

Различают симметричные тензоры 7\;- = Тц и антисиммет-
ричные (кососимметричные) тензоры Тц = — 7,,-. Каждый про-
извольный тензор второго ранга можно однозначно разложить
на симметричную и антисимметричную части:

Тп). (Ю.19)



§ 10.6. Производные от тензора 311

Как видно из закона преобразования (10.17), при повороте си-
стемы координат компоненты тензора изменяются.

Однако тензор как таковой, являясь выражением некоторой физической
величины, не зависит от координатной системы и, следовательно, представ-
ляет собой неизменяющуюся величину (инвариант). Поэтому естественно
стремление формулировать все физические законы в форме тензорных урав-
нений, которые справедливы для всех координатных систем. Эта так назы-
ваемая ковариантная формулировка следует в общем случае из тензорного
анализа (называвшегося ранее, абсолютным дифференциальным исчисле-
нием), причем ограничения на декартовы координаты отпадают.

§ 10.6. Производные от тензора.
Интегральные теоремы Гаусса и Стокса

Дифференцированием тензора в декартовых координатах об-
разуются тензоры более высокого ранга. В общем случае диф-
ференцирование скаляра (тензора нулевого ранга) по коорди-
натам вектора (тензора первого ранга) дает

dU/dxt = £ / , ,= grad U.

Это соответствует операции образования градиента [ср.
с (10.12)].

Соответственно дифференцирование вектора (тензора пер-
вого ранга) приводит к тензору второго ранга dAi/dx, = Ait /
и т. д. (для тензоров более высокого ранга). Это, однако, спра-
ведливо только для декартовых координат.

Для преобразования поверхностного интеграла в объемный
и наоборот служит важная теорема Гаусса. Эта теорема в раз-
личных формах впервые была дана Ж- Лагранжем (1762 г.),
К. Ф. Гауссом (1813 г.), А. Е. Грином (1828 г.), М- В. Остро-
градским (1831 г.) и соответствующим образом называется. Ее
также называют иногда теоремой о дивергенции.

В общем случае для произвольной выпуклой правильной *>
области объемом У и с поверхностью А справедливо равенство

(10.20)

где Т — тензор произвольного ранга. Интеграл в левой части
распространяется на всю поверхность (интеграл по поверх-
ности).

Приведем некоторые примеры применения теоремы Гаусса
(в векторной и тензорной форме записи)

*' Это означает, что поверхность состоят из конечного множества ча-
стей, внешние нормали к которым образуют непрерывное векторное поле.
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для скаляра ф

§<f>ndA= J g r a d ^ d K , или §фп{ йА = \фг , dV; (10.21)
А V А V

для вектора В

А

а также

или

§BndA = JdivBtW, ИЛИ ^BiuidA^^Bi^dV, (10.22)

(10.23)

В частности, для области, представляющей собой некоторую
поверхность, например для плоскости х\, х2, двумерный аналог
теоремы Гаусса для вектора В,- (i = 1, 2) имеет вид

ГЩ ds = \ B,f f ЙЛ,

где интеграл по замкнутому контуру в левой части равенства
берется по всей граничной кривой R поверхности А. Для пре-

Рис. 10.3. К теореме Стокса.

образования криволинейного интеграла в поверхностный и об-
ратно применяется теорема Стокса. Для вектора В она имеет
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вид

§Bds= \ rotbndA,

или * А (10.24)

§ Bt dst = jj eijkBki jtit dA,
R A

причем А — произвольная поверхность, которая ограничена кри-
вой R с линейным элементом dsi (рис. 10.3).

Если речь идет о замкнутой поверхности А, то интеграл по
поверхности обращается в нуль, т. е.

otBnA4 = 0. (10.25)

Левая часть равенства (10.24) иногда называется циркуляцией.
Дальнейшие сведения, особенно доказательства теорем Га-

усса и Стокса, содержатся в учебниках по математике, напри-
мер [В38 —В40].
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' ' (К str. 46.) Эти зависимости приведены Барре де Сен-Венаном
(1797—1886) в его комментариях к конспекту лекции Луи Навье (1785—
1836), первое издание которого вышло в 1826 г., второе — в 1833 г., третье—
в 1864 г. под редакцией Сен-Венана, при этом первоначальный текст Навье
вырос в третьем издании в десять раз (Navier L. Resume des lecons donnees
a l'ecole des ponts et chaussees sur 1'application de le mechanique a l'etablis-
sement des constructions et des machines. Premier Partie. De la resistance des
corps solides. Troisieme edition avec des notes et des appendices par M. Barre
de Saint-Venant. — Paris: Carilian-Goeury, 1864, 1100 p.) См. приложение III
на стр. 541—617, где изложена общая теория упругости. Указанный в основ-
ном тексте год 1860 объясняется тем, что комментарии на стр. 497—688
книги Навье были выполнены Сен-Венаном именно в этом году.

2> (К стр. 64.) Ж. Дюамель (1797—1872), ученик Шарля Фурье, распро-
странил аналитическую теорию (тепла в твердых телах), разработанную
Ш. Фурье, на случай учета деформации тел при изменении температуры. Он,
в частности, заметил, что температурные напряжения линейно независимы от
напряжений, возникающих от объемных и поверхностных сил, и рассмотрел
температурные напряжения в центрально симметричной полой сфере и осесим-
метричном круговом цилиндре при температуре, зависящей от радиуса (Du-
hamel J. М. С. Memoire sur le calcul des actions moleculaires developpees par
les changements de temperature dans les corps solides. — Memoires par diver
Savant, 1838, t. 5, p. 440—498). Эта работа была доложена в Академии наук
Франции 23 февраля 1835 г. См. также его работу: Second memoire sur les
phenomenes thermo-mecaniques.— J. l'Ecole Polytechnique, 1837, t. 15, 25.
p. 1—57. Франц Нейман (1798—1895) (Neumann F. E. Die Gesetze der Dop-
pelbrechung des Licht in Comprimirten oder ungleichformig erwarmten unkrys-
tallischen Korpern. — Abhandlugen der Koniglische Akademie der Wissenschaf-
ten zu Berlin, Aus dem Jahre 1841, Bd. 2, Berlin, 1843, S. 1—254) так же,
как и Дюамель, дал вывод уравнений равновесия пространственной задачи
теории упругости с учетом изменения температуры, нашел температурные на-
пряжения в центрально-симметричной сфере и показал оптическим методом,
что имеет место соответствие теории и опыта. Эти результаты содержатся
также в курсе лекций Неймана по теории упругости (Neumann F. Vorlesun-
gen iiber die Theorie der Elastizitat der festen Korper und des Lichathers.
Herausgegeben О. Е. Meyer. — Leipzig, 1885, S. 133—163).

Дифференциальные уравнения теории изотропной однородной упругости
в перемещениях известны ныне как уравнения Дюамеля — Неймана. Пред-
положения о том, что компоненты суммарной деформации (суммы упругой
и температурной) выражаются через компоненты перемещений известными
соотношениями Коши, а компоненты упругой деформации и компоненты
суммарного напряжения связаны законом Гука, называются гипотезами
Неймана.
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3 ) (К стр. 98.) Л у и д ж и Фредерико Менабреа (1809—1896), итальянский
инженер, определял статически неопределимые усилия в ферме с идеальными
шарнирами из условия минимума энергии деформации, не дав, как считалось
впоследствии, своим выкладкам необходимого обоснования (МёпаЬгёа L. F .
Nouveau principe sur la distribution des tensions d a n s les systemes elast iques.—
Comptes Rendus. 1858, t. 46. 1 Semestre, No. 22, p. 1056—1060).

4 ) (К стр. 99.) Энрико Бетти (1823—1892), итальянский инженер и мате-
матик, опубликовал свое исследование о теореме взаимности при статических
перемещениях в 1872 г. (Betti E. Teoria della elasticita. II nuovo cimento.
Ser. 2a. 1872, t. 7—8, Juglio, p. 5—21; Agosto, p. 69—97; Septembre, p. 158—
180; Novembre, p. 357—367).

Рэлей опубликовал в 1873 г. теорему взаимности для колеблющейся си-
стемы, в двух точках которой приложены силы, изменяющиеся во времени
гармонически (Lord Rayleigh (Strut t J. W.) Some general theorems re la t ing
to vibrations — Prc. London Math. S o c , 1873, v. 4, No. 63, p. 357—368).
Эта статья перепечатана в первом томе шеститомного собрания работ Рэлея
(Strut t J. W. Scientific papers. — London: Cambridge University Press , 1899,
v. 1, 562 p., p. 170—181). Из теоремы взаимности при бесконечно большом
периоде изменения сил, как отметил Рэлей, получается формулировка и
статического принципа взаимности. В следующей работе (A statical theorem.—
Philos. Mag., 4th Ser., 1874, v. 48, p. 452—456; 1875, v. 49, p. 183—185;
перепечатка этой статьи — в упомянутом первом томе на с. 223—229) Рэлей
развил формулировку теоремы взаимности на случай податливостей и жест-
костей, введя понятия обобщенных сил и обобщенных перемещений. Эти во-
просы вошли в первый том его известного двухтомника по теории звука
(Lord Rayleigh (Strut t J. W.) Theory of sound. V. 1, 1877. — London, 326 p.;
см. перевод: Стретт Д ж . (лорд Р э л е й ) . Теория звука. — М . — Л . : Гостехтеор-
издат, 1955.

5 ) ( К стр. 106.) В книге автор говорит о векторе Галёркина (1930) ;
в переводе мы называем его вектором Буссинеска, поскольку ученик Сен-
Венана Ж о з е ф Валентэн Буссинеск (1842—1929) впервые представил компо-
ненты перемещений в упругом изотропном однородном теле посредством трех
бигармонических функций, удовлетворяющих дифференциальным уравнениям
равновесия Навье. Он ж е в случае осесимметричного тела у к а з а л на воз-
можность использования гармонических функций д л я построения общего ре-
шения. Эти результаты описаны в широкоизвестной монографии по примене-
нию теории потенциалов д л я изучения равновесия и д в и ж е н и я ж и д к и х и
упругих твердых тел (Bouss inesq J. V. Applicat ion des potent ie l s ё l ' e tude
de l 'equilibre et du m o u v e m e n t des solides e last iques, pr inc ipa lement au calcul
des deformations et des pressions que produisent, dans ces solides, des effort
quelconques exerces sur une petite partie de leur surface ou de leur interieur;
Memoire suive de notes etendues sur divers points de physique mathematique
et d'analyse. — Paris: Gautiers-Villars, 1885, 721 p.) Эта монография составляет
13-й том работы «Recueil de la Societe des Sciences de Lille. Lille, 1885».
Отдельные части были опубликованы прежде в журнале Comptes Rendus в
1878—1883, t. 86, p. 1260—1263; t. 87, p. 402—405, 519—522, 687—689, 978—
979, 1077—1078; t. 88, p. 277—279, 331—333, 375—378, 701—704, 741—743;
t. 93, p. 703—706, 783—785; t. 95, p. 1052—1054, 1149—1150; t. 96, p. 245—
248. См. также дополнение, написанное Буссинеском «Complement a la Note
finale du § 46 de M. Boussinesq» и помещенное Сен-Венаном на стр. 881—
888 французского перевода книги А. Клебша по упругости (Clebsch A. Theorie
der Eastizitat fester Кбгрег. — Leipzig: В. Q. Teubner, 1862, 424 S.; Clebsch A.
Theorie de l'elasticite des corps solids. Tracluite par Barre de Saint-Venant et
A. Flamant. — Paris: Dunod, 1883, 980 p.) Общее решение уравнений теории
изотропной упругости находится на стр. 276—295; представления для пере-
мещений записаны на стр. 281.
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б ) (К стр. 120.) А. Стивенсон в 1945 г. привел без ссылок вывод формул
Колосова в случае массовых сил, имеющих потенциал. Г. В. Колосов впервые
опубликовал свой результат в 1908—1909 гг. на французском языке «О про-
блемах теории упругости двух измерений» (Kolossoff G. Sur les problemes
d'elasticite a deux dimensions. — С R. Acad. Sci., 1908, t. 146, No. 10, p. 522—
525; 1909, t. 148, No. 19, p. 1242—1244; 1909, t. 148, No. 25, p. 1706), затем
на русском в виде монографии [30], позднее (в 1914 г.) в немецком журнале
Z. fur Math, und Phys. «О свойствах плоских задач теории упругости»
(см. [31]). В этих работах объемные силы предполагались отсутствующими.
В следующей монографии [А7] (1935 г.), как и ранее, получены общие фор-
мулы для составляющих напряжения и перемещения в случае объемных сил,
не обладающих потенциалом. На результаты Г. В. Колосова имеются указа-
ния в широкоизвестных книгах С. П. Тимошенко по теории упругости, даже
в ранней из них — в первом томе петербургского «Курса теории упругости»
(1914 г.); метод Колосова нашел применение в первых изданиях известной
монографии по математической теории упругости Н. И. Мусхелишвили [АЗО],
а также в его статье 1932 г. в немецком журнале ZAMM (см. [32]). Этот
перечень можно было бы расширить.

Г. В. Колосов не был первым исследователем, использовавшим для ре-
шения задачи теории упругости метод комплексной переменной, но он был
первым исследователем, давшим эффективное решение для плоского случая,
которое легко для приложений. Состояние вопроса об использовании до
Г. В. Колосова функций комплексного переменного в теории упруго дефор-
мированного твердого тела содержится в известном обзоре Тедоне — Тимпе
(Tedone О., Timpe A. Spezielle Ausfiihrungen zur Statik elastischer Korper.
Encyklopedia der mathematischen Wissenschaften. — Leipzig: B. G. Teubner,
Bd. 4, H. 2, 1907, Art. IV—25, S. 125—214, см. стр. 163). Заметим, что при
описании задачи Сен-Венана А. Клебш в 1862 г. в известном курсе теории
упругости (Clebsch A. Theorie der Elastizitat der festen Korper. — Leipzig:
B. G. Teubner, 1862) применил комплексную переменную. А. Ляв в первом
томе своего курса теории упругости (Love A. E. H. A treatise on the mathe-
matical theory of elasticity. — Cambridge: University Press, v. 1, 1892) при-
водит выражение для составляющих перемещения через две аналитические
функции, но это не комплексные потенциалы Колосова. Сейчас же, после
Г. В. Колосова, нетрудно выписать зависимость между аналитическими функ-
циями Лява и комплексными потенциалами Колосова и сделать, таким обра-
зом, решение эффективным. Более того, А. Ляв полагал вообще нецелесооб-
разным использование комплексной переменной для обсуждаемого круга
задач. Отметим также громоздкое общее решение в комплексной форме дву-
мерной задачи теории упругости, предложенное в 1903 г. Л. Файлоном (Fi-
lon L. N. On an approximate solution for the bending of a beam of rectangu-
lar cross-section under any system of load, with special reference to points of
concentrated or discontinuous loading. — Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A,
1903, v. 201, No. 334, p. 63—155); это решение не нашло применения даже
у самого автора.

7> (К стр. 128.) Лорд Рэлей (Джон Уиллиам Стретт (1842—1919)) дал
многочисленные применения энергетического метода, который и изложен им,
в частности, в его книге «Теория звука» (Strutt John William (Lord Ray-
leigh). The theory of sound. 2nd ed. — New York: Dover Publications, 1945,
v. 1, 504 p.; v. 2, 480 p.). Первое английское издание вышло в 1877 г. (v. 1,
326 р.) и в 1878 г. (v. 2, 302 р.), второе — в 1894—1896 гг., третье — в 1926 г.
Русский перевод с третьего английского издания: Стретт Дж. (лорд Рэлей).
Теория звука.—М. — Л.: Гостехтеориздат, 1955. Интересно отметить, что
Рэлей применял свой метод и для определения низших частот упругих коле-
баний (Rayleigh J. W. Some general theorems relating to vibrations. — Proc.
London Math. Soc, 1873, v. 4, p. 357—368. Scientific papers. Vol. 1. —Cam-
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bridge, University Press, 1899, p. 170—181), и для нахождения высших частот
(Rayleigh J. W. On the calculation of the frequency of vibration of a system
in its gravest mode, with an example from hydrodynamics. — Philos. Mag.,
Ser. 5, 1899, v. 47, p. 556—572; Scientific papers. Vol. 4. — Cambridge: Uni-
versity Press, 1903, p. 407—412; Rayleigh J. W. On the calculation of Chladni's
figures for a square plate. — Philos. Mag., Ser. 6, 1911, v. 22, p. 225—229;
Scientific papers. Vol. 6.—Cambridge: University Press. 1920, p. 47—50).
Заметим, что Рэлей искал минимум частоты колебаний, а не минимум энер-
гии системы.

Математическое обоснование этого метода было дано швейцарским фи-
зиком Вальтером Ритцем (1878—1909) (Ritz W. Ober eine neue Methode zur
Losung gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik. — J. reine und
angew. Math. (Crelle), 1908, Bd. 135, No. 1, S. 1—61, Gesammelte Werke.—
Paris: Gautier-Villars, 1911, s. 192—250). В. Ритц в своих работах основы-
вался на идее Рэлея о задании характера деформированной формы рассмат-
риваемого объекта и вычислении потенциальной энергии с помощью этой за-
данной формы, а затем требовал стационарности значения потенциальной
энергии путем минимизации потенциальной энергии по неизвестным парамет-
рам заданных перемещений. Приравнивая частные производные потенциальной
энергии от перемещения по каждому из неизвестных параметров нулю, он
получил систему уравнений для определения искомых параметров аналогично
тому, как Рэлей, минимизируя частоту колебаний по неизвестным парамет-
рам выбранных перемещений. В работе 1911 г. Рэлей огорчался: «Как мог
он (В. Ритц) назвать мой метод новым?». Несмотря на блестящую работу
В. Ритца, следует заметить, что основания для такого высказывания у Рэ-
лея были, потому что именно он разорвал замкнутый круг, когда попытка
поставить задачу вариационного исчисления для искомой проблемы приво-
дила вновь к заданному дифференциальному уравнению задачи, поэтому он
предложил аппроксимировать вид деформируемой поверхности конструкции,
а вводимые неизвестные параметры определять путем минимизации.

8 ) (К стр. 132.) Метод Бубнова в первоначальной формулировке состоит
в том, что решение исходного дифференциального уравнения заменяется
условием ортогональности левой части этого уравнения, в которую внесено
выбранное представление для искомой функции, к самой фунгции. Этот ме-
тод был предложен Иваном Григорьевичем Бубновым (1872—1919) в 1911г.
и опубликован впервые в печати в 1913 г. (Бубнов И. Г. Отзыв о работе
проф. С. П. Тимошенко «Об устойчивости упругих систем». — Сб. С.-Петер-
бургского института инженеров путей сообщения. 1913, вып. 81, с 33—36;
см. также: Бубнов И. Г. Избранные труды. — Л.: Судпромгиз, 1956, с. 136—
139). Более сложную проблему при помощи своего метода И. Г. Бубнов
изучил позднее (Строительная механика корабля. Часть II. СПБ, Типогра-
фия морского министерства, 1914, § 22, с. 513—514), рассмотрев устойчивость
прямоугольной свободно опертой пластины конечной длины при действии
по кромкам равномерных касательных сил и при неоднородном одноосном
сжатии этой пластины. И. Г. Бубнов дал две формулировки своего метода —
в одном случае дифференциальное уравнение в частных производных сво-
дилось к алгебраическим уравнениям, в другом — к обыкновенным дифферен-
циальным уравнениям. Метод Бубнова нашел большое применение к решению
линейных и нелинейных уравнений и их систем. Развитие этого метода было
очень плодотворным. Б. Г. Галёркин опубликовал в 1915 г. статью о приме-
нении метода Бубнова (Стержни и пластинки. Ряды в некоторых вопросах
упругого равновесия стержней и пластинок. — Вестник инженеров, 1915, т. 1,
№ 19, 1 октября, с. 897—908). Он рассмотрел менее общий случай уравне-
ний— уравнение малого прогиба пластин. Его статья хорошо продумана и
тщательно написана. Эта работа не содержит прямых указаний о предшест-
веннике, ни на один из вышеуказанных результатов в статье ссылки нет.
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Автор предпочитает говорить о развитии метода Навье. Редактор перевода
считает, что обсуждаемый метод должен сохранить имя основоположника.
Подробнее о методе Бубнова, его истории и развитии см. работу Э. И. Гри-
голюка (О методе Бубнова. К шестидесятилетию его создания. — В сб.: Ис-
следования по теории пластин и оболочек, вып. II, Казань, Изд-во Казанского
ун-та, 1975, с. 3—41).

9> (К стр. 133.) Имеется обширная библиография работ по методу конеч-
ных элементов, включающая свыше 8000 источников до 1976 года: Nor-
ris D. H., Vries G. de. Finite element bibliography. — New York: Plenum
Press, 1976, 686 p.

1 0 ) (К стр. 141.) Хорошо известно, что интегральное уравнение теории
потенциала вывел Георг Грин (Green G. An assay on the application of
mathematical analysis to the theory of electricity and magnetism. — Nottingham,
1828). Широкое применение получил метод интегральных граничных уравне-
ний, ведущий свое начало от исследования Фредгольма (Fredholm I. Sur
une classe d'equations fonctionelles. — Acta Mathematica, 1903, v. 27, p. 365—
390), в котором был доказан факт существования решения уравнения с
помощью способа предельной дискретизации. Позднее, в 1906 г., Фредгольм
использовал первый метод теории потенциала и теорию линейных интеграль-
ных уравнений для решения статической задачи теории упругости однородных
тел, когда на границе заданы перемещения (первая основная краевая задача).
Современные возможности численной реализации позволили расширить и
улучшить формулировку проблемы; это коснулось интегральных уравнений
Фредгольма первого и второго рода, а также интегральных уравнений не-
фредгольмовского типа. В. Д. Купрадзе (Методы теории потенциала в теории
упругости. — М.: Физматгиз, 1963, 472 с ) , используя гипотетическое распре-
деление плотности источников на границе, сформулировал зависимость пере-
мещений и напряжений на поверхности линейно упругой среды. Более ранняя
публикация относится к 1953 г.: Купрадзе В. Д. Граничные задачи теории
установившихся колебаний.—Успехи матем. н., 1953, т. 8, № 3 (55), с. 21—74.
Предложенные В. Д. Купрадзе прямая и позднее непрямая [47] формули-
ровки задачи, а также доказательство их эквивалентности показали возмож-
ности метода граничных интегральных уравнений. Связь этого метода с ме-
тодом граничных элементов описана в статье К. Бреббиа и С. Уокера 1978 г.
(Brebbia С. A., Walker S. Symplified boundary element for radiation pro-
blems. — Appl. Math. Modelling, 1978, v. 2, № 2) и их монографии 1980 г.
(Brebbia С. A., Walker S. Boundary element techniques in engineering. — Lon-
don: Newnes-Butterworth., 1980, 210 p.; см. перевод на русский язык: Бреб-
биа К., Уокер С. Применение граничных элементов в технике.—М.: Мир,
1982, 248 с.) и нашла заметное применение к ряду проблем механики, к со-
жалению, главным образом к уже решенным задачам.

П ) (К стр. 141.) Метод граничных элементов объединил в себе и метод
интегральных уравнений, и метод конечных элементов и, таким образом, он
заключает в себе и аналитический метод, и численный расчет. Поведение
внутренней области описывается в методе граничных элементов граничными
интегральными уравнениями, граница области представляется конечными эле-
ментами. Право на существование метода граничных элементов дает его
эффективность для весьма удлиненных областей и тел, когда метод конечных
элементов неэффективен из-за невозможности с необходимой точностью опи-
сать поведение модели при ее дискретизации. Это подробно проиллюстриро-
вано при решении дифференциальных уравнений Лапласа, Пуассона, Гельм-
гольца с различными краевыми условиями. Существенным ограничением ме-
тода граничных элементов является то, что он пригоден только для решения
линейных задач.
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1 2 ) (К стр. 183.) Гипотеза плоских сечений для плоского изгиба прямой
упругой балки восходит к работе Якова Бернулли (1654—1705), рассмотрев-
шего изгиб консольного стержня концевой поперечной силой и получившего
правильную с точностью до значения изгибной жесткости зависимость кривиз-
ны стержня в произвольной точке оси стержня от изгибающего момента в
той же точке (см. его статью «Veritable hypothese de la resistance des solids,
avec la demonstration de la courbe des corps qui font ressort» в собрании
трудов: Bernoulli J. Basileensis, Opera, Geneva, Simptibus haredum Cramer
fratrum Philibert, 1744, t. 2, p. 976—989.)

13) (К стр. 189). Впервые поперечные касательные напряжения в стержне
прямоугольного поперечного сечения при плоском изгибе в рамках гипотез
Бернулли нашел русский ученый, мостостроитель Дмитрий Иванович Журав-
ский (1821—1891) (Результаты исследования системы Гау, примененной к мо-
стам С.-Петербурго-Московской железной д о р о г и . — Ж у р н а л Главного управ-
ления путей сообщения и публичных зданий. Книга 1, 1850; книги 2, 5, 1852,
книги 3—6, 1855.) Касательным напряжениям посвящена статья 7, 1855,
книга 6, т. 22, с. 190—197 этого журнала. Эта часть издана во Франции:
Jouravski D. Remarques sur la resistance d'un corps prismatique et d'une piece
composee en bois ou en tole de fer a une force perpendiculaire a leur lon-
g u e u r . — Annales des ponts et chaussees, memoires et documents, 3 ser., 1856,
t. 12, part 2, No. 150, p. 328—351. Рассмотренная Сен-Венаном задача изгиба
прямого плоского стержня, заделанного на одном конце и нагруженного на
другом поперечной силой, решена им полуобратным методом: продольные
нормальные напряжения задаются согласно теории изгиба стержней Бернул-
л и — Эйлера, а изменение касательных напряжений отыскивается так, чтобы
выполнялись все соотношения теории упругости. Полученные таким образом
максимальные касательные напряжения показывают высокую точность фор-
мулы Журавского.

1 4 ) (К стр. 197.) Работа Георга Бидделла Эри [20], как следует из за-
главия, посвящена исследованию напряжений в прямоугольных тонких балках.
К сожалению, эта знаменитая работа не корректна — автор выбрал для балки
функцию напряжений, удовлетворяющую граничным условиям, но не удов-
летворяющую уравнению совместности деформаций.

Джемс Клэрк Максвелл (1831—1879) (см. [20] или стр. 200 собрания его
трудов: Maxwell J. С. The scientific papers. — Cambridge University Press,
1890, v. 2) обратил внимание на это обстоятельство и получил дифферен-
циальное уравнение совместности для плоской задачи относительно функции
напряжений Эри (см. уравнение (8.29)).

1 5 ) (К стр. 243.) Напряжения в равномерно растянутой бесконечно ши-
рокой пластине с малым круговым отверстием обсуждаются также в работе
П. А. Велихова (Влияние отверстий на распределение напряжений в растя-
нутой полосе. — Изв. Императорского московского инженерного училища.
Часть II. Научные труды, 1907, вып. 1, стр. 11—91). П. А. Велихов привел
и результаты своих экспериментов. Вполне возможно, что П. А. Велихов, как
и Г. Кирш, получил выражения для напряжений путем подбора — оба они
не приводят решения задачи, а ограничиваются конечным результатом.
С. П. Тимошенко (1878—1972) (О влиянии круглых отверстий на распреде-
ление напряжений в пластинках.—Изв. Киевского политехи, ин-та, 1907, год 7,
книга 3, с. 95—113. Отд. оттиск: Киев, 1907, 21 с; статья перепечатана на
с. 106—123 сборника: Тимошенко С. П. Прочность и колебания элементов
конструкций. — М.: Физматгиз, 1975, 704 с.) приводит общий интеграл для
функции напряжений в полярных координатах, удовлетворяющий бигармони-
ческому уравнению задачи, и для пластины с круговым вырезом рассматри-
вает растяжение или сжатие в одном или в двух направлениях, а также
совместное действие двустороннего растяжения и равномерных касательных
сил; изучается также случай пластины конечной ширины.
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16> (К стр. 249.) См. работы: Inglis С. Е. Stresses in a plate due to the
presence of cracks and sharp corners. — Trans. Inst. Naval Arch., 1913, v. 105,
part 1, p. 219—230; discussion: p. 231—241; Poschl Th. Ober eine partikulare
Losung des biharmonischen Problems fur den Aussenraum der Ellipse. — Math.
Z., 1921, Bd. 11, S. 89—96; Wolf K. Beitrage zur ebenen Elastizitatstheorie.—
Z. techn. Physik, 921, Jahrgang 2, No. 8. S. 209—216.

1 7 ) (К стр. 291.) Разумеется, автор оговорился. Первые результаты — это
определение напряжений в толстостенном круговом цилиндре и сфере при воз-
действии внутреннего и внешнего равномерного давлений, выполненное в
1852 г. Габриэлем Ламе (1795—1870) [59].
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— сил при формулировке метода ко-

нечных элементов (Kraft-oder Gleich-
gewichtsmethode der MFE) 140

— Трефтца (Verfahren von Trefftz)
132

Модуль сдвига (Schubmodul) 61
— упругости (Elastizitatsmodul) 54
— Юнга (Young's modulus) 54

Направляющие косинусы (Richtungs-
kosinus) 19

Напряженное состояние в точке
(Spannungszustand in einem Punkt)
14

плоское ( ~ ebener) 190
радиальное (~ radialer oder

strahlenformiger) 232
Напряжения (Spannungen) 12
— касательные (Schubspannungen)

14, 16
— моментные (Momentenspannungen)

22
— нормальные (Normalspannungen) 14
•— октаэдрические касательные (Ok-

taeder-Schubspannungen) 31
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нормальные (Oktaeder-Normals-
pannungen) 31

— температурные (Warmespannun-
gen) 64

Несовместность с... (Inkompatibilitat
von...) 47

Нормальная производная (Normalen-
ableitung) 156

Обобщенные функции (распределе-
ния) (Distributionen) 266

и преобразование Фурье (ve-
rallgemeinerte Funktionen und Fou-
rier-Transformation) 266

Общие методы решения основных
уравнений (allgemeine Losungan-
satze fur die Grundgleichungen) 102

— решения Бельтрами, Финци и Ве-
бера (Ansatz von Beltrami, Finzi
und Weber) 116

Объемные силы (Volumenkrafte) 12,
195

Объемный модуль (Kompressionsmo-
dul) 62

Одномерные задачи (eindimensionale
Probleme) 142

Одноосное растяжение (einachsiger
Zug) 146

Осевое нагружение призматического
стержня (Axialbelastung prismati-
scher Stabe) 142, 145

Осевой вектор (axialer Vektor) 44
Осесимметрично нагруженное полу-

пространство (Axialsymmetrisch be-
lasteter Halbraum) 301

Основные уравнения теории упруго-
сти (Grundgleichungen der Elasti-
zitatstheorie) 65

— — в напряжениях
( ~ ~ ~ in Spannungen) 70

криволинейных коор-
динатах (~ ~ ~ krummlinigen
Koordinaten) 71

перемещениях
(~ ~ ~ Verschiebungen) 66

— для плоской задачи
(~ ~ ebenen Elastizitatstheorie) 191

— — в комплексной
форме ( ~ ~ in komplexer
Darstellung) 206

Особенности (Singularitaten) 231
Относительная деформация (Deh-

nung) 38
Относительное изменение объема (Vo-

lumendehnung) 41
Относительные деформации сдвига

(Schubverformungen) 40

Параметры состояния (Zustandgro-
Веп) 77

Перемещения (Verschiebungen) 32, 202
— определение по деформациям

(~ Berechnung aus den Verzerrun-
gen) 45

Плоское деформированное состояние
(ebener Verzerrungszustand) 190

— напряженное состояние (ebener
Spannungszustand) 190

Плотность дислокаций (Versetzungs-
dichte) 50

Поворот системы координат (Dre-
hung des Koordinatensystemes)-
211, 218, 310

Поле в окрестности трещины (RiB-
nahfeld) 264

Полость в виде эллипсоида враще-
ния в бесконечном теле (rotations-
ellipsoidischer Hohlraum im unen-
dlichen Korper) 293

Полость сферической формы в бес-
конечно протяженном теле (kugel-
formiger Hohlraum im unendlichen
Korper) 287

Полуплоскость (Halbscheibe) 231
— нагруженная (~belastete) 231,234
Полупространство (Halbraum) 274
Поперечный изгиб (Querkraftbiegung)

174
деформации (~Verformung) 182

— — поперечное сечение круговое
( ~ Kreisquerschnitt) 184

прямоугольное (~ Rech-
leckquerschnitt) 186

— — эллиптическое (~ Ellipti-
scher Querschnitt) 186

Постоянная кручения (Torsionstrag-
heitsmoment oder Drillwiderstand)
158

Потенциал векторный (Vektorpoten-
tial) 103 /

— Гиббса (Gibbsches Potential) 81
— деформаций Ламе (Lamesches

Dehnungspotential) 104
— комплексный при кручении (kom-

plexes Potential bei Torsion) 170
— скалярный (Skalarpotential) 103
— упругий (elastisches Potential) 53
Поток касательных напряжений

(Schubflufi) 153
— сил (Krauftflufi) 200, 210
Правило суммирования (Summation-

skonvention) 306
Преобразование компонент вектора и

тензора (Transformation von Vek-
tor und Tensorkomponenten) 309
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— Лапласа (Laplace-Transformation)
122

— Лежандра (Legendresche Trans-
formation) 82, 94

— Меллина (Mellin-Transformation)
122, 265

— Фурье (Fourier-Transformation)
255

— — и обобщенные функции
(~ ~ und verallgemeinerte Funk-
tionen) 266

экспоненциальное (Fourier Ex-
ponential-Transformation) 122

— Ханкеля или Бесселя (Hankel-
oder Be.ssel-Transformation) 122,
297

Приближенные методы (Naherungs-
verfahren) 127

аналитические ( ~ analytische)
129

дискретные ( ~ diskrete) 128
Принцип возможной дополнительной

энергии (Prinzip vom stationaren
Wert der Erganzungsenergie) 94

работы (~ der virtuellen Ar-
beit) 83

— возможных сил (~ der virtuellen
Krafte) 83, 87

перемещений (~ ~ ~ Verschi-
ebungen) 83, 85

— Грина — Дирихле (Green-Dirichlet-
sches Prinzip) 92

— Кастильяно (Castiglianosches Prin-
zip) 83

— напряжений (Spannungsprinzip)
12

— обобщенный (~ Verallgemeinerte)
90

— Сен-Венана (~ von St. Venant)
119

значение (~ ~ -~ ~ Be-
deutung) 88

— стационарности потенциальной
энергии (~ vom stationaren Wert
der potentiellen Energie) 91

Произведение векторное (vektorielles
Produkt) 305

— скалярное (skalares Produkt) 305

Работа возможная (Arbeit virtuelle)
83

дополнительная (virtuelle Er-
ganzungsarbeit) 88

Равновесие моментов (Momenten-
gleichgewicht) 20

— сил (Kraftegleichgewicht) 20

Радиус-вектор (Ortsvektor) 304
Разложение в ряд Фурье (Fourier

Reihenentwicklung) 165
— Кельвина (Kelvinsche Zerlegung)

103
Раскрытие трещины (RiSoffnang) 264
Распределенные нагрузки на границе

полуплоскости (verteilte Lasten am
Rand der Halbscheibe) 258

Расширенный функционал Рейсснера
(erweitertes Funktional von Reiss-
ner) 93

Решение Буссинеска (Losungansatz
von Boussinesq) 114

— Ламе (Losung von Lame) 227
— Попковича и Нейбера (Losungan-

satz von Papkovich und Neuber)
111

— Терадзавы (Losung von Teraza-
wa) 301

Решения Нейбера в координатах эл-
липсоида вращения (Losungen von
Neuber in Rotationsellipsoid Koor-
dinaten) 291

— с особенностями (~ mit Singula-
ritaten) 231

Свертывание тензора (Verjugung
oder Kontraktion) 307

Свободная энергия (freie Energie) 80
— энтальпия (freie Enthalphie) 81
Сжимаемость (Kompressibilitat) 63
Символ Кронекера (Kronecker-Sym-

bol) 306
Сосредоточенная сила в бесконечно

протяженном теле (Einzelkraft im
unendlich ausgedehnten Korper)
269

внутри бесконечной плоскости
и в полуплоскости ( ~ ~ Innern
der unendlichen Scheibe und der
Halbscheibe) 236

касательная к границе полу-
пространства ( ~ tangential in der
Oberflache des Halbraums) 278

нормальная к границе полупро-
странства (~ Normal an der Ober-
flache des Holbraums) 275

Сплошная среда (Kontinuum) 11
движение (~ Bewegungen des)

11,33
Существование решения (Existenz der

Losungen) 74

Тензор вращения (Rotationstensor)
43
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малого (Verdrehungstensor, in-
finitesimaler) 43

— деформаций (Verzerrungstensor) 42
инварианты (~ Invarianten) 41
Лагранжа (~ Lagrangescher)

37
Лагранжа — Грина (~Largan-

ge-Greenscher) 37
характеристическое уравнение

(~ charakteristische Gleichung) 42
Эйлера (~ Eulerscher) 36
Эйлера—Альманзи (~ Euler-Al-

mansischer) 37
— изотропный (isotroper Tensor) 59
— Кельвина — Сомильяны (Kelvin-

Somiglianascher Tensor) 273
— Кронекера (Kroneker-Tensor) 59
— Леви-Чивиты (псевдотензор) (Le-

vi-Civita-Tensor, Alternator), 23, 308
— малых деформаций Коши (infini-

tesimaler Cauchyscher Verzerrungs-
tensor) 40

— модулей упругости (Elastizitatsten-
sor) 55

— напряжений (Spannungstensor) 14
инварианты (~ Invarianten) 19
Коши (~ Cauchyscher) 16
преобразование компонент

( ~ Transformation der Komponen-
ten) 18

— — собственные значения (~ Ei-
genwerte) 25

характеристическое уравнение
(~ charakteristische Gleichung) 26

— перестановки (Permutationssym-
bol) 308

— упругих податливостей (Nachgie-
bigkeitstensor) 56

— шаровой (Kugeltensor) 62
Тензорная форма записи (Indizes-

schreib weise) 10, 306
— функция Грина (Greensche Tensor-

funktion) 272
Тензоры в декартовых координатах
(kartesische Tensoren) 305

Теорема Бетти (Satz von Betti) 99
— Больцмана (Boltzmannsches Axi-

om) 22
— Гельмгольца (Helmholtzscher Satz)

103
— Клапейрона (Satz von Clapeyron)

74
— Максвелла (~ ~ Maxwell) 100
— Менабреа ( Menabrea) 98
— Энеессера (~ ~ Engesser) 98
Теоремы взаимности (Reziprozitat-

ssatze) 98

— Кастильяно (Satze von Castigli-
ano) 96

частные формулировки
( ~ ~ ~6rtliche Formulierungen) 57

Теория аналитических функций (Fun-
ktionentheorie) 119, 168

— трещин (Rifiprobleme) 262
Термодинамика (Thermodynamik) 77
Термоупругость (Thermoelastizitat)

63
Трещина Гриффитса, напряжения и

перемещения (Griffith-RiB, Span-
nungen und Verschiebungen am)
253

Углы сдвига (Schiebungen) 40
Удельная потенциальная энергия де-

формации (Verzerrungsenergiedi-
chte) 53, 82

дополнительная (Verzer-
rungs-Erganzungsenergiedichte) 54,
82

Удельная энергия изменения объема
(Volumenanderungsenergiedichte)
63

формоизменения (Gestaltander-
ungs-energiedichte) 63

Упругие постоянные другие (Elasti-
zitatskonstanten, alternative) 61

— •— Ламе (Iamesche Elastizitats-
konstanten) 59

Упругое поведение материалов (elas-
tisches Materialverhalten) 52

Упругость по Грину (Green-Elastizi-
tat) 54, 78

Коши (Couchy-Elastizitat) 54
Уравнение Пуассона (Poissonsche

Gleichung) 158
Уравнения Бельтрами—Мичелла (Bel-

trami—Michellsche Gleichungen) 70
— кинематические (kinematische Glei-

chungen) 46, 191
— Ламе (Lamesche Gleichungen) 67
— Навье (Naviersche Gleichungen) 66

для однородной задачи
(~ ~ beim homogenen Problem)
69

— равновесия в комплексной форме
(~ in komplexer Form) 206

напряжениях (Gleichgewicht-
bedingungen der Spannungen) 19,
22

Условия Коши — Римана (Gauchy-
Riemannsche Gleichungen) 120, 169

— равновесия на границе (Gleich-
gewichtbedingungen am Rand) 24
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— совместности (Vertraglichkeitsbe-
dingungen) 46

число (~ Anzahl) 50

Формула Гурса (Formel von Goursat)
120, 207

— Клапейрона (Clapeyronsche For-
mel) 56, 82

— трех функций Нейбера (Dreifunk-
tionenansatz von Neuber) 112

— эллипса (Ellipsenformel) 249
Формулы Бредта (Bredtsche Formeln)

154
— Колосова (Kolossoffsche Formeln)

120, 207
в полярных координатах

( ~ ~ fur Polarkoordinaten) 212
преобразование при конформ-

ном отображении (~ ~ Transfor-
mation bei konformer Abbildung) 221

— Kotuu (Formel von Couchy) 17,22
Фундаментальное уравнение термо-

динамики (Fundamentalgleichung
der Thermodynamik) 79

Функции напряжений (Spannungs-
funktionen) 114

комплексные ( ~ komplexe) 120,
206

Максвелла (Maxwellsche Span-
nungsfunktionen) 115

— перемещений (Verschiebungsfunk-
tionen) 102

Функционал Хеллинджера—Рейсснера
(Hellinger-Reissnersches Funktional)
93

Функция бигармоническая (Bipoten-
tialfunktion oder biharmonische
Funktion) 69

— влияния (Einfluflfunktion 273
— гармоническая (потенциальная)

(harmonische oder Potentialfunk-
tion) 69

— депланации (Verwolbungsfunktion)
154

— изгиба (Biegefunktion) 178
— кручения Прандтля (Prandtlsche

Torsionfunktion) 158
связь с функцией деплана-

ции ( ~ ~ Zusammenhang mit Ver-
wolbungsfunktion) 159

- напряжений Мореры (Morerasche
Spannungsfunktion) 116

при изгибе (Biegungs-Span-
nungsfunktion) 176

- — Эри (Airysche Spannungsfunk-
tion) 115, 197

— в декартовых координатах
(~ ~ in kartesischen Koordinaten)
197

полярных координатах
( ~ ~ ~ ebenen Polar-koordina-
ten) 201

интегральное представление
( Integraldarstellung) 256

- перемещений Лява (Lovesche Ver-
schiebungsfunktion) 108

Характеристическое уравнение тен-
зора деформаций (charakteristische
Gleichung des Verzerrungstensors)
42

напряжений (~ ~ ~ Span-
nungstensors) 26

Центр изгиба (Biegemittelpunkt) 179
— сдвига (Schubmittelpunkt) 179

Численные методы (numerische Ver-
fahren) 127

Эйлерово описание (Eulersche Dars-
tellung) 34

Энергетические принципы в теории
упругости (Energiesatze der Elasti-
zitatstheorie) 77

Энергия деформаций (Verzerrungse-
nergie) 53, 82

Энтропия (Entropie) 79
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