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Vorwort. 
In der zur Zeit vorliegenden astronomischen Literatur kann man - wenn 

von der laufenden Forschungsliteratur abgesehen wird - zwei Hauptgruppen 
unterscheiden: die mehr oder weniger popularen Werke, die die Forschungs
resultate ohne technische Details mitteilen, und die wissenschaftlichen Lehr
biicher, die in der Hauptsache Kenntnis der Arbeitsmethoden vermitteln. 

Das vorliegende Werk solI ein Mittelding bilden: es solI den Lesern ein ge
wisses MaB konkreter astronomischer Kenntnisse beibringen, aber gleichzeitig 
iiberall wenigstens eine erste Einfuhrung in die wissenschaftlichen Methoden 
geben. Das Werk ist als Obersetzung und wesentliche Erweiterung eines Lehr
buchs entstanden, das seinerseits im Jahre 1931 als eine Erweiterung und 
Modernisierung des in den nordischen Landern altbekannten Lehrbuchs von 
MORN und GEELMUYDEN bei Gyldendal in Oslo in danischer Sprache erschien. 

Die Verfasser haben bei der Ausarbeitung des vorliegenden Werkes besonders 
zwei Ziele ins Auge gefaBt: das Buch solI einerseits den angehenden Astronomen 
als eine erste Einfuhrung in ihre Wissenschaft dienen konnen, und zwar auf 
allen Gebieten - auch denjenigen, die nieht im Brennpunkt des Interesses 
der jetzigen Astronomengeneration stehen - und die Studierenden so weit 
fUhren, daB sie fUr das wissenschaftliche Fachstudium genugend vorbereitet 
sind; es solI andererseits ein wohl zur Zeit fehlendes Bindeglied zwischen Amateur
astronomie und wissenschaftlicher Astronomie bilden. Die Verfolgung dieser 
verschiedenen Zwecke hat bewirkt, daB das Buch auf vielen Gebieten zuerst 
eine elementare Behandlung eines bestimmten Problems gibt und nachher -
in einem spateren Kapitel- dasselbe Problem in strengerer, mehr wissenschaft
licher Weise behandelt. Als Beispiele seien die beiden Gebiete: Beobachtungen 
an astronomischen MeBinstrumenten und die Probleme der Himmelsmechanik 
erwilint, Gebiete, die beide in zwei verschiedenen Kapiteln behandelt werden. 
Wir haben versucht, das Ganze so darzustellen, daB jedermann beim Studium 
eines bestimmten Problems dort abbrechen kann, wo es anfangt schwierig zu 
werden, daB er gleiehzeitig aber doch mit den Anfangsgrunden vertraut geworden 
ist. Es ist unsere Hoffnung, daB das Werk durch diese Anordnung des Stoffes 
auch den vielen interessierten Amateuren unserer Zeit wird niitzlich sein konnen. 

1m Anhang finden sieh einige Formeln und Satze aus der Theorie der Be
obachtungen und aus der Theorie der Interpolation, der numerischen Diffe
rentiation und der numerischen Integration. Die Ableitung dieser Formeln und 
Satze fallt nicht in das Gebiet der Astronomie; da ein erfolgreiches astro
nomisches Studium aber nicht ohne Kenntnis der elementaren Begriffe innerhalb 
dieser Probleme betrieben werden kann, haben wir (auf den S. 493 bis 505) das 
Notwendigste, zum Teil ohne Beweise, zusammengestellt. 

Das Buch ist durch Zusammenarbeit der beiden Verfasser entstanden; es 
solI jedoch erwahnt werden, daB das Kapitel iiber Himmelsmechanik (auBer 
§ 204) und der Anhang von E. STROMGREN stammen, und daB B. STROMGREN 
das Kapitel Stellarastronomie und Astrophysik, § 204 und den Abschnitt iiber 
die Sonne verfaBt hat. 



IV Vorwort. 

Die grundlegende "Obersetzungsarbeit ist in Zusammenarbeit mit den 
Verfassem - von Frau Dr. KRUGER in Kopenhagen ausgefiihrt worden. Eine 
durchgreifende sprachliche Revision sowie auch viele sonstigen guten Ratschlage 
verdanken wir Herm Professor PRAGER in Neubabelsberg. Herr Professor 
E. KOHLSCHUTTER hat uns bei den geodatischen Problemen beraten, und Herr 
Dr. RAUSCHELBACH hat uns einige wertvollen Winke zu dem Gezeitenproblem 
gegeben. Arbeiten, die nach dem Juli 1932 ver6ffentlicht sind, haben im all
gemeinen nicht berticksichtigt werden k6nnen. 

Namen lebender Forscher sind in dem Buche nicht genannt worden, von 
einigen wenigen Fallen abgesehen, wo ein Gesetz oder ein Prinzip in der Literatur 
mit einem bestimmten Namen unzertrennlich verkntipft ist, oder wenn - wie 
es bei den kurzperiodischen Kometen der Fall ist - ein Objekt in der ganzen 
astronomischen Literatur den Entdeckemamen tragt. 

Eine Anzahl Zusammenstellungen sind, ungeandert oder mit kleineren Modi
fikationen, aus anderen Werken oder Zeitschriften tibemommen: S. 390 aus 
R. H. FOWLER, Statistical Mechanics; S.465 aus Groningen Publ. 38; S.471 aus 
MULLER-POUILLET, Lehrbuch der Physik: Physik des Kosmos (nach Mt. Wilson 
Contr. 301); S. 480 aus Harvard College Observatory Circ. 371; S. 481 aus 
RUSSELL-DuGAN-STEWART, Astronomy; S.539 (Historische nbersicht tiber die 
ungefahre Unsicherheit in gemessenen Positionen) aus Publ. Astr. Soc. Pac. 41, 
221; S. 544 aus den Hamburger Hilfstafe1n. Die Parallaxen und Eigen
bewegungen auf S. 459 sind hauptsachlich der Zusammenstellung in Popular 
Astronomy 38, 19 entnommen. 

Die Refraktionstafeln S. 540 bis 541 verdanken wir Herrn Staatsrat Prof. 
A. DONNER. 

Der Hauptteil des Illustrationsmaterials ist vom Verlag neu hergestellt 
worden. Eine Anzahl Abbildungen entstammen anderen Werken, die im selben 
Verlag erschienen sind. In bezug auf die zwei Stereoskopbilder am SchluB des 
Buches soll erwahnt werden, daB Abdrucke dieser Bilder dem kleinen Werke 
"Zweite Sammlung astronomischer Miniaturen" (Berlin: Julius Springer 1927) 
abtrennbar angeheftet sind. 

Kopenhagen, Univ.-Stemwarte, November 1932. 

Die Verfasser. 
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Einleitung. 
1. Astronomie bedeutet rein wortlich die Lehre von den Stemen am Himmel, 

Sonne und Mond eingeschlossen. Wenn man sagt, daB Astronomie die Lehre 
von den Korpem im Weltenraume ist, so unterscheidet sich diese Definition 
von der ersten nur dadurch, daB sie unsere eigene Erde mit umfaBt. 

DaB im iibrigen beide Definitionen auf dasselbe hinauslaufen, konnte man 
im voraus nicht wissen, und in der Tat hat es einer langen Reihe von Jahr
hunderten bedurft, bis die Wissenschaft Sicherheit dariiber erlangte, daB es sich 
wirklich so verhalt. Die Astronomie hat namlich die Eigentiimlichkeit, die flir 
den Anfanger eine gewisse Schwierigkeit bedeutet, daB in vielen Fallen ein aus
gepragter Unterschied und zuweilen geradezu ein Gegensatz besteht zwischen 
dem unmittelbaren Eindruck der Betrachtung und den wirklichen Verhaltnissen, 
also zwischen Phanomen und Wirklichkeit. 

Die sphiirische Astronomie behandelt die relative Stellung und Bewegung 
alles dessen, was am Himmel zu sehen ist, indem man sich dabei an den un
mittelbaren Eindruck halt. Dieser Teil der Wissenschaft ist es, der die groBte 
praktische Anwendung hat, indem ein wichtiger Teil der mathematischen 
Geographie und der Navigation darin enthalten sind. 

Ein anderer Zweig der Astronomie untersucht die wirklichen Verhaltnisse 
im Raume. Der Teil, in dem die Bewegungen der Himmelskorper als Wirkungen 
einer gemeinsamen Ursache angesehen werden, wird Himmelsmechanik genannt. 
Die Lehre von der physikalischen Beschaffenheit der Himmelskorper wird in 
der modemen Astronomie unter dem Namen Astrophysik abgesondert. 

Unser gesamtes Wissen iiber die Fixsternwelt von allen verschiedenen Ge
sichtspunkten aus wird Stellarastronomie genannt. Die Stellarastronomie und 
die Astrophysik werden oft als die modernen Zweige der Astronomie bezeichnet 
im Gegensatz zu der spharischen Astronomie und der Himmelsmechanik, die 
die klassische Astronomie ausmachen. 

Der historische Gang der Entwicklung, in der Astronomie sowohl als in 
verschiedenen anderen Wissenschaften, war der folgende: Der erste Schritt ist 
die Beobachtung. Durch Nebeneinanderstellen der Beobachtungsergebnisse wird 
man oft eine gewisse RegelmaBigkeit oder GesetzmaBigkeit bemerken konnen, 
die es moglich macht, die gefundenen Resultate als die einzelnen .AuBerungen 
einer gemeinsamen Regel oder eines gemeinsamen Gesetzes zu betrachten. Hat 
man auf diese Weise mehrere solcher Regeln aufgefunden, so kann es vorkommen, 
daB diese sich unter eine umfassendere Regel oder ein umfassenderes Gesetz 
unterordnen lassen usw. 

Es versteht sich von selbst, daB die Resultate, die durch eine solche Induktion 
erreicht werden, mit einem groBeren oder kleineren Grad von Unsicherheit be
haftet sein konnen, da die aufgestellte Regel im allgemeinen eine unbegrenzte 
Anzahl von Fallen umfaBt, wahrend das bei der Induktion benutzte Beob
achtungsmaterial notwendigerweise begrenzt ist. Deshalb fahrt man folgender
maBen weiter fort: Das gewonnene Resultat wird vorlaufig als gegeben be-
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2 Einleitung. 

trachtet, wird als Hypothese aufgestellt, worauf man durch Deduktion aIle die 
Konsequenzen aus der Hypothese ableitet, die uberhaupt abzuleiten moglich 
ist. Das auf diese Weise entstandene Gedankengebaude wird eine Theorie 
genannt. Sofern diese richtig ist, wird man nattirlich bei einer so1chen Deduktion 
die vorher bekannten Resultate, die man bei der Induktion benutzt hatte, 
wiederfinden; daneben aber wird man auch andere Konsequenzen ableiten 
konnen, die man vorher nich t kannte, und die nun, soweit sie zum Gegenstand 
einer Beobachtung oder eines Experimentes gemacht werden konnen, neue 
Prtifsteine fUr die Richtigkeit der Theorie abgeben. Es ist ersichtlich, daB die 
Sicherheit der Theorie in hohem Grade vermehrt wird, wenn in allen Punkten 
volle Dbereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung besteht, selbst wenn 
es nicht in menschlicher :'ilacht steht, absolute GewiBheit zu erlangen. Zeigt 
sich aber in nur einem einzigen Punkt ein Widerspruch, der nicht den Beob
achtungen zur Last gelegt werden kann und auch nicht durch einen Fehler 
im Gedankengang verschuldet ist, dann zeigt dies, daB die Hypothese verworfen 
oder modifiziert werden muB. 

tiber astronomische Instrumente im allgemeinen. 
2. Das Fernrohr. Zur AusfUhrung astronomischer Beobachtungen sind ge

wisse optische und mechanische Apparate erforderlich, und zur Ableitung der 
Resultate ist die Mathematik in den meisten Fallen ein unentbehrliches Hilfs
mittel. Zum Verstandnis des Folgenden seien deshalb einige Bemerkungen dar
tiber vorausgeschickt. 

Bei den meisten Beobachtungen im Bereiche der klassischen Astronomie kommt 
es darauf an, Winkel zu messen. Hierzu ist einerseits ein Visierapparat und 
andererseits eine Vorrichtung, urn die GroBe von Winkeln zu messen, erforderlich. 

Wenn die Genauigkeit des Visierens mit dem bloB en Auge ausreicht, ist der 
Visierapparat ein sog. Diopter, das je nach dem Zweck verschieden eingerichtet 
sein kann, z. B. ein Stander mit einem feinen Loch und in einigem Abstand 
davon ein Fadenkreuz, das hinter dem Loch mit dem Auge anvisiert wird. 
Die Genauigkeit wird aber in hohem Grade gesteigert, wenn man statt des 
Diopters ein Fernrohr benutzt, da ein so1ches durch einen kleinen Zusatz zum 
Visierapparat umgeandert werden kann. 

Das astronomische Femrohr besteht in der Hauptsache aus zwei bikonvexen 
Linsen; die Verbindungslinie zwischen den Zentren der beiden Kugelflachen, 
die eine Linse begrenzen, nennt man ihre optische Achse. Die Linse, die dem 
entfernten Gegenstand zugewandt ist und deshalb Objektiv genannt wird, hat 

------~~' 
Abb. 1. Das astronomische Fernrohr 

(Retraktor). 

eine verhaltnismaBig lange Brennweite und da
C her schwach gekrtimmte Flachen, die andere, 
Odie Okular genannt wird, da sie vor dem Auge 

des Beobachters angebracht wird, hat eine be
deutend ktirzere Brennweite. Wenn die Licht
strahlen von einem Punkt, der so weit entfernt 

ist, daB die Strahlen aIs parallel betrachtet werden konnen, das Objektiv A 
(Abb. 1) treffen, so werden sie sich nach der Brechung in einem Punkt B 
sammeln, der der Brennpunkt des Objektivs genannt wird, und dessen Ab
stand yom Objektiv seine Brennweite ist. Als Mittelpunkt des Objektivs wird 
im folgenden ein Punkt mit einer so1chen Lage bezeichnet, daB jeder hin
durchgehende Strahl nach der Brechung entweder in derselben Richtung wie 
der einfallende Strahl oder in einer dazu parallelen Richtung herauskommt. 

Gehtirt der entfernte Punkt einem Gegenstand mit merklicher Ausdehnung 
an, so entsteht im Punkt B ein umgekehrtes Bild des Gegenstandes, und dies 
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Bild wird durch das Okular C wie durch eine gewohnliche Lupe betrachtet. 
Das astronomische Fernrohr gibt deshalb umgekehrte Bilder. Bei dem terrestri
schen Fernrohr, das aufrechtstehende Bilder gibt, ist dies dadurch erreicht, daB 
an einer passenden Stelle zwischen Objektiv und Okular eine dritte Linse an
gebracht ist, die den Verlauf der Strahlen umkehrt. 

Wenn das Okular so angebracht wird, daB sein Brennpunkt mit dem Brenn
punkt des Objektivs B zusammenfallt, dann werden die Strahlen auf der anderen 
Seite des Okulars wieder parallel austreten. Dies paBt ziemlich gut fUr ein 
weitsichtiges Auge, ein kurzsichtiges Auge aber verlangt divergierende Strahlen, 
urn ein deutliches Bild auf der Netzhaut zu bekommen. Das kann dadurch 
erreicht werden, daB man den betrachteten Gegenstand (in diesem Falle das 
umgekehrte Bild in B) etwas innerhalb des Brennpunktes der Lupe anbringt. 
Fur ein kurzsichtiges Auge muB also das Okular etwas weiter hineingeschoben 
werden als fUr ein weitsichtiges. 

1st der betrachtete Gegenstand nicht so weit entfernt, daB die Strahlen von 
einem Punkt als parallel angesehen werden konnen, dann sammeln sie sich 
nicht in dem Brennpunkt B, sondern in einem etwas groBeren Abstand yom 
Objektiv. Fur einen naheren Gegenstand muB deshalb das Okular weiter heraus
gezogen werden als fUr einen entfernteren. 

Die Vergro/3erung des Fernrohres ist gleich dem Verhaltnis zwischen der 
Brennweite des Objektivs und der des Okulars. Diese Zahl gibt namlich an
nahernd das Verhaltnis an zwischen dem Sehwinkel, unter dem das Auge durch 
das Okular das Bild des entfernten Gegenstandes sieht, und dem Sehwinkel, 
unter dem das bloBe Auge den Gegenstand selbst sieht; oder wie man es auch 
ausdrucken kann: die Zahl gibt an, wievielmal naher man den Gegenstand durch 
das Fernrohr sieht. Da es sich hier namlich immer nur urn kleine Winkel han
delt, kann man mit hinreichender Annaherung die Sehwinkel als den Entfernungen 
umgekehrt proportional betrachten. 

Zu einem astronomischen Fernrohr gehort ein Satz von Okularen mit ver
schiedener Brennweite. Die Erfahrung zeigt namlich, daB der Grad der Ver
groBerung, der mit Vorteil benutzt werden kann, von dem Zustande der Luft 
abhangig ist. Unter idealen Umstanden wurde das Bild eines hellen Sterns 
in einem guten Fernrohr wie ein helles Scheibchen aussehen, umgeben von 
kleinen, leuchtenden Ringen, deren Lichtstarke nach auBen hin abnimmt. 
Diese Erscheinung wird durch die Beugung des Lichtes hervorgerufen. Aus 
Grunden, die spater (S. 59) besprochen werden sollen, kann der Weg der 
Lichtstrahlen durch die Luft gestort werden, wodurch das yom Objektiv 
erzeugte Bild verwischt und unruhig wird. In einem solchen Falle wird 
durch eine starke VergroBerung die Unvollkommenheit des Bildes nur noch 
erhoht. 

Eine bequeme Methode zur Bestimmung der VergroBerung eines Fernrohrs 
ist die folgende: Das Okular wird auf unendlich eingestellt, d. h. auf einen so 
weit entfernten Gegenstand, daB die von ihm ausgehenden Strahlen parallel 
auffallen. Wird dann das Fernrohr gegen den hellen Himmel gerichtet, so hat 
das in einigem Abstand hinter dem Okular befindliche Auge den Eindruck, als 
ob dicht hinter dem Okular ein kleiner, heller, runder Fleck schwebte. Kann man 
nun mit hinreichender Genauigkeit den Durchmesser d dieses Fleckes messen, 
und bezeichnet man den Durchmesser des Objektivs mit D, so wird die Ver
groBerung = D : d. (Hierbei ist jedoch vorausgesetzt, daB im Innern des Fern
rohrs keine Blende angebracht ist, die einen Teil der durch das Objektiv kommen
den Strahlen abschneidet. Man kann dies dadurch untersuchen, daB man ein 
Licht unmittelbar vor dem Okular anbringt und mit dem Auge von auBen auf 

1* 
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das Objektiv blickt; kann man dann das Licht bis ganz an den Rand des Ob
jektivs sehen, dann ist die ganze Offnung des Objektivs frei). 

Das aus dem Okular heraustretende Lichtbundel hat namlich in einem ge
wissen Abstande a hinter dem Okular (Abb. 2) einen scharf begrenzten Quer
schnitt, und hier zeigt sich der erwahnte helle Fleck. Er ist ein von dem Okular 
erzeugtes Bild der Fassung des Objektivs, die an die Stelle des leuchtenden 
Gegenstandes tritt (die Linse des Objektivs kann man sich herausgenommen 
denken). 1st nun F die Brennweite des Objektivs und f die des Okulars, dann 
ist der Abstand yom Objektiv A zum Okular C nahezu gleich F + f; einem 
bekannten Satze der Optik zufolge hat man dann: 

Abb.2. 

1 1 1 

F+f+a=Y' 
woraus folgt: 

F+f _F+f 1_F 
-a---f-- -I' 

das ist die VergroJ3erung. Aus der Abbildung sieht man, daJ3 D : d = (F + f) : a, 
also daJ3 auch D: d gleich der VergroJ3erung ist. 

1st die VergroJ3erung so schwach, daJ3 der helle Fleck einen groJ3eren Durch
messer hat als die Pupille des Auges, dann geht ein Teil des Lichtes fur das 
Auge verloren. Andererseits wirkt die Beugung des Lichtes storend, sobald der 
Durchmesser des Fleckes unter einer gewissen Grenze liegt, die erfahrungsgemaJ3 
mit ca. 1/4 mm an genom men werden kann. Hierdurch ist also eine obere Grenze 
gegeben fur die VergroJ3erung, die mit Vorteil selbst bei dem besten Objektiv 
und den gunstigsten Luftverhaltnissen angewandt werden kann. 

Die obengenannte Methode zur Bestimmung der VergroJ3erung kann auch 
bei terrestrischen Fernrohren angewandt werden, dagegen nicht bei der GALILEI
schen Anordnung, die im allgemeinen bei Doppelfernrohren benutzt wird. Bei 
dieser ist namlich das Okular eine konkave Linse, wodurch der Strahlengang 
ein anderer wird. 

AuJ3er der VergroJ3erung ist die "Lichtstarke" des Fernrohrs von Bedeutung. 
Je groJ3er die Flache des Objektivs zum Auffangen der Lichtstrahlen ist, urn 
so mehr Licht sam melt sich im Brennpunkt. Dies Verhaltnis bewirkt, daJ3 man 
mit dem Fernrohr Sterne sehen kann, die so lichtschwach sind, daJ3 sie mit 
dem bloJ3en Auge nicht gesehen werden konnen, und daJ3 die Anzahl der Sterne, 
die gesehen - oder photographiert - werden konnen, mit wachsender GroJ3e 
des Objektivs zunimmt. 

Beim Betrachten (oder Photographieren) flachenhafter Gebilde (Planeten, 
Nebel u. dgl.) ist folgendes zu bemerken: Wenn die Brennweite des Objektivs 
im gleichen Verhaltnis wie sein Durchmesser (oder die "Offnung des Fern
rohrs") vergroJ3ert wird, dann bleibt die Lichtstarke an jedem Punkt einer 
Planetenscheibe u. dgl. unverandert, da die Dimensionen des Bildes im selben 
Verhaltnis zunehmen wie die Brennweite. Bei gewohnlichen visuellen astro
nomischen Fernrohren hat man meist eine Brennweite, die etwa 15 mal so groJ3 
ist wie die Offnung; wenn es sich aber darum handelt, besonders groJ3e Licht
starke zu erzielen, wird eine klein ere Verhaltniszahl gewahlt. Wenn ein gewohn
liches Doppelfernrohr oft mit Vorteil als "Nachtfernrohr" gebraucht wird, so 
beruht das zum Teil darauf, daJ3 man beide Augen gebrauchen kann, zum Teil 
und besonders darauf, daJ3 ein solches Fernrohr im Verhaltnis zu seiner Offnung 
immer eine kurze Brennweite hat. 

Als man im 17. Jahrhundert anfing, Fernrohre zu konstruieren, machte sich 
der Dbelstand sehr fiihlbar, daJ3 die Strahlen verschiedener Farbe, die das in 
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das Objektiv fallende Licht enthalt, verschieden stark gebrochen werden, namlich 
die violetten am starksten, die roten am schwachsten, und zwischen diesen 
beiden die ubrigen Farben in derselben Reihenfolge wie im Regenbogen. Als 
Folge davon vereinigen sich in Abb. 1 nicht aIle Strahlen in dem Punkte B, 
sondern die violetten naher am Objektiv und die roten weiter davon entfernt. 
Wie auch immer man das Okular einstellt, wird man stets ein undeutliches 
Bild mit farbigem Rand erhalten. Eine Zeitlang versuchte man sich zu astro
nomischen Zwecken dadurch zu helfen, daB man dem Objektiv sehr schwach 
gekrummte Flachen gab, also eine sehr lange Brennweite, bis zu 60-70 m. 
Dann konnte man aber Objektiv und Okular nicht in demselben Rohr ein
fassen, sondern muBte das Objektiv auf einem Turm oder Geriist anbringen 
und von der Erde aus manovrieren, wo sich das Okular befand. 

Gegen Ende des 18. Jahrhunderts gelang indessen die Konstruktion achro
matischer Linsen. Man fand, daB das sog. Flintglas, das durchschnittlich un
gefahr dieselbe Lichtbrechung gibt wie gewohnliches Glas (Kronglas), eine be
deutend groBere Farbenzerstreuung hat. Man setzte daher das Objektiv aus 
zwei Glassorten zusammen, einer Kronglaslinse, die konvex auf beiden Seiten 
ist, und einer Flintglaslinse, die konkav auf der Innenseite und schwach konvex 
auf der AuBenseite ist, und berechnete die Radien so, daB zwei bestimmte Farben, 
z. B. Gelb und Blau, sich in demselben Punkte vereinigten. Hierdurch wird der 
am meisten storende Dbelstand bei der Farbenzerstreuung behoben. Bei der 
Benutzung von drei oder mehr Linsen kann man noch weiter kommen. 

Ehe die achromatischen Linsen allgemein zur Anwendung kamen, was be
sonders im Anfang des vorigen Jahrhunderts durch FRAUNHOFER geschah, 
versuchte man mit Erfolg Spiegelteleskope (Re/lektoren) zu astronomischen 
Zwecken zu gebrauchen. Diese sind frei von Farbenzerstreuung, haben aber 
den Dbelstand, daB die yom Hohlspiegel reflektierten Strahlen mit einem 
Fangspiegel in eine andere Richtung gebracht werden mussen, damit der 
Kopf des Beobachters den einfallenden Strahlen nicht im Wege ist. Anfangs 
stellte man die Spiegel aus Metall her, zum Teil hatten sie bedeutende Di
mensionen; der Spiegel von WILLIAM HERSCHELS "Riesenteleskop" hatte z. B. 
einen Durchmesser von 122 em und eine 10mal so groBe Brennweite. In neuerer 
Zeit stellt man, nach einem Vorschlag von FOUCAULT, den Spiegel aus Glas 
her, der auf der konkaven Seite (auf chemischem Wege) mit einem gut re
flektierenden Silberbelag versehen wird. Dieser muD von Zeit zu Zeit er
neuert werden. 

Beim Photographieren am Himmel muB die photographische Platte dort an
gebracht werden, wo das Bild erzeugt wird, also mit ihrem Zentrum im Brenn
punkte des Objektivs. Da der Himmel scheinbar in standiger Bewegung ist, 
so muB das Fernrohr entsprechend nachgefuhrt werden. Diese Nachfiihrung 
wird durch ein Uhrwerk besorgt, dessen Wirkung jedoch standig durch das 
Auge kontrolliert werden mu13. Zu diesem Zwecke ist in starrer Verbindung 
mit dem photographischen Fernrohr ein zweites vorhanden, mit dessen Hilfe 
der Beobachter dafiir sorgen kann, daD ein bestimmter Stern am Himmel sich 
bestandig auf derselben Stelle im Felde halt. Ist das photographische Fernrohr 
ein Rejraktor, so muB das achromatische Objektiv anders berechnet sein als 
bei gewohnlichen Fernrohren, weil die Strahlen, die am starksten auf die photo
graphische Platte wirken (blau und violett) verschieden sind von denen, die 
am starksten auf das Auge wirken (gelb). Wenn es sich darum handelt, sehr 
lichtschwache Gegenstande zu photographieren, was unter Umstanden Exposi
tionszeiten von mehreren Stunden erfordert, benutzt man vorteilhaft Spiegel
teleskope mit ganz kurzer Brennweite. 
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Die groJ3ten Fernrohre gibt es augenblicklich m Amerika. Die Lick-Stern
warte, die auf dem Gipfel des 1300 m hohen Mount Hamilton in Kalifornien 
erbaut ist, besitzt einen Refraktor, dessen Objektiv 91 cm Offnung und 17 m 
Brennweite hat. 1m Jahre 1897 wurde ein noch groGeres Fernrohr mit einer 
Offnung von 102 cm und einer Brennweite von 19 m auf der Yerkes-Sternwarte 
aufgesteUt, die zur Universitat Chicago gehort, jedoch im Staate Wisconsin liegt. 
Der Herstellungspreis solcher groGen Fernrohre ist sehr hoch. AUein das Ob
jektiv fUr das letztgenannte Fernrohr kostete 66000 Dollars. Sowohl das GieJ3en 
der Glasscheiben, die aus Europa kamen, wie das in Amerika ausgefUhrte Schleifen 
derselben war mit den groBten Schwierigkeiten verbunden. Auf dem Mount 
Wilson in Kalifornien, 1740 m uber dem ~Ieeresspiegel, befindet sich eine Stern
warte, die unter anderem ein Spiegelteleskop mit einer Offnung von 254 cm 
und 123/4 m Brennweite besitzt (s. Abb. 35, S. 50); durch Anwendung eines 
konvexen Hilfsspiegels kann die Brennweite vergroBert werden. 

3. Visieren. Zum Visierapparat wird das astronomische Fernrohr einge
richtet, indem inwendig im Rohr ein Rahmen angebracht wird, dessen Ebene 
durch den Brennpunkt des Objektivs geht, und in dem ein Kreuz von feinen 
Faden, meistens Spinnfaden, ausgespannt ist. Die gerade Linie durch den Schnitt
punkt der Faden und das Zentrum des Objektivs wird die optische Achse des 
Fernrohrs genannt. Sie braucht nicht genau mit der optischen Achse des 
Objektivs zusammenzufallen; ist aber die Abweichung groB, so kann ein 
schadlicher EinfluG auf die Deutlichkeit des Bildes die Folge sein. Durch das 
Okular wird man immer das Fadenkreuz sehen, richtet man zugleich das Fern
rohr auf einen entfernten Punkt, z. B. einen Stern, so daB sein Bild gerade mit 
dem Schnittpunkt der Faden zusammenfallt, dann wei13 man, daJ3 die optische 
Achse des Fernrohrs auf den Stern zeigt. 

Es ist ersichtlich, daG die Genauigkeit des Visierens auf diese Weise be
deutend erhoht werden kann. Kann man mit dem bloI3en Auge einen Gegen
stand wahrnehmen, der einen Sehwinkel von l' hat, so wird man in einem Fern
rohr mit 60facher VergroGerung 1" wahrnehmen. 

4. Winkelablesung. Als Mittel zur Ableszmg von Winkeln wird der eingeteilte 
Rand eines Kreises oder eines Kreisbogens benutzt. Solche Teilungen, die mit 
groJ3er Sorgfalt hergestellt werden mussen, damit aIle Teile gleich groB werden, 
fuhrt man mit Hilfe besonderer Teilmaschinen aus. Die Kreise werden immer 
aus Metall gemacht. Damit das Gewicht aber nicht unnotig groG wird, werden 
sie als Rader mit Speichen eingerichtet. Stellt man sich das Fernrohr mit einer 
Querachse versehen und in ein durch das Zentrum des Kreises fuhrendes Lager 
(wie die Nabe in einem Rade) eingepaI3t vor, dann ist leicht zu sehen, daI3 man 
dadurch ein Mittel hat, die Winkel zwischen zwei Visierrichtungen in der Ebene 
des Kreises abzulesen, fa Us yom Fernrohr ein Zeiger ausgeht, der bei den Be
wegungen des Fernrohrs urn die Achse mitfolgt und dabei nach und nach auf 
verschiedene Punkte der Kreisteilung zeigt. Die Einzelheiten konnen je nach 
dem Zweck verschieden sein; sie sollen spater besprochen werden. 

Indessen ist es leicht begreiflich, daB ein einfacher Zeiger nicht immer aus
reicht. Selbst in den Fallen, in denen man sich an der Genauigkeit genugen 
lassen kann, die damit erreichbar ist, richtet man den Zeiger wie einen Arm ein, 
der in einem klein en Bogen endet. Der auI3ere Rand dieses Bogens staI3t dicht 
an den inneren Rand der Kreisteilung und ist mit cinem einzelnen Strieh oder 
Index versehen, der also auf einen Punkt der Teilung zeigen muD. Wenn aber 
der Index nieht zufalligerweise genau auf eincn Strieh zeigt, dann ist man darauf 
angewiesen, den Abstand yom naehsten Strieh dureh AugenmaI3 zu beurteilen. 
DaI3 dies oft unzureichend ist, sieht man aus folgendem Dbersehlag. 
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Angenommen, der geteilte Kreis habe einen Durchmesser von einem ganzen 
Meter, die Peripherie sei also 3142 mm lang, so wird, da die Peripherie 60 X 360 
= 21600 Minuten enthalt, nicht ganz 1/7 mm auf jede Bogenminute kommen. 
Praktisch laDt sich die Teilung nicht so we it treiben; man muD sich damit be
gnugen, daD die kleinsten Teile z. B. i oder 5' sind, bei kleineren Kreisen ent
sprechend mehr. Da aber die Genauigkeit, mit der man die Winkel auf dem 
Kreis ablesen will, derjenigen entsprechen muD, mit der man das Fernrohr ein
stellen kann, so reicht ein so1cher Index nicht aus, sobald das Fernrohr auf die 
Sekunde eingestellt werden kann. 

In so1chen Fallen benutzt man deshalb immer einen Hilfsapparat, urn die 
Genauigkeit der Ablesung zu erhohen. Das Zwischenstiick zwischen Fernrohr 
und Kreis, das den Ableseapparat tragt, wird von alters her Alhidade genannt 
und hat entweder die Form eines Armes oder oft die eines ganzen Kreises, der 
konzentrisch zu dem geteilten Kreis liegt. Der geteilte Kreisrand wird Limbus 
genannt. Fur die Winkelmessung ist es gleich, ob die Alhidade mit dem Fernrohr 
fest verbunden ist und dessen Bewegungen urn die Achse folgt, wahrend der 
Limbus stillsteht, oder der Limbus dem Fernrohr folgt und die Alhidade stillsteht. 

Ein N onius oder Vernier ist ein so1cher Ableseapparat, der haufig benutzt 
wird, nicht allein bei geteilten Kreisen, sondern auch bei geradlinigen Skalen. 
Auf dem Bogen, der den Index tragt, wird ein Stuck aufgetragen, das einer 
bestimmten Lange des Limbus entspricht, und mit einer Teilung versehen, die einen 
Teil mehr (manchmal auch weniger) 
entMlt als die gleiche Lange des Lim
bus. Hat nun der Nonius n Teile, so 
sind (n - 1) Limbusteile == n Nonius-

?lr!r?~7~T110 /l'Mius 
II 6 i ~ ~ b ~ ~ ~ ~ 1b ~ 1~ 8 Limbus 

( 
1 ) Abb. 3. Nonius. 

teilen, folglich 1 Noniusteil = 1 - -n 
Limbusteilen, und der Unterschied zwischen einem Teil des Nonius und einem 
Teil des Limbus macht 11n des letzteren aus. Man kann also mit einer Genauig
keit von 1/n Limbusteilen ablesen. Die Anwendung dieses sinnreichen Prinzips 
ist aus Abb. 3 zu ersehen. Hier sind 9 Teile des Limbus auf dem Nonius auf
getragen und auf diesem in 10 gleich groDe Teile geteilt, also ist n = 10. Der 
mit 0 bezeichnete Strich auf dem Nonius ist der Index; er zeigt zwischen Strich 1 
und 2 auf dem Limbus, und die Aufgabe ist, herauszufinden, wieweit er von 
dem nachstvorangehenden Limbusstrich 1 entfernt ist. Wegen des kleinen Unter
schiedes zwischen den Teilen des Limbus und des Nonius wird es immer einen 
Strich auf dem Nonius geben, der sehr nahe in die Verlangerung eines Striches 
auf dem Limbus fallt, mit ihm "koinzicliert". Auf cler Abbildung sieht man, 
daD dies bei clem Noniusstrich 3 der Fall ist. Geht man von hier aus rUckwarts. 
dann wird der Noniusstrich 2 11n (hier also 0.1) vom nachsten Limbusstrich ab
stehen; ferner wird cler N oniusstrich 1 das Doppelte abstehen, uncl endlich der 
Noniusstrich 0 clas Dreifache, also 0.) von dem nachstvorangehenden Limbus
strich 1. Die Ablesung wird also 1.3. Durch Aufsuchen des Noniusstriches, der 
in die Verlangerung cines Limbusstriches fiillt, kann man also mit Hilfe der auf 
dem Nonius angefuhrten Zahlen gleich den Bruchteil ablesen. 1m allgemeinen 
wahlt man n graDer als 10. Hat man Z. B. einen Kreis, der nur in ganze Grade 
eingeteilt ist, so kann man mit einem 60teiligen Nonius die einzelnen Minuten 
ablesen. Fur einen Kreis, der in 3' oder 180" geteilt ist, gibt ein Nonius mit 
90 Teilen eine Ablesung von 2". 

Ein feinerer Ableseapparat beruht auf der Anwendung eines Hilfsmittels, 
das auch auf anderen Gebieten eine ausgedehnte Anwendung findet, namlich 
der }Ilikrometerschraube. Hierunter wird eine fein geschnittene Schraube ver-
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standen, die durch eine feste Schraubenmutter gedreht werden kann und da
durch einen Rahmen fortbewegt, in dem ein Faden (oder zwei parallele Faden) 
senkrecht zur Bewegungsrichtung der Schraube und des Rahmens aufgezogen ist. 
Bei jeder ganzen Umdrehung der Schraube wird also der Faden so weit fort
bewegt, wie der Abstand zwischen zwei Schraubengangen (die Schraubenhohe) 
betragt, und zur Ablesung von Bruchteilen ist die Schraube mit einem groJ3en 
Kopf in Form eines flachen Zylinders versehen, dessen Rand eine Teilung tragt; 
ein fester Index zeigt darauf. 1st z. B. die Schraubenhohe 1/2 mm, und ist der 
Schraubenkopf in 100 Teile geteilt, dann wird man bis zu 1/2oao mm ablesen 
konnen, da man durch Augenmail das Zehntel eines Intervalls auf dem Schrauben
kopf schatzen kann. 

Wenn nun ein solcher Apparat zur Ablesung eines geteilten Kreises benutzt 
werden soIl, z. B. des Abstandes eines Index (wie der Nullstrich des Nonius 
auf Abb.3) von dem nachstvorangehenden Strich auf dem Limbus, so kann 
man aus naheliegenden Grunden den Faden nicht an dem Limbus entlang gleiten 
lassen. Wenn man aber vor diesem ein gewohnIiches Mikroskop anbringt, dessen 
Objektiv ein umgekehrtes und etwas vergroilertes Bild von den Strichen erzeugt, 
das dann durch das Okular betrachtet wird, dann kann der Rahmen mit dem 
Mikrometerfaden an der Stelle im Rohre des Mikroskops angebracht werden, 
wo das BiId entsteht, naturIich so, dail der Faden parallel zu den Strichen steht. 
Der Index braucht im Mikroskop nicht sichtbar zu sein, er kann an einer anderen 
Stelle des Kreises angebracht werden. Der Index wird nur dazu benutzt, urn 
die Anzahl der ganzen Teile auf dem Limbus festzustellen. Die Ablesung der 
Bruchteile besorgt das Mikroskop. Es ist bequem, wenn der Index des Mikro
skops auf 0 zeigt, sobald der Index des Kreises mit einem Strich des Limbus 
zusammenfallt; hierzu ist eine solche Einstellung des Mikroskops erforderIich, 
daJ3 eine oder mehrere volle Umdrehungen der Schraube den Faden genau von 
einem Strich zum nachsten bringen. 1st z. B. der Kreis in 2' geteilt, und die 
Schraube bringt bei 2maliger Umdrehung den Faden von Strich zu Strich, dann 
liefert ein Schraubenkopf mit 60 Teilen direkt die einzelnen Sekunden, und 
durch Augenmail kann man noch auf 0".1 schatzen. 

5. Der Sextant. Wie wir spater sehen werden, erfordern die meisten astro
nomischen Instrumente eine feste UnterIage, es gibt aber eine besondere Klasse, 
die sog. Reflexionsinstrumente, die bei der Beobachtung in der Hand gehalten 
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Abb.4. 

werden konnen. Ihre Einrichtung beruht auf dem folgen
den Satze der Optik: Zwei Planspiegel stehen senkrecht 
auf ein und derselben dritten Ebene. Wenn ein mit der 
letzterwahnten Ebene paralleler Strahl zuerst auf den einen 
Spiegel falIt, von diesem auf den zweiten Spiegel reflektiert, 
und von diesem abermals reflektiert wird, dann ist der 
Winkel zwischen dem ursprunglich einfallenden und dem 
doppelt reflektierten Strahl doppelt so groil wie der Winkel 
zwischen den Spiegeln. 

In Abb. 4 seien A und B die Spiegel, beide senkrecht 
zur Ebene des Papiers. Der Strahl falIt zuerst auf den 
Spiegel A und bildet mit ihm den Winkel y, wird darauf 
nach dem zweiten Spiegel B reflektiert, den er unter dem 
Winkel x trifft und von dem er noch einmal zuruck

geworfen wird; dann ist a der Winkel zwischen dem doppelt reflektierten 
Strahl und der VerIangerung des zuerst einfallenden Strahls, b ist der Winkel 
zwischen den VerIangerungen der Spiegel. Die mit den gleichen Buchstaben be
zeichneten Winkel sind gleich groil. Aus der Abbildung ersieht man, daJ3: 
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in dem einen Dreieck a = 2 x - 2 Y 
in dem anderen b = x - y, 
also a = 2 b ist. 

Die am meisten benutzte Form solcher Instrumente ist der Sextant, so ge
nannt, weil der Limbus kein ganzer Kreis ist, sondern nur 1/6 der Peripherie. 
Die Einrichtung kann aus Abb. 5 ersehen werden, wo CD der Limbus ist, dessen 
Teilung bei N anfangt. H ist die Alhidade, die 
bei I einen Nonius tragt (in der Abbildung nicht 
angegeben). Die Alhidade kann urn einen Zapfen 
durch das Zentrum des Kreises gedreht werden, 
wobei der Nonius am Limbus entlang gefUhrt 
wird. A und B sind die Spiegel, beide senkrecht 
zur Ebene des Sextanten; A, der groBe Spiegel 
genannt, ist auf der Alhidade befestigt und nimmt 
also an ihrer Bewegung teil, dagegen steht der 
kleine Spiegel B fest auf dem einen der Arme des 
Sextanten. Kist ein kleines Fernrohr, das auf dem 
anderen Arm befestigt und gegen den Spiegel B 
gerichtet ist. 

Wenn der Nullpunkt des Nonius auf den Null
punkt des Limbus bei N zeigt, sollen die Spiegel 

Abb. 5. Sextant. 

parallel sein. Fur eine willkurliche andere Stellung der Alhidade wird also der 
durchlaufene Bogen des Limbus den Winkel zwischen den Spiegeln angeben. 
Wenn aber bei einer gewissen Stellung des groBen Spiegels ein Strahl von 
einem entfernten Gegenstand in der Richtung S durch doppelte Reflexion in 
das Fernrohr falIt, so, wie die Abbildung es andeutet, wird man im Fern
rohr diesen Gegenstand S sehen; daneben wird man indessen noch etwas anderes 
sehen. Der Spiegel B ist namlich nur auf der einen Halfte versilbert, die andere 
Halfte ist durchsichtiges Glas, durch das man mit dem Fernrohr einen anderen 
Gegenstand in der Richtung E sehen kann. Wird nun die Alhidade so weit 
gedreht, daB die beiden Bilder im Fernrohr einander decken, dann falIt der 
direkte Strahl von Emit dem doppeltreflektierten Strahl von S zusammen, 
und folglich ist der Winkel zwischen den Richtungen zu S und zu E das Doppelte 
des Winkels zwischen den Spiegeln, der wiederum auf dem Limbus gemessen 
werden kann. Urn die Multiplikation mit 2 zu ersparen, ist der Limbus nicht 
von 0 bis 60, sondern von 0 bis 120 geteilt, und jeder dieser Teile ist als Grad 
beziffert. Man kann also mit Hilfe des Nonius die Winkel zwischen den Seh
linien zu zwei entfernten Punkten, die sich beide in der Ebene des Sextanten 
befinden, direkt ablesen. 

Wird die Alhidade auf Null zuruckgebracht (bei N), so wird man den ent
fernten Gegenstand sowohl direkt als nach doppelter Reflexion sehen k6nnen, 
aber es kann vorkommen, daB, wenn beide Bilder sich genau decken, was also 
bedeutet, daB die Spiegel parallel sind, der Nullpunkt des Nonius nicht genau 
auf den Nullpunkt des Limbus zeigt. Eine solche Abweichung wird Indexfehler 
des Sextanten genannt und muB beim Messen der Winkel berucksichtigt werden. 
Die Ablesung bei zusammenfallenden Bildern im Fernrohr ergibt den effektiven 
Nullpunkt des Limbus. 

6. Die Uhr. Eine gute Uhr ist ein wichtiger Apparat bei den meisten astro
nomischen Beobachtungen, nicht allein als ein Mittel, urn die Zeit anzugeben, 
sondern auch weil sie in gewissen Fallen (wie wir spater sehen werden) den ge
teilten Kreis als Mittel zur Winkelmessung ersetzen kann. Jede Uhr besteht 
aus folgenden Teilen: 
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1. einer Triebkraft, die entweder ein Gewicht sein kann, das durch seme 
Schwere, oder eine starke Spiralfeder, die durch ihre Spannkraft wirkt; 

2. dem eigentlichen Chrwerk, einer Reihe Zahnrader, die die langsame Be
wegung der Triebkraft auf die schnellere Bewegung der Zeiger uberfuhren; 

3. dem Regulator, der immer ein schwingender Korper ist, bei groBeren 
Uhren ein Pendel, bei transportablen Uhren die sog. Balance (die Unruhe). 

Die Verbindung zwischen dem Chrwerk und dem Regulator wird Echappe
ment oder Auslosung genannt. Sie kommt durch das letzte Zahnrad des Uhr
werks, das sog. Rakenrad, zustande, das an seinen schiefen Zahnen zu erkennen 
ist. Ein bogenfOrmiges Stuck, das mit dem Regulator schwingt, endet in zwei 
Raken, die abwechselnd zwischen die Zahne des Rakenrades eingreifen konnen. 
So lange ein so1ches Eingreifen stattfindet, steht das Uhrwerk still; sob aId aber 
der Regulator bis zur auDersten SteHung hinaus geschwungen ist, laBt der Raken 
die Zahne los, und die AuslOsung findet statt; gleichzeitig bekommt der Raken 
und damit auch das Pendel oder die Unruhe einen klein en StoB mit auf den 
Weg durch den Druck, den die Triebkraft vermittels der Zahnrader ausubt. 
Einen Augenblick nach der Aus16sung greift indessen der andere Raken auf 
der anderen Seite zwischen die Zahne des Rakenrades, so daB das Rad keine 
Gelegenheit hat, sich urn mehr als einen Zahn bei jeder Schwingung des Regu
lators weiterzubewegen. 

Rieraus geht hervor, daB der gleichma13ige Gang der Uhr ausschlieBlich 
darauf beruht, daB ein immer gleicher Zeitraum zwischen zwei Aus16sungen 
liegt oder, mit anderen Worten, daB die Schwingungszeit des Regulators kon
stant ist. Bis zu einem gewissen Grade kann die Schwingungszeit durch die 
Starke des StoDes beeinflul3t werden, den der Regulator bei jeder Auslosung 
erhaIt, und deshalb ist es von Wichtigkeit, daB die Zahnrader sorgfaltig ge
arbeitet und zusammengesetzt sind, so daJ3 keine UngleichmaBigkeit im Druck 
entsteht. Man hat auch Chren konstruiert, bei denen der StoB gegen den Regu
lator nicht vom Uhrwerk direkt ausgefuhrt wird, sondern von einem Zwischen
stuck, das immer mit konstanter Kraft wirkt. Aber in erster Linie beruht doch 
die Schwingungszeit auf dem Regulator scIbst. 

Wenn der Regulator ein Pendel ist, das immer nur in kleinen Bogen schwingt, 
dann kann die Schwingungszeit T durch die Formel: 

T=:rJi 
ausgedruckt werden, wo :r <las Verhaltnis - zwischen der Peripherie und dem 
Durchmesser eines Kreises, g die Schwerebeschleunigung und l die Lange des 
Pendels ist. Unter der Lange des Pende1s versteht man den Abstand vom Auf
hiingungspunkt (oder von der Schwingungsachse) bis zu dem sag. Schwingungs
zentrum, das etwas tiefer als der Schwerpunkt liegt. 

So lange die Uhr sich an derscIben Stelle befindd, ist g unverandert, die 
Dimensionen des Pendels aber verandern sich mit der Temperatur; wird l groBer, 
dann wird auch T groBer, die Uhr geht langsamer. Es ist ja eine allgemeine 
Erfahrung, daB Pendeluhren in def \Varme langsamer gehen als in der Kiilte. 

Es sind viele Mittel ersonnen worden, urn diesen Dbelstand zu beheben, 
d. h. Pendel zu konstruieren mit einer Kompensation fUr die Einflusse der Tem
peratur. Ein so1ches Mittel besteht in der Verwendung von zwei Metallen, die 
sich bei steigender Temperatur in verschiedenem Grade ausdehnen, und die so 
zusammengesetzt werden, daB die Ausdehnungen in entgegengesetzter Richtung 
wirken. Eine haufig angewandte Form ist, dan die PendcIstange aus Stahl am 
unteren Ende einen Behalter (aus Glas oder Eisen) tragt, der mit Quecksilber 
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gefiillt ist, das sich bei steigender Temperatur nach oben ausdehnt, wahrend 
die Pendelstange sich nach unten verlangert. Kennt man den Ausdehnungs
koeffizienten fiir die beiden Metalle und fiir den Behalter, dann kann man 
die Hohe berechnen, die das Quecksilber haben muB, damit l unverandert 
bleibt. 

AuBer der Temperatur ist noch ein anderer Umstand vorhanden, der auf 
die Schwingungsdauer des Pendels wirkt, freilich in bedeutend geringerem MaBe, 
aber doch so viel, daB die Wirkung bei einem gut kompensierten Pendel deutlich 
wahrzunehmen ist. Schwingt das Pendel in der Luft, dann ist ein schwacher 
Auftrieb vorhanden, der einer Verminderung von g, einer Erhohung also der 
Schwingungsdauer entspricht. Wenn die Dichte der Luft immer die gleiche 
ware, wiirde das nichts ausmachen, steht aber das Barometer hoch, dann ist 
die Dichte der Luft groBer und also auch der Auftrieb gro13er als bei niedrigem 
Barometerstand. Demnach geht die Uhr bei hohem Luftdruck langsamer als 
bei tiefem. Man kann diesen Anderungen vorbeugen, indem man das Pendel 
hermetisch in einem Kasten verschlieBt, in dem die Dichte der Luft konstant 
gehalten wird. Auch der Widerstand der Luft gegen die Bewegung des Pendels 
hat EinfluB auf den Gang der Uhr. Man hat auch mit Erfolg versucht, das 
Pen del sowohl fUr Temperatur wie fiir Barometerstand zu kompensieren. 

Astronomische Pendeluhren werden meist fiir eine Schwingungszeit von 
1 Sekunde eingerichtet, bei Chronometern ist die Schwingungszeit dagegen 05,5, 
bei Taschenchronometern 05,2. 

Die Einfiihrung des Pendels als Regulator fiir Uhren bezeichnete einen wich
tigen Fortschritt in der Zeitmessung. Wir verdanken ihn GALILEI; allgemeine 
Verbreitung gewann das Pendel aber erst durch HUYGHENS, der sich im Jahre 1657 
auf eine so1che Uhr ein Patent geben lieB. 

Astronomische Uhren sind oft mit einem Kontakt versehen, durch den bei 
jeder oder jeder zweiten Schwingung des Regulators ein elektrischer Stromkreis 
geschlossen wird, wodurch ein Schreibapparat, der Chronograph, in regelmaBiger 
Aufeinanderfolge ein Zeichen auf ein Papier setzt, das durch ein anderes Uhr-
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Abb. 6. Chronographenstreifen. Die gestrichelten vertikalen Linien gebco die Ecken an, die gemesscn werden. 
Aus praktischen Grunden wird von den Sekundensignalen nur jedes zweite gemesseo, weil es technisch sehr schwierig 
ist, die Sekunden aUe gleichlang zu machen. "-' enn die Sekundcn abet von zwei zu zwei gemessen werden: ist die 

konstante Lange mit sehr groBer Genauigkeit gewahrleistet. 

werk in gleichma13iger Bewegung gehalten wird. Will der Beobachter fiir eine 
beobachtete Erscheinung die Zeit notieren, dann driickt er auf einen Kontakt, 
der einen zweiten elektrischen Stromkreis schlieBt, wodurch ebenfalls ein Zeichen 
auf das gleiche Papier gesetzt wird. Hinterher kann die Stelle dieses Zeichens 
relativ zu den Sekundenzeichen geschatzt oder, wenn es sich urn die groBt
mogliche Genauigkeit handelt, mit Hilfe einer Glasskala oder eines besonders 
zu diesem Zwecke konstruierten Apparates, des sog. OPPOLzERschen Ablese
apparates, genau ausgemessen werden. Mit dem letztgenannten Apparat kann 
man die Beobachtungszeichen mit einer Ungenauigkeit von nur einigen wenigen 
Tausendsteln einer Zeitsekunde ablesen, d. h. mit einer Unsicherheit, die wesent
lich geringer ist als die Unsicherheit der Beobachtung selbst. 

7. Photometrie. Visuelle Photometrie. Bei Beobachtungen mit dem Auge 
allein kann man die Sterne in einer Reihenfolge nach abnehmender Lichtstarke 
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ordnen, einen quantitativen Vergleich aber von Lichtmengen, die voneinander 
sehr verschieden sind, kann man mit dem Auge allein nicht ausfUhren. 

In Photometern, die das Auge benutzen, werden deshalb Apparate ange
wandt, die die eine von zwei zu vergleichenden Lichtquellen abschwachen konnen, 
so daB es Aufgabe des Auges ist, zu beurteilen, wann zwei Lichtquellen gleich 
hell sind. 

1m ZOLLNER-Photometer werden die Sterne mit kunstlichen Sternen, deren 
Helligkeit mittels zweier NrcoL-Prismen verandert werden kann, verglichen. 
Urn mit diesem Photometer zwei Sterne (a und b) zu vergleichen, verfii.hrt man 
folgendermaBen: Durch Drehen des einen Nicol-Prismas konnen kunstliche Sterne 
genau so hell gemacht werden, zuerst wie der eine Stern (a) und dar auf wie 
der andere (b). Aus den Drehungswinkeln kann das Verhaltnis zwischen den 
Helligkeiten der beiden Sterne a und b berechnet werden. 

Ein anderes Photometer benutzt einen Absorptionskeil mit veranderlicher 
Dicke, urn das Licht eines Sterns so weit zu schwachen, bis seine Helligkeit 
der eines kunstlichen Sterns gleichkommt. 

In PrCKERINGS 11,1eridianphotometer werden zwei Sterne direkt miteinander 
verglichen, indem der hellere mit Hilfe von Nicol-Prismen geschwacht wird. 
Dies ist dadurch moglich, daB ein optisches System die Bilder der beiden Sterne 
nebeneinander in das Okular bringt. Als den einen Stern wahlt man den Polar
stern. Der andere muG in der Nahe des Meridians stehen, damit das Bild mit 
Hilfe des benutzten optischen Systems neben den Polarstern gebracht werden 
kann. Dies Photometer hat den Vorzug, daB man die Benutzung kunstlicher 
Sternbilder, die sich immer etwas von den wirklichen Sternbildern unterscheiden, 
vermeidet, aber zugleich den Nachteil, daB Sterne miteinander verglichen wer
den, die an sehr verschiedenen Stellen des Himmels stehen; bei ziemlich ver
schiedener Durchsichtigkeit der Luft konnen betrachtliche Verfalschungen im 
Resultat auftreten. 

In einem fruher viel benutzten Keilphotometer wurde das Bild eines Sterns 
mit Hilfe eines Keils so weit geschwacht, daB der Stern gerade eben verschwand, 
d. h. daB das Sternbild keinen Kontrast gegen den Himmel aufwies. Das Photo
meter in dieser Form gibt keinc so sicheren Resultate wie die vorher besprochenen 
Photometer. 

Photographische Photometric. Das Aussehen eines Stcrnbildes auf einer photo
graphischen Platte hangt fUr cine gegebene Expositionszeit von der Helligkeit 
des Sterns ab. Bei groBercr Hclligkeit nimmt der Durchmesser des Bildes und 
seine Schwarzung zU. 

Durch Messen des Durchmessers oder durch Vergleichen der Schwarzung 
mit einer bekannten Schwarzungsskala kann man ein MaB fUr die Helligkeit 
erhalten. Ein anderes MaB fUr die Helligkeit wird durch den Bruchteil des 
Lichtes angegeben, der in einem kleinen kreisfOrmigen Lichtfleck (etwas groBer 
als das Sternbildchen) von dem geschwarzten Sternbild absorbiert wird. Das 
Messen dieses Bruchteils kann objektiv vorgenommen werden durch Thermo
saule oder Photozelle. 

Die Aufgabe ist, aus den den Bildern auf der photographischen Platte ent
sprechenden Ma13zahlen die Helligkeiten der Sterne abzulciten. Kcnnt man im 
voraus die Helligkeiten einer Anzahl von Sternen, dann kann man diese direkt 
benutzen, wenn man sie auf der Platte mit den Sternen zusammen photo
graphiert, deren Helligkeiten man zu bestimmen wiinscht. 

Man kann aber auch die Helligkeiten der Sterne dadurch erhalten, daB 
man die Sterne teils direkt aufnimmt, teils durch lOin absorbierendes Gitter aus 
:\1etallgaze mit bekanntem Absorptionskoeffizienten photographiert. Wir nehmen 
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z. B. an, daB das absorbierende Gitter genau die Haifte der Lichtmenge eines 
Sterns zuruckhalt. Wir finden auf der Platte einen durch das Gitter photo
graphierten Stern, der z. B. genau dieselbe MaBzahl (z. B. denselben Durch
messer) hat wie ein anderer, ohne Gitter photographierter, Stern: wir haben 
damit festgestellt, daB die Helligkeit des helleren Sterns doppelt so groB wie 
die des schwacheren ist. Durch eine Anzahl solcher Vergleiche konnen wir eine 
Kurve konstruieren, die die Helligkeit eines Sterns aus den beobachteten MaB
zahlen (Durchmesser, Schwarzung usw.) abzuleiten gestattet. 

Man kann auch vor das Objektiv ein grobes Gitter von parallelen Staben 
set zen (uber die Anwendung solcher Gitter s. auch S. 333). Hiermit erhalt 
man ein direktes Sternbild (das Zentralbild) und zwei Spektren, die bei einem 
groben Gitter so kurz sind, daB sie sich im Aussehen nicht wesentlich von ge
wohnlichen Sternbildern unterscheiden (dies ist besonders dann der Fall, wenn 
die Aufnahme etwas auBerhalb des Fokus gemacht wird). Das Verhaltnis 
zwischen der Helligkeit des Zentralbildes und den beiden (gleichen) Spektren 
kann aus den geometrischen Konstanten des Gitters berechnet werden. Die 
Verhaltnisse sind jetzt den Verhaltnissen im vorigen Falle ganz analog. 

Statt die gewohnlichen Sternbilder auf der photographischen Platte zur Be
stimmung von Helligkeiten zu gebrauchen, kann man dem Bilde auch eine 
groBere Ausdehnung geben, entweder dadurch, daB man die Platte auBerhalb 
der Brennebene anbringt, oder dadurch, daB man der Platte wahrend der Ex
position eine Bewegung gibt. Auf diese Weise erhalt man ein groBeres, gleich
maf3ig geschwarztes Bild des Sterns, das sich ausgezeichnet fUr photometrische 
Messungen eignet. Wird diese Methode angewandt, dann kann man Labora
toriumsmessungen dazu benutzen, urn den Zusammenhang zwischen Helligkeit 
und Schwarzung zu bestimmen. 

Urn den Nordpol des Himmels herum hat man fUr eine Reihe von Sternen, 
bis zu ganz lichtschwachen herunter (die Polsequenz) , photographische Hellig
keiten bestimmt. Photographiert man die Gegend urn den Nordpol auf einer 
Platte zugleich mit der Gegend, in der photographische Helligkeiten bestimmt 
werden sollen, so erhalt man direkt den Zusammenhang zwischen den MaBzahlen 
der Sternbilder und den Helligkeiten der Sterne, und die Bestimmung der un
bekannten Helligkeiten kann unmittelbar vorgenommen werden. 

Photoelektrische Photometrie. Aus dunnen Schichten von Kalium, Natrium, 
Casium oder Rubidium werden durch Bestrahlung Elektronen freigemacht. Dieser 
Effekt, der photoelektrische Effekt, wird zu photometrischen Zwecken in den 
photoelektrischen Zellen ausgenutzt. Diese liefern bei Bestrahlung einen elek
trischen Strom, den sog. Photostrom, der zwar fUr schwaches Licht, wie Stern
licht in einem Fernrohr, sehr klein ist, der bei helleren Sternen aber doch, z. B. 
mit dem Elektrometer, gemessen werden kann. Der Strom ist proportional 
der Lichtmenge, die auf die Photozelle fallt, so daB aus dem Strom direkt die 
Helligkeit berechnet werden kann. 

Zu photometrischen Zwecken gebraucht man in der Astronomie auch die 
im Selen durch Bestrahlung hervorgerufene Anderung des elektrischen Wider
standes. Auch Thermosiiulen und Radiometer werden in Verbindung mit licht
starken Fernrohren zur Photometrierung von Fixsternen angewandt. 

Es gilt fur jede Art von Sternphotometrie, daB die Messungen wegen der 
Absorption des Lichtes in der Erdatmosphiire (Extinktion, s. Anhang S. 539) 
korrigiert werden mussen. 

8. Das Spektroskop. Wenn ein schmaler Streifen weiBes Licht in ein Glas
prisma parallel zu dessen brechender Kante eintritt, so kommt es auf der anderen 
Seite wieder heraus als ein farbiges Band, das Spektrum genannt wird. Nun 
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zeigt die Erfahrung, dal3 das Aussehen des Spektrums im we sent lichen auf der 
Beschaffenheit der Lichtquelle beruht. Die Untersuchung der Gesetze fiir diese 
Phanomene heiJ3t Spektralanalyse. Das Spektroskop ist im Prinzip in folgender 
Weise eingerichtet. In Abb. 7 ist ab ein geschlossenes Rohr, dessen einer Boden 

Abb. i. Spektroskop. 

bei a einen feinen Spalt hat, auBerhalb dessen die 
Lichtquelle angebracht wird. Am anderen Ende 
des Rohrs befindet sich eine sog. Kollimator
linse, eine gewohnliche bikonvexe Linse mit dem 
Brennpunkt in a, so dal3 die Strahlen von a auf 
der anderen Seite von b parallel austreten. Hier 
treffen sie auf ein oder mehrere Prismen (in der 
Abbildung drei, A, B, C), deren brechende Kante 
dem Spalt parallel ist. Beim Durchgang durch 
die Prismen wird das Licht in seine farbigen Be
standteile aufgelOst, indem die violetten Strahlen 
am starksten, die roten am schwachsten gebrochen 
werden. Aus dem letzten Prisma treten deshalb 
die Strahlen in verschiedenen Richtungen aus, 
jedoch so, dal3 aIle Strahlen derselben Farbe unter
einander parallel sind. Das Spektrum kann deshalb 

durch ein kleines astronomisches Fernrohr D betrachtet werden, auf dessen 
Objektiv c die Strahlen einfaIlen , und dessen Okular d auf einen unendlich fernen 
Gegenstand eingestellt ist. Da das Spektrum, besonders bei Anwendung mehrerer 
Prismen, eine bedeutende Ausdehnung hat, muB das Fernrohr D etwas zu be
wegen sein, so daB man es nach und nach auf die verschiedenen Teile des Spek
trums einstellen kann. 

Handelt es sich urn eine himmlische Lichtquelle, dann wird der ganze Apparat 
mit Hilfe der Schraube K an dem Okularende eines groBeren astronomischen 
Fernrohrs befestigt, dessen Okular herausgenommen ist. Der Apparat wird so 
eingestellt, daB das vom Objektiv erzeugte Bild auf den Spalt a faIlt. 

Die starke Ablenkung der Strahlen, die die Farbenzerstreuung begleitet, kann 
mit Hilfe eines zusammengesetzten Prismas vermieden werden. Geradeso wie man 
durch Verwendung von zwei Glassorten achromatische Linsen (oder Prismen) 
konstruieren kann, daB die Brechung beibehalten, die Farbenzerstreuung aber 
im wesentlichen aufgehoben wird, so kann man umgekehrt einen Prismensatz 
von der Beschaffenheit konstrnieren, daB die Farbenzerstrenung beibehalten 
wird ohne merkbare Ablenkung der Strahlen. In Abb. 8 sind K drei Prism en 
aus Kronglas mit brechender Kante nach oben, F zwei Prismen aus Flintglas 
mit brechender Kante nach un ten ; wegen der iiberwiegenden Farbenzerstreuung 
des Flintglases wird ein bei H einfaIlender weiBer Strahl so aufge16st, daB die 
violett en Strahlen (V) am weitesten oben sind, die roten (R) am weitesten unten. 

Die brechenden Winkel der Prismen 

---ft-z::;:s;:ZSFZ:s~::- miissen den Eigenschaften der ~laser 
I( I( K R _. angepa13t werden; auf der Abblldung 

Abb. 8. Zusammengesetztes Prisma. sind sie 102 0
• Wenn ein solcher Pris-

mensatz zwischen der Kollimatorlinse 
und dem Fernrohr D in Abb. 7 angebracht wird, bleibt der ganze Apparat bei
nahe geradlinig; aus dem obengenannten Grunde wird jedoch der Prismensatz 
sowohl als auch das Fernrohr etwas beweglich gemacht . 

Statt das Spektrum durch das Okular (d) des Fernrohrs zu betrachten, kann 
man es auch auf eine photographische Platte fallen lassen, wodurch man ein 
Bild des Spektrums erhalt. Der Apparat wlrd dann ein Spektrograph genannt. 
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Urn ein Spektrum zu erzeugen, kann man an Stelle des Prismas ein sog. 
Gitter verwenden, das ist eine spiegelnde Flache, auf der eine groBe Anzahl feiner 
paralleler Linien im gleichen Abstand voneinander eingeritzt ist, bis zu 2000 Linien 
auf jedes Millimeter. Das Spektrum entsteh t bei einem solchen Gitter durch 
Beugung der Strahlen. 

Abb.9. Sternspektrograph montiert auf cinen Refraktor (Potsdam). 

Wenn das Bild eines Sterns in dem Brennpunkt eines Fernrohrs auf den 
Spalt eines Spektroskops falIt, wird das Spektrum zu einem schmalen Strich, 
der durch Anwendung einer Zylinderlinse verbreitert werden kann. SoIl das 
Spektrum photographiert werden, so kann die Verbreiterung dadurch erreicht 
werden, daB man dem Fernrohr (oder der photographischen Platte) wahrend 
der Exposition eine schwache Bewegung senkrecht zur Langsrichtung des 
Spektrums erteilt. 
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Zur Aufnahme von Sternspektren kann man auch ein groBes Prisma be
nutzen, das vor dem Objektiv des Fernrohrs angebracht wird (Obfektivprisma). 
Die photographische Platte kommt in die Brennebene des Fernrohrs. Bei diesem 
Verfahren wird jeder Stern im Felde auf der Platte als ein kleines Spektrum 
abgebildet (vgl. Abb. 156 auf S. 344). 

9. Das Spektrum. Irdische Lichtquellen geben entweder ein kontinuierliches 
(zusammenhangendes) Spektrum, in dem das Licht liber das ganze Spektrum 
gleichmaBig verteilt ist, oder ein Linienemissionsspektrum, bei dem das Licht 
hauptsachlich auf ganz schmale Gebiete des Spektrums, die hellen Spektral
linien, konzentriert ist, oder ein Linienabsorptionsspektrum, bei dem das Licht 
gleichmaBig liber das ganze Spektrum verteilt ist mit Ausnahme von ganz 
schmalen Gebieten (dunklen Spektrallinien), wo die Lichtintensitat geringer ist 
als in den Nachbargebieten des Spektrums. 

Leuchtendefeste und flussige Korper geben einkontinuierlichesSpektrum, leuch
tende Gasmassen ge ben ein Linienemissionsspektrum, in dem j edesElemen t d urch be
stimmte Linien charakterisiert ist. Geht das Licht eines leuchtenden festen oder flussi
gen Korpers durch ein leuchtendes Gas, so entsteht ein Linienabsorptionsspektrum, 
in dem die Absorptionslinien genau an den Stellen auftreten, an denen die charakte
ristischen Spektrallinien des betreffenden Gases im Emissionsspektrum liegen. 

Die Lage bestimmter Gebiete im Spektrum, speziell von Spektrallinien, wird 
durch ihre Wellenliinge angegeben. Dieser Begriff bezieht sich auf die elektro
magnetische Wellentheorie des Lichtes und miBt die Entfernung zwischen Punkten 
im Raume, die denselben elektromagnetischen Schwingungszustand haben. Die 
Wellenlange wird entweder in millionstel Millimeter (flfl) oder in Angstrom (A.E.; 
1 A.E. = 0.1 flfl) gemessen. 

Die Interferenz- und Dispersionsphanomene, die durch die elektromagnetische 
Wellentheorie des Lichtes gedeutet werden, geben die Moglichkeit, Wellenlangen 
zu messen. 

Die Wellenlangen des sichtbaren Lichtes liegen zwischen ca. 4000 Angstrom 
(violettes Licht) und 7000 Angstrom (rotes Licht). AuBerhalb dieses Wellen
langengebietes liegt nach der violett en Seite hin ultraviolettes Licht, Rontgen
strahlung und Gammastrahlung; nach der roten Seite hin ultrarotes Licht, 
Warmewellen und Radiowellen. 

Gewohnliche photographische Platten sind fUr Licht der Wellenlangen zwi
schen 3000 und 5000 Angstrom empfindlich. Die sog. orthochromatischen Platten 
haben einen Empfindlichkeitsbereich, der sich bis zum roten Teil des Spektrums 
erstreckt. Wenn man vor einer derartigen Platte ein Filter benutzt, das ultra
violettes und violettes Licht absorbiert (ein Gelbfilter), so wird der Empfind
lichkeitsbereich ungefahr der gleiche wie der des Auges (vgl. auch S. 329). 

Lichtelektrische Natrium- und Kaliumzellen haben ein Empfindlichkeits
maximum im Violetten, bei Rubidium- und Casiumzellen ist das Empfindlich
keitsmaximum mehr nach Rot verschoben. 

Gewohnliche Glasoptik absorbiert so gut wie alles Licht der Wellenlangen 
klirzer als 3900 Angstrom. Mit Spiegeloptik reicht man weiter in den ultra
violetten Teil des Spektrums hinein. Auch Quarzlinsen konnen fur diesen Zweck 
benutzt werden; allerdings konnen groBere Quarzlinsen aus technischen Grlinden 
zur Zeit nicht hergestellt werden. 

Licht der Wellenlangen kurzer als etwa 3000 Angstrom wird in der Erd
atmosphare praktisch vollkommen absorbiert. 

Man kennt die Wellenlangen fur zahlreiche Spektrallinien mit groBer Ge
nauigkeit. Wo solche Spektrallinien in einem Spektrum vorkommen, kann man 
die Wellenlange einer beliebigen Stelle im Spektrum finden. 



tiber astronomische Instrumente im allgemeinen. 17 

Die folgende Tabelle gibt die WellenHingen einiger besonders hervortretenden 
Linien im Sonnenspektrum. 

Name der Linie 

C = HIX 
Dl 
D2 
El 
E2 
b1 
b2 

F = HfJ 
G 
g 
H 
K 

Wellenlange A in Angstrom 

6562.8 
5895·9 
5890.0 
5270·3 
5269.5 
5183.6 
5172·7 
4861.3 
4307.8 
4226·7 
3968.5 
3933·7 

Element, fiir das die Linie charakteristisch ist 

Wasserstoff 
Natrium 
Natrium 
Kalzium und Eisen 1 

Eisen 
Magnesium 
Magnesium 
Wasserstoff 
Kalzium und Eisen 1 

Kalzium 
Kalzium 
Kalzium 

AuBer durch die Wellenlange kann Licht auch durch die Schwingungszahl, 
das ist die Anzahl der Schwingungen in einer Sekunde, charakterisiert werden. 
Der Zusammenhang zwischen der Schwingungszahl v und Wellenlange ). ist 
durch die Formel 

AV = C 

ausgedruckt, wo c die Lichtgeschwindigkeit (299796 km sec 1) ist. 
Das Vorkommen von kontinuierlichen Spektren, Linienemissionsspektren und 

Linienabsorptionsspektren mit Spektrallinien, die fUr die Elemente in der Licht
quelle charakteristisch sind, kann von der Atomphysik gedeutet werden. 

Die Lichtenergie wird von den Atomen ausgesandt, indem diese spontan 
von einem gewissen Zustand zu einem Zustand mit geringerem Energieinhalt 
ubergehen. Bei einem solchen AtomprozeB wird Lichtenergie ausgesandt als 
ein Lichtquantum mit geradesoviel Energie wie von dem Atom bei dem spon
tanen Ubergang zu einem Zustand mit weniger Energie verloren wurde. Wird 
bei solchen Atomprozessen eine Reihe Lichtquanten mit einer Energie E aus
gesandt, so ist die Ausbreitung dieser Lichtquanten im Raume mit seinen ver
schiedenen brechenden Medien durch ihre Wellenlange oder Schwingungszahl 
bestimmt. Die Schwingungszahl kann berechnet werden aus der Energie E der 
Lichtquanten nach der BOHRschen Frequenzbedingung: 

E = hv (PLANcKsche Konstante h = 6.55 .10- 27 cm 2 gr1 sec I) . 

Lichtenergie wird absorbiert, indem Atome von einem gewissen Zustand zu 
einem Zustand mit groBerem Energieinhalt spontan ubergehen. Bei einem solchen 
AtomprozeB wird der Energieinhalt des Atoms vermehrt um eine Energiemenge, 
die gleich der Energie des absorbierten Lichtquantums ist. 

Der Energieinhalt eines Atoms ist bestimmt durch die elektromagnetischen 
Kraftwirkungen zwischen dem Atomkern und den umgebenden Elektronen im 
Atom. Die Erfahrung hat gezeigt, daB ein Atom, das nicht von auBeren Kraften 
beeinfluBt ist, eine Reihe verschiedener Energieinhalte annehmen kann. Einer 
dieser Energieinhalte ist der kleinste. Von einem Atom mit diesem Energie
inhalt sagt man, daB es sich im Grundzustand oder Normalzustand befindet. 
Dann folgt eine Reihe immer groBerer Energieinhalte. Diese moglichen Energie
inhalte liegen immer dichter, und von einer gewissen Grenze an laufen sie zu
sammen, so daB ein Atom alle Energieinhalte, die groBer sind als dieser Grenz
wert, annehmen kann. 1st der Energieinhalt des Atoms groBer als dieser Grenz
wert (die lonisationsenergie), dann ist eins seiner Elektronen freigeworden. Man 

1 Sehr nahe zusammenfallende Linien. 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 2 
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sagt, daB das Atom ionisiert worden ist zu einem Ion und einem Elektron 
(jedoch rechnet man ein Ion plus einem Elektron als eine Einheit gleich dem 
Atom). 

1m schematischen Bild der Energieniveaus der stationaren Zustande eines 
Wasserstoffatoms (Abb. 10) bezeichnet 1 den Grundzustand, 2, 3, 4 und 5 die 
darauffolgenden Zustande groBeren Energieinhaltes. Energieniveaus entspre
chend 6, 7 . .. konnten nicht eingezeichnet werden; man muB sich vorstellen, 
daB sie im Gebiet zwischen 5 und der dick gezeichneten Grenzlinie liegen, immer 
dichter bei Annaherung an diese Linie. Das Gebiet tiber der Grenzlinie ent
spricht den kontinuierlichen Energiewerten des freien Elektrons. Die Doppel
pfeile symbolisieren Dbergange zwischen verschiedenen stationaren Zustanden 
des gebundenen Elektrons. Die Frequenzen des dabei emittierten Lichtes 
(bei Dbergangen nach unten) bzw. absorbierten Lichtes (bei Dbergangen nach 
oben) sind nach der BOHRschen Frequenzbedingung durch die Energiedifferenzen 

der betreffenden stationaren Zu
stande gegeben. Die Frequenzen 

.j 
t der Emissionsspektrallinien bzw. 

Absorptionsspektrallinien sind 

I also den Langen der Doppelpfeile 

t t proportional. Die Spektrallinien 
mit gemeinsamem niederem Zu-

------------2 stand bilden eine Serie. Man 

---------------------1 
Abb. 10. Scbemaliscbes Bild der Eaergieniveaus der stalionarea 

Zustande eines WasserstoHatom •. 

sieht, daB die hOheren Glieder 
einer Serie sich an einer Serien
grenze haufen. Jenseits der 
Seriengrenze (bei hoheren Fre
quenzen) kommt ein kontinuier
liches Spektrum entsprechend 
Dbergangen aus dem schraffier
ten Gebiet heraus oder in dies 
Gebiet hinein, wobei das Elek
tron also eingefangen wird (bei 
Emission) bzw. frei wird (bei Ab-
sorption); vgl. die beiden ersten 

Doppelpfeile rechts in Abb. 10. Dbergange, bei denen das Elektron in beiden 
Zustanden frei ist, sind auch moglich (vgl. den dritten Doppelpfeil rechts). 
Diesen Dbergangen entspricht ein kontinuierliches Spektrum, das sich i.i.ber aIle 
Frequenzen erstreckt. 1m Laboratorium wird dies letztgenannte Spektrum nicht 
beobachtet, weil es zu schwach ist, im Sterninnern spielt es eine Rolle. 

In Gasmassen sind die Atome verhaltnismaBig weit voneinander entfernt, 
und ihre Kraftwirkung untereinander ist so klein, daB ein Atom im Gas als 
unbeeinfluBt von auBeren Kraften betrachtet werden kann. Es ist deshalb ver
standlich, daB man bei Laboratoriumsversuchen mit Gasen ein Linienemissions
spektrum beobachtet, und daB die Wellenlangen der Linien durch die Art der 
Atome bestimmt werden. Auch ein kontinuierliches Spektrum, den Dbergangen 
yom System Ion + Elektron entsprechend, hat man unter Laboratoriumsverhalt
nissen beobachten konnen. 

In festen und fli.i.ssigen Korpern sind die Atome einander so nahe, daB hier 
von ganz anderen Kraftfeldern gesprochen werden muB, die fi.i.r die Bewegung 
der Elektronen urn die Atomkerne bestimmend sind. Die diskreten Energie
inhalte, die die Lichtaussendung in Spektrallinien veranlassen, gibt es hier nicht, 
und das Licht wird in einem kontinuierlichen Spektrum ausgesandt. 
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Da/3 ein Gas Licht in schmalen Gebieten, die seinen eigenen Emissionslinien 
entsprechen, absorbieren kann, ist auch verstandlich. Jedem spontanen Uber
gang mit dazugehorender Lichtaussendung in einer Spektrallinie entspricht ein 
entgegengesetzter Ubergang mit Absorption in der gleichen Wellenlange. 

In einer unendlich ausgedehnten homogenen Masse mit tiberall gleicher Tem
peratur wird von den Atomen bestandig Lichtenergie ausgesandt und Licht
energie absorbiert werden. Von jeder einzelnen Wellenlange wird genau so viel 
Lichtenergie ausgesandt wie absorbiert, so da/3 die Anzahl der Lichtquanten 
pro Raumeinheit bei jeder einzelnen Wellenlange konstant ist. Diese Anzahl 
ist nur von der Temperatur und der Wellenlange abhangig. Die Lichtintensitat 
und ihre Verteilung tiber das Spektrum ist mit anderen Worten eine Funktion 
der Temperatur allein. Diese Funktion ist sowohl auf experimentellem als auch 
auf theoretischem Wege abgeleitet. Man hat folgenden Ausdruck fUr die Strah
lungsdichte (! (Lichtenergie pro Raumeinheit pro Wellenlangeneinheit) bei der 
Wellenlange Ie und der Temperatur T (vgl. S. 370): 

C1 1 
(! (Ie, T) = lS • -- (PLANCKsches Gesetz), 

A C, 
eAT _ 1 

WO C1 und C2 Konstanten sind. Die Abhangigkeit der Strahlungsdichte von der 
Wellenlange ersieht man aus Abb. 152 (S.324). 

1st die homogene Masse nicht unendlich ausgedehnt, so wird Strahlung von 
ihr entweichen konnen, und es entstehen Abweichungen von dem vorher be
sprochenen Gleichgewichtszustand, so da/3 das PLANcKsche Gesetz nicht mehr gilt. 
1m Innern der Sterne ist der Idealfall sehr nahe verwirklicht, da die Ausdehnung 
von Massen, die als homogen betrachtet werden konnen, ungeheuer gro/3 ist 
(im Verhaltnis zur Entfernung zwischen den Atomen, die durch Strahlung in 
Wechselwirkung zueinander stehen). Auch unter irdischen Verhaltnissen kann 
er annahernd verwirklicht werden, indem ein endliches Gebiet durch schwarze 
Wande abgegrenzt wird, die unter einer bestimmten Temperatur gehalten wer
den, so da/3 die strahlenden Atome nicht in Wechselwirkung mit Atomen von 
einer anderen Temperatur treten. Urn die Strahlung beobachten zu konnen, 
mu/3 man selbstverstandlich eine Offnung in die schwarze Wand machen, sie 
kann aber so klein gemacht werden, da/3 die Abweichung vom PLANcKschen 
Gesetz unmerklich ist. 

Durch eine so1che Offnung geht pro Quadratzentimeter pro Sekunde die 
Energie H hindurch, definiert durch H = 1/4 cE, wo E das Integral der Strah
lungsdichte tiber aIle Wellenlangen ist. Diese Rechnung gibt: 

H = aT4, 

wo a eine Konstante ist, die aus den Konstanten des PLANcKschen Gesetzes 
berechnet werden kann. 

In einem nicht we it ausgedehnten leuchtenden Gas, das auch nicht durch 
schwarze Wande abgegrenzt ist, wird die Intensitatsverteilung vom PLANcKschen 
Gesetz ganzlich abweichen. Die Lichtenergie wird im wesentlichen in den schmalen 
Wellenlangengebieten der Spektrallinien verteilt sein. 

1m Innern der Sterne hat das PLANcKsche Gesetz, wie schon gesagt, fast exakte 
Gtiltigkeit. In der Atmosphare entstehen Abweichungen wegen der Ausstrahlung 
in den Weltraum. Die Erfahrung hat gezeigt (s. S. 338), da/3 die Intensitat im 
Spektrum au/3erhalb der Spektrallinien mit einiger Annaherung dem PLANcKschen 
Gesetz folgt, so da/3 die Atmospharentemperatur fUr die 1ntensitatsverteilung 
ma/3gebend ist und berechnet werden kann, wenn diese bekannt ist (5. S. 340). 

2* 



20 Einleitung. 

10. Der DOPPLER-Ellekt. Die Wellenlange einer Spektrallinie, gemessen von 
einem Beobachter, der sich relativ zur Lichtquelle bewegt, ist verschieden von 
der WellenHtnge, die von einem Beobachter gem essen wird, der sich relativ zur 
Lichtquelle in Ruhe befindet. Dieser Effekt wird DOPPLER-Ellekt genannt. Die 
Anderung der Wellenlange hangt von der relativen Geschwindigkeitskomponente 
in der Richtung Lichtquelle - Beobachter ab. Entfernt sich der Beobachter 
von der Lichtquelle, so ist die Wellenlange groBer; nahert sich der Beobachter 
der Lichtquelle, so ist die Wellenlange kleiner. Fiir Geschwindigkeiten, die 
klein sind im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit, hat man fiir die Wellenlangen
anderungen ,11 fiir eine Spektrallinie mit der Wellenlange ;.: 

J}, = ~A, 
c 

wo v die Geschwindigkeitskomponente in der Richtung der Verbindungslinie 
und c die Lichtgeschwindigkeit ist. 

1st v Z. B. gleich 30 km in der Sekunde, so sieht man aus der Formel, daB 
die DOPPLER-Verschiebung fiir eine Linie mit A = 5000 A.E. etwa: 

wird. 

J}, = _)0_ .5000 A.E. = 0.5 A.E. 
300000 

Der DOPPLER-Effekt gibt die :\IOglichkeit zur Bestimmung der Geschwindig
keiten der Fixsterne im Visionsradius (s. S.403). 

Einige mathematische Hilfssatze. 

11. Einige Siitze aus der ebenen Trigonometric. Gewohnlich werden Winkel 
nach Graden, Minuten und Sekunden gemessen. In gewissen Fallen aber kann 
es vorteilhaft sein, sie durch unbenannte Zahlen auszudriicken (oder, wie man 
auch sagt, in Teilen des Radius) in derselben Weise, wie es fast immer mit 
den trigonometrischen Funktionen Sinus, Kosinus usw. gemacht wird. Die Um
wandlung ist einfach, wenn man bedenkt, daB die Peripherie des Kreises 2n mal 
so groB ist wie sein Radius. Man erhalt dann: . 

1 C = :r: 180 oder ungefahr 1 : 57 
l' =:r: 180 . 60 1 : 3438 
1" = :r : 1 80 . 60 . 60 1 : 206264.8. 

Ein Winkel von l' umspannt also bei einem Abstand von 30 em nicht ganz 
0.1 mm. 

Die Zahl 206264.8, die die Anzahl Sekunden in einem Bogen von gleicher 
Lange wie der Radius angibt, und die gebraucht wird, wenn Bogensekunden in 
unbenannte Zahlen verwandelt werden sollen oder umgekehrt, wird im folgen
den mit s bezeichnet werden. 

Die Sinus von zwei Supplementwinkeln sind gleich groB. 
Die Kosinus von zwei Supplementwinkeln sind gleich groJ3, haben aber ent

gegengesetztes Vorzeichen. 
Wenn der Winkel das Vorzeichen andert. andert auch der Sinus das Vor

zeichen, der Kosinus aber bleibt unverandert. 
Die Verhaltnisse bei Tangens und Cotangens lassen sich leicht hieraus ab

leiten, da tg = sin: cos und cot = cos: sin; eben so bei Secans und Cosecans, 
weil sec = 1 : cos und cosec = 1 : sin. 

Sind a und b zwei Winkel, dann ist: 

sin (a + b) = sin a cosb -+- cosa sinb 
cos (a ± b) = cos a cos b =t= sin a sin b . 

(1 ) 
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Hieraus konnen leicht einige Gleichungen abgeleitet werden, nach denen 
eine Summe oder Differenz von zwei Sinus oder Kosinus in ein Produkt ver
wandelt werden kann oder umgekehrt: 

. +'b 2· a + b a-b sma SIn = sm-2 - cos 2--

. 'b a+b.a-b sma - sm = 2 cos -- sm _.-
2 2 

a+b a-b 
cosa + cosb = 2 cos-2 - cos 2--

(2) 

b 2 ·a+b.a-b 
cosa - cos = - sm-2 sm-2-. 

12. Wird eine Kugelflache von einer Ebene geschnitten, dann ist die Schnitt
linie immer ein Kreis. Geht die Ebene durch das Zentrum der Kugel, wird sie 
ein groBter Kreis genannt, alle anderen werden kleine Kreise genannt. Durch 
zwei Punkte auf der OberfHiche der Kugel kann man stets einen groBten Kreis 
legen, und wenn die beiden Punkte nicht die Endpunkte eines Durchmessers 
sind, nur einen; denn die beiden Punkte bestimmen zusammen mit dem Zentrum 
der Kugel eine Ebene. 

Eine Normale zur Ebene des Kreises durch das Zentrum wird die Achse des 
Kreises genannt, und ihre Schnittpunkte mit der KugeloberfHi.che heiBen die 
Pole des Kreises. Die Pole eines groBten Kreises liegen in einer Entfernung 
von 90 0 von allen Punkten auf seiner Peripherie. Kennt man die Lage des 
einen der Pole eines groBten Kreises, so ist damit auch der groBte Kreis selbst 
bestimmt; der Pol kann also den groBten Kreis vertreten, wovon man oft mit 
Vorteil Gebrauch macht. 

DerTeil einer Kugeloberflache, der zwischen zwei parallelen, die Kugel schnei
denden Ebenen liegt, wird eine Zone genannt oder, wenn die eine Ebene die 
Kugel beriihrt, eine Kalotte. Die Oberflache einer Zone oder einer Kalotte ist 
proportional ihrer Hohe (das ist der Abstand zwischen den beiden parallelen 
Ebenen) und unabhangig von ihrer Lage auf der Kugel. 

Zwei groBte Kreise schneiden einander immer in zwei diametral entgegen
gesetzten Punkten, da die Schnittlinie der Ebenen ein Durchmesser der Kugel 
ist. Der N eigungswinkel zwischen zwei groBten Kreisen ist gleich dem Bogen 
zwischen ihren korrespondierenden Polen. 

13. Die sphiirisch-trigonometrischen Grundformeln. Ein sphiirisches Dreieck ist 
der Teil einer Kugeloberflache, der von Bogen dreier groBter Kreise begrenzt 
ist. Diese Bogen werden die Seiten des Dreiecks genannt, und unter den Winkeln 
des Dreiecks versteht man die Winkel zwischen den Ebenen, die die groBten 
Kreise miteinander bilden. Sowohl Seiten als Winkel werden hier in Winkel
maB ausgedriickt. 1st einer der Winkel ein rechter, so werden dieselben Be
nennungen, Hypotenuse und Kathete, benutzt wie bei dem ebenen Dreieck. 
Hier besteht jedoch der wesentliche Unterschied, daB in dem spharischen Drei
eck zwei oder sogar alle drei Winkel rechte sein konnen. 1m Gegensatz zum 
ebenen Dreieck ist namlich die Summe der Winkel im spharischen Dreieck 
niemals gleich zwei rechten, sondern immer groBer. Der Betrag, urn den die 
Summe 180 0 iibersteigt, wird der spharische ExzeB genannt. Er kann gefunden 
werden, indem man den FHi.cheninhalt des Dreiecks durch das Quadrat des 
Radius der Kugel dividiert, er kann aber auch durch Seiten und Winkel aus
gedriickt werden. Wenn das spharische Dreieck nur einen sehr kleinen Teil 
der gesamten KugeloberfHi.che bedeckt, kann man es zur hinreichend genauen 
Berechnung seines Flacheninhalts als ebenes Dreieck betrachten; man erhiilt 
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den Flacheninhalt dann also durch Multiplikation des halben Produkts zweier 
Seiten mit dem Sinus des eingeschlossenen Winkels. Sind die Seiten in un
benannten WinkelmaBen ausgedruckt, kann man die Division durch das Quadrat 
des Radius sparen und erhalt somit den ExzeB als unbenannte Zahl; durch 
Multiplikation mit der Zahl s erhalt man sie in Sekunden. Sind also zwei der 
Seiten 1 ° lang und ist der eingeschlossene Winkel 60°, dann wird der spharische 
ExzeB: 

1(:Jr)2'6° - - • SIll 0 . 
2 180 ' 

'dd' . 180.60.60 1 '1" h"l ,/-" WIr Ies mIt s = mu tIp IZIert, so er a t man 5;n; r 3 = 27 .2. :Jr 
Das spharische Dreieck ist im allgemeinen bestimmt, wenn man von seinen 

sechs GraBen drei kennt, und die fur das ebene Dreieck geltende Bedingung, 
daB wenigstens eine davon eine Seite sein muB, falIt hier fort, weil die Summe 
der Winkel nicht konstant ist. 

Ebenso wie in der ebenen Trigonometrie gibt es auch hier eine Ausnahme 
von der Regel, daB aIle Stucke des Dreiecks bekannt sind, wenn drei davon 
bekannt sind: wenn die drei bekannten Stucke zwei Seiten und ein gegenuber
liegender Winkel sind, kann es fur die drei ubrigen Stucke zwei verschiedene 
Lasungen geben. In astronomischen Problemen spielt diese Zweideutigkeit in 
der Regel jedoch keine Rolle. Beispiel s. Anhang S. 513. 

Die Berechnung von drei Stucken in einem spharischen Dreieck aus drei ge
gebenen Stucken geschieht mit Hilfe der Formeln der spharischen Trigonometrie. 

Die fUr astronomische Probleme wichtigsten spharisch-trigonometrischen For
meln sind in folgendem Gleichungssystem enthalten, das eine Seite (a) und 
einen Winkel (E) gibt, wenn wir zwei Seiten (b und e) und den eingeschlossenen 
Winkel (A) kennen: 

cosa = cosb cose + sinb sine cosA 
sin a sinE = sinb sin A (1 ) 
sina cosE = cosb sine - sinb cose cosA. 

Wenn wir G an Stelle von E berechnen wollen, brauchen wir in diesem System 
nur uberall b gegen e und E gegen G zu vertauschen. 

1m folgenden nennen wir diese drei Gleichungen die spharisch-trigono
metrischen Grundformeln. Wegen ihres symmetrischen Aufbaus sind sie leicht 
auswendig zu lemen. 

Das Problem, eine Seite und einen Winkel zu bestimmen, wenn wir zwei 
Winkel und die dazwischenliegende Seite kennen, wird durch ein Formelsystem 
gelast, das wir aus (1) durch Anwendung einer einfachen mnemotechnischen 
Regel erhalten: Vertausche aIle groBen Buchstaben gegen die entsprechenden 
kleinen in (1) und umgekehrt, setze auBerdem uberall ein Minuszeichen voran, 
wo in den Formeln ein Kosinus vorkommt. Das Resultat ist nach einer ein
fachen Umschreibung: 

cosA = -cosE cosG + sinE sinG cosa 
sinA sinb = sinE sina (2) 
sinA cosb = cosE sinG + sinE cosG cosa. 

Ganz wie bei dem System (1) kannen wir durch Vertauschen von b mit e 
und Emit G die Formeln ableiten, die A und e an Stelle von A und b bestimmen. 

1m folgenden ist System (1) das wichtigste. 
Das Verfahren bei der numerischen Lasung einer hierhergehorenden Aufgabe 

kann auf folgende Weise skizziert werden. 
Wir setzen voraus, daB wir b, e und A kennen. Fuhren wir mit Hilfe einer 

Logarithmentafel die Operationen rechts in den Gleichungen (1) aus (bei den 
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Beispielen im folgenden handelt es sich so gut wie immer urn fiinfstellige Rech
nung) , dann erhalten wir numerische Werte fUr: 

log cos a 
log sin a sin B 
log sin a cosB . 

Durch Subtraktion des dritten dieser drei Ausdriicke von dem zweiten er
halten wir: log tgB 

und durch Aufschlagen in der logarithmisch-trigonometrischen Tafel hieraus 
den Winkel B. Darauf suchen wir in der Tafel log sinB oder log cosB auf (Sinus, 
wenn B naher an 90° oder 270°, Kosinus, wenn B niiher an 0° oder 180° liegt). 
Wir subtrahieren diesen Logarithmus von log sin a sinB bzw. log sin a cosB, und 
erhalten dadurch: log sin a . 

Log cosa kennen wir bereits, und durch Subtrahieren desselben von log sin a 
erhalten wir: 

log tga 
und dadurch a. 

Ein wesentlicher Vorteil bei diesem Verfahren ist, daB wir B und a beide 
aus dem tg erhalten, was sicherer ist als eine Bestimmung durch sin oder cos. 
Dies Prinzip muB der numerischen Rechnung immer zugrunde gelegt werden, 
sobald es sich darum handelt, die groBtmogliche Genauigkeit zu erzielen. 

Die wichtige Quadranten-Frage lost sich in unseren astronomischen Problemen 
von selbst (dariiber Niiheres auf S.32). 

AuBer den bisher gegebenen Formelsystemen gibt es in der spharischen Tri
gonometrie verschiedene andere Systeme, die fUr den geiibten Rechner von groBer 
Bedeutung sind. Fiir den, der die Anfangsgriinde der spharischen Astronomie 
studiert, ist es praktisch, sich an eine begrenzte Anzahl von Formeln zu halten, 
mit denen er sich aber dafiir vollstandig vertraut mach en kann. Deshalb wollen 
wir hier nicht auf die iibrigen Formelsysteme der spharischen Trigonometrie naher 
eingehen. Aus ahnlichen Griinden sehen wir in diesem Buch von dem Gebrauch 
der Additions- und Subtraktionslogarithmen abo Wir werden auch nicht auf das 
machtige Hilfsmittel eingehen, das die hohere Rechenkunst unserer Tage in den 
modernen Rechenmaschinen hat, da von den Lesern dieses Buches normalerweise 
nicht vorausgesetzt werden kann, daB sie solche Hilfsmittel zurVerfiigung haben. 

Innerhalb des Gebietes der spharisch-trigonometrischen Probleme gibt es zwei 
spezielle Falle, die eine wichtige Rolle spielen: die Falle, wo eine Seite (a) oder 
ein Winkel (A) 90° ist. Die groBte Bedeutung hat der letztgenannte Fall (recht
winklige spharische Dreiecke). Formeln zur Auflosung dieser Dreiecke konnen 
wir uns natiirlich dadurch verschaffen, daB wir in den gewohnlichen Formeln 
A = 90° setzen. Auf diese Weise erhalt man folgendes Formelsystem fUr solche 
Dreiecke: A = 90 ° 

cos a = cos b cos c 
cos a = cotB cotC 
sin b = sin B sin a 
sin b = tg c cot C 
sin c = sin C sin a 
sin c =tg bcotB 
cosB = sin C cos b 
cos B = cot a tg c 
cosC = sin B cos c 
cos C = cot a tg b. 
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14. Die sphiirisch-trigonometrischen Difterentialformeln. Von groBer Bedeutung 
in den astronomischen Problemen ist die Anwendung der spharisch-trigono
metrischen Difterentialformeln. 

Wenn wir von dem obengenannten Ausnahmefall absehen, bei dem es eine 
doppelte Losung gibt, ist ein spharisches Dreieck ja vollstandig bekannt, sobald 
wir drei von den sechs GroBen kennen. Man kann also, sobald man drei GroBen 
des Dreiecks kennt, jede der drei iibrigen berechnen. Wenn man nun eine kleine 
Anderung in jeder der bekannten GroBen vornimmt, dann ist es klar, daB jede 
dieser Anderungen eine entsprechende Anderung in den drei anderen GroBen 
bewirkt. Und hieraus folgt unmittelbar, daB die Formeln - die spharisch
trigonometrischen Differentialformeln - durch die man Anderungen in einer 
der sechs GroBen als Funktion von A.nderungen der anderen GroBen berechnen 
kann, immer vier Differentiale enthalten miissen. Diese Differentialformeln, die 
in der spharischen Trigonometrie abgeleitet werden, haben folgendes Aussehen: 

da = cosCdb + cosBdc + sinb sinCdA 
cotada + cotBdB = cotbdb + cotAdA 
sinadB = sinCdb - cosa sinBdc - sinb cosCdA 

dA = -coscdB - cosbdC + sinbsinCda. 

(4) 

Mit Hilfe dieser Formeln sind wir also imstande, die Anderungen in einer 
Seite oder einem Winkel numerisch zu berechnen, die sich aus Anderungen von 
drei anderen GroBen in einem spharischen Dreieck ergeben. Wie wir spater 
bei der Behandlung von mehreren verschiedenen Problemen sehen werden, liegt 
die Bedeutung dieser Differentialformeln indessen nicht nur in dieser Moglichkeit. 
Die spharisch-trigonometrischen Differentialformeln helfen uns auch bei der 
Losung eines anderen Problems. Mit Hilfe der spharisch-trigonometrischen Diffe
rentialformeln kann man untersuchen, welch en EinfluB die Unsicherheit in einer 
Beobachtung (oder in anderen in ein Problem eingehenden GroBen) unter ver·· 
schiedenen Umstanden auf eine gesuchte GroBe hat, und man wird dadurch 
instand gesetzt, zu entscheiden, wie man am besten Beobachtungen vornehmen 
soU, um ein moglichst genaues Resultat zu erhalten. 1m folgenden werden wir 
mehrere Beispiele von der Anwendung dieses Prinzips sehen. 

15. Bezeichnet x eine veranderliche GroBe und y eine Funktion davon, 'dann 
wird ein kleiner Zuwachs,j x zu der unabhangigen Variabeln im allgemeinen einen 
kleinen Zuwachs LI y zur Funktion bewirken. Nach einer bekannten Reihen
entwicklung hat man dann: 

dy 1 d2 y 
Lly = dx' ilx + 2 dx2' LlX2 + ... , 

wo die folgenden Glieder immer hohere Potenzen von LI x enthalten, und wo die 
Differentialquotienten bekannt sind, wenn y eine gegebene Funktion von x ist. 

1st y zugleich die Funktion einer GroBe z, die unabhangig von x variieren 
kann, und die einen kleinen Zuwachs LI z erhalt, dann erhaIt die Reihe einen 
Zuwachs von derselben Form nach Potenzen von LI z, aber auBerdem noch einen 
Zuwachs, der die Produkte von 11 x und 11 z und ihre Potenzen enthalt. 

Wenn aber 11 x und 11 z so klein sind, daB ihre Produkte und Potenzen ohne 
EinfluB auf die Genauigkeit bleiben, die bei der Berechnung von LI y angestrebt 
wird, und wenn auch die Differentialquotienten keine besonders groBen Werte 
annehmen, dann reduziert sich das Ganze auf: 

oy oy 
11y= ax ,11x+a:z'11z+ ... , 

wo die Punkte andeuten, daB noch mehr unabhangige Variable vorhanden sein 
konnen. In diesem FaIle kann man also die Wirkungen von 11 x, L1 z usw. jede 
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fiir sich untersuchen und schlieBlich die Ergebnisse summieren. Es kommt also 
darauf hinaus, daB die mit LI bezeichneten GroBen also Differentiale betrachtet 
werden konnen, und daB Lly durch Differentiation derjenigen Gleichung ge
funden werden kann, durch die y als Funktion von x und z gegeben ist. 

Die Bedingung dafiir, daB die fortgelassenen Glieder der Reihe unmer klich 
werden, ist natiirlich von der verlangten Genauigkeit abhangig. Sind y und x 
Winkel, und wird verlangt, daB keins von den fortgelassenen Gliedern, Z. B. LI X2, 

einen gewissen kleinen Wert 8 iibersteigen darf, dann erhalt man, wenn 8 in Se
kunden ausgedriickt ist, und die entsprechende Anderung in y ebenfalls in Sekun-
den ausgedriickt werden solI: A 1-

LJx<V 8S . 

Wird Z. B. 8 = 0".1 gesetzt, so erhiilt man L1x < V20626 = 144" oder 
etwas tiber 2'. Die Wirkung hiervon auf Lly wird noch durch den Differential
quotient en modifiziert, mit dem LI x2 multipliziert ist. 

Der Sternhimmel. 
16. Das erste Mittel, Astronomie zu erlernen, ist das Studium der Vorgange 

am Himmel. Unten wird eine kurze Beschreibung gegeben, die dem Gedachtnis 
als Stlitze dienen kann, wenn man sich unter den helleren Sternen zu orientieren 
wlinscht. 

Die Anzahl der Sterne, die mit bloB em Auge am ganzen Himmel gesehen 
werden konnen, ist ungefahr 5000. Diese sind von alters her in sechs Klassen 
nach ihrer "GroBe" eingeteilt, so daB die lichtstarksten zur ersten, die licht
schwachsten zur sechsten Klasse gerechnet werden (hierliber Naheres S. 321). 

Ebenso hat man von alters her die Sterne in gewisse Gruppen oder Stern
bilder eingeteilt (Konstellationen). Innerhalb dieser werden die einzelnen be
sonders hervortretenden Sterne mit Buchstaben und manchmal mit Zahlen be
zeichnet. Hierzu wird vorwiegend das griechische Alphabet benutzt. Teils aus 
diesem Grunde und teils weil griechische Buchstaben auch haufig benutzt werden, 
um mathematische GroBen zu bezeichnen, geben wir weiter unten eine Liste 
dieser Buchstaben mit ihren Namen. 

Einige der hellsten Sterne haben daneben auch noch besondere Namen er
halten, zum graBen Teil arabischen Ursprungs. 

Der GrofJe Wagen, die bekannten sieben hellen Sterne, die man des Nachts 
immer bei uns sehen kann, wenn der Himmel klar ist, bildet einen Teil eines 
groBeren Sternbildes, des GrofJen Biiren. Diese sieben Sterne werden der Reihe 
nach mit den sieben erst en griechischen Buchstaben benannt, so daB ex der 
hinterste oben im Wagen selbst ist, 'YJ der auBerste in der Wagendeichsel. 

Indem man die Linie durch die beiden hinters ten Sterne im GroBen Wagen 
(ex und fJ) fiinfmal tiber ex hinaus verlangert, trifft man auf den Polarstern oder ex 
im Kleinen Biiren. Er ist zweiter GroBe wie die meisten von den Stern en im 
GroBen Wagen (nur () ist dritter GroBe). Auch im Kleinen Baren sind sieben 
Sterne (wovon vier jedoch schwacher sind), die eine wagenahnliche Figur bilden, 
aber die Wagendeichsel ist in der entgegengesetzten Richtung gebogen. 

Zwischen den beiden Wag en schlangelt der Drache einen Teil seines Schweifes; 
der Kopf wird von vier Stern en gebildet, die ungefahr ebensoweit vom Polar
stern entfernt stehen wie der Kasten des GroBen Wagens, aber in einer urn ca. 90 0 

verschiedenen Richtung, nach derselben Seite wie der Kasten des Kleinen Wagens. 
Verlangert man die Verbindungslinie ex-fi im GroBen Baren ein gutes Stlick 

nach unten - also liber fJ hinaus - trifft sie auf den Lowen mit dem Regulus, 
einen Stern erster GroBe. Abends ist der Lowe nur gegen Ende des Winters 
und im Frlihjahr sichtbar. 
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Die Linie durch die beiden oberen Sterne im Kasten des GroBen Wagens 
(<X und b), nach hinten verliingert, trifft auf Capella oder <X im Fuhrmann, 
einen sehr hellen Stern. 

Denkt man sich den Bogen der Wagendeichsel mit gleichmiiBiger Kriimmung 
nach unten verliingert, trifft er auf Arcturus oder <X im Bootes, einen sehr hellen, 
rotlichen Stern. Eine weitere Verliingerung wird auf Spica (die Ahre) treffen, 
den hellsten Stern in der Jungjrau. Diese steht jedoch immer niedrig bei uns 
und kann abends nur im Friihjahr gesehen werden. 

In ungefahr der gleichen Entfernung vom Polarstern wie der GroBe Wagen, 
aber nach der entgegengesetzten Seite, findet man die Cassiopeia, kenntlich 
an fiinf Sternen, die ein schiefes W bilden. 

Zwischen Cassiopeia und dem Fuhrmann sieht man den Perseus, der etwas 
an einen krummriickigen Stuhl erinnert. Die Mi1chstraBe zieht sich durch diese 
drei Sternbilder. 

Zwischen dem Fuhrmann und dem Lowen stehen die Zwillinge mit Castor 
und Pollux. 

1m Herbst, wenn Arcturus im Westen und Capella im Norden oder Nord
osten strahlen, findet man auf der siidlichen Seite des Himmels drei helle Sterne, 
niimlich Wega oder <X in der Leier, Deneb oder <X im Schwan und Altair oder <X 

im Adler, die zusammen ein groBes, beinahe gleichschenkliges Dreieck mit der 
Spitze (Altair) nach unten bilden. Wega, die von den dreien am weitesten nach 
rechts steht, ist einer der hellsten Sterne des Himmels. Der Schwan ist ein 
schones Sternbild in der Mi1chstraBe, wo die hellsten Sterne ein groBes Kreuz 
bilden, mit Deneb an der Spitze. 

Rechts von der Leier steht der Hercules, und rechts von diesem die Krone, 
leicht erkenntlich an einem Halbkreis von Sternen, von denen der hellste Gemma 
genannt wird. 

Ein Stiick links von dem erwiihnten Dreieck findet man vier Sterne zweiter 
GroBe, die annahernd ein Quadrat bilden, das Quadrat im Pegasus genannt. 
Der oberste Stern links gehort jedoch zur Andromeda. 

Der Orion oder der Riese ist ein strahlendes Sternbild mit sieben hellen 
Sternen, von denen die beiden oberst en in den Schultern, die beiden untersten 
in den Knien stehen; die drei mittleren bilden den Giirtel. Denkt man sich den 
Giirtel links nach unten verliingert, dann trifft die Linie auf den GrofJen Hund, 
wo Sirius oder der Hundsstern, der hellste aller Fixsterne, strahlt. Man sieht 
ihn am besten mitten im Winter. Links von der Schulter des Orion sieht man 
Procyon, einen Stern erster GroBe im Sternbild des Kleinen Hundes. 

Rechts vom Orion und etwas hoher am Himmel steht der Stier, der zwei 
ins Auge fallende Gruppen von Sternen enthiilt, die Hyaden und die Plejaden. 
Die erst ere enthiilt einen rotlichen Stern erster GroBe, Aldebaran oder das Auge 
des Stiers. Die Plejaden bilden einen dichten Haufen, der von alters her auch 
unter dem Namen das Siebengestirn bekannt ist, obzwar normale Augen nicht 
mehr als sechs Sterne sehen konnen. 

Das griechische Alphabet. 
A a Alpha 
B fJ Beta 
I'r Gamma 
L1 ,j Delta 
E c Epsilon 
Z i; Zeta 
H'1 Eta 
e {} Theta 

I t Jota 
K x Kappa 
A i. Lambda 
Jlf p, My 
N" Ny 
S ~ Xi 
o 0 Omikron 
n n Pi 

P 12 Rho 
2' (j Sigma 
T T Tau 
Y v Ypsilon 
<P <p Phi 
X X Chi 
'Jf 'P Psi 
[J w Omega. 



Die tagliche Bewegung des Himmels. Spharische Koordinaten. 27 

Spharische Astronomie. 
Die tagliche Bewegung des Himmels. Spharische Koordinaten. 

17. Die Himmelskugel und ihre tiigliche Umdrehung. Dnter der Himmelskugel 
wird eine KugelfHi.che mit unendlichem Radius verstanden, dessen Zentrum man 
sich an den Ort des zufalligen Beobachters gelegt denken kann. Sie dient dazu, 
Richtungen anzugeben, die vom Beobachter zu Sternen oder anderen Punkten 
am Himmel ausgehen. Wieweit sich die Richtung zu einem Stern merkbar 
andert, wenn der Beobachter den Ort wechselt, soil spater untersucht werden. 
Die' Himmelswolbung selbst wird von innen gesehen. Will man aber die Himmels
kugel durch einen Globus oder eine Zeichnung anschaulich machen, dann muB 
man sie sich von auBen gesehen vorstellen. 

Die Lage eines Punktes auf der OberfHi.che einer Kugel kann durch zwei 
Winkel oder Bogen von groBten Kreisen angegeben werden, die sphiirische 
Koordinaten genannt werden; hierzu ist etwas erforderlich, worauf die Koordi
naten bezogen werden. In der Astronomie hat man mit verschiedenen solchen 
Koordinatensystemen zu tun. 

Die Richtung der Schwere gibt eine bequeme Grundlage ab, da sie leicht 
anschaulich gemacht werden kann, z. B. durch eine Lotschnur. Diese Richtung 
wird Vertikallinie genannt, und sie schneidet die Himmelskugel im Zenit (nach 
oben) und Nadir (nach unten). Jede Ebene durch die Vertikallinie wird eine 
Vertikalebene genannt. Da sie durch das Zentrum der Kugel geht, schneidet 
sie diese in einem groBten Kreis; dieser wird Vertikalkreis genannt. Jeder Vertikal
kreis wird also durch Zenit und Nadir gehen; durch jeden anderen Punkt auf 
der Oberflache der Kugel kann man immer einen und nur einen Vertikalkreis 
legen. Die Ebene durch das Zentrum, die rechtwinklig zur Vertikallinie steht, 
wird der Horizont genannt. Derselbe Name wird auch von dem groBten Kreis 
gebraucht, in dem die Ebene die Himmelskugel schneidet. Zenit und Nadir 
sind also die Pole des Horizontes. Stillstehendes Wasser oder andere Fltissig
keiten in Behaltern veranschaulichen durch ihre Oberflache die horizontale Ebene. 

Ein dem Horizont paralleler kleiner Kreis wird manchmal ein Almukantarat 
genannt. 

Die Grenze zwischen Himmel und Meer wird der naturliche Horizont oder 
die Kimmung genannt und fallt nicht ganz mit dem oben definierten zusammen, 
der, wenn es notwendig ist, ihn besonders zu bezeichnen, der wahre oder astro
nomische Horizont genannt wird. 

Die Grundlage fUr ein anderes Koordinatensystem erhalt man auf folgendem 
Wege: Ein fltichtiger Blick zeigt bereits, daB Sonne, Mond und Sterne in einer 
unaufhorlichen Bewegung sind relativ zum Horizont, der fUr einen gegebenen 
Beobachter eine feste Ebene ist. Folgt man den Sternen mit Aufmerksamkeit, 
so wird man finden, daB die Bewegung in einer Drehung urn einen Durchmesser 
der Himmelskugel besteht. Dieser Durchmesser, der bei uns schrag gegen den 
Horizont geneigt ist, wird Himmelsachse oder Weltachse, und seine Endpunkte 
werden die Himmelspole, Nordpol und Sudpol, genannt. Der letztere ist bei 
uns immer durch die Erde verdeckt, der erstere liegt tiber dem Horizont. Er 
ist nur etwas mehr als ein Grad von dem vorher genannten Polarstern ent
fernt. 

Auf diese Weise beschreiben die Sterne parallele Kreise, die nattirlicherweise 
kleiner urid kleiner werden, je mehr man sich den Polen nahert. Die Drehung 
wird die tiigliche Bewegung des Himmels genannt, da die Sterne im Verlaufe 
von 24 Stunden einmal ganz herum kommen. 
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Der groBte Kreis, der senkrecht zur Himmelsachse steht, wird der Himmels
iiquator, und die kleinen Kreise, die damit parallel sind, werden Parallelkreise 
genannt. Unter den Stemen, die ganz nahe am Aquator stehen, kann der oberste 
in dem Glirtel des Orion genannt werden. Der Aquator bildet die Grenze zwischen 
dem nordlichen und dem slidlichen Himmel. Die Aquatorpole sind die gleichen, 
die oben die Himmelspole genannt werden. Ein groBter Kreis durch diese Pole 
wird ein Deklinationskreis genannt; durch jeden anderen Punkt am Himmel 
kann man einen und nur einen Deklinationskreis legen. Deklinationskreise stehen 
also in derselben Beziehung zum Aquator wie die Vertikalkreise zum Horizont. 

Der Meridian ist der groBte Kreis, der durch das Zenit und den Pol geht 
(also auch durch den Nadir und den anderen Pol). Es ist der einzige Kreis, der 
sowohl Vertikalkreis als auch Deklinationskreis ist, und seine Ebene bildet rechte 
Winkel mit dem Horizont sowohl als mit dem Aquator. Den gemeinsamen 
Durchmesser fUr den Meridian und den Horizont nennt man die Mittagslinie, 
und ihre beiden Endpunkte den Nordpunkt und den Sudpunkt, so daB der Nord
punkt derjenige ist, der dem Himmelsnordpol am nachsten liegt. Der Vertikal
kreis, der senkrecht auf dem Meridian steht, wird erster Vertikal genannt 
und seine Schnittpunkte mit dem Horizont heiBen Ostpunkt und Westpunkt, 
so daB ein Beobachter mit dem Gesicht nach Sliden gewandt den Westpunkt 
rechts hat. Der Ost- und Westpunkt sind die Pole des Meridians und deshalb 
die Schnittpunkte zwischen Horizont und Aquator. 

Nord, Ost, Slid und West sowie auch die dazwischenliegenden KompaB
striche dienen also dazu, die Richtungen in der horizontalen Ebene anzugeben. 
Dieselben Namen werden indessen auch gebraucht, urn Richtungen auf der 
Himmelskugel anzugeben, erfordern aber eine andere Definition, namlich Nord 
die Richtung gegen den nordlichen Himmelspol, Slid die entgegengesetzte Rich
tung, West die Richtung mit der taglichen Bewegung, Ost gegen diese. Wer 
nicht im voraus orientiert ist, sollte sich vielleicht lieber zur Beschreibung einer 
Richtung am Himmel der Ausdrlicke nach oben und nach unten, und rechts 
und links bedienen, z. B. nach oben, 20° nach rechts usw. 

18. Die beiden ersten sphiirisch-astronomischen Koordinatensysteme. Es ist nun 
leicht zu sehen, wie die Richtung der Schwere und die tagliche Bewegung des 
Himmels, die beide zum Gegenstand von Beobachtungen gemacht werden. konnen, 
eine Grundlage fUr zwei verschiedene Koordinatensysteme abgeben konnen; das 
eine wird vom Horizont und Meridian gebildet, das andere vom Aquator und 
Meridian. 

Die Hohe eines Sterns ist der Bogen vom Vertikalkreis des Sterns, der zwischen 
dem Horizont und dem Stern liegt, oder, was auf dasselbe herauskommt, der 
Winkel, den die Visierlinie zum Stern mit der horizontalen Ebene durch das Auge 
bildet. Er wird positiv (von 0° bis +90°) oberhalb, negativ (von 0° bis -90°) 
unterhalb des Horizontes gezahlt. Das Komplement der Hohe wird die Zenit
distanz genannt. Das Azimut eines Sterns ist der Winkel, den sein Vertikal
kreis mit dem Meridian bildet; er wird im allgemeinen von Sliden liber Westen 
von 0 0 bis 360° gezahlt. Es ist leicht zu sehen, daB die beiden Koordinaten 
Hohe und Azimut ausreichen, urn die Lage eines Punktes auf der Himmels
kugel zu bezeichnen. 

Die entsprechenden Koordinaten, bezogen auf den Aquator, werden Deklina
tion und Stundenwinkel genannt. Die Deklination eines Sterns ist der Bogen 
seines Deklinationskreises, der zwischen dem Aquator und dem Stern liegt, oder 
der Winkel, den die Visierlinie zum Stern mit der Ebene des Aquators bildet. 
Sie wird nordlich oder positiv genannt, wenn der Stern auf derselben Seite des 
Aquators liegt wie der Nordpol, slidlich oder negativ auf der anderen Seite. 
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Das Komplement zur Deklination wird die Poldistanz genannt; fur Sterne mit 
sudlicber Deklination ist diese also> 90°, wogegen die Deklination ebenso wie 
die Robe nie einen groBeren Zablenwert als 90° bat. Der Stundenwinkel eines 
Sterns ist der Winkel, den sein Deklinationskreis mit dem Meridian bildet. Er 
wird von der sudlicben Seite des Meridians gezablt und positiv gegen Westen. 
Er wacbst also bestandig wabrend der taglichen Bewegung, und da der Stern 
sich gleicbmaBig bewegt und in 24 Stunden 360° durchlauft, so entspricbt jede 
Stunde 15 0, jede Zeitminute 15' und jede Zeitsekunde 15". Der Stundenwinkel 
kann desbalb in Graden, Minuten und Sekunden oder in Stunden mit ihren 
Unterabteilungen ausgedruckt werden. In der Astronomie werden diese mit h, 
m und s bezeicbnet. 

Kennt man Robe und Azimut eines Sterns, dann konnen Deklination und 
Stundenwinkel durcb Berecbnung gefunden werden und umgekebrt. Die Be
dingung hierfur ist, daB man die gegenseitige Lage der Koordinatensysteme kennt. 
Da der Meridian beiden gemeinsam ist, und die Schnittlinie zwiscben Aquator 
und Rorizont eine feste Richtung (Ost-West) bat, so wird die gegenseitige Lage 
ausscblieBlicb von dem Neigungswinkel dieser beiden Ebenen abhangen. Dieser 
Winkel wird AqttatorhOhe genannt. Da der Pol 90° vom Aquator entfernt ist, 
so ist die Robe des Pols uber dem Rorizont das Komplement zu der Aquator
hohe. Wie wir spater seben werden, ist die PolhOhe dasselbe wie die geographische 
Breite. 1st der Sudpol des Rimmels uber dem Rorizont, so wird die Polbobe 
negativ gerecbnet, so daB negative Polhohe sudlicber Breite entspricbt. 

19. 1m folgenden wird bezeicbnet: 

die Rohe mit h 
das Azimut mit Az 
die Deklination mit () 
der Stundenwinkel mit 
die PolhOhe mit gJ. 

Abb. 11 gibt eine Darstellung der Rimmelskugel mit dem Beobachter im 
Zentrum C. Die Gerade ZCn ist die Vertikallinie mit dem Zenit in Z und dem 
Nadir in n. NWSO ist der Rorizont, von der Seite und etwas von oben geseben 
(die Zeicbnung ist eigentlich nicht ganz korrekt: wenn die Rimmelskugel als 
etwas von oben geseben vorausgesetzt wird, dann sollten Pol und Zenit nicbt in 
der Ebene des Papiers liegen). Die Gerade PCp ist die Weltacbse mit dem 
Nordpol in P, dem Sudpol in p. A WQO ist der Rimmelsaquator; die mit dem 
Rorizont gemeinsamen Punkte W und 0 sind der West- und Ostpunkt. Der 
Kreis, der die Abbildung begrenzt und der durcb das Zenit, den Nadir und 
die Pole geht, ist also der Meridian. NS ist die Mittagslinie mit dem Nordpunkt 
in N, dem Sudpunkt in S. Der groBte Kreis ZWnO ist der erste Vertikal. 

Der Meridianbogen N P ist die PolhObe gJ. Der Bogen QZ ist die Deklination 
des Zenits, SQ oder AN die AquatorhObe. Da die Bogen ZN und PQ beide 90° 
sind und das Stuck PZ beiden gemeinsam ist, so sind NP und QZ aucb gleicb 
groB oder die Deklination des Zenits ist gleich der PolhOhe. 

Mit St werde ein Stern bezeicbnet, der wabrend der taglichen Bewegung 
den Parallelkreis SoStSu bescbreibt, wovon ein Teil unter dem Rorizont liegt. 
ZSt ist der Vertikalkreis des Sterns, der den Winkel Az mit dem Meridian bildet; 
der Bogen bSt ist die Rohe des Sterns h. PSt ist der Deklinationskreis des Sterns, 
der mit dem Meridian den Stundenwinkel t bildet; der Bogen eSt ist die Deklina
tion des Sterns. 

Man wird bemerken, daB in das spharische Dreieck mit den Ecken im Pol, 
im Zenit und im Stern, also PZSt, die Komplemente der Robe, der Deklination 
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und der Polhohe als Seiten eingehen; der Winkel bei P ist der Stundenwinkel 
und der Winkel bei Z ist das Supplement des Azimuts. Sofern man von diesen 
funf GroBen drei kennt, wird man also mit Hilfe der Satze aus der spharischen 
Trigonometrie die ubrigen berechnen konnen. 

Der dritte Winkel im Dreieck, der Winkel also zwischen dem Vertikalkreis 
und dem Deklinationskreis, wird der parallaktische Winkel des Sterns genannt. 

Die Figur sollte immer wie in Abb. 11 gezeichnet werden: die Himmelskugel 
von Westen gesehen, also P links von Z. Nur dann werden die beiden Winkel t 
und Az das, was sie sein sollen. Zeichnet man die Himmelskugel von Osten ge
sehen, werden die beiden Winkel in der Figur - t und - Az, was fUr einen 
Anfanger leicht Schwierigkeiten mit sich fUhrt. 

Z 

Abb.ll . 

20. Aus der Abbildung ist ersichtlich, daB ein Tei! der Sterne im Lauf der 
taglichen Bewegung an der ostlichen Seite des Horizonts aufgeht, daB darauf die 
Hohe zunimmt, bis der Stern in den Meridian kommt (obere Kulmination). Auf 
der westlichen Seite des Meridians fangt der Stern an zu sinken; nach Verlauf 
einiger Zeit gebt er unter, und 12 Stunden nach der oberen Kulmination passiert 
der Stern den Meridian zum zweiten Male (untere Kulmination). Er hat dann 
seinen groBten Tiefstand unter dem Horizont erreicht. Der Teil des Parallel
kreises des Sterns, der uber dem Horizont liegt , wird sein Tagbogen, der Rest 
sein Nachtbogen genannt. Fur einen Stern im Himmelsaquator, mit der Deklina
tion Null also, sind Tagbogen und Nachtbogen gleich; hat die Deklination das
selbe Vorzeichen wie die Polh6he, ist der Tagbogen groBer als der Nachtbogen, 
bei entgegengesetztem Vorzeichen ist es umgekehrt. Bei uns wird also ein Stern 
mit nordlicher Deklination mehr als 12 Stunden uber dem Horizont bleiben. 
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Ferner zeigt Abb. 11, daB es andere Sterne gibt, die bei der unteren Kul
mination nicht bis zum Horizont hinuntergelangen, die also bestandig tiber dem 
Horizont sind. Sie werden Zirkumpolarsterne genannt. Urn den entgegengesetzten 
Pol herum haben wir einen entsprechenden Teil des Himmels; die Sterne,. die 
sich in diesem Teil befinden, gehen niemals auf. Die Bedingung daflir, daB 
ein Stern ftir einen Beobachter, der den Nordpol tiber dem Horizont hat, zirkum
polar sein solI, ist nach Abb. 11 : 

{):> 90° - rp, 

die Deklination muB also gleich der Aquatorhohe oder groBer sein. Bei einer 
Polhohe von 60° wird demnach jeder Stern, dessen nordliche Deklination 30° 
oder mehr ist, zirkumpolar sein. Ein Stern, dessen Deklination mehr als 30° 
stidlich ist, kann an diesem Ort nie wahrgenommen werden. Durch die Refraktion 
(vgl. S. 55 und 110) werden diese Satze etwas modifiziert. 

Der Teil des Himmels, der die Zirkumpolarsterne enthalt, bildet eine Kalotte, 
die (bei uns) vom Parallelkreis durch den Nordpunkt abgeschnitten wird. Wieviel 
vom ganzen Himmel dies ausmacht, kann man aus Abb. 12 Z 
ersehen, die die Himmelskugel, mit den Parallelkreisen als 
gerade Linien gezeichnet, darsteUt. N P 5 ist die zir kum
polare Kalotte mit der Hohe (ZonenhOhe) P B = PC - BC 
= r(1-cosrp), wo r der Radius der Kugel ist. Wird die ganze HjL--L-:!~---.J 

Kugel als eine Zone mit der Hohe 2r angesehen, dann wird 
(da die Areale den Hohen proportional sind) das Verhaltnis: 

x = r (1 - cosrp) = 1 - cosrp = sin21'.. . 
2r 2 2 

Abb.12. 

1st rp = 90°, wird x gleich 1/2, d. h. die eine Halfte des Himmels ist zirkumpolar, 
die andere Halfte immer unsichtbar; das Zenit fallt mit dem Pol zusammen, 
und die tagliche Bewegung des Himmels geht horizontal vor sich. 

Das ist an den Erdpolen der Fall. 
Ftir rp = 60° ist cosrp = 1/2 und x = 1/4, Ein Viertel des Himmels ist zirkum

polar, das entgegengesetzte Viertel immer unsichtbar. 
1st rp = 0, wird auch x = 0, es gibt keine Zirkumpolarsterne. Der nord

liche Himmelspol faUt in den Nordpunkt, .der Slidpol in den Stidpunkt; die 
Weltachse liegt horizontal, die tagliche Bewegung des Himmels geht senkrecht 
zum Horizont vor sich. Das ist beim Erdiiquator der Fall. 

Auf der slidlichen Halbkugel sind die Verhaltnisse die gleichen, da cos (- rp) 
= cosrp. Die Sonne hat indessen ihre obere Kulmination im Norden, und ftir 
einen Beobachter, der sein Gesicht der Sonne zuwendet, geht die tagliche Be
wegung des Himmels von rechts nach links vor sich. 

Jeder Himmelskorper, dessen Deklination konstant ist, erreicht, ob er zirkum
polar ist oder nicht, seine groBte Hohe im Meridian bei oberer Kulmination. 
Der Stern durchlauft auf der westlichen Seite des Meridians dieselben Hohen 
wie auf der ostlichen, aber in umgekehrter Reihenfolge. Zwei gleich groBe Hohen 
desselben Sterns werden korrespondierende Hohen genannt; wenn die Deklination 
konstant ist, werden diese Hohen auf beiden Seiten vom Meridian in dem 
gleichen Abstand erreicht. 

21. Die Art und Weise, auf die sich das Azimut eines Sterns bei der tiig
lichen Bewegung verandert, ist (wie man aus Abb. 11 ersieht) verschieden, je 
nachdem der Stern bei seiner oberen Kulmination den Meridian zwischen Zenit 
und Pol oder auf der anderen Seite des Zenits, bei uns also im Sliden, passiert. 
1m letzteren Fall ist das Azimut 0° bei der oberen und 180° bei der unteren Kul
mination, es nimmt aber in der Zwischenzeit nicht gleichformig zu. 1m ersten 
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Fall dagegen ist das Azimut 180 0 sowohl bei der oberen wie bei der unteren Kul
mination. Die Verhaltnisse lassen sich dann aus Abb. 13 ersehen, die die Himmels
kugel von oben gesehen darstellt, mit dem Zenit in Z und mit dem Horizont 

N als begrenzendem Kreis. P ist der Pol, folglich P Z der Meri
dian, mit dem Nordpunkt in N, dem Sudpunkt in S. BA ist 
der Parallelkreis des Sterns. Von 180 0 bei oberer Kulmi
nation nimmt das Azimut dann ab, bis der Stern in A ange
langt ist, wo sein Vertikalkreis den Parallelkreis tangiert. 
Das Supplement zu diesem kleinsten Azimut wird die grofJte 
westliche Digression genannt. Darauf beginnt das Azimut 
wieder zuzunehmen bis zu 180 0 bei unterer Kulmination. 

S worauf sich derselbe Vorgang in umgekehrter Reihenfolge auf 
Abb.13. der ostlichen Seite des Meridians wiederholt, so daB die 

groBte ostliche Digression ebenso lange vor der oberen 
Kulmination eintrifft wie die groBte westliche nach ihr. Fur solche Sterne 
bewegt sich der Vertikalkreis bei der taglichen Bewegung also nicht urn den 
ganzen Himmel herum, sondern schwingt zwischen den beiden durch die Di
gressionen charakterisierten Grenzwerten hin und her. 

Der Wert a, den das Azimut bei der groBten Digression hat, kann aus dem 
rechtwinkligen spharischen Dreieck PAZ gefunden werden, wo 

sinPA = sinPZ sina. 

Mit den oben angefUhrten Bezeichnungen von Deklination und Polhohe ist 
P A = 90 0 - 15 und P Z = 90 0 - ep, folglich erhalten wir cos 15 = cos ep sin a 

. cos.3 
oder sma = --. 

coS<p 

1st die Poldistanz 90 c - 15 eine kleine GroBe, so kann man setzen 

180 0 - a = (90 0 - (5) secep. 

Fur den Polarstern z. B. ist 90 0 - 15 = 1 0 .1, so daB man bei 60 0 Polhohe 
die groBte Digression 2 0 .2, bei 70 0 PolhOhe 3 0 .2 erhalt. 

22. Wenn wir das Formelsystem (1) auf S.22 auf das Dreieck Pol-Zenit 
-Stern (Abb. 14) anwenden, dann erhalten wir zwei Reihen von Formeln, die 
die Beziehungen zwischen den Koordinaten im Horizontalsystem (h und Az) 
und in dem Aquatorsystem (15, t) eines Sterns ausdrucken. 

p 

J' 
Abb.14. 

Problem 1. Wir kennen Hohe und Azimut (h und Az) 
eines Sterns sowie die Polhohe (ep) des betreffenden Ortes. 
Wir such en die Deklination und den Stundenwinkel (0, t) 
des Sterns in demselben Augenblick. 

Abb. 14 gibt: 
sin(J = sinep sinh - cosep cosh cosAz 

cos 15 sint = cosh sinAz 

cos 15 cost = cosep sinh + sinep cosh cosAz. 

(1 ) 

Bei der Feststellung des Quadranten fUr t ist zu bemerken, daB coso immer 
positiv ist, daB daher sint und cost dasselbe Vorzeichen haben wie die rechte 
Seite in der zweiten, bzw. der dritten Gleichung. 

Problem II. Wir kennen 15 und t eines Sterns sowie die Polhohe des Ortes ep. 
Wir such en h und Az fUr den Stern in demselben Augenblick. Abb. 14 gibt: 

sinh = sinep sin 15 + cosep cos 15 cost 
cosh sinAz = coso sint 
cosh cosAz = - cosep sin 15 + sinep cos 15 cost. 

(2) 
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Numerisches Beispiel s. Anhang. Fur die Quadrantenfrage gelten hier ent
sprechende Bemerkungen wie bei System (1). 

Ein wichtiger Spezialfall ist der folgende: Wir kennen die Polhohe (cp) und 
die Deklination eines Sterns (b). Wir wollen den Stundenwinkel (to) fur den 
Aufgang, bzw. Untergang des Sterns berechnen. 

L6sung. Beim Aufgang und Untergang ist h = o. Wenn wir diesen Wert 
von h in die erste der Gleichungen (2) einsetzen, erhalten wir: 

o = sincp sinb + coscp cosb costo 
und daraus: 

costo = - tgcp tgb . 

Numerisches Beispiel s. Anhang. 
Es ist leicht, diese Gleichung in eine andere umzuformen, bei der die Losung 

durch den tg erhalten wird (vgl. S.23). 
Aus (3) erhalt man: 

und durch Division: 

1 - cos to 
-----

1 + costo 
woraus: 

und: 

1 t - 1 + sin '1' sin <5 -cos - ----
o coscp cos <5 

1 + t - 1 sin(psin<5 
cos 0 - - cosq} cos <5 

cosq' cosJ + sin'll sin<5 cos (cp - <5) 
cosq} cos <5 -- sin '1' sin-~ cos ('1) +-tff ' 

t 2 10 _ cos(cp -J) 
g 2 -- cos (cp + <5) 

t !o = +l/coS((( - <5) 
g 2 ~ - cos (cp + <5) . (4) 

In der Regel ist jedoch die Formel fur costo ebenso anwendbar wie diese, 
da es bei der Berechnung vom Aufgang und Untergang eines Himmelskorpers 
nie auf groDe Genauigkeit ankommt. Uber den EinfluD der Refraktion auf den 
Stundenwinkel fiir den Aufgang und Untergang eines Sterns s. S. 58. 

Urn die Anderung der Hohe mit dem Stundenwinkel zu berechnen, 
konnen wir aus der ersten der spharisch-trigonometrischen Differentialformeln 
(S. 24) die folgende Formel bilden: 

dh = cospdb - cosAzdcp - cosb sinpdt, (5) 

wo p den Winkel am Stern im Dreieck Stern-Pol-Zenit bezeichnet. Wir 
sollen hier cp und b als Konstanten behandeln und erhalten: 

dh = - cosb sinpdt . 
Mit Hilfe von: 

cosb sinp = coscp sinAz 
erhalt man daraus: 

dh . A -- = - cos m sin z 
dt ' , (6) 

d. h. die Hohe eines Sterns andert sich bei der taglichen Bewegung 
am starksten bei Az = ± 90°, also wenn der Stern sich im ersten 
Vertikal befindet. 

23. Das dritte sphiirisch-astronomische Koordinatensystem. Urn den Ort eines 
Sterns am Himmel durch zwei Koordinaten anzugeben, die ebenso wie die 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 3 
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Deklination voUstandig unabhangig von der taglichen Bewegung sind, wird ein 
drittes Koordinatensystem eingefiihrt. Dies kann dadurch geschehen, daB der 
Stundenwinkel durch einen anderen Aquatorbogen ersetzt wird, der nicht vom 
Meridian an gezahlt wird, sondern von einem Punkt, der selbst an der taglichen 
Bewegung teilnimmt. Hierzu benutzt man einen bestimmten Punkt des Aqua
tors, den sog. Friihlingspunkt. Dieser liegt im Sternbild der Fische, unter dem 
Quadrat im Pegasus; die linke Seite des Quadrats urn seine eigene Lange nach 
unten verlangert trifft ziemlich genau darauf. Der Aquatorbogen, der vom 
Friihlingspunkt in entgegengesetzter Richtung zu der taglichen Bewegung bis 
zum Deklinationskreis eines Sterns geht, wird Rektaszension des Sterns genannt; 
im folgenden wird sie immer mit ex bezeichnet. Sie wird bis zu 360 0 oder 24h 
gezahlt, indem sie genau wie der Stundenwinkel in Graden oder Stunden nach 
dem Verhaltnis von 15 0 pro Stunde ausgedriickt werden kann. Der Unterschied 
zwischen den Rektaszensionen zweier Sterne wird nach den Definitionen das
selbe sein wie der Unterschied zwischen ihren Stundenwinkeln, nur mit entgegen
gesetztem Vorzeichen. Zur exakten Definition des Friihlingspunktes und damit 
der Rektaszension werden wir spater kommen (S. 60). 1m Augenblick begniigen 
wir uns damit, folgende konkreten Anhaltspunkte zu geben. 

AUe Punkte auf dem halben groBten Kreis, der vom Nordpol zum Siidpol 
geht und auBerdem durch: 

fJ in der Cassiopeia, haben annahernd ex = Oh 
fJ und e im Fuhrmann, ex = 6h 

y-b im graBen Wagen, ex = 12h 
Y im Drachen, ex = 18h • 

WertvoUe Hilfsmittel beim ersten Studium der Grundbegriffe der spharischen 
Astronomie hat man in den drehbaren Sternkarten und - besonders eindrucks
voll - in den von ZEISS gebauten Planetarien. 

Die astronomischen MeBinstrumente. 
24. Der Theodolit. Zur Messung horizontaler Winkel wird ein Instrument 

benutzt, das auch zu anderen als astronomischen Zwecken in ausgedehntem MaBe 
Verwendung findet, der Theodolit. In 

a Abb. 15 ist dies Instrument schema
tisch dargestellt. Das Fernrohr ab hat 
das Objektiv bei a und das Okular 
bei b; innerhalb von b ist ein Faden
kreuz angebracht, das die optische 
Achse des Fernrohrs bestimmt. Das 

b Fernrohr ist mit einer Umdrehungs
achse cd verbunden, die in zwei zylin
drischen Stahlzapfen endet. Diese 
ruhen in Lagern, zu denen das obere 
Ende von zwei Tragern c e und d t 
ausgebildet ist. Die Trager sind an 
dem inneren der beiden horizontalen 
Kreise befestigt, wahrend der auBere mit 
der Unterlage fest verbunden ist, die 

Abb.15. Theodolit. ihrerseits auf drei Stellschrauben ruht; 
zwei von diesen sind in der Abbildung 

sichtbar. Das Fernrohr mit den Tragern und dem inner en Kreise ist beweglich 
urn eine Achse gh, wahrend der auBere Kreis ik feststeht. Tragt dieser die 
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Teilung, dann muB der Ableseapparat auf dem inneren Kreise, der in diesem 
Fall zur Alhidade wird, angebracht sein. Die Ablesung geschieht fast immer 
mit zwei diametral gegeniiberstehenden Nonien oder Mikroskopen; das Mittel 
zweier solcher Ablesungen ist, wie man leicht nachweisen kann, frei von der 
Wirkung einer etwaigen Exzentrizitiit, die dadurch zustande kommt, daB das Zen
trum des beweglichen Kreises nicht genau mit dem Zentrum des festen zu
sammenHillt. 

Urn die Genauigkeit noch we iter zu erhohen, hat man manchmal vier Nonien 
mit 90 0 Zwischenraum; hierdurch wird zugleich der Fehler aufgehoben, der da
durch entstehen kann, daB die Kreisebene nicht genau senkrecht zur Umdrehungs
achse gh steht. Die optische Achse des Fernrohrs soH senkrecht zur Achse cd 
stehen (das ist die Zentrallinie durch die zylindrischen Zapfen), und diese wieder 
senkrecht zur Achse g h. 

Wenn das Instrument richtig aufgestellt ist, dann solI die Achse cd horizontal 
und die Achse g h vertikal sein. Hier kommt es also darauf an, die Richtung 
der Schwerkraft fiir das Auge sichtbar zu machen. Dies wird durch den be
kannten Hilfsapparat erreicht, der Wasserwaage oder 
Libelle (Niveau) genannt wird. Sie besteht aus einer ~j iii itrrr-n 
schwach gekriimmten (oder inwendig krumm ge- \\..-- ----u 
schliffenen) Glasrohre, die teilweise mit Ather oder Abb.16. Libellenrohre. 

Spiritus gefiillt ist, so daB eine Dampfblase iibrig-
bleibt. Diese wird sich an der hochsten Stelle der Rohre einstellen, die mit 
Strichen zur genauen Ablesung der Stellung der Blase versehen ist, wie Abb. 16 
zeigt. Die Rohre ist in einer Metallkapsel ab (Abb. 17) eingeschlossen und mit 
zwei FiiBen c und d versehen, die auf der zylindrischen Unter- b 
lage ef, die horizontal gestellt werden solI, aufgesetzt wer
den. Wenn die Libelle fehlerfrei ist, wird dies der Fall sein, 
wenn die Enden der Blase gleich weit von der Mitte der 
Rohre entfernt sind. Es kann vorkommen, daB die Rohre 
etwas schief in der Kapsel liegt oder daB deren FiiBe nicht 
gleich lang sind; der Zweck kann dennoch, falls der Fehler 
nicht zu groB ist, voHstandig dadurch erreicht werden, daB 
man die Wasserwaage umlegt und dafiir sorgt, daB die 
Blase in beiden Lagen gleich we it von der Mitte der Rohre 

Abb . 17. Libelle. 

steht. Die Stellung der Rohre in der Kapsel kann im aHgemeinen durch Schrau
ben reguliert werden. 

Wird ein solcher Apparat nun auf die Achse cd des Theodolits (Abb. 15) 
gesetzt, dann kann man zunachst das Instrument so aufstellen, daB die Achse g h 
vertikal steht. Dies wird der Fall sein, wenn die Blase ihre Lage zu den Strichen 
der Rohre nicht verandert, wie man das Instrument auch urn die Achse g h drehen 
mag. Urn dies zu erreichen, stellt man das Instrument zuerst nach AugenmaB so 
ein, daB die Achse cd der Verbindungslinie durch zwei Stellschrauben parallel wird, 
worauf diese in entgegengesetztem Sinne so lange gedreht werden, bis die Blase 
einigermaBen in der Mitte steht; ohne die Libelle zu beriihren, dreht man dann das 
Instrument urn 180 0 urn die Achse gh und sorgt durch fortgesetztes Drehen der 
beiden Stellschrauben dafiir, daB die Stellung der Blase zu den Strichen in diesen 
beiden Lagen des Instrumentes die gleiche bleibt, so daB das eine Mal der Ausschlag 
genau so weit nach links fallt wie das andere Mal nach rechts, fiir den Fall, daB 
die Blase nicht beide Male in der Mitte steht. Fiihrt man dann mit Hilfe der 
dritten Stellschraube die gleiche Operation in den beiden Lagen des Instruments 
aus, bei denen die Achse cd senkrecht zu den beiden vorigen Lagen steht, dann 
ist die Achse vertikal. Dies nennt man das Nivellieren des Instruments. 

3* 
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SoUte es sich dann beim Umlegen der Libelle zeigen, daB die Achse cd 
(Abb. 15) nicht genau horizontal ist , dann kann es dadurch korrigiert werden, 
daB das eine Lager durch ein paar Schrauben etwas gehoben oder gesenkt wird. 

Die Libelle kann nicht nur dazu benutzt werden, urn zu untersuchen, ob 
die Unterlage eine Neigung gegen den Horizont hat, sondern auch, urn den 
Betrag der Neigung zu messen, wenn man ein fiir aIle mal den Teilwert der 
Libelle bestimmt hat, das ist die Winkelanderung, die der Bewegung der Enden 
der Blase von einem Strich zum nachsten entspricht. Dies kann auf verschiedene 
Weise gemacht werden, z. B. indem man die Libelle auf eine Unterlage setzt, 
deren eines Ende durch eine 1Iikrometerschraube gehoben oder gesenkt werden 
kann. Die Schraubenhohe, dividiert durch den Abstand der Schraubenspitze 
yom anderen Ende der Unterlage, wird dann den Winkel geben, der einer ganzen 
Umdrehung der Schraube entspricht; multipliziert man mit der Zahl s, erhalt 
man diesen Winkel in Bogensekunden. 

Die Anwendung des Instruments ist nun leicht verstandlich. Wird das Fern
rohr auf zwei Gegenstande in verschiedenen Richtungen eingesteUt, und wird 
beide Male der horizontale Kreis abgelesen, so wird der Unterschied zwischen 
den Ablesungen nicht den Winkel zwischen den Ziellinien, sondern den Winkel 
zwischen ihren horizontalen Projektionen geben. Mit anderen Worten, das, was 
mit dem Theodolit gemessen wird, ist der Winkel zwischen zwei Vertikal
ebenen. Nur in dem FaIle, daB be ide Ziellinien in die horizontale Ebene fallen, 
werden die beiden genannten Winkel identisch werden. 

Wenn die beiden Punkte in erheblich verschiedener Hohe liegen, ist es von 
Wichtigkeit, daB die obengenannte Forderung, wonach die optische Achse des Fern
rohrs senkrecht zur horizontalen Umdrehungsachse stehen soIl, erfiillt ist. Eine 
Abweichung hiervon wird der Kollimationsfehler des Fernrohrs genannt. 1st 
ein so1cher vorhanden, dann wird die optische Achse, verlangert bis zur Himmels-

kugel, bei der Drehung des Fernrohrs urn die hori
zontale Achse nicht einen Vertikalkreis oder iiber
haupt einen gr6Bten Kreis beschreiben, sondern einen 
damit parallelen kleinen Kreis. Zur Priifung richtet 
man das Fernrohr zuerst auf einen entfernten Gegen
stand auf der Erde, legt darauf das Fernrohr in den 

c---- __ F-----rL Lagern urn und richtet es nun wieder auf denselben 
Punkt, ohne eine Drehung urn die Vertikalachse vor
zunehmen. Fallt das Bild des entfernten Gegenstandes 
dann neben das Fadenkreuz, so ist die Abweichung das 
Doppelte des Kollimationsfehlers, wie bei Abb. 18 an
gedeutet, wo cd die Horizontalachse des Instruments 
ist, N a die Normale dazu, bG die optische Achse des 

Abb. 1S. Fernrohrs bei der ersten Einstellung auf den Gegen-
stand, der sich in der Richtung aG befindet . Nach 

der Umlegung wird die optische Achse dann in die Richtung b' G' fallen, also 
neb en den Gegenstand. 

Der Kollimationsfehler kann behoben werden durch eine Verschiebung des 
Fadenkreuzes in seiner eigenen Ebene mit Hilfe von Schrauben, die zu diesem 
Zweck durch das Rohr geschraubt sind, und die auf den Rahmen, auf den die 
Faden gespannt sind, wirken. Man kann aber auch, wenn der eingestellte Punkt 
auf der Erde nicht zu hoch iiber dem Horizont liegt , den Betrag des Kollimations
fehlers dadurch bestimmen, daB man nach der Umlegung eine Drehung urn die 
Vertikalachse vornimmt, bis das Fadenkreuz den Gegenstand wieder deckt, und 
beide Male den Horizontalkreis abliest. Die Halfte des Unterschiedes der Ab-
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Ie sung wird der Kollimationsfehler sein. Die Wirkung dieses FehIers auf das 
Resultat einer Beobachtung kann dann berechnet werden. 

Statt das Fernrohr in den Lagern umzulegen, kann man auch halb urn die 
Vertikalachse herumdrehen und beide Male Einstellung und Ablesung vor
nehmen. Von den 180 0 Unterschied auf dem Kreise abgesehen, kommt dies auf 
dasselbe hinaus wie die Umlegung des Fernrohrs. 

25. Korrespondierende Hohen. SoIl ein solches Instrument benutzt werden, 
urn ein Azimut zu bestimmen, so muB man die Richtung des Meridians kennen. 
Diese kann auf verschiedene Weise gefunden werden, vorlaufig soIl nur die 
Methode der korrespondierenden Hohen beschrieben werden. 

Das Fernrohr wird auf einen Stern oder eine andere Stelle auf der ostlichen 
Seite des Himmels eingestellt (nicht zu nahe am Meridian, weil sich dort die 
Hohe nur langsam andert) und der Horizontalkreis wird abgelesen. Wenn nach 
Verlauf einiger Stunden der Stern sich derselben Hohe am westlichen Himmel 
nahert, wird das Instrument urn die Vertikalachse gedreht, bis der Stern in 
das Feld kommt, und die Drehung wird fortgesetzt, bis er wieder auf dem Faden
kreuz steht. Damit beendet man die Drehung, und der Kreis wird zum zweiten 
Mal abgelesen. 1st das Instrument in der Zwischenzeit keiner anderen Ver
anderung unterworfen gewesen, so sind die beiden Hohen gleich groB (ihre GroBe 
kommt nicht in Betracht), und wenn die Deklination des Sterns sich in der 
Zwischenzeit nicht geandert hat, so befanden sich ihre beiden Vertikalebenen 
in derselben Entfernung yom Meridian, die eine ostlich, die andere westlich. 
Sind c und c' die beiden Kreisablesungen, dann wird demnach 1/2 (c + c') die 
Ablesung geben, die der Stellung des Fernrohrs im Meridian entspricht. Diese 
Ablesung kann dann als Ausgangspunkt fUr die Bestimmung des Azimuts eines 
beliebigen Punktes am Himmel oder auf der Erde dienen. 

1st die Deklination nicht konstant, sondern das erstemal b, das zweitemal 
t5 + L1, wo LI einen kleinen Zuwachs bedeutet (positiv oder negativ), dann kann 
die Methode genau so gut angewandt werden, aber an das Mittel der Kreis
ablesungen muB dann eine kleine Korrektion x angebracht werden. Diese Kor
rektion kann mit Hilfe der ersten der Gleichungen (1) im § 22: 

sint5 = sin<p sinh - cos<p cosh cosAz 
gefunden werden. 

Hier ist <p konstant, da beide Beobachtungen an demselben Ort vorgenommen 
sind, ebenso wie It konstant ist, da die beiden Hohen gleich graB waren; wenn 
aber b verschieden war, dann ist das westliche Azimut verschieden yom ost
lichen. Wird die Gleichung differenziert und dIP = dh = 0 gesetzt, so wird: 

cost5do = cos<p cosh sinAzdAz. 

1st die Deklinationsanderung L1 so klein, daB sie als differentiell angesehen 
werden darf, dann kann man do = L1 setzen und daraus die Anderung des 
Azimuts dAz berechnen, vorausgesetzt, daB man die ubrigen GroBen kennt. 
Die Breite <p wird hinreichend genau bekannt sein, Az kann gleich der halben 
Differenz zwischen den Kreisablesungen gesetzt werden, die Hohe h aber ist 
unbekannt. Indessen erhalt man aus demselben spharischen Dreieck (§ 22): 

cosh sinAz = coso sint , 
woraus: 

j 
dAz = . 

COS'l' sIn t 

Der Stundenwinkel kann mit hinreichender Genauigkeit gleich der halben 
Zwischenzeit zwischen den Beobachtungen gesetzt werden. 
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Die vorhergenannte Gro13e x ist indessen nicht dasselbe wie dAz; letzteres 
bezeichnet namlich den Betrag, urn den das westliche Azimut das ostliche in
folge des Deklinationszuwachses LI ubersteigt, wah rend x, das eine durch diesen 
Deklinationszuwachs verursachte Korrektion bezeichnet, das entgegengesetzte 
Vorzeichen haben muJ3; da ferner x die Korrektion des Mittels der Kreis
ablesungen bezeichnet, so erhalt man schliel3lich: 

-1 
x = - 2 COS'l' sint . 

Fur die Sonne z. B. andert sich wahrend der Zeit des Aquinoktiums (vgl. 
§ 40) die Deklination etwa l' in der Stunde; der genaue Betrag fUr jeden Tag 
ist in den nautischen und astronomischen Jahrbuchern angegeben. Zwischen Win
tersonnenwende und Sommersonnenwende ist LI positiv, den Rest des Jahres nega
tiv. Liegen zwischen den Beobachtungen z. B. 8 Stunden, also t = 4h = 60°, 
dann erhalt man auf einer Breite von 60 °, wenn die Beobachtungen zur Zeit 

fJ 
des Herbstaquinoktiums vorgenommen sind: 

x = + ~. ,;_. 2 . 8' = ungefahr 9'. 
2 r3 

Bei Benutzung der Sonne kann die Richtung 
der Mittagslinie auch als Mittellinie zwischen 
zwei gleich langen Schatten auf einer horizon
talen Ebene bestimmt werden. Wird z. B. der 
Schatten von der Spitze eines geraden Kegels 
(eines Gnomons) benutzt, so kann man urn die 

c D Grundflache des Zentrums einen Kreis, oder 
Abb.19. Gnomon. mehrere konzentrische Kreise, auf der horizon-

talen Ebene ziehen. Die beiden Punkte der 
Peripherie, in die die Schattenspitze im Laufe des Tages blIt, werden aufgezeich
net, worauf der Bogen zwischen ihnen halbiert wird. Jeder Kreis gibt dann 
eine Bestimmung der Richtung der Mittagslinie. Das Verfahren ist durch 
Abb. 19 illustriert; wo ABC D eine ebene Scheibe ist, die von vornherein durch 
ein Niveau horizontal gestelIt sein mul3. Die vorhergenannte Wirkung der 
veranderlichen Deklination der Sonne ist bei der Genauigkeit, die mit diesen 
Mitteln erreicht werden kann, ohne wesentliche Bedeutung. 

26. Das Universalinstrument. Urn die Hohe eines Sterns zu messen, kann 
ein Instrument mit vertikaler und horizontaler Umdrehungsachse, eben so wie 
beim Theodolit, benutzt werden, das auf dieselbe Weise wie dieser zu nivel
lieren ist, aber mit einem vertikalen geteilten Kreis und dazugehoriger Alhi
dade, statt mit dem horizontalen Kreise des Theodolits, versehen ist. Wenn 
der geteilte Limbus dem Fernrohr bei seiner Bewegung urn die Horizontalachse 
folgt, dann darf die Alhidade keine Verschiebung in der Kreisebene erleiden; 
zur Sicherung gegen eine solche ist sie mit einer LibelIe versehen, die durch 
ihren Ausschlag sofort zeigt, ob eine Veranderung stattfindet. Stellt sich eine 
solche ein, so kann sie, wenn der Teilwert der LibelIe bekannt ist, leicht bei der 
Ablesung des Kreises in Rechnung gezogen werden. 

Auch der Theodolit ist oft mit einem kleinen Vertikalkreis zur ungefahren 
Bestimmung der Winkel des Fernrohrs gegen den Horizont versehen; wenn aber 
beide Kreise die Winkel mit derselben Genauigkeit, mit der das Fernrohr ein
gestellt werden kann, angeben, dann wird das Instrument Universalinstrument 
(oder Altazimut) genannt, und es kann dann zur Bestimmung sowohl der Hohe 
wie des Azimuts dienen. 
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Ebenso wie man zur Bestimmung des Azimuts die Ablesung auf dem Hori
zontalkreis, die der Stellung des Fernrohrs im Meridian entspricht, kennen muB, 
muB man zum Messen einer Hohe die Ablesung auf dem Vertikalkreis, die der 
horizontalen Stellung des Fernrohrs entspricht, kennen. Dies kann, wenn das 
Instrument nivelliert ist, dadurch erreicht werden, daB man zuerst das Fern
rohr auf einen Gegenstand auf der Erde einstellt und den Vertikal
kreis abliest, darauf urn 180 0 urn die Vertikalachse dreht, das Fern
rohr von neuem auf denselben Gegenstand einstellt und wieder den 
Kreis abliest. Aus Abb. 20, wo 00 die Richtung der optischen Achse 
bei der erst en Einstellung und Z N die Vertikallinie vorstellt, urn 
die die Drehung von 180 0 vor sich ging, sieht man, daBdieoptische 
Achse nach dieser Drehung die Stellung 0' 0' einnimmt, deren Win
kel zur ursprunglichen Stellung die doppelte Zenitdistanz des 
Gegenstandes ist; dieser Winkel ist die Differenz zwischen den 
beiden Kreisablesungen, die man erhalt, wenn das Fernrohr bei 

z 

N 
Abb.20. 

o 

der Drehung urn die Horizontalachse wieder auf den Gegenstand eingestellt 
wird. Ebenso sieht man, daB das Mittel der beiden Ablesungen den Zenit
punkt des Kreises geben wird; 90 0 auf beiden Seiten davon entfernt liegen 
seine Horizontalpunkte, die als Ausgangspunkte zum Messen von Hohen die
nen konnen. 

Die Einrichtung des Universalinstruments ist in Abb.21, wo ik der Hori
zontalkreis, cc der Vertikalkreis mit zwei Lupen zum Ablesen der Nonien ist, 
schematisch dargestellt. Zugleich ist hier 
eine andere Eigentumlichkeit, die oft bei 
solchen Instrumenten vorkommt, zu erken-
nen. Aus Abb. 15 ersieht man, daB, wenn 
ein Fernrohr der dort abgebildeten Kon-
struktion auf einen Punkt in der Nahe des 
Zenits gerichtet werden solI, die beiden 
Trager eine genugende Hohe haben mus
sen, so daB nicht nur das Fernrohr selbst 
unbehindert yom Horizontalkreis gedreht 
werden kann, sondern daB auch der Kopf 
des Beobachters Platz hat. Bei Abb. 21 

o 

c 

ist dies dadurch erreicht, daB das Fern- c 

rohr, wie man sagt, eine gebrochene Achse i~~==~~:JlfE~~====:3'k 
hat. 1m Innern des Fernrohrs ist bei g ein 
rechtwinkliges Glasprisma angebracht, wo-
durch ein durch das Objektiv kommender 
Strahl bei totaler Reflexion in der Richtung 
ga weitergeht; die Achse und der eine Zap
fen (b) sind deshalb hohl, und das Okular 0 

Abb. 21. Universalinstrument. 

ist am Ende des hohlen Zapfens angebracht. Das Fadenkreuz ist wie gewohn
lich etwas innerhalb des Okulars aufgezogen, an der Stelle, wo ein entfernter 
Gegenstand sich abbildet. Mit anderen Wort en , die eine Halfte der optischen 
Achse des Fernrohrs ist durch Reflexion in eine andere Richtung gelenkt, so 
daB das Auge sich immer in derselben Hohe befindet, wie das Fernrohr auch 
eingestellt ist. 

Es kann manchmal von Interesse sein, Hohe und Azimut eines Punktes am 
Himmel schnell angeben zu konnen, ohne daB man MeBapparate zur Hand hat. 
Man kann dann in Spannen, das ist der Winkel zwischen dem voneinander 
ausgestreckten Daumen und Zeigefinger bei ausgestrecktem Arm, messen. Dieser 
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Winkel pflegt ungefahr 12 0 zu sein, man kann ihn aber immer dadurch bestimmen, 
daB man einen schon bekannten Winkel miBt, z. B. die Hohe des Polar sterns 
tiber dem Horizont, die nie mehr als ungefahr einen Grad von der Polhohe 
des Ortes abweicht. Die horizontale Ebene durch das Auge kann ziemlich genau 
beurteilt werden. Das Azimut kann dem Horizont entlang von Stiden nach 
Norden bis zu dem Punkt gemessen werden, der genau unter dem betreffenden 
Punkte liegt. Eine groBe Genauigkeit kann nattirlich nicht erreicht werden, 
aber jedenfalls wird man die Hohe viel genauer als durch Beurteilung nach 
AugenmaB erhalten, da die Erfahrung zeigt, daB ein Winkel immer groBer ge
schatzt wird, je naher er dem Horizont ist. 

27. Hohenmessung mit Reflexionsinstrumenten. Theodolit und Universal
instrument erfordern wegen der Nivellierung die Aufstellung auf einer festen 
Unterlage. Der Sextant und andere R eflexionsinstrumente konnen dagegen 
wahrend der Beobachtung in der Hand gehalten werden. Urn mit einem so1chen 
Instrument eine Hoh e zu messen, muB man indessen von etwas ausgehen, was 
zu seh e n ist, was bei dem wahren (astronomischen) Horizont nicht der 
Fall ist . Auf dem Meere kann man sich dadurch helfen, daB man die Hohe 
tiber dem nattirlichen Horizont miBt. Indem man nach AugenmaB die Ebene 
des Sextanten in die Vertikalebene des betreffenden Gestirns, z. B. der Sonne, 
halt, stellt man das Fernrohr direkt gegen die Kimmung ein und verschiebt 
darauf die Alhidade mit dem groDen Spiegel, bis das Sonnenbild in das Feld 
des Fernrohrs gelangt, worauf die schlieBliche Einstellung dadurch vorgenommen 
wird, daB man den oberen oder unteren Rand der Sonne die Kimmung beriihren 
laBt. Urn sich dagegen zu sichern, daB der dabei gemessene Bogen schief zum 
Horizont liegt, kann man den Sextant en etwas hin und her bewegen (urn eine 
horizon tale Achse in der Ebene des Sextanten), indem man darauf achtet, daB 
das Sonnenbild nicht iibergreift, sondern nur an einem einzigen Punkte beriihrt. 

Da der nattirliche Horizont indessen etwas unter dem wahren liegt, muB 
der auf dem Limbus abgelesene Winkel urn die Neigung zwischen diesen beiden 
Horizonten, Kimmtiefe genannt, vermindert werden. Die GroBe der Kimmtiefe 
solI spater (S. 136) bestimmt werden; hier solI nur die praktische Regel angefUhrt 
werden, daB man die Kimmtiefe in Bogenminuten erhalt, wenn man die Quadrat
wurzel aus der Hohe des Auges iiber dem Meere, ausgedrtickt in Metern, mit 

s 

S 1.78 multipliziert. In den Seekalendern findet man Ta
bellen fUr die Kimmtiefe mit der Augenhohe als Argument. 

c 
Abb.22. 

Auf dem festen Lande benutzt man einen sog. kiinst
lichen Horizont, das ist eine horizontale, spiegelnde Ebene, 
entweder eine Glasplatte, die auf drei Stellschrauben ruht 

o und durch eine Libelle nivelliert werden kann, oder besser 
eine Schale mit Quecksilber, das sich von selbst horizon
tal einstellt. 1m Freien muD man sie mit einem Glas
dach bedecken, urn sie gegen Wind zu schiitzen. 1m 
Quecksilber wird man dann ein Bild der Sonne sehen, das 
genau so tief unter dem Horizont steht wie die wirkliche 
Sonne dartiber. Man stellt das Fernrohr des Sextanten 

auf das reflektierte Sonnenbild ein und bringt durch die Alhidade das andere 
herunter, bis sie sich bertihren. Das, was man dabei miBt, ist die doppelte 
Hohe, wie man aus Abb. 22 sehen kann, wo A B der horizontale Spiegel ist, 
o die Stelle des Sextanten bezeichnet und OS die Richtung zum Sonnen
rande oder zum Stern angibt. Wegen seiner groBen Entfernung konnen die 
Strahlen 5 H, die das Quecksilber treffen, als parallel zu SO angesehen werden. 
1m Quecksilber sieht man die Sonne in der Richtung OC, und der mit dem 
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Sextant en gemessene Winkel SOC wird dann gleich 5 H C, was die doppelte 
Hohe ist. 

28. Das Durchgangsinstrument. Eins der wichtigsten astronomischen Instru
mente ist das Durchgangsinstrument (Passageinstrument). Es besteht aus einem 
Fernrohr, das ebenso wie der Theodolit mit einer horizontal en Umdrehungs
achse versehen ist, deren Zapfen 
aber in festen Lagern ruhen. 1m 
allgemeinen zeigt diese Achse in der 
Richtung Ost-West, wodurch die 
optische Achse des Fernrohrs sich 
also in der Ebene des Meridians be
wegt. 

Abb. 23 zeigt die Aufstellung: a 
ist das Objektiv, b das Okular. Das 
Fadenkreuz innerhalb des Okulars 
ist hier durch ein Fadennetz, be
stehend aus einem oder zwei hori
zontalen und einer ganzen Reihe 
von vertikalen Faden, ersetzt, von 
denen der mittlere, wenn das Instru
ment richtig aufgestellt ist, den 
Meridian vertritt. Durch c und d 
sind die beiden Zapfen der Horizon-

p 

a 

l 

p 

b 

talachse angedeutet, deren Lager auf 
zwei soliden Steinpfeilern pp an- ~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ 
gebracht sind, die in der Erde fest 
fundamentiert sind und an keiner 

Abb. 23. Durchgangsinstrument. 

Stelle den FuDboden, auf dem der Beobachter sich befindet, beriihren. Urn 
das Fadennetz in der Nacht sichtbar zu machen, kann man in die Kapsell einen 
Beleuchtungskorper einsetzen, der durch die hohle Achse leuchtet, und dessen 
Licht an einer passenden Stelle k reflektiert und so nach dem Okular herunter
gesandt wird. Der reflektierende Korper dad natiirlich dem yom Objektiv kom
menden Strahlenkegel nicht in den Weg kommen. 

Man wendet auch transportable Instrumente dieser Art an, die sich nur 
darin von dem erwahnten unterscheiden, daD die beiden Steinpfeiler durch ein 
soli des Eisengeriist ersetzt sind, dessen zwei Stander die Lager 
tragen und dessen flache Unterseite auf einem einzigen Steinpfei
ler, im allgemeinen mit drei massiven Stellschrauben zur Regu
lierung der Stellung des Instruments, ruht. 

t1J:1 
\tI!1 Hier findet die Uhr ihre Anwendung als Mittel zur Winkel

messung. Das Instrument wird namlich dazu benutzt, um den 
Abb. 24. Gesichts

Augenblick genau zu bestimmen, in dem ein Stern den Meridian feldeinesFernrohrs. 

passiert. Wenn der Stern wahrend der taglichen Bewegung durch 
das Gesichtsfeld des Fernrohrs geht, so wird er nach und nach alle vertikalen 
Faden passieren, und alle diese Augenblicke werden notiert. Hierzu be
sonders wendet man den Chronograph en (s. S. 11) an. Mit etwas Dbung kann 
man auch ohne einen solchen jeden Durchgang auf ein oder zwei Zehntel 
Sekunden bestimmen; indem man die Sekunden zahlt, wahrend man in das Fern
rohr sieht, kann man, wie auf Abb. 24 angedeutet, sich die Stelle a merken, 
an der der Stern beim letzten Sekundenschlag vor dem Durchgang durch den 
Faden stand, und die Stelle b, an der er sich beim ersten Sekundenschlag nach 
dies em Durchgang befindet; man kann dann nach AugenmaD schatzen, wie das 
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Intervall zwischen a und b durch den Faden geteilt ist. Kennt man ein fUr alle
mal den Abstand jedes einzelnen Seitenfadens yom Mittelfaden, dann kann man 
durch eine leichte Berechnung finden, wieviel Zeit ein Stern mit gegebener 
Deklination gebraucht, urn diesen Abstand zu durchlaufen. Die Durchgange 
durch die Seitenfaden konnen dadurch auf den Mittelfaden reduziert werden 
und dadurch, daB man das Mittel aller dieser Bestimmungen nimmt, kann man 
die Genauigkeit erhOhen. Es ist klar, daB die groBtmogliche Genauigkeit an
gestrebt werden muB, wenn die Uhr als Winkelmesser benutzt werden solI; da 
namlich 1 S der taglichen Bewegung 15" des Parallelkreises des Sterns entspricht, 
so muB man auf einen klein en Bruchteil einer Zeitsekunde sicher sein, damit 
die Uhr mit dem geteilten Kreis mit feinen Ableseapparaten konkurrieren kann. 

Wird der Einfachheit halber vorausgesetzt, daB die Uhr so reguliert ist, 
daB die Zeiger jedesmal, wenn ein Fixstern durch den Meridian geht (bei 
oberer Kulmination), auf dieselbe Stelle zeigen, dann kann man, wenn der 
Gang der Uhr gleichmaBig ist, zu jeder Zeit den Stundenwinkel des Sterns da
durch finden, daB man von der Uhrablesung einfach die Zeit des Meridian
durchgangs subtrahiert, weil namlich der Stundenwinkel im letztgenannten 
Augenblick Null ist. Sollte die Uhr anders reguliert sein, so tut das nichts zur 
Sache; wenn nur der Gang gleichmaBig ist, kann der letzte Fall durch eine ein
fache Berechnung leicht auf den erst en reduziert werden (vgl. § 72). 

Aus der Definition der Rektaszension eines Sterns (§ 23) ist ferner ersichtlich, 
daB der Unterschied zwischen den Rektaszensionen zweier Sterne gleich dem 
Unterschied zwischen ihren Kulminationszeiten ist, die man nach einer so1chen 
Uhr notiert hat. Kennt man also die Rektaszension nur eines einzigen Sterns, 
so kann man die Rektaszension jedes anderen bestimmen, dessen Meridian
durchgang mit dem Fernrohr beobachtet werden kann. 

Bei dem REPSoLDschen sog. selbstregistrierenden Mikrometer vermeidet man 
den personlichen Beobachtungsfehler, der mit der Schwierigkeit verbunden ist, 
den Augenblick genau zu erfassen, in dem ein Stern durch den Faden im Ge
sichtsfelde des Fernrohrs geht. Dies geschieht mit Hilfe eines beweglichen Fadens, 
den der Beobachter die ganze Zeit wahrend des Durchgangs durch das Feld 
auf dem Stern halt, wobei der Apparat selbst durch einen elektrischen Strom 
in bestimmten Stellungen des Fadens - also des Sterns - im Gesichtsfeld 
Signale auf den Chronographenstreifen gibt. 

Bei Untersuchungen, die in letzter Zeit uber Selbstregistrierung mit Hilfe 
der photoelektrischen Zelle angestellt wurden, wird eine von personlichen Be
obachtungsfehlern ganzlich unabhangige Meridianastronomie angestrebt. 

Was die genaue Aufstellung eines Instruments anbelangt, so kanndie Um
drehungsachse durch eine Libelle auf ihre horizontale Lage gepruft werden, 
und ein eventueller Kollimationsfehler kann durch Umlegen in den Lagern 
untersucht und wenn notig durch Verschiebung des Fadennetzes berichtigt wer
den, wie beim Theodolit erklart wurde. Die Bestimmung der Richtung des 
Meridians durch korrespondierende Hohen kann auf jeden Fall fur eine vor
laufige Orientierung ausreichend sein, aber das beste Mittel zu einer genaueren 
Bestimmung hat man durch Beobachtung eines Zirkumpolarsterns sowohl in 
der oberen wie in der unteren Kulmination. Hierzu wird am besten ein Stern 
benutzt, der nur wenige Grade yom Pol entfernt steht. 

Wenn die Umdrehungsachse namlich wohl horizontal ist, aber nicht genau 
auf Ost- und Westpunkt zeigt, dann wird der groBte Kreis des Instruments, 
das ist der groBte Kreis, der von einer Normalen zur Achse beschrieben wird, 
wohl ein Vertikalkreis sein, aber dieser fallt nicht mit dem Meridian zusammen. 
Die Abweichung wird das Azimut des Instruments genannt (vgl. § 72). In Abb. 25, 
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die einen Teil der Himmelskugel von innen gesehen vorstellt, ist Z das Zenit, P der 
Pol, also Z P N der Meridian. Der Kreis urn P ist der Parallelkreis des Sterns, 
der sich in 0 bei der oberen und in u bei der unteren Kulmination befindet; 
die Zeit zwischen diesen beiden Kulminationen wird genau die Halfte der Zeit 
zwischen zwei oberen Kulminationen sein. 1st nun ZV der 
groBte Kreis des Instruments, so wird der Durchgang durch 
den Mittelfaden bei den beiden Kulminationen in 0' und u' 
stattfinden, statt in 0 und u, wodurch der Kreis nicht mehr 
in zwei gleiche Teile geteilt wird. Da die Bogen nun durch die 
Uhr gemessen werden, so wird selbst eine kleine Abweichung 
hierbei bemerkt werden k6nnen, wenn der Gang der Uhr gleich
maBig ist. Voraussetzung ist hier, daB das Azimut in der Zeit 
zwischen den Kulminationen sich nicht andert. Etwaige Ande-
rungen konnen durch Beobachtung einer in einigem Abstand 
yom Instrument aufgestellten Meridianmarke (Mire) gemes-
sen und nachher in Rechnung gezogen werden. 

Ein Fehler im Azimut kann dadurch korrigiert werden, daB 
das eine Lager durch Schrauben bewegt werden kann, und zwar 

z 

d 

u 

v N 
Abb.25 . 

nicht nur auf- und abwarts zur Berichtigung der Neigung der Achse, sondern 
auch in horizontaler Richtung, zur Berichtigung des Azimuts. 

29. Der Meridiankreis und der Vertikalkreis. Jedes Durchgangsinstrument 
muB mit einem klein en Vertikalkreis versehen sein, mit dessen Hilfe das Fern
rohr im voraus in der richtigen Richtung eingestellt werden kann, so daB ein 
gegebener Stern in das Gesichtsfeld kommt . Hat aber der vertikale Kreis solche 
Dimensionen, daB er das Ablesen von Winkeln mit derselben Genauigkeit zu
laSt, mit der das Fernrohr eingestellt werden 
kann, so wird die Brauchbarkeit des Instru
ments wesentlich erhoht. Man nennt es dann 
einen Meridiankreis. Dieser kann dazu be
nutzt werden, gleichzeitig mit der Kulmi
nationszeit die M eridianhOhe des Sterns zu 
bestimmen. Die Einrichtung eines alteren 
Typus dieses Instruments ersieht man aus 
Abb. 26, wo cc der geteilte Kreis, der dem 
F ernrohr bei dessen Bewegung im Meridian 
mitfolgt, und m vier Ableseapparate sind. Die 
Alhidade ist hier ein an dem Pfeiler befestig-
ter viereckiger Rahmen, oben versehen mit 
einer Libelle v zur Kontrolle etwaiger kleiner 

Abb.26. Alterer Meridiankreis. 

Veranderungen seiner Lage (wie vorher beim Universalinstrument erklart). 
Wenn der Stern sich dem Mittelfaden nahert, wird das Fernrohr so eingestellt, 

daB der Stern gleichzeitig auf den Horizontalfaden kommt, oder mitten da
zwischen, wenn zwei parallele vorhanden sind!. Hinterher kann dann der Kreis 
abgelesen werden. 

Urn hieraus die Meridianhohe zu bestimmen, muB man indessen einen Aus
gangspunkt, z. B. den Zenitpunkt des Kreises, haben. Die beim Universal
instrument beschriebene Methode kann hier nicht angewandt werden, da keine 

1 \Vahrend der Bewegung durch das Gesichtsfeld werden nur Aquatorsterne den 
Horizontalfaden genau parallel laufen; sonst beschreiben die Sterne Parallelkreise, wah
rend jede Gerade im Gesichtsfeld einen groBten Kreis am Himmel darstellt, der durch die 
Ebene bestimmt ist, die durch die Gerade und den Mittelpunkt des Objektivs gelegt wer
den kann. 
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vertikale Umdrehungsachse vorhanden ist; eine Umlegung in den Lagern ist 
bei groJ3eren Instrumenten eine zu umstandliche Operation, urn zu diesem Zweck 
mit Vorteil angewandt werden zu konnen. Hier sollen zwei andere Methoden 
erwahnt werden. 

Unter einem Kollimator wird ein kleineres, mit einem Fadenkreuz versehenes 
Fernrohr verstanden, das auf einem Pfeiler nordlich oder siidlich yom Haupt
fernrohr und in gleicher Hohe mit diesem (meistens im selben Raum) angebracht 
und mit dem Objektiv dem Hauptrohr zugewandt ist. Wenn ein so1cher Kolli
mator mit einem zylindrischen Rohr versehen ist, das in zwei Lagern auf einem 
Gestell mit drei Stellschrauben ruht, so kann er durch eine Libelle horizontal 
gestellt werden; wenn die optische Achse schief im Rohr liegt, kann dies durch 
eine Drehung des Fernrohrs in den Lagern untersucht und vorkommenden Falls 
durch Verschieben des Fadenkreuzes berichtigt werden. Wenn Tageslicht oder 
kiinstliches Licht durch das Okular des Kollimators hineingeworfen wird, dann 
werden die yom Fadenkreuz ausgehenden Strahlen nach dem Durchgang durch 
das Objektiv parallel. Richtet man das Hauptfernrohr auf den Kollimator, so 
wird man also dies Fadenkreuz wie einen entfernten Gegenstand sehen konnen. 
Bringt man nun die Horizontalfaden in beiden Fernrohren zur Deckung, dann 
ist die optische Achse des Meridianfernrohrs horizontal ebenso wie die des Kolli
mators. Die Ablesung des Kreises wird dann einen seiner Horizontalp~tnkte 
geben. 

Leichter ist es, den 1\'adirpunkt des Kreises zu bestimmen. Eine Schale mit 
Quecksilber wird unter das Fernrohr gestellt und das Objektiv nach unten gegen 
diesen horizontalen Spiegel gerichtet. Wird von oben, durch ein besonders dazu 
angebrachtes Okular, Licht hineingeworfen, so werden die yom Fadennetz aus
gehenden Strahlen parallel aus dem Objektiv austreten und auf das Quecksilber 
treffen, von wo sie reflektiert und ungefahr denselben Weg wieder zuruckgehen 
werden. Durch das Okular wird man dann sowohl die Faden selbst wie ihre 
Spiegelbilder sehen. Bringt man den Horizontalfaden und sein Spiegelbild zur 
Deckung, dann befindet sich die optische Achse in einer vertikalen Ebene, die 
senkrecht zum Meridian und also auch zur Ebene des Kreises steht. Der 
dadurch bestimmte Nadirpunkt liegt 90° von den beiden Horizontpunkten und 
180° yom Zenitpunkt entfernt. 

Neben dem Meridiankreis benutzt man zur Bestimmung von Hohen auch 
den sog. Vertikalkreis. Dieser hat, wie der Meridiankreis, einen vertikalen Kreis 
zur Ablesung von Hohendifferenzen, ist aber so eingerichtet, daJ3 er durch Dre
hung urn eine vertikale Saule leicht in ein beliebiges Azimut gebracht wer
den, bzw. bei Meridianbeobachtungen umgelegt werden kann. Man verzichtet 
bei dem Vertikalkreis auf die fUr Durchgangsbeobachtungen notwendige hohe 
Stabilitat des Azimuts und erreicht durch die Umlegungsmoglichkeit Vorteile 
bei der Hohenbestimmung: bei jeder Beobachtung kann der Vertikalkreis um
gelegt und der Zenitpunkt bestimmt werden. DaJ3 die Drehung urn eine vertikale 
Achse geschieht, wird durch ein in der Vertikalkreisebene angebrachtes Niveau 
kontrolliert, bzw. konnen durch das Niveau die Neigungsanderungen bestimmt 
und nachher berucksichtigt werden. 

Bei Hohenmessungen muJ3 man die Biegung des Fernrohrs berucksichtigen. 
Durch die Wirkung der Schwere wird sowohl das Objektivende wie das Okular
ende schwach gesenkt, wenn das Fernrohr nicht gerade gegen Zenit oder Nadir 
gerichtet ist. Sind die Senkungen des Objektivs und des Horizontalfadens gleich 
groJ3, so wird die Richtung der optischen Achse durch die Wirkung der Schwere 
nicht geandert. 1m allgemeinen wird infolge kleiner Verschiedenheiten in den 
beiden Rohrhalften des Fernrohrs ein Unterschied vorhanden sein. Die Schwere 
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bewirkt dann eine mit der Zenitdistanz veranderliche Biegung der optischen 
Achse (GroDenordnung erfahrungsgemaD 1 "). Die Biegung bewirkt, daD die 
Winkeldrehungen der optischen Achse und des Kreises nicht genau gleich werden. 

Die Biegung ist fUr die Horizontallage des Fernrohrs am groDten, fUr die 
Zenitlage und Nadirlage ist sie gleich Null. Die Komponente der Schwere senk-

Abb. 27 . Der Meridiankreis cler Sternwartc Berlin-Babelsberg. 

recht zur Fernrohrachse ist dem Sinus d er Zenitdistanz proportional. Es 
ist daher anzunehmen, daD die Biegung sinz proportional sein wird. 

Die GroDe der Biegung in der Horizontstellung kann man mit Hilfe von 
Kollimatoren bestimmen. Zwei Kollimatorfernrohre (vgl. S. 44), eines nord
lich, das andere sudlich vom Fernrohr, werden genau aufeinander gerichtet, so 
daD man durch das eine Fernrohr die beiden Fadenkreuze genau zusammen
fallen sieht. Die optischen Achsen der Kollimatoren sind dann parallel. Man 
miDt nun mit dem zu untersuchenden Instrument durch sukzessives Einstellen 
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auf die beiden Kollimatoren den Winkel zwischen deren optischen Achsen. Findet 
man genau 180°, so ist die Horizontalbiegung Null. Die Abweichung von 180 ° 
ist gleich der doppelten Horizontalbiegung. 

Die Biegung in anderen Zenitdistanzen ergibt sich aus der Horizontalbiegung un
ter Annahme der Gtiltigkeit des Sinusgesetzes durch Multiplikation mit sinz, und es 
konnen somit aIle Beobachtungen fUr die Wirkung der Biegung korrigiert werden. 

Durch Anbringung eines kleinen Spiegels vor dem Objektiv des Instruments 
entsteht ein reflektiertes Bild des Horizontalfadens neben dem direkten (vgl. 
S.44). Der Abstand zwischen direktem und reflektiertem Fadenbild ist gleich 
dem Doppelten des Winkels zwischen der optischen Achse und der Spiegelnormale. 
Bei geeigneter Anbringung des Spiegels kann man erreichen, daB die Schwere nur 
ParaIlelverschiebungen des Spiegels bewirkt. Dann sind eventuelle Anderungen 
des Winkels zwischen der optischen Achse und der Spiegelnormale bei Drehung 
des Fernrohrs durch die Fernrohrbiegung allein verursacht. Durch Messungen des 
Abstandes zwischen direktem und reflektiertem Fadenbild in verschiedenen Stel
lungen des Fernrohrs konnen also die entsprechenden Fernrohrbiegungen er
mittelt werden. Durch derartige Messungen hat man die Richtigkeit des Sinus
gesetzes bestatigen kOnnen . 

30. Zur Entwicklungsgeschichte des Meridiankreises. Abb. 26 zeigte uns das 
schematische Bild cines alteren Meridiankreises; Abb. 27 stellt einen modernen 
Meridiankreis dar. 

Die historische Entwicklung dieses in der Astronomie so wichtigen Instru
mententypus wird durch die Abb. 19, 28-31, 27 kurz beleuchtet. 

Die erste Stufe in dieser Entwicklung bildet der Gnomon (Abb. 19), ein senk
recht aufgestellter Stab, deren Schattenlange man messen kann, woraus man 
die Hohe der Sonne durch Rechnung erhalt. Ais 
Typus der nachsten Entwicklungsstufe konnen wir 

das parallaktische Lineal be
trachten (Abb.28). 

Die senkrechte Stange ist 
ein fest aufgestellter Gnomon, 
die beiden anderen Stangen sind 
beweglich, die eine, wie man 
sieht, mit zwei Visieren ver
sehen. Die mit Visieren ver
sehene Stange kann urn einen 
Punkt oben auf dem Gnomon 
herumgedreht werden und an 
der unteren beweglichen Stange 
entlanggleiten. Durch Einstel
len der zwei Visiere auf einen 
Himmelskorper und nachherige 
Rechnung kann die Rohe des 

Abb.28. Parallaktisches Gestirns im Beobachtungszeit- Abb.29. Quadrant (TYCHO BRAHE). 
Lineal. 

punkt festgelegt werden. 
Einen wesentlichen Fortschritt in der Entwicklung bildet der Quadrant 

(Abb. 29), wo ein geteilter Viertelkreisbogen urn seinen Mittelpunkt oder - bes
ser - urn den Schwerpunkt des Instruments drehbar ist, und man nach Ein
steHung der Visiere den betreffenden Bogen am Himmel direkt - ohne Rech
nung - ablesen kann. 

In der Abb. 30 sehen wir einen sog. Mauerquadranten, einen fest aufgestellten 
Quadranten mit einem Fernrohr, das mit Hilfe eines kurzen Zapfens urn den 
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:YIittelpunkt des Kreisbogens drehbar war, und in der Abb. 31 den von OLE 
ROMER konstruierten ersten Meridiankreis, mit Vollkreis statt nur eines Viertel
kreises - was fiir die Elimina-
tion des Einflusses gewisser In
strumentalfehlervon entscheiden
der Bedeutung ist - in der durch 
eine lange, in festen Lagern 
ruhende, Achse bewirkten soli
den Aufstellung dieses Instru
mententypus. 

31. PolhOhen- und Deklina
tionsbestimmung am M eridian
kreis. Polhohenbestimmung mit 
Sextant. Der Meridiankreis bie
tet ein bequemes und genaues 
Mittel zur Bestimmung der Pol
hOhe des Ortes und der Deklina
tion der Sterne. Wo astronomische 
Beobachtungen ausgefiihrt wer
den sollen, ist iiberall die Pol
hohe mit das erste, was bekannt 
sein muB. Sie kann in der Tat 
unabhangig von allem anderen 
(die Refraktion ausgenommen) 
bestimmt werden, namlich durch 
Messen der Hohe eines Zirkum
polarsterns in beiden Kulmina
tionen. 

Abb.30. Mauerquadrant mit Fernrohr (BIRD). 

Abb. 32 stellt ein Viertel der 
Himmelskugel vor, von auBen 
und von Westen gesehen, nach 
unten begrenzt vom Horizont, 
im iibrigen vom Meridian mit 
dem Zenit in Z und dem Pol in 
P. Ein Stern, der zwischen Zenit 
und Pol kulminiert, z. B. in So, 
mit der Meridianhohe H, wird 
sich bei unterer Kulmination in 
Su befinden, mit der Meridian
hohe h . Die Abbildung zeigt, daB 
die erste eine Summe von zwei 
Bogen, namlich der Polhohe und 
der Poldistanz des Sterns, die 
andere die Differenz zwischen 
den beiden gleichen Bogen ist. 
Vorausgesetzt, daB die Deklina
tion des Sterns zwischen den 
beiden Kulminationen keine An

Abb. 31. OLE RchfERS Meridiankreis (links) und Instrument im 
ersten Vertikal (rechts). 

derung erlitten hat, erhalt man also die beiden Gleichungen : 

H = cp + 90° - 0 
h = cp - (90° - 0) , 

(1 ) 

(2) 
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die durch Addition rp = 1/2 (H + h) ergeben. Die PolhOhe ist also das Mittel 
der beiden gemessenen Meridianhohen, wobei jedoch zu bemerken ist, daB diese, 
ebenso wie jede andere gemessene Hohe, wegen der Refraktion (eines Phanomens, 
das im nachsten Kapitel besprochen werden solI) korrigiert sein miissen. 

Es gibt indessen auch Zirkumpolarsterne, die bei der oberen Kulmination 
siidlich vom Zenit stehen, z. B. in S. Die Meridianhohe H' muE dann von 
der anderen Seite her gezahlt werden, und wie die Abbildung zeigt, hat man 

SO Z In diesem FaIle (weil der Bogen AS = <5) : 

H' = <5 + 90 0 - rp . (3) 
Fur die untere Kulmination erhalt man dieselbe 

Gleichung wie vorher, die jetzt: 
It = <5 - (90 0 - rp) (2) 

Hn '-----.L-=......:..::..L....---'Hs geschrieben werden kann. 
Abb.32. Urn nun <5 zu eliminieren, muE man (2) von (3) 

c 

subtrahieren und erhalt dann 90 ° - rp = 1/2 (H' - h), oder die Breite ist das 
Komplement der halben Differenz der Hohen. 

Ferner sieht man, daB, wenn die Gleichungen (1) und (2) durch Subtraktion 
und (3) und (2) durch Addition kombiniert werden, rp fortfallt und man eine 
Gleichung zur Bestimmung der Deklination des beobachteten Sterns erhalt. 1st 
die Polhohe ein fUr allemal bestimmt, dann kann jede der drei Gleichungen zu 
demselben Zwecke gebraucht werden. 

1mZusammenhang hiermit solI bemerkt werden, daI3 die Gleichung(3) auf Reisen 
und namentlich zur See sehr haufig zur Bestimmung der Polhohe beim Messen 

Abb. 33. Aquatoreal aufgestelltes Fernrohr. 

der Meridianhohe der Sonne in Anwen
a dung kommt. Freilich kann die Ebene 

des Sextanten nicht von vornherein genau 
in den Meridian gelegt werden, besonders 
dann nicht, wenn man ihn in der Hand 
halt; aber man macht sich hier den Um
stand zunutze, daB die Meridianhohe die 
groI3te Hohe ist. Wenn man also etwas 
vor Mittag das Fernrohr gegen die Kim
mung richtet und durch die Alhidade den 
oberen oder unteren Rand der Sonne mit 
der Kimmung in Beruhrung bringt, so be
halt man die Beruhrung bei, so lange 
man im Fernrohr sehen kann, daE die 
Sonne noch steigt, aber nicht mehr, 
wenn sie anfangt, wieder zu sinken. Was 
man dann am Limbus abliest, ist die 
groI3te Hohe des Sonnenrandes. Wenn 
diese wegen Kimmtiefe und wegen der 
vorher angedeuteten Korrektion (der Re
fraktion) korrigiert ist, muE sie auf das 
Sonnenzentrum reduziert werden, dessen 
Deklination sich in den groBen astronomi-
schen Jahrbuchern fUr jeden Tag im vor

aus berechnet findet und fUr die dazwischenliegenden Zeiten interpoliert werden 
kann. Die Reduktion vom Rand zum Zentrum oder der Radius der Sonne im 
WinkelmaI3, der ungefahr 16' betragt, ist auch in den Jahrbuchern zu finden, 
da er im Laufe des Jahres etwas variiert. 
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Jede gemessene Hohe der Sonne, des Mondes oder eines Planeten muB, wenn 
sie mit der im Jahrbuch angegebenen Deklination kombiniert werden so11, noch 
einer Korrektur unterzogen werden als Folge davon, daB die Richtung yom 
zuHi.lligen Standpunkt des Beobachters aus merklich verschieden sein kann von 
der Richtung, die bei den Koordinaten des Jahrbuchs angegeben ist (Parallaxe). 
Wie man spater sehen wird (S. 139), ist es jedoch nur der Mond, fUr den 
diese Korrektur einen groBeren Wert annehmen kann. 

Abb. 34. Der gro13e Refraktor des Potsdamer astrophysikalischen Observatoriums. 

32. Aquatoreal aufgestellte lnstrumente. Denkt man sich ein Universalinstru
ment so aufgestellt, daB die urspriinglich vertikale Achse mit der Weltachse 
zusammenfallt, also auf den Himmelspol statt auf das Zenit zeigt, daB also der 
friihere Horizontalkreis in die Aquatorebene fallt, dann erhalt man ein Instru
ment, das Aquatoreal genannt wird, und das dazu dienen kann, Deklination 
und Stundenwinkel durch Beobachtung zu bestimmen, ganz wie das Universal
instrument Hohe und Azimut gibt. Wegen der schiefen Aufste11ung relativ zur 
Richtung der Schwere ist es jedoch schwierig, mit Hilfe der Kreise die Ge
nauigkeit in der Winkelmessung zu erzielen, die die Ablesung selbst geben kann, 
da die unvermeidlichen kleinen Spielraume zwischen den verschiedenen Teilen 
in den verschiedenen Stellungen des Instruments nicht gleich wirken. 

Nichtsdestoweniger wird diese Aufste11ungsart in weitestem MaBe gerade bei 
den groBten astronomischen Instrumenten benutzt; die Kreise erhalten aber 
kleinere Dimensionen, weil sie nur zur vorlaufigen Einstellung des Fernrohrs 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 4 
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in einer gegebenen Richtung dienen sollen, nicht zur Messung von Koordinaten . 
. -\bb. 33 zeigt die Anordnung . Die gegen den Pol gerichtete Achse e f wird Stunden
achse genannt, die dazu senkrechte Achse cd Deklinationsachse, und die ent
sprechenden Kreise Stund enkreis (i k) und Deklinationskreis (g h). 

Der praktische Vortcil bei dieser Aufstellung (die wegen des Umstandes, daB 
das Fernrohr au13erhalb des Schnittpunkts der beiden Achsen liegt, parallaktische 

Abb. 35. Das HooKER·Spiegeltelc,kop auf ~ft. Wilsoll ill Kalifornien. Spiegeldurchmesser 2'/, m . 

. -\ufstellung genannt wird) liegt darin, daB man einen Stern bequem langere 
Zeit wahrend seiner taglichen Bewegung verfolgen kann. Das Instrument braucht 
namlich nur urn die Stundenachse gedreht zu werden, weil dadurch die optische 
.-\chse von selbst einen Parallelkreis am Himmel beschreibt. Da der Stunden
winkel des Sterns sich gleichmaBig andert, bedient man sich be quem eines Uhr
werks fUr die Bewegung urn die Stundenachse. 

33. Armillen. Ebenso wie der Gnomon, das parallaktische Lineal und der 
Quadrant als Vorganger des 1Ieridiankreises aufgefaBt werden k6nnen, so gab 
es im Altertum und bis zu TYCHO BRAHES Zeiten eine Gruppe Instrumente, die 
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wir als Vorganger der aquatoreal aufgestellten Instrumente bezeichnen konnen. 
Es sind dies die sog. Armillen, die aus einem Geriist urn den Mittelpunkt dreh
barer und mit festen und verschiebbaren Visieren versehener Metall- oder Holz-

kreise bestehen, mit denen man Himmelskorper einstellen und die Differenzen 
ihrer aquatorealen - evtl. auch ihrer ekliptikalen (vgl. § 44-45) - Koordinaten 
ablesen kann. Wir geben in Abb. 36 und 37 Abbildungen zweier solcher In-

4* 
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strumente, die TYCHO BRAHE auf Hven aufgestellt hatte. Es versteht sich 
von selbst, dafi jede Ablesung des Stundenwinkels eines bekannten Gestirns 
an einem solchen Instrument eine rohe Zeitbestimmung gibt. Dber die sonstige 
Anwendung solcher Instrumente s. S. 64. 

34. Mikrometer. Urn die grofie Genauigkeit im Visieren, die ein Fernrohr 
mit langer Brennweite geben kann, auszunutzen, wendet man solche Instrumente 
an, urn reI a t i v e Messungen am Himmel vorzunehmen, namlich Messungen der 
gegenseitigen SteHung zweier Sterne, die sich entweder gleichzeitig im Gesichts
feld des Fernrohrs befinden oder bei feststehendem Fernrohr mit kurzer Zwischen
zeit durch dieses hindurchgehen. Diese gegenseitige SteHung kann entweder 
durch die Differenzen zwischen den gewohnlichen Koordinaten, Deklination und 
Rektaszension, oder durch die Entfernung und Richtung der Sterne unter
einander angegeben werden. U nter der En tf ern u n g oder der Distanz wird 
der Bogen des grofiten Kreises zwischen ihnen verstanden; die Richtung wird 
durch den sog. Positionswinkel angegeben, das ist der Winkel, den der grofite 
Kreis durch die Sterne mit dem Deklinationskreis durch einen von ihnen bildet. 
Er wird meistens von Norden (im umkehrenden astronomischen Fernrohr also 

l von unten) und entgegengesetzt dem Sinn des Uhrzeigers 
bis 360° durchgezahlt. Wenn zwei Sterne die gleiche 
Deklination haben, also auf demselben Parallelkreis 
stehen, so wird derjenige, der wah rend der taglichen 
Bewegung nachfolgt, einen Positionswinkel von an
nahernd 90 ° relativ zum vorangehenden haben, dieser 

9 dagegen einen Positionswinkel von ungefahr 270°, relativ 
zum nachfolgenden . Wenn die Sterne einander nahe 
stehen, ist der Unterschied zwischen dem Bogen des 

Abb.38. Fadenmikrometer. grof3ten Kreises und der Richtung des Parallels gering, 
oft unmerklich. 

Zur Aushihrung solcher Messungen werden besondere Hilfsapparate benutzt, 
die mit einem gemeinsamen Namen Mikrometer genannt werden. Es gibt da
von viele verschiedene Konstruktionen, von denen hier nur die wichtigste ge
nannt werden solI. 

Das Fadenmikrometer ist auf ein Prinzip gegrundet, das durch Abb. 38 
veranschaulicht ist. An der gewohnlichen Stelle innerhalb des Okulars ist ein 
fester Rahmen mit einem Fadenkreuz ab, cd angebracht. Ein zweiter, be
weglicher Rahmen mit einem Faden ef (oder mehreren Faden) parallel zu 
dem einen der festen Faden, ist so angebracht, daB die zwei Fadensysteme 
gegeneinander verschoben werden konnen. Eine Mikrometerschraube besorgt 
diese Bewegung, so daB der Faden e f (der Mikrometerfaden) in verschiedene 
Abstande von cd gebracht werden kann. Diesen ganzen Teil des Apparates 
kann man urn die optische Achse des Fernrohrs (die senkrecht zur Ebene 
des Papiers gedacht ist) drehen, wodurch die beiden Indizes oder Nonien n, n 
nach und nach auf verschiedene Punkte des kleinen geteilten Kreises l, l 
zeigen, der wegen der weiter unten genannten Anwendung Positionskreis ge
nannt wird. 

Zur Auswertung der Beobachtungen ist die Kenntnis des Schraubenwerts, 
das ist des Winkels im Gesichtsfeld des Fernrohrs, der einer ganzen Umdrehung 
der Schraube entspricht, erforderlich. Man kann ihn unter anderem dadurch 
finden, daB man die. Schraubenhohe durch die Brennweite des Objektivs dividiert 
und mit der Zahl s multipliziert. 1st z. B. die Schraubenhohe 1/2 mm und die 
Brennweite 5 m, so ist der Schraubenwert s : 10000 = 20".6 . 1st der Schrauben
kopf g in 100 Teile geteilt (der dazugehOrige Index ist in der Abbildung weg-
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gelassen) und kann man nach AugenmaB das Zehntel schatzen, dann kann man 
also Winkel bis zu 0".02 ablesen. 

Der Apparat kann auf zweierlei Weise angewandt werden. Dreht man das 
Mikrometer so, daB der Faden ab im Deklinationskreis liegt - was dadurch 
erreicht werden kann, daB man den Stern bei seiner taglichen Bewegung an 
einem der zum Faden ab senkrecht stehenden Faden entlang laufen laBt -
dann ist der Rektaszensionsunterschied zwischen zwei Sternen, die durch das 
Gesichtsfeld gehen, gleich dem durch die Uhr zu messenden Unterschied zwischen 
ihren Durchgangszeiten durch den Faden abo LaBt man den ersten Stern an 
dem festen Faden cd entlang laufen (oder eigentlich: wird das Fernrohr so ein
gestellt, daB der Stern beim Passieren des Fadens ab sich auf diesem Faden 
bewegt), und laBt man darauf, ohne an der Einstellung des Fernrohrs etwas 
zu andern, den zweiten Stern dem beweglichen Faden folgen, so kann man nach
her durch Ablesung des Schraubenkopfes (und fUr die ganzen Umdrehungen 
durch Ablesung einer Skala, die auf der Abbildung weggelassen ist) den Ab
stand zwischen den beiden Faden messen, waraus sich der Deklinationsunter
schied ergibt. Natiirlich kann man auch beide Sterne dem beweglichen Faden 
folgen lassen, wenn die Zeit zwischen den Durchgangen der beiden Sterne die 
notige Ablesung und die Neueinstellung des Fadens gestattet. 

Sind die Sterne gleichzeitig im Gesichtsfeld des Fernrohrs, so kann das Mikro
meter dazu benutzt werden, urn durch Messung von Distanz und Positions
winkel die gegenseitige Lage zu bestimmen. Die obengenannte Stellung der 
Mikrometers gibt die Ablesung auf dem Positionskreis, die dem Positionswinkel 0 
fiir den Faden ab entspricht. Wird darauf das Mikrometer so gedreht, daB der 
Faden ab beide Sterne verbindet, so kann die Distanz mit Hilfe der Schraube 
und der Positionswinkel mit Hilfe des Positionskreises gem essen werden. Hier
bei muB das Fernrohr durch das varher erwahnte Uhrwerk mitgefUhrt werden, 
da die Sterne bei solchen Messungen an unveranderter Stelle im Gesichtsfeld 
stehen miissen. 

Die letztgenannten Koordinaten, Distanz und Positionswinkel, konnen durch 
eine leichte Rechnung in Rektaszensions- und Deklinationsdifferenzen verwandelt 
werden und umgekehrt. 

35. Das Heliometer. Endlich soH hier ein Instrument erwahnt werden, mit 
dem die Messungen auf wesentlich groBere Entfernungen ausgedehnt werden 
konnen als mit dem Fadenmikrometer, und das auBerdem den Varteil hat, daB 
es mit dunklem Felde benutzt werden kann, so daB die volle optische Kraft 
des Fernrohrs ausgenutzt wird, wahrend das Fadenmikrometer kiinstliche Be
leuchtung entweder des Feldes oder der Faden erfordert. Das Instrument wird 
Heliometer genannt, weil es urspriinglich fiir die Messung des Sonnendurchmessers 
vargeschen war. 

Das Objektiv des Fernrohrs ist hier an einem Durchmesser entlang durch
schnitten, und die beiden Halften liegen langs der Schnittlinie aneinander, aber 
jede mit ihrer eigenen Fassung, so daB die eine relativ zur anderen verschoben 
werden kann mit Hilfe einer Mikrometerschraube, die yom Okularende des 
Fernrohrs aus zu handhaben ist. AuBerdem kann das ganze Objektiv urn die 
optische Achse des Fernrohrs gedreht und die Drehung an einem Positionskreis 
abgelesen werden. 

Abb. 39 zeigt das Prinzip. 1st das Fernrohr auf zwei Sterne gerichtet, die 
in der Entfernung v voneinander stehen, und fallt die Schnittlinie des Objektivs 
mit dem sie verbindenden groBten Kreis zusammen, so wird eine Verschiebung 
der Halften, wie links auf der Abbildung angedeutet, bewirken, daB jede Halfte 
ein Bild von den beiden Sternen ergibt, das eine z. B. a, ri, das andere b, b', 
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die aIle vier auf demselben gr6Bten Kreis liegen. Wird die Schraube so weit 
gedreht, daB a' aus dem einen Bilderpaar mit b aus dem anderen zusammenfaIlt, i so hat man, wenn der Teilwert der Schraube 

CD ~bl bekannt ist, ein MaB fur die Entfernung der 
: ~& I Sterne oder den Winkel v. Man sieht, daB 

~ ~ : die Sterne so we it voneinander entfernt sein 
durfen, daB nur die beiden mittleren Bilder, 

Abb.39. Prillzip des Heliometers. die zur Deckung gebracht werden, gleichzeitig 
im Gesichtsfelde des Fernrohrs stehen. 

36. Ausmessung photographischer Platten. Statt die Positionsbestimmungen 
direkt am Fernrohr vorzunehmen, kann man auch ein Himmelsareal auf eine 
photographische Platte aufnehmen (vgl. S. 5) und die Messnngen dann auf dieser 
vornehmen. 

Abb. 40. Mellappar.t liir photographische Platten (Sternwarte Kopenbagen). 

Die Messungen laufen nun darauf hinaus, rechtwinklige Koordinaten auf 
der eben en photographischen Platte zu bestimmen . Diese werden mit Hilfe 
eines besonderen MeBapparates fUr photographische Platten (vgl. Abb. 40) aus
gefuhrt. Die Platte wird auf einem Rahmen im MeBapparat fest angebracht. 
Der Rahmen ist durch zwei lange, zueinander senkrechte, Schrauben verstellbar; 
die Verstellungen k6nnen an den Schrauben genau abgelesen werden (vgl. die 
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Mikrometerschraube S. 52; hier handelt es sich urn grol3ere Verschiebungen, da 
die Platte grol3er ist als das benutzte F ernrohrfeld) . Man beobachtet nun die 
Platte durch ein mit einem Fadenkreuz versehenes Mel3mikroskop. Durch Dre
hung der Schrauben bringt man ein zu messendes Objekt auf der Platte (z. B. ein 
Sternbild) auf das Fadenkreuz. Man mil3t gewohnlich jede Koordinate fUr sich 
und stellt genau nur auf den einen Faden ein. 

Wenn nur kleine Abstande auf der Platte auszumessen sind, kann man ein 
mit Mikrometer ausgestattetes Mel3mikroskop benutzen und mint dann auf der 
Platte genau wie am Himmel. 

Aus den gemessenen rechtwinkligen Koordinaten auf der Platte konnen nun 
die spharischen Koordinaten Rektaszension und Deklination berechnet werden. 
In diese Rechnung gehen eine Reihe Konstanten ein, die die Operationen charak
terisieren, mit denen man zu den rechtwinkligen Koordinaten gelangte. Diese 
Operationen sind die Einstellung des Fernrohrs, die Anbringung der Platte im 
Fernrohr und nachher im Mel3apparat sowie die Ausmessung mit Hilfe der Mel3-
schrauben. Die Konstanten charakterisieren die Lage der Platte im Fernrohr 
sowie im Mel3apparat, die Fernrohroptik und die Mel3schrauben. Wenn man auf 
der Platte eine gewisse Anzahl Sterne mit genau bekannten Rektaszensionen und 
Deklinationen hat , kann man die Konstanten berechnen . Mit den so berechneten 
Konstanten kann man dann die gemessenen rechtwinkligen Koordinaten der 
iibrigen Sterne auf der Platte in Rektaszensionen und Deklinationen verwandeln. 

Es ist leicht, Areale von 1 0 X 1 0 aufzunehmen und auszumessen. Mit ge
eigneter Optik gelingt es, grol3ere Areale, bis 50 X 50, mel3bar auf eine Platte 
zu bekommen. 

Die Refraktion. 
37. Da die Erde von einer lichtbrechenden Atmosphare umgeben ist, so 

wird der Strahl von einem Stern nicht in dersclben Richtung zu einem Beobachter 
gelangen, die er drau13en im Raum hatte. Die Dichte der Luft ist vom Druck 
der gesamten dariiberliegenden Luftmenge abhangig, woraus folgt, dal3 die Dichte 
mit der wachsenden Entfernung von der Erdoberflache abnehmen mul3. Von 
zufalligen Unregelma13igkeiten abgeseben, wird sich die Luft im grol3en ganzen 
in Schichten anordnen, deren Oberflachen iiberall senkrecht zur Richtung der 
Schwere stehen, und deren Dichte nach oben abnimmt. Da die Erde rund und 
die Schwere iiberall gegen ihr Zentrum bin gerichtet ist, konnen die Luft
schichten als annahernd kugelformig und kon
zentrisch betrachtet werden. 

Erfahrungen, die spater besprochen werden 
sollen, zeigen , daB die Luft sich bis zu sehr 
bedeutenden Hohen ausdehnt, in einer Hohe 
aber von mehr als 60 bis 70 km scheint die 
Dichte so klein zu sein, dal3 die Lichtbrechung ~ 
ganz unmerklich wird. Wenn ein Strahl von "Il 

einem diinneren zu einem dichteren Medium 
iibergeht , so nahert der gebrochene Strahl sich 
dem Einfallslot, das hier mit der Vertikallinie 
identisch ist. Ein Stern in der Ihchtung S 
(Abb. 41) wird also einen Strahl aussenden , der 
geradlinig geht, bis er an die Stelle kommt, 
die wir als obere Grenze dd' der Atmosphare 
betrachten konnen, aber hier wird die Brechung 

s 

c 
Abb.41 . 

anfangen, merklich zu werden, und darauf durch die immer dichteren Luft
schichten kontinuierlich nach unten zunehmen; der Lichtstrahl in der Luft wird 
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deshalb zu einer krummen Linie, bis er schlieBlich unten auf der ErdoberfHiche 
einen Beobachter a trifft. Diesem wird es erscheinen, als sUinde der Stern in 
der Richtung OS', der Tangente an die krumme Linie in ihrem Endpunkt. Der 
Winkel zwischen dieser Richtung as' und der urspriinglichen Richtung wird 
Refraktion genannt. 

Da der gebrochene Strahl in derselben Ebene liegt wie der einfallende Strahl 
und das Einfallslot, also in der Vertikalebene des einfallenden Strahls, so wirkt 
die Refraktion nicht auf das Azimut, sondern nur auf die Hohe oder die Zenit
distanz, und zwar so, daB der Stern dem Zenit immer naher erscheint, als er 
in Wirklichkeit ist. Die Hohe, die durch Beobachtung gefunden wird, muB des
halb wegen der Refraktion immer verkleinert werden, urn sie auf diejenige 
Hohe zu reduzieren, in der der Stern erscheinen wiirde, wenn die Atmosphare 
nicht vorhanden ware. 

Fiir einen Stern im Zenit ist die Refraktion natiirlich Null. Bis zu etwa 30° 
vom Zenit betragt sie ungefahr eben so viele Sekunden, wie die Zenitdistanz 
Grade betragt; bei einer Hohe von 45 ° ist sie etwa 1', in einer Hohe von 20° 
etwas mehr als 21/ 2 ', in einer Hohe von 10° iiber 5', worauf sie schnell gegen 
den Horizont hin zunimmt, wo sie ca. 35' betragt. Ein Stern, den man im 
astronomischen Horizont sieht, steht also tatsachlich ca. 35' unter ihm. Allein 
innerhalb des letzten Grades iiber dem Horizont nimmt die Refraktion iiber 10' 
zu. Dies ist der Grund, weshalb die Sonne und der Vollmond in der Nahe des 
Horizonts flachgedriickt aussehen, so daB der vertikale Durchmesser kiirzer zu 
sein scheint als der horizontale. 

Die obengenannten Zahlen sind nur durchschnittliche und konnen bei nied
rigen Hohen mit Luftdruck und Temperatur ziemlich stark variieren; hoher 
Barometerstand, also erhohter Druck, bewirkt groBere Dichte, hohe Temperatur 
dagegen bewirkt geringere Dichte, weil die Luft sich dann ausdehnt. Vollstandige 
Refraktionstafeln geben deshalb auch Anweisung, wie die durchschnittlichen 
Werte fUr Barometer und Thermometer zu korrigieren sind (s. Anhang S. 540). 

Kennt man die Wirkung der Refraktion auf die Hohe, so kann ihre Wirkung 
auf Deklination und Rektaszension (oder Stundenwinkel) leicht berechnet 
werden. 

Ferner bewirkt die Refraktion, daB die Sterne friiher auf- und spater unter
gehen, als wenn sie in ihrer wahren I~ichtung gesehen wiirden, so daB also der 
Tagbogen vergroBert und der Nachtbogen verkleinert wird. 

Diese beiden Probleme werden weiter unten behandelt werden. 
Die Refraktion wurde urspriinglich durch Beobachtung entdeckt. Sie gibt 

sich auf verschiedene A.rten zu erkennen, z. B. durch Nichtiibereinstimmung in 
den Werten der aus der Meridianhohe von Zirkumpolarsternen abgeleiteten Pol
hohe, wenn man mehrere Sterne mit verschiedener Deklination benutzt. Die 
erste Refraktionstafel verdanken wir TYCHO BRAHE, der jedoch die Ursache 
nicht kannte, sondern glaubte, daB die Refraktion fiir Sonne und Mond bereits 
bei einer Hohe von 45 ° unmerklich sei, fiir Fixsterne und Planeten sogar schon 
bei 20°. Die erste theoretische Behandlung des Refraktionsproblems verdanken 
wir ISAAC NEWTON. 

Die folgende Betrachtung mag cine ungefahre Vorstellung von der Theorie 
der Refraktion geben. Werden nur Sterne betrachtet, die so nahe dem Zenit 
stehen, daB die Kriimmung der Luftschichten keine Rolle spielt, dann wird die 
Vertikallinie durch den Punkt I (Abb. 42), in dem der Lichtstrahl 5 I die Atmo
sphare trifft, parallel werden mit der Vertikallinie a Z durch den Beobachter O. 
In einem solchen FaIle ist die gesamte Brechung dieselbe, als ob der Strahl 
unmittelbar von dem leeren Raume iibergegangen ware in eine Luftschicht mit 
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der Dichte, die die Luft am Beobachtungsort wirklich hat. Der Einfallswinkel 
des Strahls wird dann die wahre Zenitdistanz z und der Brechungswinkel die 
scheinbare Zenitdistanz z', so wie die Abbildung zeigt, indem der Beobachter 
den Stern in der Richtung 01 sieht, wahrend die wirkliche R.ichtung OS' ist, 
die mit 15 parallel lauft. Bezeichnet n den Brechungsindex der betrachteten 
Luftschicht, dann erhalt man dem Brechungsgesetz zufolge: 

sinz = n sinz'. 

Wird die Refraktion r genannt, also: 

z = z' + r, 
so ist: 

sinz = sinz'cosr + cosz'sinr. 

Aus diesen beiden Gleichungen erhalt man: 

cosz'sinr = (n - cosr) sinz'. 

z Z' s s' 

Abb.42. 

Weil der Wert von r nicht groD ist, kann man annahernd cosr = 1 und 
in noch groDerer Annaherung sinr = r setzen. Wird darauf auf beiden Seiten 
durch cosz' dividiert, dann erhalt man die Refraktion als unbenannte Zahl: 

r = (n - 1) tgz'. 

Will man sie in Sekunden ausdriicken, muD man mit s multiplizieren; wird: 

(n - 1) s = .x 

gesetzt, so erhalt man schlieDlich: 

r = .x tgz'. 

Fiir einen gegebenen Barometerstand und cine gegebene Temperatur ist n 
und folglich auch .x eine konstante GroDe, und man erhalt also das Resultat, 
daD die Refraktion der Tangente der scheinbaren Zenitdistanz proportional ist. 

Dies Gesetz geniigt in der Tat bis auf eine ziemliche Entfernung vom Zenit; 
noch in einer Hohe von 30° ist die Abweichung nur ein kleiner Bruchteil einer 
Bogensekunde. Auch fUr vie 1 geringere Hohen pflegt man einen Ausdruck der
selben Form zu benutzen, in solchem FaIle aber mit abnehmenden Werten 
von .x; ganz herunter bis zum Horizont laDt sich das Verfahren jedoch nicht 
anwenden. 

Die durch die vorhergehende Gleichung definierte Konstante .x wird Refrak
tionskonstante genannt. Mit dem Brechungsindex n = 1.00028 erhalt man 
.x = 58". 

Eine vollstandige Theorie der Refraktion, wobei die Kriimmung der Luft
schichten in Betracht kommt, ist mit der Schwierigkeit verkniipft, daD sie die 
Kenntnis des Gesetzes erfordert, nach dem die Dichte mit der Hohe abnimmt. 
Dies Gesetz hangt aber wesentlich auch von der Abnahme der Temperatur 
nach oben ab, die manchmal recht unregelmaDig ist. Doch kann die dadurch 
entstehende Unsicherheit nur in der Nahe des Horizontes von groDerer Be
deutung werden. In kleinen Hohen werden in der Regel astronomische Be
obachtungen nicht ausgefUhrt, wenn es auf groDe Genauigkeit ankommt. 

38. Die Einwirkung der Refraktion: 1. auf die Koordinaten und 2. auf die 
Zeit des Auf- und Untergangs eines Sterns. Diese Wirkungen werden mit Hilfe 
des Dreiecks P Z 5 (Pol-Zenit-Stern) berechnet. 

1. Abb. 43 zeigt dies Dreieck und auch das Dreieck, das entsteht, wenn man 
sich den Stern 5 ein Stiick (dh) gegen das Zenit hinauf verschoben denkt. Den 
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beiden Dreiecken ist 90° - cp und 180 0 - Az gemeinsam, wie die Abbildung 
zeigt. Wir wollen uns mit einer differentiellen Behandlung des Problems be
gnugen und mussen dann die spharisch-trigonometrischen Differentialformeln 
wahlen, die dcp und dAz enthalten, die ja be ide gleich Null gesetzt werden 
k6nnen, und auf3erdem auch noch elh und eins der Differentiale db und d t 
(das ja = - d IX ist; vgl. die Definition der Rektaszension auf S. 34). Aus der 
erst en und dritten der Formeln (4) auf S. 24 erhalten wir: 

db = cospdh + costdcp + cosh sinpdAz 

cosbdt = - sinpdh + sint sinbdip + cosh cospdAz 
(1 ) 

und also, mit Rucksicht auf das oben Gesagte, wenn r die Refraktion bezeichnet: 

p 

z db = r cosp 
(2) 

s 
Abb.43. 

cosbdlX = r sinp , 

Formeln also, die uns instand setzen, den Ein
fluB der Refraktion auf IX und 15 zu berechnen. 

2. Fur die Aufgabe, die Einwirkung der Re
fraktion auf die Zeitpunkte des Auf- und Unter
gangs eines Sterns zu berechnen, ist folgendes 
zu uberlegen: Abb. 44 zeigt den Parallelkreis 
des Sterns (den punktierten Kreis), den kleinen 
Kreis also, in dem seine tagliche Bewegung vor 
sich gcht. In der Abbildung schen wir den 
Stern in den beiden Lagen zur Zeit des Unter
gangs: 5, wo der Stern sich wirklich am Horizont 
befindet, und 5', wo der Stern soweit (35') 
unter den Horizont gcsunken ist, daB er wegen 
der Refraktion gerade im Horizont ges eh e n 

wird. In den beiden Drciecken. P Z 5 und P Z 5', die auf diese Weise entstehen, 
ist, wie es die Abbildung angibt , 90 ° -cp und 90 ° - 15 gemeinsam. Wir mussen 
also, wenn wir uns auch hier mit einer differentiellen Behandlung des Problems 

Abb.44. 

begnugen, eine Differentialformel wahlen, die 
dic Differentialc dcp und db (die ja gleich 
Null gesetzt werden k6nnen) und auBerdem 
dh und elt enthaltcn. Die erstc der Formeln (4) 
auf S. 24 gibt: 

- elh = cosAzdcp - cospdo + coscp sinAzdt 

und also. mit Rucksicht auf das oben Ge
sagtc: 

elh = -cosip sin Azelt 
oder: 

dt = _ dh 
cos'p sinA::' (3) 

was also voraussetzt, daB wir zuerst Az be
rechnen sollten. 

Diesc Berechnung kann indcssen ver
mieden werden, wenn wir die zweite der spharisch-trigonometrischen Grund
formeln (S. 22) benutzen, die im vorliegenden Fall: 

. A . cos(l sm z = smt - - 
cosh 

(4) 
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gibt, oder da It = 0° ist: 
sinAz = sint cosb, (5) 

wodurch die Formel (3) iibergeht in: 

dt = _ dh. 
cos,,' cos~ smt 

35' 
cos~q, cos~ sint . (6) 

Ein numerisches Beispiel ist im Anhang (S. 514) gegeben. 
39. Die Szintillation der Sterne. Die oben vorausgesetzte regelmaBige Ver~ 

teilung der Luftschichten ist, besonders in der Nahe der Erdobedlache, natiirlich 
oft zufalligen Storungen ausgesetzt, am meisten vielleicht durch die durch Tem~ 
peraturveranderungen hervorgerufenen auf~ oder abwartsgehenden Stromungen, 
wodurch Schichten von verschiedener Dichte gemischt werden. Das Licht von 
einem Stern kann infolgedessen kleinen UnregelmaBigkeiten in der Brechung unter
woden sein, die sich im Fernrohr dadurch zu erkennen geben, daB das Bild 
des Sterns unruhig ist und sich nicht nur auf- und abwarts bewegt, sondern 
auch in anderen Richtungen, zuweilen iiber mehrere Bogensekunden. Diese Luft
unruhe ist oft ein Hindernis fUr genaue Beobachtungen. 

Da kein Stern homogenes Licht aussendet, und jede Brechung des Lichtes 
deshalb von einer Farbenzerstreuung begleitet ist, miiBte eigentlich jeder von 
einem Stern ausgehende Lichtstrahl das Auge in der Form eines kleinen Spek
trums treffen. Es ist indessen nur bei hellen Sternen in der Nahe des Horizontes 
der Fall, daB dies Spektrum die notige Ausdehnnng hat, urn in einem gut en 
Fernrohr gesehen werden zu konnen. 

Dieser Umstand aber in Verbindung mit der vorhergenannten Luftunruhe 
ruft ein anderes Phanomen hervor, das auch mit dem bloBen Auge wahrgenommen 
werden kann. Wenn der urspriinglich einfache Strahl durch die Brechung in 
seine farbigen Bestandteile aufgelost wird, dann miissen diese eine gegebene 
Luftschicht auf verschiedenen Wegen durchschneiden, wozu noch die tagliche 
Bewegung kommt, die bewirkt, daB diese Wege bestandig wechseln. Sind Un
regelmaBigkeiten in der Dichte der Luftschichten vorhanden, so kann es ge
schehen, daB ein einzelnes Farbenbiindel fUr einen Augenblick eine von den 
Nachbarstrahlen so verschiedene Richtung erhalt, daB es auBen urn die Pupille 
des Auges (oder das Objektiv des Fernrohrs) herumgeht, ohne durch andere 
Strahlen ersetzt zu werden; ein anderes Mal konnen vielleicht ein oder mehrere 
Strahlenbiindel, die unter normalen Verhaltnissen am Auge ·vorbeigegangen 
waren, in dieses hineingelangen. Das Farbenspiel, das dadurch entstehen kann, 
daB einige der Farben des Spektrums fiir einen Augenblick dominieren, ist nur 
bei sehr hellen Sternen nahe dem Horizont bemerkbar; was aber bei Sternen 
in groBeren Hohen iibrigbleibt, ist das unregelmaBige Ab- und Zunehmen in 
der Lichtstarke, das Funkeln oder Szintillieren der Sterne. Wenn also die Sterne 
stark funkeln, so ist das ein Zeichen dafiir, daB die Luft fUr astronomische Beob
achtungen ungiinstig ist. Das Bild im Fernrohr zeigt dann auBer der vorher
genannten tanzenden Bewegung unregelmaBige Veranderungen in der Form; 
es wird verwaschen und unschad. 

Die groBeren Planeten, die sich im Fernrohr als Scheiben zeigen, funkeln 
fUr das bloBe Auge weit weniger als Fixsterne von ungefahr derselben Helligkeit. 
Die Strahlen von jedem einzelnen Punkt der Planetenscheibe velhalten sich 
wohl wie oben beschrieben, aber fiir die Scheibe in ihrer Gesamtheit wird leichter 
eine Kompensation der unregelmaBigen Brechungen entstehen. Auf dem Bilde 
der Planetenscheibe im Fernrohr wird sich die Wirkung dagegen zeigen, indem 
die feineren Einzelheiten verwischt werden. 
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Die jahrliche Bewegung der Sonne. 
40. Die Ekliptik. DaB die Sonne, abgesehen von ihrer Teilnahme an der 

taglichen Umdrehung des Himmels von Osten nach Westen, noch eine Bewegung 
ausftihrt, durch die sich von Tag zu Tag ihre Stellung relativ zu den tibrigen 
Sternen verandert, davon kann man sich leicht tiberzeugen. Zwolf Stunden nach
dem sie den Meridian im Stiden passiert hat, wird sie im Meridian im Norden 
stehen, und wenn sie dann so tief unter den Horizont gesunken ist, daB der 
Himmel dunkel wird, kann man urn Mitternacht die Sterne sehen, die gerade 
tiber der Sonne, also im gleichen Deklinationskreis, stehen. Man wird dann bei 
wiederhoItem Nachsehen finden, daB diese Sterne von Tag zu Tag wechseln. 
An Herbstabenden wird man vor allem auf den GroBen Wagen aufmerksam 
werden, der dann in der fUr einen Wagen nattirlichen Stellung am nord lichen 
Himmel steht; urn den 6. September herum stehen die beiden hintersten Sterne 
(IX und fJ) urn Mitternacht sehr nahe im Meridian, aber bereits einen Monat 
spater ist dasselbe mit dem erst en Stern in der Wagendeichsel (8) der Fall, und 
ein paar Wochen darauf wieder urn mit dem letzten Stern der Wagendeichsel ('Y}). 
Spater findet man den GroBen \Vagen immer weiter aufwarts nach rechts ge
dreht, und im Frtihling steht er, mit den Radern nach oben, beinahe im Zenit 
(bei uns); urn diese Zeit hat die Cassiopeja ungefahr denselben Platz eingenommen, 
den der GroBe Wagen im Herbst hatte, und nach Verlauf eines Jahres fangt 
alles wieder von yorn an. Hieraus geht hervor, daB die Sonne zwischen den 
Sternen sich von Tag zu Tag nach links bewegt, also in der der taglichen Be
wegung des Himmels entgegengesetzten Richtung, und zwar so, daB sie im 
Laufe eines Jahres einmal ganz herum kommt (es sei daran erinnert, daB rechts. 
und links in dieser Beziehung vertauscht sind fUr einen Beobachter, der die 
Sonne im Norden hat). 

Eine nahere Bestimmung der jiilzrliclzen Bewegung der Sonne kann man aus 
der vorausgehenden Betrachtung nicht ableiten; der Umstand aber, daB die 
Sonne im Sommer lang ere Tagbogen als Nachtbogen, also nordliche Deklination 
hat, im Winter dagegen umgekehrt, beweist, daB die Sonne sich in den beiden Halb
jahren auf je einer Seite des Himmelsaquators befindet, und daB sie also nicht 
nur die samtlichen Deklinationskreise des Himmels tiberschreitet, sondern auch 
zweimal im Jahre den Aquator passiert. 

Die Bahn, die das Sonnenzentrum im Laufe des J ahres zwischen den Sternen 
zu durchlaufen scheint, nennt man Ekliptik. Die obenerwahnten Erfahrungen 
deuten bereits an, daB sie ein groBter Kreis ist, was vorlaufig als eine Hypo
these aufgestellt werden kann. In diesem FaIle wird sie den Aquator in zwei 
einander diametral gegentiberliegenden Punkten schneiden. Diese Punkte wer
den die Punkte der Tagundnachtgleiche oder A"quinoktialpunkte genannt. Den 
einen davon, den Friihlingspunkt, den das Sonnenzentrum bei der Friihlings
Tagundnachtgleiche passiert, haben wir zu Orientierungszwecken schon frtiher 
(§ 23) eingefUhrt. Jetzt ist er mit Hilfe der Sonnenbewegung definiert. Der ent
gegengesetzte Schnittpunkt wird der H erbst-T agundnachtgleichenpunkt (H erbst
punkt) genannt. Die beiden Punkte der Ekliptik, die in der Mitte zwischen den 
Punkten der Tagundnachtgleiche liegen, werden Sonnenwendepunkte (Solstitial
punkte) genannt. Die beiden ParaIlelkreise, die die Ekliptik in diesen Punkten 
bertihren, heiBen die Wendekreise, weil die Sonne in ihnen ihre groBte nordliche 
oder stidliche Deklination erreicht und danach wieder anfangt, sich dem Aquator 
zu nahern. Der nordliche wird Wendekreis des Krebses und der stidliche \Vende
kreis des Stein bocks genannt. 

Die gerade Linie durch die beiden Tagundnachtgleichenpunkte, die Schnitt
linie also zwischen den Ebenen des Aquators und der Ekliptik, wird Tagund-
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nachtgleichenlinie (AquinoktiaUinie) genarint. Der Neigungswinkel zwischen den
selben beiden Ebenen heiBt N eigung der Ekliptik oder Schiele der Ekliptik. 
Die Ekliptik hat wie jeder andere groBte Kreis ihre beiden Pole; ihr Nordpol 
liegt im Sternbild des Drachen zwischen dem Polarstern und dem Kopf des 
Drachen. Auch der Horizont wird von der Ekliptik in zwei diametral entgegen
gesetzten Punkten geschnitten, aber diese bewegen sich im Laufe des Tages 
stetig vor- und ruckwarts auf beiden Seiten des Ost- und Westpunktes, die 
die festen Schnittpunkte des Aquators mit dem Horizont sind. 

Eine Bewegung am Himmel, die, auf die Ekliptik projiziert, in derselben 
Richtung vor sich geht wie die jahrliche Bewegung der Sonne, wird eine direkte 
oder rechtliiulige, die entgegengesetzte eine retrograde oder riickliiulige Bewegung 
genannt. 

41. In § 28 ist erklart worden, wie der Unterschied zwischen der Rektaszen
sion zweier Sterne bestimmt werden kann durch ein Durchgangsinstrument und 
eine auf die dort beschriebene Weise regulierte Uhr. Stunde ein Stern im Fruh
lingspunkt, wo die Rektaszension Null ist, und konnte die Kulminationszeit 
dieses Sterns beobachtet werden, so erhielte man durch Subtraktion dieser Zeit 
von der Kulminationszeit eines jeden anderen Sterns die Rektaszension des 
letzteren. 

Nun steht freilich gerade kein Stern genau im Fruhlingspunkt, aber aus der 
oben gegebenen Definition ist ersichtlich, daB die Sonne demselben Zweck wird 
dienen konnen. 

Die Lage eines groBten Kreises auf einer Kugel ist prinzipiell durch zwei 
Punkte bestimmt, und zwei Beobachtungen der Sonne zu etwas verschiedenen 
J ahreszeiten mussen deshalb zur Bestimmung der Ekliptik und damit auch der 
Lage des Fruhlingspunktes ausreichen. Dem Problem, die jahrliche Bewegung 
der Sonne am Himmel zu bestimmen, kann deshalb folgende schematische Form 
gegeben werden. 

Die beiden Beobachtungen konnen auf folgende Weise ausgefuhrt werden, 
wobei vorausgesetzt wird, daB das Instrument ein vollstandiger Meridiankreis ist. 

Nach der Uhr notiert man die Augenblicke, in denen der vorangehende und 
nachfolgende Rand der Sonne den Mittelfaden des Fernrohrs beruhrt, von dem 
angenommen wird, das er im Meridian steht. Das Mittel dieser beiden Zeiten 
ist die Kulminationszeit des Sonnenmittelpunkts. Wenn auBerdem das Fern
rohr so eingestellt wird, daB der obere oder untere Rand der Sonne den horizon
talen Faden beruhrt, dann wird eine Ablesung des Kreises die Meridianhohe 
des Sonnenrandes geben; die scheinbare Hohe wird wegen Refraktion auf die 
wahre Hohe in der friiher beschriebenen Weise reduziert. Durch Addition 
bzw. Subtraktion des Winkelradius der Sonne erhalt man die Meridianhohe 
des Sonnenmittelpunkts; ware der Radius nicht im voraus bekannt, konnte er 
aus der Differenz der Kulminationszeiten des vorangehenden und nachfolgen
den Randes abgeleitet werden, da der vertikale und der horizon tale Durchmesser 
der Sonne gleich graB sind. 1st dann die Polhohe des Ortes im voraus bestimmt, 
so erhalt man schlieBlich die Deklination der Sonne dadurch, daB man die Aqua
torhohe von der Meridianhohe der Sonne subtrahiert. 

Einige Wochen oder Monate spater wird die Beobachtung auf genau dieselbe 
Art wiederholt, indem man die Kulminationszeit nach derselben Uhr notiert. 

Das Resultat der beiden Beobachtungen sind also zwei Zeiten T und T' 
und zwei Deklinationen D und D'. 

Abb. 45, die einen Teil der Himmelskugel von inn en gesehen darstellt, zeigt, 
wie die gesuchten GroBen hieraus gefunden werden konnen. Der horizon tale 
Bogen ist ein Bogen des Aquators, der schrage ein Bogen der Ekliptik, dessen 
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Schnittpunkt mit dem Aquator der Fruhlingspunkt ist, und dessen beide anderen 
bezeichneten Punkte die arter der Sonne zu den beiden Beobachtungszeiten 
sind. Zieht man durch jeden der Punkte den Deklinationskreis, der senkrecht 
wm Aquator steht , so erhalt man fUr jede Beobachtung ein rechtwinkliges 

lJ' 

/1'-/1 
I , 

.-\bb. -IS. 

aus der zweiten: 

spharisches Dreieck, dessen beide Katheten 
die Deklination und Rektaszension der 
Sonne sind. und wo der der ersteren 
gegenuberliegende Winkel die Schiefe der 
Ekliptik ist . Aus diesen Dreieeken erhalt 
man dann. wenn die Rektaszensionen mit 
A und A' und die Sehiefe der Ekliptik 
mit to bezeiehnet werden, aus der ersten 
Beobaehtung: 

tgD = sin A tgE , 

tgD'= sin..! ' tg E. 

(1 ) 

(2) 

Hier hat man zwei Gleiehungen mit drei unbekannten, namlieh A, A' und E; 
cia man aber zugleieh, wenn die l..-hr riehtig reguliert ist: 

A' - A = T' - T (3) 
hat, so wird dies die drittc Gleiehung. 

Eine bequeme Methode zur Auflosung dieser Gleiehungen ist die folgende: 
Wird r-: aus (1) und (2) dureh Division eliminiert . so erhalt man: 

tg D sin A 
tgD' sin A'· 

Ein bekannter mathematiseher Satz gibt elann: 

tgD' + tgD 
tgD' - tgD 

sinA' + sinA 
sinA' - sinA . (4) 

\ 'Verden Zahler und Nenner auf der linken Seite mit cosD eosD' multipliziert, 
dann geht die linke Seite uber in: 

sin D' cos D + cosD' sin D sin (D' + D) 
sinD'cosD - cos D 'sinD sin-(D '~ · 

Aueh die reehte Seite in (4) kann in eine fiir unseren Zweek bequemere Form 
gebraeht werden; einem Satz aus der Trigonometrie zufolge hat man namlieh: 

sinA' + sin A 
si;';A' - sinA 

A'+A 
tg--2-

A' - .rl . 
tg -- -i ---

Wird dieser Ausdruek in (4) eingesetzt und auf beiden Seiten mit dem Nenner 
des letzten .\usdrueks multipliziert, so erhalt man sehliel3lieh: 

(5) 

Dureh Gleiehung (3) ist hier auf der reehten Seite aIles bekannt; man kann 
also die halbe Summe der Rektaszensionen bereehnen, und da ihre halbe Differenz 
im voraus bekannt ist, erhalt man A ' unci A dureh Addition bzw. Subtraktion. 
Wird eine von diesen Gr613en in Gleiehung (1) oder (2) eingeset zt, so erhalt 
man die dritte Unbekannte to. 
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Die Lage des Friihlingspunkts wird hier in der Weise bestimmt, da13 man 
auf der benutzten Uhr seine Kulminationszeit ablesen kann. Da namlich die 
tagliche Bewegung des Himmels auf der Abbildung von links nach rechts er
folgt, so sieht man, daB am erst en Beobachtungstage zuerst der Friihlings
punkt kulminierte und die Sonne darauf urn so viel spater wie die berechnete 
GroDe A angibt; wenn man also A von der notierten Zeit T subtrahiert, dann 
erhalt man die Zeit fiir die Kulmination des Friihlingspunkts. Die Differenz 
T' - A' wird zu demselben Resultat fiihren. 

Da man zur Kontrolle des Ganges der Uhr in den Zwischenzeiten zwischen 
den Beobachtungen regclmaBig die Kulminationszeit eines oder mehrerer Fix
sterne beobachten muD (s. § 28), so erh~ilt man gleichzeitig die Rektaszensionen 
dieser Sterne, indem man die berechnete Kulminationszeit des Friihlingspunktes 
von der beobachteten Kulminationszeit des Sterns subtrahiert. In Abb. 45 ist 
ein so1cher Stern angedeutct, dessen l{ektaszension LX in der Zeit zwischen den 
beiden Beobachtungen der Sonne sich nicht andert, was die Bedingung dafiir 
ist, daD eine Uhr, die immer das gleiche zeigt, wenn ein gegebener Fixstern 
kulminiert, auch immer dassclbe bei cler Kulmination des Friihlingspunkts 
zeigt. 

Was unmittelbar aus den Beobachtungen folgte, war eigentlich nur, daB 
die Sonne die beiden :\hle an den in der Abbildung bezeichneten Punkten 
stand; aber in Dbereinstimmung mit der Hypothese, daB die Ekliptik ein 
grol3ter Kreis ist, nahmen wir an, daB die jahrliche Bewegung der Sonne vor
her und nachher in dem durch die beiden Punkte gclegten gro13ten Kreis vor sich 
geht. Die Richtigkeit dieser Hypothese ist im Laufe cler Zeit nachgewiesen 
worden, bis auf ganz kleine Abweichungen, clarunter cine sehr langsame, durch 
Storungen seitens der groBen Planeten verursachte Anclerung in der Lage der 
Erdbahn im Raume (vgl. S. 81). 

Der Wert cler Schiefe der Ekliptik, clen man durch die Beobachtungen findet, 
ist sehr nahe 23 0 27'; dies ist also die groBte Deklination cler Sonne, nordlich im 
Sommer und siidlich im Winter. Die Schiefe cler Ekliptik kann auch fiir sich 
allein bestimmt werden, wenn man clie "Mericlianhohe der Sonne in dem Augen
blick messen kann, wo sie in einem cler Solstitialpunkte steht. Die nachstliegen
den Tage vor- uncl nachher unterliegt diese Hohe nur einer geringen Anderung. 
Auch die Zeit der Aquinoktien kann fiir sich bestimmt werden dadurch, daB 
man die Deklination der Sonne in den nachstliegenden Tagen vor- und nachher 
miBt und den Augenblick interpoliert, in dem im Friihling die Deklination von 
negativen zu positiven 'Werten iiberging ocler im Herbst umgekehrt. 

42. Altere Methoden. Der vorhergehende Paragraph gibt uns eine schema
tische Darstellung der Methode, mit Hilfe moderner Instrumente die schein
bare Bahn der Sonne am Himmel im Laufe des Jahres (d. h. die Schiefe der 
Ekliptik und die Lage des Friihlingspunkts) samt Rektaszensionen von Fix
sternen zu bestimmen. 

Die,;e Probleme sind alte astronomische Probleme, so alt wie die wissenschaft
liche Astronomie iiberhaupt. Wie man cliese Probleme im Altertum gel6st hat, 
kann in der folgenden Weise kurz skizziert werden: 

1. Mit irgendeinem Instrument, z. B. einem Gnomon, konnte man im Mittag 
die Meridianbohe der Sonne bestimmen (vgl. S. 38 und 46). Mi13t man in dieser 
Weise die gr613te und die kleinste Meridianhiihe der Sonne im Laufe des Jahres, 
Hmax und H min (vgl. S. 47), so haben wir fUr die Polh6he (wir sehen hier ganz 
von der Refraktion ah): 
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und fUr die Schiefe der Ekliptik: 

f = i (Hrnax - H rnin) . 

2. Eine Meridianhohe der Sonne (H), an einem beliebigen anderen Tage des 
Jahres gemessen, gibt uns jetzt die jeweilige Deklination (D) der Sonne: 

D = H - (90 0 - rp) . 

3. Aus der Gleichung (1) auf S.62: 

sinA =t~Q 
tgc 

erhalten wir dann durch Rechnung die Rektaszension der Sonne, d. h. wir 
wissen, wo der Friihlingspunkt liegt. 

Damit war die erste fundamentale Aufgabe gelOst: die Schiefe der Ekliptik 
und die Lage des Friihlingspunkts zu bestimmen. Wie man das zweite funda
mentale Problem, Rektaszensionen von Fixsternen zu bestimmen, lOsen 
konnte, verstehen wir im Prinzip schon aus dem in § 41 Gesagten: \Venn wir 
gleichzeitig mit der Sonnenbeobachtung die Dijjerenz zwischen der Rektaszension 
der Sonne und der eines Sterns in irgendeiner Weise bestimmen konnen, 
haben wir natiirlich dadurch die Rektaszension des Sterns bestimmt, da wir 
ja die Rektaszension der Sonne kennen. 

Eine soIche Bestimmung der Differenz der Rektaszensionen zweier Himmels
korper lieD sich in verschiedener Weise ausfiihren, z. B. durch Ablesungen an 
Armillen (s. S. 50), indem zwei Beobachter die zwei Himmelskorper, auf die 
es ankam, gleichzeitig in die Visiere einstellten und nachher den Bogen am 
Aquatorring ablasen. 

Prinzipiell ist diese Methode ja auDerst einfach. In der Praxis wurde die 
Sache dadurch etwas kompliziert, daD man in alterer Zeit, als es noch keine 
Fernrohre gab, die Sonne und einen Stern nicht gleichzeitig beobachten konnte, 
sondern gezwungen war, ein Bindeglied einzuschalten. 1m Altertum wahlte man 
den Mond; TYCHO BRAHE wahlte die Venus, indem er zuerst die Sonne mit 
der Venus verglich und nachher die Venus mit dem Stern. Da in dieser Weise 
Sonne und Stern nicht gleichzeitig beobachtet waren, war es natiirlich not
wendig, die in der Zwischenzeit stattgefundene, als bekannt vorausgesetzte, 
Bewegung des Bindegliedes rechnerisch zu beriicksichtigen (wegen der sichereren 
Kenntnis der Bewegungsverhaltnisse war fUr diesen Zweck die Venus giinstiger 
als der Mond). 

43. Absolute Beobachtungen. Fundamentalsterne. Sternkataloge. Auf dem Um
weg iiber die Sonne ist es also, wie wir gesehen haben, moglich, Rektaszensionen 
von Fixsternen zu bestimmen. Man nennt soIche Beobachtungen absolute Rekt
aszensionsbestimmungen. Wie die Deklina tionen in unserer Zeit bestimmt wer
den, sahen wir in § 31. 1m Altertum hatte man den Gnomon oder die Armillen 
zur Verfiigung, spater die Quadranten (vgl. §§ 30 und 33). 

Besitzt man nun in dieser Weise ein iiber den ganzen Himmel verteiltes 
Netz von Sternen, deren Orter man kennt, so kann man immer die Rektaszen
sionen und Deklinationen anderer Sterne durch differentielle Beobachtungen 
bestimmen (im Altertum z. B. mit den Armillen, in moderner Zeit, wenn mog
lichst genaue Position en erstrebt werden, mit dem Meridiankreis oder durch 
Photographie, vgl. S. 54). 1m Laufe der Zeit hat man so die genauen Positionen 
einer sehr groBen Anzahl Sterne (Hunderttausende) ermittelt, von denen etwa 1000, 
die sog. Fundamentalsterne, durch lange Zeit fortgesetzte Beobachtungen an 
einer groDen Anzahl Sternwarten besonders genau bestimmt sind. Das in dieser 
Weise gesammelte Material ist in Sternkatalogen niedergelegt. 
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44. Ekliptikalkoordinaten. Die Ekliptik hat unter anderem auch dadurch 
Bedeutung, daB der Mond und die groBen Planet en immer in ihrer Nahe zu 
finden sind. Ein Giirtel von der Breite einiger Grade auf beiden Seiten der 
Ekliptik wird von alters her der Tierkreis (der Zodiakus) genannt. 

In gewissen Fallen kann es bequem sein, die Ekliptik als Fundamentalebene 
fUr zwei spharische Koordinaten zur Angabe des Orts eines Gestirns am Himmel 
zu benutzen. 

Jeder groBte Kreis durch die Pole der Ekliptik wird ein Breitenkreis genannt. 
Unter der Breite eines Sterns wird der Bogen seines Breitenkreises verstanden, 
der zwischen der Ekliptik und dem Stern liegt. Er wird positiv oder negativ 
gerechnet, je nachdem der Stern nordlich oder siidlich der Ekliptik steht. Die 
Breite ist also der Deklination analog. 

Die Liinge eines Sterns ist der Bogen in der Ekliptik, der vom Friihlings
punkt zum Breitenkreis des Sterns geht. Sie wird in derselben Richtung wie 
die Rektaszension von 0° bis 3600 gezahlt, dad aber nicht in Stunden ausgedriickt 
werden wie die Rektaszension, da dies nur bei Bogen Sinn hat, die langs des 
Aquators gem essen werden. 

Der Ubergang von dem einen Koordinatensystem zu dem anderen kann mit 
Hilfe des spharischen Dreiecks geschehen, dessen Winkelspitzen Aquatorpol, 
Ekliptikpol und Sternort sind. In Abb. 46, die die nordliche Halfte der Himmels-

p 
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a. 
Abb.46. 

kugel von auBen gesehen darstellt, ist A'V'Q der Aquator, P dessen Nordpol, 
der schrage groBte Kreis die Ekliptik, E deren Nordpol. Der Friihlingspunkt 
ist mit 'V', der Herbstpunkt mit ::= bezeichnet. Der Stern stehe in 5, sein De
klinationskreis ist also P 5 D, sein Breitenkreis E 5 B. Wird die Lange des Sterns 
mit A., seine Breite mit (J, Rektaszension und Deklination wie vorher mit ()( 
und 15 , die Schiefe der Ekliptik mit e bezeichnet, dann sieht man, daB 'V'D = ()(, 
D 5 = 15, 'V' B = A., B 5 = (J ist; ferner ist E P = e, da der Bogen zwischen den 
zwei Polen gleich dem Winkel zwischen den zwei groBten Kreisen ist . Weil 
der Friihlingspunkt sowohl von A wie vom hochsten Punkt der Ekliptik (dem 
Ort der Sonne im Sommersolstitium) 90 0 entfernt ist, so sieht man, daB Seiten 
und Winkel in dem spharischen Dreieck E P 5, das in Abb. 47 wiedergegeben ist, 
die in dieser Abbildung angegebenen Werte haben. 

Stromgren, Lebrbuch der Astronomie. 5 
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Sind IX, tJ und e bekannt, so kannen Lange und Breite durch Anwendung 
der spharisch-trigonometrischen Grundformeln auf dies Dreieck gefunden werden: 

Abb.47. 

sinfJ = sintJ cOSe - costJ sine sin IX 

cosfJ cosl = costJ cos IX 

cos fJ sin 1 = sin tJ sin e + cos tJ cos e sin IX • 

(1 ) 

Auf dieselbe Weise kann umgekehrt die Rektaszension 
und Deklination aus Lange und Breite durch die folgenden 
Gleichungen bestimmt werden: 

sin tJ = sin fJ cos e + cos fJ sin e sin 1 
costJ cos IX = cosfJ cosl 
costJ sin IX = - sinfJ sine + cosfJ case sinl . 

(2) 

Das Verfahren bei der numerischen Lasung ist auf S.23 angedeutet. Nota
bene: cosfJ und costJ sind immer positiv. Ein Rechenbeispiel zu (1) s. Anhang. 

Fiir die Sonne, deren Breite immer fast genau 0° ist (vgl. S. 181), nimmt 
die Beziehung zwischen der Lange und den iibrigen GraBen eine einfachere 
Form an; so erhalt man (Abb. 48; Himmelskugel von innen gesehen): 

Abb.48. 

sintJ = sinl sine 
tg<x = tgl COSE 

cos}, = cos IX cos tJ 

auBer der schon vorher benutzten Gleichung: 

tgtJ = sin <x tge . 

Da die Lange der Sonne 360° in einem Jahr durchlauft, nimmt sie durch
schnittlich in einem Tage etwa einen Grad zu; sie ist 0° beim Friihlings
aquinoktium, 90° beim Sommersolstitium, 180° beim Herbstaquinoktium und 
270° beim Wintersolstitium. Wie wir gleich sehen werden, nimmt sie jedoch 
im Verlauf des Jahres nicht ganz gleichmaBig zu. 

Der groBte Kreis durch die Pole des Aquators und der Ekliptik, also AE PQ 
in Abb. 46, wird manchmal Kolttr der Sonnenwenden (Solstitialkolur) und der darauf 
senkrechte Deklinationskreis Kolur der Nachtgleichen (Aquinoktialkolur) genannt. 

45. Die Ekliptikalkoordinaten in der Astronomie des Altertums. In alterer 
Zeit wurden Lange und Breite auch oft benutzt, urn die arter der Fixsterne 
am Himmel anzugeben, und man hatte ja auch Instrumente zur direkten Be
stimmung dieser Koordinaten, die aus zwei senkrecht aufeinander stehenden 
Kreisen bestanden, von denen der eine in die Ebene der Ekliptik gestellt 
werden sollte (vgl. Abb. 37). Da die Ekliptik indessen wahrend der taglichen 
Bewegung ihre SteHung zum Horizont bestandig andert, brachte dies die Un
bequemlichkeit mit sich, daB zwei Beobachter gleichzeitig arbeiten muBten, 
von denen der eine durch Visieren auf einen Stern mit bekannter Lange und 
Breite fiir die richtige SteHung des Instruments sorgte, wahrend der andere 
ein zweites Diopter auf den Punkt richtete, dessen Koordinaten bestimmt 
werden sollten. 

Damals pflegte man auch die Lange auf eine etwas andere Weise auszu
driicken, indem man die Ekliptik in zwalf gleich groBe Teile, die sog. Himmels
zeichen, jedes also von 30° Lange, einteilte, und die Lange wurde als soundso
viel Grad in dem und dem Zeichen angegeben. Obwohl diese Einteilung nicht 
mehr gebraucht wird, werden unten die Namen (auch die lateinischen) der 
Himmelszeichen angefiihrt, da sie in alteren Schriften haufig vorkommen. Die 
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hinzugefiigten Zeichen wurden oft der Kiirze wegen gebraucht. AuBer der Num
mer des Zeichens ist die Lange seines Anfangspunkts (in Graden) hiuzugefiigt. 
Die Bewegungsrichtung der Sonne in der Ekliptik, die oben als direkte be
zeichnet wurde, wird auch als in der "Reihenfolge der Zeichen" vor sich gehend 
genannt. 

I. 0° '{ Widder Aries 
II. 30 H Stier Taurus 

III. 60 II Zwillinge Gemini 
IV. 90 g Krebs Cancer 
V. 120 Q Lowe Leo 

VI. 150 11J' Jungfrau Virgo 
VII. 180 ~ Waage Libra 

VIII. 210 111. Skorpion Scorpius 
IX. 240 ,l' Schiitze Sagittarius 
X.270 liS Steinbock Capricornus 

XI. 300 = Wassermann Aquarius 
XII. 330 J( Fische Pisces 

Auf einer Sternkarte wird man dieselben Namen in derselben Reihenfolge 
als Benennung von zwolf Sternbildern langs der Ekliptik finden, nur iiberall 
urn ungefahr ein ganzes Zeichen verschoben, so daB das Zeichen des Widders 
von dem Sternbilde der Fische umgeben ist. Der Grund dieser Verschiebung 
(die Priizession) wird spater besprochen werden (§ 53). 

Die Einteilung der Zeit. 
46. Sternzeit und wahre Sonnenzeit. Aus dem oben Gesagten geht hervor, 

daB die Periode der taglichen Umdrehung der Himmelskugel etwas verschieden 
ausfallen wird, je nachdem man nach der Sonne oder nach den Sternen rechnet. 

Unter einem Sterntag versteht man die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgen
den oberen Kulminationen des Fruhlingspunkts. Er wird in 24 Stunden geteilt 
und die Stunden in gewohnlicher Weise in Minuten und Sekunden. Die Stern
zeit in einem bestimmten Augenblick, die im folgenden immer mit e bezeichnet 
werden wird, ist der Stundenwinkel des Friihlingspunkts in diesem Augen
blick, in Stunden, Zeitminuten und Zeitsekunden ausgedriickt. Sie wird von 
Obis 24 Stunden durchgezahlt. 

Aus der Definition der Sternzeit folgt ein Satz, der im folgenden eine groBe 
Rolle spielt. Wir betrachten die Abb. 49, wo der Kreis den .i\quator, yom Norden 
gesehen, mit dem Pole in P vorstellt und N den Nordpunkt, 
5 den Siidpunkt des Meridians bezeichnet. Ein Stern St mit 
dem Deklinationskreis PStTwird den Stundenwinkel SPT = t 
haben. Der Friihlingspunkt steht in irgendeinem Punkte im 
.i\quator, z. B. in 'V'. Der Bogen 'V'T ist dann die Rektas
zension des Sterns (IX); da die Zeit nach Sternzeit (e) nun der IX 
Stundenwinkel des Friihlingspunktes ist, so sieht man, daB: 

e=lX+t, 

N 

9 
d. h. daB die Sternzeit in einem bestimmten Augen- Abb.49. 

blick dasselbe ist wie die Rektaszension eines be-
liebigen Sterns plus dem Stundenwinkel desselben Sterns in dem 
gegebenen Augenblick. 

Einen wichtigen Spezialfall dieses Satzes haben wir, wenn t = 0 ist. Wir 
erhalten dann das folgende Resultat: 

Die Sternzei t in einem gege benen Augen blick ist gleich der 
Rektaszension eines Sterns, der sich in diesem Augenblick m 
seiner oberen Kulmination befindet. 

5* 



68 Spharische Astronomie. 

Ein wahrer Sonnen tag ist die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden unteren 
Kulminationen der Sonne (des Zentrums der Sonnenscheibe). Er wird in Stunden, 
Minuten und Sekunden geteilt in derselben Weise wie der Sterntag. Zeit nach 
wahrer Sonnenzeit ist Stundenwinkel der Sonne + 12h. Auch die wahre 
Sonnen zeit wird in der Astronomie bis zu 24 Stunden durchgezahlt. 

Diese Definitionen sind nicht ganz in Dbereinstimmung mit den in friiheren 
Zeit en angewandten. Bis zum Jahre 1925 wurde der Sonnentag in der Astronomie 
von Mittag zu Mittag gezahlt, also verschieden von dem biirgerlichen Tage. 
1m Jahre 1925 fingen die Astronomen an, den Sonnen tag von Mitternacht zu 
Mitternacht zu rechnen, wodurch die wahre Sonnenzeit in einem bestimmten 
Augenblick also nicht mehr dasselbe ist wie der Stundenwinkel der Sonne, son
dern dasselbe wie der Stundenwinkel der Sonne + 12h. 

DaB ein Sterntag und ein wahrer Sonnentag von etwas verschiedener Lange 
sind, folgt daraus, daB die Sonne sich jeden Tag ungefahr einen Grad in der 
der taglichen Bewegung des Himmels entgegengesetzten Richtung, relativ zum 
Friihlingspunkt und zu den Sternen, bewegt. Die Sonne wird deshalb jeden Tag 
urn soviel spater in den Meridian kommen, als ungefahr einem Grad der tag
lichen Bewegung entspricht, was etwa 4 Minuten ausmacht, da 15 0 auf die 
Stunde gehen. Der Sonnen tag wird also ungefahr 4 Minuten langer sein als 
der Sterntag. Nach einer Uhr, die auf die in § 28 beschriebcne Weise (also nach 
den Sternen) reguliert ist, wird die Kulmination der Sonne schon nach einem 
Monat etwa 2 Stunden spater eintreten. 

Der Sterntag hat die fiir eine Zeiteinheit sehr wesentliche Eigenschaft, von 
beinahe unveranderlicher Lange zu sein (hieriiber Naheres S. 71). Mit dem 
Sonnentag ist das dagegen aus zwei Griinden nicht der Fall. 

Erstens ist die Bewegung der Sonne in der Ekliptik nicht ganz gleichmaBig. 
Bestimmt man z. B. die Deklination der Sonne im Laufe des Jahres zu wieder
holten Malen, und berechnet man die Lange nach der bereits vorher gefundenen 
Formel: 

. sinb slnA = -;---
SinE' 

so wird man finden, daB der Zuwachs von Tag zu Tag nicht immer der gleiche ist. 
Man kann sich davon auch iiberzeugen durch Zahlen der Tage zwischen den 
beiden Aquinoktien, die in den gewohnlichen J ahrbiichern angegeben sind. 
Man findet dort, daB die Zeit yom Friihlingsaquinoktium bis zum Herbst
aquinoktium iiber 186 Tage betragt, wahrend die Zeit yom Herbstaquinoktium 
bis zum Friihlingsaquinoktium kaum 179 ist (vgl. s. 283). Da nun der Bogen 
der Ekliptik zwischen den Aquinoktialpunkten in beiden Fallen genau 180 0 be
tragt, so folgt daraus, daB die Bewegung der Sonne in der Ekliptik im Sommer
halbjahr durchschnittlich etwas langsamer vor sich geht als im Winterhalbjahr. 
Aus diesem Grunde muB der wahre Sonnen tag im Sommer also durchschnittlich 
etwas kiirzer sein als im Winter, da die Sonne urn so friiher in den Meridian 
kommt, je weniger sie sich in entgegengesetzter Richtung bewegt hat. 

Aber selbst [wenn die jahrliche Bewegung der Sonne in der Ekliptik voll
kommen gleichmaBig ware, wiirde der wahre Sonnentag doch veranderlich sein, 
gerade weil die Sonne sich in der Ekliptik bewegt, wahrend die tagliche Be
wegung dem Aquator parallel vor sich geht. Wieviel spater die Sonne taglich 
relativ zum Friihlingspunkt in den Meridian kommt, beruht selbstverstandlich 
nicht auf ihrer taglichen Zunahme in Lange, sondern auf der taglichen Zu
nahme in Rektaszension. Wird die erstere LIZ, die zweite LllX genannt, 
dann zeigt Abb. 50, wie das Verhaltnis zwischen diesen beiden GraBen zur 
Zeit des Aquinoktiums wird. Das spharische Dreieck gibt namlich tg LllX 
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= tg LIZ • cos f, was £iir kleine Winkel annahemd LlIX = LIZ cos E geschrieben 
werden kann. 

Da cose ungefahr 0.92 ist, so wird der Zuwachs in Rektaszension zu diesen 
beiden Zeiten des Jahres 8% kleiner als der Zuwachs in Lange. Das Verhaltnis 
wahrend der Solstitien dagegen kann aus Abb. 51 ersehen werden, in der P der 
Pol des Aquators ist, und die im ubrigen keiner naheren Erklarung bedarf. Da 
der Winkel am Pol gleich LlIX ist, so gibt das rechtwinklige 
spharische Dreieck, dessen eine Kathete 90° - e ist: 

tgLlZ = sin (90° - e). tgLlIX, 

was annahernd: LIt LlIX = --
CaSE Abb.50. 

geschrieben werden kann. 
Hier wird LlIX also in demselben VerhaItnis vergroBert, wie es bei den Aqui

noktien verkleinert wird. Aus diesem Grunde sollte deshalb der wahre Sonnen-
tag bei den beiden Tagundnachtgleichen kurzer p 
sein als bei den beiden Sonnenwenden. 

Beide Ursachen zusammen bewirken, daB der 
tagliche Zuwachs der Sonne in Rektaszension 
seinen groBten Wert, ungefahr 4m 27', im Winter
solstitium erreicht und seinen kleinsten Wert, gut 
3m 355 , einige Tage vor dem Herbstaquinoktium. 
Der langste Sonnentag wird also beinahe 525 langer e 
als der kurzeste. Wenn eine Reihe von Tagen 
kommt, die aIle langer oder kurzer als der Durch
schnittswert sind, dann werden sich diese Ab
weichungen naturlich anhaufen. 

-Ll~u~----------~--~r 
Abb.51. 

47. Mittlere Sonnenzeit. Obwohl der Stemtag aus vielen Grunden in der 
Astronomie haufig benutzt wird, muB die Zeiteinteilung des taglichen Lebens 
notwendigerweise doch auf dem Sonnentag fuBen, da der Wechsel von Tag und 
Nacht auf der Sonne beruht und nicht auf den Stemen. Dem Nachteil des wahren 
Sonnentages, daB seine Lange veranderlich ist, hat man dadurch abgeholfen, 
daB man seinen durchschnittlichen Wert als Zeiteinheit einge£iihrt hat. Das 
Mittel aIler ungleich lang en Sonnentage, die das Jahr enthalt, wird ein mittlerer 
Sonnentag genannt. Hat man erst den Anfang eines bestimmten mittleren Sonnen
tages gewahlt, dann folgen die anderen aIle ganz von selbst, in der Zukunft 
und in der Vergangenheit. 

Da die Berechnung eines Mittels darin besteht, die Summe durch die An
zahl zu dividieren, so ist hierzu die genaue Kenntnis der Anzahl von Sonnen
tagen in einem Jahr erforderlich. Unter Jahr wird hier der Zeitraum verstanden, 
der ein tropisches J ahr genannt wird, das ist die Zeit, die die Sonne gebraucht, 
urn wahrend ihrer Bewegung in der Ekliptik von dem Fruhlingspunkt ganz 
herum bis wieder zum Fruhlingspunkt zuruck zu kommen, die Zeit also, in der 
die Lange der Sonne sowohl wie ihre Rektaszension urn 360° wachst. Naheres 
in bezug auf die Definition des tropischen J ahres und in bezug auf seine Lange 
s. S.82. 

Das Verhaltnis zwischen diesen beiden naturlichen Zeiteinheiten, dem tropi
schen Jahr und dem mittleren Sonnentag, hat man mit groBer Genauigkeit be
stimmen konnen durch Untersuchung der Zeit £iir die Aquinoktien mit einem 
Zwischenraum von mehreren Jahrhunderten. Dabei hat man gefunden, daB ein 
tropisches Jahr gleich 365.24220 mittleren Sonnentagen = 365d 5h 48m 465 mitt
lere Sonnenzeit ist. 
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Wie wIr spater (S. 82) sehen werden, ist das tropische Jahr nicht ganz 
konstant. 

Urn die genannte Berechnung zu veranschaulichen, kann folgendes geometri
sche Bild angewandt werden. Gleichzeitig damit, daB die wirkliche Sonne sich 
mit etwas ungleichmaBiger Geschwindigkeit in der Ekliptik bewegt, 
denkt man sich eine andere Sonne, die mittlere Sonne genannt, die sich mit 
gleichmaBiger Geschwindigkeit im Aquator bewegt, so daB beide durch
schnittlich in derselben Zeit herum kommen. Hierbei ist natiirlich die mittlere 
Sonne von den beiden Nachteilen der wahren Sonne befreit. Das einzige, was 
noch zu tun bleibt, ist die Wahl eines Punktes am Himmel, an dem die 
mittlere Sonne in einem bestimmten Anfangsmoment stehen solI. Die Wahl 
ist so getroffen, daB der Anfang des mittleren Sonnentages durchschnittlich 
so wenig wie moglich von dem Anfang des wahren Sonnentages abweichen 
solI. 

Der Moment, in dem die mi ttlere Sonne im Meridian steht, wird mittlerer 
Mittag genannt im Gegensatz zum wahren Mittag, in dem die wirkliche Sonne 
im Meridian steht. Die mittlere Sonnenzeit in einem bestimmten Augenblick ist 
gleich dem Stundenwinkel der mittleren Sonne + 12h. In der Astronomie 
wird auch diese Zeit von 0 bis 24 Stunden durchgezahlt. 1m taglichen Leben 
hat man den Tag lange Zeit in zwei Teile geteilt, Vormittag von Mitternacht bis 
Mittag und Nachmittag von Mittag bis Mitternacht, aber man geht nun mehr 
und mehr, auch im biirgerlichen Leben, dazu iiber, den Tag fortlaufend von Oh 
(Mitternacht) bis 24h (nachste Mitternacht) zu zahlen. 

Der Unterschied zwischen der Rektaszension der wahren und der mittleren 
Sonne wird Zeitgleichung genannt. Diese wird im folgenden mit] bezeichnet. 
Da der Unterschied zwischen den Stundenwinkeln gleich dem Unterschied zwi
schen den Rektaszensionen, aber mit entgegengesetztem Vorzeichen, ist, so wird 
die Zeitgleichung so definiert, daB sie unter Beriicksichtigung ihres Vorzeichens 
zur wahren Sonnenzeit addiert die mittlere Sonnen zeit gibt. In den groBen 
astronomischen Jahrbiichern findet man sie fUr jeden Tag angegeben 1. Sie er
reicht ihr positives Maximum (ungeHihr 14 Minuten) gegen Mitte Februar, ihr 
negatives Maximum (ungeHihr 16 Minuten) in den erst en Tagen des November. 
Zu diesen beiden Zeit en wird also die Sonne im Meridian stehen, wenn die mittlere 
Sonnenzeit Oh 14m bzw. 2'}h 44m ist. Viermal im Jahr ist die Zeitgleichung Null, 
namlich Mitte April, Mitte Juni, Anfang September und zu Weihnachten. Der 
schnellsten Anderung ist die Zeitgleichung im Dezember und der erst en Halfte 
des Januar unterworfen; dies zeigt sich unter anderem dadurch, daB, wenn die 
Tage gegen Neujahr anfangen langer zu werden, die Zunahme am Nachmittag 
starker ist als am Vormittag. 

Vorhin ist gesagt worden, daB die Sonne relativ zum Friihlingspunkt jeden 
Tag ungefahr 4 Minuten spater in den Meridian kommt. Auf die mittlere Sonne 
bezogen kann dieser Zeitraum jetzt genauer ausgerechnet werden, da er das
selbe ist wie die tagliche Zunahme der Rektaszension der mittleren Sonne, also 
24 Stunden dividiert durch 365.2422, was 3m 56s.555 gibt. So viel spater wiirde 
die mittlere Sonne also jeden Tag nach einer genau nach Sternzeit regulierten 
Uhr kulminieren. Bei einer nach mittlerer Sonnen zeit gehenden Uhr wird man 

1 Augenblicklich findet man in diesen J ahrbiichern die Eigentiimlichkeit, daB man 
z. B. in dem englischen Nautical Almanac zu einer neuen Definition der Zeitgleichung uber
gegangen ist: Wahre Sonnenzeit minus mittlere Sonnen zeit, wahrend das Berliner Jahrbuch 
die alte Definition beibehalt: Mittlere Sonnen zeit minus wahre Sonnen zeit. 1m folgenden 
wird die alte Definition der Zeitgleichung beibehalten (also die, die sich im Berliner J ahr
buch findetl. 
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denselben Zeitraum in einer etwas kleineren Zahl ausgedruckt erhalten; da 
namlich jede Stunde, Minute und Sekunde der Sternzeit etwas kurzer ist als 
die entsprechenden Einheiten nach mittlerer Sonnenzeit, so muB ein gegebener 
Zeitraum im ersten Falle durch eine groBere Zalil ausgedruckt werden als im 
zweiten. Der Unterschied kann leicht gefunden werden, da der Fruhlingspunkt 
(vgl. S. 86) im Laufe eines tropischen Jahres einmal mehr kulminiert als die Sonne, 
so daB die Anzahl der Sterntage in einem Jahre 366.2422 wird. Werden 24h Stun
den durch diese Zahl dividiert, erhalt man 3m 555.909. So viel wird also der 
FrUhlingspunkt jeden Tag fruher kulminieren nach einer nach mittlerer Sonnen
zeit regulierten Uhr. Fur einen Fixstern wird dies ungefiihr das gleiche sein 
wie fUr den Fruhlingspunkt; aus Grunden, die spater besprochen werden sollen 
(infolge von Prazession, Nutation und Aberration), ist jedoch die Rektaszension 
eines Sterns von Tag zu Tag kleinen Anderungen unterworfen, und diese.A..n
derungen bewirken entsprechende Anderungen in den Kulminationszeiten. 

48. Zonenzeit. Die mittlere Sonnenzeit wurde schon fruh in die Astronomie 
eingefUhrt; im taglichen Leben setzte man aber noch lange die Rechnung nach 
wahrer Zeit fort: stand die Sonne im Meridian, sollte es 12 Uhr sein. Da die 
Uhren in der Regel so unvollkommen waren, daB sie urn ihrer selbst willen 
recht oft gestellt werden muBten, so machte es keine besondere Muhe, daB sie 
hin und wieder auch wegen der Sonne gestellt werden muBten. Erst im Anfang 
des vorigen Jahrhunderts (an einigen Stellen etwas eher) fing man nach und 
nach an, die mittlere Sonnenzeit einzufUhren. 

Lange dauerte es jedoch nicht, bis eine neue Reform erforderlich wurde. 
Wenn zwei Uhren, die sich an verschiedenen Orten befinden und die nach den 
vorhergehenden Definitionen beide die richtige Zeit zeigen, verglichen werden, 
z. B. mit Hilfe eines Telegraphen, dann zeigen sie in den meisten Fallen ver
schieden. Nur wenn die beiden Stellen gerade nord-sudlich voneinander liegen, 
stimmen sie uberein; sonst gilt die Regel: je weiter nach Osten, urn so spater 
ist es. Wie wir spater sehen werden, ist der Unterschied in Ortszeit gleich dem 
Unterschied in geographischer Lange (vgl. S. 126). Die Orte, die im selben 
Augenblick dieselbe Zeit haben, liegen auf demselben Erdmeridian. 

Mit der wachsenden Entwicklung der Verkehrsverhaltnisse wurde dieser Unter
schied der Zeiten mehr und mehr als Ubelstand empfunden, und deshalb fing 
man an, fUr groBere Landstrecken eine gemeinsame Zeit einzufUhren. Die Ord
nung, die schlieBlich in den meisten europaischen Landern und in den Ver
einigten Staaten von Nordamerika sowie teilweise auch in anderen Weltteilen 
eingefuhrt wurde, ist die, daB die Zeit innerhalb eines Gebietes fUr das ganze Gebiet 
gemeinsam ist und zwar so, daB man in allen Landern in einem Augenblick 
dieselbe Minute und Sekunde zahlt, so daB also zwischen den verschiedenen 
Landern nur ein Unterschied von Stunden vorhanden ist. Den Ausgangspunkt 
bildet die mittlere Sonnenzeit von Greenwich in England, genauer: die mittlere 
Sonnenzeit des Mittelpunktes des Greenwicher Meridiankreises. Die mittlere 
Sonnen zeit Greenwich, in dieser Weise definiert, wird auch Weltzeit genannt; sie 
ist also dasselbe wie der Stundenwinkel der mittleren Sonne in Greenwich + 12h. 
Der Welttag fangt nach dieser Definition urn Mitternacht nach mittlerer Zeit 
in Greenwich an (fUr Tagesanfang und Datumbezeichnung bei Beobachtungen 
veranderlicher Sterne s. S. 79). So gebraucht man in den meisten westeuropaischen 
Landern: GroBbritannien, Frankreich, Belgien, Spanien und Portugal mittlere 
Zeit Greenwich (Weltzeit oder Westeuropaische Zeit) unverandert; in den 
skandinavischen Landern, Deutschland, Osterreich, Ungarn, Jugoslawien, der 
Tschechoslowakei, der Schweiz, Italien, Polen und Litauen die Greenwichzeit 
+ 1 Stunde. Die letztere nennt man Mitteleuropaische Zeit (M.E.Z.). Eine 
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Reihe anderer Lander, darunter Finnland, Estland, Lettland, Bulgarien, Ruma
nien, die Tiirkei, Griechenland, Agypten, Siidafrika, Palastina, Syrien und 
Sudan, benutzen eine Zeit, die 2h mehr als die Greenwich-Zeit ist. Diese wird 
Osteuropaische Zeit (O.E.Z.) genannt. An allen Orten, wo eine soIche gemein
same Zeit nicht zufalligerweise mit der mittleren Sonnenzeit des Ortes zusammen
paBt, wird letztere unter dem Namen Ortszeit von der gemeinsamen Zeit (oder 
Zonenzeit, wie sie auch genannt wird) unterschieden. Soweit moglich sind die 
Gebiete so begrenzt, daB der Unterschied zwischen der gemeinsamen Zeit und 
der Ortszeit an den AuBengrenzen 1/2 Stunde nicht viel iibersteigt; doch machen 
geographische Riicksichten manchmal groBere Abweichungen notwendig, so 
z. B. in Norwegen, wo die gemeinsame Zeit iiber 1 Stunde weniger ist als die 
Ortszeit in dem ostlichsten Teil von Finnmarken und iiber 40 Minuten mehr 
als die Ortszeit an der auBersten Westkiiste. 

Wie wir spater sehen werden, ist es die Ortszeit, die durch Beobachtung 
direkt bestimmt werden kann. Urn die Zonenzeit zu find en, muB man zur Orts
zeit eine fUr jeden Ort (jeden Meridian) konstante GroBe addieren, die Lokal
konstante genannt wird. Sie wird im folgenden mit R bezeichnet. 

Die Lokalkonstante ist z. B. fUr die Sternwarten in: 

Madrid .. 
Greenwich 
Paris ... 

Rom (Kapitol) 
Berlin (Neubabelsberg) . 
Wien (Univ.-Sternwarte) 
Warschau (Univ.-Sternwarte) 

.W.E.Z. 
· W.E.Z. 
· W.E.Z. 

.M.E.Z. 
· M.E.Z. 
· M.E.Z. 
.M.E.Z. 

+14m 45'.09 
om 0'.00 

- 9m 20'.93 

+1om 3'.66 
+ 7m 34'.51 
- sm 31'.61 
-24m 7'.25 

Helsingfors . . . . . . .. . O.E.Z. +20m 10'.90 
Pulkowo ......... Greenw.Z.+3h • +58m 41'.43 

Die Zeit fUr die obere Kulmination der Sonne, die nach wahrer Zeit immer 12h 
und nach Ortszeit 12h + Zeitgleichung, also 12h + Jist, wird nach Zonenzeit 
12h + Zeitgleichung + Lokalkonstante, also 12h + J + R sein (beide GroBen 
mit ihrem Vorzeichen gerechnet). In Rom z. B. kulminiert die Sonne Mitte 
Februar 14 + 10 = 24 Minuten nach 12h M.E.Z. 

49. Die Datumgrenze. Die obengenannte fUr mittlere Sonnenzeit geltende 
Regel, daB die Zeit in einem gegebenen Augenblick in einem ostlich gelegenen 
Ort spater, in einem westlich gelegenen Ort friiher ist, wird also im groBen und 
ganzen auch fiir die gemeinsame Zeit giiltig sein, namlich beim Dbergang von 
der einen Landstrecke zur anderen. Hieraus kann die folgende Eigentiimlichkeit 
abgeleitet werden. 1st die Uhr bei uns z. B. 5 Uhr nachmittags, so wird man, 
wenn man in Gedanken nach Osten geht, schlieBlich zu einem Gebiet (urn die 
BeringstraBe herum) kommen, wo die Uhr 12 Stunden spater zeigt, also 5 Uhr 
am folgenden Morgen. Geht man dagegen nach Westen zur gleichen Stelle, so 
erhii.lt man wieder 5 Uhr vormittags, aber das Datum wird urn eine Einheit 
geringer. Da nun an ei~ und derselben Stelle nicht mehr als ein Datum sein 
kann, so folgt hieraus, daB an der einen oder anderen Stelle der Erde eine Datum
grenze von der Beschaffenheit vorhanden sein muB, daB die Ortszeit in der 
nachsten Nachbarschaft auf beiden Seiten ungefahr gleich, das Datum aber urn 
einen Tag verschieden ist. 1m Laufe der Zeit ist man iibereingekommen, die 
Grenze ungefiihr auf 180 0 Lange von Greenwich zu legen, mit Abweichungen, 
die die geographischen Riicksichten erfordern. Auf der westlichen oder asiatischen 
Seite der Grenze hat man das groBere, auf der ostlichen oder amerikanischen 
Seite das kleinere Datum. 
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Auf vereinzelten Inselgruppen im Stillen Ozean richtete sich das gewahlte 
Datum ursprunglich danach, ob die Inseln bei einer Reise gegen Osten oder gegen 
Westen kolonisiert waren. Auf den Philippinen, die viel naher an Asien als an 
Amerika liegen, hatte man lange Zeit hindurch das kleinere Datum, bis man auf 
Montag den 30. Dezember 1844 einfach Mittwoch den 1. Januar 1845 folgen lieB. 
In dem fruheren russischen Amerika, dem jetzigen Alaska, kam es an Orten, wo 
sowohl Russen wie Amerikaner wohnten, vor, daB die Amerikaner am Sonntag 
in die Kirche gingen, wahrend die Russen arbeiteten, weil sie Montag hatten. 
Dies dauerte bis 1871, als die Russen von den Autoritaten der griechischen Kirche 
Dispens erhielten, der amerikanischen Zeitrechnung zu folgen. Auf den Samoa
inseln, die auf der amerikanischen Seite der Grenze liegen, wurde das groBere 
Datum bis zum Montag den 4. Juli 1892 gebraucht, den man 48 Stunden an
dauern lieB. 

Bei Seereisen wird das Datum auf 180 0 Lange gewechselt, entweder auf die 
letztgenannte Art, wenn die Reise nach Osten geht, oder auf die bei den 
Philippinen beschriebene Weise, wenn die Reise nach Westen geht. 1m ersten 
Fall erhalt man also eine Woche mit 8, im letzten Fall eine mit 6 Tagen. 

50. Verwandlung von Zonenzeit und mittlerer Sonnenzeit in Sternzeit und um
gekehrt. Die Losung der wichtigen Aufgabe, (Zonenzeit und) mittlere Sonnen
zeit in einem gewissen Augenblick (M.S.Z.) in Sternzeit (e) oder umgekehrt 
zu verwandeln, beruht auf zwei Dingen: 

1. Auf der Kenntnis der Sternzeit in einem bestimmten Augenblick an 
dem Tag, urn den es sich handelt; in unseren Tagen wahlt man Oh Welt
zeit. Die Sternzeit fUr Oh Weltzeit findet man in den groBen astronomischen 
Ephemeriden von Tag zu Tag angegeben; im folgenden wird sie immer mit 
eo bezeichnet. 

2. Auf der Verwandlung eines Intervalls mittlerer Sonnenzeit (soundso viele 
Stunden, Minuten und Sekunden mittlerer Zeit) in ein Sternzeitintervall (soundso 
viele Sternzeitstunden, -l]linuten und -sekunden) oder umgekehrt. 1m Prinzip 
ist diese Aufgabe in dem vorhergehenden ge16st, da wir wissen, daB: 

24h mittlere Sonnenzeit = 24h 3m 569.555 Sternzeit, 
24h Sternzeit = 23h 56m 4s.091 mittlere Sonnenzeit 

sind. 
Mit Hilfe dieser beiden Satze konnen wir selbstverstandlich ohne Schwierig

keit jedes in der einen Zeit ausgedruckte Intervall in ein in der anderen Zeit 
ausgedrucktes Intervall verwandeln. Da dieses jedoch Operationen sind, die 
der Astronom sehr oft auszufUhren hat, wurden diese Berechnungen unnotig 
viel Zeit beanspruchen. Man hat deshalb hier - wie so oft in der Astronomie -
ein fur allemal Taleln berechnet, wodurch jegliches unnotige Rechnen erspart 
wird. 1m Anhang (S. 542) findet man (nach dem Nautical Almanac) die beiden 
Verwandlungstafeln, die diesem Zwecke dienen. 

Wie die Verwandlung von mittlerer Sonnenzeit in einem bestimmten Augen
blick in Sternzeit im selben Augenblick und umgekehrt vor sich geht, ist aus 
den beiden folgenden Beispielen zu ersehen. 

Aufgabe I. 

Man kennt die mittlere Sonnen zeit in einem bestimmten Augenblick fUr 
einen gewissen Meridian. Gesucht wird die Sternzeit im selben Augenblick. 

Beispiel. Welches ist die Sternzeit ffir den Meridian der Kopenhagener Sternwarte 
am 15. Juli 1931 in dem Augenblick, in dem die Uhr 14h 12m 16'.27 mittlere Sonnenzeit 
Kopenhagen ist? 
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Antwort: 

Ausrechnung: 

14h 12m 16'.27 
o 50 18 .69 

13 21 57 .58 

13 2 8<H) 21 3 .450 
57 .156 
0·582 

13 24 9 .32 
19 27 32 .09 

8 51 41 .41 
0 50 18 .69 

9h 42m 0'.10 

Spharische Astronomie. 

mittlere Sonnenzeit in Kopenhagen 
Langenunterschied Greenwich-Kopenhagen 

Weltzeit im gleichen Augenblick 

13h 21 m 57'.58 in Sternzeitinterval! verwandelt 
Stern zeit in Greenwich fur if Welt zeit am 15. Juli 1931 (siehez. B. 
Naut. AIm. oder Berl. Jahrb.) 
Sternzeit in Greenwich in dem gegebenen Augenblick 
Langenunterschied Greenwich-Kopenhagen 

Sternzeit in Kopenhagen in dem gegebenen Augenblick. 

Aufgabe II. 

Man kennt die Sternzeit in einem gewissen Augenblick fUr einen gewissen 
Meridian. Gesucht wird die mittlere Sonnenzeit im selben Augenblick. 

Beispiel. Welches ist die mittlere Sonnen zeit in Kopenhagen am 15. Juli 1931 in dem 
Augenblick, in dem die Stern zeit 9h 42m 0'.10 ist? 

Antwort: 

Ausrechnung: 

9h 42ill 0'.10 
o 50 18 .69 

8 51 41 .41 
19 27 32.09 

13 24 9.32 

12 57 '2216) 23 56 .068 
8 .975 
0·319 

13 21 57 ·58 

0 50 18 .69 

14h 12m 16'.27 

Stern zeit in Kopenhagen 
Langenunterschied Greenwich-Kopenhagen 

Stern zeit in Greenwich in dem gegebenen Augenblick 
Stern zeit in Greenwich fUr ohWeltzeit am 15. Juli 1931 (sieheNaut. 
Alm.oder Berl. Jahrb.) 
Sternzeitinterval!, das nach Oh Weltzeit verlaufen ist 

\Veltzeit (13h 24m 9'.32 in Interval! mittlerer Sonnen zeit 
verwandelt) 
Langenun terschied Greenwich-Kopenhagen 

Mittlere Sonnen zeit in Kopenhagen. 

Die Berechnung kann auch ausgefUhrt werden, ohne daB man den Ubergang 
zum Greenwicher Meridian hin und zuruck macht. Wenn man in den beiden 
vorher gegebenen Aufgaben Sternzeit in mittlerer Mitternacht fur den Meridian, 
um den es sich handelt - hier also Kopenhagen (Kopenhagener Sternwarte) -
kennt, dann wird die Rechnung etwas einfacher. Wie wir wissen, wachst eo 
fUr jeden Tag urn 3m 565 .555. Fur einen Meridian, der Lh 6stlich von Greenwich 
liegt, wird Sternzeit in mittlerer Mitternacht - wir k6nnen sie mit e{; bezeich
nen - etwas geringer als eo. Wir erhalten 

L 
e{; = eo - -. 3m 56\555. 

24 

Fur einen Meridian westlich von Greenwich erhalten wir eine positive Kor
rektion. Im Berliner Jahrbuch findet sich fUr die verschiedenen Sternwarten diese 
Korrektion von eo ein fur allemal berechnet. Wir haben z. B. folgende Werte: 
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Fur die Sternwarte in Madrid . . . . 
Greenwich .. 

" Paris ..... 
" Rom (Kapitol) 
" Berlin (Neubabelsberg) . 
" Wien (Univ.-Sternwarte) 
" Warschau (Univ.-Sternwarte) 
" Helsingfors . . . . . . . . 

Pulkowo ........ . 

Korr. der e. 
+ 2'.43 

0.00 
- 1 .53 
- 8.20 
- 8.61 
-10·76 
-13.82 
-16.40 
-19 ·93 

75 

Ein Beispiel fUr diese Methode zur Verwandlung von Zeiten findet sich im 
Anhang. 

Wenn man, wie es oft der Fall ist, nicht die groBtmogliche Genauigkeit 
braucht, sondern mit der Genauigkeit von beispielsweise einigen Minuten zu
frieden ist, gestalten sich diese Berechnungen wesentlich einfacher. Wir konnen 
die Tafel fur 8 0 fur jeden Tag im Jahr dann ganz entbehren. Mit einer Un
sicherheit von nur einigen Minuten gelten die folgenden Werte von 8 0 , gleich
gultig urn welches Jahr und urn welch en Ort es sich handelt: 

September 
Dezember 
Marz 
Juni 

22. 
22. 
22. 
22. 

Oh om 
6 0 

12 0 
18 0 

Diese kleine Tabelle ist leicht im Gedachtnis zu behalten. Ferner wissen 
wir, daB 8 0 jeden Tag urn 3m 565 .555 zunimmt. Wenn es sich urn eine nur 
angeniiherte Rechnung handelt, konnen wir ruhig 3m 565 schreiben oder, was 
fUr Gedachtnis und Rechnung gleich bequem ist: 4m - 45 • 

Wenn wir z. B. 8 0 fur den 20.0ktober suchen, so wird die Rechnung: 

8 0 Okt. 20 = Oh om + 28· (4m - 45) = Oh om + 112m - 1125 

oder, wenn wir uns nur fur ganze Minuten interessieren: 

8 0 Okt. 20 = 1h 50m . 

Als Beispiel einer angenaherten Berechnung der Sternzeit in einem bestimmten 
Augenblick wollen wir folgende Frage beantworten: Welche Sterne sind am 
20. Oktober 17h om Uhr M.E.Z. in Kopenhagen in der oberen Kulmination? 

Wenn wir die Sternzeit (8) fUr den betreffenden Meridian in dem gegebenen 
Augenblick kennen, wissen wir, daB die Sterne in dem Augenblick kulminieren, 
in dem (X gerade gleich 8 ist (vgl. S. 67). Es kommt also dar auf an, die Stern
zeit in dem gegebenen Augenblick zu berechnen. Die Rechnung stellt sich nun 
folgendermaBen: 

Mitteleuropaische Zeit . . . . . . . . 
Lokalkonstante (9lli 41') ...... . 
Mittlere Sonnen zeit Kopenhagen . . . 
Dies in Sternzeitintervall yerwandelt (G- Go) 
Go (s. oben). . . . . . . . . . . . . . . . 
G ................... . 

17h om 
10 

16 50 
16 53 

1 50 
18 43 

Wir erhalten also die Antwort, daB diejenigen Sterne in Kopenhagen in dem 
gegebenen Augenblick in oberer Kulmination sind, deren Rektaszension gleich 
18h 43 m (angenahert) ist. Die Rektaszension von Wega ist 18h 35 m , und wir 
sehen also, daB am 20.0ktober urn 17 Uhr auBer anderen Sternen auch Wega 
sich sehr nahe dem Kopenhagener Meridian in der oberen Kulmination befindet. 

51. Zur Definition des Zeitbegriffs. Zeit als Stundenwinkel. In den vor
hergehenden Paragraphen haben wir unter anderem die folgenden drei verschie
denen Zeitbegriffe definiert: Sternzei t in einem bestimmten Augenblick 
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= Stundenwinkel des Fruhlingspunktes (S. 67), wahre Sonnenzeit 
= Stundenwinkel der wahren Sonne + 12h (S.68) und mittlere Sonnen
zeit = Stundenwinkel der mittleren Sonne + 12h (S.70). 

Gemeinsam fUr diese Definitionen ist es, daB sie aIle drei mit dem Begriffe 
Stundenwinkel operieren. Wenn wir die Zeit in einem bestimmten Augen
blicke etwa so formulierten (wie es in der Tat oft gemacht wird): "mittlere 
Sonnen zeit ist die Zeit, die seit der unteren Kulmination der mittleren Sonne 
verlaufen ist", so ware diese Definition in Wirklichkeit unbestimmt, da nicht 
gleichzeitig gesagt wird, was ftir "Zeit" verlaufen ist, ob Stunden, Minuten und 
Sekunden mittlerer Sonnenzeit oder irgendeiner anderen Zeit. Bei der Definition 
der Zeit mit Hilfe eines Stundenwinkels fallt jede Zweideutigkeit fort. 

Beispiel: Wir nehmen an, zwischen mittlerer Sonnenzeit in einem be
stimmten Augenblick sei fUr zwei verschiedene Meridiane der Unterschied genau 
6h om os 00, und wir fragen: Wie graB ist im selben Augenblick fUr dieselben 
beiden Meridiane der Unterschied in Sternzeit? So wie wir unsere Zeitbegriffe 
definiert haben, sieht man sofort, daB es sich in beiden Fallen einfach urn den
selben Unterschied im Stundenwinkel handelt. Die Antwort lautet also: 
genau 6h om 05.00. 

52. Der Kalender. In dem bei uns benutzten Kalender ist das btirgerliche 
Jahr so eingerichtet, daB es sich durchschnittlich sehr nahe an das tropische 
Jahr anschlieBt, das die Periode fUr die Jahreszeiten ist. Er ist eine Modifikation 
des Kalenders, den JULIUS CASAR im Jahre 45 v. Chr. in Rom einfuhrte, und 
der nach ihm der Julianische genannt wird. Casar setzte die Regel fest, daB 
drei aufeinanderfolgende Jahre 365 Tage haben soIlen, aber das vierte, das 
Schaltjahr, 366, llnd daB der Schalttag im Februar eingeschoben wird. Jede 
Jahreszahl n. Chr., die durch 4 teilbar ist, ist ein Schaltjahr, flir die Jahre aber 
v. Chr. solI die Division den Rest 1 geben. Dies kommt daher, daB das Jahr 1 
n. Chr. unmittelbar auf 1 v. Chr., ohne Null dazwischen, folgtl. Die durchschnitt
liche Lange eines so1chen Jahres wird also 365.25 Tage, was man ein Julianisches 
Jahr nennt. Mit dem trapischen verglichen ist dies Jahr 0.0078 Tage zu lang, 
ein Unterschied, der nach 128 Jahren auf einen ganzen Tag anwachst. Die 
Folge davon ist, daB Tagundnachtgleiche und Sonnenwende nach Verlauf von 
128 Jahren urn einen Tag im Kalender zurtickgehen. Das Fruhlingsaquinoktium 
wurde von Casar und seinem Ratgeber SOSIGENES fUr den 25. Marz angesetzt, 
fiel aber zu jener Zeit tatsachlich auf den 23. oder 24. 

1m Jahre 1582, als vom Papst GREGOR XIII. der Gregorianische Kalender 
eingefUhrt wurde, war die Verschiebung 'seit Casars Zeiten auf ungefahr 13 Tage 
angewachsen, und die Fruhlings-Tagundnachtgleiche fiel auf den 11. Marz. Die 
nachstliegende Veranlassung zur Reform war, daB bei dem graBen Kirchen
konzil zu Nicaa 325 n. Chr. ein BeschluB gefaBt worden war (tiber das Oster
fest, dar tiber spater s. S. 97), der auf der Voraussetzung beruhte, daB das Frtih
lingsaquinoktium dauernd auf den 21. Marz fallen sollte, wie es zu der Zeit 
des Konzils oder etwas fruher der Fall war. Urn diese Voraussetzung zu er
ftillen, befahl der Papst erstens, daB 10 Tage ubersprungen werden sollten, 
indem man im Jahre 1582 auf den 4. Oktober gleich den 15. Oktober folgen lieB, 
wahrend die Wochentage in gewohnter Weise weitergezahlt wurden, und zweitens 
flihrte er in der Schaltregel Casars die Anderung ein, daB von den Sakular
jahren, die ja in dem Julianischen Kalender Schaltjahre sind (da 4 in einer Zahl, 

1 In der astronomischen Chronologie werden die Jahre vor und nach Christus oft 
mit - und + bezeichnet, aber dann so, daB das Jahr 1 v. Chr. gleich 0 gerechnet wird, 
wodurch aIle vorhergehenden Jahre urn eine Einheit niedriger werden. Das Jahr -44 ist 
also dasselbe wie 4S v. Chr. 
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die auf zwei Nullen endet, immer aufgeht), nur jedes vierte ein Schaltjahr sein 
sollte, namlich wenn die Jahreszahl durch 400 ohne Rest teilbar ist. Die Aus
nahmen gelten also fUr drei Viertel aller Sakularjahre wie 1700, 1800 und 1900, 
aber nicht fUr 1600 und 2000. 

10000 julianische Jahre enthalten 3652500 Tage; da sich in diesem Zeit
raum 100 Sakularjahre und also auch 100 Sakularschalttage befinden, von denen 
drei Viertel oder 75 fortfallen sol1en, so enthalten 10000 gregorianische Jahre 
demnach 3652425 Tage. Wird dies mit 10000 tropischen Jahren verglichen, 
die 3652422 Tage enthalten, so sieht man, daB der Unterschied sich erst nach 
dem Verlauf von iiber 3000 Jahren auf einen Tag belauft. 

In den romisch-katholischen Landern wurde der Gregorianische Kalender 
teils im Jahre 1582, teils in den darauffolgenden Jahren eingefiihrt. In den 
meisten protestantischen Landern wurde er, was die Datierung anbelangt, im 
Jahre 1700 eingefiihrt. Der Unterschied zwischen altem und neuem Stit betragt 
jetzt, seit dem 1. Marz 1900, 13 Tage. 

Zur Erklarung eines Ausdrucks, der noch in unseren J ahrbiichern vorkommt, 
solI hier etwas iiber die Entstehung des Kalenders hinzugefiigt werden. Es war 
wahrend eines Aufenthalts in Agypten, nach der Eroberung des Landes, daB 
Casar die Gelegenheit benutzte, sich mit der dort angewandten Zeitrechnung 
vertraut zu machen, urn danach den alten romischen Kalender, der vorher ganz 
anders eingerichtet war, zu reformieren. 

Die Agypter gehorten zu den wenigen VOlkern des Altertums, die nach Sonnen
jahren rechneten, ohne Zweifel weil sie in den jahrlichen Dberschwemmungen 
des Nils ein Naturphanomen besaBen, das sich mit groBer RegelmaBigkeit wieder
holt, da es auf der tropischen Regenzeit im Innern Afrikas beruht, und mit 
dessen Hilfe sie eine annahernde Kenntnis der Lange des Sonnenjahres erhalten 
konnten, lange bevor von astronomischen Beobachtungen die Rede war. An
fangs rechneten sie das Jahr zu 360 Tagen, auf 12 gleich lange Monate verteilt. 
Die Teilung des Kreises in 360 0 steht ohne Zweifel hiermit in Verbindung, da 
die Sonne dadurch einen Grad am Tage zuriicklegte (gradus bedeutet einen 
Schritt). Als sie spater entdeckten, daB noch 5 Tage mehr vorhanden waren, 
fUgten sie diese unter dem Namen Epagomenen hinter dem 12. Monat des Jahres 
ein. Nach und nach zeigte es sich, daB noch ein Bruch vorhanden war, von 
dem sie herausfanden, daB er ein Viertel betrug. Sie bemerkten, daB der Sirius, 
der Sothis der Agypter, seinen heliakischen Au/gang hatte, d. h. daB er anfing, 
am ostlichen Himmel kurz vor Sonnenaufgang sichtbar zu werden, zu einer 
Zeit, wenn der Nil, einige Tage nach dem Sommersolstitium, zu steigen anfing. 
Da sie das Erscheinen des Sterns als Ursache fUr das Steigen des Flusses be
trachteten, wurde er zum Gegenstand sorgfiiltiger Beobachtung gemacht. Durch 
ein merkwiirdiges Zusammentreffen war im Laufe von ein paar Jahrtausenden, 
ungefahr 3000 v. Chr., der durchschnittliche Zeitverlauf zwischen zwei heliaki
schen Aufgangen des Sirius beinahe genau 365 1/ 4 Tag. Dieser Aufgang beruht 
namlich nicht allein auf der jahrlichen Wanderung der Sonne in der Ekliptik, 
sondern auch auf einem anderen Phanomen (der Prazession), das im nachsten 
Kapitel besprochen werden solI. 

Beim Graben des Suezkanals im vorigen J ahrhundert fand man einen Stein 
(den Kanopusstein), der ein Dekret aus dem Jahre 238 v. Chr. (Konig Ptole
maus III. Euergetes) iiber Einfiihrung eines Schalttages in jedem vierten Jahre, 
zur Regulierung der Tempelfeste, enthielt. Fiir das tagliche Leben bedienten 
sich die Agypter jedoch noch lange ihres sog. beweglichen Jahres von 365 Tagen 
ohne Schaltjahr, Casar aber nahm die Verbesserung mit auf. Bereits vor Ciisars 
Zeit hatte iibrigens der griechische Astronom HIPPARCH herausgefunden, daB 
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der Bruch etwas kleiner als ein Viertel war, obwohl er ihn nicht so genau be
stimmen konnte, wie wir ihn jetzt kennen. 

Da das Steigen des Nils gerade in dem heiBesten Teil des Jahres einsetzte, 
in dem Monat, in dem die Sonne durch das Zeichen des Lowen geht (s. § 45), 
wurde dieser Zeitraum aus dem vorhergenannten Grunde, nach dem Hunds
stern Sirius, die Hundstage genannt. Nach unserem Kalender dauern sie yom 
23. oder 24. Juli bis zum 23. oder 24. August. Die Jahreszeit flir den heliakischen 
Aufgang des Sirius in Agypten ist seit dem Altertum nun sehr verandert. 

Auf Grund des vorher Gesagten konnen wir eine Tabelle iiber die Anzahl 
Tage aufstellen, die in den verschiedenen Jahrhunderten in der gregorianischen 
Zeitrechnung verflossen sind, so wie wir diese riickwarts rekonstruieren konnen 
bis zum Anfang unserer Zeitrechnung: 

1m J ahrh. Jan. 1 des J ahres 1 his Dez. 31 des J ahres 100 sind verflossen 36525 Tage 
101 .. 200 .. 36525 

1401 .. 
1501 .. 
1601 .. 
1701 .. 
1801 .. 
1901 .. 
2001 .. 
2101 .. 
2201 .. 
2301 .. 

usw.: dreimal 36524, jedes vierte Mal 36525. 

1500 .. 
1600 .. 
1700 .. 
1800 .. 
1900 .. 
2000 werd. 
2100 
2200 
2300 
2400 

36525 
36515 
36524 
36524 

.. 36524 
verlauf. 36525 

36524 .. 
36524 
36524 .. 
36525 

Mit Hilfe dieser Tabelle, die natiirlich einer kleinen Anderung unterworfen 
werden muB, wenn es sich urn Lander handelt, die nicht bereits im 16. Jahr
hundert den Gregorianischen Kalender angenommen haben, konnen wir auf eine 
sehr einfache Weise verschiedene Fragen beantworten, unter anderem solche, 
die sich auf Wochentage eines gewissen Datums in der Zukunft oder in der 
Vergangenheit beziehen. Wenn wir uns nur merken, daB der letzte Tag vor 
Anfang unserer Zeitrechnung ein Freitag war (Januar 1. des Jahres 1 war also 
ein Sonnabend), so gibt die obengenannte Tabelle uns alles, was zur Losung 
solcher Aufgaben notwendig ist. 

Wenn wir von einem gewissen Tage aus 7 Tage vorwarts (oder zuriick) 
gehen, kommen wir selbstverstandlich wieder zu demselben Wochentag. Ebenso 
wenn wir 70 Tage, 700 Tage oder 7000 Tage, d. h. eine Anzahl ganzer Wochen 
vorwarts oder riickwarts gehen. Gehen wir 7001 Tag vorwarts, ist es dasselbe, 
als gingen wir einen Tag vorwarts usw. Wir konnen also iiberhaupt den Tei! 
der angegebenen Anzahl Tage, der durch 7 teilbar ist, streichen, und brauchen 
nur mit dem Rest zu operieren. 

Wichtige spezielle Falle sind: 

1 gewohnliches J ahr 
1 Schaltjahr 

Jahrhundert von 

= 365 Tagen = 1 Tag 
= 366 = 2 Tagen 
36515 = 3 
36524 = 5 
36525 = 6 

Ein Beispiel wird hinreichend sein, urn die Anwendung der Methode zu be
leuchten. 
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Wir gehen ganz zuruck auf den Tag vor dem Beginn un serer Zeitrechnung, 
der ein Freitag war, und werden auf dieser Basis die Frage beantworten: Welch en 
Wochentag hatten wir am 31. Dezember 1929? Die Rechnung stellt sich folgender
maBen: 

Von dem letzten Tag vor dem Beginn unserer Zeitrechnung (einem Freitag) 
sollen wir die folgende Anzahl Tage vorwartsgehen: 

bis zum 31. Dez. 
von da aus" 31." 

31. " 
31. " 

des Jahres 1500 15 X 36525 = 1 X 6 = 6 
1600 36515 = 3 
1900 3 X 36524 = 3 X 5 = 1 
1929 {29 X 365 = 1 X 1 = 1 } 

+ 7 Schalttage = 0 = 0 
Summe 11 = 4 

Wir solIen also yom Freitag 4 Tage vorwarts gehen und kommen so auf einen 
Dienstag. 

Urn eine durchlaufende Rechnung nach mittleren Sonnentagen zu ermoglichen, 
hat man die sog. Julianische Periode eingefUhrt. Der Anfang dieser .A.ra ist 
auf Januar 1.5 des Jahres -4712 (4713 v. Chr.; vgl. FuBnote S. 76) festgesetzt; 
von da an sind die Jahre bis 1581 einschlieBlich als julianische gezahlt, das 
Jahr 1582 erhalt 365 - 10 = 355 Tage, dann wird nach den Vorschriften des 
Gregorianischen Kalenders weitergerechnet. Wie man sieht, fangt in der Juliani
schen Periode der Tag am Mittag an (sie wird hauptsachlich bei Arbeiten uber 
veranderliche Sterne angewandt). Eine Tafel uber die seit Anfang der Julianischen 
Periode verflossenen Tage in den zwei Jahrhunderten 1800-2000 ist im Anhang 
gegeben. 

Zur Zeit wird von verschiedenen Seiten aus auf eine Veranderung des jetzt 
geltenden Kalenders hingearbeitet. Die Anderung, die anscheinend die groBte 
Aussicht hat, durchgefUhrt zu werden, ist eine Fixierung der christlichen Feste. 

Prazession. Nutation. Aberration. Jahrliche Parallaxe. 
53. Die Priizession. Weder der Aquator noch die Ekliptik behalten, relativ 

zu den Sternen, ihre Lage vollkommen unverandert bei. Selbst wenn ein Stern 
vollstandig der Bezeichnung Fixstern entsprechen wurde, werden doch die Ko
ordinaten, durch die seine Lage in bezug auf den einen oder den anderen dieser 
beiden Kreise und ihre Schnittpunkte ausgedruckt ist, im Laufe der Zeit lang
same Veranderungen erleiden. Die hier auftretenden Phanomene werden wir 
vielleicht durch Verfolgen der historischen Entwicklung am besten verstehen. 

Einer der hervorragendsten Astronomen des Altertums, HIPPARCH, der urn 
das Jahr 140 v. Chr. auf der Insel Rhodos arbeitete, hatte eine Reihe Beob
achtungen angestellt, urn die Orter einer Anzahl Fixsterne zu bestimmen. Dem 
Gebrauch der damaligen Zeit folgend, gab er sie durch Lange und Breite an. 
Solche Beobachtungen waren auch fruher angestellt worden, und namentlich 
hatten andere griechische Astronomen Jahrhunderte vorher teilweise dieselben 
Sterne beobachtet. Beim Vergleich dieser Resultate mit seinen eigenen fand 
nun Hipparch, daB die Breiten so nahe ubereinstimmten, wie aus der Genauig
keit der Beobachtungen zu erwarten war, wogegen durchgehends ein Unter
schied in den Langen vorhanden war, die urn ein paar Grade zugenommen 
hatten. Da diese Anderung sich fUr aIle Sterne gemeinsam zeigte, nahm er an, 
daB der Ausgangspunkt der Langen, also der Fruhlingspunkt, sich langs der 
Ekliptik entgegengesetzt dem Sinn der Langenzahlung verschoben hatte. Spatere 
Beobachtungen haben diese Wahrnehmung bestatigt, und man hat gefunden, 
daB die Bewegung des Fruhlingspunktes und naturlich auch des Herbstpunktes 
etwas uber 50" im Jahr betragt. 
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Diese Bewegung der Aquinoktiallinie, die nach der frtiher aufgestellten Defini
tion der Bewegungsrichtung retrograd verlauft, wird Priizession genannt. Da 
die Aquinoktiallinie die Schnittlinie zwischen den Ebenen des Aquators und 
der Ekliptik ist, muJ3 diese Bewegung, wenn sich die Lage der Ekliptik nicht 
verandert, darin bestehen, daJ3 die Ebene des Aquators langsam ihre Stellung 
andert, so daJ3 die Schnittlinie standig nach derselben Seite geht, aber, nach 
Hipparch, mit konstanter Neigung zur Ekliptik oder, wie es auch ausgedrtickt 
werden kann, daJ3 der Pol des Aquators sich standig in einem kleinen Kreis 
urn den Pol der Ekliptik bewegt, wobei er in ungefahr 26000 Jahren einen Um
lauf vollenden wird, wenn die Bewegung immer 50" im Jahr betragt, da die 
Lange der Peripherie 1296000" betragt. Das Phanomen ist in Abb. 52 dar-

r gestellt. Hierin ist E der Pol der 
Ekliptik; P der Pol des Aquators 
zu der Zeit, zu der der Aquator 
die Stellung A'\(' Q hat; P' ist 
der Aquatorpol, wenn der Frtih
lingspunkt bis zu '\(" zuriick
gegangen ist ; P p' pI! ist der kleine 
Kreis, in dem der Pol des Aqua
tors urn den Pol der Ekliptik mit 
dem konstanten Winkelabstand s 
herumHiuft. 

Weil 50" jahrlich in 72 Jahren 
einen Grad ausmachen, ist die 
Prazession seit Hipparchs Zeit en 
auf ca. 29 ° oder beinahe ein ganzes 
Himmelszeichen angewachsen. Zu 
j ener Zeit war also j edes Himmels
zeichen von dem Sternbild 
gleichen Namens umgeben, wah-

Abb.52. rend sie jetzt aIle verschoben 
sind (vgl. § 45). 

Weil der Aquator und sein Pol unter den Stemen bestandig den Platz wechseln, 
so verandert sich die Rektaszension und Deklination derselben, und da der Tag
bogen eines Sterns von seiner Deklination abhangt, so kann die Prazession im 
Laufe der Zeit merkbare Veranderungen im Aussehen des Sternhimmels ftir eine 
gegebene Polhohe herbeifiihren. Sterne, die jetzt nie tiber den Horizont kommen, 
konnen im Laufe der Zeit sichtbar werden, wahrend andere verschwinden. Es 
gibt z. B. einen hellen Stern Fomalhaut, der zur Zeit eine siidliche Deklination 
von 30° 4' hat und deswegen nordlich von 59° 56' Breite (oder 60° 31', wenn 
auf die Refraktion Riicksicht genommen wird) unsichtbar ist, der sich aber in 
der Gegend des Himmels befindet, der der Aquator sich nahert, wodurch der 
numerische Wert der (stidlichen) Deklination bestandig abnimmt und der Stern 
auf immer hoheren Breiten sichtbar wird. Der Polarstern, dessen Entfernung 
vom Pol etwas tiber einen Grad ist, wird noch lange seinem Namen entsprechen, 
da der Pol ihm immer naher kommt, so daJ3 die Entfernung in einigen hundert 
Jahren nur 1/2 Grad betragen wird; dann aber wird sie wieder zunehmen, und 
nach Verlauf von Jahrtausenden wird der Stern nicht mehr als Polarstern be
trachtet werden konnen. In 12000 Jahren wird der helle Stern Wega, der bei 
uns bereits zirkumpolar ist, bis zu einer Entfernung von 5 Grad zum Pol herauf
gertickt sein, wahrend der GrofJe Wagen bereits einige Jahrtausende frtiher auf
horen wird, zirkumpolar zu sein. Ebenso war es die Wirkung der Prazession 
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auf die Koordinaten des Sirius, die bewirkte, daB der heliakische Aufgang des 
Sterns in Agypten sich durch einen langen Zeitraum im Altertum auf demselben 
Datum nach dem zurtickdatierten Julianischen Kalender hielt (vgl. S. 77). 

Die Prazession bewirkt auch, daB die Sonne in einem tropischen Jahr eigentlich 
nicht urn den ganzen Himmel herum kommt, weil ihr der Fruhlingspunkt ein 
kleines Sttick entgegenlauft. Da die Sonne taglich etwa 1 Grad zurucklegt, also 
etwa 2'.5 oder 150" in der Stunde, so wird sie ungefahr 20 Minuten gebrauchen, 
urn die fehlenden 50" zurtickzulegen. Die Zeit eines vollen Umlaufs der Sonne 
nennt man ein Sternjahr oder ein siderisches ] ahr, das also ca. 20m langer ist 
als das tropische. Der genaue Wert ist: 

1 siderisches Jahr = 365.25636 mittleren Sonnentagen. 

Hier betragt der Bruch also etwas iiber 1/4 Tag, aber das btirgerliche Jahr 
ist dem tropischen angepaBt, weil die Jahreszeiten auf diesem beruhen, nicht 
auf dem siderischen. 

54. Anderungen in der Schiele der Ekliptik. Lunisolarpriizession. Priizession 
durch die Planeten. Allgemeine Priizession. Bereits im Mittelalter bemerkte 
man, daB die Schiefe der Ekliptik, die man zweckmaBig durch Messung der 
Deklination der Sonne zur Zeit des Sommersolstitiums bestimmte, nicht ganz 
konstant war. COPERNICUS sagt, daB er und mehrere seiner Zeitgenossen etwas 
tiber 23 0 28' gefunden hatten, wahrend der im Altertum angegebene Wert 23 0 51' 
betrug. Er nahm an, daB auch diese Anderung durch eine Bewegung des Aquators 
hervorgerufen sein musse. TYCHO BRAHE aber zeigte, daB der Grund ein anderer 
war. Aus seinen zahlreichen Beobachtungen von Fixsternen fand er, daB die Breiten 
derselben sich seit dem Altertum merklich geandert hatten, namlich so, daB sie 
auf der einen Seite des Himmels zugenommen, auf der entgegengesetzten Seite 
aber abgenommen hatten. Dies muBte einer langsamen Bewegung der Ekliptik 
urn einen ihrer eigenen Durchmesser zugeschrieben werden, durch spatere Be
obachtungen wurde dies auch bestatigt. Die Bewegung ist jedoch so langsam, 
daB sich die Abnahme der Schiefe der Ekliptik nicht einmal auf 1/2" im Jahre 
belauft, also wesentlich weniger, als sich aus den Beobachtungen des Altertums 
und Copernicus' Beobachtungen ergibt. Wtirde diese Bewegung jedoch unaus
gesetzt andauern, so daB die Neigung der Ekliptik zuletzt gleich Null werden 
konnte, so wurde dies einen sehr bedeutenden EinfluB auf die klimatischen Ver
haltnisse der Erde austiben, da der Wechsel der Jahreszeiten von diesem Winkel 
abhangt. Wie wir spater sehen werden (vgl. S. 254), wird dies aber nicht statt
finden, jedenfalls nicht in absehbarer Zeit. 

Die in § 40 aufgestellte Hypothese, daB die Ekliptik ein groI3ter Kreis ist, 
hat sich als nicht ganz exakt erwiesen, da die Sonne nach einem vollen Umlauf 
am Himmel nicht genau zu demselben Punkt zurtickkehrt. Es steht jedoch 
nichts im Wege, die Ekliptik als einen f 
groBten Kreis zu betrachten, wenn man fl 

nur die gehorige Rucksicht daraufnimmt, 
daB die Lage dieses groBten Kreises im 'V' E 

Laufe der Zeit etwas veranderlich ist. .4 -------::,;.L;?--<::::..------P. 
Die Bewegung der Ekliptik wirkt auch A' ___ --J,49,c::..'-------e' 

etwas auf den Betrag der Prazession zu
ruck, wieausAbb. 53 ersichtlich, dieeinen 
kleinen Teil der Himmelskugel von auBen n 
gesehen darstellt. AQ ist ein Bogen des 

Abb.53. 

Aquators, nE ein Bogen der Ekliptik zur gleichen Zeit; n ist der eine Endpunkt 
des Durchmessers, urn den die Ekliptik sich dreht, so daB sie die Stellung nE' 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 6 
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einnimmt, wenn der Aquator wegen der Prazession nach A'Q' gekommen ist. 
Der Zweck der Abbildung ist, die Geschwindigkeiten darzustellen, mit denen die 
verschiedenen Bewegungen vor sich gehen; da es aber nicht maglich ist, die 
Bogen in dem richtigen gegenseitigen Verhaltnis zu zeichnen, sei bemerkt, daB 
n zur Zeit ungefahr 6 Grad yom Frlihlingspunkt V liegt, eine Entfernung, die 
sich bestandig verringert, doch nicht urn 50", sondern nur urn 33" im Jahre, 
weil n selbst eine jahrliche Bewegung von 17" in derselben Richtung wie der 
Frlihlingspunkt hat. Aus den angegebenen Zahlen ist ersichtlich, daB der 
Winkel zwischen den Ekliptikbogen nE und nE' im Verhaltnis zur Entfernung 
zwischen den Aquatorbogen zu groB gezeichnet ist. Es geht aus der Abbildung 
hervor, daB der mit e' bezeichnete Winkel kleiner ist als die ursprlingliche 
Neigung e. 

Der Bogen V V' der ursprlinglichen Ekliptik, der zwischen den beiden Aquator
bogen liegt, wird Lunisolarprlizession genannt, ein Name, der mit der physikali
schen Ursache des Phanomens, die spater (s. S. 182 und 534) besprochen werden 
solI, zusammenhangt. Der Aquatorbogen V'V" zwischen den beiden Ekliptik
bogen wird Prlizession durch die Planeten genannt; dieser wirkt auf die Rektas
zensionen ein, betragt aber jahrlich nicht mehr als l/S" und wird auBerdem 
mit der Annaherung des Aquators an den Punkt n kleiner werden. SchlieB
lich wird die Differenz nV - nV", die die effektive Verschiebung des Frlih
lingspunktes auf der beweglichen Ekliptik angibt, die allgemeine Prlizession ge
nannt. Die Stellung, die die Ekliptik zu einer willklirlich gewahlten Epoche 
hatte, wird der Klirze wegen oft die feste Ekliptik genannt. 

Der jlihrliche Betrag dieser Bewegungen, die mit der Zeit etwas veranderlich 
sind, und der daraus folgende Wert der Schiefe der Ekliptik sind nach NEWCOMB, 
wenn t die Jahreszahl bedeutet: 

Lunisolarprazession = 50".3708 + 0".0000495 (t - 1900) 
Prazession durch die Planeten = 0".1248 - 0".0001887 (t - 1900) 
Allgemeine Prazession = 50".2564 + 0".0002225 (t - 1900) 
Schiefe der Ekliptik = 23 0 27' 8".3 - 0".4685 (t - 1900) 

Die Formeln gelten nicht flir alle Zeiten, aber flir mehrere Jahrhunderte 
vorwarts und rlickwarts. 

Da die Prazession im Zunehmen begriffen ist, wird das tropische Jahr etwas 
abnehmen, aber es dauert mehrere Jahrhunderte, bis der in § 47 angeflihrte 
Wert (365 d 5h 48m 465 ) sich urn eine Sekunde andert. 

55. Der Einflu/l der Prlizession auf Rektaszension und Deklination eines Him
melskorpers kann, wenn es sich nicht urn lange Zeit en handelt, mit Hilfe der 
spharisch-trigonometrischen Differentialformeln gefunden werden. 

Die Lunisolarprazession flir einen gewissen Zeitraum - also der Zuwachs 
eines Sterns in Lange auf der festen Ekliptik - werde mit A), bezeichnet. Wie 
aus Abb. 53 ersichtlich, kann man zuerst den entsprechenden Zuwachs in Rekt
aszension A IX berechnen und nachher den Betrag der Prazession durch die Pla
neten davon abziehen. Flir die Deklination, die unabhangig von der Bewegung 
der Ekliptik ist, erhalt man A <5 direkt aus der Lunisolarprazession mit Hilfe 
der entsprechenden Differentialformel. 

Flir die Rektaszension stellt sich die Rechnung folgendermaBen: 
Bei Benutzung der dritten Differentialformel (4) auf S. 24 in dem Dreieck 

Stern-Aquatorpol-Ekliptikpol erhalt man: 

cos<5dlX = - sinrJdfJ - cos IX sin<5de + cosfJ cos'YJd2, 

wo 'YJ den Winkel am Stern bezeichnet. 

(1) 
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Da hier nur von der festen Ekliptik die Rede ist, sollen fJ und e als konstant 
betrachtet werden, und man erhalt: 

cosddor. = cosfJcos'YJdl. (2) 

Dies kann mit Hilfe der dritten Gleichung im Formelsystem (1) auf S.22 ge-
schrieben werden: 

oder: 
cosddor. = (cosecosd + sine sind sin or.)dl , 

dor. = (cose + sine sinor. tgd)dl. (3) 
Fur die Deklination erhalt man mit Hilfe der ersten der Gleichungen (4) auf 

S. 24: d.Q dfJ' d 1 • d ( ) u = COS1} + sme cos or. II. + SInor. e 4 

oder, weil dfJ = de = 0: 
d(j = sine cosor.dl. (5) 

Mit Hilfe der Formeln im vorigen Paragraphen berechnet man nun die Werte 
der Konstanten fUr die Lunisolarprazession und die Prazession durch die Pla
neten. Wir bezeichnen diese mit P und p und erhalten, wenn wir der Kurze 
wegen: 

Pcose - p = m 

Psine = n 

schreiben, folgenden Ausdruck fUr die Prazession In IX und d: 

IX' - IX = (m + n sin IX tg(j) . t 

d' - d = n cos IX • t, 

wo t in tropischen Jahren ausgedruckt ist. 

(6) 

Mit diesert Naherungsformeln kann die Prazession in IX und (j fUr kurze Zeit
raume (einige wenige Jahre) berechnet werden; wenn es sich urn langere Zeit
riiume handelt, werden die Formeln komplizierter. 

56. Die Nutation. Einer der ersten Astronomen, der in gr6Berem MaBstabe 
die groBe Genauigkeit des Fernrohrs als Visierapparat ausnutzte, war der eng
lische Astronom BRADLEY, der urn die Mitte des 18. Jahrhunderts die Koordinaten 
einer groBen Zahl von Fixsternen bestimmte. Nachdem ein Teil davon eine 
Reihe von Jahren hindurch beobachtet worden war, fand er heraus, daB Rekt
aszensionen sowohl wie Deklinationen, wegen Prazession auf denselben Zeit
punkt reduziert, kleine periodische Anderungen zeigten, die meist nur einige 
Bogensekunden betrugen und deshalb der Aufmerksamkeit fruherer Beobachter 
entgangen waren. Eine dieser Anderungen muBte einer periodischen Bewegung 
des Aquators und seines Pols zugeschrieben werden, eine Bewegung, die den 
Namen Nutation erhielt. Der Punkt, der sich in dem vorher beschriebenen 
kleinen Kreis mit einer jahrlichen Geschwindigkeit von 50" urn den Pol der 
Ekliptik bewegt, ist das Zentrum einer kleinen geschlossenen Kurve, auf deren 
Peripherie sich der Pol des Aquators in retrograder Richtung bewegt, so daB 
er in 18.6 Jahren, die also die Periode der Nutation sind, einen Umlauf voll
endet. Diese Kurve kann annahernd als eine kleine Ellipse betrachtet werden, 
deren gr6Bter Durchmesser in dem gr6Bten Kreis durch das Zentrum der Ellipse 
und den Pol der Ekliptik liegt. Die Halfte dieses Durchmessers, also die halbe 
groBe Achse der Ellipse, wird Nutationskonstante genannt und betragt 9".21. 
Die dazu senkrechte kleine Halbachse betragt 6".86 (namlich 9".21 cos2e : cose, 
wenn e die Schiefe der Ekliptik ist). Das Zentrum der Ellipse wird der mittlere 
Pol und der wirkliche Ort des Pols auf der Peripherie der wahre Pol genannt. 
Denkt man sich die Bewegung dieses wahren Pols auf der Peripherie mit der 

6* 
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Bewegung der ganzen Ellipse in dem kleinen Kreis zusammengesetzt, so wird 
der Pol alles in allem eine schwach wellenfOrmige Kurve am Himmel be
schreiben. 

Die Verha1tnisse sind auf Abb. 54 dargestellt, doch - wie aus den obengenannten 
Zahlen leicht ersichtlich stark iibertrieben. V 5 ist die Ekliptik, E ihr Pol, 

tit 11 M der mit~lere Pol und V A die entsprechende 

" I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I , 

I , 

Lage des Aquators, abc die Halfte der Nuta
tionsellipse, in der der wahre Pol sich im 
Sinne der alphabetischen Reihenfolge der 
Buchstaben bewegt. Man sieht, daB die 
Nutation erstens etwas auf die Schiefe der 
Ekliptik e einwirken wird; wenn namlich 
der wahre Pol im Punkte a steht, wird e um 
9".2 groBer, im Punkt c dagegen um 9".2 
kleiner sein, als wenn der Pol die ganze Zeit 
in M gestanden hatte. Diese periodische 
Veranderlichkeit ist in der in § 54 angefUhr
ten Formel fUr die Schiefe der Ekliptik nicht 
mit inbegriffen ; diese gibt nur ihren mittleren 
Wert, d. h. den Winkelabstand des mitt
leren Aquatorpols vom Pol der Ekliptik. 

, , , , , , 
I 

I , , , 

---
Abb.54. 

AuBerdem sieht man, wie die Nutation eine periodische Verschiebung des 
Friihlingspunktes und dadurch wieder eine periodische Veranderung in der Lange 
eines Sterns hervorruft (wogegen die Breite nicht davon beeinfluBt wird) . Wenn 
namlich der wahre Pol sich in a oder c befindet, so hat der Solstitialpunkt 5 
dieselbe Lage, als ob der Pol sich in M befande; dann wird auch der Friihlings
punkt seine mittlere Lage einnehmen. Aber wo auch immer der Pol sich auBer
halb dieser beiden Punkte befinden wird, wird eine Verschiebung eintreten, die 
ihr Maximum erreicht, wenn er sich in b oder in dem entsprechenden Punkte auf 
der abgewandten Seite der Kugel befindet. Der Solstitialpunkt wird dann von 5 
nach 5' verschoben sein und der Friihlingspunkt (um genau so viel) von V bis 
nach V'. Nach Verlauf von 18.6 Jahren werden sich diese Vorgange wieder von 
neuem abspielen. 

57. Der EinflufJ der Nutation auf Rektaszension und Deklination eines Him
melskorpers. Wie wir spater S. 183 sehen werden, wird die Nutation hauptsachlich 
durch den Mond verursacht. Die obenstehende Betrachtung der Nutationskurve 
als einer Ellipse gilt eigentlich nur fUr diese Wirkung allein. Die groBte Ver
schiebung der Solstitial- und Aquinoktialpunkte, der Bogen v auf Abb. 54, 
kann leicht aus dem spharischen Dreieck EM b gefunden werden, wo der punk
tierte groBte Kreis E bS' der Solstitialkolur ist, wenn der Pol sich in b befindet. 
Da der Winkel bei E gleich v ist, erhalt man : 

tgMb = sine tgv . 

Hier betragt Mb nur 6",86; man kann deshalb die Tangente mit dem Bogen 
vertauschen und erhalt dann : 

v = 6".86 = 17".24. 
SlnE 

Unter dem Namen Nutation aber wird alles mit einbegriffen, was in der 
Lage des Friihlingspunktes und der Schiefe der Ekliptik periodischer Natur 
ist, und ein kleiner Teil hiervon wird auch durch die Sonne verursacht. Be
zeichnet Q den Winkel, der die Lange des aufsteigenden Knotens der Mond-
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bahn genannt wird (s. hieriiber nachstes Kapitel) und 8 die Lange der 
Sonne, so ist: 

]1/;.= Nutation in Lange = -17".24 sinD - 1".27 sin28 + . . . (1) 

N.= Nutation in Schiefe der Ekliptik = 9".21 cosD + 0".55 cos28 + ... , 
wo die fortgelassenen Glieder nur kleine Bruchteile einer Sekunde betragen. 

Die Wirkung der Nutation auf Rektaszension und Deklination kann auf genau 
dieselbe Weise wie in § 55 die Wirkung der Prazession gefunden werden; nur 
muB man bei der Differentiation auch e als veranderlich betrachten. Aus (1) 
und (4) in § 55 erhalten wir fUr die Nutation in ex und ~, wenn wir oben in (1) 
nur die Hauptglieder mitnehmen: 

dex = -17" 24 cOSe sinD -17".24sinesinDsinex tg~ - 9".21 cosQcosex tg~ 

d~ = -17".24 sine sinD cos ex + 9".21 cosD sin ex . 
(2) 

Hier werden die Differentialformeln immer ausreichen (bei d ex solche Falle 
ausgenommen, wo ~ sehr nahe = 90° ist), da die Nutation nicht, wie die Pra
zession, im Laufe der Zeiten zu groBen Betragen anwachsen kann. 

58. Zusammenstellung der Formeln zur Berechnung von Priizession und Nuta
tion in Rektaszension und Deklination. Wenn wir die Formeln fUr Prazession 
vom Anfang eines Jahres bis zu einem gegebenen Beobachtungsdatum [Formel
system (6) auf S. 83J und die Formeln fUr Nutation [Formelsystem (2) obenJ 
zusammenstellen, erhalten wir fUr die Reduktion wegen Prazession und Nutation 
auf ein bestimmtes Datum, wenn die Position des Sterns fUr den Jahresanfang 
bekannt ist, die folgenden Ausdriicke, wo 1:' die vom Jahresanfang bis zum be
treffenden Datum verlaufene Zeit (in Bruchteilen des tropischen Jahres) bedeutet: 

Red. in ex = (m + nsinex tg~) t' -17".24 cOSe sinD-
- 17".24 sine sinD sin ex tg~ - 9".21 cosD cos ex tg~ (3) 

Red. in ~ = n cos ex . 1:' - 17".24 sine sinD cos ex + 9".21 cosQ sin ex . 

In der Praxis zieht man diese Ausdriicke mit Hilfe einiger HilfsgraBen /, g 
und G in der folgenden Weise zusammen. Wir setzen: 

/ = m7: - 17".24 cOSe sinD 
gcosG = n1:' - 17".24 sine sinD 
g sinG = - 9".21 cosD . 

(4) 

Aus (3) ergibt sich dann, nach einer einfachen Reduktion, fiir Prazession 
vom Jahresanfang und Nutation: 

ex' - ex = / + g sin(G + ex) tg~ 
~' - ~ = gcos(G +ex). 

(5) 

Die 'GraBen /, g und G sind von dem Ort des betreffenden Sterns unabhangig 
und kannen fiir jeden Tag des Jahres im voraus berechnet werden. Sie werden 
in den groBen astronomischen Ephemeriden gegeben. Siehe weiter unten § 66 
und S. 506. 

59. Die Aberration. Einige Jahre vor der Entdeckung der Nutation, namlich 
im Jahre 1728, hatte BRADLEY eine andere Veranderlichkeit in den Koordinaten 
abgeleitet, die leichter nachzuweisen war, teils weil sie etwas graBere Betrage 
erreichte (auch hier jedoch nur Bogensekunden), teils weil die Periode wesentlich 
kiirzer war, namlich genau 1 Jahr. Sie erhielt den Namen Aberration. Bestimmt 
man die Koordinaten eines Sterns zu wiederholt en Malen im Laufe eines Jahres 
und zeichnet man die Grter eines Sterns, auf ein gemeinsames Koordinaten-
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system bezogen, also wegen Prazession und Nutation reduziert, in eine Stern
karte von genugend groBem MaBstab ein, dann zeigt es sich, daB die eingezeich
net en Punkte auf einer Ellipse liegen, die der Stern in einem Jahr durchlauft, 
wie in Abb. 55 angedeutet, wo die Richtung des Pfeils fUr einen Stern mit nord-

b licher Breite gilt, wenn man sich den Himmel von 

al----

b 
Abb.55. 

innen gesehen denkt. Diese Ellipsen haben die be
merkenswerte Eigenschaft, daB die groBe Achse fUr 

a aIle Sterne dieselbe Richtung hat, namlich parallel 
der Ekliptik, und dieselbe GroBe, namlich ungefahr 
41"; dagegen ist die kleine Achse verschieden fUr die 
verschiedenen Sterne, und zwar ist sie gleich der 
groBen Achse multipliziert mit dem Sinus der Breite 

des Sterns. Fur einen Stern im Pol der Ekliptik geht die Ellipse also in 
einen Kreis uber, fUr einen Stern in der Ekliptik selbst schrumpft sie zu 
einem kleinen Bogen eines groBten Kreises ein, auf dem der Stern sich ein 
halbes Jahr vorwarts und das andere halbe Jahr ruckwarts bewegt. Es sieht 
also aus, als ob jeder Stern in einem Jahr sich in einem Kreis herumbewegte, 
dessen Ebene parallel zur Ebene der Ekliptik ist, und den wir von der Erde 
aus in Verkurzung sehen; das Verkurzungsverhaltnis wird dann namlich der 
Sinus des Winkels sein, den die Visierlinie mit der Ebene bildet, also der Breite 
des Sterns. Die fUr alle Sterne gemeinsame halbe groBe Achse wird A berrations
konstante genannt und betragt 20".47. 

60. Scheinbarer (apparenter) Ort, wahrer Ort, mittlerer Ort. Eigenbewegung eines 
Fixsterns. Obwohl die Aberration ein Phanomen ganz anderer Natur ist wie 
die Prazession und die Nutation, wird sie hier in Verbindung mit diesen be
handelt, weil alle drei zusammenwirken, urn die Koordinaten der Fixsterne ver
anderlich zu machen, die erst ere weil sie den art des Sterns am Himmel ver
andert, die beiden anderen, weil sie die Lage des Koordinatensystems verandern. 

Der wegen Refraktion korrigierte art eines Sterns am Himmel, so wie er 
unmittelbar durch Beobachtung gefunden wird, also mit Nutation und Aber
ration behaftet, wird schein barer Ort genannt. Sind die Koordinaten von der 
Aberration befreit, also auf das Zentrum der Aberrationsellipse bezogen, hat 
man den wahren Ort. Sind schlieBlich die Koordinaten auch von der Nutation 
befreit, so geben sie den mittleren Ort der Sterne an, indem die Koordinaten 
dann auf das System bezogen sind, das durch den mittleren Pol und das mittlere 
Aquinoktium charakterisiert ist. Diese Koordinaten konnen dann wegen 
Prazession auf einen beliebigen Zeitpunkt reduziert werden, z. B. auf den Jahres
anfang (die Koordinaten sind dann also auf das mittlere Aquinoktium des Jahres
anfangs bezogen). Wenn wir (S. 69 und 82) den Fruhlingspunkt bei der 
Definition des tropischen J ahres angewandt haben, handelt es sich wohlgemerkt 
urn das mittlere Aquinoktium, nicht urn das wahre Aquinoktium. Fur 
die Definition des Anfangs des "astronomischen Jahres" s. Anhang S. 538. 

In den groBeren Jahrbuchern findet man eine Liste von mehreren hundert 
Stemen, deren mittlere Orter fUr den Jahresanfang angegeben sind. AuBerdem 
findet man fUr jeden Stern eine Ephemeride, die die scheinbaren Koordinaten 
fUr jeden 10. Tag das ganze Jahr hindurch enthalt, fUr Sterne in der Niihe des 
Himmelspols sogar fur jeden Tag. 

Wenn die Koordinaten eines Sterns mit mehreren Jahren Zwischenzeit wieder
holt bestimmt und alle Beobachtungen auf den mittleren art ein und desselben 
Zeitpunktes reduziert werden, so kommt es vor, daB die Zahlen dann nicht 
ganz ubereinstimmen. Sind die Differenzen nicht nur groBer als man es im 
voraus wegen der begrenzten Genauigkeit der Beobachtungen erwarten konnte, 
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sondern gehen sie auch in einer bestimmten Richtung, dann sagt man, daB der 
Stern eine Eigenbewegung (E.B.) hat. Daruber wird spater eingehend gesprochen 
werden (s. S. 400). 

61. Die Aberrationskonstante. GroBe und Richtung der Aberration wird durch 
folgende Regel gefunden: Ein Pfeil von einer Lange, die der Lichtgeschwindigkeit 
entspricht, und in der Richtung, in der der Stern von einem Beobachter mit 
der Geschwindigkeit Null gesehen wurde, wird mit einem Pfeil in der Bewegungs
richtung des Beobachters und von der der Bewegungsgeschwindigkeit des Be
obachters entsprechenden Lange zusammengesetzt. Der resultierende Pfeil geht 
in der durch die Aberration verschobenen Richtung. Die Richtung auf einen 
Himmelskorper wird also durch die Aberration immer gegen die Bewegungs
rich tung des Beobachters hin verschoben. Diese Regel gilt fiir Geschwindigkeiten, 
die im Verhaltnis zu der Geschwindigkeit des Lichtes klein sind; also gilt sie 
auch mit hinreichender Genauigkeit fiir einen Beobachter auf der Erde. 

Abb. 56 illustriert die Verhii.ltnisse fiir eine Bewegung des Beobachters senk
recht zur Richtung der Lichtquelle. Die Formel zur Berechnung des Aberrations
winkels a geht unmittelbar aus der Abbildung hervor, die: 

CD v 
tga = A C = C 

ergibt, wo v die Geschwindigkeit des Beobachters und c die Licht
geschwindigkeit ist. 

Das Auge erhalt die Bewegung, von der hier die Rede ist, da
durch, daB es an der jahrlichen Bewegung der Erde urn die Sonne 
teilnimmt. Wie spater gezeigt werden solI, geht diese mit einer durch- A 8 
schnittlichen Geschwindigkeit von nicht ganz 30 km in der Sekunde Abb.56. 

vor sich; wird also v zu nicht ganz 30 und c zu 300000 angenommen, 
so wird tga nicht ganz 1/ 10000. Der Winkel ist dann so klein, daB man a statt 
tg a schreiben kann, und wenn man ihn dann, urn ihn in Bogensekunden zu 
erhalten, mit s = 206265" multipliziert, so erhalt man a gleich nicht ganz 20".6. 
Bei Anwendung der genauen Werte erhalt man 20".48 (vgl. S.91). Wie vorher 
schon gesagt, ist die Aberrationskonstante durch Beobachtung zu 20".47 be
stimmt worden. 

Die Regel lautete, daB jeder Stern in einer Richtung verschoben erscheint, 
die mit der Bewegungsrichtung des Beobachters in dem gegebenen Augenblick 
parallel ist. Da nun die Erde in einer gekrummten Bahn urn die Sonne herum 
geht, und die Bewegungsrichtung sich auf diese Weise bestandig andert, so muB 
sich auch die Verschiebung eines Sterns bestandig andern, und erst nach Ver
lauf eines Jahres wird der Umlauf vollendet sein. 

Zieht man von einem festen Punkt gerade Linien, die der veranderlichen 
Bewegungsrichtung eines anderen Punktes parallel sind, und macht man die 
Lange der Linien den Geschwindigkeiten zur gleichen Zeit proportional, so ist 
der geometrische Ort fiir die Endpunkte dieser Linien eine Kurve, die in der 
Mechanik Hodograph genannt wird. Fur die Geschwindigkeiten, von denen hier 
die Rede ist, ist der Hodograph ein Kreis. Dieser Kreis ist es, der von der Erde 
aus in Verkiirzung als die Aberrationsellipse gesehen wird. 

Die Aberration, die einer konstanten Bewegungsgeschwindigkeit in einer kon
stanten Richtung entspricht (wie z. B. die Translationsgeschwindigkeit des 
Sonnensystems als Ganzes), ist fiir jeden Fixstern eine Konstante und kann 
deshalb auBer Betracht gelassen werden. 

62. Die Einwirkung der Aberration auf die Koordinaten eines Himmelskorpers 
kann mit Hilfe von Abb. 57 berechnet werden, in der EEl die Bewegungsgeschwin-
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digkeit des Beobachters (also der Erde) , E5 die nicht verschobene Richtung 
zum Himmelskorper, E 5' die schein bare (durch Aberration verschobene) Rich
tung zu demselben Himmelskorper und das Linienstuck E A = E1 B die Ge
schwindigkeit des Lichtes (c) bezeichnet. Wenn wir mit IX,O die nicht verschobenen 
Winkelkoordinaten des Himmelskorpers bezeichnen, mit IX', 0' seine scheinbaren 

K d· . A" d . dx dy dz d' K d E d oor maten 1m quatorsystem, un mIt de' d-t' dt- Ie omponenten er r-

geschwindigkeit in den drei Koordinatenachsen im selben Koordinatensystem, dann 
erhalten wir aus der Abbildung, wenn wir das Stuck E B mit l bezeichnen: 

kennt. 

I -"" -" dx cos u cos IX = C cOSu cos IX + dt 

lcoso' sin IX' = ccoso sin IX + ~~ 
l .~, . -" dz 

Sill u = C Sill u + de . 

(1 ) 

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man IX' und 0' berech
nen (die Kenntnis von list nicht notwendig), wenn man: 

Man erreicht indessen eine wesentlich groBere Genauigkeit in der Berech
nung, wenn man dies Gleichungssystem erst in ein anderes umformt, das die 
Aberrationswirkung: 

IX' - IX, 0' - 0 

direkt gibt. Dies kann mit Hilfe folgender Operationen geschehen, die fUr die 
Losung verschiedener astronomischer Probleme typisch sind (das analoge Problem, 
die Parallaxe betreffend, wird in § 100 behandelt werden). 

Wir multiplizieren die zweite der Gleichungen (1) mit cos IX, die erste mit 
sin IX und subtrahieren; hierauf multiplizieren wir die erste mit cos IX und die 
zweite mit sin IX und addieren. Mit Hilfe einer leichten Umformung erhalten wir 
daraus die beiden folgenden Gleichungen: 

l -"" (' ) dy dx . cos u Sill IX - X = d i cos IX - dt sm IX 

lcoso'cos(IX' - IX) = ccoso + ~~ sin IX + ~~ cos IX • 

(2) 

Die Division dieser beiden Gleichungen ergibt: 

_1_{dY cosO( _ dx SinG\:} 
c cos.5 dt dt 

tg(IX' - IX) =~ (3) 
1 + _ 1_. {ddY sinG\: + ddX COSG\:} 

C cos u t t 

Auf der rechten Seite dieser Gleichung haben wir im Nenner zwei Glieder, 
von denen das zweite im Verhaltnis zum ersten gewohnlich sehr klein ist, weil 

~~ und ~ ~, die Projektionen auf die y-Achse und die x-Achse der Geschwindigkeit 

der Erde in der Bahn, also ungefahr 30 km pro Sekunde, sind und vor der Klam

mer ~, also ungefahr 3001000 ' steht; das ganze zweite Glied wird deshalb von 

der GroBenordnung 1O~00 sein (Ausnahme: Wenn der Himmelskorper einem 

der Himmelspole sehr nahe stehen sollte und cosO aus diesem Grunde eine 
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sehr kleine GroBe ist. In diesem seltenen Ausnahmefall muB ein anderes Ver
fahren gewahlt werden). Wir konnen deshalb in normalen Fallen das ganze 
zweite Glied im Nenner von (3) streich en und erhalten: 

( ' ) 1 {dY dX.} tg 0.: - 0.: =--- --- cos 0.: --Slll 0.: . 
C cos c5 d t dt 

(4) 

Aus demselben Grunde konnen wir hier, weil 0.:' - 0.: ein sehr kleiner Winkel 
ist (Ausnahme, wie oben: wenn cos<5 sehr klein ist), statt tg (o.:' -- 0.:) einfach 
den Winkel selbst schreiben (selbstverstandlich durch Multiplikation mit s auf 
BogenmaB reduziert), also: 

, 1 {d Y dX.} 0.: - 0.: = -- --coso.: - -Slllo.: . c cosc5 dt dt 
(5) 

Hierdurch haben wir uns nun einen Ausdruck fUr die Aberration in Rekt
aszension verschafft. Um einen entsprechenden Ausdruck fUr die Aberration 
in Deklination zu erhalten, konnen wir auf folgende Weise vorgehen. 

Aus der Theorie der trigonometrischen Funktionen (s. die Reihenentwick
lungen im Anhang) wissen wir, daB wir, sobald wir es mit einem sehr kleinen 
Winkel x zu tun haben, nur kleine GroBen zweiter Ordnung vernachlassigen, 
wenn wir 1 statt cosx schreiben. Wir schreiben nun die dritte der Gleichungen (i) 
zusammen mit der zweiten der Gleichungen (2), in der wir cos (o.:' - ct) = 1 
setzen, und erhalten: 

, • 9.' . 9. dz 
bSlllu = CSlllu + lit 
l .l:' .I: dy. dx , 

cOSu = C cOSu + de Slllo.: + dt cOS&. 
(6) 

Mit diesen beiden Gleichungen operieren wir auf dieselbe Weise wie bei der 
Ableitung des Ausdrucks fUr 0.:' - 0.:. Wir multiplizieren die erste der Gleichun
gen (6) mit cos <5 , die zweite mit sin<5 und subtrahieren, darauf multiplizieren 
wir die erste mit sin<5 und die zweite mit cos<5 und addieren. Wir erhalten: 

1 . (9./ .1:) dy. 9. • dx . 9. dz!¥. 
SIll u - u = - iit SIll u SIll 0.: -lit Slll u cos 0.: + lit cos u 

1 cos (<5' - <5) = C + ~~ cos <5 sino.: + ~ cos <5 cosiX + ~~ sin <5 . 
(7) 

Durch Division dieser beiden Gleichungen und eine leichte Umformung er
halt man: 

1 {d y . c5 . dx . c5 dz c5} 
tg(<5' _ <5) = -c dt sm smC\C + £i sm cosc\c - Tt cos 

1 {d Y c5' dx. dZ.} . 1 +c dtCOS smC\C+ dicosucosC\C+Ttsmc5 
(8) 

Aus demselben Grunde wie oben konnen wir hier das zweite Glied im Nenner 
rechts vernachlassigen und links <5' - <5 statt tg W - <5) setzen, wodurch Wir 
fur die Aberration in Deklination den folgenden Ausdruck erhalten: 

!);,,. 1 {d Y . !); • dx . 9. dz _~} ( u - u = -c TtSllluSlllo.: + dt SllluCOSo.: - lit cosu . 9) 

In (5) und (9) haben wir die gewunschten Ausdrucke fUr die Aberration 
in 0.: und <5 fUr einen Himmelskorper, dessen Koordinaten wir kennen. Um diese 

Ausdrucke aber anwenden zu konnen, mussen wir auch die drei GroBen ~x, 
~~, ~; kennen, d. h. die Komponenten der Geschwindigkeit in den drei Achs!n 

im Aquatorsystem. 



90 Spharische Astronomie. 

In den groBen astronomischen Ephemeriden findet man fUr jeden Tag des 
Jahres die numerischen Werte fUr die Entjernung der Sonne von der Erde (R) 
und die Lange der Sonne in der Ekliptik (8) , die letztgenannte von einem festen 
Aquinoktium aus gezahlt. Wenn wir die Schiefe der Ekliptik (e) kennen, konnen 
wir hieraus die rechtwinkligen Aquatorialkoordinaten der Sonne relativ zur Erde 
(X, Y, Z) berechnen. Mit Hilfe von Abb. 58, in der wir die Erde im Anfangs
punkt haben, x die Richtung von der Erde zum Friihlingspunkt bedeutet und 
xy die Aquatorebene ist, erhalten wir: 

X = Rcos8 
z 

I 
I 

I I , 

, : ", ... ",// 

, I I' ... 

,-------_:!.!;"" 

Abb.58. 

Y = R sinG cOSe 
Z = R sin G sin e . 

(10) 

Was wir fUr un sere Aufgabe notig 
haben, sind indessen nicht die Koordi
naten der Sonne relativ zur Erde, 
sondern gerade das Umgekehrte: die 
Koordinaten der Erde relativ zur Sonne. 

!J Wir bezeichnen diese Koordinaten mit 
x, y, Z, und es ist klar, daB diese ge
nau dasselbe sind wie X, Y, Z, nur 
mit entgegengesetztem Vorzeichen. Wir 
konnen also schreiben: 

x = -RcosG 
y = - R sin G cOSe 
Z = - R sin G sin e . 

(11) 

Wenn Wlr diese Gleichungen nach der Zeit differenzieren, erhalten wir : 

dx dR. de:!) 
dt = - cosG at + Rsm8 at 
dy . d R d0 R' . dE: 
dt = - sm G cOSe at - R cosG cOSe at + smG sme dt 

dz . f.\' d R R f.\ ' d0 R' f.\ d E: dt = - sm \..'./ sm e at - cosu sm edt - sm u cos edt· 

(12) 

Die Schiefe der Ekliptik (e) ist, wie wir wissen, nur sehr langsam veranderlich. 
In unserer Aufgabe hat diese Veranderlichkeit einen ganz verschwindenden Ein-

fluB. Die beiden Differentialquotienten ~~ und ~~ konnen gefunden werden, 

wenn wir die Bewegung der Erde in ihrer Bahn kennen. Aber bei unserer Auf
gabe wird das ganze sehr einfach, weil man hier die Bewegung der Sonne als 
kreisformig betrachten kann. Man vernachlassigt dabei nur sehr kleine GroBen, 
die nur mitgenommen zu werden brauchen, wenn es sich urn die aIIergroBte 
Genauigkeit handelt. Wir konnen mit anderen Worten: 

R = einer Konstante = der mittleren Entfernung der Erde von der Sonne, 

ferner: d E: dR 
dt = 0 und at = 0 (13) 

setzen und dd~ (die Winkelgeschwindigkeit der Erde in ihrer Bahn) als eine 

konstante GroBe behandeln. Die letztgenannte ist in der Regel fUr die Zeit
einheit von einem mittleren Sonnentag, also 86400 mittleren Zeitsekunden, ge
geben, und hat mit dieser Zeiteinheit den Wert 3548".19 (etwas weniger als 1°). 
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Wenn wir nun (13) in (12) und (12) in (5) und (9) einsetzen, erhalten wir 
folgende Ausdrucke fUr die Aberration in eX und ~: 

, Rd0{ f:'\ . f:'\. } .Il eX - eX = - c- dt cos~ cose cos eX + Slll~ SIll eX secu 

.Il'.Il R d0 { f:'\ . ..Il 
U - U = - edt - cos~cosesllleXslllu + 

+ sinG cos eX sin!5 + cosG sine cos~} . 

(14) 

Fur den gemeinsamen Faktor ~ dd~' die sog. Aberrationskonstante, erhalten 

wir den numerischen Wert mit den bekannten Werten fUr R (die mittlere Ent
fernung der Erde von der Sonne in Kilometern ausgedruckt), fUr c (Kilometer 

pro Sekunde) und fUr ~~ (mit der Zeiteinheit mittlere Sonnenzeitsekunde): 

R d0 = 149500000. 3548".19 = 20" 48 
c dt 299796 86400 .. 

Der durch Beobachtung gefundene Wert ist 20".47 (vgl. S.86). Dieser letztere 
Wert wird im folgenden angewandt werden. 

Das Formelsystem (14) wird dann: 

eX' - eX = - 20".47{ cosG cose cos eX + sinG sin eX } sec~ 
Ij' - !5 = - 20".47 {- cosG cose sin eX sin!5 + sinG cos eX sin!5 + (15) 

+ cosG sine cos(}}. 

In der astronomischen Praxis benutzt man hier - wie bei der Prazession 
und der Nutation - einfachere Formeln, die man sich durch die Einfiihrung 
einiger HilfsgroBen h, H und i in der folgenden Weise verschafft. Wir setzen 
(vgl. die Bemerkung auf S. 506 im Anhang): 

h cosH = - 20".47 sinG 
h sin H = - 20".47 cosG COSE (16) 

i = - 20".47 cosG sine. 

Aus (15) ergeben sich dann mit Hilfe von (16) fUr die Reduktion eines Ortes 
wegen Aberration die folgenden Ausdrucke: 

eX' - eX = h sin (H + eX) sec!5 
~'- ~ = h cos (H + eX) sin~ + i cos~ . (17) 

Die GroBen h, H und i sind von dem Ort des betreffenden Sterns unabhangig 
und konnen fUr jeden Tag des Jahres im voraus berechnet werden. Sie werden, 
zusammen mit den entsprechenden HilfsgroBen fU~ Prazession und Nutation 
(S.85), in den groBen astronomischen Ephemeriden gegeben. 

Der Ausdruck fUr die Aberration in den Ekliptikalkoordinaten A und {3 kann 
direkt aus (14) abgeleitet werden, indem man einfach uberall eX und ~ mit A 
und {3 vertauscht und e = 0 setzt. Nach einer einfachen Reduktion erhalten wir: 

A' - A = - 20".47 cos (A - G) sec{3 
{3' - {3 = + 20".47 sin (A - G) sin{3 . 

Fur den Spezialfall die Sonne ist A = G und {3 = 0, also 

A' - A = - 20".47 
{3'-{3=O. 

(18) 

(19) 
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Wenn wir die Gleichungen (15) in der Form schreiben: 

(A' - }.) cosfJ = - 20" 47 cos (A - 8) 

({3'.- (3) = + 20".47 sin (A - 8) 
sm{3 

(20) 

und (A' - A) cosfJ mit ~ und (fJ' - fJ) mit 'fJ bezeichnen, erhalten Wir durch 
Quadrieren und Addieren: 

pI ( ~)2( TJ)2 
,20".47 -+ ,20".47 sin{3 = 1 . (21) 

fJ 

Das ist die Gleichung einer Ellipse. In Abb. 59 be
zeichnet P' den nordlichen Pol der Ekliptik, EE die 
Ekliptik, 5 den nicht verschobenen Ort eines Sterns, 
5' seinen scheinbaren Ort. Wir sehen dann, daB in der 
Abbildung ~ = (A' - A) cosfJ und 'YJ = fJ' - fJ ist. Diese 
beiden Bogen sind so klein, daB sie als gerade Linien be
handelt werden konnen, und die Gleichungen (20) zeigen 
dann, daB der Stern wegen der Aberration im Laufe des 
Jahres eine kleine Ellipse mit den Halbachsen a = 20".47 

£ und b = 20".47 sinfJ (vgl. § 59) am Himmel beschreibt. 
63. Aberrationszeit. Das in den letzten Paragraphen 

behandelte Problem war das Problem der sog. j ahr
lichen Aberration. Wenn ein Gestirn in der Zeit, 

wiihrend der ein von ihm ausgesandter oder zuruckgeworfener Lichtstrahl zur 
Erde gelangt, seinen Ort verandert, so entspricht die wegen jahrlicher Aberration 
korrigierte Richtung des Lichtstrahls nicht dem wahren geozentrischen Ort des 
Gestirns zur Zeit der Beobachtung, sondern zur Zeit der Aussendung des Licht
strahls. Den Unterschied dieser beiden Zeiten nennt man die Aberrationszeit. 
Die Aberrationszeit ist also gleich der Zeit, die das Licht gebraucht, urn von 
dem betreffenden Gestirn zur Erde zu gelangen. Die Aberrationszeit spielt 
bei Bahnbestimmungen eine wichtige Rolle, und das Problem wird in den 
Lehrbuchern der spharischen Astronomie und der Bahnbestimmung eingehend 
behandelt. 

[ 

Abb.59. 

64. Die tiigliche Aberration. Theoretisch wird jede Bewegung des Auges eine 
Aberration bewirken. Die Geschwindigkeiten, die auf der Erdoberflache er
reicht werden konnen, sind ganzlich verschwindend gegen die des Liehts. Wegen 
der rotierenden Bewegung der Erde erhalt aber ein Beobachter auf der Erde 
eine Geschwindigkeit, die, mit der des Lichtes verglichen, nieht ganz verschwin
dend ist. Die dadurch hervorgerufene sog. tiigliche Aberration wird in gewissen 
Fanen, wo die auBerste Genauigkeit verlangt wird, mit in Rechnung gezogen. 
Am Erdaquator ist die Rotationsgeschwindigkeit rund 40000 km in 24h Sternzeit 
oder 861645 mittlerer Sonnenzeit, was 0.46 km in der Sekunde ergibt. Wird 
dies durch die Geschwindigkeit des Lichts dividiert und mit s multipliziert, 
erhalt man 0".32. Fur einen Beobachter unter der Polhohe q; wird die Ge
schwindigkeit und also auch die Aberration in dem Verhaltnis cosq;: 1 verringert. 
Da die Rotation der Erde von Westen nach Osten vor sich gebt, wird ein Stern 
im Meridian also urn 0".32 cosq; nach Osten verschoben erscheinen. Fur Sterne 
an anderen Stellen des Himmels wird die Verschiebung in einer Verkurzung 
gesehen, der Betrag ist also noch geringer. 

Die Formeln der taglichen Aberration in <X und l5 lassen sich durch Analogie 
direkt aus dem Formelsystem (18) S.91 ableiten, wenn wir: 
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A mit 01. 

f3 " 15 

und: 
A-8 " 12h - t 

vertauschen. Wir erhalten: 
20".47 " 0".32 cosq; 

01.' - 01. = 0".32 cosq; cost seed 
15' - 15 = 0".32 cosq; sint sind. 
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65. Die iiihrliche Parallaxe. AuBer den Phanomenen, die wir jetzt unter 
den Namen Prazession, Nutation und Aberration kennen, gibt es noch 
eins - die jahrliche Parallaxe - das merkbare Anderungen in dem Ort eines 
Fixsterns am Himmel bewirken kann. Da die Erde im Laufe des J ahres sich 
in einer Bahn um die Sonne bewegt, die sehr nahe als eine Kreisbahn angesehen 
werden kann, und die Richtungen von der Erde zu einem Fixstern im Laufe 
des Jahres entsprechenden Anderungen unterworfen ist, so wird ein Stern, wenn 
er uns uberhaupt nahe genug ist, im Laufe des Jahres eine kleine Ellipse am 
Himmel beschreiben. Ein Stern im Pol der Ekliptik wird in einem Kreis wan
dernd beobachtet werden, ein Stern in der Ekliptik wird sich in dieser hin und 
her bewegen, und alle anderen Sterne werden im Laufe des Jahres in einer kleinen 
Ellipse herumlaufen, deren kleine Achse um so groBer ist, je nilier der Stern 
dem Ekliptikpol steht. Wie schon erwahnt, ist die durch die jahrliche Parallaxe 
verursachte A.nderung im Ort eines Sterns nur bei den allernachsten Stemen 
direkt wahrnehmbar. 

Die Formeln fiir die j ahrliche Parallaxe sind im Anhang (S. 509) abgeleitet. 
Ganz analog wie bei der Aberration [vgl. (20) S.92] kann man aus diesen 
Formeln die Gleichung der Ellipse ableiten, in der der Stern der jilirlichen 
Parallaxe zufolge im Laufe des J ahres herumwandert (vgl. Anhang S. 511). 

Wenn wir fiir die jahrliche Parallaxe eines Sterns eine ahnliche Figur 
zeichnen, wie wir sie (S. 86) fiir die A berra tion gezeichnet haben, so zeigt sich, 
daB zwischen der Parallaxenellipse und der Aberrationsellipse der Unterschied 
vorhanden ist, daB der Ort des Sterns in der Parallaxenellipse seinem Ort in 
der Aberrationsellipse bestandig 1/4 Jahr voraus ist. Ferner besteht selbst
verstandlich zwischen dem Parallaxen- und dem Aberrationseffekt fUr einen 
Stern der wesentliche Unterschied, daB die halbe groBe Achse in der Parallaxen
ellipse individuelle Werte hat, verschieden fUr die verschiedenen Sterne (die 
groBte bekannte Fixsternparallaxe betragt etwa 0".8), wahrend die halbe groBe 
Achse in der Aberrationsellipse einen fur alle Sterne gemeinsamen Wert 
(20".47) besitzt. Das Problem der jahrlichen Parallaxe ist eins der Haupt
probleme der Stellarastronomie (vgl. § 279). 

66. Die Reduktion eines Fixsterns vom mittleren Ort fur den J ahresanfang auf 
den scheinbaren Ort fur ein gegebenes Datum. Das Formelsystem (5) auf S. 85 
gibt die Prazession yom J ahresanfang und die Nutation in 01. und c5 in einer 
kurzen Form. In (17) auf S. 91 haben wir die entsprechenden Formeln fUr die 
Fixsternaberration. Wenn wir die evtl. bekannte Eigenbewegung des be
treffenden Sterns (vgl. § 60) noch hinzufugen, so haben wir die auf S. 505 im 
Anhang zusammengestellten Ausdrucke, die also die Reduktion eines Sterns yom 
mittleren Ort fUr den J ahresanfang auf den scheinbaren (apparenten) Ort fUr 
ein bestimmtes Datum geben, die Eigenbewegung yom Anfang des J ahres an 
mit eingeschlossen. 

Diese Form der Reduktion von Fixsternortern ist die ubliche, wenn es sich 
darum handelt, eine Anzahl von Stemen zu reduzieren, die als Vergleichssterne 
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bei Refraktorbeobachtungen von Planet en und Kometen gedient haben (Rechen
beispiel s. Anhang S. 514). 

Wenn es sich aber darum handelt, fUr einen einzelnen Stern eine ganze 
Reihe von Ortern zu rechnen, was z. B. bei Fixsternbeobachtungen an Meri
dianinstrumenten eine besonders haufig vorkommende Aufgabe ist, so wahlt 
man fUr die Reduktion auf den scheinbaren Ort eine andere Form, die fUr 
diesen Zweck bequemer ist. Das betreffende Formelsystem ist u. a. in den Er
lauterungen zu den groBen astronomischen J ahrbtichern sowie in den Spezial
werken tiber spharische Astronomie zu finden. 

Die scheinbare Bewegung des Mondes und der Planeten. 
67. Es ist bereits erwahnt worden, daB der Mond und die grofJen Planeten 

sich immer in der Nahe der Ekliptik befinden. Davon, daB sie ihren Ort unter 
den Fixsternen bestandig wechseln, kann man sich leicht dadurch iiberzeugen, 
daB man sich ihre Grter relativ zu den Nachbarsternen in gewissen Zeitabstanden 
merkt. Fiir den Mond wird bereits eine Stunde, oder noch weniger, gentigen. 

Zur Bezeichnung der gegenseitigen Stellung der Himmelskorper finden oft 
folgende Ausdriicke Anwendung, die besonders bei der Sonne, dem Mond und 
den Planeten benutzt werden. Zwei Korper, die die gleiche Lange haben, be
finden sich in Konjunktion miteinander. Sind sie auBerdem - wie die groBen 
Planeten - nahe der Ekliptik, werden sie nahe beieinander stehen. Opposition 
bezeichnet einen Langenunterschied von 180°. Befindet sich einer der groBen 
Planet en in Opposition zur Sonne, so wird er ihr ziemlich genau diametral 
gegeniiberstehen, so daB er nahe urn die Zeit des Sonnenuntergangs auf
geht, ungefahr urn Mitternacht kulminiert und nahe urn die Zeit des Sonnen
aufgangs untergeht. Die Elongation eines Planet en ist sein Langenunterschied 
von der Sonne. Sie wird als ostlich oder westlich bezeichnet, je nachdem ob 
der Planet der Sonne in der taglichen Bewegung folgt oder ihr vorangeht. 
Da die Breite des Planeten klein ist, wird die auf diese Weise definierte Elon
gation nur wenig von dem Winkelabstand von der Sonne verschieden sein. 
Eine Elongation von 90°, die Stellung also mitten zwischen Konjunktion und 
Opposition, nennt man Quadratur. 

68. Siderischer, tropischer und drakonitischer M onat. Die Bewegung des 
Mondes von Tag zu Tag geht so schnell vor sich, daB der Mond in etwas mehr 
als 27 Tagen den ganzen Himmel durchlauft, sich also ungefahr 13 ° taglich in 
gleicher Richtung bewegt wie die Sonne bei der jahrlichen Bewegung. Die Zeit 
fUr einen ganzen Umlauf nennt man einen siderischen Monat, und sein durch
schnittlicher Wert ist: 

1 siderischer Monat = 27-321661 mittleren Sonntag en = 27d 7h 43 ill 118.5. 

Ebenso wie bei der Sonne kann man zwischen dem siderischen und dem 
tropischen Monat unterscheiden, das ist die Zeit, in der die Lange des Mondes 
360° wachst, und der wegen der Prazession etwas kiirzer ist als der siderische. 
Da aber der siderische Monat nur 1/13-1/14 des Jahres betragt, so wird die Pra
zession nur diesen Bruchteil der jahrlichen Prazession ausmachen; da der Mond 
sich auBerdem 13 mal schneller bewegt als die Sonne, so wird der Unterschied 
zwischen dem tropischen und dem siderischen Monat beinahe 180mal geringer 
als der Unterschied zwischen dem tropischen und dem siderischen Jahr. Danach 
betragt der Unterschied nur ungefahr 7 Sekunden (vgl. S. 81). 

Beobachtungen des Mondes konnen auf gleiche Weise, wie vorher bei der 
Sonne erklart, ausgefiihrt werden, und die Berechnung derselben unterscheidet 
sich nur darin, daB ein bei der Sonne angedeutetes noch nicht behandeltes Phano-



Die schein bare Bewegung des Mondes und der Planeten. 95 

men (die Parallaxe, s. S. 136), die dort nur eine kleine Rolle spielt, beim Mond 
von groJ3erer Bedeutung wird. Berechnet man auf diese Weise die Breite des 
Mondes, so zeigt es sich, daJ3 der Mond sich in der einen Halfte des Umlaufs 
auf der nordlichen Seite der Ekliptik, in der anderen auf der siidlichen Seite 
der Ekliptik halt. Seine groJ3te Breite ist etwas iiber 5°, sie kann aber von 
einem Mal zum anderen um einige Minuten abweichen. Die Punkte, in denen 
der Mond die Ekliptik iiberschreitet, werden die Knoten der Mondbahn genannt, 
und zwar ist der aufsteigende Knoten der Punkt, in dem der Mond von siidlicher 
zu nordlicher Breite iibergeht, der absteigende der gegeniiberliegende Punkt. 

Bereits im Altertum war man auf ein eigentiimliches Verhalten der Knoten 
aufmerksam geworden, namlich daJ3 sie bei jedem Umlauf ein Stiick auf der 
Ekliptik zuriicklaufen, und zwar so schnell, daJ3 sie in 18.6 Jahren um den ganzen 
Himmel herumkommen. Die Lange des aufsteigendenKnotens nimmt demnach 
bestandig um einen Betrag von beinahe 20° jahrlich oder beinahe 1 °. 5 fiir 
jeden Umlauf des Mondes ab. DaJ3 die Zeit fiir einen ganzen Umlauf der 
Knoten mit der Periode fiir die Nutation zusammenfallt, ist, wie wir spater sehen 
werden (§ 141), kein Zufall. 

Die Umlaufszeit des Mondes relativ zu ein und demselben Knoten wird von 
alters her Knotenmonat (drakonitischer Monat) genannt. Da der Knoten dem 
Mond jedesmal ungefahr 1 °.5 entgegen wandert und der Mond ungefahr 1/2° 
in der Stunde geht, wird der drakonitische Monat etwa 3 Stunden (2h 37m .6) 
kiirzer als der siderische Monat. Dies ist jedoch nur der durchschnittliche Be
trag; im Laufe eines halben Jahres verandert er sich etwas. 

Die Bahn des Mondes zwischen den Stemen ist also kein groJ3ter Kreis, sie 
kann aber als solcher betrachtet werden, wenn man sich die Bewegung vor
stellt als in einer Ebene verlaufend, die in 18.6 Jahren eine Umdrehung voll
fiihrt, mit einer nahezu konstanten Neigung von gut 5 ° gegen die Ebene der 
Ekliptik, oder, mit anderen Worten, deren Pol in 18.6 Jahren um den Pol der 
Ekliptik in einem kleinen Kreis mit dem Radius 5 ° herumlauft. 

Die Bewegung der Knotenlinie ruft eine starke Veranderlichkeit in der Lage 
des Mondes zum Horizont eines Ortes hervor. Ebenso wie der Mond zweimal 
im Monat die Ekliptik iiberschreitet, wird er auch zweimal im Monat den Aquator 
iiberschreiten und also die eine Halfte des Monats eine nordliche, die andere 
Halfte des Monats eine siidliche Deklination haben. Die groJ3te Deklination 
des Mondes aber, die Neigung der Bahnebene gegen den Aquator also, verandert 
sich mit der Lage der Knoten. Die beiden extremen FaIle sind auf Abb. 60 dar
gestellt, auf der AQ der Aquator von auJ3en gesehen ist, Ee die Ekliptik und 
"If' der Friihlingspunkt. Wenn nun die Mondbahn die 
SteHung Mm hat, mit dem aufsteigenden Knoten im 
Friihlingspunkt, wird die groJ3te Deklination des Mondes 
gleich der Summe der Schiefe der Ekliptik und der 1If---=r.c':""---l 
Neigung der Mondbahn, also ungefahr 281/ 2 °; wenn aber e 
nach Verlauf von 9.3 Jahren die Knoten halb herum
gelaufen sind, so daJ3 der absteigende Knoten im Friihlings
punkt steht, nimmt die Mondbahn die SteHung Nn ein, 
wodurch die groJ3te Deklination die Differenz zwischen 

Abb.60. 

den genannten Winkeln wird, also 181/ 2 °. Wenn wir von Refraktion und 
Parallaxe absehen, wird der Mond im ersten Fall zirkumpolar - und kommt 
1/ 2 Monat spater gar nicht iiber den Horizont - bereits auf 61 1/ 2 ° Breite, was 
im zweiten FaH erst bei 711/2 ° eintritt. 

69. Synodischer M onat. M ondphasen. Sehr auffallig ist beim Mond seine 
wechselnde Form, 'die Mondphasen . Man iiberzeugt sich leicht davon, daJ3 diese 
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nicht auf der Stellung des Mondes zu den Sternen, sondern auf seiner Stellung 
zur Sonne beruhen. Wenn der Mond in Konjunktion mit der Sonne ist, ist er 
unsichtbar, ausgenommen wenn seine Breite gieichzeitig so gering ist, daB er 
sich wie ein dunkier Schirm vor die Sonne stellt und sie ganz oder teilweise 
verdeckt (Sonnenfinsternis). Diese Phase wird Neumond genannt. Da der Mond 
ungefiihr 13 ° tiiglich in seiner Bahn fortschreitet, wiihrend die Sonne 1 ° in der 
ihrigen vorwiirts wandert, so wird sich der Mond tiiglich 12° nach Osten (bei 
uns nach links) von der Sonne entfernen. Wenn die ostliche Elongation nach 
7 bis 8 Tagen auf 90° gestiegen ist, wird die Phase erstes Viertel - ein Halb
kreis mit der runden Seite nach rechts - genannt. Nach Verlauf von ungefiihr 
15 Tagen tritt Vollmond ein, und 7 bis 8 Tage darauf das letzte Viertel, mit der 
runden Seite nach links. Neu- und Vollmond werden mit einem gemeinsamen 
Namen die Syzygien genannt. 

Die Erkliirung dieser Phiinomene liegt sehr nahe und war bereits im Alter
tum bekannt: der Mond ist ein nahe kugelformiger Korper, der in einer ge
schlossenen Bahn urn die Erde kreist und nur darum leuchtet, weil er von der 
Sonne bestrahlt wird, die so weit entfernt ist, daB die von ihr zu den verschiedenen 
Teilen der Mondbahn gelangenden Strahlen anniihernd parallel sind. Die Phase 
wird dann davon abhiingen, wieviel von der dunklen Seite des Mondes der Erde 
zugekehrt ist. Einige Tage vor oder nach Neumond, wenn die Phase klein ist, 
kann man den ganzen Rest der Scheibe in einem schwa chen, grauen Licht sehen, 
das von dem von der Erde reflektierten Sonnenlicht herriihrt, denn je mehr 
uns der Mond von seiner dunklen Seite zuwendet, desto mehr kehrt die Erde 
von ihrer hellen Seite dem Mond zu. 

Die Periode der Mondphasen wird der synodische M onat genannt. DaB dieser 
liinger sein muB als der siderische, folgt daraus, daB die Sonne im Laufe der 
27 Tage, die der Mond gebraucht, urn nach Neumond einen Umlauf am Himmel 
zu vollfiihren, sich ungefiihr 2r in der Ekliptik weiter fortbewegt hat, und da 
der Mond tiiglich 13 ° zuriickIegt, wird er mehr als zwei Tage gebrauchen, bis 
er die Sonne wieder eingeholt hat. Durch foigende Betrachtung, die fUr die 
durchschnittliche Bewegung gilt, kann die Beziehung zwischen diesen beiden ver
schiedenen Monaten noch genauer gefunden werden. Auf Abb. 61, wo die Rich
tungen vom Beobachter C zur Sonne und zum Mond auf die Ekliptik projiziert 

Abb.61. 

gedacht sind, bezeichnet MS die gemeinsame Richtung bei 
einem Neumond. Nach Verlauf einer gewissen Zeit ist der 
Mond nach m gekommen, die Sonne nur nach s; der 
Winkel mCs ist also der Vorsprung, den der Mond vor der 
Sonne hat, und der synodische Monat ist die Zeit, in der 
dieser Vorsprung auf 360° anwiichst. Bezeichnet nun: 

A das siderische J ahr 
T den siderischen Monat 

M den synodischen Monat, 

alles in derselben Einheit, z. B. dem mittleren Sonnentag, ausgedriickt, so wird 
die durchschnittliche Bewegung des Mondes in einem Tage 3600jT ausmachen, 
die der Sonne 36oOjA, und der tiigliche Vorsprung wird 360 0jT - 3600jA. 
Die Gleichung: 3600 360° 360 0 

1fT --y---y 

gibt also die Beziehung zwischen den drei GroBen. 1st T und A gegeben, erhiilt 
man hieraus: A T 

M=--···· A-T 
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Werden hier die 
halt man den 
= 29d12h44ffi2s.8. 

fruher angegebenen Werte von A und T eingesetzt, so er
synodischen Monat = 29.530588 mittleren Sonnentagen 

Dies ist der durchschnittliche Wert, da aber die Bewegung der Sonne und 
in einem noch hoheren Grade die des Mondes ungleichmaBig ist, konnen die 
wirklichen Zwischenzeiten zwischen zwei Neumonden oder zwei Vollmonden 
mehrere Stunden voneinander abweichen. 

70. Mond und Zeitrechnung. Die GAusssche Osterregel. Der synodische Monat 
hat im Laufe der Zeiten eine groBe Rolle in der Zeitrechnung gespielt. Dieser 
legten im Altertum nur die wenigsten Volker das Sonnenjahr zugrunde, da die 
Sonne das ganze Jahr hindurch gleich aussieht, dagegen jeder die wechselnden 
Phasen des Mondes erkennen konnte. Man fing den neuen Monat an, wenn die 
Mondsichel zum erst en Male sichtbar wurde, was bei klarem Wetter 1 bis 2 Tage 
nach der Konjunktion mit der Sonne eintritt und in siidlichen Landern eine auf
fallendere Erscheinung ist als in unseren nordlichen Breiten, wo im Herbst von 
der Konjunktion bis zur erst en Sichtbarkeit oft mehrere Tage verstreichen konnen. 
Der Vollmond fiel dann in jedem Monat ungefahr auf den 14., und in der Regel 
erhielt man abwechselnd Monate von 29 und 30 Tagen. Zwolf solcher Monate, 
die also 354 Tage enthalten, werden ein freies Mondjahr genannt, und dies wird 
noch jetzt bei der mohammedanischen Bevolkerung gebraucht. Da ein solches 
Jahr 11 Tage kurzer ist als das Sonnenjahr, wandert der Neujahrstag schnell 
durch aIle Jahreszeiten. Urn dies zu vermeiden, gebrauchte man das gebundene 
Mondjahr, dadurch charakterisiert, daB man in bestimmten Zwischenraumen, 
meistens jedes dritte Jahr, einen ganzen Monat von 30 Tagen einschob, so daB 
man ein Jahr von 384 Tagen erhielt. Das gebundene Mondjahr wurde von 
den Juden gebraucht, und ein Dberrest davon ist noch bei der Ordnung der 
beweglichen Kirchenfeste in unserem Kalender zu finden. 

Urn eine Zeitrechnung, die sich auf dem synodischen Monat aufbaute, einiger
maBen in Dbereinstimmung mit dem Sonnenjahr zu halten, war es von Wichtig
keit, ein gemeinsames Vielfaches fur beide zu finden. Bereits im Altertum be
merkte der Athener METON (ungefahr 430 v. Chr.), daB dies bei einem Zeitraum 
von 19 Jahren fast genau der Fall war. Bei Anwendung des oben angegebenen 
Wertes des synodischen Monats findet man, daB 235 von ihnen 6939.7 Tage 
betragen, wahrend 19 von unseren Jahren entweder 6939 oder 6940 Tage ent
halten, je nachdem ob der Zeitraum 4 oder 5 Schaltjahre enthalt, welch letzterer 
Fall in 3 von 4 Fallen eintreffen wird. Nach Verlauf von 19 Jahren werden 
deshalb die Mondphasen annahernd genau auf dasselbe Datum nach unserem 
Kalender treffen. Dieser nach METON benannte 19jahrige Metonsche Zyklus 
wurde in der Folgezeit in ausgedehntem MaBe benutzt. 'Er ist auch als Grund
lage zu Wetterprophezeiungen gebraucht worden, ubereinstimmend mit dem 
alten Glauben, daB Veranderungen des Wetters beim Mondwechsel eintreten, 
so daB man nach Verlauf von 19 Jahren ungefahr dasselbe Wetter erwarten 
konnte. 

Zur Erklarung gewisser noch gebrauchlicher Ausdrucke solI folgendes uber 
die Berechnung des Ostertages angeftihrt werden, nach dem sich ja auch die 
anderen beweglichen Feste richten. Als dies uralte jiidische Fest in die christ
liche Kirche uberging, konnten die alten Regeln nicht ohne weiteres auf andere 
Lander ubertragen werden, da sie zu einem Teil durch die klimatischen Ver
haltnisse in Palastina bedingt waren. 1m Laufe der ersten paar Jahrhunderte 
wurden die alten judischen Regeln dahin modifiziert, daB der erste Ostertag 
der erste Sonntag nach dem ersten Vollmond nach dem Friihlingsaquinoktium 
sein sollte; er wurde Ostervollmond genannt. Doch gab es viele Gemeinden, 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 7 
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die in Ubereinstimmung mit den Juden das Fest am Vollmondstag selbst, ohne 
Riicksicht auf den Wochentag, feierten. Auf dem Kirchenkonzil in Nidia wurde 
jedoch ein Beschlul3 zugunsten des Scnntags gefal3t; gleichzeitig wurde es den 
Bischofen in Alexandria, dem beriihmten, alten wissenschaftlichen Zentrum, 
iibertragen, die notwendigen Berechnungen vorzunehmen und jedes Jahr die 
Resultate den anderen Gemeinden mitzuteilen. Zur Vorausberechnung des Oster
vollmondes bediente man sich dort des obenerwahnten 19jahrigen Zyklus; die 
Tafeln, die zu diesem Zweck aufgestellt wurden, ful3ten aber auf der Voraus
setzung, dal3 das Friihling,aquinoktium stets auf den 21. Marz fallen wiirde, 
wodurch die obengenannte Regel tat~achlich den Wortlaut erhielt, dal3 der Oster
vollmond der Vollmond ist, der auf den 21. Marz fiiUt oder der erste auf den 
21. Marz folgende ist, und dal3 also der erste Ostertag der auf diesen Vollmond 
folgende Sonntag ist. Dieser Umstand war es, der spater den Papst GREGOR 
dazu veranlal3te, die nach ihm benannte Kalenderreform einzufUhren, da es 
sich im Laufe der Zeit herausstellte, dal3 die obenerwahnte Voraussetzung der 
Konstanz des Datums des Friihlingsaquinoktiums nach dem Julianischen Ka
lender nicht zutreffend war. 

So lange der Julianische Kalender in Gebrauch war, wurde der Ostervollmond 
mit Hilfe der Goldenen Zahl, die die Laufnummer des Jahres in dem 19jahrigen 
Zyklus ist, berechnet, indem man den ersten Zyklus mit dem Jahr 1 v. Chr. 
beginnen liel3. Sie ist also der Rest, den man bei der Division der urn 1 ver
grol3erten Jahreszahl durch 19 findet, doch so, dal3 beim Aufgehen der Division 
die Goldene Zahl nicht 0, scndern 19 ist. 

Die gregorianische Reform bestand nun nicht allein in der friiher (§ 76) be
sprochenen Datumregulierung, sondern auch in einer Abanderung der Grundlage 
fUr die Osterberechnung, weil der 19jahrige Zyklus auf die Dauer nicht ausreichte. 
Statt der Goldenen Zahl wurden die sog. Epakten als Grundlage benutzt, unter 
denen die Anzahl Tage verstanden wird, die am 1. Januar seit dem letzten Neu
mond verflossen sind, also das Alter des Mondes am Neujahrstage. Als die 
Protestanten nach und nach zum Gregorianischen Kalender iibergingen, taten 
sie es in den meisten Landern nur in bezug auf die Datumregulierung; das Friih
lingsaquinoktium und den Ostervollmond wollte man streng astronomisch be
rechnen. Da die zyklische Berechnung indessen nur den Tag, die astronomische 
gleichzeitig eine bestimmte Stunde gibt, mul3te die Zeit auf einen bestimmten 
Meridian bezogen werden; denn wenn ein Ostervollmond in einem Lande etwas 
vor Mitternacht eintritt, wird es in einem ostlicher gelegenen Lande nach Mitter
nacht sein, man hat also zwei verschiedene Tage, und wenn diese Tage ein Sonn
abend und Sonntag sind, wiirde es einen Unterschied von einer Woche fUr den 
Ostertag ausmachen. Man wahlte den Meridian der Insel Hven, der Statte von 
Tycho Brahes Sternwarte. Indessen war dieser sog. reformierte Kalender 
nicht von langer Dauer; im 18. Jahrhundert geschah es namlich ein paarmal 
(1724 und 1744), dal3 das Osterfest der Protestanten eine Woche vor dem der 
Katholiken fiel, und als dies ein drittes Mal einzutreffen drohte, entschlol3 man 
sich endlich im Jahre 1777 in Deutschland, Danemark und Norwegen dazu, 
den Gregorianischen Kalender vollstandig einzufUhren; in Schweden dagegen, wo 
man eine etwas andere Berechnungsart hatte, geschah dies erst im Jahre 1844. 

Das ziemlich weitlaufige System von Tafeln, das die papstliche Bulle iiber 
die Osterberechnungen begleitete, ist von GAUSS in die folgende Regel um
gesetzt worden, die fUr den Julianischen sowohl wie fUr den Gregorianischen 
Kalender gilt. 

Bezeichnet T die Jahreszahl, M und N zwei Zahlen, die weiter unten er
klart werden sollen, und bezeichnet man ferner mit: 
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a den Rest nach der Division 
b 
c 
d 
e 

T: 19 
T: 4 
T: 7 
(19a + M) : 30 
(2b + 4c + 6d + N) : 7, 
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wo jeder Rest gleich Null zahlt, wenn die Division aufgeht, so ist der erste 
Ostertag der (22 + d + e). Marz oder der (d + e - 9). April, doch mit den folgen
den beiden Ausnahmen: 

1. Wenn d = 29 und e = 6, dann ist Ostern nicht am 26., sondern am 19. April. 
2. Wenn d = 28 und e = 6 und auBerdem a > 10, so ist Ostern nicht am 25., 

sondern am 18. April. 
Die Ausnahmen treten nur selten ein, in diesem Jahrhundert zweimal, namlich 

die erst ere 1981, die letztere 1954. 
Die Zal?len M und N sind konstante Zahlen fUr den Julianischen Kalender, 

namlich M = 15 und N = 6; fur den Gregorianischen wechseln sie in den Sakular
jahren, die keine Schaltjahre sind, und konnen fur jedes beliebige Jahrhundert 
nach folgender Regel berechnet werden: 

1st k die Zahl, die als Rest ubrigbleibt, wenn die beiden letzten Ziffern der 
J ahreszahl gestrichen werden, und bezeichnet ferner: 

p den Quotienten bei der Division (13 + 8k): 25 (ohne Rucksicht auf den Rest), 
q " k: 4 

so ist: 
M der Rest nach der Division (15 - P + k - q) : 30 

und: 
N (4 + k - q) : 7. 

Fur die Jahre 1900 bis 2099 ist M = 24 und lY = 5, fur 1800 bis 1899 waren 
sie 23 und 4. 

71. Die scheinbare Bewegung der Planeten. Die Planeten, die ohne Schwierig
keit mit dem bloB en Auge gesehen werden konnen und deshalb schon im fruhe
sten Altertum bekannt waren, sind Merkur, Venus, Mars, Jupiter und Saturn. 
Jetzt kennt man weit uber tausend Planeten, von denen jedoch die meisten 
sehr klein sind. Venus ist der am hellsten leuchtende, danach kommt Jupiter; 
die Helligkeit des durch seine rotliche Farbe kenntlichen Mars ist starken Schwan
kung en unterworfen. 

Die alten groBen Planeten halten sich immer in der Nahe der Ekliptik, die 
Art und Weise aber, in der sie ihre Stellungen relativ zu den Fixsternen andern, 
ist bedeutend unregelmaBiger als bei Sonne und Mond. Meistens bewegen sie 
sich in derselben Richtung wie diese, haben also rechtlaufige Bewegung, aber 
in gewissen Zwischenraumen, die fUr die verschiedenen Planeten verschieden 
sind, fangt die Bewegung an umzukehren und bleibt dann einige Zeit retrograd. 
Zeichnet man deshalb im Laufe der Zeit die arter eines Planet en in eine Stern
karte ein, so werden die Linien durch die Punkte Formen erhalten, von denen 
Abb. 62 und 63 zwei Beispiele geben. Es hat sich gezeigt, daB diese Unregel
maBigkeiten mit der Stellung des Planet en relativ zur Sonne in Verbindung 
stehen. 

Man teilt die Planet en in zwei Gruppen ein, die unteren und die oberen 
Planeten, von denen die erste Gruppe nur zwei, namlich Merkur und Venus, 
die andere alle ubrigen umfaBt. 

Der Lauf der unteren Planeten geht in folgender Weise vor sich. Wenn der 
Planet in Konjunktion mit der Sonne und gleichzeitig in rechmiufiger Bewegung 
ist, was man die obere Konfunktion nennt, so ist er wegen der Nahe der Sonne 

7* 
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unsichtbar; da seine rechtlaufige Bewegung in diesem Falle immer einen Grad 
am Tage ubersteigt, also schneller ist als die der Sonne, wird er nach einigen 
Wochen so weit ostlich (fUr uns links von) der Sonne stehen, daB er nach Sonnen
untergang tief am Westhimmel gesehen werden kann. 1m Laufe der Zeit wird 
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Abb.62. Die Bewegung des Planeten MaTs Ende 1926 und Anfang 1927. Die numerierten Punkte an der ge· 
strichelten Linie geben den Ort des Planeten zu folgenden Zeiten an: 1. 1926, Aug. 1; 2. 1926, Sept. 1; 3. 1926, 

Okt . 1; 4. 1926, Nov. 1 (Opposition Nov. 4); 5. 1926, Dez. 1; 6. 1927, Jan. 1; 7. 1927, Febr. 1. 

diese ostliche Elongation groBer und groBer, so daB der Planet leichter zu sehen 
ist; gleichzeitig nimmt seine rechtlaufige Bewegung zwischen den Stemen ab, 
und wenn diese bis zu 1 ° im Tage gesunken ist, so daB der Planet gerade Schritt 
mit der Sonne halt, hat er seine groBte ostliche Elongation erreicht. Fur Venus 
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Abb.63· Die Bewegung des Planetell MaTs vor und nach der Opposition am 27. Jan. 1931. Die numerierten 
Punkte an der gestrichelten Linie gehen den Ort des Planetell fiir die folgenden Zeiten an: 1. 1930, Okt. 1; 2.1930, 
Nov. 1; 3.1930, Dez.l; 4.1931, Jan. l ; 5.1931, Febr. 1 ; 6.1931 , Marz 1; 7.1931, April 1; 8. 1931, Mai 1; 

9. 1931, Juni 1. 

IX im Lowen = Regulus; IX und fJ in den Zwillingen = Castor und Pollux. 

ist diese immer annahemd 46°, fUr Merkur aber wechselt sie; manchmal kann 
sie auf 28° steigen, ist aber meistens geringer, manchmal nur 18°. Merkur ist 
deshalb selten fUr das bloBe Auge sichtbar, da er sich bei uns immer nur am 
Himmel zeigt, so lange dieser hell ist; wenn er aber zu sehen ist, hat er die 
Helligkeit eines Sterns erster GroBe. 
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Nach der groBten ostlichen Elongation von der Sonne behalt der Planet seine 
rechtlaufige Bewegung zwischen den Stemen noch eine Zeitlang bei, aber mit 
bestandig abnehmender Geschwindigkeit; die Elongation nimmt ab, und zuletzt 
hort die rech tlaufige Bewegung ganz auf, so daB der Planet in be z u g auf 
die Lange einen Augenblick zum Stillstand unter den Stemen kommt; fUr die 
Venus trifft dies ein, wenn die Elongation ungefahr 29° betragt. Darauf fangt 
die retrograde Bewegung an, bei der der Planet der Sonne entgegenlauft und 
sich nach Verlauf einer kurzen Zeit in der unteren Konjunktion mit der Sonne 
befindet. Er ist dann wieder unsichtbar, einige seltene Falle ausgenommen, in 
denen der Planet sich gerade zwischen uns und der Sonne befindet, indem er 
sich wie ein dunkler Schirm davorstellt, der jedoch nur einen ganz kleinen Teil 
der Sonnenscheibe verdeckt (vgl. S. 199 und 281). 

Nach der unteren Konjunktion, bei der die rucklaufige Bewegung am stark
sten ist, kommt der Planet nach Verlauf einer kurzen Zeit auf der anderen Seite 
der Sonne wieder zum Vorschein, worauf dieselben Phanomene sich in um
gekehrter Reihenfolge mit westlicher Elongation wiederholen; der Planet ist dann 
also am ostlichen Himmel vor Sonnenaufgang sichtbar. 

Wenn einer der unteren Planet en eine einigermaBen groBe ostliche Elongation 
hat, wird es immer eine gunstige Bedingung fUr die Sichtbarkeit des Planeten 
als Abendstern sein; aber diese Bedingung allein ist nicht ausreichend. Da der 
Planet namlich immer in der Nahe der Ekliptik steht, wird seine Stellung zum 
Horizont wesentlich von der Neigung der Ekliptik gegen diesen nach Sonnen
untergang abhangen. Wie man sich leicht uberzeugen kann, nimmt diese Neigung 
im Laufe von 24 Stunden alle Werte zwischen zwei Grenzen an, von denen die 
eine die Summe der Aquatorhohe und der Schiefe der Ekliptik, die andere die 
Differenz zwischen den beiden ist. Auf einer Breite von 60° betragt erstere 
uber 53°, letztere weniger als r. Es ist klar, daB bei einer gegebenen Elongation 
von der Sonne und einer gegebenen Zeit nach Sonnenuntergang der Planet im 
ersten Fall bedeutend hoher am Himmel stehen wird als im zweiten. Fur eine 
gegebene Tageszeit andert sich dies Verhalten im Laufe des Jahres. Nach Sonnen
untergang findet der erste Fall im Fruhjahr oder im letzten Teil des Winters 
statt, der zweite im Herbst oder dem letzten Teil des Sommers. Ein unterer 
Planet wird deshalb bei uns immer leichter als Abendstem bei ostlicher 
Elongation im Fruhling als bei ostlicher Elongation im Herbst zu sehen sein. 
1st die Elongation westlich, der Planet also als Morgenstern sichtbar, so wird 
alles umgekehrt. 

Diese Satze, die auch fUr die Mondphasen zu verschiedenen Zeit en des Jahres 
Geltung haben, konnen noch auf andere 'Weise ausgedruckt werden. Der 
Mond im erst en Viertel, also bei 90° ostlicher Elongation von der Sonne, be
findet sich in der Nahe des Punktes der Ekliptik, zu dem die Sonne ein Viertel
jahr spater kommt. 1m Fruhling wird der Mond also im erst en Viertel ungefahr 
dieselbe hohe Deklination und denselben lang en Tagbogen wie die Sonne im 
Hochsommer haben, im Herbst dagegen ungefahr denselben kurzen Tagbogen 
und dieselbe kleine Hohe wie die Sonne mitten im Winter. Fur den Mond im 
letzten Viertel gilt das Umgekehrte; er steht im Herbst am hochsten am Himmel. 
Der Vollmond, der sich der Sonne ziemlich diametral gegenuber befindet, steht im 
Sommer tief, im Winter aber hoch am Himmel. 

Die Veranderlichkeit in dem Winkel der Ekliptik und damit auch in dem 
Winkel der Mondbahn gegen den Horizont laBt sich auch an der Lage erkennen, 
die der Mond einige Tage vor oder nach Neumond als dunne Sichel gegen den 
Horizont einnimmt, ob er "steht" oder "liegt". Da der Mond der Sonne, die 
dann etwas unter dem Horizont steht, immer die konvexe Seite zuwendet, wird 



102 Spharische Astronomie. 

die steile Stellung der Ekliptik einen liegenden Mond bewirken. Ein solcher 
wird deshalb haufiger in niedrigen Breiten als bei uns gesehen werden. 

Der Lauf der oberen Planeten relativ zur Sonne ist ganz anders als der der 
unteren. Wir wollen auch hier mit der Konjunktion mit der Sonne anfangen. 
In diesem Zeitpunkt ist der Planet rechtlaufig, bewegt sich also in derselben 
Richtung wie die Sonne, aber langsamer, so daD die Sonne sich von ihm ent
fernt; der Planet kommt dadurch auf der westlichen (rechten) Seite der Sonne 
zum Vorschein, und seine Unsichtbarkeitsperiode hart damit auf, daD er morgens 
so viel vor der Sonne aufgeht, daD man ihn tief im Osten sehen kann, bevor 
es zu hell wird. Dies ist frtiher in einer anderen Verbindung unter dem Namen 
heliakischer Aufgang besprochen worden (S. 77). 1m Laufe der Zeit wird die 
westliche Elongation graDer und graDer. Der Planet geht frtiher und frtiher 
in der Nacht auf. Hierbei setzt der Planet seine rechtlaufige Bewegung zwischen 
den Sternen fort, aber mit bestandig abnehmender Geschwindigkeit, und nach 
Verlauf einer gewissen Zeit (bei Mars nahezu ein Jahr, bei Jupiter und Saturn 
4 bis 5 Monate) tritt der Stillstand ein. Die westliche Elongation ist dann auf 
tiber 100° angewachsen, fUr Mars auf ungefahr 130°. Wahrend der darauf 
folgenden retrograden Bewegung wachst die westliche Elongation weiter, aber 
nun schneller, da Sonne und Planet in entgegengesetzter Richtung laufen, bis 
sie 180° erreicht. Der Planet befindet sich dann in Opposition zur Sonne und 
geht ungefahr bei Sonnenuntergang auf; die retrograde Bewegung ist dann am 
starksten. Darauf wiederholen sich dieselben Phanomene in umgekehrter Reihen
folge bei astlicher Elongation, bis der Planet endlich als tiefer Abendstern im 
Westen verschwindet und so in eine neue Unsichtbarkeitsperiode urn die nachste 
Konjunktion mit der Sonne herum eintritt. Die retrograde Bewegung bei der 
Opposition dauert ftir Mars 2 bis 3 Monate, fUr Jupiter und Saturn 4 bis 5 Monate. 
Die Periode der ganzen Bewegung, die im tibrigen nach der Formel auf S.96 
berechnet werden kann, betragt ftir Mars etwas tiber 2 Jahre, ftir die tibrigen 
etwas tiber 1 J ahr. 

Hierbei wechselt auch die Helligkeit der Planeten, aber nur fUr Mars so viel, 
daD es besonders augenfallig wird. Die graDte Helligkeit tritt immer bei der 
Opposition ein. 

Da der Mond in einem ::Ylonat urn den ganzen Himmellauft, kommt er nach 
und nach mit den verschiedenen Planeten in Konjunktion. 

Bestimmung der Zeit und der Rektaszension durch Beobachtung. 
72. Zeitbestimmung an einem im Meridian aufgestellten Durchgangsinstrument. 

Unter Uhrstand oder Uhrkorrektion versteht man den Betrag, den die Uhr in 
einem gegebenen Augenblick zu wenig zeigt, gleichgiiltig ob sie fUr Sternzeit, 
mittlere Sonnenzeit oder Zonenzeit reguliert ist. Eine Uhr, die nachgeht, hat 
deshalb einen positiven Stand. Unter dem Gang einer Uhr wird der Zuwachs 
des Standes in einer bestimmten Zeit, im allgemeinen in 24 Stunden, verstanden. 
Eine Uhr, die verliert, hat positiven Gang, eine Uhr, die gewinnt, negativen. 
Man findet indessen Stand und Gang auch so definiert, daD sie das entgegen
gesetzte Vorzeichen haben. 

Das genaueste und zugleich bequemste Mittel, die Zeit zu bestimmen, ist 
die Beobachtung der Kulminationszeit eines Sterns mit bekannter Rektaszension 
mit Hilfe eines im Meridian aufgestellten Durchgangsinstruments. 1st das Instru
ment so orientiert, daD der Mittelfaden wahrend der Bewegung urn die Hori
zontalachse sich bestandig in der Meridianebene befindet, dann wird der Augen
blick, in dem der Stern durch den Mittelfaden geht, die Kulminationszeit sein. Da 
nun die Rektaszension eines kulminierenden Sterns gleich der Stern-
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zeit ist (S. 67), so besteht die ganze Berechnung darin, daJ3 man einer Ephe
meride die Rektaszension des Sterns entnimmt und sie mit der Zeit vergleicht, 
die man im Augenblick des Durchgangs des betreffenden Sterns durch den Mittel
faden auf der Uhr, deren Stand bestimmt werden so11, abgelesen hat. Der Unter
schied gibt den Stand der Uhr nach Sternzeit. Diese kann wiederum in mittlere 
Sonnenzeit verwandelt werden, und durch Vergleich kann der Stand einer Uhr 
berechnet werden, die fiir mittlere Sonnenzeit reguliert ist. 

Hat man statt eines Sterns die Sonne beobachtet, so konnte dasselbe Ver
fahren angewandt werden, da die groJ3en astronomischen Jahrbiicher auch Tafeln 
fiir die Rektaszension der Sonne enthalten; wird aber die mittlere Sonnen zeit 
gesucht, so wiirde dies ein Umweg sein. Da die mittlere Sonnen zeit fiir die 
Kulmination der Sonne niimlich 12h + Zeitgleichung ist (die dem Jahrbuch 
entnommen werden kann), so wird ein Vergleich zwischen diesem Wert und 
der notierten Zeit unmittelbar den Stand fiir die nach mittlerer Sonnen zeit 
gehende Uhr geben. 

Es sei bemerkt, daJ3 die Lokalkonstante mit ihrem Vorzeichen der berechneten 
Zeit hinzuzufiigen ist, wenn der Stand einer nach Zonenzeit gehenden Uhr 
gesucht wird. 

Die Erfahrung zeigt, daJ3, auch wenn das Instrument urspriinglich genau im 
Meridian aufgestellt war, kleine Fehler auftreten werden, besonders bei Tem
peraturschwankungen. Statt nun das Instrument jedesmal auf die in § 28 
beschriebene Weise zu korrigieren, ist es leichter, die Fehler zu bestimmen 
und die Wirkung dieser Fehler auf das Resultat zu berechnen. Sind 
die Fehler so klein, daJ3 ihre Quadrate bei der iiberhaupt erreichbaren Genauig
keit unmerklich werden, so kann ihre Wirkung fiir jeden einzelnen berechnet 
werden; nachher summiert man die verschiedenen Glieder (vgl. § 15). 

Erstens kann es vorkommen, daJ3 die Umdrehungsachse des Fernrohrs eine 
kleine Neigung b hat; diese wird positiv gerechnet, wenn das Westende der 
Achse zu hoch ist. Sie kann mit einem Niveau mit bekanntem Teilwert gemessen 
werden. Auf Abb. 64, die die Himmelskugel auf den Horizont projiziert vor
stellt, mit dem Zenit in Z und dem Pol in P, sieht man, daJ3 der groJ3te Kreis 
des Instruments N A 5 zwar den Horizont im Nordpunkt und N 
im Siidpunkt schneidet, aber in der Entfernung b am Zenit 
vorbeistreicht. Ein Stern mit der Deklination b wird dann auf 
dem Mittelfaden im Punkt A stehen, wenn P A = 90 0 - b, 
also etwas friiher, als er in den Meridian kommt; die notierte 
Zeit muJ3 dann urn den Betrag x vermehrt werden, der in der 
Abbildung durch den Winkel A P 5 gegeben ist. Da der Win
kel A 5 P = b, so gibt dies Dreieck sinx : sin A 5 = sinb: cosb. 
Unter der erwiihnten Voraussetzung iiber die GroJ3e der 
Fehler kann A 5 hier gleich der Meridianhohe des Sterns, also 

s 
Abb.0.1. 

= 90 0 - cp + b, und ebenso konnen x und b gleich ihren Sinus gesetzt werden. 
Man erhiilt also fiir den EinfluJ3 der Neigung: 

x = b cos ('I' - ~) . 
cosll 

Ferner ist es moglich, daJ3 die Umdrehungsachse zwar horizontal ist, aber 
nicht genau auf die Ost- und Westpunkte zeigt. Die Abweichung a wird positiv 
genannt, wenn das Westende etwas nach Siiden zeigt. Der groJ3te Kreis des 
Instruments geht jetzt zwar durch das Zenit, schneidet aber den Horizont in 
n und s (Abb.65), statt in N und 5, wo Nn = 5s = a. Wie dieser Winkel, 
der das Azimut des Instruments genannt wird, bestimmt werden kann, solI 
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weiter unten gezeigt werden. Ein Stern auf dem Mittelfaden in A wird dann 
urn den Betrag y = A P Z zu frtih beobachtet. Aus dem Dreieck A P Z, wo 

s oS 

Abb.65. 

der Winkel bei Z = 180 0 - a ist, erhalt man siny: sinZA 
= sina: cost5 und, in derselben Annaherung wie oben, 
Z A = f{! - t5, also: 

sin(<p - <5) 
Y = a - - --cos <5 

Endlich kann das Fernrohr einen Kollimationsfehler e 
(vgl. S. 36) haben, der so definiert werden kann, daB das 
Westende der Umdrehungsachse einen Winkel 90 0 + emit 
dem Objektivende der optischen Achse bildet. Diese Achse 
wird dann nicht den Meridian beschreiben, sondern einen 

damit parallelen kleinen Kreis ns (Abb. 66) in der Entfernung A B = e von 
diesem. Ein Stern auf dem Mittelfaden in A wird zu frtih beobachtet werden, 
und zwar urn den Betrag z = A P B III dem rechtwinkligen Dreieck, das 
sine = cost5 sinz gibt, also urn: 

c z= - coso· 

1st nun T die notierte Zeit, die mit der Wirkung alIer 
drei Fehler behaftet ist, und ,1 T der Uhrstand, so erhalt 
man fUr die wirkliche Kulminationszeit: 

T =T+i1T+ bcos(<P-<5) +a sin (<p - <5) + __ c_ . (1) 
o cos <5 cos <5 cos <5 

Es ist frtiher (§ 24) erklart worden, wie man durch Um
legen des Fernrohrs in den Lagern untersuchen kann, 0 b es 
einen Kollimationsfehler hat, aber zum Messen dieser GroBe 

ist es erforderlich, daB das Okular des Fernrohrs mit einem beweglichen Faden 
versehen ist, der dem Mittelfaden parallel lauft, so daB man den Abstand 
yom Mittelfaden zum Bilde des eingestellten Objekts in beiden Stellungen 
messen kann. Der Kollimationsfehler wird dann die halbe Differenz zwischen 
diesen Winkeln sein. Die GroBen b, a und e werden zweckmaBig in Zeitsekunden 
ausgedrtickt. 

s s 
Abb.66. 

Aus dem Vorhergehenden ist ersichtlich, daB von den Instrumentalfehlern 
zwei, namlich b und e, ohne Beobachtungen am Himmel bestimmt werden konnen, 
und zwar b mit Hilfe des Niveaus und e durch Anvisieren eines entfernten Gegen
standes (z. B. eines Kollimatorfadens) und Messung relativ zum Mittelfaden. Wenn 
b und e bestimmt sind, kann das Azim uta des Instruments durch Beobachtung 
zweier Sterne gefunden werden, wodurch man zwei Gleichungen mit zwei Unbe
kannten erhalt, namlich den Stand der Uhr (,1 T) und a, von den en der erst ere durch 
Subtraktion der Gleichungen eliminiert werden kann. Damit aber die Bestimmung 
der Unbekannten nicht zu unsicher wird, mtissen die Koeffizienten fUr a in den bei
den Gleichungen merklich verschieden sein. Das ist der Fall, wenn man einen Stern 
mit kleiner Deklination (einen Zeit stern) mit einem anderen in der Nahe des 
Pols kombiniert, da der Faktor sect5 den numerischen Wert bei dem letzteren 
vergroBert. Hat man, urn eine groBere Genauigkeit zu erlangen, mehrere Zeit
sterne beobachtet, so werden nur diese zu der definitiven Zeitbestimmung be
nutzt, und der Polstern dient ausschlieBlich dazu, durch Kombination mit einem 
oder mehreren Zeitsternen das Azimut des Instruments zu bestimmen. 

Wenn das Fernrohr, wie es oft der Fall ist, leicht umlegbar ist, kann die 
Beobachtung eines solchen Polsterns auch bequem zur Bestimmung des Kollima
tionsfehlers benutzt werden. Da ein polnaher Stern namlich sehr langsam durch 
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das Gesichtsfeld geht, verfolgt man zuerst seinen Durchgang durch einige Seiten
faden, legt, wahrend der Stern durch die Mitte des Gesichtsfeldes geht, das 
Fernrohr urn, und beobachtet wieder die letzten Durchgange, die dann durch 
dieselben Faden in der umgekehrten Reihenfolge vor sich gehen. Wenn diese 
Durchgange durch die Seitenfaden auf die unten beschriebene Weise auf den 
Mittelfaden reduziert werden, so wird dieser eine Stern zwei Gleichungen geben, 
in denen alles gleich ist, ausgenommen T und das Vorzeichen des letzten Glieds, 
da c ja beim Umlegen sein Vorzeichen andert. Durch Subtraktion der beiden 
Gleichungen erhalt man c durch eine leichte Rechnung, bei der sich auch ergibt, 
in welcher Lage des Instruments c positiv ist. Bei kleinen Durchgangsinstru
menten kann man bei jeder Durchgangsbeobachtung das Instrument umlegen 
und so den Kollimationsfehler eliminieren. 

Urn die Genauigkeit zu steigern, werden auch bei den anderen Sternen die 
Durchgange durch die Seitenfaden beobachtet. Wie man die Reduktion auf 
den Mittelfaden ausfUhren kann, ersieht man mit Hilfe der Abb. 66. Denkt 
man sich namlich hier das Instrument fehlerfrei aufgestellt, den Stern in A aber 
auf einem Seitenfaden in einer im voraus bekannten Entfernung A B = f yom 
Mittelfaden, so gibt das Dreieck P A B, in dem der Winkel bei P die gesuchte 
Reduktion ist, die mit F bezeichnet werden soIl: 

sinF = sin f sec 15 . (2) 

Fur Sterne, die dem Pol nicht zu nahe stehen, kann man dafUr: 

schreiben. 
F = t sec 15 (2') 

Die Distanzen der verschiedenen Seitenfaden yom Mittelfaden bestimmt man 
ein fUr allemal dadurch, daB man eine Reihe Sterne, am besten mit hoher De
klination, uber aIle Faden beobachtet. Da F hierbei unmittelbar gegeben ist, 
kann man f fUr jeden Faden aus (2) berechnen, und das Mittel aus den Werten, 
die die verschiedenen Sterne geben, wird dann spater zur Reduktion auf den 
Mittelfaden benutzt. 

Wenn die Neigung der Achse b sich wahrend einer Beobachtungsreihe kon
stant halt, kann Gleichung (1), die TOBIAS MAYERS Formel genannt wird, mit 
Vorteil durch eine andere ersetzt werden, die nach BESSEL benannt ist, und 
in der ein von der Deklination unabhangiges Glied ausgeschieden ist. Entwickelt 
man namlich sin(9? - 15) und cos(9? - 15) in den Koeffizienten der Gleichung (1), 
und setzt man der Kurze halber: 

wora us wieder folgt: 

so geht (1) liber in: 

b cos qJ + a sin 9? = m 

b sin qJ - a cos 9? = n , 

m cos 9? + n sin qJ = b , 

To = T + iJ T + m + n tg 15 + c sed . 
Wenn m hier konstant ist, kann die Kombination eines Poisterns mit einem 

Zeitstern dazu dienen, n zu bestimmen, wenn c bekannt ist, worauf m durch 
die Gleichung: 

m = b secqJ - n tgqJ 

bestimmt werden kann, eine Formel, die das Azimut des Instruments also nicht 
direkt enthalt. Die GroBen m und n stehen im selben Verhaltnis zu Aquator 
und Pol wie a und b zu Horizont und Zenit. Besonders wenn es nur auf Rekt
aszensionsunterschiede ankommt, ist die Besselsche Formel bequem. 1st m kon
stant, fallt es bei der Differenzbildung fort. 1st m gleichmaBig veranderlich, 
kann die Anderung mit dem Uhrgang vereinigt werden. 
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Die geometrischen Betrachtungen, die der Formel (1) zugrunde liegen, setzen 
voraus, daB der Stern in der oberen Kulmination beobachtet wird. Die Formeln 
werden indessen auch flir die untere Kulmination Giiltigkeit haben, wenn man 
beim Ubergang auf die andere Seite des Pols die Deklination weiter in derselben 
Richtung wie vorher zahlt, mit anderen Worten, wenn man mit d in beiden 
Formeln nieht die Deklination, sondern ihr Supplement bezeiehnet. Natiirlich 
kann man auch besondere Formeln flir die untere Kulmination mit unveranderter 
Bedeutung von d aufsteIlen, indem man statt d iiberaIl 180 0 - d einflihrt. In 
Gleichung (3) besteht die ganze Anderung darin, daB die beiden letzten Glieder 
ihr Vorzeichen umkehren. 

Endlich ist zu bemerken, daB, wenn die aIlergroBte Genauigkeit angestrebt 
wird, die tagliche Aberration (§ 64) beriicksichtigt werden muB, deren Wirkung 
auch aus Abb. 66 abgeleitet werden kann, wenn BA die Verschiebung des 
Sterns nach Osten wegen der Aberration, die 0".32 cosq; = 05.02 cosq; betragt, 
bedeutet. Wegen dieser Verschiebung wird der Stern urn 08.02 cosq; secd spater 
in den Meridian kommen, so daB die notierte Uhrzeit urn diesen Betrag ver
mindert werden muB. Am bequemsten wird deshalb in den Formeln c urn 
08.02 cosq; verringert, wobei darauf geachtet werden muB, daB c beim Um
legen des Fernrohrs das Vorzeichen wechselt, wahrend die an c anzubringende 
tagliche Aberration immer negativ ist. 

73. Rektaszensionsbestimmungen. Die beiden Formeln (1) und (3) steIlen auch 
implizite die Formeln dar, die man bei der Bestimmung von Rektaszensionen 
mit Hilfe von Durchgangsbeobachtungen im Meridian anwendet. Wir wahlen 
Formel (1) als Beispiel. Wir bezeichnen wie bisher mit T die beobachtete Uhrzeit 
und nennen die (a priori unbekannte) Uhrkorrektion LI T. Da die Rektaszen
sion (tX) eines Sterns gleich der Sternzeit in dem Augenblick ist, in dem der 
Stern durch den Meridian geht, so erhalten wir aus (1): 

tX = T + j T + b cos(q? - (j) + a sin(<p - (j) + _c_ . (4) 
cos(j cos(j cos(j 

Aus dem vorigen wissen wir, wie man b, a und c bestimmen kann. Mit Hilfe 
von Durchgangen von Stemen mit bekannten Rektaszensionen konnen wir nach 
(4) L1 T und dessen Gang bestimmen, und wenn aIle diese GroBen bestimmt 
sind, gibt uns (4) die Moglichkeit, fur andere Sterne, deren Durchgangszeiten 
wir beobachtet haben, die Rektaszensionen zu berechnen. "Uber Deklinations
bestimmung mit dem Meridiankreis s. § 31. 

74. Zeitbestimmung mit Hille korrespondierender Hohen. Dasselbe Prinzip, das 
der in Paragraph 72 angegebenen Methode der Zeitbestimmung zugrunde liegt, 
kann auch dann angewandt werden, wenn man kein Durchgangsinstrument hat, 
namlich mit Hilfe von korrespondierenden Hohen. Ebenso wie die Richtungen 
nach zwei solchen dazu dienen konnen, die Richtung des Meridians (§ 25) zu 
bestimmen, wird auch das Mittel aus den Zeiten flir zwei korrespondierende 
Hohen die Kulminationszeit geben, vorausgesetzt daB die Deklination des Sterns 
sich in der Zwischenzeit nicht merkbar geandert hat. Die weitere Behandlung 
dieses Mittels ist dieselbe wie bei einem genau orientierten Durchgangsinstrument. 
Da in diesem FaIle kein horizontaler Kreis benotigt wird, kann die Beob
achtung auch mit einem Sextanten ausgefiihrt werden. Zur Erreichung 
groBerer Genauigkeit kann man das Instrument im voraus auf mehrere ge
wahlte Hohen einsteIlen und jedesmal den Augenblick notieren, in dem die 
Hohe erreicht wird, worauf dieselben Hohen in umgekehrter Reihenfolge ein
gestellt werden, wenn der Stern auf die westliche Seite des Meridians hiniiber
gekommen ist. 
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Ebenso groBe Genauigkeit wie beim Durchgangsinstrument darf jedoch nicht 
erwartet werden, da die lange Zeit, die zwischen den Beobachtungen verstreichen 
muB, gewisse Fehlerquellen mit sich fiihrt. 

Bei Beobachtungen der Sonne kann es notwendig werden, auf die Anderung 
ihrer Deklination in der Zwischenzeit Riicksicht zu nehmen. Der EinfluB dieser 
Anderung kann durch Differentiation der Gleichung: 

sinh = sincp sinc5 + coscp cosc5 cost, (5) 

in der nur der Stundenwinkel t und die Deklination c5 veranderlich sind, gefunden 
werden. Dies gibt: 

0= (sincp cos~ - coscp sinc5 cost)dc5 - coscp cos~ sintdt, 
woraus: 

dt tgtp tg~ 

d(j = sint - tgt . 

1st nun Ll c5 der Zuwachs der Deklination von der ersten bis zur letzten Be
obachtung, so wird: 

der Betrag sein, urn den der westliche Stundenwinkel den numerischen Wert 
des ostlichen iibersteigt, vorausgesetzt, daB Glieder hoherer Ordnung unmerklich 
sind. Die Korrektion x, die man an das Mittel der beiden notierten Zeit en 
anbringen muB, urn die Kulminationszeit zu erhalten, ist dann = -! Ll t. 
Folglich erhiilt man: 

x - ~ (tg(j _ t gtp) Ll c5 
- 30 tgt sint ' 

(6) 

wo noch der Faktor 1/15 hinzugefiigt ist, weil man die Deklinationsanderung 
der Sonne in den Jahrbiichern in Bogensekunden (pro Stunde) angegeben findet, 
wahrend x in Zeitsekunden ausgedriickt werden muB. Ll ~ ist yom Sommer
solstitium bis zum Wintersolstitium negativ. Der in der Formel auftretende 
Stundenwinkel t kann gleich dem halben Unterschied zwischen den Beobachtungs
zeiten gesetzt werden; fiir ~ kann man die Deklination am Mittag benutzen. 

Diese Korrektion nennt man die Mittagskorrektion. Man kann jedoch auch 
die erste Hohe am Nachmittag und die zweite am darauffolgenden Morgen 
nehmen. An das Mittel der Zeiten muB man, urn die wahre Mitternacht zu 
erhalten, eine Korrektion y anbringen, die man Mitternachtskorrektion nennt, 
die aus dem vorhergehenden dadurch abgeleitet werden kann, daB man den 
Stundenwinkel urn 180 0 vergroBert, wodurch tgt unverandert bleibt, aber sint 
das Vorzeichen wechselt. Man erhiilt also: 

= ~ (tg(j !~--'£) Llc5 
y 30 tgt + sint, . (7) 

Es bedeutet thier, wie oben, den halben Unterschied zwischen den Uhrzeiten, 
und c5 ist die Deklination urn Mitternacht. 

Wenn es vorkommen sollte, daB zwei Hohen, die als korrespondierend ge
dacht waren, aus dem einen oder anderen Grunde etwas verschieden werden, 
z. B. durch einen kleinen Fehler in einer Einstellung oder durch eine (von An
derungen in Temperatur und Barometerstand herriihrende) Anderung in der 
Refraktion, konnen sie trotzdem ausgenutzt werden, wenn an das Mittel der 
Zeiten eine Korrektion angebracht wird, die mit Hilfe der ersten Differential
formel in (4) auf S. 24 abgeleitet werden kann: 

dt cosh 
dh = - costp cos(j sint· 
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Ist die westliche Hohe urn den Betrag il h zu groB, also im Verhaltnis zur 
cistlichen Hohe zu fruh beobachtet, dann wird die Korrektion: 

+ ~ cosh ilh 
30 cos cp cos 3 sint ' 

(8) 

wenn il h in Bogensekunden ausgedruckt ist. Hier muS also die Hohe selbst 
gemessen sein, wenn man es nicht vorzieht, sie aus cp, 15 und t zu berechnen. 

75. Zeitbestimmung durch Messung einer H6he in der Nlihe des ersten Vertikals. 
Die Zeit kann auch gefunden werden, indem man eine einzige Hohe miSt, 
am besten in der Nahe des ersten Vertikals, wo sich die Hohe am schnellsten 
andert. Wenn man gleichzeitig die Zeit nach einer Uhr notiert, ist dadurch 
ihr Stand bestimmt. Denn durch die Hohenformel [so oben Formel (4)]: 

t sinh - sincp sin. <5 
cos = , cos,p coso 

(9) 

kann man den Stundenwinkel des beobachteten Sterns berechnen. 
Wenn die Sonne beobachtet ist, so wird 12h + t die Zeit nach wahrer Sonnen

zeit sein. Addiert man die Zeitgleichung, so erhalt man mittlere Sonnenzeit. 
Die Deklination und die Zeitgleichung mussen durch Interpolation aus dem 
J ahrbuch fur die Beobachtungszeit entnommen werden; sollte der Stand der 
Uhr mit einer fUr diesen Zweck ausreichenden Genauigkeit nicht im voraus 
bekannt sein (die Deklination andert sich in cler Zeit der Aquinoktien urn un
gefahr 1" in der Minute), so sucht man erst einen angenaherten Wert von t, 
indem man die Deklination und die Zeitgleichung fUr die nachste volle Stunde 
benutzt. 

Hat man dagegen die Hohe eines Sterns gemessen, wird es am bequemsten 
sein, erst die Sternzeit Z11 bestimmen, die ja (vgl. S. 67) : 

ist. 
G=iX+t 

Die so berechnete Sternzeit gibt, mit der notierten Uhrzeit verglichen, den 
Uhrstand fUr Sternzeit. 

Aus e konnen wir auf die gewohnliche Weise (vgl. § 50) mittlere Sonnen
zeit und Zonenzeit berechnen. 

Eine Formel zur Berechnung von t mit Hilfe einer Tangente erhalt man 
auf folgende Weise. Fuhrt man die Zenitdistanz z = 90° - h, also cosz statt 
sinh, ein, und bildet zuerst 1 - cost, so erhalt man im Zahler [so Formel (9)]: 

( -") . z + cp - <5 . z - '1' + <5 cos cp - u - cos z = 2 sm - '2"'- sm ----'2-- , 

Bildet man dann 1, + cost, so erhalt man im Zahler [so (9)]: 

cos (cp + 0) + cosz = 2 cos cp + ~ + z cos cp + ~--=--z . 
Wird hier zur Abkurzung die Bezeichnung: 

z+cp+o 
s=--,·~ 

2 
eingefUhrt, wodurch: 

usw. wird, so erhalt man durch Division von 1 - cost durch 1 + cost und Wurzel
ausziehen: 

tg.! = ±l/sin(~_:-::. <5) sin£=-cp). 
2 cosscos(s-z) 
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76. Sonnenuhren. Fruher gebrauchte man in weitem Umfang die sog. Sonnen
uhren zur Zeitbestimmung. Unter den verschiedenen Formen solI hier eine er
wahnt werden, die leicht zu konstruieren ist. 

Senkrecht zu einem Brett, das - z. B. mit Hilfe einer gewohnlichen Zimmer
mannswasserwaage - horizontal gestellt wird, ist ein aus Zink oder anderem 
Metallblech ausgeschnittenes Dreieck ABe (Abb. 67) befestigt, so daB die 
Kante B A mit der horizontalen Ebene den Winkel cp (die Polhohe) bildet. Die 
Kante Be wird spater nicht gebraucht, B 
eserleichtert aber die Aufstellung, wenn 
das Dreieck rechtwinklig in e und mit 
dem Winkel B A = cp geschnitten ist, 
da in diesem Fall die Kante Be verti
kal stehen solI. Urn sie zu befestigen, 
muB naturlich etwas von der Platte in 
das Brett hineinragen. Letzteres solI 
so gestellt sein, daB die Ebene des Drei
ecks mit A nach Sliden im Meridian 
steht. 1st die Richtung der Mittags
linie im voraus nicht bekannt, kann sie 

Abb.67. 

mit Hilfe des Apparats selbst auf die in § 25 beschriebene Weise bestimmt 
werden, indem man einen Kreis urn e als Zentrum zeichnet und den Schatten 
der Spitze B beobachtet. 

1st der Apparat in dieser Weise aufgestellt, so wird die Kante A B auf den 
Himmelspol zeigen, und der Schatten dieser Kante gibt den Stundenwinkel der 
Sonne an. Wie die Striche fUr die verschiedenen Zeitangaben von A aus auf 
dem Brett gezogen werden mussen, sieht man aus Abb. 68, wo A das Zentrum 
der Himmelskugel ist, A B und A e dieselben Richtungen bezeichnen wie in 
der vorigen Abbildung, aber bis zur Himmelskugel verlangert. 
Wenn der Scha tten von A B langs AD faUt, so ist B D der 
Deklina tionskreis der Sonne und folglich e B D gleich dem 
Stundenwinkel t der Sonne (ohne Rucksicht auf das Vor
zeichen); den entsprechenden Winkel a auf dem Brett findet 
man dann aus dem rechtwinkligen spharischen Dreieck Be D. 

Wir erhalten: 
tg a = tg t sin cp . (10) 

{j 

C \---"r----'-1 

Nach dieser Formel kann a z. B. fur jede ganze oder D 
halbe Stunde berechnet und fUr kleinere Teile interpoliert Abb.68. 

werden. Die Striche fUr Vormittag und Nachmittag liegen 
naturgemaB symmetrisch zur Mittagslinie A e, also 11h wie 13h, 10h wie 14h usw. 
Die Sonnenuhr gibt naturlich wahre Sonnenzeit. 

Auch vertikale Sonnenuhren sind in Gebrauch gewesen und konnen noch hier 
und da an alten Hausern gefunden werden. Fur eine Wand im erst en Vertikal 
hat man in der Formel dann nur sincp gegen coscp zu vertauschen. 

Man darf nicht vergessen, daB eine Sonnenuhr immer wahre Zeit zeigt, so 
daB die Summe der Zeitgleichung und der Lokalkonstante addiert werden muB, 
wenn man Zonenzeit haben will. In einem gewohnlichen Jahrbuch, der die 
Zeit fUr die Kulmination der Sonne enthalt, ist diese Summe als der DberschuB 
der Zeit liber 12h (also negativ, wenn die Sonne vor 12h kulminiert) angefUhrt, 
gilt aber nur fUr den Meridian, fUr den das J ahrbuch berechnet ist; fUr einen 
anderen Meridian wird der Unterschied nahezu derselbe sein wie der Unter
schied zwischen den Lokalkonstanten (Zeitgleichung veranderlich). 
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77. Auj- und Untergang eines Sterns. Mitternachtssonne. Burgerliche und as
tronomische Dlimmerung. Polarnacht. Die hellen N lichte. Ein spezieller Fall der 
Anwendung der Formel (9) in § 75 ist es, die Zeit des Auf- oder Unter
gangs eines Sterns zu finden. Den Stundenwinkel fur ein Gestirn im Rorizont 
findet man, wie auf S. 33 besprochen, indem man in der dort fUr sinh benutzten 
Formel h = 0 setzt. Wir fanden: 

costo = - tgtp tgc5 . (11) 

Wie der EinfluB der Refraktion auf die Zeit des Auf- und Untergangs differen
tiell berechnet werden kann, ist auf S. 58 gezeigt worden. Zu einer genaueren 
Berechnung setzt man in der Formel (9) fUr cost die Rohe h = - 0° 35', wo
durch cost den Zusatz -sin35'sectp secc5 erhiilt. 

Die Formel fUr costo zeigt, daB, wenn Polhohe und Deklination dasselbe 
Vorzeichen haben, costo negativ ist, also to> 90° oder der Tagbogen > 12h, 
wogegen cos to positiv ist und der Tagbogen < 12h, wenn Polhohe und Deklination 
entgegengesetztes Vorzeichen haben. Auf die Sonne angewandt, besagt dies, daB 
wir bei nordlicher Deklination Hingere Tage als Nachte haben (well die Polhohe 
bei uns positiv ist), ein Kennzeichen fUr das Sommerhalbjahr, gleichzeitig aber 
haben Orte mit negativer Polhohe (sudlicher Breite) kurzere Tage als Nachte, 
also Winter. Fur tp >= 0 ist (wenn wir von der Refraktion absehen) costo = 0, 
also to = 90°, unabhangig von der Deklination, d. h. am Erdaquator sind (wenn 
wir von der Refraktion absehen) Tag und Nacht das ganze Jahr hindurch gleich 
lang; fur t5 = 0 wird to = 90° unabhangig von der PolhOhe, d. h. Tag und Nacht 
werden (von der Refraktion abgesehen) zur Zeit der Aquinoktien uberall auf 
der ganzen Erde gleich lang. 

Wenn der numerische Wert von tgtp tgc5 > 1 ist, wird to imaginar, d. h. das 
Gestirn befindet sich wahrend des ganzen Tages uber oder unter dem Horizont. 
Die vorher gefundene Bedingung dafur, daB ein Stern zirkumpolar sein solI, 
namlich c5:> 90 ° - tp, stimmt hiermit uberein. Die Bedingung dafUr, daB ein 
Ort Mitternachtssonne haben kann, wird also tp > 90° - c5, was im Sommer
solstitium, da c5 = + 23 ° 27', tp = 66° 33' (den Polarkreis) als Grenze gibt. 
Wegen der Refraktion erscheint aber die Sonne etwas hoher, und das Zentrum 
der Sonne wird schon 35' auBerhalb des Polarkreises urn Mitternacht im Horizont 
stehen; wird auch der Radius der Sonne, der 16' betragt, mitgerechnet, erha1t 
man tp = 6, ° 42' als Grenze fUr die Mitternachtssonne zur Zeit des Sommer
solstitiums, von einem Beobachter am Meere gesehen. In groBeren Hohen dar
uber wird die Kimmtiefe die Grenze noch weiter verschieben, namlich 5',6 fUr 
10 m, 18' fur 100 m Hohe. 

Aus den Tafeln fUr die Deklination der Sonne konnen der erste und der letzte 
Tag der Mitternachtssonne, fUr den oberen Sonnenrand gerechnet, aus der 

Gleichung: c5 = 90° - tp - 35' - 16' = 89° 9' - tp 
gefunden werden. 

Fur die Zeitperiode, in der die Sonne nicht aufgeht, erhalten wir, wenn 
auch hier nach dem oberen Rande im Horizont (jetzt im Suden) gezahlt wird, 
die entsprechende Bedingung: 

-c5 = 90° - tp + 35' + 16' = 90° 51' - tp, 

woraus also folgt, daB die auBerste Grenze fUr diese Periode im Wintersolstitium 
(- c5 = + 23 ° 27') tp = 67 ° 24' wird. Fur den Sonnenmittelpunkt erhalt man 
6r8'. 

Die Dammerung nach Untergang der Sonne und vor ihrem Aufgang geht 
allmablich vom Tag in die Nacht und umgekehrt uber. Man pflegt jedoch zu unter-
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scheid en zwischen dem helleren Tei!, der sog. burgerlichen Dammerung, und 
dem Rest, der z. B. am Abend mit der letzten Spur von Tageslicht an der Stelle 
des Horizonts endet, wo sich die Sonne befindet, wobei aber zu bemerken ist, 
daJ3 der gesamte ubrige Tei! des Himmels dann bereits ganz dunkel ist. Die 
Grenze fUr die burgerliche Dammerung ist bis zu einem gewissen Grad willkurlich. 
Sie liegt in der N ahe von h = - 6 ° 1; die Grenze des zweiten Teils, der sog. 
astronomischen Dammerung, ist erfahrungsgemaJ3 ungefahr bei h = -18°. Die 
Zeitfur beide kann dadurch gefunden werden, daJ3 man h = - 6° bzw. h = -18 0 

in der Formel fUr cost setzt. Die Refraktion kommt hier nicht in Betracht. 
Da die Meridianh6he der Sonne im Sud en 90° - rp + 15 ist, ihre Tiefe unter 

dem Horizont also = - 90° + rp - 15, so sieht man, daJ3 im Wintersolstitium die 
Tiefe = rp + 23 ° 27' - 90° = rp - 66° 33' wird, also selbst am Nordkap 
(rp = 71 ° 10') nicht mehr als 4 ° 37'. Die eigentliche Polarnacht, ohne eine Spur 
von Tageslicht wahrend voller 24 Stunden, trifft im Wintersolstitium erst ein, 
wenn q; - 66° 33' = 18°, also q; = 84 ° 33'· 

Die hellen Niichte treten in dem Teil des Jahres ein, in dem die Sonne urn 
Mitternacht nicht bis 18° unter den Horizont sinkt. Die Zeiten fUr ihren An
fang und ihr Ende k6nnen mit Hilfe der Deklination der Sonne aus der Gleichung 
90 ° - q; - 15 = 18 ° gefunden werden, also: 

15=72°-q;. 

Hieraus ist zu ersehen, daJ3 die tiefste Breite, unter der man noch helle Nachte 
hat, q; = 72° - 23 ° 27' = 48° 33' ist. Bei 72° Breite wird 15 = 0, d. h. die hellen 
Nachte dauern vom Fruhlings- bis zum Herbstaquinoktium. Auf 81 ° Breite 
wird die Sonne Ende Februar und Mitte Oktober (15 = - 9°) am Mittag im 
Sud en im Horizont stehen, und urn Mitternacht im Norden 18° unter dem 
Horizont, so daJ3 man den ganzen Tag und die ganze Nacht astronomische 
Dammerung hat. Die Refraktion am Mittag bewirkt eine kleine Verschiebung 
der Breite. 

Hat man keine Tafeln fUr die Deklination der Sonne zur Hand, so kann 
die Zeit fUr den Anfang und das Ende der hellen Nachte aus der Gleichung: 

sinl5 = sinE sin A , 
wo sin E = 0.4 ist, also: 

sinA =~. sin 15 
gefunden werden. 

Da die Lange der Sonne etwa einen Grad taglich zunimmt, wird A im Fruh
jahr, in Graden ausgedruckt, mit einer fUr diesen Zweck hinreichenden Genauig
keit die Anzahl der Tage nach dem Fruhlingsaquinoktium und im Herbst das 
Supplement von }, die Anzahl der Tage vor dem Herbstaquinoktium angeben. 
Auf so hohen Breiten, daJ3 die Entfernung vom Aquinoktium einen Monat nicht 
ubersteigt, kann man sogar, wenn diese Anzahl Tage mit n bezeichnet wird, 
n = t 15 set zen, also: 

n = ~ (72° - cp) , 

wenn q; in Graden ausgedruckt ist. Fur cp = 60° erhalt man n = 30 Tage, 
also den 20. April und 24. August (in Wirklichkeit ist es der 22. April und 
22. August). Negatives n bezeichnet Tage vor dem Fruhlings- und nach dem 
Her bstaquinoktium. 

78. Berechnung des Azimuts beim Auf- und Untergang eines Sterns. Es kann 
manchmal von Interesse sein, auJ3er der Zei t fUr den Auf- und Untergang eines 

1 Wenn die Tiefe der Sonne 5 ° betragt, kann man in einem freigelegenen Haus bei 
klarem Wetter am Fenster noch lesen. 
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Sterns auch die Rich tung nach dem Punkt des Horizon ts zu kennen, wo 
dieser Auf- und Untergang stattfindet. Diese Richtung kann gefunden werden, 
indem man in der ersten Gleichung (1), S. 32: 

sin~ = sin91 sinh - cos91 cosh cosAz 

h = 0 setzt oder (unter Beriicksichtigung der Refraktion) h = - 35'. 1m erst en 
FaIle erhalt man: 

sin.5 
cosAz = - --. (12) 

cos'!' 

Wenn das Azimut positiv nach Westen von der oberen Kulmination, also auf 
der sudlichen Halbkugel der Erde von Norden, gezahlt wird, so andert cosAz 
dort sein Vorzeichen. Die sudliche Deklination wird dann dort, wie es ganz 
naturlich ist, dieselbe Rolle spielen wie die nordliche Deklination bei uns. 

Bestimmung der Polhohe dureh Beobaehtung. 
79. Bestimmung der PolhOhe durch H6henbeobachtungen in der Niihe des Meri

dians. Wir haben berEits fruher (§ 31) gezeigt, '>vie die PolhOhe durch Messung 
der Meridianhohe eines Sterns mit bekannter Deklination bestimmt werden kann. 
Hat man eine Uhr mit bekanntem Stand, so kann das Ziel auch durch Messung 
einer Hohe auBerhalb des Meridians erreicht werden, wenn gleichzeitig die 
Zeit notiert wird. Die Aufgabe wird mit Hilfe der Gleichung: 

sinh = sin91 sin~ + eos91 cos~ cost (1) 

ge16st, wo alles auBer 91 bekannt ist; aus der gegebenen Zeit erhalt man den 
Stundenwinkel des beobachteten Gestirns mit Hilfe seiner Rektaszension oder, 
bei der Sonne, mit Hilfe der Zeitgleichung. 1st die mittlere Zeit des Ortes ge
geben, muB die Zeitgleichung mit entgegengesetztem Vorzeichen angebracht 
werden. Man hat dann wahre Sonnenzeit oder den Stundenwinkel der Sonne 
+ 12h. 

Eine bequeme Losung der obigen Gleichung kann man durch EinfUhrung 
von zwei HilfsgroBen m und M erhalten, die durch die Gleichungen: 

cos~ cost = m sin M 

sin~ = m cosM 
(2) 

definiert werden, wo m zwar durch Division der Gleichungen eliminiert werden 
kann, diese Form aber doch beibehalten worden ist, weil der Quadrant fUr M 
dadurch bestimmt wird, da m immer positiv gewahlt werden kann. 

Werden diese Ausdrucke in (1) eingesetzt, nimmt die gegebene Gleichung die 
Form an: 

also: 
sinh = m cosM sin 91 + m sinM cos91 = m sin (M + 91) , 

sin(M + m) = ~~nh = sinh.cos~ 
T m sln.5' 

wenn der Ausdruek fUr m aus der zweiten Gleiehung (2) eingesetzt wird. 
Es laBt sieh naturlieh aueh in diesem Problem eine Tangentenformel auf

stellen. Urn die Reehnung moglichst einfaeh zu gestalten, haben wir jedoeh 
dem im Anhang gegebenen Rechenbeispiel das obige Formelsystem zugrunde 
gelegt, wie es z. B. aueh in der Navigation gebrauchlich ist. 

Da einem gegebenen Sinus zwei Bogen entspreehen, von denen der eine das 
Supplement des anderen ist, so hat diese Aufgabe, auf jeden Fall mathematiseh, 
immer zwei Losungen, die aueh imaginar sein konnen. Bei einer wirklich aus
gefUhrten Beobachtung kann letzteres naturlich nieht eintreten, und der einzige 
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Fall, in dem ein Zweifel in der Wahl zwischen den beiden Losungen auftreten 
konnte, ist, wenn die Hohe in der Nahe des ersten Vertikals gemessen wurde; 
aber so geeignet eine solche Beobachtung ist, urn die Zeit zu bestimmen, wenn 
die Polhohe gegeben ist, so ungeeignet ist sie fUr die Losung der umgekehrten 
Aufgabe, weil dann selbst eine kleine Ungenauigkeit in der gemessenen Hohe 
einen sehr bedeutenden Fehler in der berechneten Polhohe erzeugen kann. Zur 
Bestimmung dieser muB die Hohe so nahe wie moglich am Meridian gem essen 
werden. 

Hat man eine ganze Reihe solcher Hohen gemessen, am besten auf beiden 
Seiten des Meridians - Zirkummeridianhohen - dann kann man auch, statt 
jede Hohe fUr sich zu berechnen, mit Hilfe einer besonderen Formel den kleinen 
Unterschied zwischen der gemessenen Hohe und der Meridianhohe finden und 
dann die Polhohe in der gewohnlichen Weise aus 'der Meridianhohe bestimmen. 

Die Hohe fUr den Stundenwinkel t ist, wie oben erwahnt, durch die Gleichung: 

sin h = sin T sin t5 + cos ({I cos t5 cos t (1) 

gegeben. Fur die Meridianhohe H erhalt man, indem man t = 0 setzt: 

sinH = sinT sint5 + cOST cost5 . (4) 

Subtrahiert man die beiden Gleichungen (4) und (1), so erhalt man: 

sinH - sinh = cosT cost5 (1 - cost) = 2 cos ({I cost5 sin2 ~ • (5) 

Unter Anwendung der zweiten der Formeln (2) in § 11 erhalten Wlr: 

2 cos ~ (H + h) sin~ (H - h) = 2 cos ({I cost5 sin2 ~ . (6) 

Wenn der Stundenwinkel klein ist, kann diese Formel naherungsweise durch 
die folgende sehr einfache Formel ersetzt werden: 

t2 
(H - h) . cosH = cos ({I cost5 . 2' (7) 

Hierbei wurde ! (H + h) durch H ersetzt und die Sinus der kleinen Winkel 
H - h und t durch die Winkel selbst. Bei kleinen Stundenwinkeln (bis zu etwa 
einer halben Stunde, wenn die Hohe nicht zu nahe an 90° ist) ist diese Formel 
namentlich fur Navigationszwecke genugend genau. Fur die Berechnung der 
kleinen GroBe H - h nach der Formel (7) braucht man nur grobe Naherungs
werte von H und ({I zu kennen. Wird groBere Genauigkeit verlangt, kann man 
mit dem nach der Naherungsformel (7) gefundenen ! (H + h) = h + ! (H - h) 
die GroBe H - h aus der strengen Formel genauer ermitteln. Der Vorteil ist 
dann hauptsachlich der, daB man eine kleine GroBe auszurechnen hat und mit 
einer kleineren Anzahl Stellen in der Rechnung auskommt. 

Die Naherungsgleichung formt man gewohnlich etwas urn. Man hat: 

(8) 
und hiermit aus (7): 

H - h = ~ c.os<p cosb • t2 (9) 
2 Slll(<p - b) 

In der Formel (9) sind die Winkel H - h und t in BogenmaB auszudrucken. 
Es ist bequemer, H - h in Bogenminuten und tin Zeitminuten auszudrucken. 
Wir erhalten dann: 

(H - h)' = 3438(H - h) 

tm = (T1" • 3438) t . 
Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 8 
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Somit ergibt sich schlieJ31ich 

(H _ h)' = {~ ... ~. C?sCP cos(j} (tffi)2. 
2 3438 sm ('I' - (j) 

(10) 

In nautischen Tafelwerken findet man Tafeln des eingeklammerten Faktors 
III der Formel (10) mit den Argumenten cp und b. 

Wenn der Stundenwinkel in der Nahe von 12h liegt, gelten ahnliche Formeln 
fUr die Reduktion auf den Meridian. 

Fur den Polarstern ist die Reduktion auf die Meridianhohe, bzw. direkt auf 
die Polhohe, immer klein. Tafeln zur Berechnung dieser Reduktion findet man 
auch in den nautischen Tafelwerken. 

80. Bestimmung der Polhohe mit Hille eines Durchgangsinstruments in der 
Niihe des ersten Vertikals. In den §§ 72 und 75 ist gezeigt worden, wie die Zeit 
entweder mit einem im Meridian aufgestellten Durchgangsinstrument bestimmt 
werden kann oder durch Messung einer Hohe, am besten in der Nahe des ersten 
Vertikals; danach (im § 79), wie die PolhOhe durch Messung einer Hohe, am 
besten im oder in der Nahe des Meridians bestimmt werden kann. Es soil nun 
gezeigt werden, daB auch die PolhOhe mit groBer Genauigkeit mit Hilfe eines 
Durchgangsinstruments bestimmt werden kann, wenn das Instrument im ersten 
Vertikal aufgestellt ist. Hierbei finden besonders die in § 28 genannten trans
portablen Instrumente Anwendung. 

Wenn die Richtung des Meridians bestimmt ist, kann die auf der Mittags
linie senkrechte Richtung durch einen Theodolit oder auf andere Weise leicht 
festgelegt und durch eine Ost- oder Westmarke markiert werden, nach der das 
Durchgangsinstrument eingestellt werden kann. Die horizontale Umdrehungs
achse wird jetzt also in der Richtung Nord-Sud liegen. 

Richtet man das Fernrohr auf einen Stern, so wird dieser schrag durch das 
Gesichtsfeld wandern und dabei nach und nach die Vertikalfaden unter mehr 
oder weniger spitzen Winkeln passieren. Die Beobachtung besteht dann darin, 
die Zeiten dieser Durchgange nach einer Uhr zu notieren, deren Stand nach 
Sternzeit bekannt ist. 

Hier solI vorausgesetzt werden, daB der Stern nur am Mittelfaden beobachtet 
ist, von dem vorlaufig angenommen werde, daB er genau im erst en Vertikal steht. 

Setzt man in der dritten der Gleichungen (2) S. 32 Az = ± 90°, so erhalt man: 

cost sincp - coscp tg!5 = 0, 
also: 

tgcp = tgo sect, 

was auch direkt aus dem rechtwinkligen Dreieck abgeleitet werden konnte. 
Die ganze Rechnung besteht also darin, daB man auf der rechten Seite die 

Deklination b des Sterns und den Stundenwinkel t = e - eX einsetzt, wo e 
die wegen des Uhrstandes korrigierte Sternzeit ist. 

Die Wirkung eines etwaigen Fehlers im Uhrstande oder in den Koordinaten 
des Sterns kann man durch Differentiation der obenstehenden Gleichung finden. 
Wird logarithmisch differenziert, so erhalt man: 

d'P d(j + sintdt . 
sin cp cos cp sin (j cos (j cos t 

Da man im ersten Vertikal: 
sincp 
sin(j sinh 

und: 
coscp tgt = cotgh 



Bestimmung der Polh6he durch Beobachtung. 

hat, so erhalt man durch Multiplikation mit sintp costp: 

d = COScp db + sin'Edt 
tp cos~ sinh tgh' 
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Rieraus sieht man die Notwendigkeit der Benutzung von Zenitstemen, 
d. h. von solchen Stemen, deren Deklination nur wenig kleiner ist als die Pol
hohe, und die deshalb den ersten Vertikal in einer geringen Entfemung vom 
Zenit uberschreiten. 1st namlich die Rohe klein, so erhalten beide Koeffizienten 
groBe Werte, so daB selbst ein kleiner Fehler in Deklination oder Stundenwinkel 
einen bedeutenden EinfluB auf das Resultat erhalten kann. In der Nahe des 
Zenits dagegen wird der Koeffizient von dt sehr klein, und der erste Koeffizient 
ist ziemlich genau 1; denn <p und b haben beinahe denselben Wert, und sinh 
ist nur wenig von 1 verschieden. Ein Fehler im Uhrstand beeinfluBt also die 
Polhohe nur in geringem Grade. Fur einen Fehler in der beobachteten Durch
gangszeit gilt dasselbe; dafUr wird aber die Genauigkeit der beobachteten Durch
gangszeit gegen das Zenit hin durch das immer langsamere Wandem des Stems 
ungefahr im selben MaBe vergroBert. Ein Fehler in der Deklination geht wohl 
mit seinem vollen Betrag in die Polhohe ein, wird aber nicht vergroBert wie 
bei tieferstehenden Stemen. 

Wenn man sich die Richtung des Meridians und den Ort des Pols darin ge
geben denkt, so ist die geometrische Bedeutung der Gleichung fUr tg<p die, 
daB ein groJ3ter Kreis vom Stem senkrecht zum Meridian den Ort des Zenits 
treffen wird. Nebenbei sei bemerkt, daB diese Betrachtung zu demselben Resultat 
wie die obenstehende Differentialgleichung fUhrt; denn je kurzer das Lot ist, 
desto sicherer wird die Lage des FuBpunkts bestimmt sein. Der Grenzfall ist 
der, daB der Durchgang eines Stems im Ost- oder Westpunkt beobachtet wird; 
da diese Punkte aber die Pole des Meridians sind, wird j eder groBte Kreis 
durch diese Punkte senkrecht zum Meridian stehen, so daB der Ort des Zenits 
ganz unbestimmt bleibt; dies kommt in der Differentialgleichung dadurch zum 
Ausdruck, daB beide Koeffizienten unendlich groB werden. 

Auf die unvermeidlichen kleinen Fehler in der Aufstellung des Instruments 
muB man in analoger Weise wie bei Meridianbeobachtungen (S. 103 bis 105) 
Rucksicht nehmen. 

81. Poischwankungen. PolhOhenbestimmungen durch die RORREBOW-TALCoTTsche 
Methode. Die Erfahrung hat gezeigt, daB die Polhohe eines Ortes keine absolut 
unveranderliche GroBe ist. Die Veranderung besteht im wesentlichen aus einer 
Summe von zwei Veranderungen mit Period en von ungefahr 14 Monaten und 
1 Jahr. Der Unterschied zwischen dem groBten und dem kleinsten Wert hat 
bislang 0".7, d. h. ca. 20 m (1" auf der Erdoberflache = ca. 31 m) nicht uber
schritten (vgl. Anhang S. 534). 

Auf Grund der Theorie der Rotation eines vollkommen starren Korpers war 
EULER zu dem Resultat gekommen, daB, wenn eine Bewegung der Umdrehungs
achse innerhalb des Erdkorpers vorhanden ist, sie dann eine Periode von etwa 
10 Monaten haben muB. Die eben erwahnte, durch Beobachtungen festgestellte 
Periode von 14 Monaten HiBt sich als eine naturliche Verlangerung der Euler
schen Periode erklaren, wenn man auf den Elastizitatskoeffizienten der Erde 
Rucksicht nimmt, den man von anderer Seite her kennt. Fur die j ahr lich e 
Periode in der Polschwankung nimmt man an, daB sie durch die von der Jahres
zeit abhangigen Massenverlagerungen in der Atmosphare sowie durch die auch 
mit der Jahreszeit veranderliche Schneebelastung der Kontinente und andere 
ahnliche Massenverschiebungen mit jahrlicher Periode verursacht ist. Zur nahe
ren Untersuchung dieser Fragen, in die auch andere kleine periodische Verande-

8* 
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rungen hineinzuspielen scheinen, sind eine Reihe von Jahren hindurch auf inter
nationale Kosten auf sechs von Japan im Osten bis Kalifornien im Westen 
verteilten Stationen, samtlich mit annahernd derselben Polhohe (39 0 8'), fort
laufende Beobachtungen angestellt worden. 

Wenn ein Stern den Meridian genau im Zenit uberschreitet, so ist seine Dekli
nation gleich der Polhohe des Ortes. Wenn zwei Sterne, auf verschiedenen Seiten 
aber gleichweit vom Zenit entfernt, den Meridian uberschreiten, so ist das Mittel 
ihrer Deklinationen gleich der PolhOhe, wei I die Refraktion gleich stark und in 

Sm o Sm lI)m 

z 10m 
-I(,] 

-1(2 

Jm 

-q'7 

If 0 

+q'1 

Jm 

+rtz 

flP 
10m 

+q'1 -rtz -q'J 
X 

Abb.69 zeigt die Wanderung des Nordpols auf der Erdoberfliiche im Zeitraume 1900-1912 (nach WANACH). 

entgegengesetzter Richtung auf die Zenitdistanzen wirkt. Zwei Sterne, die diese 
Bedingungen genau erfiillen, wird man niemals finden; dagegen ist es leicht, 
ein Sternpaar zu finden, das den Meridian mit einigen Minuten Zwischenzeit 
iiberschreitet, der eine sudlich und der andere nordlich vom Zenit und mit einem 
Unterschied von einigen wenigen Bogenminuten in Zenitdistanz. Kann man 
diesen Unterschied dann mit hinreichender Genauigkeit messen, so laBt sich 
die Bestimmung der Polhohe auf den zuerst vorausgesetzten Fall zuruckfiihren, 
daB die beiden Sterne auf verschiedenen Seiten gleich weit vom Zen it den Meri
dian uberschreiten. 

Die hierauf beruhende Methode wird HORREBOW- oder TALcOTT-Methode 
genannt. Zur Ausfiihrung der Beobachtungen wird ein dazu konstruiertes, trans
portables Instrument, ein sog. Zenitteleskop, benutzt. Dies Instrument kann im 
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wesentlichen als ein im Meridian aufgestelltes Durchgangsinstrument betrachtet 
werden, das leicht ein halbes Mal urn seine vertikale Achse gedreht werden kann, 
und dessen Okular mit einer Mikrometerschraube versehen ist, die einen hori
zontalen Faden bewegt; dieser steht also senkrecht zum Meridian, und seine 
Bewegung geht in der Richtung des Meridians vor sich. Wird nun das Fern
rohr auf einen Stern auf der einen Seite des Zenits eingestellt und der Mikro
meterfaden durch Drehen der Schraube auf den Stern gestellt, wenn er durch 
den Mittelfaden geht, darauf dasselbe Verfahren mit dem anderen Stern wieder
holt, nachdem das Instrument ein halbes Mal herumgedreht ist, dann wird der 
Unterschied zwischen den Ablesungen am Mikrometer den Unterschied zwischen 
den Zenitdistanzen geben, vorausgesetzt daB die Umdrehungsachse des Instru
ments genau vertikal stand. Zur Untersuchung einer etwaigen Abweichung von 
dieser Voraussetzung ist das Rohr des Zenitteleskops auf der einen Seite mit 
einer sehr empfindlichen Libelle versehen, die parallel zum Meridian steht, die 
aber urn eine darauf senkrechte Achse gedreht werden kann. Wenn diese Libelle 
bei den Beobachtungen von beiden Sternen abgelesen wird, kann ein eventueller 
Unterschied mit in Rechnung gezogen werden. Ebenso muB auf den kleinen 
Unterschied zwischen den Refraktionen Riicksicht genommen werden. 

Die Genauigkeit, mit der die Polhohe auf diese Weise bestimmt werden kann, 
wird natiirlich davon abhangen, wie genau man die Deklinationen der beiden 
Sterne kennt. Kommt es aber nur darauf an, die Veranderungen der Pol
hohe zu untersuchen, so spielt dies keine Rolle: der Zweck kann dann durch 
fortgesetzte Beobachtung desselben Sternpaares (oder mehrerer soIcher Paare) 
wahrend langerer Zeit erreicht werden. Die gewahlten internationalen Pol
hohenstationen haben so nahe die gleichen Polhohen, daB man dieselben 
Sternpaare auf allen Stationen benutzen kann. 

82. Bestimmung der geographischen Lange (vgl. S. 71 und 126) und der Pol
hOhe zur See. Standlinien. In § 75 ist besprochen worden, wie die Ortszeit aus 
der gemessenen Hohe eines Sterns mit bekannter Rektaszension und Deklination 
bestimmt werden kann, wenn die Polhohe bekannt ist. 1st die Greenwichzeit 
im Moment der Beobachtung bekannt, so kann die Lange des Beobachtungsortes 
hieraus gefunden werden. Wir sehen also, daB die Lange durch eine Hohen
messung (zusammengehoriges h und Greenwichzeit) bestimmt werden kann, 
wenn die Polh6he bekannt ist. Nach § 79 kann die Polh6he durch eine Hohen
messung gefunden werden, wenn die Lange bekannt ist. 

Aus zwei gemessenen Hohen (zusammengehorige Werte von h und Greenwich
zeit) von Himmelskorpern mit bekannter Rektaszension und Deklination konnen 
nun Lange sowohl als Polhohe gefunden werden. Die Behandlung dieser Auf
gabe erhalt eine iibersichtliche und praktische Form, indem man sich des Be
griffes der Standlinien bedient. 

Ein Himmelskorper mit der Rektaszension IX und der Deklination (J wird 
in einem Augenblick, in dem die Sternzeit in Greenwich egrw ist, im Zenit 
des Ortes auf der Erde gesehen werden, der die Lange L = egrw - IX und die 
PolhOhe q; = (J hat. 

AIle Orte der Erde, wo der Himmelskorper in diesem Augenblick die Zenit
distanz z (die Hohe h = 90 0 - z) hat, haben Lotlinien, die den Winkel z mit 
der Lotlinie des Ortes mit der Lange egrw - IX und der Breite (J bilden. Diese 
Orte liegen auf der Standlinie. die der Hohe h, der Greenwichsternzeit egrw 
und dem Gestirn (IX, (J) entspricht. 

Werden die Punkte der Erdoberflache auf einer Kugel abgebildet, so daB 
die Verbindungslinien der Bildpunkte mit dem Zentrum der Kugel den Lot
linien der abgebildeten Orte parallel sind (wegen der Abweichung der Erde von 
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der Kugelgestalt ist die Bildkugel der Erdkugel nicht genau ahnlich), so werden 
die Standlinien kleine Kreise mit dem Zentrum in den Punkten (Ggrw - (X, cp) 
und dem Winkelradius z. Die Standlinie ist uberall senkrecht zur Vertikal
ebene des Rimmelskorpers. Die Verhaltnisse sind in Abb. 70 illustriert. 

Abb. iO. 

Werden die Punkte der Erdoberflache auf 
einer ebenen Karte abgebildet, so bilden die 
Standlinien Kurven, deren Charakter von der 
Art der Kartenprojektion abhangt. 

Zwei gemessene Hohen geben zwei Stand
linien, die im allgemeinen einander in zwei 
Punkten schneiden. Einer dieser Punkte ist 
der Beobachtungsort, welch er von ihnen es 
ist, wird in der Praxis fast immer eindeutig 
festzustellen sein. Der Schnitt wird am besten, 
wenn die Azimute der beobachteten Rimmels
korper urn 90° verschieden sind. Bei einer 
Anderung des Beobachtungsorts ist die erste 
Standlinie entsprechend zu verschieben. 

Die Polhohe aus der Lange und einer 
Rohenbeobachtung zu bestimmen, heiJ3t den Schnitt zwischen der der Hohe ent
sprechenden Standlinie und einem gegebenen Erdmeridian suchen. Damit der 
Schnitt gut wird, darf die Richtung der Standlinie nicht allzusehr von der Richtung 
Ost-West abweichen. Die Rohe muJ3 also in der Nahe des Meridians beobachtet 
werden. Die Lange aus der Polhohe und einer Rohenbeobachtung zu finden, 
heiJ3t den Schnitt zwischen der der Rohe entsprechenden Standlinie und einem 
gegebenen Breitenkreis suchen. Damit der Schnitt gut wird, darf die Richtung 
der Standlinie nicht allzusehr von der Richtung Nord-Sud abweichen. Die Rohe 
muJ3 also in der Nahe des erst en Vertikals beobachtet werden. 

Die praktische Konstruktion von Standlinien auf einem Globus ist zumeist 
zu ungenau. In der Regel wird sie auf einer ebenen Karte ausgefUhrt. Man 
braucht auf einer solchen nicht die ganze Standlinie zu konstruieren, sondern 
nur einen kleinen Teil davon, da man im voraus ungefahr weiJ3, wo der Be
obachtungsort liegt. Das kleine Stuck der Standlinie in der Nahe des Beob
achtungsortes, das man braucht, darf als geradlinig betrachtet werden. 

Kennt man einen Punkt der Standlinie in der N ahe des Beobachtungsortes, 
so kann das geradlinige Stuck, das man benotigt, unmittelbar gezeichnet werden; 
seine Richtung ist senkrecht zur Richtung des beobachteten Rimmelskorpers. 

Einen solchen Punkt findet man, indem man die Rohe des Rimmelskorpers 
fUr einen beliebigen Punkt in der Nahe des Beobachtungsortes berechnet. Diese 
berechnete Rohe wird im allgemeinen von der beobachteten Rohe abweichen, 
da der gewahlte Punkt in der Regel nicht auf der Standlinie liegen wird. Zeichnet 
man indessen den Unterschied zwischen beobachteter und berechneter Rohe in 
der Richtung des Azimuts des Rimmelskorpers ein, so erhalt man einen Punkt 
der Standlinie. 

Dieser Konstruktion entspricht die folgende Berechnung. 
Fur einen willkurlichen Punkt (CPo, Lo) berechnet man die Rohe hb durch: 

sin hb = sin CPo sin c5 + cos CPo cos c5 cos ( 8 grw - (X - Lo) . 

In einem Punkt (CPo + dcp, Lo + d L) ist nach den spharisch-trigonometrischen 
Differentialformeln (s. S.24) die Rohe h = hb - cosAz dcp + sinAz cosrp dL. 

In dieser Gleichung ist also alles auJ3er dcp und dL bekannt. Das betrachtete 
geradlinige Stuck der Standlinie ist die graphische Darstellung dieser Gleichung. 
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Zwei Hohenmessungen geben zwei Gleichungen fiir dq; und d L, die diese beiden 
GroJ3en und damit den Beobachtungsort bestimmen; die den Gleichungen aqui
valenten Standlinien schneiden einander im Beobachtungsort. 

Endlich solI bemerkt werden, daJ3 das Problem, einen Beobachtungsort aus 
zwei gemessenen Hohen zu bestimmen, verhaltnismaJ3ig leicht gelost werden 
kann, auch wenn eine annahernde Kenntnis der Koordinaten des Beobachtungs
ortes nicht vorausgesetzt wird. 

Man hat die beiden Gleichungen: 

sinhi = sing; sin15I + cosg; cos15l cos (6rgrw - Xl - L) 
sinh2 = sing; sin 152 + cosg; cos152 cos (t92grw - X 2 - L) 

oder umgeformt, indem man: 

einfiihrt: 

mi = sin hI 
m2 = sinh2 

a = cos15 cos (6grw -- x) 
b = cos15 sin(6grw - x) 
c = sin 15 

m i = al x + bi Y + CI Z 

m 2 = a2 x + b2 y + C2 Z • 

x = cosg; cosL 
y = cosg; sin L 
z = sin g; 

Durch diese beiden Gleichungen kann man z. B. x und Y durch z linear aus
driicken. Ferner ist: 

x 2 + y2 + Z2 = 1 . 

Wir konnen also x, y und z und damit g; und L finden. Die beiden abgeleiteten 
Gleichungen sind die Gleichungen fUr die beiden Standlinien, die den gemessenen 
Hohen entsprechen, und driicken die Eigenschaften aus, die die Standlinien 
definieren. 

Bestimmung des Azimuts durch Beobachtung. 
83. Diese Aufgabe, die haufig vorliegt, wenn es sich urn die gegenseitige 

Lage zweier Punkte auf der Erde oder urn die magnetische Abweichung handelt, 
kommt praktisch auf die Bestimmung der Richtung des Meridians heraus. Wir 
haben bereits friiher gesehen, wie diese Bestimmung mit Hilfe von korrespon
dierenden Hohen erfolgen kann; hat man indessen eine Uhr mit bekanntem 
Stand und kennt man gleichzeitig die Polhohe des Ortes, so kann die Aufgabe 
schneller und genauer durch eine einzige Beobachtung ge16st werden. 

Am besten fiihrt man die Beobachtung mit einem Theodolit oder einem 
Universalinstrument aus. Nachdem das Instrument nivelliert ist, wird das Fern
rohr auf einen Stern mit bekannter Rektaszension und Deklination eingestellt 
und der Moment beobachtet, in dem der Stern durch den Vertikalfaden geht; 
dar auf wird der Horizontalkreis abgelesen. Will man das Azimut, das jetzt 
berechnet werden kann, auf einen terrestrischen Gegenstand beziehen, so wird 
das Fernrohr auf diesen eingestellt und der Kreis von neuem abgelesen. Der 
Unterschied zwischen den beiden Kreisablesungen ist der Unterschied der Azimute. 
Gewohnlich wird die Beobachtung wiederholt, nachdem das Instrument ein halbes 
Mal urn seine Vertikalachse gedreht worden ist. 

Benutzt man die Sonne, so kann man die Zeit fUr die Beriihrung des voraus
gehenden und nachfolgenden Randes mit dem Faden beobachten und das Mittel 
daraus nehmen. 

Die Berechnung des Azimuts des Gestirns im gegebenen Augenblick kann 
mit Hilfe der Formeln (2) auf S. 32 geschehen. Der Stundenwinkel t laJ3t sich 
aus der gegebenen Zeit berechnen. 
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Ein Stern, der haufig zu solchen Beobachtungen benutzt wird, ist der Pol
stern, teils weil er selbst mit einem kleineren Fernrohr wahrend des Tages ge
sehen werden kann, so daB das Resultat ohne besondere Umstande fur einen 
terrestrischen Gegenstand nutzbar gemacht werden kann, teils weil er wegen 
seiner langsamen Bewegung geringere Anforderungen an die Genauigkeit des 
Uhrstandes stellt. 

84. Das Gleichungssystem (2) auf S. 32 kann auch zur Lasung folgender 
Aufgabe benutzt werden: 

Zu welcher Tageszeit wird an einem gegebenen Ort ein ge
gebener Stern in einem gegebenen Azimut stehen? 

Durch Division der dritten Gleichung durch die zweite erhalt man: 

cotAz = _~ cosq, tgil.+ sin,!" cost., 
smt 

eine Gleichung, die folgendermaBen geschrieben werden kann: 

sinrp sinAz cost - cosAz sint = sinAz cosrp tgo . 
Setzt man hier: 

sinrp sinAz = n sin N . . . 
A N (n wlrd POSltlV gewahlt) 

cos z = n cos , 

so geht die Gleichung nach Division durch n tiber in: 

sin(N - t) = sin~cosq?tgil . 
n 

Hieraus kann der Stundenwinkel des Sterns und also auch die gesuchte Zeit 
bestimmt werden. Ob der Stern zu der Zeit uber oder unter dem Horizont steht, 
wird davon abhangen, ob: 

sinh = sinrp sino + cosrp coso cost 

positiv oder negativ ist oder, was auf dasselbe herauskommt, ob tgrptgo+cost 
positiv oder negativ ist. 

Die astronomische Bewegungslehre und 
einige damit zusammenhangenden Probleme. 

Einleitende Bemerkungen. 
85. Geschwindigkeit. Die Geschwindigkeit einer Bewegung ist das Verhaltnis 

zwischen dem Stuck Weg, das zuruckgelegt wird, und der dazu gebrauchten Zeit. 
Da es oft bequem ist, zwei entgegengesetzte Richtungen mit entgegengesetzten 
Vorzeichen zu bezeichnen, kann infolgedessen die Geschwindigkeit als positive 
oder negative GraBe auftreten. Wenn die Geschwindigkeit nicht wahrend der 
ganzen Dauer der Bewegung dieselbe bleibt, kann man sich trotzdem in vielen 
Fallen mit dem Durchschnittswert begntigen, den man erhalt, wenn man das 
Verhaltnis zwischen einem endlichen Stuck Weg und der dazu gebrauchten 
endlichen Zeit nimmt; in jedem Fall aber wird man einen korrekten Wert der 
Geschwindigkeit in einem gegebenen Augenblick dadurch erhalten, daB man ein 
unendlich kleines Stuck Weg und die dazu gebrauchte unendlich kurze Zeit 
betrachtet. Selbstverstandlich kann man die Geschwindigkeit trotzdem durch 
endliche GraBen ausdrucken, z. B. Kilometer in der Stunde oder Meter in 
der Sekunde. 

86. Beschleunigung. Indem man so die Geschwindigkeit als das VerhiiJtnis 
zwischen zwei GraBen betrachtet, die man so klein wahlen kann wie man will, 
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kann man gleichzeitig volle Rucksicht auf ihre Veranderung im Lauf der Zeit 
nehmen. Das Verhaltnis zwischen der Zunahme der Geschwindigkeit und der 
dazu gebrauchten Zeit nennt man die Akzeleration der Bewegung oder Beschleuni
gung. Auch hier kann man, wenn die Beschleunigung veranderlich ist, einen 
korrekten Ausdruck dadurch erhalten, daB man eine unendlich kleine Anderung 
in der Geschwindigkeit und die dazu gebrauchte unendlich kurze Zeit betrachtet. 

Wird eine Weglange mit L, eine Zeit mit T bezeichnet, so sagt man, daB 
die Geschwindigkeit von der Dimension LjT, die Beschleunigung dagegen von 
der Dimension LjT2 ist; solI aber die Beschleunigung in Wort en angegeben 
werden, so nennt man der Kurze wegen die Zeit nicht zweimal; so sagt man, 
daB die Beschleunigung durch die Schwere 9.8 m in der Sekunde ist, statt 9.8 m 
pro Sekunde in der Sekunde. 

Geschwindigkeiten konnen bekanntlich immer zerlegt (oder, umgekehrt, zu
sammengesetzt) werden, nach dem Gesetz vom Parallelogramm der Krafte. Das
selbe gilt auch fUr Rotationsgeschwindigkeiten, das ist das Verhaltnis zwischen 
einem durchlaufenen Winkel und der dazu gebrauchten Zeit. Hat z. B. ein 
Korper eine Rotation urn die Achse A B (Abb. 71) mit einer Winkelgeschwindig
keit, die in einer willkurlichen Skala durch die Linie A b be
zeichnet ist, so kann die Rotation in zwei Rotationen urn die 
willkurlichen Achsen A C und A D mit den Winkelgeschwindig
keiten A c und Ad zerlegt werden, wenn diese die Seiten eines 
Parallelogramms bilden, dessen Diagonale A b ist. 

Wenn zwei Pfeile (z. B. Geschwindigkeiten) nach der 
Regel vom Parallelogramm der Krafte zusammengesetzt 
werden, nennt man die Resultante ihre geometrische Summe. 
A.hnlich wird auch die geometrische Differenz definiert: Auf 
Abb. 71 ist z. B. A c (oder d b) die geometrische Differenz 
zwischen A b und Ad. 

In der Definition der Beschleunigung als Verhaltnis 
zwischen dem Zuwachs der Geschwindigkeit und der dazu 

B 

A 
Abb.71. 

gebrauchten Zeit solI der Zuwachs als geometrischer Zuwachs der Geschwindig
keit verstanden werden, also als die geometrische Differenz zwischen den 
Geschwindigkeiten vor und nach dem betrachteten Zeitintervall. Dies ist die 
ausfUhrliche Definition der Beschleunigung. Daraus folgt, daB auch Beschleuni
gungen nach der Regel vom Parallelogramm der Krafte zerlegt und zusammen
gesetzt werden konnen. 

Werden zwei geradlinige Bewegungen, die einen Winkel einschlieBen und die 
beide mit gleichfOrmiger Geschwindigkeit vor sich gehen, zusammengesetzt, so 
kann man sich durch geometrische Betrachtungen leicht davon uberzeugen, daB 
auch die resultierende Bewegung gleichformig und geradlinig wird; wenn dagegen 
die eine Bewegung z. B. mit gleichformiger, die andere mit veranderlicher Ge
schwindigkeit vor sich geht, dann erfolgt die resultierende Bewegung gekrummt. 

87. Der Krafthegrif/. Das Gesetz der Triigheit. Viele Erfahrungen des tag
lichen Lebens geben eine Vorstellung von der Bedeutung des Wortes Kraft. 
Man macht auch leicht die Erfahrung, daB Krafte sehr verschiedene GroBe haben 
konnen. Als Grundlage zur Messung von Kraften mit Hilfe ihrer Wirkungen 
erfordert die Mechanik jedoch eine bestimmtere Definition. Hier sollen nur 
Krafte betrachtet werden, die eine Bewegung oder eine Anderung einer bereits 
bestehenden Bewegung hervorbringen. 

Kein Korper kann eine Bewegung erhalten, ohne daB eine Kraft auf ihn 
einwirkt, und wenn der Korper sich selbst uberlassen bleibt, nachdem einmal 
die Bewegung zustande gebracht ist, dann setzt sie sich in unveranderter Rich-
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tung und mit gleichformiger Geschwindigkeit so lange fort, bis von neuem Krafte 
auf den Korper einwirken. 

Diese gleichfOrmige und geradlinige Bewegung hat also mit der Ruhe gemein
sam, daJ3 sie nur moglich ist, wenn keine Krafte wirken, oder, was in diesem 
Zusammenhang auf dasselbe herauskommt, wenn evtl. wirkende Krafte sich 
gegenseitig aufheben. 

Dies Gesetz, das sich auf Erfahrung grundet, gibt einen deutlichen Hinweis, 
wie eine bewegende Kraft durch die Bewegung selbst gem essen werden kann, 
soweit diese der Beobachtung zuganglich ist; denn jede Abweichung von der 
geraden Linie oder der gleichformigen Geschwindigkeit zeigt, daJ3 eine solche 
Kraft vorhanden ist. Geht die Bewegung geradlinig, aber mit veranderlicher 
Geschwindigkeit vor sich, dann fallt die Richtung der Kraft mit der Bewegungs
richtung zusammen (in gleichem oder entgegengesetztem Sinne); ist die Ge
schwindigkeit konstant, die Bahn aber gekrummt, so bildet die Kraft in jedem 
Augenblick einen rechten Winkel mit der Bewegungsrichtung; sind endlich Ge
schwindigkeit sowohl als Richtung veranderlich, so bildet die Kraft einen schiefen 
Winkel mit der Bewegungsrichtung. In allen diesen Fallen ist eine Beschleuni
gung vorhanden; deshalb kann man die Kraft definieren als Ursache einer Be
wegung, die der Beschleunigung proportional ist und in derselben Richtung wie 
diese wirkt. 1st die Richtung der Beschleunigung im voraus nicht bekannt, 
so kann man durch Beobachtung ihre Komponenten langs gewisser willkurlicher 
Richtungen finden und die Resultante daraus suchen. Statt Beschleunigung der 
Bewegung in der Richtung der Kraft zu sagen, sagt man der Klirze wegen oft 
Beschleunigung der Kraft (z. B. Beschleunigung der Schwere). 

88. Masse. Dichte (spezifisches Gewicht). Wenn ein und dieselbe Kraft auf 
verschiedene Korper unter sonst gleichen Umstanden einwirkt, so lehrt die Er
fahrung, daJ3 die Bewegung im allgemeinen verschieden wird. Man kann sagen, 
daJ3 durchschnittlich groJ3e Korper gering ere Beschleunigung erhalten als kleine, 
obwohl es in einzelnen Fallen auch umgekehrt sein kann. Es zeigt sich namlich, 
daJ3 jeder Korper eine besondere Fahigkeit hat, der Bewegung oder auch dem 
Aufhoren derselben, wenn sie einmal zustande gekommen ist, Widerstand ent
gegenzusetzen; weil groJ3e Korper im groJ3en ganzen groJ3eren Wider stand leisten 
als kleine, hat man angenommen, daJ3 diese eigentumliche Fahigkeit auf der 
Stoffmenge beruht, die der Korper enthalt. Deshalb hat man diese Eigenschaft 
als Masse des Korpers bezeichnet. Der Grund dafiir, daJ3 nicht immer groJ3e 
Korper groJ3eren Wider stand entgegensetzen (groJ3ere Masse haben) als kleine, 
ist naturlich der, daJ3 der Stoff mehr oder weniger dicht verteilt sein kann. Unter 
der Dichte oder dem spezifischen Gewicht eines Korpers wird das Verhaltnis 
zwischen seiner Masse und seinem Volumen verstanden. 

Diese Erfahrung und die darauf fuJ3ende Definition des Begriffs Masse kann 
auch so ausgedruckt werden, daJ3 dieselbe Kraft eine urn so groJ3ere Bewegung 
(Beschleunigung) in ihrer eigenen Richtung hervorbringt, je kleiner die Masse 
ist, auf die sie wirkt. 

Die so definierte Masse wird trage Masse genannt. Man kann indessen die 
Masse eines Korpers auch aus der allgemeinen Anziehung definieren (die Kraft 
ist proportional den Massen der beiden Korper und umgekehrt proportional dem 
Quadrat ihrer Entfernung). Die auf diese Weise definierte Masse wird schwere 
Masse genannt, da ja gerade durch die allgemeine Anziehung bewirkt wird, 
daJ3 die Korper Gewicht haben. Es zeigt sich nun bei Versuchen, daJ3 trage 
und schwere Masse bei allen Korpern einander proportional sind; man hat die 
feinsten Messungsmethoden der modernen Physik angewandt und keine Ab
weichung von diesem Gesetz find en kOnnen. 
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Indem die Richtigkeit dieses Satzes als ein physikalisches Axiom aufge
stellt und die vollen Konsequenzen daraus gezogen wurden, entstand im Jahre 
1915 die allgemeine Relativitiitstheorie, die auf so vie1en Gebieten Bedeutung er
halten hat. 

Unter Hinzuziehung des oben uber die Abhangigkeit der Bewegung von der 
Kraft Gesagten erhalt man dann den folgenden Satz: 

Wenn eine Kraft auf eine Masse wirkt, so erfolgt die Beschleunigung der Be
wegung in der Richtung der Kraft, sie ist direkt proportional der Kraft und umgekehrt 
proportional der Masse. Der mathematische Ausdruck fUr die Beschleunigung 
ware dann das Verhaltnis zwischen der Kraft und der beeinfluBten Masse, multi
pliziert mit einer konstanten GroBe; da letztere aber nur davon abhangig ist, 
welche Einheiten man wahlt, kann sie gleich 1 gesetzt werden, und man er
halt, wenn P die Kraft, M die Masse und G die Beschleunigung der Bewegung 
von M in der Richtung der Kraft ist: 

p 
G = M' (1) 

Die Bestimmung der Masse eines Korpers oder des Verhaltnisses zwischen 
den Massen verschiedener Korper ist nicht immer ganz einfach. Fur solche 
Korper, die auf der Erdoberflache bewegt werden konnen, kann es durch Wagen 
geschehen. Das Gewicht bezeichnet aber nur die GroBe der Kr aft, mit der 
der Korper nach unten gezogen wird, ist also nicht dasselbe wie die Masse; 
bezeichnet aber g die Beschleunigung derjenigen Bewegung, die die Schwere 
einem Korper zu geben vermag, so hat man (1) zufolge, wenn p das Gewicht ist: 

M=L. 
g 

Hieraus folgt, daB es zur Bestimmung der Masse eines Korpers nicht genugt, 
diesen zu wagen; man muB gleichzeitig die Beschleunigung der Bewegung kennen, 
die die Schwere diesem Korper erteilen kann. Nun lehrt aber die Erfahrung, 
daB, so lange man sich an demselben Ort befindet, die Schwerebeschleunigung 
fUr alle Korper die gleiche ist; sie fallen im luftleeren Raum alle gleich schnell. 
Wie wir spater sehen werden (§§ 103 und 104), ist g aber nicht uberall auf der Erde 
gleich groB. Wagt man also mehrere Korper am gleichen Erdort, so haben ihre 
Massen dasselbe Verhaltnis wie ihre Gewichte. Wird das Wagen an verschiedenen 
Orten mit Schalenwaagen vorgenommen, so wird das Resultat naturlich das
selbe, sofern die Gewichte richtig justiert, d. h. direkt oder indirekt miteinander 
verglichen sind; der Druck aber, den ein Gewicht von einem Kilo auf die Erd
oberflache oder auf eine Federwaage ausubt, wird verschieden, trotzdem die 
Masse die gleiche ist, wo sie sich auch befinden mag. 

Wie die Massen der Himmelskorper in gewissen Fallen bestimmt werden 
konnen, sol1 spater an verschiedenen Ste11en gezeigt werden. 

Sol1 eine Masse in Zahlen ausgedruckt werden, so muB man eine beliebige 
Masse als Einheit wahlen. Fur Korper auf der Erde gebraucht man oft die 
Masse des einen oder anderen Gewichts dazu, man druckt die Masse z. B. in 
Gramm aus. In der Astronomie sind solche Einheiten nicht bequem. 

89. Tangentialkraft. Zentripetalkraft und Zentrifugalkraft. Zentralkriifte. Wenn 
eine Partikel eine gekrummte Bahn beschreibt, so ist dies, wie wir oben gesehen 
haben, eins der beiden sicheren Zeichen, die man fUr das Vorhandensein einer 
wirkenden Kraft hat. Welche GroBe oder Richtung die Kraft auch haben mag, 
sie kann immer in eine Tangentialkraft, die langs der Bewegungsrichtung wirkt 
(in gleichem oder entgegengesetztem Sinne), und eine Zentripetalkraft, die senk
recht dazu steht, zerlegt werden. Die erstere wirkt auf die Geschwindigkeit, 
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die andere auf die Bewegungsrichtung. Die Zentrifugalkraft ist dasselbe wie die 
Zentripetalkraft, aber sie wirkt in entgegengesetzter Richtung. Der Name ruhrt 
daher, daB jedes materielle Teilchen, das sich in einer gekrummten Bahn be
wegt, infolge der Tragheit die Tendenz hat, sich nach auBen zu entfernen, 
und zwar in der Tangente der gekrummten Bahn, wah rend die Zentripetalkraft, 
die eine Komponente der wirklich vorhandenen Kraft ist, den Punkt nach 
innen zwingt, d. h. nach der konkaven Seite der Bahn hin. 

Eine groBe Rolle spielt in der Natur der Fall, daB die Kraft immer auf ein 
und denselben Punkt gerichtet ist; diese Kraft wird dann Zentralkraft genannt. 
Besonders einfach wird die Bewegung, wenn die Kraft gleichzeitig in jedem 
Augenblick senkrecht zur Bewegungsrichtung steht. Die Bahn ist dann ein 
Kreis und die Kraft ist gegen dessen Zentrum gerichtet, da der Kreis die einzige 
Kurve ist mit der Eigenschaft, daB aIle Bahnnormalen einen gemeinsamen 
Schnittpunkt haben. In diesem Fall wird die Tangentialkraft Null, die Ge
schwindigkeit also gleichformig, und die Zentralkraft £alIt mit der Zentripetal
kraft zusammen. 

Die Beschleunigung der Zentripetal- oder Zentrifugalkraft bei der Bewegung 
in einem Kreise kann mittels einer einfachen geometrischen Betrachtung durch 
die Geschwindigkeit und den Radius des Kreises ausgedruckt werden. 1st v 
die Geschwindigkeit, mit der der Punkt A (Abb. 72) sich auf dem Kreise mit 

e 

F 

Abb. 72. 

dem Radius C A = r bewegt, und die zunachst als gleich
for mig angenommen werden solI, so wird der Punkt nach 
einer gewissen Zeit t den Weg AE = vt (da v = AE: t) 
durchlaufen haben. Wird nun die Zeit t und folglich auch 
der Weg AE als unendlich klein betrachtet, so gibt das 
Stuck BE, urn das die gekrummte Bahn in der zu A C 
parallelen Richtung von der Tangente abweicht, ein MaB 
fUr die Kraft, die in A die Abweichung von der Tangente 
hervorbrachte. Unter derselben Voraussetzung kann in der 
Abbildung A E F als rechtwinkliges Dreieck, mit dem rechten 
Winkel bei E, angesehen werden, da der kleine Bogen AE als 

mit seiner Sehne zusammenfallend betrachtet werden kann. Da AD = BE ist, 
hat man einem bekannten geometrischen Satz zufolge: 

AD:AE =AE:AF 

oder, wenn man AE = vt, AF = 2r einsetzt und AD mit s bezeichnet: 

v2 t2 
S = - -- . 

2r 

Die GroBe saber steht genau in demselben Verhaltnis zur Beschleunigung 
der Zentripetalkraft wie die Fallstrecke zur Beschleunigung der Schwere; ebenso 
wie man in der Physik beweist, daB die Fallstrecke !gt 2 ist, wenn g die Schwere
beschleunigung ist, erhalt man hier s = i C t2, wenn c die Beschleunigung der 
Zentripetalkraft, also c = 2s: t2 ist, oder, wenn der obenstehende Wert von s 
eingesetzt wird: 

v2 
C =- . 

r 
(2) 

Wenn v die Geschwindigkeit im Punkte A bezeichnet, so sieht man, daB 
man sich durch die vorhergehende Betrachtung von der ursprunglichen Voraus
setzung freigemacht hat, nach der die Geschwindigkeit wahrend des ganzen 
Weges die gleiche sein sollte, weil der Zeitraum t so kurz ist, daB die Beschleuni
gung c innerhalb dieses Zeitraums als konstant betrachtet werden kann. 



GroBe und Gestalt der Erde. 125 

GroBe und Gestalt der Erde. 
90. Das Geoid. Geographische Koordinaten. Wahrend man in der spharischen 

Astronomie nur die beiden spharischen Koordinaten benotigt, die zusammen 
eine Richtung bestimmen, braucht man sonst in der Astronomie auch die dritte 
Koordinate, die Entfernung. Wie wir spater sehen werden, hat man Mittel zur 
direkten Messung der Entfernung von Punkten im Sonnensystem auJ3erhalb der 
Erde, ihre Anwendung erfordert aber die Kenntnis von der Gestalt und GroJ3e 
der Erde. 

Einige allgemein bekannten Erfahrungen deuten darauf hin, daJ3 die Ober
flache der Erde gekriimmt ist, mit der konvexen Seite nach auJ3en. Dies tritt 
namentlich auf dem Meere deutlich in Erscheinung, wenn man mit dem Fern
rohr auf einen entfernten Gegenstand, z. B. ein Schiff oder einen Leuchtturm, 
blickt; dann wirkt der dazwischenliegende Teil des Meeres wie ein Hiigel, der 
den unteren Teil des beobachteten Gegenstandes verdeckt. 

Eine weitere Erfahrung zeigt, daJ3 die Erdoberflache, von einigen verhaltnis
maJ3ig unbedeutenden UnregelmaJ3igkeiten auf fest em Boden abgesehen, nicht 
viel von der Kugelform abweichen kann; die Begrenzung des Erdschattens, den man 
nach dem Untergang und vor dem Aufgang der Sonne in der Luft oder bei einer 
Mondfinsternis auf dem Mond sehen kann, hat namlich immer die Gestalt eines 
Kreisbogens. Nun ist die Kugel der einzige Korper, der einen kreisfOrmigen 
Schatten gibt, von welcher Seite sie auch beleuchtet wird. Der Teil der Schatten
grenze, den man auf einmal sehen kann, ist jedoch nicht so groJ3 und erlaubt 
auch keine so genauen Messungen, daJ3 man der Sache auf diese Weise naher 
auf den Grund kommen konnte. 

Da die Mittel, die man zu einer direkteren Untersuchung der Form der Erde 
hat, nicht auf der gesamten Erdoberflache zur Anwendung kommen konnen, 
kann man den gewohnlichen Weg gehen und eine Hypothese aufstellen, deren 
theoretische Konsequenzen mit der Erfahrung verglichen werden konnen. Was 
im folgenden Erdoberflache genannt wird, ist die mathematische Erdoberfliiche, 
die dadurch definiert ist, daJ3 sie iiberall senkrecht zur Richtung der Schwere 
steht, so wie das Meer, wenn es unbeeinfluJ3t ist von Wind und Sturm. Sie wird 
auch Geoid genannt (vgl. hieriiber naher S. 134). 

Die auf Grund der Erfahrungen nachstliegende Hypothese, die in der Tat 
auch bereits im Altertum aufgestellt wurde, ist, daJ3 die Erde eine urn das Zen
trum symmetrisch aufgebaute Kugel ist. Diese Hypothese wird im folgenden, 
bis zum § 93, unser en Betrachtungen zugrunde gelegt. In diesem Fall muB die 
Schwere iiberall auf der Erde gegen ihr Zentrum gerichtet sein, und der Erd
radius durch einen Ort trifft, nach oben verlangert, die Himmelskugel im Zenit 
des Ortes, falIt also mit der Vertikallinie des Ortes zusammen. Obwohl diese 
Hypothese die Probe der Erfahrungen nicht ganz bestanden hat, wird es doch 
von Interesse sein, der historischen Entwicklung in Kiirze zu folgen. Die 
Abweichung ist so klein, daJ3 sie fUr viele Probleme ohne praktische Be
deutung ist. 

Da die Erdradien in allen moglichen Richtungen nach auJ3en zeigen, muJ3 
auf der Erdoberflache ein Punkt vorhanden sein, wo die Vertikallinie auf den 
nordlichen Himmelspol zeigt, und ein anderer, diametral entgegengesetzter, wo 
sie auf den siidlichen Himmelspol zeigt. Man nennt diese beiden Punkte die 
Pole der Erde und die Verbindungslinie zwischen ihnen die Erdachse. Der groBte 
Kreis, der 90° von den Polen entfernt liegt, heiJ3t Erdiiquator. Es ist klar, daJ3 
fiir einen Beobachter auf diesem groJ3ten Kreis oder fUr einen gedachten Be
obachter im Zentrum der Erde die Aquatorebene der Erde mit der Aquator
ebene des Himmels, deren Lage durch die tagliche Bewegung des Himmels be-
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stimmt ist, genau zusammenfallt (vgl. § 17). Bis jetzt haben wir den zufalligen 
Standort des Beobachters als Zentrum der Himmelskugel betrachtet, und 
da in diesem Sinn die Himmelskugel einen unendlich groBen Radius hat, 
wird die Gerade von jedem Punkt der Erdoberflache zu einem der Himmels
pole, die wir die Weltachse genannt haben, mit der Erdachse genau parallel. 
Folglich geht der Meridian, der als groBter Kreis durch Zenit und Pol oder 
als die Ebene durch Vertikallinie und Weltachse definiert ist, auch durch die 
Erdachse, und der Meridian eines Grtes auf der Erde kann dann als Ebene 
durch die Erdachse und die Vertikallinie des Ortes definiert werden. Auf einer 
kugelformigen Erde werden alle Erdmeridiane groBte Kreise durch die Pole sein. 
1m folgenden wird es bequemer sein, sich das Zentrum der Himmelskugel in 
das Zentrum der Erde versetzt zu denken. Den EinfluB, den eine Veranderung 
des Ortes des Beobachters auf der Erdoberflache auf die Beobachtung von 
Himmelskorpern in endlicher Entfernung hat (die tagliche Parallaxe), werden wir 
spater (§§ 98 bis 100) untersuchen. 

Die Lage eines Ortes auf der Oberflache der Erde ist durch die Richtung 
seiner Vertikallinie bestimmt, und diese Richtung kann durch zwei spharische 
Koordinaten angegeben werden, wozu man im allgemeinen die geographische 
Breite und Lange benutzt. 

Die geographische Breite ist der Winkel, den die Vertikallinie des Ortes mit 
der Ebene des Aquators bildet. Da die Vertikallinie nach dem Zenit zeigt, ist 
dieser Winkel gleich der Deklination des Zenits, die wiederum gleich der Pol
hohe ist. Wie diese gefunden werden kann, ist friiher gezeigt worden. Wenn 
die Hypothese von der Kugelform der Erde richtig ist, also die Vertikallinie 
mit dem Erdradius zusammenfallt, so hat dieser Winkel seinen Scheitel im 
Zentrum der Erde und wird durch den Meridianbogen gemessen, der zwischen 
dem Aquator und dem Orte selbst liegt. Die Breite wird nordlich oder siidlich 
genannt, je nachdem der Ort nordlich oder siidlich yom Aquator liegt, und 
entspricht einer positiven oder negativen Polhohe. 

Die geographische Lange ist der Winkel, den der Meridian des Ortes mit 
einem willkiirlich gewahlten Ausgangsmeridian bildet, wozu man im allgemeinen 
den Meridian durch Greenwich benutzt. Westliche Langen werden als positiv, 
6stliche als negativ bezeichnet. 

91. Liingenbestimmung. Urn den Langenunterschied zwischen zwei Orten zu 
bestimmen, benutzt man, wie friiher gezeigt ist, die tagliche Bewegung des 
Himmels. Wahrend dieser wird jeder Himmelskorper, z. B. die Sonne (also auch 
die mittlere Sonne) zuerst durch den Meridian des ostlicheren Ortes gehen, und 
wenn er nach Verlauf einiger Zeit zu den Orten des westlicheren Meridians gelangt, 
dann ist der Stundenwinkel am ersten Ort gleich dem Winkel zwischen den beiden 
Meridianen, also gleich dem Langenunterschied. Als Folge davon wird der 
Langenunterschied ebenso wie der Stundenwinkel oft in Zeit statt in Graden 
(eine Stunde gleich 15°) ausgedriickt. Bei der fortgesetzten taglichen Bewegung 
wird der Unterschied zwischen den Stundenwinkeln des Sterns an den beiden 
Orten immer gleich dem Langenunterschied sein (vgl. § 51). 

Da nun der Unterschied zwischen den beiden Stundenwinkeln derselbe ist 
wie der Unterschied zwischen der Ortszeit der beiden Orte im selben Augen
blick, so besteht die Bestimmung des Langenunterschiedes aus zwei Teilen. 
Erstens muB man an beiden Orten, nach einer der friiher entwickelten Methoden, 
den Stand einer Uhr bestimmen, und danach muB man ein Mittel haben, urn 
festzustellen, welche Zeit beide Uhren im gleichen Augenblick zeigen. Ob die 
Uhren Sonnenzeit oder Sternzeit zeigen, ist gleichgiiltig; wenn der Langenunter
schied zwischen zwei Orten z. B. 10° betragt, so wird die Sonne 40m Sonnen-
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zeit gebrauchen, urn von dem einen Meridian zum anderen zu wandern, ein 
Stern dagegen wird 40m Sternzeit notig haben; an und fUr sich ist dies ja ein 
kurzerer Zeitraum, der Winkel aber wird in jedem Falle derselbe, da die tagliche 
Bewegung des Sterns entsprechend schneller vor sich geht als die der Sonne 
(vgl. § 51). 

Uberall wo telegraphische Verbindungen vorhanden sind, geben diese ein be
quemes und genaues Mittel zur AusfUhrung eines solchen Vergleichs abo Man 
richtet sich dann so ein, daJ3 man im Laufe der Beobachtungsreihen, die an 
beiden Orten zur moglichst genauen Bestimmung des Uhrstands angestellt wer
den, telegraphische Signale wechselt, die sowohl auf der Send est at ion als auch 
auf der Empfangsstation nach der betreffenden Uhr abgelesen werden. Das 
Signal kommt naturlich nicht in demselben Augenblick an, in dem es abgesandt 
wird, da der elektrische Strom eine Arbeit leisten muJ3 (die Anziehung des Ankers 
durch einen Elektromagneten), damit das Signal auf der Empfangsstation fUr 
Auge oder Ohr wahrnehmbar wird, aber der kleine Fehler, der dabei entsteht, 
kann durch Auswechseln gegenseitiger Signale unschadlich gemacht werden. 
1st namlich A die auf der ostlichen Station notierte Zeit, B die auf der west
lichen, beide wegen des Uhrstandes korrigiert, dann wurde A - B gleich dem 
Langenunterschied sein, sofern die Signale an beiden Orten genau gleichzeitig 
notiert worden waren. Wenn nun ein Signal von A nach B gesandt wird, so 
kommt es etwas zu spat an, die notierte Zeit B wird also zu groJ3 und die Diffe
renz A - B zu klein; sendet man dagegen das Signal von B nach A , dann wird A 
zu groJ3 und die Differenz A-B zu groJ3. Sind nun die Apparate an beiden 
Orten einander gleich, dann wird das Mittel einen korrekten Wert geben. Die 
Erfahrung lehrt, daJ3 die Verspatung im allgemeinen nur einen ganz kleinen 
Bruchteil einer Sekunde ausmacht. 

Bei der Langenbestimmung zwischen Orten, die nicht durch eine Telegraphen
linie oder drahtlosen Telegraphen verbunden sind, und die einander auch nicht 
so nahe liegen, daJ3 optische Signale benutzt werden konnten, kann man sich 
damit helfen, daJ3 man vom einen zum anderen Ort mit einem Chronometer 
reist, das an beiden Orten mit Uhren verglichen wird, deren Stand auf die ge
wohnliche Weise bestimmt ist. Wird darauf das Chronometer zur Ausgangs
station zuruckgebracht, so kann man seinen durchschnittlichen Gang in der 
Zwischenzeit bestimmen, die Bedingung aber fUr ein korrektes Resultat ist, daJ3 
der Chronometergang sich unterwegs nicht geandert hat. Urn die dadurch her
vorgerufene Unsicherheit so we it wie moglich zu eliminieren, kann man mehrere 
Male hin und her reisen und jedesmal mehrere Chronometer mitnehmen. Solche 
Chronometerexpeditionen wurden vor der Zeit des Telegraphen oft unternommen 
und waren damals die beste Methode zur Langenbestimmung. Heute benutzt 
man fast immer die drahtlose Telegraphie fUr diese Vergleiche. 

Auch auf See muJ3 man sich, wenn kein drahtloser Telegraph an Bord ist, 
bei der Langenbestimmung auf den Gang des Chronometers verlassen. Bei der 
Abreise aus dem Hafen stellt man den Stand nach Greenwichzeit fest und kennt 
diese daher jederzeit, wenn der Gang bekannt ist. Wird nun durch eine Be
obachtung an Bord der Stand desselben Chronometers nach Ortszeit bestimmt 
(vgl. § 75), dann ist der Unterschied der beiden Zeiten die Lange des Ortes, 
ostlich oder westlich von Greenwich, je nachdem die Ortszeit mehr oder weniger 
als die Zeit von Greenwich im selben Augenblick betragt. 

92. Altere Methoden zur Liingenbestimmung. Als in fruheren Zeiten keins 
der obengenannten Mittel zur VerfUgung stand, war man auf die Beobachtung 
des Mondes angewiesen, der als ein Zeiger angesehen werden kann, der in etwas 
mehr als 27 Tagen einmal urn den Sternhimmel als eine Art Zifferblatt herumgeht. 
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Nebenbei sei bemerkt, daB der Anfang und das Ende einer Mondfinsternis 
iiberall, wo das Phanomen iiberhaupt gesehen werden kann, im gleichen Augen
blick stattfindet, also ein optisches Signal darstellt. Aus Griinden aber, die wir 
spater (§ 144) erklaren werden, kann das Phanomen nicht mit der notwendigen 
Genauigkeit beobachtet werden. Eine groBere Genauigkeit erreicht man oft 
durch Beobachtung der Verfinsterungen der Trabanten des Planeten Jupiter, 
die auch weit haufiger stattfinden. Da es hier indessen darauf ankommt, einen 
verschwindenden oder, nach Ende der Verfinsterung, wiedererscheinenden Licht
punkt zu verfolgen, hangt das Resultat bis zu einem gewissen Grad von der 
Starke des benutzten Fernrohrs abo 

Dagegen kann Anfang und Ende einer Sonnenfinsternis und noch mehr einer 
Sternbedeckung durck den Mond (Okk1tltation) bedeutend groBere Genauigkeit 
geben. Dies sind indessen Phanomene ganz anderer Art, die sich nicht gleich
zeitig an den beiden Beobachtungsorten abspielen und deshalb eine weitlaufigere 
Berechnung erfordern. 

Wenn man an beiden Orten ein Durchgangsinstrument im Meridian auf
gestellt hat, kann man damit den Langenunterschied durch M ondkulminationen 
bestimmen. Man findet die Kulminationszeit des Mondes dann nach einer Uhr, 
deren Stand durch Beobachtung von Sternen vorher und nachher mit demselben 
Instrument bestimmt wird. Die Methode lauft darauf hinaus, die Rektaszension 
des Mondes zu bestimmen; da diese bestandig zunimmt, wird man sie an dem 
ostlichen Ort kleiner als an dem westlichen finden. Die Rektaszension des Mondes 
wachst ungefahr 25 in der Minute; kann man an beiden Orten die Kulminations
zeit auf 05.1 bestimmen, so kann man also erwarten, den Langenunterschied 
mit einem Fehler zu finden, der nicht groBer als ungefahr 35 ist. Durch Wieder
holung der Beobachtungen kann die Genauigkeit gesteigert werden. Die Ge
schwindigkeit, mit der die Rektaszension des Mondes wachst, ist aus der Theorie 
der Bewegung des Mondes bekannt und findet sich in den groBeren astronomischen 
Jahrbiichern angegeben. 

Will man auf See den Mond zur Langenbestimmung benutzen, so ist man 
auf M onddistanzen angewiesen. Mit dem Sextanten miBt man die Entfernung 
des hellen Mondrandes vom Sonnenrand oder von einem Stern, der annahernd 
auf der Bahn des Mondes am Himmel liegt, und notiert die Zeit nach einem 
Chronometer, dessen Stand nach Ortszeit ungefahr gleichzeitig durch Messen 
einer Hohe bestimmt wird. Urn die ziemlich weitlaufigen Berechnungen, die 
diese Beobachtung erfordert, bis zu einem gewissen Grade zu erleichtern, ent
hielten die groBeren Jahrbiicher friiher die Winkelentfernungen des Mondes von 
der Sonne und von einer Anzahl heller Sterne fiir jede dritte Stunde wahrend 
der ganzen Zeit des Monats, in dem der Mond sichtbar war, im voraus berechnet. 
Durch Vergleich der beobachteten, in der erforderlichen Weise reduzierten, 
Distanz mit dem vorausberechneten Wert laBt sich durch Interpolation die 
Greenwichzeit finden. Da jedoch die in spaterer Zeit verbesserten Chronometer 
in Verbindung mit den schnelleren Seereisen und vor allem die drahtlose Tele
graphie bewirkt haben, daB die Beobachtung des Mondes immer mehr zu einem 
Notbehelf geworden ist, werden die Monddistanzen nicht mehr vorausberechnet; 
doch ist der Beobachter in der Lage, sie aus den iibrigen Daten der Jahrbiicher 
selbst zu berechnen. 

93. Gradmessungen. Die Gestalt und die Dimensionen der Erde werden durch 
sog. Gradmessungen bestimmt. Der Name kommt daher, daB man urspriinglich 
die Lange eines Breitengrades gemessen und daraus den Erdhalbmesser berechnet 
hat. Spater ging man dazu iiber die Lange von Bogen zu messen, die viele 
Grade und Bruchteile davon betragen. Eine Gradmessung erfordert teils astro-
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nomische Beobachtungen, die den Winkel zwischen den Vertikallinien zweier 
Orte bestimmen sollen, teils geodiitische Beobachtungen, urn die lineare Ent
fernung zwischen denselben beiden Orten zu bestimmen. 

Nimmt man an, daB die Erde eine Kugel ist, so wird eine solche Gradmessung 
geniigen. Die Richtigkeit der Hypothese wird dadurch gepriift, daB man unter
sucht, ob mehrere Gradmessungen in verschiedenen Gebieten zu demselben 
Resultat fiihren. 

Auf Abb. 73 ist N einer der Erdpole, A und B zwei andere Punkte auf der 
ErdoberfHiche. Die beiden Meridianbogen N A und N B bilden dann in Ver
bindung mit dem gr6Bten Kreis A B (der gleich dem Winkel 
zwischen den beiden Vertikallinien des Ortes ist) ein spha
risches Dreieck. Kann man nun den Winkelwert v sowohl 
als auch die lineare Lange b des Bogens A B bestimmen, 
so hat man, wenn r der Erdradius ist: 

b v 

2:n:r 360°' 

woraus r also bestimmt werden kann. 

N 

Den Winkelwert v kann man auf astronomischem Wege Abb.7J. 

dadurch finden, daB man die Polh6he in A und in B und 
auBerdem den Langenunterschied, der in der Abbildung gleich dem Winkel bei N 
ist, bestimmt. Man kennt im Dreieck dann die beiden Seiten N A und N B, die 
die Komplemente der beiden Polh6hen sind, und den eingeschlossenen Winkel, 
man kann also die dritte Seite A B oder v berechnen. Liegen die beiden Orte 
auf demselben Meridian, wird v gleich der Differenz zwischen den beiden Pol
hOhen. 

Urn die lineare Lange b zu bestimmen, pflegte man in ii.lterer Zeit die Ent
fernung A B direkt zu messen; dazu ist natiirlich ein geeignetes Terrain er
forderlich. 

Die alteste Gradmessung, von der man weiB, wurde von ERATOSTHENES 
(276 bis 194 v. ChI.) ausgefiihrt. Er bestimmte die Lange des Bogens zwischen 
Alexandria und Syene, die ungefahr auf demselben Meridian liegen, zu 5000 
Stadien, indem er fiir den n6rdlichen Teil Messungen der Feldmesser, fiir den 
sudlichen die Anzahl von Tagesreisen benutzte, die man brauchte, urn nach 
Syene zu gelangen. Ferner hatte er geh6rt, daB zur Zeit des Sommersolstitiums 
die Mittagssonne in Syene im Zenit stand (sie schien in einen tiefen Brunnen 
hinein, ohne einen Schatten zu werfen). In Alexandria beobachtete er selbst, 
daB sie zur gleichen Zeit urn ein Fiinfzigstel der ganzen Peripherie vom Zenit 
entfernt blieb, woraus er schloB, daB der Umfang der Erde 50 X 5000 = 250000 
Stadien ist (ein Stadion scheint nicht iiberall dasselbe gewesen zu sein. Man 
findet Werte von 157, 180 und 210 m angegeben, von denen der erstgenannte 
Wert im vorliegenden Falle wahrscheinlich der richtige ist). 

Unter den weiteren Versuchen, die im Laufe der Zeit gemacht wurden, solI 
der des Kalifen ALMAMUN erwahnt werden, der im Jahre 827 von einem Punkt 
in der mesopotamischen Ebene zwei Expeditionen ausgehen lieB, die eine nach 
Norden, die andere nach Siiden, bis sich die Polh6he urn 1 ° geandert hatte, und 
dann die Entfernung mit Staben maB. Das Resultat ist in arabischen Ellen an
gegeben, mit dem Zusatz, daB eine Elle 27 Zoll enthalt und ein Zoll 6 Gersten
k6rnern gleich ist. 

Eine wesentliche Verbesserung des geodatischen Teils der Operationen ver
dankt man dem Hollander SNEL VAN ROlEN oder SNELLIUS, der die Triangulation 
erfand. Sehr wichtige Verbesserungen brachte PICARD am Verfahren von SNELLIUS 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 9 
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an und gab ihm im wesentlichen die Gestalt, in der es heute noch gebraucht 
wird. Statt den Abstand zwischen den beiden Punkten A und B direkt zu messen 
(Abb. 74), wahlt man eine Anzahl Stationen zwischen ihnen, die so gelegen sind, daB 
man von jeder einzelnen aus die nachstliegenden sehen kann; gleichzeitig sorgt man 

A 
dafUr, daB die Dreiecke, die bei der Verbindung dieser Punkte ent
stehen, nicht zu spitze Winkel erhalten. Man miJ3t in einem be
quemen Terrain mit groBtmoglicher Genauigkeit eine Grundlinie, z. B. 
A C, die nicht besonders lang zu sein braucht. Der Rest der Arbeit 
besteht darin, horizontale Winkel mit einem Theodolit zu messen. 
Stellt man sich zuerst in den Punkt A, so kann man dort den Winkel 
zwischen den Rich tung en A C und AD messen; wenn man danach 
auf der Station C den Winkel zwischen den Richtungen C A und CD 
miBt, so ist das Dreieck A CD bestimmt, da man eine Seite und zwei 
anliegende Winkel kennt; so mit kann man die beiden anderen 

Abb. 74. Seiten AD und CD berechnen. Die letztere kann darauf als Grund-
linie in dem nachsten Dreieck CD E benutzt werden, wo man wieder 

die Winkel miJ3t (am besten aIle drei) usw. durch die ganze Kette der Dreiecke 
bis B. Es ist klar, daB man auf diese Weise GroBe und Gestalt der ganzen 
Dreieckskette erhalt. 

Mit dem Theodolit miBt man die Winkel zwischen zwei Vertikalebenen; 
daher werden die Dreiecksseiten die Schnittlinien dieser Vertikalebenen mit der 
mathematischen Erdoberflache, wenn die Grundlinie darauf reduziert ist; dadurch 
werden sie etwas kurzer, da ja die Vertikallinien nach un ten konvergieren. 1st 
die Erde eine Kugel, so werden die Dreiecke also spharische Dreiecke. Es ist 
jedoch nicht notig, die Satze aus der spharischen Trigonometrie zur Berechnung 
heranzuziehen; im allgemeinen erreicht man eine vollstandig ausreichende Ge
nauigkeit, wenn man sich die gekrummten Seiten des Dreiecks in gerade Linien 
ausgestreckt denkt und gleichzeitig (LEGENDREsches Theorem) jeder der Winkel 
urn ein Drittel des spharischen Exzesses verkleinert wird (s. S.21). Die Dreiecke 
werden dann als ebene Dreiecke berechnet. Zur Berechnung des spharischen 
Exzesses ist eine genaherte Kenntnis der Erddimensionen erforderlich. 1m all
gemeinen wird jedoch der spharische ExzeJ3 nur einige wenige Sekunden betragen; 
in einem gleichseitigen Dreieck von 100 km Seitenlange ist er z. B. 22". Ge
w6hnlich liegen die Langen der Dreiecksseiten zwischen 30 und 60 km. Die langste 
Seite einer in Norwegen gemessenen Dreieckskette betragt 150 km. Das Vier
eck, das Algerien mit Spanien uber das westliche Mittelmeer hinweg verbindet, 
enthalt Seiten von 270 km Lange. In den Vereinigten Staaten kommen Drei
ecksseiten von 300 km, in Nordwestindien eine von rund 400 km vor. Zur fehler
freien Sichtbarmachung der Zielpunkte verwendet man auch bei kurzen Drei
ecksseiten das von GAUSS erfundene Heliotrop, einen Apparat, der durch einen 
Spiegel die Sonnenstrahlen zu der Station hinuberwirft, wo der Theodolit auf
gestellt ist. In neuerer Zeit beobachtet man haufig nachts und verwendet fUr 
die Sichtbarmachung der Zielpunkte starke kunstliche Lichtquellen. 

SoIl eine solche Dreieckskette zu einer Gradmessung benutzt werden, so 
sind folgende astronomischen Beobachtungen erforderlich. Zuerst muB die Pol
hohe in den beiden Endpunkten A und B bestimmt werden. Sodann muB die 
Dreieckskette durch Messung des Azimuts einer der Dreiecksseiten orientiert 
werden, was durch Beobachtungen der Sonne oder eines Sterns geschehen kann, 
wenn der Stand der Uhr bekannt ist. Zu diesem Zweck sind also auch Zeit
bestimmungen erforderlich. Erstreckt sich die Dreieckskette hauptsachlich von 
Osten nach Westen, so tritt an Stelle der einen Breitenbestimmung eine Be
stimmung des Langenunterschieds der Endpunkte. 
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Wenn eine Breitengradmessung ausgefiihrt, d. h. ein Meridianbogen gemessen 
werden solI, brauchen die Endpunkte A und B nicht genau auf demselben Meri
dian zu liegen, da man mit Hilfe der Dreieckskette und ihres Azimutes die Lange 
des Meridianbogens zwischen den beiden durch A und B gehenden Parallelkrei$en 
berechnen kann. Ebenso brauchen bei einer Langengradmessung die Endpunkte 
A und B nicht genau auf demselben Parallelkreis zu liegen, da man mit Hilfe 
des Azimutes der genahert ostwestlich verlaufenden gemessenen Strecke die 
Lange des Parallelkreisbogens zwischen den durch A und B gehenden Meridianen 
berechnen kann. Bei einer Gradmessung schief zum Meridian werden in A und B 
die Breiten und der Langenunterschied AB gemessen. Eine solche Messung hat 
daher den Wert von zwei Gradmessungen. 

Nebenbei sei bemerkt, daB dieselben astronomischen und geodatischen Arbei
ten als Grundlage fiir jede groBere Kartenarbeit erforderlich sind, nur mit 
dem Unterschied, daB in dem Falle eine Polhahe und ein Azimut geniigen, da 
GroBe und Gestalt der Erde hier als bekannt vorausgesetzt werden; hierzu kommt 
eine Langenbestimmung, wenn die Dreieckskette relativ zu einem auBerhalb 
liegenden Meridian orientiert werden solI. Die Ecken der Dreiecke nennt man 
trigonometrische Punkte. Was sich zwischen ihnen befindet, wird durch 
eine Detailmessung ausgefiillt. 

Die erste genaue Gradmessung durch Triangulation wurde in den Jahren 1669 
bis 1670 von PICARD im nordlichen Frankreich ausgefiihrt. Er fand, daB die 
Lange eines Grades 57060 franzosische Toisen oder ungefahr 111200 m betrug. 

94. Die Erde ein abgeplattetes Umdrehungsellipsoid. GrofJe und kleine Achse. 
Abplattung. Exzentrizitiit. Geozentrische Breite. Einige Jahre dar auf sprach 
NEWTON einen Gedanken aus, auf den er durch theoretische Betrachtungen ge
fiihrt worden war, daB namlich die Kriimmung der Erde an den Polen etwas 
geringer sein miisse als am Aquator. Wenn also zwei Gradmessungen ausgefiihrt 
wiirden, eine in hoher und eine in niedriger Breite, so miiBte die Lange eines 
Grades im ersten Fall mehr betragen als im letzteren; denn je flacher die Erde 
ist, desto weiter muB man reisen, urn die Richtung der Vertikallinie urn einen 
Grad oder einen anderen gegebenen Winkel verandert zu finden. 

Zur Untersuchung dieser Frage sandte die franzosische Akademie zwei Ex
peditionen aus, eine nach dem schwedischen Lappland und eine nach Peru, wo 
in den Jahren 1736 bis 1743 Gradmessungen ausgefiihrt wurden. Die Berechnung 
ergab das Resultat, daB ein Meridiangrad am Polarkreis 57422 Toisen lang war, 
am Aquator dagegen nur 56753. Obwohl die Beobachtungen nicht die Genauig
keit besaBen, die der Anzahl der Ziffern in den angefiihrten Zahlen entspricht, war 
sie doch vollkommen ausreichend, urn die Vermutung NEWTONS zu bestatigen. 

Danach muBte nun die alte Hypothese von der Kugelgestalt aufgegeben 
werden. Statt dessen stellte NEWTON auf Grund seines Anziehungsgesetzes die 
Hypothese auf, daB die mathematische Erdoberflache ein abgeplattetes Um
drehungsellipsoid sei, das ist eine Flache, die entsteht, wenn eine Ellipse urn ihre 
kleine Achse gedreht wird. Alle Meridiane werden in diesem FaIle kongruente 
Ellipsen, wogegen der Aquator ein Kreis bleibt, ebenso alle Parallelkreise. 
Mehrere Mathematiker, unter denen besonders STIRLING zu nennen ist, versuchten 
diese Hypothese zu beweisen. Aber erst CLAIRAUT gelang dieser Versuch unter 
sehr wahrscheinlichen Annahmen. 1m Laufe der Zeit stellte sich heraus, daB 
diese Annahmen im groBen und ganzen tatsachlich zutreffen. Ob aber nicht 
doch kleine Abweichungen von der Hypothese NEWTONS und CLAIRAUTS vor
handen sind, ist heute noch unentschieden. 

Nach dieser Hypothese werden die Vertikallinien nur an den Polen und 
am Aquator genau nach dem Zentrum der Erde zeigen, sonst aber werden sie 

9* 
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tiber all daran vorbeigehen, obschon sie aIle die Erdachse schneiden, so daB die 
Definition des Meridians eines Ortes dieselbe bleibt wie vorher. Da die geo
graphische Breite der Winkel ist, den die Vertikallinie mit der Ebene des Aquators 
bildet, so wird er seinen Scheitel also nicht im Zentrum der Erde haben. Auf 
Abb. 75 (wo die Abplattung stark tibertrieben ist) ist C A der Radius des Aqua

z tors, 5 Z die Vertikallinie flir den Punkt 5, und der 
mit g; bezeichnete Winkel ist die geographische Breite. 
Der WinkelS C A, den der Erdradius in 5 mit der 
Ebene des Aquators bildet, wird die geozentrische Breite 
genannt. 1m folgenden wird diese immer mit q/ be
zeichnet. Der Meridianbogen 5 A kann jetzt nicht als 
MaB flir die geographische Breite und ebensowenig flir 
die geozentrische Breite benutzt werden. 

Abb.75. 

Da die geodatischen Dreiecke durch den Schnitt der 
Oberflache mit vertikalen Ebenen entstehen, so werden 
die Dreiecksseiten jetzt elliptische Bogen. Man kann 

sie jedoch mit hinreichender Genauigkeit als spharische betrachten und sie 
also auf die frtiher erklarte Weise behandeln, nur mit dem Unterschied, 
daB man sich das Dreieck als auf einer Kugel liegend denkt, deren Radius der 
durchschnittlichen Krtimmung in der betreffenden Gegend entspricht. 

Gestalt und GroBe einer Ellipse sind durch zwei Konstanten bestimmt. Zur 
Bestimmung der Dimensionen der Erde sind deshalb zwei unter verschiedenen 
Breiten ausgeflihrte Breitengradmessungen oder zwei Langengradmessungen 
unter verschiedenen Breiten oder eine Breiten- und eine Langengradmessung 
unter derselben Breite oder eine Gradmessung schief zum Meridian erforderlich. 
Die Richtigkeit der Hypothese wird dadurch geprtift, daB man untersucht, ob 
verschiedene Paare solcher Gradmessungen zu demselben Resultat flihren. 

1st a der Aquatorradius und b der Polarradius, so kann man entweder diese 
beiden als Bestimmungsstticke benutzen oder den einen davon, z. B. a, in Ver
bindung mit der Abplattung, unter der die unbenannte Zahl: 

verstanden wird. 

a-b 
(X=-

a 

Statt der Abplattung kann man auch die Exzentrizitat e der Meridian
ellipse benutzen, die durch die Gleichung: 

definiert ist. 
Da: 

wird: 

a2 - b2 
e2 = --

a2 

b b 
(X = 1 - - und 2 - (X = 1 + - , 

a a 

e2 = (X (2 - (X). 

95. Bestimmung der Konstanten des Erdellipsoids. Eine der langsten Grad
messungsreihen ist die russisch-skandinavische, die in den Jahren 1817 bis 1852 
von Ismaila an der Donau in der Nahe des Schwarz en Meeres zum Eismeer 
geftihrt wurde, wo der "Meridianpfeiler" auf Fuglenaes bei Hammerfest ihren 
nordlichen Endpunkt bezeichnet. Sie erstreckt sich tiber gut 25°, namlich von 
45 0 20' bis zu 70° 40' Breite. Noch langer ist der englisch-franzosich-spanische 
Bogen von Saxavord auf den Shetlandinseln bis zur Oase Laghouat in der 
Sahara. Er umfaBt 28°. Zur Zeit wird an einem Meridianbogen Kap-Kairo 
gemessen, der spater mit dem skandinavisch-russischen Bogen zusammenge
schweiBt werden solI, so daB ein Bogen yom Nordkap bis zur Kap der Guten 
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Hoffnung erhalten werden wird. In der zweiten Halfte des vorigen Jahrhunderts 
wurde eine Langengradmessung yom westlichen Irland bis Sibirien iiber bei
nahe 69 Uingengrade auf 52° Breite ausgefUhrt. Es ist geplant, sie bis nach 
Wladiwostok weiterzufiihren. Auch an vielen anderen Stellen sind so1che 
Arbeiten unternommen worden. Aus den Reihen, die bis zur Mitte des vorigen 
J ahrhunderts ausgefUhrt waren, hat BESSEL die Dimensionen der Erde berechnet; 
spater hat der englische Oberst CLARKE noch neuere Reihen mit in die Berech
nung einbezogen. HELMERT in Potsdam hat auBerdem einen Teil der von der 
In terna tionalen Erdmessung ausgefiihrten Beobachtungsreihen verwertet, 
und der Amerikaner HAYFORD hat ausgedehnte Dreiecksketten in den Vereinigten 
Staaten berechnet. Statt der Ableitung der Erddimensionen aus einzelnen Bogen 
(Bogenmethode) hat HELMERT vorgeschlagen und begonnen, sie aus Netzen, die 
groBere Gebiete flachenartig bedecken, abzuleiten (Flachenmethode). Dieser 
Gedanke ist namentlich in den Vereinigten Staaten aufgegriffen worden. Bessel 
benutzte die franzosische Toise als Einheit, Clarke den englischen FuB; in der 
untenstehenden Tabelle sind die Resultate in Metern ausgedriickt. 

Als wahrend der franzosischen Revolution das metrische System eingefUhrt 
wurde, wurde das Meter urspriinglich als der zehnmillionste Teil des durch Paris 
gehenden Meridianquadranten definiert. Die alteren franzosischen Dreiecks
ketten urn den Meridian von Paris herum wurden teilweise erneuert und auBer
dem nach Siiden bis zu den Balearen verlangert; urn sich so weit als moglich 
von der Unsicherheit in der Abplattung zu befreien, wollte man namlich die Mitte 
des gemessenen Meridianbogens bei 45 ° Breite haben. Noch ehe diese Arbeiten 
beendet waren, wurde auf Drangen des Konvents im Jahre 1799 das erste Normal
meter (metre des Archives) konstruiert. Damit war jedoch die Verschiedenheit 
der LangenmaBe nicht beseitigt. Erst 1875 wurde von 20 Staaten der Inter
nation ale MaB- und Gewichtsvertrag abgeschlossen, durch den das MaB- und 
Gewichtsbiiro in Breteuil bei Paris begriindet wurde, dessen erste Aufgabe die 
Herstellung eines Urmeters om} war, das 1889 vollendet wurde. Kopien davon 
bekamen alle Ui.nder, in denen das metrische System eingefUhrt ist (in Frankreich 
waren bereits im Jahre 1795 Meter zum Gebrauch im taglichen Handel und Wandel 
verfertigt). Als legales Meter bezeichnet man nach einem yom Konvent erlassenen 
Gesetz 443.296 Linien der Toise du Perou bei 13 ° C (1 Toise hat 864 Linien). 
Sowohl das metre des Archives wie das internationale Vrmeter (ID1) sind von 
diesem legalen Meter (m) verschieden. 

Spat ere Gradmessungen haben gezeigt, daB das in dieser Weise festgelegte 
}Ieter etwas zu kurz ist, urn der urspriinglichen Definition genau zu entsprechen, 
so daB also der Meridianquadrant etwas mehr als 10 Millionen Meter enthalt. 

Die Resultate der oben angedeuteten Untersuchungen geben fiir den Aquator
radius a, den Polarradius b und die Abplattung IX die folgenden Werte: 

a 
b 
()(. 

BESSEL 

6377397 m 
6356079 

1/299 

I CLARKE (1880) 

6378249 m 
6356515 

1/293 

HELMERT 

6378140 m 
6356758 

1/298 

HAYFORD 

6378388 m 
6356912 

1/297 

BESSELS Werte geben dem Meridianquadranten 856 m, CLARKES 1868 m, HEL
MERTS 1973 m, HAYFORDS 2288 m mehr als 10 Millionen Meter. 1m folgenden 
sind HELMERTS Werte benutzt. 

Die mangelhafte Ubereinstimmung kann vielleicht teilweise der Unvoll
kommenheit der Beobachtungen zugeschrieben werden; die obenstehenden Zahlen 
aber deuten doch bereits darauf hin, daB die Hypothese, daB die Erde ein 
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Umdrehungsellipsoid sei, nicht ganz zutrifft. Dies wird auch noch auf andere 
Weise bestatigt. 

Auf der Grundlage der vorliegenden Beobachtungsresultate kann behauptet 
werden, daJ3 keine Aussicht dazu vorhanden ist, ein System elliptischer Kon
stanten zu finden, die allen Beobachtungen genugen; aber die Abweichungen 
haben im graJ3en ganzen einen ausgepragt zufalligen Charakter. Die Richtung 
der Schwere, auf der das ganze fuJ3t, ist an vielen Orten lokalen Abbiegungen, 
den sog. Lotabweichungen, unterworfen. Diese konnen oft auf sichtbare Ursa chen 
zuruckgefUhrt werden, so z. B. wenn das untere Ende der Lotlinie auf der einen 
Seite eines Berglandes landeinwarts zeigt; eben so wie die Hauptrichtung der 
Schwere nach unten von der Anziehung der gesamten Erde verursacht ist, kann 
namlich eine genugend graJ3e Landmasse eine merkbare seitliche Abweichung 
hervorbringen. Dies trifft z. B. fUr die Westkuste Norwegens, verglichen mit 
den ostlichen Teilen des Landes, zu. Aber auch in weit ausgedehnten Ebenen 
findet man solche lokalen Anomalien, die dann der ungleichen Dichte in den 
oberen Schichten der Erdkruste zuzuschreiben sind. 

Man muJ3 daher drei Erdoberflachen unterscheiden: 1. die physische Erdober
flache, die wir sehen und fUhlen; 2. die hydrostatische Erdoberflache, die uberall 
auf der Schwererichtung senkrecht steht und zahlreiche kleine UnregelmaJ3ig
keiten der Krummung aufweist; sie falIt mit der ungestorten Oberflache der 
Ozeane zusammen (man nennt sie auch Geoid); 3. die Grund/orm oder I deal/orm 
der Erdoberfliiche, die dasjenige Umdrehungsellipsoid ist, das sich der hydrosta
tischen Erdoberflache moglichst eng anschmiegt. Die beiden letzteren sind im 
Gegensatz zur ersteren nur gedachte Oberflachen. Eigentlich soUte man nur die 
Grundform als mathematische Erdoberflache bezeichnen. Dieser Name wird aber 
vielfach auch fUr die hydrostatische Oberflache (das Geoid) gebraucht. Obwohl 
zwei dieser Oberflachen nur gedacht sind, haben sie doch groJ3e praktische 
Bedeutung. Auf der Grundform liegt das Koordinatennetz, in dem die Horizon
talkoordinaten der Punkte der physischen Erdoberflache, d. s. ellipsoidische 
Lange und Breite, gezahlt werden. Die dritte Koordinate, die Hohe eines Punktes, 
kann infolge des Messungsverfahrens, das geometrisches Nivellement oder Ein
wagung genannt wird, nur yom Geoid aus gemessen werden. Will man aIle drei 
Koordinaten auf dieselbe Grundflache beziehen, was das naturliche ist, muJ3 man 
die Abstande des Geoids yom Ellipsoid kennen. Diese sind bis jetzt nur fUr 
wenige kleine Gebiete und auch fUr diese nur naherungsweise bekannt. Sie sind 
teils positiv teils negativ und rufen daher die Undulationen, gewissermaJ3en Berge 
und Taler des Geoids, hervor. Diese sind sehr flach und verhaltnismaJ3ig klein, 
sie erreichen hochstens rund ± 100 m. 

In gewissen Fallen, in denen graJ3e Genauigkeit verlangt wird, so z. B. wenn 
ein langer Tunnel durch gleichzeitige Arbeit von beiden Seiten gebohrt werden 
soH, wird nicht nur eine sorgfiiltige Triangulation und Nivellierung zwischen den 
beiden Endpunkten erforderlich sein, sondern es kann auch notwendig werden, 
auf die Lotabweichungen Rucksicht zu nehmen, so wie sie aus astronomischen 
Beobachtungen in den bei geodatischen Messungen benutzten Dreieckspunkten 
hervorgehen. 

Die untenstehende Tafel gibt die Lange eines Grades langs des Meridians 
und langs des Parallelkreises unter verschiedenen Breiten, mit HELMERTS Kon
stanten berechnet. Ware die Erde eine Kugel mit dem Radius a gleich dem 
Aquatorradius, so wurde in einem Parallelkreis unter der Breite rp der Radius 
a cosrp sein, wegen der Abplattung aber wird er etwas groJ3er als a cosrp, wenn 
rp die geographische Breite ist. Die Tafel enthalt auch den Krummungs
radius im Meridian (R) und im Transversalschnitt (N), das ist der Vertikal-
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schnitt, der senkrecht zum Meridian steht und also den Parallelkreis beriihrt. 
Den Meridiangrad erhalt man dadurch, daD man R durch 57.2958 (Anzahl der 
Grade in einem Bogen von der Lange des Radius) dividiert. 

'P Mer.·Grad Par.-Grad R N 

0° 110.57 km 111.33 km 6335.3 km 6378.1 km 
10 110.61 

" 109.64 ., 6337.3 " 6378.7 " 
20 110·70 " 104.65 " 

6342.8 " 6380.6 " 
30 110.85 " 96.48 " 6351.3 " 6383.4 " 
40 111. 03 " 85.39 " 6361.7 " 6386.9 " 
50 111.23 " 71.70 " 6373.0 " 6390·7 " 
60 111.41 " 55.80 " 6383.4 " 6394.1 " 
70 111.56 " 38.19 " 6391.9 " 6397.0 " 
80 111.66 " 19.39 " 6397·5 " 6398.8 " 
90 111.69 " 0.00 " 6399.5 " 6399·5 " 

Wie man sieht, ist die Kriimmung iiberall auf der Erde in der Richtung 
Nord-Siid etwas starker als in der Richtung Ost -West, aber der Unterschied wird 
geringer und geringer, je weiter man sich vom Aquator entfernt, bis er zuletzt 
bei den Polen verschwindet. Den durchschnittlichen Kriimmungsradius erhalt 
man ziemlich genau als Mittel aus R und N; so ist er z. B. auf 60° Breite 6389 km_ 

Eine geographische Meile wird als ein Fiinfzehntel eines Grades am Aquator 
definiert, also 7.422 km. Eine Seemeile ist gleich 1.852 km, gleich rund einer 
Bogenminute. 

96. Formeln zur Berechnung der geozenirischen Breite und des Radiusvektors 
eines Ories auf der Ober/lache der Erde. Aus den geometrischen Eigenschaften 
der Ellipse kann eine Relation zwischen der geozentrischen Breite (q/) und der 
geographischen Breite (rp) abgeleitet werden. Wir haben auf der einen Seite mit 
Hilfe von Abb. 75, wenn x und y die rechtwinkligen auf das Zentrum der Erde 
bezogenen, dem Aquator bzw. der Polachse parallelen Koordinaten des Punktes S 
bezeichnen: 

tgrp' = .~ . 
Auf der anderen Seite haben wir: 

dx 
tgrp = - dy' 

(1 ) 

(2) 

da rp der Winkel ist, den die Normale der Ellipse mit der x-Achse im Punkte S 
bildet. Aus der Gleichung der Ellipse aber: 

wird durch Differentiation: 

(4) 

abgeleitet, und aus (1) und (2) erhalt man dann mit Hilfe von (4) folgende 
Gleichung: 

(5) 

woraus unter anderem zu ersehen ist, daD rp' = rp wird fUr rp = 0 und rp = ± 90°, 
also am Aquator und an den Polen, wahrend rp' fUr alle anderen Orte auf der 
Erde numerisch kleiner ist als rp, da ja b < a. 

Aus (5) kann eine Reihenentwicklung abgeleitet werden, deren erste Glieder 
folgendes Aussehen haben, wenn die HELMERTschen Konstanten angewandt 
werden: 

rp' = rp - 11' 32".6 sin2rp + 1".2 sin4rp ... 
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Wenn man ferner den Radiusvektor C 5 des betreffenden Ortes auf der Erd
oberflache mit (} bezeichnet, erhalt man aus Abb. 75 folgende Formeln: 

x = e coscp' 
y = e sincp'. 

(6) 

Wenn wir diese Ausdrucke in die Gleichung (3) der Ellipse einsetzen, erhalten 
wir nach einer leichten Reduktion folgenden Ausdruck fUr e: 

o = a sec<p' (7) 
~ I 2 l! 1 + ~2 tg2 q/ 

wodurch wir also eine Formel zur Berechnung von e haben, wenn wir cpt kennen. 
In den groBen astronomischen Ephemeriden werden auBer cp auch cpt und log e 

fUr die verschiedenen Sternwarten gegeben. 
97. Die Kimmtie/e. Die Kimmtiefe fUr einen Punkt A (Abb. 76) in der Rohe h 

uber der Oberflache des Meeres ist der Winkel, den die Visierlinie zum Meeresrand 
mit der horizontalen Ebene bildet. Wenn die Visierlinie 

i<:-----H eine Gerade ware, wurde die Kimmtiefe also der Winkel 

c 

sein, den die Tangente A B mit der horizontalen Linie A H 
bildet, was dasselbe ist wie der Winkel A C B = iX. In 
dem rechtwinkligen Dreieck A C B hat man: 

oder: 
(} = ((} + h) CoSiX 

h 
seciX = 1 + -. 

(! 

Abb.76. Da nun die Rohe des Auges immer nur einen klein en 
Bruchteil des Erdradius ausmacht, wird iX so klein, 

daB man sich bei einer Reihenentwicklung damit begnugen kann, sec iX = 1 + i iX 2 

zu set zen, woraus: 

folgt. 
Diese Formel wird etwas modifiziert, wenn auf die 

genommen wird. Numerische Werte fUr die Kimmtiefe 
der Regel auf S. 40. 

Die tagliche Parallaxe. 

Refraktion Rucksicht 
erhalt man mit Rilfe 

98. Die tiigliche Parallaxe, wenn die Erde als Kugel vorausgesetzt wird. 1m 
allgemeinen versteht man unter Parallaxe die Richtungsanderung, die eine Visier
linie dadurch erleidet, daB der Beobachter den Platz wechselt. Die Parallaxe 
ist also ein Winkel, der seinen Scheitel in dem beobachteten Punkt hat. 

Wenn das Zentrum der Rimmelskugel von dem zufiilligen Standpunkt des 
Beobachters in das Zentrum der Erde verlegt wird, entsteht die Frage, welche 
Wirkung es auf das Resultat einer Beobachtung haben wurde, wenn sie vom 
Zentrum statt von der Oberflache der Erde aus angestellt worden ware. Das 
Zentrum kann einfach als ein Punkt dienen, auf den aIle Richtungen von der 
Oberflache der Erde reduziert werden konnen. 

Unter der tiiglichen Parallaxe fUr einen Punkt im Raum versteht man den 
Winkel, den die Visierlinie zum Punkt mit der Linie vom Zentrum der Erde zum 
Punkt bildet. Die beiden spharischen Koordinaten, durch die die letztgenannte 
Richtung ausgedruckt werden kann, nennt man geozentrische Koordinaten. 1m 
Gegensatz hierzu nennt man manchmal die von dem Ort auf der Erdoberflache 
ausgehende Richtung topozentrisch. 
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Man sieht sofort, daB dieser Winke~ wesentlich von der Entfernung des 
Punktes abhangt. Setzt man zunachst die Entfernung als bekannt voraus, 
dann ist es leicht, die Wirkung der Parallaxe auf die Koordinaten zu berechnen, 
besonders wenn die Erde als eine Kugel betrachtet wird. Die Erfahrung lehrt, 
daB es nur eine sehr begrenzte Anzahl Himmelskorper gibt, deren tagliche 
Parallaxe iiberhaupt merkbar ist, selbst fUr die feinsten Winkelmessungen, und 
fUr die allermeisten ist sie so klein, daB die Abplattung der Erde keine Rolle 
spielt. 

Abb. 77 stellt die Erdkugel dar mit dem Zentrum in C und dem Beobachter 
in 0; der verlangerte Erdradius Co wird dann nach oben auf das Zenit des Be
obachters zeigen (auf der Abbildung ist gleichzeitig 
der geozentrische Horizont H H parallel mit dem 
gewohnlichen astronomischen Horizont H' H' ein
gezeichnet). 5 ist ein Gestirn, und der Winkel 05 C =n 
ist die Parallaxe des Gestirns nach der obenstehen
den Definition. Da das Dreieck SoC in einer Ver
tikalebene durch den Beobachter liegt, so sieht man, 
daB die Parallaxe ausschlieBlich auf die Hohe oder 
die Zenitdistanz, nicht aber auf das Azimut wirkt. 
Man nennt sie deshalb oft Hohenparallaxe. Hat Abb. n. 
der Beobachter die wegen Refraktion korrigierte 
Zenitdistanz z' des Gestirns bestimmt, dann sieht man aus der Abbildung, 
daB die geozentrische Zenitdistanz z = z' -;J; ist. Zur Bestimmung von n hat 
man aus demselben Dreieck, wenn der Erdradius mit r und die geozentrische 
Entfernung C 5 des Gestirns mit a bezeichnet wird: 

. r., 
smn = - smz . 

a 

Die Parallaxe wird also wahrend der taglichen Bewegung des Gestirns ihren 
groBten Wert erreichen, wenn z' = 90°, das heiBt, wenn das Gestirn im Horizont 
steht. Diesen speziellen Wert nennt man Horizontalparallaxe; sie solI hier mit P 
bezeichnet werden. Man hat also: 

und sin n = sinP sinz'. 
sinP = .!...

a 

Da die Parallaxe in der Regel sehr klein ist, kann man in der letzten Gleichung 
in den allermeisten Fallen den Sinus durch den Bogen ersetzen, also: 

n = P sinz' = Pcosh' 

schreiben, wenn h' die topozentrische Hohe ist . 1st also die Horizontalparallaxe, 
die ausschlieBlich von den Dimensionen der Erde und der Entfernung des Gestirns 
abhangt, bekannt, so kann die Hohenparallaxe hieraus berechnet werden, wo
nach man: 

z =z' - n 
oder: 

h =h' + n 

hat, wo h die geozentrische Hohe ist. Dies ist die in § 31 angedeutete Korrektion, 
die bei gewissen Himmelskorpern an jede gemessene Hohe angebracht werden 
muB. Ebenso wie die Refraktion wirkt die Par all axe nur auf die Hohe, aber 
nicht auf das Azimut, und ebenso wie die Refraktion ist sie Null im Zenit und 
wachst nach unten gegen den Horizont, jedoch nach einem anderen Gesetz: 
Die Parallaxe ist dem Sin u s proportional, die Refraktion aber (bis ziemlich nahe 
dem Horizont) ist der Tangent e der Zenitdistanz proportional. 1m Gegensatz 
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zur Refraktion muB die Parallaxe immer zu der gem essen en Hohe addiert werden. 
Der Grund dafUr, daB jede gemessene Hohe auf das Zentrum der Erde reduziert 
werden muB, urn benutzt werden zu konnen, ist, daB die Koordinaten fUr Sonne, 
Mond und Planeten in den Jahrbiichern geozentrische sind. 

99. Bestimmung der Horizontalparallaxe. Die Bestimmung der Horizontal
parallaxe lauft natiirlich auf dasselbe hinaus wie die Bestimmung der Ent
fernung eines Himmelskorpers. Es kommt hier das gleiche Prinzip zur Anwen
dung, das auch auf der Erde benutzt wird, urn die Entfernung eines unzugang
lichen Punktes zu bestimmen, namlich eine Grundlinie zu messen, von deren 
Endpunkten aus man den Punkt sehen kann, und danach die beiden Winkel 
an der Grundlinie zu messen, wie es bei der Besprechung der Triangulation 
erklart wurde. 

Eine vollig unveranderte Anwendung dieser Methode wiirde erfordern, daB 
man von dem einen Endpunkt der Grundlinie aus den anderen sehen konnte, 
aber bei den Entfernungen, von denen hier die Rede ist, wiirde der Schnitt 
der beiden Visierlinien so spitz werden, daB man damit eine brauchbare Ent
fernungsbestimmung nicht erhalten konnte. Kennt man indessen die Dimensionen 
der Erde, so kann ein groBer Teil ihres Durchmessers als Basis benutzt werden. 

In Abb. 78 bezeichnen a und b zwei Beobachter, von denen der Einfachheit 
halber angenommen wird, daB sie sich auf demselben Meridian befinden. Der 
Himmelskorper 5 wird dann an beiden Stellen gleichzeitig kulminieren, so daB 
man gleichzeitige Bestimmungen seiner Meridianhohe erhalten kann. Sind z' 

Abb.78. 

und z~ die beiden topozentrischen, z und Zl 

S die entsprechenden geozentrischen Zenitdistan
zen, P die der Entfernung a entsprechende Hori
zontalparallaxe, so ist dem vorigen Paragraphen 
zufolge: 

z' - z = Psinz' 

z; - Zl = Psinz; . 

Hieraus erhalt man: 

P _ z' + zi - (z + Zl) 
- sinz' + sinz~ 

Nun sind die geozentrischen Zenitdistanzen jede fiir sich unbekannt, aber 
wie die Abbildung zeigt, sind ihre Summen gleich dem Meridianbogen zwischen 
den Orten, also bekannt, wenn die Polhohen der Orte bekannt sind; werden 
diese ffJ und ffJl genannt, so ist z + Zl = ffJ - ffJl' Hierdurch ist also alles auf 
der rechten Seite der Gleichung bekannt, so daB P berechnet werden kann, 
wonach die Entfernung aus der Gleichung a = r: sinP oder, wenn P sehr klein 
ist und in Bogensekunden ausgedriickt wird, aus: 

gefunden wird. 
Liegen zwei Orte nicht auf demselben Meridian, so muB natiirlich auch der 

Langenunterschied in Betracht gezogen werden. Sind die Beobachtungen nicht 
genau gleichzeitig, so konnen sie trotzdem benutzt werden, wenn man die Orts
veranderung des betreffenden Himmelskorpers relativ zu den Fixsternen in der 
betreffenden Zwischenzeit kennt. 

Unter der letzteren Voraussetzung kann die Methode auch in Anwendung 
kommen, ohne daB zwei verschiedene Beobachter notig sind. Wenn namlich 
ein und derselbe Beobachter zuerst den Ort des Himmelskorpers relativ zu den 
umgebenden Fixsternen am ostlichen Himmel bestimmt hat, braucht er nur 
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die Beobachtungen zu wiederholen, nachdem der Himmelskorper weit genug 
auf die westliche Seite des Meridians hinubergekommen ist. Da die Parallaxe 
namlich nur in der Vertikalebene wirkt, wahrend die Stellung des Himmels
korpers zum Horizont im Osten und Westen verschieden ist, so wird die par
allaktische Verschiebung relativ zu den Nachbarsternen fUr die beiden Falle 
verschieden und kann deshalb dazu dienen, die Parallaxe selbst zu bestimmen. 
Das heiBt also nichts anderes, als zwei gleichzeitige Beobachter durch einen 
zu ersetzen, der infolge der Rotation der Erde seinen Platz wechselt. 

Auf diese Weise hat man erstens gefunden, daB die tagliche Parallaxe der 
Fixsterne vollstandig unmerklich ist. Wie wir spater sehen werden, kann man 
fUr die Fixsterne uber eine Grundlinie disponieren, die mehr als 23 OOOmal groBer 
ist als der Durchmesser der Erde, da man den ganzen Durchmesser der Erd
bahn zur Verfugung hat, aber selbst dann ist es schwierig genug, ein brauch
bares Resultat aus einer so1chen Triangulation zu erhalten. Weiter hat es sich 
gezeigt, daB die Horizontalparallaxe fUr die Sonne und die Planeten nur einige 
wenige Bogensekunden betragt, 8".8 fUr die Sonne. Fur einige unter ihnen ist 
die Parallaxe so klein, daB die Bestimmung der Entfernung sehr unsicher sein 
wurde, wenn man darauf angewiesen ware, jede einzelp. fur sich auf die oben
genannte Weise zu bestimmen. Wie wir spater sehen werden, kennt man in
dessen auf andere Weise das Verhaltnis zwischen den Entfernungen der ver
schiedenen Planeten von der Sonne, so daB die Bestimmung einer dieser Ent
fernungen genugt, urn sie alle zu kennen. Urn die Kenntnis dieser einen mit 
groBtmoglicher Genauigkeit zu erhalten, hat man verschiedene Phanomene be
nutzt, die hin und wieder eintreffen und besonders gunstige Bedingungen fUr 
eine Parallaxenbestimmung schaffen. Auch diese werden spater behandelt werden 
(vgl. die §§ 152 bis 155). 

Nur fUr den Mond und einzelne Kometen erreicht die Horizontalparallaxe 
einen groBeren Betrag. Fur den Mond betragt sie ungefahr einen Grad. Sie 
variiert etwas im Lauf der Zeit zwischen 54' und 61'. Der Durchschnittswert 
ist ziemlich genau 57', dem eine Entfernung von 3438: 57 oder etwa 60 Erd
radien entspricht (vgl. § 133). 

Hat man nun auf die angedeutete Weise die Entfernung eines Himmels
korpers bestimmt, der im Fernrohr als Scheibe mit meBbarem Winkeldurch
messer erscheint, so konnen auch die wirklichen 
DimensionendesHimmelskorpers berechnet werden, ~ 
wie in Abb. 79 gezeigt ist, wo e der gemessene Winkel-
radius, a die Entfernung, und also der wirkliche ~ 
Radius: 

k = asine Abb.79. 

ist. 
Beim Mond hat die Parallaxe eine merkliche Wirkung auf seine scheinbare 

GroBe. Stellt man sich namlich vor, daB der Mond im Zenit steht, so ist er dem 
Beobachter 1 Erdradius naber, als wenn er (bei derselben Entfernung yom 
Zentrum der Erde) sich im Horizont befindet; da der Mond 60 Erdradien von 
der Erde entfernt ist, so wird der Winkeldurchmesser, der ungefahr 31' betragt, 
im ersten Fall urn ein Sechzigstel des Wertes, also eine halbe Bogenminute, 
groBer sein als im letzteren. 

Das steht scheinbar im Widerspruch mit der woblbekannten Erfahrung, daB 
nicht nur der Mond, sondern auch die Sonne und die scheinbare Distanz zwischen 
zwei Sternen in der Nahe des Horizonts deutlich groBer erscheinen als hoch 
am Himmel. Letzteres ist indessen eine reine Sinnestauschung, deren Erklarung 
nicht zur Astronomie gebort. 
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100. Die tiigliche Parallaxe eines Himmelskorpers in ex und o. Formeln zur 
Berechnung der taglichen Parallaxe in Rektaszension und Deklination fUr 
einen Himmelskorper konnen auf folgende Weise abgeleitet werden. 

In Abb. 80 denken wir uns einen Beobachtungsort (0) auf der Erdoberflache 
und einen Himmelskorper (5). Den Aquator denkt man sich in der xy-Ebene, 

Abb.80. x 

S mit der x-Achse gegen den Fruhlings
punkt gerichtet; die z-Achse sei die 
Polachse, e der Radiusvektor im Erd
korper, LI die Entfernung des Himmels
korpers vom Zentrum (C) der Erde, 
LI' seine Entfernung vom Beobachtungs
ort (0). Mit ex und 0 bezeichnen wir die 
geozentrisclze Rektaszension und Dekli
nation, mit ex' und 0' seine Rektaszension 
und Deklination vom Beobachtungsort 
aus gesehen. 

Wir erhalten dann folgende Ausdrucke fUr die geozentrischen, rechtwinkligen 
Aquatorkoordinaten (x, y, z) des Himmelskorpers: 

x = LI cosO cos ex 
y = LI cosO sin ex 
z = LI sin 0 

(1 ) 

und fur seine auf den Beobachtungsort bezogenen rechtwinkligen Aquator
koordinaten (x',y',z'): 

x' = LI' cos 0' cos ex' 
y' = LI' cos 0' sin cx' 
z' = ,1' sin 0' . 

(2) 

Wir betrachten jetzt die Erde nicht mehr als eme Kugel, sondern als ein 
Umdrehungsellipsoid. 

Wenn wir dann Ausdrucke fur die geozentrischen Aquatorkoordinaten (~, Yj, C) 
des Beobachtungsortes able it en wollen, so sehen wir, daB q/ die geozentrische 
Deklination des Beobachtungsortes ist. Ferner sehen wir aus der Abbildung, 
daB die Ebene durch die Z-Achse und die X-Achse der Deklinationskreis des 
Fruhlingspunktes ist, und die Ebene durch die Z-Achse und den Beobachtungs
ort der Meridian dieses Ortes ist. Der Winkel zwischen diesen beiden Ebenen 
ist deshalb dasselbe wie der Stundenwinkel des Fruhlingspunktes, dasselbe also 
wie die Sternzeit (e) im Beobachtungsaugenblick. Wir erhalten dann: 

Abb. 80 gibt jetzt: 

~ = e cos cp' cos fj 
r; = e cos cp' sin e 
1.; =~ e sin cp' . 

LI' cos 0' cos ex' = LI cos 0 cos ex - e cos cp' cos e 

(3 ) 

c1' COSO' sin ex' = LI coso sin ex - e coscp' sin f) (4) 
,1' sin 0' =c= ,1 sin 0 - e sin cp' , 

ein Gleichungssystem, das als die Fundamentalgleichungen des Parallaxen
problems bezeichnet werden kann. 

Wir kennen hier e, e und cp'. Wenn wir nun voraussetzen, daB wir die geo
zentrischen Koordinaten des Himmelskorpers L1, ex und 0 kennen, konnen wir 
also mit Hilfe von (4) LI', ex' und 0' berechnen. In der Regel sind es nur ex' und 0', 
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die Interesse haben, und ganz wie im Aberrationsproblem konnen wir auch hier 
eine Transformation der Formeln vornehmen, so daB wir einen direkten Aus
druck fiir den Unterschied zwischen topozentrischer und geozentrischer Rekt
aszension und Deklination erhalten. 

Wir multiplizieren die zweite der Gleichungen (4) mit cos iX, die erste mit 
sin iX und subtrahieren. Darauf multiplizieren wir die erste Gleichung mit cos iX , 

die Lweite mit siniX und addieren. Wir erhalten dann nach einer leichten Reduk
tion und unter Beriicksichtigung des Satzes: 

(-) - iX = t 
die beiden folgenden Formeln: 

und daraus 

LI' cos e')' sin (iX' - iX) = - e cos cp' sin t 
LI' cos e')' cos (iX' - iX) = LI cos e') - e cos f(!' cos t 

durch Division: e cos 'P' . t 
---SIn 
L1 coslJ 
e cosq/ 

1 - L1 coslJ cost 

(5) 

(6) 

Genau wie im Aberrationsproblem konnen wir hier in den allermeisten Fallen 
iX' - iX statt tg (iX' - IX) setzen. Ausnahmen: der Mond und einzelne Kometen, 

. 0 cos cp' 
die der Erde besonders nabe kommen. Ferner 1st der Ausdruck ~ 

LJ cOSu 

gewobnlich eine sehr kleine GroBe, da f! (die Entfernung des Beobachtungsortes 
vom Zentrum der Erde) sebr klein ist im Verbaltnis zu LI (der geozentrischen 
Entfernung des Himmelskorpers). Ausnabmen: wenn der Himmelskorper uns 
sehr nahe ist oder wenn cose') sebr klein ist (im letztgenannten Fall kann man 
ein anderes Koordinatensystem wablen). 

Deshalb konnen wir in den meisten Fallen statt (6) die einfachere Formel: 

, e cos cp' . 
iX - iX = ----smt 

L1 coslJ 
(7) 

schreiben, die uns also dann einen Ausdruck fiir die Parallaxe eines Himmels
korpers in Rektaszension gibt. 

Urn eine entsprechende Formel fiir die Par all axe in Deklination zu er
halten, gehen wir auf folgende Weise vor: In der zweiten der Formeln (5) konnen 
wir, da iX' - iX eine kleine GroBe ist, cos (iX' - IX) = 1 setzen. Die dadurch er
haltene Formel kombinieren wir mit der dritten der Formeln (4). Wir erhalten: 

LI' sin e')' = LI sin e') - e sin f(!' 
LI' cos e')' = Ll cos e') - f! cos f(!' cos t . 

Wir fiihren zwei HilfsgroBen f3 und y ein, die auf folgende Weise 
werden: f3 sin y = sin cp' 

f3 cosy = coscp' cost, 

wobei wir festsetzen, daB f3 immer positiv sein solI. 
Aus (8) erhalten wir dann: 

LI' sin e')' = LI sin e') - e f3 sin y 
LI' cose')' = LI cose') - e f3 cosy. 

(8) 

definiert 

(9) 

(10) 

Wir fiihren nun abnliche Operation en wie mit dem Gleichungssystem (4) aus 
und erhalten: 

LI' sin (()' - e'») = - ef3 sin (y - e'») 
LI' cos (()' - 0) = Ll - e f3 cos (y - 0) 

(11 ) 
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und durch Division: 

R.~ sin (y - ~) 
,1 

tg(~'-~)=- f3 . 
1 - ~- cos (y - ~) 

(12) 

Da Wlr ja kleine GraBen, die in bezug auf ~ von der zweiten Ordnung 

sind, vernachHissigen, so konnen wir das zweite Glied im Nenner streichen und 
auBerdem ~' - ~ statt tg W -~) schreiben, wodurch wir: 

~'- ~ = -!!}sin(y -~) 
erhalten oder, mit Hilfe von (9): 

~' ~ _ lJ sin'P' sin (y -~) 
- - - --,1- --s;n y--- . (13 ) 

Die beiden Gleichungen (7) und (13) enthalten die Losung unseres Problems, 
und es bleibt jetzt nur noch ubrig, den numerischen Wert der Koeffizienten 
in diesen beiden Gleichungen festzulegen. 

In unseren Ephemeriden ist e immer in Einheiten des Aquatorradius (a) 
des Erdkorpers ausgedruckt, L1 dagegen in Einheiten der halben groBen Achse 
der Erd bahn (der gewohnlichen astronomischen Uingeneinheit im Sonnen
system). Urn diese beiden GraBen in derselben Einheit ausgedruckt zu erhalten, 

mussen wir deshalb das Verhaltnis ~ in den Gleichungen (7) und (13) mit ~ 
multiplizieren, das ja aber dasselbe wie sinn ist, wenn wir die Aquatorial-Hori
zontal-Parallaxe der Sonne mit n bezeichnen (fUr die scharfe Definition dieser 
GroBe s. S. 197). Da n ein sehr kleiner Winkel ist (8".80), konnen wir in den 
Formeln n statt sinn schreiben. Wir erhalten dann endlich aus (7) u.nd (13) 
folgende Ausdrucke fUr die Parallaxe eines Himmelskorpers in Rektaszension 
und Deklina tion : 

, cr lJ cos 'P' . 
(X - (X = - --_. -smt 

j cos~ 

~' ~ _ .TlJ sinq/ sin (y - ~) 
- - ---;a--siny , 

(14) 

wo n also 8".80 ist, e die Entfernung des Beobachtungsortes vom Zentrum der 
Erde, in Einheiten des Aquatorradius der Erde, L1 die Entfernung des beob
achteten Himmelskorpers vom Zentrum der Erde in Einheiten der halben groBen 
Achse der Erdbahn, q/ die geozentrische Breite, t der Stundenwinkel des Himmels
korpers, und wo y mit Hilfe der Gleichungen (9) definiert ist. Numerisches Bei
spiel s. Anhang S. 515. 

Es ist zu beachten, daB (x' - (X und ~'- ~ die Korrektionen bedeuten, 
die man zu den geozen trischen Koordina ten addieren solI, urn die 
Koordinaten fur den Beobachtungsort zu erhalten. Wenn wir eine 
beo bach tete Position besitzen, mussen wir also (x' - (X und tJ' - tJ von 
dieser subtrahieren, urn die Beobachtung auf das Zentrum der 
Erde zu beziehen. Diese Operation ist es, die in dem Rechenbeispiel S.515 
im Anhang ausgefUhrt wird. Par (X und Par ~ sind also dasselbe wie (X - IX' 

und tJ - ~'. 
Wenn wir (x' und ~'statt (X und tJ kennen, kann (mit den oben gegebenen 

Ausnahmen) ganz dasselbe Formelsystem benutzt werden, da wir nur GraBen 
zweiter Ordnung vernachliissigen, wenn wir rechts in den Gleichungen (14) die 
Werte fUr (x' und tJ' statt (X und tJ einsetzen. 
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Rotation der Erde. 
101. Die Rotationszeit. DaB die tagliche Bewegung des Himmels von Osten 

nach Westen erklart werden kann durch die Annahme, unsere eigene Erde drehe 
sich urn dieselbe Achse und in derselben Zeit, aber in entgegengesetzter Rich
tung, bedarf keines naheren Nachweises, da nach dieser Hypothese die relative 
Bewegung selbstverstandlich genau dieselbe wird wie unter der Voraussetzung, 
daB sich alles mit dem unmittelbaren Eindruck ubereinstimmend verhielte. Aus 
der Hypothese der Rotation der Erde aber lassen sich mehrere theoretische 
Konsequenzen ableiten, die man mit der Erfahrung vergleichen kann. 

Dnter der Rotationszeit der Erde wird die Zeit verstanden, in der, nach dieser 
Hypothese, die Erde sich relativ zu einer festen Richtung einmal herumdreht. 
Da die Richtung zur Sonne sich urn ungefahr 1 Grad taglich andert, wird 
der Sonnen tag nicht mit dieser Definition ubereinstimmen; dagegen kann der 
Sterntag als sehr nahe damit ubereinstimmend betrachtet werden. Nun richtet 
sich zwar der Sterntag nach dem Fruhlingspunkt, der wegen der Prazession 
(und der - periodischen - Nutation) etwas beweglich ist, wodurch eigentlich 
eine kleine VerHingerung des Sterntages veranlaBt wird; da aber die Prazession 
im Laufe eines Tages nicht mehr als ungefahr SO": 366 = 0".136 betragt, dem 
0.009 Zeitsekunden der taglichen Bewegung entsprechen, spielt diese Verlangerung 
nur eine sehr geringe Rolle. Die Rotationszeit der Erde, die also sehr nahe das
selbe ist wie der Sterntag, enthalt deshalb 86164 Sekunden mittlerer Zeit. 

102. Die Erkliirung der ellipsoidischen Gestalt der Erde. In § 89 ist erwahnt 
worden, daB bei jeder gekriimmten Bewegung eine Zentrifugalkraft entsteht, 
deren Richtung jederzeit senkrecht zur Bewegungsrichtung, in diesem FaIle 
also auch senkrecht zur Rotationsachse, steht. SteIIt man sich die Erde zu
nachst stillstehend und kugelformig VOf, dann wird die Schwere gegen ihr 
Zentrum gerichtet sein; in einem Punkte B (Abb. 81) auf der Oberflache 
wird sie also die Richtung Be haben, und ihre Be
schleunigung kann durch eine gewisse Lange in dieser 
Richtung dargesteIIt werden, z. B. durch Be selbst. A 0 
Erhalt nun die Erde eine Rotation urn die Achse CD, 
dann entsteht so fort eine Zentrifugalkraft, die in B die 
Richtung B A ..1 CD hat; ihre Beschleunigung sei durch 
B A, in derselben Skala wie die Schwerebeschleunigung, C 
dargesteIIt. Die beiden auf B wirkenden Krafte konnen Abb.81. 

dann zu einer Resultante zusammengesetzt werden, deren 
Beschleunigung die Diagonale in dem Parallelogramm mit den Seiten B A und Be 
ist. Diese Anderung der Kraft ftihrt eine Abplattung der Erde herbei, infolge 
deren die Anziehung wiederum einen nach Richtung und GroBe etwas ver
schiedenen Wert annimmt. Die Resultante dieser modifizierten Anziehung und 
der Zentrifugalkraft, die nicht durch das Zentrum der Erde geht, bezeichnet 
die effektive Richtung der Schwere, die Vertikallinie also, wie sie durch Be
obachtung bestimmt werden kann. Wenn nun die Erde von der Beschaffenheit 
ist (oder gewesen ist), daB sie ihre Form nach den wirkenden Kraften annimmt 
(angenommen hat), so wie das Meer jetzt, so miiBte ihre Oberflache iiberall senk
recht zur effektiven Richtung der Schwere stehen, also eine Abweichung von 
der KugelgestaIt genau von der Beschaffenheit erhalten, die sie nach unseren 
Erfahrungen wirklich hat. Eine soIche Betrachtung war es, die seiner zeit 
NEWTON zu der Vermutung von der Abplattung der Erde fiihrte (§ 94). Die 
von CLAIRAUT gegebene mathematische Theorie der Vermutung von NEWTON 
zeigt eben, daB die Erdoberflache ein abgeplattetes Rotationsellipsoid ist, 
wenn die zweite Potenz der Abplattung vernachlassigt werden darf. 
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103. Die Schwerebeschleunigung. Die Zentrifugalkraft wirkt indessen nicht 
allein auf die Richtung der Schwere, sondern auch auf ihre lntensitat, und 
fiir eine kugelformige Erde ist diese Wirkung leicht zu berechnen. 1st rp 
die Breite des Punktes B, G die Schwerebeschleunigung auf der stillstehenden 
Erde, die in der Abb. 81 durch BC dargestellt ist, c die Beschleunigung der 
Zentrifugalkraft B A, so sieht man, daB letztere eine Komponente BF = c cosq> 
hat, die entgegengesetzt BC wirkt. Bezeichnet also g die Schwerebeschleunigung 
in dem Punkte B, wie sie durch Beobachtung gefunden wird, so ist bei Ver
nachHissigung der zweiten Potenz der kleinen GroBe c: G: 

g = G - c cos rp . 

Wenn die Bewegung mit der Geschwindigkeit v in einem Kreise mit dem 
Radius r vor sich geht, so ist nach § 89 die Beschleunigung der Zentrifugalkraft 
c = v2/r; hier, wo die Geschwindigkeit gleichmaBig ist, kann sie bequem durch 
das Verhaltnis der ganzen Peripherie zu der Umlaufszeit U, also durch 
v = 2n r: U, ausgedriickt werden; eingesetzt gibt dies: 

4n2 r 
c =[J2. 

In unserem Fall ist U die Rotationszeit der Erde und r der Radius des 
Parallelkreises; in der Abbildung ist BD = a cosrp, wenn a der Erdradius ist. 
Setzt man diesen Wert und danach den Wert von c in die Gleichung fiir g ein, 
so erhalt man: 

4 n2 a cos2 <p 
g=G---U2--· 

Dieser Ausdruck kann noch nicht zur Bestimmung von g benutzt werden, 
da G nicht bekannt ist; wenn aber go die Schwerebeschleunigung am Aquator 
bezeichnet, wo rp = 0, also cos 2 rp = 1, dann geht die Gleichung in: 

4 n2 a 
go = G - ---yj2 

iiber, und durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen erhalt man: 

4n2 a 
g - go = -[J2- (1 - cos2 rp) , 

also: 
_ 4n2 a . 2 

g - go + TJ2 SIll rp. 

Unter den gegebenen Voraussetzungen sollte man also hieraus iiberall auf 
der Erde die Schwerebeschleunigung berechnen konnen, wenn nur ihr Wert am 
Aquator durch Beobachtung bestimmt ist; je weiter man sich vom Aquator 
entfernt, desto groBer wird die Schwere, bis sie an den Polen, wo die Zentrifugal
kraft gleich Null ist, ihr Maximum erreicht. 

Hierzu ist jedoch folgendes zu bemerken. Da dieselbe Zentrifugalkraft bereits 
im voraus eine Abweichung von der hier vorausgesetzten Kugelgestalt hervor
gerufen hat, wird, wie schon oben bemerkt wurde, die Anziehung eine andere. 
Die Anderung hangt auBer von der GroBe der Abplattung noch von der Massen
verteilung im Erdinnern abo Ein Beobachter unter hoher Breite wird dem Kern 
der Erde wegen ihrer Abplattung etwas naher sein, ein Beobachter unter niedriger 
Breite dagegen etwas weiter davon entfernt, als hier vorausgesetzt ist. Wenn die 
Anziehung, die die Schwere genannt wird, ihren Ursprung hauptsachlich in diesem 
inneren Kern hat, so muB man aus diesem Grund auch einen entsprechenden Zu
wachs in der GroBe der Schwere vom Aquator zu den Polen erwarten. Wie groB 
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dieser ist, kann nicht ohne Kenntnis der Verteilung der Massen im Innern der 
Erde berechnet werden, und hieriiber weiB man nur, daB die Dichte nach innen 
zunimmt, aber nicht nach welch em Gesetz. Unter derselben Voraussetzung aber 
wie oben, namlich der, daB die zweite Potenz der Abplattung auBer Betracht 
gelassen werden darf, kann nachgewiesen werden, daB auch dieser Zuwachs der 
Schwere dem Quadrat des Sinus der Breite proportional ist. Was man nach dieser 
Theorie erwarten kann, ist also, daB die Schwerebeschleunigung durch einen solchen 
Ausdruck wie den obengenannten dargestellt werden kann, nur mit einem etwas 
groBeren Koeffizienten fUr das zweite Glied als dem dort angefUhrten 4:n 2 a: U2. 
Der Wert dieses Koeffizienten kann leicht berechnet werden; a bezeichnet den 
Radius des Aquators, also ist a = 637800000 cm; da die fUr die Schwerebeschleu
nigung benutzte Zeiteinheit die Sekunde mittlerer Zeit ist, so muB man auch U 
darin allsdriicken, also U = 86164s. Wird dies eingesetzt, so erhalt man: 

4:n 2 a : U2 = 3.3915 cm in der Sekunde. 

104. Schweremessungen. Die Erfahrung lehrt nun folgendes. 
Zur Bestimmung der Schwerebeschleunigung benutzt man ein F adenpendel 

oder ein Reversionspendel, die beide die Eigenschaft haben, daB man aus ihren 
Massen die reduzierte PendelHinge, d. h. die Lange l desjenigen Pendels ableiten 
kann, das dieselbe Schwingungsdauer hat wie das physische Pendel (vgl. S. 10). 
Das Fadenpendel besteht aus einem diinnen an einer Schneide befestigten Faden 
und einer schweren Kugel. Das Reversionspendel hat an den Enden einer mog
lichst starren Stange je ein schweres und ein leichtes Gewicht. In der Nahe 
einer jeden dieser Gewichte, aber zwischen ihnen ist je ein Schneidenkorper 
derart an der Stange befestigt, daB die beiden Schneiden parallel und einander 
zugewandt sind. Die Schneid en sind sowohl beim Fadenpendel wie beim Rever
sionspendel aus Achat und ruhen auf Achatplatten, so daB die Pendel, wenn sie 
einmal in Gang gesetzt sind, lange Zeit weiter schwingen. Das Reversionspendel 
muB so abgestimmt werden, daB die Schwingungszeiten auf beiden Schneiden, 
also einmal schweres Gewicht oben und dann schweres Gewicht unten, einander 
genau gleich sind. Beim Fadenpendel ist die reduzierte Pendellange l gleich der 
Fadenlange plus einiger kleiner Verbesserungen. Beim Reversionspendel ist l 
gleich dem Schneidenabstand. Die Schwingungszeiten der Pendel kann man durch 
Vergleich mit einer Uhr, deren Gang durch astronomische Beobachtungen bestimmt 
ist, mit groBer Genauigkeit ermitteln. Der vorher (S. 10) benutzten Formel 

liT T =:n ; g zufolge hat man dann: 

wenn T die Schwingungszeit des Pendels und l seine reduzierte Lange ist. Da 
die genaue Bestimmung dieser Lange schwierig ist (sie muB auf ± 0.01 mm er
folgen), sind solche absoluten Bestimmungen nur an verha1tnismaBig wenigen 
Stellen ausgefiihrt worden; fUr die iibrigen begniigt man sich mit relativen 
Bestimmungen, d. h. man laBt ein unveranderliches moglichst einfaches Pendel 
sowohl auf einer Basisstation, wo eine absolute Messung gemacht ist, als auch 
auf vielen Feldstationen schwingen; da l hierbei iiberall (natiirlich unter gebiihren
der Riicksichtnahme auf den EinfluB der Temperatur und mehrerer anderer Ver
besserungen) gleich groB ist, so wird: 

T~asis 
gFeld = gBasis T 2- • 

Feld 

Solche Beobachtungen sind an einer groBen Zahl von Orten ausgefUhrt worden. 
Dabei hat sich gezeigt, daB, ebenso wie die Richtung der Schwere, den 

Stromgren, Lehrbuch cter Astronomie. 10 
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Gradmessungen zufolge (vgl. § 95), haufig mit kleinen, lokalen Abweichungen be
haftet ist, dasselbe auch mit der In tensi ta t der Schwere der Fall ist; bis auf 
eine Ausnahme aber haben beide den Charakter der Zufalligkeit. Die Ausnahme 
besteht darin, daB man an Kiisten die Schwere etwas groBer findet als unter 
derselben Breite im Binnenlande und auf isolierten Inseln im Ozean noch erheb
lich groBer. Fiir das Festland konnen die Beobachtungen nach HELMERT mit 
groBer Annaherung durch folgende Formel dargestellt werden: 

g = 978.030 + 5.186 sin2!p = 978.030 (1 + 0.005302 sin2!p). 

Die Einheit, in der g ausgedriickt ist, ist cm sec- 2. Sie wird gal genannt (zu 
Ehren von GALILEI). Hieraus sieht man, daB der Koeffizient des zweiten Gliedes, 
der 3.4 sein sollte, wenn er nur von der Zentrifugalkraft herriihrte, infolge der 
Abplattung und der Dichtezunahme im Erdinnern auf 5.2 gestiegen ist, also urn 
gut die Halfte seines Betrages. 

DaB die Dichte der Erde nach innen zunimmt, kann durch Versuche direkt 
nachgewiesen werden. Auf verschiedene Weise, durch sehr genaues Wagen einer 
kleinen Masse, auf deren Gewicht die Anziehung einer Masse von bekannter 
Dichte, z. B. einer Bleikugel, einmal in der Richtung der Schwere, dann in der 
entgegengesetzten Richtung wirkt, oder durch die Ablenkung eines empfind
lichen Torsionsapparates durch eine solche Kugel, kann man deren Anziehung 
mit der Schwere, also mit der gesamten Anziehungskraft der Erde (Anziehung 
weniger Zentrifugalkraft), vergleichen. Dabei hat man gefunden, daB die durch
schnittliche Dichte der Erde 5.5mal die des Wassers ist; da nun die durch
schnittliche Dichte der Erdkruste (spezifisches Gewicht gewohnlicher Steine) 
nicht mehr als die HaIfte davon betragt, so muB die Dichte im Innern bedeutend 
groBer sein. 

105. Das CLAIRAuTsche Theorem. Die obengenannte theoretische Untersuchung 
des Einflusses der Abplattung auf die Schwere fiihrt zu folgendem Satz, den 
man das CLAIRAuTsche Theorem nennt. Bezeichnet der Kiirze wegen: 

{J den Zuwachs der Schwere vom Aquator zu den Polen, dividiert durch go, 
'Y das Verhaltnis zwischen der Beschleunigung der Zentrifugalkraft und der 

Schwere, beide Male am Aquator, also: 

(X die Abplattung der Erde, 
so ist, wenn Potenzen und Produkte dieser kleinen GroBen auBer Betracht ge
lassen werden: 

IX + fJ =~-'Y . 
Man kann also aus Pendelbeobachtungen die Gestalt der Erde bestimmen. 

Wird der in HELMERTS Formel angefiihrte Wert fJ = 0.005302 und 'Y = 3.3915 
: 978.030 = 0.0034677 eingesetzt, so erhalt man (X = 0.003367 = 1/297 • Durch 
Mitnahme von Gliedern zweiter Ordnung hat HELMERT 1/298 gefunden (vgl. § 95). 

106. Die Abweichung fallender Kiirper nach Osten. Die lineare Geschwindig
keit von Westen nach Osten, die ein Punkt durch seine Teilnahme an der Rota
tion erhalt, ist urn so groBer, je entfernter der Punkt von der Rotationsachse ist. 
Die Spitze eines hohen Turms hat deshalb eine groBere Geschwindigkeit gegen 
Osten als der FuB, und wenn man einen Korper von der Spitze herunterfallen 
laBt, so gibt sich seine Beteiligung an der groBeren ostlichen Geschwindigkeit 
darin zu erkennen, daB er nicht auf den vertikal unter der Spitze liegenden 
Punkt fallt, sondern etwas ostlich davon. 
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Es solI hier nur angefUhrt werden, daB man unter Vernachlassigung des Luft
widerstands, also bei Berechnung der Fallzeit fUr den leeren Raum, fUr die Fall
bOhe h und die Breite cp: 

die ostliche Abweichung in Millimetern = 0.022 hilt coscp 

findet, wenn h in Metern ausgedriickt ist. 
Versuche, die zu verschiedenen Zeiten ausgefUhrt sind, zeigen, daB auch hier 

die Erfahrung mit der Theorie iibereinstimmt, wenn auch verschiedene Fehler
quellen, die schwierig zu eliminieren sind, bei den Versuchen existieren. 

107. Der FOUCAuLTsche Pendelversuch. Endlich fiihrt die Hypothese von der 
Rotation der Erde zu einem interessanten SchluB, der ebenfalls mit der Erfahrung 
iibereinstimmt, und der unter der entgegengesetzten Voraussetzung ganz uner
klarlich ware. 

Ein Pendel, das vollstandig frei in allen Richtungen schwingen kann, eine 
Kugel z. B., die an einer diinnen Schnur aufgehangt ist, wird, einmal in Gang 
gesetzt, ihre Schwingungsebene unverandert beibehalten, so lange sie keinem 
auBeren Zwang ausgesetzt wird. Wird ein solches Pendel an einem der Erdpole 
aufgehangt, so beeinfluBt die Drehung der Erde unter ihm die Richtung der 
Schwingungsebene nicht. Der Apparat, in dem das Pendel aufgehangt ist, wird 
natiirlich an der Umdrehung der Erde teilnehmen, dies aber wird nur bewirken, 
daB eine Drehung der Schnur entsteht, der diese gleich nachgibt. Wenn also 
das Pendel zu Anfang in der Richtung eines bestimmten Sterns in Gang gesetzt 
wird, dann wird es dauernd auf den Stern zeigen, so lange die Schwingungen 
anhalten. Fiir einen Beobachter, der sich die Richtung der Schwingungsebene 
relativ zu Gegenstanden auf der Erdoberflache merkt, muB es den Anschein 
haben, als drehte die Schwingungsebene sich bestandig nach Westen mit einer 
Geschwindigkeit von 15 0 in der Stunde. 

1st das Pendel dagegen am Aquator aufgehangt, so kann sich keine der
artige Wirkung zeigen. Die Lage der Schwingungsebene im Raum wird wohl 
eine Veranderung durchmachen, wenn die Vertikallinie wegen der Rotation 
ihre Stellung andert, aber relativ zur Erdoberflache wird keine Anderung ein
treten. 

Das Verhalten an einem Punkt zwischen dem Aquator und den Polen kann 
durch Anwendung des in § 86 iiber die Zerlegung von Rotationsgeschwindigkeiten 
Gesagten gefunden werden. In Abb. 82 ist P der Nordpol der Erde, A ein Punkt 
auf der Breite qJ, in dem das Pendel aufgehiingt ist. 
Die wirkliche Rotation der Erde geht dann urn die 
Achse C P vor sich, mit einer Geschwindigkeit, die in 
der Abbildung durch das Linienstiick C p = 15 0 in der 
Stunde dargestellt ist; diese Rotation kann aber 
durch zwei gleichzeitige Rotationen urn die beiden 
zueinander senkrechten Achsen C A und C B ersetzt 
werden, wenn nur die Geschwindigkeiten nach dem 
Parallelogramm, in dem C p die Diagonale ist, ge

p 

Abb.82. 

wahlt werden, so daB die erste mit der Geschwindigkeit C a, die andere mit 
der Geschwindigkeit C b vor sich geht. Jetzt sieht man, daB A sich der Rotation 
von C B gegeniiber im Aquator befinden wird, so daB diese Rotation ohne Wir
kung auf die Schwingungsebene bleibt; dagegen wird die Rotation urn C A mit 
ihrem vollen Betrag wie eine scheinbare Drehung der Pendelebene wirken. Da 
nun C a = C P sin qJ , so sieht man, daB die Schwingungsebene fiir ein Pendel 
auf der Breite qJ sich mit einer Geschwindigkeit von 15 0 sin qJ in der Stunde 
gegen Westen drehen wird. 

10* 
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Dieser Versuch wurde von FOUCAULT ausgedacht und zum erstenmal von 
ihm im Jahre 1851 zur Ausfiihrung gebracht mit einem 67 m langem Pendel, 
das in Paris unter der Pantheonkuppel aufgehangt war. Die Erfahrung stimmte 
vollkommen mit der Theorie iiberein. 

Bei der AusfUhrung des FOUCAULTschen Pendelversuchs muB genau darauf 
geachtet werden, daB das Pendel wirklich in einer Ebene schwingt. Erhalt namlich 
das Pendel, wenn man es aus einer extremen Lage loslaBt, die geringste Seiten
bewegung, so daB dadurch sein unteres Ende eine gekriimmte ovale Bahn be
schreibt (konische Pendelbewegung), so entsteht ein Phanomen ganz anderer 
Natur. Die Pendelebene (das ist die Vertikalebene durch die beiden extremen 
Lagen des Pendels) dreht sich dann in derselben Richtung, die das Pendel in 
seiner gekriimmten Bahn beschreibt. Hat man z. B. ein Pendel von 3 m Lange, 
das 10° zu beiden Seiten der Mittelstellung ausschwingt, in seiner tiefsten Stel
lung aber 1 mm von der VertikaIlinie abweicht, dann dreht sich die Pendel
ebene ungefahr 8° in der Stunde. Je nachdem das Pendel, wahrend es sich 
vom Beobachter entfernt, links oder rechts von der VertikaIlinie schwingt, wird 
dies wie ein Zuwachs oder eine Verminderung zu der durch die Rotation der 
Erde hervorgebrachten scheinbaren Drehung wirken, die z. B. auf der Breite 50° 
ungefahr 111/2 ° betragt. 

108. Sonstige Phiinomene, die von dey Rotation dey Eyde abhiingen. Die Be
trachtung, die dem FOUCAuLTschen Pendelversuch zugrunde liegt, enthalt auch die 
Erklarung einer ganzen Reihe von Naturphanomenen, die unter der folgenden 
Regel zusammengefaBt werden konnen: J ede Bewegung langs der Erdoberflache 
wird infolge der Rotation der Erde auf der nordlichen Halbkugel eine Ab
weichung nach rechts erhalten oder, im FaIle eines Hindernisses, einen Druck 
nach rechts ausiiben; auf der siidlichen Halbkugel nach links. Dies ist z. B. der 
Fall bei den groBen Meeresstromungen und bei Winden, die langere Zeit hin
durch in derselben Richtung wehen, z. B. Passatwinde und Monsune. 

Denkt man sich eine Kanonenkugel, vom Nordpol der Erde gegen eine Scheibe 
z. B. in 5 km Entfernung abgeschossen, so wird die Kugel nicht die Scheibe 
treffen, sondern westlich daran vorbeigehen, weil die Scheibe, die an der Rotation 
der Erde teilnimmt, sich in der Zwischen zeit nach Osten bewegt hat-. Fiir den 
Beobachter wird es also aussehen, als hatte die Bahn der Kugel eine Abweichung 
nach rechts. Steht umgekehrt die Scheibe im Pol und die Kanone 5 km davon 
entfernt, dann erhalt die Kugel auBer der SchuJ3geschwindigkeit auch noch eine 
Geschwindigkeit nach Osten, die der Kanone eigen ist, nicht aber der Scheibe; 
folglich wird die Kugel auch in diesem Fall rechts an der Scheibe vorbeigehen. 
Beim Aquator dagegen, wo die Geschwindigkeit wegen der Rotation ihr Maximum 
hat, ist sie in der nachsten Nachbarschaft so wenig verschieden davon, daB 
keine solche Wirkung zu mer ken ware. Am Siidpol ist die Drehung der Erde 
von Westen nach Osten dieselbe wie am Nordpol; fiir den Beobachter aber 
werden rechts und links vertauscht sein. 

Hieraus folgt, daB die Regel fUr Punkte zwischen Pol und Aquator dieselbe 
wird wie fiir das FoucAuLTsche Pendel, und daB es fUr die Abbiegung nach rechts 
oder links gleichgiiltig ist, ob die Bewegung in der Richtung Nord-Siid oder in der 
Richtung Ost-West oder in einer dazwischenliegenden Richtung anfangt. Natiir
lich wird die GroBe der Abbiegung von dem Verhaltnis der Wind- oder Strom
geschwindigkeit zur Oberflachengeschwindigkeit und deren Anderung mit der 
Breite abhangen. Die Lange des Parallelgrades (s. § 95) gibt an, wieweit ein 
Punkt der Erdoberflache in 4 Minuten Sternzeit gegen Osten wandert. Will 
man die Geschwindigkeit in Metern pro Sekunde ausgedriickt haben, muB die 
angefiihrte Zahl mit 1000 multipliziert und durch die Anzahl Sekunden 
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mittlerer Zeit in 4m Sternzeit, also 239.345, dividiert, d. h. mit 4.178 multi

pliziert werden; 5 km yom Pol entfernt betragt die Geschwindigkeit nur !l 5000 m 
oder 36 cm in der Sekunde. S 

Weltsysteme. 
109. Das Altertum. Die Erklarung der Planetenbewegungen, wie wir sie in 

fruheren Kapiteln geschildert haben, hat im Laufe der Zeit groBe Schwierigkeiten 
verursacht. Die Anschauungen des Altertums hieruber find en sich entwickelt in 
einem Werk, genannt "Das mathematische System", dessen Verfasser CLAUDIUS 
PTOLEM.AUS in der ersten Halfte des zweiten Jahrhunderts n. Chr. in Alexandria 
lebte. Er nahm an, daB die Erde im Mittelpunkt der Welt stillstehe, und urn 
sie herum lieB er die Himmelskorper sich bewegen, die man damals (und lange 
Zeit nachher) die 7 Planeten nannte, und zwar in der folgenden Reihenfolge: 
Mond, Merkur, Venus, Sonne, Mars, Jupiter und Saturn. Unmittelbar auBerhalb 
der Sphare des Saturn stellte er sich die Fixsterne auf einer Kugelflache, das 
Firmament genannt, befestigt vor. AuJ3er der Bewegung des Ganzen von Osten 
nach Westen im Laufe eines Tages hatten die 7 Planet en jeder eine Bewegung 
fUr sich. 

Hierbei ging er von dem Axiom aus, daB jede Bewegung im Weltenraum in 
Kreisen und mit gleichformiger Geschwindigkeit vor sich geht. Wendet 
man diesen Grundsatz auf die Sonne an, so findet man gleich einen Widerspruch. 
Denn wenn die Erde im Zentrum eines Kreises stehen soIl, auf dessen Peripherie 
die Sonne in einem Jahr mit gleichmaBiger Geschwindigkeit wandert, stimmt 
dies nicht mit der Erfahrung uberein, daB die Winkelgeschwindigkeit der Sonne 
im Laufe des Jahres etwas veranderlich ist. Mit einer fur die Beobachtungen 
der damaligen Zeit ausreichenden Genauigkeit kam man aber hieruber hinweg, 
indem man den Standpunkt der Erde etwas auJ3erhalb des Zentrums des 
Kreises annahm, wodurch die gleichmaBige Bewegung bald aus groJ3erer, bald 
aus kleinerer Entfernung gesehen wurde. Dies Mittel, der exzentrische Kreis, 
wurde sowohl damals wie auch spater vielfach gebraucht, urn gewisse Ungleich
maJ3igkeiten in der Bewegung der Sonne und anderer Himmelskorper zu erklaren. 

Fur die Planeten aber reichte dies Mittel naturlich nicht aus, da die retro
grade Bewegung nie entstehen kann, wenn die Erde sich uberhaupt innerhalb 
der Peripherie des Kreises befindet. Urn diese Schwierigkeit zu uberwinden, 
fUhrte man ein wei teres Hilfsmittel, den Epizykel ein, der auch sehr vie I benutzt 
wurde. Es ist dies ein kleinerer Kreis, auf des sen Peripherie der Planet sich 
vorwarts bewegt, dessen Zentrum sich aber gleichzeitig auf der Peripherie des 
groBeren Kreises urn die Erde vorwarts bewegt. Der letztgenannte Kreis hieJ3 
der Deferent. Bei einer passenden Wahl von Radien und Geschwindigkeiten in 
den beiden Kreisen konnte man in groBen Ziigen den Beobachtungen genugen. Es 
kam auch vor, daB man noch einen dritten Kreis, einen kleineren Epizykel, 
einfUhren muBte. Wenn man sich diesen ProzeB fortgesetzt denkt, erhalt man 
in der Tat Ausdrucke fUr die Bewegung der Planeten, die dieselbe Form haben 
(trigonometrische Reihen mit abnehmenden Koeffizienten) wie die Ausdriicke, 
die in dem Zweikorperproblem (s. S. 219 bis 221) abgeleitet werden. 

PTOLEM.AUS' Theorie genoB das ganze Mittelalter hindurch groBes Ansehen. 
Als die Astronomie in Europa in VerfaIl geriet, wurde sie von den Arabern aufge
nommen, die im 9. Jahrhundert PTOLEM.AUS' Werk iibersetzten. Durch die Mauren 
in Spanien wurde diese ara bische Ubersetzung unter dem N amen Almagest in West
europa bekannt. 1m 12. J ahrhundert wurde der Almagest ins Lateinische ubersetzt. 
Dies ist der Grund dafUr, daB so viele Sternnamen und technischen Ausdrucke der 
Astronomie arabischen Ursprungs sind. Die lateinische Ubersetzung des Almagest 
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ist gleichzeitig dadurch bemerkenswert, daB sie das erste lateinische Buch ist, 
in dem die jetzt gebrauchlichen indischen oder arabischen Zahlen vorkommen. 
Der griechische Text des Ptolemaus wurde erst spater in West europa bekannt; 
er wurde zum erstenmal im Jahre 1538 gedruckt. Eine griechische Ausgabe 
des Almagest wurde 1898 bis 1903 von J. L. HEIBERG herausgegeben; diese ist 
spater von MANITIUS ins Deutsche iibersetzt worden. 

110. COPERNICUS. DieErkliirung der scheinbarenBewegungen der Planeten. Bereits 
im Altertum waren einzelne Manner darauf aufmerksam geworden, daB die Er
klarung in vieler Beziehung einfacher werden wiirde, wenn man die Sonne statt 
der Erde als Mittelpunkt der Bewegung annehmen wiirde; der Gedanke kam 
jedoch erst zum Durchbruch, als NICOLAUS COPERNICUS auf der Grundlage dieser 
Hypothese eine voIlstandige Theorie ausgearbeitet hatte. Sein Werk dariiber 
erschien in seinem Todesjahre 1543. 

Ebenso wie PTOLEMAUS geht COPERNICUS von der gleichmaBigen und kreis
formigen Bewegung aus. Urn die Sonne herum bewegen sich die Planeten in 
exzentrischen Kreisen in folgender Reihenfolge: Merkur, Venus, Erde, Mars, 
Jupiter und Saturn. Der Mond scheidet aus der Reihe der Planeten aus, in
dem er sich in einem exzentrischen Kreise urn die Erde herum bewegt. Das 
siderische Jahr (§ 53) bezeichnet jetzt die Umlaufszeit der Erde urn die Sonne. 
AIle Bewegungen sind vorwarts gerichtet, und die Geschwindigkeit eines Planeten 
wird urn so groBer angenommen, je naher er der Sonne ist. Die Bahnebenen 
der Planeten bilden nur kleine Winkel miteinander, und COPERNICUS nahm an, 
daB aIle Bahnebenen nicht durch die Sonne, sondern durch das Zentrum der 
Erdbahn gehen. Fiir Fixsterne muBte er eine bedeutend groBere Entfernung 
voraussetzen, als man bisher angenommen haUe; denn wenn die Erde im Laufe 
eines Jahres eine Bahn von bedeutender Ausdehnung durchlauft, so muB die 
Visierlinie zu einem Punkt im Raum im Lauf des Jahres eine Richtungsanderung 
erleiden; es wird mit anderen Worten eine jiihrliche Parallaxe entstehen, die 
sich dadurch zu erkennen geben miiBte, daB die Koordinaten eines Fixsterns, 
durch Beobachtung zu verschiedenen Zeiten des Jahres bestimmt, je nach der 
J ahreszeit verschieden ausfaIlen. Da nun weder COPERNICUS noch sonst jemand 
etwas Derartiges bemerkt hatte, war kein anderer Ausweg vorhanden, als die 
Entfernung so groB vorauszusetzen, daB die jahrliche Parallaxe fiir die Beob
achtungen der damaligen Zeit unmerklich sein miiBte, ebenso wie man bereits 
vorher wuBte, daB die tagliche ParaIlaxe der Fixsterne unmerklich ist. 

DaB die Erklarung schwieriger Punkte auf diese Weise bedeutend einfacher 
wird, ist leicht einzusehen. Erstens wird die Teilung der Planeten in obere und 

Abb.83. 

untere einfach von der SteIlung der Erde in der Planeten
reihe abhangen. Wenn die beiden unteren Planeten 
Merkur und Venus niemals eine bestimmte groBte Elon
gation von der Sonne iiberschreiten, so riihrt das daher, 
daB ihre Bahnen innerhalb der Erdbahn liegen. In 
Abb. 83 bezeichnen die beiden Kreise die Bahn der 
Erde und die eines unteren Planeten. Zieht man von 
dem Ort der Erde in a die Tangenten an die Planeten
bahn, dann bezeichnen die Beriihrungspunkte A und B 
den Ort des Planeten in der groBten ostlichen und 
groBten westlichen Elongation. Werden die beiden Kreise 
(mit den Radien r und R) als konzentrisch vorausgesetzt, 

dann wird die groBte Elongation e durch die Gleichung r = R sine bestimmt. Fiir 
Venus, deren groBte Elongation nie viel von 46° (der zugehorige Sinus ist 0.72) 
abweicht, werden die wirklichen VerhaItnisse nicht viel von dieser Voraus-
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setzung abweichen; die Bahn Merkurs dagegen, bei der die gr6Bte Elongation 
im Lauf der Zeit zwischen 18° und 28° variieren kann, muB als bedeutend 
exzentrischer liegend gedacht werden. 

Bezeichnet der innere Kreis in Abb. 83 die Erdbahn 
und der auBere die Bahn eines der oberen Planet en , so 
sieht man gleich, daB ein so1cher im Lauf der Zeit in alle 
m6glichen Elongationen von der Sonne kommen kann. 

Die Erklarung fiir die retrograde Bewegung, die alle 
Planeten in gewissen Zwischenraumen haben, fuBt auf 
der Annahme, daB ein innerer Planet sich mit gr6Berer 
Geschwindigkeit bewegt als ein auBerer. In Abb. 84, wo 
der Pfeil die rechtlaufige oder direkte Bewegung kenn
zeichnet, geht der innere Planet von A bis B, wenn 
gleichzeitig der auBere das kiirzere Stiick von a bis b 

(L 

Abb.84. 

geht; ob nun der auBere oder der innere Kreis die Bahn der Erde darstellt, man 
sieht, daB die Visierlinie ihre Lage in der Richtung der rechtlaufigen Bewegung 
geandert hat. Dies wird folglich immer stattfinden, wenn die Erde und der be
trachtete Planet sich auf verschiedenen Seiten der Sonne befinden; fiir einen 
oberen Planet en also, wenn er in Konjunktion ist, fiir einen 
unteren, wenn er in 0 berer Konjunktion mit der Sonneist. 

Zugleich zeigt die Abb. 84, daB der Austritt eines 
unteren Planeten aus den Sonnenstrahlen nach der oberen 
Konjunktion in der Richtung bB erfolgt, also links von 
der Sonne, d. h. der Planet kann im Westen nach Sonnen
untergang als Abendstern gesehen werden; wird dagegen 
ein oberer Planet nach der Konjunktion sichtbar, so 
kommt er in der Richtung B b hervor, fiir den Beobachter 
rechts von der Sonne, so daB der Planet vor Sonnen
aufgang im Osten gesehen werden kann - alles in Dber
einstimmung mit der Erfahrung (§ 71). 

Nach Verlauf einiger Zeit wird der FaH eintreten, der in Abb. 85 angedeutet 
ist, wo der innere Planet in ganz kurzer Zeit von A bis A' wandert, wahrend 
gleichzeitig der auBere das noch kiirzere Stiick aa' zuriicklegt, so daB die Linien 
A a und A' a' parallel werden, mit anderen Worten, daB die Geschwindigkeit 
des inneren Planeten, parallelprojiziert in der Richtung 
der Visierlinie auf die Bewegungsrichtung des auBeren 
Planeten, gleich der Geschwindigkeit dieses auBeren 
Planet en wird. Der Planet wird sich dann im Still
stand befinden, einerlei ob der auBere oder der innere 
Kreis die Erdbahn darstellt. Diese und die entsprechende 
SteHung auf der anderen Seite, in der Abbildung durch 
B b und B' b' angedeutet, bezeichnen den Dbergang von 
direkter zu retrograder Bewegung oder umgekehrt. 

Abb. 86 zeigt ganz allgemein, wie die Verhaltnisse 
werden, wenn die beiden Planeten auf derselben Seite der 
Sonne stehen, also wenn ein unterer Planet in unterer 

a. c 
Abb.86. 

Konjunktion mit der Sonne, ein oberer in Opposition zu der Sonne steht. 1m 
ersten Fall, wenn die Erde sich in der auJ3eren Bahn bewegt, verandert die 
Visierlinie ihre SteHung von aA bis bB, im anderen FaIle, wenn der innere 
Kreis der Erdbahn entspricht, von A a zu B b; in beiden Fallen bezeichnet die 
Richtungsanderung die retrograde Bewegung zwischen den Sternen, die man 
sich in sehr groBer Entfernung vorsteIlen muG. 
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Zur Erklarung der jahrlichen Bewegung der Sonne in der Ekliptik kann es 
in geometrischer Hinsicht ganz gleichgiiItig sein, ob man mit PTOLEMAUS die 
Sonne in einem exzentrischen Kreis urn die Erde oder mit COPERNICUS die Erde 
sich in demselben exzentrischen Kreis urn die Sonne bewegen laJ3t, da die relative 
Bewegung nach beiden Hypothesen die gleiche ist. Nach COPERNICUS ist die 
Ebene der Ekliptik dasselbe wie die Ebene der Erdbahn, in der sich auch die 
Sonne befindet, und wahrend des Umlaufs der Erde in ihrer Bahn wird die 
Richtung zur Sonne auf aIle Punkte in dem groJ3ten Kreis hinzeigen, in dem die 
Ebene der Ekliptik die Himmelskugel schneidet. Abb. 87 zeigt einige der Stel
lungen, die die Erde mit ihrer Rotationsachse PP', die 66 ° 33' gegen die Ebene 
der Ekliptik geneigt ist, im Laufe des Jahres relativ zur Sonne 5 einnimmt. 
In der Stellung I in der Abbildung geht die VerHingerung der Aquatorebene 
der Erde aa durch das Zentrum der Sonne; die Deklination der Sonne ist also 
Null, d. h. es ist Aquinoktium, Friihlingsaquinoktium, und die Richtung nach 
dem Friihlingspunkt geht von der Erde zur Sonne, also auf der Abbildung 
nach hinten. II stellt das Sommersolstitium vor, mit dem Nordpol gegen die 

Abb. 87. 

Seite hin gerichtet, wo die Sonne steht, III das Herbstaquinoktium, IV das 
Wintersolstitium, alles fUr die nordliche Halbkugel. Die Abbildung zeigt, daB 
fUr die siidliche Halbkugel Sommer und Winter, Friihling und Herbst ver
tauscht werden miissen. 

Da es sich gezeigt hat, daB der Himmelsaquator mit der Rotation der Erde 
verkniipft ist, muB jetzt auch die Prazession des Friihlingspunktes auf die Erde 
iibertragen werden. Wenn die Erde nach Veri auf eines Jahres zu der Stellung I 
zuriickgekehrt ist, nimmt infolge der Prazession die Rotationsachse PP' nicht 
genau dieselbe Stellung wie das vorige Mal ein, sondern bildet einen kleinen 
Winkel mit der vorigen Stellung. 1m weiteren VerIauf wird die Erdachse eine 
Kegeloberflache urn die Normale der Ekliptikebene beschreiben, d. h. urn 
die Achse der Ekliptik. Die Nutation besteht in einer ganz kleinen perio
dischen VeranderIichkeit der Stellung der Erdachse, wodurch die Kegelflache 
in eine schwach gewellte Flache iibergeht, mit einer Periode der Wellen von 
18.6 Jahren. 

111. Die Phasen bei den Planeten. COPERNICUS leitete aus seiner Hypothese 
noch ein anderes Resultat ab, das zu seiner Zeit nicht mit der Erfahrung ver
glichen werden konnte, das sich aber nach Erfindung des Fernrohrs als richtig 
erwies. Aus der Erkenntnis, daB die Erde ein Planet ist, schloB er, daB die 
iibrigen Planeten Himmelskorper derselben Art wie die Erde sein miiBten, also 
dunkel und undurchsichtig, und wenn wir sie als helle Sterne sehen, kommt 
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es nur daher, daB sie von der Sonne beleuchtet werden. Dann aber miissen 
sie bei naherer Betrachtung Phasen zeigen. Nimmt man auBerdem an, daB die 
Planet en annahernd kugelformig sind, miissen diese Phasen denen des Mondes 
gleichen. Indessen ist in dieser Hinsicht ein Unterschied zwischen den oberen 
und unteren Planeten vorhanden. 

In Abb.88, wo der Halbkreis mit dem Radius r urn die Sonne 5 einen 
Teil der Bahn eines unteren Planeten, z. B. der Venus, bedeutet, ist der Planet 
in vier Stellungen gezeichnet, gesehen von einem Beobachter auf der Erde, den 
man sich in dem untersten Punkt der Abbildung in der Entfernung R von der 
Sonne zu denken hat. In der oberen Konjunktion wiirde der Planet, wenn er 
dann gesehen werden konnte, voll beleuchtet sein, analog dem Vollmond, in der 
nachsten Stellung mit der Elongation e wird nur ein kleines Stiick links seitlich 
fehlen (beide Erscheinungen sind ebenso wie die folgenden in der Abbildung 
neben dem Planet en angedeutet). In der 
groBten ostlichen Elongation ist die Phase 
halb, wie der Mond im ersten Viertel, und 
in der unteren Konjunktion wendet der 
Planet der Erde die dunkle Seite zu, eben
so wie der Neumond. Wenn der Planet 
auf die andere Seite der Sonne hiniiber
tritt, also westliche Elongation hat , werden 
dieselben Phasen in umgekehrter Reihen
folge und auf der entgegengesetzten Seite 
der PlanetenoberfHiche (der helle Teillinks) 
durchlaufen werden. Der Winkel, unter 
dem die Linien von Sonne und Erde beim 
Planeten zusammentreffen, und der auf 
der Abbildung mit q; bezeichnet ist, heiBt 
Phasenwinkel, da er gleichzeitig angibt, 
wieviel von den beleuchteten 180 0 auf der 
der Erde zugewandten Seite des Planeten 
fehlt. Kennt man das Verhaltnis zwischen 
den beiden Entfernungen, so kann q;, wie 
die Abbildung zeigt (mit Riicksicht auf 

o o 

Abb.88. 

die Deutlichkeit ist der Planet hier in groBerem MaBstab gezeichnet) mit Hilfe 
der Gleichung: 

. R . 
smq; = y-sme 

aus der Elongation berechnet werden. 
In beiden Konjunktionen ist e = 0, in der oberen aber ist q; = 0, in der 

unteren q; = 180°. 1st d der Durchmesser des Planeten, so ist, wie die Ab
bildung zeigt, der der Erde zugewandte beleuchtete Teil davon dann: 

und der fehlende Teil: 

1 1 ~ ""2d + 2dcosq; = dcos2 2 

d sin2 !£.-2 . 

Die oberen Planeten, deren Elongation alle Werte annehmen kann, verhalten 
sich dagegen wie in Abb. 89 gezeigt wird, wo der innere Kreis jetzt die Erdbahn 
ist. Bezeichnet man ferner die groBere der beiden Entfernungen von der Sonne 
mit R, die kleinere mit r, so erhalt man jetzt: 

. r. 
smq; = J[sme, 
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aber hier ist cp = 0, sowohl bei der Konjunktion, wo e = 0, als auch bei der 
Opposition, wo e = 180°. An einer Stelle zwischen beiden, namlich wenn e =90°, 
erreicht cp ein Maximum, das in der Abbildung mit qJ bezeichnet ist. und durch 
die Gleichung: 

. n. r 
SIll'P = R 

bestimmt wird. 
Fur Mars ist das Verhaltnis r : R durchschnittlich 0.656, ein Wert, dem 

qJ = 41 ° entspricht, und der fehlende Teil des Durchmessers, sin2 ~ , wird 0.12. 

Urn die Quadratur herum wird die Phase daher merkbar werden, aber urn die 
Zeit der Konjunktion und Opposition erscheint der 
Planet als vollig runde Scheibe. 

Fur Jupiter ist r: R durchschnittlich 0.19 und 
entsprechend qJ = 11 0; der fehlende Teil des Durch
messers wird nur 0.01, so daB selbst die groBte 
Phase beinahe unmerklich wird. Dies gilt natiirlich 
in noch hoherem MaBe fur die Planet en auBerhalb 
der Jupiterbahn. 

112. Die Helligkeit dey Planeten. Die Helligkeit, 
in der ein Planet dem bloBen Auge erscheint, hangt 
teils von seiner Entfernung von der Sonne, teils von 
seiner Entfernung von der Erde, teils von der Phase 

O abo Fur die oberen Planeten, bei denen die Phase 
eine kleinere Rolle spielt, und deren Entfernungen 
von der Sonne auch nicht sehr variieren, wird die 
Anderung der Helligkeit fast ausschlieBlich von der 

Abb.89. Entfernung von der Erde abhangen. Da diese immer 
am kleinsten ist, wenn der Planet in Opposition zur 

Sonne steht, wird die Helligkeit dann am groBten sein. Indessen ist die Ver
anderung nur bei Mars besonders augenfallig. Seine Entfernung von der Sonne 
ist rund 1.5, wenn die Entfernung der Erde von der Sonne gleich Eins gesetzt 
wird. Die Entfernung des Mars von der Erde wird im Lauf der Zeit zwischen 
1.5 + 1 = 2.5 in der Konjunktion und 1.5 -1 = 0.5 in der Opposition schwanken. 
Da die Entfernung im letzteren Fall also etwa ein Fiinftel betragt, so wird 
der Durchmesser 5 mal und die Oberflache ungefahr 25 mal so groB erscheinen 
wie in der Konjunktion. 

Fur die unteren Planeten wird die Phase von groBerer Bedeutung. Aus Abb. 88 
ersieht man, daB nach der oberen Konjunktion, in der die Phase voll und die 
Entfernung am groBten ist, beide abnehmen, also in entgegengesetztem Sinn auf 
die Helligkeit einwirken; zuerst wird die Wirkung der Annaherung iiberwiegen, 
so daB die Helligkeit zunimmt, in der Nahe der unteren Konjunktion dagegen, 
wo die Phase verschwindet, muB die Helligkeit wieder abnehmen. Folglich muB 
sie an einer Stelle zwischen den Konjunktionen ein Maximum erreichen. Setzt 
man voraus, daB die Planetenscheibe gleichmaBig hell ist, dann wird die vom 
Auge empfangene Lichtmenge der scheinbaren GroBe des sichtbaren Teils der 
Scheibe proportional sein. Man kann somit die Zeit der groBten Helligkeit be
rechnen. Sie tritt fUr Venus einen Monat nach der groBten ostlichen und einen 
Monat vor der groBten westlichen Elongation ein. Bei Merkur, bei dem die 
veranderliche Entfernung von der Sonne eine groBere Rolle spielt, tritt die groBte 
Helligkeit durchschnittlich einige Tage vor der groBten ostlichen und nach der 
groBten westlichen Elongation ein. 



Weltsysteme. 155 

Abb.90 zeigt die Phase der Venus, wie man sie in einem astronomischen 
Fernrohr sieht, wenn die Helligkeit bei astlicher Elongation am graBten ist. 
Die graBte Breite des hellen Teils ist dann nicht viel mehr als 
ein Viertel des Durchmessers. In der darauffolgenden Zeit nimmt 
die Helligkeit bedeutend schneller ab, als sie vor dem Maximum 
zugenommen hat. 

113. Die Einwiinde gegen die Copernicanische Theorie. Die 
Theorie des COPERNICUS rief lange Zeit mehrfachen Widerspruch 
wach, und unter den Gegnern war TYCHO BRAHE. Sein Haupt- Abb.90. 

argument war folgendes. Bei seinen Beobachtungen der Fix-
sterne hatte er wiederholt versucht, fUr einige unter ihnen eine jahrliche Par
allaxe (vgl. § 110) zu finden, aber immer vergebens. Da er Winkel mit einer 
Unsicherheit von weniger als l' messen konnte, durfte er daraus schlieBen, daB 
der Winkel, unter dem der Durchmesser der Bahn, in der, COPERNICUS zufolge, 
die Erde urn die Sonne lauft, von den von ihm beobachteten Sternen aus ge
sehen erscheint, kleiner als l' sein muB. Gleichzeitig hatte er versucht, die 
GraBe verschiedener Sterne zu messen und kam dabei zu dem Resultat, daB 
die hellsten Sterne einen Winkeldurchmesser von 3' haben. Hieraus folgte also, 
daB der wirkliche Durehmesser dieser Sterne mindestens 3mal so groB sein 
miiBte wie der ganze Durchmesser der Erdbahn, von dem der Durchmesser der 
Sonne nur einen geringen Bruchteil betragt. Dies fand er aber unwahrscheinlich. 
In un serer Zeit kennt man tatsachlich Sterne mit Dimensionen von solcher 
GraBenordnung (vgl. S. 334) . Diese Sterne sind aber von uns so weit entfernt, daB 
ihre Durchmesser nur kleine Bruchteile einer Bogensekunde betragen. 

Wenn diese Beobachtungen richtig gewesen waren, hatte das Argument 
zweifelsohne ein ziemliches Gewicht gehabt, und TYCHO BRAHE fand keinen 
anderen Ausweg, urn diese Konsequenz zu umgehen, als den, die Copernicanische 
Hypothese gegen eine neue zu vertauschen, in der er die Erde und die Sonne 
den Platz wechseln lieB. Er nahm also die Erde als in der Mitte stillstehend an 
(wodurch die jahrliehe Parallaxe fortfallt) und urn sie herum zuerst den Mond 
und danach die Sonne mit ihrem ganzen Gefolge von Planeten, iibereinstimmend 
mit der Annahme von COPERNICUS. Die relative Bewegung innerhalb des Sonnen
systems bleibt nach beiden Hypothesen genau die gleiche. Alles was im vorher
gehenden von der scheinbaren Bewegung der Planet en und ihren Phasen gesagt 
worden ist, wiirde sich ebensogut aus TYCHO BRAHES Theorie ergeben, wenn auch 
in bezug auf die Phasen die Analogie, die COPERNICUS zu dem Gedanken gefiihrt 
hatte, nun fortfiel. 

Ais das erste Fernrohr gegen den Himmel gerichtet wurde (im Jahre 1609), 
zeigte es sieh, daB die Messung der Durchmesser von Fixsternen auf einer Illusion 
beruhte. Ihre scheinbar verschiedene "GroBe" hangt ausschliel3lich von ihrer 
Helligkeit abo Selbst mit den graBten Fernrohren der Gegenwart kannen die wirk
lichen Durchmesser nicht direkt gem essen werden. Hiermit wurde das Argument 
gegen die jahrliche Bewegung der Erde hinfallig. In rein geometrischer Hinsicht 
konnten aber die beiden Hypothesen auch fernerhin als gleich gut gelten. Unter den 
im vorhergehenden besprochenen Phanomenen ist nur eins, das unbedingt fUr die 
Copernicanische Hypothese spricht, namlich die Aberration des Lichtes, die un
erklarlich ware, wenn die Erde still stande. Schon zu NEWTONS Zeit en - vor der 
Entdeckung der Aberration durch BRADLEY - stellte sich indessen das Verhaltnis 
zwischen COPERNICUS' und TYCHO BRAHES System en ganz anders als urspriinglich. 

114. Heliozentrische Koordinaten. Wie wir gleich sehen werden, muBte die 
Copernicanische Hypothese gewissen Modifikationen unterworfen werden, der 
Grundgedanke selbst aber hat sich als richtig erwiesen. 
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Da die Planeten sich urn die Sonne bewegen, ist es notwendig, ein Mittel 
zu haben, ihre Richtung von der Sonne aus anzugeben. Das kann ebenso ge
schehen wie bei Richtungen von der Erde aus, namlich durch zwei spharische 
Koordinaten, die in diesem Fall heliozentrische genannt werden. Als Funda
mentalebene benutzt man am bequemsten die Ekliptik, da das Zentrum der 
Erde, von der Sonne aus gesehen, im Laufe des ]ahres genau denselben groJ3ten 
Kreis durchlaufen wird, den das Zentrum der Sonne fur uns zu durchlaufen 
scheint, nur zu entgegengesetzten ]ahreszeiten. 

Die heliozentrische Breite eines Sterns ist der Winkel, den die Linie von der 
Sonne zum Stern mit der Ebene der Ekliptik bildet. Sie wird positiv oder negativ 
gezahlt in derselben Art wie die geozentrische Breite. Die Ebene, in der der 
Winkelliegt und die also senkrecht zur Ebene der Ekliptik steht, wird in der Ver
langerung die heliozentrische Himmelskugel im Breitenkreis des Sterns schneiden. 

Die heliozentrische Lange eines Sterns ist der Bogen der Ekliptik, der vom 
Fruhlingspunkt nach Osten zum heliozentrischen Breitenkreis des Sterns geht. 
Sie wird ganz herum bis 360 0 gezahlt, ebenso wie die geozentrische Lange. 

Der Fruhlingspunkt ist nun zwar ein Punkt, der mit der Erde verknupft 
ist, da er durch ihre Rotation definiert ist, seine Lage aber auf der heliozentrischen 
Himmelskugel ist genau dieselbe wie auf der geozentrischen; oder, wie man es 
auch ausdrucken kann, die Richtung von der Sonne zum Fruhlingspunkt ist 
der Richtung von der Erde zum Fruhlingspunkt genau parallel; die Himmels
kugel als Mittel Richtungen anzugeben, hat unendlichen Radius. 

Die KEPLERschen Gesetze. 

115. Das erste KEPLERsche Gesetz. Wahrend TYCHO BRAHES Aufenthalt in Prag 
war unter seinen Mitarbeitern auch KEPLER. Er fing sofart mit der Bearbeitung 
der zahlreichen Beobachtungen auf Hven an und setzte diese Arbeit auch nach 
TYCHO BRAHES Tod fort. 

Hierbei erfand er ein sinnreiches Mittel, urn die Richtigkeit des alten vom 
Altertum als Erbe ubernommenen Axioms von der kreisformigen und gleich
maJ3igen Bewegung zu untersuchen. 

Die Moglichkeit, dies Mittel benutzen zu konnen, beruhte auf der genauen 
Kenntnis der Urn 1 auf s z e i t der einzelnen Planeten urn die Sonne. 

Ebenso wie bei der Erde kann man bei einem Planeten unterscheiden zwischen 
der siderischen Umlaufszeit, der Zeit eines vollen Umlaufs, und der tropi
schen Umlaufszeit, in der die heliozentrische Lange urn 360 0 zunimmt, und 
die wegen der Prazession etwas kurzer ist als die siderische. Keine der beiden 
kann indessen durch Beobachtung von der Erde aus direkt bestimmt werden; 
dagegen kann man leicht die synodische Umlaufszeit eines Planeten finden, das 
ist die Zeit zwischen zwei Augenblicken, in denen der Planet fUr einen irdischen 
Beobachter in derselben SteHung zur Sonne steht, z. B. die Zeit zwischen zwei 
Opposition en oder zwei Konjunktionen. Wie wir gleich sehen werden, ist die 
synodische Umlaufszeit zwar nicht vollkommen konstant, da aber Planeten
beobachtungen aus sehr entfernten Zeit en vorlagen, konnte der Durchschnitts
wert der synodischen Umlaufszeit genau bestimmt werden, und das gerade 
war es, was KEPLER brauchte. 

Die Beziehung zwischen der siderischen und der synodischen Umlaufszeit eines 
Planet en kann in derselben Weise gefunden werden wie fur den Mond (s. S. 96). 
Bezeichnet : 

A das siderische ]ahr, 
T die siderische Umlaufszeit 
5 " synodisch e 

des Planeten, 
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so kann man fUr einen oberen Planet en von dem Augenblick ausgehen, in dem 
er in Opposition zur Sonne ist, also wenn Erde und Planet von der Sonne aus 
gesehen in derselben Richtung stehen (d. h. wenn sie gleiche heliozentrische 
Lange haben). Mit Hilfe dieser GroBen ist die Bedingung dafUr auszudrucken, 
daB der tagliche Vorsprung der Erde vor dem Planet en nach einem synodischen 
Umlauf auf 360° angewachsen ist, namlich: 

woraus: 

und: 

S e~-~ -3~0) = 360°, 

1 1 1 
T A - S 

SA 
T=S_A' (1 ) 

1st es dagegen einer der unteren Planeten, der in einem bestimmten Augen
blick dieselbe heliozentrische Lange hat wie die Erde, so gewinnt der Planet 
einen V orsprung vor der Erde; dies gibt: 

also: 

und: 

SC~_o - 3~t) = 360°, 

-~=~+-~ 
T A S 

SA 
T = S-t-A' (2) 

Der Planet, den KEPLER zuerst zur Untersuchung vornahm, war Mars. Seine 
durchschnittliche synodische Umlaufszeit betragt 2.135 Jahre; wird dieser Wert 
in die Formel (1) eingesetzt, so erhalt man: T = 2.135 : 1.135 = 1.881 Jahre. Indem 
KEPLER davon ausging, daB Mars in einer geschlossenen Bahn urn die Sonne 
lauft, ohne jedoch eine Voraussetzung uber ihre Form zu machen, wuBte er also, 
daB der Planet sich an derselben Stelle des Raumes befunden haben muBte, wenn 
zwischen zwei Beobachtungen 1.881 Jahre verflossen waren; da aber die Erde in 
denselben beiden Augenblicken sich an verschiedenen Punkten ihrer Bahn befand, 
wurde der Schnittpunkt der beiden Visierlinien den art des Planet en im Raum be
stimmen. Er ging, in Dbereinstimmung mit der Copernicanischen Hypothese, davon 
aus, daB die Erde urn die Sonne in einem etwas exzentrischen Kreis lauft. In einem 
bestimmten Augenblick, als die Erde sich in dem Punkte A b 

befand (Abb.91), hatte TYCHO BRAHE den Planeten in der 
Richtung A a beobachtet, ausgedruckt z. B. durch Lange und 
Breite; 1.88 Jahre spater, als die Erde sich in B befand, hatte er 
ihn wieder beobachtet und gefunden, daB er in der Richtung B b 
stand. Der Schnittpunkt M gibt dann den art des Planeten im 
Raum an. Auf diese Weise erhielt KEPLER eine ganze Reihe von 
Punkten in der Bahn des Mars; wenn die Zwischen zeit zwischen 
zwei Beobachtungen nicht genau die Zeit eines Umlaufs betrug, 
ersetzte er das Fehlende durch Interpolation zwischen zeitlich 
benachbarten Beobachtungen. Was wir hier durch geometrische 
Betrachtung angedeutet haben, wurde in Wirklichkeit durch 
eine Reihe umstandlicher Berechnungen durchgefUhrt. 

Abb.91. 

Als KEPLER nun die so bestimmten Punkte untersuchte, fand er, daB sie 
n i c h t auf einem Kreise lagen, und indem er die Entfernung von Punkt zu Punkt 
ausmaB, fand er weiter, daB die Geschwindigkeit nicht uberall dieselbe war. 
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Damit war das alte Axiom der gleichformigen Kreisbewegung also umgestoBen. 
Die Frage war jetzt, was man an seine Stelle setzen soUte. Er versuchte es 
mit einer Ellipse und fand, daB diese auf jeden Fall mit den Beobachtungen 
in besserer Dbereinstimmung stand als der Kreis. Wenn aber die alte Hypothese 
nicht ftir den Mars zutraf, so wtirde sie aller Wahrscheinlichkeit nach fUr die 
Erde ebensowenig zutreffen; er wiederholte deshalb die ganzen Berechnungen 
unter der Voraussetzung, daB die Bahn der Erde kein exzentrischcr Kreis, 
sondern eine Ellipse von solcher Form und Lage ist, daB eine Ubereinstimmung 
mit den Beobachtungen der Sonne erzielt wurde. Nach dem Resultat dieser 
Untersuchung hielt er sich ftir berechtigt, folgende allgemeine Regel aufzustellen, 
die den N amen erstes KEPLERsches Gesetz tragt: Die P I a net e n bah n ens i n d 
Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die Sonne steht. 

Abb. 92 stellt eine solche Planetenbahn dar; die Sonne befindet sich in S 
und der Planet bewegt sich in Richtung P B D. Es muJ3 jedoch ein fUr allemal 

B 

Abb.92. 

bemerkt werden, daJ3 keine Planetenbahn be
kannt ist, die so langgestreckt ist wie die 
Ellipse in der Abbildung. Wenn die Form 
ebenso wie bei den Meridianellipsen auf der 
Erde, also durch die Abplattung, ausgedriickt 
wird, dann ist diese bei der Marsbahn 1/230 , 

bei der Erdbahn weniger als 1/7000 , 

GroJ3e und Gestalt der Ellipsen werden 
durch zwei Konstanten bestimmt. Diese konnen 
auf verschiedene Weise gewahlt werden. In der 
Geometrie werden oft die beiden H albachsen 

a = e P = S B und b = e B benutzt. In der Astronomie wird die letztere durch 
die Exzentrizitat e ersetzt, worunter das Verhaltnis zwischen der Entfernung des 
Brennpunkts vom Zentrum (in der Abbildung e S = c) und der halben groJ3en 
Achse verstanden wird. Die Exzentrizitat ist bei der Ellipse also eine unbenannte 
Zab1 zwischen 0 und 1. Der Winkel S Be, der in der Abbildung mit cp bezeichnet 
ist, heiBt Exzentrizitiitswinkel; da c = a sin cp, ist sin cp = e. 

Der Punkt P, in dem der Planet der Sonne am nachsten steht, wird Perihel, 
der entgegengesetzte Punkt A Aphel genannt. Diese beiden Punkte nennt man 
mit einem gemeinsamen Namen die Apsiden und die Verbindungslinie zwischen 
ihnen die Apsidenlinie; diese bezeichnet also die Richtung der groJ3en Achse. 
Die Distanz S P wird Periheldistanz, S A A pheldistanz genannt. Wird die erste 
mit q, die zweite mit Q bezeichnet, so ist, wie die Abbildung zeigt: 

q = a - c = a (1 - e) 

Q = a + c = a (1 + e) . 
Das Mittel aus der groDten und der kleinsten Entfernung ist also gleich der 

halben groJ3en Achse a; diese wird oft die mittlere Entfernung genannt. In ge
wissen Fallen kann es be quem sein, q und e statt a und e als Bestimmungsstticke 
fUr die Ellipse zu benutzen. 

Die Entfernung eines Planet en von der Sonne, S D = r, heiBt Radiusvektor, und 
der Winkel P S D = v, der also den Winkel des Radiusvektors mit der Apsiden
linie, vom Perihel aus gezahlt, bezeichnet, heiJ3t die wahre Anomalie. Wahrend 
cines Umlaufs des Planet en wachst die wahre Anomalie von 0° im Perihel tiber 
180° im Aphel auf 360° oder 0° beim nachsten Periheldurchgang. Kennt man eine 
der beiden GroJ3en r und v, dann kann die andere aus der Gleichung der Ellipse: 

p a(1 - e2 ) r = ------.. -- = ----
1 + e cosv 1 + e cosv 

(1 ) 
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berechnet werden, in der der Zahler die Ordinate durch den Brennpunkt be
zeichnet. Diese wird auch der halbe Parameter genannt. 

Die Lage der Ellipse in ihrer Ebene kann durch den Winkel angegeben werden, 
den die Apsidenlinie mit einer festen Ausgangsrichtung von der Sonne bildet. 
Wie man eine solche bequem wahlen kann, soll weiter unten (§ 118) gezeigt 
werden. Ein solcher Winkel heiBt die Lange in der Bahn, zum Unterschied 
von einer Lange in der E k li P ti k. 

116. Das zweite KEPLERsche Gesetz. Wie oben gesagt, fand KEPLER aus TYCHO 
BRAHES Beobachtungen, daB Mars sich nicht mit gleichformiger Geschwindig
keit bewegt. Wenn der Planet der Sonne niiher ist, bewegt er sich schneller, 
als wenn er weiter entfernt ist. Auch hier fand KEPLER eine GesetzmaBigkeit, 
die so ausgedriickt werden kann, daB die Geschwindigkeit in einem gegebenen 
Punkt der Bahn umgekehrt proportional ist dem Lot von der Sonne auf die 
im selben Punkt an die Bahn gelegte Tangente. In Abb .. 93 bezeichnen h und h' 
zwei Geschwindigkeiten, d und d' die dazu-
gehorigen Normalen. Er fand also, daB: 

h: h' = d': d 
oder: 

hd = h'd'. 

Die Ralfte dieses Produktes hd, das also in 
der ganzen Bahn denselben Wert hat, wird die 
Flachengeschwindigkeit genannt. Wird namlich 
ein so kurzer Bogen s betrachtet, daB die 
Kriimmung vernachlassigt werden darf, dann Abb. 93. 

kann der kleine elliptische Sektor als ein Drei-
eck behandelt werden, dessen Flacheninhalt das halbe Produkt aus der Grund
linie s und der Rohe d ist; da nun die Geschwindigkeit h dasselbe ist wie s, 
dividiert durch die Zeit, so wird 1/2 hd dasselbe sein wie die Flache des Drei
ecks, dividiert durch die Zeit; daher der Name Flachengeschwindigkeit. 

Die von KEPLER gefundene Regel kann also so ausgedriickt werden, daB die 
Flachengeschwindigkeit ein und desselben Planet en konstant ist. Mit dieser Auf
fassung, wobei von den obenerwahnten Normalen nicht mehr die Rede ist, er
halt die Regel auch fiir Sektoren von endlicher Ausdehnung Giiltigkeit. Die 
Regel wird gewohnlich in folgender Form ausgedriickt und tragt den Namen 
zweites KEPLERsches Gesetz: Die Radienvektoren eines Planeten be
schreiben in gleichen Zeiten gleiche Flachenraume. 

117. Das dritte KEPLERsche Gesetz. Einige Jahre nach der Entdeckung der 
beiden ersten Gesetze, die im Jahre 1609 veroffentlicht wurden, gelang es 
KEPLER nach verschiedenen vergeblichen Versuchen, auch eine gesetzmaBige 
Beziehung zwischen Entfernungen und Umlaufszeiten nachzuweisen. Sie 
wird ausgedriickt durch das dritte KEPLERsche Gesetz: Die Quadrate der 
siderischen Umlaufszeiten der Planeten verhalten sich wie die Kuben 
der mittleren Entfernungen von der Sonne. 

Sind a und a1 die mittleren Entfernungen zweier Planeten, V und VI ihre 
Umlaufszeiten, so hat man also: 

U2 a3 

iff at' (2) 

Da die Umlaufszeiten genau bekannt sind, hat man hier ein wichtiges Mittel, 
das Verhaltnis zwischen den Entfernungen zu bestimmen, so daB man aIle 
kennt, wenn eine von ihnen in irgendeinem irdischen Mall bekannt ist. 
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So lange nur nach den rela ti ven Werten gefragt wird, benutzt man die 
mittlere Entfernung der Erde von der Sonne als Einheit fUr die Entfernungen; 
wird auch das siderische Jahr als Einheit fUr die Zeit benutzt, so kann man in 
der obenstehenden Gleichung a = 1 und U = 1 setzen und erhalt dann: 

a] = Ui 3 

oder: 
U1 = a~2 . 

Das dritte KEPLERsche Gesetz kann auch zur angenaherten Berechnung der 
durchschnittlichen Geschwindigkeit h eines Planet en dienen. Werden namlich 
die Bahnen als Kreise mit der mittleren Entfernung als Radius betrachtet, so 
ist fUr den einen Planet en : 

h = 2na: U 
und fiir den anderen: 

also: 

Da aber nun: 

so wird: 

h = h1 va: . (3) 

Setzt man auch hier a1 = 1 , so daJ3 h] die durchschnittliche Geschwindigkeit 
der Erde bezeichnet, die ungefahr 30 km in der Sekunde betragt, so erhalt man: 

hI 
h = y~. (4) 

Je weiter ein Planet von der Sonne entfernt ist, desto langsamer bewegt er 
sich also, aber selbst fUr Pluto, wo a nahe = 40 ist, wird die durchschnittliche 
Geschwindigkeit doch etwa 43h km in der Sekunde. 

118. Bahnelemente. Obwohl die KEPLERschen Gesetze in der Form, wie sie 
auf empirischem Wege gefunden wurden, noch nicht die volle Wahrheit ent
halten (wie wir spater sehen werden), wurden sie doch von groJ3ter Wichtigkeit 
fUr die weitere Entwicklung der Astronomie. 

Nimmt man die KEPLERschen Gesetze als richtig an, so kann der jeweilige 
Ort eines Planet en am Himmel berechnet werden mit Hilfe von 6 konstanten 
GroJ3en, die die Elemente der Bahn genannt werden; 5 dienen dazu, GroJ3e, Ge
stalt und Lage der Bahn im Raum anzugeben, wahrend das sechste den Ort 
des Planeten in der Bahn in einem gewissen gegebenen Augenblick angibt. 

Erstens muJ3 man die Lage der Ebene der Planetenbahn kennen. Nach dem 
ersten KEPLERschen Gesetz geht diese durch die Sonne. Fiir uns ist es auch hier 
am bequemsten, die Ebene der Erdbahn oder die Ekliptik als Fundamental
ebene zu benutzen. Die Schnittlinie zwischen der Ebene einer Planetenbahn 
und der Ekliptik wird die Knotenlinie der Planetenbahn genannt; sie geht durch 
die Sonne. Der aufsteigende Knoten bezeichnet den Punkt, in dem der Planet 
wahrend seines Laufes urn die Sonne von Siiden nach Norden die Ebene 
der Ekliptik iiberschreitet, wo also die heliozentrische und die geozentrische 
Breite gleichzeitig von negativen zu positiven Werten iibergehen. Den entgegen
gesetzten Schnittpunkt nennt man den absteigenden Knoten. Die Richtung zu 
dem aufsteigenden Knoten wird durch den Winkel mit der Richtung zum Friih
lingspunkt, rechtlaufig gezahlt, angegeben. Diesen Winkel nennt man die Lange 
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des aufsteigenden Knotens (Q). Kennt man auJ3er der Richtung der Knotenlinie 
auch den Winkel zwischen der Ebene der Planetenbahn und def Ekliptik, den 
man die Neigung (i) der Planetenbahn nennt, dann ist damit die Lage der Bahn
ebene bestimmt. 

Die Lage der Ellipse in ihrer Bahn wird, wie schon fruher erwahnt (§ 115) 
durch die Lange des Perihels (n), die eine Lange in der Bahn ist, angegeben. 
Die Richtung, von der aus dieser Winkel gerechnet wird, ist in Abb.94 an
gedeutet; sie stellt die Himmelskugel von auJ3en gesehen vor, mit der Sonne 
im Zentrum. A B ist die Ekliptik, also der groJ3te E 
Kreis, den die Erde fUr einen gedachten Beobachter 
auf der Sonne im Laufe eines J ahres beschreibt, 
CD ist der Weg, den der Planet durchlaufen wurde, 
also der groJ3te Kreis, in dem die Ebene der Planeten- A 
bahn die Himmelskugel schneidet. Q ist die Projektion 
des aufsteigenden Knotens von der Sonne aus. Auch 
dieser Schnittpunkt zwischen den groJ3ten Kreisen heiJ3t 
der aufsteigende Knoten. Der Fruhlingspunkt, der in 
der Ekliptik liegt, ist in 'V' eingezeichnet, folglich ist Abb.94. 

der Bogen 'V' Q die Lange des aufsteigenden Knotens. 
II ist der Punkt, in dem die Vcrbindungslinie von der Sonne zum Perihel des 
Planet en die Himmelskugel schneidet. Wenn man nun den Bogen Q '\[" = Q'\[' 
auf der Planetenbahn auftragt, so ist '\["II die Lange des Perihels (n) oder, wie 
man es auch ausdrucken kann: die Lange des Perihels ist die Summe der 
Lange des Knotens und des Abstands des Perihels vom Knoten, in der Be
wegungsrichtung gerechnet. Der Punkt '\[" bildet auch den Ausgangspunkt der 
Zahlung fUr jede andere Lange in der Bahn. 

GroJ3e und Gestalt der Ellipse werden, wie oben auseinandergesetzt, mit Hilfe 
der halben gro/3en Achse (a) und der Exzentrizitat (e) angegeben. 

Das sechste Element wird Lange filr die Epoche des Planeten genannt und 
ist die Lange in der Bahn zu einem gewissen bestimmten Zeitpunkt (der Epoche). 
Wahlt man als Epoche den Augenblick, in dem der Planet, von der Sonne aus 
gesehen, im Punkt PI steht, so ist '\[" PI die Lange fUr die Epoche. Als 
sechstes Element wird auch oft die Perihelzeit (T) benutzt, die den Zeitpunkt 
des Durchgangs eines Planet en durch das Perihel angibt. Der Epoche T ent
spricht die Lange fUr die Epoche n. 

Hier seien die Bahnelemente mit den Buchstaben, durch die sie bezeichnet 
werden, in der ublichen Reihenfolge zusammengestellt: 

1. T Perihelzeit 
2. n Lange des Perihels 
3. Q Lange des aufsteigenden Knotens 
4. i Neigung (Inklination) 
5. e Exzentrizitat der Ellipse 
6. a mittlere Entfernung des Planet en von der Sonne. 

Die siderische Umlaufszeit eines Planeten wird im folgenden mit U bezeichnet 
werden. Sie braucht unter den Elementen nicht mit angefUhrt zu werden, da 
sie, wie wir spater (s. § 164) sehen werden, nach dem dritten KEPLERschen 
Gesetz aus a gefunden werden kann, wenn die Masse bekannt ist (die in den 
meisten Fallen gleich Null gesetzt werden kann). 

119. Be~echnung des Ortes eines Planeten filr einen gegebenen Augenblick. Es 
solI nun kurz angedeutet werden, wie man den Ort eines Planet en am Himmel 
fUr einen gegebenen Augenblick (t) berechnen kann, wenn man die Elemente 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 11 
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kennt. Die Aufgabe kann mit Hilfe der bereits gegebenen Entwicklungen ge
lost werden. Wir wollen die Losung hier nur skizzieren; sie wird in dem Ab
schnitt liber das Zweikorperproblem eingehender behandeIt werden. 

Die Aufgabe zerfallt in zwei Teile, erstens die Berechnung der heliozentri
schen Koordinaten aus den Elementen und zweitens die Berechnung der geo
zentrischen Koordinaten aus den heliozentrischen. 

Das erste, was man benotigt, ist der Zeitraum t - T, der zwischen der 
Perihelzeit und dem gegebenen Zeitpunkt liegt. 1st 5 der elliptische Sektor, 
den der Planet in dieser Zeit durchlaufen hat, und F der gesamte FlacheninhaIt 
der Ellipse, dann hat man nach dem zweiten KEPLERschen Gesetz: 

5 : F = (t - T) : U . 
Da nun: 

F = na 2 y'1 - -iii, 
also bekannt ist, eben so wie t - T und U, so kann 5 berechnet werden. 

Hier tritt nun eine Aufgabe auf, die man das KEPLERsche Problem nennt, 
namlich den ·Winkel zwischen den beiden den Sektor be grenz end en Radien zu 
finden, wenn man die FHi.che des Sektors kennt . Unten solI gezeigt werden, 
wie diese Aufgabe gelost werden kann, wenn, wie hier, der eine Radiusvektor 
auf das Perihel zeigt. Denkt man sich diese Aufgabe ge16st, dann kennt man 
also den Winkel v, der in § 115 die wahre Anomalie genannt wurde, und aus 
dem dann wieder der Radiusvektor r berechnet werden kann [Formel (1) § 115]. 

Die Koordinaten des Planet en in einem Koordinatensystem mit dem Anfangs
punkt in der Sonne und den Achsen in den Richtungen der groBen Achse, der 
kleinen Achse und der Normalen auf der Bahnebene sind dadurch bekannt. Die 
Richtungen der Achsen sind bekannt, wenn man die Elemente Q, i und n kennt. 

Urn die geozentrischen Koordinaten aus den heliozentrischen zu be
rechnen, mull man natlirlich den Radiusvektor R der Erde und ihre heliozentrische 
Lange L als bekannt voraussetzen. Letztere ist 180 0 von der geozentrischen 
Lange der Sonne 8 verschieden, die man ebenso wie R in den groBen astro
nomischen Jahrblichern (vgl. S.90) fiir jeden Tag angegeben findet. 

Hiermit haben wir aIle Daten zusammen, die fiir die Berechnung der geo
zentrischen Koordinaten eines Planeten notig sind. 

120. Das KEPLERsche Problem. Die Losung des obengenannten KEPLERschen 
Problems kann man durch geometrische Betrachtung der Ellipse und des um
schriebenen Kreises finden, unter Anwendung des Satzes, daB das Verhaltnis 

zwischen den Ordinaten der Ellipse und des Kreises 
dasselbe ist wie das Verha1tnis zwischen der kleinen 
und der groBen Achse der Ellipse. In Abb. 95 ist C das 
gemeinsame Zentrum der Ellipse und des umschriebenen 
Kreises, 5 der Ort der Sonne in dem einen Brennpunkt, 

'----_+_++....Jp also CS = c = ae, P das Perihel, 0 der Ort des 
Planet en mit dem Radiusvektor SO = r und der wah-

Abb.95. ren Anomalie P SO = v. Statt der letzteren solI vor-
laufig der Winkel PC A = E eingefiihrt werden, wo A 

der Punkt ist, in dem der Kreis von der durch den Planeten verlangerten Ordinate 
geschnitten wird. Diesen Winkel E nennt man die exzentrische Anomalie des 
Planeten. 

Die Aufgabe geht also darauf hinaus, den Winkel E zu finden, wenn man 

den Sektor PSO = t -;; T nab kennt, wo t - T die Zeit seit dem letzten Perihel

durchgang und U die Umlaufszeit ist. Dieser Sektor kann als die Differenz 
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zwischen der Flache P BOund dem Dreieck 5 B 0 betrachtet werden. Letzteres 
hat dieselbe Grundlinie wie das Dreieck 5 B A, und die Hohen verhalten sich 
wie b: a; folglich wird auch der Flacheninhalt der Dreiecke das Verhiiltnis b: a 
haben. Ebenso sieht man leicht, daB die Flache PBO sich zu PBA verhiilt 
wie b: a, da auch hier die Grundlinie gemeinsam ist, und die Ordinaten iiberall 
das genannte Verhaltnis haben, wovon man sich iiberzeugt, indem man die Flache 
in schmale vertikale Streifen teilt. Folglich erhiilt man: 

b 
Sektor PSO = -PSA. 

a 

Die Flache P 5 A ist die Differenz zwischen dem Kreissektor PC A und dem 
Dreieck SCA~ dessen Grundlinie ae und dessen Hohe AB = a sinE ist, und 
dessen Flacheninhalt also = 1/2a2e sinE ist; da nun der Flacheninhalt des 
Sektors: 

E -;n;a2 
2n 

ist, so wird die Flache PSA = 1/2a2E - 1/2a2esinE = 1/2a2(E - esinE), und 
der elliptische Sektor: PSO = 1/2ab(E _ e sinE) . 

Wird hier der obenstehende Wert des Sektors, in Zeit ausgedriickt, ein
gesetzt, so fiillt ab fort, und man erhiilt schlieBlich die exzentrische Anomalie 
aus der Gleichung: 

t - T 
E - e sinE = ----v- 2;n;. (1 ) 

Da die Gleichung transzendent ist, muB man die numerische Losung durch 
Reihenentwicklungen oder durch Versuche finden (vgl. S. 220 und Anhang S. 516). 

Wie man sieht, ist der Winkel auf der rechten Seite 0° im Perihel und 180° 
im Aphel (wo t - T = 1/2U) ebenso wie die wahre und die exzentrische Ano
malie; aber im Gegensatz zu diesen wachst er wahrend des ganzen Umlaufs 
vollstandig gleichmaBig von 0° bis 360° und wird deshalb die mittlere Ano
malie (M) genannt. 

121. Endlich muB man die wahre Anomalie v finden, die bei der Berechnung 
der heliozentrischen Koordinaten des Planeten als bekannt vorausgesetzt war. 
Aus Abb.95 ersieht man, daB CB = CS - BS, also: 

a cosE = a e + r cos v 

ist (v liegt in der Abb. zwischen 90° und 180°, r cos v hat also einen negativen 
Wert). 

Setzt man hier den durch die Gleichung der Ellipse ausgedriickten Wert 
von rein, so findet man nach Division durch a: 

E + (1 - e2 ) cosv e + cosv 
cos =e = . 

1 + e cosv 1 + e cosv 

Hieraus konnte cosv gefunden werden; eine bequemere Relation aber er-
halt man, indem man erst 1 - cosE und dann 1 + cosE findet, namlich: 

1 E (1-e)(1-coSV) - cos = -'------'-'---
1 + e cosv 

1 + E (1 + e) (1 + cosv) 
cos = 1 + e cosv ' 

zwei Gleichungen, die durch Division: 

t2E_1-et2~ 
g 2-1+e g 2 

11* 

(2) 
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geben, woraus auch umgekehrt v gefunden werden kann. 
winkel cp eingefUhrt, also e = sin cp, so erhalt man: 

Wird der Exzentrizitats-

v (0 rp) E tg = tg 45 + - tg -. 
2 2 2 

Das doppelte Vorzeichen (±), das eigentlich nach dem Wurzelausziehen hier 

auftreten soUte, fallt fort, da, der Definition von E zufolge, tg--~ und tg E immer 
dasselbe Vorzeichen haben. 2 2 

Der Unterschied zwischen der wahren Anomalie llnd der mittleren Ano-
malie, also: 

t - T 
v - - (I- 2:r = v - M 

wird Mittelpunktsgleichung genannt. 
Auch der Radiusvektor r der Ellipse kann leicht durch E ausgedruckt werden; 

multipliziert man namlich die Gleichung a cosE = ae + r cosv mit e, so wird 
auf der rechten Seite das letzte Glied re cosv; dies aber ist der Gleichung der 
Ellipse zufolge = a (1 - e2) - r, das eingesetzt: 

gibt. 
r = a (1 - e cosE) (4) 

122. Bestimmung der Bahnelemente. Die umgekehrte Aufgabe, aus Beob
achtungen die Bahnelemente eines Planet en zu finden, muB naturlich in der 
Praxis der oben behandelten Aufgabe vorausgehen. 

Zur Bahnbestimmung braucht man drei beobachtete Orter. 
Es ist nicht maglich, die gesuchten Elemente durch die beobachteten GraBen 

direkt auszudrucken. Der erste, der eine verhaltnismaBig leichte Lasung der 
Aufgabe fand, die Elemente einer Planetenbahn aus drei Beobachtungen zu 
berechnen, war GAUSS, der eine solche Methode entwickelte, kurz nachdem im 
Jahre 1801 der erste der klein en Planet en entdeckt worden war. Etwas fruher 
hatte LAPLACE gezeigt, daB man, wenn mehr als drei Beobachtungen vorliegen, 
die Koordinaten und deren Anderungen dazu benutzen kann, einen Punkt in 
der Bahn und gleichzeitig die Bewegungsrichtung und die Geschwindigkeit im 
selben Punkt zu bestimmen. DaB diese GraBen als Grundlage fUr eine Bahn
bestimmung ausreichend ist, wird sich spater zeigen. Sowohl GAUSS' als auch 
LAPLACES Methoden sind spater Gegenstand weiterer Entwicklung gewesen. 
Ebenso hatte, ungefahr gleichzeitig mit LAPLACE, LAGRANGE eine Methode zur 
Bahnbestimmung aus drei Beobachtungen entwickelt. Naheres uber Bahn
bestimmung s. §§ 176 bis 178. 

123. Bestimmung der Elemente der Erdbahn. Eine angenaherte Bestimmung 
der Elemente der Erdbahn ist einfacher als die Bestimmung der Bahnelemente 
der anderen Planeten, teils weil zwei der Elemente (Lange des Knotens und 
Neigung) fortfallen, da die Erde sich in der Fundamentalebene selbst bewegt, 
und ein drittes, namlich die mittlere Entfernung, als Einheit fur Entfernungen 
benutzt wird, teils weil die ubrigen Elemente, jedes fUr sich, aus Beobachtungen 
der Sonne direkt bestimmt werden kannen. Man findet so, daB der tagliche 
Zuwachs der Lange der Sonne seinen graBten Betrag, 1 ° l' 10", Anfang Januar, 
seinen kleinsten Betrag, 0° 57' 11", Anfang Juli hat, woraus man sofort schlie Ben 
kann, daB die Erde ungefahr zu diesen Zeiten im Perihel und Aphel steht (oder, 
wie man es auch ausdrucken kann, die Sonne steht im Perigaum und Apogaum) ; 
die genauen Zeitpunkte aber kannen hieraus nicht abgeleitet werden, weil die 
Geschwindigkeit der Bewegung mehrere Tage hindurch hier sehr nahe konstant 
bleibt. Da die Bewegung jedoch nach dem erst en und zweiten KEPLERschen 
Gesetz auf beiden Seiten der Apsidenlinie symmetrisch ist, so kann man durch 
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Beobachtung der Sonne zu anderen Zeiten des Jahres, in denen die Winkel
geschwindigkeit sich schneller andert, zwei Tage finden, an denen sie gleich ist, 
und daraus die Zeit des Periheldurchgangs genauer ermitteln. Es ist dies eine 
Anwendung desselben Prinzips, das zur Bestimmung der Richtung des Meridians 
bei korrespondierenden Hohen benutzt wird. 

Hat man auf diese Weise die beiden Zeitpunkte im Jahr gefunden, in denen 
die Erde im Perihel und im Aphel steht. so kann die Exzentrizitat der Bahn 
dadurch bestimmt werden, daB der Winkelradius der Sonne, der naturlich urn 
so groBer ist, je naher die Sonne steht, an diesen beiden Tagen gemessen wird; 
nennt man seinen Wert im erst en Fall rx und im zweiten Fall fJ, so ist der 
wirkliche Radius der Sonne im Perihel a(1 - e) sinrx und im Aphel a(1 +e)sin{1, 
und da er in beiden Fallen derselbe ist, so erhalt man: 

(1 - e) sin rx = (1 + e)sinfJ, 

woraus e gefunden werden kann. Die Beobachtungen zeigen, daB rx = 16' 17", 
{1 = is' 45" ist. Setzt man die Bogen statt der Sinus, so erhalt man: 

ex - fJ 32 
e=---=--

ex + fJ 1922 
oder etwa ein Sechzigstel. 

Die Exzentrizitat kann auch aus den oben angefiihrten Werten der Winkel
geschwindigkeit der Sonne in Perigaum und Apogaum gefunden werden. Nennt 
man sie y und {), so ist die doppelte Flachengeschwindigkeit der Erde im Perihel 
a2 (1 - e)2y und im Aphel a2(1+ e)215. Da diese nun nach dem zweiten KEPLER
schen Gesetz gleich groB sind, kann e auch aus der Gleichung: 

(1 - e)"Yr = (1 + e)"y(5 
gefunden werden. 

Hieraus ersieht man zugleich folgendes: Als man, so gut es ging, die Be
wegung der Sonne durch einen exzentrischen Kreis mit der Exzentrizitat e' unter 
gleichformiger Bewegung auf der Peripherie des Kreises zu erklaren suchte 
muBte die entsprechende Bedingung durch die Gleichung a (1 - e') y = a (1 + e') 15' 
ausgedruckt werden, wobei die Exzentrizitat beinahe doppelt so groB heraus
kommt wie in der KEPLER-Ellipse. DaB dies nicht mit den Messungen des Sonnen
durchmessers iibereinstimmte, war bei der Genauigkeit, mit der man zu COPERNI
cus' Zeit Winkel messen konnte, nicht weiter verwunderlich. 

Das Gravitationsgesetz. 
124. NEWTON und das Gravitationsgesetz. Es ist interessant, den Gedanken

gang zu verfolgen, der NEWTON zu der Entdeckung des Naturgesetzes fuhrte, 
nach dem die Bewegungen der Korper im Weltraume vor sich gehen. 

NEWTON war einer der erst en, der eine richtige Auffassung vom Gesetz der 
Tragheit (§ 87) und vom Verhaltnis zwischen Kraft und Bewegung uberhaupt 
besaB. Schon allein aus dem Umstand, daB die Planet en sich in gekrummten 
Bahnen urn die Sonne und der Mond sich urn die Erde bewegen, konnte er des
halb mit Sicherheit schlie Ben, daB sie von einer standig wirkenden Kraft be
einfluBt wurden, von der man vorlaufig nichts anderes wuBte, als daB sie in 
irgendeiner Weise nach innen, nach der konkaven Seite der Bahn hin gerichtet sein 
muBte. Beim Mond lag jedoch die Vermutung nahe, daB die Kraft genau auf 
die Erde gerichtet sei, und daB es dann dieselbe Kraft sein konnte, die wir auf 
der Erdoberflache unter dem Namen Schwer kraft kennen. 

Zur Prufung dieser Frage benutzte NEWTON die Planeten und bewies durch 
eine einfache geometrische Betrachtung, daB, die Richtigkeit des zweiten KEPLER-
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schen Gesetzes vorausgesetzt, die Kraft, die die stetige Krtimmung in den 
Planetenbahnen bewirkt, genau nach innen auf die Sonne gerichtet ist, also 
eine Zentralkraft sein muB. Die gekrtimmte Bahn kann als Grenzfall einer ge
brochenen Geraden betrachtet werden, die mit starker Ubertreibung in Abb. 96 
dargestellt ist; die Sonne ist hier 5, der Ort des Planeten in einem gegebenen 

Augenblick A. In einer kurzen Zeit, z. B. einer Sekunde, 
E laufe der Planet von A nach D, und ware er nicht durch 

eine Kraft beeinfluBt, so wtirde er in der nachsten Sekunde, 
dem Tragheitsgesetz zufolge, ein genau so langes Shick DE 
in derselben Richtung durchlaufen. Der Flacheninhalt der 

B beiden Dreiecke 5 AD und 5 D E wtirde dann gleich groB 
werden. In D aber erhalt die Bahn einen Knick; der 
Planet bewegt sich nicht in derselben Richtung weiter, 
sondern wird abgebogen, so daB er in der zweiten Sekunde 
das Sttick DG durchlauft. Dem zweiten KEPLERschen 
Gesetz zufolge sind die beiden Sektoren (hier Dreiecke) 5 A D 

Abb.96. und 5 D G gleich groB; folglich ist auch 5 D G = 5 DE. 
Da aber diese beiden Dreiecke dieselbe Grundlinie 5 D 

haben, so wird die Verbindungslinie durch ihre Spitzen, EG, mit der Grundlinie 
parallel. Da nun die wirkliche Bewegung D G die Resultante aus der ursprting
lichen Bewegung DE und aus der Abbiegung DF sein muB, die die Kraft in ihrer 
eigenen Richtung verursacht hat, so folgt hieraus, daB die Kraft langs der Grund
linie gewirkt hat, das ist auf die Sonne hin. 

Ubertragt man dies Resultat auf den Mond, so stimmt es also mit NEWTONS 
Vermutung tiberein, soweit es die Richtung der Kraft betrifft. Urn aber einen 
SchluB tiber die Identitat dieser Kraft mit der Schwere ziehen zu konnen, muBte 
er ihre Intensitat auf dem Monde kennen. Die Schwerebeschleunigung auf der 
Erde war einige Jahre vorher von GALILEI untersucht worden, man konnte aber 
nicht von ihr annehmen, daB sie auf eine so groBe Entfernung drauBen im Raum 
ebenso stark wirken wtirde. Hier wandte sich NEWTON nun wieder den Planeten 
zu, und mit Hilfe des dri tten KEPLERschen Gesetzes bewies er, daB die Zentral
kraft, die auf die Planet en wirkt, dem Quadrat der Entfernung umgekehrt pro
portional ist. NEWTON fUhrte den Beweis fUr die Planetenbahnen, so wie sie 
nach dem KEPLERschen Gesetz tatsachlich sind; bereits etwas frtiher war dieselbe 
Eigenschaft der Kraft fUr kreisformige Planetenbahnen abgeleitet worden, 
wobei die Erleichterung entsteht, daB die ganze Zentralkraft mit der Zen tri
petalkraft (§ 89) zusammenfallt. 1st also R der Radius und U die Umlaufs
zeit fUr die eine Planetenbahn, R1 und U1 fUr die andere, und bezeichnen C 
und C1 die Beschleunigung der Kraft in den beiden Fallen, dann ist nach § 89: 

folglich: 

und 

C RUl 

C _ 4 n2 }?1 
1 - Ui ' 

C1 = R 1 U2· 

Da aber nach dem dritten KEPLERschen Gesetz: 

Ui Rf 
U2 R3' 

so erhalt man: 
C: C1 = Ri: R2. 

Also sind die Beschleunigungen der zweiten Potenz der Kreisradien umgekehrt 
proportional. 
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Setzte man voraus, daB auch dies Ergebnis sich auf den Mond ubertragen 
lieB, so konnte nun die endgultige Prufung ausgefUhrt werden. 1st g die 
Schwerebeschleunigung in der Entfernung des Mondes, g auf der ErdoberfHi.che, 
dann ist die Entfernung yom Zentrum der Erde, das als Ausgangspunkt der 
Schwere anzusehen ist, im ersten Falle 60mal so graB wie im zweiten, also 
g' = gj60 2 • Setzt man g zu 9.8 m in der Sekunde, so erhalt man g' = 2.7 mm 
in der Sekunde. 

Urn C in denselben Einheiten wie g zu erhalten, muB man in dem Ausdruck 

C = 4~2R, der mit derselben Annaherung fUr den Mond gilt wie fUr die Planeten, 

die Entfernung R in Metern, und U, den siderischen Monat, in Sekunden aus
drUcken. Wir schreiben 4n 2 R = 2n· 2nR, wo 2nR = 60mal dem Umkreis der 
Erde, also 60 mal 40 Millionen Meter; ferner ist U = 2.36 Millionen Sekunden. Setzt 
man diese Zahlen ein, so erhalt man C = 2.7 mm, also dasselbe wie oben fUr g'. 

Hiermit hatte NEWTON also zwei wichtige Eigenschaften der Kraft nach
gewiesen, namlich ihre Richtung und ihre Abhangigkeit von der Entfernung; 
davon aber, daB noch etwas in dem vollstandigen Ausdruck fehlte, konnte er 
sich leicht dadurch uberzeugen, daB er den Fall eines Planeten, z. B. den der 
Erde gegen die Sonne, mit dem Fall des Mondes gegen die Erde verglich. 1m 
obenstehenden Ausdruck fUr C muB man dann R ungefahr 400mal und U (das 
siderische Jahr) 13.4mal vergroBern, wodurch C 400: (13.4)2 oder mehr alsdoppelt 
so groB wird. Ware nun die Erde in derselben Entfernung von der Sonne, wie 
der Mond von der Erde ist, also 400mal naher, so ware die Beschleunigung 
noch 400 2 mal groBer geworden. Es ist also offenbar, daB die Sonne im Besitz 
einer bedeutend groBeren Anziehungskraft als die Erde ist. Was fUr eine Eigen
schaft der Himmelskorper es ist, die diese Anziehungskraft bewirkt, konnte man 
vorlaufig nicht wissen; da es aber aus dem oben AngefUhrten bereits hervor
zugehen schien, daB die Eigenschaft fUr die Materie uberhaupt charakteristisch 
ist, so lag es nahe, sie mit der einzigen Eigenschaft der Materie, die von den 
auBeren Umstanden unabhangig ist, namlich mit der Masse, in Verbindung zu 
setzen. 

Das Endresultat dieser vorHi.ufigen Untersuchung, das also der nachfolgenden 
Deduktion zugrunde gelegt werden muBte, kann unter dem Namen des NEWTON
schen Gravitationsgesetzes folgendermaBen ausgedruckt werden: 

Zwei materielle Partikeln ziehen einander an mit einer Kraft, die proportional 
ist den beiden M assen und umgekehrt proportional dem Quadrat ihrer gegenseitigen 
Entfernung. 

125. Die Anziehung ausgedehnter Karper. Relative Bewegung. Wenn wir uns 
die Aufgabe stellen, die Anziehung zwischen zwei Korpern zu berechnen, so 
wird das Resultat selbstverstandlich von der Verteilung der Massen jm Innern 
der Korper abhangen. Dies Problem wird in der Mechanik behandelt. Hier 
soIl nur das Resultat erwahnt werden, daB bei zwei kugelformigen Korpern, 
deren Dich te in gleicher Entfernung yom Zentrum uberall die gleiche ist, die 
gegenseitige Anziehung dieselbe sein wird, wie wenn die gesamte Masse eines 
jeden Korpers in seinem Schwerpunkt (hier identisch mit dem Zentrum) ver
einigt ware. Es versteht sich auch von selbst, daB, ganz allgemein, unabhangig 
von der Gestalt der Korper dieser Satz mit urn so groBerer Annaherung gelten 
wird, je kleiner die Dimensionen der Korper im Verhaltnis zur Entfernup.g sind. 
Beides findet naturlich eine wichtige Anwendung bei den Himmelskorpern. Man 
kann deshalb jedenfalls zunachst diese als Punkte betrachten, die im Besitze 
einer Anziehungskraft oder Masse sind. Sollte die Abweichung von der Kugel
form in einem Falle einen merkbaren EinfluB auf das Resultat der weiteren 
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Deduktion erhalten, so wird dieser EinfluB jedenfalls so klein sein, daB er be
quemer nachtraglich beriicksichtigt wird (als eine "Storung"). 

Hat man also zwei solche Himmelskorper mit den Massen M und m, deren 
Schwerpunkte in einem gegebenen Augenblick die gegenseitige Entfernung r 
haben, so wird die zwischen ihnen wirkende Kraft durch: 

K- ,Mm 
- T r2 (1 ) 

ausgedriickt sein, wo f denselben Wert behalt, ganz gleich, von welch en Korpern 
die Rede ist; der numerische Wert von f hangt von den gewahlten Einheiten 
fUr Masse, Entfernung und Zeit abo 

Sind mehr als zwei Korper vorhanden, so erhalt man einen ahnlichen Aus
druck fiir jede Kombination von je zweien, die we it ere Deduktion aber wird 
wesentlich verschieden, je nachdem ob nur zwei oder mehr als zwei Korper 
vorhanden sind. 

Stellt man sich im ersteren Fall vor, daB die beiden Himmelskorper zunachst 
in einem bestimmten Augenblick relativ zueinander im Weltraum ruhen und 
dar auf ihrer gegenseitigen Anziehung iiberlassen werden, dann werden sie sich 
natiirlich sogleich mit wachsender Geschwindigkeit gegeneinander bewegen und 
zuletzt zusammenstoBen. Da die Beschleunigung der Bewegung in der Richtung 
der Kraft gleich der Kraft dividiert durch die Masse ist, auf die die Kraft wirkt 
(§ 88), so wird: 

die Beschleunigung in der Bewegung von m gleich f ~. 
r 

" M gleich f ~- (2) 

und folglich die Beschleunigung in der reI a t i v e n Bewegung gleich I M ~ m . 
r 

Die Beschleunigung in der relativen Bewegung ist also der Summe der Massen 
proportional. Hieraus folgt gleichzeitig, daB die Beschleunigung in der relativen 
Bewegung ebenso groB ist, wie wenn die gesamte Masse (M + m) in dem einen 
Korper vereinigt ware. Hierdurch wird das Problem vereinfacht, denn man 
kann sich dabei vorstellen, daB die Kraft von einem fest en Zentrum ausgeht, 
und hat dann nur die Bewegung eines einzigen Punktes zu untersuchen. Hier
iiber Naheres bei der mathematischen Behandlung des Zweikorperproblems 
(vgl. S. 205). 

126. Verschiedene Bahnformen bei Anziehung seitens eines festen Massen
punktes. Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Bewegung eines Himmelskorpers 
zu finden, der, nachdem er zuerst irgendwie in den Raum geschleudert worden 
ist, der Anziehung seitens eines festen Massenpunktes ausgesetzt wird, die in 
Dbereinstimmung mit dem Gravitationsgesetz wirkt. Der obengenannte Aus
druck fiir die Beschleunigung der Bewegung langs der Verbindungslinie gilt dann 
unverandert, die spatere Bewegung aber hangt natiirlich auch von der urspriing
lichen Richtung und Geschwindigkeit abo Wie wir spater sehen werden, ist die 
Losung dieser Aufgabe verhaltnismaBig einfach. Eins der Resultate lautet, daB 
die Bewegung in einem Kegelschnitt (Kreis, Ellipse, Parabeloder Hyperbel) 
erfolgt, in dessen einem Brennpunkt das Anziehungszentrum liegt. Die Anwendung 
auf die Sonne und einen anderen Himmelskorper zeigt also, daB das erste KEP
LERsche Gesetz nicht alle Losungen des Problems umfaBt; nach der Theorie kann 
die Bewegung auch in einer Parabel oder Hyperbel vor sich gehen. Abb. 97 deutet 
an, wie die verschiedenen FaIle eintreffen konnen. Fist das Anziehungszentrum, 
Z. B. die Sonne, a der Punkt, von dem ausder Korper geschleudert wird; der 
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Einfaehheit halber denken wir uns diese Fortsehleuderung Hings der Geraden ab, 
senkreeht zum Radiusvektor Fa; es muB aber bemerkt werden, daB die Art 
des Kegelsehnitts, bis auf eine einzige Ausnahme, nur von der Gesehwin
digkeit des Wurfes, nieht aber von der Riehtung abhangt. Je naeh der GroBe 
der Wurfgesehwindigkeit wurde der Korper, wenn keine Kraft auf ihn wirkt, 
naeh Verlauf einer bestimmten (unendlich kurzen) Zeit zu den auf der Linie ab 
eingezeichneten Punkten gelangen; der Fall gegen die Sonne in derselben Zeit 
ist in allen Fallen der gleiche und auf der Abbildung mit c bezeichnet. 

1st die Wurfgeschwindigkeit klein, dann gewinnt sofort die Anziehung die 
Oberhand, und die Bahn wird eine Ellipseap mit demAphel ina, wahrend eine 
groBere Geschwindigkeit die Ellipse ap' 
hervorbringt mit dem Perihel in a. Unter 
den unendlich vielen Fallen, die hierbei 

b 

moglich sind, gibt es eine bestimmte Ge
sehwindigkeit, die den Kreis aa' ergibt. 
Damit die Bewegung kreisfOrmig werden // 
solI, muB der Wurf, wie es in der Ab-
bildung der Fall ist, senkrecht zum Radius
vektor erfolgen. Dies ist der oben erwahnte H 
Ausnahmefall. 

J e mehr die Geschwindigkeit des Wurfes If 
wachst, urn so langgestreckter wird die 
Ellipse, und bei einer ganz bestimmten 
Geschwindigkeit verschwindet das andere 
Ende der Ellipse in der Unendliehkeit. Die 
Bahn geht dann in eine Parabel aq uber. 
Die beiden Aste der Para bel nahern sich 
immer mehr der Parallelitat mit der 
Achse aF, je weiter der Korper sich in der 
Parabel fortbewegt, und die Geschwindig
keit nahert sich immer mehr dem Wert Null. 
Bei noch groBerer Wurfgeschwindigkeit 
tritt wieder eine unendliche Anzahl von 
Fallen ein, in denen die Bahnen Hyperbeln 
(aH) sind. Die Aste einer Hyperbel ent
fernen sich immer mehr voneinander, in
dem sie sich den Asymptoten nahern, und 
die Geschwindigkeit drauBen im Raum 

f 
p 

a! 

pI 
Abb.97. 

nahert sich wahrend der Bewegung ins Unendliche immer mehr einem bestimmten 
Endwert. Bei dem allerletzten Grenzfall, der eine unendlich groBe Wurfgeschwin
digkeit (oder verschwindende Anziehung seitensF) voraussetzt, geht die Hyperbel 
in die Gerade ab uber, ebenso wie beim ersten Grenzfall, der der Wurfgesehwindig
keit Null entspraeh, die Ellipse in die Gerade a F uberging. 

DaB man auch das zweite KEPLERsche Gesetz bei Losung dieser Aufgabe wieder
find en wird, geht bereits daraus hervor, daB die Kraft eine Zentralkraft ist. 

127. Die exakte Form des dritten KEPLERschen Gesetzes bei kreisformiger Be
wegung. Durch Anwendung des in § 125 gefundenen Ausdrucks fUr die Be
schleunigung der Gravitation, zuerst auf die Sonne und einen Planet en, danach 
auf die Sonne und einen zweiten Planeten, kann man noch eine weitere Folge
rung ableiten. Wir nehmen der Einfachheit halber an, daB beide Planeten sich 
in Kreisen bewegen. Hierbei wird derselbe Vorteil wie vorhin erreicht, daB die 
Gravitationskraft ganz mit der Zentripetalkraft zusammenfallt, so daB die Be-
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schleunigungen gleich groB gesetzt werden konnen, wodurch man fUr den einen 
Planeten: 

erhalt, also: 
4n2 M + m 
-U2 = t --R-3 - , 

wo M jetzt die Masse der Sonne bezeichnet. Werden die entsprechenden GraBen 
fUr den anderen Planeten mit dem Index 1 bezeichnet, erhalt man fUr diesen: 

4n2 = 1M + ml 
Ui R~' 

Werden diese beiden Gleichungen durcheinander dividiert, so erhalt man: 

Ui M + m R! 
U2 M + m 1 • R3 . (3) 

Bier hat man also fUr kreisformige Bahnen das dritte KEPLERsche Gesetz 
wiedergefunden, aber in einer etwas modifizierten Form, indem auf der rechten 
Seite ein Faktor hinzugekommen ist, der von Eins verschieden ist, wenn die 
beiden Planetenmassen m und m1 nicht gleich groB sind. Wenn KEPLER nichts
destoweniger auf empirischem Wege gefunden hat, daB der Ausdruck ohne diesen 
Faktor stimmte, so rtihrt das daher, daB samtliche Planeten, im Vergleich mit 
der Sonne, so geringe Massen haben, daB die Abweichung des Faktors von Eins, 
bei der Genauigkeit der ihm zur Verftigung stehenden numerischen Werte, un
merkbar wurde. Wie der Satz in dem allgemeinen Fall - elliptische Be
wegung - aussieht, solI spater gezeigt werden (S. 212). 

128. Bestimmung von Planetenmassen mit Hille des dritten KEPLERschen Ge
setzes. Die obige Betrachtung gibt ein Mittel zur angenaherten Bestimmung 
des Verhaltnisses zwischen der Masse der Sonne und der Masse eines Planeten, 
wenn letzterer von einem oder mehreren Trabanten begleitet ist, deren Ent
fernung vom Planeten und deren Umlaufszeit bekannt sind. Ftir die Bewegung 
eines Trabanten urn den Planet en gilt dieselbe Gleichung wie fUr dessen Bewegung 
urn die Sonne; wenn also im vorigen Paragraph en die mit Index 1 bezeichneten 
Buchstaben die Entfernung eines Trabanten vom Planeten usw. bezeichnen, so 
erleidet die letzte Gleichung nur die .Anderung, daB M + m1 im Nenner auf der 
rechten Seite gegen m + m1 , die Summe der Masse von Planet und Trabant. 
vertauscht wird. Werden Zahler und Nenner durch m dividiert~ geht der Bruch 
tiber in: 

(~ + 1) : (1 + ~1). 
M wird hier immer eine groBe Zahl, !1'l1_ dagegen immer eine kleine, und wenn 
m m 
man diese vernachlassigen kann (oder wenn ml/m auf andere Weise bekannt 
ist, was jedoch selten der Fall ist), dann ist M/m die einzige unbekannte GroBe 
in der Gleichung und kann also ermittelt werden. Selbst fUr den groBten aller 

Planeten, namlich fUr Jupiter, findet man auf diese Weise, daB ;; kleiner ist 
als 1 : 1000. 

Bei der Erde wtirde es nur eine rohe Annaherung geben, wenn man ml/m 
auBer Betracht lieBe, aber, wie wir spater sehen werden, kennt man das Ver
haltnis zwischen der Masse des Mondes und der Masse der Erde auf andere Weise. 

Zur Bestimmung der Masse der Erde brauchen wir indessen gar nicht bis 
zum Mond zu gehen, urn ein MaB fUr die Anziehungskraft zu finden, da man 
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ein naherliegendes Mittel in der Schwere auf der Erdoberflache hat. Vergleicht 
man die Gleichung: 

4J(~~3 = 1 (M + m) 

mit der Gleichung: 
m 

g = 1 e2 , 

wo e ein passend gewahlter Erdradius ist (s. den nachsten Paragraphen), so 
wird man durch Division das Verhaltnis zwischen der Masse der Sonne M und 
der Masse der Erde m finden; damit aber g ein MaB fiir die Anziehungskraft 
seIber angeben solI, muB der durch Beobachtung gefundene Wert urn die Wir
kung der Zentrifugalkraft vergroBert werden. Man findet auf diese Weise, daB 
das Verhaltnis zwischen den Massen der Sonne und der Erde etwas groBer als 
300000 ist. 

Bezeichnet gl die Schwerebeschleunigung auf der Oberflache eines anderen 
Himmelskorpers mit der Masse m1 und dem Radius e1' dann hat man auf die
selbe Weise: 

woraus folgt: 

gl =:: (:Jg. 
129. Die Anziehung eines Rotationsellipsoids. Die mathematische Behandlung 

der in § 125 genannten Aufgabe, den Ausdruck fur die Anziehung zwischen zwei 
Korpern zu finden, solI hier ubergangen werden. Es solI nur erwahnt werden, 
wie man die Beschleunigung der Anziehung berechnet, die ein Rotationsellipsoid 
mit geringer Abplattung, dessen innere Schichten nach ahnlichen Rotations
flachen angeordnet sind, auf einen Punkt ausubt, der sich auf der Oberflache 
des Korpers oder auBerhalb desselben befindet. 1st die Entfernung dieses Punktes 
von seinem Schwerpunkt r und bildet die Verbindungslinie zwischen beiden mit 
der Ebene des Aquators den Winkel q;, so ist die Beschleunigung mit groBer 
Annaherung durch die Gleichung: 

g' = 1;2 + ;4 (1 - 3 sin2q;) (4) 

gegeben, wo m die gesamte Masse des Korpers, t dieselbe Konstante wie vorher 
und " eine andere Konstante ist, die von der Abplattung abhangt. 

Bei der Anwendung auf die Erde sol1te q; also eigentlich die geozen trische 
Breite bezeichnen, aber in der Annaherung, die die Formel uberhaupt gibt, kann 
man ebensogut die geographische Breite nehmen. Hieraus folgt, daB unter den 
beiden Para11elkreisen q; = ± 35 0 16', wo sin 2 q; = 1/3, die Anziehung die gleiche 
sein wird, als ware die ganze Masse im Zentrum vereinigt. Wenn man zu. dem 
empirischen Ausdruck fur die Schwerebeschleunigung in § 104 om.0339 cos2q; 
addiert, d. h. den Betrag, urn den die Zentrifugalkraft die Schwere verringert, 
und darauf sin2q; = l/S setzt, also cos2q; = 2/S' so erhalt man g' = 9.8202 m 
in der Sekunde als MaB fiir die wirkliche Anziehung der Erde in der Entfernung 
r = a(1 - 1/31X), wenn a der Radius des Aquators und IX die Abplattung ist 
(s. § 94). Dies ist der Erdradius, der im vorigen Paragraphen e genannt 
wurde. 

Wird die Gleichung g = t ~ differenziert, so erhalt man: 
e 

dg 2de 
g=-e-' 
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wodurch man also berechnen kann, urn wieviel g verringert werden wird, wenn 
die Hohe liber dem Meeresspiegel urn de groJ3er wird. 

130. Elementare Betrachtungen iiber das DreikOrperproblem und die Storungs
probleme. Die Aufgabe, die relative Bewegung der Schwerpunkte zweier Himmels
k6rper unter dem Einflul3 der gegenseitigen Anziehung der Korper zu bestimmen 
(das Zweikorperproblem), wird in einem der folgenden Kapitel behandelt werden 
(§ 156 bis 179). 

Die Aufgabe, die relative Bewegung von drei oder mehreren Korpern 
unter dem EinfluJ3 der Gravitation zu bestimmen, wird danach (§ 180 bis 205) 
behandelt werden. Ganz allgemein gesteIIt ist diese Aufgabe so schwierig, daB 
der Mathematik die Mittel fehlen, die Bewegungen in endlicher Form auszu
drlicken. Flir das Sonnensystem indessen konnen die verschiedenen sich dar
bietenden Aufgaben gelost werden, jedoch nur durch fortgesetzte Annaherungen. 
Ob es sich urn die Bewegung eines Planeten urn die Sonne oder urn die Bewegung 
eines Trabanten urn seinen Planeten handelt , immer wird die Anziehung des 
Zentralkorpers so liberwiegend sein, daJ3 man eine brauchbare, in den meisten 
Fallen sogar eine erhebliche Annaherung dadurch erhalt, dal3 man flir jeden 
einzelnen Korper die Bewegung zuerst nach den KEPLERschen Gesetzen berechnet, 
so wie sie aus dem Gravitationsgesetz hervorgehen, so lange nur von zwei Him
melskorpern die Rede ist. Die Art der weiteren Annaherung wird durch folgende 
geometrische Betrachtung angedeutet. 

In Abb. 98 ist A ein Himmelskorper, dessen Bewegung in einem Kegelschnitt 
urn den Zentralkorper C als bekannt vorausgesetzt wird. Nun tritt ein dritter 
Korper P auf, der auf die beiden anderen eine Anziehung auslibt; hierdurch 

A entstehen Abweichungen in den zuerst berechneten 
~~-~~~ ____ t:t. gegenseitigen Bewegungen von C und A. Diese Ab-

8 weichungen nennt man StOrungen; P heiJ3t der 
st6rende Korper. Die Beschleunigung der Be
wegungen, die die Anziehung von P hervorruft, 

"'------ C c P ist in der Abbildung durch die Pfeile C c und A a 
Abb·98. dargesteIlt, von denen der erste gr6J3er ist, weil C 

naher an P steht. 
Urn jetzt dieselbe Erleichterung wie vorher zu erreichen, daB namlich der 

Zentralkorper als ruhend und die ganze Bewegung als auf A bezogen betrachtet 
werden kann, trage man den auf C wirkenden Pfeil in entgegengesetzter 
Richtung sowohl an C als auch an A ab, wie es in der Abbildung angedeutet 
ist; wenn auf beide Korper gleich groJ3e parallele Krafte wirken, wird ihre gegen
seitige Stellung natiirIich davon unbeeinfluBt bleiben, da aber C jetzt in Ruhe 
ist, wird die gesamte Wirkung der St6rung durch die Resultante A B von den 
beiden Pfeilen, die nun auf A wirken, dargestellt. Der Pfeil A B wird also die 
Beschleunigung der von P ausgelibten storenden Kraft darstellen. Wie man sieht, 
geht sie in diesem Fall in anderer Richtung als auf P. Die Richtung wird je 
nach der gegenseitigen Stellung der drei Korper verschieden sein; es gibt in 
dieser Hinsicht nur die eine allgemeine Regel, dal3 die storende Kraft auf den 
einen oder anderen Punkt in der Verbindungslinie zwischen P und Coder deren 
Verlangerung liber C hinaus gerichtet ist. Sie wird sich mit der Hauptkraft 
selbst, der Anziehung von C auf A, zusammensetzen und bewirken, daJ3 die 
Endresultante im allgemeinen keine Zentralkraft wird. 

Richtung und GroJ3e der Beschleunigung der storenden Kraft kann durch 
eine einfache Konstruktion gefunden werden. In Abb. 99 sollen C, A und P 
dieselbe Bedeutung haben wie vorher, aber jetzt sind sie in einer anderen Stellung. 
Setzt man die Entfernung PA = (! und PC = R, so wird jede mit A C par allele 
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Gerade von den beiden anderen Seiten des Dreiecks Stucke in dem Verhaltnis 
I] : R abschneiden. Die Beschleunigung der Anziehung von P auf A soH durch 
die Gerade A P, die also dem Pfeil A a in der vorigen Abbildung entspricht, 
in einer wiHkurlichen Skala dargestellt sein. Es kommt zunachst darauf an, 
aus der Anziehung von P auf C die Beschleunigung x in demselben MaBstabe 
zu finden, also so, daB x: A P = 1]2: R2. 

Tragt man P L = PA ab und zieht 
L D II C A, so ist: 

PD = JL.PL = '-'. PA R R . 

Macht man darauf PM = P D und 
zieht ME II C A, so ist : C"-----f'----:i7---T----~p 

PE = ~ . . PD = (~-r PA. 
Abb. 99· 

Folglich ist PE die gesuchte Lange x. Wollte man dasselbe Verfahren an
wenden wie in Abb. 98, dann muBte x erst von C gegen P, und dann in ent
gegengesetzter Richtung sowohl von C als auch von A abgetragen werden; dies 
alles kann man sich jedoch sparen . Man braucht nur P B = P E zu machen 
und die Linie A B zu ziehen, die dann die Diagonale im Parallelogramm der 
Krafte wird, von dem nur die Halfte in der Abb. 99 gezeichnet ist. A B wird 
also in dem gegebenen MaBstabe die Beschleunigung der storenden Kraft dar
stellen. 

131. Eine wichtige Eigenschalt der storenden Krait. Eine charakteristische 
Eigenschaft der st6renden Kraft erhalt man bei Betrachtung des einfachen 
Falles, daB die drei Korper auf einer Geraden stehen, z. B. A zwischen C und P. 
Die Resultante A B, die der Kurze halber mit L bezeichnet werden solI, wird 
dann gleich der Differenz zwischen den beiden Beschleunigungen sein, also, wenn 
die Masse von P mit m bezeichnet wird: 

L=I; -/~. 

Wird hier die Entfernung C A = r eingefUhrt, so ist I] = R - r. Aus Ruck
sicht auf einige spatere Anwendungen solI hier vorausgesetzt werden, daB r 
klein ist im Vergleich zu R. Dann kann man L in eine schnell konvergierende 
Reihe entwickeln , indem man die Division 1 : (R - r)2 ausfUhrt, die: 

1 2r 3r2 
}j2 + R3 + 'ii4 + .,. 

gibt. 
Setzt man dies fUr 1 : 1]2 ein, so erhalt man: 

L = 1m [~2 + ~ + ~: + ... - ~i] = 21 mira (1 + ~ ~ + ... ). 
Befindet sich A auf der anderen Seite von C, aber immer noch auf derselben 
Geraden, so daB die storende Kraft in entgegengesetzter Richtung wirkt, dann 
erhalt man: 

L' = 1];2 - f (R ~ r)2 ' 

und, wenn dies auf dieselbe Weise entwickelt wird: 

L' = 21m ~3 (1 - -~; + .. -). 
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Der Unterschied ist also nur, daB das zweite Glied in der Klammer das 
entgegengesetzte Vorzeichen hat. 1st nun r: R so klein, daB dies zweite Glied 
im Verhaltnis zu 1 keine Rolle spielt, dann folgt hieraus, daB, wahrend die An
ziehung selbst der zweiten Potenz der Entfernung umgekehrt proportional ist, 
die storende Kraft der dri tten Potenz der Entfernung R umgekehrt proportional 
ist. Man sieht ferner, daB sie der Entfernung r des st6renden Korpers yom 
Zentralkorper proportional ist. 

Wenn die drei Korper eine andere gegenseitige Stellung einnehmen, wird 
die Beschleunigung auch von dem Winkel A C P abhangen, der Faktor auBerhalb 
der Klammer in dem obigen Ausdruck wird aber auch fernerhin als Koeffizient 
auftreten. Statt die beiden Beschleunigungen, die auf den Punkt A in Abb. 98 
wirken (oder die entsprechenden in Abb. 99), zu einer Resultante A B zusammen
zusetzen, kann man sie auf den Radiusvektor C A und senkrecht dazu projizieren 
und so die Komponenten der Beschleunigung in diesen beiden Richtungen finden. 
Setzt man der Klirze wegen den Faktor 1m = 1, so werden die beiden GroBen, 
die projiziert werden sollen, 1: e 2 und 1 : R2. Bezeichnet man die Komponente 
im Radiusvektor mit P, positiv gerechnet nach auBen, und die andere Kompo
nente mit Q, positiv gerechnet in der Bewegungsrichtung, d. h. mit wachsendem 
Winkel bei C, so ist, wenn der Winkel PC A mit C und das Supplement des 
Winkels CAP mit A bezeichnet wird: 

1 1 
P = i!2- cosA - ii2 cosC 

und: 
Q 1'A I· C = - (>2 sm + R2 sm . 

Bier kann A mit Hilfe von C ausgedrlickt werden, indem man e cosA 
= R cos C - r und e sin A = R sin Chat, wodurch man: 

P = R cos C - r _ ~~s C 
(>3 R2 

und: 

erhalt. 
Zugleich ersieht man aus der Abbildung, daB man e2 =R2+r2-2RrcosC 

hat, also: 

Setzt man nun wie oben voraus, daB rlR eine kleine GroBe ist, dann kann 
dieser Ausdruck in eine schnell konvergierende Reihe entwickelt werden; wenn 
man die zweiten und hoheren Pot en zen dieser GroBe vernachlassigt, so erhalt man: 

e~ = ~a{ 1 + 3 i- cosC + ··l 
Wird dieser Wert eingesetzt, so erhalt man die beiden Komponenten: 

r 
P = R3 (3 cos2 C - 1) + ... 

Q 3 r . C 
= - -2- R3 sm2 + ... 

132. Die Storungen der Planeten. Von den St6rungen im Planetensystem solI 
hier folgendes angefUhrt werden. Wird die Bewegung eines bestimmten Planet en 
relativ zur Sonne gesucht, dann kann man die librigen Planeten, deren storender 
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EinfluB bemerkbar werden kann, jeden fUr sich behandeln, die Abweichungen 
in den elliptischen Koordinaten, die jeder von ihnen verursacht, berechnen und 
die Resultate summieren. Ebenso fUr jeden einzelnen der anderen Planeten. 
Es kann dann vorkommen, daB die berechnete gegenseitige Stellung fur einige 
von ihnen so starke Anderungen erlitten hat, daB sie einen EinfluB auf das 
Resultat dieser Berechnung ausuben konnen. Die Rechnung muB dann mit den 
neuen Werten wiederholt werden. 

Man kann aber auch die Vorstellung festhalten, daB die Planet en sich in 
elliptischen Bahnen bewegen, aber dann so, daB die Bahnelemente im Laufe 
der Zeit veranderlich sind - mit anderen Worten, man berechnet die Wirkung 
der Storungen auf die Elemen te, statt direkt auf die Koordina ten (vgl. § 193). 
In beiden Fallen gehen die Massen der storenden Planeten in das Problem ein, 
und fur Planeten, die nicht von Trabanten begleitet sind, sind die von ihnen 
ausgeubten Sti.irungen das einzige Mittel, urn ihre Masse zu bestimmen (oder 
eine vorlaufig angenommene Masse zu korrigieren), indem man namlich die 
berechneten arter mit den beobachteten vergleicht. Unter der groBen Anzahl 
Planeten, die man kennt, sind es daher nur die groBten, deren Massen bekannt 
sind, und diese aIle sind, bis auf drei, von Trabanten begleitet. 

Die K not e n Ii n i e n samtlicher Planetenbahnen sind rucklaufig; die 
N eigungen nehmen zu einer bestimmten Zeit fur einige zu, fUr andere abo 
Die Ebene der Erdbahn, auf die die Neigungen der ubrigen bezogen werden, 
hat selbst eine etwas veranderliche Lage im Raum als Folge der Anziehung 
durch die anderen Planeten, besonders durch die des Nachbarplaneten Venus. 
Dies ist der Grund fUr die in § 54 besprochene Anderung in der Schiefe der 
Ekliptik, die ihrerseits wiederum etwas auf die Prazession wirkt. 

Die Apsidenlinien sind in der Hauptsache rechtlaufig. Die Folge hiervon 
ist, daB die anomalistische Umlaufszeit, das ist die Zeit, die ein Planet braucht, 
urn relativ zum Perihel einmal herumzulaufen, in der also die Anomalie urn 360 0 

wachst, etwas langer ist als die siderische. So ruckt die Apsidenlinie der Erde 
11".6 im Jahre vor, da aber die durchschnittliche Winkelgeschwindigkeit der 
Erde 2".46 in der Minute ist (3548".193: 1440), so ist das anomalistische Jahr 
noch nieht 5 Minuten langer als das siderische. 

Die Ex zen t r i zit a t nimmt zu einer bestimmten Zeit fur einige Planet en 
zu, fur andere abo Gegenwartig nimmt sie zu fUr Merkur, Mars, Jupiter und 
Neptun, und nimmt ab fur Venus, Erde, Saturn und Uranus. Die jahrliche 
Abnahme der Exzentrizitat der Erdbahn betragt jedoch nieht mehr als 4 Ein
heiten der siebenten Dezimalstelle. 

Die Bewegung des Mondes. Prazession und Nutation. Ebbe und Flut. 
133. Die Bahnbewegung des Erdmondes. Riickwiirtsschreiten der Knoten und 

Vorwiirtsschreiten der Apsidenlinie. Da der Mond sich urn die Erde bewegt 
und beide Korper gleichzeitig urn die Sonne wandern, konnte man erwarten, 
daB die Mondbahn im Raume eine schleifenfOrmige oder wellenfOrmige Bewe
gung ware. Aus dem vorher (§ 124) erwahnten Umstand, daB der gemeinsame 
Fall der Erde und des Mondes gegen die Sonne doppelt so groB ist wie der 
Fall des Mondes gegen die Erde, geht aber hervor, daB die Bahn des Mondes 
relativ zur Sonne immer konkav ist. Die doppelte Bewegung bewirkt nur, daB 
bei Neumond, wo der Mond gegen die Erde in entgegengesetzter Richtung fallt 
wie die Erde mit dem Mond gegen die Sonne, die Krummung der Bahn geringer 
ist als bei Vollmond, wo der Fall beider in derselben Richtung vor sich geht. 

Wenn man von der Bewegung des Mondes relativ zur Erde annehmen konnte, 
daB sie analog den KEPLERschen Gesetzen fur die Planeten erfolgte, so ware 
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es leicht, seine Bahnelemente zu bestimmen. Die Lage der Bahnebene, 
durch die Lange des aufsteigenden Knotens (die natiirlich hier geozentrisch ist) 
und die Neigung ausgedriickt, konnte durch zwei Beobachtungen des Mondes 
zu verschiedenen Zeiten des Monats bestimmt werden, ebenso wie in § 41 die 
Bestimmung der Lage der Ekliptik durch zwei Sonnenbeobachtungen erklart 
worden ist. Die Lage der Apsidenlinie konnte dadurch bestimmt werden, daB 
zwei Zeitpunkte im Monat gefunden werden, zu denen die Winkelgeschwindig
keit des Mondes gleich ist, und wenn dadurch die Zeit seines Durchgangs durch 
das Perigaum und Apogaum bekannt ware, konnte die Exzentrizitat der Bahn 
durch Messung des Winkeldurchmessers des Mondes zu diesen beiden Zeiten be
stimmt werden, genau so wie in § 123 in bezug auf die Sonne erklart wurde. Die 
mittlere Entfernung kann mit Hilfe der taglichen Parallaxe bestimmt werden. 
Man hat gefunden, daB die Horizontalparallaxe durchschnittlich 57' 2".7 betragt, 
welch em Werte eine Entfernung von 60.27 Aquatorradien der Erde entspricht. 
Wie wir spiiter sehen werden, ist die Parallaxe der Sonne zu 8".80 bestimmt, wor
aus folgt, daB die Sonne 3423 : 8.80 = 389mal weiter entfernt ist als der Mond. 

Indessen wird man durch solche Beobachtungen bald herausfinden, daB die 
KEPLERschen Gesetze hier nur eine maBige Annaherung geben. Bereits in § 68 
ist erwahnt worden, daB die Lage der Bahnebene so schnell veranderlich ist, 
daB die Knotenlinie in 18.6 Jahren riicklaufig urn die ganze Ekliptik herum
wandert. Die Apsidenlinie bewegt sich bald rechtlaufig, bald riicklaufig, die 
direkte Bewegung iiberwiegt aber so stark, daB das Perigaum in 8.85 Jahren 
in dieser Richtung urn den ganzen Himmel herumkommt. Als Folge davon ist 
der anomalistische M onat 5 bis 6 Stunden langer als der siderische; durch· 
schnittlich betragt jener 27.55455 Tage, aber durch die UnregelmaBigkeit der 
Bewegung der Apsidenlinie kann er sehr stark von einem zum anderen Male 
variif;'ren (zwischen 25 und 29 Tagen). 

134. Die 50nne als storender Korper. Zerlegung der storenden Kraft in drei 
Komponenten. Der Grund fUr diese und andere UngleichmaBigkeiten in der Be
wegung sind die starken Storungen, denen der Mond ausgesetzt ist, indem hier 
die Sonne selbst als storender Korper auftritt. Aus dem in § 131 entwickeIten 
Ausdruck fUr die Beschleunigung der storenden Kraft kann man berechnen, 
daB der Mond starkeren Storungen von seiten der Sonne ausgesetzt ist als irgend
ein anderer Korper im Sonnensystem. 

Die der in § 130 angegebenen Konstruktion entsprechende Darstellung findet 
man in Abb. 100, wo C die Erde ist, A eine beliebige Stellung des Mondes. Da 

E der storende Korper, jetzt die Sonne (5), 
~---:i;----i-------5 389mal weiter entfernt ist als A, werden die 

Richtungen zu ihm, in der Abbildung mit A 5 
und C 5 bezeichnet, so nahe parallel (sie 
konnen nie einen groBeren Winkel als 60 . 9" 

cL........--f---*-~~---.- .. .s = 9' bilden), daB die Konstruktion darin 
Abb. 100. besteht, AL, DM und EB..L C5 und LD 

und ME beide II C A zu ziehen. Da in diesem 
Fall C L = LM = M B, kann dies auch so ausgedriickt werden, daB, wenn 
A L ..L C 5 gezogen ist, man C L noch zweimal von der Erde nach auBen abtragen 
muB, urn nach B zu kommen. Die Linie A B gibt dann, wie vorher, die Be
schleunigung der storenden Kraft im selben MaBstabe an, in dem die Ent
fernung A 5 (fUr die in der Abbildung kein Platz ist) die Beschleunigung der 
Anziehung der Sonne auf den Mond angeben wiirde. 

Bezeichnet man den Winkel A C B mit C und ABC mit B, so ist A L = C L . tg C 
=LB·tgB. Da nun LB =2CL, so hat man immer tgC =2tgB. 1st der 
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Winkel bei A ein rechter, wirkt die storende Kraft also senkrecht zum Radius
vektor des Mondes, dann ist auch B = 90° - C, also tgB = cotgC, woraus: 

tgC =±12. 
Hieraus folgt, daB A B senkrecht zum Radiusvektor steht, wenn C, das ist 

die Elongation des Mondes von der Sonne, ± 54 ° 44' oder ± 125 ° 16' ist. Dies 
stimmt mit der vorletzten Formel in § 131 uberein, aus der hervorgeht, daB die 
Komponente P (langs des Radiusvektors) verschwindet. wenn cos 2 C = 1/3 , 

also tg2C = 2. 
Abb. 101 zeigt Richtung und GroBe der Beschleunigung der st6renden Kraft 

fUr verschiedene Mondphasen, so wie man sie mit der obengenannten Kon
struktion findet, doch nur im halben MaB
stabe, verglichen mit Abb. 100. N und V 
sind Neu-und Vollmond, 2 und 5 die beiden 
Viertel, 1, 3, 4 und 6 die vier Punkte, die 
durch die Gleichung tg2C = 2 (oder cos2C 
= 1/3) bestimmt werden. Bei den Syzygien 
ist der Pfeil von der Erde nach auBen ge
richtet und hat dann zugleich seinen groBt
moglichen Wert, namlich (nach § 131) 
2/111 r: R3, wo 111 die Masse der Sonne 
ist. Bei den beiden Vierteln ist er nach 

2 

5 
Abb. l Ot. 

innen gegen die Erde gerichtet, ist aber dort nur halb so groB wie bei den Syzygien; 
in Abb. 100 wird namlich der Punkt B dann mit C zusammenfallen. In den 
Punkten 1, 3, 4 und 6 ist er, wie man leicht aus der Konstruktion in Abb. 100 
(oder aus der Formel fUr Q in § 131) ersieht, gleich dem Wert in den Vierteln 
multipliziert mit 12. 

In Abb. 99 und 100 liegt A B immer in der Ebene durch die drei Korper, 
hier also durch Sonne, Erde und Mond; da aber diese Ebene nur zweimal im 
Jahr mit der Ebene der Mondbahn zusammenfallt, namlich dann, wenn die 
Knotenlinie des Mondes auf die Sonne zeigt, so wird A B im allgemeinen einen 
Winkel mit der Ebene der Mondbahn bilden. Welche Richtung es auch hat, 
es kann immer geteilt werden in eine Komponente, die in die Ebene der Mond
bahn £alIt, und eine, die senkrecht dazu steht; die erste kann wieder in eine 
Komponente geteilt werden, die im Radiusvektor des Mondes liegt (die radiale 
Komponente), und eine, die senkrecht dazu steht; letztere soIl der Kurze wegen 
die tangentiale Komponente genannt werden, obwohl der Ausdruck eigentlich 
nur dann paBt, wenn die Mondbahn als ein Kreis betrachtet wird. 

135. Die tangentiale Komponente. Die Variation. Die tangentiale Kompo
nente ist, wie Abb. 101 zeigt, Null in den Syzygien und in den Vierteln, von 
Neumond aber bis zum erst en Viertel wirkt sie gegen die Bewegungsrichtung 
des Mondes, vom ersten Vif'rtel bis zum Vollmond dagegen mit der Bewegungs
richtung, wonach das Ganze sich in der zweiten Halfte des synodischen Monats 
wiederholt. Es ist klar, daB dies eine periodische Veranderlichkeit in der Ge
schwindigkeit des Mondes hervorrufen wird, und daB die Periode dieser Veranderlich
keit ein halber synodischer Monat oder etwa 15 Tage sein muB. Wie die Wirkung 
auf den Ort des Mondes in der Bahn wird, kann man daraus ersehen, daB die 
Bewegung wahrend des ganzen Weges vom letzten Viertel bis zum Neumond 
und vom ersten Viertel bis zum Vollmond beschleunigt wird, in beiden Syzygien 
sich also ein UberschuB von Geschwindigkeit angesammelt hat, der noch ein 
Stuck in die nachsten Quadranten hinein wirken wird; hier aber verliert dieser 
UberschuB sich mehr und mehr, weil die storende Kraft gegen die Bewegungs-

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 12 
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rich tung wirkt. Die Folge wird sein, daB der Mond seinem elliptischen art 
am weitesten vora us ist an einer Stelle zwischen Neumond und erstem Viertel 
und an einer Stelle zwischen Vollmond und letztem Viertel, am weitesten zuriick 
dagegen in den beiden anderen Quadranten. 

Die halbmonatliche Starung in der Bewegung des Mondes, die von TYCHO 
BRAHE entdeckt, aber erst von NEWTON erkHirt wurde, heiBt die Variation. Ihr 
maximaler Wert ist 39' 30". Dieser Betrag wird jedoch nicht ausschliel3lich 
durch die tangentiale Komponente verursacht. 

136. Die radiale Komponente. Die jiihrliche Ungleichheit. Betrachtet man 
nun die radiale Komponente, so ersieht man sofart aus Abb. 101 (und ebenso 
aus dem Ausdruck fUr P in § 131), daB diese bedeutend mehr nach auBen als 
nach innen wirkt. 1m Durchschnitt wird sie deshalb so wirken, daB sie die An
ziehung der Erde auf den Mond abschwiicht, so daB seine Entfernung und Um
laufszeit etwas graBer werden, als wenn die Sonne nicht da wiire. An und fUr sich 
kann dies keine eigentliche Ungleichheit in der Bewegung hervorrufen, da aber 
die starende Kraft der dritten Potenz der Entfernung der Sonne umgekehrt 
proportional ist, so kommt die Exzentrizitiit der Erdbahn zur Wirkung. Urn 
Neujahr, wenn die Sonne uns am niichsten steht, ist ihr abschwiichender Ein
fluB auf die Anziehung der Erde am stiirksten. 1m Laufe der Zeit aber, wiihrend des 
Friihlings und Sommers, gewinnt die Erde ihre iiber den Mond verlorene Herr
schaft mehr und mehr zuriick; der Mond wird sozusagen strammer und immer 
strammer am Ziigel gehalten und gezwungen, sich schneller und schneller zu 
bewegen, bis Anfang Juli, wenn die Sonne am weitesten entfernt ist. Der an
gehiiufte DberschuB an durchschnittlicher Geschwindigkeit wird noch eine Zeit 
lang in das niichste Halbjahr hinein vorhalten, wird aber hier mehr und mehr 
aufgebraucht, da der schwiichende EinfluB der Sonne wieder zunimmt. Die 
Folge muB eine jiihrliche Ungleichheit in der Bewegung des Mondes werden. 
Der graBte Unterschied in der U mla ufszei t ist ungefiihr 10 Minuten nach beiden 
Seiten des mittleren Wertes, und die graBte Wirkung auf den art des Mondes 
in der Bahn ist 11' 10", urn die er dem elliptischen art Anfang Oktober voraus 
und Ende Miirz hinter ihm zuriick ist. 

Auch diese Ungleichheit (die jiihrliche Gleichung) wurde zuerst von TYCHO 
BRAHE bemerkt. KEPLER war, schon bevor er nach Prag ging, zu einem iihnlichen 
Resultat gekommen. Als Herausgeber von Kalendern hatte er gefunden, daB 
einige der von ihm berechneten Fisternisse im Friihling spiiter und im Herbst 
fruher eintrafen als berechnet. Aus diesem AnlaB stellte er einige Betrachtungen 
an, die auf ein Gra vitationsgesetz hinweisen. TYCHO BRAHE sowohl als auch KEPLER 
brachten in ihren Mondtafeln die jiihrliche Gleichung nicht als eine Korrektion 
des Ortes des Mondes an, sondern als eine Korrektion der Zeit, indem sie eine 
besondere Zeitgleichung fUr den Mond benutzten. 

137. Die siikulare Akzeleration des Mondes. Die jiihrliche Gleichung gibt auch 
indirekt den AnlaB zu einer anderen Merkwiirdigkeit in der Bewegung des Mondes. 
Der englische Astronom HALLEY hatte durch Vergleich von iilteren und neueren 
Beobachtungen des Mondes gefunden, daB der siderische Monat zu seiner Zeit 
merklich kiirzer war als im Altertum. LAPLACE wies nach, daB die Ursache 
hierfiir die Abnahme der Exzentrizitiit der Erdbahn ist. Wenn die Erde nach 
Verlauf eines Jahres zu derselben Stelle in ihrer Bahn zuriickkommt, ist die 
Periode der jiihrlichen Ungleichheit in der Bewegung des Mondes vorbei, und 
alles sollte wieder von vorn anfangen; da aber die Exzentrizitiit der Erdbahn 
abnimmt, wird keine vollstiindige Kompensation erreicht, und LAPLACE zeigte, 
daB, so lange die Exzentrizitiit abnimmt, die Restwirkung sich in einer Ver
kiirzung der Umlaufszeit des Mondes auswirkt, genau wie HALLEY es gefunden 
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hatte. Die Wirkung auf die Umlaufszeit seIber ist zwar sehr unbedeutend -
die Umlaufszeit ist heute knapp eine halbe Sekunde kurzer, als sie es vor 2000 Jah
ren war - da aber eine Verkurzung der Umlaufszeit, also eine Vermehrung 
der durchschnittlichen Winkelgeschwindigkeit, eine Beschleunigung in der Be
wegung des Mondes bedeutet, wird die Wirkung auf den Ort des Mondes in der 
Bahn der zweiten Potenz der Zeit proportional und kann deshalb nach Ver
lauf langer Zeitraume merkbar werden. Die Lange des Mondes wird also folgender
weise ausgedruckt werden konnen: 

L = Lo + ftt + IXt2 + periodischen Gliedern, 

wo ft die durchschnittliche Winkelgeschwindigkeit zur Zeit t = 0 bedeutet. 
DELAUNAY fand auf theoretischem Wege, daJ3 der Koeffizient IX = 6".1 ist, wenn 
die Zeit in Jahrhunderten ausgedruckt wird. Neuere Untersuchungen haben 
einen Wert gegeben, der urn ein Unbedeutendes kleiner ist (6".0). Nach Ver
lauf von 2000 J ahren wird die Wirkung ungefahr 40' betragen. 

138. Die Evektion. Variation in der Mondparallaxe. Die parallaktische Un
gleichheit. Die groJ3te aller Storungen, denen der Mond ausgesetzt ist, ist sehr 
bedeutend und wurde bereits von PTOLEMAUS bemerkt. Man nennt sic die Evektion. 
Sie ist ziemlich komplizierter Natur, da sie auf der gegenseitigen Stellung von 
Sonne, Mond und Apsidenlinie der Mondbahn beruht, und es solI hier nur er
wahnt werden, daJ3 sie ihren groJ3ten Betrag ± 1 0 16' 26" erreicht, wenn die 
Elongation des Mondes von der Sonne und die Elongation des Perigaums von 
der Sonne zusammen ± 90 0 betragen, z. B. wenn der Mond im Perigaum mitten 
zwischen Neumond und erstem Viertel steht. Die Periode betragt 31.8 Tage 
(etwas mehr als einen synodischen Monat). Die Evektion steht in naher Be
ziehung zu der vorher besprochenen bald rechtlaufigen, bald retrograden Be
wegung der Apsidenlinie, die zusammen mit einer gleichzeitig damit verknupften 
Veranderlichkeit in der Exzentrizitat eine Periode von etwas uber cinem halben 
Jahr hat. Die Exzentrizitat der Mondbahn betragt durchschnittlich 0.0549, sie 
variiert aber im Laufe einer solchen Periode zwischen 0.044 und 0.066. 

DaJ3 die radiale Komponente der storenden Kraft eine Anderung in der Lage 
der Apsidenlinie bewirken muJ3, wenn diese gegen die Sonne zeigt, ist durch 
eine geometrische Betrachtung leicht einzusehen; ebenso, daJ3 diese Wirkung 
groJ3er sein muJ3, wenn der Mond im Apogaum steht, als wenn er sich.im Perigaum 
befindet, da die Beschleunigung der storenden Kraft der Entfernung des Mondes 
von der Erde proportional ist. 

Eine bemerkenswerte Wirkung der Evektion und der Variation tritt in dem 
auf theoretischem Wege abgeleiteten Ausdruck fUr die Horizontalparallaxe P 
des Mondes in Erscheinung. Unter Weglassung einiger kleinen Glieder mit 
Koeffizienten <2" hat man, wenn S die Elongation des Perigaums von der 
Sonne bezeichnet: 

im Perigaum P = 60' 19".2 + 65".6 cos2S 
dagegen im Apogaum P = 54' 6".2 - 9".2 cos2S. 

Wahrend also die Parallaxe des Mondes im Perigaum im Laufe eines Viertel
jahres urn 2' 11" variieren kann, kann sie im Apogaum nur 18" variieren. 

Nach ADAMS betragt der groJ3te mogliche Wert der Parallaxe des Mondes 
61' 31".5, dem eine Perigaumdistanz q = 55.S7 entspricht, wenn der Aquator
radius der Erde als Einheit benutzt wird. Naher kann der Mond also niemals 
kommen. Die Bedingung dafiir, daJ3 dieser maximale Parallaxenwert erreicht wird, 
ist, daJ3 der Vollmond im Perigaum mitten zwischen den Knoten steht, und daJ3 
die Sonne sich gleichzeitig im Perigaum befindet. Wenn dagegen der Neumond 

12* 
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unter im iibrigen gleichen Verhaltnissen im Apogaum steht, so erhalt man die 
kleinste mogliche Par alI axe 53' 54".7 und die groBte mogliche Apogaumdistanz 
Q = 63·77. 

Bei Sonnenfinsternissen ist von Bedeutung, wenn das Perigaum bei Neu
mond in einem der Knoten eintritt und gleichzeitig die Sonne im Apogaum 
steht; dann ist P = 61' 21".6, welchem Werte q = 56.03 entspricht. 

AuBer den drei obengenannten groBen Starungen gibt es noch eine groBe 
Menge anderer, die sich in den Beobachtungen zu erkennen geben. Von diesen 
solI nur die parallaktische Ungleichheit genannt werden, die auf dem zweiten 
Glied in der Klammer im Ausdruck fUr Lund L' in § 131 beruht, das bei Neu
und Vollmond entgegengesetztes Vorzeichen erhalt. Die Periode dieser Ungleich
heit ist deshalb ein synodischer Monat; die groDte Wirkung auf die Uinge des 
Mondes betragt ungefahr 2', urn die der Mond beim erst en Viertel zuriickbleibt 
und beim letzten Viertel voraneilt. Diese Starung hat ein besonderes theoretisches 
Interesse; wenn der Betrag der Ungleichheit durch Beobachtungen hinreichend 
genau gefunden werden kann, kann sie umgekehrt dazu dienen, die GroBe zu 
bestimmen, die bei Neu- und Vollmond in dem mathematischen Ausdruck mit 
umgekehrten Vorzeichen auftritt, namlich das Verhaltnis zwischen den Ent
fernungen von Mond und Sonne und damit indirekt, wenn die Entfernung des 
Mondes als bekannt vorausgesetzt wird, die Parallaxe der Sonne. 

139. Die Bewegung der Erde um den gemeinsamen Schwerpunkt von Erde und 
Mond. Hier sol1en auch noch einige andere Phanomene erwahnt werden, die 
eine Folge davon sind, daD die Erde iiberhaupt von einem Mond begleitet ist. 
Erde und Mond treten der Sonne gegeniiber als eine Art Doppelplanet auf, und 
der Punkt, der die elliptische Bahn urn die Sonne beschreibt, ist nicht das Zen
trum der Erde, sondern mit sehr groDer Annaherung der gemeinsame Schwer
punkt von Erde und Mond. Die Lage dieses Schwerpunkts kann auf die ge
wohnliche Weise gefunden werden. 1st M die Masse der Erde, m die des Mondes, 
a ihre gegenseitige Entfernung, x die Entfernung des Schwerpunkts vom Zen
trum der Erde, so ist: 

woraus: 
Mx = m(a - x), 

m 
x=M+m a . 

Wie wir gleich sehen werden, ist die Masse der Erde etwa 82mal groDer als 
die des Mondes; a kann zwischen den obengenannten Grenzen 55.9 und 63.8 Erd
radien variieren, durchschnittlich wird x also ungefahr 3/4 Erdradius. Der Schwer
punkt liegt demnach im Innern der Erde, jedoch der Oberflache naher als dem 
Zentrum. 

Abb. 102 zeigt eine Folge hiervon. 5 ist die Sonne, m der Mond im letzten 
Viertel, T der gemeinsame Schwerpunkt; n ist die Parallaxe der Sonne, das ist 

l 

Abb.102. 

m der Winkel, unter dem der Erdradius e, l der 
Winkel, unter dem x auf der Sonne erscheint, 
also l = 3/4n . Fiir einen Beobachter auf der 
Sonne wiirde dies aussehen, als lage das Zen
trum der Erde in ihrer Bahn urn so viel hinter 
dem elliptischen Ort T; einen halben syno
dischen Monat spater, wenn der Schwerpunkt 
auf die andere Seite gekommen ist, wiirde das 
Zentrum der Erde urn genau so viel dem 

elliptischen Ort vorangehen. Jede Ungleichheit in der Bewegung der Erde aber 
wird sich flir uns wie eine entsprechende Ungleichheit in der Bewegung der Sonne 
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in der Ekliptik widerspiegeln. Die Periode wird hier ein synodischer Monat. 
Setzt man n = 8" .80, so wird l =6".6. 

Ein anderes Phanomen ist in Abb. 103 dargestellt. Rier sei der Mond m in 
Konjunktion mit der Sonne 5 und habe gleichzeitig seine maximale Breite, in
dem der Winkel i die Neigung der Mondbahn (in der Abbildung stark iiber
trieben) bezeichnet. 5 T ist die Ebene der Ekliptik, senkrecht zur Papierebene 

m gedacht; von der Sonne aus wird also das 
Zentrum der Erde etwas unterhalb der 
Ekliptik erscheinen und das Zentrum der 
Sonne, vom Zentrum der Erde aus gesehen, 
etwas oberhalb der Ekliptik. Die Abwei- 9"'"""'=:::~L ___ W.E:.~ 
chung ist jedoch sehr unbedeutend; aus der 
Abbildung sieht man namlich, daJ3 Tt =xsin i, 
und da i ungefahr 50 ist, des sen Sinus 1/11 
ist, so wird auch der Winkel b, unter dem Tt 

Abb.103. 

von der Sonne erscheint, l/n des Winkels l, also 0".6. Man sieht jedoch 
schon hieraus, daJ3 die geozentrische Breite der Sonne nicht immer absolut Null 
sein kann. 

140. Die dritte Komponente der storenden Kraft. Storungen in Knotenlange 
und Neigung der Mondbahn. Es bleibt noch ubrig, die Wirkung der dritten 
Komponente der starenden Kraft, die die Sonne auf den Mond ausubt, zu unter
such en, die senkrecht zur Ebene der Mondbahn steht. Nach dem fruher von 
der Richtung der star end en Kraft Gesagten muJ3 diese Komponente im allge
meinen gegen die Ekliptik gerichtet sein (es gibt jedoch Situationen, in denen 
dies nicht der Fall ist). Befindet der Mond sich also u ber der Ebene der Ekliptik, 
wird er in der Regel nach unten gezogen, und ist er unter der Ekliptik, 
wird er in der Regel nach oben gezogen. 

Man sollte daher annehmen, daJ3 die Mondbahn schlieJ31ich mit der Ekliptik 
zusammenfallen muJ3te, aber Abb. 104 zeigt, wie es sich in Wirklichkeit verhalt. 

Hier stellt die viereckige Platte 
die Ebene der Ekliptik von der Seite 
und von oben gesehen vor, mit der 
Erde in T und der Sonne weit ent
fernt in der Richtung TS; KABN 
ist die eine Ralfte der Mondbahn, wie 
sie ohne Starung sein wurde, mit dem 
aufsteigenden Knoten in K, dem ab
steigenden in N. Stellt man sich nun 
vor, daJ3 die Starung in dem Augen
blick anfangt, in dem der Mond sich 

k 

/--1'--- - _. S 

Abb. 104. 

z. B. in A befindet, so wird die hier behandelte Komponente ihn normaler
weise nach unten ziehen, so daJ3 er in der nachstfolgenden Zeit einen Bogen A a 
durchlauft, der un ter der alten Bahn liegt. Wenn wir diese neue Bahn ruck
warts verlangern, bis sie die Ekliptik in k trifft, so sieht man, daJ3 der auf
steigende Knoten von K hi" k zuruckgegangen ist. Gleichzeitig ist, wie man 
sieht, die Neigung etwas verkleinert worden, da der Bogen Ak etwas uber 
der alten Bahn liegt. 

Ratte die Starung angefangen, als der Mond in B war, wurde er auch hier 
nach unten gezogen worden sein, so daJ3 er in der nachstfolgenden Zeit den 
Bogen B b hatte durchlaufen mussen. Wird dieser Bogen nach vorn verlangert, 
so wird er die Ekliptik rechts von N schneiden, wodurch der absteigende Knoten 
zwar wieder zuruckgegangen, die Neigung aber jetzt etwas graJ3er geworden ist. 
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Wird dieselbe Dberlegung fUr die beiden anderen Quadranten angestellt, die 
unter der Ekliptik liegen, und wo der Mond senkrecht nach oben gezogen wird, 
so erhalt man ein entsprechendes Resultat. 

Hieraus folgt, daJ3 die Neigung der Mondbahn im Laufe eines Monats bald 
ab- und bald zunehmen wird, die Wirkung hiervon hebt sich aber bereits nach 
Verlauf von 13-14 Tagen auf; dagegen wird die Knotenlinie durchgehends 
zuruckweichen. Hier haben wir die Erklarung fUr den bereits im Altertum 
bemerkten Ruckgang der Knoten der Mondbahn. Die Periode kann auf theoreti
schem Wege abgeleitet werden und stimmt mit der aus der Erfahrung gewonnenen 
von 18.6 Jahren uberein. Der genaue Wert der siderischen Umlaufszeit ist 
6793.45 Tage, der der tropischen 6798.36 Tage. Ebenso wie die Bewegung des 
Mondes selbst ist auch die Knotenbewegung einer sakularen Veranderung unter
worfen, die jedoch sehr klein ist. Vor 1000 J ahren war die Periode nur 0.15 Tage 
kurzer als jetzt. 

Indessen ist zu bemerken, daJ3 unsere Dberlegung nur gilt, wenn die Knoten
linie KN einen Winkel mit der Richtung Erde-Sonne bildet; denn wenn KN 
auf die Sonne zeigt, fallt die storende Kraft ganz in die Ebene der Mondbahn, 
so daJ3 keine zu ihr senkrechte Komponente vorhanden ist. Die beiden Male 
im Jahre, wo dies eintrifft, stehen die Knoten also still; die Wirkung ist offenbar 
am graJ3ten, wenn die Knotenlinie senkrecht zur Syzygienlinie T 5 steht. Hier
aus folgt, daJ3 der Ruckgang der Knotenlinie nicht gleichmaJ3ig, sondern etwas 
veranderlich ist, mit einer Periode von etwa einem halben Jahr. Dasselbe ist 
auch mit der Neigung der Fall; diese ist durchschnittlich 50 9'; wenn aber die 
Knotenlinie auf die Sonne zeigt, ist sie 50 18', dagegen 50 0', wenn die Knoten
linie senkrecht auf der Syzygienlinie steht. Die obenerwahnte Anderung der 
Neigung mit einer Periode von etwa 14 Tagen hat eine bedeutend geringere 
Amplitude. Fur die Berechnung der numerischen Werte der graBten Storungs
glieder in Q und i siehe die ausfuhrliche Behandlung dieses Problems S. 527 
bis 532. 

141. Erkliirung der Priizession und der Nutation. Die geometrische Betrach
tung im vorigen Paragraph en erklart auch die Ursache eines Phanomens, das 
in dem Vorhergehenden oft besprochen worden ist: der Priizession der Aquinoktien. 

Fur die folgende Betrachtung kannen wir annehmen, daB die abgeplattete 
Erde aus einem Kern besteht, dessen Masse in seinem Schwerpunkt vereinigt 
und der von einer Schale umgeben ist, deren Dicke am Aquator am graJ3ten ist 
und die nach beiden Seiten gegen die Pole abnimmt, bei denen sie verschwindet. 
Betrachtet man zuerst ein kugelfarmiges Stuck dieser Schale am Aquator, so 
ist dies gleichsam ein kleiner Trabant der Erde. Seine Bahnebene ist die Ebene 
des Aquators; die Knotenlinie ist also die A.quinoktiallinie, und die Neigung 
ist 23 0 27'. Die Umlaufszeit betragt 24 Stunden. Die Bahn ist ein Kreis, dessen 
Radius der Aquatorradius ist. Auf dies en Trabanten wird die Sonne starend 
wirken, genau in derselben Weise wie auf den wirklichen Trabanten, den Mond. 
Da die Beschleunigung der starenden Kraft der Entfernung des gestarten Karpers 
vom Zentralkarper (hier dem Zentrum der Erde) proportional ist, so wird sie 
in diesem Falle 60mal geringer als beim Monde; dafUr wird aber die zur Bahn
ebene senkrechte Komponente hier verhaltnismaBig graBer, da die Schiefe der 
Ekliptik graJ3er ist als die Neigung der Mondbahn. Es ist dann klar, daJ3 diese 
Komponente eine rucklaufige Bewegung der A.quinoktiallinie hervorbringen muJ3, 
in derselben Weise wie bei der Knotenlinie der Mondbahn. Ware nur dieser 
kleine kugelfarmige Trabant vorhanden, so muJ3te man gleichzeitig eine kleine 
Veranderlichkeit der Schiefe der Ekliptik mit einer Periode von einem halben 
Umlauf, also 12 Stunden, erwarten; betrachtet man aber einen Ring von der 
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Dicke des Trabanten rund urn den ganzen Aquator herum, so fallt die letzt
genannte Wirkung fort, und es bleibt nur das Riickwartsschreiten der Aquinoktial
linie. DaB dieser Ring eine Fortsetzung mit abnehmender Dicke auf beiden 
Seiten des Aquators hat, kann den Charakter des Phanomens offenbar nicht 
verandern. In quantitativer Hinsicht besteht natiirlich ein bedeutender Unter
schied zwischen dem Riickwartsschreiten der Aquinoktialpunkte und dem Riick
wartsschreiten der Mondknoten, nicht nur weil die Kraft geringer ist, sondern 
besonders deshalb, weil dieser Schalentrabant nicht frei ist, sondern die ganze 
inn ere Erde mitschleppen muB. 

Nun ist die Sonne jedoch nicht der einzige Himmelskorper, der auf diese Weise 
storend wirkt. Theoretisch wird das jeder fremde Korper tun; es gibt aber auBer 
der Sonne nur einen, dessen Wirkung merkbar wird, das ist der Mond. Wie wir 
gleich in einer anderen Verbindung sehen werden, ist seine Wirkung sogar groBer 
als die der Sonne. Wie nun die Wirkung der Sonne darin bestand, daB die Schnitt
linie des Aquators mit der Ekliptik auf der Ekliptik zuriickgeht, eben so muB 
die Wirkung des Mondes darin bestehen, daB die Schnittlinie des Aquators mit 
der Ebene der Mondbahn auf dieser zuriickgeht. Da die Mondbahn nur einen 
kleinen Winkel mit der Ekliptik bildet, werden diese beiden Wirkungen in der 
Hauptsache zu einer GroBe vereinigt. Diese heiBt die Lunisolarprazession (§ 54). 

Hier kommt indessen ein Umstand hinzu, der die Sachlage in einem gewissen 
Grad kompliziert, namlich, daB die Mondbahn selbst gerade diese eben erklarte 
riickwartsgehende Bewegung hat. Es erleichtert die Dbersicht, wenn man statt 
der drei Ebenen ihre Normalen betrachtet oder, was auf dasselbe herauskommt, 
die Pole der drei groBten Kreise auf der Himmelskugel. DaB der Aquator mit 
konstanter Neigung gegen die Ekliptik riickwarts schreitet, kann auch so aus
gedriickt werden, daB der Pol des Aquators sich senkrecht zur Richtung nach 
dem Pol der Ekliptik bewegt; ganz ahnlich 
steht es mit der Bewegung des Pols der Mond
bahn. 

In Abb. 105, die einen Teil der Himmels
kugel von auBen gesehen vorstellt, ist E der 
Pol der Ekliptik, I, II, III ... verschiedene 
Stellungen, die im Lauf von 18.6 Jahren der 
Pol der Mondbahn einnimmt, der die ganze 
Zeit etwa 50 von E entfernt ist; M MI ist ein 
Teil des kleinen Kreises, in dem der Pol des 
Aquators infolge der Lunisolarprazession in un
gefahr 26000 Jahren urn E herumgeht. 

Fangt man z. B. mit dem Augenblick an, 
in dem der Pol der Mondbahn in II und der 
Aquatorpol in P2 ist, so muBletzterer wegen der 
Wirkung der Sonne langs des kleinen Kreises 
wandern, wegen der Wirkung des Mondes da- M 

gegen senkrecht zum groBten Kreis P2 II; 
die Resultante zeigt in diesem Fall nach 
innen relativ zum Kreise M MI. Nach Ver
lauf einiger Jahre, wenn der Pol der Mond

I V 
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Ps 
Abb. 105 . 

bahn nach III gekommen ist, werden die Richtungen beider Bewegungen zu
sammenfallen, und fahrt man so fort, dann sieht man, daB der Aquatorpol 
eine wellenformige Linie, wie auf der Abbildung, beschreiben wird. Diese peri
odische Veranderlichkeit in Lange und Schiefe der Ekliptik (die Entfernung von E 
zu den Punkten PIP2 usw.) ist gerade das Hauptglied der Nutation (§ 57). Hieraus 



184 Die astronomische Bewegungslehre und einige damit zusammenhangenden Probleme. 

ersieht man auch den Grund dafUr, daB die Periode dieses Nutationsgliedes mit 
der Periode der riickwartsschreitenden Bewegung der Mondknoten zusammen
falit. 

Da die Nutation eine periodische Veranderlichkeit in den Koordinaten der 
Sterne bewirkt, kann man durch Beobachtung derselben die GroBe bestimmen, 
die in § 56 die Nutationskonstante genannt ist. Hierin hat man eines der best en 
Mittel zur Bestimmung der Masse des Mondes. NEWCOMB zufolge ist die Nuta
tionskonstante 9".21, woraus er wiederum berechnet hat, daB die Masse der 
Erde 81.6mal so groB wie die des Mondes ist. 

Die Erklarung der Prazession hat NEWTON gegeben, dagegen scheint er auf 
die Nutation nicht aufmerksam geworden zu sein. Als diese spater durch Be
obachtungen von BRADLEY entdeckt wurde, wurde sie kurz darauf von D'ALEM
BERT erklart (Naheres iiber die Theorie siehe Anhang S. 534 bis 538). 

Wie in § 57 besprochen, umfaBt man unter dem Namen Nutation nicht nur 
die obengenannte Hauptwirkung, die durch den Mond veranlaBt wird, sondern 
auch alle anderen Veranderungen in der gegenseitigen Lage von Aquator und 
Ekliptik, die periodischer Natur sind. DaB einige davon durch die Sonne hervor
gerufen sein miissen, kann man aus der geometrischen Betrachtung in § 140 er
sehen. Auf dieselbe Weise, wie dort fUr die Mondbahn nachgewiesen, wird 
namlich hier die Wirkung der Sonne auf die Bewegung des Aquators am groBten 
sein, wenn die Aquinoktiallinie senkrecht zur Verbindungslinie mit der Sonne 
steht, also bei den beiden Solstitien, dagegen aber Null, wenn sie auf die Sonne 
zeigt. Als Folge davon entsteht eine kleine halbjahrliche Veranderlichkeit in der 
Prazession und in der Schiefe der Ekliptik. Diese ist in den Formeln fUr die Nuta
tion in § 57 mitgenommen. 

142. Ebbe und Flut. Endlich solI hier ein Phanomen erwahnt werden, das, 
ebenso wie das eben besprochene, durch eine storende Wirkung auf gewisse 
Teile der Erdoberflache hervorgerufen wird, namlich die regelmaBige Ebbe und 
Flut oder die Gezeiten. 

Ganz ungeachtet der Form der Erde wird die Anziehung eines Himmels
korpers auf allen Punkten ihrer Oberflache wegen der verschiedenen Ent
fernungen und Richtungen dieser Punkte zu dem fremden Korper st6rende 
Krafte hervorrufen. In Abb. 101 (S. 177) sei der Kreis ein Schnitt durch die Erde, 
dann stellen die dort eingezeichneten Pfeile die Beschleunigung der storenden 
Krafte dar, die durch einen Himmelskorper in der Richtung eN oder C V hervor
gerufen werden. Ware die Erde durch und durch ein starrer Korper, so daB 
die beeinfluBten Punkte relativ zum Zentrum der Erde den Platz nicht wechseln 
konnten, so wiirden hierdurch nur unbedeutende Spannungen hervorgerufen 
werden; nimmt man die Erde vorlaufig als stillstehend und ganz yom Meer 
bedeckt an, so wiirde die tangentiale Komponente eine Bewegung im Wasser 
hervorrufen, die andauern wiirde, bis ein Gleichgewicht vorhanden ist, das ist 
bis die Oberflache des Meeres sich iiberall senkrecht zur Resultante der Schwere 
und der storenden Kraft gestellt hat. Das Wasser wird dann von den Punkten 2 
und 5 fortstromen (und natiirlich auch von allen anderen Punkten in dem auf 
dem Papier senkrechten groBten Kreis durch 2 und 5) und sich in zwei Er
hohungen urn N und V sammeln. 

Da nun aber die Erde rotiert, so andert sich das Verhalten des Meeres, da 
kein permanentes Gleichgewicht mehr entstehen kann; die quantitative Unter
suchung des Phanomens ist sehr verwickelt, weil die unregelmaBige Verteilung 
von Land und Meer andere und weit groBere Abweichungen von dem urspriing
lichen Resultat hervorruft. Das Hauptresultat ist, daB an den meisten Kiisten 
abwechselnd Ebbe und Flut ist in einer Periode, die die Halfte der Rotations-
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zeit der Erde relativ zu dem fremden Himmelskorper betragt. Die veranderliche 
Entfernung desselben hat einen gewissen EinfluB. 

Die beiden Korper, deren Wirkung merkbar ist, sind wieder Sonne und Mond. 
Ihre relative Bedeutung in dieser Beziehung kann fUr jeden von ihnen leicht 
gefunden werden durch Berechnung des langsten Pfeils in Abb. 101, der von 
N und V ausgeht. Wird die von der Sonne bewirkte Beschleunigung mit 8, 
die von dem Mond bewirkte mit (L der Erdradius mit (!, Masse und Entfernung 
der Sonne mit M und R, Masse und Entfernung des Mondes mit m und r be
zeichnet, so ist nach § 131, wenn nur das erste Glied in der Reihenentwicklung 
von Loder L' mitgenommen wird: 

Ci: = 21m ~ r 
und: 

8 = 21M ;3' 
also: 

<I _ ~(R)3 
8- Mr' 

Benutzt man die Masse der Erde als Einheit, so ist, wie oben erwahnt: 

m = 1: 81.6; 

M kann gleich 332000 gesetzt werden, woraus folgt: 

M : m = annahernd 27 Millionen. 

Vorhin haben wir gesehen, daB der Durchschnittswert von R: r = 389, des sen 
dritte Potenz 59 Millionen ist, woraus folgt: 

« 59 8 = 27 = 2.18. 

Die Wirkung des Mondes ist also mehr als doppelt so groB wie die der Sonne; 
deshalb gibt der Mond dem ganzen Phanomen seinen Charakter und die Haupt
periode ist die Halfte eines Mondtages, das ist die Zeit zwischen zwei Kulmina
tionen des Mondes. Wegen der unregelmaBigen Bewegung des Mondes kann 
dieser Zeitraum zwischen 24h 39m und 25 11 8m variieren, da aber der synodische 
Monat 29.53 Tage betragt, in welcher Zeit der Mond 1mal weniger kulminiert 
als die Sonne, wird die durchschnittliche Lange der Periode: 

~ . ~~:~~ mittlere Sonnentage = 12h 25 m. 

Die Periode der Sonnenflut betragt 12 Stunden; ihre Wirkung auBert sich 
als eine periodische Veranderlichkeit in der Hohe der Mondflut und in dem 
Zeitpunkt fUr das Eintreten dieser. Wenn Sonnenwelle und Mondwelle in der
selben Richtung wirken, was etwa 1 bis 2 Tage nach Neu- und Vollmond der 
Fall ist, tritt Springllut ein; bringt dagegen die Sonne Niedrigwasser, wahrend 
gleichzeitig der Mond Hochwasser bringt oder umgekehrt (dies ist etwa 1 bis 
2 Tage nach den Mondvierteln der Fall), so tritt NiPPflut ein. Das Verhaltnis 
zwischen Springflut und Nippflut sollte dem Obenstehenden zufolge gleich: 

(2.18 + 1) : (2.18 - 1) = 2.7 

sein, weicht aber oft davon abo Die Periode fUr diese Wirkung der Sonne ist 
ein halber synodischer Monat oder 14.77 Tage. Die Zeit zwischen der Kulmination 
des Mondes und dem nachstfolgenden Hochwasser nennt man Hafenzeit. Sie muB 
an jedem Ort durch Beobachtung bestimmt werden. Aus dem obengenannten 



186 Die astronomische Bewegungslehre und einige damit zusammenhangenden Probleme. 

Grunde ist sie im Laufe eines halben Monats etwas veranderlich; wird sie als 
eine konstante GroBe angefiihrt, so ist es entweder ihr Durchschnittswert oder 
ihr Wert bei Neu- und Vollmond. 

Die Aufstauung von Wasser in Buchten hat oft eine bedeutende VergroBe
rung der Gezeiten (Tidenhubs) zur Folge. Der Springtidenhub, das ist der Unter
schied zwischen Hoch- und Niedrigwasser urn die Zeit der Syzygien, erreicht 
so z. B. in der Bucht zwischen der Bretagne und der Normandie eine Hohe 
von 10 m, im Bristolkanal an mehreren Stellen 10 bis 13 m, in dem ostlichen 
breiten Teil der MagellanstraBe und dem angrenzenden Teil der Kiiste Pata
goniens 11 bis 14 m und in der Fundybucht zwischen Neuschottland und Neu
braunschweig 15 m. 

Wenn die Gezeitenwelle in einen schmalen Sund eindringt, entsteht oft ein 
reiBender Strom, so z. B. der Salzstrom in der Nahe von Bodo in Norwegen, 
der zur Springzeit, besonders wenn der Mond in der Nahe des Perigaums steht, 
stark werden kann; ebenso an vereinzelten Stellen der Westkiiste Schottlands 
und besonders in den Durchfahrten zwischen Schottland und den Orkneyinseln 
und in den Sunden zwischen diesen Inseln. 

Wenn die Gezeitenwelle in einen FluB eindringt, dessen Tiefe nach und nach 
abnimmt, entsteht manchmal die Flutbrandung, die franzosisch mascaret, eng
lisch bore heiBt. Die Welle erstreckt sich dann wie eine Mauer quer iiber den 
FluB und ist an ihrer Vorderseite so steil, daB sie vorniiber bricht. 

Die Form, in der die Gezeiten in der Nordsee auftreten, ist durch die halb
tagige Gezeitenwelle des Nordostatlantischen Ozeans bestimmt; diese dringt urn 
Schottland herum von Norden in die Nordsee ein und schreitet an der eng
lischen Ostkiiste entlang bis zu den Hoofden und dann nach Osten in die Deutsche 
Bucht hinein fort, wo sie nach Norden umbiegt und an der Kiiste Jiitlands 
entlang bis zum Skagerrak sich noch bemerkbar macht. An der deutschen Nord
seekiiste kann der Springtidenhub bis zu 4 m betragen. 

An der Kiiste Norwegens, etwas westlich von Lindesnaes, ist die Gezeiten
erscheinung unmerklich, weil dort eine Interferenz der von Siiden kommenden 
Gezeitenwelle mit der aus Norden eindringenden entsteht, so daB an dieser Stelle 
das Hochwasser der einen mit dem Niedrigwasser der anderen Welle zusammen
fallt. Ostlich von Lindesnaes ist die Gezeitenwelle iiberall unbedeutend. Der 
Tidenhub betragt hier nur wenige Dezimeter. An der Ostkiiste Norwegens und 
im Oslofjord wird eine Eigentiimlichkeit der Gezeitenwelle beobachtet, die auch 
an mehreren Stellen in den inneren danischen Fahrwassern nachgewie;;en ist, 
namlich, daB die Springzeit nicht wie im allgemeinen auf der Erde wenige Tage 
nach den Syzygien, sondern mehrere Tage vor Neu- und Vollmond eintritt. 

Finstemisse. 
143. Einleitende Bemerkungen. Kernschatten und Halbschatten. Mondfinster

nisse sind absolute, Sonnenfinsternisse parallaktische Phiinomene. Die Sonne ist 
ein selbstleuchtender Korper. Jeder Planet und jeder Trabant wirft einen von 
der Sonne weggerichteten Schatten. Gelangt ein dritter Himmelskorper in einen 
solchen Schatten, so entsteht eine Verfinsterung. Auf Abb. 106 sei 5 die Sonne, 
T ein Planet oder ein Trabant. Zieht man die auBeren Tangenten an beide, 
so wird ein konischer Teil des Raumes hkh' abgegrenzt, von dem das Sonnen
licht ausgeschlossen ist, vorausgesetzt daB die Strahlen geradlinig gehen. Dieser 
Teil des Raumes heiBt der Kernschatten. Kommt ein dritter Himmelskorper in 
diesen hinein, so wird er also im eigentlichen Sinne des Wortes verfinstert, und 
Anfang und Ende des Phanomens werden auch von anderen Orten des Raums 
aus gesehen werden konnen. 
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Zieht man auch die inner en Tangenten an 5 und T, so erhalt man eben
falls einen konischen Teil des Raums, der seitlich von den Richtungen ha und h' a' 
begrenzt wird, der aber in der Abbildung nach rechts unbegrenzt ist. Diesen 
Raum nennt man den Halbschatten, da jeder Punkt zwischen seinen Grenzen 
und den Grenzen des Kernschattens nur Licht von einem Teil der Sonnen scheibe 
erhalt. Die Erfahrung lehrt, daB ein auBerhalb stehender Beobachter, z. B. auf 
der dunklen Seite von T, im allgemeinen nichts Ungewohnliches sehen wird, 
wenn ein dritter Korper in den Halbschatten hineinkommt. Nur in der nachsten 
Nahe des Kernschattens ist ein Abnehmen der Helligkeit zu bemerken. Fiir 

einen Beobachter auf dem dritten Himmelskorper selbst wird das Phanomen 
dagegen merkbar werden, weil der Korper T sich wie ein dunkler Schirm vor die 
Sonne stellt und einen groBeren oder kleineren Teil von ihr verbirgt. Auch dies 
nennt man eine Finsternis, obwohl es eigentlich ein Phanomen ganz anderer Art ist. 

Es sei hier bei dieser und ahnlichen Abbildungen ein fiir allemal bemerkt, 
daB es unmoglich ist, die Dimensionen und Entfernungen in den richtigen gegen
seitigen Verhaltnissen darzustellen. Die Dimensionen der Himmelskorper sind 
namlich im Verhaltnis zu den Entfernungen so klein, daB man sie nur mit starker 
Dbertreibung ihrer GroBe darstellen kann. 

Die beiden Himmelskorper, deren Verhalten in obenerwahnter Beziehung das 
groBte Interesse fiir uns haben, sind die Erde und der Mond. Wenn T die Erde 
bezeichnet, und der Mond in ihren Kernschatten gelangt, entsteht eine Mond
finsternis. Eine solche kann also nur bei Vollmond stattfinden. Bezeichnet da
gegen T den Mond, und kommt die Erde in seinen Halb- oder Kernschatten, 
so entsteht eine Sonnenfinsternis, die also nur bei Neumond stattfinden kann. 

Bei der Vorausberechnung von Finsternissen kommt es in der Hauptsache 
auf eine Vorausberechnung der Grter von Sonne und Mond am Himmel an. Eine 
Mondfinsternis zeigt sich an jedem Ort der Erde gleich, wenn der Mond iiber
haupt iiber dem Horizont des Beobachtungsortes steht; eine Sonnenfinsternis 
dagegen ist ein parallaktisches Phanomen, dessen Verlauf von dem Standpunkt 
des Beobachters abhangt und das deshalb eine umstandlichere Berechnung er
fordert. Diese Berechnungen sollen hier iibergangen werden. Dagegen sollen 
gewisse allgemeine Verhaltnisse untersucht wE\rden. 

144. Mondfinsternisse. Das erste, worauf es bei einer Mondfinsternis an
kommt, sind die Dimensionen des Kernschattens der Erde. Wie man sie findet, 

lehrt Abb. 107, wo 5 die Sonne, r ihren Winkelradius und n ihre Parallaxe be
zeichnet. Die Lange des Schattens l, das ist die Entfernung vom Zentrum der 
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Erde bis zur Spitze des Schattens, ist die Hypotenuse in einem rechtwinkligen 
Dreieck, dessen eine Kathete der Erdradius a ist, der der Winkel r - 11: gegen
iiberliegt. Es ist also: 

l = a: sin (r - 11:) . 

Durchschni ttlich ist r = 16' 0", n = 9", also r - n = 15' 51". Setzt man 
dies ein, so erhalt man l = 217 a. Da die Entfernung des Mondes 64a niemals 
iibersteigen kann (vgl. S. 180), sieht man also, daB der Schatten reichlich lang 
genug ist, urn bis an den Mond heranzureichen. 

Der Querschnitt des Schattens an der Stelle, wo der Mond hindurchgeht, 
kann aus derselben Abbildung gefunden werden, wo ab eine Ebene bezeichnet, 
die senkrecht auf der Schattenachse in der Entfernung des Mondes steht. Die 
Schnittlinie dieser Ebene mit dem Schattenkegel wird (abgesehen von der Ab
plattung der Erde) ein Kreis, dessen Radius am besten durch seinen Winkel
wert (in der Abbildung mit Q hezeichnet) ausgedriickt wird. Da die Parallaxe II 
des Mondes der AuBenwinhl an dem Dreieck ist, erhalt man: 

Q = II - (r - n) . 

Setzt man hier den Durchschnittswert II = 5 7' 3" ein, so erhalt man e == 41 '12". 
Die extremen Werte der Parallaxe (s. § 138) werden 3' - 4' groBere oder kleinere 
Werte fiir e ergeben. Da der Winkelradius des Mondes 17' niemals iibersteigen 
kann, kann der Schatten den Mond also reichlich umhiillen. 

Hieraus kann man weiter die Dauer der Finsternis berechnen. 1st die Ver
finsterung zentral, d. h. geht clas Zentrum des Mondes durch die Schattenachse, 
dann kann man zwei Krcise zeichnen, den einen mit dem Radius e, den anderen 
mit dem Winkelradius R des Mondes, der durchschnittlich 15' 33" betragt. 
Die beiden auBeren Bcriihrungen werden dann Anfang und Ende der partiellen, 
die beiden inner en Anfang und Ende der totalen Finsternis bezeichnen. Das 
Shick Weg, das der ?lIond relativ zum Schatten zwischen den beiden Beriihrungen 
zu durchlaufen hat, ist also: 

fUr die Finsternis iiberhaupt 2(e + R) = 113'.5 
fUr die totale Finsternis 2 (e - R) = 51'.3. 

Die durchschnittliche Geschwindigkeit des Mondes relativ zur Sonne, also 
auch relativ zum Schatten, ist 360°: 29.53 oder in runder Zahl 12° taglich, 
d. h. 30' in der Stunde. Das gibt fiir: 

die ganze Dauer der zentralen Finsternis den Wert 113.5 : 30 = 3h .8 
die Dauer der totalen zentralen Finsternis den Wert 51.3: 30 = 1 h. 7. 

1st die Parallaxe groB, der Mond also naher als im Durchschnitt, so ver
groBern sich die Dimensionen der beiden Kreise, aber gleichzeitig vergroBert 
sich auch die Winkelgeschwindigkeit des Mondes, und zwar in starkerem MaBe, 
so daB die Dauer der Finsternis dann etwas kiirzer wird; das Umgekehrte tritt 
ein, wenn die Parallaxe kleiner als im Durchschnitt ist. 

Die Beobachtungen stimmen nicht ganz mit den obenstehenden Zahlen iiber
ein, sondern erfordern einen etwas groBeren Querschnitt des Erdschattens. Zum 
Teil liegt das daran, daB Wolken in den unteren Schichten der Erdatmosphare 
die Sonnenstrahlen aufhalten und dadurch die Dimensionen des Schattens ver
groBern; hauptsachlich aber riihrt es daher, daB der Kernschatten nicht scharf 
begrenzt ist, sondern allmahlich in den Halbschatten iibergeht. Der Beobachter 
wird unwillkiirlich die Schattengrenze dahin verlegen, wo ihm der Dbergang am 
scharfsten erscheint, und das ist etwas auBerhalb des Kernschattens. Bei Voraus
berechnungen von Mondfinsternissen pflegt man deshalb e urn ein Fiinfzigstel 
seines Wertes zu erhOhen. 
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Bei der Berechnung der Dimensionen des Erdschattens haben wir voraus
gesetzt, daB die Sonnenstrahlen geradlinig verlaufen. Da aber die Strahlen, die 
durch die Atmosphare gehen, besonders durch die unteren, dichteren Luft
schichten eine merkliche Brechung erleiden, so wird Licht in den zuerst berech
neten Schattenkegel eindringen, am meisten auBen an der Spitze, weniger und 
weniger nach innen zu. Die Grenze des Kegels, in den kein Sonnenlicht mehr 
eindringt, findet man, indem die Ablenkung doppelt so groB wie die Horizontal
refraktion an der Erdoberflache gerechnet wird, weil der Strahl zuerst in die 
Luft eintreten und danach auf der anderen Seite wieder austreten muB. Wird 
die Horizontalrefraktion zu 35' gerechnet, muB also der halbe Offnungswinkel 
des Schattens, der in runder Zahl. 16' war, urn 70' = 1 0 10' vermehrt werden. 
Die Lange des Schattens wirel dann: 

a : sin 1 026' = 40 Erdradien. 

Dieser Schattenkegel ist also nicht lang genug, urn den Mond zu erreichen. 
Dies hat zur Folge, daB der Mond noch gesehen werden kann, selbst wenn er 
mitten in dem zuerst berechneten Schatten steht; im allgemeinen hat er dann 
eine tiefrote Farbe, in Ubereinstimmung mit der Erfahrung, daB die unteren 
Luftschichten vorzugsweise die rot en Strahlen hindurchlassen. Es ist also die 
Morgen- oder die Abendrote in verdoppeltem Grad, die wir auf dem verfinsterten 
}fond sehen. 

145. Totale und ringformige Sonnenfinsternisse. Die Verhaltnisse bei einer 
Sonnenfinsternis werden auf ahnliche Weise von den Dimensionen des 
Mondschattens abhangen. Es ist hier bequemer, die linearen Dimensionen 
als Grundlage fUr die Berechnung pI nehmen statt cler WinkeI: 

Abb. 108, wo S die Sonne und M der Mond ist, zeigt den Kernschatten. 
Die Radien der Sonne und des Mondes sind mit K und k bezeichnet, ihre Ent
fernung von dem Zentrum der Erde mit A und a, ihre gegenseitige Entfernung 
bei Neumond also mit A -- a. Zieht man yom Beruhrungspunkte h auf dem 
Monde eine der Schatten-
achse parallele Gerade, 
so erhalt man zwei 
ahnliche Dreiecke, aus 
denen man die Lange 
des Schattens: 

k 
l = - --(A - a) K-k 

findet. 

~ J(~ k 
S A-a. M l 

Abb. 108. 

Hier ist der erste Faktor konstant, A - a aber kann verschiedene Werte 
annehmen. Da der wirkliche Radius, in Erdradien (e) ausgedruckt - nicht zu 
verwechseln mit (! im vorigen Paragraphen - gleich dem Sinus des Winkel
radius dividiert durch den Sinus der Horizontalparallaxe ist, so wird mit den 
vorher angegebenen \Verten dieser Winkel fUr Sonne und Mond: 

K = 109.1 (! und k = 0.2726 (! 
gefunden, woraus: 

l = 0.002505 (A - a) 

oder in runder Zahl 1/400 von (A - a). 1st die Sonne wahrend der Finsternis 
in mi ttlerer En tfern ung, dann ist: 

A = (!: sin 8".80 = 23440 (j, 
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wo jedoch die beiden letzten Ziffern unsicher sind. Hier kann man mit ge
nugender Genauigkeit: 

setzen, also: 

wodurch man: 

erhalt. 

A - a = 23380 e, 

1= 58.56 e 

Diese Schattenlange ist mit der kleinsten Entfernung, die der Mond bei 
einer Sonnenfinsternis haben kann, d. h. 56.03 (} (vgl. S. 180), zu vergleichen. 
Es ist also bei mittlerer Sonnenentfernung der Kernschatten etwas langer als 
die kleinstmogliche :Mondentfernung. 1st aber der Mond in mittlerer Entfer
nung (a = 60 (}), so ist der Kernschatten des Mondes nicht lang genug, urn 
ganz bis zum Zentrum der Erde zu reich en , nicht einmal bis zur Oberflache 
der Erde, die urn einen Erdradius naher ist, wenn die Schattenachse genau auf 
das Zentrum gerichtet ist. Ein Beobachter, der sich in der Verlangerung dieser 
Achse befindet, wird zwar eine zentrale Finsternis haben, aber die Sonnenscheibe 
wird nicht vollstandig von der dunklen Mondscheibe verdeckt sein: es wird ein 
schmaler heller Ring am Rande ubrigbleiben. Eine solche Sonnenfinsternis 
nennt man ringformig. Damit die Finsternis total, d. h. die Sonne ganz vom 
Mand verdeckt sein 5011, muss en die Verha1tnisse in bezug auf die Entfernungen 
gunstiger liegen als bei den mittleren Entfernungen der Fall ist. 

Aus der Abbildung (oder aus der Formel fUr l) ersieht man, daB die groBte 
totale Sonnenfinsternis eintreten wird, wenn die Sonne ihren groBtmoglichen 
und der Mond seinen kleinstmoglichen Abstand von der Erde hat. Wir be
trachten deshalb den Fall, wo die Sonne sich in der groBtmoglichen Entfer
nung befindet (Apogaum der Sonne). Wird die Exzentrizitat der Erdbahn zu 
1/60 gerechnet, so erhalt man fur die Entfernung der Sonne im Apogaum: 

A = 23440(1 + 1/60) e= 23831 e, 
und dam it, in derselben Weise wie vorher: 

und: 
A - a = 23771 e 

l = 59.54e. 

Der Schattel1 wird also etwas langer als bei mittlerer Sonnenentfernung. 
Steht der Mond in mittlerer Entfernung, so wird die auBerste Spitze des Schatten
kegels von der Oberflache der Erde abgeschnitten werden konnen, und es wird 
dann auf ihr einen kleinen runden Fleck geben, wo die Finsternis total ist. Dieser 
Fleck wird nach und nach in einer gekrummten Bahn von Osten nach Westen 
uber die Erdoberflache hinwandern. Seinen groBten Durchmesser wird der Fleck 
haben, wenn die Schattenachse auf das Zentrum der Erde gerichtet ist, also 
wenn die verfinsterte Sonne im Zenit steht; die Entfernung des Flecks von der 
Spitze des Kegels ist dann l - a + e, wie man durch eine geometrische Be
trachtung leicht sehen kann. Der Fleck wird dann ein Kreis sein, dessen Radius x 
leicht aus den beiden ahnlichen Dreiecken gefunden werden kann, die man dann 
erhalt, namlich: 

x k 

l-a+e 
oder: 
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Werden hier die obengegebenen, der kleinstmoglichen Mondentfernung und 
der groBtmoglichen Sonnenentfernung entsprechenden Werte von lund a ein
gesetzt, so erhalt man: 

x = 0.0207 e = 132 km. 

Der Schatten des Mondes auf der Erde kann also hochstens einen Durch
messer von 264 km haben. 

146. Die Dauer einer totalen 50nnenfinsternis. Wie lange eine totale Sonnen
finsternis fur einen gegebenen Punkt auf der Erde dauern kann, hangt teils 
von der Geschwindigkeit des Schattens, teils von der Geschwindigkeit des Punktes 
infolge der Rotation der Erde ab, teils auch von der relativen Richtung dieser 
beiden Bewegungen. Hier solI angedeutet werden, wie die groBtmogliche Dauer 
berechnet werden kann. 

Die geozentrische Winkelgeschwindigkeit des Mondes im Verhaltnis zur Sonne, 
die durchschnittlich etwa 30" in der Minute betragt, wird unter den oben voraus
gesetzten Umstanden 35".8 in der Minute betragen. Wird diese Zahl durch die 
Zahl s dividiert und mit a = 56.03 e = 56.03 . 6378 km multipliziert, so erhalt 
man die Geschwindigkeit des Mondes relativ zur Verbindungslinie zwischen Erde 
und Sonne zu 62.02 km in der Minute. Die Geschwindigkeit des Schattens an 
der Erdoberflache wird nur urn ein Unbedeutendes groBer; er wird gefunden, 
wie man leicht sehen kann, indem man die Zahl urn 55: 23830 = 1/433 seines 
Wertes vergroBert, was 62.16 km in der Minute ergibt. Die Geschwindigkeit, 
mit der ein Punkt am Aquator sich wegen der Rotation der Erde relativ zu der
selben Geraden bewegt, ist 27.83 km in der Minute (1/4 der Lange des Aquator
grades, s. § 95). Wenn jetzt der Schatten einen Punkt am Aquator trifft, der 
die Sonne und den Mond im Meridian hat, und wenn der Schatten an diesem 
Ort auBerdem gerade in der Richtung West-Ost gebt, ebenso wie die Rotation, 
dann wird die relative Geschwindigkeit des Schattens 62.16 - 27.83 = 34.33 km 
in der Minute, und die Dauer der Finsternis, d. h. die Zeit, die der Schatten 
braucht, urn seinen eigenen Durchmesser zu durchlaufen, wird 264: 34·33 
= 7.7 Minuten. 

Hierbei ist indessen folgendes zu bemerken: Damit der Schatten genau 
nach Osten wandern kann, muB gleichzeitig der Mond seine groBte Deklination 
haben, und da die Jahreszeit dadurch gegeben ist, daB die Sonne in oder in 
der Nahe ihres Apogaums stehen solI, anfangs Juli also, so muB diese Dekli
nation etwa 23 0 sein. Wenn die Finsternis im aufsteigenden Knoten eintritt, 
wird dies fUr die Deklination 22 0 52' zutreffen, was eine bestimmte Stellung 
der Mondbahn erfordert. In diesem FaIle findet die Finsternis im Zenit, 
aber nicht am Aquator, sondern unter 22 0 52' nordlicher Breite statt. Hier 
ist jedoch die Rotationsgeschwindigkeit geringer, so daB auch die Dauer der 
Finsternis etwas geringer wird. Wenn dagegen der Schatten, wie oben voraus
gesetzt, den Aquator trifft, so hat das zur Folge, daB der Querschnitt des Schat
tens etwas kleiner wird, ungefahr 260 km. Folglich betragt die groBte mog
liche Dauer 260: 34-33 Minuten = 7m .57 = 7m 348 • 

Wegen der vie len Bedingungen, die gleichzeitig erfullt sein mussen, wird 
eine so langdauernde Finsternis in Wirklichkeit kaum jemals eintreten. Bereits 
eine Dauer von 6 Minuten ist ungewohnlich. 

147. Partielle 50nnenfinsternisse. Eine partielle Sonnenfinsternis findet fUr 
jeden Punkt statt, der sich im Halbschatten des Mondes befindet. Die Dimen
sionen des Halbschattens konnen aus Abb. 109 gefunden werden, wo P der 
Schnittpunkt zwischen den inner en Tangenten an Sonne (5) und Mond (M) ist. 
Von Interesse ist hier der Querschnitt in der Entfernung a vom Monde, dort also, 
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wo der Halbschatten die Erde treffen kann; der Radius dieses Querschnitts 
ist in der Abbildung mit It bezeichnet. Wie fruher ist 5 M = A - a. Zieht 
man durch das Zentrum des Mondes .M eine Gerade, parallel zu der einen der 

k '-.......... 
/ -...... .. ... - .............. ... 

............ 

Abb. 109. 

inner en Tangenten, so ent
stehen zwei ahnliche Drei
ecke, die in M zusammen
stoBen, und in denen man: 

h- k K + k 
a A - a 

hat, also: 

It = k + -~-- (K + k) . A -a 

Der Querschnitt des Halbschattens ist also am groBten, wenn der Mond im 
Apogaum und die Sonne im Perigaum ist. Benutzt man die mittleren Werte 
a = 60.27 und A - a = 23380 zusammen mit K = 109.1 und k = 0.27, alles 
in Erdradien ausgedriickt, so findet man: 

h = 0.55 Erdradien. 

Selbst der Halbschatten ist also nicht ausreichend, urn die ganze Erde ein
zuhiillen. Trifft er die Erde zentral, so wird er eine Kalotte abgrenzen, 
deren begrenzender Durchmesser nur etwas mehr als die Halfte des Erddurch
messers betragt. Durch eine einfache Rechnung erhalt man hieraus das Resultat, 
daB die Kalotte nur 1/12 der Erdoberflache bedeckt, also 1/6 der Oberflache der 
gegen die Sonne gerichteten Halbkugel. Mit dem Fortschreiten des Schattens 
nach Osten wird die partielle Finsternis auf einem breiten Streifen der Erdober
flache zu sehen sein. In der Nahe ihrer Nordgrenze wird der nordliche Rand 
des Mondes nur etwas uber den sud lichen Rand der Sonne hinstreifen; in der 
Nahe der Sudgrenze wird der siidliche Rand des Mondes den nordlichen Rand 
der Sonne streifen. AuBerhalb der Grenzen findet keine Finsternis statt, weil 
der Mond bei der Konjunktion entweder unterhalb oder oberhalb der Sonnen
scheibe vorbeigeht. 

148. Verlauf einer Sonnenfinsternis auf der Erde. Hiiufigkeit der Mond- und 
Sonnenfinsternisse. Gewisse allgemeine Erscheinungen beim Verlauf einer Sonnen
finsternis fUr die Erde als Ganzes k6nnen bei Betrachtung von Abb. 110 ge-

Abb. ItO. 

funden werden, in der T die Erde sein solI. Die partielle Finsternis beginnt, 
wenn der Mond M im Punkte m die gemeinsame auBere Tangente so von Sonne 
und Erde beruhrt. Ein Beobachter in 0 sieht demnach den Anfang der Finsternis 
fruher als irgendein anderer; er hat Sonne und Mond im Horizont und, wie 
man aus der durch den Pfeil angedeuteten Richtung der Rotation der Erde 
sieht, fallt der Anfang der Finsternis mit Sonnenaufgang zusammen. Nach und 
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nach beginnt die Finsternis auch an anderen Orten urn 0 herum; unter diesen 
ist eine Reihe von Punkten, wo der Anfang ebenfaHs bei Sonnenaufgang statt
findet. Wenn der Mond nach Verlauf einiger Zeit auf die andere Seite hiniiber
gekommen ist, so daB der entgegengesetzte Rand die andere gemeinsame auBere 
Tangente von Sonne und Erde beriihrt (auf der Abbildung ist dies nicht ein
gezeichnet), dann wird ein Beobachter in n, auf der entgegengesetzten Seite 
der Erde, das Ende der Finsternis spater sehen als irgendein anderer, und zwar 
bei Sonnenuntergang. Da der Punkt 0 inzwischen, infolge der Rotation, ein 
Stiick auf die heHe Seite der Erde hineingelangt ist, so bleibt die Entfernung 
zwischen den beiden Punkten, in denen die Finsternis zuerst und zuletzt ge
sehen wird, immer kleiner als 180°. 

Am SchluB des Buches ist der Verlauf zweier typischer Sonnenfinsternisse 
auf der ErdoberfHiche wiedergegeben. 

In bezug auf eine spater folgende Anwendung ist bei dieser Betrachtung von 
besonderem Interesse, daB sie den geozentrischen Winkelabstand des Mondes von 
der Sonne bei Anfang und Ende der Finsternis fUr die Erde iiberhaupt zeigt. 
Der WinkelS T M besteht, wie man sieht, aus drei Teilen, von denen die beiden 
auBeren die Winkelradien R und r des Mondes und der Sonne sind, und der 
mittlere der Unterschied zwischen ihren ParaHaxen II- 'JT,. Werden die friiher 
angegebenen mittleren Werte dieser Winkel eingesetzt, so erhalt man: 

5 T M = R + r + II - 'JT, = 1 ° 28' 27" = 1 °.474. 

Das Doppelte hiervon, also 2°.95 ist dann der geozentrische Winkel, den der 
Mond relativ zur Sonne wahrend der Finsternis fUr die Erde als Ganzes zu durch
laufen hat. Hieraus findet man auch die Dauer der Finsternis fUr die ganze 
Erde; rechnet man namlich die Winkelgeschwindigkeit des Mondes relativ zur 
Sonne mit einer runden Zahl zu 1/2° in der Stunde, so erhalt man eine Dauer 
von 5.9 Stunden. Der Betrag kann natiirlich etwas mit der Entfernung des 
Mondes variieren; ebenso ist leicht zu ersehen, daB die Dauer kiirzer wird, wenn 
der Halbschatten sich nicht zentral bewegt, sondern nur die eine oder andere 
Seite der Erde streift. 

Wenn cer Mond von der SteHung M aus so weit gewandert ist, daB die Kern
schattenachse die Erde beriihrt, beginnt die zentrale (totale oder ringformige) 
Finsternis. Die entsprechende SteHung auf der anderen Seite, wo also die zentrale 
Finsternis endet, ist bei der SteHung Ml des Mondes gezeigt, wo die Gerade 5 Ml 
die Erde in n beriihrt. Der geozentrische Winkelabstand ist [] - 'JT, = 0°.95, 
wenn die linearen Entfernungen ihre mittleren Werte haben. Die Dauer der 
zentralen Finsternis fUr die Erde als Ganzes wird dann 3.8 Stunden. Es kann 
aber auch vorkommen, daB die Schattenachse die Erde iiberhaupt nicht beriihrt; 
man erhalt dann nur eine partieHe Finsternis in den nordlichen oder siidlichen 
Polargegenden oder jedenfaHs unter hohen Breiten. Die SteHung der Rotations
achse der Erde kann natiirlich verschieden sein, je nach der Jahreszeit, in der 
die Finsternis eintritt. 

Abb. 111 zeigt die relative Haufigkeit von Sonnen- und Mondfinsternissen 
fUr die Erde als Ganzes. Legt man urn das Zentrum T der Erde eine Kugel
flache mit der Entfernung des Mondes als Radius, so wird urn den Punkt N 
herum auf dieser Kugel eine Kalotte sein, deren Zentriwinkel (in der Abbildung 
mit A p bezeichnet) der oben berechnete WinkelS T M in der Abb. 110 ist (in 
der Abb. 111 5 Tn). Sobald das Zentrum des Mondes in diesen Winkel eintritt, 
findet eine Sonnenfinsternis statt. Man nennt ihn deshalb manchmal die Sonnen
finsternissphiire. Auf der anderen Seite, urn den VoHmond herum, wird eine 
entsprechende M ondfinsternissphiire vorhanden sein, deren Zentriwinkel der friiher 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 13 
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berechnete Winkel e + R ist. Mit Mond und Sonne in mittlerer Entfernung 
ist der erste Winkel 1 °.474, der andere 0°.946. Die Wahrscheinlichkeit ftir eine 
Sonnenfinsternis ist also 1.474: 0.946 = 1.56mal so groB wie fUr eine Mond
finsternis. Da jedoch eine Mondfinsternis tiber einen weit groBeren Teil der 
ErdoberfH.iche sichtbar ist als eine Sonnenfinsternis, wird die relative Haufigkeit 
fur einen bestimmten Ort eine ganz andere. 

Abb.111. 

Nach OPPOLZER treten in 1000 julianischen J ahren durchschnittlich 1543 Mond
finsternisse (darunter 716 totale und 827 partielle) und 2375 Sonnenfinsternisse 
ein (darunter 838 partielle, 773 ringformige, 105 ringformig-totale und 659 totale). 
Unter ringformig-totalen werden solche Sonnenfinsternisse verstanden, bei denen 
der Kernschatten des Mondes zwar bis zu dem nachsten Teil der Erde vordringt, 
aber nicht bis zu den ferneren; eine Finsternis, die an dem einen Ort total ist, 
kann also an einem anderen ringformig sein. 

149. Berechnung der Grenzen der Finsternisgebiete. Grof1te und kleinste Anzahl 
Mond- und Sonnenfinsternisse in einem Jahre. Wie aus dem Gesagten hervor
geht, genugt es fUr das Zustandekommen einer Finsternis nicht, daB der Mond 
neu oder voll ist; er muB auBerdem auch einem der Knoten so nahe stehen, 
daB seine Entfernung von der Ekliptik hinreichend klein wird. Der Mond geht 
zweimal im Monat durch seine Knoten, da aber die Knotenlinie nur zweimal 
im Jahre auf die Sonne zeigt, werden die Finsternisse immer in Gruppen ver
teilt sein, mit Zwischenzeiten von etwa einem halben Jahr (die Zeit wird weiter 
unten genauer berechnet werden). Wie viele Finsternisse in jeder Gruppe moglich 
sind, kann auf folgende Weise gefunden werden. 

Abb. 112 stellt einen kleinen Teil der Himmelskugel von innen gesehen vor. 
[J Mist ein Bogen der Mondbahn mit dem aufsteigenden Knoten in Q; wenn 

Abb.1I2. 

sich der Mond in M in der Entfernung u vom Knoten 
und in der geozentrischen Breite b befindet, dann 
ist er in Konjunktion mit dem Punkte 5, der ent
weder das Zentrum der Sonne (bei Sonnenfinster
nissen) oder das Zentrum des Erdschattens (bei 
Mondfinsternissen) ist. Kennt man die Breite des 

Mondes und die Neigung der Mondbahn i, so findet man u und den Bogen der 
Ekliptik l zwischen dem Knoten und dem Punkte 5 aus den Gleichungen: 

und: 
sinu = sinb: sini 
sinl = tangb: tangi. 

Wenn die Knotenlinie auf die Sonne zeigt, hat i den maximalen Wert 5 ° 18'. 
Setzt man nun fur b die fruher (fUr die mittleren Entfernungen) berechneten 
Grenzwerte der geozentrischen Entfernung des Mondes von der Schattenachse 
oder von der Sonne fur die verschiedenen Finsternistypen ein, so erhalt man 
die folgenden Werte von l (u ist nur wenig davon verschieden), namlich: 

fiir eine tot ale Mondfinsternis b = e - R = 25' 39", I = 4°37' 
fUr eine partielle Mondfinsternis b = e + R = 56' 45", I = 10 0 15' 
fur eine Sonnenfinsternis b = 1 0 28' 27", I = 16 ° 6'. 
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Urn die Zeit herum, in der die Knotenlinie auf die Sonne zeigt, steht sie 
beinahe still (§ 140); fUr ein und dieselbe Finsternisgruppe kann die Bewegung 
der Sonne relativ zu den Knoten deshalb zu ca. 1 ° taglich gerechnet werden. 
Hieraus k6nnen folgende Schltisse gezogen werden: 

1. Tritt ein Neumond etwas weniger als 16°, z. B. 15 ° vor einem Knoten 
ein (das ist ehe der Durchgang durch den Knoten stattfindet), dann wird es 
eine Sonnenfinsternis geben. Der nachste Neumond trifft dann etwa 30 Tage 
spater ein; in dieser Zeit hat sich die Sonne etwa 30° vorwarts bewegt, ist also 
15 ° auf die andere Seite des Knotens hintibergekommen; es wird wieder eine 
Sonnenfinsternis eintreten. Diese beiden Finsternisse werden indessen klein und 
jede nur auf einem kleinen Gebiet der Erde, urn die Pole herum, sichtbar; da 
aber der dazwischenliegende Vollmond in diesem Fall sehr nahe bei einem Knoten 
eintritt, wird zwischen zwei solchen Sonnenfinsternissen immer eine groBe tot ale 
Mondfinsternis eintreten. 

Wenn dagegen der erste Neumond tiber 16°, z. B. 18° vor einem Knoten, 
eintritt, dann gibt es keine Sonnenfinsternis; da aber der nachste Neumond in 
diesem Falle 12° auf der anderen Seite des Knotens eintreten wird, wird eine 
solche stattfinden. 

Hieraus folgt, daB es in jeder Finsternisgruppe mindestens eine und h6ch
stens zwei Sonnenfinsternisse geben wird. 

2. Tritt ein Vollmond weniger als 10°, z. B. 9°, vor einem Knoten ein, so 
erhalt man eine partielle Mondfinsternis. Da aber der nachste Vollmond in diesem 
Fall 21 ° auf der anderen Seite des Knotens eintreten wird, k6nnen niemals zwei 
Mondfinsternisse mit einem Monat Zwischenzeit eintreten. 

Tritt der erste Vollmond etwas mehr als 10°, z. B. 12°, vor einem Knoten ein, 
so gibt es keine Mondfinsternis. Beim nachsten Vollmond gibt es ebenfalls keine, 
da er 18° auf der anderen Seite des Knotens eintreten wird. Eine Finsternis
periode kann also gut ohne eine Mondfinsternis vortibergehen. 

Der haufigste Fall ist, daB in jeder Gruppe eine Finsternis jeder Sorte 
auftritt. 

Aus dem Obigen geht hervor, daB die kleinste Anzahl Finsternisse, die im 
Laufe eines Jahres eintreten kann, zwei ist, in diesem Fall beides Sonnenfinster
nisse. Die gr6Bte Anzahl ist sieben, von denen mindestens vier Sonnenfinster
nisse sein mtissen. Das kommt dann zustande, wenn im Anfang des Jahres 
eine Gruppe mit zwei Finsternissen, in der Mitte des Jahres eine mit drei und 
am Ende des Jahres wieder eine mit zwei auftritt. Das war im Jahre 1917 der 
Fall und wird im Jahre 1982 wieder der Fall sein. Es kann auch vorkommen, 
daB von zwei aufeinanderfolgenden Gruppen jede1 drei Finsternisse hat, wonach 
eine Sonnenfinsternis aus der darauffolgenden Gruppe noch vor dem Ablauf von 
365 Tagen eintritt; es werden dann also im Laufe eines Jahres fUnf Sonnenfinster
nisse und zwei Mondfinsternisse stattfinden; es ist jedoch auBerst selten, daB dies 
im Laufe eines Kalenderj ahres vorkommt. 

150. Finsternisperioden. Die Sarosperiode. Der durchschnittliche Zeitverlauf 
zwischen zwei Finsternisgruppen ist die Hillte der synodischen Umlaufszeit der 
Sonne relativ zur Knotenlinie, die auf die gew6hnliche Weise aus der Gleichung: 

~+~=~ 
A K x 

gefunden werden kann, in der A die Umlaufszeit der Sonne, K die der Knoten-

1 Dies kann im Laufe von 2-300 Jahren verhaltnismaJ3ig haufig eintreffen, urn da
nach ebenso lange Zeit auszubleiben. 

13* 
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linie und x der gesuchte Zeitraum ist. Benutzt man das tropische Jahr als Zeit
einheit, so ist: 

A = 1, K = 18.613 , 
also: 

x = 1~'_66~ tropische Jahre = 346.620 mittlere Sonnentage. 
19· 13 

In jedem folgenden Jahr werden die Finsternisgruppen also etwa drei Wochen 
friiher fallen als im vorhergehenden. 

Bezeichnet T die Halfte dieses Zeitraums, also: 

T = 173.310 mittlere Sonnentage, 

dann wird dies in Verbindung mit dem synodischen Monat S = 29.5306 Tagen 
fiir die Art und Weise maBgebend sein, mit der die Finsternissc im Laufe der 
Zeit eintreten. Kann man namlich einen Zeitraum finden, der mit groBerer 
oder kleinerer Annaherung ein gemeinsames Multiplum dieser beiden ist, so hat 
man damit eine Periode, in der die Finsternisse sich in derselben Reihenfolge 
wiederholen, jedoch mit der Einschrankung, daB die genannte Zahl nur die durch
schnittlichen Verhaltnisse angibt, ohne Riicksicht auf UngleichmaBigkeiten in 
der Bewegung von Sonne und Mond. 

Von solchen Perioden konnen z. B. die folgenden drei aufgestellt werden: 

23 T = 3986.13 Tage 
135 5 = 3986.63 " 

38 T = 6585.78 Tage 
223 5 = 6585.32 " 

61 T = 10571.91 Tage 
3585= 10571.95 " 

11 Jahre - etwa 31 Tage 18 Jahre + etwa 11 Tage 29 Jahre - etwa 20 Tage. 

Die letzte Periode gibt also die beste Ubereinstimmung, die mittlere aber 
von 18 Jahren 11 Tagen ist in vieler Hinsicht die merkwiirdigste, einmal weil 
sie einer Anzahl von ganzen Jahren so nahe ist, wodurch die Ungleichheiten 
in der Bewegung der Sonne fast ganz eliminiert werden, besonders aber deshalb, 
weil sie nahezu eine ganze Anzahl anomalistischer Monate betragt, wodurch 
auch die Ungleichheiten in der Bewegung des Mondes in der Hauptsache fort
fallen; 239 anomalistische Monate betragen namlich 6585.54 Tage. Diese Periode 
ist seit dem friihen Altertum unter dem Namen der Sarosperiode bekannt. Es 
sei auch erwahnt, daB sie eine gerade Anzahl T enthalt und daher die Finster
nisse mit demselben Knoten in Beziehung setzt, wahrend die beiden anderen 
Perioden sie mit dem entgegengesetzten Knoten verkniipfen. 

Der Umstand, daB 223 synodische Monate urn 0.46 Tage zu kurz sind, urn 
die Sonne zur selben SteHung relativ zum Knoten zuriickzufiihren, bringt folgende 
bemerkenswerten Verhaltnisse bei den Sonnenfinsternissen mit sich. Da die durch
schnittliche Bewegung der Sonne relativ zum Knoten 360° : 346.6 = 1 °.04 taglich 
betragt, wird der genannte Unterschied bewirken, daB die Konjunktion nach 
jeder Sarosperiode 0°.48 Grad weiter westlich relativ zum Knoten stattfindet, 
also rechts in Abb. 112. Da nun die Sonne ein Gebiet von iiber 16 ° auf beiden 
Seiten des Knotens zur Verfiigung hat, so werden iiber 67 Sarosperioden ver
gehen, ehe diese 32° bis 33 ° verbraucht sind. Es kommt natiirlich auch vor, 
daB das Gebiet den durchschnittlichen Betrag iibersteigt. Wenn einmal eine 
Sonnenfinsternis am aufsteigenden Knoten, nahe der AuBengrenze ostlich yom 
Knoten (also als eine kleine partielle Finsternis in den Nordpolargegenden sicht
bar) eintritt, so wird sie ohne Ausnahme fortdauernd jedes 18. Jahr wieder
kommen, indem sie sich jedesmal auf der Erde etwas mehr nach Siiden hin
arbeitet, bis sie nach Verlauf von 1200 bis 1400 Jahren zu einer kleinen partieHen 
Finsternis urn den Siidpol herum wird, worauf sie dqnn nicht mehr wiederkommt. 
Findet die Finsternis beim absteigenden Knoten statt, wird sic sich in demselben 
Zeitraum von Siiden nach Norden hinaufarbeiten. 
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151. Sternbedeekungen dureh den Mond. Merkur- und Venusdurchgiinge. Es 
gibt ein paar andere Phanomene am Himmel, die jedes auf seine Weise etwas 
Gemeinsames mit den Sonnenfinsternissen haben. Das eine sind die Stern
bedeckungen, bei denen der Mond sich wie ein Schirm vor einen Stern steUt. 
Die Erfahrung zeigt, daB das Verschwinden eines Sterns hinter dem einen Mond
rand und sein Wi ederer schein en an dem anderen ganz p1i.itzlich geschieht, so 
daB sie mit groBer Genauigkeit beobachtet werden konnen. Lichtschwache Sterne 
werden sehr haufig bedeckt, aber bei gewissen Stellungen der Mondbahn kommt 
es auch bei einigen helleren Stern en vor, z. B. Regulus und Aldebaran sowie 
den Plejaden. Auch Planetenbedeckungen treten hin und wieder ein. Fiir die 
letzteren ist das Phanomen vollstandig analog den Sonnenfinsternissen; fiir die 
Fixsterne wird der Teil des Raumes, der dem Schattenkegel bei der Sonne ent
spricht, ein Zylinder mit demselben Querschnitt wie der Mond werden. Anfang 
und Ende der Bedeckungen werden dann nach und nach langs eines Streifens 
auf der Erde von bedeutend geringerer Ausdehnung als bei partiellen Sonnen
finsternissen sichtbar. 

Beobachtungen von Sternbedeckungen sind eines der best en Mittel zur Be
stimmung von Mondortern. 

Das andere Phanomen besteht darin, daB einer der beiden unteren Planeten, 
Merkur oder Venus, bei unterer Konjunktion einem ihrer Knoten so nahe steht, 
daB der Planet wie ein kleiner, runder, schwarzer Fleck auf der Sonnenscheibe 
erscheint. Merkur ist so klein, daB er mit bloB em Auge auf der Sonnen
scheibe nicht gesehen werden kann. Da der Planet sich in der unteren Kon
junktion in derselben Richtung wie die Erde bewegt, aber schneller, so tritt er 
auf der linken Seite in die Sonnenscheibe ein und bewegt sich langsam dariiber 
hinweg. Gewisse Eigentiimlichkeiten bei diesen Merkur- und Venusdurchgangen 
sollen spater besprochen werden; hier soll nur die Art des Phanomens durch 
Abb. 113 beleuchtet werden. Diese 
Abbildung zeigt die beiden letzten 
Venusdurchgange, die im Jahre 1874 
und 1882 stattfanden. Der Kreis ist 
die Sonnenscheibe, N ihr nordlich
ster Punkt, der Punkt also, der mit
tags am hochsten steht; OW ist dem 
Aquator parallel, ab ist ein Bogen 
der Ekliptik. Vom Zentrum der 
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Erde aus gesehen trat der Planet bei B ein und bei E aus. Man sieht, daB diese 
beiden Durchgange in der Nahe des aufsteigenden Knotens stattfanden. 

Die Entfernung der Erde von der Sonne. 
152. Altere Versuche, die Sonnenparallaxe zu bestimmen. Das dritte KEPLER

sche Gesetz bietet in der Form, in der es aus dem Gravitationsgesetz hervor
geht, ein Mittel, das Verhaltnis zwischen den Entfernungen der verschiedenen 
Planeten von der Sonne mit groBer Genauigkeit zu ermitteln. Wenn dann eine 
von diesen, Z. B. die Entfernung der Erde, in einem irdischen MaB bestimmt 
werden kann, so sind damit auch die Dimensionen des gesamten Sonnensystems 
in demselben MaS gegeben. Diese Aufgabe wird Bestimmung der Sonnenparallaxe 
genannt, d. h. des Winkels, unter dem der Aquatorradius der Erde im Zentrum 
der Sonne erscheint, wenn die Erde sich in der mittleren Entfernung davon 
befindet ("mittlere Aqua torial-Horizontal-Parallaxe" der Sonne). 

Bereits im Altertum suchte man nach Mitteln, die Entfernung der Sonne 
zu bestimmen. ARISTARCH von Samas (etwa 270 V. Chr.) versuchte es damit, 
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daB er den Winkelabstand des Mondes von der Sonne in dem Augenblick maB, 
in dem der Mond im erst en oder letzten Viert e l war. Wie Abb. 114 zeigt, 
ist dann in dem Dreieck zwischen der Sonne 5, der Erde T und dem Mond M der 
Winkel bei M ein rechter und der Winkel bei der Sonne also das Komplement 
zu dem gemessenen Winkel e; setzt man die Entfernung a des Mondes als be-

Abb. 114. 

s kannt voraus, dann ist die Entfernung der Sonne A = a: cose. 
Bei Aushihrung der Beobachtung fand ARISTARCH e = 87°, 

also 5 = 3°, woraus folgt, daB die Entfernung der Sonne 
57: 3 = 19mal der Entfernung des Mondes ist. Dieser Wert ist 
nur 1/20 des richtigen . DaB das Resultat so schlecht wurde, 

If lag hauptsachlich in der Schwierigkeit, den Augenblick zu be
stimmen, in dem der Mond genau halb beleuchtet war. 

HIPPARCH versuchte zu demselben Zweck Mondfinsternisse 
zu benutzen. Auf S. 187 bis 189 ist gezeigt, wie man die Dimen
sionen des Erdschattens, und daraus die Dauer der zentralen 
Finsternis, berechnen kann, wenn man die dort benutzten Winkel, 
darunter die Parallaxe der Sonne, kennt. Hat man umgekehrt 
die Dauer der Finsternis durch Beobachtung gefunden, so laBt 

sich die Parallaxe berechnen. Auch dieser Versuch scheiterte an der Gnsicher
heit der Beobachtung, in diesem Fall wegen der unscharfen Begrenzung des Erd
schattens. Sowohl HIPPARCH als auch spater PTOLEMAUS glaubten eine Be
statigung des Resultats von ARISTARCH zu finden. 

Das ganze Altertum und Mittelalter hindurch und noch zu TYCHO BRAHES 
Zeit en nahm man infolgedessen alle Entfernungen und Dimensionen im Sonnen
system (die des Mondes ausgenommen) 20mal zu klein an. 

KEPLER fand beim Studium von TYCHO BRAHES Beobachtungen, daB die 
Parallaxe der Sonne l' nicht iibersteigen konne, da ein Parallaxeneffekt sich 
sonst bei den Planetenbeobachtungen hatte zeigen miissen. 

153. Bestimmung der Sonnenparallaxe durch Beobachtungen von erdnahen Pla
neten unter Anwendung des dritten KEPLERschen Gesetzes. Die Methoden, die man 
spater versucht hat, sind besonders darauf ausgegangen, die Parallaxe fiir einen 
Nach barplanet e n zu bestimmen, wenn dieser der Erde entweder ungewohnlich 
nahe gewesen ist oder andere giinstige Umstande vorhanden waren. Hierbei ist 
die in § 99 erklarte allgemeine Methode zur Anwendung gekommen. Wenn die 
mittlere Entfernung der Sonne als Einheit benutzt wird, so kennt man im voraus 
jederzeit sehr genau die Entfernung des beobachteten Planet en von der Sonne. 
Hieraus berechnet man auch leicht seine Entfernung (D) von der Erde zur selben 
Zeit und in derselben Einheit, ebenso kennt man die Entfernung A der Sonne, 
die nie viel von 1 abweicht; ist jetzt II die durch Beobachtung gefundene Hori
zontalparallaxe des Planeten, so hat man, da diese kleinen Winkel der Ent
fernung umgekehrt proportional sind, fiir die Parallaxe der Sonne: 

D 
n=A· II . (1 ) 

Zum erstenmal erhielt man mit dieser Methode im Jahre 1672 einen brauch
baren Naherungswert. Die franzosische Akademie sandte eine Expedition unter 
RICHER nach Cayenne in Siidamerika aus, urn Beobachtungen des Mars anzu
stellen, der uns damals ungewohnlich nahe war, gleichzeitig beobachteten PICARD 
und der danische Astronom OLE ROMER den Planeten in Paris. Man fand, daB 
die Parallaxe der Sonne 9/1 bis 10" betrage. 

Spater hat man zu wiederholten Malen die Gelegenheit benutzt, wenn der 
Mars sich in seiner groBten Erdniihe befand. Die Werte, die man auf diese Weise 
gefunden hat, lagen meistens in der Nahe von 8/1.9. 
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Auch einige der kleinen Planeten sind in dieser Hinsicht schon seit langem 
mit Erfolg beobachtet worden. Obwohl die kleinen Planet en mit ganz wenigen 
Ausnahmen der Erde nicht so nahe kommen konnen wie Mars, haben sie auf 
der anderen Seite den Vorzug, daB sie wie Lichtpunkte aussehen und deshalb 
mit groBerer Genauigkeit gemessen werden konnen als die Scheibe des Mars. 
Diese Beobachtungen haben einen etwas kleineren Wert ergeben, urn 8".8 herum. 

Wahrend Mars der Erde niemals naher als 0.}7 kommen kann, kann sich 
der kleine Planet Eros ihr unter giinstigen Umstanden bis auf 0.15 nahern. 
Dies ist jedoch, seit der Planet im Jahre 1898 entdeckt wurde, noch nicht ein
getreten; gegen Ende des Jahres 1900 kam er in die Entfernung 0.315 und wurde 
urn diese Zeit zum Gegenstand einer Reihe ausgedehnter Beobachtungen, groBten
teils photographischer, gemacht. Das Resultat samtlicher Beobachtungen war 
8".806 mit einer berechneten Unsicherheit von 3 bis 4 Einheiten in der dritten 
Dezimalstelle. 1m Jahre 1931 traf eine sehr giinstige Erosopposition ein, fUr 
die umfassende Vorbereitungen getroffen wurden. Die Berechnung des Be
obachtungsmaterials ist noch nicht abgeschlossen. 

154. Die Methode mit Hille von Venusduychgangen. Unser anderer Nachbar
planet, die Venus, kann uns bedeutend naher kommen als Mars, jedoch tritt 
dies bei der unteren Konjunktion des Planet en ein, und er kann dann nur in 
den seltenen Fallen beobachtet werden, wenn er iiber die Sonnenscheibe geht. 
Erst KEPLER und spater HALLEY machten auf die groBen Vorteile aufmerksam, 
die durch Beobachtung eines solchen Phanomens erwartet werden kOnnten. 

Auf Abb. 115 ist T die Erde (in stark iibertriebener GroBe), ~ das Zentrum 
der Venus, 5 die Sonnenscheibe, schrag gesehen. Wird der Einfachheit halber 

h 

K 

Abb. 115. 

angenommen, daB der eine Beobachter sich in h mit der Venus im Horizont, 
der andere sich in T, dem Zentrum der Erde, befindet, so wird die Venus fUr 
den erst en die Sehne KK beschreiben, fUr den anderen die Sehne kk. Stellt 
man sich vorlaufig beide Sehnen auf der Sonnenscheibe sichtbar vor, so wiirde 
ein Beobachter auf der Erde den Winkelabstand v zwischen ihnen messen konnen. 
Aus der Abbildung sieht man dann, daB die Parallaxe II der Venus und n der 
Sonne durch die Gleichung: 

II-n=v 

verbunden sind, die in Verbindung mit der Gleichung (1) dazu dienen kann, 
die beiden Parallaxen zu bestimmen. Eliminiert man II, so erhalt man: 

Urn eine Vorstellung davon zu erhalten, wieweit die beiden Sehnen von
einander liegen, kann man die mittleren Entfernungen benutzen, namlich 0.72 
fUr die Venus und 1.00 fUr die Erde, also D = 0.28 und A - D = 0.72, woraus 

v = 7_2 • n = annahernd 23". Wenn der andere Beobachter sich auf der Erde 
28 
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diametral gegeniiber von h befunden hatte, so wiirde die Entfernung zwischen 
den Sehnen 46" betragen. GroBer kann sie nicht werden. 

Nun kann der Winkel v natiirlich nicht direkt gem essen werden, indirekt 
jedoch kann er bestimmt werden, wenn beide Beobachter die Zeit en fiir den 
Eintritt des Planeten in die Sonnen scheibe und fiir seinen Austritt aus ihr be
obachtet haben. Die Zeit, die die Venus braucht, urn den Durchmesser der 
Sonnenscheibe zu durchlaufen, kann namlich genau im voraus berechnet werden, 
da sie ausschlieJ3lich von den Elementen der Venusbahn und der Erdbahn sowie 
von dem Winkeldurchmesser der Sonne abhangt, aber unabbangig von den ab
soluten Entfernungen ist. Die Aufgabe ist dann darauf zuriickgefiihrt, die Ent
fernung einer Sehne vom Zentrum zu suchen, wenn die Lange der Sehne ge
messen und ·der Durchmesser des Kreises gegeben ist. Der Unterschied zwischen 
den Entfernungen der beiden Sehnen vom Zentrum ist dann der gesuchte 'Winkel v. 
Da die Beobachtungen auf der Erdoberflache ausgefiihrt werden, muB man bei 
der Berechnung natiirlich auch auf die Rotation der Erde Riicksicht nehmen. 

Wenn die beiden Sehnen einigermaBen zentral auf der Sonnenscheibe liegen, 
so werden sie so nahe gleich lang, daB die Bestimmung des Abstandes zwischen 
ihnen aIlzu unsicher wird. Je naher sie dem Rande liegen, desto groBer ist der 
Unterschied zwischen ihren Langen bei gegebenem Abstand. Es ist vorgekommen, 
daB der Unterschied in der Dauer eines Durchgangs an zwei passend gewahlten 
Stationen auf der Erde bis zu einer halben Stunde betragen hat. Mit anderen 
Worten, die Messung eines Winkels von etwa 9" war durch die Messung eines 
Zeitraums von einer halben Stunde ersetzt. Man konnte deshalb einen hohen 
Grad von Genauigkeit im Resultat erwarten. 

Indessen haben sich in der Praxis hier unerwartete Schwierigkeiten bei der 
Beobachtung gezeigt. Wenn die Venus wie eine kleine schwarze Scheibe iiber 
den Sonnenrand hineindringt, wobei sie sich so langsam fortbewegt, daB sie 
20 Minuten und mehr gebraucht, urn bis zur inneren Beriihrung zu kommen, 
so treten dabei gewisse Beugungsphanomene auf, die die Beurteilung des Augen
blicks der Beriihrung unsicher machen. Wenn man nach der Kontur sonst er
wart en sollte, daB die Beriihrung stattfindet, so hangt der Planet wie ein Tropfen 
am Sonnenrand; wenn er weiter wandert, wird noch eine Verbindung aufrecht
erhalten, einer dunklen Briicke gleich, die schmaler und schmaler wird. Wenn 
diese zuletzt abreiBt, dann steht der Planet bereits ein merkliches Stiick innen 
auf der Sonnenscheibe. Deshalb ist es notwendig, daB die beiden Beobachtungen, 
die kombiniert werden soIlen, fUr dieselbe Phase des Phanomens gelten. 

Venusdurchgange konnen indessen auch auf andere Weise ausgenutzt wer
den, z. B. durch fortgesetzte Messungen der Entfernung des Planeten vom Sonnen
rand, so lange er sich vor der Sonnenscheibe befindet. Die Werte, die man auf 
diese Weise gefunden hat, liegen meistens zwischen 8".8 und 8".9. 

Merkurdurchgange, die weit haufiger eintreffen, konnen nicht mit Vorteil 
zur Bestimmung der Sonnenparallaxe benutzt werden, weil Merkur bei der 
unteren Konjunktion der Sonne naher ist als der Erde. Die entsprechende 
Gleichung, die fUr die Venus: 

28 
n = 72' v 

lautet, ergibt fiir Merkur, dessen mittlere Entfernung 0.39 ist: 

n = ~1 • V = 1.6 V' 
39 ' 

eine Unsicherheit in der Bestimmung von v wird hier also vergroBert in die 
Sonnenparallaxe eingehen. 
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Der erste Venusdurchgang nach HALLEYS Zeit trat im Jahre 1761, der nachste 
im Jahre 1769 ein. Beide wurden an weit voneinander verschiedenen Stellen 
der Erde beobachtet. Aus dem oben besprochenen Grunde entsprachen die 
Resultate nicht den gehegten Erwartungen. 1m vorigen Jahrhundert trafen, 
wie oben schon erwahnt, in den Jahren 1874 und 1882 Venusdurchgange ein. 
Auch damals wurden eine Menge Expeditionen ausgesandt. Obwohl man nun auf 
die Schwierigkeiten vorbereitet war, gelang es nicht iiberall, sie zu iiberwinden. 

155. Sonstige Methoden zur Bestimmung der Sonnenparallaxe. Die Parallaxe 
der Sonne geht auch in verschiedene anderen GraBen ein, die durch Beobachtung 
bestimmt werden kannen. Auf S. 180 ist angedeutet, wie die parallaktische Un
gleichheit in der Bewegung des Mondes zur Bestimmung der Sonnenparallaxe 
benutzt werden kann. Die kleine monatliche Ungleichheit in der Bewegung der 
Sonne (vgl. S. 180) kann auch demselben Zwecke dienen, sobald die Masse des 
Mondes mit Hilfe der Nutation zur Berechnung der Lage des gemeinsamen 
Schwerpunkts von Erde und Mond hinreichend genau bestimmt ist. Dies war 
in der Tat eines der erst en Mittel, durch die LEVERRIER nachwies, daB ein 
aus den Venusdurchgangen 1761 und 1769 abgeleiteter Wert der Sonnenparallaxe, 
8".57, dem lange Zeit ein hoher Grad von Sicherheit zugeschrieben wurde, zu 
klein sein muBte. 

Wie bekannt, wurde die Endlichkeit der Lichtgeschwindigkeit durch ein 
Phanomen am Himmel entdeckt. Als es jedoch ungefahr in der Mitte des 
vorigen Jahrhunderts gelang, sie durch Experimente auf der Erde zu bestimmen, 
wodurch man sie also in irdischem MaB ausgedriickt erh alt , konnte sie als Mittel 
zur Bestimmung der Sonnenentfernung dienen. Nach § 61 hangt die Aberra
tionskonstante ja von dem Verhaltnis zwischen der Geschwindigkeit cler 
Erde und der des Lichtes ab; diese Konstante kann durch astronomische Be
obachtungen bestimmt werden, was namentlich auf der russischen Sternwarte 
in Pulkovo und auf der Kap-Sternwarte durch langjahrige Arbeit mit groBer 
Genauigkeit geschehen ist. 1st die Geschwindigkeit des Lichtes bekannt, dann 
kann die Geschwindigkeit der Erde in denselben Einheiten berechnet werden, 
und daraus wieder die Dimensionen der Erdbahn in Kilometern. Die Geschwin
digkeit des Lichtes ist durch irdische Experimente zu 299796 km in der Sekunde 
bestimmt worden, mit einer Unsicherheit von etwa 3 km; dem durch die sicher
sten der vorliegenden Beobachtungen gefundenen Wert der Aberrationskonstante, 
20".47, wird dann n = 8".80 entsprechen. 

In § 128 ist gezeigt worden, wie das Verhaltnis zwischen den Massen der 
Erde und der Sonne berechnet werden kann, wenn man auBer der Umlaufszeit 
der Erde auch ihre mittlere Entfernung und ihre Dimensionen und auBerdem 
die Schwerebeschleunigung, alles in denselben Einheiten ausgedriickt, kennt. 
Die Masse der Erde aber laBt sich auch durch die Storungen erkennen, die sie 
auf die Nachbarplaneten ausiibt, unci namentlich kannen die sakularen Ande
rung en ihrer Bahnelemente als Mittel zur Massenbestimmung dienen, da sie 
durch Beobachtung im Laufe der Zeit mit immer wachsender Genauigkeit ge
funden werden. Wenn das Verhaltnis zwischen den Massen der Erde und der 
Sonne auf diese Weise bestimmt ist, kann alsdann die mittlere Entfernung 
der Sonne berechnet werden. 

NEWCOMB hat die nach allen diesen Methoden abgeleiteten Resultate be
arbeitet und zusammengestellt und dabei £iir die Sonnenparallaxe Werte zwischen 
8".76 und 8".86 gefunden. Der aus den Erosbeobachtungen abgeleitete Wert, 
der damals noch nicht vorlag, scheint der zuverlassigste zu sein. Der Wert, 
der zur Zeit in den Jahrbiichern angewandt wird, ist 8".80, dem £iir die mittlere 
Entfernung der Erde von der Sonne ein Wert von 149500000 km entspricht. 
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Mathematische Behandlung des Zweik6rper
problems, des Drei- und n-K6rperproblems 

und des Storungsproblems. 
Das Zweikorperproblem. 

156. Die Himmelskorper als Massenpunkte. Auf S. 167 ist erwahnt worden, 
daB das Gesetz der Anziehung, die zwei Himmelskorper aufeinander austiben, 
von der Massenverteilung im Innern der beiden Korper abhangig ist. Wenn 
die Dichte innerhalb eines Himmelskorpers in gleich groBen Entfernungen yom 
Zentrum iiberall dieselbe ist (d. h. wenn der Korper kugelformig und die Dichte 
nur von der genannten Entfernung abhangig ist), dann wirkt der Korper auf 
einen auBeren Massenpunkt genau so, als ob die Masse des ganzen Kiirpers in 
seinem Zentrum vereinigt ware. Die mathematische Untersuchung hat gezeigt, 
daB die Anziehung, die ein Korper mit einer anderen Massenverteilung als der 
genannten auf einen auBeren Massenpunkt austibt, einem komplizierteren Gesetz 
unterliegt. Wenn wir uns jedoch die Korper immer we iter und weiter von
einander entfernt denken, so nahert sich dies Gesetz immer mehr der Identitat 
mit dem oben angefUhrten einfachen Gesetz: der Korper wirkt so, als ob seine 
gesamte Masse in seinem Zentrum vereinigt ware. Da nun aIle Himmelskorper, 
die im folgenden eine Rolle spielen, sehr nahe kugelformig sind und man von 
ihnen annehmen darf, daB ihre Massenverteilung wenigstens annahernd der oben 
angedeuteten entspricht, und sie sich auBerdem aIle in groBen Entfernungen 
voneinander befinden, so werden die wirkenden Krafte sehr nahe dieselben sein, 
als wenn wir nur mit Massen punkten zu tun hatten. Die Abweichungen, die 
dadurch entstehen, daB die Dichteverteilung in den Korpern nicht so ist wie 
in dem oben angegebenen einfachen Gesetz, sind innerhalb un seres Sonnen
systems so klein, daB sie entweder gar keine Rolle spielen oder auf jeden Fall 
als kleine Korrektionen in Rechnung gestellt werden konnen. 

1m folgenden werden wir, wenn nicht ausdrticklich das Entgegengesetzte ge
sagt wird, die Himmelskorper als Massenpunkte behandeln. 

157. Die Differentialgleichungen des Zweikorperproblems. Auf den S. 120 bis 123 
haben wir die Prinzipien und Satze entwickelt, auf denen die Bewegungsgleichun
gen fUr Massenpunkte, die einander nach dem NEWToNschen Gesetz anziehen, 
aufgebaut werden konnen: 

1. Wir betrachteten die Geschwindigkeit eines Korpers in einem bestimmten 
Augenblick als das Verhaltnis zwischen einem unendlich kleinen Wegsttick und 
der im normalen Falle unendlich kurzen Zeit, die der Korper braucht, urn dies 
Wegsttick zu durchlaufen. In der Ausdrucksweise der Infinitesimalrechnung wird 

dies folgendermaBen ausgedrtickt: Geschwindigkeit = ~~, wenn wir die Weg
lange mit s und die Zeit mit t bezeichnen. 

2. In entsprechender Weise wird die Beschleunigung als das Verhaltnis zwi
schen einer unendlich kleinen Geschwindigkeitsanderung und der zu dieser 
Geschwindigkeitsanderung gebrauchten unendlich kurzen Zeit definiert. Dies 
wird z. B. bei geradliniger Bewegung so geschrieben: 

d (~~) 
Beschleunigung = --/~ ocler 

Wenn wir uns ein rechtwinkliges Koordinatensystem vorstellen, in dem 
ein Massenpunkt m die Koordinaten x, y, z hat, so konnen wir Geschwin-
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digkeit und Beschleunigung auf die Koordinatenachsen projizieren. Wir 
schreiben: 

fi.ir die Geschwindigkeitskomponenten 
dx dy dz 
dt' dt' dt 

d2x 
und fi.ir die Kornponenten der Beschleunigung dt2 ' 

3. Ferner haben wir die Relation zwischen Beschleunigung, Kraft und Masse: 
Die Beschleunigung ist gleich der Kraft, dividiert durch die Masse, also Masse 
X Beschleunigung = Kraft. 

Wenn wir die oben besprochene Projektion auf die Koordinatenachsen vor
nehrnen, so erhalten wir fi.ir die Bewegung der Massenpunkte die folgenden drei 
Bewegungsgleichungen: 

d2 x 
m(fl2 = P cos ex 

d2y 
m dt2 = P cosf3 (1 ) 

d2 z 
m(fl2 = P cosy, 

wo P die auf m wirkende Kraft bedeutet und ex, f3, y die Winkel sind, die die 
Richtung der Kraft mit den drei Koordinatenachsen x, Y und z bildet. 

In unserern Problem handelt es sich urn zwei Massenpunkte (m und mIl, 
die nach dem NEWToNschen Gesetz aufeinander wirken: 

(2) 

wo k eine Konstante (die Gravitationskonstante) bezeichnet, deren Bedeutung 
irn folgenden naher besprochen werden solI, und (2 die Entfernung zwischen den 
beiden Massenpunkten. Wir wahlen ein rechtwinkliges Koordinatensystern, mit 
festern Anfangspunkt und festen Achsenrichtungen (X, 17, Z). Der Einfachheit 
halber zeichnen wir in der Abbildung (Abb. 116) Y 
nur die beiden Achsen X und 17; die dritte 
Achse (Z) denken wir uns senkrecht zur Ebene 
des Papiers. 

Die Bedeutung der verschiedenen Buch
staben geht aus der Abbildung hervor. 

Man sieht auch, daB: 

r2 = X2 + y2 + Z2 

ri=xi+Yi+zi (3) 

(22 = (Xl - X)2 + (YI - y)2 + (Zl - Z)2. 
,x, 
Abb. 116. 

Ferner geht aus Abb. 116 hervor, daB wir fUr die drei Winkel ex, f3, y, die 
die Verbindungslinie mml mit den Koordinatenachsen bildet, folgende Relationen 
erhalten: 

Xl- x cos ex =-
(! 

cosf3 = Yl - Y 
(! 

Zl- Z 
COS)' =---~ . 

(! 

(4) 
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Wenn wir nun (2) und (4) in (1) einsetzen, erhalten wir fiir die Bewegung 
des einen K6rpers (m) folgendes Gleichungssystem: 

m ~2~_ = k2 mm Xl - X 
dt2 1 (l 

m d2y = k2 mm YI - Y 
dt2 1 [!3 

(5) 

d2 z k9 Zl - Z 
m(jj2 = -mm1 - e-3 -

und fiir den anderen K6rper (m1) das folgende System: 

d2xI k' Xl - X m ----=- 2mm--
I d [2 I [!3 

m ~Yl = -k2mm YI - Y 
I dt2 1 [!3 

(6) 

m ~:!l = -k2mm Zl - Z 
1 dt2 1 1.13 

158. Reduktion auf relative Bewegung. Wir haben hier sechs Differential
gleichungen zweiter Ordnung. Deshalb miissen zw6lf Integrationen ausgefiihrt 
werden. Das Problem wird indessen durch folgende Transformation wesentlich 
vereinfacht. 

Wenn wir im System (5) durch m und im System (6) durch m1 dividieren, 
so erhalten wir: 

~2Xl = -k2 nt XI-~ 
dt2 rl 

(7) und d2y~ = -k2 mY I - Y 
dt2 1.13 

(8) 

d2 zl _ -k2m~~ 
dt2 - 1.13 • 

Durch Subtraktion der drei Gleichungen (8) von den entsprechenden Glei-
chungen (7) erhalten wir: 

d2 (x-xr) X-Xl 
-lii2--- = -k2 (ml + m)--r 

d 2 (y - Yll = _ k2 (m + m) Y - Yl 
dt2 I 1.13 

d2 (z - zIl __ k2 ( + ) Z - Zl 
dt2 - ml m 1.13 • 

(9) 

Die Koordinaten der beiden Korper haben wir hier nur in der Kombination 
(x - Xl), (y - YI), (z - Zl)' Diese drei Ausdriicke aber sind die Koordina ten 
der Masse mrela tiv zur Masse mI' Man nennt sie die relativen Koordinaten. 

Das Gleichungssystem (9) gibt also einfach die Differentialgleichungen fiir 
die Bewegung von m relativ zu mI' Wir k6nnen dies folgendermaBen ausdriicken: 
Wir denken uns die Masse ml als Anfangspunkt in einem rechtwinkligen Ko
ordinatensystem mit festen Achsenrichtungen. Die Differentialgleichungen (9) 
definieren dann die Bewegung der Masse m in dies em Koordinatensystem. 

Wir k6nnen das Gleichungssystem (9) in einer einfacheren Form schreiben. 
Erstens k6nnen wir, wenn wir ml in dem Anfangspunkt des Koordinatensystems 
anbringen, Xl = Yl = Zl = 0 setzen. Zweitens schreiben wir r statt e, nach einem 
Prinzip, das wir von nun an konsequent durchfiihren wollen: r (mit oder ohne 
Index) bezeichnet den Radiusvektor eines Punktes vom Anfangspunkt des 
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Koordinatensystems aus, e eine Distanz zwischen zwei Punkten, von denen 
sich keiner im Anfangspunkt befindet. Wir erhalten dann die Gleichungen: 

d2 x x 
dt2 = -k2 (ml + m) r3 

( 10) 

die uns also die Differentialgleichungen fur die Bewegung eines M assenpunktes m 
relativ zu einem anderen M assenpunkt m1 geben. 

Wie wir spater sehen werden, ~ahlen wir in Problemen, die mit dem Planet en
system zu tun haben, immer die Masse der Sonne als Einheitsmasse. Die Diffe
rentialgleichungen fUr die Bewegung eines Planeten urn die Sonne erhalten dann 
folgende einfache Form: 

( 11) 

159. Vergleich mit der Bewegung um eine anziehende feste Masse. Wie man 
aus den Gleichungen (10) sieht, hangen die Differentialgleichungen fUr die relative 
Bewegung im Zweikorperproblem nur ven der Gesamtmasse der beiden Korper 
ab, nicht davon, wie diese Gesamtmasse auf die beiden Korper verteilt ist. 

Wenn wir die Bewegungsgleichungen fiir einen Massenpunkt fl, der von einem 
festen Massenpunkt M angezogen wird, aufstellen wollen, so erhalten wir, in 
einem Koordinatensystem mit M im Anfangspunkt und mit festen Achsen
richtungen: 

d2x X 
fl dt2 = -k2 flM r3 

d2 y y 
fl I1j2- = - k2 fl M r3 

d 2 z z 
fl dt2 = -k2 fl M ,,3' 

woraus: 

( 12) 

Wenn wir (12) mit (10) vergleichen, sehen wir, daB die Differentialgleichungen 
fiir die r e 1 a ti v e Bewegung zweier Massen m und m1 ganz dieselben sind wie 
die Gleichungen fiir die Bewegung eines Massenpunktes (fl) urn einen festen 
Massenpunkt mit der Masse m1 + m. 

160. Das Fliichenintegral. Durch den Dbergang von der Bewegung der beiden 
Massen in einem festen Koordinatensystem zu ihrer relativen Bewegung haben 
wir vorlaufig die Bewegungsgleichungen des Zweikorperproblems auf drei Diffe
rentialgleichungen zweiter Ordnung reduziert. Die Losung des Problems ver
langt also jetzt nur die Ausfiihrung von sechs Integrationen, und sie muB zu 
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sechs Integrationskonstanten ftihren. Diese Integrationen k6nnen alle ausgefUhrt 
werden. 

Drei Integrale erhalten wir auf folgende Weise. Wir multiplizieren die zweite 
der Gleichungen (11) mit x, die erste mit y und subtrahieren. Wir erhalten: 

d2 y d2 x 
x dt2- - Y dt2 = O. 

Auf ganz analoge Weise erhalt man: 

d2 z d2 y 
Y dt2 - zdt2 = 0 (13) 

d2 x d2 z 
Zdt2 - x cFt2 = O. 

Aus diesen drei Gleichungen erhalten wir durch Integration: 

dy dx 
x dJ - Y dt = c3 

dz dy 
v-aT-z(iT=c1 (14) 

dx dz 
Z dt - x -d t = C2 , 

WO c1 , c2 , C3 Integrationskonstanten sind. 
Multipliziert man diese drei Gleichungen der Reihe nach mit z, x und y und 

addiert, so erhalt man die folgende Gleichung: 

( 15) 

Aus der analytischen Geometrie wissen wir, daB dies die Gleichung einer 
Ebene ist, und wir erhalten hierdurch den Satz, daB die relative Bewegung der 
beiden Massenpunkte in einer Ebene vor sich geht (ein Satz, den wir eigentlich 
a priori, ohne mathematische Ableitung, hatten aufstellen k6nnen: Wenn wir 
die Ebene betrachten, in der die relative Bewegung in einem gegebenen Augen
blick vor sich geht, so sieht man leicht, daB niemals eine Kraft auftreten wird, 
die nicht in dieser Ebene liegt). 

Urn das ganze Problem einfacher zu gestalten, wahlen wir von nun ab die 
Bahnebene zur XY-Ebene. Hierdurch fallt alles fort, was mit der z-Koordinate 
zu tun hat. Die Gleichungen (11) und (14) werden dadurch auf die beiden folgen
den Differentialgleichungen reduziert: 

mit dem Integral: 

d2 x x 
df2 = -k2 (1 + m) r3-

d2 y y 
dt2 = _k2(1 + m) r" , 

dy dx 
xTt-YTt=c, 

(16) 

(17) 

wo c eine Integrationskonstante ist (die nicht mit C3 identisch ist). Nachdem 
das Problem diese Form erhalten hat, bleiben noch drei Integrationen aus
zufUhren. 

Das Integral (17) hat eine einfache kinematische Bedeutung, da der Aus
druck links in dieser Formel die doppelte Fliichengeschwindigkeit (vgl. S. 1 S9) be
zeichnet. Das Integral nennt man das Fliichenintegral, und der Satz (17) sagt 
aus, daB die Fliichengeschwindigkeit in der Bewegung konstant ist, d. h. daB die 
vom Radiusvektor uberstrichene Fliiche der Zeit proportional ist. 
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161. Das Integral der lebendigen Kraft. Wir multiplizieren jetzt die erste der 

Gleichungen (16) mit 2 ~~ , die zweite mit 2 ~~ und addieren. Wir erhalten: 

d2x dx d2 y dy 2 1 (dX d y) ( ) 2 dt2 ([i+2([i2Tt=-2k (1 +m)r3 x([i+Y([i' 18 

Die linke Seite dieser Gleichung kann wie folgt geschrieben werden: 

~{(~~)2 (d~)2} dt dt + dt . 

Setzt man dies ein und beachtet, daB: 

r2 =x2+y2, 
woraus: 

dr dx dy 
r dt =xdi +Y-dt , 

so erhalt die Gleichung (21) folgendes Aussehen: 

:t{(~:Y + (~~n = -2k2 (1 + m) :2 ~;. 

(19) 

(20) 

Diese Differentialgleichung kann direkt integriert werden. Wir erhalten: 

(21) 

wo heine Integrationskonstante ist. Das linke Glied in dieser Gleichung ist die 
zweite Potenz der linearen Geschwindigkeit von m in seiner Bahn um den zweiten 
Massenpunkt. 1m folgenden bezeichnen wir diese Geschwindigkeit mit V, und 
(24) kann also folgendermaBen geschrieben werden: 

V2 = h + 2~~(1±m). 
r (22) 

Dies Integral wird das Integral der lebendigen Kraft genannt, weil es das 
Quadrat der Geschwindigkeit enthalt, das der lebendigen Kraft bekanntlich 
proportional ist. 

162. Die Relation zwischen Radiusvektor und wahrer Anomalie. Hierauf gehen 
wir zur dritten Integration tiber. 

Als Vorbereitung zur weiteren Behandlung des Problems der Integration der 
Gleichungen (16) fiihren wir Polarkoordinaten ein, 
wie Abb. 117 zeigt. 

Wir ersehen aus der Abbildung, daB: 

woraus: 

x = rcosw 
y = r sin w, 

dx dr . dw 
de = cos w lit - r SIll w -d r 
dy . dr dw 
de = SIll w dt + r cos w(f t . 

(23) 

(24) 

y 

m 

r y 

\W 
m1 x 

Abb.117. 

Setzt man (23) und (24) in (17) ein, so sieht man, daB das Flachenintegral 
die folgende Form erhalt: 

(25) 
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Mit Hilfe von (24) erhalten wir aus (21): 

(dr)2 + r2 (~W_)2 = h + 2k20--±m) 
dt, dt r· 

Aus (25) erhalten wir: 
r 2 

das, eingesetzt in (26): 
dt=-dw, 

c 

gibt. 
Wenn wir ~ nach w differenzieren, so erhalten wir: 

r 

d~ 
r 1 dr 

dw r2 dw 
und also: 

d~ 
dr 9 r 
dw = -r- dw . 

Dies eingesetzt in (27) gibt: 

c2 (d -:)' 2 + ~2 = h + 2k2 (~j'~ rn) 
dw r2 r' 

eine Gleichung, die so geschrieben werden kann: 

d~ 
d I r W=r . 

11k + 2k2(~ 111-) _ ~~ 
V r r2 

(26) 

(27) 

Mit Hilfe einer Operation, die sich direkt verifizieren liiJ3t, erhalten wir 
hieraus: 

k 2 (1 + rn) . und, da ---.- eme Konstante ist, hieraus wieder: 
c 

d(C __ k2(1+rn)) 

dw = ± r c 

lt4(1~rn)2 +k)-(~ _k2 (1;rn)r 
(28) 

Die Integration rechts in dieser Gleichung kann direkt ausgefiihrt werden 
nach der bekannten Formel: 

-=--= = K - arccos - , f dx (X)' 
ya2 _ X2 a 

wo K eine Integrationskonstante ist. 

w = ±K =f arccos " . 

Wir erhalten dann: ( _~ __ k,2 (1 ; rn) ) 

l/k4 (1} rn)2 + k 
(29) 
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Wenn wir hier erst ± K auf die linke Seite bring en, ferner auf beiden Seiten 

den Kosinus nehmen, dann nach ~ und zuletzt nach r auflosen, so erhalten wir, 
r 

da K eine willkurliche Konstante bezeichnet und das doppelte Vorzeichen von K 
deshalb uberflussig ist: 

c 
r = k:-:2:-:(-1 -+-m----:-) -.~-/·CO=k4~(=1 =+=m=C=::)2==:=---

.----- + + h . cos (w - K) 
C c2 

und hieraus schlieBlich: 

k 2 (1 + m) 
r = - --1-::/ ===C"'27h==--

1 + / 1 + k4(1 + m)2' cos(w- K) 

(30) 

Die GraBen c, k, m, h und K sind Konstanten in dieser Relation zwischen 
den beiden veranderlichen GraBen r und w. 

Wenn wir: 

(31) 

w-K=v 

definieren, erhalt (30) folgendes Aussehen: 

r= p 
1 + e cosv 

(32) 

Das ist aber die Gleichung eines Kegelschnittes, wo p den halben Parameter 
bezeichnet, e die Exzentrizitat, r den Radiusvektor vom Brennpunkt aus und v, 
das ist die "wahre Anomalie", den Winkel, den der Radiusvektor mit der Rich
tung vom Brennpunkt zum Perihel (vgl. S. 158) bildet. Wir sind also zu folgen
dem wichtigen Resultat gelangt: Wenn zwei Massenpunkte einander nach dem 
NEWToNschen Gesetz anziehen, wird der eine Massenpunkt relativ zu dem anderen 
sich in einem Kegelschnitt bewegen, in des sen einem Brennpunkt der andere M ass en
punkt sich befindet. 

163. Die Bedeutung der bis 1'etzt eingefuhrten drei Integrationskonstanten. Wir 
sind nun imstande, die Bedeutung der drei Integrationskonstanten, die wir 
bisher eingefUhrt haben, naher anzugeben: 

1. Aus der ersten der Gleichungen (31) erhalten wir fUr die Konstante im 
Flachenintegral folgenden Ausdruck: 

c =kV1+ m Vp. 
2. Aus der zweiten der Gleichungen (31) erhalt man: 

c2 h 1 - e2 = - ---.--
k4(1 +m)2' 

Die Elimination von c mit Hilfe der erst en der Gleichungen (31) gibt: 

h = _ k2 (1 + m) (1 - e2 ) 

p . 

(33) 

Wir sehen, daB das Vorzeichen fUr h - oder + ist, ie nachdem ob e kleiner 
oder groBer als 1, also ie nachdem ob die Bahn eine Ellipse oder eine Hyperbel ist. 
Fur die Parabel ist h = O. Man ersieht also aus (25), daB die Bewegung ellip
tisch, parabolisch oder hyperbolisch ist, ie nachdem ob V 2 kleiner, gleich oder 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 14 
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groBer als 2 k2 (1 + m) ist. Mit Hilfe der bekannten Gleichung aus der Theorie 
der Ellipse: r 

p=a(1-e2), (34) 

wo a die halbe groBe Achse ist, erhalten wir: 

It = _ k2 (1 + m) 
a ' (35) 

was wir auch £iir die Parabel und Hyperbel gelten lassen konnen. Der Aus

druck ~ ist dann positiv, Null oder negativ, je nachdem ob der Kegelschnitt a 
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist. Das Integral der lebendigen Kraft (25) 
erhalt nun folgende Form: 

V2 = k2 (1 + m)(: - :). (36) 

3. Die Bedeutung der dritten Integrationskonstante K geht aus der dritten 
der Gleichungen (31) hervor. Der Winkel wist der Winkel in der Bahnebene 
von einem gewissen Ausgangspunkt aus; wenn wir zu diesem Ausgangspunkt 
den Punkt (V') in der Bahnebene wahlen, der dem Friihlingspunkt (V) in der 
Ekliptik entspricht (vgl. Abb.94, S. 161), so zeigt die Relation v = w - K, 
daB K die Lange des Perihels in der Bahn bezeichnet, denselben Winkel also, 
den wir auf S.161 mit dem Buchstaben 11: bezeichnet haben. 

164. Die KEPLERsche Gleichung. Mittlere Bewegung. Wir gehen nunmehr zu 
der vierten und letzten Integration iiber. Wir sind zu dem Resultat gekommen, 
daB die Bewegung im Zweikorperproblem immer in einem Kegelsc.hnitt vor sich 
geht. Wir haben, wie ange£iihrt, drei Typen von Kegelschnitten: die Ellipse 
mit e < 1 (Spezialfall der Kreis mit e = 0), die Parabel mit e = 1 und die 
Hyperbel mit e > 1. 

Bisher waren aIle unsere Betrachtungen und Formeln £iir jeden Kegelschnitt 
giiltig; von jetzt an miissen wir zwischen Ellipse, Parabel und Hyperbel unter
scheiden. 

Vorlaufig wollen wir ausschlieBlich das Problem der Ellipse behandeln. Wir 
werden spater auf die Parabel und Hyperbel zuriickkommen. 

Auf S. 208 hatten wir eine Gleichung der folgenden Form: 

(dr)2 + r2 (dW)2 = It + 2k2 (1 + m) 
dt dt r· 

Mit Hilfe des Flachenintegrals kann dies: 

(dr)2 = h + 2k2(1 + m) _ c2 

d r r2 

(26) 

geschrieben werden, und mit Hilfe von (35), von der ersten der Gleichungen (31) 
und von (34): 

(dr)2 = _ k2(1 + ~ + 2k2(1 + m) _ k2(1 + m) a(1 - e2) 
dt a r r2' 

d. h. 
(dr)2= k2(1 + m){- ~ + ~ _ a(1 _e2

)}. 

dt a r r2 

Wird diese Gleichung nach dt aufgelOst, so erhalt man: 

± dt = Va _ . rdr 
k1'1 + m V- r2 + 2ar - a2 (1 - e2) 
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Mit Hilfe eImger einfacher Umformungen erhalten WIr hieraus sukzessive: 

ya rdr 
± dt = ./D 1 + --;n . Va2 e2 - (a - r)2 

ya [a - (a - r)]d(a·- r) ±dt= ---.-.... 
kVl + m Va2 e2 - (a - r)2 

a Va- d(a - r) ± dt = - ---=' -;----~ + 
kVl + m ya2 e2 - (a - r)2 

+ Va _=' (a - r)d(a.- r) . 
kYl + m Va2 e2 - (a - r)2 

Hieraus erhalt man durch direkte Integration: 

± (t _ t) = ~{arccos(~) _ el/~ (a- r)2} , 
o kVl + m . ae V ae 

wo to eine Integrationskonstante ist. 

(37) 

(38) 

Wenn es sich urn eine elliptische Bewegung handelt, ist a - r immer kleiner 
oder gleich a e . Wir konnen deshalb: 

a-y 
---- = cosE 

ae 

schreiben, und erhalten dann aus (38): 

a32 . + (t - to) = ,/----= (E - e smE) . 
krl + In 

(39) 

(40) 

Dber das Vorzeichen von E konnen wir frei verfiigen, da E durch einen 
Kosinus definiert ist. Wir set zen nun fest, daB Emit t wachsen solI (vgl. S. 162). 
Dabei faIlt das doppelte Vorzeichen in (40) fort lind wird durch + ersetzt. Eine 
einfache Umschreibung der Formel gibt dann: 

. kVl + m E - e sm E = - ---- (t - t ) 
a32 0 ' 

(41) 

worin wir die auf empirischem Wege gefundene sog. KEPLERsche Gleichung (vgl. 
S. 163) wiedererkennen, wenn wir to mit T (der Perihelzeit) identifizieren und: 

kVl+m 2n 

a32 U 
(42) 

schreiben, wo U die Umlaufszeit in der Bahn ist. 

F ·· d' G "13 kYl + m h d' B . h . f"h D U· ur Ie ro e ~~ at man Ie ezelc nung fh emge u rt. a Immer 

n mittleren Sonnentagen ausgedriickt wird, so ersieht man aus der Gleichung: 

daD fh die dttrchschnittliche W inkelbewegung fur emen mittleren Sonnentag be
zeichnet. 

Gewohnlich nennt man fh die mittlere Bewegung. Sie wird in Bogensekunden 
ausgedriickt. Sie kann immer berechnet werden, wenn man a und m kennt. 
Wenn, wie bei den kleinen Planeten, m verschwindend ist, braucht man auBer 
der Gravitationskonstante nur die Kenntnis der halben groBen Achse der 
Bahn (a). 

14* 
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165. Das dritte KEPLERsche Gesetz in der exakten Form. Wir haben bei der 
Behandlung des Zweikorperproblems unter anderem (vgl. S. 209 und 206) die 
beiden ersten KEPLERschen Gesetze (S. 156 und 159) als notwendige Konsequenzen 
des NEWToNschen Gesetzes der Anziehung wiedergefunden. Wie verhalt es sich 
aber nun mit dem dritten KEPLERschen Gesetz? 

Die Gleichung (42) schreiben wir in der folgenden Form: 

U f1+- 2n 
~ 1+m=-k' a ,- (43) 

Diese Gleichung gilt fUr einen Planeten mit der Masse m, der Umlaufszeit U 
und der halben groBen Achse a. Fur einen anderen Planeten mit der Masse m1 , 

der Umlaufszeit U1 und der halben groBen Achse a1 erhalten wir: 

(44) 

Durch Division von (44) durch (43) und Quadrieren erhalten wir: 

U~ 1 + m a~ 
"(j2 = 1 + ml • a3' . (45) 

In dem allgemeinen Fall, wo wir es nicht mit unserem Planetensystem zu 
tun haben (Masse der Sonne = 1), sondern wo wir zwei Systeme, das eine mit 
den Massen M und m, das andere mit den Massen M 1 und m1 , vergleichen, 
erhalten wir: 

U~ M + m a~ 
U2 = M 1 + ml • a3 , 

(46) 

womit wir also eine Generalisierung der wichtigen Gleichung (3) auf S. 170 haben, 
und zwar in einer Form, die fur die allgemeine elliptische Bewegung gultig ist. 
Dber wichtige Anwendungen dieser Satze s. fur das Sonnensystem S.197, fUr 
stellarastronomische Probleme S.410. 

166. Die Gravitationskonstante. Die Gleichung (43) gibt uns ein Mittel, urn 
den numerischen Wert der Gravitationskonstante k zu berechnen. Wir schrei
ben (43) auf die folgende Weise: 

2na3,2 

k= U~' (47) 

Wenn wir die Bewegung der Erde urn die Sonne betrachten, haben wir in (47) 
die Werte fUr die halbe groBe Achse (a) der Erdbahn, die siderische Umlaufszeit 
der Erde urn die Sonne (U) und die Masse der Erde in Einheiten der Sonnen
masse (m) einzusetzen. Wenn wir die halbe groBe Achse der Erdbahn als Langen
einheit wahlen, mussen wir in (47) a = 1 setzen. Wir erhalten dann: 

k = 2n 
UY1 +m 

GAUSS berechnete k mit Hilfe der beiden Werte: 

U = 365.2563835 mittlere Sonnentage 
1 

m = 3547'io' 

Daraus erhalten wir: 
log k = 8.2355814 - 10 

k = 0.01720210 . 
(48) 
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Wenn wir fur die Berechnung der mittleren Bewegung fUr einen Planeten Cu) 
k in Bogensekunden ausdrucken wollen, so muss en wir mit 206264".8 multi
plizieren. Wir erhalten: 

log kIf = 3.5500066 
kIf = 3548".188. 

(49) 

Heutzutage hat man genauere numerische Werte, namentlich fUr m; die dar
aus folgende Anderung im numerischen Wert der Gravitationskonstante ist aber 
in der siebenten Dezimalstelle noch nicht merkbar. Theoretisch betrachtet sollte k 
indessen einen neuen Wert erhalten, sob aId man fUr U oder m neue, genauere 
Werte als die vorher bekannten einfUhrt. Man hat sich aber geeinigt, diese 
Unbequemlichkeit dadurch zu umgehen, daB man ein fiir allemal an dem GAUSS
schen Wert fUr k festhalt, dafUr aber in (47) a nicht genau = 1 setzt, sondern a 
den dem GAussschen k-Wert entsprechenden numerischen Wert gibt, so daB 
die Uingeneinheit nicht genau identisch ist mit der halben graBen Achse der 
Erdbahn. Wie oben gesagt, spielt dies indessen nicht einmal in der siebenten 
Dezimalstelle eine Rolle. 

Die konkrete Bedeutung von k k6nnen wir auf die beiden folgenden Arten 
charakterisieren: 

1. Wenn wir uns einen Massenpunkt m denken, der sich in einem bestimmten 
Augenblick in der Entfernung x von der Sonne relativ zu ihr in Ruhe befindet, 
so wird er sofart anfangen, gegen die Sonne hin zu wandern. Fur seine Bewegung 
erhalten wir die folgende Differentialgleichung: 

d2 x 1 
dt2 = -k2 (1 + m) x 2 • 

Wir nehmen an, daB die Masse m verschwindend klein ist, und daB der Massen
punkt sich in einem bestimmten Augenblick in der Entfernung 1 von der Sonne 
befindet. Wir sehen dann, daB k 2 dasselbe ist wie die Beschleunigung 
gegen die Sonne fur einen K6rper mit unendlich kleiner Masse, der 
sich im Augenblick in der Entfernung 1 von der Sonne befindet. Diese 
Beschleunigung wird in Einheiten der halben graBen Achse der Erdbahn aus
gedruckt und gilt fUr den mittleren Sonnentag. 

N umerisch erhalten wir: 
log k2 = 6.4711629 - 10 

k2 = 0.000295912. 

2. Fur die mittlere Bewegung eines K6rpers, der von der Sonne angezogen 
wird, haben wir: 

k"V1 + m 
ft=~-· 

Hieraus ersehen wir, daB kIf die mittlere Bewegung eines K6rpers mit 
unendlich kleiner Masse bedeutet, der sich urn die Sonne bewegt in 
einer Ellipse, die dieselbe halbe groBe Achse wie die Erdbahn hat. 
Wir haben oben den Wert: 

abgeleitet. 
kIf = 3548".188 (fUr den mittleren Sonnentag) 

Zum Vergleich kann angefUhrt werden, daB die mittlere Bewegung der Erde 
3548".193 ist (die Masse der Erde ist nicht verschwindend klein). 

167. Die beiden Bahnelemente Q und i. Wir haben gesehen (S.206), wie 
man die Bewegungsgleichungen auf ein System von zwei Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung reduzieren konnte, indem man die Bahnebene als XY-Ebene 
wiihlt. Die Integration dieser Gleichungen fUhrte zu vier Integrationskonstanten, 
c, h, K und to, und im vorhergehenden haben wir gesehen, wie diese vier 
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Konstanten als Funktionen der vier Bahnelemente a, e, n und T ausgedruckt 
werden konnen: 

It = _ k2 (1 + m) 
a 

K=n 
to = 1'. 

Wir werden jetzt sehen, wie die beiden Bahnelemente Q und i (vgl. S. 161) 
bei der Integration der Differentialgleichungen des Zweikorperproblems auftreten. 

Wenn wir das Gleichungssystem (14) betrachten, sehen wir, daB die Inte
gration des Systems (13) zu drei Integralen und drei Integrationskonstanten 
(c3 , c1 , c2) fUhrte. Wir wahlen jetzt die Ekliptik zur XY-Ebene. 

z Wenn wir ein Areal c in der Bahnebene 
auf die drei Koordinatenebenen projizieren, 
so erhalten wir, wie aus Abb. 118 ersichtlich, 
fur die drei Projektionen: 

Cxy = c cosi 
cyz = c sin i sinQ (50) 
Czz = -c sin i cosQ . 

)&;;:-- -f----y 
Die Ausdrucke auf der rechten Seite in (14) 

aber sind gerade die drei Projektionen der 
Flachengeschwindigkeit in der Bahnebene: 

Abb. lt8. 
dy dx . 

c=xdT -Y dt [so Glelchung (17)]. 

Wenn wir hier c = kfi~ -+ mff einsetzen, dann erhalten wir: 

x ~~ - Y ~~ = c3 = k -V 1 +~m VP cos i 

Y ~; - z~~ = c1 = kli--t= m VPsinisinQ (51) 
dx dz , /--- ,/-

z dt - x dt = c2 = - k r 1 + m r P sin i cos Q 

[P = a(1 - e2 )]. 

168. Berechnung der heliozentrischen Koordinaten eines Planeten. Kennt man 
die Bahnelemente eines Planeten, so kann man dessen Ort fUr jeden Augenblick 
berechnen: 1. in der Bahn, 2. am Himmel von der Sonne aus gesehen (helio
zentrische Koordinaten) und 3. am Himmel von der Erde aus gesehen (geo
zentrische Koordinaten). 

Der erste Schritt ist die Berechnung des Radiusvektors (r) und der wahren 
Anomalie (v) . Zur Berechnung dieser beiden GroBen haben wir das im vorher
gehenden abgeleitete Formelsystem: 

fUr die mittlere Bewegung (S. 211): 

fUr die mittlere Anomalie (S. 163): 
fUr die exzentrische Anomalie (S. 211): 

fur die wahre Anomalie (S. 163) : 

fUr den Radiusvektor (S. 164 und 209): 

kV(1 + m) 
# = a3/2 

M = #(t - T) 
E - esinE = M 

oder: 

t ~ = l/1 + e t E g2 1-e g2 

r = a (1 - e cos E) 
a(1 - e2 ) r=-- - - . 
1 + e cosv 

(52) 
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Mit Ausnahme der Formel fiir E (der KEPLERschen Gleichung) sind alle diese 
Formeln fiir die direkte Rechnung verwendbar. 

Die KEPLERsche Gleichung kann auf viele verschiedenen Weisen gelost werden: 
durch besonders dazu eingerichtete Tafeln, durch Reihenentwicklung (vgl. S. 219) 
oder durch Versuche mit wiederholten Naherungen. Ein Beispiel zur Berech
nung durch die letzte - in der Praxis sehr viel angewandte - Methode ist auf 
S. 516 im Anhang gegeben. 

Wenn wir r und v des Planet en fiir den gegebenen Augenblick berechnet 
haben, dann erhalten wir die heliozentrischen, rechtwinkligen Koordinaten auf 
folgende Weise. 

Abb. 119 stellt einen Teil der Himmelskugel, von auBen gesehen, vor. 'V' be
zeichnet den Friihlingspunkt, II die Projektion des Perihels (von der Sonne aus) 
auf die Himmelskugel und P die Projektion des Ortes des Planeten auf die 
Himmelskugel (NB: V' P ist nicht die elliptische Bahn seIber, sondern ihre 
Projektion auf die Himmelskugel); D ist wie gewohnlich die Lange des auf
steigenden Knotens in der Ekliptik, i die Neigung der Bahn gegen die Ekliptik 
und e die Schiefe der Ekliptik. 

Fiir den Bogen n - D (Lange des Perihels in der Bahn, von dem aufsteigenden 
Knoten aus gerechnet) fiihren wir die kiirzere Bezeichnung ill ein und fiir 
n - D + v = ill + v (die Lange des Planet en in der Bahn, auch vom Knoten 
aus gerechnet) die Bezeichnung u. Dieser Winkel wird Argument der Breite ge
nannt. 

Wir wahlen nun ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit der Sonne im 
Anfangspunkt, die Bahnebene als XY-Ebene und die X -Achse in der Richtung 
zum aufsteigenden Knoten. Wir erhalten ~~ 
dann mit Hilfe von Abb. 119 fUr die recht- lOll 
winkligen heliozentrischen Koordinaten des ~-;;--J 
Planet en, die wir mit X2, Y2' Z2 bezeichnen f-u. /), (/p 
wollen, die folgenden Formeln: ~ .1 ~[\(\. 

X2 =rcosu ______ ~~ 
. V'~rr-~ 

Y2=rSlllU (53) ~ 
Z2=O. y~ .. ::::;....---- &. >-AqIJ. 

Wir drehen nun das Koordinatensystem Abb. 119· 

urn den Winkel i urn die X -Achse, so daB die XY -Ebene mit der Ekliptik zu
sammenfallt, aber mit der X -Achse unverandert in der Richtung zum auf
steigenden Knoten. Fiir die Koordinaten in diesem neuen Koordinatensystem 
(Xl' Yl' Zl) erhalten wir dann: 

Xl = X 2 = r cosu 
Yl = Y2 cosi = r sin u cosi (54) 
Zl = Y2 sin i = r sin u sin i . 

J etzt nehmen wir eine Drehung riickwarts urn den Winkel D urn die Z -Achse 
vor, wodurch die X -Achse nach dem Frl.i.hlingspunkt zeigt, wahrend die XY
Ebene unverandert mit der Ekliptik zusammenfallt. In diesem Koordinaten
system werden die Koordinaten des Planet en (die rechtwinkligen, heliozentrischen 
Ekliptikalkoordinaten) xo, Yo, zo: 

Xo = Xl cosD - Yl sinD = r(cosu cosD - sinu sinD cos i) 
Yo = Xl sinD + Yl cosD = r(cosu sinD + sinu cosD cos i) (55) 

= r sinu sini. 

Es sind dies die Koordinaten, die in (51) mit x, Y, z bezeichnet wurden. 
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SchlieBlich fiihren wir nun eine Drehung um a um die X -Achse aus, so daB 
die XY-Ebene in den Aquator fallt. Fiir die neuen Koordinaten (die recht
winkligen, heliozentrischen Aquatorialkoordinaten) x, y, z erhalten wir : 

x = Xo = r(cosu cos!! - sinu sin!! cosi) 

y = Yo cose - Zo sin a = r(cosu sin!! cose + 
+ sinucos!!cosicose - sinusinisine) (56) 

z = Yo sin a + Zo cOSe = r(cosu sin!! sine + 
+ sinu cos!! cosi sin e + sinu sin i cos e) . 

Wir kannen selbstverstandlich x, y, z mit Hilfe des Systems (56) direkt be
rechnen, und wenn es sich um die Berechnung eines einzelnen Planetenortes 
handelt, werden diese Formeln benutzt. Diese Berechnung ist jedoch, wie 
wir sehen, ziemlich umstandlich, und man hat deshalb fiir die in der astro
nomischen Praxis gewahnlich vorkommenden Zwecke (Berechnung einer "Ephe
meride") eine Transformation zurechtgelegt, die die Berechnung wesentlich 
abkiirzt. 

Unter Berechnung einer Ephemeride versteht man die Berechnung der Orter 
eines Himmelskarpers fUr eine Reihe von aquidistanten Zeitpunkten (z. B.1 Tag, 
oder 2 Tagen, oder 4, oder 8 Tagen ... ). 

Wir fiihren, nach GAUSS, mit Hilfe der folgenden Gleichungen sechs Hilfs-
graBen a, b, c, A, B, C ein (die sog. GAussschen Konstanten): 

asinA = cos!! 
a cos A = - sin Q cos i 
b sin B = sin!! cOSe 
b cosB = cos!! cosi cOSe - sin i sine 
c sin C = sin!! sin e 
c cosC = cos!! cosi sine + sin i cose. 

(57) 

Durch Einsetzen von (57) in (56) er halten wir nach einer einfachen Red uktion : 

x = rasin(A + u) 

y = rbsin(B + u) 

:.: = rcsin(C + u). 
(58) 

Die sechs GraBen a, b, c, A, B, C sind, wie man aus (57) ersieht, unabhangig 
von der Zeit und kannen deshalb fUr einen gegebenen Himmelskarper ein fiir 
allemal berechnet werden. Wenn diese GraBen vorliegen, ist die Berechnung von 
x, y, z, wie man aus (58) ersieht, auBerst einfach. 

Die GAussschen Gleichungen kannen auch in einer anderen Form, die die 
Rechnung in der Praxis noch kiirzer macht, geschrieben werden. 

Wir definieren: 
A'=A+w 

B' =B + w 

C'=C+w. 

Das System (58) geht dann, weil u = w + v, iiber in: 

x = ra sin (A' + v) 

y = rb sin (B' + v) 

z = rc sin (C' + v) . 

(59) 

(60) 
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Man kann diese Formelsysteme in eine Form bringen, die die Rechnung unter 
Anwendung der Rechenmaschine viel bequemer macht. Fiir die hierzu n6tigen 
Transformationen wird auf die Spezialliteratur verwiesen. 

169. Die Berechnung der geozentrischen Koordinaten eines Planeten. Wenn 
wir die rechtwinkligen heliozentrischen Koordinaten eines Himmelsk6rpers im 
Aquatorsystem kennen, brauchen wir zur Berechnung der rechtwinkligen geo
zentrischen Koordinaten in demselben System nur die Kenntnis der heliozentri
schen Koordinaten der Erde oder der geozentrischen Koordinaten der Sonne. 
Letztere - die rechtwinkligen geozentrischen Aquatorialkoordinaten der Sonne -
findet man fiir jedenTag des Jahres in den graBen astronomischenEphemeriden. 
1m folgenden werden sie mit X, Y, Z bezeichnet. Wenn wir die rechtwinkligen 
geozentrischen Aquatorialkoordinaten des Planeten mit ~, 'Yj, C bezeichnen, er
halten wir: 

~ =x+X 
1]=Y+Y 
C=z+Z. 

(61) 

Fiir den Dbergang zu den geozentrischen aquatorialen Polarkoordinaten, 
Rektaszension IX, Deklination c5 und geozentrischer Distanz LI, haben wir dann 
folgende Formeln: 

LI cosc5 cos IX = ~ 

LI cosc5 sin IX = 1] 

LI sin c5 = C . 
(62) 

In den Gleichungssystemen (52), (57), (60), (61) und (62) haben wir alles, was 
wir brauchen, um aus den Bahnelementen die geozentrischen Koordinaten eines Pla
neten fur einen gegebenen A ugenblick zu berechnen. 

170. Berechnung der Bahnelemente eines Planeten, wenn seine Koordinaten 
und seine Geschwindigkeitskomponenten in einem bestimmten Augenblick bekannt 
sind. Das Gleichungssystem (51) kann folgendermaBen geschrieben werden: 

ypcosi= __ 1 __ (xd~ _y dX) 
kV1 + m dt dt 

ypsinisinQ = __ 1 __ ( dz d Y) kV1+m yfit - Zfit 
(63) 

,Ip" n 1 (d x dZ) Y;Vsm~cos':'4= - kt1+-m ,Z fit -X(fl . 

Die Koordinaten sind hier dieselben, die in (55) mit xo, Yo, Zo bezeichnet 
wurden. Der Einfachheit halber streichen wir den Index O. Die in diesem Para
graphen vorkommenden Koordinaten und Geschwindigkeiten sind also auf die 
Ekliptik bezogen (nicht auf den Aquator). 

Wenn wir die Masse des Planet en kennen (in den meisten Fillen kann sie 
gleich Null gesetzt werden) wie auch seine Koordinaten und die Geschwindig
keitskomponenten in dem gegebenen Augenblick, ist auf der rechten Seite in (63) 
alles bekannt. Wir konnen also: 

berechnen. 
Ferner haben wir aus (32): 

woraus: 

Q, i, P 

r=--~-
1 +ecosv' 

e cosv = 1- - 1 . 
r 

(64) 
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Wir differenzieren diese Gleichung nach der Zeit und erhalten: 

. dv p dr 
- e SIll v d t = - r2 dt . 

Aus: 
r2 = x2 + y2 + Z2 

erhalt man: 

Ferner wissen wir, daB: 
dv ,/--,r:i: 

r2dt = k r1 + m yp. 

Set zen wir (67) und (68) in (65) ein, dann erhalten wir: 

. yp (d x d y dZ) 
e SIll V = kV1 + 111 -:; X-cit + y iiT + z(fj- . 

(65) 

(66) 

(67) 

(68) 

(69) 

In den beiden Gleichungen (64) und (69) kennen wir nun alles auf der rechten 
Seite, und wir konnen daher: 

e und v und - mit Hilfe von p - auch die halbe groBe Achse a 

berechnen. 
Wir kennen also jetzt die Elemente fJ, i, a, e und die wahre Anomalie. 
Wir ersehen aus dem Gleichungssystem (55), daB wir r cosu und r sinu be

rechnen konnen, wenn wir Q und i und die drei rechtwinkligen heliozentrischen 
Ekliptikalkoordinaten kennen. Wir konnen z. B. aus (55) die folgenden Formeln 
bilden, in denen wie vorher der Index 0 weggelassen ist: 

r cos u = X cos Q + y sin Q 
r sin u = - x sin Q cos i + y cos Q cos i + Z sin i . 

Aus diesen Gleichungen konnen u und r berechnet werden; der erhaltene 
r-Wert kann als Kontrolle des fruheren, mit Hilfe von (66) gefundenen, Wertes 
benutzt werden. 

Wir haben jetzt: 
also: 
und damit: 

r und u, 

u-v=w=n-Q 
n. 

Wir haben dann bis jetzt: 
Q, i, a, e und n, 

und es bleibt nur das sechste Element (T) zu berechnen ubrig. 
Wir finden die exzentrische Anomalie (E) mit Hilfe der Gleichung: 

E 1;:t=e v 
tg z = n-Te tg z ' 

ferner die mittlere Anomalie (M) aus: 

M =E - e sinE , 

die mittlere Bewegung ("') aus: 
kY1 +m 

'" = --aaT2-
und schlieBlich die Perihelzeit Taus: 

'" (t - T) = M . 
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171. Eine wichtige Konsequenz der Siitze in § 170. In dem vorhergehenden 
Paragraphen haben wir gesehen, daB man die Bahnelemente fur einen Planeten 
bereehnen kann, wenn man die drei Koordinaten und die drei Gesehwindig
keitskomponenten in einem bestimmten Augenbliek kennt. Wir wissen aueh, daB 
wir die Koordinaten in einem gegebenen Augenbliek bereehnen konnen, sobald 
wir die Elemente kennen; und wir konnen - z. B. dureh Differentiation von 
(60) - uns Formeln zur Bereehnung der Geschwindigkeitskomponenten ver
sehaffen. Mit anderen Worten: Die seehs GroBen: Koordinaten und Ge
sehwindigkeitskomponenten in einem bestimmten Augenbliek ent
spreehen eindeutig den seehs Bahnelementen. 

Wenn man sieh jetzt einen Planeten denkt, der in einer ungestorten Bahn 
urn die Sonne Hiuft (also genau naeh den Formeln des Zweikorperproblems), 
und wenn man zu versehiedenen Zeitpunkten wahrend der Bewegung des Pla
neten die den jeweiligen Werten von: 

dx dy dz 
x,y,z,dt' at' dt 

in den versehiedenen Punkten der Bahn entspreehenden Bahnelemente berechnet 
dann wird man fur alle diese verschiedenen Zeitpunkte aus den ganz versehiedenen 
Satzen von Koordinaten und Gesehwindigkeitskomponenten genau dasselbe Elemen
tensystem erhalten. Dies Resultat wird spater (in dem Abschnitt uber Storungen) 
eine wichtige Rolle spielen. 

172. Reihenentwicklung fur die exzentrische Anomalie im Zweikorperproblem. 
Wenn wir den Spezialfall der elliptisehen Bewegung betraehten, wo e = 0 ist 
(kreisformige Bewegung), so erhalten wir fUr E, v und r die folgenden einfaehen 
Ausdrueke: E = M = f1 (t - T) , 

wo T einen festen Zeitpunkt bezeiehnet, der hier (bei kreisformiger Bewegung) 
naturlieh niehts mit einem Perihel zu tun hat, femer: 

v=E=M 
und: r=a 
statt der Formeln: 

E - esinE =M 

tg~ = 1/1 + e tg E_ 
2 1 - e 2 

und: r = a(1 - eeosE). 

Die KEPLERsehe Gleiehung im allgemeinen, elliptisehen Fall kann ill der 
folgenden Weise gesehrieben werden: 

E = M + e sinE . (70) 

Betraehten wir nun eine elliptisehe Bewegung, wo e eine kleine GrofJe ist, 
so sehen wir, daB Evon M nicht sehr versehieden ist. Wenn wir statt (70) 
E = M sehreiben, so sagen wir, daB wir eine kleine GroBe erster Ordn ung ver
naehlassigt haben. Wir sehen aber aueh, daB wir mit noeh groBerer Annaherung: 

E = M + e sinM (71) 

sehreiben konnen, da der kleine Fehler, der dabei entsteht, daB wir im letzten 
Glied in (71) sinM statt sinE gesehrieben haben, auBerdem mit der kleinen 
GroBe e multipliziert ist. Wir sagen, daB wir in (71) nur eine kleine GroBe 
zweiter Ordnung vemaehlassigt haben. Wir konnen dies in der folgenden 
Weise bezeichnen: El = M + e sinM , (72) 
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wo E1 also die exzentrische Anomalie bezeichnet, wenn wir nur kleine GraBen 
erster Ordnung mitnehmen (d. h. kleine GraBen zweiter Ordnung vernachHissigen). 

In Analogie hiermit schreiben wir: 

E2 = M + e sinE! = M + e sin (M + e sinM) , 
was: 

E2 = J;f + e sin.i\1 . cos (e sinM) + e cosM . sin (e sinM) 

geschrieben werden kann. 
Mit Hilfe der bekannten Reihenentwicklungen fur sinx und cosx (s. An

hang S. 493) wissen wir, daD wir hier 1 statt cos (e sinM) und e sinM statt 
sin (e sinM) schreiben konnen, wenn wir in dem Endresultat nur GraBen zweiter 
Ordnung mitnehmen wollen. Wir erhalten also: 

oder: 
E2 = J;f + e sinM + e2sinM cosM 

2 

E2 = J1 + e sinM +isin2M, 

wodurch wir also einen Ausdruck fUr E haben, in dem GroDen bis zur zweiten 
Ordnung inklusive mitgenommen sind. 

Wir konnen diesen ProzeD jetzt wiederholen, indem wir E2 rechts in (70) 
einsetzen. Dadurch werden wir einen Ausdruck fUr E3 erhalten, d. h. einen Aus
druck fUr E, wo kleine GroDen bis zur dritten Ordnung inklusive berucksichtigt 
sind. Den Ausdruck, den wir dadurch erhalten, schreiben wir folgenderweise: 

E=M+(e-~~ ... )sinM+(~~",)sin2M+ ~ (e3 ... )sin3M ... , (73) 

wobei wir gleichzeitig die allgemeine Form des Resultates angedeutet haben: 
Die exzentrische Anomalie kann in eine trigoncmetrische Reihe entwickelt werden, 
die nach Vielfachen der mittleren Anomalie fortschreitet und in der die Koeffizienten 
selbst Reihenentwicklungen nach Potenzen der Exzentrizitiit sind. Eine wichtige 
allgemeine Eigenschaft dieser Reihenentwicklung sehen wir bereits hier ange
deutet: Die niedrigste Potenz von e im Koeffizienten fur sin q Mist q. 

173. Andere Reihenentwicklungen im Zweikorperproblem. 1m vorhergehenden 
Paragraphen haben wir mit Hilfe einer sehr elementaren Methode angedeutet, 
wie man eine Reihenentwicklung fur die exzentrische Anomalie ableiten kann_ 
Durch dieselbe Methode konnen wir Reihenentwicklungen fUr verschiedene andere 
Funktionen von M aufstellen. Wir geben hier einige besonders wichtige Beispiele 
so1cher Reihenentwicklungen im Zweikorperproblem: 

v = M + (2e - ~ ",)sinM + (! e2 • .. )sin2M + 
+ (13 3 ). M 

,12 e ... sm3 ... (74) 

: = (1 + ~ ... ) - (e - {-e3 •• • )cosM-

- (~ ... ) cos 2 M - (-} e3 .•• ) cos 3 M ... (75) 

a (e3
) r = 1 + e - 8- . .. cos M + (e2 ••• ) cos 2 M + 

+ (i- e3 •.• ) cos 3 M ... (76) 

( ~ r = (1 + :; ... ) + (2 e + ~ e3 .. • ) cos M + 
+ (~ e2 • •• ) cos 2 M + (~ e3 ••• ) cos 3 M ... (77) 



Das Zweikorperproblem. 221 

In allen diesen Reihenentwicklungen finden wir dieselben allgemeinen Zuge 
wieder, die wir oben bei der Besprechung der Reihenentwicklung fUr E an
gedeutet haben. Die in diesem und dem vorigen Paragraph en besprochenen 
Reihenentwicklungen konvergieren fUr kleine Werte von e sehr schnell. 

Als ein numerisches Beispiel wahlen wir die Berechnung der Koeffizienten 
in der Entwicklung von E fur einen Planeten mit loge = 9.22103. Wenn die 
Glieder bis zu e3 inklusive mitgenommen werden, erhalten wir nach der Reduk
tion auf BogenmaB: 

E = M + 569'.90 sinM + 47'.57 sin2M + 5'.93 sin3M ... 

Wollen wir hier z. B. E fUr M = 54° 51'.12 berechnen, so erhalten Wlr: 

E = 54 ° 51'.12 + 7° 45'.990 + 44'.782 + 1'.580 = 63 ° 23'.47. 

Zum Vergleich sei der Wert mitgeteilt, den wir durch genaue Rechnung er
halt en. Er ist: 

E = 63 ° 22' -34 . 

Der Fehler, den wir begangen haben, indem wir nur bis zur dritten Potenz 
von e gingen, ist in diesem FaIle also 1'.13. 

Je groBer e ist, desto langsamer konvergieren die Reihen, und fUr e> 0.6627 ... 
konnen sie nicht nur praktisch unbrauchbar, sondern sogar im mathematischen 
Sinne divergent werden. 

174. Reihenentwicklung von Funktionen der Koordinaten zweier Planeten. Die 
Reihenentwicklungen, die im vorigen Paragraphen besprochen wurden, sind Ent
wicklungen von Funktionen der Koordinaten eines Planeten. Wir haben ge
sehen, wie diese Reihenentwicklungen zur Berechnung von numerischen Werten 
fur gegebene Zeitpunkte gebraucht werden konnen. Hierin liegt jedoch nicht 
die wesentliche Bedeutung dieser Reihen, da man andere - indirekte - Methoden 
hat, die bei solchen Rechnungen schneller und sicherer zum Ziele fuhren. Die 
fundament ale Rolle, die diese Reihenentwicklungen spielen, liegt auf einem ganz 
anderen Gebiete. Wenn wir zur Behandlung des StOrungsproblems kommen, 
werden wir sehen, daB die Losung der Differentialgleichungen in diesem Problem 
davon abhangt, daB die Funktionen der Koordinaten im Zweikorperproblem, 
die in diesen Gleichungen vorkommen, in einer ganz bestimmten Form auf
treten, und es wird sich zeigen, daB. diese Form gerade dieselbe ist, die in den 

obenerwahnten Reihenentwicklungen fUr E, v, ~ usw. angedeutet ist. 
a 

Die Ausdrucke, von denen im Storungsproblem die Rede sein wird, sind 
indessen bedeutend komplizierter als die, die wir bis jetzt behandelt haben, da 
diese Ausdrucke durchgehends Funktionen von Koordinaten zweier Planeten 
gleichzeitig sind und nicht nur die Koordinaten eines einzigen. 

Prinzipiell besteht jedoch keine Schwierigkeit, auch in diesem Fall Reihen 
zu bilden. 

Wir werden ein besonders einfaches Beispiel geben [wo der Winkel zwischen 
den beiden Bahnebenen nicht vorkommt (vgl. S. 245)]. 

1m vorhergehenden haben wir eine Reihenentwicklung fUr ~ fur einen Pla
a 

neten mitgeteilt. Wir schreiben, wenn wir uns mit der dritten Potenz von e 
begnugen: 

~ = (1 + ~) - (e - 2 e3) cos M - .e:: cos 2 M - ]- e3 cos 3 AI. 
a 2 8 2 8 

Eine entsprechende Reihe hatten wir fur ~ . 
. r 
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Nehmen wir jetzt an, daB wir es mit zwei Planet en m und mi zu tun haben, 

und daB wir eine Reihenentwicklung fur ~ fur den einen Planet en (m) und fur 
a 

~ fur den anderen Planet en (mI) gebrauchen. 1m letzteren Fall schreiben wir a l 

P ~ 

statt a_ und die Reihenentwicklung wird (s. oben): 
P 

al (et) 2 9 :1 PI = 1 + eI - 8- COSMI + e1 cos2M1 + se1 cos3Ml' 

wo der Index 1 uberall angibt, daB wir es jetzt mit dem Planet en m1 zu tun 
haben. Wenn die Funktion, die wir in eine Reihe zu entwickeln wiinschen, 

P . ~_ ist, multiplizieren wir die beiden Reihen Glied fur Glied. Wir erhalten, 
a PI 
wenn wir aIle Glieder fortIassen, die in bezug auf e und el von hoherer Ordnung 
als der dritten sind: 

r a l e2 ( I e2 el et) . 2 9 R , 
-. -- = 1 +-- + e1 ,- - -8 cos2111 + e1 cos2MI + -8 e1 cOS3}'!I-
a PI 2 2 

- (e - ~-e3)cosM - ee l cosMcoSi111 - eeicosMcos2M1 - (78) 

~ ~e 3 
- 2cos2M - 21cos2McosMI -S-e3cos3 M . 

Dieser Ausdruck kann mit Hilfe der bekannten Satze uber Verwandlung von 
Produkten (und Pot en zen) von trigonometrischen Funktionen in trigonometrische 
Funktionen von Sum men (und Vielfachen) umgeformt werden (vgl. S. 21). Die 
Formel, die wir fUr den vorliegenden Fall brauchen, ist: 

cosa cosb = t cos(a + b) + t cos(a - b). 

Wenn wir diese Formel auf (78) anwenden und nach Potenzen von e und el 

ordnen, erhalten wir: 
r a l e2 e2 eel 
- . - = 1 - e cosM + e cosM + - - -- cos 2M - - cos (M + M ) -
a PI I I 2 2 2 I 

ee " ..... - f cos(M - M I) + ei coS2M1 + ~ e3 cosM - ~ e3 cos3 M + 
e2e e2e e2e + TcosM I - --.t"COS(2211 +M1) - --.t"COS(2M - M 1) - (79) 

ee'! ee Z e3 - -t cos(M + 2M]) - -t cos(M - 2M1 ) - ~ COSMI + 
, 9 :1 " ,,,-T S ej co~ 3 iV-'1 . 

Eine wert volle Kontrolle der Richtigkeit einer solchen Rechnung gibt uns 
die folgende Uberlegung. Wenn wir a1 = a und r1 = r setzen, wird die linke 
Seite in (79) einfach = 1. Dasselbe muB dann naturlich auch mit der rechten 
Seite dieser Gleichung der Fall sein, wenn wir uberall e statt e1 und M statt Ml 
einsetzen. Es zeigt sich in der Tat auch, daB diese Bedingung erftillt ist. 

In der Gleichung (79) haben wir nun bereits einige der wesentlichsten Eigen
schaften der Reihenentwicklungen von Funktionen der Koordinaten zweier 
Planeten: 

1. Die Reihenentwicklungen sind trigonometrisch in Summen und Differenzen 
von Vielfachen der beiden mittleren Anomalien M und MI' Wir schreiben: 

cos ('M . '''-) . Z + II iH} • sm 
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2. Die Koeffizienten enthalten seIber Reihenentwicklungen von Produkten 
der Potenzen von e und e1 . Wir schreiben ern e~ . 

3- \Venn wir uns diese Reihen bis zu immer hoheren und hoheren Potenzen 
der ExzentriziHi.ten berechnet denken, erhalten i und i 1 nach und nach alle 
ganzzahligen Werte, positive und negative, von - (Xl bis + (Xl; m und n erreichen 
gleichzeitig alle ganzzahligen positiven Werte von 0 bis (Xl. 

Wir werden spater sehen, welche wichtige Rolle diese Eigenschaften der 
Reihenentwicklungen des Zweikorperproblems im Storungsproblem spielen. 

175. Parabolische und hyperbolische Bewegung. In § 168 haben wir die Glei
chungen zusammengestellt, durch die man die wahre Anomalie (v) in einer ellip
tischen Bahn berechnen kann. Fur Bahnen, bei denen die Exzentrizitat der 
Einheit sehr nahe liegt, fiir parabelnahe Bahnen also, braucht man ganz andere, 
kompliziertere Formeln. Solche parabelnahen Bahnen (e ein wenig kleiner oder 
groBer als die Einheit) haben, wie wir spater (S. 305) sehen werden, im Kometen
problem eine groBe Bedeutung, wahrend Hyperbeln mit e wesentlich groBer als 
Eins in der Theorie der Bewegung der Planet en und Kometen keine Rolle spielen. 

Der Grund dafiir, daB unsere Formeln in § 168 nicht gebraucht werden konnen, 
wenn die Exzentrizitat sich der Einheit nahert oder dies en Wert ubersteigt, 
ist der, daB die Begriffe mittlere Bewegung, mittlere Anomalie und exzentrische 
Anomalie keinen Sinn haben, wenn e gleich 1 oder groBer als 1 ist, und daB die 
Berechnung dieser GroBen nach den besprochenen Formeln allzu umstandlich 
werden wurde, auch in Fallen, in denen e weder groBer als 1 oder genau gleich 1 
ist, sondern sich dem letztgenannten Werte nur nahert. 

Wir wollen hier nicht auf die komplizierten Formeln eingehen, die fUr die 
Berechnung der wahren Anomalie und des Radiusvektors gebraucht werden, 
wenn die Exzentrizitat in der N ahe von 1 liegt, sondern uns auf den rein 
parabolischen Fall beschranken. 

In der Para bel ist e = 1, und wir haben es deshalb nur mit fiinf Bahnelementen 
zu tun. 

Wenn wir die Periheldistanz der Bahn (den kleinsten Radiusvektor) mit q 
bezeichnen, haben wir in dem allgemeinen Kegelschnitt folgende Relationen: 

q = a(1 - e) 

p = q(1 + e) . 
(80) 

In der Parabel ist a = (Xl. Deshalb konnen wir a nicht als Bahnelement 
gebrauchen. Statt dieses Elementes fuhren wir die Periheldistanz q ein. Wir 
erhalten dann fiir die Parabel die folgenden fiinf Bahnelemente: 

T 

q 

Wenn wir nun III (32) p = q(1 + e) und e = 1 einsetzen, erhalten wir: 

r=-E-.. 
1 + C05V 

oder, mit Hilfe einer bekannten trigonometrischen Formel: 

r = --q--. 
v ' 

C052 
2 

(81) 

d. h. wir haben eine Formel zur Berechnung des Radiusvektors III der para
bolischen Bewegung gefunden, wenn v bekannt ist. 
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Urn eine Formel zur Berechnung der wahren Anomalie in der parabolischen 
Bewegung zu finden, benutzen wir das FHi.chenintegral: 

dv ,~-
r2 lit = k r 1 + m Y p , 

das hier: 

wird. 
Wir set zen den Ausdruck fUr r aus (81) ein und erhalten nach einer einfachen 

Reduktion: 
dv k{t + m V2 4 V --- = ----- --- cos -
d t q32 2 ' 

woraus Wlr mit Rticksicht darauf, daJ3 wir hier immer m = 0 set zen konnen, 
erhalten: q3 2 dv dt = --- - -

v ' 
k(i cos4 -

2 

Formel, die: v 1 v v I 
dt = Vi-q~2 (1 + tg2~) d 2 = Vi-q32 d 2 + tg2~ d 2-

k 2 2V k 2V 2 2V cos-- COS - cos -
222 

eme 

geschrieben werden kann. Diese Gleichung kann direkt integriert werden. Wenn 
wir die Integrationskonstante wie im Ellipsenproblem wahlen, erhalten wir: 

1'2-q32 ( v 1 v) 
t - T =k- tg 2 + 3 tg3 2 

oder: 
v 1 3 V k tg-- + -tg -- = ---=- (t - T), 
2 3 2 V2 q32 

(82) 

wo T, wie frtiher, die Perihelzeit bezeichnet. 
Wir haben hier die Gleichung, die uns instand setzt, im Parabelproblem die 

wahre Anomalie fUr einen gegebenen Augenblick zu berechnen oder umgekehrt 
die nach dem Periheldurchgang verlaufene Zeit, wenn wir die wahre Anomalie 
kennen. Ftir die Anwendung der Formel (82) hat man ausfUhrliche Tafeln be
rechnet. 

Die Berechnung der heliozentrischen und der geozentrischen Koordinaten 
kann jetzt nach genau denselben Formeln wie im Ellipsenproblem ausgefUhrt 
werden. 

176. Bahnbestimmung. 1m vorhergehenden haben wir die Aufgabe behandelt, 
den Ort eines Himmelskorpers in einem gegebenen Augenblick zu berechnen, 
wenn wir die Bahnelemente kennen. Auf S. 164 haben wir einige Worte tiber 
das umgekehrte Problem gesagt: aus beobachteten Positionen eines Planet en 
dessen Bahn urn die Sonne zu berechnen. -

Wenn ein neuer Planet - wir fUgen jetzt hinzu: oder ein Komet - an dem 
einen oder anderen Orte auf der Erde entdeckt worden ist, wird die Entdeckung 
sofort an eine astronomische Zentrale mitgeteilt, die diese Mitteilung an eine 
groJ3e Anzahl von Sternwarten weitersendet. 

Wenn ein hinreichendes Beobachtungsmaterial vorliegt, wird eine vorlaufige 
Bahn und aus dieser eine Ephemeride berechnet. Handelt es sich urn einen Pla
neten, so soIl, wenn moglich, eine Ellipse berechnet werden. Eine elliptische 
Bahn ist, wie wir wissen, durch sechs GraJ3en (sechs Bahnelemente) definiert. 
Zur Berechnung einer solchen Bahn sind sechs Beobachtungsdaten erforderlich, 
die wir haben, wenn drei Beobachtungen (drei Rektaszensionen und drei Dekli-
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nationen) vorliegen. Um ein einigermaBen zuverHissiges Resultat zu erhalten, 
ist es im allgemeinen erforderlich, daB diese drei Beobachtungen tiber einen 
Zeitraum von einigen Wochen verteilt liegen. Handelt es sich aber um einen 
Kometen, dann kann man, wie die Erfahrung lehrt, sich zunachst mit der Be
rechnung einer parabolischen Bahn begnugen, eine Aufgabe, die viel einfacher 
ist als die Berechnung einer Ellipse. Hier sind nur funf Bahnelemente zu be
rechnen, und diese Tatsache ist fUr die Berechnungsmethode von soleh ent
scheidender Bedeutung, daB man oft eine brauchbare Bahn bereits mit Hilfe 
von Beobachtungen aus drei aufeinanderfolgenden Nachten erhalt. Vom prin
zipiellen Standpunkt aus konnte man sich fUr die Bahnberechnung mit 21/2 Be
obachtungen (z. B. drei Rektaszensionen und zwei Deklinationen) begnugen; so 
aber, wie die Formelsysteme aufgebaut sind, gehen - ebenso wie bei der Ellipse -
alle sechs Beobachtungsdaten mit in die Rechnung ein. 

177. Berechnung einer Kreisbahn. Auf die Formelsysteme zur Berechnung 
von parabolischen und elliptischen Bahnen wollen wir nicht naher eingehen; 
sie sind sehr kompliziert. VerhaltnismaBig einfach ist dagegen die Berechnung 
einer Kreisbahn. In der Praxis spielt sie keine so groBe Rolle wie die Berech
nung parabolischer oder elliptischer Bahnen; nur wenn man fur einen neuentdeck
ten kleinen Planet en nicht mehr als zwei Beobachtungen zur Verfugung hat, be
rechnet man eine Kreisbahn, die aber in der Regel als Hilfsmittel fur fortgesetzte 
Beobachtung nicht ausreicht. Da jedoch, wie gesagt, das Formelsystem ziemlich 
einfach ist und auBerdem manches enthalt, was das Bahnbestimmungsproblem im 
allgemeinen charakterisiert, wollen wir hier eine kurze Skizze der Methode geben. 

Wir nehmen an, daB man Beobachtungen eines Planet en (iX, 15; iXl , 151) zu 
zwei Zeit en t und t1 angestellt hat. Wir verwandeln die beobachteten Rekt
aszensionen und Deklinationen in Ekliptikalkoordinaten (vgl. S. 65). Wir haben 
dann: t i. {3 

t1 }'1 {31 . 

Wenn wir mit 12 und 121 die geozentrischen Distanzen eines Planeten be
zeichnen, erhalten wir fur die rechtwinkligen geozen trischen Ekliptikalkoordi
naten des Planeten fUr die Zeit t die folgenden Ausdrucke: 

~ = 12 cos {3 COSA 

17 = 12 cos {3 sin A (83) 
, = 12 sin {3 

und entsprechende fur die Zeit t1 . Wenn wir mit I, b, r und 11' bI , ri die ent
sprechenden heliozentrischen Polarkoordina ten eines Planeten bezeichnen, 
erhalten wir fUr die rechtwinkligen heliozentrischen Ekliptikalkoordinaten: 

x = r cosb cosl 
y = r cos b sin I (84) 

und entsprechend fUr t1 . 
z = r sin b 

Ferner bezeichnen wir mit R, 8 und R1 , 81 die geozentrischen Polar
koordinaten der Sonne im System der Ekliptik (die Breite der Sonne setzen 
wir gleich Null). Wir erhalten dann fUr die rechtwinkligen geozentrischen 
Ekliptikalkoordinaten der Sonne zur Zeit t: 

und entsprechend fur tl . 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 

x = Rcos8 
Y = R sin8 
Z =0 

(85) 

15 
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Wir konnen dann fUr die beiden Beobachtungszeiten sofort die folgenden 
Gleichungssysteme hinschreiben: 

r cosb cosl = e cosp cos}, - R cos8 
r cos b sin l = e cos P sin}, - R sin 8 

r sin b = e sinp 

r1 cosb1 cosl1 = eI COSPI COS}'1 - Rl COS81 
r1 cosb1 sin II = el COSPI sin Al - Rl sin 81 

r1 sin b1 = el sin PI . 

(86) 

(87) 

In diesen Gleichungen kennen wir die folgenden GroJ3en: p, A, PI' AI' R, 8, 
R1 ,81 (die vier letztgenannten findet man fUr jeden Tag des Jahres in den groJ3en 
astronomischen Ephemeriden). Wenn wir voraussetzen, daJ3 die Bahn kreis
formig ist, wissen wir ferner, daJ3 r1 = r ist. 

Unbekannt sind r ( = r 1)' b, l, bI , ll' e, el' Wir haben also hier serhs Glei
chungen mit sieben Unbekannten. Es ist noch eine Gleichung notwendig, wenn 
wir die Unbekannten in (86) und (87) bestimmen wollen. 

Wenn wir e in (86) kennen wurden, konnten wir r, b und l berechnen. 
Ferner erhalten wir durch Quadrieren und Addieren der drei Gleichungen (87), 

wenn wir uns erinnern, daJ3 r1 = r ist: 

(88) 

Diese Gleichung kann nach el aufgelost werden, dann gibt (87) uns b1 und ll' 
Wenn wir e kennten, konnten wir also aIle in (86) und (87) eingehenden 

GroJ3ep finden. Und wir werden spater sehen, daJ3 wir aUe Bahnelemente berechnen 
IV konnen, sobald wir die heliozentrischen Koordi-

Abb.120. 

naten des Planeten fur zwei Zeitpunkte kennen. 
Es kommt also darauf an, den richtigen 

Wert fUr 0 zu bestimmen. Dieser kann 
durch Versu~he auf folgende Weise gefunden 
werden. 

In Abb. 120 sehen wir einen Bogen der 
Bahn Projektion der Ekliptik auf die Himmelskugel 

und auch einen Bogen der Projektion der 
Planetenbahn. N bezeichnet den Nordpol 
der Ekliptik. P PI ist der in der Zeit tl - t 
durchlaufene Winkel in der Bahn. 

Wir konnen nun zwei verschiedene Aus
drucke fUr P PI finden. 

1. Aus dem Dreieck P N PI in der Abbildung sehen wir, daJ3: 

cosP PI = sinb sinb1 + cosb cosb} cos (ll - l) . (89) 

II. Andererseits haben wir, wenn wir den Radius in der Kreisbahn mit a 
(das ja gleich r = r1 ist) bezeichnen, und die Masse des Planet en gleich Null 
setzen: 

und daraus: 
(90) 

P PI in (89) und (90) kann also nach zwei voneinander unabhangigen Prin
zipien berechnet werden. Wenn wir einen Wert fiir e wahlen und daraus die 
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beiden Werte fUr P PI berechnen, werden diese beiden Werte im allgemeinen 
nicht ubereinstimmen. Wir wahlen nun einen neuen Wert fUr (] und berechnen 
ein neues Wertepaar fur P PI' das im allgemeinen auch keine trbereinstimmung 
zeigen wird. Der Vergleich der beiden Satze aber wird zeigen, in welcher Rich
tung wir den (]-Wert verandern mussen, urn uns dem richtigen Wert zu nallern, 
und mit Hilfe einiger weniger Hypothesen werden wir den richtigen Wert finden 
k6nnen. 

Sob aId wir den richtigen (]-Wert gefunden haben, ist das Problem im Prinzip 
ge16st, und es bleibt nur noch die Aufgabe ubrig, die Bahnelemente zu berech
nen. In unserem Problem ist e = 0, und ein Perihel ist nicht vorhanden; deshalb 
sind nur vier Elemente zu bestimmen: a, £2, i und der Ort des Planet en in der 
Bahn in einem bestimmten Augenblick (der Begriff Perihelzeit hat ja hier keinen 
Sinn). 

Von den vier Elementen kennen wir bereits a. Wir mussen uns jetzt also 
Formeln zur Bestimmung von Q und i verschaffen und von einem vierten Ele
ment, fUr das wir den Bogen in der Projektion der Bahn auf den Himmel vom 
aufsteigenden Knoten bis zu dem Punkt wahlen, wo der Planet sich befindet, 
z. B. zur Zeit t. 

In Abb. 121 bezeichnet P den Ort des Planet en zur Zeit t. Wir denken uns 
ganz analog einen Punkt PI als Ort des p 60hn 
Planet en zur Zeit tl . Wir erhalten dann 9 ~ 
aus der Abbildung: V'~~ ilb 

tgi sin (1 - D) = tgb V"~~-:.::::::~====) Ekl. 
tgi sin (1] - D) = tgb] , (91) g l-Q 

Abb. 121. 
wo wir b, 1, b], l] kennen. 

Es kommt darauf an, Q und i zu finden. Wir schreiben 11 - D = (1 - D) 
+ (11 - l) und setzen in die zweite Gleichung (91) ein. Wir erhalten dann: 

tgi sin (1 - D) cos (11 - l) + tgi cos (1 - Q) sin (11 - l) = tg b1 

und daraus mit Hilfe der ersten Gleichung in (91): 

tg b cos (l1 - 1) + tg i cos (1 - Q) sin (11 - l) = tg bl ' 

eme Gleichung, die: 
t · (1 _ Q) _ tgb1 - tgb cos (/1 - 1) 
g ~ cos w -- • (1 1) 

SIn 1-

geschrieben werden kann. 

(92) 

Wenn wir diese Gleichung mit der ersten Gleichung (91) kombinieren, haben 
wir zwei Gleichungen, die uns i und 1 - D geben, oder, da 1 bekannt ist, i und D. 
(In dem allgemeinen Fall wird i von 0° bis zu 180° gezahlt, wobei man nitht 
zwischen direkter und retrograder Bewegung zu unterscheiden braucht. Bei 
Kreisbahnen handelt es sich immer urn einen Planeten, und dann liegt i immer 
im ersten Quadranten). 

Wir haben also jetzt die drei Bahnelemente a, Q und i. Fur das vierte 
Element u findet man aus Abb. 121 folgende Formel: 

tg u = tg (1 - Q) sec i . (93) 

Der Quadrant von u ist dadurch bestimmt, da13 1£ und 1 - Dimmer in dem
selben Quadranten liegen, und damit ist das Problem gel6st, eine Kreisbahn aus 
zwei Beobachtungen zu berechnen. 

178. Bahnverbesserung. Wenn man fUr einen Planet en oder einen Kometen 
ein gro13es Beobachtungsmaterial gesammelt hat, das sich uber einen langeren 

15* 
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Zeitraum erstreckt, kann man eine Bahnverbesserung ausfUhren. Das Prinzip 
einer solchen Bahnverbesserung ist folgendes: Mit Hilfe einer vorHiufigen Bahn 
berechnet man eine Ephemeride; dann vergleicht man diese Ephemeride mit 
allen vorliegenden Beobachtungen oder auf jeden Fall mit einer groBen Anzahl 
Beobachtungen. Die Abweichungen Beobachtung - Rechnung (B - R) konnen 
dann benutzt werden, urn mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate (s. An
hang S.495) die wahrscheinlichsten Verbesserungen zu den Bahnelementen zu 
finden, mit denen die Ephemeride berechnet war. Erstrecken sich die Beob
achtungen iiber Hingere Zeit, so ist es notwendig, auch auf die 5torungen seitens 
der groBen Planet en (namentlich von Jupiter und Saturn) Riicksicht zu nehmen. 

179. Die absoluten Bewegungen im Zweikorperproblem. Die Formelsysteme (5) 
und (6) auf S. 204 gaben die Bewegungsgleichungen fiir die Bewegung der beiden 
Massenpunkte in einem absoluten Koordinatensystem. Durch eine einfache Trans
formation war es moglich, die Bewegungsgleichungen fUr die relative Bewegung 
im Problem aufzustellen, d. h. die Differentialgleichungen der Bewegung des 
einen Massenpunktes relativ zum anderen, die Gleichungen also fiir eine Be
wegung relativ zu einem Koordinatensystem, das selbst in Bewegung ist. 

Wir werden jetzt sehen, wie sich die Bewegung der beiden Massenpunkte in 
einem testen Koordinatensystem gestaltet. 

Wenn wir die erste, die zweite und die dritte Gleichung (5) auf S.204 zu 
den entsprechenden Gleichungen (6) addieren, erhalten wir das folgende ein
fache Resultat: 

d2x d2xl 

m d t2 + m l d t2 = 0 

d2 y d2 Y, 
m dta + mldt2 = 0 (94) 

d2 z d2 z1 

m dt2 + m l dt2 = O. 

Diese Gleichungen konnen zweimal nacheinander integriert werden. Wir er
halten: 

mx + mlxl =.x t + {J 
my + mlYl = .x' t + {J' 
mz + mlzl = .x"t + {J", 

wo .x, .x', .x", {J, {J', {J" Integrationskonstanten sind. 

(95) 

Aus der Mechanik wissen wir, daB die Koordinaten (x, y, z) des gemeinsamen 
Schwerpunktes von zwei Massen m und ml mit den Koordinaten x, y, z und 
Xl' Yl' Zl durch folgende Formeln berechnet werden konnen: 

(m + m l ) X = mx + mlxl 

(m + m l ) Y = my + mlYI 

(m + m l ) Z = mz + m l Zl . 

(96) 

Der Vergleich zwischen (95) und (96) gibt das folgende Resultat: Wenn sich 
zwei Massenpunkte nach dem NEwToNschen Gesetz anziehen und nicht von 
anderen Kraften beeinfluBt werden, so wird ihr gemeinsamer Schwerpunkt (der 
Schwerpunkt des Systems) entweder im Raum in Ruhe sein (.x = .x' = .x" = 0) 
oder sich geradlinig und mit konstanter Geschwindigkeit im Raum bewegen. 
Mit anderen Worten: Das System als solches hat ein fUr allemal eine bestimmte 
geradlinige Bewegung im Raume mit konstanter Geschwindigkeit (evtl. der Ge
schwindigkeit Null), und diese Bewegung wird nicht von der gegenseitigen An
ziehung der beiden Massenpunkte beeinflupt. 



Das Zweik6rperproblem. 229 

Sehen wir von der eventuellen gemeinsamen Bewegung des Systems im Raum 
ab, so haben wir das Resultat, daB jeder der beiden Massenpunkte innerhalb 
des Systems in einer Bahn urn den Schwerpunkt 
des Systems wandert. Diese beiden Bahnen sind 
einander und der relativen Bahn iihnlich. Das Ver
hiiltnis zwischen den Dimensionen der drei Bahnen 
wird, wie man beim Vergleich der drei Gleichungs
systeme (7), (8) und (9) auf S. 204 sieht: 

Bahn von m : Bahn von m1 : relativer Bahn 
= ~ : m: (m + m1) • (97) 

Diese Siitze spielen in den Doppelsternproble
men eine wichtige Rolle (vgl. z. B. S. 410). 

Es ist insbesondere: 

a : a1 : (a + a1) = m1 : m: (m + m1) . (98) 
J 

Fiir die relative Bewegung hat man [vgl. (42), 

S. 211J: 231 kym + ml 
ft = U = (a + al)3/2 • (99) 

Fiihrt man mit Hille von (98) a statt (a + a1) in 
(99) ein, so erhiilt man: 

Abb. 122. Die drei Ellipsen im Zwei. 
k6rperproblem: die relative und die 

zwei absoluten. 

231 k~ k~( m l )3/2 k m~/2 
ft = U = ( m + m )3/2 = a3/2 m + m = a3/. m + m . (100) a _____ I 1 I ml 

Die Umlaufszeit U und die mittlere tiigliche Bewegung ft sind fUr die relative 
Bahnbewegung und die absoluten Bahnbewegungen gleich. Gleichung (100) zeigt 
folglich den Zusammenhang zwischen der Umlaufszeit und der halben groBen 
Achse in der absoluten Bahn der Masse m. Eine analoge Gleichung gilt fUr 
die absolute Bahn der Masse m1 : 

_ 231 _ kym + m l ( m )3/2 _ k m3/2 

ft - U - -af'2 - m + ml - a~'2 m + m1 . 

Fiir die Konstante C im Fliichensatz: 
dv r2- = C 
dt 

gilt in der relativen Bewegung die folgende Gleichung [vgl. (33), S. 209]: 

(101) 

Cre!. = k ym + m1ya + a1 -Vi - e2 • (102) 

In der absoluten Bewegung der Masse mist die GroBe :v dieselbe, r2 aber kleiner 

im Verhiiltnis (m :lmJ. Es gilt also fiir die absolutet Bewegung der Masse m: 
k 1~-';--;-----:;; m~ 

Cmabs. = ,a + a1 y1 - e2 (m + ml)3/2 (103) 

oder: ,r '-- m 3/2 

Cmabs. = k ya l"1- e2 m + mi' (104) 

Fiir die Masse m1 erhalten wir selbstverstandlich entsprechend: 

cm1abs. = kya + a1 -Vi e2 (m +m~1)3/2 (105) 

oder: 
(106) 
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Gleichung (102) kann auch mit Hilfe von (99) so geschrieben werden: 

Cre!. = p(a + al )2 VT - e2 • (107) 

Analog ergibt sich aus (104) und (100) bzw. (106) und (101): 

cm abs. = P a2 Vi ""::'f2 
und: (108) 

Cm,abs. = p ai -Vi - e2. 

Da die Umlaufszeiten fUr die absolute und die relative Bahnbewegung gleich 
sind, verhalten sich die entsprechenden Flachenkonstanten wie die Flachen der 
Bahnellipsen. Dies kommt in (107) und (108) klar zum Ausdruck. 

Das Dreikorperproblem. 
180. Die Differentialgleichungen des Dreikorperproblems. 1m vorigen Kapitel 

haben wir das Zweikorperproblem behandelt. Wir gehen jetzt zu dem beriihmten 
Dreikorperproblem iiber. Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen des Pro
blems geschieht auf eine ganz ahnliche Weise wie in dem einfacheren FaIle. 

·Wir nehmen an, daB wir es jetzt mit d rei Massenpunkten zu tun haben, 
die einander nach dem NEWToNschen Gesetz anziehen. In Abb. 123 bedeuten 
y m, ml und m2 die drei Massenpunkte, und wir 

bezeichnen die Koordinaten dieser Punkte in 
einem festen rechtwinkligen Koordinatensystem 
mit x, y, Z, Xl' YI' Zl' X2, Y2' Z2' Der Einfach
heit halber begniigen wir uns damit, in der Ab
bildung die XY-Ebene zu zeichnen. Die dritte 
Koordinatenachse denken wir uns senkrecht zur 
Ebene des Papiers. Mit I.?OI' I.?02' 1.?12 bezeichnen 
wir die Distanzen zwischen den drei Massen

!It 

X punkten. Fiir diese Distanzen haben wir die 
't, ===.z:=::v;::, ==:71 _.L-_~ folgenden Ausdriicke: 

"''---':''::'-''.i"..~--...... j e~l = (Xl - x)2 + (YI - y)2 + (Zl - z)2 
Q52 = (X2 - X)2 + (Y2 - y)2 + (Z2 - Z)2 (1) 
I.?I2 = (X2 - Xl) 2 + (Y2 - YI)2 + (Z2 - ZI)2. 

Abb.123. 

Nach den auf S. 202 bis 204 angewandten Prinzipien konnen wir die Diffe
rentialgleichungen fiir die Bewegung der drei Massen sofort hinschreiben. Fiir 
die Bewegung der Masse m erhalten wir: 

d2X __ k2 Xl-X k2 X 2-% 
m dt2- - mml~"- + mm2 ---,--

eOl e02 

m d2~ = k2mm Yl -~ + k2mm Y2 - Y (2) 
dt2 I e~, 2 e~. 

d2z _ 2 Zl-Z k2 Z2- Z 
m dt2 - k m ml -3- + m m2 --3-' 

eo 1 e02 

wo das erste Glied rechts die Anziehung darstellt, die ml auf m ausiibt, und 
das zweite Glied die Anziehung, die m2 auf dieselbe Masse m ausiibt. 

Ganz analog erhalten wir fiir die Bewegung von ml : 

d2 Xl _ k2 Xl - X k2 X 2 - Xl ml -dt2 - - - mm1 --,,- + ml m2--,-
e01 e12 

md2Yl=_k2mmYl-~+k2mmY2-Yl (3) 
I d t2 1 e~ 1 I 2 et 2 

d2zl _ k2 Z, - Z k2 42 - 41 ml - dt2 - - mml - a- + m l m2 - a-
!lOl [!t2 
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(4) 

Wir haben also neun Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Zur Losung 
des Problems sind deshalb 18 Integrationen auszufUhren. 

In dem ganz allgemeinen Problem (dem n-Korperproblem), wo wir nicht 
mit drei Korpern, sondern mit n zu tun haben, werden wir 3 n Gleichungen 
zweiter Ordnung erhalten. Es sind also 6n Integrationen auszufUhren. Rechts 
in den Gleichungen werden wir also ein Glied fUr jeden auf die betreffende Masse 
wirkenden Korper erhalten, im 4-Korperproblem also drei Glieder, im n-Korper
problem n-1 Glieder. 

181. Die zehn bekannten Integrale des Dreikorperproblems. Von den 18 Inte
grationen im Dreikorperproblem ist man imstande, 10 durch folgende Opera
tionen auszufUhren: 

I. 1m System (2), (3), (4) addieren wir die drei x-Gleichungen fUr sich, die 
drei y-Gleichungen fUr sich und die drei z-Gleichungen fUr sich. Wir erhalten: 

d2 x d2 xl d2 x Z 
m dt Z- + ml dt2 + m2dt2' = 0 

d2 y d2 Yl d2 Y2 
m dt2 + m l dt2 · + m~ d t2 = 0 (5) 

Diese drei Gleichungen konnen aIle zweimal direkt integriert werden. Wir 
erhalten: 

mx + mlxl + m2x2 = x t + {J 

my + mlYl + m2Y2 = x' t + {J' 

wo x, x', x", {J, {J', {J" sechs Integrationskonstanten sind. 

(6) 

Auf dieselbe Weise wie beim Zweikorperproblem (§ 179) stellen diese drei 
Gleichungen einen Satz fUr den gemeinsamen Schwerpunkt des ganzen Systems 
dar: Der Schwerpunkt des Systems ist entweder im Raum in Ruhe (x = x' = x" = 0) 
oder er bewegt sich im Raum geradlinig und mit konstanter Geschwindigkeit. Man 
nennt (6) die Schwerpunktsintegrale. 

II. Wir multiplizieren die zweite Gleichung in (2) mit x, die erste mit Y und 
subtrahieren. Wir behandeln die beiden ersten Gleichungen in (3) und die beiden 
ersten Gleichungen in (4) analog. Wir addieren die drei dabei gefundenen Glei
chungen und erhalten: 

( d2y d2x) (' d2Yl d2 Xl) (d2Y2 d2X2) 
m x dt 2 - Y dt2 + m l Xl dt2 - Yl dt2 + m 2 %2 dt2- - Y~ dt2 = O. 

Diese Gleichung kann einmal integriert werden. Wir erhalten: 
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WO C3 eine Integrationskonstante ist, oder kiirzer: 

2' m (X ~; - Y ~;) = Ca' 

wo 2: also bedeutet, daB man den Ausdruck m(x ~~ - Y ~;) fUr jede der 

drei Massen bilden und dann addieren muB. Ganz analog konnen wir: 

""" m (Y q~ - Z ~~) = C ~ dt dt I 
(7) 

und 

ableiten, wo CI und C2 Integrationskonstanten sind. 
Die drei Gleichungen (7) werden Fliichenintegrale genannt (vgl. § 160). 
III. Wir haben also neun Integrale der Differentialgleichungen des Problems 

abgeleitet, und wir kommen nun zu dem letzten der zehn obenerwiihnten lnte
grale, die auch in dem allgemeinen n- Korperproblem abgeleitet werden konnen. 
Wir definieren eine Funktion U (sie wird die Kriiftefunktion genannt) auf folgende 
Weise: 

(8) 

In dem allgemeinen n-Korperproblem konnen wir eine Kraftefunktion auf 
ganz entsprechende Weise definieren, es treten aber dort eine groBere An
zahl Glieder in der Klammer in (8) auf, da wir ein Glied fur jede Kombination 
von zwei Massen brauchen, also sechs Glieder im 4-Korperproblem, zehn im 

5-Korperproblem und ~ (n - 1) Glieder im n-Korperproblem. 

In (1) haben wir die Gleichungen, die die Distanzen als Funktionen der 
Koordinaten ausdriicken. 

Wir wahlen die erste Gleichung in (1) und schreiben sie in folgender Form: 

.1_ = {(Xl - X)2 + (YI - y)2 + (Zl _Z)2}-1/2. (9) 
eOl 

Wir sehen daraus, da13: 

d~ 
eOl _ Xl - X _ Xl - X 

ax - {(Xl - X)2 + (Yl - y)2 + (Zl - Z)2)3/2 - e~, . 

Auf diese Weise fiihren wir die partie lIen Differentiationen der reziproken 
Werte aller drei Distanzen nach allen Koordinaten aus, die in sie eingehen (x, Y, Z, 

Xl' YI' Zl' X2 , Y2' Z2)' Wenn wir aIle diese Operationen ausfiihren und in (2), 
(3) und (4) einsetzen, erhalten wir die Differentialgleichungen des Problems in 
der folgenden elegant en Form: 

d2 x au d2 xl dU 
m dt2 = dX m1 dt2 = dXl 

d2 x2 dU 
m2 dt2 = dX2 

d2y au d2Yl dU 
m dt2 = 7fY (10) m1 dt2 = 8Yl (11) d2 Y2 au 

m2 (jj2- = dY2 (12) 

d"z dU d2 Z l au 
m dt2 = 7fZ m1 (jj2- = dZl 

Wir multiplizieren jetzt die erste Gleichung (10) mit 2 ~; , die zweite mit 

2 ~~ und die dritte mit 2 ~~ ; ferner die erste Gleichung (11) mit 2 d;/. usw. 



Das Dreik6rperproblem. 233 

Wenn wir dann aile neun Gleichungen, die wir auf diese Weise erhalten haben, 
addieren, wird das Resultat: 

(d
Z x dx dZy dy dZ Z dZ) (dZ Xl dXl dZYl dYl dZ Zl d Zl) 

2m dtZ de + dtZ-dt + dt2 de + 2m l dtZ de + (fl2- -d[ + dtZ- de + 

+ 2 (dIXz_ dxz + dly!! dyz + dZzz dZz) = 2{au dx + au dy + au dz + 
m 2 dtZ dt dtl dt dtZ dt ax dt ay dt az dt (13) 

+au~+aUd~+au~+aUd~+au~+aUd~} 
aXl dt a'Yl dt aZl dt axz dt ayz dt azz dt . 

Diese Gleichung kann aber in bedeutend einfacherer Form geschrieben werden. 
Erstens konnen wir den Operationen auf S. 207 analog den Ausdruck links 

III (13) durch: 

ersetzen, wo l: die Summation iiber die drei Massen bezeichnet. 
Zweitens sehen wir, daB der Ausdruck rechts in (13) die doppelte Summe 

der Differentialquotienten von U nach der Zeit uber alle in U eingehenden Ver
iinderlichen oder einfach der doppelte totale Differentialquotient von U nach der 
Zeit ist, also: d U 

2 di · 
Wir erhalten dann aus (13): 

:tL:m{(~;r + (~}r + (~:n = 2 ~~. (14) 

Diese Gleichung kann direkt integriert werden. Wir erhalten: 

(15) 

wo heine Integrationskonstante ist. 
Dies Integral nennt man das Integral der lebendigen Kraft (vgl. S.207). Die 

Formel kann auch: 
l:mV2=2U+h (16) 

geschrieben werden, wenn wir mit V die lineare Geschwindigkeit bezeichnen. 
Von den unter I, II und III abgeleiteten Integralen des Dreikorperproblems 

kann auf ganz analoge Weise gezeigt werden, daB sie auch in dem ailge
meinen n-Korperproblem giiltig sind, wenn man sich die Summation iiber aile 
n Massen erstreckt denkt. 

AuBer den zehn Integralen, die wir jetzt besprochen haben, kennt man keine 
weiteren Integrale des Dreikorperproblems; es ist sogar moglich gewesen, zu 
beweisen (BRUNS und POINCARE), daB keine anderen Integrale von ahnlichem 
einfachem Typus existieren konnen. Mit Hilfe unendlicher Reihen ist es 
zwar moglich, die Bewegungen im Dreikorperproblem in einer mathematisch kor
rekten Form auszudriicken, da die Existenz soIcher Reihen bewiesen ist, die, 
mathematisch betrachtet, konvergent sind. Abgesehen aber von dem groBen 
mathematischen Interesse, das diese Reihen haben, konnen sie nicht in der Praxis 
benutzt werden, da die Konvergenz allzu langsam ist, sob aId es sich urn nicht 
sehr kurze Zeiten handelt. Deshalb ist es bisher nicht moglich gewesen, die 
Bahnformen in dem Dreikorperproblem durch rein mathematische Metho
den zu studieren, gewisse spezieile Probleme ausgenommen. In allen anderen 
Fallen ist man gezwungen, numerische Methoden anzuwenden. 
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182. Fiille des DreikOrperproblems, deren Losung moglich gewesen ist. 
A. Die Fiille des Dreikorperproblems, die durch rein mathematische 

Methoden gelost werden konnten, kann man in zwei Hauptgruppen einteilen: 
1. spezielle Falle, die exakt, in geschlossener Form gelost werden konnen, und 
2. Probleme, die gelost werden konnen mit Hilfe von Niiherungen durch Ent
wicklung in Reihen, die auch fUr langere Zeitraume hinreichend schnell kon
vergieren. Dieser letzten Gruppe gehoren die Storungsprobleme an, sobald man 
imstande ist, die StOrungen explizit als Funktionen der Zeit auszudrucken, so 
daB man, urn die Storung in einem bestimmten Augenblick zu berechnen, nur 
die gegebenene Zeit in die Formeln einzusetzen braucht. Wenn die StOrungen 
in einer solchen Form vorliegen, nennt man sie allgemeine Storungen. Solche 
Probleme sind das Hauptthema des nachsten Abschnitts (S. 242f.; s. auch 
die einleitenden Bemerkungen S. 172). 

B. Innerhalb der Himmelsmechanik existiert ein groBes Gebiet, das sich mit 
rein numerischer Berechnung der Bewegung von drei Himmelskorpern ohne 
mathematische Entwicklungen der obenerwahnten Art beschaftigt. Die Methode 
wird numerische Integration genannt, und das Prinzip kann folgenderweise an
gedeutet werden. Wir fangen un sere Betrachtungen in einem gewissen Augen
blicke an, und wir set zen voraus, daB wir die Koordinaten und die Geschwindig
keitskomponenten der drei Korper in diesem Augenblick kennen. Urn die in 
diesem Augenblick wirkenden Krafte und daraus die Beschleunigungen numerisch 
zu berechnen, braucht man auBer der Kenntnis der Massen nur die der Ko
ordinaten. Mit Hilfe der so numerisch berechneten Beschleunigungen sowie der 
numerisch gegebenen Geschwindigkeiten in dem gegebenen Augenblick konnen 
wir den Verlauf der Bewegung im "nachsten Augenblick" usw. numerisch be
rechnen. Auf diese Weise konnen wir der Bewegung der drei Korper, so lange 
wir es wunsch en, Schritt fUr Schritt folgen. 

Eine gewisse Form dieser Methode ist bereits lange und in groBem Umfang 
in der Astronomie angewandt worden: zur Berechnung der Storungen fUr kleine 
Planeten und Kometen fUr einen gewissen Zeitraum. In diesem Fane sind die 
Formeln allerdings im allgemeinen so umgestaltet, daB das, was wir berechnen, 
zwar Storungen sind, die Berechnungsmethode aber eine rein numerische ist. 
1m Gegensatz zu der oben angedeuteten Form von Storungen, den "allgemeinen 
Storungen" (Storungen als Reihen, die die Zeit t explizit enthalten), wird diese 
Form spezielle Storungen genannt. 

In den letzten Jahrzehnten ist, wie wir spater sehen werden, die numerische 
Integrationsmethode in groBem Umfang auf Falle des Dreikorperproblems an
gewandt worden, wo nicht - wie im Sonnensystem - solche Umstande vor
liegen (z. B. eine dominierende Masse oder besondere Verhiiltnisse in bezug auf 
die Distanzen), die die Berechnung der Bewegung von kleinen Planeten, Kometen 
und Monden verhiiltnismaBig leicht machen, indem sie bewirken, daB man sie 
als Storungsprobleme behandeln kann. 

183. Spezielle Fiille des Dreikorperproblems, die exakt und in endlicher Form 
mit Hille bekannter mathematischer Funktionen gelost werden kOnnen. Solche Fiille 
sind sowohl im 3-Korperproblem als auch im n-Korperproblem leicht zu kon
struieren. Wir wollen ein Beispiel nennen: Wir denken uns zwei Massenpunkte 
mit gleich groBen Massen, die auf Grund der gegenseitigen Anziehung in einer 
kreisformigen Bahn urn den gemeinsamen Schwerpunkt wandern. Wir lassen 
einen dritten Korper mit unendlich kleiner Masse sich in einem bestimmten 
Augenblick mit einer gewissen Geschwindigkeit auf der geraden Linie bewegen, 
die senkrecht zu der Bahnebene der beiden endlichen Massen steht und durch 
den gemeinsamen Schwerpunkt des Systems geht. Der dritte Korper wird dann, 
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wenn die Anfangsgeschwindigkeit unter einer gewissen Grenze liegt, in Zukunft 
fUr immer auf der genannten geraden Linie hin und zuruck wandern, mit einer 
veranderlichen Geschwindigkeit, deren mathematisches Gesetz leicht zu find en ist. 

184. Die von LAGRANGE gefundenen Spezialfalle. In einer beruhmten Ab
handlung, "Essai sur Ie probleme des trois corps" wies LAGRANGE im Jahre 1772 
nach, daB eine bestimmte Anzahl spezieller FaIle des Dreikorperproblems 
existiert, die exakt gelost werden konnen. Diese speziellen FaIle gaben fUr 
die drei Korper eine periodische Bewegung, d. h. eine Bewegung solcher Art, 
daB die drei Korper nach bestimmten, genau gleich langen Zwischenzeiten in 
Zukunft immer wieder genau dieselben Stellungen relativ zueinander einnehmen 
werden. 

Mit modernen Bezeichnungen konnen wir diese LAGRANGESchen FaIle in 
folgender Weise definieren. Wir denken uns (Abb. 124) zwei Massenpunkte m1 

und m2 • Wir konnen dann fUnf Punkte L 1 , L 2 , La, L 4 , L5 definieren, von denen 
jeder der beiden letzten mit m1 und m2 ein gleichseitiges Dreieck bildet und die drei 
erst en auf derselben geraden Linie wie 
m1 und m2 liegen, La links, Ll zwischen 
den beiden Massenpunkten und L2 rechts, 
und zwar so, daB die genaue Lage dieser 
drei Punkte auf der geraden Linie m1 m2 

von dem Verhaltnis zwischen den im 
Problem auftretenden Massen abhangt. 
Diese fUnf Punkte - sie werden Li
brationspunkte genannt - haben die 
folgende Eigenschaft: Wenn wir eine 
dritte Masse ma in einem dieser fUnf 
Punkte anbringen, ist es moglich, den 
drei Massen eine solche Bewegung in der 
Ebene zu geben, in der sie sich befinden, 

Abb.124. 

+L'I-

L, L2 

daB das Verhiiltnis zwischen ihren gegenseitigen Entfernungen in Zukunft fUr 
immer unverandert bleibt. Eine nahere Untersuchung zeigt, daB die drei 
Massen sich in der genannten Ebene in ahnlichen Kegelschnitten bewegen 
werden. 

Von diesen speziellen Fallen des Dreikorperproblems sagt LAGRANGE selbst 
in der genannten Abhandlung: "Obwohl diese FaIle im Weltsystem nicht ver
treten sind, glauben wir doch, daB sie die Aufmerksamkeit der Mathematiker 
verdienen, weil sie imstande sein werden, das allgemeine Dreikorperproblem zu 
beleuchten." Ganz abgesehen von der Tatsache, daB man lange Zeit nach LA
GRANGE in unserem Sonnensystem wirklich eine Gruppe Himmelskorper gefunden 
hat, die sog. Jupitergruppe der kleinen Planeten ("die Trojaner"), die mit einer 
gewissen Annaherung einem der speziellen FaIle LAGRANGES entsprechen (vgl. 
S. 292), ist die Richtigkeit der LAGRANGESchen Vermutung von der Bedeutung 
seiner Losungen in reichem MaB bestatigt worden, indem diese Losungen den 
Ausgangspunkt gebildet haben fUr die wesentlichsten der Fortschritte, die unsere 
konkrete Kenntnis der Bewegungsmoglichkeiten innerhalb des Dreikorperpro
blems seit der Zeit LAGRANGES bis zu unser en Tagen gemacht hat. 

Der Gedanke einer moglichen Erweiterung der an und fUr sich sehr speziellen 
LAGRANGESchen Losungen stammt von LAGRANGE selbst; in der obenerwahnten 
Abhandlung auBert er den Gedanken, daB man untersuchen muBte, wie die 
Bewegung der drei Korper sich gestalten wurde, wenn die Konstellation und 
Bewegung der Korper nicht exakt den LAGRANGESchen Fallen entsprachen, 
ihnen aber sehr nahe kamen. In einem solchen Fall wiirde es moglich sein, das 



236 Mathematische Behandlung des 2-, 3- und n-Korperproblems. 

Bewegungsproblem durch bekannte analytische Naherungsmethoden (Reihen
entwicklungen nach Potenzen kleiner GroBen) zu 16sen. Es dauerte hundert 
Jahre, bevor dieser Gedanke - von verschiedenen Seiten (GASCHEAU, ROUTH, 
GYLDEN u. a.) - verwirklicht wurde. Bei diesen Untersuchungen wurde ein 
wichtiger Schritt vorwarts get an ; sie bezeichnen aber trotzdem nur den aUer
erst en Anfang der folgenden Entwicklung, indem die angewandten Naherungs
method en nur gebraucht werden konnen, wenn es sich urn verhaltnismaBig 
kleine Abweichungen von den exakten LAGRANGESchen Losungen handelt. Urn 
weiterzukommen, ist es notwendig gewesen, Zuflucht zu anderen, wirksameren 
Methoden zu nehmen. 

185. Probleme restreint. JACOBI hat innerhalb des Dreikorperproblems ein 
Spezialproblem definiert, dem POINCARE spater eingehence Studien gewidmet hat. 
Wir denken uns zwei Massen, m1 und m2 , die sich auf Grund der gegenseitigen 
Anziehung nach den Formeln des Zweikorperproblems urn den gemeinsamen 
Schwerpunkt bewegen. Wir nehmen an, daB die eine Masse (wir wahlen m2) 

wesentlich kleiner als die andere (m1) ist und ferner, daB die Bewegung von m1 

und m2 urn den Schwerpunkt kreisfOrmig ist. Die Aufgabe ist jetzt, die Be
wegung eines dritten Korpers mit verschwindend kleiner Masse unter dem Ein
fluB der Anziehung seitens m1 und m2 zu untersuchen. Wir set zen ferner fest, 
daB der dritte Kbrper sich in der Bahnebene der beiden endlichen Massen be
finden soIl, und daB er eine Anfangsgeschwindigkeit hat, die in dieser Ebene 
liegt. Der Korper wird sich dann selbstverstandlich bestandig in dieser Ebene 
bewegen. Wegen seiner verschwindend kleinen Masse wirkt der dritte Korper 
nicht auf m1 und m2 • Dies Problem ist das "probleme restreint" in der POINCARE
schen Fassung. 

POINCARE hat das Problem der Bewegung des dritten Korpers als ein Storungs
problem behandelt: die Bewegung des dritten Korpers mit Rucksicht auf die durch 
die kleine Masse m2 bewirkten Storungen. Er wies durch rein mathematische 
Methoden die Existenz von periodischen und asymptotischen Losungen nacho 

In den Arbeiten, die in den letzten Jahrzehnten auf diesem Gebiete aus
gefuhrt sind, hat man dem "probleme restreint" eine umfassendere Definition 
und damit eine groBere Reichweite gegeben, indem man die Forderung auf
gegeben hat, daB die eine endliche Masse wesentlich kleiner sein soU als die 
andere. Mit der Aufgabe dieser Forderung ist das Problem (das wir das erweiterte 
probleme restreint nennen konnen) kein Storungsproblem mehr. Es ist nicht 
moglich gewesen, dies Problem mit rein mathematischen Methoden zu losen. 

Die Methode, die allein in dem so formulierten Problem hat angewandt 
werden konnen, ist die obenerwahnte numerische Integrationsmethode: schritt
weise numerische Berechnung der Bewegung des dritten Korpers. Durch passende 
Wahl des Zeitintervalls ist es unter normalen Umstanden moglich, jede nur 
gewunschte Genauigkeit in der Rechnung zu erhalten. In auBergewohnlichen 
Fallen, in denen der dritte Korper einer der beiden endlichen Massen sehr nahe 
kommt, und die wirkenden Krafte deshalb abnorm groB werden, muB vor der 
numerischen Rechnung eine passende mathematische Transformation der Ko
ordinaten des dritten Korpers und der Zeit vorgenommen werden. Mit HiIfe 
einer solchen Transformation ist es sogar moglich gewesen, numerisch der Be
wegung in solchen extremen FaIlen zu folgen, wo der dritte Korper mit einer 
der beiden endlichen Massen zusammenstoBt und - wegen der jetzt auftreten
den unendlich groBen anziehenden Kraft - eine unendlich groBe Geschwindig
keit erreicht. 

Die numerische Integration ist ein machtiges Arbeitsmittel: wir konnen mit 
Hilfe dieser Methode praktisch jedes beliebige Bewegungsproblem losen. Die 
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Methode hat jedoch auch ihre Grenzen: Wenn man mit ihrer Hilfe die Bewegung 
eines oder mehrerer Korper fUr einen bestimmten Zeitraum berechnet hat, so 
kennt man diese Bewegung innerhalb des Zeitraums, liber den sich die Berech
nung erstreckt hat - aber nicht mehr: weder vorwarts noch rlickwarts in der 
Zeit. Ausgenommen - und dies ist ein sehr wichtiger Punkt - wenn es sich 
zeigt, daB die Bewegung periodisch ist. Wenn sie das ist, und wenn man die 
Bewegung durch eine ganze Periode verfolgt hat, so kennt man die Bewegung 
fUr aIle Zeiten, rlickwarts und vorwarts. Hier sehen wir die Bedeutung der 
periodischen Losungen klar beleuchtet. 

186. Das Programm fur die modernen Arbeiten uber das probleme restreint. 
Wir haben gesehen, weIche Bedeutung die periodischen Losungen fUr unser 
Problem haben. Da es nicht moglich war, das Problem mit Hilfe tein mathe
matischer Entwicklungen zu behandeln - und da nicht viel Aussicht dafUr 
vorhanden war, daB dies liberhaupt geschehen konnte, auf jeden Fall nicht ohne 
vorausgehende Kenntnis der konkreten Bewegungsformen - so waren die 
periodischen Losungen vorlaufig der einzige Punkt, wo es moglich war, eine 
Bresche in die hohe Mauer zu schlagen, die ein paar Jahrhunderte hindurch das 
Terrain des Dreikorperproblems umgeben hat. 

T. N. THIELE und G. H. DARWIN fUhrten in den neunziger Jahren des vorigen 
J ahrhunderts die ersten Angriffe aus, indem sie numerische FaIle des probleme 
restreint in soIchen Variationen berechneten, daB man eine Dbersicht liber ganze 
Klassen periodischer Losungen erhaIten sollte. Flir das Verhaltnis zwischen den 
beiden endlichen Massen wahIte DARWIN m2 : m1 = 1 : 10; THIELE wahIte das 
Verhaltnis m 2 = m1 , urn liberhaupt so weit wie moglich von den Storungsproblemen 
abzukommen. 

Unter den periodischen Losungen im Problem gibt es eine Gruppe, die in 
erster Linie Interesse hat: die einfachsten, das sind die Losungen, die bereits 
nach einem Umlauf periodisch sind. Und es waren im wesentlichen diese einfach
periodischen Losungen, auf die die Arbeit mit Hilfe der Methode der numerischen 
Integration gerichtet gewesen ist. 

187. Die Bewegungsgleichungen des Problems. Die Differentialgleichungen 
fUr die Bewegung des dritten Korpers im probleme restreint aufzustellen, ist 
eine einfache Sache. Wir wahlen der Einfachheit wegen gleich das Massenver
haItnis m2 = m1 , weil es gerade dies Problem ist, das wir im folgenden be
sonders behandeln wollen. Durch dieselben 
Betrachtungen, auf denen die Aufstellung 
der Differentialgleichungen im Zwei- und 
Dreikorperproblem beruhte, erhaIten wir aus 
Abb. 125 die folgenden Gleichungen, wo x 
und y die Koordinaten des dritten Korpers 
in einem festen Koordinatensystem mit dem 
Anfangspunkt in der Mitte zwischen den 
beiden endlichen Massen (hier also gleich dem 
Schwerpunkt des Systems) sind, ferner m1 

und m2 die Lage der beiden Massen zur Zeit t, 
n die (konstante) Winkelgeschwindigkeit der 
beiden Massen, und a die halbe (konstante) 

y 

Entfernung zwischen m1 und m2 bedeuten: Abb. 125· 

d2x = -k2 m x+ acosnt _ k2 m ~- a cosnt 
dt 2 1 e~ 2 e~ 

d2y = -k2 m y+asinnt -k2 m y-asinnt 
dt2 1 e:l 2 e~ 

(17) 
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ei = (x + a cosnt)2 + (y + a sinnt)2 

e~ = (x - a cosnt)2 + (y - a sinnt)2. 

Urn diese Gleichungen in moglichst einfacher Form zu erhalten, wahlen wir 
jetzt die Einheiten fUr Lange und Zeit in folgender Weise. Wir setzen a = 1 
(also die konstante Entfernung zwischen 11tl und 11t2 = 2) und wahlen die Zeit
einheit so, daB n = 1 wird. 

Mit Hilfe der Formel fiir die mittlere Bewegung aus dem Zweikorperproblem 
haben wir: 

_ k l!1Z1 + m 2 
n - (2a)32' 

Da a ~ 1 und n = 1 sem 
halten wir: 

sollen und wir ja 11t2 = 11tl gewahlt haben, er-

woraus: 
k2 11t1 = k2 11t2 = 4 . ( 18) 

Die Gleichungen (17) werden dann: 

wo: 

d2 x = _4{X.T cost + .::-=- cost} 
dP et ~ 

~7 = -4{Y + ~int + y_-:-_sint} 
dt2 f/~ ~~' 

QI = (x + cost)2 + (y + sint)2 

e~ = (x - cost)2 + (y - sint)2 . 

(19) 

Diese Bewegungsgleichungen sind auf ein festes Achsensystem bezogen. 1m 
ganzen probleme restreint aber ist es natiirlicher, die Koordinaten und die Be
wegung auf ein anderes Koordinatensystem zu beziehen, das wir - mit Bei
behaltung des Anfangspunkts - dadurch erhalten, daB wir die Verbindungs
linie 11t111t2 zur X-Achse machen. Dies Achsensystem dreht sich also bestandig 

11 

Abb.126. 

mit konstanter Winkelgeschwindigkeit tn = 1) 
relativ zu dem fest en System (Abb. 126). 

Wenn wir die Koordinaten des dritten Kor-
pers in diesem neuen (beweglichen) Koordinaten
system mit ~, rJ bezeichnen, haben wir mit 
Hilfe von elementaren Formeln aus der ana
lytischen Geometrie: 

oder: 

x = ~ cos t - 1} sin t 
y = ~ sin t + rJ cos t 

~ = x cos t + Y sin t 
rJ = - x sin t + y cos t . 

(20) 

(21) 

Wenn wir nun (20) in (19) einsetzen, erhalten wir nach einer etwas langen, 
aber prinzipiell einfachen, Reduktion folgendes Gleichungssystem: 

d2 1; _ 2~'1 _ 1; = _4{L~ + ~~} 
dt2 dt - et e~ 

d2
'} d~ {'l'l} 

dli + 2dt - I} = -4 (;1 + e~ , 
(22) 

wo: 
ei = (~ + 1)2 + 1]2 

e~ = (t - 1)2 + 1]2. 
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Die Gleichungen (22) k6nnen auch folgendermaBen 

d2~ d'1 au 
geschrieben werden: 

df'i.- - 2 dt = -(l-r 
d2 1] d:; au 
dt2 + 2at =a~' 

(23) 

wo U definiert ist durch: 

1 I II} U = - (~2 + 172) + 4· - + ·0--2 • 
2 \Ql _ 

(24) 

W . d' Gl . h (). d~ d' 't't d'1 enn wIr Ie erste elc ung 23 mIt 27ft' Ie zwel e mI 2 dt multiplizieren 

und addieren, erhalten wir: 

2(d2~ d~ + ~~'1 ~'1) = ((;U d:; + a~ dll) = 2d~ 
dt2 dt dt2 dt 2 a:; dt al] dt dt ' 

eme Gleichung, die mit folgendem Resultat direkt integriert werden kann: 

(~W + (~~r = 2U + h, 

wo heine Integrationskonstante ist. Statt h schreibt man in diesem Problem 
in der Regel - K. Wir erhalten dann: 

(d~)2 (d'1)2 ( 1 1 ) ~ + -- = (~2 + 1}2) + 8 -- + ~ - K, 
d t dt Ql Q2 

(25) 

Diese Gleichung nennt man das JAcoBIsche Integral und K heiBt die JACOBI

sche Konstante. 
188. Die THIELEsche Transformation. Das Gleichungssystem (22) ist ein 

ausgezeichnetes Arbeitsinstrument bei der numerischen Integration unter der 
Voraussetzung, daB die dritte Masse nicht in die Nahe einer der beiden endlichen 
Massen kommt. Wir haben weiter oben (S.236) erwahnt, daB man durch eine 
mathematische Transformation der Koordinaten und der Zeit Formeln bilden 
kann, die uns instand setzen, der Bewegung des dritten K6rpers zu folgen, auch 
wenn dieser K6rper einer der endlichen Massen sehr nahe kommt, ja sogar in 
solchen Fallen, wo der dritte K6rper (mit unendlicher Geschwindigkeit) in die 
eine endliche Masse hineinsturzt. 

Die Transformation, die in solchen Fallen in der Praxis angewandt worden 
ist, wurde von THIELE vorgeschlagen. Statt ~, I} und t fiihren wir E und F als 
Koordinaten und 1jJ als Reprasentanten der Zeit ein, diese drei Gr6Ben definiert 
durch die Gleichungen: 

eF + e- F 
~ = ----cosE 

2 

eF_e- F . 
'Y) = - -- ---- slUE 

2 

dt = QIQ2d1jJ. 

(26) 

Wenn wir diese Ausdriicke in (22) einsetzen, erhalten wir ein Gleichungs
system, das in der Praxis anwendbar ist, und ganz besonders in Fallen, in denen 
die Gleichungen (22) aus den obenerwahnten Grunden versagen. Das Funda
mentale in der THIELEschen Transformation ist in der letzten der drei Glei
chungen (26) enthalten. Wenn wir Falle betrachten, in denen die eine der beiden 
Distanzen QI und Q2 sehr klein wird, sehen wir, daB die Einfiihrung der neuen 
"Zeit" 1jJ sozusagen bedeutet, daB wir die schnelle Bewegung in der Nahe der 
betreffenden Masse mit einer Zeitlupe betrachten. 
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189. Resultate. Bei der Besprechung der von LAGRANGE gefundenen spe
zielIen Losungen des Dreikorperproblems fiihrten wir den Begriff Librations
punkte ein. 1m probleme restreint liegen in dem beweglichen Achsensystem 
die fiinf Librationspunkte fest, L I , L 2 , L3 auf der ~-Achse, L4 und L5 auf der 
1J-Achse in den Ecken der beiden gleichseitigen Dreiecke, die die Verbindungs
linie mI m2 als gemeinsame Seite haben (vgl. Abb. 124). Wenn m2 = mI , liegt LI 

mitten zwischen m1 und m2 . Die fiinf Librationspunkte haben dann nach dem 
Vorhergehenden die Eigenschaft, daD der dritte Korper fiir immer in demselben 
Punkte liegen bleiben wird, wenn er mit der Geschwindigkeit Null relativ zu 
dem beweglichen Achsensystem in einen der fiinf Librationspunkte gebracht wird. 

Wir haben dann sieben Punkte, die eine Sonderstellung im Problem ein
nehmen: die fiinf Librationspunkte und die beiden Massenpunkte ml und m2 • 

Das Programm, das zur Entdeckung der einfach-periodischen Losungen im pro
bleme restreint aufgestellt und durchgefiihrt worden ist, wurde gerade nach dem 
Verhaltnis der periodischen Losungen zu diesen sieben Punkten eingeteilt: 
periodische Losungen urn jeden der fiinf Librationspunkte, urn die eine der 
beiden endlichen Massen oder urn sie beide. Und iiberall sind dort zwei Moglich
keiten zu diskutieren: direkte Bewegung (Bewegung in derselben Richtung wie 
die Rotation der beiden endlichen Massen) und retrograde Bewegung (dieser 
Rotation entgegengesetzt). AIle diese Bewegungsmoglichkeiten sind untersucht 
worden. 1m Laufe der Untersuchung hat man auch eine groDe Anzahl Klassen 
periodischer Losungen gefunden, von deren Existenz man a priori keine Ahnung 
hatte. 

Man hat sich nicht darauf beschrankt, aIle existierenden Klassen einfach
periodischer Losungen zu finden; das Programm umfaDte auch die wichtige 

Aufgabe, der Entwicklung jeder Klasse 
von einem natiirlichen Anfang bis zu 
einem natiirlichen AbschluD zu folgen. 
Von den erzielten Resultaten wollen wir 
drei andeuten, die, jedes auf seine Art, 
typisch genannt werden konnen. Die 
Bahnen sind aIle in dem beweglichen 
Achsensystem gezeichnet. 

I. Retrograde periodische Bahnen urn 
die beiden endlichen Massen, mit retro
grader Bewegung auch in dem festen 
Achsensystem (Abb. 127). 

Die Klasse umfaDt eine unendliche 
Anzahl periodischer Bahnen. Unendlich 
we it drauDen haben wir kreisformige Be
wegung. Wenn wir nach innen wandern, 

Abb.127. werden die Bahnen abgeplattet. Die 
Klasse endet in einer geradlinigen Be

wegung hin und zuriick zwischen ml und m2 , mit unendlich groDer Geschwin
digkeit in jedem Punkte der Bahn. Wir haben also eine in sich selbst abge
schlossene Bahnklasse mit natiirlichem Anfang und Ende. 

II. Retrograde periodische Bahnen urn die beiden endlichen Massen, mit 
direkter Bewegung in dem fest en Achsensystem. Unendlich weit drauDen Kreis
bahnen. Wenn wir gegen mI und m2 hineinriicken, werden die Bahnen abge
plattet. Es entsteht jetzt zuerst eine Einbuchtung nach innen, danach eine 
Spitze und zuletzt eine Schleife nach innen in der Nahe von L4 und L5 . Auf 
dieser Schleife bilden sich spater kleinere und immer kleinere Unterschleifen 
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nach auBen - nach innen - nach auBen ... Die Klasse endet in einer Bahn, 
die sich asymptotisch in unendlich vielen, immer kleineren Windungen in L4 
und Ls hinein (und aus diesen Punkten 
heraus) bewegt (solche asymptotische 
Bewegungen spielen tiberhaupt eine sehr 
groBe Rolle als Grenzbahnen im pro
bl<~me restreint). Also wieder eine in 
sich selbst abgeschlossene Bahnklasse 
(Abb.128). 

III. Retrograde periodische Bahnen 
(Librationen) um L2 (und L3)' 

Die Klasse fangt mit dem Librations
punkt selbst an (Abb. 129) und geht 
we iter als infinitesimale, danach als end
liche periodische Bahnen (1,2) um diesen 
herum. Spater kommt eine sog. Ejek
tionsbahn (3) mit unendlich groBer Ge
schwindigkeit aus der einen Masse heraus 
und in sie hinein. Nach der Ejektions
bahn folgt eine Bahn mit Schleife (4); 

Abb.128. 

diese Schleife erweitert sich, wenn man die Entwicklung weiter verfolgt, wahrend 
die Bahn selbst kleiner wird; allmahlich gelangen wir zu einer Bahn (5), in der 
Bahn und Schleife beinahe gleich groB sind. Etwas spater fallen Bahn und 
Schleife zusammen, und von jetzt ab geht die Ent
wicklung so vor sich: die Bahn wird zur Schleife, und 
die Schleife geht tiber in die Bahn; das Ganze vollzieht 
sich jetzt in umgekehrter Reihenfolge, und die Ent
wicklung endet im Librationspunkt L 2 , wo sie anfing. 
Wiederum: eine in sich selbst abgeschlossene Bahnklasse. 

Abb.129. 

Als zusammenfassendes Resultat der hier angedeu
teten Arbeiten kann man sagen, daB wir zur Zeit eine 
vollstandige Ubersicht tiber alle wesentlichen Ztige hin
sichtlich der einfach-periodischen Losungen im problt:me 
restreint besitzen, wenn m2 = mi gesetzt wird. Ver
schiedene Umstande (unter anderem die gute qualitative 
Ubereinstimmung mit den Resultaten DARWINS fUr den Fall m2 = To mI ) 

deuten darauf hin, daB die gefundenen Resultate unter normalen Verhaltnissen 
qualitativ auf alle Probleme tiber trag en werden konnen, wo das Verhaltnis 
zwischen den beiden endlichen Massen ein anderes ist (nur ein einziges Problem 
ist bekannt, wo dies nicht der Fall ist, aber auch hier liegt der Zusammenhang 
vollig aufgeklart vor). Ferner sind viele Anzeichen dafUr vorhanden, daB die im 
probU:me restreint gefundenen Resultate normalerweise auch fUr das allgemeine 
Dreikorperproblem in der Ebene, wo die drei Massen mI , m 2 und m3 von der
selben GroBenordnung sind, verallgemeinert werden konnen. In einigen Fallen 
liegt der Beweis dafUr vor, daB eine solche Verallgemeinerung durchfUhrbar ist. 

Ein Punkt ist noch zu erwahnen: 1m problt:me restreint hat man nur das 
ebene Dreikorperproblem behandelt. Hier ist also noch eine Lticke, die yom 
mathematischen Gesichtspunkt aus nicht unwesentlich ist. Denkt man aber an 
das Dreikorperproblem in der Wirklichkeit, so mag man sich vorlaufig 'vor 
Augen halten, daB die Natur selbst, im Sonnensystem sowohl als auch in den 
MilchstraBensystemen, eine Gruppierung der Korper in einer Ebene oder in der 
N ahe einer Ebene bevorzugt. 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 16 
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Das Storungsproblem. 
190. Verschiedene Storungsprobleme. Die Differentialgleichungen jur die Be

wegung eines Planeten, der von einem anderen Planeten gestort wird. Durch die 
vorhergehenden Kapitel sind wir mit der Bedeutung des Begriffes Storung ver
traut, und wir haben (S. 234) den Unterschied zwischen "speziellen" und "all
gemeinen" Storungen kennengelernt. Das vorliegende Kapitel ist als Einleitung 
zum mathematischen Studium des Problems der allgemeinen Storungen ge
dacht. 

Wie wir aus dem fruher Erwahnten wissen, gibt es verschiedene Arten von 
Storungsproblemen. Wir haben von dem Planetenproblem gesprochen, das da
durch gekennzeichnet ist, daJ3 sich in dem System, dessen Bewegungsverhalt
nisse untersucht werden sollen, eine dominierende Masse befindet; wir haben 
von dem Problem der Bewegung unseres M ondes gesprochen, das dadurch ge
kennzeichnet ist, daJ3 der storende Korper (die Sonne) sich in einer Entfernung 
befindet, die sehr groJ3 ist im Verhaltnis zu der Entfernung des gestorten Korpers 
vom Zentralkorper (der Erde); und wir haben von dem Problem gesprochen, 
das dadurch entsteht, daJ3 infolge der M assenverteilung eines anziehenden K6rpers 

dieser als Ganzes nicht nach dem einfachen Gesetz der Anziehung ml.~~ wirkt. 
r 

1m folgenden wollen wir uns hauptsachlich mit dem Planet en problem be
schaftigen. 

Wir greifen auf die Differentialgleichungen des Dreikorperproblems zuruck, 
wie wir sie in § 180 aufgestellt haben. Wir dividieren die Gleichungen (2) auf 
S. 230 durch m und die Gleichungen (4) auf S.231 durch m2 und subtrahieren 
fUr jede Koordinate besonders. Wir erhalten dadurch folgendes Gleichungs
system: 

d2 (x -~ = _ k2 (m + m . x - _x.2 + k2 m Xl - X _ k2 m X, - ~ 
dt2 2) 03 I ()3 I ()3 

,-02 r;:Ol c::12 

~2jy =~ = _ k2(m + m )J.'..~ Y2 + k2m ~- Y _ k2m 2't-=B (1) 
d t2 2 ei12 I eL I er 2 

d2 (z ~ = _ k2(m + m) Z.~.!.2 + k2m Z.1-.z:. _ k2m Z.l -Z2. 
d t2 2 ei12 I e~ , I er 2 . 

Dieses Gleichungssystem gibt, wie wir aus den Ausdrucken links sehen, die 
Differentialgleichungen fUr die Bewegung der Masse m relativ zur Masse m 2, 
also einer relativen Bewegung. 

In unserem Problem bezeichnet m2 immer die Sonne. Ganz wie im Zwei
korperproblem (S.204) verlegen wir jetzt den Anfangspunkt des Koordinaten
systems in das Zentrum der Sonne. Wir konnen die Formeln dann etwas ein
facher schreiben, indem wir 

x statt x - X 2 

Xl statt Xl - X 2 

schreiben, wahrend Xl - X unverandert bleibt. 
Ferner schreiben wir (vgl. die Bemerkung auf S. 204): 

r statt e02 

r l statt 912 

e statt eOI 
wo: 

r2 = X2 + y2 + Z2 

ri=x~+y~ +z~ 
(12 = (Xl - X) 2 + (Yl - y) 2 + (Zl - z) 2 • 

(2) 
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Wenn wir dann fUr m2 (die Masse der Sonne) wie gewohnlich Eins schreiben, 
so erhalten wir statt (1) die folgenden Gleichungen: 

d2_x + k2 ( ) X _ k2 Xl - X k2 Xl 
dt2 1 + m r3 - m! --r - m! y3 _ , 
tfy + k2 (1 + m) X = k2m ~l - Y - k2 m YI (3) 
d t2 y3! ('3 ! y~ 

d2z k2 ( ) Z _ k2 Zl - Z k2 Zl 
d t2 + 1 + m 3 - m! --3 - - m! - •. 

y (' y, 

Dies sind die Differentialgleichungen fUr die Bewegung eines Planeten m 
relativ zur Sonne (deren Masse wir als Masseneinheit gewahlt haben), wenn die 
Bewegung von einem anderen Planeten mit der Masse m! gestort wird. Wenn 
wir uns in diesen Gleichungen m! (die storende Masse) gleich Null denken, wird 
die rechte Seite in den Gleichungen gleich Null. Wir haben dann ganz einfach 
die Gleichungen fUr die ungestorte Bewegung von m urn die Sonne (vgl. S. 205). 

Rechts vom Gleichheitszeichen in (3) haben wir zwei Glieder, von denen das 
erste die Beschleunigung ausdrlickt, die m! der Masse m gibt, das zweite Glied 
stellt (mit negativem Vorzeichen) die Beschleunigung dar, die m! der Sonne 
gibt, eine Beschleunigung, die selbstverstandlich von der Beschleunigung von m 
abgezogen werden muB, da die Bewegung von m ja nun auf die Sonne bezogen 
wird. 

Flir die Bewegung des Planeten m! relativ zur Sonne konnen wir auf die
selbe Weise folgendes Gleichungssystem aufstellen: 

d2~1 + k2(1 + ) ~l = k2 X - ~l _ k2 ~ dt2 m! y3 m 03 m y3 1 _ 

~2Yl + k2(1 + m )Yl = k2 m Y -~ _ k2mX (4) 
dt2 ! yt ('3 y3 

dd~~l + k2(1 + m!)~! = k2 m :_=.Z"~ - k2 m .~. 
~ r 1 Q 7-

Das Gleichungssystem (3) kann in einer wesentlich einfacheren Form ge
schrieben werden mit Hilfe einer Funktion R, die in der folgenden Weise definiert 

wird: R = k2 {_~ _ X Xl + Y YI + Z Zl} 
m! a' (5) 

(' y, 

Die partielle Differentiation von R nach den Koordinaten x, y, z von m gibt, 
wenn wir uns der Gleichungen (2) erinnern, das Resultat: 

d2x X oR 
dt2 + k 2 (1 + m);:! = ax 
d2 y' + k2(1 + m)X = oR (6) 
dt 2 y3 oy 
d2z 2 Z _ oR 
dt'i + k (1 + m) "a - az' 

R wird die Storungsfunktion genannt. Wenn wir (4) m einer entsprechen
den Form zu schreiben wlinschen, so definieren wir: 

(7) 

wodurch wir: 

(8) 

erhalten. 
16* 
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Rl ist also die Storungsfunktion im Problem von der durch m gestorten 
Bewegung von mI' 

191. Die erste Hauptoperation im Problem: Die Entwicklung der Storungs
f'unktion in eine Reihe. Die Losung des Problems der Bewegung eines Planeten, 
der von einem anderen Planeten gestort wird, setzt in der Form, in der wir das 
Problem hier skizzieren wollen, zwei prinzipielle Operationen voraus: 1. Die Ent
wicklung der Storungsfunktion in eine unendliche Reihe und 2. die Umformung 
der Differentialgleichungen der Bewegung. Wir wollen den Gang der erst en 
Operation zuerst andeuten. 

In den §§ 171 bis 173 haben wir das Problem von Reihenentwicklungen im 
Zweikorperpro blem skizziert. Wenn wir dieselben Prinzipien auf die Sto
rungsfunktion anwenden - die ja eine Funktion der Koordinaten von zwei 
Planet en ist - so ist es klar, daD die Storungsfunktion in einer Form muD ent-

wickelt werden konnen, die der im § 173 fUr ~ gegebenen Reihe ahnlich ist. 
r l 

Es ist indessen zu bemerken, daD eine Funktion der Koordinaten von zwei 

Planeten im allgemeinen, auDer den in der Entwicklung fUr ~ auftretenden 
r l 

GroDen, auch den Winkel zwischen den beiden Bahnebenen (wir nennen ihn I), 
ferner die beiden Perihellangen und die beiden Knotenlangen enthalten wird. 
Die vier letztgenannten Bahnelemente werden in der Reihenentwicklung unter 
trigonometrischen Zeichen auftreten, ahnlich wie M und M l , und der Winkel 
zwischen den Bahnebenen wird in den Koeffizienten auDerhalb von cos und 
sin in der Form von wachsenden Potenzen der einen oder anderen Funktion 

von I auftreten, z. B. sin ~ . 

Dazu kommt noch ein wichtiger Umstand. 
Das erste Glied in der Klammer rechts in (5) kann: 

~ = {(Xl - X)2 + (Yl - y)2 + (Zl - z)2}-le 
e 

geschrieben werden, oder: 

also: 

~ = {(xi + yi + zD - 2 (XXI + YYl + ZZl) + (x 2 + y2 + Z2)}-12 

1 { • ( +) 2}-112 - = ri - 2 XXI + YY1 ZZI + r '. 
Q 

(9) 

Wir setzen jetzt voraus, daD ml relativ zu m ein auDerer Planet ist (daD 
also a l > a ist), und wir nehmen an, daD e und el solche Werte haben, daD r1 

immer groDer ist als r. 
Wir nehmen mit (9) folgende Operationen vor. 
Wir nehmen r 1 im Nenner aus der Klammer heraus 

und erhalten: 
1_ = ~ {1 _ 2 XXI + Y~l + ZZI + r:}-1.2. 

e ~ ~ ~ 
(10) 

Die beiden Ellipsen in Abb. 130 seien zwei Planeten
bahnen (die man sich nicht in derselben Ebene vorstellen 
solI). Aus der analytischen Geometrie wissen wir, daD der 

Winkel (([1) zwischen den Radienvektoren der beiden Planeten durch die Gleichung: 

Abb.130. 

XXI + YYl + ZZI 
cos([1 = rrl 

bestimmt wird. Wir set zen in (10) ein und erhalten: 
1 1 { r r2}-12 - = - 1 - 2 - cos ([1 + --. . 
f! r 1 r 1 r 1 

(11) 

(12) 



Das Storungsproblem. 245 

Dieser Ausdruck aber kann mit Hilfe der Binomialformel und einiger elemen
taren Operationen in eine Reihe von der folgenden Form entwickelt werden: 

-~ = 1_ {Co + C1 cosrp + C2 cos2 rp + C3 cos3 rp + ... } (13) 
e 1'1 

wo Co, CI , C2 , C3 • •• selbst als Reihen ausgedruckt werden konnen, die nach 

Potenzen von -"- fortschreiten, und zwar so, daB die niedrigste Potenz, in der ~ 
~ ~ 

III einem Koeffizienten Cn vorkommt, die nte ist. 
So ist z. B.: 

1 (1')2 9 ('1')4 Co = 1 + - - + -- - + ... 
4 1'1 64 1'1 

( 1" 3 (1"3 
C = -) + - -) + ... 

1 1'1, 8 1'1 

Die Funktion ~ kann also in eine Reihe entwickelt werden, die in Vielfachen 
e 

von rp trigonometrisch ist, und die nach Potenzen von -"- fortschreitet, einer 
r1 

GroBe, von der wir ja vorausgesetzt haben, daB sie immer kleiner als Eins ist 
(wenn wir mit einem Problem zu tun hatten, wo der storende Planet der innere 

der beiden ist, wurden wir ~ nach Potenzen von !i entwickeln). 
o r 

Was hierbei herauskom~t, sehen wir, wenn wir einen Augenblick an den 
einfachen Fall denken, in dem die beiden Bahnen - die fUr m und die fur mi -

in derselben Ebene liegen und kreisfOrmig sind. Der Winkel rp wird dann ein
fach der Zeit proportional, indem er M - MI enthalten wird, also (f-l - f-lI) t 
+ (MO - M1), wo MO und M1 die Werte von M und Ml fUr die Zeit t = 0 

sind (die Perihelzeiten T und Tl existieren hier ja nicht), und -"- wird zu ~, 
r1 a1 

also zu dem Verhaltnis zwischen den beiden Bahnradien. Und hieraus folgt, 

daB ~ in eine Reihe entwickelt werden kann, die bestandig wachsende Potenzen 
f! 

von ~ enthalt. Das zweite Glied in der Klammer in (5) verursacht keine 
a1 

Schwierigkeiten, und das Resultat wird dann, daB die Storungsfunktion in eine 
Reihe entwickelt werden kann, die nach den Kosinus von Vielfachen von 
(M - ..:11"1) fortschreitet, einer GroBe, die ja hier dasselbe ist wie (v - VI), und 

wo die Koeffizienten bestandig wachsende Potenzen von ~ enthalten. 
a1 

Wir hatten aber hier fur einen Augenblick vorausgesetzt, daB wir es mit 
zwei kreisjormigen Bewegungen in einer Ebene zu tun hatten. Wenn wir die 
Voraussetzung der kreisformigen Bewegung verlassen und zu elliptischen Bahnen 
ubergehen, wird das Ganze zwar komplizierter werden, im Prinzip wird aber 
nichts geandert. Die GraBen r, r1 , cosrp, cos2rp, cos3rp usw. werden nun selbst 
Reihen von demselben Typus sein wie die Reihen im § 173, Reihen also, die 
nach Kosinus oder Sinus von Summen und Differenzen von Vielfachen der beiden 
mittleren Anomalien und der beiden Perihellangen fortschreiten, und wo die 
Koeffizienten Potenzen der Exzentrizitaten c und e1 enthalten. Und wenn wir 
dann den letzten Schritt tun und die beiden Bahnen einen Winkel (1) mitein
ander bilden lassen, so wird sich die Storungsfunktion in eine Reihe entwickeln 

lassen, die nach wachsenden Potenzen von{t- , e, C1 und der einen oder anderen 

Funktion des Winkels zwischen den beid~~ Bahnebenen (z. B. sin ~) fort

schreitet, und die trigonometrisch ist in linearen Kombinationen der mittleren 
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Anomalien und der beiden Perihelabstande von der Schnittlinie der Bahnebenen. 
Es ist zu bemerken, daB I selbstverstandlich eine Funktion sowohl der Winkel 
der beiden Planetenbahnen mit der Ekliptik als auch ihrer Knotenlangen ist. 

Fur das allgemeine Glied dieser Reihenentwicklung konnen wir dann schema
tisch schreiben: 

K . I (a ,)q cos ( . M . M ) m1 • • smP -. - • em • e~.. Z + Zl l' 
2 a l sm (14) 

wo M = tt (t - T) und MI = ttl (t - T I), wo p, q, m und n positive ganze 
Zahlen von 0 bis 00 und i und i l ganze positive oder negative Zahlen von - 00 

bis +00 sind. Unter ~f~ in der Formel (14) gehen, wie bereits angedeutet, auch 

lineare Kombinationen von Vielfachen der beiden Perihelabstande von der Schnitt
linie der Bahnebenen ein. 

192. Die Bedeutung der Form, in der wir fetzt die Reihenentwicklung der 
Storungsjunktion haben. Es wird sich spater (§ 195) zeigen, daB es bei der Losung 
des Storungsproblems auf eine Integration nach der Zeit t von Reihen ankommt, 
die gerade dieselbe Form haben wie die jetzt angedeutete Reihe flir die Storungs
funktion. Wir sehen dann gleich, welche Bedeutung es fur die Losung des Pro
blems hat, daB wir diese Reihe in eincr solchen Form erhalten haben, daB sie 
die Zeit t nur linear unter den trigonometrischen Zeichen Kosinus und Sinus 
enthalt, also in der Form von Ausdriicken, die direkt integriert werden konnen. 

193. Die zweite Hauptoperation im Storungsproblem: Umformung der Be
wegungsgleichungen. Storungen konnen nach verschiedenen Methoden berechnet 
werden. Man kann das Gleichungssystem in einer solchen Weise 16sen, daB man 
die Storungen als Storungen in den rechtwinkligen Koordinaten erhalt. Man kann 
das Problem auch als Storungen in Polarkoordinaten behandeln. Hier wollen 
wir uns an das in der Geschichte der Himmelsmechanik fundamentale Problem 
halten: die Berechnung von Storungen in den Bahnelementen. 

Wenn man die sechs Elemente einer Planetenbahn kennt, kann man nach 
den Formeln des Zweikorperproblems Ort und Bewegung des Planeten fur jeden 
Zeitpunkt t berechnen, ausgedruckt z. B. durch drei Koordinaten und drei Ge
schwindigkeitskomponenten, alles unter der Voraussetzung, daB keine anderen 
Krafte als die Anziehung zwischen dem Planeten und der Sonne wirken. Um-

k h h b . ( ) 1 dB' . dx dy dz. ge e rt a en Wir § 170 gese len, a wIr, wenn wlr x, y, z, -(jJ' -dt-' dt m 

einem bestimmten Augenblick fur einen Planet en kennen, ein Elementensystem 
berechnen konnen, das diesen Koordinaten und diesem Bewegungszustand ein
deutig entspricht. Wenn' wir bei einer ungestorten elliptischen Bewegung diese 
Elementenberechnung fur verschiedene Zeitpunkte ausfiihren, so erhalten wir 
uberalI genau dasselbe Elementensystem. 

Wenn wir uns jetzt eine gestorte Bewegung vorstellen, so haben wir die Sache 
bisher so aufgefaBt, daB wir erst mit Hilfe der Formeln des Zweikorperproblems 
den ungestorten Ort und die ungestorte Bewegung zu verschiedenen Zeit en be
rechnen und die auf die eine oder andere Weise berechnete Storung in Ort und 
Bewegung addieren. Wir konnen die Sache aber auch anders auffassen. Wenn 
wir der gestorten Bewegung Schritt flir Schritt folgen, so wird jede Situation, 
d. h. jeder Satz von drei Koordinaten und drei Geschwindigkeitskomponenten 
ein Elementensystem definieren, das 1. diese Koordinaten und Geschwindigkeits
komponenten in dem gegebenen Augenblick gibt und 2. die zukunftige Bewegung 
des Planet en definieren wurde, wenn in diesem Augenblick aIle Storungen auf
horten. Wenn man sich nun eine solche Elementenberechnung fur verschiedene 
Punkte in einer andauernd gestorten Bewegung ausgeflihrt denkt, so ist es ein-
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leuchtend, daB die sechs Koordinaten und Geschwindigkeitskomponenten jedes
mal verschiedene Elementensysteme geben werden. Wir werden also fur jeden 
Zeitpunkt ein neues Elementensystem erhalten, das dem wirklichen Ort und 
der wirklichen Bewegung relativ zur Sonne in diesem Augenblick genau ent
spricht. Sind die Storungen bestandig klein, so werden wir Elementensysteme 
erhalten, die sich wohl bestandig verandern, jedoch nur urn kleine GroBen. Ein 
solches Elementensystem, das dem Ort und der Bewegung in einem gewissen 
Augenblick genau entspricht, wird das System der in diesem Augenblick oskulieren
den Elemente genannt. 

Hiernach ist es aber auch klar, daB wir das Storungsproblem von einer ganz 
neuen Seite betrachten konnen: wir sprechen von StiJrungen in den Bahnelementen. 
Wir berechnen das gestorte Elementensystem (die oskulierenden Elemente) fUr 
einen gegebenen Zeitpunkt. Mit Hilfe der Formeln des Zweikorperproblems 
konnen wir danach den Ort und den Bewegungszustand des Planeten in dem 
gegebenen Augenblick aus diesem Elementensystem berechnen. 

1m Gleichungssystem (6) haben wir, wie wir wissen, die Differentialgleichungen 
fUr die Koordinaten (und indirekt fUr die Geschwindigkeiten) in einer gestorten 
Bewegung. Eine mathematische Analyse zeigt nun, daB wir in der Tat diese 
drei Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den Koordina ten in sechs 
Differentialgleichungen erster Ordnung in den Bahnelemen ten umformen 
konnen. Die Ableitung ist ziemlich kompliziert und die Resultate ebenfalls. 
Wir werden als Beispiel hier nur die Ableitung einer dieser sechs Gleichungen, 
der Differentialgleichung fUr das Bahnelement a, geben. Diese Differential
gleichung hat das folgende Aussehen: 

da 2 iJR 
fil - ,,2a iJT' ( 15) 

wo wir mit der Bedeutung aller auftretenden GroBen vertraut sind. 
194. Ableitung der Gleichung (15). Wir haben ganz allgemein, wenn ds das 

Wegstuck bezeichnet, das ein Massenpunkt in der Zeit dt durch1ii.uft und ~~ 
also die Bewegungsgeschwindigkeit ist: 

r2 = X2 + y2 + Z2 

dr dx dy dz 
r([i = x([i + y dt + zdt' 

1m Storungsproblem haben wir: 
dix_ k2 (1--j--m)x+iJR 
dti - - --r2-- r ox 
diy _ k2 (1 + m) y + iJR 
dt2 - - -y2--- r iJy 

~;!=_k2(1;:m): +~~. 

Wenn wir (16) differenzieren, erhalten wir: 
d2 s ds d2x dx d2y dy d2z dz 
([i2 dt = dti" dt + dt2- dt -+ dti dt . 

Mit Hilfe von (18) erhalten wir dann: 

dSs ds __ k2 (1 + m) {~ dx t dy --1- : dZ} {iJR dx iJR dy iJR dZ} 
dtB dt - r2 r dt + r dt . r dt + ax dt + ay dt + az dt ' 

(16) 

(17) 

(18) 
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und mit Hilfe von (17), und da Reine Funktion von x, y, Z, Xl' YI' Zl ist: 

d2 s ~s = _ ~~-t~ dr + (~~) (19) 
dt2 dt r2 dt dt' 

wo (~~) den Differentialquotienten von R naeh der Zeit uber die Koordinaten 

x, y, z des gestorten Korpers (aber nieht uber Xl' YI' Zl) bedeutet. 
In (19) hiingt das erste Glied reehts von der Bewegung in der oskulierenden 

Bahn und das zweite Glied von der Storung ab. 
Dies war der erste Sehritt. Jetzt kommen wir zu dem zweiten. 
Wir kennen aus dem Zweikorperproblem die folgende Formel: 

V 2 = (~~')2 = 2k2(1 + m) _ k2 (1 + m) (20) 
dt r a' 

eine Gleiehung, die ganz allgemein fUr eine in einem bestimmten Augenblick 
oskulierende Bahn gilt. 

Wir differenzieren (20) und erhalten: 

d2 s ds = _ k 2 (1 + m) r!!' + ..!... k 2 (1 + m) da (21) 
dP dt ~ dt 2 ~ dt . 

Das erste Glied reehts entsprieht der Bewegung in der oskulierenden Bahn, 
das zweite der Storung. 

Jetzt mussen (19) und (21) identiseh sein. Dadureh erhiilt man: 

und also: 

(dR) _ 1 k 2(1 + m) da 
dt -2-~-dt (22) 

da 2a2 (dR) 
dt = k 2 (1 + m) dt . (23) 

(~~) war der Differentialquotient von R naeh der Zeit uber die Koordinaten 

von mallein (x, y, z). Die Zeit t und die Perihelzeit T gehen, wie wir wissen, 
in diese Koordinaten nur in der Form t - T ein, und wir haben deshalb: 

(~~) = - ~~. (24) 

Aus (23) und (24) erhalten wir dann sehlieBlieh: 
da 2a2 oR 

und, weil: 
dt - Ji2Ti+-m) aT' 

k 2 (1 + m) = fl2 a3, 

wird: 
da 2 oR 
dt - ;'i(i aT' 

wodureh die Differentialgleiehung (15) bewiesen ist. 
195. Die Differentialgleichungen (Storungsgleichungen) fur die funf anderen 

Bahnelemente. Fur die Differentialquotienten der fUnf anderen Elemente naeh 
d Z't 1 dQ di dn de d dT h b' "h r h h er eI, aso IiI' dt' Tt, lit un dt' a en Wir ganz a nle e wenn aue , 

was die vier letzten anbelangt, wesentlieh kompliziertere Ausdrueke. 
Sehematiseh konnen wir allgemein fUr ein Element (Em) sehreiben: 

dEm '-, oR 
---rit = .. ::.t fmn (E1' E2 ... ) . oEn ' (25) 

d. h. wir haben fur den totalen Differentialquotienten eines Bahnelements naeh 
der Zeit eine Summe von Gliedern (es zeigt sieh, daB ein, zwei oder drei Glieder 
vorhanden sind). 
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196. Die Integration der Differentialgleichungen der Bahnelemente. Storungen 
erster Ordnung mit Riicksicht auf die st6rende Masse. Das Fundamentale fur die 

Integration der Gleichungen (25) ist, daB die Ausdrucke d~m in (25) mit Hilfe 

von (14) als unendliche trigonometrische Reihen ausgedruckt werden konnen, 
wo die Zeit t unter Kosinus oder Sinus nur linear auftritt. Wenn wir die par
tiellen Differentiationen der Storungsfunktion, die in (25) angedeutet sind, aus
fuhren, so erhalten wir zwar andere Koeffizienten in den Reihen, aber mit Ruck
sicht auf die Form, in der die Zeit t auftritt, tritt keine Veranderung ein. 

Der Dbersichtlichkeit halber halten wir uns vorHi.ufig an die spezielle Glei
chung (15) statt an die allgemeinere (25). Mit Hilfe von (14) erhalten wir dann: 

d a ~K' I (. a)q m 11 cos ( . M + . M ) - = m 1 • slnP -. - • e . e1 •· t tIl' 
dt 2 al sm 

(26) 

wo jedoch K, p, q, m, n in den verschiedenen Gliedern durch die partielle Diffe
rentiation nach den Bahnelementen teilweise andere Werte als in (14) erhalten 
haben. 

Da nun, wie wir wissen: 

M = f-l(t - T) und Ml = fkl(t - Tl ), 

so tritt die Zeit in (26) nur in der folgenden Form auf: 

cos ( . . t) 
sin t fk t + Xl fkl ' 

WO fk und fkl die mittleren Bewegungen der beiden Planet en sind und i und i l 

ganze Zahlen bezeichnen, positive oder negative, von - 00 bis + 00. 

Die Methode zur Berechnung der Storungen in den Bahnelementen (hier also 
in a) ist nun die folgende. 

Wir wissen, daB die storende Masse ml im Planetensystem immer eine kleine 
GroBe ist. Der Ausdruck rechts in (26) ist deshalb numerisch immer klein. 
Wenn wir einfach ml = ° setzen, erhalten wir: 

da 
Tt= 0, 

eme Gleichung, die durch Integration: 

a = a o 

gibt, d. h. einen konstanten Wert, und ebenso fUr aIle ubrigen Elemente. Das 
ist ja aber nichts anderes als das Zweikorperproblem: wir erhalten einen Satz 
Integrationskonstanten = den konstanten Bahnelementen. Dies ist die erste 
Naherung in den Versuchen, das Problem zu 16sen. 

Doch jetzt nehmen wir an, daB ml nich t gleich Null ist. Wir erhalten dann 
rechts in (26) Ausdrucke, mit denen wir aus dem Vorhergehenden vertraut sind. 
Wir sehen, daB die Bahnelemente selbst in den verschiedenen Gliedern der Reihe 
vorkommen. Da wir nun gerade die Storungen in den Bahnelementen berechnen 
wollen, und wir uns aus dem fruher Gesagten klar daruber sind, daB die Bahn
elemente sich bestandig andern werden, so konnen wir rechts in (26) die Elemente 
nicht als Konstanten behandeln, wenn wir exakt sein wollen. Da indessen die 
Variationen in den Bahnelementen der storenden Masse ml proportional sind 
und in (26) auBerdem ml als Faktor fUr das ganze steht, so vernachlassigt man 
tatsachlich nur kleine GrofJen zweiter Ordnung in bezug auf die st6rende Masse, 
wenn man die Bahnelemente rechts in (26) konstant setzt. 

Wir geben dann allen sechs Elementen rechts in (26) nnd in den entsprechen
den fUnf anderen Gleichungen konstante Werte und erhalten dadurch sechs 
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Gleichungen, die uns instand setzen, die Storungen in den Bahnelementen von 
der ersten Ordnung in bezug aut m1 zu berechnen. 

Die Gleichung (26) - und die entsprechenden Gleichungen fUr die fUnf 
anderen Elemente - kannen jetzt direkt integriert werden. Wir erhalten aus (26) : 

a=aO+m1 ~{±K.sinp~.(~)q.elll.e?. ~. 'cslo'ns(iM+ilMl)}' (27) 
~ 2 al tft tIftI 

wo ao eine Integrationskonstante ist und + zu sin und - zu cos gehort. 
197. Verschiedene Typen von Storungsgliedern. 1m Prinzip hat die Reihen

entwicklung in (27) dieselbe Form wie die Reihenentwicklung der Starungs
funktion und wie die Reihenentwicklung in (26). Durch die Integration der 
letztgenannten Differentialgleichung wurde cos in sin verandert und sin in cos, 
aber auBerdem kam in allen Gliedern noch ein Divisor (ift + i1ftl) hinzu. Dieser 
Divisor spielt in der Theorie der Starungen eine wichtige Rolle. 

Wir wissen, daB ft und ftl die mittleren taglichen Bewegungen fiir die beiden 
Planet en, den gestarten und den storenden, bezeichnen, und daB in unseren 
Reihen i und i 1 aIle positiven und negativen ganzen Zahlenwerte von - 00 

bis + 00 haben kannen. Der Faktor von t unter den trigonometrischen Zeichen, 
der bei der Integration zu dem Divisor (i ft + ilftl) auBerhalb der trigonometri
schen Zeichen fiihrt, macht es jetzt notwendig, zwischen verschiedenen Typen 
von Gliedern in· den Ausdriicken fUr die Storungen zu unterscheiden. 

I. Da i und il aIle moglichen ganzen Zahlenwerte annehmen sollen, miissen 
in (26) - und in den entsprechenden Gleichungen fUr die anderen fUnf Elemente -
auch Glieder vorhanden sein, wo i = i] = O. In einem soIchen FaIle wird der 
Faktor von t unter dem cos oder sin gleich Null: die Zeit kommt iiberhaupt 
in diesen Gliedern nicht vor, die deshalb die Bedeutung von Konstanten erhalten. 
Wenn die Konstante in einem FaIle a ist, erhalten wir nach der Integration 
in der betreffenden Elementenstorung ein Glied at, also ein der Zeit proportionales 
Glied. In diesem FaIle ist von einem Divisor (ift + i1ftl) in dem entsprechenden 
Koeffizienten keine Rede. SoIche Glieder werden siikulare Glieder genannt. 

II. Da i und i 1 sowohl positive als auch negative Werte haben kannen, werden 
Glieder auftreten, wo die eine dieser GraBen positiv, die andere negativ ist. 
Wenn dies in einem bestimmten Glied der Fall ist, und wenn es eintreten sollte, 
daB die beiden Zahlen i und i 1 sich numerisch genau wie ftl zu ft verhielten, so 
wiirde der Ausdruck (i ft + i1 ftl) =0 sein. Auch in diesem FaIle wiirde also der 
Faktor von t in (26) gleich Null sein. 

Dieser spezielle Fall (streng kommensurable mittlere Bewegungen) 
spielt eine hervorragende Rolle in verschiedenen Mondproblemen in unserern 
Sonnensystem. In der Planeten theorie haben wir haufig mit Fallen zu tun, 
in denen (i ft + i1ftl) zwar nicht genau, aber nahezu gleich Null ist. In soIchen 
Fallen wird der nach der Integration auftretende Divisor sehr klein und das 
betreffende Storungsglied also abnorm groB fUr seinen Platz in der unendlichen 
Reihe. 

III. Wenn weder i = il = 0 noch (ift + i1ftl) streng oder angeniihert gleich 
Null ist (wie in II angegeben), so haben wir normale periodische Glieder. 

198. Langperiodische Glieder. Den unter I im vorigen Paragraphen be
sprochenen Storungsgliedern gab en wir den Namen siikulare Glieder, die unter III 
erwiihnten nannten wir normale periodische Glieder. 

Wenn wir jetzt die irn zweiten Stiick unter II irn vorigen Paragraphen be
sprochenen Glieder betrachten, so werden diese durch zwei verschiedene Urn
stiinde charakterisiert: 1. durch den groBen Koeffizienten auBerhalb des trigono
rnetrischen Zeichens, von dern wir schon gesprochen haben, und damit zu-
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sammenhangend: 2. durch die abnorme Lange der Periode, wahrend der das 
betreffende Glied in der Reihe alle seine Werte durchlauft. 

Da das Glied einen Kosinus oder Sinus von [(i.u + i1.ul) t] enthalt, so ist es 
klar, daB die Periode (U) dieses Gliedes: 

U=, 2.11:, ' 
1 fl + 11 fll 

geschrieben werden kann. 
In dem vorliegenden Falle, wo wir voraussetzen, daB (i.u + i1.ul) sehr klein 

ist, wird also die Periode sehr lang. SoIche Storungsglieder heiJ3en deshalb lang
periodische Glieder. Diese Bezeichnung ist in der Tat charakteristischer als eine 
Bezeichnung nach der GroBe der Koeffizienten sein wurde, da die GroBe der 
Koeffizienten in wesentlichem Grade auch von dem Platz des Gliedes in der Reihe 
abhangt: Je groBere Werte i und i 1 haben, desto weiter hinaus kommen wir 
in der Reihe und desto kleiner ist der Koeffizient, wenn wir von einem eventuellen 
kleinen Divisor absehen. Normalerweise wird deshalb die angenaherte Kom
mensurabilitat nur im Anfang der Reihenentwicklung eine groBere Rolle spielen, 
also wenn .u und .ul sich nahe wie zwei kleine ganze Zahlen zueinander ver
halten. 

Wir wahlen als Beispiel die Storungen, die Jupiter und Saturn in ihrer Be
wegung gegenseitig aufeinander ausuben. 

Fur die mittlere Bewegung dieser beiden Planeten benutzen wir die beiden 
Werte: 

fUr Jupiter: .u = 299".12838 .. . 

fUr Saturn: .ul = 120".45504 .. . 

die ja nahezu kommensurabel sind im Verhaltnis 5: 2. 
Wir erhalten fUr i = 2 und i 1 = - 5 : 

und: 2.u - 5.ul = - 4".01844 

U = 360.60.60 =322513 mittleren Sonnentagen = etwa 883 Jahren. 
4.01844 

Wenn wir ganz allgemein fur zwei Planeten finden wollen, fUr welche Werte 
von i und i 1 Glieder mit angenaherter Kommensurabilitat entstehen, so konnen 
wir uns aus den obenerwahnten Grunden normalerweise mit kleinen Werten 
von i und i 1 begnugen. Wir finden die gesuchten Werte, indem wir das Ver
haltnis .ul: .u in einen Kettenbruch entwickeln. In dem hier behandelten Fall 
der Storungen Jupiter - Saturn erhalten wir: 

fll = 1 
fl 2+1 

2+1 
14 + 1 

2+_1 __ _ 
19 + ... 

Wenn wir in diesem Kettenbruch nach der zweiten 2 und nach 14 abbrechen, 
so erhalten wir fur das Verhaltnis .ul:.u die folgenden angenaherten Werte: 

fll 2 29 
---,; = "5' 72' 

von denen nur der erste Wert eine merkliche Rolle in den Storungen spielt. 
DaB der Divisor 2.u - 5.ul im vorliegenden Fall eine kleine GroBe sein muB, 
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ersieht man direkt aus dem Kettenbruch, wo nach der zweiten 2 ein verhiiltnis
maBig kleiner Bruch folgt. DaB 29# - 72#1 und die folgenden Divisoren keine 
Rolle spielen, liegt natiirlich daran, daB wir hier in der unendlichen Reihe bereits 
weit fortgeschritten sind. 

199. Storungen zweiter und hOherer Ordnung in bezug aut die storende Masse. 
1m § 196 haben wir die Form fUr die Storungen erster Ordnung in bezug auf 
die storende Masse gefunden. Wenn wir jetzt in (26) - und in den entsprechenden 
Gleichungen fiir die fUnf anderen Elemente - die Ausdriicke einsetzen, die wir 
in (27) - und in den entsprechenden fiinf anderen Gleichungen - fUr die ge
storten Elemente haben, und wenn wir gewisse notwendige element are Opera
tionen ausfUhren, so werden wir fUr ein Element, z. B. a, eine Differential
gleichung folgender Form erhalten: 

da '" • ~ 
dt = m1 ~(l) + mi ~(2)' (28) 

wo unter 1:(2) auch der Zeit t proportionale Glieder auftreten werden, ferner 
Glieder, wo t vorkommt multipliziert mit einem Kosinus oder Sinus von Kombi
nationen von Vielfachen der beiden mittleren Anomalien. Solche Glieder nennen 
wir gemischtsiikulare Glieder. Die Gleichung (28) aber kann ebenso wie (26) direkt 
integriert werden. Wir erhalten wieder Glieder desselben Typus wie friiher, ab
gesehen davon, daB jetzt in den Ausdriicken fUr die Elementenstorungen auch 
gemischtsakulare Glieder auftreten. 

Wir haben damit die Storungen bis zur zweiten Ordnung in bezug aut die storende 
Masse inklusive berechnet. 

Wenn wir denselben Gedankengang weiter verfolgen, konnen wir in den 
Gleichungen (26) fUr die Elemente die jetzt gefundenen Ausdriicke bis zu den 
Storungen zweiter Ordnung in bezug auf m1 einsetzen und dann wieder inte
grieren, wodurch wir die Ausdriicke fUr die Storungen bis zur dritten Ordnung 
in bezug auf m1 usw. erhalten. 

Theoretisch konnen wir uns diese Operationen beliebig lange fortgesetzt 
denken. Wir werden dann fUr ein Bahnelement, z. B. a, Ausdriicke folgender 
Form erhalten: 

+ '" r K . I (a)q n cos('M+'M) a = a o ~ mI' • t8 • slnP -. - • em • e1 •· $ $1 l' 
2 al. SIn 

(29) 

Ausdriicke also, die uns die gestorten Elemente bis zur rten Ordnung in bezug 
auf die storende Masse geben. In der Praxis pflegt man selten weiter als bis 
zur dritten Ordnung zu gehen. 

Es ist zu bemerken, daB wir hier im wesentlichen nur an die Einwirkung 
eines Planeten auf einen anderen gedacht haben. Dies ist typisch fUr das 
Problem der Berechnung von Storungen in der Bewegung der kleinen Planeten, 
wo die eine Masse immer gleich Null gesetzt werden kann. Wenn es sich urn 
die grofJen Planeten handelt, wo die Einwirkung gegenseitig ist, werden die Aus
driicke noch komplizierter, sobald wir zu hoheren Potenzen der Massen gehen 
wollen. Wir haben dann nicht nur mit m1 , m~, m~ . .. zu tun, sondern auch 
mit m, m 2, mm1 , m 3, m2ml' mm~ usw. 

200. Die rein siikularen und die gemischtsiikularen Storungsglieder. Storungen 
in Exzentrizitiit und Neigung. In den Storungen erster Ordnung in bezug auf 
die storende Masse treten in den Elementen rein sakulare aber keine gemischt
sakularen Glieder auf. In den folgenden Naherungen kommen sowohl rein 
sakulare als auch gemischtsakulare Glieder VOL 

Man sieht leicht, daB sakulare Glieder, wenn sie streng richtig sind, auf die 
Verhiiltnisse des Planetensystems fundamental einwirken werden. Sakulare Sto-
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rungen in PerihelHingen und Knotenlangen wiirden fiir das System nieht ge
fiihrlieh sein, da sie ja nur eine Versehiebung verursaehen wiirden, die in sieh 
selbst periodiseh ware. Sakulare Storungen aber in den Elementen a, e und i 
wiirden selbstverstandlieh auf die Dauer fundamentale Veranderungen im System 
mit sieh fUhren. 

Nun ist es indessen klar, daB, sobald eine sakulare Veranderung sieh zu 
groBen Betragen summiert hat, die ganze Grundlage unserer Entwieklungen 
zusammenfii.llt, da wir das Problem ja immer unter der Voraussetzung behandel
ten, daB die Elemente nieht wesentlieh geandert wiirden. Wir miissen des
halb damit reehnen, daB unsere Entwieklungen nur innerhalb von Zeitraumen 
benutzt werden diirfen, die nieht sehr lang sind. Wir konnen es aueh so aus
driieken: Wir miissen damit reehnen, daB unsere Reihenentwieklungen nur inner
halb gewisser begrenzter Zeitraume praktiseh konvergent sind. 

Die Gleiehung (15) und die entspreehenden fiinf Gleiehungen fUr die fiinf 
anderen Elemente sind exakt. Wenn man diese seehs Gleiehungen integrieren 
konnte, ware das ganze Problem ge16st. Die Bahnelemente und die Zeit treten 
aber in diesem Gleiehungssystem so miteinander versehlungen auf, daB jeder 
Gedanke an eine exakte Losung als ausgesehlossen betraehtet werden muB. 

Wir haben ja bis jetzt unsere Storungsausdriieke in einer so1chen Form er
halten, daB wir Glieder mit waehsenden Potenzen der Zeit t (mit oder ohne 
trigonometrisehen Faktoren) erhielten. Prinzipiell kann man sieh nun gut denken, 
daB sakulare Storungen in Wirkliehkeit nieht existieren, sondern daB die Glieder 
in t, t2, t3, ... , die wir in unseren Entwieklungen erhalten, in der Tat nur die 
ersten Glieder in periodisehen Ausdriieken sind, ganz in derselben Weise wie 
der Ausdruek: 

die ersten Glieder in der Reihenentwieklung fiir die periodisehe Funktion sind, 
die wir sinx nennen. 

Man hat versueht, sieh auf folgende Weise Klarheit iiber diese Frage zu 
versehaffen. 

Wir betraehten die Ausdriieke reehts in den seehs Gleiehungen, die dureh (15) 
reprasentiert sind [vgl. aueh (25)]. Es treten dort alle Bahnelemente fUr die 
beiden Planet en und die Zeit auf. Naeh der Reihenentwieklung konnen wir 
die Storungsfunktion in zwei Teile teilen: 

R=Ro+Rt , 

wo Rt die Glieder in der Entwieklung bedeutet, die t enthalten (trigonometriseh, 
wie wir wissen) und Ro die Glieder, die kein t enthalten, sondern nur die Bahn
elemente selbst (wir nennen Ro den sakularen Teil der Storungsfunktion). Wenn 
wir annehmen, daB die periodischen Glieder in der Entwieklung der Storungs
funktion auf die Dauer keine bleibende Einwirkung haben und deshalb in (15) 
und in den entspreehenden fUnf anderen Gleiehungen Rt auBer aeht lassen, 
so haben wir seehs Gleiehungen des Typus: 

dJem = ~fmn(El' E2 ... ) ~;:, (30) 

ein System also von seehs Differentialgleiehungen, die reehts nur Bahnelemente 
und nieht die Zeit enthalten. Nun kann nieht einmal dies Gleiehungssystem 
exakt gelost werden; wenn wir aber in der Reihenentwieklung fUr Ro nur die 
ersten Glieder mitnehmen, dann zeigt es sieh, daB wir die Gleiehungen unter 
anderem in bezug auf e und i 16sen konnen. Dnd das Resultat lautet: In 
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diesem Annaherungsgrad werden die sakularen Storungen in e und ~ m rein 
periodische Glieder verwandelt (mit Period en, die nach Zehntausenden und 
Hunderttausenden von Jahren zahlen), so daB Exzentrizitaten sowohl als auch 
Neigungen nur periodischen Veranderungen unterworfen sind. Das Problem ist 
hiermit in seiner Allgemeinheit nicht ge16st, da wir ja gewisse Operationen mit 
der Storungsfunktion vorgenommen haben, die streng genommen nicht zulassig 
waren. Soviel kann aber auf jeden Fall gesagt werden, daB die Stabilitat des 
Planetensystems, soweit es sich urn Exzentrizitaten und Neigungen handelt, 
fur wesentlich langere Zeit en garantiert ist, als die Ausdrucke fur die sakularen 
Storungen erster Ordnung in bezug auf die storenden Massen vermuten lassen 
wurden. 

201. Die Storungen in dem Bahnelement T. 1m § 200 haben wir den Satz 
ausgesprochen, daB in den Storungen erster Ordnung in bezug auf die storende 
Masse zwar rein sakulare, aber keine gemischtsakularen Glieder in 
den Bahnelementen auftreten. Der letzte Teil dieses Satzes ist jedoch bei 
einem der sechs Elemente - der Perihelzeit T - nur mit einem bestimmten 
Vorbehalt gultig. In den Differentialgleichungen der Elemente haben wir, wie 
wir wissen, rechts yom Gleichheitszeichen partielle Ableitungen der Storungs
funktion nach den verschiedenen Elem€llten selbst [vgl. Gleichung (25)J. Bei 

einer dieser partiellen Ableitungen - ~~ - liegt nun ein besonderer Um

stand vor, der dieser Ableitung eine Form verleiht, die die Ableitungen nach 
den fiinf anderen Elementen nicht besitzen. Die Reihenentwicklung der Sto
rungsfunktion enthiilt [vgl. Gleichung (14)J das Bahnelement a explizit in den 

Koeffizienten der trigonometrischen Glieder in der Form (:J, aber auBerdem 

noch unter den trigonometrischen Zeichen in der Reihenentwicklung 
durch die mittlere Bewegung #' die ja mit a durch die folgende Gleichung 
verbunden ist: 

(31 ) 

Wenn wir die verschiedenen Glieder in der Entwicklung der Storungsfunktion 
nach a differenzieren wollen, konnen wir deshalb schreiben: 

iJR _ (oJ!) + iJR r!:~ (3 2) 
oa- oa oflda' 

wo, nach (31): 

und wo wir mit (~~) die partielle Ableitung nach a in den Koeffizienten 

auBerhalb der trigonometrischen Zeichen bezeichnen. 

Das Glied (~~) bereitet nun keine besonderen Schwierigkeiten, ebensowenig 

wie die Ableitungen von R nach den fiinf ubrigen Elementen. Mit dem zweiten 

Gliede in (32), ~~ :: verhiilt es sich aber folgendermaBen: # kommt unter den 

trigonometrischen Zeichen in der Form: 

#(t - T) 

vor. Wenn wir die Ableitung :: bilden, tritt deshalb ein t auBerhalb des trigono-

metrischen Zeichens auf. In ~~ werden also Glieder vorkommen, die schon in 
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der Reihenentwicklung der Storungsfunktion dem gemischtsakularen Typus an-
gehoren. oR 

Nun kommt, wie die genaue Analyse zeigt, die partielle Ableitung T nur 
in der Differentialgleichung flir das Element T, also nur in: a 

dT 
dt 

vor, nicht in den Differentialgleichungen der flinf anderen Bahnelemente. Wir 
haben deshalb nur bei den Storungsausdrucken flir T mit der angedeuteten 
Schwierigkeit, daB die Zeit tin (25) auch auBerhalb der trigonometrischen Zeichen 
auftritt, zu tun. 

Es wurde zu weit flihren, wenn wir hier im Detail zeigen wollten, wie man 
diese Schwierigkeit umgehen kann. Das Wesentliche laBt sich jedoch in ziemlich 
einfachen Worten folgendermaBen ausdrucken. 

1m § 193 haben wir den Vorgang bei der Berechnung des Ortes (und der 
Bewegung) eines gestorten Korpers skizziert: 1. wir berechnen die fUr einen 
gegebenen Zeitpunkt oskulierenden Bahnelemente und 2. mit diesen osku
lierenden Elementen und dem aus dem oskulierenden Element a folgen
den Werte der mittleren Bewegung f-l berechnen wir dann flir den gegebenen 
Zeitpunkt den Wert von f-l(t - T) und daraus die Koordinaten und die 
Geschwindigkeitskomponenten des Himmelskorpers. 

Es zeigt sich aber nun fur das jetzt vorliegende Problem, daB die nach der 
Operation 1 im Ausdruck flir das gestorte Bahnelement T auftretenden Glieder 
mit t auBerhalb der trigonometrischen Zeichen einfach verschwinden, wenn wir 
in der Operation 2 statt f-lt den Ausdruck f f-ldt berechnen und in die Formeln 
flir die Berechnung der Koordinaten und der Geschwindigkeitskomponenten ein
setzen, d. h.: Das Bahnelement T verhalt sich ganz so wie die ubrigen flinf 
Elemente, wenn wir nur bei der Berechnung der Koordinaten und der Geschwin
digkeitskomponenten aus den oskulierenden Elementen die mit einem konstanten 
(oskulierenden) f-l berechnete "mittlere Bewegung" durch eine Integration er
setzen, die auf die stetige Anderung in f-l infolge der Storungen 
Rucksicht nimmt. 

202. Das Auftreten der zweiten Potenz kleiner Divisoren in den Ausdrucken 
fur die Storungen erster Ordnung in Lange. Die in dem vorigen Paragraph en an
gestellten "Oberlegungen bringen eine Konsequenz mit sich, die flir die GroBen
ordnung der Storung in dem Orte eines Himmelskorpers wichtig ist. 

Wir haben gelernt, daB man gezwungen ist, den Ausdruck f f-ld t zu be
rechnen, wenn man in dem Element T die schon in der Differential
gleich ung dieses Elements auftretenden Glieder yom gemischtsakularen Typus 
vermeiden will. Die gestorte "mittlere Bewegung" f-l ist in jedem Augenblick 
durch die Gleichung: 

mit dem Bahnelement a verbunden. Wenn wir die Storungen des Elementes a 
berechnet haben, konnen wir deshalb auch die Storungsausdrucke fUr ft bilden. 
Diese Ausdrucke werden genau dieselbe allgemeine Form haben wie die Aus
drucke flir die Storungen in a. Es werden also in der Entwicklung der Storungs
ausdrucke fur f-l Divisoren von der Form if-l + i1f-ll auftreten, Divisoren, die, 
wie wir aus dem Vorhergehenden wissen (vgl. § 198), in einzelnen Fallen sehr 
klein sind und deshalb abnorm groBe Storungsglieder bewirken. Wenn wir nun 
das Integral J f-l dt zu berechnen haben, so sehen wir, daB durch diese Integration 
die Divisoren - und also auch die kleinen Divisoren - noch einmal vor 
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den trigonometrischen Zeichen auftreten werden. Wir werden also in den Ko
effizienten der Storungsglieder Faktoren von der Form: 

(if-! + i 1 f l l)2 

erhalten. Und damit konnen wir verstehen, daB in dem Ausdruck fUr die ge
storte Lange des Himmelskorpers in der Bahn sehr groBe Glieder auf
treten konnen. 

203. 5iikulare 5torungen im Bahnelement a. Mit Riicksicht auf das wichtige 
Bahnelement a gilt ein Satz, der fUr die Frage der Stabilitat des Planetensystems 
von besonderer Bedeutung ist: in diesem Element existieren iiberhaupt keine 
der Zeit proportionalen 5torungsglieder, so lange wir uns an Storungen erster Ord
nung in bezug auf die storende Masse halten. Dieser interessante Satz kann auf 
folgende einfache Weise bewiesen werden: 

Wir baben die Gleichung (15): 

(15 ) 

Die Bedingung fiir die Existenz eines sakularen Gliedes in den StOrungen 
erster Ordnung in bezug auf die storende Masse ist (vgl. S.250), daB i (und 
it) = ° sein sollen. In der Storungsfunktion aber, die ja eine Funktion der 
Koordinaten ist, kommt das Bahnelement T nur in der Kombination if-t(t - T) 
vor. Wenn i = 0, wird T also nicht in R auftreten. Der partielle Differential-

quotient des betreffenden Gliedes in -:-; ist deshalb gleich Null, und ein kon

stantes Glied wird iiberhaupt in (15) rechts nicht auftreten; dies bedeutet aber, 
daB durch die Integration kein sakulares Glied im Bahnelement a entstehen wird. 

Es kann hinzugefiigt werden, daB in a auch kein rein sakulares Glied auf
tritt, wenn wir die Ausdriicke fUr die Storungen zweiter Ordnung in bezug auf 
die Masse ableiten. Es treten gemischtsakulare Glieder in dieser Naherung auf, 
man muB aber bis zu den Storungen dritter Ordnung in bezug auf die storende 
Masse vordringen, bevor man rein sakulare Glieder in der halben groBen Achse 
der Planetenbahnen erhalt. 

Zur Definition der in der Himmelsmechanik benutzten Koordinatensysteme. 

204. Wir nehmen ~nseren Ausgangspunkt in den Gleichungen der NEWTON
schen Mechanik. Wie wir wissen, haben die astronomischen Messungen gezeigt, daB 
die NEWToNschen Gleichungen mit hoher Genauigkeit erfiillt sind fUr die Planeten
bewegungen, gemessen relativ zum Koordinatensystem der astronomischen Praxis 
(P) - auf die genauere Definition dieses Koordinatensystems kommen wir weiter 
unten zuriick. Aus der Form der NEWToNschen Gleichungen ist ersichtlich, daB 
sie dann auch erfiillt sind in jedem Koordinatensystem, das sich relativ zum 
obengenannten Koordinatensystem ohne Drehung der Achsen geradlinig-gleich
formig bewegt; ein Koordinatensystem, in dem sich der Schwerpunkt des Pla
netensystems geradlinig-gleichformig mit nicht verschwindender Geschwindigkeit 
bewegt, ist allerdings fUr die Planetenmechanik sehr unbequem. Ferner ist er
sichtlich, daB die NEWToNschen Gleichungen nicht erfUllt sind, wenn relativ zu 
einem Koordinatensystem gemessen wird, dessen Achsen in (P) nicht feste Rich
tungen haben oder gegeniiber (P) beschleunigt ist; in einem solchen Koordinaten
system sind die Beschleunigungen der Korper nicht mehr durch die einfachen 
NEWToNschen Ausdriicke gegeben. Somit sind durch die Form der NEWToNschen 
Gleichungen gewisse Koordinatensysteme vor allen anderen ausgezeichnet; nur 
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wenn man relativ zu einem dieser Koordinatensysteme miBt,sind die NEWTON
schen Gleichungen erfiiIlt. Solche Koordinatensysteme nennt man Inertialsysteme 
der N EWToNschen Mechanik. Sie unterscheiden sich voneinander durch geradlinig
gleichformige Translationen. 

Durch die Definition ist auch der Weg zur Bestimmung der Inertialsysteme 
gegeben. Man wahlt ein Koordinatensystem, miBt relativ zu ihm die Koordinaten 
der Korper eines mechanischen Systems. Sind die NEWToNschen Gleichungen 
erfiillt, so ist das Koordinatensystem ein Inertialsystem. 

In der astronomischen Praxis sind nun zwei Wege zur Bestimmung der Iner
tialsysteme moglich. Man kann die Bewegungen entweder im Planetensystem 
oder jm Fixsternsystem betrachten. 

Die Storungen des Planetensystems durch auBere NEWToNsche Krafte sind 
verschwindend klein. Urn zu entscheiden, ob in einem gegebenen Koordinaten
system die NEWToNschen Gleichungen erfiiIlt sind, richtet man das Augenmerk 
auf die aus den NEWToNschen Gleichungen durch Integration gewonnenen Glei
chungen. So muB der Schwerpunkt des Planetensystems in bezug auf das Ko
ordinatensystem geradlinig-gleichformig bewegt sein; hierdurch ist die Bewegung 
des Anfangspunkts bis auf eine gleichfOrmige Translation festgelegt. Waren im 
Sonnen system aIle Massen mit Ausnahme der Sonnenmasse verschwindend klein, 
so hatte man zu untersuchen, ob in dem betref£enden Koordinatensystem die 
Bahnnormale und Apsidenlinien der Planetenbahnen konstante Richtungen 
hatten. Nun sind ja die Massen der Planeten nicht verschwindend klein, man 
muB die Storungen beriicksichtigen. Nach Abzug der aus den NEWToNschen 
Gleichungen gefolgerten Storungen miissen aber die genannten Richtungen kon
stant sein. 

So einfach die Bestimmung der Inertialsysteme durch Beobachtungen im 
Planetensystem im Prinzip auch ist, so leidet die Methode in der Praxis an dem 
Dbelstand, daB Sonnen- und Planetenbeobachtungen von groBter Genauigkeit 
wegen der Flachenausdehnung dieser Objekte schwierig anzustellen sind (bei 
Sonnenbeobachtungen ist auBerdem auch mit Temperaturstorungen zu rechnen). 
Die Genauigkeit bleibt in der Tat immer hinter der Genauigkeit von Stern
beobachtungen zuriick. Nur fUr die kleinen Planet en trifft dies nicht zu, fiir 
diese sind aber die Beobachtungsreihen weniger ausgedehnt. 

Die Aufgabe, die Inertialsysteme aus Fixsternbeobachtungen abzuleiten, 
ist auf dem jetzigen Stand der Wissenschaft nicht lOsbar. Wir kennen nur ganz 
kurze als gerade Linien anzusehende Stiicke der Sternbahnen (abgesehen natiirlich 
von den Bewegungen innerhalb doppelter und mehrfacher System e) , auch ist 
das Sternsystem fiir eine Berechnung der Gravitationskrafte noch nicht ge
niigend erforscht, so daB man nicht daran denken kann, in ahnlicher Weise 
vorzugehen wie bei dem Planetensystem. Urn aus Fixsternbeobachtungen den
noch Schliisse in bezug auf die Inertialsysteme ziehen zu konnen, muB man 
mehr oder weniger willkiirliche Annahmen machen. Die nachstliegende Annahme 
ist die, daB das Fixsternsystem - eigentlich das System der jeweils beobachteten 
Sterne - im Durchschnitt, d. h. wenn man die zufalligen Bewegungen der 
einzelnen Sterne durch Mittelbilden ausgleicht, in einem Inertialsystem ruhen. 
Dann entspricht die scheinbare Winkelbewegung (die Eigenbewegung) der Fix
sterne einer reinen Translation des Sonnensystems; gegeniiber den Achsen eines 
Inertialsystems darf der Fixsternhimmel in diesem Fall keine Rotationsbewegung 
zeigen. Auf Grund dieser Annahme konnen also aus Fixsternbeobachtungen in 
den Inertialsystemen konstante Richtungen leicht gefunden werden. 

Es ist aber durchaus nicht unwahrscheinlich, daB das MilchstraBensystem, in 
dem die Sonne sich befindet, urn eine Achse rotiert, wenn auch die Rotationszeit 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 17. 
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sehr groB ist (vgl. S. 486). 1st dies der Fall, dann gibt die genannte Methode 
natiirlich falsche Resultate. Eine vorsichtigere Annahme ist die, daB das Milch
straBensystem urn eine bestimmte Achse rotiert, namlich die durch die Struktur 
des MilchstraBensystems bestimmte Achse in der Richtung 1X = 190°, 0 = +28° 
(vgl. S. 456). ~lan kann dann natiirlich feste Achsen nur bis auf eine Rotations
bewegung urn diese Achse bestimmen. Wie wir gleich sehen werden, konnen auf 
Grund dieser vorsichtigeren Annahme jedoch wichtige Schliisse gezogen werden. 

Wir wollen jetzt das Problem im Zusammenhang mit dem Koordinatensystem 
der praktischen Astronomie (P) betrachten. Die Beobachtungen von Richtungen 
werden immer zunachst auf die Umdrehungsachse der Erde bezogen: man miBt 
Winkel mit der Achse (gleich 90 0 - 0) und Drehungswinkel urn die Achse, yom 
Friihlingspunkt gerechnet (Rektaszensionen). Urn auf Achsen mit konstanten 
Richtungen im Sinne der Inertialsysteme iibergehen zu konnen, muB man die 
Anderungen in der Richtung der Umdrehungsachse der Erde und in der Richtung 
zum Friihlingspunkt kennen. Die Richtungsanderungen der Umdrehungsachse der 
Erde sind durch die Anziehung der Sonne und des Mondes verursacht (Prazession 
und Nutation, s. S. 79£. und 534) und prinzipiell nach der NEWToNschen Mechanik 
berechenbar. Jedoch sind fUr die Rechnung wichtige GroBen (Tragheitsmomente 
der Erde) nicht geniigend genau bekannt, urn die Prazessionskonstante mecha
nisch zu bestimmen (vgl. S. 537). Die Anderungen in der Richtung zum 
Friihlingspunkt sind durch Anderungen: 1. in der Richtung der Umdrehungs
achse der Erde und 2. in der Richtung der Bahnnormale der Erdbahn infolge 
der Storungen durch die anderen Planet en verursacht (vgl. S. 81). Diese letzte
ren .Anderungen konnen aber bcrechnet und damit kann die entsprechende Wan
derung des Friihlingspunktes beriicksichtigt werden. 

Wir sehen also, daB die Umdrehungsachse der Erde und die wegen Storungen 
korrigierte Bahnnormale bis auf eine unbekannte Korrektion der Rotation urn 
die Ekliptiknormale (der Prazcssion) cin Inertialsystem definieren. 1st die 
Prazessionskonstante bekannt, so ist auch ein Inertialsystem angebbar. Um
gekehrt, wenn man durch Planetenbeobachtungen ein Inertialsystem festlegt, 
bestimmt man dadurch die Prazessionskonstante. Wie man aus Sternbeob
achtungen auf Grund der gemachten Annahme, daB die Rotation des Milch
straBensystems urn die geometrische Achse der MilchstraBe (1X = 190 0, 0 =, + 28 0) 
vor sich geht, die Prazessionskonstante bestimmen kann, wollen wir noch unter
suchen. 

Zu zwei weit auseinanderlicgenden Zeitpunkten seien Rektaszensionen und 
Deklinationen einer Reihe von Fixsternen bestimmt. Sie beziehen sich auf die 
Lage der Erdachse zu den beiden Zeitpunkten. Die Bestimmung des Friihlings
punkts ist beidemal durch Sonnenbeobachtungen erfolgt. Wir vergleichen nun 
die Rektaszensionen und Deklinationen fUr die beiden Zeitpunkte. Durch Mittel
bilden gleichen wir die zufalligen Bewegungen der einzelnen Fixsterne aus. Dann 
sind die Unterschiede in den Koordinaten durch folgende Ursachen bewirkt: 
1. die Nutationsbewegungen der Erdachse und die Bewegung der Erdbahn
normale, 2. die Prazessionsbewegung der Erdachse, 3. die Translation des Sonnen
systems in bezug auf die beobachteten Fixsterne, 4. die Rotation des Fixstern
systems urn die Achse der MilchstraBe. Die Nutationsbewegungen der Erdachse 
und die Bewegung der Erdbahnnormale sind aber bekannt, und ihr EinfluB 
kann rechnerisch beriicksichtigt werden. Fiir die Prazessionskonstante hat man 
einen gut en Naherungswert und kann also die Koordinaten annahernd auch 
wegen Prazession korrigieren. Die Unterschiede der so korrigierten Koordinaten 
riihren dann her: 1. von dem kleinen Fehler in der Prazessionskonstante und 
2. von der genannten Translation und der Rotation des Fixsternsystems. 
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Die systematischen Unterschiede in den beobachteten I(ektaszensionen und 
Deklinationen hat man also rechnerisch auf eine Translation und eine Rotation 
zuriickzufUhren. Die Translation deutet man als Translation des Sonnensystems, 
die Rotation als die Resultante einer Rotation urn die Ekliptiknormale von dem 
Betrag der Korrektion der Prazessionskonstante und einer Rotation urn die Achse 
des MilchstraBensystems. Durch Zerlegung der Resultante nach den beiden 
Rotationsachsen erhalt man numerische \Verte der Korrektion der Prazessions
konstante und der Rotation urn die MilchstraBenachse. 

Man muB erwarten, daB die aus den systematischen Rektaszensions- und 
Deklinationsunterschieden berechnete Rotation in der durch die Ekliptiknormale 
und die MilchstraBenachse bestimmten Ebene liegt - als Resultante zweier 
Rotationen urn diese beiden Achsen. Nach den Beobachtungen ist dies nun 
nicht ganz der Fall. Dies fUhrt man auf folgenden Urn stand zuriick. Der Friih
lingspunkt ist durch Sonnenbeobachtungen bestimmt und diese sind weniger 
genau als die Sternbeobachtungen. Es ist also moglich, daB Fehler in den Sonnen
beobachtungen die Rektaszensionen verfalscht haben. 1st der Friihlingspunkts
fehler fiir die beiden Beobachtungsepochen verschieden, so bewirkt dies eine 
scheinbare zusatzliche Rotation urn die Aquatorachse. 

Hiernach hat man die gefundene Rotation nach drei Achsen zu zerlegen: 
nach der Ekliptiknormale, nach der :lIilchstraBenachse und nach der Aquator
achse. Die so gefundenen Komponenten geben die Korrektion der Prazessions
konstante, die Rotation urn die :\1ilchstraBenachse und die Friihlingspunkts
bewegung infolge von Fehlern in den Sonnenbeobachtungen. 

\Vie man sieht, ist man hierdurch von den Sonnenbeobachtungen gewisser
maBen unabhangig geworden. 

Als numerisches Beispiel seien die Zahlen angefiihrt, die aus den Eigen
bewegungen des Bossschen Katalogs (vgl. S. 401) gefunden wurden. Die Eigen
bewegungen ergaben die folgenden \Verte fUr die Komponenten der Translation 
(t~, v, w) und der Rotation (P, q, r) nach den Achsen des Aquatorsystems: 

It = +0".0003 im ]ahr 
v = -0 .0318 

P =+0".0019 im ]ahr 

iJ = -0 .0034 

w = +0 .0217 r = -0 .0037 

Die Translationskomponenten zeigen eine Bewegung des Sonnensystems gegen 
die Sterne des Bossschen Katalogs in der Richtung <X = 270°, (j = +34° an. 
Zerlegt man die gefundene Rotation nach den obengenannten drei Achsen, so 
erhalt man: 

Korrektion der von Boss benutzten Prazessions-
konstante. . . . . . . . . . . +0".0094 

Rotation um die MilchstraBenachse - 0".0022 im ]ahr 
Fruhlingspunktsbewegung. + 0".0113 im ] ahr 

Es ist eine wichtige Frage, ob das aus den Sternbeobachtungen auf 
Grund der gemachten Annahme bestimmte Inertialsystem mit dem aus den 
Planetenbeobachtungen bestimmten geniigend iibereinstimmt. Es hat sich 
in der Tat gezeigt, daB bei Beriicksichtigung der von der Relativitatstheorie 
geforderten kleinen Korrektionen (vgl. S. 319) die Dbereinstimmung befrie
digend ist. 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB es vielleicht in absehbarer Zeit moglich 
sein wird, auch Beobachtungen von Objekten auBerhalb des MilchstraBensystems 
fUr die Bestimmung der Inertialsysteme heranzuziehen. 

17* 



260 Mathematische Behandlung des 2-, 3- und n-Korperproblems. 

Bewegungsformen innerhalb eines Sternsystems auf Grund der gesamten 
Anziehung des Systems. 

205. In den vorhergehenden Abschnitten haben wir uns mit Gravitations
problemen beschaftigt, bei denen es sich urn die Anziehung zwischen einer An
zahl von Himmelskorpern handelt, zweier, dreier oder mehrerer, die alle indivi
duell in Rechnung gezogen werden. 

Wir wollen jetzt uber die Frage von einer Massenwirkung, d. h. von der 
Anziehung ganzer Systeme, wo der einzelne Korper in der Menge verschwindet, 
einige Worte sagen. 

Die MiIchstraBe ist ein soIches System, und die Sternhaufen sind soIche 
Systeme, wenn auch in kleineren Dimensionen. Als ein besonders einfaches und 
doch von wesentlichen Gesichtspunkten aus typisches Beispiel wahlen wir die 
Frage von den Bewegungsmoglichkeiten innerhalb eines kugelformigen Stern
haufens. 

Abb. 166 (S.447) gibt die Reproduktion einer auf der Mt. Wilson-Stern
warte aufgenommenen Photographie eines kugelformigen Sternhaufens, des be
kannten groBen Haufens im Herkules (Messier 13). Die Grundzuge der Stern
verteilung innerhalb eines soIchen Haufens fallen sofort ins Auge: groBte Stern
dichte im Zentrum, bestandig abnehmende Dichte nach auBen, und fUr das 
System im ganzen in groBen Zugen Kugelform. Umfassende Zahlungen der 
Sterne auf soIchen photographischen Aufnahmen haben ein zahlenmaBiges Resul
tat fUr die Sterndichte in verschiedenen Entfernungen vom Zentrum eines soIchen 
Haufens ergeben, so wie sie auf der Platte erscheint, und mit Hilfe einfacher 
mathematischer Formeln ist es moglich, hieraus das Gesetz fiir die Sterndichte 
im Raume abzuleiten (s. auch S. 449). Das Resultat war, ubereinstimmend fiir 
verschiedene soIche Haufen, daB die raumliche Sterndichte 5 (Anzahl Sterne pro 
Volumeneinheit) mathematisch wenigstens genahert als eine verhaltnismaBig ein
fache Funktion des Abstandes r vom Zentrum des Haufens ausgedruckt werden 
konnte. Unter der Voraussetzung einer geeigneten Wahl der Einheiten des 
Problems (unter anderem Dichte im Zentrum gleich Eins) erhalt die aus den 
Sternzahlungen abgeleitete Formel fUr die Sterndichte folgendes Aussehen: 

S=C~r2r· (1 ) 

Wenn man nun von der Bewegung der einzelnen Sterne in einem soIchen 
System wie einem kugelformigen Sternhaufen spricht, bieten sich zwei Haupt-
gesichtspunkte dar. . 

Erstens wird jeder Stern, der dem System angehort, sich bestandig unter 
der Einwirkung der Gesamtmasse des Systems befinden, und zweitens kann 
es geschehen, daB sich einzelne Sterne im Laufe der Bewegung einander so nahe 
kommen, daB die indi vid uellen Anziehungskrafte eine Rolle spielen. Das 
zweite Problem wird spater (S. 449) gestreift, hier werden wir uns nur mit dem 
ersteren beschaftigen. 

Mit dem in (1) angegebenen Gesetz fiir die Sternverteilung innerhalb eines 
Haufens konnen wir, falls wir auch die Massen der Sterne im Haufen kennen, 
die gesamte Anziehung berechnen, die auf die einzelnen Sterne im Haufen wirkt. 
In bezug auf die Massen der Sterne haben nun moderne stellarastronomische 
Forschungen zu dem Resultat gefuhrt, daB die Grenzen nach oben und nach 
unten nicht sehr weit voneinander liegen, und daB wir deshalb wahrscheinlich 
keinen wesentlichen Fehler begehen, wenn wir in einem Sternsystem, das aus 
einer sehr groBen Anzahl von Sternen besteht, die Massen der Sterne als gleich 
groB annehmen oder - besser ausgedruckt - wenn wir fur die Massen mit 
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einem Durchschnittswert rechnen. Die Tatsache, daB die groBeren Massen 
wahrscheinlich etwas mehr gegen das Zentrum hin konzentriert sind als die 
kleineren (vgl. S. 449), wird auf die folgenden Schliisse quantitativ nur einen 
geringen, qualitativ gar keinen EinfluB haben. Daraus folgt aber, daB wir wahr
scheinlich keinen wesentlichen Fehler begehen, wenn wir unseren Ausdruck fUr 
die Sterndichte als einen annahernd richtigen Ausdruck fiir die Massen
verteilung gelten lassen und so unsere Formel (1) als Basis fiir die Berechnung 
der gesamten Anziehung benutzen, die der Haufen auf einen individuellen Stern, 
je nach dem zufalligen Ort dieses Sterns, ausiibt. 

In dem klassischen Problem der Himmelsmechanik, dem Storungsproblem, 
dem wir den vorigen Abschnitt gewidmet haben, beschaftigt man sich mit der 
dominierenden Anziehungskraft eines Zentralkorpers (gewohnlich der Sonne), 
einer Kraft, die mehr oder weniger durch die Existenz von storenden Kraften 
modifiziert wird. In dem jetzt vorliegenden Problem, dem Problem der kugel
fOrmigen Sternhaufen, konnen wir von den storenden Kraften absehen, und 
die Zentralkraft ist hier ganz anderer Art als im Sonnensystem. 

Ein elementarer Satz aus der Mechanik besagt, daB eine symmetrisch auf
gebaute kugelformige Masse auf eine kleine Partikel innerhalb der Masse auf 
folgende Weise wirkt. 

Wir denken uns das Partikelchen P innerhalb des Haufens in einem be
stimmten Abstand r yom Zentrum C der Kugel. Wir stellen uns diejenige Kugel
schale innerhalb der Masse vor, die durch P hindurchgeht. Die gesamte An
ziehung der ganzen Masse mit dem Radius R (R> r) auf die Partikel P ist 
genau gleich der Anziehung, die die Masse in der Kugel mit dem Radius r 
auf diese Partikel ausiibt; diese Anziehungskraft ist gegen das Zentrum der 
Kugel gerichtet, und sie ist genau so groB, als wenn die Masse der Kugel mit 
dem Radius r im Zentrum gesammelt ware. In unserem Problem bedeutet dies: 
Ein Stern P in einem symmetrisch aufgebauten, kugelformigen Sternhaufen 
wird nur von derjenigen Masse beeinfluBt, die sich innerhalb der Kugel
schale befindet, die durch den Stern selbst gelegt werden kann. Die 
Sterne, die sich auBerhalb dieser Kugelschale befinden, heben gegenseitig ihre 
Anziehung auf P auf. Dies bedeutet mit anderen Worten: sob aId wir uns den 
Stern P in Bewegung nach auGen oder nach innen versetzt denken, nimmt 
die Masse, die anziehend auf ihn wirkt, bestandig zu oder abo 

Unter den angegebenen Voraussetzungen erhalten wir mit Hilfe von (1) den 
folgenden Ausdruck fiir die auf P wirkende Masse: 

(2) 

o 

und hieraus fiir die auf P gegen das Zentrum wirkende Anziehungskraft K, 
wenn wir die Masse des Sterns P mit tit bezeichnen: 

K __ k 2 mM _ 4 k2 mr 
_0- r 2- - 3 ;r fl + ;;2)32' 

Die Differentialgleichungen der Bewegung des Sterns P lauten dann (vgl. 
S. 203): d2 x 4 k 2 x 

d(2 3 :7 (1 + r2~ 
d 2 y -+ k 2 y 
d t2 3 :7 (1+7)32 

(4) 

Dies Gleichungssystem Hi.Gt sich mit Hilfe bekannter Funktionen (elliptischer 
Funktionen) integrieren. Fiir die Bahnformen erhalten wir ganz allgemein solche 
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Bahnen wie die in Abb.131 dargestellte: ellipsenahnliche Bahnen mit sich drehen
der Apsidenlinie; Spezialfalle: 1. geradlinige Bewegung durch das Zentrum des 
Haufens hinaus und hinein, mit maximaler (endlicher) Geschwindigkeit beim 

Passieren des Zentrums, und 2. ein System 
von unendlich vielen Kreisbewegungen, 
und zwar mit konstanter Geschwindigkeit 
urn das Zentrum (wie im Planetenproblem) 
und mit der Geschwindigkeit Null in der 
Kreisbahn unendlich weit vom Zentrum 
(wie im Planetenproblem), aber mit maxi
maIer Geschwindigkeit in einer be
stimmten Entfernung vom Zentrum 
und gegen einen endlichen Wert konver
gierender Umlaufszeit bei Annaherung 
an das Zentrum - Bewegungsverhaltnisse 
also, die von den Bewegungen der klas
sischen Himmelsmechanik ganz wesent-

Abb. 131. Bewegungsform cines Sterns in einem lich verschieden sind. 
kugelf6rmigen Sternhaufen. Die Andeutungen iiber Bewegungs-

maglichkeiten in Sternsystemen, die wir 
jetzt gegeben haben, bezogen sich auf den idealisiertenFall einer kugelsymmetrisch 
nach einem bestimmten Gesetz aufgebauten Masse. Es liegt auf der Hand, daB 
die Untersuchung und die Resultate im allgemeinen komplizierter werden, wenn 
wir die hier angewandten Vereinfachungen aufgeben. Einige weitere Andeutungen 
iiber BewegungsverhaItnisse in Sternsystemen werden in § 317 gegeben werden. 

Das Sonnensystem. 
Die Sonne. 

206. Dimensionen, Masse, Dichte. Der Parallaxe 8".80 entspricht eine Ent
fernung von 23439 Erdaquatorradien oder 149.50 MiIIionen Kilometern; einer 
VergraBerung der Parallaxe urn 0".01 entspricht eine Verkleinerung der Entfer
nung urn 26.6 Erdradien oder beinahe 170000 km. 

Durch eine umfassende Bearbeitung der Heliometerbeobachtungen wahrend 
der Venusdurchgange in den Jahren 1874 und 1882 hat AUWERS fiir den Winkel
radius der Sonne in der mittleren Entfernung den Wert 15' 59".6* gefunden. 

Auf dieser Grundlage kann man fiir die Sonne folgende GraBen berechnen, 
wobei iiberall die entsprechende GraBe fiir die Erde als Einheit benutzt ist. 
Die Zahlen sind meistens mit einer gra/3eren Anzahl von Ziffern angegeben, 
als durch unsere Kenntnis der Sonnenparallaxe eigentlich berechtigt ist. Zu
gleich ist die Anderung angefiihrt, die jede Zahl fiir einen Zuwachs der Parallaxe 
urn 0".01 erIeidet. 

Radius der Sonne 
OberfHiche " 
Volumen " 
Masse 
Dichte " " 
Schwere auf dor Obcrflache 

109.05 
11918 

1301000 
332270 

0.255 
27.941 

Veran::1erung fur 0",01 Zuwachs in 
der Parallaxe 

-0.124 
-27 

-4435 
-1133 

o 
-0.032 

* Fur die Reduktion von Beobachtungen des Sonnenrandes auf das Zentrulll benutzt 
man in einigen Jahrbuchern einen etwas grol3eren "Vert, 16' 1".2 oder 16' 1".5. da die 
Irradiation des Lichtes eine scheinbare Vergrol3erung des Sonnendurchmessers bewirkt. 
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Eine Veranschaulichung der GroBe der Sonne erhalt man, wenn man sich 
die Erde in ihr Zentrum versetzt denkt; der Mond, in seiner wirklichen Ent
fernung von der Erde angebracht, wiirde dann nicht viel weiter als die Halfte 
des Weges bis zur Oberflache vom Sonnenmittelpunkt abstehen. 

Der Radius derSonne ist mit demAquatorradius der Erde als Einheit aus
gedriickt, und bei der Berechnung der Oberflache und des Volumens ist auf die 
Abplattung der Erde Riicksicht genom men (s. § 95). 

Die Masse ist in der in § 128 angegebenen Weise unter Benutzung von HEL
MERTS Erddimensionen und dem in § 104 angefiihrten Wert der Schwerebeschleu
nigung als MaB fUr die wirkliche Anziehung der Erde berechnet. 

Die Dichte oder das spezifische Gewicht, das Verhaltnis zwischen Masse und 
Volumen, ist der durchschnittliche Wert mit der durchschnittlichen Dichte der 
Erde als Einheit; will man sie mit der Dichte des Wassers vergleichen, muB 
die Zahl mit 5.5 multipliziert werden. Trotz des ungeheuren Druckes, der im 
Innern der Sonne vorhanden sein muB, hat also die hohe Temperatur zur Folge, 
daB die durchschnittliche Dichte nicht mehr als 1.4 betragt. 

Wahrend der freie Fall im luftleeren Raum an der Oberflache der Erde in 
der ersten Sekunde etwas weniger als 5 m betragt, wiirde er an der Oberflache 
der Sonne mehr als 137 m betragen. Wie wir unten sehen werden, wird auch auf 
der Sonne eine Zentrifugalkraft entstehen, sie ist aber von noch geringerer Be
deutung als auf der Erde. 

207. Sonnenflecke. Fackeln. Granulation. Rotation der Sonne. SoIl die Sonne 
mit dem Fernrohr untersucht werden, so muB man entweder ein gefarbtes Glas 
(oder ein anderes Schutzmittel) zwischen Okular und Auge anbringen oder man 
erhalt bei einer passenden StelIung des Okulars auBerhalb des Fernrohrs ein Bild, 
das auf einem weiBen Schirm aufgefangen werden kann. Bei Sonnenbeobach
tungen bedient man sich oft eines Zolostaten. Zwei Planspiegel reflektieren das 
Sonnenlicht auf das fiir die Abbildung benutzte optische System. Dies ist fest 
aufgestellt; die Planspiegel werden so bewegt, daB das Sonnenbild immer auf 
derselben Stelle erscheint. 

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, daB das Licht nicht gleichmaBig 
iiber die ganze Scheibe verteilt ist, indem es allmahlich zum Rande hin ab
nimmt. Das auffalIendste Phanomen sind jedoch die dunklen Flecke, die sich 
haufig zeigen. 

Die Sonnenflecke sind manchmal so groB, daB sie ohne Fernrohr wahrgenom
men werden konnen; dies wird der Fall sein, wenn ihr Durchmesser mehr als 
ca. 50" betragt; der Erddurchmesser, in derselben Entfernung gesehen, wiirde 
unter einem Winkel von 17".6 erscheinen. Die Flecke sind haufig ziemlich kreis
formig oder oval, wenn sie schrag auBen am Rande gesehen werden, oft aber 
haben sie eine unregelmaBige Form, besonders wenn sie in Gruppen zusammen 
vorkommen. Ein Sonnenfleck besteht meistens aus zwei Teilen, einem inneren 
Kern, von einem weniger dunklen Teil umgeben, den man Halbschatten oder 
Panumbra nennt. Weder Kern noch Halbschatten sind jedoch vollstandig 
schwarz, und wenn die Flecke iiberhaupt dunkel erscheinen, geschieht es nur 
durch den Kontrast gegen das blendende Licht rings herum. Sie sind nie so 
schwarz wie die unteren Planeten, wenn diese iiber die Sonnenscheibe gehen. Ein 
und derselbe Fleck kann sich oft mehrere Monate hindurch erhalten, wenn auch 
nicht in unveranderter Form, die meisten Flecke aber verschwinden nach kiirze
rer Zeit wieder. In der Nahe des Sonnenrandes, besonders in der Nachbarschaft 
von Flecken, findet man oft Partien, die ausgepragt helIer als der umliegende 
Teil der Sonnen scheibe sind, und die deshalb Sonnenfackeln genannt werden. 
Unter giinstigen Beobachtungsumstanden kann ein drittes Phanomen, die sag. 
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Granulation, auf der Sonnenscheibe beobachtet werden: die Oberflache der Sonne 
ist nicht gleichmaDig leuchtend; man sieht ganz kleine leuchtende Korner mit 
kleinen dunkleren Flecken abwechseln. 

Die Haufigkeit der Sonnenflecke ist einer ausgepragten Periode unterworfen, 
deren Lange von einem zum anderen Mal etwas wechseln kann, die jedoch durch
schnittlich etwas tiber 11 Jahre betragt . Die Haufigkeit der Sonnenflecke kann 

Abb. 132; Groller Sonnenfieck (Mt. Wilson 8. Aug. 19(7). Der schwarze Kreis links unten zeigt die Grolle der Erde an. 

entweder durch ihre Anzahl oder durch den Teil der Sonnenoberflache, der von 
ihnen bedeckt ist, angegeben werden. Beide Methoden flihren im wesentlichen 
zu demselben Resultat. 

Der Unterschied von Jahr zu Jahr ist sehr graD; so war z. B. im Jahre 1859 
durchschnittlich 1.4 Tausendstel der Sonnenoberflache mit Sonnenflecken be
deckt, im Jahre 1867 war die entsprechende Zahl nur 0.2 Tausendstel. 

Die 11 jahrige Periode ist dadurch besonders bemerkenswert, daD sie auf der 
Erde in verschiedenen Phanomenen wiedergefunden wird, die in Verbindung mit 
dem Erdmagnetismus stehen. Nicht allein finden die sog. magnetischen Sttirme, 
die oft von Nordlichtern (oder auf der anderen Halbkugel von Stidlichtern) be-
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gleitet sind, am haufigsten statt, wenn die meisten Sonnenflecke vorhanden 
sind, sondern auch in den regelmal3igen taglichen Verhaltnissen findet man 
dieselbe Periode wieder. 

Wenn ein Sonnenfleck sich genugend lange erhalt, bewegt er sich immer 
vom ostlichen Rand der Sonne nach dem westlichen zu (bei uns also von links 
nach rechts) im Laufe von ein paar Wochen; wenn er dann fur einen ebenso 
langen Zeitraum verschwunden ist, kommt er am linken Rand wieder hervor, 
worauf dasselbe sich wiederholen kann. Dies zeigt, dal3 die Sonne eine Rotation 
um eine Achse hat; die Lage dieser Achse hat man durch Messung der Orts
veranderung der Flecke wahrend der Zeit, in der sie sichtbar sind, bestimmen 
konnen. Die Genauigkeit dieser Bestimmung ist jedoch nicht besonders gral3, weil 
die Flecke neben. ihrer Teilnahme an der Sonnenrotation auch haufig eine eigene 
Bewegung gegen die Oberflache haben. Die Rotationsachse bildet einen Winkel 
von 83 ° mit der Ekliptik, der Sonnenaquator hat also eine Neigung von r gegen 
diese. Die Lage eines Punktes auf der Sonnenoberflache kann durch Breite und 
Lange angegeben werden: ebenso wie auf der Erde; da man keine Abplattung bei 
der Sonne hat nachweisen konnen, besteht kein Unterschied zwischen heliozen
trischer und heliographischer Breite. Anfang Juni und Dezember geht die 
Verlangerung der Aquatorebene der Sonne durch die Erde; zu diesen Zeit en wer
den die Flecke also gerade Linien uber die Sonnenscheibe beschreiben, und zwar 
etwas nach rechts abwarts im Juni, etwas nach rechts aufwarts im Dezember, 
relativ zur Ekliptik. Die Periode fUr die Ruckkehr eines Fleckes zur selben 
SteHung auf der Sonnenscheibe betragt durchschnittlich ungefahr 27 Tage, und 
da dies fUr einen Beobachter auf der Erde die synodische Umlaufzeit ist, kann 
die wirkliche Rotationszeit daraus in der gewohnlichen Weise (vgl. z. B. S. 96) 
zu ungefahr 25 Tagen berechnet werden. Nahere Erlauterungen uber die Rota
tionszeit soHen unten gegeben werden. 

Wie oben erwahnt, halten sich manche Flecke langere Zeit, oft monatelang. 
Die Flecke treten gewohnlich in Gruppen auf. Zwei Flecke entwickeln sich 
ungefahr gleichzeitig, und allmahlich entstehen im Zwischenraum zwischen 
diesen beiden klein ere Flecke. Der vorangehende Fleck halt sich gewohnlich 
am langsten. 

Die Flecke befinden sich immer nur auf bestimmten Gebieten der Sonne, 
in der Regel namlich nur in zwei Gurteln auf beiden Seiten des Aquators, zwischen 
5 ° und 35° Breite; aul3erhalb von 40 ° findet man sie aul3erst selten. Die Ver
teilung aber innerhalb dieser Gurtel ist auch mit der 11 jahrigen Periode ver
anderlich. Bei den am best en entwickelten Maxima war ihr Verhalten folgender
mal3en: Wahrend der Minimumzeit sind die nicht zahlreichen Flecke auf zwei 
schmale Gurtel zwischen 50 und 15 ° Breite eingeschrankt, hauptsachlich zwischen 
5 ° und 10 0. Das Ende der Minimumzeit gibt sich durch Ausbruch von Flecken 
unter hoherer Breite, etwa unter 30°, zu erkennen; noch ein oder zwei Jahre 
nach dem Minimum wachst daher die Durchschnittsbreite. Gleichzeitig mit der 
schnellen Zunahme der Anzahl der Flecke gegen das Maximum treten neue Flecke 
unter immer niedrigeren Breiten auf, so dal3 man um die Maximumzeit selbst 
zwar noch Flecke bis zu 35° oder daruber findet, am meisten aber zwischen 15 0 

und 20°. Wenn darauf die Anzahl abzunehmen beginnt, wird auch nach und 
nach die Durchschnittsbreite geringer. Die Zeit vom Minimum bis zum Maximum 
ist kurzer als die Zeit vom Maximum bis zum Minimum. 

Was die Rotationszeit anbetrifft, so war man bereits fruhzeitig darauf auf
merksam geworden, dal3 die Winkelgeschwindigkeit vom Aquator gegen die 
hoheren Breiten, unter denen die Flecke vorkommen konnen, kleiner wird. 1m 
Spektroskop hat man ein Mittel gefunden, dies auch fUr andere Gebiete auf 
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der SonnenoberfHiche zu untersuchen. Die Rotation wird namlich bewirken, 
daB ein Punkt am linken Rand sich dem Beobachter nahert, wahrend gleich
zeitig ein Punkt am rechten Rand sich von ihm entfernt; wenn man nun mit 
hinreichender Genauigkeit die dadurch verursachte relative Verschiebung ein 
und derselben Linie im Spektrum fUr zwei Punkte unter derselben Breite, aber 
einen am linken, den anderen am rechten Sonnenrand, messen kann, so laBt 
sich daraus die doppelte lineare Geschwindigkeit in der Richtung der Gesichts
linie berechnen, also angenahert langs der Tangente an dem betreffenden Parallel
kreis auf der Sonne, woraus dann wieder die Winkelgeschwindigkeit leicht ge
fund en werden kann. DUNER hat auf diese Weise durch zahlreiche Beobachtungen 
von Punkten urn die unten angefUhrten Breiten herum Winkelgeschwindigkeiten 
gefunden, die den darunter stehenden Wert en der Rotationszeit, ausgeclruckt in 
mittleren Sonnentagen, entsprechen: 

Heliographischc Breite . . 0°.4 
Rotationszeit ...... 24.19 

! S °.0 
24.79 

30°.0 
25.7i 

7S °.0 
33.55 Tage 

Spat ere Beobachtungen gleicher Art haben zu ahnlichen Resultaten gefUhrt. 
Die tagliche Winkelbewegung n kann ziemlich genau durch die Formel 

1t = a + b cos 2 f{J 

dargestellt werden, wo f{J die Breite ist; die Rotationszeit ist gleich 360 ° : n. 
Die Konstante a ist ca. 11°, b ca. 3°.5. 

208. Spektrum der Sonne. Korona. Chromosphiire. Protuberanzen. Das Spek
trum der Sonne ist ein kontinuierliches Spektrum, von Tausenclen von dunklen 
Linien durchzogen. Die Wellenlangen cler am meisten hervortretenden Linien 
wurden bereits von FRAUNHOFER gemessen, und die Linien wurden von ihm mit 
Buchstaben von A im au13ersten Rot bis zu H im Violett bezeichnet. ROWLAND 
hat auf photographischem Wege die Lage von etwa 20000 Linien gemessen, von 
denen liber 6000 in den ultravioletten Teil des Spektrums fallen, mit Wellenlangen 
von 2970 bis 3800 A.E. Neuerdings wurden auf clem lVIt. Wilson die ROWLAND
schen \Vellenlangen revidiert und der \Vellenlangenbereich des Linienverzeich
nisses bis etwa 10200 A.E. crweitert. 

Ein Teil der Linien im Sonnenspektrum wird durch Absorption in unserer 
eigenen Atmosphare heryorgerufen, die ubrigen aber haben ihren Ursprung in 
cler Sonne selbst. Je langer der Weg ist, den die Sonnenstrahlen durch die Erd
atmosphare zurucklegen mussen, bis sie den Beobachter erreichen, urn so kraftiger 
werden die Linien, die durch die Atmosphare verursacht werden. Die irdischen 
Linien k6nnen von den solaren unterschieden werden, weil sie nicht den DOPPLER
Effekt zeigen wie die solar en Linien bei der Beobachtung des Sonnenrandes 
(vgl. § 207). Viele Sonnenlinien haben dieselben Wellenlangen wie die hellen 
Linien, die man bei der Untersuchung des Spektrums verschiedener Stoffe auf 
der Erde erhalt. Den Erfahrungen zufolge, die cler Spektralanalyse zugrunde 
liegen (vgl. § 9), kann man claraus schlicBen, dan die Sonnenatmosphare auf 
der Erde bekannte Elemente enthalt. Wasser stoff gibt sich durch ausgepragte 
Linien zu erkennen, darunter FRAUNHOFERS C und F. Die starke Doppellinie D 
(auch als Dl und D2 bezeichnet) in dem gelbcn Teil des Spektrums wird durch 
Natriumdampf hervorgerufen; cbenso haben Kalzium und Magnesium mehrere 
ausgepragte Linien. Von den schwer en Metallen ist besonders das Eisen zu be
merken, dessen Spektrum allS einigen tausend Linien besteht. Fur diese hat 
man entsprechende dunkle Linien im Sonnenspektrum gefunden. DaB es nicht 
immer leicht ist, eine Linie zu identifizieren, und daB ein hoher Grad von Dis
persion fUr solche Untersuchungen n6tig ist, ersieht man daraus, daB LOHSE in 
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Potsdam die Spektren von 19 Elementen untersuchte und dabei am einen Ende 
des Spektrums, zwischen den Wellenlangen 3360 und 4020 A.E., nicht weniger als 
4979 Linien festlegte, wodurch also das durchschnittliche Intervall zwischen zwei 
Linien 0.13 A.E. wird. LOHSE hat die Unsicherheit seiner Messungen zu 0.02 A.E. 
berechnet. 

In einem folgenden Kapitel wird die Theorie der Sternspektren im all
gemeinen behandelt. Diese Theorie gilt auch fUr das Sonnenspektrum. Fiir 
jeden anderen Fixstern aber ist nur das Gesamtlicht der ganzen Sternober
flache der Beobachtung zuganglich; die Oberflachen werden unter so kleinen 
Winkeln gesehen, da13 sie auch bei dem gro13ten Auflosungsvermogen nicht als 
Scheiben erscheinen. Fiir die Sonne ist es dagegen moglich, verschiedene Teile 
der Scheibe getrennt zu untersuchen. 1m folgenden werden diesbeziigliche Er
gebnisse behandelt. 

In gro13en Ziigen kann man die Verhaltnisse auf der Sonnenoberflache folgen
derma13en beschrtiben: Fiir die zentralen Teile au13erhalb der Sonnenflecken und 
Fackeln ist das Spektrum ein normales G O-Spektrum eines Zwergsternes (vgl. 
S. 342, 348 und 396). 

Gegen den Rand hin wird das Licht aller Wellenlangen schwacher, die kurzen 
Wellen werden am meisten geschwacht; Form und Intensitat der Absorptions
linien andern sich etwas. In Sonnenflecken ist das Spektrum ein K O-Spektrum. 

Wird die Sonne in der Nahe des Sonnenrandes beobachtet, so geht die Gesichts
linie sehr schrag zur Sonnenoberflache, und die Schichten, die beobachtet werden, 
liegen in geringerer Tiefe unter der Oberflache als die Schichten, die im zentralen 
Teil der Sonne beobachtet werden. DaB die Lichtintensitat wachst, wenn man 
gegen das Zentrum geht und tiefere und immer tiefere Schichten beobachtet, 
zeigt, daB die Temperatur nach innen zunimmt; die kurzen Wellen nehmen bei 
einer Temperaturerhohung am meisten zu. Das Gesetz des Temperaturzuwachses 
nach innen kann aus dem Gesetz fiir die Abnahme der Intensitat nach dem 
Rande zu und umgekehrt abgeleitet werden. 

DaB sich beim Ubergang zu den Sonnenflecken das Spektrum von GO nach 
K 0 andert, zeigt, daB die Temperatur im Sonnenfleck niedriger ist als in der 
"Cmgebung. 

Wird die Sonne bei einer totalen Sonnenfinsternis beobachtet, so sieht man in 
dem Augenblick, in dem die Totalitat eintritt, die Sonne von ausgedehnten leuch
tenden Massen umgeben. Diese leuchtenden Massen konnen zu anderen Zeiten 
als bei totalenSonnenfinsternissen im allgemeinen nicht wahrgenommen werden, 
weil das Sonnenlicht in der Erdatmosphare zerstreut wird und dies zerstreute 
Licht von we it gro13erer Intensitat ist als die besprochenen leuchtenden Massen. 
Ganz auDen urn die total verfinsterte Sonne sieht man eine leuchtende Masse, 
die bis zu einer Entfernung von mehr als einem halben Grad hinausreicht; dies 
ist die sog. Korona (vgl. Abb. 133). Die innerste ca. 10000 km dicke Schale der 
leuchtenden ~Iassen wird die Chromosphare genannt. Innerhalb der Chromo
sphare ist wahrend eines ganz kurzen Augenblickes bei der Finsternis (ca. 
1 Sekunde) eine ganz diinne Schicht sichtbar, die nach au13en in die Chromo
sphare iibergeht, aber heller als diese ist. Ferner sieht man unregelma13ige, 
stark leuchtende ~Iassen aus der verfinsterten Sonnenscheibe herausragen, die 
Protuberanzen (vgl. Abb. 134). 

Wie gesagt, wird man an der Beobachtung der Chromosphare, der Protuberan
zen und der Korona auBer bei totalen Sonnenfinsternissen von dem in der Erd
atmosphare zerstreuten Sonnenlicht behindert. Die Lichtenergie in diesem zer
streuten Licht ist einigermal3en gleichmal3ig iiber das ganze Spektrum verteilt; 
man weif3 jedoch seit ]ANSSE:\S Untersuchungen bei der Sonnenfinsternis im 
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Jahre 1868, daB die Energie im Licht der Pro tuber an zen stark konzentriert ist 
auf ganz schmale Gebiete des Spektrums, hauptsachlich auf die Wasserstoff
linien. Benutzt man deshalb kein weif3es Licht, sondern mit Hilfe eines Spektro
graph en Licht aus einem der schmalen Spektralgebiete, in denen das Protube
ranzenlicht konzentriert ist, so wird das Protuberanzenlicht relativ bedeutend 
starker sein als das sWrcnde zerstreute Licht. Dies Prinzip, Licht von Wellen
langen anzuwenden, in denen das Licht, flir das man sich interessiert, dominiert, 
kann auch auf die Chromosphare angewandt werden, indem auch ihr Licht im 

Abb. 133. Sonnenkorona. 

wesentlichen in schmalen Spektralgebieten konzentriert ist . Was die Korona 
anbetrifft, so hat man das Prinzip nicht mit demselben Erfolg anwenden 
k6nnen. Wohl ist das Koronalicht teilweise in Linien konzentriert, diese sind 
aber sehr verwaschen und enthalten auch nur einen kleinen Bruchteil des 
Koronalichtes. 

Das Prinzip wurde von LOCKYER angegeben und mit Erfolg angewandt, un
gefahr gleichzeitig mit und unabhangig von den Untersuchungen JANSSENS. 

Neuerdings gelang es, auf dem 2870 m hohen Pic du Midi in den Pyrenaen 
Protuberanzen und Chromosphare auBerhalb einer Sonnenfinsternis im unzerleg
ten Licht zu beobachten. Ebenso erwies es sich unter denselben Umstanden 
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als moglich, die Korona wahrzunehmen und im gelbroten Licht zu photographie
reno SchlieBlich gelangen auch Spektralaufnahmen der Korona. Diese Resultate 
zu erreichen, war infolge der besonders giinstigen atmospharischen Bedingungen 

Abb. 134. Protuberanzen wiihrend der totalen Sonnenfinsternis am 28. Mai 1900 (BARNARD und RITCHEY) auf uer 
Lickstennvarte. 

moglich. Ferner wurde die groJ3te Sorgfalt verwendet, urn Streulicht im be
nutzten Fernrohr zu vermeiden. 

Die durchschnittliche Rohe der Protuberanzen betragt ca. 30000 km, man 
hat aber Protuberanzen von annahernd einer Million Kilometer beobachtet. 
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Die Protuberanzen konnen groBe Geschwindigkeiten erreichen, wenn sie von 
der Sonne ausgeschleudert werden und auf sie zuruckfallen, Geschwindigkeiten 
von mehreren hundert Kilometern in der Sekunde. Das genauere Studium der 
Protuberanzen hat gezeigt, daB man nach der Art ihrer Bewegung zwischen 
zwei Gruppen unterscheiden muB: den entptiven Protuberanzen und den ruhen
den Protuberanzen. 

Das SPektrurn der Protuberanzen besteht, wie schon erwahnt, aus hellen 
Spektrallinien ohne ein dazwischenliegendes kontinuierliches Spektrum. Die 
Spektrallinien in den ruhenden Protuberanzen zeigen, daB sie auBer Wasser
stoff Helium und einfach ionisiertes Kalzium enthalten; die eruptiven Protube
ranzen enthalten auBer den drei genannten Stoffen auch Metalle und werden 
deshalb manchmal auch metallische Protuberanzen genannt. 

Die eruptiven Protuberanzen weisen eine deutliche Beziehung zu den Sonnen
flecken auf. Sie treten so gut wie ausschlie13lich in den Sonnenbreiten auf, wo 
auch die Sonnenflecke auftreten; auBerdem folgt die Haufigkeit der eruptiven 
Protuberanzen der Sonnenfleckenperiode. Die ruhenden Protuberanzen treten 
dagegen unter allen Sonnenbreiten auf, wenn sie auch in den Sonnenflecken
breiten am haufigsten sind; ihre Haufigkeit ist mit der Sonnenfleckenperiode 
etwas veranderlich. 

Das Chrornosphiirenspektrurn besteht aus hellen Spektrallinien einiger weniger 
Elemente ohne ein dazwischenliegendes kontinuierliches Spektrum. Die Chromo
spharenatome senden also, ebenso wie die Atome in den Protuberanzen, nur Licht 
in Spektrallinien aus; daraus kann man schlie Ben, daB die Chromospharen- und 
Protuberanzenatome von dem Licht, das aus den tieferliegenden Schichten der 
Sonne durch die Chromosphare strahlt, nur das Licht der schmalen Wellenlangen
gebiete absorbieren, das den Spektrallinien entspricht. Die Dichte in der Chromo
sphare und in den Protuberanzen ist mit anderen Wort en so gering, daB nur 
solche Gebiete im Spektrum, wo der Absorptionskoeffizient besonders groB ist, 
merkbar absorbiert werden (vgl. S. 372). 

Die Hohe der Chromosphare betragt etwa 10000 km. In den hochsten 
Schichten findet man ganz wenige Linien, die Wasserstoff, Helium und einfach 
ionisiertem Kalzium entsprechen. Bei Annaherung an den Sonnenrand wird das 
Spektrum immer linienreicher. Das Spektrum der hoheren Chromosphare ist 
dem Spektrum der ruhenden Protuberanzen sehr ahnlich. 

Das Spektrum von der dunnen Schicht unter der Chromosphare wird das 
"Flash"-Spektrurn (flash = Blitz) genannt wegen der kurzen Zeit, in der es bei 
Sonnenfinsternissen sichtbar ist. Es besteht im wesentlichen aus Emissions
linien in denselben Wellenlangen, in denen im normalen Sonnenspektrum Ab
sorptionslinien vorkommen. Die Erklarung ist dieselbe wie bei der Chromo
sphare. Die Chromosphare kann als eine sehr verdunnte Fortsetzung der 
Schicht aufgefaBt werden, die das "Flash"-Spektrum gibt, eine Fortsetzung, 
die nur einige wenige Elemente enthalt. 

Das Spektrurn der Korona ist ein kontinuierliches Spektrum, das dem Sonnen
spektrum ahnlich ist. In den auBeren Teilen der Korona sind in diesem Spektrum 
FRAUNHOFERsche Linien deutlich sichtbar. In den inneren Teilen sind keine 
FRAUNHOFERschen Linien beobachtet worden (vielleicht liegt dies aber nur 
daran, daB dieser Teil gewohnlich auf den Aufnahmen uberexponiert erscheint). 
AuBerdem hat man aber in den inneren Teilen der Korona helle Linien auf dem 
kontinuierlichen Untergrund feststellen konnen. Von diesen sog. Koronalinien 
kennt man zur Zeit etwa 20. Die hellsten sind eine grune Linie mit der Wellen
lange 5302.8 A.E. und eine rote bei 6374.8 A.E. Beide Linien sind etwa 1 A.E. 
breit. Der Ursprung der Koronalinien ist noch nicht aufgekHi.rt. 
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209. Der Spektroheliograph. 1m weiBen Licht sieht man weder die Chromo
sphare noch die Protuberanzen auf dem Hintergrund der leuchtenden Sonnen
scheibe; wird jedoch das weiBe Licht in ein Spektrum aufge15st, und werden 
ganz schmale Spektralgebiete urn die Absorptionslinien herum benutzt, so werden 
Chromosphare und Protuberanzen sichtbar dadurch, daB Licht von Wellen
langen, fUr die der Absorptionskoeffizient sehr groB ist, nur von denjenigen 
Atomen zum Beobachter gelangen kann, die in den hochsten Schichten der 
Sonne, also in der Chromosphare oder in den Protuberanzen, liegen. 

Photographiert man daher die Sonnenoberflache im Licht von ganz schmalen 
Wellenlangengebieten urn die Spektrallinien herum, so konnen Chromosphare und 
Protuberanzen wahrgenommen werden, auch wenn sie auf die Sonnenscheibe 
projiziert sind. 

Solche Aufnahmen sind moglich mit Hilfe des Spektroheliographen. Wenn 
ein Spektrograph an dem Okularende eines auf die Sonne gerichteten astro
nomischen Fernrohrs angebracht ist, so daB das Sonnenbild auf den Spalt falIt, 
dann kann man, bevor das Spektrum auf die photographische Platte fallt, mit 
Hilfe eines zweiten Spaltes eine einzelne Linie des Spektrums herausschneiden, 
so daB nur diese auf die Platte faUt. Wenn man darauf dem Sonnenbilde und 
der Platte relativ zu den Spalten dieselbe Bewegung erteilt, so erhalt man ein 
photographisches Bild der Sonne in dem Licht der betreffenden Linie; ist der 
erste Spalt nicht hoch genug, urn den ganzen Durchmesser des Sonnenbildes zu 
umfassen, so erhalt man einen Streifen der Sonne photographiert. 

Der Absorptionskoeffizient ist innerhalb einer Spektrallinie veranderlich. Bei 
Annaherung an das Zentrum der Linie wird er immer gr6Ber (vgl. S. 357). Wird 
die Sonne mit Hilfe des zentralen Teils einer Spektrallinie abgebildet, so erhalt 
man infolgedessen ein Bild der hochsten Schichten der Sonnenatmosphare. Mit 
Licht etwas seitlich von der Linienmitte werden etwas tiefere Teile der Atmosphare 
wahrgenommen. Gewohnlich benutzt man fUr Spektroheliographenaufnahmen 
(Spektroheliogramme) die Linien H und K des ionisierten Kalziums oder die 
Wasserstofflinie Hex (vgl. Abb. 135). Die bOchsten Schichten der Sonnenatmo
sphare werden durch Aufnahmen im Zentrum der Linie Hex erfaBt, etwas tiefere 
Schichten durch Aufnahmen im Zentrum der Linien H und K. 

Eine genauere Untersuchung von Spektroheliogrammen der h6heren Schichten 
hat gezeigt, daB auf diesen dunkle Partien ruhende Protuberanzen sind, wahrend 
helle Partien eruptive Protuberanzen sind. Besonders deutlich ist dies auf Auf
nahmen nahe am Sonnenrande zu sehen, wo eine dunkle bzw. helle Partie auf 
der Sonnenscheibe infolge der Sonnenrotation in eine iiber dem Sonnenrand 
sichtbare Protuberanz iibergeht. Die hellen Partien kommen in der Umgebung 
der Sonnenflecke haufig vor. Dies zeigt sehr deutlich, daB die eruptiven Pro
tuberanzen mit den Sonnenflecken in Verbindung stehen (vgl. S. 270). 

Die erweiterten Beobachtungsmoglichkeiten haben iiber die Dynamik der 
Protuberanzen wichtige Aufschliisse gegeben, indem sie die Beziehungen der
selben zu den Sonnenflecken bestatigt und we iter aufgeklart haben. So hat 
man eine Protuberanz auBerhalb des Sonnenrandes beobachtet, die ganz bis in 
einen Sonnenfleck hineinreichte; dort, wo sie den Sonnenfleck traf, war sie ge
kriimmt, als wiirde sie wie von einem Wirbel in den Sonnenfleck hineingesogen. 
Als die Protuberanz mit Hilfe des Spektroheliographen weiter beobachtet wurde, 
wahrend sie nach und nach vor die Sonnenscheibe trat, sah man sie allmahlich 
in dem Wirbel des Sonnenflecks, der noch immer sichtbar war, verschwinden. 

Spektroheliographenaufnahmen zeigen ganz deutlich Wirbelbewegungen in 
den Sonnenflecken. Ein Nachweis dieser Wirbelbewegungen ist durch ein ge
naues Studium der Absorptionslinien im Sonnenfleckenspektrum gelungen. 
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Dadureh wurde das Vorhandensein des sog. ZEEMAN-E//ekts (der Aufspaltung 
einer jeden Spektrallinie in mehrere, die dureh das Einwirken eines Magnetfeldes 
hervorgerufen wird) konstatiert. Von diesem Magnetfeld wird angenommen, 
daB es von einer Wirbelbewegung von Elektronen herriihrt . Dureh sehr genaues 
Studium der Spektrallinien konnte in ahnlieher Weise ein viel kleineres allge
meines magnetisehes Feld auf der Sonne, analog dem magnetisehen Feld 
auf der Erde, naehgewiesen werden. Die Feldstarke ist ungefahr hundertmal 
groBer als auf der Erde, der magnetisehe Nordpol ist etwa 4 ° von dem Ro
tations-Siidpol entfernt. 

Abb. 135· Sonnenaufnahme im Lichte der Kalziumlinie H. 

Die nahere spektroskopisehe Untersuehung der Sonnenfleeke bestatigt, was 
man erwarten konnte: daB die Sonnenfleeke dunkler als ihre Umgebung er
seheinen wegen ihrer bedeutend (ea. 1000°) niedrigeren Temperatur. Die niedrigere 
Temperatur riihrt daher, daB die Sonnenfleeke sieh ausdehnen und dabei gegen 
ihre Umgebung Arbeit leisten, wodureh sie eine niedrigere Temperatur als diese 
annehmen miissen, obwohl sie ebensoviel Energie vom Innern der Sonne emp
fangen wie die Umgebung. Diese Ausdehnungsbewegung ist im iibrigen dureh 
Radialgesehwindigkeitsmessungen an Sonnenfleeken in der Nahe des Sonnen
randes naehgewiesen worden . 

Das Aussehen der Korona folgt der Sonnenfleekenperiode. Man geht wohl 
nieht fehl, wenn man dies mit den von den Sonnenfleeken ausgesehleuderten 
und teilweise wieder eingesogenen Massen in Verbindung bringt. 
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Eine Reihe von Stromungsphanomenen in der Sonnenatmosphare steht somit 
mit den Sonnenflecken in Verbindung. Auch in den ungestorten Teilen der 
Sonnenatmosphare finden wahrscheinlich Stromungen statt. Die Spektrallinien 
zeigen kleine Verschiebungen, die, als Dopplerverschiebungen gedeutet, Stro
mungsgeschwindigkeiten bis zu 0.5 km pro Sekunde ergeben. Dabei scheinen 
die hochsten Schichten nach unten zu stromen, die niederen nach oben. Eine 
befriedigende Deutung dieser Phanomene steht noch aus. 

210. Physikalische und chemische Verhiiltnisse in den iiufJersten Schichten der 
Sonne. Das Licht zwischen den Spektrallinien stammt von Atomen, die sich in 
den am tiefsten liegenden Schichten der Sonne befinden, deren Licht den Beob
achter tiberhaupt direkt erreichen kann. Diese Schicht nennt man die Photosphiire. 

Die Materie unmittelbar unter der Oberflache ist einer Strahlung ausgesetzt, 
die in allen nach innen gehenden Richtungen Null und in allen nach auBen 
gehenden gleich der beobachteten Sonnenstrahlung ist. Die Temperatur, die die 
Materie bei dieser Bestrahlung annimmt, kann aus der beobachteten Sonnen
strahlung berechnet werden; man hat eine Temperatur von 4700° gefunden. 
Die gesamte Energieausstrahlung der Sonne entspricht der Ausstrahlung einer 
isotherm en Kugel mit der Temperatur 5740°. Diese Temperatur ist ein Durch
schnittswert der Temperatur in den Schichten, deren Licht direkt gesehen wird 
(vgl. S. 339). 

Dber der Photosphare liegt eine Schicht von ca. 500 km Dicke, in der die 
Dichte bedeutend geringer ist als in der Photosphare (der Druck ist von der 
GroBenordnung 10-5 Atmospharen); diese Schicht wird die umkehrende Schicht 
genannt, weil die Beschaffenheit dieser Schicht fUr den Charakter des Ab
sorptionsspektrums maBgebend ist. Diese Schicht ist es, die das "Flash"-Spektrum 
bei totalen Sonnenfinsternissen erzeugt. 

Dber der umkehrenden Schicht liegt die bereits besprochene Chromosphare, 
deren Dichte so gering ist, daB nur Licht in den Spektrallinien absorbiert und 
emittiert wird. 

Dber der Chromosphare liegt die Korona, wo der Druck noch geringer ist. 
Die drei Schichten, die Photosph1ire, die umkehrende Schicht und die Chromo

sphare gehen kontinuierlich ineinander tiber, indem der Druck kontinuierlich 
nach auBen abfallt. 

Die Temperatur nimmt durch diese drei Schichten nicht besonders stark ab: 
von ca. 6000° bis ca. 5000°. Der Druck dagegen £allt von ca. 10- 2 bis zu ca. 
10-15 Atmospharen. 

Aus der Breite der Absorptionslinien konnen auf das Vorkommen der Elemente 
Schlusse gezogen werden (vgl. S. 382). Wasserstoff ist das haufigste Element in allen 
drei Schichten. Die folgenden Zahlen geben das Mischungsverhaltnis von Elementen 
und von freien Elektronen in der Sonnenatmosphare: Wasserstoff 60, Helium 2, 
Sauerstoff 2, Metalldampfe 1 und freie Elektronen 0.8 Volumteile (die Elektronen 
stammen hauptsachlich von ionisierten Metallen). Fur ein Drittel aller Elemente 
hat man die Linien im Sonnenspektrum nicht identifiziert. Die meisten dieser 
Elemente haben ihre starksten Spektrallinien auBerhalb des Wellenlangengebiets 
im Sonnenspektrum, das der Beobachtung zuganglich ist. 

211. Das Innere der Sonne. Nur in den allerauBersten Schichten der Sonne 
sind die physikalischen Verhaltnisse durch direkte Beobachtungen bekannt. Von 
der Materie im Innern weiB man durch Beobachtung dreierlei: 1. daB sie die 
Gesamtmasse M = 1.985 . 1033 ghat, 2. daB sie eine Kugel mit dem Radius 
R = 6.951.1010 em ausfUllt, so daB die Durchschnittsdichte em gleich 1.411 gcm- 3 

ist, und 3. daB ihr gesamter Energieverlust durch Ausstrahlung von Licht
energie L = 3.8 . 1033 erg pro Sekunde betragt. 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 18 
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Von den physikalischen Verhaltnissen im Innern der Sonne kann man sich 
weitere Kenntnis nur auf indirektem Wege, durch Berechnung, verschaffen. 

Eine solche Rechnung kann unter der naturlichen Annahme vorgenommen 
werden, daB die Sonne sich im mechanischen Gleichgewicht und im Strahlungs
gleichgewicht befindet. 

Das Vorhandensein des mechanischen Gleichgewichts bedeutet, daB der Druck 
(und zwar muB man auch den Strahlungsdruck berucksichtigen) iiberall nach 
dem Zentrum zu steigt, dem groBeren Gewicht der getragenen Schichten genau 
entsprechend. Ein beliebig herausgegriffenes Volumenelement wird von der 
Schwerewirkung der ganzen Sonne nach dem Zentrum hin gezogen (vgl. hierzu 
S. 261); der Druck auf der unteren Begrenzungsflache nach oben ist gerade 
so viel groBer als der Druck auf der oberen Flache nach unten, daB Gleich
gewicht vorhanden ist. 

Beim Strahlungsgleichgewicht steigt die Temperatur nach innen, so daB ein 
gewisser DberschuB an Strahlungsenergie nach au Ben flieBt; die Zunahme der 
Temperatur ist mit dem Nettostrom nach au Ben durch eine Gleichung ver
bunden, in die auBerdem der Absorptionskoeffizient der Materie eingeht. Man 
kann zeigen, daB der Nettostrom dem Temperaturgradienten (der Anderung der 
Temperatur pro Langeneinheit) proportional und dem Absorptionskoeffizienten 
umgekehrt proportional ist. 

Nun ist es klar, daB die Schwerebeschleunigung mit der Dichteverteilung 
zusammenhangt. Andererseits sind Dichte, Druck und Temperatur miteinander 
durch eine Zustandsgleichung verbunden. 

Die genannten Zusammenhange lassen sich in Gleichungen ausdrucken. Die 
Bedingungen fUr mechanisches Gleichgewicht und Temperaturgleichgewicht wer
den durch zwei Differentialgleichungen ausgedruckt, die die Veriinderungen der 
Temperatur und des Druckes bestimmen, wenn man sich durch die Sonne nach 
innen bewegt. Ferner haben wir eine Differentialgleichung, die die Veriinderung 
der Schwerebeschleunigung gibt, wenn man sich durch die Sonne nach innen be
wegt, und die Zustandsgleichung zwischen Dichte (spezifischem Gewicht), Tem
peratur und Druck. Diese vier Gleichungen sollen hier nicht abgeleitet werden, 
sie sind aber einfach, und urn die Dbersicht uber das Problem zu erleichtern, 
geben wir sie hier: 

d(P) = 3 L; k(e, T) e dr, 
a c r 

dP=-ge dr , 

dg = 4n G e dr - 2 f{ dr, 
r a 

P = pGas + pStrahlung = q; (e, T) + 3 P . 

Fur ein ide ales Gas ist: 
R 

PGas = q; (e, T) = ft (12, T) e T . 

Die benutzten Buchstaben haben die folgende Bedeutung: 
T die Temperatur, 
r die Entfernung vom Sonnenzentrum, 

L, der Energiestrom in der Sekunde nach auBen durch eine Kugel in cler 
Entfernung r vom Zentrum, 

k der Absorptionskoeffizient, der von Temperatur und Druck abhangt, 
P der Gesamtdruck, die Summe des Gasdrucks und des Strahlungsdrucks. 
g die Schwerebeschleunigung, 
e die Dichte (das spezifische Gewicht), 
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It das Molekulargewicht, das von Druck und Temperatur abhangt, 
a die STEFANsche Konstante, 
c die Lichtgeschwindigkeit, 
G die Gravitationskonstante, 
R die Gaskonstante. 
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Die rechten Seiten und damit die Veranderungen in T4, P und g mit r konnen 
fUr jedes r berechnet werden, wo e, T, g und ferner k, fl und L, bekannt sind. 

Auf der OberfHiche kennt man: (! = 0, T = der Oberflachentemperatur, g = ~Af . 
Von der OberfHiche aus kann die Rechnung jetzt nach innen gefUhrt werden, 
indem d(T4) und dp zusammen mit der letzten Gleichung de geben; allerdings 
muB man k, fl und L, aus e und T berechnen konnen. 

Es zeigt sich nun ganz allgemein, daB man schnell Temperaturen von Millionen 
von Graden erreicht. Bei diesen Temperaturen wird die Materie sehr stark 
ionisiert (S. 17 und 365), so daB die meisten Elektronen der Elemente frei werden. 
Unter diesen Bedingungen sind die Eigenschaften der Materie besonders einfach. 
Die Radien der freien Partikeln sind so klein, daB der Stoff auch bei relativ sehr 
hohen Dichten sich wie ein ideales Gas verhalten wird. Das durchschnittliche 
Molekulargewicht ist wegen des Vorhandenseins der vielen freien Elektronen 
klein und im groBten Teil der Sonne annahernd konstant. 

Absorptionskoeffizient und Molekulargewicht konnen unter diesen Umstanden 
aus der chemischen Zusammensetzung, der Dichte e und der Temperatur T ver
haltnismaBig leicht berechnet werden. Uber den N ettostrom nach auBen durch eine 
Kugelflache mit dem Radius r, L r , erhalt man in der folgenden Weise Auskunft. Auf 
der Oberflache ist L, gleich der gesamten ausgestrahlten Energie L. Andererseits 
kann man die Anderung von Lr von Schicht zu Schicht mit dem Energieverlust 
der verschiedenen Schichten in Verbindung bringen. Betrachten wir zwei Kugel
flachen mit den Radien r1 und r2 , wo r1 > r2 • Ein gewisser Teil der von der 
ganzen Sonne sekundlich verlorenen Energie wird auf den Teil der Materie fallen, 
der sich zwischen den betrachteten Kugelflachen befindet. Dieser Verlust ist 
gleich der aus dem betrachtetem Volumen ausstromenden minus der einstromen
den Energie, d. h. gleich L r, - L,.. 1st der Energieverlust der verschiedenen 
Schichten bekannt, dann kann auch Lr fUr aIle Schichten berechnet werden. 
In einem spateren Abschnitt (§ 321) werden wir sehen, daB die Anderungen der 
potentiellen Energie der Partikeln unter sich, der kinetischen Energie sowie der 
Strahlungsenergie sehr langsam verlaufen. In der Tat ergibt sich aus dem be
kannten Alter der Erde, das eine untere Grenze fUr das Alter der Sonne ist, daB 
die sekundlichen Anderungen so klein sein miissen, daB sie fUr den Energie
verlust der verschiedenen Schichten iiberhaupt keine Rolle spielen. Etwaige 
Energieverluste miissen vielmehr die Energien der Atomkerne treffen. So sind 
die Energieverluste von der chemischen Zusammensetzung abhangig. Ferner 
ist es nicht unwahrscheinlich (vgl. S. 277), daB die Energieverluste nur in der 
Nahe des Zentrums erheblich sein werden, wobei dann Lr durch groBe Teile 
der Sonne annahernd konstant ist, urn erst in der Nahe des Zentrums abzu
nehmen. 

Durch diese allgemeinen Bemerkungen ist es klar, wie man bei Untersuchungen 
iiber das Innere der Sonne vorzugehen hat. 

Anstatt nun zu versuchen, das spezielle Problem der Sonne vollstandig zu 
losen, kann man sich einem allgemeineren Problem zuwenden. Es sei gegeben 
ein Stern der Masse M von bestimmter chemischer Zusammensetzung. Es wird 
gefragt, wie dieser Stern im Gleichgewichtszustande aufgebaut sein und wie 
er dem Beobachter erscheinen wird, d. h. mit welchem Radius und welcher 

18* 
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Leuchtkraft (vgl. S. 273). Es ist klar, daB mit dem allgemeineren Problem auch 
das speziellere der Sonne ge16st ist. 

Man muB sich nun zuerst klarmachen, wie die chemische Zusammensetzung 
in das Problem hineinspielt. Aus dem bereits Entwiekelten geht hervor, daB 
die Kenntnis der chemischen Zusammensetzung fUr die Berecbnung des Mole
kulargewichts und des Absorptionskoeffizienten notwendig ist und auBerdem fUr 
die Berechnung der Anderungen im Nettostrom; wenn auch der Nettostrom fUr 
groBe Teile des Sterns konstant sein mag, so wird er doch jedenfalls in der Nahe 
des Zentrums abnehmen mussen (urn im Zentrum Null zu werden), und hier 
wird die chemische Zusammensetzung dann mit hineinspielen. Prinzipiell sind 
Molekulargewicht, Absorptionskoeffizient und Nettostromanderung bei bekannter 
chemischer Zusammensetzung und gegebener Temperatur und Diehte berechen
bar. Praktisch ist man naturlich von dem jeweiligen Stand der theoretischen 
Physik abhangig. 

Angenommen, die theoretische Physik sei vollkommen entwickelt. Man kannte 
dann die Untersuchung der gegebenen Sternmasse M vollstandig durchfUhren. 
Urn zu entscheiden, ob die Sternmasse mit einem bestimmten Radius (R) und 
einer bestimmten Leuchtkraft (L) existieren kann, rechnet man von der Ober
flache nach innen, so wie es oben beschrieben worden ist. Molekulargewicht, 
Absorptionskoeffizient und Nettostrom kannen jetzt durch den ganzen Stern 
bis zum Zentrum verfolgt werden. 1m Zentrum muB nun die ganze Sternmasse 
gerade verbraucht und eben so der Nettostrom gerade auf Null herabgegangen 
sein. Wenn nun der betrachtete Stern mit dem Radius R und der Leuchtkraft L 
nicht existieren kann, so zeigt sich dies, indem fUr die mit (R, L) durchgerech
nete Lasung diese beiden Bedingungen nicht erfullt sind. In der Tat sind die 
beiden Bedingungen gleichbedeutend mit zwei Gleichungen fUr die unbekannten 
GraBen R und L. Es wird sich eine eindeutige Lasung ergeben (oder vielleicht 
zwei Lasungen, so wie eine Gleichung zweiten Grades zwei reelle Lasungen haben 
kann). Es sind also Radius und Leuchtkraft und auch der ganze Aufbau (Dichte
verteilung usw.) eindeutig (oder, was im Gegensatz zu unendlichdeutig prinzipiell 
dasselbe ist, vielleicht zweideutig) durch die Masse und die chemische Zusammen
setzung bestimmt. Unter der Voraussetzung einer vollkommenen theoretischen 
Physik kannte man durch das beschriebene Verfahren R und L berechnen. Fur 
die Sonne, wo Masse, Radius und Leuchtkraft beobachtet sind, wurde man um
gekehrt auf die chemische Zusammensetzung zuruckschlieBen und dann auch 
den inneren Aufbau vollstandig bestimmen kannen. 

Jede Lucke in der theoretischen Physik fUhrt zu Unsicherheiten in den be
rechneten R- und L-Werten und uber den inneren Aufbau, obgleich naturlich 
an dem Satz, daB diese durch die Masse und chemische Zusammensetzung ge
geben sind, niehts geandert wird. Dieser Satz gilt immer, wenn ein konstanter 
Gleichgewiehtszustand vorhanden ist. Wenn aber z. B. ein merkliches Zusammen
schrumpfen der Sternmasse stattfindet (s. oben) , so gilt der Satz nicht mehr. 
In unseren SchluBfolgerungen wurde ein Zusammenschrumpfen sich da bemerkbar 
machen, wo wir von dem von Temperatur, Dichte und chemischer Zusammen
setzung abhangigen Energieverlust der Materie zwischen zwei Kugelflachen auf 
die Anderung im Nettostrom schlieBen; hier muBten wir dann die durch die 
Schrumpfung verursachten Anderungen mitberucksichtigen. Bei der Berechnung 
des Radius wurde die Schrumpfungsgeschwindigkeit eingehen. Oder, anders aus
gedruckt, der Radius ware beliebig, die Scbrumpfungsgeschwindigkeit (oder Aus
dehnungsgeschwindigkeit) durch den Radius bestimmt. 

Gegenwartig ist man nun von der vollstandigen DurchfUhrung der oben 
skizzierten Rechnungen noch weit entfernt. In der Tat besteht in der gegen-
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wartigen theoretischen Physik eine Liicke, die sich gerade auf diesem Gebiet 
empfindlich bemerkbar macht. Die Erscheinungen, die auf die Hiillenelektronen 
der Atome zuriickzufiihren sind, lassen sich befriedigend deuten. Ebenso ist 
man in der Lage, Atomkernphysik zu treiben, so lange man sich auf die Be
handlung der schweren Teilchen (lX-Partikeln, Protonen, Neutronen) beschranken 
kann. Bei der Deutung derjenigen Phanomene aber, wo Elektronen, die den 
groBen Kraftwirkungen in den Atomkernen ausgesetzt sind, mit hineinspielen, 
versagt die jetzige theoretische Physik. Dies bedeutet auch fiir das hier be
handelte Problem eine Unsicherheit, weil die Zustandsgleichung der Materie bei 
extrem hohen Dichten, bei denen alle Elektronen sehr groBen Kraften ausge
setzt sind, vorlaufig als unbekannt gelten muB. (In einem Neutronengas kommen 
die Elektronen allerdings nur in schweren Teilchen vor). 

Es besteht infolgedessen zur Zeit einige Unsicherheit iiber den inneren Auf
bau der Sonne und der Sterne. Zwei wesentlich yerschiedene Auffassungen sind 
moglich. 

N ach der a1teren Theorie kommen extreme Dichten im Innern der Sterne 
iiberhaupt nicht vor. Sind Masse, chemische Zusammensetzung sowie Radius 
gegeben, so kann man in der Tat die Leuchtkraft derartig wahlen, daB die eine 
der beiden Bedingungen erfUllt wird, namlich die, daB die gesamte Masse bei 
Erreichung des Zentrums gerade aufgebraucht ist, und zwar ohne daB extreme 
Dichten oder Temperaturen iiberhaupt erreicht werden. Untersucht man, wie 
es mit der anderen Zentrumsbedingung steht, so kommt man, zunachst jeden
falls, zu dem SchluB, daB sie nicht erfiillt ist. Die Temperaturen und Dichten 
sind verha1tnismaBig so niedrig, daB man physikalisch erwarten muB, daB die 
Atomkerne nur ganz geringe Energiemengen verlieren konnen, Lr wird nach 
dieser Losung also bis zum Zentrum ungefahr konstant bleiben, also nicht bis 
auf Null abnehmen. Urn diese Theorie aufrechthalten zu konnen, muB man 
sich auf den Standpunkt stellen, daB wir auch iiber durchaus normale Materie 
keine sicheren Aussagen mach en konnen, uns also irren konnen, wenn wir be
haupten, bei normalen Temperaturen und Dichten werden die Atomkerne von 
auBeren Kraften nicht beeinfluBt und kcnnen keine graBen Energien verlieren. 

Die neuere Theorie empfindet die letztbesprochene Schwierigkeit viel ernster 
und sucht sie folgendermaBen zu beseitigen. Wahlt man, wieder unter der 
Voraussetzung, daB Masse, chemische Zusammensetzung und Radius gegeben 
sind, die Leuchtkraft kleiner als den der alteren Theorie entsprechenden Wert Lo 
(s. oben) , so wird alle Masse verbraucht, ehe das Zentrum erreicht wird; wahlt 
man die Leuchtkraft groBer als diesen Wert, so scheint zunachst bei Erreichung 
des Zentrums Masse iibrigzubleiben. In beiden Fallen waren die entsprechenden 
Losungen zu verwerfen. Nun tritt aber bei L groBer als Lo gerade der Fall ein, 
daB die Dichte in der Nahe des Zentrums extrem hohe Werte erreicht. Daraus 
folgt, daB man gegenwartig iiberhaupt nicht imstande ist, die L> Lo ent
sprechenden Losungen bis zum Zentrum zu verfolgen, man also auch nicht be
haupten kann, die Zentrumsbedingung fUr die Masse sei nicht erfiillt. Urn nun 
diese neuere Theorie zu behaupten, muB man annehmen, daB die Materie bei 
extrem hohem Druck iiberkompressibel wird, so daB sie viel starker zusammen
gepreBt werden kann, als man durch Extrapolation der fUr normale Materie 
geltenden Zustandsgleichungen erwarten wiirde. 1st dies der Fall, so kann die 
gesamte Masse bei Erreichung des Zentrums gerade verbraucht sein. Der Grad 
der "Oberkompressibilitat legt den "OberschuB von L iiber Lo fest. Nach dieser 
Losung ergeben sich keine Schwierigkeiten bei der zweiten Bedingung: L, bleibt 
bis zur Erreichung der extremen Zone in der Nahe des Zentrums ungefahr kon
stant, fii.1lt aber durch diese bei richtig gewahltem Radius gerade auf Null_ abo 
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Bei groBerer Vollkommenheit der theoretischen Physik wird man entscheiden 
konnen, welche der beiden Theorien die richtige ist. 

Es ist nun auch klar, wieweit es moglich ist, die gegebenen Massen und 
chemischen Zusammensetzungen entsprechenden Radien und Leuchtkrafte zu 
berechnen (s. oben). Die Zentrumsbedingung fUr die Masse fUhrt auf eine 
Relation zwischen Masse, Radius und Leuchtkraft, in die auch gewisse Kon
stanten, die die chemische Zusammensetzung charakterisieren, eingehen. Die 
Relation ist verschieden nach den beiden Theorien, indem unter anderem die 
Kompressibilitat der Sternmaterie fUr die beiden Theorien verschieden sein muB; 
es ist ja auch L> Lo. Man wird aber erwarten, daB der Unterschied zwischen 
Lund Lo nicht so sehr groB sein wird, da wahrscheinlich nur ein kleiner Teil 
der Masse sich im uberdichten Kern befindet. Die Zentrumsbedingung fur Lr 
liefert die andere Relation, es leuchtet aber nach dem bereits Gesagten ein, 
daB man gegenwartig nicht daran den ken kann, diese Relation wirklich auf
zustellen. 

Die erstgenannte Relation, die man also angenahert wirklich aufstellen kann, 
nennt man gewohnlich die Masse-Leuchtkraft-Relation. Von dieser wird in einem 
folgenden Abschnitt die Rede sein (vgl. S. 398). 

Setzt man in die Masse-Leuchtkraft-Relation die bekannten Werte von Masse, 
Radius und Leuchtkraft fUr die Sonne ein, so hat man eine Gleichung fUr die 
genannten, die chemische Zusammensetzung charakterisierenden Konstanten. Es 
zeigt sich, daB eine Zusammensetzung, wie sie in der Atmosphare der Sonne 
gefunden wurde, Konstanten ergibt, die zu der Gleichung passen. Es ist daher 
wahrscheinlich, daB die chemische Zusammensetzung von der Oberflache bis zu 
tiefen Schichten ungefahr dieselbe bleibt. Speziell solIte Wasserstoff ungefahr 
ein Drittel der Materie nach Gewicht ausmachen. 

Zusammenfassend kann man sagen, daB es als gesichert gelten kann, daB 
der groBte Teil der Sonne aus hochionisierter Materie besteht. Die Temperatur 
steigt schnell auf einige Millionen Grad, schlieBlich auf jedenfalls etwa 20 Millionen 
Grad. Die Dichte ist in den auBeren Schichten niedrig, steigt aber jedenfalls 
auf ein Vielfaches der Durchschnittsdichte (die 1.4mal der Dichte des Wassers 
betragt), wobei jedoch die Materie infolge der Ionisation sich wie ein ideales 
Gas verhalt. Wahrscheinlich bleibt die chemische Zusammensetzung bis weit 
in die Sonne hinein ungefahr dieselbe wie auf der Oberflache, d. h. ein Drittel 
Wasserstoff und sonst hauptsachlich Helium, Stickstoff, Natrium, Magnesium, 
Kalium, Kalzium, Silizium und Eisen. Dies Ergebnis ist schon weniger gesichert. 

Vielleicht besitzt die Sonne einen uberdichten Kern, auf den dann der be
obachtete zeitliche Energieverlust falIt oder, wie man zu sagen pflegt, der die 
gesamte ausgestrahlte Energie erzeugt. 

Der Radius und die Leuchtkraft der Sonne entsprechen der Masse und der 
chemischen Zusammensetzung in der Weise, daB die Ausstrahlung durch den 
Gleichgewichts-Temperaturverlauf bestimmt ist, der Radius aber dadurch, daB 
er sich geandert hat, bis die von den Atomkernen erzeugte Energie der Leucht
kraft entsprach. 

Die Planeten und die Trabanten. 
212. Allgemeines uber die Hattptplaneten. In der untenstehenden Tabelle 

sind die Bahnelemente fUr die acht alten Hauptplaneten und den neuentdeckten 
auBersten Planeten, Pluto, zusammengestelIt: die mittlere Entfernung a, die 
Exzentrizitat e, die Perihellange 'J"C, die Lange des aufsteigenden Knotens Q 
und die Neigung i. Die Zahlen haben Gultigkeit fUr das Jahr 1930. Bei 'J"C und Q 
ist die jahrliche Anderung (L1 'J"C und L1 Q), teils als Folge der sakularen Storungen, 
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teils und besonders auf Grund der Prazession angefUhrt. Die Anderung der 
Neigung betragt fUr alle nur den Bruchteil einer Sekunde im Jahr; die Ande
rung der Exzentrizitat wird im Laufe von 100 Jahren im allgemeinen nur einige 
wenige Einheiten in der fiinften Dezimalstelle betragen. 1m iibrigen werden 
diese Zahlen etwas verschieden ausfallen, je nachdem ob man unter den sakularen 
Anderungen gewisse langperiodische Storungen auffiihrt, die im Laufe von mehre
ren Jahrhunderten in derselben Richtung wirken konnen oder nicht. Kurze 
Period en konnen in einer solchen Tafel natiirlich nicht mit aufgenommen werden. 

In der letzten Spalte ist das Verhaltnis zwischen der Masse der Sonne und 
der des Planet en angefiihrt. 

a Jr LI;t D LID Masse 
Sonne: Planet 

Merkur . 0.38710 1 0.20562 76° +0'.91 47 0 30' +0'.7 7° 0' 5-10 Mill. 
Venus 0.72333 0.00681 130 35 +0.8 76 3 +0.3 3 24 408000 
Erde . 1.00000 0.01674 101 44 +1.0 I 332270 
Mars. 1·52369 0·()9334 334 46 + 1.1 49 1 +0·5 1 51 3093500 
Jupiter. 5.20280 0.04839 13 + 1.0 1 99 44 +0.6 1 18 1047.35 
Saturn 9.53884 0.05579 [ 91 + 1.2 113 3 +0·5 2 29 3501.6 
Uranus. 19.19098 0.047 13, 169 +0.9 73 38 +0.3 0 46 22869 
Neptun. 30.07067 I 0.00855144 +0·5 131 1 +0.7 1 47 19700 
Pluto. 39.5177 0.24864 222 '108 57 17 9 3000000? 

I I 

Schreibt man die Zahlen 0, 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192, 384 auf und addiert 
iiberall 4, so erhalt man die Reihe: 

4, 7, 10, 16, 28, 52, 100, 196, 388, 
Zahlen, die mit einer gewissen Annaherung die mittleren Entfernungen der 
Planeten, mit 10 multipliziert, wiedergeben; nur Neptun faUt ganz aus der 
Reihe heraus. Die Zahl 28 fallt zwischen Mars und Jupiter. Diese sog. BODEsche 
Reihe wurde vor der Entdeckung der kleinen Planeten zwischen Mars und Jupiter 
und vor der Entdeckung von Uranus, Neptun und Pluto aufgestellt. 

Die im folgenden angefiihrten Dimensionen der Planet en griinden sich auf 
Messungen von BARNARD, die er teils auf der Lick-, teils auf der Yerkes-Stern
warte ausfUhrte. Zum Vergleich mit den entsprechenden GroJ3en auf der Erde 
ist die Sonnenparallaxe 8".80 benutzt worden. Wird diese urn 0".01 vermindert, 
miissen alle linearen Dimensionen urn sehr nahe 1/850 ihres Wertes vergroJ3ert werden, 
die Oberflache und das Volumen bzw. urn das Doppelte und das Dreifache 
davon. Bei der Berechnung von Oberflache und Volumen ist auf die Abplattung 
sowohl der Erde als auch des Planeten Riicksicht genommen, bei letzterem so
weit sie bekannt ist. 

Merkur. 

213. Bahn. Dimensionen. Masse. Dichte. Ober/lache. Rotation. Merkur ist der 
kleinste der neun graJ3en Planeten (evtl. Pluto ausgenommen), und nachst Pluto 
hat er die Bahn mit eer groBten Exzentrizitat. Aus den in der obigen Tabelle 
angefiihrten Werten fiir a und e folgt die Periheldistanz 0.)075 und die Aphel
distanz 0.4667, die gleich den Sinus von 17° 55' bzw. 27° 49' sind; diese Winkel 
bestimmen also die groJ3te Elongaticn ces Merkur von der Sonne, wenn der 
Planet die groJ3te Elongation im Perihel bzw. im Aphel erreicht (vgl. S.151). 
Selbst fiir diese Bahn betragt die Abplattung nicht mehr als 1/47 . 

Die siderische Umlauf~zeit ist 87.969 Tage, woraus in gewohnlicher Weise 
gefunden wird, daB die synodische durchschnittlich 116 Tage betragt. Merkur 
wird deshalb durchschnittlich dreimal im Jahre in die obere und ebensooft in 
die untere Konjunktion mit der Sonne kommen. Wegen des groJ3en Unter-



280 Das Sonnensystem. 

schieds der Geschwindigkeit in den verschiedenen Teilen der Bahn kann die 
Zeit zwischen zwei Konjunktionen jedoch mehrere Tage vom DurchschniHs
wert abweichen. 

Wenn eine untere Konjunktion genugend nahe einem der Knoten eintritt, 
wird ein Merkurdurchgang stattfinden. Da die Lange des aufsteigenden Knotens 
4r ist, die Lange des absteigenden also 22r. so wird ein DlJ.rchgang eintreten, 
wenn die heliozentrische Lange der Erde gleichzeitig diese Werte hat, also die 
geozentrische Lange der Sonne dieselben Werte in umgekehrter Reihenfolge. Das 
ist der Fall am 10. November und am 8. Mai; urn diese Tage herum kannen also 
Merkurdurchgange eintreten. Die Durchgange wiederholen sich sehr nahe in 
einer Periode von 217 Jahren. in der 20 im November und 9 im Mai eintreten. 
Fur die Novemberdurchgange ist die Zwischenzeit 7 oder 13, selten 6 Jahre, 
fUr die Maidurchgange 13 oder 33, selten 20 Jahre. Nach einem Maidurchgang 
folgt immer 31/2 Jahre spater ein Novemberdurchgang. 

Der Winkeldurchmesser des Merkur, aus der Entfernung 1 gesehen, ist 6".59; 
da seine Entfernung von der Erde niemals kleiner als 0.55 werden kann (steht 
namlich der Planet im Aphel zwischen Sonne und Erde, so ist die Entfernung 
der letzteren 1.015), so kann )Ierkur also niemals graBer als 12" erscheinen. 
Sein Radius ist 0.374, seine Oberflache 0.141 und sein Volumen 0.053, alles in 
Einheiten der entsprechenden GraBen fur die Erde. Es ist schwierig, die Masse 
des Merkur zu bestimmen, da er nur geringe Starungen auf die anderen Planeten 
ausubt; den in § 212 angefUhrten Grenzwerten entsprechen: die Masse 0.066 
und 0.033, die Dichte 1.25 und 0.63, die Schwere auf der Oberflache 0.47 und 0.24 
in Einheiten derselben GraBen fUr die Erde. Wie wir spater sehen werden, 
kann einer der periodischen Kometen (der ENcKEsche Komet) dem Merkur 
manchmal sehr nahe kommen; durch Berechnung der Beobachtungen dieses 
Kometen hat BACKLUND einen Wert der Masse des Merkur gefunden, der der 
unteren der erwahnten Grenzen (1: 10 Millionen) sehr nahe liegt. 

Die Helligkeit des Merkur ist im Maximum etwa gleich der des Sirius. Die 
Helligkeit eines Planet en andert sich mit dem Abstand Sonne-Planet, mit dem 
Abstand Planet - Erde und mit dem Phasenwinkel (vgl. S. 153). Sie ist von 
dem Reflexionsvermagen des Planet en abrangig. 

Das RefIexionsvermagen eines Karpers charakterisiert man durch Angabe 
seiner Albedo. Die geometrische Albedo definiert man als das Verhaltnis 
zwischen der diffus refIektierten Lichtmenge und der auffallenden Lichtmenge, 
wenn das Licht senkrecht auf den Karper fallt. Die astronomische Albedo 
ist das Verhaltnis zwischen diffus refIektierter und auffallender Lichtmenge, wenn 
der Karper kugelfarmig ist und das auffallende Licht paralleles Licht ist. Die 
Planetell sind in groBer Naherung Kugeln, die von parallelem Licht erIeuchtet 
werden. In der Astronomie benutzt man immer die letztgenanllten Albedo; 
die im folgenden angefUhrten Albedowerte beziehen sich auf diese. 

Fur Merkur hat man aus den beobachteten HelIigkeiten die Albedo 0.07 
gefunden. Diese Albedo ist sehr gering. Zum Vergleich sei die Albedo einiger 
irdischer Gegenstande angefUhrt. Kreide hat die Albedo 1, dunkle Lava 0.05. 
Kumuluswolken haben hohe Albedo (etwa 0.8), Walder und Tiefseen sehr geringe 
(0.03 bis 0.05). 

Die Oberflache des Merkur erscheint fUr gewahnlich gleichmaBig hell. Nur 
unter besollders gunstigen Umstanden hat man schwache Schattierullgell, also 
eine Andeutung von hellen sowohl als auch dunklen Flecken sehen kCinnen. 
SCHIAPARELLI, der den Planet ell wahrend einer Reihe von synodischen Umlaufen 
mit Aufmerksamkeit verfolgt hat, war der Meinung, daB er einzelne solcher 
Flecken nach VerIauf einer langeren Zeit habe wiederfinden kannen, und er 
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hat auf dieser Grundlage eine Art Karte der OberfHi.che angefertigt. Er kam 
dabei zu dem Resultat, daB Merkur eine sog. ge bundene Rotationhat, d. h. daB 
die Rotationszeit gleich der Umlaufszeit sein sollte, also 88 Tage; der Aquator 
des Planet en sollte nahezu mit der Bahnebene zusammenfallen. Er wlirde dann 
der Sonne immer dieselbe Seite zuwenden. 

Neuere Untersuchungen haben indessen das Resultat SCHIAPARELLIS nicht 
bestatigt, insofern die Temperaturmessungen nicht den groBen Unterschied in 
der Temperatur auf der Tages- und Nachtseite gegeben haben, der aus der An
nahme einer gebundenen Rotation folgen wlirde. Man nimmt jetzt an, daB die 
Rotationszeit des Merkur hochstens einige wenige Tage betragt (liber Tempera
turmessungen S. unter dem Planeten Mars). 

Venus. 
214. Bahn. Venusdttrchgange. Dimensionen. Masse. Dichte. Ober/lache. Rota

tion. Von allen groBen Planet en besitzt Venus die Bahn, die sich der Kreis
form am meisten nahert. Ihre Entfernung von der Sonne kann nur zwischen 
0.718 und 0.728 variieren, wogegen ihre Entfernung von der Erde zwischen 0.26 
und 1.74 wechselt. 

Die siderische Umlaufszeit betragt 224.7008 Tage, woraus die synodische 
583.9212 Tage oder nahezu 1.6 Jahre folgt. Da so flinf synodische Umlaufe 
8 Jahre betragen, wird der Planet nach Verlauf von 8 Jahren zu derselb€ll Zeit 
des Jahres in dieselbe Stellung zur Sonne kommen; infolge der geringen Ex
zentrizitat der Bahn wird sich dies von einem Mal zum anderen nur sehr wenig 
andern. Namentlich kann bemerkt werden. daB die Venus zur Zeit jedes 8. Jahr 
(1929, 1937 usw.) ihre groBte ostliche Elongation Anfang Februar und 3 Jahre 
danach (1932, 1940 usw.) Mitte April hat. In beiden Fallen steht der Planet 
unter unseren Breiten besonders glinstig als Abendstern (§ 71). 

Diese 8 Jahre spielen auch eine Rolle in der Periode der Venusdurchgange. 
Da die Lange des aufsteigenden Knotens 76° betragt, sieht man in derselben 
Weise wie bei Merkur, daB soIche urn den 8. Dezember herum (beim aufsteigen
den Knoten) und urn den 7. Juni herum (beim absteigenden Knoten) stattfinden 
mlissen; diese Zeitpunkte konnen auch daraus abgeleitet werden, daB die Lange 
des Knotens ungefahr 29° groBer ist als bei Merkur, die Venusdurchgange also 
etwa 29 Tage spater im Jahr eintreten mlissen als die Merkurdurchgange. 
Venusdurchgange treten in der Regel paarweise mit einem Zwischenraum von 
8 Jahren auf, und dann immer so, daB der folgende Durchgang auf ein 2 bis 
3 Tage frliheres Datum faIlt als der vorhergehende, wie man aus der folgenden 
Zusammenstellung ersieht; diese enthalt auch die Anzahl Tage in 13 Umlaufen 
der Venus relativ zum Knoten, die librigens nur 0.025 Tage klirzer sind als 
13 siderische Umlaufe, da das Rlickwartsschreiten des Knotens nur 0'.3 im 
Jahre betragt, also 2'.4 in 8 Jahren, und die heliozentrische Bewegung der 
Venus 21600': 225 = 96' taglich ist: 

8 julianische Jahre . . . . . .. .. = 2922.00 Tagen 
5 synodische UmHi.ufe der Venus. .. = 2919.61 

13 UmHiufe der Venus relativ zum Knoten = 2921.09 

Wenn die Venus nach flinf synodischen Umlaufen wieder in untere Kon
junktion mit der Sonne kommt, fehlen also 2.4 Tage an 8 vollen Jahren. Nach 
30 soIchen Perioden, 240 Jahren also, ist der Unterschied auf 72 Tage gestiegen; 
da aber zwei synodische Umlaufe 3 Jahre und 72 Tage betragen, so sieht man, 
daB nach 243 Jahren am selben Knoten eine neue Periode beginnen wird, und 
in jeder soIchen Periode konnen vier Durchgange eintreten, und zwar je zwei 
mit einem Zwischenraum von 8 Jahren. Die untenstehende Tafel zeigt die Zeit 
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fiir einige beobachtete und zwei kommende Venusdurchgange, woraus die Periode 
hervorgeht : 

1761 JlIni 6 
1769 JlIni 3 

1874 Dezember 8 
1882 Dezember 6 

2004 JlIni 7 
2012 JlIni 5 

Es kann indessen auch vorkommen, daB der eine von zwei Durchgangen 
mit achtjahrigem Zwischenraum ausbleibt. Dies folgt aus der Tatsache, daB 
nach flinf synodischen Umlaufen noch 1.48 Tage an 13 vollen Umlaufen rela
tiv zum Knoten fehlen. Damit ein Durchgang stattfinden solI, darf namlich 
die geozentrische Breite der Venus den Winkelradius der Sonne, der 16' ist, 
nicht iibersteigen; bei unterer Konjunktion ist die heliozentrische Breite im Ver
haltnis 277: 723 kleiner, darf also 6' .1 nicht iibersteigen. In derselben Weise 
wie bei Finsternissen (§ 149) findet man hieraus, daB die Entfernung vom Kno
ten 6'.1 : sin i nicht iibersteigen darf, wo i = 3 0 24', was als Grenze auf der einen 
oder der anderen Seite des Knotens 103' gibt, zusammen also ein Gebiet von 206', 
in dem ein Durchgang stattfinden kann. Da nun die Bewegung der Venus 
(96' taglich) in 1.48 Tagen 142' betragt, so muB ein Durchgang notwendiger
weise innerhalb dieses Gebietes stattfinden, zugleich aber sieht man, daB, wenn 
ein solcher weniger als 39' vom Knoten auf der einen Seite eintritt, die Kon
junktion 8 Jahre vorher oder nachher mehr als 103' vom Knoten auf der anderen 
Seite stattfinden muB, also auBerhalb der Grenze fiillt. 

Die Verhaltnisse werden durch Abb. 136 illustriert, wo EE ein Bogen der 
Ekliptik, VV ein Bogen der Venusbahn von der Erde aus gesehen ist; Q ist 

V 

~~~ 
Abu. '"h. 

der aufsteigende Knoten, und die Bewegung geht in der Pfeilrichtung vor sich. 
Die erste Konjunktion findet statt mit dem Sonnenzentrum in B und der Venus 
in A, die nachste, nach Verlauf von 8 Jahren in einer heliozentrischen Ent
fernung von 142' davon entfernt, mit der Sonne in b und der Venus in a. Hier 
fallen also beide Konjunktionen innerhalb des Gebietes fiir Durchgange, da aber 
142> 103, mussen sie notwendigerweise auf verschiedenen Seiten des Knotens 
stattfinden, und die Sehnen, die man die Venus iiber der Sonnenscheibe be
schreiben sieht, miissen auf verschiedenen Seiten vom Sonnenzentrum liegen. 
Aus dem Obenstehenden geht hervor, daB die Entfernung (A C auf der Ab
bildung) 142: 206 oder ungefahr 0.7 des Sonnendurchmessers betragen wird. 
Der Winkel, den die Sehne mit der Ekliptik bildet, hangt zugleich von der Be
wegung der Erde ab und ist immer graBer als die Neigung. 

Der Winkeldurchmesser der Venus in der Entfernung 1 ist 17".14, wenn sie 
uns aber in der unteren Konjunktion so nahe als maglich ist, betragt der Durch
messer 17".14: 0.26 = 66", dagegen in der oberen Konjunktion nur 10". Der 
wirkliche Radius ist 17.14: 17.60 = 0.974 yom Aquatorradius der Erde, das 
Volumen 0.925 von dem der Erde. Dem § 212 zufolge ist ihre Masse 0.814, 
ihre Dichte folglich 0.88 und die Schwere auf der Oberflache 0.86 der entsprechen
den GraBen fiir die Erde. 

1m Maximum erreicht Venus die GraBenklasse - 4m.3 und ist dann mehr 
als 10mal so hell wie Sirius. 

Die Albedo der Venus ist sehr groB, gleich 0.59. 
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Wenn die Venus bei ganz kleiner Phase nahe der unteren Konjunktion steht, 
hat man manchmal die ganze Scheibe sehen konnen, eben so wie beim Mond 
vor und nach Neumond. Dies hat wahrscheinlich seinen Grund in der Atmo
sphiire des Planeten, die eine sich bis auf die Nachtseite erstreckende Diimme
rung hervorbringt, wodurch die Konturen des Planeten sichtbar werden. 

Schattierungen in dem starken, gleichmiiBigen Licht der Venus sind noch 
schwerer zu sehen als auf dem Merkur. Aus seinen diesbezuglichen Beobachtungen 
glaubte SCHIAPARELLI schlieBen zu konnen, daB die Venus eine ge bundene 
Rotation hat, also immer dieselbe Seite gegen die Sonne kehrt. Wegen der 
groBen Entfernung von der Sonne ist die Richtigkeit dieses Resultats nicht 
sehr wahrscheinlich. Man hat versucht, die Spektralanalyse auf dies Problem 
anzuwenden, die Geschwindigkeiten aber, von denen hier die Rede ist, sind so 
klein, daB sie sich der Grenze des liberhaupt MeBbaren niihern. Die Frage der 
Rotationsdauer der Venus muB als nngelOst betrachtet werden. 

Erde und Mond. 

215. Lange der verschiedenen ] ahreszeiten. Die mittlere Entfernung der 
Erde ist im Abschnitt liber die Sonne in § 206 angefUhrt worden; sie betriigt 
149500000 km. 1m Perihel und im Aphel weicht die Entfernung 2.5 Millionen 
Kilometer davon abo Die Geschwindigkeit der Bahnbewegung kann aus der Glei
chung (36) in § 163 berechnet werden und betragt in mittlerer Entfernung 29.765, 
im Perihel 30.27 und im Aphel 29.27 km in der Sekunde. 

Wie in der Tabelle § 212 angefUhrt, wachst die Perihellange 1', genauer 61".9, 
im Jahre, wovon 11".6 von der rechtlaufigen Bewegung der Apsidenlinie, der Rest 
von der retrograden Bewegung der Aquinoktiallinie 
(der Prazession) herrlihren. Hiervon geht im Lauf der 
Zeit ein EinfluB auf die Lange der Jahreszeiten aus. 
Abb.137 stellt die Erdbahn (mit ubertriebener Exzen
trizitat) dar, mit der Sonne in s, dem Perihel in P, dem Sf-----=-Fs= =____! 

Aphel in A; Fist die Stellung der Erde im Frlihlings
aquinoktium, folglich zeigt die Linie F s auf den Frlih- A 
lingspunkt V'; 5, H und W sind die Stellungen im 
Sommersolstitium, Herbstaquinoktium und Winter
solstitium. Dem zweiten KEPLERschen Gesetz zufolge 
sind die zwischen diesen Stellungen verlaufenen Zeiten 
den elliptischen Sektoren F s 5 usw. proportional; 
diese konnen nach § 120 berechnet werden. Der Tafel 

Abb . I i. 

in § 212 zufolge war im Jahre 1930 der Winkel V'sP = 101 0 44', also WsP 
= 11 044', d. h. die Erde kam 12 Tage nach dem Wintersolstitium in das Perihel. 
Da dieser Winkel aber bestandig wachst, wird die Gerade WS im Laufe der 
Zeit immer starker gegen die Apsidenlinie geneigt sein. Vor ungefahr 700 Jahren 
stand die Aquinoktiallinie senkrecht zur Apsidenlinie, WS fiel also mit PA zu
sammen, die Erde war im Wintersolstitium im Perihel; von den vier Jahres
zeiten waren dann je zwei gleich lang. Die jetzigen Verhaltnisse konnen aus 
der untenstehenden Tabelle ersehen werden, die die Liinge der Jahreszeiten in 
den Jahren 1900 und 1950 angibt. In der Tabelle ist auch darauf Rlicksicht 

Vom Friihlingsaquinoktium bis zum Sommersolstitium . 
Sommcrso!stitium bis zum Herbstaquinoktium . 
H('rbstaquinoktium bis zum Wintersolstitium . 
\\"intersolstitium bis zum Frtihlingsiiquinoktium . 

1900 1950 

· FS 92.832 92.795 Tage 
· SH 93.609 93.629" 
· HW 89.770 89.806" 
· \¥F-+ __ 8~9._0~3_1-r_8~9_.0_1_2 __ ~,, __ 

365.242 I 365·242 Tage 
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genommen, daB die Exzentrizitat im Jahre 1950 urn 0.000021 kleiner sein wird 
als im Jahre 1900. Es soIl gleichzeitig bemerkt werden, daB die periodischen 
Storungen kleine Abweichungen von diesen Durchschnittswerten hervorbringen 
konnen. 

Das Sommerhalbjahr ist also zur Zeit 7.6 Tage langer als das Winterhalbjahr. 
216. Rotation des Mondes. Libration in Lange und Breite. Die tagliche Libra

tion. Die Bewegung des Mondes urn die Erde ist in einem frtiheren Kapitel 
behandelt worden. Der Parallaxe 57' 2".7 entspricht die mittlere Entfernung 
384400 km, den Aquatorradius der Erde zu 6378.14 km gesetzt. Die groBt
mogliche bzw. die kleinstmogliche Entfernung (§ 138) ist 406730 und 356400 km. 
Einem Winkel von 1" in der Entfernung des YIondes entspricht dann 1.97 
bzw. 1.73 km. 

AuBer dieser Bewegung hat der :VIand auch eine Rotation . DaB er wah rend 
dieser immer dieselbe Seite der Erde zuwendet, kann man bereits mit dem 
bloBen Auge sehen. Die I<.otationszeit ist also dieselbe wie die mittlere 
siderische Umlaufszeit, d. h. 27.32 Tage. Hier entsteht indessen ein Phanomen 
- es wird Libration in Liinge genannt - als Folge davon, daB die Rotation 
des Mondes gleichmaf3ig, die Bewegung in der Bahn aber ungleichmafJig ist. 
Abb. 138 macht dies anschaulich. E ist die Erde und M der Mond im 
Perigaum. Zu dieser Zeit ist die Winkelgeschwindigkeit in der Balm groBer 

'. 
i 

[L-___________ .~ 

Abb. 138. 

als die Rotationsgeschwindigkeit. Wenn des
halb der :VIond den Winkel ME M' durchlaufen 
hat, hat die Rotation erst von M a bis M' a' 
mitfolgen konnen. Ein Beobachter auf der 
Erde wird in dem letzteren Fall etwas mehr 
auf der rechten und etwas weniger auf der 
linken Seite des Mondes sehen konnen als in 
der Stellung M. Ein Beobachter auf der Erde 
wird also zu gewissen Zeit en des Mcnats etwas 
weiter auf die rechte, zu anderen Zeiten etwas 
mehr auf die linke Seite des Mondes hinein

blicken konnen. Der Betrag kann 7° 53' niemals tibersteigen, ein Bogen, der in 
der Mitte der Mondscheibe von der Erde aus unter einem Winkel von etwas 
tiber 2' erscheint; am Rande sieht man ihn nur in starker Verktirzung. 

Beim Mond entsteht auch eine Libration in Breite, wahrend der man zu 
Zeiten etwas mehr tiber seinen oberen Rand hinaus, zu anderen Zeit en etwas 
mehr tiber den unteren Rand hinaus sehen kann. Bei genauer Messung der 
Lage der Details auf der Mondoberflache, die zur Bestimmung der Lage seines 
Aquators ausgeftihrt werden, hat man namlich gefunden, daB dessen Schnitt
linie mit der Ekliptik der Knotenlinie der Mondbahn parallel ist, und daB der 
Neigungswinkel 1 ° 31' betragt; da nun die Neigung der Mondbahn durchschnitt
lich 5 ° 9' betragt, so erhalt der Aquator des Mondes eine Neigung von 6° 40' 

~ 
gegen die Bahnebene. 

~£~ Dk W;,kung himon 
, i , sleht man III Abb. 139, 

$' . . die die Ebenen der Erd-
Abb. 139. bahn und der Mondbahn 

im AufriB darstellt. Die 
Erde stehe in E. Wenn der Mond seine groBte nordliche Breite in A hat, nimmt 
seine Umdrehungsachse die Stellung ns ein, wobei der Stidpol s 6° 40' vom unteren 
Rand entfernt vorn auf der uns zugekehrten Seite liegt, wah rend der Nordpol n 
auf der Rtickseite verborgen ist; wenn aber der Mond nach Verlauf von 14 Tagen 
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zu der Stellung B gekommen ist, wo die Umdrehungsachse n's' mit der vorigen 
Stellung parallel ist, wird das Umgekehrte der Fall sein. Da die Schwankungen, 
die der Mond auf diese Weise scheinbar im Laufe eines Monats ausfiihrt, senk
recht zur Ekliptik vor sich gehen, wird das Phanomen Libration in Breite 
genannt. 

SchlieBlich bewirkt die Teilnahme des Beobachters an der Ro
tation der Erde auch eine tiigliche oder parallaktische Libration, 
wie man in Abb. 140 sieht, wo ein Beobachter auf der Erdober
flache im Punkte A, fiir den der Mond aufgeht, die eine Halfte 
des Mondes iiberblicken wird, die von der Linie ab begrenzt ist; 
wenn er aber nach ungefahr einer halben Erdumdrehung zum 
Punkte B gekommen ist, wo der Mond untergeht, wird cd die 
Grenzlinie. DaB sowohl Erde als Mond sich in der Zwischenzeit 
in ihren Bahnen bewegen, kommt hierbei nicht in Betracht. Das 
Stiick, das ein Beobachter am Erdaquator auf diese Weise im 
Laufe eines Tages auf beiden Seiten der mittleren Stellung wird 
iiberblicken konnen, ist gleich der Parallaxe des Mondes, also B 
ungefahr 1 o . 

Alles in allem kann man deshalb im Laufe der Zeit von der 
Erde aus etwas mehr als die Halfte der Mondoberflache sehen. 

Abb. 140. 

Durch Photographieren des Vollmondes zu Zeiten mit verschiedener Libration 
kann man Stereoskopbilder mit stark hervortretender Korperlichkeit erhalten. 

217. Dimensionen, Masse, Dichte des Mondes. Details auf der Oberflache des 
Mondes. Aus zahlreichen Sternbedeckungen hat man gefunden, daB der durch
schnittliche Winkelradius des Mondes in der mittleren Entfernung 15' 32".8 be
tragt; dies gibt in Verbindungmit der Parallaxe 57' 2".7 fiir den Radius 0.27255Erd
radien oder 1738 km. Die Oberflache wird dann 0.074, das Volumen 0.020, 
beide in Einheiten der entsprechenden Gro13en bei der Erde ausgedriickt. Dem 
§ 141 zufolge ist die Masse des Mondes 0.012, die Dichte also 0.6 und die Schwere 
auf seiner Oberflache ein Sechstel der entsprechenden Gro13en bei der Erde. 
Eine Abplattung an den Polen hat man nicht nachweisen konnen, was bei der 
langsamen Rotation auch nicht zu erwarten war; dagegen scheint aus der Mes
sung der Wirkung der Libration auf Details in der Mitte der Mondscheibe hervor
zugehen, da13 der der Erde zugewandte Radius ein paar Kilometer langer ist als 
der Radius in dem Kreis, der die Mondscheibe begrenzt. Dies ist vielleicht die 
Wirkung einer erstarrten Flutwelle. 

Die Albedo des Mondes ist gering: 0.07, wie bei Merkur. 
Der Mond ist sehr gebirgig . Die flachsten Teile der Oberflache sind die, 

die das blo13e Auge als dunklere Flecke sieht. Seit alters her gehen sie unter 
dem Namen Meere, meistens mit lateinischen Bezeichnungen wie Mare Imbrium 
(das Regenmeer, das rechte Auge in dem Gesicht, das der Vollmond zeigt), 
Mare Nubium (das Wolkenmeer, der Mund des Gesichtes) usw. , Namen, die 
jedoch nicht buchstablich zu verstehen sind, da Wasser auf der Mondoberflache 
eine Atmosphare hervorrufen miil3te und man eine solche niemals hat nach
weisen konnen : weder bei Sternbedeckungen noch auf andere Weise zeigt sich 
die Andeutung einer Lichtbrechung. Hieraus folgt nicht gerade, daB der den 
Mond umgebende Raum absolut leer ist, sondern nur, daB eine Atmosphare, 
wenn sic vorhanden ist, eine so geringe Dichte hat, dal3 sie fiir uns unmerklich, 
also praktisch gleich Null ist. 

Durch ein gutes Fernrohr gesehen, treten die Ungleichma13igkeiten der Ober
flache bereits in der Kontur des hellen Randes in Erscheinung, noch deutlicher 
aber mit Hilfe der Schatten, die jede Erhohung wirft. Fiir die Grenze zwischen 



2S6 Das Sonnensysten~. 

dem hellen und dem dunklen Teil geht die Sonne bei zunehmendem Mond auf, 
bei abnehmendem unter. Der Sonnentag fallt also mit dem synodischen Monat, 
291/ 2 Tage, zusammen. Die Schatten erscheinen am deutlichsten bei den bei
den Vierteln, denn dann fallen die Sonnenstrahlen senkrecht zur Gesichtslinie. 
Man kann dann helle Punkte etwas auf3erhalb der Lichtgrenze im dunklen 
Teil sehen; dies sind Bergspitzen, die von der Sonne beleuchtet sind, wahrend 
der Fuf3 des Berges im Dunkeln liegt. Umgekehrt konnen auf dem hellen Teil 
des Mondes schalenformige Vertiefungen vorhanden sein, deren Boden im Schat
ten liegt. Aus der Lange der Schatten kann man die Rohe der Berge berechnen. 
}flan hat solche gefunden, deren Gipfel bis zu SOOO m tiber ihren Fuf3 hinaus-

Abb. 141. Eine der Mondkarten von SCHMIDT (Zeichnung). 

ragt, dies kann man jedoch nicht ohne weiteres mit der Rohe der Berge tiber 
dem Meeresspiegel auf der Erde vergleichen, da auf dem Monde kein gemein
sames Niveau vorhanden ist, auf das die Rohen bezogen werden konnen. Bei 
einer Rohe von SOOO m wird die Sonne beim Aufgang wegen der langsamen 
Rotation mindestens 10h.S gebrauchen, urn vom Gipfel bis zum Fuf3e zu ge
langen. 

Die zwei Abb. 141 und 142 legen ein eindrucksvolles Zeugnis ab fUr den 
Erfolg der Photographie in der Astronomie. Abb. 141 zeigt uns ein Blatt aus 
]. F. SCHMIDTS Mondatlas, der aus mtihsamem Zeichnen hervorgegangen ist 
(25 solche Blatter im Laufe von 34 Jahren). Abb. 142 zeigt uns eine moderne 
Photographie einer Mondpartie (zum Teil dieselbe Gegend wie auf Abb. 141), 
die mit einer Belichtung von ungeHihr einer Sekunde erhalten wurde. 
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Eigentliche Bergketten finden sich nur wenige, am haufigsten am Rande der 
groBen Ebenen. Desto 6fter kommen die sog. Ringgebirge vor, geschlossene Walle 
mit unebenem Kamm, die auf der Innenseite jah abstiirzen, nach auBen aber 
meistens langsamer abfallen. 1m allgemeinen liegt das Niveau der inneren Ver
tiefung niedriger als die drauBen befindliche Ebene. Mitten in der Vertiefung 

Abb. 142. Moderne ~fondphotographie, aufgenommen auf Mt. Wilsoll (sie stellt einen Teil des Gebie!es dar, das 
auf Ahb. 141 wiedergegeben ist). 

erhebt sich oft eine isolierte Spitze, ein Zentralberg, der jedoch niemals so hoch 
ist wie der Kamm des Ringgebirges. Die Formen deuten auf vulkanischen Ur
sprung, und die kleinsten Ringgebirge tragen auch den Namen Krater, die 
Dimensionen aber sind bedeutend grof3er als bei den vulkanischen Formationen 
der Erde. Es kommen Ringgebirge mit einem Durchmesser von einigen hundert 
Kilometern vor. 
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Bei Vollmond verschwinden aIle Schatten, und die Formationen sind nur 
durch die verschiedene Fahigkeit, das Licht zu reflektieren, kenntlich. Dabei 
kommt ein eigentiimliches Pl:anomen zum Vorschein. Von einzelnen groBen 
Ringgebirgen, besonders von Tycho, der nicht weit vom siidlichen Rande liegt, 
strahlen eine Menge heller Streifen nach allen Seiten aus, einzelne in einer Lange 
von iiber 1000 km. Sie stehen nicht mit den Konturen der Berge in Verbindung 
und miissen ihren Ursprung in der Beschaffenheit des Bodens selbst haben. 

218. Der Anblick des Himmelsgewolbes auf dem Monde. Yom Monde aus 
gesehen muB der Himmel einen eigentiimlichen Anblick gewahren. Da keine 
Atmosphare vorhanden ist, ist der Himmelsgrund Tag und Nacht gleich schwarz, 
und die Sterne stehen wie helle (aber nicht funkelnde) Punkte darauf, ob die 
Sonne scheint oder nicht. Der Himmel dreht sich von Osten gegen Westen, 
ebenso wie bei uns, die Sterne aber brauchen iiber 27, die Sonne iiber 29 Tage, 
urn einen Umlauf zu vollenden. Das Tageslicht hat am Mondaquator eine Dauer 
von etwa 15 Tagen, die Nacht ist ebenso lang. Unsere eigene Erde kann von 
der Riickseite des Mondes aus niemals gesehen werden, fUr jeden Punkt aber 
der Vorderseite wird sie - von den kleinen Verschiebungen durch die Libration 
abgesehen - an derselben Stelle des Himmels stehen als eine machtige Scheibe, 
die einen etwa 13mal so groBen Platz wie der Mond an unserem Himmel ein
nimmt; im Laufe der 29 Tage, die der Mondtag dauert, wird sie dieselben Phasen 
durchlaufen wie der Mond bei uns, aber zu entgegengesetzten Zeiten, und sie 
kann dadurch ziemlich stark leuchten zu der Zeit, in der die Sonne fort ist. 
Das Phanomen, das wir eine totale Mondfinsternis nennen, wird sich dort daran 
zu erkennen geben, daB die verhaltnismaBig kleine Sonnen scheibe mehrere Stun
den hindurch hinter der Erdscheibe verborgen bleibt, die dann dunkel, aber 
von einer feuerroten Gloriole - einer Wirkung unserer Atmosphare - um
geben ist. Das, was wir Sonnenfinsternis nennen, wird dagegen kaum merkbar, 
ausgenommen wenn die Finsternis total ist: ein kleiner, oft fast unsichtbarer 
schwarzer Fleck - der Kernschatten des Mondes - wird dann iiber die helle 
Erdscheibe hinwandern. 

Mars. 

219. Bahn. Dimensionen. Masse. Dichte. Oberfliichendetails. Aus der Tabelle 
in" § 212 ersieht man, daB Mars nachst Pluto und Merkur die exzentrischste 
Bahn von den neun groBen Planeten hat. Seine Entfernung von der Sonne 
ist im Perihel1.38, im Aphel1.67; seine Entfernung von der Erde kann zwischen 
0.37 und 2.68 variieren; das bringt eine sehr bedeutende Veranderlichkeit in 
der Helligkeit mit sich. Diese ist immer am graBten, wenn der Planet in Oppo
sition zur Sonne ist; je nachdem aber, ob die Opposition in dem einen oder 
dem anderen Teil seiner Bahn eintritt, kann die Entfernung von der Erde 
zwischen 0.37 und 0.68 variieren, so daB die Helligkeit nicht unbedeutend von 
der einen Opposition zur anderen variiert. Da die Lange des Perihels 3340 
betragt, welche heliozentrische Lange die Erde Ende August hat, zu einer Zeit, 
wo die Entfernung der Erde von der Sonne 1.01 betragt, so wird eine Opposition 
zu dieser Zeit des Jahres dem Mars die graBtmagliche Helligkeit geben. In
dessen hat der Planet dann immer siidliche Deklination. 

Die Albedo des Mars ist ziemlich klein, gleich 0.15. Nur Merkur und der 
Mond haben klein ere Albedo. 

Die siderische Umlaufszeit betragt 686.9797 Tage oder 1.880815 siderische 
Jahre, woraus die durchschnittIiche synodische Umlaufszeit 2.1353 Jahre ge
funden wird; infolge der Exzentrizitat der Bahn und der daraus folgenden ver
anderlichen Geschwindigkeit kann sie in Wirklichkeit zwischen 2 Jahren und 
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34 Tagen und 2 Jahren und 80 Tagen variieren. Da 7 synodische Umlaufe an
nahernd 15 Jahre betragen, wird Mars nach dem Verlauf von 15 Jahren zu 
ungefahr derselben Zeit des Jahres in Opposition zur Sonne kommen. 

Der Aquatordurchmesser des Mars erscheint in der Entfernung 1 unter einem 
Winkel von 9".67; er betragt also 0.550 desjenigen der Erde. Selbst in der 
kleinstmaglichen Entfernung wird der Durchmesser deshalb nicht mehr als 
9".67: 0.37 = 26" betragen. Die Oberflache des Planet en betragt 0.303 und 
sein Volumen 0.165; seine Masse ist 0.107, folglich deren durchschnittliche 
Dichte 0.648 und die Schwere auf der Oberflache 0.355 der entsprechenden Gral3en 
bei der Erde. 

Die Oberflache des Mars ist besser bekannt als die irgendeines der anderen 
Planeten. Selbst mit kleineren Fernrohren kann man Flecke sehen, von denen 
einige bestandig in so bestimmter Gestalt wiederkehren, dal3 sie sicher zu der 
natiirlichen Beschaffenheit des Planet en in Beziehung stehen, vielleicht zur 
Verteilung von Land und Meer oder zur Verteilung einer etwa vorhandenen 
Vegetation. SCHIAPARELLI, der detaillierte Karten des Mars gezeichnet hat, 
hat dabei die Eigentiimlichkeit bemerkt, daB kleine dunkle Flecke oft durch 
feine dunkle Streifen verbunden sind, die er Kaniile genannt hat, ohne sie damit 
jedoch als kiinstliche Produkte bezeichnen zu wollen. Die Breite des feinsten 
Streifens, den er noch wahrnehmen konnte, hat er zu 70 km veranschlagt. Die 
Realitat der Kanale muB indessen als zweifelhaft bezeichnet werden. Eine Reihe 
von Marsbeobachtern neigt am meisten dazu, sie als optische Tauschung auf
zufassen. Unter den Details des Mars haben SCHIAPARELLI sowohl als auch 
andere einen Teil im Laufe der Zeit als veranderlich gefunden. Von den ver
anderlichen Flecken sind besonders zwei bemerkenswert, namlich helle Flecke 
an den Polen. Dal3 diese durch Schnee oder Eis, auf jeden Fall durch einen 
Stoff, der von der Warme beeinflul3t wird, hervorgerufen werden, scheint daraus 
hervorzugehen, dal3 sich ihr Umfang verringert in dem Mal3e, wie der Sommer 
fortschreitet. 

Durch die konstanten Flecke, von denen einige bereits vor iiber 200 Jahren 
beobachtet worden sind, hat man die Rotationszeit des Planeten zu 24h 37m 228.7 
gefunden, die also der Lange eines Sterntages bei uns entspricht. Das Jahr auf 
dem Mars enthalt 669.60 so1cher Tage (686.98 mitt!. Sonnentage). Die Neigung 
des Aquators gegen die Bahnebene ist nach SCHIAPARELLI 24 0 52'; sie entspricht 
der Schiefe der Ekliptik bei uns. Das siidliche Sommersolstitium findet 36 Tage 
nach dem Periheldurchgang statt; wahrend der giinstigsten Oppositionen ist es 
deshalb immer der Siidpol des Planeten, der auf uns gerichtet ist. Das Sommer
halbjahr auf der nardlichen Halbkugel des Mars betragt 381, das Winterhalbjahr 
306 un serer Tage. 

220. M arsatmosphiire. Physikalische Verhiiltnisse. Die direkten Beobachtun
gen der Marsoberflache zeigen, dal3 der Mars eine Atmosphare mit Wolken
bildungen haben mul3: zeitweise sieht man die Formationen der Oberflache 
scharf, zeitweise sind sie unsichtbar, wolkenbedeckt. 

Wird der Mars mit Hilfe von Filtern photographiert, teils im violett en, teils 
im roten Licht, so sieht man die Marsscheibe mit verschiedenem Durchmesser 
auf den beiden Photographien. Violettes Licht gibt den gral3ten Durchmesser. 
Das deutet man als eine Wirkung der Atmosphare. Violettes Licht von der 
Sonne gelangt nicht bis zur Oberflache des Mars durch die Marsatmosphare 
hindurch; was man im violett en Lichte sieht, ist also von der Mars a tmosphare 
reflektiertes Licht. Der Durchmesser des Marsbildes auf einer Photographie 
mit violettem Licht entspricht deshalb dem Durchmesser des Mars, einschlieB
lich seiner Atmosphare. Rotes Licht durchdringt die Atmosphare, und der 
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Bilddurchmesser entspricht dem Durchmesser des Mars ohne Atmosphare. Aus 
dem gemessenen Unterschied der Durchmesser hat man abgeleitet, daD die Hohe 
der Marsatmosphare etwa 200 km betragt. 

1m Spektrum des von Mars reflektierten Sonncnlichts hat man Linien nach
gewiesen, die von Absorption durch Wasserdampf und Sauerstoff in der Mars
atmosphare herrtihren. Die Linien zeigen einen der Bahngeschwindigkeit von 
Mars entsprechenden DOPPLEReffckt (vgl. die Linien im Sonncnspektrum, die 
der Absorption in der Erdatmosphare cntsprechen, S.266). Diese Linien sind 
sehr schwach; dies zeigt, daB der Druck von Wasserdampf und Sauerstoff in 
der Marsatmosphare gering ist. 

Man muD erwarten, daD die Temperatur auf der Marsoberflache geringer 
als auf der Erdoberflache ist, da die Entfernung von der Sonne groDer und die 
Marsatmosphare ein schlechterer Warmekonservator als die Erdatmosphare ist. 

Direktc Messungen haben diese Vermutung bestatigt. Mit Hilfe von Thermo
saulen hat man die vom :\Lars ausgcsandte ultrarote Warmestrahlung gemessen; 
diese ist ein MaD fUr die Temperatur, da sie der vierten Potenz der Oberflachen
temperatur im absoluten MaB proportional ist. Aus den Messungen hat man 
Temperaturen zwischen - 70 ° Celsius (Morgentemperatur) und + 6 0 (Mittags
temperatur) fUr die Polargcgenden, zwischen - 45 0 und + 18° fUr die Aquator
gegenden gefunden. 

221. Marsmonde. 1m Jahre 1877, als der Planet sich in einer der gtinstig
sten Oppositionen befand, entdeckte ASAPH HALL in Washington, daD Mars 
von zwei Trabanten begleitet ist, die kurz dar auf die Namen Phobos und Deimos 
(Furcht und Schrecken, die Trabanten des Kriegsgottes bei Homer) erhielten. 
Obwohl sie so klein sind und dem Planeten so nahe stehen, daD sie nur in sehr 
groDen Fernrohren beobachtet werden konnen, gehoren sie doch zu den interes
santeren Korpern im Sonnensystem, wie man aus den folgenden Zahlen ersehen 
kann: 

Phobos . 
Deimos. 

Entf. vom Zentrum 
des Planeten 

2.77 Marsradien 
6.95 

Umlaufszeit 

i' 39m 138 .9 
30 17 54.9 

Der innere Mond bewegt sich also schneller in seiner Bahn, als der Planet 
sich urn seine Achse dreht, der einzige bekannte Fall dieser Art. Bezeichnet T 
die Rotationszeit des Planeten, t die Umlaufszeit des Trabanten, x die Zeit, 
die der Trabant gebraucht, urn wahrend der taglichen Bewegung des Himmels 
(vom Mars gesehen) zum selben Meridian zurtickzukommen, so hat man: 

1 1 1 
x T -T· 

Werden hier die obengenannten Werte der Umdrehungszeit und der Umlaufs
zeit en eingesetzt, so findet man fUr Phobos x = - 11 h 6m, fUr Deimos x=131 h 26m . 

Das bedeutet folgendes: 
Von einem Punkt auf der Marsoberflache gesehen wird der Himmel und 

seine tagliche Bewegung ahnlich wie bei uns unter derselben Breite aussehen, 
da die Rotationszeit sowohl als die Schiefe der Ekliptik nur wenig verschieden 
sind. Ftir die Monde aber entsteht ein bedeutender Unterschied. DaD x fUr 
Phobos negativ ist, bedeutet, daD dieser Mond im Westen auf- und im Osten 
untergeht, und er bewegt sich so schnell, daD er seinen nachsten Aufgang im 
Westen bereits erreicht hat, ehe die Sonne und die Sterne wahrend ihres tag
lichen Laufs einen halben Umlauf in der entgegengesetzten Richtung vollendet 
haben. Deimos geht nun zwar im Osten auf, da er aber tiber 131 Stun den oder 
51/ 3 Marstage gebraucht, urn einmal herumzukommen, wird er fUr einen Beob-
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achter unter einer niedrigen Breite beinahe 3 Tage lang iiber dem Horizont 
bleiben, und in der Zeit alle seine Phasen zweimal durchlaufen. Indessen wiirde 
er, trotz der kleinen Entfernung, mit dem bloBen Auge nicht als Scheibe ge
sehen werden konnen so wie unser Mond. Nach der Helligkeit zu urteilen kann 
der Durchmesser des Trabanten namlich kaum 10 km iibersteigen; da nun die 
Entfernung des Deimos von der Oberflache des Planeten 5.95 Marsradien oder 
etwa 20000 km betragt, so ist sein Winkeldurchmesser 1/2000 oder 1'.7. Er wird 
dann nur wie ein Punkt aussehen. 

Die Bahnebenen der Trabanten fallen nahezu mit der Aquatorebene des 
Planet en zusammen. Die Bahn des auBeren ist beinahe kreisformig, fUr Phobos 
aber ist eine merkliche Exzentrizitat vorhanden, die H. STRUVE zu 0.022 be
rechnet hat. Gleichzeitig hat er gefunden, daB die Apsidenlinie vorwarts geht, 
und zwar so schnell, daB sie in etwas iiber 2 Jahren einen vollen Umlauf am 
Himmel vollfiihrt. Dies muB von der Abplattung des Planeten herriihren, die 
er daraus zu 1/190 berechnet hat (vgl. S. 202 und 300). 

Die kleinen Planeten. 

222. Entdeckung. Anzahl. Bahnverhiiltnisse. Grope. PIAZZI in Palermo, der 
im Jahre 1792 eine Reihe Fixsternbeobachtungen angefangen hatte, behandelte 
diese in Gruppen, so daB dieselben Sterne mehrere Tage hintereinander beob
achtet wurden. Dabei wurde er darauf aufmerksam, daB ein Stern, den er zum 
ersten Male am 1. Januar 1801 gesehen hatte, seinen Ort in den folgenden Tagen 
geandert hatte, und aus der Art der Bewegung konnte er darauf schlieBen, 
daB der Stern ein Planet zwischen Mars und Jupiter sein miisse. Mit Unter
brechungen wurden die Beobachtungen bis zum 11. Februar fortgesetzt, nach 
der Konjunktion mit der Sonne konnte er ihn aber nicht wiederfinden. In
zwischen hatte GAUSS die Aufgabe gelost, die Elemente einer Planetenbahn aus 
drei Beobachtungen zu finden, und nach seiner Bahnrechnung wurde der Planet 
im Dezember desselben Jahres wiedergefunden. Er erhielt den Namen Ceres. 

In den nachstfolgenden Jahren, bis 1807, fand man noch weitere drei, die 
Pallas, Juno und Vesta genannt wurden, seit dem Jahre 1845 aber, als der fiinfte 
gefunden wurde, hat man systematische Nachforschungen angestellt. Anfangs 
wurden diese so ausgefiihrt, daB man genaue Sternkarten des Teils des Himmels 
(urn die Ekliptik herum) aufnahm, wo die Planeten sich erfahrungsgemaB be
finden; indem man spater die Sterne, die man im Felde des Fernrohrs sah, 
mit der Karte verglich, konnte man dann feststellen, ob mangelnde Uberein
stimmung durch einen kleinen Planet en oder einen Fehler in der Karte verursacht 
war, da ein Planet sich ja bewegt. Auf diese Weise fand man im Laufe der Zeit 
eine Menge neuer Planeten, die zum Unterschied gegen die alten, viel groBeren 
Planeten auch Planetoiden oder Asteroiden genannt werden. Wahrend die vier 
ersten urn die Opposition herum aber 7. oder 8. GroBe sind (Vesta sogar 6. GroBe), 
sind die spateren in den meisten Fallen viel lichtschwacher, bis zur 16. GroBe 
und darunter. 

Eine ZeitIang sah es so aus, als sei die Anzahl neuer Entdeckungen im Ab
nehmen begriffen. 1m Jahre 1891 trat jedoch ein neuer Aufschwung dadurch 
ein, daB man anfing, die Photographie als Entdeckungsmittel zu benutzen. 
Ein Fernrohr, das anstatt eines Okulars mit einer photographischen Platte ver
sehen ist, wird langere Zeit hindurch, z. B. einige Stunden lang, immer auf den
selben Punkt am Himmel gerichtet, indem das Uhrwerk, das das Fernrohr treibt, 
mit Hilfe eines Leitsterns kontrolliert wird, der durch ein mit dem Hauptfernrohr 
fest verbundenes anderes Fernrohr bestandig auf demselben Punkt des Gesichts
feldes festgehalten wird. Wenn die Platte entwickelt wird, findet man die 
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Fixsterne als Punkte, die Planeten dagegen als kurze Striche abgebildet. Zur Ent
deckung von Asteroiden wie zur Entdeckung von Unterschieden zwischen zwei 
Platten uberhaupt, die von derselben Himmelsgegend und mit demselben Fern
rohr gemacht sind, wird haufig entweder der unter dem Namen Stereokomparator 
bekannte Apparat oder das Blinkmikroskop, (s. S.438), verwandt. Durch Aus
messung der Platte kann der Ort des Planeten bestimmt werden (vgl. S. 54). 
Der erste Planet, der in dieser Weise gefunden wurde - von WOLF auf der 
Sternwarte Heidelberg im Dezember 1891 - war (323) Brucia. 

Heutzutage wei/3 man eigentlich nie, wie viele man kennt. Abgesehen da
von, da/3 fUr einen Teil derselben nicht genug Beobachtungen zu einer Bahn
bestimmung vorliegen, hat es sich als unmoglich erwiesen, die fortlaufende Be
rechnung von Ephemeriden fUr aIle zu bewaltigen; die Entscheidung, ob ein 
Strich auf einer photographischen Platte einen neuen oder einen alten Planeten 
bezeichnet, kann deshalb weitlaufige Berechnungen mit sich fUhren. 

Wenn fur einen kleinen Planet en eine sichere Bahn berechnet ist, wird er 
mit einer laufenden Nummer versehen. Nachher erhalt er auch einen Namen. 
Bis zum Herbst 1932 hatten 1223 kleine Planeten Nummern erhalten. Bis auf 
einige Ausnahmen liegen ihre Bahnen zwischen Mars und Jupiter, mit Umlaufs
zeiten zwischen 2 und 9 Jahren. Die Exzentrizitat ist oft bedeutend gro/3er 
als bei den gro/3en Planeten, bis zu 0.65, die die gro/3te bisher gefundene ist, 
namlich die des Planeten (944) Hidalgo. Ebenso weichen die Bahnebenen starker 
von der Ekliptik ab, so da/3 die kleinen Planet en oft au/3erhalb des eigentlichen 
Tierkreises vorkommen. Die gro/3te Neigung hat wieder Hidalgo, namlich 43 0 4'. 

Die Ausnahmen sind die folgenden: 
1. Die Jupitergruppe (die Trojaner). Es gibt 10 Planeten, die annahernd in der 

Bahn des Jupiter laufen; deshalb haben sie Umlaufszeiten von etwa 12 Jahren: 
(588) Achilles, (617) Patroclus, (624) Hector, (659) Nestor, (884) Priam us, (911) 
Agamemnon, (1143) Odysseus, (1172) Aeneas, (1173) Anchises und (1208) Troilus. 
AIle 10 bewegen sich nicht weit von einem der Librationspunkte L4 oder La 
(s. S. 235). 

II. (433) Eros. Dieser Planet wurde durch Photographie im Jahre 1898 in 
Berlin entdeckt und wurde spater auf der Harvard-Sternwarte auf Platten aus 
den Jahren 1893-1896 gefunden. Er hat die Umlaufszeit 1.761 Jahre und die 
mittlere Entfernung 1.458 (die mittlere Entfernung des Mars ist 1.524). Da seine 
Bahn die Exzentrizitat 0.223 hat, kommt er in der Entfernung 1.133 von der 
Sonne in sein Perihel und kann deshalb der Erde sehr nahe kommen, namlich 
wenn er in Opposition zur Sonne kommt, wah rend er sich gleichzeitig in der 
Nahe des Perihels befindet; damit dies stattfinden kann, mu/3 die Opposition 
gegen Ende Januar eintreten. Da die Entfernung der Erde zu dieser Zeit 0.984 
ist und Eros das Perihel sehr nahe dem absteigenden Knoten passiert, wird die 
Entfernung des Planet en von der Erde 0.149 oder 22 Millionen Kilometer. Solche 
gunstige Oppositionen treHen indessen ziemlich selten ein; da die durchschnitt
liche synodische Umlaufszeit 1.761 : 0.761 = 2.}14 Jahre ist, so gehOren 16 solcher 
Umlaufe dazu, bis der Bruch einer ganzen Zahl sehr nahe kommt; nach dem 
Verlauf von 37 Jahren wird die Opposition deshalb annahernd zu clerselben 
Jahreszeit stattfinclen. Eine noch gro/3ere Annaherung wird nach 35 synoclischen 
Umlaufen ocler nahezu 81 Jahren erreicht. 

Abb. 143, wo 5 clie Sonne ist, zeigt unter anclerem clie Bahnen der Planet en 
Ercle, Eros und Mars. 1m November 1900 trat eine besonders gunstige Opposition 
ein. Der Planet wurcle damals zum Gegenstand zahlreicher Beobachtungen zur 
Bestimmung seiner ParalIaxe gemacht (uber die Opposition 1931 s. § 153). Der 
Winkel cler Bahnebene mit der Ekliptik ist 1 ° 51' fUr Mars uncl10° 50' fUr Eros. 
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Wahrend der Beobachtungen des Eros in den Jahren 1900-1901 und 1930 
bis 1931 bemerkte man eine Zeitlang deutlichen Wechsel in der Helligkeit mit 
einer Periode von etwas uber 5 Stunden, ohne Zweifel als Folge einer Rotation, 
vielleicht in Verbindung mit 
einer unregelmaI3igen Form. 
Auch bei einzelnen anderen 
kleinen Planeten hat man etwas 
Ahnliches bemerkt. Einige Be
obachter haben Eros langlich 
gesehen. Die Richtung der 
langsten Achse anderte sich mit 
der Periode des Lichtwechsels. 

III. 1m Fruhling 1932 wur
den zwei planetenahnliche Him
melskorper entdeckt, die der 
Erde noch naher kommen kon
nen als Eros. Der eine, der den 
Namen Amor erhalten hat, 
wurde am 12. Marz 1932 auf 
der Sternwarte Uccle entdeckt. 
Seine Bahn liegt teilweise inner
halb der Marsbahn, und seine 
kleinste Entfernung von der 
Erde in der Entdeckungsopposi
tion ist 0.10-0.11 astronomi
sche Einheiten gewesen. Der 
andere Planet, der die vorlaufige 
Bezeichnung 1932 HA erhalten 
hat, wurde am 27. April 1932 
auf der Heidelberger Sternwarte 

--f 

Satu rn 

Abb. 143. VeI'Scbiedenc Plaoetcobahnen. 

gefunden. Dieser Planet kommt nach den vorliegenden Bahnrechnungen zeit
weise sogar innerhalb der Venusbahn und ist in der Entdeckungsopposition der 
Erde bis auf 0.07 astronomische Einheiten nahe gekommen. 

IV. Die Albert-Gruppe. Diese Gruppe umfaI3t 3 Planet en : (719) Albert, 
(887) Alinda und (1036) Ganymed. Diese zeichnen sich durch groI3e Exzentrizi
taten aus. 1m Perihel gelangen sie innerhalb des Bereiches der Bahn des Mars, 
und nachst 1932 HA, (1221) Amor und Eros sind sie die Planeten, die der 
Erdbahn am nachsten kommen konnen. 

V. (944) Hidalgo. Dieser Planet wurde im Jahre 1920 auf der Hamburger 
Sternwarte entdeckt. Die Bahn zeichnet sich durch groI3e Exzentrizitat, groI3e 
Neigung (vgl. S. 292) und eine groI3e Achse aus, die groI3er ist als die der Jupiter
bahn. In seinem Aphel erreicht Hidalgo beinahe die Entfernung des Saturn. 

Die Messung des Durchmessers ist nur bei den groI3ten Asteroiden moglich 
gewesen; BARNARD fand: fUr Ceres 0.060, fUr Pallas 0.038, fUr Juno 0.015 und 
fUr Vesta 0.030 des Erddurchmessers. Ceres ist der groI3te, mit einem Durch
messer von 765 km, Vesta aber kann heller werden, da er uns naher kommen 
kann. Nach der Helligkeit zu urteilen, werden die allermeisten der anderen 
Durchmesser in Kilometern wahrscheinlich durch zweistellige Zahlen ausgedruckt 
werc1en konnen. 

223. Maxima und Minima in der Verteilung der Umlau/szeiten der kleinen 
Planeten. Die Verteilung der kleinen Planeten in dem breiten Gurtel zwischen 
Mars und Jupiter ist unregelmaI3ig. Es treten in dieser Verteilung mehrere aus-
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gepragte Maxima und Minima bei bestimmten mittleren Bewegungen auf. Diese 
sind wahrscheinlich durch starke Storungen veranlaBt, denen die kleinen Planet en 
von seiten Jupiters ausgesetzt sind. In dem Teil des Raumes, wo die Umlaufs
zeit in einem durch kleine Zahlen ausgedriickten kommensurablen Verhaltnis 
zur Umlaufszeit des Jupiters stehen wiirde (vgl. § 197), erhalten die Storungen 
einen besonderen Charakter, der, wie es scheint, zur Folge hat, daB in diesen 
Teilen des Raumes groBe Liicken zwischen den Bahnen der kleinen Planeten 
entstehen. Als soIche Bruchteile von der Umlaufszeit des Jupiter mogen die 
folgenden erwahnt werden: 

1/3 der L'mlaufszeit des Jupiter =c 3.954 Jahren 
2/5 ., =4.745 
3/7 .. = 5.084 
1/~ " = 5.931 

Jupiter. 

224. Umlaujszeit. Dimensionen. Masse. Dichte. Rotation. Die siderische Um
laufszeit betragt 4332.588 mittJere Sonnentage oder 11.86177 siderische Jahre 
(11.86198 julianische Jahre). Die synodische Umlaufszeit betragt durchschnitt
lich 1 Jahr 34 Tage, der Planet kommt also in der Regel jedes Jahr in Opposition, 
jedesmal aber etwa einen Monat spater. 

Jupiter ist der groJ3te aller Planeten. Wenn die Opposition in der Nahe 
des Perihels (Anfang Oktober) eintritt, erscheint Jupiter unter einem Winkel 
von mehr als 50". Sein Aquatorradius ist 11.4 und der Polradius 10.7mal 
dem Aquatorradius der Erde, so daB seine Abplattung sehr bedeutend ist, namlich 
etwa ein Sechzehntel. Die ovale Form der Scheibe ist auch sehr deutIich im 
Fernrohr zu sehen. Seine Oberflache ist 124 und sein Volumen 1400mal groJ3er 
als bei der Erde, da aber die Masse nur 318mal groBer ist, betragt seine durch
schnittliche Dichte nur 0.23, so daJ3 er nur etwas schwerer als Wasser ist. Die 
Schwere an seinem Aquator ist (von der Wirkung der Zentrifugalkraft abge
sehen) 2.45 mal groJ3er als auf del' Erde. 

Jupiter ist im Maximum erheblich heller als Sirius. Die Albedo ist groB (0.56). 
Davon, daB der Jupiter eine Umdrehung hat, kann man sich durch die Flecke 

auf seiner Oberflache leicht iiberzeugen. Dabei hat es sich gezeigt, daB die 
Umdrehungsachse nahezu senkrecht zur Bahnebene steht; der Aquator ist nur 
etwa 3 0 gegen sie geneigt. Es gibt also auf Jupiter kaum einen Unterschied 
der Jahreszeiten. Am meisten in die Augen fallt auf der Oberflache des Jupiter 
eine Reihe von Streifen, die etwas unregelmaJ3ig sind, abwechselnd hell und 
dunkel und dem Aquator des Planeten ziemlich parallel. Sowohl diese als auch 
die ausgepragteren Flecke, die man haufig sieht, sind indessen im Laufe der 
Zeit so veranderlich, daJ3 man sie ausschliel3lich der hohen und dichten Atmo
sphare zuschreiben muB. Infolgedessen haben wir niemals Gelegenheit, bis auf 
die feste Oberflache des Planeten hinunterzublicken, wenn eine soIche iiberhaupt 
vorhanden ist. Als Folge hiervon findet man auch keinen konstanten Wert fiir 
die Umdrehungszeit. In dem hellen Giirtel, dem Aquator am nachsten, scheint 
sie ungefahr 9h 50m zu betragen, unter hoheren Breiten aber betragt sie etwa 
9h ssm. 1m Jahre 1878 wurde man auf einen groBen und ausgepragt roten 
Fleck auf der siidlichen Halbkugel (ungefahr unter 20 0 Breite) aufmerksam. 
Die rote Farbe verlor sich nach und nach, die Stelle aber hat man nachher eine 
lange Reihe von Jahren hindurch noch sehen konnen. Vielleicht war dieser 
Fleck durch den Ausbruch gliihender Massen aus dem Innern des Planet en 
verursacht, deren Licht sich durch die Atmosphare hindurch zu erkennen gab. 
Der Fleck hat keine vollkommen konstante Umdrehungszeit ergeben, der Wert 
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hat sich jedoch immer in der Nahe von 9h ssm 40· gehalten. Dberall auf dem 
Jupiter gibt es uber 10000 Tage im Jahre. 

In einer ahnlichen Weise wie beim Mars (vgl. S. 290) hat man die Ober
flachentemperatur des Jupiter bestimmt. Man hat Werte zwischen -110° und 
- 13 SoC gefunden. 

225. Die Jupitermonde. Jupiter ist von Monden oder Trabanten begleitet, 
deren man zur Zeit neun kennt. Hiervon sind vier so groB, daB sie ohne Schwierig
keit mit dem bloBen Auge wahrgenommen werden konnten, wenn sie frei am 
dunklen Himmel standen, das starke Licht des Planeten aber wirkt storend. Sie 
wurden entdeckt, als die ersten Fernrohre gegen den Himmel gerichtet wurden, 
ungefahr gleichzeitig von GALILEO GALILEI und SIMON MARIUs, einem fruheren 
Schuler TYCHO BRAHES in Prag. Die beinahe kreisfOrmigen Bahnen fallen nahezu 
mit der Aquatorebene des Jupiter zusammen. Da diese nur einen kleinen Winkel 
mit der Ekliptik bildet, blickt man von der Erde aus stets nahe auf die Kanten 
der Bahnen, und dies hat zur Folge, daB die Monde fast immer in einer annahernd 
geraden Linie in der Verlangerung des Aquatorstreifens des Jupiter stehen. Sie 
werden durch die Zahlen I, II, III, IV von innen nach auBen bezeichnet. 

Die anderen Trabanten, die spater entdeckt worden sind, werden mit den 
nachfolgenden Zahlen bezeichnet, nach der Zeit ihres Entdeckungszeitpunktes 
geordnet. Nr. V, der im Jahre 1892 von BARNARD mit dem groBen Refraktor 
auf der Lick-Sternwarte entdeckt wurde, hat seine beinahe kreisformige Bahn 
innerhalb der vier alten und ebenso wie diese sehr nahe der Aquatorebene. Er 
ist so lichtschwach, daB er nur in einigen wenigen sehr groBen Fernrohren ge
sehen worden ist. 

Nr. VI und VII sind photographisch entdeckt, zuerst auf Platten, die in 
den Jahren 1904 und 1905 mit dem groBen Spiegelteleskop der Lick-Sternwarte 
aufgenommen wurden, spater sind sie auch auf anderen Platten gefunden worden; 
so ist Nr. VI nachtraglich auf Platten der Harvard-Sternwarte aus den Jahren 
1894 und 1899 aufgefunden worden. Diese Trabanten wandern weit auBerhalb 
der Bahnen der alten. Ihre Bahnen sind ziemlich exzentrisch (e = 0.16 und 
0.21), und sie bilden Winkel von annahernd 30° mit der Bahnebene des Jupiter. 

Nr. VIII, der im Jahre 1908 auf einer photographischen Platte in Greenwich 
entdeckt wurde, befindet sich in noch groBerer Entfernung von Jupiter. Die 
Bahn hat eine Exzentrizitat von 0.38, und die Bahnebene ist ungefahr 22 0 gegen 
die Ekliptik geneigt. Die Bewegung des VIII. Trabanten in seiner Bahn ist 
retrograd. Beim Photographieren dieses Trabanten auf der Lick-Sternwarte 
im Jahre 1914 fand man auch Nr. IX als einen Stern 19. GroBe. Er hat eine 
Umlaufszeit von etwa 800 Tagen und retrograde Bewegung. 

Die folgende Tabelle zeigt die mittlere Entfernung vom Zentrum des Jupiter, 
mit dem Aquatorradius des Planet en als Einheit (dieser ist zu 72 590km gerechnet), 
darauf die Umlaufzeit in Tagen und schlieBlich fUr die vier alten Trabanten den 
Durchmesser, in Erddurchmessern ausgedruckt, nach den Messungen BARNARDS. 

Mond Entfemung I 
Siderische 

I 
Synodiscbe I Durchmesser Umlaufszeit Umlaufszeit 

V 2.5 Od.49818 Od.49824 
I 5.8 1 .76914 1 .76986 0.310 

II 9.2 3 .55118 3 .55409 0.258 
III 14.7 7.15455 7 .16639 0.449 
IV 25.9 16 .68902 16.75355 0.422 
VI 160 251 

I 
VII 167 265 

VIII 330 739 
IX 345 800 
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III ist also der groJ3te und erscheint auch als der hellste, und zwar als ein 
Stern 5. GroJ3e; dagegen ist IV, der den zweitgroJ3ten Durchmesser hat, schwacher 
als die drei anderen (im allgemeinen unter 6. GroJ3e), so daJ3 er eine geringere 
Albedo haben mul3. Gewisse periodische Veranderungen in der Helligkeit deuten 
darauf bin, daJ3 die Trabanten eine gebundene Rotation, ebenso wie unser Mond, 
besitzen. 

Die vier groBen Trabanten uben ziemlich bedeutende StOrungen aufeinander 
aus, durch die man ihre Massen zu bestimmen versucht hat; fur III hat man, 
jedoch mit einiger Unsicherheit, etwa 1/UXYJIJ der Masse Jupiters oder etwa 1/30 

der der Erde gefunden. Fur die anderen ist sie erheblich geringer. Fur die 
auJ3eren Trabanten erhalten auch die Storungen durch die Sonne Bedeutung. 

Fur die Bewegung der Trabanten I, II und III gelten zwei bemerkenswerte 
Relationen, zuerst nachgewiesen und naher untersucht von LAPLACE. Werden 
die Umlaufszeiten mit T], T2 und T3 bezeichnet, so hat man: 

1 3 2 
T - ·-1' - + T = O. 

1 2 3 

Bezeichnen ferner L 1, L2 und L3 die Lange der drei Trabanten in der Bahn 
(von einem willkurlichen Ausgangspunkt gerechnet), aber mit der d urchschni tt
lichen Winkelgeschwindigkeit berechnet. so ist: 

L1 - 3 L2 + 2 L3 = 180 0
, 

ein Satz, der den vorigen in sich enthalt. 
Nach der letzten Gleichung konnen diese drei Trabanten von Jupiter aus 

nie auf derselben Seite gesehen werden. 
226. OLE ROMERS Bestimmung der Lichtgeschwindigkeit mit Hille der Finster

nisse der Jupitermonde. Jupiter wirft einen machtigen Schatten, dessen Lange 
uber 1200 J upiterradien betragt. Die Trabanten, deren Bahnebenen nur einen 

kleinen Winkel mit der Bahnebene des Planeten bilden, 
kommen deshalb bei jedem Umlauf in den Schatten 

e 

o 

C 
Abb.144. 

hinein und werden verfinstert; bei IV findet dies jedoch 
im Laufe von etwa 3 Jahren nur einmal statt, worauf 
er in den folgenden 2- 3 Jahren (zusammen 1/2 Jupiter
umlauf) vorbeiwandert, ohne verfinstert zu werden. Eine 
Verfinsterung von V ist bis jetzt noch nicht beobachtet 
worden, da er zu klein ist, urn so dicht am Jupiter ge
sehen werden zu konnen, die Verfinsterungen der vier 
alten Trabanten aber konnen haufig von der Erde aus 
beobachtet werden. Es war dies das Phanomen, daJ3 im 
Jahre 1675 AnlaJ3 zu der Entdeckung gab, daB die Licht
geschwindigkeit nicht unendlich graB ist. In Abb. 144, 
wo 5 die Sonne und p Jupiter ist, kommt ein Trabant 
bei i in den Schatten hinein und bei e wieder heraus. 
OLE ROMER, der sich zu jener Zeit in Paris aufhielt, 
bemerkte, daJ3 diese Verfinsterungen nicht immer zu der 
berechneten Zeit eintrafen; dies war allerdings der Fall, 
wenn die Erde sich in der Nahe der Punkte mm befand, 
wo die Entfernungen Sonne - Jupiter und Erde-Jupiter 
ungefahr gleich sind, wenn sich die Erde aber in der 
Nahe von 0 (der Opposition) befand, trafen sie mehrere 

Minuten fruher ein, in der Nahe von c (der Konjunktion) dagegen spater; dies 
erklarte ROMER damit, daB das Licht im ersten Fall einen kurzeren, im zweiten 
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Fall einen langeren Weg zu durchlaufen hatte. Die Zeit, die das Licht braucht, 
urn von der Sonne bis zur Erde zu gelangen (die Lichtzeit) , ist 8m 188 .7. 

Wenn ein Trabant zwischen Erde und Jupiter hindurchgeht, kann man oft 
den Schatten des Trabanten als einen kleinen, schwarzen Fleck uber die helle 
Planetenscheibe hinwandern sehen. 

Die im vorigen Paragraphen angefuhrten synodischen Umlaufszeiten zeigen die 
durchschnittliche Periode fur die Verfinsterungen der verschiedenen Trabanten. 
Man sieht, daB diese Perioden fUr I, II und III sehr nahe ein gemeinsames 
Vielfaches von 437.15 Tagen haben, das 247mal die Periode des ersten, 123mal 
die des zweiten und 61 mal die des dritten umfaBt. Nach einem solchen Zeit
raum werden die Verfinsterungen sich also in derselben Reihenfolge wiederholen. 

Saturn. 

227. Bahn. Dimensionen. Masse. Dichte. Ober/lache. Rotation. Dieser Planet, 
dessen siderische Umlaufszeit 29.4566 siderische oder 29.4571 julianische Jahre 
betragt, ist nachst Jupiter der graBte. Mit dem Aquatorradius der Erde als 
Einheit ausgedruckt ist sein Aquatorradius 9.6 und der Polradius 8.8, die 
Abplattung ungefahr 1/11 , Da das Verhaltnis zwischen den Entfernungen des 
Saturn und der Erde von der Sonne (§ 212) nahezu dasselbe ist wie das Ver
haltnis zwischen ihren Durchmessern, wird Saturn, von der Erde aus gesehen, 
in ungefahr gleicher GraGe erscheinen wie die Erde von der Sonne. Die Ober
fIache Saturns ist 88, das Volumen 820, die Masse 95.0, die durchschnittliche 
Dichte also nur 0.115 der entsprcchenden GraBen fUr die Erde. Die Schwere 
auf der Oberflache ist nahezu dieselbe wie bei uns. Saturn ist im Maximum 
ungefahr so hell wie Wega. Die Albedo ist noch graBer als bei Jupiter, gleich 0.63. 

Die Oberflache des Saturn zeigt ahnliche Streifen wie die des Jupiter, jedoch 
schwacher; ausgepragte Flecke aber sieht man sehr selten. Durch solche hat 
man eine Umdrehungszeit von etwas uber 10 Stunden gefunden, meistens urn 
10h 14m herum, einzelne Flecke aber habcn bis zu 10h 39m gegeben. Der Planet 
scheint danach eine ahnliche lose Bcschaffenheit wie Jupiter zu haben. Sein 
Aquator ist 28° 5' gegen die Ekliptik und 26° 4' gegen die Bahnebene geneigt. 

228. Der Saturnring. Saturn ist vor allen anderen Planeten dadurch aus
gezeichnet, daB er von einem /lachen Ring begleitet ist, der frei in der Verlange
rung seiner Aquatorebene schwebt. Der Ring ist sowohl auBen wie inn en von 
Kreisen begrenzt, von der Erde aus sicht man ihn aber immer in der Verkurzung. 
Wahrend der Bewegung des Planeten in seiner Bahn urn die Sonne wird die 
Ringebene sich selbst parallel mitgefUhrt. Wenn die Schnittlinie der Ringebene 
mit der Ebene der Ekliptik senkrecht zur Gesichtslinie von der Erde steht, 
was zweimal wahrend jedes Umlaufs vorkommt, also ungefahr aIle 15 Jahre, 
dann erscheint der Ring als eine Ellipse, deren kleine Achse sin28° 5' oder 0.47 
der groGen Achse ist. In allen anderen Stellungen wird die Ellipse £lacher, und 
wenn die Ringebene verlangert durch die Sonne geht, was auch zweimal wahrend 
jedes Umlaufs vorkommt, sollte die Ellipse zu einer geraden Linie zusammen
fallen; der Ring ist aber so dunn, daB er unsichtbar wird, wenn er gerade von 
der Kante beleuchtet wird. Da die Peripherie der Bahn des Saturn ungefahr 
9.5 11: = 30 Erdbahndurchmesser lang ist und die Umlaufszeit nahezu 30 Jahre 
betragt, so braucht die Ringebene ungefahr 1 Jahr, urn den ganzen Durchmesser 
der Erdbahn zu durchlaufen; man sieht jetzt leicht ein, daG es im Verlauf eines 
Jahres urn den Zeitpunkt, in dem die Ringebene durch die Sonne geht, 1 oder 
3 mal, seltener 2mal, vorkommen kann, daB die Ringebene durch die Erde geht' 
wobei der Ring gerade von der Kante gesehen und dadurch unsichtbar wird. 
Auch in der Zwischenzeit zwischen zwei Stellungen, wo die Ringebene durch 
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die Erde geht , kann der Ring unsichtbar werden, namlich wenn Sonne und Erde 
sich auf verschiedenen Seiten der Ringebene befinden . Dann kehrt der Ring 
also seine unbeleuchtete Seite der Erde zu; dabei kann es vorkommen, daJ3 der 
Schatten des Ringes als ein feiner schwarzer Streifen auf dem Planet en sichtbar ist. 

Der Ring des Saturn wurde zum erstenmal im Jahre 1610 von GALILEI ge
sehen; da die Ringebene aber im Jahre 1612 durch die Sonne hindurch ging, 
hatte er 1610 nur eine geringe Offnung, so daJ3 es fUr GALILEI aussah, als ob 
der Planet auf jeder Seite einen Auswuchs hatte. Als nach und nach die Fern
rohre besser wurden, merkte man, daJ3 der Ring durch dunkle Streifen geteilt 
ist, wovon namentlich einer, den man die CASSINIsche Teilung nennt, sehr aus
gepragt ist und eine konstante Lage hat, wogegen andere, die in der Regel nicht 
tiber den ganzen Ring verfolgt werden konnen, sondern nur in der Nahe der 
Enden der groJ3en Achse (wo man einen Streifen in voller Breite sieht) sichtbar 
sind, veranderlich zu sein scheinen. Schlie13lich hat man gefunden, daJ3 unmittel

bar innerhalb des inneren Randes ein schmaler 
Ring mit viel schwacherer Leuchtkraft vorhanden 
ist; die Planetenscheibe schimmert durch ihn hin
durch. Dieser sog. "dunkle Ring" oder Florring 
wurde erst im Jahre 1838 von GALLE in Berlin 
bemerkt. 

Abb.145· 
Abb. 145 gibt eine schematische Darstellung 

des Ringsystems mit der CASSTNIschen Teilung, wenn der Ring am weitesten 
geoffnet ist . Die Dimensionen sind nach BARNARDS Messungen die folgenden: 

Aquatorradius des Planeten. . . . . . . 
Tnnerer Radius des dunklen Ringes ... 
Inncrer inneren hellcn Ringes 

· = 1.00 = 61 500 km 

Au/3erer 
Innerer 
Au/3erer 

" " aufieren " 

· =, 1.15 
· c , 1.44 

C~ 1.91 
~. 1.97 
= 2.25 

Die Frage der Stabilitatsverhaltnisse des Saturnringes ist seit LAPLACES Zeit 
Gegenstand vieler theoretischer Untersuchungen gewesen. Diese haben dazu 
gefUhrt, daB der Ring als ein Konglomerat von Trabanten betrachtet werden 
muJ3, die zu klein sind, urn einzeln gesehen werden zu konnen, die sich aber 
jeder fUr sich mit der der Entfernung entsprechenden Umlaufszeit bewegen. 
Spektroskopische Beobachtungen der Radialgeschwindigkeiten haben diese An
nahme bestatigt. 

229. Die Saturnmonde. Von Trabanten urn Saturn kennt man zur Zeit 10. 
In der folgenden Tabelle sind die Entfernung vom Saturn, in Saturnradien aus
gedrtickt, die Umlaufszeit und das Entdeckungsjahr fiir diese 10 Monde zu
sammengestellt. 

Entfernung Umlaufszeit I Entdeckungsjahr 

Mimas 3.1 Od.942 1789 
Enceladus. 3.9 1 .370 1789 
Tethys 4.9 1 .888 1684 
Dione 6.2 2 .737 1684 
Rhea 8.7 4 .517 1672 
Titan. 20.2 15 .95 1655 
Themis 24.2 20.85 1905 
Hypl'rion 24.5 21 .28 1848 
Japetus . 58.9 79.33 1671 
Phoebe 214.4 550.5 1898 

Die Bahnebenen weich en nur unbedeutend vom Aquator des Planeten und 
der Ringebene abo Die Bewegung Phoebes ist, im Gegensatz zu der Bewegung 
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der anderen Monde, retrograd. Die Abweichung der Bahnen von Kreisen ist 
auch nicht bedeutend, ausgenommen fur Hyperion, Themis und Phoebe, fUr die 
die Exzentrizitat bzw. 0.10, 0.23 und 0.17 betragt. 

Der Durchmesser des Titan betragt nach BARNARDS Messungen etwa 1/3 von 
dem der Erde. H. STRUVE hat aus den StOrungen, die er auf die Bewegung 
der ubrigen Trabanten ausubt, die Masse zu 1/4700 der Masse des Saturn be
rechnet; fUr alle anderen ist die Masse bedeutend kleiner, ebenso fUr den Ring, 
dessen Wirkung jedoch schwer von der Wirkung der Abplattung des Planeten 
zu trennen ist. 

Mimas-Tethys und Enceladus-Dione bilden auf eine Weise Systeme fUr 
sich, da die Umlaufszeit des einen nahezu die doppelte des anderen ist; ebenso 
verhalten sich die Umlaufszeiten von Titan und Hyperion nahezu wie 3: 4. 
Dies gibt AnlaB zu periodischen StOrungen einer besonderen Art . 

In der Nahe der Zeitpunkte, zu denen die Ringebene durch die Sonne geht, 
k6nnen die Trabanten in den Schatten des Planeten kommen. Diese Verfinste
rungen sind aber viel schwieriger zu sehen als die Verfinsterungen der Trabanten 
des Jupiter. Es k6nnen uberhaupt nur die 5 gr6Bten in kleineren Fernrohren 
(10- 15 cm Offnung) gesehen werden; die beiden inner en Trabanten und Hyperion 
snid ungefahr 13 . GroBe, Phoebe noch schwacher. Auch bei einigen dieser Tra
banten hat man Veranderungen in der HeIligkeit bemerkt, die auf eine ge
bundene Rotation hindeuten. 

230. Die gegenseitigen StOrungen der Planeten Jupiter und Saturn. Jupiter 
und Saturn, die beiden gr6Bten Planeten, uben einen bedeutenden EinfluB auf
einander aus. Eine der bemerkenswertesten Un
gleichheiten in ihrer Bewegung war durch Beob
achtung gefunden, bevor man sie noch auf theo
retischem Wege erklaren konnte. Bereits zu NEWTONS 
Zeit bemerkte man, daB Jupiter immer vor dem be-
rechneten Ort, Saturn immer, und zwar noch mehr, Sat, 
hinter ihm zuruck war; die Abweichungen wurden 
gr6Ber und gr6Ber, bis sie Ende des 18. Jahrhunderts 
ihre gr6Bten Betrage erreichten. Kurz vor dieser 
Zeit wies LAPLACE nach, daB die Ursache in St6-
rungen zu suchen ist, die eine Folge einer ange
naherten Kommensurabilitat zwischen den Umlaufs- Abb.146. Die Bewegung Jupiters und 

Saturns urn die Sonne. 
zeiten von Jupiter und Saturn sind, indem 5 der 
ersteren nur wenig verschieden von 2 der letzteren sind. Auf S. 251 ist die 
mathematische Theorie dieser St6rungen angedeutet. Wir wollen hier mit Hilfe 
der Abb. 146 eine elementarere Erklarung des Phanomens geben. 

Rechnet man die Umlaufszeiten in runden Zahlen zu 12 und 30 Jahren, so 
wird die synodische U mlaufszeit 20 Jahre; aIle 20 Jahre werden die Planeten 
also in Konjunktion kommen, und da die Entfernung zwischen ihnen dann am 
kleinsten ist, wird ihre gegenseitige Einwirkung am gr6Bten. Wenn die genannten 
Zahlen genau waren, wurden diese Konjunktionen immer an denselben Stellen 
der Bahnen stattfinden, namlich auf drei Geraden, die Winkel von 120 0 mit
einander bilden; recl-;net man aber mit den wirklichen Umlaufszeiten, so findet 
man die synodische Umlaufszeit etwas kurzer als 20 Jahre. Die durchschnittliche 
Bewegung des Saturn urn die Sonne in diesem Zeitraum betragt 242°.7, die 
des Jupiter ebensoviel mehr als ein ganzer Umlauf. Wenn also die Planeten 
einmal in einer bestimmten Stellung in Konjunktion (Sat] in Abb. 146) gewesen 
sind, so wird die nachste Konjunktion, von der erst en Stellung aus gerechnet, 
240 0 + 2°.7 weiter nach vorn stattfinden, die dritte 120° + 50 ,4 weiter nach vorn, 
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wieder von der erst en Konjunktion gerechnet, die vierte + 8 °.1 in derselben 
Weise nach vorn gerechnet usf. Nach drei Konjunktionen oder etwa 60 Jahren 
ist die Konjunktionslinie also 8 °.1 vorwarts geruckt; nach 15 solchen Zeitraumen 
oder 45 Konjunktionen (ca. 883 Jahren) haben diese sich zu etwas mehr als 
120° angehauft, und die Konjunktionen werden von jetzt ab wieder nahezu 
in den ursprunglichen Stellungen stattfinden. Die groBte Wirkung fur Saturn ist 
iiber 48', fUr Jupiter nahezu 20', urn die die Lange des einen Planeten vergroBert, 
die des anderen verkleinert werden kann. Der Periodenwert (883 Jahre) ist 
gegen kleine Anderungen von ft und PI (vgl. S. 251) sehr empfindlich. 

Uranus. 
231. Bahn. Dimensionen. Rotation. Monde. Masse. Dichte. Am 13. Marz 1781 

war WILLIAM HERSCHEL dam it beschaftigt, eine Sterngruppe in den Zwillingen 
zu untersuchen und wurde dabei auf einen Stern aufmerksam, der eine kleine 
Scheibe zeigte. Aus der Art der Bewegung zog LAPLACE im August desselben 
J ahres den SchluB, daB es ein neuer Planet auBerhalb Saturns sein musse; dies 
war die erste Erweiterung des vom Altertum her bekannten Planetensystems. 
Es zeigte sich bald, daB der neue Planet mehrfach schon friiher beobachtet, 
aber fUr einen Fixstern gehalten worden war. Solche Beobachtungen fanden 
sich bis zuriick zum Jahr 1690, wodurch die Berechnung seiner Bahn erleichtert 
wurde. Der neue Planet erhielt den Namen Uranus. Er ist etwas schwacher 
als 6. GroBe und kann hin und wieder bei ganz dunklem und klarem Himmel 
mit dem bloBen Auge wahrgenommen werden. 

Die siderische Umlaufszeit betragt 84.01204 siderische oder 84.01350 juliani
sche Jahre. Die synodische Umlaufszeit betragt nur etwa 4 Tage mehr als ein 
Jahr. Der Durchmesser des Planet en ist 4.52mal so groB wie der der Erde. 
Man hat eine Abplattung von 1/12 gemessen. Aus spektrographischen Messungen 
hat man eine Umlaufszeit von 103/ 4h gefunden. Die Rotation gebt in retrograder 
Richtung vor sich. 

Die Albedo ist die gleiche wie bei Saturn (0.63). 
Von Trabanten urn den Uranus kennt man vier, mit den folgenden Ent

fernungen, in Uranusradien ausgedruckt, und den Umlaufszeiten in mittleren 
Sonnentagen: 

------------~------~--------~--------I Entdeckungsj ahr Entfernung Umlaufszeit 

Ariel. 7·7 2d.520 } 1851 Umbricl 10.8 4 .144 
Titania 17.6 8 .706 } 1787 Oberon. 23.6 13 .463 

Nach NEWCOMB sind die Bahnen so nahe kreisformig und fallen so nahe 
in dieselbe Ebene, daB die Beobachtungen eine Abweichung davon nicht mit 
Sicherheit haben nachweisen konnen, und diese Ebene bildet einen Winkel von 
98° mit der Bahnebene des Planeten; die Trabanten bewegen sich also fast 
senkrecht zu dieser Ebene, und die Projektion ihrer Bewegung auf sie ist 
retrograd. 

Aus den Untersuchungen uber die Bewegung der beiden inneren Trabanten 
hat man gefunden, daB die Masse des Uranus 1/22869 der Sonnenmasse betragt. 
Dies gibt eine Dicbte ungefahr wie die des Jupiter. Aus Storungen in der Be
wegung Ariels hat man eine Abplattung des Uranus von 1/15 abgeleitet. Mit 
Hilfe dieser Abplattung war man, bereits bevor die obengenannten spektro
graphischen Beobachtungen angestellt wurden, zu einem wahrscheinlichen Wert 
der Rotationszeit von 11 h gekommen. 
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Neptun. 

232. Entdeckungsgeschichte. Balm. Dimensionen. Masse. Dichte. Rotation. 
Der Neptunmond. Die Entdeckung dieses Planeten bedeutet ein interessantes 
Kapitel in der Geschichte der Astronomie. 

Als Uranus so lange beobachtet worden war, daB man die Theorie seiner 
Bewegung ausarbeiten konnte, zeigte es sich, daB es unmoglich war, eine so 
genaue Dbereinstimmung zwischen Beobachtung und Theorie zu erreichen, wie 
man aus der Genauigkeit der Beobachtungen hatte erwarten konnen. BOUVARD 
sprach im Jahre 1821 aus, daB der Grund fUr die mangelnde Dbereinstimmung 
moglicherweise in der Wirkung eines unbekannten Planeten auBerhalb der Ura
nusbahn zu suchen sei. Das Material, das nach und nach als Grundlage fUr die 
Untersuchung dieser Frage gesammelt wurde, war eine Reihe von Differenzen 
zwischen der Lange des Uranus, so, wie sie aus der Beobachtung (B) und aus 
der auf der Theorie basierten Rechnung (R) hervorgingen. Die untenstehende 
Tabelle gibt einen Auszug aus diesem Material. 

Jahr B-R Jahr B-R Jabr I B-R Jahr I B-R 

1783 + 8".5 1798 +21".0 1813 +22".0 
1828

1 

+10".8 
1786 +12 .4 1801 +22 .2 1816 +22 .9 1831 - 4 .0 
1789 +19 .0 1804 --\-24 .2 1819 +20 .7 1834 -20 .8 
1792 +18 ·7 1807 +22 .1 1822 +21 .0 

1837
1 

-42 .7 
1795 +21 .4 1810 +23 .2 1825 +18 .2 1840 -66 .6 

Wie man sieht, bilden diese Zahlen nicht gerade eine breite Basis fiir die 
Entdeckung eines neuen Planeten. Die Ausnutzung wurde auch dadurch er
schwert, daB die Differenzen (von kleinen Beobachtungsfehlern abgesehen) nicht 
ausschlieBlich der storenden Wirkung des unbekannten Planeten zugeschrieben 
werden konnten, sondern auch bis zu einem gewissen Grade den Fehlern in den 
Elementen der Bahn des Uranus, die eine Folge der Unkenntnis der Storungen 
waren. 

Zwei Astronomen, J. C. ADAMS in Cambridge und U. J. J. LEVERRIER in 
Paris, fingen ungefahr gleichzeitig mit dem Versuch an, das Problem zu losen. 
Fiir die ungefahre Entfernung des unbekannten Planeten von der Sonne muBte 
eine Hypothese aufgestellt werden, und sie hielten sich beide an die aus der 
Erfahrung bei den iibrigen Planeten abgeleitete BODEsche Reihe (vgl. S. 279). 
Wie sich spater herausstellte, kamen sie beide zu nahezu demselben Resultat, 
durch zuHillige Umstande aber war es die Berechnung LEVERRIERS, die zur 
Entdeckung des neuen Planeten fiihrte. LEVERRIER hatte sich die Aufgabe in 
der folgenden Form gestellt: 

"Konnen die Abweichungen in der Bewegung des Uranus durch einen Planeten 
verursacht sein, der sich in der doppelten mittleren Entfernung wie Uranus in 
der Ebene der Ekliptik bewegt? Und im bejahenden Fall: Wo steht dieser Planet 
jetzt, wie groB ist seine Masse, und welches sind die Elemente seiner Bahn?" 

Als LEVERRIER im August 1846 diese Aufgabe gelost hatte, sandte er die 
Mitteilung des Resultats an verschiedene Sternwarten, darunter die Berliner 
Sternwarte, wo die Nachforschung leicht fiel, da man gerade eine Sternkarte von 
der betreffenden Gegend des Himmels fertiggestellt hatte. Der Brief kam am 
23. September 1846 in Berlin an, und am selben Abend fand GALLE den Planeten 
als einen Stern 8. GroBe noch nicht einen Grad von dem von LEVERRIER an
gegebenen Orte entfernt. 

Aus der Tabelle in § 210 ersieht man, daB die von den beiden Berechnern 
vorausgesetzte mittlere Entfernung, 38, betrachtlich groBer war als die wirkli.che, 
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30. Dies hatte zur Folge, daB die Masse des neuen Planeten zu groB ge
funden wurde, und daB die errechnete Exzentrizitat der Bahn und die Richtung 
der Apsidenlinie von der wirklichen ziemlich stark abwichen. So fand ADAMS, 
bei den verschiedenen Versuchen der Losung, eine Exzentrizitat von 0.16, also 
eine Periheldistanz von 32, ferner, daB der Planet sich wahrend des betreffenden 
Zeitraums seinem Perihel naherte; hierdurch wurde der Fehler der zu groB an
genommenen mittleren Entfernung und der daraus folgenden langsameren Be
wegung zu einem wesentlichen Teil kompensiert. Die Differenzen in der oben
stehenden Tabelle sind hauptsachlich durch die im Jahre 1821 eingetroffene 
Konjunktion zwischen Uranus und Neptun entstanden, wodurch Uranus erst 
eine Reihe von Jahren in seiner Bewegung beschleunigt, spater verzogert wurde. 
Eine solche Konjunktion tritt nur in Zwischenraumen von durchschnittlich 
171.4 Jahren ein. 

Die siderische Umlaufszeit des Neptun ist 164.7848 julianische Jahre. Der 
Durchmesser ist 4.15 mal so groB wie der der Erde, woraus fur die Oberflache 
das 17.3fache und fUr das Volumen das 72.0fache folgt. Da die Masse 17 be
tragt, wird die durchschnittliche Dichte 0.24 der der Erde. Die Schwere auf 
der Oberflache ist sehr nahe dieselbe wie auf der Erde. Die Rotation des Neptun 
ist direkt; die Rotationszeit betragt 15h .8. 

Neptun hat unter den groBen Planeten die groBte Albedo (0.73). 
Man kennt nur einen Trabanten. Er wurde im Jahre 1847 von LASSELL ent

deckt. Er bewegt sich in einer nahezu kreisformigen Bahn in einer Entfernung 
von 13.3 Neptunradien, mit einer Umlaufszeit von 5.877 Tagen. Seine Be
wegung geht in retrograder Richtung vor sich. 

Vergleich zwischen den vier inneren und den vier auBeren der alten Planeten. 

233. Aus dem Vorhergehenden ersieht man, daB die vier Planeten Jupiter, 
Saturn, Uranus und Neptun sich durch ihre GroBe und geringe Dichte vor den 
vier inneren auszeichnen. Auch in spektroskopischer Beziehung ist ein Unter
schied vorhanden. Da die Planeten in reflektiertem Licht leuchten, geben sie, 
ebenso wie der Mond, ein abgeschwachtes Sonnenspektrum mit FRAUNHOFER
schen Linien; bei den auBeren Planeten findet man aber gleichzeitig in gewissen 
Teilen des Spektrums, die jedoch nicht fUr aIle dieselben sind, ausgepragte 
dunkle Bander. Diese sind besonders ausgepragt bei Uranus und Neptun. 

Pluto. 

234. Entdecklmgsgeschichte. Bahnverhiiltnisse. Am 13. Marz 1930 empfingen 
die astronomischen Zentralen ein Telegramm von der LOWELL-Sternwarte in 
Arizona mit del' Mitteilung, daB man dort beim Suchen nach einem von LOWELL 
auf der Grundlage von Storungen in der Bewegung des Uranus vorausgesagten 
transneptunischen Planeten einen Himmelskorper gefunden hatte, dessen Ort 
und Bewegung mit den von LOWELL angegebenen Daten ubereinstimmte. Der 
neue Planet, der etwa 15. GroBe war, wurde sofort Gegenstand einer eifrigen 
Beobachtungstatigkeit auf einer Reihe von Sternwarten. Es gelang spater, den 
Planeten auf alteren photographischen Platten aus den Jahren 1927 (Uccle 
und Yerkes), 1921 (Yerkes), 1919 (Mt. Wilson) und weiter zuruck bis 1914 (Konig
stuhl und Harvard) zu finden. Mit Hilfe aller dieser Beobachtungen sind dann 
verschiedene Bahnelemente berechnet worden. Die zur Zeit sicherste Berech
nung gibt die auf S. 279 mitgeteilten Elemente. Die Umlaufszeit ist zu 248.42 
siderischen Jahren berechnet. 

Flir Pluto ist del' Winkeldurchmesser so klein, daB man ihn nicht hat messen 
konnen. Man hat nur festgestellt, daB er unter 0".3 sein muB. 
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Umlaufs- und Rotationsrichtung im Planetensystem. 

235. Wenn man von den folgenden Ausnahmen absieht: Rotation des 
Uranus, Umlaufsrichtung der beiden auDersten Jupitermonde, des Saturn
mondes Phoebe, der vier Uranus
monde und des Neptunmondes, 
gilt fiir aIle Umlaufsbewegungen 
und aIle bekannten Rotationsbe
wegungen im Planetensystem die 
Regel, daD sie, vom nardlichen 
Ekliptikpol aus gesehen, entgegen
gesetzt der Bewegung des Uhr
zeigers vor sich gehen. Mit Aus
nahme des Uranussystems, wo die 
Umlaufs- und Rotationsebenen 
einen groDen Winkel mit der 
Ekliptik bilden, gel ten dieselben 
Satze in bezug auf den Aquator
pol wie in bezug auf den Ekliptik
pol, und wir erhalten dann, mit 
den angegebenen Ausnahmen, un
mittelbar die folgende einfache 
Regel: U mlau/s- und Rotationsbe
wegungen im Planetensystem gehen, 
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Abb.147 . Die Babnen der PI.neten Pluto, Neptun, Uranus, 
Saturn und Jupiter. Einheit der Skala: die balbe grolle Achse 

der Erdbahn. 

vom nordlichen Pol des Aquators gesehen, entgegengesetzt der Bewegung des Uhr
zeigers vor sich (eine nahere Untersuchung zeigt, daD die Regel in dieser Form 
auch fiir das Uranussystem Giiltigkeit hat). Beispiele: 

1. Es ist der linke Rand der Sonnenscheibe, der sich infolge der Rotation 
der Sonne urn ihre Achse auf einen Beobachter auf der nardlichen Halbkugel 
zu bewegt; der rechte bewegt sich von ihm fort. 

2. Wenn ein Beobachter auf der nardlichen Halbkugel die vier groDen Jupiter
monde in einem terrestrischen Fernrohr betrachtet, sind es die Monde links, 
die sich in ihrer Bahnbewegung urn den Jupiter auf ihn zu bewegen, die zur 
rechten Seite bewegen sich von ihm fort (im astronomischen Fernrohr wird es 
umgekehrt). 

Bei den Kometen liegen die Verhaltnisse, wie wir spater sehen werden, anders. 

Die Kometen. 

236. Das Aussehen der Kometen kann stark wechseln, es ist aber doch ein 
gemeinsamer Zug vorhanden, namlich der, daD ihr Licht diffus und nebelartig 
ist. Die meisten Kometen kann man nur im Fernrohr sehen; in der Regel als 
Objekte mit einem Durchmesser von mehreren Bogenminuten, bedeutend graDer 
also als die Planetenscheiben. Haufig befindet sich in der Mitte ein hellerer 
Punkt, der Kern; der umliegende Nebel, dessen HeIligkeit sich allmahlich nach 
auDen gegen den, nicht scharf begrenzten, Rand hin verliert, wird von alters 
her die Koma oder das Haar genannt. Komet bedeutet also Haarstern. Kern 
und Koma zusammen bilden den KoP/, im Gegensatz zum Schwei/, der, wenn 
er vorhanden ist, sich immer in der dem Standort der Sonne entgegengesetzten 
Richtung am Himmel erstreckt. Manchmal sieht man mehr als einen Kern, 
es kommt aber auch vor, besonders bei ganz lichtschwachen Kometen, daB keiner 
da ist. Kometen k6nnen so hell sein, daD Kopf sowohl als Schweif mit bloBem 
Auge gesehen werden k6nnen, bisweilen in strahlender Helligkeit. Es hat Kometen 
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gegeben, deren Schweif sich tiber 60° und mehr erstreckt hat, und ganz aus
nahmsweise hat man einen Kometen mit dem bIoS en Auge am hellen Mittag 
sehen k6nnen. Es kommt auch vor, daB ktirzere Nebenschweife auftreten, deren 

Abb.148. homet 1908 III nach einer Aufnahme auf Konigstuhl·Heidelberg. 

Richtungen mit der Richtung des Hauptschweifes Winkel bilden. Die Schweife 
entwickeln sich nach und nach, wenn sich der Komet der Sonne nahert, und 
verschwinden wieder, wenn er sich wieder entfernt. Die Kometen nehmen an 
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der taglichen Bewegung des Himmels teil und verandern gleichzeitig ihren art 
unter den Sternen; im Gegensatz zu den Planet en aber sind sie nicht auf einen 
bestimmten Glirtel am Himmel beschrankt, und sie konnen sich in allen mog
lichen Richtungen bewegen. Wenn ein Komet vor einem Fixstern erscheint, 
kann man diesen durch den Kometen hindurch sehen; eine Lichtbrechung hat man 
dabei nicht mit Sicherheit nachweisen konnen. 

237. Die Bahnen der Kometen im Raume. DaB die Kometen zu den Him
melskorpern gehoren und nicht, wie man lange Zeit annahm, zu atmosphari
schen Phanomenen, wurde mit Sicherheit von TYCHO BRAHE nachgewiesen, der 
wahrend seines Aufenthaltes auf Hven Gelegenheit hatte, verschiedene Kometen 
zu beobachten. Aus seinen Beobachtungen ging hervor, daB die Kometen auf 
jeden Fall bedeutend weiter als der Mond entfernt sein mliBten. DORFFEL sprach 
im Jahre 1681 aus, daB die Kometen sich wahrscheinlich in parabolischen Bahnen 
bewegen. NEWTON ersann eine Methode, urn die Bahn eines Kometen im 
Raume mit Hilfe von drei Beobachtungen zu berechnen unter der Voraussetzung, 
daB die Bahn eine Parabel ist, und er wandte diese Methode mit positivem Resul
tat auf den Kometen vom Jahre 1680 an. 

HALLEY berechnete parabolische Bahnen fUr 24 Kometen und fand dabei, 
daB die Bahnelemente von dreien dieser, den Kometen von 1531,1607 und 1682, 
einander so ahnelten, daB man diese drei Kometen als identisch betrachten und 
annehmen mlisse, daB die Exzentrizitat wesentlich geringer als 1 sei. Damit 
war der erste sog. periodische Komet - der berlihmte HALLEYSche Komet -
gefunden. Gegen SchluB des 18. Jahrhunderts arbeiteten mehrere der groBten 
Mathematiker und Astronomen der Zeit (LAGRANGE, LAMBERT, LAPLACE, 
aLBERS u. a.) an dem Problem, parabolische Bahnen aus drei Beobachtungen 
(vgl. § 176) zu berechnen. Grundlegend fUr die spatere Entwicklung ist die 
OLBERssche Methode geworden. 

Eine parabolische Bahn wird durch fUnf Bahnelemente (vgl. S. 161) definiert. 
die in der Regel in der folgenden Reihenfolge aufgefUhrt werden: 

T 
:rr, oder w = :rr - Q 
Q 
i 
q 

1m Gegensatz zu den Planeten haben viele Kometen eine retrograde Bewegung. 
Dies wird in den Verzeichnissen der Kometenbahnelemente dadurch ausgedrlickt, 
daB die Neigung zwischen 90 0 und 180 0 angesetzt wird; das Element w wird 
dann (vom aufsteigenden Knoten) in der Richtung der Bahnbewegung gezahlt. 
Es liegen Bahnen fUr mehrere hundert Kometen berechnet VOL Moglichst schnell 
nach der Entdeckung eines neuen Kometen wird eine Bahn zur Ermoglichung 
der weiteren Beobachtung des Kometen berechnet. Diese erste Bahn ist so gut 
wie immer eine Parabel. In den meisten Fallen ist eine parabolische Bahn eine 
genligende Aimaherung fUr die Fortsetzung der Beobachtung des Kometen, in 
einzelnen Fallen aber zeigt es sich bald, daB die Bahn stark von der Parabel
form abweicht. Es ist dann notwendig, eine elliptische Bahn zu berechnen. 
Daher ist zu unterscheiden zwischen so1chen Kometen, deren Bewegung nahe
rungsweise durch eine Parabel dargestellt wird (die meisten bekannten Kometen) 
und so1chen, die sich in ausgesprochen elliptischen Bahnen bewegen (ein kleiner 
Bruchteil aller bekannten Kometen). Es gibt jedoch keine bestimmte Grenze 
zwischen diesen beiden Gruppen von Kometen; die beiden Gruppen gleiten in
einander liber, vom ENcKEschen Kometen, der von allen die klirzeste Umlaufszeit 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 20 
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hat, angefangen bis zu den Kometen, fUr die die Bahnberechnung nahezu 
parabolische Bahnen ergeben hat. Wenn fur einen neuentdeckten Kometen 
eine elli ptische Bahn mit kurzer Umlaufszeit berechnet ist, wird ein Zeitpunkt 
abgewartet, zu dem er - nach einer gewissen Anzahl von Jahren - wieder 
erscheinen soU. Kann der Komet nach der Vorausberechnung wiedergefunden 
werden - nach einem oder mehreren Umlaufen - so wird er definitiv in 
das Verzeichnis der sog. periodischen Kometen aufgenommen (es wurde, wie 
wir spater sehen werden, richtiger sein sie die kurzperiodischen Kometen 
zu nennen). 

Zur Zeit sieht dies Verzeichnis - nach Umlaufszeit geordnet - wie folgt aus: 

Ent
deckt 

I 
Kleinste I GroBte 

ZuIetzt Entfernun von 
gesehen d S g't d Umlaufs· 

1 bis zum er onne m} er zelt in 

I
, Herbst I mittleren Ent- J ahren 

1932 fe~~~n~e~e~o;~~e 
I ; als Einheit. 

Neigung 
geg. die 

Ekliptik 

Encke. 1818 1931 0.3 4.1 i 3.3 12°.5 
Grigg-Skjellerup. 1902 1932 0.9 4.9 5.0 17.5 
Tempel II 1873 1930 1.3 4.7 5.2 12 .8 
Neujmin II 1916 1926: 1.3 4.8 5.4 10 .6 
Brorsen I 1846 1879 0.6 5.6 5.5 29 .4 
Tempel III-L. Swift 1869 1908 I 1.2 5·2 5.7 5 .4 
deVico-E.Swift 1844 18941 1.4 5.1 5.9 2.1 
Tempel I 1867 1879 1.8 4.8 6.0 9 .8 
Pons-Winnecke. 1858 1927 1.0 5.6 6.0 18 .9 
Perrine I. 1896 1922 1.2 5.8 6.5 15 .7 
Kopff 1906 1932 1.7 5.3 6.6 8 .7 
Giacobini II-Zinner 1900 1927 1.0 6.0 6.6 30 .7 
Biela 1826 1852 0.9 6.2 6.6 12 .6 
d'Arrest 1851 1923 1.4 5.7 6.6 18 .1 
Finlay 1886 1926 1.1 6.2 6.9 3 .4 
Holmes 1892 1906 2.1 5.1 6.9 20 .8 
Borrelly 1905 1932 1.4 5.8 6.9 30 .5 
Brooks II 1889 1932 1.9 5.4 6.9 5 .6 
Faye 1843 1932 1.6 5.9 7.3 10 .6 
Schaumasse 1911 1927 12 6.8 8.0 14 .7 
Wolf I. 1884 1925 2.4 5.8 8.3 27 .3 
----------- ---- ---- -- -----'-----+----+----
Tuttle I . 1858 1926 1.0 10.3 13.5 55.0 
Schwassmann -vVachmann 

(1925 II) 
Neujmin I 

1927" 1932 
1913 1931 

Pons-Forbes 1818 j 1928 I 

------------II--~ 
Westphal. 
Brorsen II-Metcalf. 
Pons-Brooks 
Olbers. 
Halley. 

1852 
1847 
1812 
1815 

1913 
1919 
1884 
1887 
1910 

5.5 7.3 16.3 
1.5 12.0 17.7 

0.7 I 18.0 I 28.7 I 

1 3 
0.5 
0.8 
1.2 
0.6 

30.0 
33.2 
33-7 
33.6 
353 

61.7 
69.1 
71.6 
72.7 
76.0 

9 .4 
15 .2 

28 .9 

40 .9 
19 .2 
74 .0 
44 .6 

162 .2 

In diesem Verzeichnis der Kometen mit gesicherten kurzperiodischen Bahnen 
findet sich nicht mehr als ein einziger Fall retrograder Bewegung: der HALLEY
sche Komet, mit einer Neigung von etwa 162°. AIle ubrigen haben direkte 
Bewegung, also i < 90°, wahrend die vielen Hunderte von Kometen, die sich 

1 Spater auf einer Konigstuhlplatte aus dem Jahre 1902 gefunden. Der Komet wird 
mit Riicksicht auf den Zeitpunkt des letzten Perihels Komet 1925 II genannt; infolge 
der geringen Bahnexzentrizitat kann dieser Komet in jeder Opposition beobachtet werden. 
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in sehr langgestreckten Bahnen bewegen, aIle moglichen Werte der Neigung 
zwischen 0 0 und 180 0 haben. 

238. Die vier Hauptgruppen unter den periodischen Kometen. Die im vorigen 
Paragraphen angefiihrten Bahnelemente gelten fiir die Zeit, die in der dritten 
Spalte angefiihrt ist, es muB aber bemerkt werden, daB die Kometen wegen 
ihrer Bewegung zwischen den Planetenbahnen haufig starken Storungen aus
gesetzt sind, wodurch die Bahnen manchmal erheblich verandert werden konnen. 
DaB die Periheldistanzen nicht besonders verschieden sind, beruht naturlich auf 
der SteHung der Erde im Sonnensystem; es gibt ohne Zweifel unzahlige periodische 
Kometen, deren Perihelien zu weit drauBen liegen, als daB wir sie jemals zu sehen 
bekommen konnten. Dagegen besteht in einer anderen Hinsicht ein ausgepragter 
Unterschied zwischen den vier Gruppen, in die die Liste eingeteilt ist, namlich 
der, daB die Aphelien in die Nahe der Bahnen von bzw. Jupiter, Saturn, Uranus 
und Neptun fallen (der Platz des Kometen 1925 II in dieser Gruppeneinteilung 
ist jedoch zweifelhaft). Von diesen Gruppen ist besonders die erste von Inter
esse. DaB die Kometen dieser Gruppe auf die eine oder andere Weise ihre jetzigen 
Bahnen durch die Anziehung des Jupiter erhalten haben, kann kaum bezweifelt 
werden. Bereits das im § 237 genannte Verhalten der Bahnneigungen fiir die kurz
periodischen Kometen spricht dafiir, und in einzelnen Fallen konnte nachgewiesen 
werden, daB ein Komet, der fruher in einer langgestreckten Bahn wanderte, 
eingefangen wurde. Yom kosmogonischen Gesichtspunkt aus muB deshalb 
betont werden, daB kein Grund vorliegt, die verschiedenen Typen von Kometen
bahnen als Beweise eines verschiedenartigen Ursprungs zu betrachten. 

239. Einzelne interessante Kometen. Der ENcKEsche Komet wurde im 
Jahre 1819 als periodisch erkannt, wobei es sich zeigte, daB er in den Jahren 1805 
und 1795 und sogar einige Male 1786 beobachtet worden war. Spater ist er 
in jeder Opposition beobachtet worden. ENCKE war nicht sein Entdecker, er 
besorgte aber eine Reihe von Jahren hindurch die Vorausberechnung. Hierbei 
zeigte sich die Eigentumlichkeit, daB der Komet meistens einige Stunden fruher 
als berechnet zu seinem Perihel zuruckkehrte. Es hatte also den Anschein, 
als wurde die Bewegung durch die eine oder andere Ursache beschleunigt. Dies 
lenkte die Gedanken auf die Existenz eines widerstehenden Mittels: Wenn die 
Geschwindigkeit verringert wird, so schrumpft die Bahn etwas ein und die Um
laufszeit wird kurzer. Da man etwas Ahnliches bei anderen Kometen nicht hat 
nachweisen konnen, kann ein solcher Widerstand kaum von einem Medium 
herruhren, das das ganze Sonnensystem erfiillt. Der ENcKEsche Komet kommt 
der Sonne naher als irgendein anderer kurzperiodischer Komet, denn sein Perihel 
liegt innerhalb der Merkurbahn. Wenn deshalb die genannte Erklarung uber
haupt richtig ist, so muB sie mit diesem Umstand in Verbindung stehen. Wie 
wir spater sehen werden, gibt es noch ein anderes Phanomen (das Zodiakal
licht), das darauf deutet, daB sich in der Nahe der Sonne ein Stoff befindet, 
von dem man annehmen konnte, daB er imstande ware, einen solchen Wider
stand zu leisten. Infolge der kleinen Periheldistanz ist der ENcKEsche Komet 
dem Merkur manchmal so nahe gekommen, daB man ihn als Mittel, die Masse 
dieses Planet en (§ 212) zu berechnen, hat benutzen konnen (vgl. S. 280). 

Der BIELASche Komet gehort zu den bemerkenswertesten in dieser Gruppe. 
Er wurde zum erstenmal im Jahre 1772, danach im Jahre 1805 gefunden, und 
bereits damals vermutete man die Identitat der beiden; aber erst als der Komet 
im Jahre 1826 wiederum gefunden wurde (von BIELA), wurde diese Vermutung 
sicher bestatigt. Der Komet kam nach der Berechnung in den Jahren 1832, 
1845 und 1852 wieder. In den letzten Tagen des Jahres 1845 wurde man dar
auf aufmerksam, daB der Komet sich in zwei Teile geteilt hatte, die einander 

20* 
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folgten. Sie waren jedoch nicht gleich hell; als der Komet sich wieder von der 
Sonne entfemte, war der eine Teil beinahe einen Monat Hi.nger sichtbar als der 
andere (bereits aus dem Jahre 1805 liegt eine vereinzeIte Beobachtung vor, die 
auf eine beginnende Teilung zu deuten scheint). Bei der Erscheinung im Jahre 1852 
hatten die beiden Teile sich noch weiter voneinander entfemt als im Jahre 1846. 
Die Bahn des BIELAschen Kometen hat ihren absteigenden Knoten so nahe 
der Erdbahn, daB die kiirzeste Entfemung zwischen beiden Bahnen im Jahre 1832 
auf 2-3 Erddurchmesser berechnet war; der Komet ging aber einen Monat 
vor der Erde durch den Annaherungspunkt. 1m Jahre 1772 war die heliozen
trische Lange dieses Punktes 77°; die Storungen des Jupiter bewirken aber, daB 
die Knotenlinie fortdauemd riickwarts schreitet, so daB im Jahre 1852 die Lange 
des absteigenden Knotens 66° betrug. Die Zeit des Jahres, in der die Erde 
durch den Ort der geringsten Entfernung zwischen den Bahnen hindurchging, 
war deshalb im Jahre 1772 der 10. Dezember, im Jahre 1852 aber der 28. Novem
ber. Spater ist der Knoten noch weiter zuriickgegangen. 

Der HOLMEssche Komet ist bemerkenswert durch seine Lichtanderungen, 
die durch Prozesse im Kometen selbst veranlaBt sein miissen. Er wurde am 
6. November 1892 entdeckt und konnte anfangs mit dem bloBen Auge wahr
genommen werden; bis zum SchluB des November nahm er an Umfang von 5' 
bis 30' zu, gleichzeitig nahm die HeIligkeit etwas ab, und im Laufe des Dezember 
wurde er allmahlich so lichtschwach, daB er Anfang J anuar nur noch mit den 
groBten Femrohren beobachtet werden konnte. Am 16. Januar aber leuchtete 
er plotzlich auf und glich einem Stem 7. bis 8. GroBe mit einer Koma von 30"; 
dann nahm er das gewohnliche Aussehen eines Kometen an und wurde nach 
und nach groBer und lichtschwacher, bis er im April 1893 verschwand. Der 
Komet war bereits Mitte Juni 1892 durch sein Perihel gegangen und stand bei 
der Entdeckung in der Entfemung 2.4 von der Sonne. Beim Wiedererscheinen 
im Jahre 1899 war der Komet so lichtschwach, daB er nur mit den groBten 
Femrohren beobachtet werden konnte; im Jahre 1906 wurde er photographiert, 
aber nun war er so schwach, daB er nicht mehr visuell heobachtet werden konnte. 
Nach dem Jahre 1906 ist er nicht wieder aufgefunden worden. 

Der FAYESche Komet wurde im Jahre 1843 entdeckt und war der erste der 
in der vorangehenden Liste angefiihrten Kometen mit kurzer Umlaufszeit, fiir 
die eine elliptische Bahn berechnet wurde, ohne daB der Komet friiher gesehen 
worden war. 

Der HALLEYSche Komet war der erste, der als periodisch erkannt wurde 
(vgl. S. 305). Er ist der einzige der auf unserer Liste aufgefiihrten periodischen 
Kometen, der mit einem ansehnlichen Schweif aufgetreten ist. In der letzten 
Erscheinung wurde er am 11. September 1909 auf einer photographischen Platte 
gefunden und am 23. Mai 1911 zum letztenmal gesehen. Am 19. Mai 1910 friih
morgens ging er durch seinen absteigenden Knoten und war fast gleichzeitig 
in unterer Konjunktion mit der Sonne. Er ist also nahezu zentral iiber die 
Sonnenscheibe gegangen, aber weder mit dem Femrohr noch mit dem Spektro
skop konnte etwas davon bemerkt werden. 

Von Kometen mit bekannten Bahnen gibt es mehrere, die sich durch kleine 
Periheldistanz auszeichnen. Von diesen gibt es wiederum einige, die eine 
Gruppe fiir sich bilden, und die einen gemeinsamen Ursprung zu haben scheinen. 
Dies ist z. B. mit den beiden folgenden der Fall: 

1m Jahre 1843 erschien plotzlich ein Komet, der am 28. Februar an mehreren 
Stellen des siidlichen Europa und in Amerika am hellen Tage, nur einige wenige 
Grad von der Sonne entfemt, mit dem bloBen Auge wahrgenommen wurde. 
In den nachstfolgenden Wochen konnte man seinen gewaltigen Schweif am 
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westlichen Himmel nach Sonnenuntergang iiber den Horizont ragen sehen, den 
Kern selbst aber konnte man in den ersten Tagen nicht entdecken. Bereits im 
April verschwand das Ganze. 

1m September 1882 erschien ein Komet (1882 II), der auch kurze Zeit mit 
bloB em Auge am Tage gesehen werden konnte und den ganzen Herbst mit 
leuchtendem Schweif am Morgenhimmel stand. Diesmal war der Komet einige 
Wochen vor dem Periheldurchgang entdeckt, so daB man besser darauf vor
bereitet war, ihm zu folgen. Auf der Sternwarte in Kapstadt machte man dabei 
eine Beobachtung, die einzig in ihrer Art dasteht, indem der Komet am 17. Sep
tember im Fernrohr genau bis zu dem Augen
blick verfolgt werden konnte, als er am Sonnen- p 

rande verschwand. Er ging dann vor der Sonnen
scheibe vorbei, ohne daB dies den geringsten Ein
fluB auf das normale Aussehen der Sonne hatte. 
Abb.149 zeigt die Bewegung des Kometen vorher 
und nachher. 5 ist die Sonne, A der Punkt, wo Abb.4 -19. 

der Komet am Sonnenrande verschwand; b, c, d 
sind die Punkte, bei den en er spater heraus, hinein und wieder heraus trat; 
diese drei Momente wurden nicht beobachtet, sie werden hier aber nach KREUTZ' 
Berechnung angefiihrt. T bezeichnet die Zeit des Periheldurchgangs. 

A b Ted 
1882 Sept. 17 15h 37m 16h 5401 17h 31m 1911 501 2111 5m Weltzeit. 

1m Laufe von weniger als 6 Stun den bog der Komet also urn die Sonne herum. 
Die Geschwindigkeit im Perihel war 16mal so groB wie die der Erde, d. h. etwa 
480 km in der Sekunde. 

240. Die genaue Berechnung einer Kometenbahn. Bei einer solchen werden 
aIle vorliegenden Beobachtungen benutzt, und es wird auf die durch die groBten 
Planet en (namentlich Jupiter und Saturn) bewirkten Storungen Riicksicht ge
nommen. Man erhaIt dann als Resultat einen Satz von sechs Bahnelementen, 
der so gut wie moglich das gesamte Beobachtungsmaterial befriedigt. Von 
groBtem Interesse ist dabei die Exzentrizitiit der Bahn, die ja entscheidend ist 
fur die fundament ale Frage der Gestalt der Bahn und damit entscheidend 
fUr die Frage, ob der Komet unserem Sonnensystem angehort oder von auBen 
in unser Sonnen system hineingekommen ist. 

In alteren Zeiten war das Beobachtungsmaterial oft so gering und die Be
obachtungszeit so kurz, daB die durch die Bahnberechnung erhaltenen Exzen
trizitaten ganz illusorisch waren, abgesehen naturlich von solchen Fallen, wo 
die Bahn dem kurzperiodischen Typus angehorte. Heutzutage gibt es oft 
FaIle, bei denen das Beobachtungsmaterial so reichlich und so gut, und die 
Dauer des Beobachtungszeitraums so lang ist, daB die Bestimmung samtlicher 
Bahnelemente einen sehr hohen Grad von Genauigkeit erreicht. 

Wenn man nun ein Verzeichnis von solchen parabelnahen Kometenbahnen 
aufstellt, bei denen die Exzentrizitat mit groBer Genauigkeit bestimmt worden 
ist, so zeigt sich folgendes: 

1. Die ganz uberwiegende Anzahl der Bahnen hat eine Exzentrizitat, die < 1 ist. 
2. Es gibt eine sehr kleine Anzahl Bahnen mit hyperbolischer Exzentrizitat, 

also mit e> 1. Wahrend aber die elliptischen Exzentrizitaten uber aIle Werte 
von 1 bis zu den kleinen, den kurzperiodischen Bahnen entsprechenden, Ex
zentrizitaten verteilt sind, liegen aile durch genaue Bahnberechnung erhaltenen 
hyperbolischen Exzentrizitiiten der Einheit sehr nahe, d. h. die Bahnen sind der 
Parabel sehr nahe. 
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Der unmittelbare Eindruck beim Studium eines solchen Verzeichnisses von 
Kometenbahnexzentrizitaten ist also, daB 1. die groBe Mehrzahl der Kometen 
sich in elliptischen Bahnen bewegt, von solchen an, die in ihrer gesamten Aus
dehnung in den inneren Teilen des Sonnensystems liegen, bis zu Bahnen, die 
sehr nahe parabolisch sind, und die deshalb sehr lange Umlaufszeiten - Jahr
tausende - haben, und daB 2. eine sehr kleine Anzahl Kometen von dem inter
stellaren Raum in das Sonnensystem hineingekommen ware, jedoch mit auf
fallend schwacher Hyperbolizitat. 

Dieser letztere SchluB, der auch friiher gezogen wurde, hat sich indessen als 
nicht stichhaltig erwiesen. Aus dem einfachen Grunde, weil die bei der definitiven 
Bahnberechnung erhaltene Bahnexzentrizitat zwar die Bewegung eines Kometen 
zu einem Zeitpunkt charakterisiert, fiir den die Bahn berechnet ist - eine 
oskulierende Bahn (vgl. S. 247), unter Beriicksichtigung der Storungen wahrend 
des Beobachtungszeitraums abgeleitet - dagegen aber kein exakter Ausdruck 
fUr die Bewegungsverhaltnisse des Kometen zu anderen Zeiten ist, also auch 
nicht zu Zeiten, zu denen der Komet sich weit drauBen in den auBeren Teilen 
des Planetensystems auf dem Wege zum Innern des Systems befand, wo die 
Erde sich in ihrer Bahn bewegt, und wo der Komet beobachtet worden ist. 

Wir wissen ja (vgl. S. 247), daB der Bewegung eines Kometen infolge der 
Storungen durch die graBen Planeten zu verschiedenen Zeiten verschiedene 
Elementensysteme entsprechen, und daB deshalb die fiir einen bestimmten Zeit
punkt geltende - oskulierende - Bahnexzentrizitat nicht genau fiir die Be
wegung des Kometen zu einem anderen Zeitpunkt Giiltigkeit hat. Nun liegen 
die Verhaltnisse ja so, daB eine ganz kleine Anderung der Exzentrizitat fiir 
eine Planetenbahn oder eine kurzperiodische Kometenbahn nur eine 
kleine unwesentliche Korrektion bedeutet, daB aber eine kleine Anderung der 
Exzentrizitat fiir eine parabelnahe Bahn eine fundamentale Umkehrung des 
ganzen Problems bedeuten kann: die Exzentrizitat 0.9999500 bedeutet elliptische 
Bewegung, die Exzentrizitat 1.0000500 bedeutet eine hyperbolische. 

241. Die ursprunglichen Bahnen der Kometen. Aus der vorhergehenden Uber
legung folgt, daB die fUr einen bestimmten Punkt einer parabelnahen Kometen
bahn geltenden oskulierenden Elemente keine Antwort auf die Frage der ur
spriinglichen Bahn des betreffenden Kometen geben. Urn diese zu finden, 
muB man mit Hilfe einer genauen Storungsrechnung der Bewegung des Kometen 
durch eine groBere Anzahl zuriickliegender Jahre folgen, und zwar so weit 
zuriick, daB man sicher sein kann, daB die Storungen vor dieser Zeit unmerklich 
gewesen sind. Solche Berechnungen sind fUr die Kometen ausgefiihrt worden, 
die sich zu dem ~weck am besten eigneten: Kometen, fiir die die definitive 
Bahnbestimmung eine oskulierende Bahn ergeben hatte, die entweder hyper
bolisch (sehr wenige Falle) oder elliptisch war, mit e sehr nahe gleich 1. Kometen
bahnen mit ausgepragt elliptischer Form (die allermeisten) brauchen ja von 
diesem Gesichtspunkte aus nicht untersucht zu werden. 

Die Resultate liegen vor fiir 13 Kometen, die die obengenannten Bedingungen 
erfiillten, und die gleichzeitig auch die Anforderungen an die Giite des Beob
achtungsmaterials und die Lange des Beobachtungszeitraums befriedigten. Aus 

technischen Griinden ist die Berechnung fiir ~ statt fUr e ausgefiihrt worden. 
a 

Es sei bemerkt, daB e ~ 1 mit :;: 0 gleichwertig ist (vgl. S. 210). In allen 
Fillen urnfaBte die Berechnung die Storungen, die die Planeten Jupiter und 
Saturn in der Bewegung des betreffenden Kometen bewirkt haben. 

Wir sehen, daB die Riickwartsrechnung in 12 von 13 Fallen die Bahn in der 
Richtung nach der elliptischen Gestalt hin verandert hat. In 3 Fallen ist ein kleiner 
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Komet Oskulierendes e I Oskulierendes 1/ a I Mittlerer FebJer Urspriinglicbes tta 

1853 III 1.0002514 -0.0008193 I ±0.0000228 +0.0000829 
1882 II . 0.9999078 +0.0118963 ±0.0002710 +0.0121488 
1886 I 1.0004461 -0.0006944 ±0.0000220 -0.0000071 
1886 II . 1.0002286 -0.0004770 ±0.0000091 +0.0003166 
1886 IX 1.0003824 -0.0005765 ±0.0000276 +0.0000630 
1890 II . 1.0004103 -0.0002151 

I 
±0.0000101 +0.0000718 

1897 I 1.0009270 -0.0008722 ±0.0000476 +0.0000368 
1898 VII 1.0010336 -0.0006074 ±0.0000096 -0.0000157 
1902 III 0.9999675 +0.0000810 ±0.0000184 --0.0000168 
1905 VI. 1.0001846 -0.0001424 ±0.0000501 +0.0006210 
1910 I 0.9999723 +0.0002143 ±0.0001479 

I 
+0.0033021 

1914 V . 1.0001618 -0.0001465 ±0.0000031 +0.0000119 
1925 VII 1.0004276 --0.0002730 ±0.0000226 i +0.0001150 

hyperbolischer Rest vorhanden, dieser muB indessen mit Riicksicht auf den mitt

leren Fehler des aus der Bahnbestimmung resultierenden Wertes von ~ als ganz 
a 

illusorisch betrachtet werden, urn so mehr, als die ExzentriziHiten mit Sicher
heit durchschnittlich noch weiter in der Richtung auf eine elliptische Bahn ver
schoben worden waren, wenn man auch die Storungen von Uranus und Neptun 
in Rechnung gezogen hatte. 

Das Resultat des zur Zeit vorliegenden Materials kann dann so formuliert 
werden: 1. Die absolut iiberwiegende Mehrzahl von Kometen hat eine a us
gesprochen elliptische Bewegung, und 2. durch Riickwartsrechnung der Sto
rungen fiir die dazu geeigneten sehr parabelnahen Kometenbahnen hat es sich 
gezeigt, daB die meisten zu einem friiheren Zeitpunkt mit Sicherheit elliptisch 
waren, und daB, so wie die Sache im Augenblick steht, tatsachlich keine ein
zige sicher hyperbolische Bewegung iibrigbleibt. Wir diiden deshalb 
aussprechen, daB diese Unsersuchungen unbedingt in der Richtung weisen, daB 
die Kometen unserem Sonnensystem angehoren. 

242. GesetzmafJigkeiten bei den Kometenbahnen. Im § 238 ist von einer Be
ziehung zwischen einer Reihe kurzperiodischer Kometen auf der einen Seite und 
einem der groBen Planeten - namentIich Jupiter - auf der anderen Seite die 
Rede gewesen. Hier besteht kein Zweifel an der Realitat des Phanomens, und 
es kann auch kein Zweifel daran bestehen, daB dies Phanomen auf die eine oder 
andere Weise durch den betreffenden Planet en verursacht ist. 

Ganz anders verhalt es sich mit einer anderen GesetzmaBigkeit bei den Bahn
verhaltnissen der Kometen, die in demselben Paragraphen besprochen wurde: 
der Tatsache, daB aIle Periheldistanzen unter einer gewissen GroBe - einigen 
wenigen astronomischen Einheiten - liegen. Dies Verhalten, das im iibrigen 
fiir aIle bekannten Kometenbahnen gilt - nicht nur fiir die Bahnen der kurz
periodischen Kometen - hat, wie im § 238 angedeutet, seine einfache Er
klarung darin, daB Kometen mit sehr groBen Periheldistanzen - und zweifellos 
gibt es deren unzahlige in unserem Sonnensystem - fiir die Beobachtung von 
unserer Erde aus unzuganglich sind. 

Zu kosmogonischen Zwecken hat man nach verschiedenen GesetzmaBig
keiten bei den Kometenbahnen gesucht und auch, auBer dem erwahnten Ver
halten der Periheldistanzen, soIche gefunden. Es hat sich z. B. gezeigt, daB aIle 
Perihellangen zwei statistische Maxima haben, bei etwa 100 0 und etwa 280 0 ; 

dies Verhalten hat zu vie len kosmogonischen Dberlegungen AnlaB gegeben, 
HOLETSCHEK hat aber nachgewiesen, daB diese beiden scheinbaren Maxima, 
ganz wie das obenerwahnte Verhalten der Periheldistanzen, nur eine Folge der 
Bedingungen ist, unter den en die Kometen von der Erde aus beobachtet 
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werden konnen und also keine reelle Bedeutung fur die Bahnen der Kometen 
haben. Ganz dasselbe gilt fUr ein anderes statistisches Resultat: DaB kleine 
Neigungen der Bahn gegen die Ekliptik haufiger vorkommen als groBe, braucht 
nur ein Ausdruck fUr die Tatsache zu sein, daB Kometen mit kleiner Bahn
neigung groBere Aussicht haben, von der Erde aus beobachtet zu werden als 
Kometen mit groBer Bahnneigung, die sich ja nur ganz kurze Zeit in der Nahe 
der Erdbahn aufhalten. 

1m groBen ganzen darf gesagt werden, daB die Diskussion der statistischen 
GesetzmaBigkeiten bei den Kometenbahnen nicht zu positiven kosm.ogonischen 
Resultaten gefUhrt hat, wenn von den besprochenen Fragen der Bahn
form abgesehen wird. 

243. Die physischen Verhiiltnisse der Kometen. Das nebelartige Aussehen 
und die Durchsichtigkeit der Kometen kann durch die Annahme erklart werden, 
daB jeder Komet, abgesehen vor1\ Kern, aus einem ungeheuren Schwarm fester 
Korper von verschiedener GroBe besteht, die alle zusammen aber klein sind 
im Verhaltnis zu ihren gegenseitigen Entfernungen. Man hat diesen Schwarm 
sehr treffend "kosmischen Staub" genannt, mit welchem Ausdruck aber nicht 
gesagt sein soli, daB Dimensionen und Entfernungen so klein sind wie bei Staub
wolken auf der Erde. 

Eine untere Grenze fUr die GroBe der Partikeln kann daraus abgeleitet 
werden, daB die Kometen sich nach dem Gravitationsgesetz bewegen. Fur sehr 
kleine Partikeln ubt der Lich tdruck der Sonne eine groBere Kraft aus als 
die Gra vita tionskraft seitens der Sonne, und auch fiir groBere Partikeln 
spielt er eine merkliche Rolle. Einen solchen Effekt hat man nicht nachweisen 
konnen, und daraus hat man geschlossen, daB die Durchmesser der Partikeln 
mindestens ca. 1 cm betragen. 

Die gesamte Masse eines solchen Schwarms von Partikeln ist so klein, daB 
man niemals eine merkbare Anziehung von einem Kometen auf andere Himmels
korper hat nachweisen konnen, obwohl die Entfernung von Planeten oder Tra
banten in einigen Fallen sehr klein gewesen ist. 

Bei den starken Temperaturanderungen, denen die Kometen infolge ihrer 
langgestreckten Bahnen ausgesetzt sind, muB man annehmen, daB nicht alle 
die Stoffe, aus denen sie bestehen, immer in fester Form verbleiben; sie 
verdampfen, der Dampf wird aber nicht, wie bei einem Planeten mit aus
reichender Anziehungskraft, wie eine Atmosphare zusammengehalten werden; 
vielmehr werden die einzelnen Molekiile als selbstandige Teile des Schwarms 
auftreten. 

Hierdurch konnen die Kometen selbstleuchtend werden. 
DaB dies tatsachlich der Fall ist, geht auch aus spektroskopischen Unter

suchungen der Kometen hervor. 
Das Spektrum des Kometenkopfes ist ein kontinuierliches Spektrum mit 

Absorptionslinien wie das Sonnenspektrum; dies Spektrum wird durch reflek
tiertes Sonnenlicht verursacht. AuBerdem aber kommen Emissionsbander und 
Emissionslinien vor, die von Molekiilen und Atomen im Kometenkopfe selbst 
herriihren. 

Auf der nachsten Seite sind die wichtigsten der in Spektren von Kometen
kopfen gefundenen Banden und Linien angefUhrt, zusammen mit den Molekiilen 
und Atomen, fUr die sie charakteristisch sind. 

Von dem Mechanismos bei der Lichtemission des Kometenkopfes muB an
genommen werden, daB freie Molekiile und Atome durch Absorption von Sonnen
licht auf energiereichere Zustande uberspringen und dadurch instand gesetzt 
werden, die beobachteten Banden und Linien auszusenden. 
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Die entsprechenden Molekiile 
und Atome 

CN 

CH" (Kohlenwasserstoff
verbindung, deren Zu
sammensetzung nieht 
feststeht) . 

C2 

Cr 
Fe 

Ni 
Na 

Indem man das Mittel fiir alle zuverlassig beobachteten Kometen und das 
Mittel fiir die Erscheinungen vor und nach dem Periheldurchgang bildete, hat 
man Kurven konstruieren k6nnen, die die Intensitat der Banden und der Linien 
(in Einheiten der gesamten Helligkeit des Kometen) in ihrer Abhangigkeit von 
der heliozentrischen Distanz (r) zeigen. 

Die Kurve fiir die Banden hat ein Maximum urn r = 1 herum; fiir groBere r 
sinkt die Kurve langsam, fiir kleinere r schneller, an einer Stelle zwischen r = 0.1 
und r = 0.2 verschwinden die Banden vollstandig. 

Die Kurve fUr die Linien erhebt sich erst bei ungefahr r = 0.8 iiber Null 
und steigt danach sehr stark mit abnehmendem r. 

Dies Verhalten laBt sich so erklaren, daB bei kleinem r wegen der groBeren 
Sonnenwarme starkere Verdampfung erfolgt und daher mehr freie Molekiile und 
Atome auftreten, und daB gleichzeitig bei sehr kleinem r die Sonnenstrahlung 
so stark ist, daB Molekiile dissoziiert werden. 

Die Entwicklung eines Kometenschweifes scheint folgendermaBen vor 
sich zu gehen. Wenn sich der Komet der Sonne nahert. stromt zuerst Materie 
yom Kern aus in der Richtung auf die Sonne zu; diese :.Ylaterie wird aber bald 
nach den Seiten abgebogen und dann in der Richtung, die der Sonne ab
gewand t ist, fortgeschleudert. Je nach der verschiedenen Geschwindigkeit, 
mit der dies Fortschleudern relativ zu der Eigengeschwindigkeit des Kometen 
vor sich geht, kann die Richtung des Schweifes etwas verschieden werden. Der 
Schweif kriimmt sich mit der konvexen Seite nach vorn. Man muB annehmen, 
daB die ausgestoBenen Partikeln so klein sind, daB die Wirkung des Licht
druckes groB wird (s. oben), wodurch die stattfindenden Bewegungen sich er
klaren lassen. 

Charakteristisch fiir die Spektren von Kometenschweifen sind Emissions
band en von CO+; diese Banden sind bei Laboratoriumsversuchen unter sehr 
niedrigem Druck beobachtet worden. CO entsprechende Emissionsbanden (ANG
STROM- und THALEN-Banden), die im Laboratorium unter h6herem Druck beob
achtet werden, finden sich nicht in den Spektren der Kometenschweife, auch 
nicht im Spektrum des Kopfes. Dies laBt sich so erklaren, daB CO, urn in den 
energiereichen Zustand zu gelangen, der die genannten Banden ausstrahlt, Strah
lung von der Wellenlange 1150 A.E. absorbieren muB; solche kurzwellige Strah
lung ist aber im Sonnenlicht sehr schwach. 

1 Die vVellenlangen gelten bei den Bandenspektren fur die Grenzen der Bander auf 
der langwelligen Seite, da diese ziemlieh gut definiert sind; das Cyanband 6495 bildet 
eine Ausnahme. indem die Wellenlange hier fur den am starksten leuehtenden Kopf des 
Bandes gilt. 



314 Das Sonnensystem. 

Sternschnuppen und Feuerkugeln. Das Zodiakallicht. 

244. Sternschnuppen und F euerkugeln. Die jiihrliche und die tiigliche Periode 
in hrem Au/treten. Sternschnuppen konnen in jeder klaren, mondlosen Nacht 
beobachtet werden. Ihre Helligkeit kann bis zur 1. GroBenklasse heranreichen. 
Die meisten Sternschnuppen sind viel schwacher, viele hat man nur mit dem 
Fernrohr gesehen. Sternschnuppen sind in der Regel scharf begrenzt, stern
ahnlich. Die Dauer des Phanomens betragt yom Bruchteil einer Sekunde bis 
zu 3-4 Sekunden; in dieser Zeit bewegt sich die Sternschnuppe unter den 
Sternen in Bogen groBten Kreises, deren Langen zwischen Bruchteilen eines 
Grades und mehreren Graden variieren. 

Die Sternschnuppen werden hervorgerufen durch kleine Partikeln, die mit 
groBer Geschwindigkeit in die Atmosphare eindringen und infolge Reibung an 
der Luft verdampfen und aufleuchten. Wegen der Verdampfung konnen sie 
meistens nicht die ganze Atmosphare durchdringen. 

Feuerkugeln leuchten zuerst schwach, die Helligkeit wachst dann aber sehr 
stark, so daB Feuerkugeln bedeutend heller als die hellsten Sterne werden konnen, 
so hell, daB man sie am Tage hat beobachten konnen. Zuletzt steht die Feuer
kugel beinahe still, worauf man eine Art von Explosion beobachtet. Langs der 
Bahn der Feuerkugel sieht man einige Minuten hindurch einen leuchtenden 
Schweif, der nach und nach verblaBt. 

Nach der Explosion sieht man manchmal Meteorsteine, die schwach leuchtend 
zur Erde fallen. Diese variieren in der GroBe von ganz kleinen Steinen bis zu 
Steinen mit einem Gewicht von vielen Tonnen. 

Meteorsteine werden nach ihrer Beschaffenheit eingeteilt in Eisenmeteore, 
die aus Eisen und Nickel bestehen, Steinmeteore, die aus Silikaten bestehen, 
und Glasmeteore, die aus schwer schmelzbarem Glas bestehen. 

Die chemischen Elemente, die am haufigsten in Meteorsteinen vorkommen, 
sind: Sauerstoff, Eisen, Silizium, Magnesium und Nickel. 

Sternschnuppen treten manchmal in Schwarmen auf, so daB ihre Bahnen, 
nach ruckwarts verliingert, mit groBerer oder kleinerer Annaherung einen gemein
samen Schnittpunkt haben. Dieser Punkt wird Radiationspunkt genannt. Bereits 
fruhzeitig hatte man bemerkt, daB einige Schwarme zu derselben Jahreszeit 
wiederkehren, entweder jedes J ahr oder mit einem Zwischenraum von mehreren 
Jahren. Sie werden periodische Sternschnuppen genannt, im Gegensatz zu den 
ubrigen, die man sporadische nennt. Ais Beispiel solcher, die jedes Jahr ge
sehen werden, kann der sog. Laurentiusschwarm genannt werden, der diesen 
Namen erhalten hat, weil er sich in den Nachten um den 10. August, St. Lauren
tius' Tag, zeigt; er ist jedoch nicht besonders reichhaltig, meistens beobachtet 
man nur 20-30 in der Stunde. Diese Sternschnuppen haben ihren Radiations
punkt im Perseus und werden deshalb auch als die Perseiden bezeichnet. Ein 
anderer Schwarm, mit dem Radiationspunkt im Lowen und deshalb Leoniden 
genannt, ist zeitweise mit auBerordentlichem Glanz Mitte November aufgetreten, 
so in den Jahren 1799, 1833 und 1866; im letztgenannten Jahre fand in der 
Nacht zwischen dem 13. und dem 14. November ein wahrer Feuerregen statt, 
der jedes Zahlen unmoglich machte. Auch Ende November hat sich in gewissen 
Jahren ein reicher Schwarm mit dem Radiationspunkt in der Andromeda ge
zeigt. 

Die Beobachtungen, die man an Sternschnuppen anstellen kann, mussen sich, 
auBer der Bestimmung des Radiationspunktes, wenn ein solcher vorhanden ist, 
in der Hauptsache auf eine Zii.hlung der Haufigkeit und der Angabe des Ortes 
am Himmel beschranken. Wenn zwei Beobachter an verschiedenen Orten der 
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Erde ein und dieselbe Sternschnuppe beobachtet und beide sich genau den 
Ort am Himmel, wo sie erschien und verschwand, gemerkt haben, so hat man 
darin ein Mittel, die Hohe des betreffenden Punktes iiber der ErdoberfHiche zu 
berechnen, da die Grter infolge der Parallaxe fUr die beidenBeobachter ver
schieden sind. Die Erfahrung hat gelehrt, daB die Hohe 100-150 km, manch
mal weniger, betragt. 

Eine statistische Behandlung der Beobachtungen, die auf diese Weise im 
Laufe der Zeit ausgefiihrt worden sind, hat zu folgenden Resultaten gefiihrt: 

1. Ganz abgesehen von solchen periodischen Schwarmen wie den genannten, 
hat die Haufigkeit der Sternschnuppen eine ausgepragte jiihrliche Periode, mit 
dem Maximum im Herbst und dem Minimum im Friihjahr. 

2. Ebenso hat man eine tiigliche Periode gefunden, indem durchschnittlich 
die meisten am Morgen auftreten (wenn der Himmel noch hinreichend dunkel 
ist), die wenigsten am Abend. 

3- Es kommen durchschnittlich mehrere Male so viel Sternschnuppen auf 
der ostlichen Hhlfte des Himmels als auf der westlichen vor. Der Punkt, urn 
den sich die Sternschnuppen am dichtesten gruppieren, liegt also immer auf 
der ostlichen Seite des Himmels, man hat aber bemerkt, daB er im Laufe des 
Jahres wandert, so daB er im Herbst am weitesten nach Norden gelangt, im 
Friihjahr am weitesten nach Siiden. 

245. Erkliirung der Sternschnuppen und Feuerkugeln und der tiiglichen und 
der jiihrlichen Periode. Bahnen im Raume. Beziehungen zu Kometen. Eine Theorie, 
die eine Erklarung der obengenannten Phanomene gibt, beruht auf der Hypo
these, daB sich drauBen im Raume eine Menge kleiner fester Korper, M eteoriten, 
befinden, die sich in Bahnen derselben Art wie die Kometen bewegen, in lang
gestreckten Kegelschnitten also, und daB die Meteoriten, die die Erde in ihrer 
jahrlichen Bahn urn die Sonne trifft, sich manchmal in Schwarm en zusammen
halten, deren einzelne Bestandteile sich also in ziemlich parallelen Bahnen be
wegen, sonst aber im groBen ganzen in allen moglichen Richtungen durch den 
Raum eilen. 

Die Erde bewegt sich mit einer annahernd konstanten Geschwindigkeit von 
30 km in der Sekunde. Mit Hilfe von (36) auf S. 210 findet man leicht, daB die 
parabolische Geschwindigkeit in derselben Entfernung von der Sonne Y2 mal 
groBer ist, also 42 km in der Sekunde. Wenn ein Meteorit sich in einer para
bolischen Bahn bewegt, kann die relative Geschwindigkeit, mit der er in die 
Atmosphare eindringt (wenn wir einen Augenblick von der Geschwindigkeits
anderung absehen, die die Anziehung der Erde bewirkt), deshalb jeden beliebigen 
Wert zwischen 72 und 12 km in der Sekunde haben. Selbst die kleinste von 
ihnen ist so bedeutend, daB die Luft stark zusammengepreBt wird, und die 
dabei entwickelte Warme den Meteoriten zum Gliihen bringt. Solange dies 
anhalt, sehen wir die Sternschnuppe. Meistens sind die Meteoriten wahrschein
lich so klein, daB sie sich bereits hoch oben in der Atmosphare aufzehren; es 
kommt aber auch vor, daB sie groBer sind; dann beobachten wir eine Feuer
kugel, und es konnen Bruchstiicke als Meteorsteine zur Erde fallen. Ein we sent
licher Teil der kosmischen Geschwindigkeit wird bereits hoch oben verbraucht, 
urn den Luftwiderstand zu iiberwinden, so daB die Ankunft auf der Erde wie 
ein gewohnlicher Fall aus groBer Hohe vor sich geht. 

Die Perioden in der Haufigkeit der Sternschnuppen sind eine Folge der Be
wegung der Erde. Der Punkt am Himmel, auf den die Erde sich in einem ge
gebenen Augenblick hinbewegt, wird Apex genannt, der diametral entgegen
gesetzte, also der Punkt, von dem die Erde sich fortbewegt, heiBt Antapex. 
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Die Lage dieser beiden Punkte ersieht man aus Abb. 150, die die nahezu kreis
formige Bahn der Erde urn die Sonne 5 vorstellt. In dem Augenblick, in dem 

die Erde in E ist, zeigt die Tangente E A auf den Apex hin. 
A Da die Tangente in der Bahnebene liegt, sieht man hieraus 

5 

Abb. 150. 

erstens, daB der Apex ein Punkt in der Ekliptik sein muB, 
und da der Winkel 5 E A 90 0 betragt (wenn man von der 
Exzentrizitat der Erdbahn absieht, die bewirkt, daB er 
zwischen 89 0 und 91 0 variieren kann), so ist der Apex der 
Punkt der Ekliptik, der 90 0 westlich (bei uns rechts) von 
der Sonne liegt oder, wie man es auch ausdrucken kann, 
der Apex ist der Punkt in der Ekliptik, in dem die Sonne 
sich vor einem Vierteljahr befand, da ja die jahrliche Be
wegung der Sonne von Westen nach Osten vor sich geht. 
Abb. 151 stellt die Himmelskugel vor mit dem Beobachter 
in E, der Sonne in 5 und dem Apex in A. 

Die Bedeutung dieses Punktes in der Theorie der Sternschnuppen ersieht 
man aus der folgenden Betrachtung: Wenn die Erde still stande, wurden die 

Sternschnuppen nach der Hypothese im Laufe der Zeit 
gleichmaBig uber den ganzen Himmel verteilt er

A t--_~ 

Abb.1 51. 

scheinen. \Venn umgekehrt die Meteoriten im Raume 
still standen, wahrend die Erde in ihrer Bahn urn die 
Sonne wandert, muBten aIle Sternschnuppen den Ein
druck machen, als kamen sie vom Apex. Wenn nun 
beide Bewegungen stattfinden, wird man zwar im Laufe 
der Zeit Sternschnuppen uber den ganzen Himmel 
sehen, die meisten aber urn den Apex, die wenigsten 
urn den Antapex herum. Es ist zu bemerken, daB die 
grol3ere durchschnittliche Geschwindigkeit in der Nahe 

des Apex auf die Anzahl der Sternschnuppen urn den Apex herum vergrol3ernd 
einwirkt, weil die groBere Geschwindigkeit auf die Erhitzung in der Erdatmo
sphare und dadurch indirekt auf die Sichtbarkeit der Meteore EinfluB hat. 

Die Haufigkeit der Sternschnuppen mul3 dann von der Stellung des Apex 
relativ zum Horizont des Beobachters abhangen. 1m Herbst hat der Apex die
selbe hohe Deklination und denselben langen Tagbogen wie die Sonne im Sommer, 
im Fruhling dagegen denselben kurzen Tagbogen wie die Sonne im Winter; 
daB es mehr Sternschnuppen im Herbst gibt als im Fruhling, ist deshalb eben so 
naturlich wie daB wir mehr Sonnenschein haben im Sommer als im Winter. 
Wahrend der taglichen Bewegung geht der Apex 90 0 in der Ekliptik der Sonne 
voran und wird dann auch nahezu 6 Stunden vor dieser kulminieren. Der Apex 
wird also seine obere Kulmination morgens, seine untere abends haben, woraus 
die tagliche Periode in der Haufigkeit der Sternschnuppen folgt. SchlieBlich 
sieht man, daB der Apex, der urn Mitternacht aufgeht (etwas fruher im Herbst, 
etwas spater im Fruhling) und seine groBte Hohe in den Morgenstunden erreicht, 
sich dann auf der ostlichen Seite des Himmels befindet, so lange es dunkel ist, 
dagegen auf der westlichen Seite des Himmels, wenn man wegen des Tages
lichtes keine Sternschnuppen sehen kann. 

Die Radiation der Sternschnuppen hangt von der Perspektive abo Wenn ein 
Schwarm in die Atmosphare eindringt, werden die parallelen Bahnstucke, in 
den en sie als Sternschnuppen aufleuchten, so auf die Himmelskugel projiziert 
werden, daB die Bahnen, nach ruckwarts verlangert, einen gemeinsamen 
Schnittpunkt erhalten, in ahnlicher Weise wie die parallelen Linien in einer 
Iangen geraden StraBe fUr einen Beobachter am einen Ende der StraBe gegen 
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das andere Ende derselben zusammenzulaufen scheinen. 1m letztgenannten 
FaIle erhalt das Auge wegen der scheinbaren GroBe der verschiedenen Gegen
stande einen bestimmten Eindruck vom Unterschiede der Entfernungen, bei den 
Phanomenen am Himmel aber £alIt dieser Eindruck fort; der einzelne Beobachter 
kann nur die Rich tungsanderung, die die Visierlinie durchmacht, konstatieren. 

Kennt man die Geschwindigkeit, mit der ein Meteoritenschwarm auf die Erde 
sto13t, so kann man mit Hilfe des Radiationspunktes die Bahn bestimmen, die 
der Schwarm vorher im Raum beschrieb. Wenn die Bewegungsrichtung und 
die Geschwindigkeit eines Himmelskorpers in einer gegebenen Entfernung von 
der Sonne bekannt sind, so ist damit die ganze Bahn bestimmt (vgl. § 170). 
Die Entfernung von der Sonne ist hier dasselbe wie die Entfernung der Erde; 
die Richtung vom Beobachter zum Radiationspunkt ist die relative Bewegungs
richtung, und da die Richtung und die Geschwindigkeit der Erdbewegung be
kannt sind, so kann die absolute Bewegungsrichtung des Schwarms daraus ge
funden werden, wenn die absolute Geschwindigkeit bekannt ist. Kann man 
davon ausgehen, daB die Bahn eineParabel ist, so ist die absolute Geschwindig
keit gleich y:i mal der Geschwindigkeit der Erde und man hat dann die genugende 
Grundlage zur Berechnung parabolischer Bahnelemente. 

Wenn die Bahn elli ptisch ist und man die Umlaufszeit des Schwarms auf 
eine andere Weise kennt, dann ist damit auch die gro13e Achse der Ellipse und 
damit wiederum die elliptische Geschwindigkeit gegeben. Die elliptischen Bahn
elemente konnen dann berechnet werden. Die Bedeutung einer solchen Rech
nung liegt nicht darin, daB man dann die Bahnen der kleinen Korper kennt, 
die als solche durch ihr Auftreten als Sternschnuppen in unserer Atmosphare 
bereits zugrunde gegangen sind, sondern darin, daB man die Bewegung der Teile 
des Schwarms kennt, die an der Erde vorbeigeschlupft sind und die deshalb 
ein anderes Mal wiederkommen konnen. 1m Jahre 1866 berechnete SCHIAPARELLI 
eine parabolische Bahn fur die Auguststernschnuppen (die Perseiden) und fand 
dabei nahezu dieselben Elemente, die fruher ftir einen kleinen Kometen 1862 III 
berechnet waren, nur mit dem Unterschied, daB man ftir den Kometen eine 
Umlaufszeit von etwa 120 Jahren gefunden hatte, also eine langgestreckte Ellipse. 
SCHIAPARELLI berechnete auch die Bahn fur die Leoniden, wobei er von 
einer Umlaufszeit von 331/4 Jahren (vgl. S. 314) ausging. Kurz darauf berechnete 
OPPOLZER die Bahn fUr den Kometen 1866 I, wobei sich wieder eine nahe Dber
einstimmung zeigte; fUr diesen Kometen wurde die U mlaufszeit 33.18 Jahre 
gefunden. Sie ist unter den vorhergenannten periodischen Kometen nicht auf
gefUhrt, da der Komet im Jahre 1899 nicht wiedergefunden wurde. 

Diese Entdeckungen waren von Wichtigkeit, weil sie feste Anhaltspunkte 
fUr die obenerwahnte Hypothese ergaben, daB die Bahnen der Meteoriten von 
derselben Beschaffenheit wie die der Kometen sind; bereits frtiher hatten namlich 
verschiedene Astronomen die Vermutung ausgesprochen, daB die Meteoriten als 
Dberreste von Kometen zu betrachten seien. Wenn ein Schwarm von bedeuten
den Dimensionen, bei dem die Anziehung der einzelnen Teile untereinander nur 
unbedeutend ist, in die inneren Teile des Sonnensystems gelangt, so entsteht 
dort ein merklicher Unterschied zwischen der Anziehung der Sonne auf die 
nachsten und die entferntesten Teile; wenn die Bahn elliptisch ist, so werden 
hierdurch, evtl. in Verbindung mit den Storungen der Planeten, kleine Differenzen 
in den Umlaufszeiten bewirkt, die sich im Laufe der Zeit anhaufen, so daB die 
Materie nach und nach langs der Bahn verstreut wird. In dem sehr langgestreck
ten Ring, der die Perseiden verursacht, scheint sich die Zerstreuung tiber die 
ganze Bahn zu erstrecken, da man diese Sternschnuppen jedes Jahr zu der Zeit 
sehen kann, in der die Erde durch den Schnittpunkt geht; bei den Leoniden 



318 Das Sonnensystem. 

dagegen muB die Zerstreuung weniger weit vorgeschritten sein, da sie sich nur 
in gewissen Zwischenraumen gezeigt haben, namlich wenn der zugehorige Komet 
in der Nahe war. Nach der friiheren Periode zu urteilen konnten diese Stern
schnuppen in den Jahren 1899 oder 1900 wieder erwartet werden, die Anzahl 
erwies sich aber als ziemlich unbedeutend; der Berechnung der Storungen zu
folge, die Jupiter seit dem Jahre 1866 auf den Schwarm ausgeiibt hat, liegt 
der Grund hierfiir ohne Zweifel darin, daB der absteigende Knoten der Bahn 
nun der Erdbahn nicht mehr so nahe falIt wie vorher. 

Spater hat man andere so1che FaIle von Obereinstimmung zwischen Kometen 
und Sternschnuppen mit bekannten Radiationspunkten gefunden. Ein solcher 
Zusammenhang aber zwischen Meteorschwarmen und bekannten Kometen ist 
als ein Ausnahmefall zu betrachten. 

Mit Ausnahme der wenigen FaIle, bei denen es auf diese Weise als sicher 
angesehen werden kann, daB ein Meteorschwarm von einem bestimmten Kometen 
herstammt, ist die Frage der Meteorbahnen im Raume sehr schwer zu 16sen. 
Die Bestimmung der Bewegungsgeschwindigkeit der Sternschnuppen und der 
Meteore im Raume - und damit die Bestimmung ihrer Bahnen - ist sehr 
unsicher, und im Laufe der Zeit sind stark divergierende Meinungen iiber 
diese Geschwindigkeiten und diese Bahnen geauBert worden. So ist z. B. die 
Frage, ob ein we5entlicher Teil der Meteore Geschwindigkeiten besitzt, die 
auf interstellaren Ursprung hinweisen, eine interessante und zur Zeit sehr viel 
diskutierte Frage, die noch nicht als encgiiltig ge16st betrachtet werden 
kann. 

246. Das Zodiakallicht ist ein an de res Phanomen, das vielleicht auch auf 
Oberreste von Kometen zuriickzufiihren ist. Es erscheint als schwach leuch
tender Streifen am dunklen Himmel; es ist am breitesten und hellsten in 
der Nahe des Horizonts (ganz unten wirkt die Absorption der Luft stark) 
und lauft spitz nach oben an der Ekliptik entlang. Das Zodiakallicht hat seinen 
Namen nach dem Tierkreis oder dem Zodiakus. Da die Ekliptik bei uns immer 
einen spitzen Winkel mit dem Horizont bildet, erhalt das Zodiakallicht das 
Aussehen eines langgestreckten schiefen Dreiecks, jedoch nach oben etwas ab
gerundet. Bei klarer Luft kann sein Licht heller als das der Mi1chstraBe leuchten,. 
es ist aber niemals so scharf begrenzt, da die Helligkeit von der Mitte nach 
den Seiten sowohl als auch von unten nach oben abnimmt. Es nimmt an der 
tag lichen Bewegung des Himmels teil und kann bei uns bis zu 60 0 oder 80 0 

Elongation auf beiden Seiten der Sonne verfolgt werden, unter niedrigeren 
Breiten haufig noch weiter. In den Tropen kann man es das ganze Jahr hin
durch sehen, bei uns aber nur zu der Zeit des Jahres, in der die Ekliptik einen 
hinreichend groBen Winkel mit dem Horizont bildet, nachdem der Himmel am 
Abend hinreichend dunkel geworden ist oder bevor es am Morgen hell wird; 
wenn namlich der Winkel klein ist, so daB der ganze Lichtstreifen in der Nahe 
des Horizonts liegt, dann wird die Absorption in den unteren Luftschichten 
zu stark, als daB das zarte Licht hindurchdringen konnte. Der Monat Februar 
und Anfang Marz sind bei uns die beste Zeit, um das Zodiakal1icht des Abends 
am westlichen Himmel zu sehen, im Oktober sieht man es am besten morgens 
am ostlichen Himmel. Bei hellem Mondschein bleibt es unsichtbar. 

Die Mittellinie des Lichtstreifens £allt im allgemeinen nicht genau mit der 
Ekliptik zusammen. Die Abweichung wird zum Teil durch die schiefe Stellung 
verursacht, da die Luft mehr Licht auf der unteren als auf der oberen Seite 
absorbiert; aus Beobachtungen in den Tropen, wo die Ekliptik senkrecht zum 
Horizont stehen kann, geht hervor, daB die Abweichung von der Ekliptik nur 
unbedeutend ist. 
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Den innersten Teil des Zodiakallichts kann man auBer bei totalen Sonnen
finsternissen nicht sehen, meistens ist aber dann die Korona der Sonne so hell, 
daB der Himmelsgrund nicht hinreichend dunkel wird; man hat deshalb nur 
ausnahmsweise eine betrachtliche Verlangerung der Korona in der Richtung der 
Ekliptik feststellen konnen. 

Es ist im Jahre 1909 auf der Lick-Sternwarte gelungen, das Spektrum des 
Zodiakallichts zu photographieren, indem man eine Gesamtexpositionszeit von 
121/2 Stunden, auf 13 Nachte verteilt, anwandte. In dem kontinuierlichen 
Spektrum wurden mit Sicherheit zwei dunkle Linien gefunden, namlich FRAUN
HOFERS G und H + K. Dies deutet darauf hin, daB das Zodiakallicht durch 
reflektiertes Sonnenlicht verursacht wird. Von den reflektierenden Partikeln 
muB angenommen werden, daB sie mit ungeheuer geringer Dichte in den inneren 
Gebieten des Sonnensystems und nahezu in der Ebene des Sonnensystems ver
teilt sind. 

Astronomische Konsequenzen der Relativitatstheorie. 

247. Bewegung des Merkurperihels. Ablenkung des Lichts am Sonnenrand. 
Rotverschiebung. Die allgemeine Relativitatstheorie hat die NEWToNschen Glei
chungen, die die Grundlage fur die Erklarung der Bewegungen im Sonnensystem 
bilden, modifiziert. Die Geschwindigkeiten, die im Sonnensystem vorkommen, 
sind alle klein im Verhaltnis zur Lichtgeschwindigkeit, und infolgedessen sind 
die Modifikationen, rein zahlenmaBig, sehr klein. Die wichtigste Abweichung 
ist eine rechtlaufige Bewegung des Merkurperihels, die 0",4 im Jahre betragt. 
Ein entsprechender Widerspruch zwischen der Erfahrung und den Planeten
theorien nach NEWTONS Gleichungen war bereits LEVERRIER aufgefallen. 

In diesem Zusammenhang sollen zwei andere Konsequenzen der Relativitats
theorie erwahnt werden, die innerhalb der Astronomie von Bedeutung sind. 
Die eine ist eine Ablenkung des Lichts, wenn es sehr nahe am Sonnenrande vor
beigeht. Der theoretische Betrag der Ablenkung am Sonnenrand ist 1".75. Die 
andere ist eine Rotverschiebung des Lichts (also auch der Spektrallinien), die 
proportional ist der Masse dividiert durch den Radius des Sterns, von dem 
das Licht ausgesandt wird. 

Die Lichtablenkung am Sonnenrand ist durch Beobachtungen von Sternen in 
der Umgebung der Sonne wahrend totaler Sonnenfinsternisse konstatiert worden. 

Die Rotverschiebung hat man bei den Spektrallinien der Sonne angedeutet 
gefunden, sie ist aber auf der Sonne so gering, daB andere Ursachen (Stromungen) 
ebenso groBe Verschiebungen ergeben. Auf einem der weiBen Zwerge (vgl. 
S. 393), dem Begleiter des Sirius, hat man indessen die Rotverschiebung be
obachten konnen. Hier ist der Radius des Sterns so klein, daB die Verschiebung 
einem DOPPLER-Effekt fUr eine Radialgeschwindigkeit von etwa 20 km sec 1 

entspricht (die entsprechende Zahl fur die Sonne ist etwa 0.6 km sec- 1). Un
gefahr urn diesen Betrag sind die Linien nach Rot verschoben relativ zu der 
Lage, die man nach der Bahnbewegung des Siriusbegleiters urn den Sirius hatte 
erwarten mussen. Die Untersuchung wird hier nur durch das starke zerstreute 
Licht des Sirius selbst erschwert. 

Bewegungsformen im Sonnensystem. 

248. Das N euste in bezug auf die Bahnformen in unserem Sonnensystem 
war die Entdeckung des Planet en Pluto (im Fruhling 1930), dessen Bahn urn 
die Sonne in der Hauptsache auBerhalb der Bahn des N eptun liegt (vgl. S. 303), 
und die Entdeckung (im Fruhling 1932) der zwei kleinen Planet en Amor und 
1932 HA, die die Vorposten des Asteroidenrings nach innen bedeuten. 
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Wenn wir fUr einen Augenblick an unsere Kenntnis der Bahnformen zuriick
denken wollen, wie die Dinge urn die Mitte des vorigen Jahrhunderts lagen, 
so hatten wir: 

1. die vier inneren groBen Planeten (Merkur, Venus, Erde, Mars), deren 
Bahnen Ellipsen sind mit nicht besonders groBer Exzentrizitat und mit kleiner 
N eigung gegen die Ekliptik; 

2. in einem verhaltnismaBig schmalen Giirtel zwischen Mars und Jupiter eine 
Anzahl von kleinen Planeten, die in elliptischen Bahnen laufen mit durch
schnittlich gr6Beren Exzentrizitaten und Neigungen als die unter 1 und 3 er
wahnten groBen Planeten; 

3. die vier auBeren groBen Planet en (Jupiter, Saturn, Uranus und - seit 
dem Jahre 1846 - Neptun) mit kleinen Bahnexzentrizitaten und Neigungen; 

4. eine groBe Anzahl von Kometen, mit Bahnen, die aIle moglichen Neigungen 
gegen die Ekliptik haben, und mit Exzentrizitaten, die wesentlich gr()Ber sind 
als die der Planetenbahnen. Eine Anzahl dieser Kometen hat ihre ganze 
Bewegung innerhalb der Grenzen der bekannten Planetenbahnen, die iiber
wiegende Mehrzahl aber lauft in Bahnen, die sehr langgestreckt sind, bis zu 
Bahnen hinauf, deren Form in der Nahe der Parabelliegt, und die weit auBer
halb des Bereichs der Bahn des auBersten bekannten Planeten gelangen. 

Zwischen Planeten- und Kometenbahnen war eine tiefe Kluft vorhanden. 
So standen die Dinge bis zum Jahre 1898. Jetzt haben die Verhaltnisse 

von wichtigen Gesichtspunkten aus ein anderes Aussehen. 
1m Jahre 1898 wurde der kleine Planet Eros entdeckt. Seine Bahn durch

brach den alten Rahmen, indem dieser Planet teilweise innerhalb der Bahn des 
Mars wandelt. 

In den darauffolgenden Jahrzehnten entdeckte man, nach und nach, so wie 
die instrumentellen Mittel besser wurden, einen kleinen Planeten nach dem 
anderen, eine Gruppe von kleinen Planeten nach der anderen mit Bahnen, die 
sich nicht in das alte Schema einfUgen lieBen (vgl. S.292 bis 293). 

Drei bekannte kleine Planeten (die Albert-Gruppe) bewegen sich in Bahnen, 
die stark exzentrisch sind und die in den Aphelien bis in die Nahe der Bahn 
des Jupiter gelangen. 

Zehn kleine Planeten (die Jupitergruppe) kennen wir, die in (nicht sehr 
exzentrischen) Bahnen mit ungefahr derselben mittleren Entfernung von der 
Sonne wie Jupiter wandern. 

Ein kleiner Planet (Hidalgo) ist gefunden worden, der mit stark exzentrischer 
Bewegung (und iibrigens auch mit groBer Bahnneigung) in seinem Aphel bei
nahe ebensoweit von der Sonne entfernt ist wie Saturn. Nach alteren Vor
stellungen wiirde man sagen: Ein Planet, der in einer typischen Kometenbahn 
wandert. 

Unter den kurzperiodischen Kometen gibt es einen, der im Jahre 1927 auf 
der Hamburger Sternwarte gefundene Komet 1925 II, dessen Bahn - mit kleiner 
Exzentrizitat - ganz zwischen den Bahnen von Jupiter und Saturn liegt, also 
ein Komet, der in einer typischen Planetenbahn wandert. 

1m Friihling 1930 kam die Entdeckung eines groBen Planeten (Pluto) mit 
einer stark exzentrischen Bahn, die im wesentlichen auBerhalb der Neptunbahn 
liegt. 

1m Friihling 1932 wurde ein kleiner Planet (1932 HA) entdeckt, der -
mit groBer Bahnexzentrizitat - sich zeitweise nicht nur innerhalb der Erdbahn, 
sondern sogar innerhalb der Venusbahn befindet. 

Als Zusammenfassung unseres jetzigen Wissens konnen wir sagen, daB es 
iiberhaupt keinen Wesensunterschied mehr gibt zwischen verschiedenen Typen von 
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Planetenbahnen, keinen zwischen kurzperiodischen und parabelnahen Kometen
bahnen, und auch keinen zwischen Planeten- und Kometenbahnen untereinander, 
abgesehen von einer Tatsache: daB aile Planeten rechtlaufig sind, wahrend un
gefahr die Halfte der Kometen direkte, die Halfte retrograde Bewegung hat. 

Das Ganze scheint auf ein einheitliches System hinauszulaufen; es kann sein, 
daB es vieileicht iiberhaupt zwischen Planeten und Kometen keinen Wesens
unterschied gibt. Sowohl Planeten als Kometen geh6ren, wie man jetzt allen 
Grund hat anzunehmen, dem Sonnensystem an. Unser ganzes Sonnensystem 
ist alIer Wahrscheinlichkeif nach mit Korpern angefiillt, groBen und kleinen, 
und angefiillt mit Bahnen. Objekte, die weit entfernt sind, konnen wir -
auch wenn sie an und fiir sich noch so groB sind - nicht wahrnehmen. Wenn 
sie Bahnen besitzen, die sehr exzentrisch sind, und Periheldistanzen, die unter 
einer gewissen Grenze liegen, konnen sie uns hinreichend nahe kommen, urn 
beobachtet zu werden, und dies ganz besonders, wenn sie als sehr seltene Gaste 
in die inneren Teile des Sonnensystems gelangen und deshalb noch die Stoffe ent
halten, die zu den typischen Kometenphanomenen - Verdampfung und Schweif
bildung - AnlaB geben k6nnen. AIle Unterschiede scheinen ausschlieBlich in 
den Bahnverhaltnissen begrundet und von diesen abhangig zu sein. Kometen 
und Planet en in unserem Sonnensystem werden nach Millionen (urn die Zahl 
vorsichtig zu wahlen) zu zahlen sein, die weit uberwiegende Mehrzahl von ihnen 
aber wird hier von der Erde aus nie beobachtet werden konnen. 

Der Unterschied, der iibriggeblieben ist zwischen Planeten- und Kometen
bahnen - die Tatsache, daB aIle Planetenbewegungen direkt sind, wahrend 
die Bewegungen der Kometen, die sich in stark exzentrischen Bahnen bewegen, 
gleichmaBig zwischen direkter und retrograder Umlaufsrichtung verteilt sind -
konnte mit dem Umstand zusammenhangen, von dem bereits die Bahnformen 
eine Andeutung geben: daB die Kometen im wesentlichen in den auBeren Teilen 
des Systems und zu Zeiten entstanden waren, in denen das Sonnensystem sich 
noch nicht zu einem System mit ausgesprochen gemeinsamer Umlaufsrichtung 
gesammelt hatte, wahrend die bekannten Planeten in einem spateren Stadium 
der Entwicklungsgeschichte des Sonnen systems entstanden waren. 

Zur Kosmogonie unseres Sonnensystems mag diese Andeutung hier geniigen. 
Vermutungen iiber die Urgeschichte un seres Sonnensystems lassen sich zwar 
aufstellen, und seit der Veroffentlichung der KANT-LAPLAcEschen Theorie hat 
es an Versuchen, eine Geschichte des Sonnensystems zu begriinden, nicht ge
fehlt. Auf dem jetzigen Standpunkte der Wissenschaft lassen sich jedoch auf 
die diesbeziiglichen Fragen keine zuverlassigen Antworten geben. 

Stellarastronomie und Astrophysik. 
Helligkeit. Farbe. Durchmesser. FHichenhelligkeit. 

249. Die Helligkeit der Sterne. Die Lichtmenge, die man einen Stern aus
senden sieht, wird durch eine Zahl angegeben, die seine Gropenklasse oder seine 
Grope genannt wird. Die GroBe ist so definiert, daB einer groBeren Lichtmenge 
eine kleinere Zahl entspricht. Die der GroBenklasse 1.0 entsprechende Licht
menge ist 2.512mal groBer als die der GroBenklasse 2.0 entsprechende Licht
menge, die der GroBenklasse 2.0 entsprechende Lichtmenge ist 2.512mal groBer 
als die der GroBenklasse 3.0 entsprechende, usf. Die Zahl 2.512 ist gewahlt, 
weil ihr Logarithmus gleich 0.4 ist, eine fiir die Rechnung sehr bequeme Zahl. 

Zwei Lichtmengen II und l2 mit dem Verhiiltnis zwischen den Lichtmengen -~~ 
t? 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 21 
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entsprechen zwei GroBenklassen m1 und m2 mit der Differenz m2 - m] . 
diesen beiden besteht die Gleichung: 

I t- = (2.S12)m,-m, . 
oder: 

Dies bedeutet: 

Es ist also fUr zusammengehorige Werte von lund m: 

oder: 
log I + OAm = const 

m = const - 2.Slogl. 

Zwischen 

Diese letzte Gleichung kann man als Definitionsgleichung der GroBenklassen 
bezeichnen. 

Beispiel 1. Setzt man die der GroBenklasse 6.0 entsprechende Lichtmenge 
gleich 1, so hat man fUr die den folgenden GroBenklassen entsprechenden Licht-
mengen: 

GroBenklasse 

1.0 
2.0 
3.0 
4.0 
5·0 
6,0 

Lichtmenge 

(2.512)5 = 100.0 
(2.512)4 = 39.81 
(2.512)3 = 15.85 
(2.512)2 = 6.310 
(2.512)1 = 2.512 
(2.512)° = 1.000 

Beispiel 2. Zu zwei Lichtmengen mit dem VerhiHtnis 1 : SO gehoren zwel 
GroBenklassen mit einem Unterschied x, bestimmt durch: 

(2.S12)X = SO 
x.log(2.S12) =logSO 

OAx = 1.699 
x = 4.2S 

Durch die gegebene Definition ist die jeder Lichtmenge entsprechende GroBen
klasse bestimmt, wenn nur die einer Lichtmenge entsprechende GroBenklasse 
festgelegt ist. Daraus ergibt sich die Konstante in der Definitionsgleichung. 
Eine haufig benutzte Festlegung ist die, daB man die Lichtmenge, die vom 
Polarstern zu uns gelangt, mit der GroBenklasse 2m.12 bezeichnet. 

Von einem Stern der GroBenklasse m sagt man, daB er von der GroBe mist. 
Man benutzt die Schreibweise GroBenklasse oder GroBe z. B. sm.23. 

250. Scheinbare und absolute GrofJe. Die Lichtmenge, die man einen Stern 
aussenden sieht, hangt von der gesamten vom Stern ausgesandten Lichtmenge 
und von der Entfernung des Beobachters vom Stern abo Wenn sich die Ent
fernung des Beobachters vom Stern andert, andert sich auch die scheinbare 
Helligkeit des Sterns. Charakteristisch fUr den Stern ist die gesamte vom Stern 
ausgesandte Lichtmenge. Man fuhrt, urn ein Mae fUr diese zu haben, den Be
griff absolute GrofJe ein. Absolute GroBe wird als die GroBe definiert, die ein 
Stern haben wurde, wenn die Entfernung des Beobachters vom Stern 10 parsec 
betruge (ein parsec ist die Entfernung, von der aus die halbe groI3e Achse der 
Erdbahn unter dem Winkel 1" gesehen wird, vgl. S. 40S). Die absolute GroBe 
eines Sterns ist nur von der gesamten vom Stern ausgesandten Lichtmenge 
abhangig. Zum Unterschied von der absoluten GroBe des Sterns wird die 
Helligkeit, die ein Beobachter auf der Erde wahrnimmt, seine scheinbare GrofJe 
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genannt. Wenn keine Verwechslung zu befiirchten ist, wird die scheinbare 
GroBe einfach die GroBe genannt. Die Bezeichnungen scheinbare Helligkeit 
bzw. absolute Helligkeit haben dieselbe Bedeutung wie scheinbare GroBe bzw. 
absolute GroBe. 

251. Der Zusammenhang zwischen absoluter GrofJe, Entfernung und schein
barer GrofJe. Die scheinbare GroBe eines Sterns mist als die GroBe in der Ent
fernung, in der wir uns von dem Stern befinden, definiert; diese Entfernung 
ist durch die Parallaxe n des Sterns gegeben. Die absolute GroBe M war als 
die GroBe in der Entfernung 10 parsec vom Stern definiert. Die m und M ent
sprechenden Lichtmengen lund L verhalten sich umgekehrt wie die Quadrate 

der beiden Entfernungen ~ parsec und 10 parsec. Folglich hat man: 
:II: 

Man erhalt 

da ja: 

~ = (-: r = 100 n 2 • 

also M - m aus der Gleichung: 

100n2 = (2.512}M-m, 

± = (2.512}M-m. 

Die Gleichung kann: 

2 + 2logn = (M - m) log (2.512) 
oder: 2 + 2logn = O.4(M - m} 

geschrieben werden, also: 
M = m + 5 + Slog n . 

Beispiel 1. Die scheinbare GroBe m eines Sterns ist sm.6, seine Parallaxe n 
ist 0".300. Seine absolute GroBe ist dann bestimmt durch: 

M = 5.6 + 5 + Slog 0.300 
= 5.6 + 5 - 5, 0.523 

= 5.6 + 5 - 2.6 
M = sm.o. 

Beispiel 2. Die scheinbare GroBe der Sonne betragt - 26m.7. Ein parsec 
ist 206264.Smal der Entfernung der Erde von der Sonne; fUr die Sonne muB 
man also n = 206264".8 setzen. Hieraus erhalt man die absolute GroBe der 
Sonne: 

M = - 26.7 + 5 + 51og206264.S 

= - 26.7 + 5 + 5, 5·314 

= -26.7 + 5 + 26.6 
M =4m.9. 

252. Bolometrische, visuelle, photographische und photoelektrische scheinbare 
GrofJe. Ein objektives MaB fiir die scheinbare Helligkeit eines Sterns ist die 
gesamte Lichtenergie, die pro Sekunde durch eine zur Richtung nach dem Stern 
senkrechte FIache mit dem Areal 1 em 2 hindurchgeht, wenn die Flache sich in 
der Entfernung der Erde vom Stern befindet. Fiir die Sonne kann diese GroBe 
relativ leicht gemessen werden. Das Prinzip der MeBmethoden ist, daB die Licht
energie in Warmeenergie umgesetzt und eine daraus folgende Temperatur
erhohung gemessen wird (Pyrheliometer). Die Messungen miissen wegen Ab-

21* 
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sorption in der Atmosphare der Erde reduziert werden. Man hat den folgenden 
Wert gefunden: 

1.35 . 106 erg cm - 2 sec 1 

= 1.94gkalcm - 2 min -1 (die Solarkonstante). 

Auch ftir die helleren Sterne hat die objektive Methode angewandt werden 
konnen. Auf dem Mt. Wilson wurden empfindHche Thermosaulen in Verbindung 
mit dem 250 cm-Spiegel hierzu benutzt. Ftir etwas mehr als 100 hel1ere Sterne 
liegen Messungen vor. 

Wenn das Auge gleich empfindlich fUr Licht aller Wellenlangen ware, dann 
wtirde Photometrie mit dem Auge (visuelle Photometrie, s. S. 11) dieselben 
Resultate geben wie objektive Photometrie. Ein gelber Stern und ein violetter 

Ph V 

Stern wtirden z. B. gleich hell gesehen werden, 
wenn die ausgesandte Lichtenergie pro sec 
pro cm 2 in der Entfernung des Beobachters 
fUr beide Sterne gleich groB ware. Das Auge 
sieht indessen den gelben Stern heller, da es 
fUr gelbes Licht empfindlicher ist als ftir 
violettes. Abb.152 zeigt die relative Emp
findlichkeit des Auges fUr Licht von verschie
denen Wellenlangen, wenn die groBte Empfind
lichkeit gleich 1 gesetzt wird. 

Wenn Sternlicht, das aus allen moglichen 
Wellenlangen zusammengesetzt ist, objektiv 
photometriert wird, erhalt man ein MaB fUr 
die Summe der Lichtenergie aller Wellenlangen. 
Wird mit dem Auge photometriert, so erhiilt 

eOoo ::-A, man ebenfalls ein MaB ftir die Summe der 
, 

2 

Abb. 152. Zwei PLANcK·Kurven, den Tempe· 
raturen von 10000· (P,) und 5000· (P,) ent· 
sprechend, und Empfindlichkeitskurven ftir 
eine photographische Platte (Ph) und fiir das 
Auge (V). Der MaLlstab der Ordinaten ist fUr 
die beiden PLANcK-Kurven verschieden; ware 
er ftir beide gleich, so hiitte p. nur eine Hohe 

1 1 .. 
von 2' = 32 der Hohe von P,. 

Lichtenergie aller Wellenlangen, jedoch so, 
daB die Energie fUr jede einze1ne Wellenlange 
je nach der Empfindlichkeit des Auges fiir 
die betreffende Wellenlange reduziert ist. Der 
Unterschied zwischen objektiver (bolometri
scher) und visueller GroBe eines Sterns hangt 
also von der spektralen Zusammensetzung des 

Lichtes dieses Sterns abo Wie wir spater sehen werden (§ 258), ist die Verteilung 
des Sternlichtes tiber die Wellenlangen mit einiger Annaherung dieselbe wie die 
Verteilung nach dem PLANCKschen Gesetz fUr eine bestimmte Temperatur. 
Der Unterschied zwischen bolometrischer und visueller Helligkeit kann also mit 
einer gewissen Annaherung in Abhangigkeit von der Temperatur (der effektiven 
Temperatur, Teff.) , die die spektrale Verteilung des Lichtes der Sterne charakte
risiert, ausgedrtickt werden. Die untenstehende Tafel gibt den Unterschied iJ m 
(bolometrische visuelle GroBenklasse) III Abhangigkeit von der effektiven 
Temperatur. 

T eff• Llm(Bol.·Yis.) Tefl. LI m(Bol.·Yis.l 

3000° - 1m.67 12000° - Om.58 
4000 -0 .62 13000 -0 .73 
5000 -0 .18 14000 -0 .89 
6000 -0 .02 15000 -1 .04 
7000 -0 .00 16000 -1 .19 
8000 -0 .06 17000 -1 .34 
9000 -0 .16 18000 -1 .49 

10000 -0 .29 19000 -1 .63 
11000 -0 .43 20000 -1 .77 
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Da der Nullpunkt in jedem System von GroBenklassen willkurlich ist (vgl. 
die Definition des Nullpunktes, S. 322), so ist der Unterschied zwischen zwel 
Systemen im voraus nur bis auf eine Konstante bestimmt. In der obenstehenden 
Tafel ist die Konstante so gewahlt worden, daB der Unterschied im Maximum 
gleich Null wird. Fur Licht von einem Stern mit einer effektiven Temperatur 
zwischen 6000° und 7000 0 ist die visuelle GroBe also gleich der bolometrischen 
GroBe. Fur andere effektive Temperaturen, sowohl hohere als niedrigere, sind 
die Sterne visuell lichtschwacher als bolometrisch. 

Ebenso wie das Auge ist auch die photographische Platte dem Licht von 
verschiedenen Wellenlangen gegenuber verschieden empfindlich. Abb. 152 zeigt 
eine Empfindlichkeitskurve fUr eine photographische Platte. Folglich entsteht 
ein Unterschied zwischen bolometrischer GroBe und photographischer GroBe, der 
von der effektiven Temperatur abhangt. 

Da die Empfindlichkeitskurven fUr das Auge und fUr die photographische 
Platte· verschieden sind, entsteht ein ebenfalls von der effektiven Temperatur 
abhangiger Unterschied zwischen visuellen und photographischen GroBenklassen. 
Dieser Unterschied wird der F arbenindex genannt: 

Farbenindex = ntphotographisch - 'mvisuell . 

Die Konstante ist hier so gewahlt, daB der Farbenindex fUr Tefl. gleich etwa 
13 000 0 gleich Null istl. 

Die untenstehende Tafel zeigt den Verlauf des Farbenindex, wenn die effektive 
Temperatur variiert. 

Tefl. 

3000° 
6000 

10000 
20000 

Farbenindex 

+1 ffi .8 
+0 .7 
+0 .1 
-0 ·3 

Orthochromatische Platten und Gelbfilter geben eine Empfindlichkeitskurve, 
die sehr nahe wie die des Auges verIauft. Die durch Aufnahmen auf ortho
chromatischen Platten durch Gelbfilter bestimmten GroBenklassen fallen des
halb sehr nahe mit den visuellen GroBenklassen zusammen. Solche GroBen 
werden photovisuelle genannt. 

Die durch Photozellen bestimmten GroBenklassen geben photoelektrische 
Systeme von GroBenklassen, die fUr Kaliumzellen ungefahr dem System der 
photographischen, fUr Rubidiumzellen ungefahr dem der visuellen GroBenklassen 
entsprechen. 

253. Die gegenseitigen Beziehungen der verschiedenen photometrischen Systeme. 
Wir wollen etwas genauer auf die gegenseitigen Beziehungen der verschiedenen 
photometrischen Systeme eingehen. 

Ganz allgemein konnen wir die Verhaltnisse folgendermaBen beschreiben. 
Einer jeden photometrischen Apparatur entspricht eine gewisse Empfindlich
keitskurve, die die Abhangigkeit der Lichtempfindlichkeit von der Wellenlange 
des Lichts charakterisiert. Die Helligkeit eines Sterns wird aus der wirksamen 
Intensitiit des Sternlichts gegenuber der betref£enden photometrischen 
A ppara tur abgeleitet. Dabei ist die wirksame Intensitat die Summe der wirk
samen Intensitaten fur aIle im Sternlicht vorhandenen WellenHingen. Die wirk
same Intensitat des Lichts einer bestimmten Wellenlange aber ist proportional 
1. der Intensitat des Sternlichts fur diese Wellenlange und 2. der Empfindlich
keit der photometrischen Apparatur gegenuber dieser Wellenlange. 1st I(J.) 

1 Eigentlich lautet die Definition: Der Farbenindex wird gleich Null gesetzt fur Sterue 
des Spektraltypus A 0 (s. S. 342). 
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die IntensiUit fur die We1lenlange J., P().) die Empfindlichkeit der photometri
schen Apparatur fur die Wellenlange J., so ist die wirksame Intensitat des Stern
lichts im Wellenlangenbereich ). bis J. + dl proportional: 

P(l) . J(J.) dJ.. (1) 

Die gesamte wirksame Intensitat (W.1.) aller Wellenlangen wird also: 
00 

W.1. = const! P(J.) . J(2) d},. 
o 

(2) 

Die GraBenklassen sind durch die folgende Gleichung definiert (vgl. S. 322) : 

m = const - 2.5 10gW.1. (3) 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt: 
00 

m = const - 2.510g/P(l). J(l) dl. (4) 
o 

Die Empfindlichkeitskurve einer photometrischen Apparatur P(J.) ist durch 
eine Reihe von Faktoren gegeben. Die Funktion J (l) 5011 die Intensitatskurve 
des Sterns auBerhalb der Atmosphare bedeuten. Die Atmosphare ist dann 
als der photometrischen Apparatur zugeharig anzusehen. Zur Apparatur gehart 
ferner das benutzte optische System, Linsen oder Spiegel, ferner eventuell 
benutzte Filter. SchlieJ31ich gehOrt zur Charakterisierung der photometrischen 
Apparatur die Angabe des lichtempfindlichen Organs (Auge, Thermo
saule usw.). 

Der EinfluB der Atmosphare wird durch den sogenannten Transmissions
koettizienten (Durchlassigkeitszahl) beschrieben. Durch diesen gibt man an, einen 
wie groBen Bruchteil des yom Weltraum kommenden Lichts die Erdatmosphare 
durchlaBt. Der Transmissionskoeffizient der Erdatmosphare ist eine Funktion 
der Wellenlange. Wir bezeichnen ihn mit p (l). 1m allgemeinen werden alle 
photometrischen Messungen auf das Zenit reduziert (vgl. S. 13 und 330). Dann 
bezieht sich p (l) auf die Durchlassigkeit fur z = 0°. Analog kann man den 
Transmissionskoeffizienten des benutzten optischen Systems definieren. Dieser 
ist auch eine Funktion der Wellenlange und mage mit q(l) bezeichnet werden. 
SchlieBlich definiert man auch fUr eventuell benutzte Filter den Transmissions
koeffizienten in derselben Weise; er sei mit t(J.) bezeichnet. So erhalt man, daB 
die Intensitat des Lichts, das das lichtempfindliche Organ trifft, proportional: 

J(l) . p(l) . q(l) . t(').) (5) 

ist. Wird kein Filter benutzt, so ist t (l) = 1 zu setzen. Die wirksame Intensitat 
ist 1. proportional dieser Intensitat und 2. proportional der Empfindlichkeit 
des lichtempfindlichen Organs. Letztere ist wieder eine Funktion der Wellen
lange und mage mit g (J.) bezeichnet werden. Die wirksame Intensitat des Lichts 
im Wellenlangenbereich l bis l + d J. ist dann proportional: 

J()') dJ.· P(l) . q(J.) . t(').) . g(J.) . (6) 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem Ausdruck (1), so findet man, daB 
die Empfindlichkeitsfunktion P (l) der photometrischen Apparatur gegeben ist 
durch: 

P (l) = P (2) . q ().) . t (l) . g (l) , (7) 

einem Produkt aus Faktoren, die den EinfluB der Erdatmosphare, der optischen 
Apparatur, des Filters und der Empfindlichkeit des lichtempfindlichen Organs 
beschreiben. 
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Es sei noch bemerkt, daB es nur auf das Verhaltnis der P(A)-Werte fur ver
schiedene A ankommt, nicht auf absolute Werte oder, anders ausgedruckt, daB 
die Funktion P (A) nur bis auf einen fUr alle Wellenlangen konstanten Faktor 
bekannt zu sein braucht. Aus Gleichung (4) ist ersichtlich, daB eine Multiplikation 
von P(A) mit einem von A unabhangigen Faktor nur eine Verschiebung des 
wilIkurlichen Nullpunkts der GroBenklassen bewirkt. 

Hat man nun mit zwei photometrischen Apparaturen mit den Empfindlich
keitsfunktionen P'(A) und P"(A) GroBenklassen m' und m" bestimmt, so gilt 
gemaB (4): 

und: 

und folglich: 

m' = const' - 2.5 log I P' (A) I (A) dA 
o 

00 

m" = const" - 2.5 log I P"().) I (A) dA 
o 

00 

j P' (A) I (A) dA 

m' - m" = const - 2.5 log ~ooo~~~~· 

jP"(A) I(A) dA 
o 

(8) 

(9) 

(10) 

Es seien die Funktionen P'(A) und P"(A) bekannte Funktionen. Nach (10) 
kann man dann den Unterschied der GroBenklassen rechnerisch bestimmen unter 
bestimmten Annahmen uber I (A). Nimmt man an, daB die Intensitatsverteilung 
dem PLANcKschen Gesetz folgt, so kann man also m' - m" als Funktion der 
effektiven Temperatur ausrechnen. Die Konstante in (10) muB durch irgend
eine Festlegung bestimmt werden; im allgemeinen setzt man fest, daB die GroBen
klassen in beiden Systemen fUr Ao-Sterne dieselben sein sollen (vgl. S.325 
FuBnote). Abweiehend wird nur die bolometrische HelIigkeit definiert: sie fallt 
bei derjenigen effektiven Temperatur mit der visuellen Helligkeit zusammen, 
bei der der Unterschied der beiden Systeme stationar ist (vgl. S. 325), etwa 
bei F 5 -Sternen. 

1m Ultravioletten sind die Absorptionslinien im Spektrum so zahlreich, daB 
der Ansatz einer PLANcKschen Energieverteilung fUr I (A) in (10) zu illusorischen 
Resultaten fUhrt. Die Starke der Absorptionslinien ist in der Hauptsache eine 
Funktion der effektiven Temperatur (vgl. S. 346). Dureh Messung der wahren 
Energieverteilung im Spektrum fUr Sterne versehiedener effektiver Temperatur 
(vgl. S. 338) kann man den EinfluB der Absorptionslinien ermitteln und in (10) 
in Rechnung stellen. 

Es sollen noch einige konkrete Angaben uber die Funktion P (A) verschiedener 
photometrischer Apparaturen gemaeht werden. 

1. Konnte man die Sternstrahlung mit Thermoelementen auBerhalb der Erd
atmosphare und ohne optisehe Instrumente beobachten, so hatte man eine 
photometrisehe Apparatur mit P (J.) unabhangig von der Wellenlange. Mit 
dieser Apparatur wurde man bolometrische Helligkeiten erhalten. 

2. Fur die obenerwahnte Apparatur auf dem Mt. Wilson (S. 324) wird P(A) 
gleieh dem Produkt aus dem Transmissionskoeffizienten der Erdatmosphare 
uber dem Mt. Wilson p (A) und dem von dem Reflexionsvermogen der Spiegel 
abhangigen Transmissionskoeffizienten des Spiegelteleskops q(A). Die mit dieser 
Apparatur gemessenen Helligkeiten nennt man radiometrische Helligkeiten. Der 
Untersehied zwischen bolometriseher und radiometrischer Helligkeit ergibt sich 
aus (10), indem fUr P'(A) eine Konstante (z. B. 1), fUr P"(A) das Produkt der 
Transmissionskoeffizienten der Erdatmosphare und der benutzten optischen 
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Apparatur, P(A) q(A), eingesetzt wird. Der Unterschied zwischen radiometri
scher und visueller Helligkeit wird oft Wiirmeindex genannt. 

Insofern ist es also unrichtig, die radiometrischen Helligkeiten als objektiv 
(d. h. unabhiingig von speziellen Umstanden) zu bezeichnen, als sie ja von den 
speziellen GroBen P (A) und q (A) abhiingen. Objektiv waren nur die unter 1 
besprochenen bolometrischen Helligkeiten. 

3. Bei visuellen Beobachtungen wird P (A) gleich dem Produkt aus P (A), 
q (A) und der Empfindlichkeit des Auges g. (A). Abb. 152 zeigt den Verlauf der 
Empfindlichkeitsfunktion g. (A). Das Maximum liegt zwischen 5500 und 5600 A.E. 
Die Funktion q(A) ist in dem in Betracht kommenden Wellenlangenbereich im 
allgemeinen praktisch konstant, kann also gleich 1 gesetzt werden. 

Die Empfindlichkeitskurve des Auges ist mit der Intensitat des auffallenden 
Lichts etwas veranderlich. Bei immer schwacherem Licht verschiebt sie sich 
etwas gegen Violett. Diese Erscheinung nennt man das PURKINJE-Phanomen. 
Will man erreichen, daB bei visuellen Beobachtungen die Empfindlichkeits
kurve P(A) der photometrischen Apparatur immer dieselbe bleibt, so mussen 
die Beobachtungen so angestellt werden, daB nicht nur die zu vergleichenden 
Sterne gleich hell gemacht werden, sondern auch die Helligkeit, auf die sie ge
bracht werden, immer dieselbe bleibt. Die Verschiebung der Empfindlichkeits
kurve ist allerdings nicht sehr groB, so daB die genannte Bedingung nur an
nahernd erfullt zu sein braucht. 

Fur gewisse Zwecke (vgl. den folgenden Paragraph en) benutzt man bei 
visueller Photometrie einen Rotkeil im Strahlengang. Der Rotkeil kann (meB
bar) verschoben werden, so daB die Dicke d des Keils an der Stelle, wo er yom 
Sternlicht passiert wird, geandert werden kann, wodurch die GroBe der Ab
sorption im Keil geandert wird. In jeder Stellung wirkt der Rotkeil geradeso 
wie ein Filter; die Wirkung des Rotkeils wird fUr jedes d durch einen Trans
missionskoeffizienten, der eine Funktion der Wellenlange ist, beschrieben. Dieser 
moge mit kd (A) bezeichnet werden. Fur die Dicke 1 hat man den Transmissions
koeffizienten: 

kl (A) ; 

bei der Dicke 2 wirkt der Keil wie zwei Keile der Dicke 1: 

k2 (2) = kl (A) • kl (A) . 

Allgemein wirkt der Keil bei der Dicke d wie d Keile der Dicke 1: 

kd (t.) = [k1 (2)]d . 

Das Verhaltnis der Intensitaten nach und vor dem Durchgang durch den 
Keil ist also: 

I(J.)nach = lk (')]d 
I (llvor 1"· 

Verwandelt man das Intensitatsverhaltnis gemaB S.322 in einen GroBen
klassenunterschied, so findet man: 

m(A)nach - m(A)vor = -2.510g[k1 (A)Jd = d· (-2.510gk1 (A)). 

Die Differenz der GroBenklassen nach und vor dem Durchgang durch den 
Keil ist also fUr alle Wellenlangen proportional der passierten Keildicke. 

Fur P (A) erhalt man bei der Keildicke d: 

Pd(A) = P(2). q(2). kd(2). g,.(2) • 

Durch einen Rotkeil kann man die Farbe eines Sternbilds andern. Mit Hilfe 
eines Rotkeils und eines NlcoL-Prismas kann man, wie wir im folgenden Para-
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graph en sehen werden, ein Sternbild einem Vergleichstern gleichmachen, so
wohl in bezug auf Helligkeit wie auf Farbe. Dann ist die auf das Auge wirkende 
Intensitat fiir Sternbild und Vergleichsternbild gleich. Aus der Energieverteilung 
im Vergleichssternspektrum, der Stellung des Rotkeils und der Stellung des 
NIcoL-Prismas sowie dem Transmissionskoeffizienten des Fernrohrs und der 
Atmosphare kann man auf die Energieverteilung im Sternspektrum schlieBen. 
Man konnte dann durch eine Integration iiber alle Wellenlangen die bolometrische 
GroBe bestimmen. Eine solche Bestimmung hatte aber allzusehr den Charakter 
einer Extrapolation, weil durch die visuelle Beobachtung nur Gleichheit der 
Intensitaten im visuellen Gebiet des Spektrums festgestellt werden kann. Man 
berechnet deshalb statt dessen das folgende Integral: 

i. 2 

II (A) d(A) , 
i. 1 

wo Al und 1.2 den Grenzen des visuellen Gebiets entsprechend gewahlt werden 
(etwa gleich 4400 bzw. 6600 A.E.). Die entsprechenden Helligkeiten nennt man 
kolorimetrische H elligkeiten. 

4. Bei photographischen Beobachtungen wird P (A) gleich dem Produkt aus 
p (A), q (l) und der Empfindlichkeit der photographischen Platte gph (A). Abb. 152 
zeigt den Verlauf der Empfindlichkeitskurve flir eine normale Platte. Das 
Maximum der Empfindlichkeit liegt bei etwa 4500 A.E. AuBerhalb des Wellen
langenbereichs 3100 bis 5100 A.E. ist die Empfindlichkeit praktisch gleich Null. 
Orthochromatische Platten sind auBer flir ultraviolettes und violettes Licht auch 
flir Licht mit groBeren Wellenlangen bis etwa 6000 A.E. empfindlich. Pan
chromatische Platten haben eine ziemlich konstante Empfindlichkeit flir einen 
sehr weiten Wellenlangenbereich von Ultraviolett bis Rot. Auch bei photo
graphischen Platten andert sich die Empfindlichkeitskurve etwas mit der In
tensitat des auffallenden Lichts: er gibt ein PURKINJE-Phanomen auch flir photo
graphische Platten. 

Benutzt man ein Gelbfilter, das flir Licht mit Wellenlangen kiirzer als etwa 
4600 A.E. praktisch undurchlassig ist, vor einer orthochromatischen Platte, so 
wird P(l) ungefahr ebenso verlaufen, wie wenn mit dem Auge beobachtet wird 
(vgl. die umstehende Tabelle; durch geeignete Wahl von Filtern und Platte 
kann man Pv(l) noch naher kommen). Benutzt man ein Blaufilter, das praktisch 
nur Licht zwischen 3600 und 4500 A.E. durchlaBt, so verschiebt sich das Maxi
mum der P(},)-Kurve gegeniiber dem Fall, wo das Licht die Platte direkt trifft, 
nach kiirzeren Wellenlangen. 

In der umstehenden Tafel sind zur Erlauterung der Transmissionskoeffi
zient der Erdatmosphare p (A) , der Transmissionskoeffizient eines Spiegelteleskops 
mit zwei Spiegeln q (A), die Empfindlichkeit des Auges gv (A), einer normalen 
Platte gph (I) und einer orthochromatischen Platte garth (l), ferner der Trans
missionskoeffizient eines Blaufilters fbi (l) und eines Gelbfilters fgb (A) und 
schlieBlich P (I) flir einige photometrische Apparaturen als Funktion der 
Wellenlange zusammengestellt. Den Wert en Prad (J.), Pv (A), Pph (l) bzw. P phv (l) 
entsprechen radiometrische, visuelle, photographische und photovisuelle Hellig
keiten. 

Die Methode, nach der p (l) bestimmt wird, mage noch kurz erlautert werden. 
Wenn man von der Strahlenbrechung und der Kriimmung der Schichten gleicher 
Dichte in der Atmosphare absieht, was bei nicht zu kleinen Hohen erlaubt ist, 
so ist die Absorption in der Erdatmosphare proportional sec z, wo z die Zenit
distanz ist, weil dann die Lange eines Sehstrahls in der Zenitdistanz z fiir aIle 
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J. in 1'1' I Plio) I q(i.) gv(J·) I gph(l) I gorth (l) I fbi (l) 
, 

fgb (l) Pr&d (l) I Pv(l) I Pph(A) Pphv(A) 
i ! 

300 0.02 I 0.0 -

I 
0.00 I 

320 0.54 0.00 0.1 - 0.01 0.00 0.0 
340 0.59 0.36 i 0.2 - 0.17 0.21 0.0 
360 0.63 0.58 0.3 - 0.30 0.37 0.1 
380 0.67 0.64 0.7 - 0.40 i 0.43 0.4 
400 0.71 0.69 : 0.9 - 0.56 0.49 0.6 

I 
I 

420 0·76 0·74 1.0 
i 

0.51 I 0.56 0.8 -
440 0.79 0.79 0.06 1.0 4 ! 0.28 : 0.62 0.05 0.9 
460 0.81 0.82 0.18 1.0 3 0.06 0.02 0.66 0.16 1.0 0.1 
480 0.84 0.83 0.28 0.9 1.3 : 0.00 0.25 0·70 0.26 0.9 0.4 
500 0.86 0.84 0·50 0.4 0.8 0.59 0·72 0.48 0.5 0.6 
520 0.87 0.85 0.78 0.0 0.6 

I 0·74 0·74 0.76 0.0 0.6 
540 0.88 0.85 0.97 1.0 ! 0.78 0.75 0.96 1.0 
560 0.88 0.86 

I 
0.98 0.6 i 0.78 0.76 0.98 0.6 

580 0.89 0.86 0.84 0.2 I 0.78 0.77 0.85 0.2 
600 0.89 0.86 I 0.62 I 0.0 0.78 

i 
0·77 0.63 0.0 

620 0.90 0.87 0.40 i 0.78 0.78 0.41 I 

640 0.91 0.87 0.19 
, 

0.78 0.79 0.20 

I· 

I 

660 0.92 0.88 0.05 0.78 i 0.81 0.05 
680 0·93 0.89 0.01 0.78 i 0.83 0.01 
700 0.94 0.89 0.78 ; 0.84 I 

Schichten proportional sec z wird. Beispielsweise ist die Absorption bei z = 60° 
(fUr aIle Wellenlangen) doppeIt so groB wie die Absorption im Zenit. Letztere 
ist also gleich dem Unterschied der Absorption fUr z = 0° und z = 60°. Durch 
Beobachtungen derselben Sterne in verschiedenen Zenitdistanzen kann man also 
teils die Reduktion auf das Zenit, teils p (A.) fUr das Zenit ermitteln. 

In diesem Paragraph en haben wir uns dafiir interessiert, wie die Helligkeiten 
verschiedener photometrischer Systeme aufeinander zu reduzieren sind. 1m 
folgenden Paragraphen werden wir uns damit beschaftigen, wie aus den Unter
schieden der Helligkeiten verschiedener Systeme effektive Temperaturen bequem 
bestimmt werden konnen. 

254. F arbenaquivalente. Es ist erwahnt worden, daB man aus der Energie
verteilung in dem Spektrum eines Sterns eine GroBe ableiten kann, die ungefahr 
der Temperatur in der Atmosphare des Sterns entspricht. Fur lichtschwache 
Sterne ist eine detaillierte Untersuchung des Spektrums nicht moglich; es ist 
daher von groBer Bedeutung, daB die Bestimmung z. B. des Farbenindex (der 
fUr bedeutend schwachere Sterne gemessen werden kann) die effektive Tem
peratur zu ermitteln gestattet. 

Das einfachste BeobachtungsresuItat, das mit der Temperatur zusammen
hangt, ist die Farbe eines Sterns. Rote Sterne haben niedrigere Temperatur 
als gelbe und weiBe. Subjektives Schatzen von Farben hat bei sehr geubten 
Beobachtern zu ziemlich guten ResuItaten gefiihrt. 

Wir haben gesehen (vgl. S. 12), daB man von Schiitzungen der Helligkeit 
zu visueller Photometrie iibergeht, indem die zu vergleichenden Helligkeiten 
meBbar geandert werden, bis sie gleich groB sind. Ebenso kann man von Farben
schatzungen zu einer visuellen Kolorimetrie iibergehen, wenn es gelingt, die 
Farben der Sternbilder meBbar zu andern, so daB Gleichheit mit einem Vergleich
stern in bezug auf Helligkeit und Farbe hergestellt werden kann. 

Fiir zwei Sterne sei die Intensitatsverteilung durch 1'(.1.) und J"(A) gegeben. 
Der Farbenunterschied der zwei Sterne ist durch die Anderung des Verhiiltnisses: 

If (l) 
In (l) 
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mit der Wellenlange gegeben. Ist das Verhaltnis fur aIle Wellenlangen das 
gleiche, so ist die Farbe die gleiche. Verwandelt man die Intensitaten in GroBen
klassen m'(l) bzw. m"(l), so findet man, daB die Farbe die gleiche ist, wenn 
der Unterschied m'(l) - m"(l) fur alle Wellenlangen derselbe ist. 

Im visuellen Gebiet ist die PLANcKsche Gleichung eine gute Naherung: 

/(1) = co~st __ 1_. 
1.6 c2 

eXT - 1 

Ferner ist im visuellen Gebiet bei nicht zu hoher effektiver Temperatur 
c, 

(T < 10000°) d· T viel groBer als 1 (vgl. hierzu S. 371). Dann kann man genahert 
setzen: 

c, 
/(1) = co;st e -rf 

Fur die GroBenklassen m (l) erhalt man gemaB S. 322: 

m(l) = const + 12.5 log), + 2.5 loge . ;.c~. 

Fur m' (l) - m" (.l.) findet man: 

m'(l) - m"(l) = const + 2.5 loge . (~, - ;~,) ~ . 

In der betrachteten Naherung ist also der Unterschied zwischen den GroBen

klassen bis auf eine Konstante proportional +. Im Proportionalitatsfaktor geht 

die Differenz der reziproken Sterntemperaturen ein. 
Fur zwei Sterne der (als verschieden vorausgesetzten) Temperaturen T' 

und T" andert sich m' (l) - mil p.) mit der Wellenlange, die Farben sind also 
verschieden. Konnte man den Gang von m' (l) - mil (l) mit l durch Benutzung 
eines verschiedenen Strahlengangs fUr die beiden Sterne kompensieren, so ware 
dadurch erreicht, daB die Stern bilder die gleiche Farbe hatten. Nun gibt es 
einen Rotkeil, dessen Absorption sich mit der Wellenlange gerade so andert, 
daB die Absorption, in GroBenklassen ausgedruckt, abgesehen von einer fUr aIle 

Wellenlangen konstanten Absorption proportional ~ ist. Im Proportionalitats-
I. 

faktor geht die Dicke des Keils an der Stelle, wo ihn das Sternlicht passiert, 
ein (vgl. S. 328). Hiermit ist die Moglichkeit gegeben, den Gang von m' (l) - mil (.l.) 
mit A. mit Hilfe eines solchen Rotkeils zu kompensieren. Im Strahlengang fUr 
den heiBeren Stern befindet sich der Rotkeil. Man andert durch Verst ellen 
des Keiles die Dicke, bis die Farbe des Sternbilds die gleiche ist wie die des 
Vergleichsterns. Die Keildicke, die Gleichheit der Farben herbeifuhrt, ist, wie 
man sieht, proportional der Differenz der reziproken Temperaturen des Sterns 
und des Vergleichsterns. Aus der gemessenen Keildicke kann die effektive Tem
peratur des Sterns ermittelt werden. 

Als Vergleichstern benutzt man eine kunstliche Lichtquelle, deren Licht nach 
dem PLANcKschen Gesetz verteilt sein muB. Die effektive Temperatur des Ver
gleichsterns mag zwischen 2000° und 3000° liegen. Mit Hilfe eines NICOL
Prismas sorgt man dafiir, daB Stern und Vergleichstern gleich hell sind. 

Mit Farbenschatzungen und visueller Kolorimetrie erreicht man schwachere 
Sterne als mit visueller Spektralphotometrie. J edoch kommt man auch mit 
einem groBen Instrument kaum weiter als bis zur 9. GroBe. Bei schwachen 
Stemen werden photographische Methoden benutzt. 
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Der Vergleich von zwei Gebieten des Spektrums, z. B. durch photographische 
oder photoelektrische Messungen mit Blaufilter und Gelbfilter, gibt ein MaB, 
das mit der effektiven Temperatur zusammenhangt. 

Allgemein hangen, wie wir im vorigen Paragraph en gesehen haben, die 
Unterschiede zwischen Helligkeiten, die photometrischen Systemen mit ver
schiedenen P(2) entsprechen, mit der effektiven Temperatur zusammen. 

Der Vergleich der Helligkeiten nach zwei verschiedenen photographisch
photometrischen Systemen, z. B. photographischer und photovisueller Hellig
keit, kann sehr bequem vorgenommen werden, indem die notigen photographi
schen Aufnahmen auf derselben Platte erfolgen. Man photographiert z. B. eine 
Sterngegend zuerst durch ein Blaufilter (oder ohne Filter), verschiebt dann die 
Platte ein wenig und photographiert die Gegend durch ein Gelbfilter. Man er
halt so von jedem Stern ein "Blaubild" und ein "Gelbbild". 

Ein bequemes Verfahren zum Vergleich der Blaubilder und Gelbbilder ist 
das folgende. Man nimmt zuerst eine Reihe Blaubilder auf mit Expositions
zeiten, die in geometrischer Progression wachsen, z. B. mit t gleich 
10", 20", 408 und 80", und dann ein Gelbbild mit einer Expositionszeit, die ge
wohnlich wegen der geringeren Gelbempfindlichkeit der Platte etwas groBer ge
wahlt wird als die langste Expositionszeit fUr die Blaubilder, im obigen Fall 
z. B. gleich 160". Man vergleicht nun das Gelbbild mit den Blaubildern und 
schatzt die Expositionszeit ab, die notig gewesen ware, urn ein Blaubild von 
derselben GroBe und Schwarzung zu erhalten wie das Gelbbild. Das Verhaltnis 
dieser Expositionszeit zur Expositionszeit fUr das Gelbbild, das Expositions
zeitverhiiltnis, ist ein MaB fur den Helligkeitsunterschied im blauen und im gelben 
Teil des Spektrums. Je heller das Blau, eine urn so kurzere Expositionszeit 
ist notwendig, damit das Blaubild dem Gelbbild gleicht. Die Bestimmung des 
Expositionszeitverhaltnisses kann entweder direkt durch Einscha tzen des 
Gelbbildes zwischen die Blaubilder geschehen oder unter Anwendung der ge
wohnlichen Methoden zur photometrischen Auswertung von photographischen 
Sternbildern (vgl. S. 12). Es sei noch bemerkt, daB die Expositionszeitverhalt
nisse je nach der Wahl der photographischen Platte und der Filter etwas ver
schieden werden. 

Das geschilderte Verfahren ist kein strenges photometrisches Verfahren. Man 
kann nicht unmittelbar aus Expositionszeiten auf Helligkeiten schlieBen. Eine 
Verdopplung der Expositionszeit hat nicht genau denselben EinfluB wie eine 
Verdopplung der Lichtintensitat, die Expositionszeitverhaltnisse bedurfen also 
einer Reduktion, urn Intensitatsverhaltnisse zu geben, und diese Reduktion ist 
nicht gleich groB fUr helle und schwache Sterne. Ferner ist zu berucksichtigen, 
daB die Abhangigkeit der Empfindlichkeit der Platte von der WellenHinge sich 
mit der Helligkeit der Sterne andert (PURKINJE-Phanomen, vgl. S.329). 

Unter Benutzung der in der exakten Photometrie gebrauchlichen Hilfs
apparate (z. B. Absorptionsgitter oder Beugungsgitter, s. S. 12 bzw. 13) laBt 
sich das Verfahren leicht in ein exaktes Verfahren umbilden. 

Andererseits ist ja das ExpositionszeitverhaItnis eine Funktion der Stern
helligkeit und der Sternfarbe. Kennt man also fUr eine Reihe von Sternen auf 
der Platte die Helligkeit und den Farbenindex im voraus, so kann man leicht fur 
jede Helligkeit den Zusammenhang zwischen Expositionszeitverhaltnis und 
Farbenindex ermitteln. 1m allgemeinen werden die Reduktionskurven der Ex
positionszeitverhaltnisse auf die Farbenindizes fUr verschieden helle Sterne nicht 
sehr verschieden sein. Alsdann kann man die Farbenindizes fur die anderen 
Sterne auf der Platte ableiten. In dieser Form ist die Methode fUr Durchmuste
rungszwecke sehr geeignet. 
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Wird das Bild eines Sterns aufgenommen, indem ein grobes Beugungsgitter 
(s. S. 13) vor das Objektiv (bei Refraktoren) oder vor den Spiegel (bei Reflek
toren) gesetzt wird, so werden auf der Platte auBer dem Zentralbild noch mehrere 
Reihen von Spektren abgebildet, von denen in der Regel die beiden Spektren 
erster Ordnung die einzigen sind, deren Helligkeit flir Messungszwecke ausreicht. 
Der Abstand zwischen den heiden "Schwerpunkten" der beiden Spektren im 
Bild auf der Platte hangt von der Energieverteilung im Spektrum abo Er wird 
urn so kleiner, je mehr sich das Energiemaximum gegen Violett verschiebt, 
d. h. der Abstand wird mit wachsender effektiver Temperatur kleiner. Der 
Schwerpunkt im Spektrum gibt das auf der Platte wirksamste (effektivste) 
Gebiet des Spektrums an (die Entfernung des Schwerpunkts yom Zentralbild 
wird als die halbe Entfernung zwischen den Schwerpunkten gemessen). Aus 
der Entfernung yom Zentralbild und der Gitterkonstante kann die Wellenlange 
dieses Gebiets berechnet werden. Die so gefundene Wellenlange wird die eftektive 
Wellenliinge genannt. Die effektive Wellenlange hangt ebenso wie das Expositions
zeitverhaltnis auBer von der effektiven Temperatur auch etwas von der Stern
helligkeit abo Die Messungen sind deshalb ahnlich zu reduzieren wie die Mes
sungen von Expositionszeitverhaltnissen (vgl. oben). 

Die effektive Wellenlange, die verschiedenen Farbenindizes und die tibrigen 
MaBe ftir den Unterschied zwischen zwei Spektralgebieten werden mit einem 
gemeinsamen N amen F arbeniiquivalente genannt. 

Die untenstehende Tafel zeigt den gegenseitigen Zusammenhang einiger 
Farbenaquivalente. Zur Ableitung der Tafel wurden die in Betracht kommenden 
Sterne in Gruppen nach dem Spektraltypus geteilt (vgl. S. 342) und ftir jede 
Gruppe Mittelwerte gebildet. 

Effektive 
Temperatur 

22000° 
13000 
8500 
6000 
4400 
3200 

Farbenindex 
phot.-vis. 

-Om.33 
o .00 

+0 .33 
+0 .67 
+1 .12 
+1 .73 

Effektive WelienUi.nge 
(fiir Reflektoren) 

4141-'1-' 
425 
430 
437 
448 
455 

Expositionszeitverhaltnis: 
19b 

log-
Ibl 

(1.11) 
0.98 
0.86 
0·73 
0.58 
0.39 

255. Die Durchmesser der Sterne. Das Bild eines Fixsterns im Fernrohr ist 
ein Beugungsbild. Das Beugungsbild ist ein von konzentrischen Ringen um
gebenes Scheibchen. Der Durchmesser () des Beugungsscheibchens hangt von 
der Offnung 0 des Instrumentes ab und betragt ftir die bei visuellen Beobach
tungen in Betracht kommende effektive Wellenlange 5600 A.E.: 

11".6 
{)=---

o ' 
wo 0 in cm ausgedrtickt wird. 

In der folgenden Tafel ist () flir verschiedene Offnungen (ftir A. = 5600 A.E.) 
in Bogensekunden angegeben: 

0 ~ 

Scm 2".3 
15 o .8 
40 o .3 

100 o .12 
250 o .05 

Selbst flir den 100zOlligen Reflektor auf dem Mt. Wilson ist das Beugungs
scheibchen so groB, daB man nicht erwarten darf, den Winkeldurchmesser eines 
Fixsterns direkt messen zu konnen (die Sonne wiirde in der Entfernung 1 parsec 
einen Winkeldurchmesser von 0".009 haben). 
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LaBt man das Licht durch zwei nebeneinanderliegende Offnungen gehen, 
die urn D voneinander entfernt sind, so erhalt man durch Interferenz ein Beugungs
bild, dessen Charakter von der Entfernung D abhangt. Der Charakter des Beu
gungsbildes hangt aber flir hinreichend groBe D auch merklich von dem 
Winkeldurchmesser des Sterns ab; man kann also bei hinreichend groBem D 
den Winkeldurchmesser der Sterne auf diesem Wege messen. Auf dem Mt. Wilson 
hat man in Verbindung mit dem 100z6l1igen Reflektor ein Spiegelsystem mit 
einem Abstand D bis zu 6 m konstruiert. Mit dieser Anordnung (Interferometer) 
ist es gegliickt, einzelne der graBten Winkeldurchmesser von Fixsternen zu messen. 
Sieben sichere Werte sind in der untenstehenden Tafel angeflihrt. Zugleich sind 
die (nicht so sicheren) ParalIaxen und die mit Hilfe dieser ParalIaxen berechneten 
linearen Durchmesser in Einheiten des Sonnendurchmessers angegeben. 

Durchmesser 

Stern 
Winkel-

Spektraltypus 
in Einheiten 

durchmesser Parallaxe des Sonnen-
durchmessers 

0 Ceti (Mira) 0".056 0".020 M6e 300 
IX Orionis (Beteigeuzc) o .047* o .010 Mo 500 
IX Scorpii (Antares) o .040 o .009 MO 480 
IX Herculis o .030 o .007 M5 460 
fJ Pegasi ...... o .021 o .020 M2 110 
IX Tauri (Aldebaran) . 0 .020 o .057 K5 38 
IX Bootis (Arcturus) o .020 o .108 KO 20 

AIle sieben Sterne haben bedeutend graBere Durchmesser als die Sonne. Es 
liegt in der Natur der Sache, daB diese Tafel Sterne mit verhaltnismaBig groBem 
Durchmesser enthalt; kleinere Durchmesser kannen nicht gem essen werden. Zur 
Erlauterung der Zahlen solI angeflihrt werden, daB der Durchmesser der Erd
bahn 215 Sonnendurchmesser betragt. 

Wurde Betelgeuze uns so nahe stehen wie der nachste Fixstern, so hatte 
er einen Winkeldurchmesser von etwa 4" und er wurde dann als eine wirkliche 
Sternscheibe im Fernrohr erscheinen. 

256. Die Fliichenhelligkeiten der Sterne. Aus der scheinbaren HelIigkeit und 
der ParalIaxe eines Sternes kann man seine absolute Helligkeit berechnen (vgl. 
S. 323) nach der Formel: 

M = m + 5 + 5 log .n . (1 ) 

Andererseits ist die absolute Helligkeit der Sonne bekannt, gleich 4m.9 (vgl. 
S.323, Beispiel 2). Die gesamte von der Sonne pro Sekunde ausgestrahlte 
Energie E laBt sich aus der Solarkonstante (vgl. S. 324) und dem bekannten 
Abstand der Erde von der Sonne berechnen: 

E0 = 4.n(1.495· 1013)2.1.35. 106 erg sec- 1 

= 3.81 . 1033erg sec 1 . 

Fur einen Stern mit bekanntem M kann man nun die GraBe E* durch Ver
gleich mit der Sonne erhaIten. Der Unterschied der absoluten Helligkeiten ist 

M - 4.9; daraus erhalt man das Verhaltnis -EE~ (vgl. S. 322): 
o 

-EE.* = (2.512)4.9-M. (2) 
o 

Damit diese Rechnung die Gesamtenergie ergeben solI, mussen die absoluten 
Helligkeiten bolometrische sein (vgl. S. 324). Fur die Sonne ist die Reduktion 

* Der Winkeldurchmesser ist veranderlich. 
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auf die bolometrische Helligkeit sehr klein (vgl. die Tafel S. 324); es ist M bol. 

fUr die Sonne gleich 4ID.85. 
Die Gleichung (2) kann man auch schreiben: 

log EE* = 0.4(4.85 - M) , 
o 

oder, indem man M nach (1) durch m und n ausdruckt: 

log EE* = 1.94 - OAm - 2 - 2logn 
o 

E 
log E* =-0.06 - O.4m - 2logn. o 

Beispiel: Fur Capella (die hellere Komponente) hat man: 

m = om.J 

n = 0".063. 

Bolometrische Korrektion: - om.1, also 

log EE* = - 0.06 - 0.4·0.6 - 21og0.063 o 
= - 0.06 - 0.24 + 2AO = 2.10 

E* = 126 
E0 

E* = 480.1033 erg sec-I. 

(4) 

Aus der gesamten ausgestrahlten Energie E kann man, wenn der Sternradius R 
bekannt ist, den Energiestrom H pro FHi.cheneinheit der Sternoberflache, die 
Fliichenhelligkeit, berechnen: 

E 
H = 4nR2. 

Fur die Sonne ist der Radius bekannt (vgl. S. 262). Man erhalt: 

H - 3.81 . 1033 - 6 10 - 2 - 1 o - 4n (6.95.101°)2 - .2· 10 erg em sec . 

(5) 

Mit Hilfe der Formel (4) kann man H durch m, n und R ausdrucken. Man 
vergleicht zuerst H* und H0: 

also: 

H* E* R0 
Ii0 = E0 ·R~ 

I H* I E* I R* og H0 = og E0 - 2 og R8 . 
Mit (4) findet man dann: 

log H* = _ 0.06 _ OAm - 2 log n _ 2 log R* . 
H0 R0 

(6) 

(J) 

(8) 

Der Anwendungsbereich dieser Formel ist sehr beschrankt, weil es nur in 
seltenen Fallen moglich ist, den Sternradius direkt zu bestimmen: Bei Be
deckungsveranderlichen findet man die Radien der beiden Komponenten in 
Einheiten der Achse der relativen Bahn aus der Diskussion der Lichtkurve. 
Die Lange der Bahnachse in Kilometern kann man dann bestimmen, wenn die 
Geschwindigkeitskurven der beiden Komponenten aus Beobachtungen der 
DOPPLER-Verschiebung der Spektrallinien bekannt sind (vgl. § 294). Hiernach 

findet man unmittelbar R* in Kilometern und somit RR* . Urn dann ;;* nach (8) o 1-'0 



336 Stellarastronomie und Astrophysik. 

berechnen zu konnen, muB man auch noch die Parallaxe kennen. Zuverlassige 
direkt bestimmte Parallaxen sind nun fUr Bedeckungsveranderliche nur in ganz 
wenigen Fallen bekannt. Meistens sind die Parallaxen zu klein fUr genugend 
genaue Bestimmungen. Diese wenigen FaIle sind unten zusammengestellt. 

Stern 

-h:Komp. s. Kom~~1 h:Komp. I s. Komp. 

{J Aurigae . 
i Bootis . 
IX Geminorum C 

0".025 
o .076 
() .075 

2"'·5 
6 .9 
8 .6 

2.80 I 2.80 I 18 1 18 
0.6 0.6 I 0.7 0·7 
(J·58 0.58, 0.18 0.18 

Gleichung (8) kann man auch in etwas anderer Form schreiben. Die GroBe 
11:' R* ist dem Winkeldurchmesser d, unter dem der Stern erscheint, proportional. 
Nennt man den Abstand zum Stern p und den Abstand Sonne-Erde a, so ist 
nach der Definition der Parallaxe (vgl. S. 404): 

also: 

oder: 

d 
:r 

d = 1 ~* 11: 
107 R0 

R 
log d = - log 107 + log R~ + log 11:. o 

'VI'enn man (10) in (8) einsetzt, erhalt man: 

H 
log H* = - 0.06 - OAm - 2 log 107 - 2 log d o 
log ::; = - 4.12 - OAm - 2log d. 

(9) 

(10) 

(11) 

In diese Gleichung geht jetzt auBer der scheinbaren GroBe nur der Winkel
durchmesser des Sterns ein. Bei einigen Stemen ist es moglich gewesen, den 
Winkeldurchmesser interferometrisch zu messen (vgl. § 255). Fur diese Sterne 

kann ;;* dann nach (11) berechnet werden. Hier ist, im Gegensatz zu dem 
u0 

Fall, wo der line are Durchmesser bekannt ist, die Kenntnis der Parallaxe nicht 
erforderlich. 

Die Ergebnisse fUr diejenigen Sterne, fur die d gemessen ist, sind hier zu
sammengestellt: 

Stem d mbo!. 
H. 
H0 

o Ceti (Max.) 0".056 +Om.1 0.021 
IX Orionis 0 .047 -1 .3 0.11 
IX Scorpii 0 .040 -1 .0 0.11 
IX Herculis 0 .030 -0 ·5 0.13 
{J Pegasi 0 .021 +0 .6 0.09 
IX Tauri 0 .020 -0 .2 0.22 
IX Bootis 0 .020 -0 ·5 0.31 

Sternspektren. 
257. Die Spektren der Sterne. Ein Sternspektrum besteht im allgemeinen 

aus einem kontinuierlichen Untergrund, dem kontinuierlichen Spektrum, 
der von Absorptionslinien - den FRAuNHoFERschen Linien - durchzogen 
ist (vgl. § 9). 
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Zur vollstandigen Beschreibung eines Sternspektrums gehoren Angaben uber 
die Lichtenergie in jedem Wellenlangenbereich. Man muB so viele Punkte der 
Energiekurve (Abszisse: Wellenlange, Ordinate: Energie) kennen, daB die Kurve 
sicher gezogen werden kann. 

Eine solche vollstandige Beschreibung besitzt man nun in keinem einzigen 
Fall. Erstens ist der durch die Beobachtungen erfaBbare Wellenlangenbereich 
begrenzt. Strahlung, die kurzwelliger als 2900 A.E. ist, wird von der Erdatmo
sphare praktisch vollstandig absorbiert, und im Ultrarot sind die MeBmethoden 
unempfindlich, so daB detaillierte Untersuchungen nur bis etwa 10000 A.E. 
reichen. Besonders die kurzwellige Grenze bewirkt empfindliche Lucken in 
unserem Wissen von den Sternspektren; in der Tat gibt es Sterne, fur die der 
Hauptteil des Spektrums jenseits dieser Grenze liegt. Zweitens gehort zur voll
standigen Erfassung aller Feinheiten der Energiekurve eine sehr groBe Dispersion, 
die instrumentell zu erreichen schon schwierig ist, und die fUr gewohnliche 
Sternaufnahmen wegen der Lichtschwache gar nicht in Frage kommt, sondern 
nur auf die Sonne angewandt werden konnte. 

Die Energiekurven in Abb. 152 ahneln den Energiekurven von Sternspektren, 
wenn man von den Absorptionslinien absieht. Die Abb. 153 zeigt die Energie
kurve im Bereich einer starken Absorptionslinie, die Linienkontur. Schwache 
Absorptionslinien sind viel schmaler. 
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Abb. 153. Die Energiekurve der Sonne im Bereich der Linien H und K des einfach ionisierten Kalziums. 

Der Abstand von der Linienmitte ist in Angstrom angegeben. 

Die Ausmessung der Konturen schmaler Linien ist gerade der Fall, wo man 
Spektralaufnahmen mit sehr groBer Dispersion, mit Spektrographen sehr groBen 
Auflosungsvermogens aufgenommen, zur VerfUgung haben muB. Bei kleiner 
Dispersion werden die Linienkonturen verzerrt. Es ist aber immer moglich, 
die gesamte im Bereich der Absorptionslinie absorbierte Lichtenergie zu messen, 
denn diese andert sieh dureh die Verzerrung nieht. Die genannte GroBe ist zur 
Charakterisierung der Absorptionslinie gut geeignet. Man pflegt sie oft in Ang
strom auszudrueken: Wenn man das Gebiet der Absorptionslinie mit einem 
gleieh breiten Naehbargebiet ohne Linienabsorption vergleieht, so fehlt eine 
gewisse Energie, die gleieh der in einem x Angstrom breiten absorptionsfreien 
Gebiet vorhandenen Energie sein mag; man sagt dann, die Gesamtabsorption 
in der Linie sei gleieh x Angstrom oder die Aquivalenzbreite der Linie sei 
x Angstrom. 

Bei der Besehreibung eines Sternspektrums muB man sieh nach dem Ge
sagten mit den folgenden Angaben begnugen: 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 22 
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1. Angaben uber die Intensitat des kontinuierlichen Spektrums im erreich
baren Wellenlangenbereich. Die }Iessungen sind in Wellenlangenbereichen vor
zunehmen, die annahernd frei von Absorptionslinien sind. Im kurzwelligen Teil 
des Spektrums kann es bei vielen Sternen schwierig sein, solche Bereiche zu 
finden, da die Absorptionslinien zahlreich sind. Im Sonnenspektrum z. B. muD 
man im Violett en gam schmale Bereiche nehmen, von der Breite eines Ang
stroms, urn starkere Absorptionslinien zu vermeiden. 

2. Angaben uber die Lage (durch die Wellenlange) und uber die Starke 
(z. B. durch die Aquivalenzbreite) aller sichtbaren Absorptionslinien. Ferner 
Angaben uber die Konturen der starkeren Linien, wenn moglich genaue An
gab en der Kontur, sonst Angaben, ob die Linie scharf und schmal oder breit 
und verwaschen erscheint. 

3. In vereinzelten Sternspektren kommen Emissionslinien vor. Fur diese 
konnen ahnliche Angaben gemacht werden wie fUr die Absorptionslinien. 

Die Trennung in ein kontinuierliches Spektrum und ein Absorptionslinien
spektrum ist nur cine praktische Trennung, die sich bewahrt hat. Sie entspricht 
dem direkten Eindruck bei der Betrachtung von Sternspektren, sie ist fUr die 
Angaben der Beobachtungsresultate bequem und, wie wir sehen werden, liegt 
sie auch den theoretischen .\usfUhrungen uber Sternspektren zugrunde. 

Die Energiemessungen im Sternspektrum werden nach ahnlichen Prinzipien 
vorgenommen wie photometrische Messungen im unzerlegten Licht. 

Mit Ausnahme der Sonnenbeobachtungen werden die Beobachtungen haupt
sachlich visuell oder photographisch angestellt. Zunachst wird das Sternspektrum 
mit einem kunstlichen kontinuierlichen Vergleichsspektrum verglichen. Mit Hilfe 
von NrcOL-Prismen, Absorptionskeilen oder Gittern (vgl. S. 12 und 13) werden 
die Intensitaten schmaler Bereiche derseIben Wellenlangen in den beiden Spektren 
verglichen. Die Unterschiedc konnen z. B. in GroJ3enklassen ausgedruckt werden. 
AuDerdem muD die Emrgiekurve des Vergleichsspektrums bestimmt werden; 
dies kann durch Energiemessungen mit Bolometer oder Thermoelemcnt aus
gefuhrt werden. 

Die praktischen Schwierigkeiten bei solchen .l\Iessungen sind erheblich, in
dem fUr den Vergleich mit dem Sternspektrum das kunstliche Spektrum moglichst 
durch dasselbe optische System erzeugt werden muD wie das Sternspektrum 
und ungefahr dessen Intensitat haben soIl. Fur die Bolometer- oder Thermo
clcmentmessungcn der ki.instlichen Lichtquelle sind lichtstarkere Anordnungen 
erforder lich. 

HandeIt es sich urn die Feststellung der Kontur einer Absorptionslinie, so 
sind die Verhaltnisse einfacher. Man darf annehmen, daD die Empfindlichkeit 
photographischer Platten innerhalb des Bereiches der Linie konstant ist und 
Vergleichsspektren und Energiemessungen werden uberflussig. 

Fur die Sonne sind Bolometermessungen direkt moglich, allerdings fUr ziemlich 
breite Wellenlangcnbereiche. Fur die hellsten Sterne gelangen direkte Energie
messungen mit Radiometer fUr breite Wellenlangenbereiche unter Benutzung 
sehr lichtstarker Optik (250 cm-Spiegel auf der Mt. Wilson-Sternwarte). 

Bei allen Energiemessungen ist der EinfluD der Extinktion in der Erdatmo
sphare (vgl. S. 326) zu berucksichtigen. 

258. Das kontinuierliche Spektrum. Effektive Temperatur. Farbtemperatur. 
Eine glatte Energiekurve durch Punkte, die \\'ellenlangenbereichen ohne starke 
Absorptionslinienentsprechen, kann man die Energiekurve des kontinuier
lichen Spektrums nennen. Es hat sich gezeigt, daD die Energiekurve des 
kOlltinuierlichen Spektrums der Sonne einer Energiekurve nach dem PLANCK
schen Gesetz (vgl. S. 19), der Temperatur von <5000° cntsprechend, sehr ahn-
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lich ist. Dasselbe gilt fiir die gemessenen Sternspektren, nur haben die Tempe
raturen andere Werte. 

Hierdurch ergibt sich die M6glichkeit, die Form der Energiekurve durch 
eine einzige Zahl annahernd zu charakterisieren, durch diejenige Temperatur, 
deren entsprechende PLANcK-Kurve sich der gemessenen Energiekurve am besten 
anpaBt. 

Den den Energiekurven entsprechenden Temperaturen kommt jedoch eine 
viel weitere Bedeutung bei. Erstens sind die Temperaturen gewissermaBen als 
Sternoberflachentemperaturen anzusehen, zweitens stehen sie mit den Flachen
helligkeiten in engem Zusammenhang. 

Dies lehrt eine Betrachtung der Bedingungen, unter denen das kontinuierliche 
Spektrum der Sterne zustande kommt. Die genauere Diskussion dieser Frage 
wird in einem spateren Abschnitt erfolgen. Hier sollen die Verhaltnisse nur 
so weit besprochen werden, wie sie fUr den vorliegenden Zweck in Betracht 
kommen. 

Eine isotherme Kugel wurde pro FHicheneinheit H erg pro Sekunde aus
strahlen: 

a = 5.72 . 1O- 5 erg cm - ~ Grad -4, 
(1) 

wenn T die Temperatur der Kugel ist (vgl. S. 19). Die Strahlung, die den Be
obachter eines Sterns erreicht, stammt aus den auBersten Schichten des Sterns. 
Hier ist die Temperatur nun nicht konstant, sondern steigt mit der Tiefe der 
betrachteten Schicht unter der Oberflache. Die Ausstrahlung ist dann der vier ten 
Potenz cines gewissen Mittelwerts der Temperatur fur die in Betracht kommenden 
Schichten (Tm) proportional: 

H=aT}Il' (2) 

Fur die isotherme Kugel ist dic Energieverteilung im Spektrum des aus
gcstrahlten Lichts durch die PU.NcKsche Formel gegeben, und die Temperatur 
der Kugel kann aus Beobachtungen der Form der Energieverteilungskurvc be
stimmt werden. Fur den Fall eines Sterns wird die Energievcrteilung wieder 
eine Art mittlere Energieverteilung, den verschiedenen Temperaturen der strah
leden Schichten entsprechend. Die genaue Form der Energieverteilungskurve 
hangt von dem rclativen Anteil der Schichten verschiedcner Tiefc an der Strah
lung in verschiedenen Wellenlangen abo Dadurch spielt das Absorptionsverm6gen 
gegeni.iber Licht in verschiedenen \Vellenlangen in den auBeren Schichtcn in 
das Problem hinein (vgl. S. 377). 

Fur den einfachen Fall, wo der Absorptionskoeffizient fUr alle Wellenlangen 
derselbe ist, ergibt sich: 1. Die Energieverteilung im Spektrum entspricht sehr 
nahe der PLANcKschen Verteilung ciner gewissen Temperatur (doch ist die ganze 
Kurve ein wenig nach Violett verschoben); 2. diese Temperatur ist sehr nahe 
gleich der nach (2) aus der Gesamtausstrahlung pro Flacheneinheit errechneten 
Temperatur. 

Fur die Sonne haben nun die Beobachtungen der Helligkeitsabnahme der 
Sonnenscheibe nach dem Rand gezeigt, daB der Absorptionskoeffizient, wenn 
man von den Absorptionslinien absieht, wirklich fUr alle Wellenlangen annahernd 
gleich ist (vgl. S. 377). Es ist naturlich eine offene Frage, ob dies auch fUr 
Sterne z. B. h6herer Temperatur zutrifft oder ob die geanderten physikalischen 
Bedingungen auch Anderungen im Verhalten des Absorptionskoeffizienten ver
ursachen. Auf jeden Fall wird man aber eine enge Korrelation zwischen H und 
der die Energieverteilung charakterisierenden Temperatur erwarten mussen. 

Zur Vermeidung von Unklarheiten fi.ihrt man die folgenden Definitionen ein: 
22* 
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1. Die nach (2) errechnete Temperatur soIl jetzt die effektive Temperatur 
(Teff) heiDen: 

(J = 5.72 . 10- 5 erg cm - 2 Grad - 4 • 

2. Aus der Energieverteilung im Spektrum errechnete Temperaturen soIlen 
Farbtemperaturen hei13en. Dabei ist folgendes zu bemerken. Gesetzt, die 
Energieverteilung sci genau durch das PLANcKsche Gesetz gegeben (vgl. S. 19) : 

. (' T C1 1 Z I., ) = ~;5 - --- , 
I. C2 (4) 

e i.T - 1 

dann kann man aus den relativen Intensitaten i (AI) und i (A 2) in zwei WeIlen
langenbereichen die Temperatur ermitteln. In der Tat findct man aus (4): 

c, 

i (1'1) i,~ ei.,T - 1 
(5) 

Z(i.2) r· r, 
'I 

e}'lT - 1 

eine Gleichung, die nur T als Unbekannte enthalt, und aus der also T bestimmt 
werden kann. 

Bei beliebiger Energieverteilung kann man immer nach der Formel (5) aus 
den relativen Intensitaten in zwei WeIlenlangenbereichen (AI und A2) eine Tem
peratur ausrechncn. Bci verschicdener Wahl dcr WeIlenlangenbereiche wird man 
im allgemeinen verschiedenc Temperaturen errechnen. ~ur wenn die Energie
verteilung genau dem PLAxcKschen Gesetz folgt, errechnet man bei jeder Wahl 
von Al und A2 dieselbe Temperatur. Ist die Energieverteilung nicht sehr von 
einer PLANcKschen verschieden, so werden die verschiedenen (AI' }.2)-Intensi
taten annahernd dieselbe Temperatur ergeben. Dann sind auch die errechneten 
Temperaturen zur Charakterisierung der Energieverteilung nutzlich. Nach (5) 
errechnete Temperaturen nennt man nun Farbtemperaturen. Neben der Farb
temperatur mussen auch die \Vellenlangenberciche, aus deren Intensitatsverhalt
nis die Farbtemperatur berechnet wurde, angegeben werden. 

Farbenindizes (vgl. S. 325) zeigen das Intensitatsverhaltnis von allerdings 
ziemlich breiten Wellenlangenbereichen an. Man kann die aus Farbenindizes 
berechneten Temperaturen so mit als Farbtemperaturen ansprechen. 

Mit Hilfe der Begriffe der effektiven Temperatur und der Farbtemperatur 
kann man die obenbesprochenen Eigenschaften der Ausstrahlung von Stern
oberflachen auch so ausdrucken: Im allgemeinen sind die aus verschiedenen 
(von starken Absorptionslinien freien) Wellenlangenbereichen berechneten Farb
temperaturen untereinander annahernd gleich und von der effektiven Temperatur 
wenig verschieden. 

Zur naheren Prufung der Frage, wie nahe man mit Gleichheit von effektiver 
Temperatur und Farbtemperatur rechnen kann, ermittelt man fUr diejenigen 
Sterne, fUr die H bekannt ist (vgl. die beiden Tabellen S. 336), die zugehOrige 
effektive Temperatur nach (3) und vergleicht mit den gemessenen Farbtempera
turen. Das Ergebnis ersieht man aus der nebenstehenden Zusammenstellung. 

Die effektiven Temperaturen und die Farbtemperaturen sind hiernach in der Tat 
sehr nahe gleich. Man wird daher aus den relativ leicht zu bestimmenden Farb
temperaturen mit ziemlich groDer Genauigkeit auf die effektive Temperatur schlieGen 
und dann die Flachenhelligkcit H nach (3) berechnen k6nnen. Dies ist gerade wegen 
der geringen Zahl direkt bestimmter Flachenhelligkeiten von groGer Bedeutung. 
Aus Gleichung (11) S. 336 crsieht man, dafJ man in dieser Weise Winkeldurch
messer bestimmen kann, bei bekannter Parallaxe auch lineare Durchmesser. 
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Stern 
H. 

Teff . 
Farb-

H0 temperatuf 

fJ Aurigae . 18 12000° 12000° 
Sonne 1 5740 6400 
i Bootis 0.7 5300 6200 

ex Bootis 0.31 4300 4100 
ex Tauri 0.22 3900 3400 
ex Geminorum C 0.18 3700 3400 
ex Herculis 0.13 3400 3100 
ex Scorpii 0.11 3300 3000 
ex Orion is . 0.11 3300 3100 
(J Pegasi 0.09 3200 3100 
o Ceti (Max.) 0.021 2200 (2300) 

Die Form der Energiekurve des kontinuierlichen Spektrums ist also in einer 
gewissen Naherung durch den einen Parameter der FHichenhelligkeit oder der 
damit aquivalenten effektiven Temperatur bestimmt. Es ist eine wichtige Frage, 
ob die Form der Energiekurve noch von anderen Parametern abhangig ist oder 
ob kleinere Abweichungen von der der Teff. entsprechenden PLANcK-Kurve fUr 
Sterne derselben effektiven Temperatur immer dieselben sind, so daB Tefl. wirklich 
der einzige Parameter ist. Die Beobachtungen haben nun gezeigt, daB in dem 
Bereich zwischen 4000 und 7000 A.E. die Form der Energiekurve des kontinuier
lichen Spektrums nur von einem Parameter abhangt. 1m ultravioletten Teil 
des Spektrums hat man aber den EinfluB anderer Parameter spiiren konnen. 
Allerdings ist hier, wie friiher erwahnt, die Feststellung der Energiekurve des 
kontinuierlichen Spektrums wegen der zahlreichen starkeren Absorptionslinien 
schwierig. Deutlich ausgepragt sind namentlich Anderungen an der kurzwelligen 
Seite der BALMER-Serie des Wasserstoffs. 

Aus den Betrachtungen iiber das Zustandekommen des kontinuierlichen Spek
trums (vgl. § 267) sieht man, daB Schwankungen im Absorptionskoeffizienten 
fUr eine bestimmte Wellenlange die Intensitat in dieser Wellenlange beeinfluBt. 
Gerade an der kurzwelligen Seite der Grenze der BALMER-Serie kann man 
Schwankungen im Absorptionskoeffizienten erwarten; hier setzt namlich die 
photoelektrische Absorption durch Wasserstoffatome im zweittiefsten statio
naren Zustand ein (vgl. S. 18). Die Anzahl dieser Atome ist sehr groB und 
auch bei konstanter effektiver Temperatur Schwankungen unterworfen (vgl. 
S. 387). 

259. Das Absorptionslinienspektrum. Spektraltypus. Wenn man Spektren ver
schiedener Sterne betrachtet, fallen die groBen Unterschiede in bezug auf die 
Absorptionslinien gleich auf (vgl. Abb. 155). Die eingehendere Betrachtung einer 
groBeren Anzahl Sternspektren lehrt jedoch, daB es sehr viele Sterne gibt, die 
ahnliche Spektren zeigen. Hierdurch ist die Moglichkeit gegeben, die Sterne in 
Gruppen zu teilen, so daB die Sterne einer Gruppe in den Hauptziigen ahnliche 
Spektren haben. Es hat sich ferner gezeigt, daB die Gruppen eine zusammen
hangende Serie bilden in dem Sinne, daB zu jeder Gruppe Nachbargruppen 
gehoren, mit Sternen, deren Spektren nur wenig abweichen. 

Es ist also moglich, die Sternspektren in eine eindimensionale zusammen
hangende Spektralserie einzuordnen. 

Man kann die Sternspektren zuerst ganz grob in drei Gruppen teilen (nach 
SECCHI und VOGEL). Eine Gruppe (I) ist durch sehr starke Wasserstofflinien 
ausgezeichnet. In der zweiten Gruppe (II) sind die Wasserstofflinien noch auf
fallend, aber der allgemeine Eindruck wird durch zahlreiche andere Linien be
herrscht, hauptsachlich Metallinien (Kalziumlinien, Eisenlinien, Magnesium-
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linien u. a.). In der dritten Gruppe (III) endlich sind sehr charakteristische 
Absorptionsbanden vorhanden, die auf Molekiile (Titanoxyd u. a.) zuriick
zufiihren sind (Abb.154). 

III I I I I I I I I I 1 I n~I-rl-"1 
(,(,0 6~o 600 580 560 5~o 520 500 ~So ~60 Ho 

Rot Violett 

Abb.154. Die clrei Hauptklassen der Fixsternspektren (SECCHI·VOGEL). Die Wellenliingen sind in f'P' angegeben. 

Der Dbergang von der einen Gruppe zur nachsten ist ganz kontinuierlich. 
Dies zeigt sehr deutlich die Abb. 155. ~Ian sieht, wie beim Dbergang von der 
ersten Gruppe die Wasserstofflinien allmahlich schwacher werden, wahrend die 
Metallinien an Intensitat zunehmen, bis schlieBlich beim Dbergang zur dritten 
Gruppe die Absorptionsbanden allmahlich starker werden. 

Man kann nun fiir eine genauere Klassifikation aller Sternspektren der ganzen 
Spektralserie entsprechend bestimmte Klassen und Unterklassen definieren. 

Die jetzt allein gebrauchliche Klassifikation ist die HARvARD-Klassifikation. 
Nach dieser wurden bisher etwa 268000 Sterne, meist heller als 9ffi , auf der 
HARVARD-Sternwarte klassifiziert. Die l{esultate sind in einem Katalog, dem 
HENRY DRAPER-Katalog, zusammengestellt. 

Die HARvARD-Klassifikation wurde nach photographischen Aufnahmen mit 
dem Objektivprisma (vgl. S. 16) vorgenommen. So waren die Spektren nur einige 
Millimeter lang, und die Merkmale, nach denen das Spektrum beurteilt wurde, 
muJ3ten entsprechend gewahlt werden. Die starksten Linien waren maJ3gebend, 
und nahe zusammenfallende Linien konnten nicht getrennt werden. Photo
graphische Aufnahmen mit groJ3erer Dispersion haben jedoch gezeigt, daJ3 die 
HARvARD-Klassen und -Unterklassen annahernd homogen sind, daJ3 in der Tat 
die Spektren einer Unterklasse ahnlich sind, auch wenn man auf Aufnahmen 
groJ3erer Dispersion die feineren Einzelheiten (schwachere und eng benachbarte 
Absorptionslinien) untersucht. 

Die beriicksichtigten Linien liegen in dem normalen photographischen Ge
biet von etwa 3900 A.E. bis etwas iiber 5000 A.K 

Die Spektralklassen der HARvARD-Klassifikation haben die folgenden Namen 
erhalten: 0, B, A, F, G, K, M. Aul3erdem wurden eine Anzahl Unterklassen 
benutzt, so dal3 die ganze Spektralserie wie folgt lauft: Oa, Ob, Oc, Od, Oe, 
OeS, BO, B1, B2, B3, B5, B8, B9,AO, A2, A3, AS, FO, F2, FS, 
F8, GO, G5, KO, K2, KS, Ma, Mb, Mc, Md. FiireinenochfeinereUnter
teilung kann man die Dezimaleinteilung vollstandiger benutzen, als dies bei der 
HARvARD-Klassifikation geschah: Ein Spektrum zwischen G 5 und K ° wird 
etwa G8 bezeichnet usw. Statt der Bezeichnungen Ma, Mb, Mc des HENRY 
DRAPER-Katalogs gebraucht man jetzt auch hier eine Dezimalteilung: :M 0, M 3, 
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M8 und eventuell die zwischenliegenden Zahlen. Md bedeutet im HENRY 
DRAPER-Katalog M-Sterne mit Emissionslinien . Diese werden jetzt mit Me be
zeichnet (s. weiter unten). Statt der Bezeichnungen Oa ... Oe 5 benutzt man 
jetzt auch die Dezimaleinteilung: 05 . . . 09 . Das Vorkommen von Emissions
linien wird dann auch hier mit einem beigefugten e bezeichnet. 

K H 4026 H o 

K H 
Vh lett 

4472 

4227 

4649 

45S5 4762 4954 
Rot->-
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"\ 0 
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F 5 
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Ma 

Mb 

Me 
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Abb.155. Die wichtigsten Spektralklassen der Fixsterne nach photographischen Aufnahmen der Detroit .. Sternwarte. 
Dber die mit Buchstaben oder \Vellenlan~enangaben hervorgehobenen Linien findet man genauere Angaben in der 

Tabelle S . 345; 4585, 4762 und 4954 sind die WellenHingen der Kopfe yon Titanoxydbanden. 

Die HARVARD-Klassen sind einerseits durch typische Vertreter definiert z. B.: 
o r; Puppis 
Bo e Orion is 
A 0 IX Canis majoris (Sirius) 
Fob Geminorum 
GO IX Aurigae (Capella) 
K 0 IX Bootis (Arcturus) 
M 0 IX Orionis (Betelgeuze). 

Andererseits sind die Klassen durch die Starke gewisser charakteristischer 
Linien definiert. In der folgenden Zusammenstellung sind die fur die Klassen 
charakteristischen Linien angefiihrt. 

0: Absorptionslinien von Wasserstoff, Helium, ionisiertem Helium, drcifach 
ionisiertem Silizium, doppelt ionisiertem Kohlenstoff und doppelt ionisiertem 
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Abb. 156. Verschiedene Spektraltypen nach einer Objektivprismenaufnahme der HARVARD-Sternwarte. In diesen 
Spektren liegt Rot am rechten, Violett am linken Ende. 
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Stickstoff. In dieser Spektralklasse treten Emissionslinien haufig auf (WOLF
RAYET-Sterne, vgl. S.451). Die O-Sterne sind sehr selten. 

B: Von hier ab normal nur Absorptionslinien. Heliumlinien stark, Wasser
stoff gegen A zunehmend. Die Linien H und K des ionisierten Kalziums 
schwach vorhanden, gegen A zunehmend. 

A: Wasserstofflinien sehr stark, bis A 1 noch Heliumlinien. H und K ziemlich 
stark, gegen F zunehmend. 

F: H und K stark, zunehmend gegen G, Wasserstofflinien noch stark, ab
nehmend gegen G. Die Linie 4227 des Kalziums erscheint, zunehmend gegen G. 
Die G-Bande von Kohlenwasserstoff (CH) erscheint, zunehmend gegen G. 

G: H und K stark, die Kalziumlinie 4227 ziemlich stark, Eisenlinien ziemlich 
stark, zahlreiche Metallinien. Wasserstofflinien noch ziemlich stark, abnehmend 
gegen K. Die G-Bande ist stark. 

K: Metallinien stark, H, K und 4227 stark, Wasserstofflinien noch vor
handen, G-Bande stark. Absorptionsbanden erscheinen bei K 5 . 

M: Absorptionsbanden (Titanoxyd u. a.) vorherrschend, Metallinien stark, 
H, K und 4227 stark, Wasserstofflinien vorhanden, G-Bande schwacher. 

Den Verlauf der Intensitat der fur die Klassifikation wichtigsten Linien (nach 
Schatzungen bzw. Messungen auf der HARVARD-Sternwarte) zeigt die folgende 
Lrbersicht. Die angegebenen Intensitaten, in willkurlicher Skala, zeigen die 
relative Starke der Linien und ihre Anderungen durch die Spektralserie hin
durch. 

Ca+ (K) {"+ (H'l HOI FOI 0+ IH""'I Fo i WI ON· I FOIH(H"ll Fo Fe 
Fe I He 

0+ 
H (He) I 4070 I (G-Bande) Cr 
3968 . 4072· Mg 

3934 { 3970 I 4026 4046 t076 4102 14144 i 4227 4299-4315 4326 4340 4353 4383 4405 4472 4649 

12 12 8 9 

I 
9 

I I 
11 1~ I 14 13 11 10 10 12 

15 14 8 10 10 12 
17 15 0 11 11 12 7 
18 12 13 13 11 4 
19 11 14 14 to 0 

5 20 8 0 15 0 2 0 15 0 3 0 8 
10 20 0 2 16 2 2 0 16 2 3 0 0 
13 20 3 16 3 3 3 16 4 4 0 
14 16 5 15 4 6 5 15 5 5 0 
15 15 5 15 4 6 3 15 4 5 6 
17 17 6 14 5 8 6 13 

I 
6 7 4 

I 20 18 7 11 6 9 (8) 8 11 7 7 7 
20 20 8 to 6 9 9 10 5 8 5 I 

20 20 9 9 8 10 (to) to 9 7 9 6 
20 20 9 8 8 to 11 9 8 10 7 
22 25 10 8 9 12 (12) 11 9 8 10 8 

11 

I 

8 9 , 14 
I 

12 9 

I 

7 10

1 

9 

I 
9 8 9 

, 

14 (11) 11 9 8 10 8 
30 30 11 9 11 14 I 11 10 8 I 11 8 

11 7 to 16 (10) 10 9 9 I to 9 

Es sei bemerkt, daB Linien mit Intensitaten unter etwa 8 bis 10 auf kurzen 
Objektivprismenspektren unsichtbar sind. 

Fur B-Sterne sind die Heliumlinien und Wasserstofflinien zur Bestimmung 
des Spektraltypus geeignet. Von A 0 bis etwa F 5 ist die Linie K sehr geeignet. 
Von hier ab kommt die G-Bande in Betracht sowie die Eisenlinien (besonders 4326) 
und die Kalziumlinie 4227. Von K 5 ab sind schlieBlich die Absorptionsbanden 
des Titanoxyds maBgebend. 

* Eine Kalzium- und eine Eisenlinie fallen in dies Gebiet (vgl. S. 17). 

H(HfJ) 

4861 

9 
10 
to 
11 
12 
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14 
15 
15 
15 
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12 
11 
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8 
8 
7 
6 
5 
7 
4 
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AuBer den genannten Klassen gibt es einige andere, die sehr selten vor
kommen. Es sind dies die Klassen R, N und S. Die Sterne dieser Klassen sind 
rote Sterne, in deren Spektren auffallende Banden vorkommen, die von den 
Banden der Klassen K 5 und M verschieden sind. Fur R und N sind es Kohle
banden, fUr S Zirkonoxydbanden. In R und N sind die Metallinien wie in K 5 
und M stark. In S sind auffallend starke Absorptionslinien von ionisiertem 
Baryum und Strontium vorhanden. 

Sind in einem Spektrum Emissionslinien vorhanden, wird dies durch ein hinzu
gefUgtes e bezeichnet, z. B. bedeutet B 1 e ein B 1-Spektrum, in dem Emissions
linien vorkommen. 

Sind im Spektrum Besonderheiten vorhanden, so wird dies durch ein an
gehangtes p ("peculiar") bezeichnet, z. B. A Op. 

Spektrum Farbenindex 
phot.·vis. 

-OIll.33 
o .00 

+0 .33 
+0 .67 

260. Spektraltypus und Farbe. Es fiel schon 
fruh auf, daB die Sterne der Gruppe I weiB sind, 
die der Gruppe II gelb und die der Gruppe III 
rot. Es hat sich gezeigt, daB zwischen Spektral
typus und Sternfarbe bzw. Farbenaquivalent eine 
enge Korrelation besteht. Die nebenstehende Tafel 
zeigt den Zusammenhang zwischen HARVARD
Spektralklassen und Farbenindex. 

Dies bedeutet (vgl. S. 325), daB zwischen Spek
traltypus und effektiver Temperatur ein enger Zu

sammenhang besteht. Die folgende Tafel gibt die den Spektralklassen ungefahr 
entsprechenden Temperaturen. 

BO 
Ao 
Fo 
Go 
Ko 
Mo 

+1 .12 
+1 .73 

Der Charakter des Absorptionslinienspektrums ist also wesentlich von der 
effektiven Temperatur abhangig. Da es ja in der Tat gelingt, die Spektren in 

SpektruIll Effektive 
Temperatuf 

22000° 
13000 
8500 
6000 
4400 

eine eindimensionale Spektralserie einzuordnen, hat 
es ferner den Anschein, alsob die Absorptions
linien n ur von der effektiven Temperatur abhangen. 
\Vir werden sehen, daB innerhalb der einzelnen 
Spektralklassen doch kleine Unterschiede vor
handen sind, daB also auch andere Faktoren die 
Absorptionslinien beeinflussen, wenn auch die Tem
peratur der wesentlichste Faktor ist. 

261. SPektm1tl ttnd absolute Helligkeit. Es wurde 
oben erwahnt, daB die HARVARD-Klassen anniihernd 

homogen sind. Es solI jetzt naher auf die kleineren Unterschiede innerhalb einer 
Klasse eingegangen werden. 

BO 
Ao 
Fo 
Go 
Ko 
Mo 3200 

Wenn die Klassen nicht ganz homogen sind, so wird eine Klassifikation etwas 
verschiedene Resultate ergeben, je nach den verschiedenen Linien, die man fUr 
die Klassifikation gerade benutzt. Man kann die Frage am besten so unter
suchen, daB man die Klassen immer durch die Starke einer einzigen Linie oder 
durch das Intensitatsverhaltnis eines einzigen Linienpaares definiert, und dann 
die Starke anderer Linien daraufhin untersucht, ob sie innerhalb der so definierten 
Klassen noch von Stern zu Stern variieren. Die HARVARD-Klassen sind in der 
Tat fUr Untersuchung in dieser Richtung sehr geeignet, indem die Klassifikation 
fUr die Klassen A bis F hauptsachlich nach der Starke der Linie K geschieht, 
fUr die Klassen G und K nach dem IntensitatsverhaItnis zwischen der Eisen
linie 4326 und H y. 

Es hat sich gezeigt, daB innerhalb einer HARVARD-Klasse einzelne Linien 
sagar sehr graBen Anderungen unterworfen sind. Dies gilt insbesondere fUr 
Linien, die ionisierten Metallen entsprechen. So variieren z. B. die Linien von 
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ionisiertem Eisen (Fe+), ionisiertem Titanium (Ti+), ionisiertem Scandium (Sc+) 
und ionisiertem Yttrium (Y+) sehr stark innerhalb der Spektralklasse F. Die 
Linien des ionisiertem Strontiums (Sr+) zeigen groBe Anderungen. Gewisse 
Banden, die CN entsprechen, die sog. Zyanbanden, schwanken stark an In
tensitat. Auch sehr starke Linien wie die Wasserstofflinien sind merklichen 
Anderungen innerhalb einer Spektralklasse unterworfen, besonders fUr M-Sterne. 
Die Kalziumlinie 4227 andert sich auch betrachtlich. Ferner sind auffallende 
Unterschiede im Aussehen der Linien vorhanden, indem die Scharfe der 
Linien von Stern zu Stern variiert. Innerhalb derselben Spektralklasse findet 
man Sterne mit ziemlich verwaschenen Linien und solche mit sehr scharfen 
Linien. 

Die Korrelation zwischen Spektralklasse und Farbenindex ist nicht ganz ein
deutig, vielmehr sind gewisse Schwankungen im Farbenindex fUr Sterne der· 
selben Spektralklasse deutlich vorhanden. Das sind Schwankungen von dem
selben Charakter wie die obengenannten. 

Wir sehen also, daB die Temperatur fUr das Aussehen des Absorptionslinien
spektrums zwar ein wesentlicher Faktor ist, daB aber doch bestimmt andere 
Faktoren - oder jedenfalls ein anderer Faktor - von EinfluB sind. 

Untersucht man Sterne einer bestimmten Farbe, Z. B. rote Sterne, in bezug 
auf andere physikalische Merkmale, so findet man, daB diese von Stern zu Stern 
sehr stark variieren. Die Radien variieren auBerordentlich stark, ebenso die 
absoluten Helligkeiten und auch die Massen (vgl. § 273). Dies sei hier nur kurz 
angefUhrt, urn zu zeigen, daB die anderen Faktoren (oder der andere Faktor) 
physikalischer Natur sein k6nnen und nicht unbedingt chemischer Natur sein 
mussen, etwa in dem Sinn, daB abnorm starke Linien durch groBe Haufigkeit 
des betreffenden Elements verursacht seien. 

Wenn man nach einem Faktor physikalischer Natur sucht, der fur die Aus
bildung der Absorptionslinien wesentlich sein solI, so liegt es nahe, den EinfluB 
der absoluten Helligkeit auf das Spektrum zu untersuchen. In vielen Fallen 
ist die absolute Helligkeit direkt aus Parallaxe und scheinbarer Helligkeit be
rechenbar (vgl. S.323), und wenn die Parallaxe zu klein ist, urn genau genug 
gemessen zu werden, kann man aus der Eigenbewegung gr6BenordnungsmaJ3ig 
richtige absolute Helligkeiten berechnen (vgl. S.461). Andererseits ist die ab
solute Helligkeit fUr Sterne derselben Flachenhelligkeit ein MaB fUr den Radius 
infolge der Gleichung (7), S.335. 

Ais erstes Resultat von Untersuchungen in dieser Richtung zeigte sich, daB 
Sterne mit sehr scharfen Linien oft von groBer absoluter Helligkeit waren. 
Ferner, daB Sterne mit abnorm starken Metall-
ionenlinien immer absolut sehr hell sind. Bei der 
naheren Verfolgung dieses Problems ergab sich, 
daB in der Tat eine enge Beziehung besteht zwischen 
der absoluten Helligkeit und der Intentisiit der ge
nann ten veranderlichen Linien. Die nebenstehende 
kleine Tafel, nach Messungen auf der HARVARD

Absolute 
Helligkeit 

-oM.5 
+1 .0 
+5 ·9 

Intensit1:it 
von 4227 

56 
51 
28 

Sternwarte, zeigt das Verhalten der Kalziumlinie 4227 innerhalb der Spektral
klasse G9. 

Die angefUhrten Zahlen sind den totalen von der Linie absorbierten Licht
energien ungefahr proportional. Man sieht, wie diese Linie innerhalb der Klasse G9 
mit wachsender absoluter Leuchtkraft kraftiger wird. 

Untersucht man die Anderungen des Farbenindex innerhalb einer Spektral
klasse naher, so findet man einen ausgesprochenen Zusammenhang mit der 
absoluten Helligkeit. 
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Die folgende kleine Tafel zeigt dies sehr deutlich. Sie enthalt fur die an
gegebenen absoluten Helligkeiten die entsprechenden photoelektrischen Farben

indizes (vgl. S. 332) fur Sterne der Spektral

Absolute 
Helligkeit Farbenindex 

-oln.oS 
-0 .17 
-0 .26 

klasse G9. 
lnnerhalb der Spektralklasse G 9 wachst der 

Farbenindcx also mit der absoluten Leuchtkraft. 
lndem man den Zusammenhang zwischen Farben
index und effektiver Temperatur berucksichtigt, 
erhalt man das wichtige Resultat, daB absolut 

helle G 9-Sterne niedrigere effektive Temperaturen haben als absolut schwache. 
Dasselbe gilt auch fUr andere Spektralklassen, jedenfalls fUr die Spektral
klassen F, G, K und M. 

Zusammenfassend kann man sagen, daB der Charakter des Spektrums jeden
falls von zwei Parametern, Temperatur und absoluter Helligkeit, abhangig ist. 
Die Frage, ob noch weitere Parameter von Bedeutung sind, ist noch ungeklart. 
Jedoch zeigen Sterne von gleicher effektiver Temperatur und gleicher absoluter 
Helligkeit in den Hauptzugen gleiche Spektren, so daB die Beschreibung mit 
zwei Parametern vorl au fig ausreichend ist. 

262. Zweidimensionale Spektralklassifikation. Die spektroskopische Parallaxen
methode. Die Klassifikation nach einer eindimensionalen Spektralserie erweist 
sich also als unzureichend. Eine feinere Klassifikation muB zweidimensional 
sein. Das einfachste zweidimensionale Klassifikationsschema ist eine Modi
fikation des HARVARD-Schemas. Man teilt jede HARvARD-Klasse in drei Gruppen, 
die absolut sehr hellen, absolut hellen und absolut schwachen Sternen ent
sprechen, und bezeichnet die Zugehorigkeit eines Spektrums zu einer der drei 
Gruppen durch einen vor die Spektralklasse gesetzten kleinen Buchstaben: c, 
g oder d. Die Bezeichnung c F 0 z. B. bedeutet also, daB das Spektrum den 
allgemeinen Charakter eines F O-Spektrums hat, insbesondere daB die Linie K 
die fUr F 0 charakteristische Starke hat, wahrend gleichzeitig z. B. die Metall
ionenlinien ungewohnlich stark sind. Das Spektrum der Sonne ist d GO, 
Capella hat das Spektrum g G 0 usw. 

Die c-Sterne haben gewohnlich sehr schade Linien (vgl. oben), doch keines
falls nnmer. Auch bei d-Sternen treten bisweilen sehr schade Linien auf, z. B. im 
Sonnenspektrum. 

Die c-Sterne sind sehr selten, die d-Sterne sind unter den helleren Sternen 
selten (vgl. S. 394). 

Durch sorgfaltige Untersuchung des Spektrums kann man genauere Klassi
fikationen vornehmen, als es der groben Einteilung in drei Gruppen entspricht. 
Man gibt dann auBer der HARvARD-Klasse als zweite "Koordinate" eine Zahl 
an, die der absoluten Helligkeit entsprechen solI. Man teilt gewissermaBen jede 
HARvARD-Klasse in eine groBe Anzahl Gruppen statt der drei obengenannten 
(c, g, d), und bestimmt die zu jeder Gruppe gehorige absolute Helligkeit em
pirisch aus den durch Parallaxenbestimmungen bekannten absoluten Hellig
keiten. 

Die genauen Untersuchungen von Sternspektren sind von groBter Bedeutung 
fUr das Verstandnis der Vorgange in den Stcrnatmospharen. 1m nachsten Ab
schnitt wird auf die theoretische Deutung der empirischen Befunde naher ein
gegangen werden. Zugleich haben diese Untersuchungen, wie aus dem bereits 
Entwickelten hervorgeht, zu einer Methode gefUhrt, Parallaxen nach dem Spek
trum zu bestimmen. Aus der genauen Klassifikation des Spektrums folgt die 
absolute Helligkeit, und diese ergibt zusammen mit der scheinbaren Helligkeit 
aus der Gleichung M = m + 5 + 5 log n die Parallaxe (vgl. S.323). Diese 
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Methode, Parallaxen zu bestimmen. nennt man die spektroskopische Par
allaxenmethode. 

Fur die Klassifikation nach dem zweidimensionalen Schema sind prinzipiell 
zwei Merkmale notwendig, z. B. Intensitat der Linie K und Intensitat der 
Sr+-Linie 4078 oder Farbenindex und Intensitat der Wasserstofflinie Hr. Zur 
Erhohung der Genauigkeit benutzt man aber oft Schatzungen mehrerer Linien. 

Die genauesten spektroskopischen Parallaxen erhalt man naturgemaB bei 
Benutzung von Spektren groBerer Dispersion. Es ist jedoch auch moglich, 
ziemlich genaue spektroskopische Parallaxen mit Hilfe von kurzen Objektiv
prismenspektren zu bestimmen. Man benutzt dann als Merkmale die Intensitat 
von ziemlich breiten Spektralbereichen. So gibt z. B. die Bestimmung der folgen
den beiden Verhaltnisse: 

Intensitat 4227 - G-Bande b = Intensitat 4144 - 4184 
a = Intensitat G-Bande - 4383 ' Intensitat 4227 - 4272 

die Moglichkeit, die Klassifikation nach dem zweidimensionalen Schema vor
zunehmen und die absolute Helligkeit mit einer Unsicherheit von etwas weniger 
als einer GroBenklasse zu bestimmen. Das Verhaltnis a entspricht einem Farben
index, b miBt die Gesamtabsorption einer Zyanbande. Diese Methode ist fUr 
G-, K- und M-Sterne geeignet. Fur B-, A- und F-Sterne benutzt man in ahn
licher Weise Messungen der Starke der Wasserstofflinien in Verbindung mit 
einem Farbenindex. 

Durch Spektralklassifikation teilt man die Sterne in Gruppen, die physikalisch 
viel homogener sind als z. B. die Gruppe aller Sterne eines Sternkatalogs. Be
sonders bei zweidimensionaler Klassifikation sind die Gruppen sehr homogen. 
Davon wird in einem spateren Abschnitt naher die Rede sein (vgl. § 275). Hier
durch ist die Spektralanalyse fiir die Stellarstatistik von groBter Wichtigkeit 
geworden (vgl. z. B. § 313). 

Die Eigenschaften der Sternatmospharen und die theoretische Deutung 
der Sternspektren. 

263. Sternspektrum und Sternatmosphiire. Die Probleme der theoretischen Spek
tralanalyse. Das Licht, das ein Stern aussendet, stammt aus den allerauBersten 
Schichten. Das Aussehen des Spektrums ist durch die physikalischen und chemi
schen Verhaltnisse in diesen Schichten bestimmt. Diese Verhaltnisse variieren 
von Stern zu Stern und entsprechend variiert das Spektrum von Stern zu Stern. 

Die physikalischen und chemischen Verhaltnisse in den auBersten Schichten 
sind durch zweierlei bestimmt: 

1. Die chemische Zusammensetzung. Bei den bestehenden Verhaltnissen 
(hoher Temperatur und niedrigem Druck) spalten sich die allermeisten Molekule 
in Atome; nur in den Stemen mit niedriger Temperatur in den auBersten Schichten 
kommen einzelne Molekule vor, im wesentlichen Titanoxyd- und Zyanmolekiile. 
Die chemische Zusammensetzung wird charakterisiert, indem das relative Vor
kommen der Elemente angegeben wird. 

2. Die Einwirkung der Sternmasse innerhalb der betrachteten auBersten 
Schichten. Diese Einwirkung kann durch zwei GroBen charakterisiert werden: 
durch die von der Anziehung der ganzen Sternmasse herruhrende Schwere
beschleunigung g auf der Oberflache des Sterns und durch die gesamte Strah
lungsenergie pro Quadratzentimeter H nach auBen durch die auBersten Schichten 
des Sterns, die Flachenhelligkeit. 

Der physikalisch-chemische Zustand in den auBersten Schichten und damit 
das Aussehen des Sternspektrums ist also abhangig von cler relativen Haufigkeit 
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der vorkommenden Elemente in den aul3ersten Schichten, der Schwerebeschleuni
gung auf der Oberflache g und der FlachenhelIigkeit H. Diese Faktoren variieren 
von Stern zu Stern, und es ist die Aufgabe der theoretischen Spektralanalyse, 
die Variationen des Spektrums von Stern zu Stern als Effekte von Anderungen 
in diesen Faktoren zu deuten. 

Es liegt also die folgende Aufgabe VOL .:\Ian weiB, daB in einer Sternatmo
sphare gewisse Elemente mit gewisser relativer Haufigkeit vorkommen. Ferner 
weiB man, daB die Schwerebeschleunigung auf der Oberflache g und daB die 
FlachenheIligkeit H ist. Welches Spektrum wird man von diesem Stern be
obachten? Die vollstandige Antwort solI nicht nur die Energiekurve des ge
samten ausgestrahlten Lichtes enthalten, sondern die Energiekurve des Lichtes, 
das die Oberflache unter irgendeinem gegebenen Winkel verlaBt, so daB die 
Energiekurve fUr jeden Punkt der vom Beobachter gesehenen Sternscheibe an
gegeben werden kann. Allerdings kann nur fi.ir die Sonne die Scheibe beobachtet 
werden, so daB auBer bei der Sonne nur die totale ausgestrahlte Energie durch 
die Beobachtungen bestimmt werden kann. 

1st diese Aufgabe gelost, so kann auch die umgekehrte - praktisch vor
liegende - Aufgabe gelOst werden: Das Spektrum ist beobachtet, welches sind 
die relativen Haufigkeiten der Elemente, welche Werte haben H und g? 

In den folgenden Abschnitten sollen werst die atomaren Mechanismen, die 
in den Sternatmospharen eine Rolle spielen, behandelt werden. Dann gehen 
\Vir auf das Zusammenspiel der atomaren .:\Iechanismen ein, wenn cine groBe 
Anzahl Atome miteinander - durch Stol3e oder durch Strahlung - in Wechsel
wirkung stehen. Zunachst besprechen \Vir den Gleichgewichtszustand in einem 
homogenen, unendlich ausgedehnten Gas, dann gehen wir auf die verwickelteren 
Verhaltnissc in den Sternatmospharen cin und werden sehen, wie unsere Kennt
nisse der Vcrhaltnisse im homogenen ausgedehnten Gas weitgehend Anwendung 
finden. Eine exakte Theorie der Sternatmospharen im Sinne einer genauen 
Beantwortung der oben skizzierten Fragestellungen gibt es noch nicht, wir 
werden abcr sehen, wie man die empirischen Befunde aIle qualitativ verstehen, 
und wie man aus dem Spektrum jedenfalIs qualitative Schlusse in bezug auf 
Elementenhaufigkeit, Flachenhelligkeit H und Schwerebeschleunigung g ziehen 
kann. 

264. Die atomaren J1 echanis11len der Lichtemission ~tnd Lichtabsorption. In 
cinem fruheren Abschnitt (vgl. S. 17) ist von der atomtheoretischen Deutung 
der Prozesse der Lichtemission und Lichtabsorption die Rede gewesen. Wir 
werden jetzt etwas naher auf diese Fragen eingehen mussen, im Zusammenhang 
mit dem vorliegenden speziellen Problem der Lichtemission und Lichtabsorption 
in den Sternatmospharen. 

Zuerst sei kurz an den Mechanismus der Lichtemission und Lichtabsorption 
erinnert. Ein Atom ist einer Reihe stationarer Zustiinde fahig. Diese unter
scheiden sich durch die Konfiguration der den Atomkern umgebenden Elektronen. 
Die innere Energie des Atoms, der Energieinhalt, ist im allgemeinen fUr jede 
Konfiguration der Elektronen, fUr jeden stationaren Zustand also, verschieden. 
Ein Atom kann aus einem stationaren Zustand spontan in einen anderen von 
geringerem Energieinhalt ubergehen, indem gleichzeitig ein Lichtquant aus
gesandt, emi ttiert, wird. Die Energie des Lichtquants ist gleich dem Energie
verlust des Atoms infolge des Uberganges in den energiearmeren Zustand. Unter 
Absorption eines Lichtquants kann ein Atom aus einem stationaren Zustand 
in einen anderen von groBerem Energieinhalt ubergehen. 

Unter Absorption eines Lichtquants genugend groBer Energie kann ein Atom 
ionisiert werden; man kann dies auch so ausdrucken, daB das Atom in einen 
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stationaren Zustand iibergeht, in dem ein Elektron frei ist. Diesen Vorgang 
nennt man Photoionisa tion oder photoelektrische Ionisation. Um
gekehrt kann ein freies Elektran von einem Ion unter Lichtemission eingefangen 
werden; dies entspricht einem trbergang aus einem stationaren Zustand mit 
einem freien Elektron. SchlieBlich sind noch Dbergange zwischen zwei stationaren 
Zustanden moglich, wo ein Elektron in beiden Zustanden frei ist und nur seine 
Energie (und dadurch seine Geschwindigkeit) andert. Bei allen spontanen Dber
gangen ist die Energie des emittierten bzw. absorbierten Lichtquants durch die 
Energiebilanz gegeben: Energie eines emittierten Lichtquants gleich Energie
verlust des Atoms oder auch des Systems Ion + Elektron, Energie eines ab
sorbierten Lichtquants gleich Energiegewinn des Atoms oder des Systems 
Ion + Elektran (vgl. hierzu Abb. 10, S. 18). 

Ein Lichtquant darf man sich als kleine Partikel von bestimmter Energie (E) 
vorstellen, die sich in einer bestimmten Richtung mit Lichtgeschwindigkeit c 

fortbewegt. Die Partikel hat ein Bewegungsmoment Ii; ein emittierendes Atom 
c 

erfahrt einen RiickstoB von dieser GroBe in der der Bewegungsrichtung des 
Lichtquants entgegengesetzten Richtung; ebenso erfahrt ein absorbierendes 
Atom einen StoB in der Bewegungsrichtung des absorbierten Lichtquants. 

SchlieBlich sei noch an die BOHRsche Frequenzbedingung: 

E = h 11 (1) 
erinnert (vgl. S. 17). 

Dbergange zwischen den stationaren Zustanden eines Atoms finden nun nicht 
nur unter Strahlungsprozessen statt. Durch den StoB eines anderen Atoms, 
eines Ions oder eines Elektrons kann das Atom in einen anderen stationaren 
Zustand iibergehen. Die Energie der stoBenden Partikel andert sich hierdurch, 
und zwar nimmt die Energie der stoBenden Partikel urn ebensoviel ab oder zu, 
wie der Energiegewinn bzw. Energieverlust des gestoBenen Atoms betragt, so 
daB die gesamte Energie konstant bleibt. Insbesondere sieht man, daB ein Atom 
in einen energiereicheren Zustand nur iibergehen kann, wenn die Energie der 
stoBenden Partikel ausreicht, urn den diesem Dbergang entsprechenden Energie
gewinn auszugleichen. 

Durch den StoB einer Partikel von geniigend graBer Energie kann ein Atom 
auch ionisiert werden. Die ionisierende Partikel verliert so viel Energie, wie der 
Energieunterschied zwischen Ion + Elektron und dem unionisierten Atom be
tragt. Diesen Vorgang nennt man StoBionisation. Ebenso kommt der um
gekehrte PrazeB vor: Ein Elektron wird von einem Ion eingefangen, die hier
durch verlorene Energie findet man in einer dritten stoBenden Partikel wieder, 
die mit entsprechend vergroBerter Geschwindigkeit davonfliegt. 

Wir richten jetzt die Aufmerksamkeit auf die Lichtquanten, insbesondere 
auf die Moglichkeiten der Emission und Absorption von Lichtquanten von einer 

gegebenen Energie E und der Frequenz 11 = ~. Wir wollen uns dabei auf die 

Verhaltnisse in einem Gas beschranken, wo die Abstande so graB sind, daB ein 
beliebiges Atom nur in den kurzen Augenblicken eines ZusammenstoBes von 
anderen Atomen wesentlich beeinfluBt wird. Dies ist in Sternatmospharen immer 
der Fall. 

Ferner sei bemerkt, daB bei den hier in Betracht kommenden stationaren 
Zustanden die Konfiguration der inneren festgebundenen Elektronen immer die
selbe bleibt, so daB bei den spontanen Anderungen des stationaren Zustands 
nur die Konfiguration der auBeren, leichter gebundenen Elektronen, der sog. 
Valenzelektronen, geandert wird. Die Bindungsenergien der inneren Elektronen 
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sind so groB, daB diese durch die Lichtquanten und stoBenden Partikeln in den 
Sternatmospharen nicht beeinfluBt werden. 

Man kann sich ein Gas vorstellen, in dem sich aIle Atome in dem Zustand 
kleinsten Energieinhalts, dem Grundzustand, befinden. Es ist ersichtlich, 
daB in diesem Gas Lichtemission iiberhaupt unmi:iglich ist. Sobald aber Atome 
in Zustanden gri:iJ3eren Energieinhaltes vorhanden sind, ki:innen Lichtquanten 
emittiert werden, indem die betreffenden Atome in einen energiearmeren Zu
stand iibergehen; man hat Linienemission. Sind Ionen und freie Elektronen 
vorhanden, ki:innen durch Einfangen Lichtquanten emittiert werden oder es 
ki:innen Lichtquanten durch Ubergange emittiert werden, wo die Geschwindig
keit eines freien Elektrons abnimmt, das Elektron aber frei bleibt. Da die Ge
schwindigkeiten der Elektronen beliebige \Verte haben ki:innen, hat man ein 
kontinuierliches Emissionsspektrum. 

Wir betrachten jetzt die Absorptionsprozesse. Befinden sich aIle Atome 
im Grundzustand, so ki:innen Lichtquanten einer ganzen Reihe Frequenzen ab
sorbiert werden. Erstens Lichtquanten aller Frequenzen, die Ubergangen in 
andere stationare Zustande gri:iBerer Energie des gebundenen Elektrons ent
sprechen, zweitens Lichtquanten samtlicher Frequenzen, die geniigend groJ3 sind, 
urn das Atom zu ionisieren. Wir haben Linienabsorption und kontinuierliche 
Absorption. Sind auch Atome in anderen stationaren Zustanden vorhanden, 
so kommen noch weitere Frequenzen hinzu, den Ubergangen aus diesen ent
sprechend. Es sei besonders hervorgehoben, daJ3 Atome in den energiereicheren 
Zustanden durch Lichtquanten geringerer Energie ionisiert werden ki:innen, so 
daB also das Gebiet der kontinuierlichen Absorption weiter nach niedrigeren 
Frequenzen reicht. Sind schlieBlich freie Elektronen und Ionen vorhanden, so 
ki:innen samtliche Frequenzen absorbiert werden durch Ubergange, bei denen 
die Energie des freien Elektrons urn die Energie des absorbierten Lichtquants 
wachst. 

Die durch Ionisation gebildeten Ionen verhalten sich genau wie die neutralen 
Atome: sie ki:innen in verschiedenen stationaren Zustanden vorhanden sein, 
verschiedenen Konfigurationen der noch gebundenen Elektronen entsprechend, 
und sie ki:innen weiter ionisiert werden; man spricht von zweifacher, dreifacher 
und mehrfacher Ionisation. 

Man sieht, daB sowohl das Emissionsvermi:igen wie das Absorptionsvermi:igen 
eines Gases von der Haufigkeit des Vorkommens der verschiedenen stationaren 
Zustande von neutralen Atomen und Ionen oder, wie man auch sagt, von der 
Verteilung der Atome i.iber die stationaren Zustande abhangig ist. 

Beobachtet man im Laboratorium die Absorption in einem Gas, so bemerkt 
man eine kraftige Absorption von Lichtquanten derjenigen Frequenzen, die 
Ubergangen aus dem Grundzustand in energiereichere Zustande entsprechen. 
Weiter bemerkt man eine ziemlich kraftige Absorption von Lichtquanten so 
hoher Energie und Frequenz, daB sie Atome im Grundzustand ionisieren ki:innen. 
Man schlieBt hieraus, daJ3 die Atome sich fast aIle im Grundzustand befinden. 
Ganz in Ubereinstimmung hiermit wird fast kein Licht yom Gas emittiert. 
Urn Lichtemission im Gas hervorzurufen, muB eine nicht verschwindende 
Anzahl der Atome in energiereichere Zustande gebracht werden. Dies kann in 
verschiedener Weise geschehen. Man kann das Gas mit sehr intensivem Licht 
bestrahlen, das es absorbieren kann, und so erreichen, daJ3 zahlreiche Atome in 
energiereichere Zustande iibergehen. Oder man kann die Gasatome heftigen 
StaBen aussetzen, die sie in Zustande gri:iJ3erer Energie iiberfiihren, z. B. durch 
einen Funken, durch Elektronenbombardement oder durch starkes Erwarmen. 
Man sagt dann, daB man das Gas angeregt hat oder insbesondere, daB man 
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einen bestimmten stationaren Zustand angeregt hat. Die zur Anregung eines 
stationaren Zustandes notige Energie, den Energieuntersehied gegen den Grund
zustand, nennt man die Anregungsenergie oder das Anregungspotential des 
stationaren Zustands. 

Man pflegt diese Energie in Volt auszudriieken und meint mit der Energie 
1 Volt diejenige Energie, die ein Elektron gewinnt, indem es durch ein elek
trisches Feld von 1 Volt falit. 

Aus der bekannten Ladung des Elektrons findet man leicht: 

1 Volt "" 1.591.1O- 12 erg. 

Die Energie eines Lichtquants kann man natiirlich aueh in Volt ausdriicken. 
Naeh der Frequenzbedingung ist: 

E =hv 

h = 6.55 . 10 - 27 erg sec"" 4.12 . 10 - 15 Volt· sec. 

Die Frequenz hangt mit der Wellenlange zusammen durch: 

e 
v =-

}. ' 

c = 2.997' 1010 em· sec 1 • 

Hieraus kann man nun schliel31ich den Zusammenhang zwischen der Energie 
des Liehtquants, in Volt ausgedriiekt, und der Wellenlange finden: 

he 1 
E = hv =;: = 12.34· 10- 5 T Volt . em 

oder: E A = 12340 Volt· Angstrom. (2) 

Z. B. entspricht emem Lichtquant der Energie 5 Volt eine Wellenlange von 
2468 Angstrom. 

Dureh sehr kraftige Anregung kann das Atom in einen stationaren Zustand 
iibergehen, wo ein Elektron frei wird, d. h. das Atom wird ionisiert, entweder 
durch Bestrahlung (Photoionisation) oder dureh StoB (StoBionisation). Die zur 
Ionisation notige Energie nennt man Ionisationsenergie oder Ionisations
potential. Ionisationspotentiale werden ebenso wie Anregungspotentiale in 
Volt ausgedriickt. Man sieht, daB das Ionisationspotential das Anregungspotential 
desjenigen stationaren Zustands ist, wo ein Elektron gerade frei ist. 

Als Beispiel betrachten wir Natrium. Natrium hat ein auBeres Elektron 
(ein Valenzelektron). Die verschiedenen stationaren Zustande entsprechen ver
sehiedenen Bindungsenergien dieses Elektrons gegeniiber dem Atomkern und 
den inneren Elektronen. Der Zustand kleinster Energie mit Ausnahme des 
Grundzustands - der zweittiefste Zustand, wie man sagt - hat ein Anregungs
potential von 2.09 Volt. Setzt man Natriumatome StoBen von Partikeln mit 
einer Energie groBer als 2.09 Volt aus, so wird also dieser Zustand angeregt. 
Dann kann Lichtemission stattfinden, und zwar muB das Atom dabei in den 
Grundzustand zuriickspringen, weil der Grundzustand der einzige Zustand ge
ringeren Energieinhalts ist. Die Frequenz des emittierten Lichtes ist durch 
die Frequenzbedingung E = hv bestimmt. Hier ist E gleich dem Anregungs
potential, also 2.09 Volt. Man findet daraus durch eine leichte Umrechnung 
naeh der Relation (2), daB die Frequenz einer Wellenlange von 5890 A.E. 
entsprieht. Dies ist die Wellenlange der bekannten gelben Natriumlinie, von 
FRAUNHOFER D genannt. Das Ionisationspotential des Natriums ist 5.12 Volt. 
StoBionisation erfordert also stoBende Partikeln einer Energie von mindestens 
5.12 Volt, Photoionisation Lichtquanten von mindestens derselben Energie, was 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 23 
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wieder nach der genannten Relation Licht, das kurzwelliger als 2413 A.E. ist, 
entspricht. 

Die Natriumlinie 5890 ist in Wirklichkeit eine Doppellinie. Sie besteht aus zwei 
benachbarten Linien, mit den Wellenlangen 5889.96und 5895.93. Schon bei maBiger 
Dispersion lassen sich die beiden Linien trennen. Dementsprechend sind beim 
Natrium in Wirklichkeit zwei station are Zustande vorhanden mit dem Anregungs
potential 2.09 Volt. Der Energieunterschied der beiden Zustande ist sehr gering, 
etwa 0.002 Volt. Die beiden Zustande erscheinen immer gleichzeitig angeregt. 

So1che doppelten und auch mehrfachen Linien kommen bei vielen Elementen 
vor. Man nennt sie Dubletts, Tripletts usw., zusammenfassend Multipletts. Die 
Komponenten eines Multipletts sind oft we iter voneinander getrennt, als es bei 
Natrium der Fall ist; dennoch ist es moglich, durch genaue Analyse des Spektrums 
zu erkennen, daB sie zusammengehoren. Wir konnen hierauf nicht weiter ein
gehen, werden uns aber in einem anderen Zusammenhang mit den Eigenschaften 
von Multiplettlinien zu beschaftigen haben (vgl. S.388). 

Zum SchluB sei noch etwas tiber die Natur der Absorptionslinien und 
Emissionslinien angefiihrt. Die Linien sind nicht absolut scharf. Erstens er
zeugt der DOPPLER-Effekt (vgl. S.20) eine Unscharfe: die emittierenden und 
absorbierenden Atome haben wegen der Warmebewegung verschiedene Ge
schwindigkeiten, und dies ruft kleine Unterschiede in den Frequenzen der emit
tierten bzw. absorbierten Lichtquanten hervor, was schlieBlich eine Unscharfe 
der beobachteten Linien verursacht. Aber auch ohne merkbaren DOPPLER-Effekt 
(z. B. bei sehr niedrigen Temperaturen und entsprechend kleiner Warmebewegung) 
sind die Linien nicht scharf. Dies kann man auf eine Unscharfe der stationaren 
Zustande zuriickfUhren: Es sind nicht nur stationare Zustande mit einer ganz 
bestimmten Energie vorhanden, sondern auch so1che, deren Energie ein wenig 
von dieser verschieden ist. Allerdings ist die Zahl der Atome in stationaren 
Zustanden mit groBerer Abweichung im Energieinhalt verhaltnismaBig auBer
ordentlich klein. Man spricht von einer natiirlichen Unscharfe der stationaren 
Zustande. Fiir den Grundzustand ist die nattirliche Unscharfe viel kleiner als 
fUr die anderen Zustande, bei einem vollkommen ungestorten Atom im Grund
zustand ist sie verschwindend. 

265. aber quantitative Berechnung des Absorptions- und Emissionsvermogens. 
Wir haben im vorigen Paragraph en qualitative Uberlegungen tiber Absorptions- und 
Emissionsvermogen eines Gases angestellt und insbesondere den EinfluB der Ver
teilung der Atome tiber die stationaren Zustande diskutiert. Es solI jetzt angedeutet 
werden, wie man quantitative Rechnungen tiber diese GraBen anstellen kann. 

In einem Gas sei eine Anzahl der Atome in einem bestimmten angeregten 
Zustand. Wir wollen uns nun nicht mit der qualitativen Aussage begniigen, 
daB dann Lichtemission in gewissen Frequenzen moglich ist, sondern fragen 
nach der Intensitat des emittierten Lichtes, d. h. nach der Zahl der pro Zeit
einheit emittierten Lichtquanten. Ganz ahnlich bei den Absorptionsprozessen: 
Neben den qualitativen Aussagen, daB von Atomen in einem gegebenen statio
naren Zustand Lichtquanten der und der Frequenzen absorbiert werden, ver
langen wir Auskunft tiber die Zahl der pro Zeiteinheit absorbierten Lichtquanten. 

Man prazisiert die Fragestellungen durch Einfiihrung des Begriffes der aber
gangswahrscheinlichkeit zwischen zwei stationaren Zustanden. Sind N Atome 
in einem stationaren Zustand vorhanden, und ist die Dbergangswahrscheinlich
keit fUr den Dbergang in einen anderen Zustand gleich w, so bedeutet dies, 
daB die Zahl (n) der in der Zeit d t stattfindenden Ubergange: 

ist. 
n = Nwdt (1) 
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Die Ubergangswahrscheinlichkeiten konnen durch atomare Konstanten aus
gedruckt werden. Die atomtheoretische Berechnung (nach der Quantenmechanik) 
dieser atomaren Konstanten ist eine Aufgabe ahnlicher Natur wie z. B. die atom
theoretische Berechnung der Energien der stationaren Zustande. 

Sind Atome in einem angeregten Zustand sich selbst vollkommen uberlassen 
ohne jede auBere Storung, so sind die trbergangswahrscheinlichkeiten fUr die 
Ubergange direkt atomare Konstanten. Insbesondere sind fUr den Grundzustand 
aIle trbergangswahrscheinlichkeiten Null. Anders wenn die Atome einer Strah
lung ausgesetzt sind. Dann ist auch die Intensitat der Strahlung maBgebend. 
Die Ausdrucke fUr die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind aber sehr einfach. 
Wir betrachten zwei stationare Zustande, 1 und 2; 2 sei der energiereichere 
der beiden. Der Energiedifferenz E2 - E1 entspricht eine gewisse Frequenz nach 
der Frequenzbedingung E2 - E1 = ltv. Nur Strahlung dieser Frequenz beeinfluBt 
die trbergangswahrscheinlichkeiten der trbergange 2 --+ 1 und 1 --+ 2. Fillt die 
Strahlung in allen Richtungen auf die Atome, und ist Iv die Intensitat der Strah
lung fur die Frequenz v (fUr aIle Richtungen gleich), so hat man folgende Aus
drucke fur die trbergangswahrscheinlichkeiten W21 und w12 der trbergange 2 --+ 1 
und 1 --+ 2: 

w21 = a2I + b2 ] Iv (2) 

w12 = b12 Iv , (3) 

wo jetzt a21 , b21 und b12 atomare Konstanten sind. Die trbergangswahrscheinlich
keiten sind lineare Ausdrucke in Iv. 1st I,. gleich Null, so hat man den fruher 
erorterten Fall. Beide Ubergangswahrscheinlichkeiten wachsen mit der Intensitat 
der Strahlung. Fallt die Strahlung nicht in allen Richtungen auf die Atome, 
sondern nur innerhalb des Raumwinkels w, so ist in den Gleichungen (2) und (3) 

Iv' 4: statt Iveinzusetzen (Strahlung in allen Richtungen entspricht dem Raum

winkel 4 ~). 
Es seien Nl Atome im Zustand 1, N2 Atome im Zustand 2. Dann ist die 

Zahl der trbergange 2 --+ 1 bzw. 1 --+ 2 in der Zeit LI t nach (1) und (2) bzw. (3): 

(4) 

n1 -+ 2 =N1 b12 I"Llt. (5) 
Die letzte Gleichung zeigt, daB die Zahl der durch Ubergange 1 --+ 2 pro 

Zeiteinheit absorbierten Lichtquanten von der Frequenz v der Intensitat des 
auffallenden Lichts dieser Frequenz, Iv, proportional ist. Das Absorptions
vermogen des Gases gegenuber Licht der Frequenz v ist dem Faktor N1 b12 
proportional. 

Die Gleichungen (2) und (3) konnen atomtheoretisch begrundet werden. Man 
ist imstande, die Reaktion des Atoms auf die Storung durch die Strahlung 
quantenmechanisch zu verfolgen und so die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu 
berechnen. Zur Feststellung numerischer Werte der Atomkonstanten a21 , b21 
und b12 fUr die verschiedenen Atome bedarf es allerdings im allgemeinen sehr 
schwieriger numerischer Rechnungen. Zwischen den Konstanten geIten jedoch 
gewisse einfache Beziehungen, und zwar dieselben fur aIle Atome. Es ist unter 
gewissen Voraussetzungen uber die stationaren Zustande, namlich daB sie ein
fach und nicht aus zusammenfallenden (oder sehr nahe zusammenfallenden) 
stationaren Zustanden zusammengesetzt sind: 

2h"s 
au = -c2-- b12 (6) 

(7) 

23* 
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Durch diese Gleichungen konnen die Obergangswahrscheinlichkeiten also 
durch eine atomare Konstante ausgedruckt werden. 

Zusammenfallende oder nahe zusammenfallende staticnare Zustande kann 
man oft als einen stationaren Zustand behandeln. Die Obergangswahrscheinlich
keiten sind dann entsprechend zu modifizieren. Der stationare Zustand 1 sei 
aus gl zusammenfallenden stationaren Zustanden zusammengesetzt, der Zu
stand 2 aus g2. In jedem der stationaren Zustande, aus denen 1 zusammen-

gesetzt ist, befindet sich der Bruchteil 1 der Gesamtzahl der Atome in 1, fUr 2 

ist der Bruchteil ~ (vgl. daruber, daB gl~ich viele Atome in den einfachen statio-
gs 

naren Zustanden des zusammengesetzten Zustands vorhanden sind, S.363). 
Man hat jetzt samtliche Obergangsmoglichkeiten zu berucksichtigen: aus jedem 
der stationaren Zustande von 1 in jeden der stationaren Zustande von 2 und 

umgekehrt. Jeder der Obergange 2 -+ 1 ist fUr den Bruchteil ~- der Atome in 2 

moglich, jeder der Obergange 1 -+ 2 fUr den Bruchteil :. der Ato~Se in 1. Dies gibt: 
,,1 

1, +1"+1,,,+ all = - a·)1 - a.1 a., I ..•. 
g2" gs - g2-

bib' + 1 b" + 1 b'" + 21 = gs 21 g2 21 g~ 21 •••. 

b 1 b,+1 b"+1 b,,,+ 
12=g;.12 gll2 g~12 •••• 

in leicht verstandlicher Schreibweise. Die gestrichenen GroBen beziehen sich 
jetzt auf Obergange zwischen einfachen stationaren Zustanden, und es gelten 
fUr diese folglich die Gleichungen (6) und (7): 

" - ~~ b" . 1121 - CS 12, 
", 2 h va b'" 

a21 = 7- 12 usw. 
b~1 = b~'~ : b~f = b;'~ 

Hiermit erhalt man unmittelbar: 

(6a) 

b21 = JJ1_ b12 , (7a) 
g2 

gultig fUr die aus gl bzw. g2 stationaren Zustanden zusammengesetzten Zu
stande 1 und 2. 

Dbergange, bei denen ein Elektron frei wird bzw. eingefangen wird, kann 
man unter demselben Gesichtspunkt betrachten. Man kann Obergangswahr
scheinlichkeiten von Obergangen zwischen einem stationaren Zustand 1, einem 
gebundenen Elektron entsprechend, und einem staticnaren Zustand 2, einem 
freien Elektron mit der Geschwindigkeit v entsprechend, betrachten und ganz 
ahnliche Ausdrucke ableiten. Man erhalt somit Ausdrucke fUr die Wahrscheinlich
keit von Photoionisation und Elektroneneinfang. Ahnliches gilt auch fUr Ober
gange zwischen zwei stationaren Zustanden, die beide einem freien Elektron 
entsprechen. 

Es soll noch die Bedeutung der oben besprochenen Unscharfe der stationaren 
Zustande in diesem Zusammenhang erortert werden. Wir betrachten wieder zwei 
stationare Zustande 1 und 2, einem gebundenen Elektron entsprechend. Wir 
haben von den Obergangswahrscheinlichkeiten der Obergange 1 -+ 2 und 2 -+ 1 
schlechthin gesprochen, ohne darauf Rucksicht zu nehmen, daB die stationaren 
Zustande eine endliche Breite haben, so daB man eigentlich Obergangswahr-
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scheinlichkeiten zwischen Zustiinden mit Energien, die innerhalb eines gewissen 
schmalen Spielraums beliebig sein konnen, hatte betrachten mussen. 

Man hat diese Frage atomtheoretisch verfolgen konnen. In der Tat ist man 
in der Lage, die genannten Teiliibergangswahrscheinlichkeiten, die zusammen 
die 'Obergangswahrscheinlichkeit 1 ->- 2 bzw. 2 ->- 1 ergeben, zu bestimmen. Zur 
Erlauterung betrachten wir den einfachsten Fall, wo der Zustand 1 der Grund
zustand ist; hier sind die Verhiiltnisse deshalb einfach, weil die Unscharfe des 
Grundzustands verschwindend klein ist. Die Energie des Grundzustands sei E1 • 

Die mittlere Energie des stationaren Zustands 2 sei Eg. Die trbergangswahr
scheinlichkeit fUr einen Ubergang von 1 in einen stationiiren Zustand mit einer 
Energie zwischen E und E + LI E ist dann durch einen Ausdruck der folgenden 
Form gegeben: 

i" AE 
W1E = )2 2 I~ , 1 4.:1t 02 b- i' + ~ (E - E 2) 

(8) 

wo y ein MaB fUr die Unschiirfe ist. 
Die Ubergangswahrscheinlichkeit nimmt mit wachsendem E - Eg sehr schnell 

abo Dabei kommt es, wie aus (8) ersichtlich ist, auf das Verhaltnis zwischen 
(E - Eg) und dem MaB der Unschiirfe y an. Die Summe der Teiliibergangs
wahrscheinlichkeiten ist gleich b12 I~. Die Formel (8) zeigt, zusammen mit der 
Frequenzbedingung E - E1 = hv, wie in diesem Falle der Absorptionskoeffizient 
innerhalb der Linie variiert. 

Sind beide stationare Zustande unscharf, so werden die Ausdriicke etwas 
weniger einfach, aber doch von ganz derselben Art wie (8). 

Das Absorptionsvermogen variiert also innerhalb der Absorptionslinie mit 
der Frequenz. Es zeigt sich, daB die Abhangigkeit von der Frequenz immer 
durch einen Ausdruck der folgenden Form gegeben ist: 

r' 
1X~ = (~ i'J + 4,,--2-("---"-0)-2' 

(9) 

wo y' ein MaB der Unscharfe der Spektrallinie ist und '1'0 die Frequenz der Linien
mitte bedeutet. 

Bei den astronomischen Anwendungen dieser Formel ist ('V - '1'0) immer groB 
gegeniiber der GroBe y'. Dann ist einfach: 

const 
1X~ = ( )2 . (9a) 

,,- "0 

Zusammenfassend kann man sagen, daB man Emissionsvermogen und Ab
~?rptionsvermogen von Atomen in beliebigen stationaren Zustiinden durch die 
Ubergangswahrscheinlichkeiten vollkommen beschreiben kann. 

WeiB man also, wie in einem gegebenen Augenblick die Atome iiber die 
stationaren Zustiinde verteilt sind, so kann man das Verhalten der Atome bei 
einer gegebenen Bestrahlung berechnen; man kann die Anzahl der von den 
Atomen des Gases absorbierten und emittierten Lichtquanten jeder Frequenz 
angeben. 

Die Verteilung der Atome iiber die stationaren Zustiinde wird nun durch 
die trbergange zwischen diesen beeinfluBt, teils durch die gerade betrachteten 
trbergange, die die Absorption und Emission von Lichtquanten begleiten, teils 
durch die friiher besprochenen strahlungslosen Ubergange durch PartikelstoBe. 

In den Sternatmospharen bildet sich ein gewisser Gleichgewichtszustand aus. 
An einem gegebenen Ort ist die Heftigkeit der StoBe durch die Warmebewegung, 
d. h. durch die Temperatur gegeben, diese ist wieder von der Bestrahlung und 
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dem Absorptionsvermogen abhangig, wahrend die fUr die Emission und Ab
sorption maBgebende Verteilung uber die stationaren Zustande wieder durch 
die StoBheftigkeit und die Bestrahlung bestimmt wird. Es stellt sich ein ge
wisses Gleichgewicht ein, bei dem die Verteilung uber die stationiiren Zustande, 
die Absorption und die Emission an jedem Ort zeitlich konstant ist. Durch die 
Absorption und Emission in den verschiedenen Schichten der Atmosphare ist 
schliel3lich die den Beobachter erreichende Strahlung bestimmt. Hiervon wird 
in den folgenden Abschnitten naher die Rede sein. 

266. Gleichgewichtszustiinde eines homogenen, unendlich ausgedehnten Gases. 
Wir betrachten zunachst als Vorbereitung den einfachsten Fall des Gleich
gewichtszustands eines homogenen, unendlich ausgedehnten Gases einer be
stimmten Dichte und einer bestimmten Temperatur. 1m Gleichgewichtszustand 
mussen aIle das Gas charakterisierenden GroBen zeitIich konstant sein: Die 
Geschwindigkeitsverteilung der vorhandenen Partikel muB zeitlich konstant sein; 
ebenso die Zahl pro Volumeneinheit der neutralen Atome im Grundzustand, in 
einem beliebigen angeregten Zustand usw., der einfach ionisierten Atome in 
einem beliebigen stationaren Zustande, kurz: die Verteilung der Atome uber 
die stationaren Zustande muB zeitlich konstant sein. Ferner muB auch die Zahl 
pro Volumeneinheit der Lichtquanten jeder Frequenz zeitIich konstant sein. 

SolI die Zahl der Atome in einem beliebigen stationaren Zustand zeitIich 
konstant sein, so muB die Zahl der tJbergange in diesen Zustand gleich der
jenigen der tJbergange aus dem Zustand sein, die Zufuhr muB gleich der Ab
wanderung sein. 

Das Gleichgewicht stellt sich folgendermaBen ein. Die Zahl der tJbergange 
aus einem beliebigen Zustand ist proportional der Anzahl der Atome in dem 
betreffenden Zustand. 1st in einem gegebenen Augenblick z. B. die Abwanderung 
groBer als die Zufuhr, so nimmt die genannte Anzahl ab, und infolgedessen 
wird auch die Abwanderung kleiner. Dies setzt sich so lange fort, bis die Ab
wanderung gleich der Zufuhr geworden ist. Wie man sieht, ist der Gleichgewichts
zustand ein stabiler, indem Abweichungen yom Gleichgewichtszustand immer 
Anderungen auf ihn zu hervorrufen. 

tJbergange in den bzw. aus dem betrachteten Zustand sind in mannigfacher 
Weise moglich. Zunachst kann man unterscheiden zwischen tJbergangen, die 
unter Emission oder Absorption von Strahlung stattfinden, kurz Strahlungs
ubergangen, und strahlungslosen tJbergangen durch PartikelstoBe. Die Strah
lungsubergange konnen unterteilt werden, je nach den stationaren Zustanden 
des betrachteten Atoms, aus denen bzw. in die sie erfolgen. Dasselbe gilt fUr 
die strahlunglosen tJbergange, diese konnen aber noch weiter unterteilt werden, 
namlich nach der Art und der Energie der stoBenden Partikel. 

Die obengenannte Gleichgewichtsforderung sagt nun bloB aus, daB die Gesamt
zahl aller tJbergange in den Zustand gleich der Gesamtzahl aller tJbergange 
a us dem Zustand sein solI. tJber den Anteil der tJbergange einer gewissen Art 
an den Gesamtzahlen sagt sie nichts aus. Es ware Z. B. denkbar, daB die tJber
gange in einen stationaren Zustand durch PartikelstoBe stattfanden, wahrend 
die tJbergange aus dem Zustand Strahlungsubergange waren. Allerdings wurde 
dies einen tJbergang von Bewegungsenergie in Strahlungsenergie bedeuten, der 
bei vollkommenem Gleichgewicht durch andere Prozesse genau aufgehoben wer
den muBte. Dies wurde nun eine gegenseitige Anpassung verschiedenartiger 
Prozesse aneinander verlangen, die eigentlich gar nicht zu erwarten ist. Wir 
kennen in der Tat nur einen Fall, wo ein universeller Zusammenhang zwischen 
den tJbergangswahrscheinlichkeiten zweier Prozesse besteht: der Fall, daB der 
eine ProzeB genau der umgekehrte des anderen ist. Ein Beispiel hiervon sind 
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die Gleichungen (6) und (7) zwischen den die auf S.355 betrachteten Ober
gange 1 ~ 2 und 2 ~ 1 regelnden atomaren Konstanten. 

Solche Dberlegungen haben nun zu der Annahme gefiihrt, da13 in einem 
vollkommenen Gleichgewichtszustand, wie dem betrachteten, ganz allgemein ein 
beliebiger Obergangsproze13 /Sleich haufig ist wie der genau entgegengesetzte 
Dbergangsproze13. Diese Annahme nennt man die Annahme von dem detail
lierten Ausgleich. Nach dieser Annahme ist z. B. die Zahl der Dbergange 1 ~ 2 
unter Absorption eines Lichtquants hv = E2 - El gleich der Zahl der Uber
gange 2 ~ 1 unter Emission eines Lichtquants hv = E2 - E1 ; die Zahl der 
Dbergange 1 ~ 2 durch den Sto13 eines Elektrons mit der Energie Ee > E2 - E1 , 

wodurch das Elektron mit der Energie Ee - (E2 - E1) weiter fliegt, ist gleich 
der Zahl der Obergange 2 ~ 1 durch den Sto13 eines Elektrons mit der Energie 
Ee - (E2 - E1), das dann mit der Energie Ee fortfliegt usw. 

Nach der Annahme des detaillierten Ausgleichs kann man bei vollkommenem 
Gleichgewicht die Zeitrichtungen Vergangenheit ~ Zukunft und Zukunft ~ Ver
gangenheit nicht unterscheiden. 

Die Annahme ermoglicht wichtige Schliisse in bezug auf den GleichgewicMs
zustand: 

1. Wir betracMen zunachst die Geschwindigkeitsverteilung der Partikeln 
des Gases. Die Geschwindigkeiten der Partikeln andern sich standig durch die 
Zusammensto13e. Nach der obigen Annahme mu13 die Zahl der Sto13e einer be
liebigen Art gleich der Zahl der Sto13e umgekehrter Art sein. Die Zahl der Sto13e 
einer gegebenen Art hangt nun von der Geschwindigkeitsverteilung ab. Die 
Verteilungsfunktion der Geschwindigkeiten - die die Zahl der Partikeln zwischen 
beliebigen Grenzen der Geschwindigkeit gibt - geM somit in die Sto13zahl
gleichung ein und kann in der Tat unter gewissen allgemeinen Voraussetzungen 
liber die Natur der Sto13e (da13 die zwischen den Partikeln wirkenden Krafte 
Zentralkriifte sind) ermittelt werden. Das so gefundene Verteilungsgesetz der 
Partikelgeschwindigkeit heiJ3t das MAxwELLsche Verteilungsgesetz. 

Es lautet wie folgt: Die Zahl der Partikeln der Masse m in der Volumen
einheit sei N. Dann ist die Zahl dieser Partikeln, die rechtwinklige Geschwindig
keitskomponenten zwischen den Grenzen: 

u und u + du 

v und v + dv 

w und w + dw 

haben, m der Volumeneinheit gleich: 
1 

( m )3/2 -!m(u'+v'+W')-~T 
N 2:n:kT e dudvdw. ( 1) 

Hier ist T die Temperatur und k eine Konstante, auf deren Bedeutung wir 
gleich zurlickkommen werden. 

Man kann das MAxwELLsche Verteilungsgesetz auch in etwas anderer Weise 
formulieren. Es enthalt erstens eine Aussage liber die Richtungen der Partikel
geschwindigkeit: alle Richtungen kommen gleich oft vor, und zweitens eine 
Aussage liber die Gro13e (V) der Partikelgeschwindigkeit. Statt diese zu be
trachten, kann man die damit aquivalente GroJ3e l m V2, die kinetische 
Energie, einfiihren. Man findet aus dem MAxwEl.Lschen Gesetz (1) (durch eine 
Integration liber alle Richtungen), da13 die Zahl der Partikeln der Masse m, 
deren kinetische Energie zwischen den Grenzen: 

E und E + dE 



360 Stellarastronomie und Astrophysik. 

liegt, III der Volumeneinheit gleich: 
ImV2 2 (1 )32 -2 kT (1 )112 (1 ) 

N· y;: k T e 2" m V 2 
! d 2" m V2 

d.h. 2(1)32_!!"'-
N.~: ,kI' e kT-YEdE (2) 

ist. 
Wie man sieht, ist jetzt die Form der Gleichung fUr Partikeln jeder Masse dieselbe. 

Die Masse geht nur implizite durch die Beziehung E = i m V2 in das Gesetz ein. 
Die Gleichungen (1) und (2) bediirfen einiger ErHi.uterung. Sie miissen beide 

die Bedingung erfiillen, daB sie die Summe der Part ike In mit allen moglichen 
Geschwindigkeiten bzw. kinetischen Energien gleich N ergeben. Dies bestatigt 

man leicht durch eine Integration; die Faktoren ;--;;; usw. sind eben durch diese 

Bedingung bestimmt. Nach (2) kann man die mittlere kinetische Energie der 
Partikeln ableiten. Sie ist hir Partikeln aller Massen gleich: 

IE. e - kET fE-dE 
E=o~~~~_ 

00 

Ie -frYE dE 
o 

In der Tat definiert man die Temperatur durch die Bedingung, daB die 
Temperatur der mittleren kinetischen Energie proportional sein solI. Die Pro
portionalitatskonstante k nennt man die BOLTZMANNsche Konstante. Bei der 
allgemein gebrauchlichen Wahl der Einheiten hat sie die GroBe: 

1.372.10- 16 erg Grad-I. (4) 

Ohne diese Temperaturdefinition hatte man E im Verteilungsgesetz bei
behalten miissen, und hatte es nicht in der Form (1) oder (2) schreiben konnen. 

Es ist fiir unsere Zwecke bequem, die kinetische Energie der Partikeln in 
Volt auszudriicken (vgl. S.353). Aus: 

1 Volt rx; 1.591.10- 12 erg 

k = 0.862.10- 4 Volt Grad-I. 
folgt: 

(5) 

Die mittlere kinetische Energie der Partikeln ist nach (3) und (5): 

E = 1.293· 10- 4 • TVolt . 

Abb. 157 zeigt die Verteilung der kinetischen Energie der Partikeln fUr zwei 
Temperaturen, T = 5000° und T = 20000°. Die Abszisse ist die Partikelenergie 
in Volt, die Ordinate ist der Partikelzahl nach (2) proportional. Man sieht z. B.: 
Fiir T = 5000° ist die Zahl der Partikeln mit einer kinetischen Energie zwischen 
2.0 und 2.1 Volt pro Volumeneinheit gleich etwa 0.1 . 0.05 N = 0.005 N. Fiir 
T = 20000° ist diese Anzahl gleich etwa 0.022 N. 

Differenziert man das MAxwELLsche Verteilungsgesetz nach der Temperatur, 
so erhalt man: 

5 E 3 E 5 E 
oN(E, T) ex> _.l. T-"2 - kT + T-"2 ~ - kT =.l. T-"2 - kT{E _ 1} (6) 

oT 2 e kT2 e 2 e E . 

Hieraus ersieht man, wie bei steigender Temperatur die Zahl der Partikeln 
mit einer kinetischen Energie kleiner als der mittleren (E < 11) abnimmt, die 
Zahl der Partikeln mit E > E zunimmt. Die Zahl der Partikeln mit einer be-
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liebigen Energie E wachst also mit steigender Temperatur, bis t k T = E = E 
wird, und nimmt dann bei noch h6herer Temperatur wieder abo 

2. Wir betrachten ferner die Verteilung der Atome liber die stationaren Zu
staude. Zuerst untersuchen wir die Verteilung liber die stationaren Zustande 
des neutralen Atoms flir sich, liber die stationaren Zustande des einfach ioni
sierten Atoms flir sich usw. Wir vergleichen mit anderen Wort en stationare 
Zustande derselben Ionisationsstufe. Danach wollen wir stationare Zustande 
verschiedener Ionisationsstufe mit einander vergleichen. 
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Abb.157. Die Verteilung der kinetischen Energie der Partikeln eines Gases fUr T = 5000 0 (die spitze Kurve) 

und 20000 0 (die flache Kurve). 

Zwei stationare Zustande z. B. des neutralen Atoms heiBen wieder 1 und 2 
(E2> E1). Wir fassen die strahlungslosen Ubergange 1 ~ 2 und 2 ~ 1 durch 
StoB freier Elektronen ins Auge. Wir spezifizieren zwei Ubergange, von denen 
der eine der umgekehrte des anderen ist: 

a) Ubergang 1 ~ 2 durch StoB eines freien Elektrons mit der Energie 
Ee> E2 - E1, wodurch das freie Elektron mit der urn E2 - E1 verminderten 
Energie Ee - (E2 - E1) fortfliegt. 

b) Ubergang 2 ~ 1 durch StoB eines freien Elektrons mit der Energie 
Ee - (E2 - E1), wodurch das freie Elektron mit der urn E2 - E1 vermehrten 
Energie Ee fortfliegt. 

Die Zahl der im Gas pro Volumeneinheit und Zeiteinheit stattfindenden 
Ubergange a ist proportional: der Zahl pro Volumeneinheit - kurz Zahl -
der vorhandenen Atome im Zustand 1, N 1 , und der Zahl der freien Elektronen 
mit der Energie Ee. Die Proportionalitatskonstante ist eine von den Zustanden 1 
und 2 und der Elektronenergie E abhangige atomare Konstante. Aus dem Aus
druck (2) findet man, daB die Zahl der Elektronen mit der Energie Ee (genauer 
mit einer Energie zwischen Ee und Ee + dEe) proportional 

( 
1 )3/2 - :~ 

Ne kT e 

ist, wenn N die Gesamtzahl der freien Elektronen bedeutet. Die Proportionalitats
konstante hangt von Ee (und dEe) ab, nicht aber von der Temperatur und der 
Dichte. Folglich ist die Zahl der Ubergange a gleich: 

1 )3/2 _ E, 
n1 -+ 2 = IXN1 N e(kT e kT, (7) 

wo IX eme von der Art des StoBes abhangige atomare Konstante ist. 
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Ganz ahnlich erhalt man fUr die Zahl der Ubergange b: 
Ee- (E,-E.) 

n2~1 = fJN2Ne(iTt2 e -~~~, 

wo jetzt fJ eine von der Art des StoBes b abhangige Konstante ist. 

(8) 

Nach der Annahme von dem detaillierten Ausgleich muB nun im Gleich
gewicht immer: 

sein, es muB also: 
E,- (E, -E.) 

N2Ne(k~re ~-~ 

... NINe(k~r"e ~:~ .. _- fJ 

eine nur von der Art der St6Be abhangige Konstante sein. Insbesondere ist 
diese Konstante unabhangig von der Temperatur und der Dichte. Es gilt also 
fUr aIle Temperaturen und Dichten: 

N _ (E,~1S.) 
.~ = const e kT 
Nl 

(9) 

Diese Formel zeigt, wie bei h6herer Temperatur die Zahl der Atome in energie
reicherem Zustand zunimmt. 1st der Zustand 1 der Grundzustand, so ist E2 - El 
das Anregungspotential des Zustands 2. MaBgebend fUr das Verhaltnis der Zahl 
der Atome in den beiden Zustanden ist also das Verhaltnis zwischen dem An
regungspotential und der mittleren kinetischen Energie der Partikeln des Gases. 
1st das Anregungspotential groB gegeniiber E, so ist die Zahl der Atome im 
betreffenden Zustand relativ sehr klein. 

Die Konstante in (9) ist eine von den beiden Zustanden 1 und 2 abhangige 
Konstante. Fur jede Kombination von zwei Zustanden gilt eine Gleichung von 
der Form der Gleichung (9) mit einer von den beiden Zustanden abhangigen 
Konstanten. Betrachtet man ein Gas sehr hoher Temperatur, so daB k T sehr 
groB gegen die in Betracht kommenden (E2 - E1)-Werte ist, so wird der Ex
ponentialfaktor praktisch gleich 1, und die Verhaltnisse der Zahlen N reduzieren 
sich auf die eben genannten Konstanten. Man hat also: 

N 1 : N 2 : N3: N4 ... = ql : q2 : q3: q4 
fur kT::p Em - En, 

(10) 

wo jedem stationaren Zustand eine Konstante q entspricht. Die Gleichung (9) 
wird mit diesen Bezeichnungen: 

E,-E, 

N~=fhe-1<T (11) 
Nl ql 

Die Zahlen q nennt man statistische Gewichte der stationaren Zustande. 
Durch (10) ist eine Interpretation der statistischen Gewichte gegeben. Das 
durch (9) bzw. (11) ausgedriickte Gesetz heiBt das BOLTZMANNsche Gesetz. Es gilt, 
wie schon hervorgehoben, fUr zwei beliebige Zustande derselben Ionisationsstufe. 

Uber die statistischen Gewichte q macht man folgende Annahme, die man 
als eine einfache, den Experimenten gerechtwerdende Annahme hinstellen kann: 
Die statistischen Gewichte alier einfachen (nicht zusammengesetzten) stationaren 
Zustande sind gleich derselben Zahl. Da es immer nur auf das Verhaltnis 
von statistischen Gewichten ankommt, kann man diese Zahl beliebig festsetzen 
und wahlt sie am bequemsten gleich 1. Fur einen einfachen stationaren Zu
stand ist also q = 1 . 
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Fallen g stationare Zustande zusammen in dem Sinn, daB sie die gleiche 
Energie E haben (vgl. S. 356), so wird die Anzahl der Atome im zusammen
gesetzten Zustand durch eine Summe von Gliedern, der Formel (11) entsprechend, 
ausgedruckt: Der Exponentialfaktor ist fUr jedes Glied derselbe, das statistische 
Gewicht fur jedes Glied gleich 1, und die Zahl der Glieder g. Durch Addition 
der Glieder sieht man, daB fUr zusammengesetzte Zustande wieder eine Gleichung 
der Form (11) gilt, wenn fur q die entsprechende Anzahl von einfachen Zu
standen, aus denen der betreffende Zustand zusammengesetzt ist, eingesetzt wird. 

Wir k6nnen also allgemein schreiben: 

( Ha) 

wo also gl und g2 die Zahlen der einfachen Zustande, aus denen 1 bzw. 2 zu
sammengesetzt sind, bedeuten. 

Wir gehen jetzt dazu tiber, die Zahl der Atome in stationaren Zustanden 
verschiedener Ionisationsstufe zu vergleichen. Wir k6nnen uns damit begnugen, 
die Grundzustande der verschiedenen Ionisationsstufen zu vergleichen. Nach 
(11) kennen wir ja die Verhaltnisse zwischen den Anzahlen der Atome in ver
schiedenen Zustanden derselben Ionisationsstufe. 

Wir vergleichen die Zahl der Atome im Grundzustand einer beliebigen Ioni
sationsstufe mit der Zahl der Atome im Grundzustand der darauffolgenden 
Ionisationsstufe. Der Einfachheit halber wollen wir das neutrale Atom und 
das einfach ionisierte Atom betrachten; die Uberlegungen sind aber fur beliebige 
aufeinanderfolgende Ionisationsstufen dieselben, und die SchluBformel hat immer 
genau dieselbe Form. 

Die Uberlegungen verlaufen in ganz derselben Weise wie bei der Ableitung 
der BOLTzMANNschen Formel. 

Es sei Nl die Zahl pro Volumeneinheit der Atome im Grundzustand, 1, des 
neutralen Atoms, Nt die Zahl der Atome im Grundzustand des einfach ioni
sierten Ions, 1 +, ferner Ne die Zahl der freien Elektronen. Das Ionisations
potential des neutralen Atoms sei X. Wir spezifizieren zwei Ubergange zwischen 
1 und 1 +, von denen der eine der umgekehrte des anderen ist: 

a) Ubergang 1 --->- 1 + + ein freies Elektron mit der Energie E; durch StoB 
eines freien Elektrons mit der Energie E~' > X, wodurch das stoBende Elektron 
mit der urn X + E; verminderten Energie E~ - (X + E;) fortfliegt. 

b) Ubergang 1 + + ein freies Elektron mit der Energie E; --->- 1 durch StoB 
eines freien Elektrons mit der Energie E~ - (X + E;), wodurch das stoBende 
Elektron mit der urn X + E; vermehrten Energie E~ fortfliegt. 

Die Zahl der pro Volumeneinheit und Zeiteinheit stattfindenden Ubergange a 
ist gleich: E" 

nl+l++E; = IXN1 .Ne (i-rY2 e -k~, 
wo IX eine von der Art des StoBes abhangige atomare Konstante ist. Ebenso 
hat man fur die Zahl der Ubergange b: 

E~ E~' - (x + E~) 
+ (1 )3,2 -- (1 )3," ----

nl++E~~l =fJN1 ·Ne kT e kT.Ne kT e kT , 

wo fJ wieder eine atomare Konstante ist. 
Nach der Annahme von dem detaillierten Ausgleich muB nun im Gleich

gewicht: 
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sein, es muB also: 

E" 

( 
1 )3.2 - 0 

N 1 ·N, kT e 

eme atomare Konstante, insbesondere also ~nabhangig von der Temperatur 
und der Dichte sein. Es gilt also fUr alle Temperaturen und Dichten: 

N+N --"-
1 _, = const (kT)3 2 e kT. 
N1 

(12) 

Diese Formel zeigt, wie bei h6herer Temperatur die Zahl der Atome im 
ionisierten Zustand relativ zur Zahl der Atome im neutralen Zustand zunimmt. 
1st X::> k T, das Ionisationspotential also viel graBer als die durchschnittliche 
kinetische Energie E =1 k T der Partikeln des Gases, so wird die Zahl der 
ionisierten Partikeln im allgemeinen klein sein. Aus der Formel (12) ersieht 
man ferner, wie eine Verdiinnung des Gases wirkt: Die Zahlen N werden durch 
die Verdiinnung kleiner, und dies bewirkt starkere Ionisation, damit Nt Ne : Nl 
konstant bleibt. (Ware der Ionisationsgrad konstant, so wiirde der Zahler mit 
dem Quadrat der Verdlinnung abnehmen, weil zwei N im Zahler vorkommen, 
wahrend der Nenner nur mit der erst en Potenz der Verdlinnung abnehmen 
wiirde. Diese Wirkung wird durch starkere Ionisation, die Nt und Ne ver
graBert, Nl verkleinert, kompensiert). 

Die Konstante in Gleichung (12) ist ahnlicher N atur wie die Konstante in 
Gleichung (9). Sie entspricht gewissermaBen einem Verhaltnis zwischen statisti
schen Gewichten. Urn sie zu berechnen, muB man das statistische Gewicht 
eines beliebigen stationaren Zustands mit einem freien Elektron angeben k6nnen. 
Durch Untersuchungen liber den Grenzlibergang zwischen sehr lose gebundenen 
Elektronen und gerade freien Elektronen hat man die betreffenden statistischen 
Gewichte ermitteln k6nnen und dann den folgenden Wert der Konstante ge
funden: 

2 (2 nm,)3j2 qi 
const = ---h-a-- q; . 

Hier ist me die Masse des Elektrons, h die PLANcKsche Konstante, wahrend 
qt und ql die statistischen Gewichte des Grundzustands des Ions bzw .. des 
neutralen Atoms sind. Durch Einsetzung in Gleichung (12) erhalten wir: 

N + N 2 (2 )3/2 + X 
_.1_, = ~--'--~ (k T)3i2 e - k T • (12a) 

N1 h q1 

Wie schon bemerkt, gelten ganz analoge Gleichungen fiir beliebige aufeinander
folgende Ionisationsstufen. Man hat die den beiden Grundzustanden entsprechen
den statistischen Gewichte qt und ql einzusetzen, ebenso das entsprechende 
Ionisationspotential X. 

Es ist jetzt leicht einzusehen, daB man mit Hilfe der Gleichungen (11) und 
(12a) die Verteilung der Atome liber die stationaren Zusiande vollstandig be
rechnen kann. Die gesuchten Zahlen sind in derselben Bezeichnungsweise wie oben: 

N1 N2 N3··· 
Nt l\Tt Nt··· 
Nt+ Nr Nt+ ... 
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Durch (11) sind die Verhaltnisse alier N in derselben Horizontalreihe gegeben, 
durch (12a) die Verhaltnisse der N in der ersten Vertikalreihe. Somit sind samt
liche Verhaltnisse zwischen den N berechenbar. Die Summe aller N muB 
gleich der gegebenen Zahl der Atome pro Volumeneinheit sein. 

In die Rechnung gehen folgende GraBen ein: Die statistischen Gewichte der 
stationaren Zustande, die Energiedifferenzen zwischen den stationaren Zustanden 
und die Ionisationspotentiale. Diese GroBen sind fUr die Mehrzahl der Grundstoffe 
bekannte GraBen. In Gleichung (12a) geht ferner die Zahl der Elektronen ein; 
diese kann leicht durch die Zahlen der Ionen verschiedener Ionisationsstufe aus
gedruckt werden, infolge der Bedingung, daB das Gas elektrisch neutral sein muB. 

Ais Beispiel betrachten wir Kalzium. Kalzium hat zwei Valenzelektronen. 
Wir brauchen hier nur .Anderungen in der Konfiguration dieser leichter ge
bundenen Elektronen zu berucksichtigen; die Konfiguration der inneren fest
gebundenen Elektronen ist hier immer dieselbe (vgl. S.351). Es kommen also 
in Betracht: stationare Zustande des neutralen Atoms (mit zwei Valenzelek
tronen), stationare Zustande des einfach ionisierten Atoms (mit einem Valenz
elektron) und der Grundzustand des zweifach ionisierten Atoms (das ohne leicht 
gebundene Elektronen ist). Wir wollen der Einfachheit halber beim neutralen 
und einfach ionisierten Atom nur den Grundzustand und den zweiUiefsten 
stationaren Zustand in Be,tracht ziehen. Die Zahl der Atome in den energie
reicheren Zustanden ist ohnehin in den hier zu betrachtenden Fallen relativ 
sehr klein. 

Wir haben dann die folgende Reihe von stationaren Zustanden: 

Ionisations .. 
stu!e 

Ca 
Ca 
Ca+ 
Ca+ 
Ca++ 

Anregungspotential 

Stationiirer Zustand Anregungs- vom Grundzustand Statistisches 
potential des neutralen Atoms Gewicht 

gerechnet 

Grundzustand 0 Volt 0 Volt I ql = 1 I 
Tiefster angeregter Zustand 1.88 .. 1.88 .. 

Grundzustand 0 .. 6.08 .. 
Tiefster angeregter Zustand 1.69 .. 7.77 .. 

Grundzustand 0 .. 17·90 .. 
Ionisationspotential Ca ->- Ca+ : 6.08 Volt 

Ca+ ->- Ca++ : 11.82 .. 

q2 = 9 
qt = 2 
qt = 10 
qt+ = 1 I 

Zahl pro 
Volumen-

einheit 

Nl 
N2 
N+ 

1 

N+ 
2 

N++ 
1 

Mit diesen Werten kann nun die Verteilung der Kalziumatome uber die 
stationaren Zustande als Funktion der Temperatur und der Zahl der Kalzium
atome pro Volumeneinheit - also der Dichte - berechnet werden. 

Die folgende Tabelle zeigt die Abhangigkeit der Verteilung von der Tem
peratur fUr zwei verschiedene Dichten. Man sieht, wie bei haherer Temperatur 
die Zahl der Atome im Grundzustand des neutralen Atoms standig abnimmt, 
wahrend fUr die energiereicheren Zustande die Zahlen zuerst zunehmen und 
dann bei noch haherer Temperatur abnehmen, weil jetzt die noch energiereicheren 
Zustande bevorzugt werden. Wenn man zu sehr hohen Temperaturen geht, dann 
wird naturlich schlieBlich auch Ca + + weiter ionisiert (im Sterninnern ist Kalzium 
fast vollstandig ionisiert, vgl. S. 398). 

In einem weiten Temperatur- und Dichtebereich befinden sich die meisten 
Atome entweder im Grundzustand des neutralen Atoms oder im Grundzustand 
des einfach ionisierten Atoms. Vernachlassigt man die anderen Zustande, so er
halt man ein besonders einfaches Problem. Es sei jetzt: 

N die Gesamtzahl der Kalziumatome (der neutralen und ionisierten), 
N x die Zahl der einfach ionisierten Kalziumatome, 
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dann ist: 
N (1 - x) die Zahl der neutralen Kalziurnatorne, 
N x die Zahl der freien Elektronen. 

N, = 1013 

T Xl N, Nt Nt 
10000° I 4. 10- 9 4.10- 9 

1 0.0037 , 0.0026 
8000 i 1.10- 6 7.10- 7 0.056 

I 
I 0.13 6000 0.00023 0.000055 0.83 0.16 

5000 I 0.0035 0.00040 0.91 0.090 
4000 I 0.15 0.0058 , 0.81 0.030 
3000 0·98 0.0062 I 0.0097 0.000071 
2000 1.00 0.00017 1 4 • 10 - 8 1.10-- 11 

N, = 1011 

T Nl .\', xt I N+ . 
10000 0 4 . 10 -13

1 

4 . 10- 13 i 0.000037 
1 

0.000026 
8000 2. 10- 10 1 . 10 - 10 I 0.0016 I 0.00069 
6000 1.10- 6 I 3.10- 7 0.39 I 0.075 
5000 0.000035 4.10- 6 0·90 

.1 
0.090 

4000 0.0018 0.000068 0.96 0.036 
3000 0.50 0.0031 0.49 -I 0.0036 
2000 1.00 0.00017 I 4.10- 6 I 1.10- 9 

Damit erhalt man aus (12a): 

Nx·Nx 
N(1-:':::xY 

x 2 (2 :r m,)32 2 - --(k T):12 e k T 
Ji3 

oder: X 

x 2 2 (2:rm,)3 j2 2 (kT)3.2 e ~~ 
1-x --)13---'-' N 

Ni+ 

1.00 
0.81 
0.011 
0.000096 
6. 10- 8 

6'10- 15 
2'10- 30 

Nt+ 

1.00 
1.00 
0.53 
0.0096 
8. 10- 6 

3.10- 11 

2.10- 26 

( 13) 

eine Gleichung, die den Bruchteil x der ionisierten Atome, den Ionisations
grad, direkt aus Ternperatur und Dichte zu berechnen gestattet. Man erhalt 
das friihere Resultat wieder, daJ3 hohe Temperatur und geringe Dichte die 
Ionisation fOrdern. 

3. Schlie13lich untersuchen wir die Zahl der Lichtquanten gegebener Frequenz 
pro Volumeneinheit. 

Wir haben wiederholt von der Intensitat der Strahlung in einer gegebenen 
Frequenz gesprochen. Urn Unklarheiten zu vermeiden, sei die genaue Definition 
dieses Begriffs angefiihrt. 1m allgemeinen wird in einem Raum, wo Strahlung 
vorhanden ist, einem Strahlungsfeld, die Intensitat an verschiedenen Orten und 
in verschiedenen Richtungen verschieden sein. Urn an einem gegebenen Ort 0 
die Intensitat der Strahlung einer gegebenen Frequenz in einer gegebenen Rich
tung R festzustellen, betrachtet man eine kleine ebene Flache des Areals da 
durch 0 senkrecht zur Richtung R und miJ3t die Energie der Strahlung zwischen 
den Frequenzen y und y + dv, die die Flache in Richtung innerhalb eines Raum
winkels dw urn die gegebene Richtung pro Zeiteinheit passiert. Diese Energie 
ist gleich: 

Iv (0, R) . da . dw . dy , 

wenn Iv (0, R) die gesuchte Intensitat in 0 in der Richtung R ist. IntensiUit 
ist also Strahlungsenergie pro Zeiteinheit, pro Flacheneinheit, pro Raumwinkel, 
pro Frequenzeinheit. 
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Legt man eine Flache da' schrag zu der gegebenen Richtung, so daB ihre 
Normale mit der gegebenen Richtung den Winkel e bildet, dann wird sie von 
derjenigen Strahlung durchsetzt, die die Parallelprojektion in der Richtung 1l 
der Flache do' auf do passiert. Die Parallelprojektion hat das Areal do' cos e, 
und die passierende Energie ist folglich: 

Iv (0, R) • da' . dw . d'IJ • cos e . 
In dem hier betrachteten Fall der Strahlung in einem homogenen ausgedehnten 

Gas ist die Intensitat an allen Orten und in allen Richtungen die gleiche: 

1'1'(0, R) = 1,,, 

Wir sprechen von der Zahl der Lichtquanten in der Volumeneinheit mit 
Frequenzen zwischen 'IJ und 'IJ + d'IJ, das ist Nvd'IJ. Diese haben die Energie 
[!v = h'IJ' Nvd'/l. Die GroBe [!v nennt man Strahlungsdichte. In dem betrachteten 
homogenen ausgedehnten Gase haben N v und [!'I' iiberall dieselben Werte. Aus 
der Strahlungsdichte (!v kann die Intensitat Iv durch eine einfache geometrische 
Uberlegung gefunden werden. Es ist: 

(1 ) 

wo c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Urn diese Formel abzuleiten, gehen 
wir von der Definition der Intensitat aus. Da jedoch hier die Intensitat an 
allen Orten dieselbe ist, kann die in der Definition betrachtete Flache beliebig 
groB genommen werden. Ihr Areal sei O. Urn die Flachennormale (z. B. die 
nach oben gerichtete) legen wir einen Kegel K mit dem Raumwinkel dw. Nach 
der Definition der Intensitat wird die Flache in dem Zeitraum zwischen t und 
t + dt von Lichtquanten mit der Frequenz zwischen 'IJ und 'IJ + d'IJ und Be
wegungsrichtungen innerhalb des genannten Kegels so oft passiert, daB die 
Energie der Lichtquanten zusammen: 

betragt. 
Iv d'IJ • (J. dw • dt 

Andererseits sind die passierenden Lichtquanten alle diejenigen, die sich zur 
Zeit t in einer Schicht von der Dicke c· dt unter der Flache 0 befinden und sich 
mit Richtungen innerhalb des Kegels K nach oben bewegen; denn gerade diese 
und keine anderen gelangen im Zeitraum zwischen t und t + dt in der richtigen 
Richtung durch die Flache O. Das in Frage kommende Volumen ist: 

o· edt, 

die Gesamtzahl der Lichtquanten mit Frequenzen zwischen 'IJ und v + d'IJ inner
halb dieses Volumens ist: 

Nv d'IJ . (J. edt, 

die Strahlungsenergie dieser Lichtquanten ist: 

[!vd'IJ'(J.cdt. 

Von der Gesamtzahl bewegt sich nur ein Bruchteil in Richtungen innerhalb 
des Raumwinkels dw, und zwar der Bruchteil: 

dw 

4.-" ' 
denn die Richtungen sind gleichmaBig iiber den (allen Richtungen entsprechen
den) Raumwinkel 4.:n verteilt. 

Hiernach wird die Energie der in Frage kommenden Lichtquanten: 
dw 

[!v d v • (J • edt· -4 -- • 
Jr: 
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Dieser Ausdruck solI mit dem obigen identisch sein: 
dw 

e"dv o (10 edt o - = l"dv o a o dro 0 dt, 
4n 

d. h. es ist tatsachlich: 

oder: 

c 
~oe"=l,, 

4n 
e" = -I". c 

Nach diesen Bemerkungen uber Strahlungsintensitat, Strahlungsdichte und 
Lichtquantenzahl gehen wir dazu uber, die Zahl der Lichtquanten gegebener 
Frequenz pro Volumeneinheit aus Gleichgewichtsbetrachtungen abzuleiten. 

Wir betrachten wieder zwei Dbergange, von denen der eine der umgekehrte 
des anderen ist. Es seien 1 und 2 zwei stationare Zustande mit den Energien El 
und E2 (E2 > El). Die Dbergange seien: a) Ubergang 1 - 2 unter Absorption 
eines Lichtquants der Energie hv = E2 - E1 ; b) Ubergang 2 - 1 unter Emission 
eines Lichtquants der Energie hv = E2 - E1 • 

Die Zahl der pro Zeiteinheit stattfindenden Dbergange a bzw. b haben wir 
schon fruher betrachtet. Sie sind durch die Gleichungen (4) und (5) s. 355 ge
geben. 

Es seien die Anzahl der Atome in den Zustanden 1 und 2 pro Volumen
einheit Nl bzw. N 2 • Dann ist nach (4) und (5) S. 355: 

n1 -->-2 =N1 b12 ·l" 

n2 ->-1 = N 2 (a21 + b21 i,,). 

Nach dem Prinzip des detaillierten Ausgleichs muB nun: 

sein, also ist: 
N 1 b12 l" = N 2 (a21 + b21 l,.) . 

Zwischen Nl und N2 gilt die BOLTZMANNsche Gleichung (11 a) S. 363: 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

wenn wieder gl und g2 die Zahl der in 1 bzw. 2 zusammenfallenden stationaren 
Zustande ist. (Fur die folgenden Ableitungen k6nnten wir uns auf den Fall 
einfacher stationarer Zustande (gl = g2 = 1) beschranken, da ja bei detail
liertem Ausgleich fur jedes Paar der einfachen Zustande, aus denen die zusammen
gesetzten Zustande bestehen, nl-->-Z gleich nZ-->-1 sein muB; urn aber gleich die 
Zahl der Ubergange zwischen zusammengesetzten Zustanden zu erhalten, be
trachten wir den allgemeineren Fall). 

Zwischen den atomaren Konstanten a21 , b21 und b12 gelten die Gleichun
gen (6a) und (7a), S.356: 

(6) 
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oder nach Division durch N 1 b12 : 

h,' 

I v = e - ki (2 :2~ + I l .) • (9) 

Es resultiert somit eine Gleichung fUr Iv, in der keine auf die Zustande 1 
und 2 sich beziehenden GroBen mehr eingehen. In der Tat muB man gerade 
verlangen, daB dieselbe Intensitat fUr aIle Ubergange Gleichgewiclit herbeifiihrt. 
Wir sehen, daB diese Forderung erfiillt ist, und ferner, daB dies durch die friiher 
gewahlte Festlegung des statistischen Gewichts bedingt ist [vgl. Gleichung (5) 
und (8)]. Hierin haben wir eine weitere Rechtfertigung dieser Festlegung. 

Lost man die Gleichung (9) in bezug auf I ,., so erhalt man: 

d.h. 
I = 2h v3 __ 1_ 

v c2 h1' 
(10) 

ekT _ 1 

Dies ist die PLANcKsche Gleichung fUr die Intensitat der Strahlung im Gleich
gewichtszustand, fUr die Frequenz l' und die Temperatur T. Die Funktion 
von v und T in (10) bezeichnet man oft mit Bv(T): 

(11 ) 

Mit Hilfe der Beziehung (1) zwischen Strahlungsintensitat und Strahlungs
dichte findet man aus (10): 

8nhv3 1 
(!,. = -ca-- --h,-' -_., 

e·fi - 1 
(12) 

und schlieBlich ergibt sich die Zahl der Lichtquanten mit Frequenzen zwischen v 
und v + dv'proVohimeneinheit d~rch Division mit hy: 

N _ 8:rv2 __ 1 __ ._ 
,,- c3 hv • (13) 

Die gesamte Energie der Strahlung aller Frequenzen pro Volumeneinheit 
erhalt man aus (12) durch Integration: 

00 

( 8n5k4 () = () dv = --. T4 = const T4. 
'" "",v 15 c3 h3 

o 

Es ist dies das STEFANsche Gesetz, daB die Strahlungsenergie pro Volumen
einheit der vierten Potenz der Temperatur proportional ist. 

Durch Integration findet man die mittlere Energie der Lichtquanten: 

hy = 2.70kT, (14) 

also groBer als die mittlere Partikelenergie t k T. 
Abb. 158 zeigt die Zahl der Lichtquanten pro Volumeneinheit der Frequenz v 

und Energie hy fUr die Temperaturen T = 5000° und T = 20000° nach (13). 
Bei hoherer Temperatrir wird N,. fUr aIle Energien groBer, und das Maximum 
der Kurve verschiebt sich nach groBeren Energien (man vgl. die entsprechende 
Abb.157). 

Stromgren. Lehrbuch cter Astronomie. 24 
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Die Gleichungen fUr die Intensitat und die Strahlungsdichte werden oft in 
etwas anderer Form gegeben als in (10) und (12): Aus Iv und Qv berechnet man 

leicht Ii. und Q)., die Intensitat bzw. Strahlungs-
00 dichte der Strahlung mit Wellenlangen zwischen A 

und }. + dA (vgl. S. 19 und 340). Aus AV = c folgt: 

(15) 

und hiermit findet man leicht IA und Q}" da: 

ist. 
und (16) 

DieZahl derpro Volumeneinheit vorhandenen 
Lichtquanten N v ist durch (13) gegeben. Wir wollen 
jetzt die Zahl der in der Zeiteinheit pro Volumen
einheit emittierten und absorbierten Licht
quanten untersuchen. Zunachst bemerken wir, daB 

q5U---------~------~~----------,---------, 
diese beiden Zahlen 
gleich groB sind, so daB 
wir nur die eine festzu
stellen brauchen. Wir 
wahlen die Zahl der Ab
sorptionen. 

o 5 til 15 lzv 117/10/1 ZIl 
Abb.15S. Zahl der Lichtquanten pro Volumeneinheit der Frequenz ,. fUr 
T = 5000' (niedrige Kurve) und T = 20000'. Einheit der Ordinaten = 10". 

quanten 
nach (2) 

Wurden die Licht
hv nur durch Ubergange 1 ~ 2 absorbiert, so hatte man einfach 
fUr die gesuchte Zahl der absorbierten Lichtquanten A,.: 

A,. = :V1 b12 • Iv = N1 b12 • By(T) , (17) 

wo By (T) die oben in (11) definierte Funktion ist. 
Die absorbierte Energie ware: 

A,.· lzv = N1 b12 • hv· Bv(T) . (1S) 

Nun sind im allgemeinen eine ganze Reihe Ubergange vorhanden, durch die 
Lichtquanten hv absorbiert werden konnen: 

A y • hv = Ill" B,.(T){N~b~2 + N,{b12 + ... }. (19) 

Wir sehen, daB die Zahl der absorbierten Lichtquanten proportional ist: 
1. der universellen Funktion B,.(T), 2. dem speziellen von der Art und 
Zahl der Atome abhangigen Klammerausdruck in (19). Der Klammerausdruck 
miBt das Absorptionsvermogen des Gases. Das Absorptionsvermogen ist 
durch die Ubergangswahrscheinlichkeiten und durch die Verteilung der Atome 
uber die stationaren Zustande gegeben. 

Aus der Gleichheit der Zahl der Absorptionen und Emissionen schlieBen 
wir, daB auch die Zahl der emittierten Lichtquanten proportional der universellen 
Funktion By (T) und proportional dem Absorptionsvermogen ist. 

Das Absorptionsvermogen ist durch die Dbergangswahrscheinlichkeiten und 
die Verteilung der Atome uber die stationaren Zustande gegeben, auch wenn 
(wie in Sternatmospharen) die Intensitat der Bestrahlung nicht durch das 
PLANcKsche Gesetz und die ortliche Temperatur gegeben ist. Dies geht un
mittelbar aus (17) bzw. der Verallgemeinerung von (17) im Sinne von (19) 
hervor und ist auch unmittelbar aus (2) abzulesen: Die Zahl der Absorptionen 
ist immer proportional der Intensitat der Bestrahlung; die Proportionalitats
konstante, die das Absorptionsvermogen miBt, ist durch die verschiedenen Nl 
und b12 gegeben. 
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Anders das Emissionsvermogen. Ware in Gleichung (3) nur das erste Glied 
vorhanden, so ware freilich die Zahl der emittierten Lichtquanten fUr aIle Fre
quenzen durch die verschiedenen N2 und a21 , d. h. durch die Verteilung der 
Atome tiber die stationaren Zustande und die Dbergangswahrscheinlichkeiten 
bestimmt. lnfolge des Vorhandenseins des zweiten Gliedes hangt aber das 
Emissionsvermogen auch von der Art der Bestrahlung ab. 

Hierbei ist aber folgendes zu beachten. 1m allgemeinen ist das erste Glied 
bedeutend groBer als das zweite. Das Verhaltnis des zweiten Gliedes zum erst en 
ist infolge (6), (7) und (10): 

/" 
2h y 3 hv 

wenn die lntensitat Iv gleich der PLANcKschen lntensitat einer gewissen Tem
peratur T ist, die nicht mit der ortlichen Temperatur tibereinzustimmen braucht. 

Der Mittelwert von hv bei PLANCKscher Energieverteilung ist nach (14) 
2.70 kT. Mit diesem Wert von hv wird das obige Verhaltnis T14' Als zweites 
Beispiel berechnen wir das Verhaltnis ftir }, = 5000 A.E. und T = 6000°, etwa 
dem sichtbaren Teil des Sonnenspektrums entsprechend. Nach S. 353 und 360 
entsprechen diese Zahlen hv = 2.47 Volt und kT = 0.517 Volt; damit findet 
man fUr das obige Verhaltnis den Wert lh. 

In fast allen astronomischen Anwendungen kann das zweite Glied in (3) 
vernachlassigt werden. Dies bedeutet, daB dann auch das Emissionsvermogen 
durch die Dbergangswahrscheinlichkeiten und die Verteilung der Atome tiber 
die stationaren Zustande allein bestimmt ist. Ferner sieht man: Wenn die Ver
teilung der Atome tiber die stationaren Zustande der Verteilung in einem homo
genen ausgedehnten Gas einer bestimmten Temperatur und Dichte entspricht, 
so wird das Emissionsvermogen dasselbe wie in diesem, also proportional dem 
Absorptionsvermogen und der universellen Funktion Bv (T). Dieser Satz findet 
bei der Behandlung der Verhaltnisse in Sternatmospharen in lokalem thermo
dynamischem Gleichgewicht (vgl. § 267) eine wichtige Anwendung. 

In dem betrachteten ausgedehnten, homogenen Gas ist ftir alle Frequenzen 
die Zahl der pro Volumeneinheit vorhandenen Lichtquanten unabhangig von 
den Eigenschaften des Gases, und die Abhangigkeit dieser Zahl von der Frequenz 
ist durch eine einfache, regelmaBig verlaufende Funktion gegeben. Das Ab
sorptionsvermogen dagegen hangt von der Art des Gases ab, variiert auch un
regelmaBig mit der Frequenz. Es ist Z. B. sehr groB fUr die engen Bereiche 
der Spektrallinien. Ahnliches gilt ftir das Emissionsvermogen. DaB die Zahl 
der pro Volumeneinheit vorhandenen Lichtquanten die genannten Eigenschaften 
hat, riihrt daher, daB Emission und Absorption einander angepaBt sind: 1st 
Z. B. in einem bestimmten Frequenzbereich die Zahl der Emissionen pro Volumen 
sehr groB, so ist in diesem Frequenzbereich der Absorptionskoeffizient auch 
sehr groB, so daB an einem bestimmten Ort nur die in einer relativ kleinen 
Umgebung emittierten Lichtquanten anlangen konnen. 1st das Emissions
vermogen dagegen klein, so ist auch der Absorptionskoeffizient klein, und die 
Lichtquanten konnen von weither ankommen. So kommt ein Ausgleich zustande. 

Der Nachteil des geringeren Emissionsvermogens wird gewissermaBen durch 
den Vorteil einer groBeren freien Weglange aufgewogen. Der Ausgleich kann 
aber natiirIich nur dann zustande kommen, wenn die Dimensionen des Gases 
so groB sind, daB der Vorteil einer groBen freien Weglange der Lichtquanten 
wirklich ausgenutzt werden kann. 1m Laboratorium sind Z. B. die Dimensionen 
in Entladungsrohren sehr klein, verglichen mit den freien Weglangen der Licht-

24* 
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quanten von Frequenzen, die nicht gerade in den Bereich von Spektrallinien 
fallen. Deshalb wird auch unter diesen Umstanden kein kontinuierliches Spek
trum beobachtet, sondern ein Linienspektrum. Beobachtet man die Chromo
sphare am Sonnenrande, so liegen die Verhaltnisse ahnlich. Es sind wegen der 
geringen Dichte der Chromosphare die freien Weglangen von Lichtquanten mit 
Frequenzen, die nicht mit denen der Spektrallinien ubereinstimmen, groB, ver
glichen mit der Lange des Sehstrahls durch die Chromosphare. Also auch hier 
wird die Wirkung des geringen Emissionsvermogens durch die Wirkung des 
groBeren Gebietes, dessen Strahlung zum Beobachter gelangen kann, nicht auf
gewogen, weil das betreffende Gebiet nur zu einem klein en Teil mit Materie 
erfullt ist. In Dbereinstimmung hiermit ist das Chromospharenspektrum ein 
Linienspektrum (vgl. S. 270). Wenn man von den Verhaltnissen ganz am Rand 
absieht, sind die Langen der Sehstrahlen durch Sonne und Sterne, verglichen 
mit der freien Weglange der Lichtquanten, immer als unendlich anzusehen. 
Dbereinstimmend hiermit zeigen Sonne und Sterne ein kontinuierliches Spektrum. 
(DaB in diesem kontinuierlichen Spektrum Absorptionslinien vorhanden sind, 
ruhrt, wie wir sehen werden, von der Lichtstreuung in den auBersten Schichten 
der Atmospharen her). 

267. Sternatmosphiiren. Lokales thermodynamisches Gleichgewicht. Das kon
tinuierliche Spektrum. Wir haben im vorigen Paragraph en gesehen, wie wir die 
physikalischen Verhaltnisse in einem homogenen ausgedehnten Gas vollstandig 
ubersehen konnen. Es ist hier moglich, die Geschwindigkeitsverteilung der 
Partikeln, den Ionisations- und Anregungszustand der Atome und die Zahl der 
Lichtquanten jeder Frequenz anzugeben. Wir gehen jetzt dazu uber, die Ver
haltnisse in einer Sternatmosphare zu betrachten. 

Zuerst einiges uber die allgemeinen physikalischen Bedingungen in einer 
Sternatmosphare. Als Atmosphare bezeichnet man denjenigen Teil eines Sterns, 
der direkt gesehen werden kann, in dem Sinne, daB Licht aus den tiefsten Schich
ten der Atmosphare den Beobachter noch in nicht verschwindender Menge 
erreichen kann. Nach auBen verliert sich die Atmosphare allmahlich in den 
leeren Raum. Der Druck und die Dichte und auch die Temperatur wachsen 
stetig, wenn man zu immer tieferen Schichten ubergeht. Durch die Atmosphare 
stromt die yom Stern ausgestrahlte Energie. Durch die ganze Atmosphare ist 
der Nettostrom von Energie nach auBen konstant. Die Atmosphare kann Energie 
weder aufheben noch abgeben. 

Betrachten wir nun ein kleines Volumenelement in der Atmosphare. Hier 
werden Dbergangsprozesse stattfinden von ganz derselben Art wie im homo
genen ausgedehnten Gas: strahlungslose Dbergange durch StoBe und Strahlungs
ubergange. Der Gleichgewichtszustand wird aber ganz anderer Art, denn hier 
stehen Gebiete miteinander in Wechselwirkung, in denen Dichte und Tem-' 
peratur verschieden sind. Unser Volumenelement wird von Strahlung durch
setzt, die der yom Volumenelement emittierten Strahlung nicht zu entsprechen 
braucht, und diese Strahlung ist stark asymmetrisch, ganz nahe an der Ober
flache sogar fast ausschlieBlich nach auBen gerichtet. In dem homogenen aus
gedehnten Gas im Gleichgewicht konnte zwischen den Zeitrichtungen Vergangen
heit - Zukunft und Zukunft -+ Vergangenheit nicht unterschieden werden (vgl. 
S.359). In der Sternatmosphare ist die Zeitrichtung bestimmbar, indem Aus
strahlung stattfinden solI. 

Durch Strahlung stehen in den Sternatmospharen Gebiete miteinander in 
Wechselwirkung, die in we it groBerem Abstand voneinander sind, als daB sie 
durch PartikelstoBe aufeinander einwirken konnten. Durch eine Analogie 
mit der kine tisch en Gastheorie kann man das auch so ausdriicken, daB die mittlere 
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freie WegHinge der Lichtquanten viel gr6Ber ist als die der materiellen Partikeln. 
Der gr6Bere Abstand bedeutet entsprechend gr6Bere Unterschiede in bezug auf 
Dichte und Temperatur und entsprechend gr6Bere Unterschiede gegen den Fall 
des homogenen ausgedehnten Gases. 

Wahrend ferner die Verteilung der Strahlung iiber die verschiedenen Rich
tungen sehr ungleichmaBig ist, ist die Verteilung der Richtungen der Partikel
stoBe eine ziemlich gleichmaBige (die vorhandene Asymmetrie riihrt hier von der 
Wirkung der Schwere her). 

Der Gleichgewichtszustand in dem betrachteten Volumenelement kommt 
durch strahlungslose Ubergange und Strahlungsiibergange zustande. Es ist nach 
dem oben Gesagten klar, daB die Art des Gleichgewichtszustandes dem Fall 
des homogenen ausgedehnten Gases desto iihnlicher sein wird, je mehr die Uber
giinge durch StoBe iiber die Strahlungsiibergange iiberwiegen. 

Den Grenzfall, daB in jedem Volumenelement der Gleichgewichtszustand nur 
durch die Dichte und die Temperatur am Ort des Volumenelementes bestimmt 
ist, nennt man den Fall des lokalen thermodynamischen Gleich
gewichts. 

Wenn der EinfluB der St6Be iiber den EinfluB der Strahlung ganz iiberwiegt, 
hat man sehr nahe lokales thermodynamisches Gleichgewicht, denn die mittlere 
freie Wegliinge der stoBenden Partikeln ist im allgemeinen so klein, daB das 
ganze Gebiet, mit dem das betrachtete Volumenelement durch St6Be in Wechsel
wirkung steht, sehr nahe dieselbe Temperatur und Dichte hat. (Nebenbei sei 
bemerkt, daB im Sterninnern sehr nahe lokales thermodynamisches Gleich
gewicht herrscht, unabhangig davon, ob Strahlung oder StoBe iiberwiegen, denn 
hier sind die relativen Temperatur- und Dichteanderungen iiber Abstiinde, die 
den mittleren freien Weglangen sowohl der Lichtquanten wie der materiellen 
Partikeln entsprechen, sehr klein). 

Es fragt sich nun, ob man annehmen dad, daB in Sternatmospharen lokales 
thermodynamisches Gleichgewicht herrscht. Urn dies zu untersuchen, muB man 
einen Vergleich anstellen zwischen dem EinfluB der St6Be und der Strahlung 
auf die Ubergiinge. Nun kann man ganz allgemein einsehen, daB der EinfluB 
der St6Be gegeniiber dem EinfluB der Strahlung fiir konstante Temperatur bei 
h6herer Dichte immer gr6Ber werden wird. Die Zahl der Ubergange durch 
Strahlung ist namlich anniihernd proportional der Dichte, die Zahl der Uber
giinge durch St6Be aber annahernd proportional dem Quadrat der Dichte -
sie ist proportional dem Produkt der Zahl pro Volumeneinheit der gestoBenen 
und der stoBenden Partikel. Es kommt also auf die Dichte in der Sternatmo
sphare an. 

Hieraus kann man folgenden SchluB ziehen. Strahlung einer Frequenz, 
fUr die der Absorptionskoeffizient relativ klein ist, stammt aus relativ tiefen 
Schichten - je kleiner der Absorptionskoeffizient, je tiefer sieht man in den 
Stern hinein - und hier ist die Dichte relativ hoch. Dann dad man am ehesten 
erwarten, daB lokales thermodynamisches Gleichgewicht vorhanden ist in den 
fUr die Intensitat der Strahlung maBgebenden Schichten. Dagegen wird Strah
lung einer Frequenz, fiir die der Absorptionskoeffizient relativ groB ist, aus den 
iiuBersten relativ sehr verdiinnten Schichten stammen, und man wird erwarten, 
daB hier kein lokales thermodynamisches Gleichgewicht vorhanden sein wird. Aller
dings bedad es einer naheren Untersuchung der Dichten und der entsprechenden 
Haufigkeiten von Strahlungs- und StoB-Ubergangen, urn die Vermutung sicherzu
stellen. Qualitative Uberschlagsrechnungen haben sie nun bestatigt. Der SchluB 
ist also der, daB die Strahlung zwischen den Absorptionslinien - die wir das 
kontinuierliche Spektrum genannt haben - aus Schichten in lokalem thermo-
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dynamischem Gleichgewicht stammt, die Strahlung in den Absorptionslinien 
dagegen nicht. 

Der nachste Schritt ist die Untersuchung des Aufbaus einer Atmosphare 
in lokalem thermodynamischem Gleichgewicht. Wir wissen, daB an jedem Orte 
die physikalischen Verhaltnisse denjenigen in einem ausgedehnten homogenen 
Gas einer bestimmten Dichte und einer bestimmten Temperatur entsprechen. 
Festzustellen ist, wie Dichte und Temperatur mit dem Ort sich andern. 

Zunachst leuchtet es ein, daB wegen der Kugelsymmetrie des Sterns die 
Dichte und die Temperatur nur von der Tiefe unter der Oberflache abhangen. 
Die Dichte wachst mit der Tiefe, dem wachsenden Gewicht der gegen die Gravi
tationswirkung des ganzen Sterns getragenen Schichten entsprechend. Es ist 
mechanisches Gleichgewicht vorhanden. Die Temperatur wachst auch mit 
der Tiefe. Die Temperatursteigerung stellt sich auf den nach auBen flieBenden 
Nettostrom ein: In lokalem thermodynamischem Gleichgewicht strahlt jedes 
Volumenelement gemaB dem seiner Temperatur und Dichte entsprechenden An
regungs- und Ionisationszustand und absorbiert ebenso gemaB seiner Temperatur 
und Dichte (vgl. S. 371). Infolge der so bestimmten Emissionen und Absorptionen 
darf in keinem Volumenelement die Energie abnehmen oder zunehmen, sondern 
es muB der Nettostrom nach auBen durch alle Schichten der Atmosphare kon
stant sein. Es herrscht Strahlungsgleichgewicht. Durch diese Forderung 
ist der Temperaturzuwachs nach innen festgelegt. 

Die Berechtigung der Annahme, daB in den Schichten, die das kontinuierliche 
Spektrum emittieren, lokales thermodynamisches Gleichgewicht herrscht, haben 
wir bereits diskutiert. Ferner haben wir dar auf hingewiesen, daB die Atmo
sphare Energie weder aufheben noch abgeben kann. Anderungen von Schicht 
zu Schicht im Nettostrahlungsstrom nach auBen konnen also nur auftreten, 
wenn durch die materiellen Partikeln Energie von Schicht zu Schicht trans
portiert wird, durch Warmeleitung oder durch Stromungen von Schicht zu 
Schicht. Wegen der relativ kleinen freien Weglange der materiellen Partikeln 
ist die Warmeleitung nur klein. Andererseits wissen wir, daB wir es in den 
Sonnenflecken mit Stromungsphanomenen zu tun haben, es ist aber nicht wahr
scheinlich, daB die so transportierten Energiemengen neben den durch Strahlung 
transportierten in Betracht kommen konnen. Vielmehr ist es wahrscheinlich, 
daB Strahlungsgleichgewicht vorhanden ist, daB also der Nettostrahlungsstrom 
sehr nahe konstant ist. 

Die Bedingungen des mechanischen Gleichgewichts und des Strahlungsgleich
gewichts lassen sich in Differentialgleichungen ausdriicken, denen die Dichte 
und die Temperatur geniigen miissen (die Differentialgleichungen sind denjenigen, 
die im Sterninnern gelten, analog; die Integration verlauft in der Atmosphare 
wegen der Wichtigkeit der Randbedingungen etwas anders). 

Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, daB 1. lokales thermodynamisches Gleich
gewicht und 2. Strahlungsgleichgewicht vorhanden ist. Bei der weiteren Be
handlung des Problems macht man auBerdem eine speziellere Annahme. Man 
betrachtet den Fall, daB der Absorptionskoeffizient kv fUr alle Frequenzen gleich 
groB ist, mit Ausnahme von kleinen Frequenzbereichen, wo er beliebig groB 
sein darf. In diesem Fall wird die Losung iibersichtlich. Andererseits weich en die 
tatsachlichen Verhaltnisse nicht sehr von den vorausgesetzten ab, was sich darin 
zeigt, daB die Theorie des vereinfachten Falles Werte fUr die Ausstrahlung 
ergibt, die von den beobachteten nicht sehr abweichen. 

Man kann die Gleichgewichts-Differentialgleichungen jede fiir sich behandeln. 
durch EinfUhrung des Begriffes der optischen Tiefe unter der Oberflache. In 
die Gleichung fUr die Anderung der Temperatur mit der Tiefe geht der Ab-
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sorptionskoeffizient (k) - genauer ein gewisser Mittelwert des Absorptions
koeffizienten (li) tiber aIle Frequenzen - einer Schicht von der Dicke 1 als 
Faktor ein. Unter den gemachten Voraussetzungen tiber k" wird R praktisch 
gleich dem konstanten Wert von kv auBerhalb der schmalen Frequenzbereiche, 
wo kv groB sein darf, indem letztere praktisch keinen EinfluB auf den in Frage 
kommenden Mittelwert haben. Die Temperaturanderung bei der Tiefenande
rung d h ist proportional: 

kdh. 

Der Absorptionskoeffizient hangt andererseits von der Dichte abo Ftihrt man 
aber die optische Tiefe -r statt der geometrischen Tiefe ein, definiert durch: 

d-r = kdh (1) 
oder: It 

-r = f kdh, (1 a) 
o 

so kann die Differentialgleichung fUr die Temperatur fUr sich behandelt werden, 
und ihre Integration liefert T als Funktion der optischen Tiefe -r. Will man 
dann nachher T als Funktion der geometrischen Tiefe bestimmen, so muB 
man die Dichteverteilung und den Absorptionskoeffizienten in verschiedenen 
Tiefen ermitteln, urn nach (1 a) 'l' als Funktion von h zu bestimmen. 

Der Begriff der optischen Tiefe hat vor dem der geometrischen den Vorteil, 
daB er bei einer sich allmahlich in den Raum verlierenden Sternatmosphare 
seinen Sinn behalt: Man integriert vom unendlich Fernen, und erst wo die Dichte 
und damit der Absorptionskoeffizient merklich wird, fangt die optische Tiefe 
nach (1 a) an, merklich zu wachsen. 

Die Behandlung des Problems der Bestimmung der Temperatur als Funktion 
der optischen Tiefe hat man numerisch durchfUhren konnen, und auch mit einer 
gewissen Annaherung ana
lytisch. Das Resultat findet 
man in der nebenstehenden 
Tabelle. 

Die Tabelle gibt das Ver
haltnis der vierten Potenz 
der Temperatur zur vierten 
Potenz der durch: 

H = aT!ff. (2) 

gegebenen effektiven Tem
peratur (vgl. S. 340). AuBer
dem gibt sie eine line are 
Naherungsfunktion. Die 
Tafel zeigt, wie nahe diese 

, 

0.0 
0.2 
0.4 
0.6 
0.8 
1.0 
2.0 
3.0 
4.0 
5·0 

... ~OO 

sich an die Funktion anschmiegt. 

I I' 
--T:ff . 

0.43 
0.64 
0.80 
0.96 
1.12 
1.26 
2.02 
2.76 
3.51 
4.26 

0·51 + 1; ... 

I 
Niiherungs-

funktion 

I 
17 3 
32 + 4~ 

0.44 
0.64 
0.80 
0.96 
1.12 
1.27 
2.03 
2·78 
3·53 
4.28 

I 0·53 + i'" 

Die Oberflachentemperatur To ist also gegeben durch: 
T4 

T 40 = 0.43 
eff. 

oder: 
To = 0.81 T eft. 

Der genaue Wert der Konstante in (3) ist V: = 0.4330. 

T 
-
Teff. 

0.81 
0.89 
0.95 
0·99 
1.03 
1.06 
1.19 
1.29 
1.37 
1.44 

I 

(4) 

Die Losung unseres Problems laBt sich nattirlich bis zur Oberflache angeben. 
Es sei aber bemerkt, daB unsere Voraussetzung des lokalen thermodynamischen 
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Gleichgewichts ja nicht bis zur Oberflache zutreffen wird. Dennoch wird die 
hier gefundene Oberflachentemperatur, wie genauere Untersuchungen zeigen, 
sehr nahe richtig sein. 

Die Atmosphare haben wir als diejenigen Schichten definiert, aus denen noch 
Strahlung in merklicher Menge den Beobachter erreicht. Wir kannen nach 
dieser Definition die optische Tiefe der tiefsten SchichV'!n der Atmosphiire, 
d. h. die optische Dicke der Atmosphare, angeben. Ein Lichtstrahl, der eine 
Schicht der Dicke dh senkrecht passiert, wird nach der Definition des Absorptions
koeffizienten urn den Betrag: 

dI=I.k.dh=I.di'-~ (5) 
k 

geschwacht, wenn I seme Intensitat ist. Es ist also: 

dI k 
T=dT'X 

Es sei -1- konstant durch die Atmosphare. Dann ist die Lasung: 
I = I' e(r-r').k/k, 

(6) 

(7) 

wenn l' die Intensitat in einer gewissen optischen Tiefe T' ist. Ein Lichtstrahl, 
der aus der optischen Tiefe T' stammt und senkrecht zur Oberflache geht, ver
laBt nach (7) den Stern mit der Intensitat: 

Io=I'e-r'.k/k, (8) 

denn fUr die Sternoberflache ist ja T = O. 
Setzt man 10: I' = 0.01 fUr k = k als Grenze, so erhalt man: 

T' = 4.6. 

10: l' = 0.001 wurde T' = 6.9 ergeben. Die optische Dicke der Atmosphare 
kann man also etwa gleich 5 setzen. Die Zahl ist ja innerhalb gewisser Grenzen 
ziemlich willkurlich. Die Temperatur in der Atmosphare variiert demnach 
zwischen etwa 0.8 Tef!. und 1.5 Tefl .. Die optische Tiefe, fUr die die Temperatur 
gleich Tefl. ist, ist etwa T = i. 

Ein Strahl, der die Schichten unter dem Winkel f9 schneidet, wird durch 
den langeren Weg mehr geschwacht: 

dI k 
T = dT· k sec (9, (6a) 

k 
so daB, wenn k konstant ist, 

wird. 
(8a) 

Nachdem der Temperaturverlauf als Funktion der opt is chen Tiefe unter der 
Voraussetzung des lokalen thermodynamischen Gleichgewichts gefunden ist, 
ist es nicht schwierig, die Ausstrahlung des Sterns zu ermitteln fUr diejenigen 
Frequenzen, fUr die die Voraussetzung zutrifft, also fUr das kontinuierliche 
Spektrum. Die Ausstrahlung eines jeden Volumenelementes ist im lokalen 
thermodynamischen Gleichgewicht durch seine Temperatur und Dichte gegeben, 
gleich kvBv (T) fUr die Frequenz 'V (vgl. S. 370-371). Die Schwachung anderer
seits, die ein nach auBen gerichteter Strahl erleidet, ehe er die Oberflache er
reicht, ist durch die optische Tiefe gegeben. Urn die Gesamtausstrahlung in einer 
gegebenen Frequenz des kontinuierlichen Spektrums zu ermitteln, hat man die 
Beitrage der verschiedenen Schichten zu summieren, indem man jeden Beitrag 
im Verhaltnis der erlittenen Schwachung vermindert. Man erhalt so fUr die 
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Intensitat der Strahlung der Frequenz v, die die Oberflache unter dem Winkel 8 
verlaBt, einen Ausdruck der Form: 

1,.(8) = jkvB,.(T)e -r;:sec(-). sec8dh 

a 

- rc"'sec e k j. k 

= B,.(r)e k • fiv sec 8di. 

a 

Die Diskussion dieses Ausdrucks ergibt folgende Resultate: 
1. Ware T konstant gleich To, so erhielte man aus (9): 

1,,(8) = Bv(To) , 

(9) 

(10) 

also in allen Richtungen eine Intensitat entsprechend der PLANcKschen Gleichung 
mit T = To. 

2. Fiir 8--+ 90°, also sec8--+oo, erhalt man aus (9) ebenso: 

(11) 

wo To die Oberflachentemperatur ist. Dies entspricht der Intensitat der Strah
lung nahe am Sonnenrand (vgl. S. 267). 

3. Je groBer k; ist, desto naher ist I(v, 8) gleich B,,(To): 

1,,(8) = B,,(To) fUr k,,--+oo. (12) 

\Venn kv kleiner wird, wachst Iv (8) . _ ,~"- sec e 
4. Iv (8) ist immer als ein Mittelwert derjenigen B,. (T), fUr die e k 

nicht verschwindend klein ist, aufzufassen. 1st k" oder sec 8 sehr groB, so 
kommen also nur die auBersten Schichten mit einer Temperatur sehr nahe 
gleich To in Betracht, in Dbereinstimmung mit (11) bzw. (12). 

Setzt man k" = k, wie wir es fiir das kontinuierliche Spektrum vorausgesetzt 
haben, so kann man das Integral in (9) numerisch berechnen, da Bv eine be
kannte Funktion von r ist, weil ja T eine bekannte Funktion von r ist. Man 
erhalt mit kv = R somit die Intensitatsverteilung im kontinuierlichen Spektrum, 
zunachst die Intensitatsverteilung fUr jede Richtung fUr sich, und durch eine 
Integration auch die Intensitatsverteilung der Gesamtausstrahlung, wie man 
sie bei einem Stern allein beobachten kann. Die numerische Rechnung hat er
geben, daB diese sehr nahe mit der Strahlung nach dem PLANcKschen Gesetz 
mit T = Tefl. iibereinstimmt. Da man ja die Intensitat fUr jede Richtung fUr 
sich berechnen kann, kann man auch die Helligkeitsverteilung iiber die Stern
scheibe ermitteln. Fiir die Sonne hat man in dieser Weise mit kv = R gute 
Dbereinstimmung mit der Erfahrung erreicht. 

In der Tat verhalten sich die beobachteten Intensitaten im kontinuierlichen 
Spektrum so, wie die hier angedeutete Theorie voraussagt (vgl. S.267). Somit 
kann nach der Annahme des lokalen thermodynamischen Gleichgewichts das 
kontinuierliche Spektrum befriedigend gedeutet werden. 

268. Die Absorptionslinien. Wir haben schon gesehen, daB die Strahlung 
im Bereich einer Absorptionslinie wegen des groBen Absorptionskoeffizienten 
aus den auBersten verdiinnten Schichten stammt, wo lokales thermodynamisches 
Gleichgewicht nicht vorhanden ist. 

DaB dies der Fall ist, kann sehr einfach direkt aus den Beobachtungen ge
folgert werden. Ware namlich auch in den Schichten, denen die Strahlung im 
Bereich der Absorptionslinien entstammt, lokales thermodynamisches Gleich-
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gewicht vorhanden, so hatte man fUr die Intensitat innerhalb der Spektrallinie 
einen Ausdruck von der Form der Gleichung (9) des vorigen Paragraphen. Da 
nun in der Absorptionslinie k,. sehr groB ist, so ware [vgl. (12)]: 

1,,(8) = B,,(To) 

innerhalb der Spektrallinie also zwar etwas kleiner als 1m umgebenden kon
tinuierlichen Spektrum, aber nur im Verhaltnis: 

B,.(To) 
-----
B,.(Teff.) , 

d. h. im Verhaltnis etwa 1: 2. Die beobachteten Kontraste sind aber von der 
GroBenordnung 1: 10. Noch krasser zeigt sich der Widerspruch im Spektrum 
der Sonne nahe am Sonnenrand. Hier ist auch fUr das kontinuierliche Spektrum 
die Intensitat gleich B,,(To) [vgl. (11)J, und die Absorptionslinien muBten nahe 
am Sonnenrand verschwinden, was durchaus nicht der Fall ist. Die Beob
achtungen zeigen somit direkt, daB lokales thermodynamisches Gleichgewicht 
in den betreffenden aul3ersten Schichten nicht vorhanden ist. 

Die Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie im Fall des lokalen 
thermodynamischen Gleichgewichts ist, wie wir gesehen haben, die folgende: 
Ein gewisser Teil der Strahlung wird absorbiert, die absorbierte Strahlungs
energie wird durch StoBe auf viele Partikeln gleichmaBig verteilt und schlief31ich 
als PLANcKsche Strahlung gleichmaBig in allen Richtungen emittiert. Ware 
z. B. die auffallende Strahlung annahernd monochromatisch und einseitig ge
richtet, so wurde die absorbierte Strahlungsenergie in eine uber aIle Frequenzen 
und Richtungen verteilte PLANcKsche Strahlung verwandelt werden als Folge 
der StoBe. Diese Art der Wechselwirkung nennt man oft reine Absorption. 

Urn nun die Bedingungen verstehen zu konnen, die vorherrschen, wenn kein 
lokales thermodynamisches Gleichgewicht vorhanden ist, betrachten wir den 
entgegengesetzten Grenzfall, daB der EinfluB der StoBe auf die Obergange gegen
uber dem EinfluB der Strahlung verschwindend ist, so wie wir es bei sehr ge
ringen Dichten erwarten mussen. 

Es seien wieder 1 und 2 zwei stationare Zustande eines Atoms. Strahlung 

der Frequenz v = ~ (E2 - E 1) wird durch Atome im Zustand 1 durch den Ober

gang 1 -+ 2 absorbiert. Da der EinfluB der StoBe zu vernachlassigen ist, werden 
die Atome in den Zustand 1 durch den Obergang 2 -+ 1 zuruckkehren, unter 

Emission derselben Strahlung der Frequenz ')I = ~ (E2 - El)' Die Wechsel

wirkung zwischen Strahlung und Materie ist also in Abwesenheit der StoBe eine 
ganz andere: Strahlung einer gegebenen Frequenz wird absorbiert und in der
selben Frequenz wieder emittiert, so daB durch die Wechselwirkung nur die 
Richtung der Strahlung modifiziert wird. 1st z. B. die auffallende Strahlung 
annahernd monochromatisch und einseitig gerichtet, so wird ein Teil der Strah
lung absorbiert und in derselben Frequenz, aber uber aIle Richtungen verteilt, 
wieder emittiert. Diese Art der Wechselwirkung nennt man reine Streuung. 

1m allgemeineren Fall, wo weder Strahlung noch StoBe vollstandig uber
wiegen, kann man die Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie als 
gleichzeitig vorhandene Absorption und Streuung beschreiben. 

Wir betrachten wieder den Fall, daB die StoBe ohne EinfluB sind. Sind 
fur die Atome mehr als zwei stationare Zustande vorhanden, so werden die 
Verhaltnisse etwas verwickelter. Wir betrachten drei stationare Zustande 1, 2 

und 3. Wird nun durch einen Obergang Strahlung der Frequenz '1131 = ~ (E3 - E1) 
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absorbiert, so ist es auch in Abwesenheit von St6J3en nicht sicher, daJ3 das Atom 
in 1 durch den Dbergang 3 --+ 1 zurlickkehrt, unter Emission und Strahlung 

der Frequenz V31 = {- (E3 - El)' Es ist m6glich, daJ3 dies durch die Dber

gange 3 --+ 2 und 2--+ 1 geschieht, indem Strahlung der Frequenzen V 32 = * (E3 - E2) 

und v21 = ~ (E2 - E1) emittiert wird. Diesen Vorgang nennt man Fluoreszenz. 

1m Gleichgewichtszustand des homogenen ausgedehnten Gases spielt die 
Fluoreszenz keine Rolle. Hier sind ja nach der Annahme des detaillierten Aus
gleichs z. B. die Dbergange 1 --+ 2 und 2 --+ 1 unter Absorption bzw. Emission 
von Strahlung gleich haufig. 1st annahernd lokales thermodynamisches Gleich
gewicht vorhanden, so ist die Zahl der verschiedenen Dbergange an jedem Ort 
annahernd die gleiche wie im Falle des homogenen ausgedehnten Gases der 
entsprechenden Dichte und Temperatur, also auch hier spielen Fluoreszenz
phanomene keine Rolle. In den auJ3ersten verdlinnten Schichten einer Atmo
sphare, die infolge des asymmetrischen Strahlungsstroms vom Zustand des 
homogenen ausgedehnten Gases weit entfernt sind, und wo der EinfluJ3 der 
StoJ3e sehr klein ist, kann die Fluoreszenz eine Rolle spielen. 

Wir gehen jetzt dazu liber, die Bedeutung der Streuung fUr die Ausbildung 
von Absorptionslinien zu untersuchen. Wie wir gesehen haben, besteht der 
Effekt der Streuung darin, daJ3 sie die Strahlung gleichmaJ3ig liber alle Rich
tungen zu verteilen sucht. Zur Erlauterung dieses Effekts betrachten wir ein 
sehr schematisches Bild der Verhaltnisse in einer Sternatmosphare. Es sei in 
einer gewissen Frequenz v die Strahlung teils gerade nach auJ3en, teils gerade 
nach innen gerichtet. Die Intensitat der nach auJ3en gerichteten Strahlung 
sei I:, die der nach innen gerichteten I~. Dann ist der Nettostrom nach auJ3en: 

F y = I~ - I~. 

Die Strahlung passiere eine streuende Schicht. Dann wird von der nach 
auJ3en gerichteten Strahlung ein gewisser Bruchteil absorbiert und auf beide 
Richtungen, nach auJ3en und nach innen, gleich verteilt wieder emittiert. Analog 
fUr die nach innen gerichtete Strahlung. Eine Schicht der Dicke dx streue den 
Bruchteil: 

Sy dx· I~ 

des nach auJ3en gerichteten Strahlungsstromes, und den Bruchteil: 

Sy dx· I~ 

des nach innen gerichteten Strahlungsstroms. Die GroJ3e s" nennt man den 
Streukoetlizienten der Schicht gegenliber Strahlung der Frequenz v. Das ge
streute Licht wird beidemal zuerst absorbiert und dann emittiert, nach dem 
Streugesetz: halb nach auJ3en, halb nach innen. Die Schicht bewirkt demnach 
folgende Anderungen in dem nach auJ3en bzw. nach innen gerichtetem Strah
lungsstrom: 

1. I~ (nach auJ3en) auf der Oberseite der Schicht war: 
I~ + Sy dx I~ - -! s" dx(I~ + I~) auf der Unterseite der Schicht. 

2. I~ (nach innen) auf der Oberseite der Schicht wird: 
I; - s" dx I~ + ! Sy dx(I~ + I;) auf der Unterseite der Schicht. 

3. Der N ettostrom F" ist auf der Oberseite der Schicht I~ - I~; auf der 
Unterseite der Schicht ist F,,: 

{I~. + s" dx I~ - ! s" dx (I~ + I~) } - {I; - s" dx I: + ! Sy dx (I~ + I~) } 
= I~ - I::. 

Der Nettostrom ist also konstant. 
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4. Die mi ttlere In tensi ta t ist ! (I~ + I~) auf der Oberseite der Schicht; 
auf der Unterseite der Schicht ist die mittlere Intensitat: 

H I~ + s" dx I: - ! s,. dx (I: + I;~)} + H I~ - s" dx I;~ + ! s" dx (I~ + I~) } 

= !(I;, +I~) + !s"dxF". 

Da der Nettostrom nach au13en geht, F" = I: - I~ also positiv ist, so wachst 
die mittlere Intensitat durch die Streuprozesse nach innen. 

Der ganze streuende Teil der Atmosphare wirkt in derselben Weise. Der 
Nettostrom bleibt also konstant, die mittlere Intensitat wachst nach innen. 
Allmahlich geht nun die streuende Schicht in die Schichten iiber, wo lokales 
thermodynamisches Gleichgewicht herrscht, und hier ist die mittlere Intensitat 
die durch die PLANcKsche Gleichung gegebene. Die mittlere Intensitat in den 
oberst en streuenden Schichten ist also - weil die Intensitat wegen der Streuung 
nach innen zunehmen mu13 - kleiner als die Intensitat nach der PLANcKschen 
Gleichung. Dasselbe gilt fUr den Nettostrom nach au13en, der ja h6chstens das 
Doppelte der mittleren Intensitat betragt (I;, - I~ ::;:; I~ + I~) . Hierdurch 
kann man das Auftreten der Spektrallinien verstehen. Die Streuung ist fUr 
die Frequenzen des kontinuierlichen Spektrums sehr gering; hier sieht der Be
obachter also die aus den Schichten in lokalem thermodynamischem Gleich
gewicht stammende sehr nahe PLANCKsche Strahlung, die im vorigen Abschnitt 
behandelt wurde. 1m Frequenzbereich der Absorptionslinien ist die Streuung 
gro13. Hier wird also durch die Streuung die mittlere Intensitat, die in den 
Schichten im lokalen thermodynamischen Gleichgewicht den PLANcKschen Wert 
hatte, stark herabgesetzt, und die Intensitat der den Stern verlassenden Strah
lung ist im Bereich der Spektrallinien relativ gering. 

Un sere grobe Betrachtung hat so mit das Verstandnis der Ausbildung der 
Absorptionslinie durch Streuung in den hochsten verdiinnten Schichten der Stern
atmosphare vermittelt. Eine genauere Theorie mu13 beriicksichtigen, da13 die 
Strahlung iiber alle Richtungen im Raum verteilt ist und nicht nur aus zwei 
einander entgegengesetzten Stromen besteht, ferner da13 der Ubergang zwischen 
den verdiinnten streuenden Schichten und den Schichten in lokalem thermo
dynamischem Gleichgewicht ein ganz allmahlicher ist. Eine Theorie, die alle 
Einzelheiten der Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie in den Stern
atmospharen beriicksichtigt, gibt es zur Zeit nicht. Eine ganze Reihe ResuItate 
der Theorie ist jedoch schon jetzt gesichert: 

1. Die Strahlungsintensitat innerhalb einer SpektraUinie hangt von dem 
Produkt der Anzahl der streuenden Atome und des atomaren Absorptions
koeffizienten dieser Atome (vgl. S.355) abo Je gro13er dieses Produkt ist, je 
kleiner ist die Intensitat. Sind viele streuenden Atome vorhanden, so wird die 
entsprechende Absorptionslinie also kraftig. 

2. In einer gewissen Naherung ist die Intensitat innerhalb einer Spektral
linie durch den folgenden einfachen Ausdruck gegeben: 

Iv = Ikant.~+o , 
%0 GO' 

(1} 

wo die Buchstaben die folgende Bedeutung haben: 

Iv die Intensitat fiir die Frequenz v innerhalb der Spektrallinie, 
hant. die Intensitat im kontinuierlichen Spektrum unmittelbar au13erhalb der 

Linie, 
Xo der Absorptionskoeffizient unmittelbar au13erhalb der Absorptionslinie -

eigentlich ein Mittelwert dieses Absorptionskoeffizienten durch die Atmo
sphare, 
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av der Linienabsorptionskoeffizient, d. h. der Absorptionskoeffizient, der zu 
dem Dbergang gehort, dem die Absorptionslinie entspricht - auch hier 
ein Mittelwert durch die ganze Atmosphare. 

Die Intensitat in einer bestimmten Frequenz ist also mit einer gewissen 
Naherung umgekehrt proportional dem gesamten Absorptionskoeffizienten in 
dieser Frequenz. 

Der Linienabsorptionskoeffizient a v, der einem Dbergang 1 -+ 2 entspricht, 
ist gleich dem Produkt aus der Zahl der Atome im Zustand 1 und dem atomaren 
Absorptionskoeffizienten fUr den Dbergang 1 -+ 2 (vgl. S. 370): 

0" = n1 • iX" . 

Fur den atomaren Absorptionskoeffizienten gilt ein Ausdruck der folgenden 
Form, der die Abhangigkeit von der Frequenz zeigt (vgl. S. 357): 

wo e eine Konstante ist. 
Setzt man (2) und (3) m (1) ein, so erhalt man: 

Iv = hont.--xon;c 
Xo + (v _ ,,;;)2 

(4) 

Durch diese Gleichung ist die Linienkontur bestimmt. 1m Zentrum der 
Linie ist in der betrachteten Naherung, wie die Gleichung (4) zeigt, die Intensitat 
Null. Wie man sagt, ist die Restintensitat Null. Benutzt man fUr iX" statt 
der Gleichung (9a) auf S. 357 die genauere Gleichung (9), so findet man, daB 
die Restintensitat zwar endlich, aber praktisch gleich Null ist. Je groBer n1 

(die Zahl der Atome im Zustand 1) ist und je kleiner l' - 1'0 (der Abstand vom 
Zentrum der Linie) ist, je kleiner wird die Intensitat. In groBerem Abstand 
vom Zentrum der Linie geht die Intensitat allmahlich in die des kontinuier
lichen Spektrums uber. 

Haben zwei Absorptionslinien nicht sehr verschiedene Frequenzen, so wird Xo 

fur beide ungefahr denselben Wert haben. Ganz allgemein haben wir im vorigen 
Paragraphen gesehen, daB Xo uber das ganze Spektrum annahernd konstant ist. 
Dies erleichtert den Vergleich zwischen den Absorptionslinien: es kommt nur 
noch auf den Vergleich der GroBen: 

n1c 
(1' - vO)2 

an. Hat fUr zwel Linien n1 e denselben Wert: 

n~ c' === n~1 e'l J 

so ist die Linienkontur die gleiche: gleiche Intensitat in gleichem Abstand von 
der Linienmitte. 1st dagegen: 

ni e' = K n;' e", 

so wird die erste Linie y K mal so breit. Denn wenn man fUr die erste Linie v - 1'0 

immer YKmal groBer nimmt als fUr die zweite, (v - 1'0)2 also Kmal groBer, 
so werden die entsprechenden Intensitaten gerade gleich groB. Dies kann man 
so ausdrucken, daB die Linienbreite der \Vurzel aus dem Produkt der Konzen
tration der absorbierenden Atome und dem atomaren Absorptionskoeffizienten 
proportional ist. 

Als Beispiel vergleichen wir die beiden Natriumlinien D (vgl. S. 353). Beiden 
entsprechen Ubergange aus dem Grundzustand, in beiden Fallen ist n1 gleich 
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der Zahl pro Volumeneinheit der ::--ratriumatome im Grundzustand. Ferner ist 
(wie quantenrnechanische Dberlegungen zeigen) fUr die kurzwelligere :Linie 
c doppelt so groJ3 wie ftir die langwelligere. Die Breite der ersten soIl also -Y2mal 
der der zweiten sein. Dies steht in Dbereinstimmung mit der Erfahrung. 

Wir betrachten schliel3lich die frtiher eingefUhrte GroJ3e der gesamten in 
einer Spektrallinie absorbierten Energie. Diese ist gemaJ3 (4): 

JE = ,~Ikont. - I,,)dl' = honl. ~(1 -"- xonic )dv. (5) ) \ J \ Xo + tv - -;;;;)2/ 
Das Integral ist tiber die ganze Absorptionslinie zu erstrecken. Durch Aus
fUhrung der Integration findet man: 

Diesen Ausdruck kann man noch etwas vereinfachen, Die GroJ3e Xo ist ein 
Mittelwert fUr die Atmosphare des Absorptionskoeffizienten im kontinuierlichen 
Spektrum. Eine Schicht der geometrischen Dicke h hat die optische Dicke xoh, 
wenn der Absorptionskoeffizient Xo ist (vgl. S. 375). Multipliziert man in (6) 
im Zahler und Nenner des Bruchs mit der geometrischen Dicke H der Schicht 
oberhalb der optischen Tide 1, so erhalt man, weil: 

ist: 
Hxo = 1 

Die GroJ3e NI = nIH hat folgende Bedeutung: n i ist ja die mittlere Zahl 
pro Kubikzentimeter der Atome im Zustand 1, NI = nIH wird also die Zahl 
dieser Atome in einer Saule mit der GrundfIache 1 qcm von der Hohe der Schicht 
tiber der optischen Dicke 1. Man nennt NI oft die Zahl der betreffenden 
Atome tiber 1 qcm der Photosphare. 

Die gesamte absorbierte Energie ist also in der betrachteten Naherung, mit 
der (7) gilt, proportional der Quadratwurzel aus der Zahl der absorbierenden 
Atome tiber 1 qcm der Photosphare im oben definierten Sinn. 

Ganz ahnlich erhii.1t man aus (4) durch Multiplikation im Zahler und Nenner 
mit H: 

I;, = I konl, ' 'N--
Ie 

1 +(~ =~2 

(8) 

Hat man nun fUr eine Absorptionslinie die Linienkontur oder die gesamte 
absorbierte Energie gemessen, so kann man nach (8) oder (7) auf die Zahl 
der betreffenden Atome schlieJ3en, vorausgesetzt daD man den atomaren Ab
sorptionskoeffizienten atomtheoretisch berechnen kann. Solche Untersuchungen 
hat man tatsachlich durchftihren konnen, und hat dadurch wichtige Einblicke 
in die Konstitution der Sternatmospharen gewonnen. Auf diesen Punkt kommen 
wir in einem folgenden Abschnitt zurtick. 

3. Die in 2 besprochenen Naherungsformeln sind unter gewissen verein
fachenden Voraussetzungen abgeleitet. Erstens tragen sie nicht den Anderungen 
in den physikalischen Verhaltnissen mit der Tide unter der Oberflache genau 
Rechnung, sondern beschreiben die Verhaltnisse durch gewisse Mittelwerte. 
Zweitens sind sie nur richtig unter der Voraussetzung, daJ3 in den Sternatmo
spharen keine Fluoreszenz stattfindet. Schliel3lich ist die in 2 gebrauchte Formel 
fUr den atomaren Absorptionskoeffizienten nur richtig in einigem Abstand yom 
Linienzentrum, weil der der Warmebewegung entsprechende DOPPLER-Effekt 
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die Linien etwas verbreitert (vgl. S. 354); dadurch entstehen nahe der Linien
mitte, wo der Absorptionskoeffizient nach (3) sehr stark mit der Frequenz variiert, 
erhebliche Abweichungen von dem einfachen Ausdruck. 

Der letztgenannte Umstand ist namentlich bei schwachen schmalen Ab
sorptionslinien von Wichtigkeit. Hier muB man den DOPPLER-Effekt unbedingt 
berucksichtigen und einen entsprechend modifizierten Ausdruck fUr den Ab
sorptionskoeffizienten ansetzen. Dadurch andert sich sowohl die Gleichung, die 
die Linienkontur gibt, als auch diejenige, die die gesamte absorbierte Energie 
gibt. Bei schwachen Linien kommt es namentlich auf die letztere GroBe an, 
wei! diese hier am sichersten gemessen werden kann (vgl. S.337). Fur ganz 
schwache Linien, fUr die also JE klein ist, wird JE proportional N1c statt f N1c; 
letzteres gilt nur, wenn der DOPPLER-Effekt (bei starken breiten Linien) vernach
lassigt werden kann. 

DaB die Fluoreszenzen vernachlassigt worden sind, ist ein wichtiger Punkt. 
Wir haben ja gesehen, daB es wahrscheinlich ist, daB in den hochsten verdunnten 
Schichten die Fluoreszenzphanomene von Bedeutung sind (vgl. S.379). Es ist 
deshalb von Interesse zu untersuchen, ob nicht Abweichungen zwischen der 
Erfahrung und der in 2 besprochenen Theorie vorhanden sind, die auf die Existenz 
von Fluoreszenzphanomenen hindeuten. 

1m allgemeinen ist die Dbereinstimmung zwischen den in 2 besprochenen 
Gleichungen und der Erfahrung eine gute: Die Linienkonturen sind annahernd 
in Dbereinstimmung mit (4), und im Fall der Natriumdoppellinie und in ahn
lichen Fallen stimmen die Voraussagungen der Theorie. In einem Punkt be
steht jedoch krasserWiderspruch, namlich in bezug auf die Restintensitaten. 
Diese sind nach der Theorie in 2 Null (vgl. S. 381), wahrend sie nach den Be
obachtungen fast nie Null sind, sondern mindestens von der GroBenordnung 1/10 
des kontinuierlichen Spektrums. 

Die Strahlung im Zentrum einer Absorptionslinie stammt aus den aller
auBersten Schichten, wo StoBe keine Rolle spielen konnen. 1st der Gleich
gewichtszustand durch die Streuungsprozesse bestimmt, so konnen - weil die 
Streuung im Zentrum der Linie so groB ist - Dbergange, die eine Ausstrahlung 
in der Linienmitte ergeben, in den allerauBersten Schichten nicht vorkommen. 

Wir wollen etwas naher untersuchen, welche Dbergange es sind, die Aus
strahlung in der Linienmitte ergeben. Wir betrachten zunachst den Fall, daB 
der Zustand 1 der Grundzustand ist. Dann kann die Unscharfe des Zustandes 1 
vernachlassigt werden (vgl. S.354). Der Zustand 2 ist dagegen unscharf. Die 
Mitte des unscharfen Zustandes 2 nennen wir 2°. Ein Dbergang 2°_ 1 gibt 
also Ausstrahlung in der Linienmitte. Sind beide Zustande unscharf, so ent
spricht einer ganzen Reihe von Dbergangen Strahlung in der Linienmitte, namlich 
allen Ubergangen zwischen zwei Zustanden, die nach derselben Seite gleichweit 
von den Mitten der beiden unscharfen Zustande abweichen. 1m folgenden beruck
sichtigen wir nur den einfachen Fall, wo der Zustand 1 der Grundzustand ist. 

Damit eine Ausstrahlung in der Linienmitte stattfinden kann, mussen also 
in den allerauBersten Schichten Atome im Zustand 2 ° vorhanden sein, die durch 
den Ubergang 2°_ 1 diese Ausstrahlung ergeben. Durch Dbergange 1 _ 2° 
allein kann dies nicht erreicht werden - das ist das Resultat der Anwendung 
der reinen Streutheorie. Ubergange in 2° durch StoBe finden wegen der geringen 
Dichte in den allerauBersten Schichten nicht statt. Die Frage ist dann, ob 
Strahlungsubergange in 2 ° aus anderen stationaren Zustanden als 1 eine Rolle 
spielen. Wenn detaillierter Ausgleich vorhanden ist, so spielen diese Dbergange 
keine Rolle, wei! ihre Wirkung von den entgegengesetzten Ubergangen genau 
aufgehoben wird. Wenn aber dies nicht der Fall ist - wenn im Gegenteil 
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Fluoreszenzphanomene eine Rolle spielen - dann ist die Moglichkeit fUr Strah
lungsiibergange in 2 0, gefolgt von Obergangen 2 ° --->- 1, gegeben. 

1m allgemeinen sind allerdings in den anderen stationaren Zustanden des 
gebundenen Elektrons, aus ahnlichen Griinden wie fUr 2, so wenig Atome vor
handen, daB sie nicht ausreichen, urn eine geniigende Zahl von 2°-Zustanden 
zu geben. Aber freie Elektronen sind geniigend vorhanden, und werden mehr 
freie Elektronen in 2° eingefangen als Elektronen aus 2° freigemacht werden, 
so ist die Moglichkeit fUr Dbergange 2°--->- 1 gegeben. 

DaB tatsachlich mehr Elektronen in 2 ° eingefangen werden, als aus 2 ° durch 
Ionisation verschwinden, folgt unmittelbar daraus, daB verhaltnismaBig weniger 
Atome in 2 ° vorhanden sind als freie Elektronen, verglichen mit dem Fall des 
lokalen thermodynamischen Gleichgewichts. [Wenn weniger Elektronen in einem 
Zustand vorhanden sind, so wird ja die Zahl der Obergange aus dem Zustand 
herabgesetzt; vgl. (1), S.354]. 

So deuten die beobachteten Restintensitaten darauf hin, daB Fluoreszenz
phanomene in den verdiinnten Teilen der Sternatmosphare eine Rolle spielen. 

Vielleicht spielen Fluoreszenzphanomene auch bei den sehr selten vorkommen
den hellen Emissionslinien (vgl. S.338) eine Rolle. Die hellen Emissionslinien 
treten fast ausnahmslos in Sternen mit sehr groBen Radien und infolgedessen 
mit sehr ausgedehnten verdiinnten Atmospharen auf, in denen gerade Fluores
zenzen moglich sind. Man kann sich vorstellen, daB freie oder gebundene Elek
tronen in einem Zustand 2 in sehr groBer Zahl iibergehen und hauptsachlich 
durch den Obergang 2 --->- 1 abgefiihrt werden. Dann entsteht eine Emissions-

linie mit der Frequenz v = ~ (E2 - E1). 

269. Die Zahl der Atome in den verschiedenen stationaren Zustiinden und die 
Spektralklassifikation. Wir haben im vorigen Paragraphen gesehen, wie die Starke 
einer Absorptionslinie mit der Zahl der Atome iiber 1 qcm der Photosphare 
in demjenigen Zustand, der die betreffende Linie durch Dbergang in einen 
energiereicheren Zustand absorbieren kann, zusammenhangt. Aus Messungen 
konnte auf diese Zahl geschlossen werden, und ganz allgemein war die Linit: 
kraftiger, je groBer die Zabl der Atome in diesem.Zustand war. . 

Es solI in diesem Paragraphen auf die Frage eingegangen werden, wie man 
die beobachteten Anderungen der Linienstarken von Stern zu Stern, die alsQ 
mit Anderungen in der Zahl der entsprechenden Atome im absorbierenden Zu
stand verkniipft sind, zu deuten hat. 

Es ist nabeliegend, Anderungen in den Linienstarken direkt als Anderungen 
in der relativen Haufigkeit der betreffenden Elemente zu deuten. Sind in einem 
Sternspektrum z. B. die Heliumlinien stark, so sollte dies bedeuten, daB Helium 
in der Sternatmosphare in sehr groBer Menge vorhanden ist. Sehr kraftige 
BALMER-Linien sollten bedeuten, daB Wasserstoff in ungewohnlich groBen 
Mengen vorkommt usw. 

Wir konnen jedoch sofort einsehen, daB diese SchluBweise falsch ist. Nehmen 
wir das Beispiel der BALMER-Linien. Wir wissen, daB starke BALMER-Linien 
mit groBer Haufigkeit derjenigen Atome verkniipft sind, die durch Dbergange 
in energiereichere Zustande die BALMER-Linien absorbieren. Das sind Wasser
stoffatome im zweittiefsten stationaren Zustand. Wir sind also nur zu dem 
SchluB berechtigt, daB Wasserstoffatome in diesem Zustand in ungewohnlich 
groBer Menge vorhanden sind, wenn die BALMER-Linien ungewohnlich kraftig 
sind. Urn auf die Haufigkeit der Wasserstoffatome iiberhaupt schlieBen zu 
konnen, muB man die Verteilung der Wasserstoffatome iiber die stationaren 
Zustande, einschlieBlich der stationaren Zustande, die Ion + freies Elektron 
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entsprechen, kennen: man muB wissen, einen wie groBen Bruchteil von der 
Gesamtzahl der Wasserstoffatome die Wasserstoffatome im zweittiefsten statio
naren Zustand ausmachen. Ganz Analoges gilt natlirlich fUr jedes beliebige 
Element. 

Ferner muB man den folgenden Umstand berlicksichtigen. Oft sind es nur 
ganz wenige der stationaren Zustande der Atome eines Elements, die Linien 
absorbieren, die im beobachtbaren Teil des Spektrums - zwischen 2900 A.E. 
und 10000 A.E. - liegen. Bei Wasser stoff z. B. gibt nur der zweittiefste statio
nare Zustand solche Linien. Wenn also nicht gerade Atome in diesen Zustanden 
zahlreich vorhanden sind, so werden aIle beobachtbaren Linien des Elements 
schwach. 

Man sieht also, daB die relative Haufigkeit eines Elements von Stern zu Stern 
nicht notwendig sehr verschieden sein muB, weil die Intensitaten der sichtbaren 
Linien des Elements von Stern zu Stern stark variieren. Vielmehr konnen die 
Anderungen der Linienstarken im wesentlichen von Anderungen in der Ver
teilung liber die stationaren Zustande herrlihren. 

Ware in allen Schichten der Atmosphare lokales thermodynamisches Gleich
gewicht vorhanden, so konnte man die Verteilung der Atome liber die stationaren 
Zustande - den Ionisations- und Anregungszustand also - an jedem Ort als 
Funktion der Dichte und Temperatur angeben. Dies erfordert nur die An
wen dung der in § 266 besprochenen Theorie. Aus den Entwicklungen des vorigen 
Paragraphen geht aber hervor, daB das Vorhandensein der Absorptionslinie 
geradezu an Abweichungen yom Zustand des lokalen thermodynamischen Gleich
gewichts gebunden ist. Z. B. zeigt eine Absorptionslinie in der Frequenz 

v = ~ (E2 - E1) direkt an, daB in den auBersten Schichten die Zahl der Atome 

im Zustand 2 im Verhaltnis zu der Zahl der Atome im Zustand 1 kleiner ist 
als im Fall des lokalen thermodynamischen Gleichgewichts. Man konnte also 
denken, daB die Theorie des § 266 hier unanwendbar sei. Eine genauere Dber
legung zeigt jedoch, daB man erwarten muB, daB diese Theorie wesentliche 
Zlige der Verhaltnisse wiederzugeben vermag. 

Betrachten wir zuerst die Ionisationsverhaltnisse in den auBersten Schichten. 
Die Ionisation geschieht hier wesentlich durch Absorption der Strahlung des 
kontinuierlichen Spektrums (die Zahl der Ionisationen ist allerdings wegen der 
geringen Dichte so gering, daB die Absorptionen die Intensitat der Strahlung 
im kontinuierlichen Spektrum nur sehr wenig herabsetzen). Die Intensitat im 
kontinuierlichen Spektrum wird deshalb fUr den Ionisationsgrad maBgebend sein. 
Nun ist ja die Energieverteilung im kontinuierlichen Spektrum, wie wir gesehen 
haben, sehr nahe eine PLANCKsche, der effektiven Temperatur entsprechend. 
Allerdings passiert die Strahlung die auBersten Schichten nur in einer Richtung, 
was eine Reduktion der Ionisationen auf die Halfte zur Folge hat. Die Ioni
sationsverhaltnisse entsprechen hierdurch, wie man durch Rechnung genauer 
hat nachweisen konnen, ungefahr den Verhaltnissen im lokalen thermodynami
schen Gleichgewicht bei einer Temperatur T, die zwischen der effektiven Tem
peratur und der Oberflachentemperatur llegt. Setzt man in der Ionisations
gleichung (12a) S.364 die Temperatur gleich Tefl. und multipliziert auf der 
rechten Seite mit -L so findet man einen ziemlich nahe richtigen Wert fUr den 
Ionisationsgrad. 

Anders bei den Anregungsverhaltnissen innerhalb derselben Ionisationsstufe. 
Das Verhaltnis zwischen den Zahlen der Atome in zwei stationaren Zustanden 1 
und 2 derselben Ionisationsstufe ist in den auBersten Schichten wesentlich durch 

1 die Intensitat der Strahlung in der Frequenz v = It (E2 - E1) bestimmt, und 
Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 25 
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diese weicht wegen der Streuung in dem Absorptionslinienbereich von der 
PLANcKschen Intensitat abo Fiir die Zahl der Atome im Grundzustand be
deutet die Abweichung relativ wenig, weil im allgemeinen innerhalb einer 
lonisationsstufe die meisten Atome doch im Grundzustand sind, so daB Schwan
kungen in der Anzahl in den iibrigen Zustanden nicht sehr stark auf die Zahl im 
Grundzustand zuriickwirken kannen. 

Zusammenfassend kann man sagen, daB man erwarten muB, daB die Theorie 
des § 266 die Zahlen der Atome in den Grundzustanden der verschiedenen loni
sationsstufen ziemlich genau wird voraussagen kannen. Weiterhin nimmt man 
an, daB sie qualitativ auch fUr andere Zustande anwendbar ist, zur Voraus
sagung gewisser allgemeiner Ziige der Verteilung. 

1m § 266 haben wir gesehen, daB lonisations- und Anregungszustand in der 
folgenden Weise mit Temperatur und Dichte zusammenhangen: 

1. Die Zahl der Atome im Grundzustand des neutralen Atoms nimmt bei 
steigender Temperatur immer ab (vgl. die Tabelle S.366). 

2. Die Zahl der Atome in jedem energiereicheren Zustand, sei es ein an
geregter Zustand des neutralen Atoms, sei es der Grundzustand oder ein an
geregter Zustand eines Ions, nimmt bei steigender Temperatur zuerst zu, er
reicht ein Maximum und nimmt dann ab (vgl. die Tabelle S. 366). 

3. Das in 2 erwahnte Maximum wird bei desto haherer Temperatur erreicht, 
je h6her die Energie des betreffenden Zustandes relativ zum Grundzustand ist. 
Hohe Anregungspotentiale erfordern hohe Temperaturen, damit der betreffende 
Zustand angeregt wird, hohe lonisationspotentiale erfordern ebenfalls hohe Tem
peraturen, damit die betreffenden Ionen zahlreich vorhanden sein sollen [vgl. 
die Tabelle S. 366 und die Formeln (11 a) und (12a), S. 363 und 364). 

4. Bei geringerer Dichte schreitet die Ionisation weiter fort. 
Auf Grund dieser Tatsachen lassen sich die Anderungen der Spektren von 

Stern zu Stern qualitativ verstehen. Wir betrachten zuerst die Reihe der HAR
VARD-Klassen. Wir haben gesehen, daB die HARVARD-Klassen sehr nahe mit 
der effektiven Temperatur zusammenhangen. Der Klasse B entsprechen 
hohe Temperaturen, und die Temperatur nimmt durch die HARVARD-Klassen 
bis zur Klasse M stetig abo 

Die BALMER-Linien sind in M schwach, nehmen gegen A immer zu, erreichen 
dort ein Maximum und nehmen dann abo Dies VerhaIten entspricht nach 2 
ganz dem, was man von Linien, die von einem angeregten Zustand absorbiert 
werden, erwarten muB. Das Maximum wird bei relativ hoher Temperatur, 
10000°, erreicht; dem entspricht, daB das Anregungspotential des zweittiefsten 
Zustands des Wasserstoffatoms ziemlich hoch ist, gleich 10.2 Volt. 

Die Linie 4227 des neutralen Kalziums nimmt mit steigender Temperatur 
immer abo Dies stimmt mit 1, da 4227 von dem Grundzustand des neutralen 
Kalziums absorbiert wird. 

Die von Atomen im Grundzustand des neutralen Heliums absorbierten Linien 
liegen alle im extremen UItraviolett (zwischen 500 und 600 A.E.) und sind 
also in den Sternspektren nicht beobachtbar. Das Anregungspotential des zweit
tiefsten Zustandes ist 19.7 Volt, darauf folgen Zustande mit Anregungspotentialen 
zwischen 20.5 Volt und dem Ionisationspotential 24.5 Volt. Die beobachtbaren 
Linien des neutralen Heliums riihren von Heliumatomen in diesen Zustanden 
her. Infolge der sehr hohen Anregungspotentiale erreichen sie ein Maximum 
erst bei den sehr hohen Temperaturen der heiBesten B-Sterne. 

Die Beispiele lassen sich vermehren. Immer zeigen die Linien, die dem 
Grundzustand eines neutralen Atoms entsprechen, eine fortgesetzte Abnahme 
mit steigender Temperatur, die anderen Linien erreichen ein Maximum, das bei 
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desto hoherer Temperatur liegt, je hoher die Energie des die Linie absorbierenden 
stationaren Zustandes ist. 

Was den EinfluB der Dich te betrifft, so hat man auch diesen verfolgenkonnen. 
Wir haben gesehen (vgl. § 263), daB der Zustand in der Atmosphare von den 
beiden Parametem H, der Flachenhelligkeit, und g, der Oberflachengravitation, 
abhangig ist. Die Flachenhelligkeit bestimmt die effektive Temperatur und 
damit auch die Oberflachentemperatur und die gesamte Temperaturverteilung 
in der Atmosphare. Den EinfluB wechselnder Temperatur haben wir bereits 
verfolgt. Die Oberflachengravitation bestimmt die Dichte der Atmosphare. Je 
gr6Ber die Oberflachengravitation, desto dichter ist die Atmosphare. Hierdurch 
beeinfluBt die Oberflachengravitation nach 4 den Ionisationszustand. Z. B. be
deutet die sehr geringe Oberflachengravitation der c-Steme, daB die Dichte sehr 
gering ist und die Ionisation entsprechend fortgeschritten ist. Dies ist mit der 
Erfahrung in Ubereinstimmung, da gerade bei den c-Stemen Metallionenlinien 
ungewohnlich kraftig sind (vgl. S. 348). Die Dichte beeinfluBt den Absorptions
koeffizienten des kontinuierlichen Spektrums und beeinfluBt hierdurch indirekt 
die Starke der Absorptionslinien [vgl. Gleichung (4), S.381]. Beide Effekte 
miissen von einer genauen Theorie berticksichtigt werden. In der Tat gelingt 
es hierdurch, wesentliche Ztige der Variation en der Spektren von Stem zu Stem 
innerhalb einer HARvARD-Klasse als Folge wechselnder Oberflachengravitation 
zu erklaren. Den Zusammenhang dieser letztgenannten Variationen mit der 
absoluten Leuchtkraft werden wir noch spater zu besprechen haben (vgl. S. 400). 

270. Quantitative Untersuchttngen ilber die relative Hiiufigkeit der Elemente. 
Es wurde bereits erwahnt (vgl. S. 382), daB man aus Messungen der Kontur oder 
der Gesamtabsorption einer Absorptionslinie die Zahl der absorbierenden Atome 
tiber 1 qcm der Photosphare berechnen kann. Hierzu ist allerdings erforderlich, 
daB man den Absorptionskoeffizienten in der Absorptionslinie, genauer die Kon
stante c in (7) bzw. (8), kennt. Prinzipiell konnen die verlangten c-Werte immer 
quantenmechanisch berechnet werden. Zur Zeit sind die Berechnungen nur fUr 
einzelne FaIle durchgefUhrt worden. In diesen Fallen hat man dann Atomzahlen 
berechnen konnen. Waren aIle c-Werte bekannt, so konnte man fUr aIle Elemente 
und aIle stationaren Zustande, die beobachtbare Linien absorbieren, die Zahl der 
Atome tiber 1 qcm der Photosphare berechnen. Hierdurch wtirde man die Gesamt
zahl der Atome tiber der Photosphare und femer die relative Haufigkeit der Ele
mente in der betrachteten Stematmosphare erhalten. Die Verteilung der Atome 
eines beliebigen Elements tiber die verschiedenen stationaren Zustande wtirde 
durch die Beobachtungen bekannt werden. Man konnte untersuchen, wie nahe 
die Verteilung der Atome tiber die stationaren Zustande derselben Ionisations
stufe mit der Verteilung nach der BOLTZMANNschen Gleichung [Gleichung (11), 
S. 362] tibereinstimmt. Aus dem Verhaltnis der Atomzahlen fUr die Grund
zustande verschiedener Ionisationsstufen konnte man die Zahl der freien Elek
tronen pro Volumeneinheit berechnen unter der Annahme, daB die Ionisations
gleichung (12a) S. 364 gtiltig ist (vgl. S. 385). Die so berechnete Elektronen
zahl pro Volumeneinheit ist ein gewisser Mittel-
wert durch die in Frage kommenden Schichten. 

Ftir die Grundzustande von Ca und Ca +, von 
Sr und Sr+ und einigen anderen Elementen hat 
man fUr die Sonne die Untersuchungen durch
fUhren konnen. Die nebenstehende Tabelle zeigt 
die Resulta te fUr Ca, Ca +, Sr und Sr + . 

Element 

Ca 
Ca+ 
Sr 
Sr+ 

N 

0.034 . 1018 

23 . 1018 

0.0011 . 1018 

0.021 . 1018 

Die Zahlen zeigen erstens, daB Kalzium in der Sonnenatmosphare sehr viel 
haufiger ist als Strontium, zweitens daB die Ionisation fUr Ca und Sr ziemlich 

25* 
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weit fortgeschritten ist. (Eine Uberschlagsrechnung nach der Ionisationsgleichung 
zeigt, daB Ca + + und Sri + jedoch keine Rolle spielen; vgl. aucb die Tabelle 
S.366). Mit der effektiven Temperatur Teff. = 5740° berechnet man aus den 
Verhiiltnissen Nt: ]1,\ fUr Ca und Sr mit Hilfe der gemaB S.385 modifizierten 
Ionisationsgleichung (12a) S. 364 (vgl. auch die Tabelle S. 366) die mittlere Zahl 
der Elektronen pro Kubikzentimeter Ne: 

Ne OX) 1013 cm - 3. 

Kalzium und Strontium ergeben annabernd dieselben Werte. 
Fur Kalzium wurden die Untersuchungen auf Sterne der Spektralklassen A 

bis M ausgedehnt. Ais Resultat wurde gefunden, daB die Anzahl der Kalzium
atome (die Summe der Anzablen der neutralen und ionisierten) fUr aIle Spektral
klassen nahezu dieselbe ist. 

In einigen Fallen hat man schlieBlich die Gultigkeit der BOLTZMANNschen 
Gleichung bestatigen konnen. 

Wie wir geseben haben, hangt die Kontur bzw. die gesamte absorbierte 
Energie von der GroBe N c ab [Gleicbungen (7) und (8), S. 382J. Fur Spektral
linien, die zu einem Multiplett geboren (vgl. S.354), kann man nun ohne 
schwierige Berecbnungen die Verhaltnisse der N c-Werte berecbnen. Wir haben 
schon erwabnt, daB fUr die Natriumdoppellinie D die c-Werte der beiden Linien 
sich wie 1 : 2 verhalten, wahrend N fur die Linien den gleichen Wert hat. Inner
halb eines Multipletts variieren die c-Werte in weiten Grenzen, der kleinste 
kann z. B. 100mal kleiner als der groBte sein. Der c-Wert der starksten 
Linie, die ein Element absorbieren kann, ist aber wahrscheinlich fUr aIle Elemente 
ungefahr gleich. 

Fur die Linien eines Multipletts kann man den Gang der Gesamtabsorption LlE 
mit Nc untersuchen. Fur bre~Linien ergibt sich in Ubereinstimmung mit (7) 
Proportionalitat von Ll Emit l' N c. Fur schmale Linien sind infolge des DOPPLER
Effektes Abweichungen vorhanden (vgl. S. 383). Eine Kurve, die die Abhiingig
keit der beobachteten LlE von den relativen N c-Werten zeigt, kann gezeichnet 
werden, und diese Kurve kann man nun benutzen, urn aus der Gesamtabsorption 
die Nc-Werte zu bestimmen. Den Ubergang von relativen zu absoluten Nc
Wert en ermoglichen die starken Linien, fUr die die einfache Theorie, die zum 
Wurzelgesetz fUhrt, noch gilt. Das Verfahren liefert dann Nc-Werte fur schwache 
Linien, ohne daB man auf die Theorie fur diese einzugehen braucht. 

Fur solche Untersuchungen ist es nicht einmal notig, Messungen von LlE 
oder von Konturen zur VerfUgung zu haben. Auch geschatzte Intensitaten 
in willkurlicher Skala konnen durch relative N c-Werte innerhalb eines Multi
pletts geeicht werden. 

Hierdurch konnten mit Hilfe der ROWLANDschen Schatzungen der Intensitaten 
von Sonnenlinien (vgl. S. 266) Schlusse auf die relative Haufigkeit der Elemente 
in der Sonnenatmosphare gezogen werden. Einen Auszug aus den Resultaten 
findet man S.273. Der Ubergang von den Nc-Werten auf die N -Werte ge
schah, indem die c-Werte fUr die starksten Linien gleich groB gesetzt wurden 
(vgl. oben). 

Auch fUr einige helle Sterne konnten derartige Untersuchungen durchgefuhrt 
werden. Die relative Haufigkeit der Elemente scheint annahernd die gleiche 
wie fUr die Sonne zu sein. Vergleicht man in den verschiedenen Sternspektren 
immer die gleichen Linien, so fallt die Unsicherheit in bezug auf die c-Werte 
fort. Bestimmt man z. B. N. in der oben angegebenen Weise, so kann bei Un
kenntnis der c-Werte Ne nur bis auf einen unbekannten Faktor bestimmt 
werden (der allerdings, wenn es sich urn starkste Linien handelt, ungefahr 1 ist); 
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dieser Faktor ist aber in den verschiedenen Stemen der gleiche, und ein Ver
gleich der Ne-Werte kann unmittelbar vorgenommen werden. 

Die Untersuchungen in dieser Richtung forderten eine Abweichung in der 
Verteilung der Atome tiber die stationaren Zustande gegentiber den Gleichungen 
fUr lokales thermodynamisches Gleichgewicht zutage. Ftir Zustande mit kleinen 
Anregungspotentialen folgt die Verteilung noch der BOLTZMANNschen Gleichung, 
fUr groBere Anregungspotentiale sind starke Abweichungen vorhanden. Die 
Verhiiltnisse sind nicht ganz geklart, vielleicht hiingt die Abweichung mit Ab
weichungen des kontinuierlichen Spektrums im auBersten Ultraviolett von der 
PLANcKschen Gleichung zusammen. 

Die relative Haufigkeit der Elemente auf der Sonne stimmt mit derjenigen, 
die man fUr die Erdkruste gefunden hat, in den Hauptztigen tiberein. Nur 
Wasserstoff ist in der Sonne sehr viel haufiger als auf der Erde, was wegen der 
Fliichtigkeit des Wasserstoffs und der viel geringeren Schwerebeschleunigung 
auf der Erdoberflache durchaus verstandlich erscheint. Etwa ein Drittel der 
Elemente konnten in der Sonnenatmosphare und in den Stematmospharen 
nicht nachgewiesen werden. Ftir fast aIle diese Elemente kann man unter An
nahme plausibler Haufigkeiten zeigen, daB tatsachlich keine Linien im beobacht
baren Teil des Spektrums zu erwarten sind. 

Aus der relativen Haufigkeit und der beobachteten Anzahl tiber 1 qcm der 
Photosphare z. B. fUr die Kalziumatome kann man die gesamte Masse ober
halb 1 qcm der Photosphare abschatzen. Man kann mit anderen Worten die 
gesamte Masse der Atome, die die optische Dicke 1 geben, berechnen. Daraus 
findet man unmittelbar durch Division einen Mittelwert des Absorptionskoeffi
zienten, dem die Masse 1 g entspricht, des Massenabsorptionskoeffizienten. 

Wir haben £rtiher gesehen (vgl. S.377), daB der Absorptionskoeffizient im 
kontinuierlichen Spektrum fUr aIle Wellenlangen annahemd denselben Wert hat. 
Jetzt sehen wir, wie man diesen Wert abschatzen kann. Durch Betrachtung 
aller in den Stematmospharen moglichen Absorptionsprozesse kann man den 
Absorptionskoeffizienten auf theoretischem Wege ermitteln. Genaue Berech
nungen sind nattirlich wegen der groBen Zahl der Absorptionsmoglichkeiten 
sehr umstandlich, eine grobe Abschatzung ergibt aber einen Wert, der mit 
dem aus den Beobachtungen gefundenen Wert groBenordnungsmaBig tiberein
stimmt. 

271. Die Intensitiitsmaxima dey Spektrallinien in der HARVARD-Reihe. Unter 
der Annahme konstanter Elementenhaufigkeit kann man mit Hilfe der BOLTZ
MANNschen Gleichung und der Ionisationsgleichung (12a) S. 364 diejenigen Tem
peraturen feststellen, fUr die die Anzahl der Atome in einem gegebenen Zustand 
ein Maximum erreicht, und fUr die infolgedessen die von diesem Zustand ab
sorbierten Linien maximal sind. Ftir die Berecbnung muB der Wert der mitt
leren Zahl Ne der freien Elektronen pro Volumeneinheit bekannt sein. Einen 
brauchbaren Wert fUr Ne haben wir bereits ermittelt. 

In dieser Weise hat man ftir eine Reihe Absorptionslinien die Temperatur 
ermittelt, fUr die man erwarten muB, daB die Linien maximal sind. Die Be
obachtungen ergeben nun die HARvARD-Klasse, fUr die die Maxima tatsachlich 
eintreten. Die folgende Tabelle zeigt die Resultate einer so1chen Untersuchung. 

Der Gang der Zahlen ist mit zwei Ausnahmen (Ca + und N+) sehr regelmaBig. 
Die Temperaturen stimmen gut mit den nach den effektiven Temperaturen zu 
erwartenden tiberein. 

Bei der Berechnung der Maxima wurden nur die Anderungen in der Anzahl 
der absorbierenden Atome beriicksichtigt, die Starke einer Absorptionslinie hangt 
aber auch von der GroBe der kontinuierIichen Absorption ab (vgl. S. 381). Die 
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Ubereinstimmung mit den effektiven Temperaturen deutet infolgedessen darauf 
hin, daB die Anderungen des kontinuierliehen Absorptionskoeffizienten langs 
der Spektralserie nieht sehr groB sind. 

Die folgende Tabelle wurde mit etwas versehiedenen Wert en von N. bereeh
net. Fur Ba +, Sr+ und Ca + wurden relativ kleine Werte benutzt. Dies war not
wendig, urn eine regelmaBige Temperaturreihenfolge zu erreiehen. Die genannte 
Annahme uber Ne laBt sieh aber physikaliseh begrunden dureh einen Hinweis 
darauf, daB die genannten Atome, insbesondere Ca +, dazu neigen, ausgedehnte 
Chromosphiiren zu bilden (vgl. S. 270). In solchen Chromospharen ist die Diehte 
auBerordentlieh gering. Die genannte sehleehte Ubereinstimmung bei Ca + deutet 

. allerdings dar auf hin, daB fUr Ca + 

Element 

v 
Ba+ 
Cr 
Sr+ 
':\1g 
Fe 
Ca+ 
Zn 
Fe+ 
Mg+ 
H 
S·+ , 1 

N+ 
C+ 
He 
Si++ 
0+ 
Si+++ 
C++ 
N++ 
He+ 

Temperatur, fur Spektralklasse, fiir die eine zu geringe Diehte angenommen 
die die Linie das Maximum beobachtel worden ist. Vielleieht werden aber 
maximal ist wurde 

2500 e 

2700 
2900 
3000 
3700 
3800 
3100 
4800 
7000 
9000 
9250 

10500 
18400 
16800 
16800 
18000 
21100 
25000 
25400 
29100 
36000 

nicht beobachtet 
M3 
M1 
.:\1\) 
K2-K5 
K2 
Ko 
Go 
F5 
:\2 
~\ 0 
Ao 
B3-B5 
B3 
B2-B3 
B1-B2 
Bo-B1 
09 
09 

nicht bcobachtet 
nicht beobachtet 

aueh genauere Beo bach tungen zeigen, 
daB das Maximum bei M 0 statt bei 
KO eintritt; das Maximum ist nam
lieh nieht sehr ausgepragt (vgl. die 
Tabelle S.366). Die Maxima der 
Ca L, SrL und Ba LLinien liegen 
bei relativ niedrigen Temperaturen; 
dies wirkt aueh mit, den Wert von 
Ne herabzusetzen, weil bei diesen 
Temperaturen die meisten Elemente 
wenig ionisiert sind. 

DaB gerade die Ca + -Atome dazu 
neigen, eine Chromosphare zu bilden, 
konnen wir jetzt aueh verstehen. Die 
groBe Mehrzahl der Ca + -Atome be
findet sieh im Grundzustand. Von 
den Linien, die yom Grundzustand 
absorbiert werden, haben die LinienK 
und H den groBten Absorptions

koeffizienten. Die Wellenliingen dieser Linien sind 3934 A.E. bzw. 3968 A.E. In 
diesen Wellenliingen ist nun die Intensitat der Sonnenstrahlung im kontinuier
lichen Spektrum groB. Diese Umstande bewirken, daB eine groBe Anzahl Lieht
quanten von den Atomen absorbiert werden, und daraus folgt weiter, daB fUr 
die Ca +-Atome der Licht druek naeh auBen ungewohnlieh groB wird. Dureh 
den Lichtdruek konnen die Ca + -Atome in den verdunnten ausgedehnten Chromo
spharen getragen werden. Wiehtig ist aueh, daB das Ionisationspotential von 
Ca + groB ist, so daB trotz der geringen Dichte Ca + nicht weiter ionisiert wird. 
Fur Ba + und Sr + liegen die Verhaltnisse ahnlieh wie fUr Ca + . 

Oas RussELL-Oiagramm. Oer innere Aufbau der Sterne. 

272. Das RussELL-Diagramm. Wir haben in den vorhergehenden Absehnitten 
gesehen, wie man fUr einen Stern die folgenden GroBen bestimmen kann: 

1. Die absolute Helligkeit, aus der seheinbaren Helligkeit und der Parallaxe, 
insbesondere aueh die absolute bolometrisehc Helligkeit, die ein MaB fUr die 
gesamte von dem Stern ausgestrahlte Energie ist. 

2. Den linearen Radius (in Kilometern oder in Einheiten des Sonnenradius), 
allerdings nur in ganz wenigen Fallen, entweder aus interferometrisch bestimmten 
Winkeldurehmessern und bekannten Parallaxen oder aus photometrisehen und 
spektroskopisehen Daten bei Bedeekungsveranderliehen. 
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3. Farbtemperaturen, aus photometrischen Messungen im kontinuierlichen 
Spektrum. 

4. Den Spektraltypus, nach eindimensionaler oder zweidimensionaler Klassi-
fikation. 

Wir k6nnen noch hinzufiigen, daB man: 
5. in Doppelsternsystemen Massen bestimmen kann (vgl. §§ 282 und 294). 
Ferner wissen wir, daB man aus der Farbtemperatur mit ziemlich groBer 

Sicherheit auf die effektive Temperatur schlieBen kann, und daB man aus dieser 
wieder die Flachenhelligkeit direkt und den Radius in WinkelmaB bei bekannter 
scheinbarer Helligkeit berechnen kann (vgl. S.340). 1st die Parallaxe bekannt, 
erhalt man weiter den Radius in LangenmaB oder, anders ausgedruckt, aus der 
absoluten Helligkeit und der Flachenhelligkeit, kann man den Radius in Langen
maB bestimmen. 

SchlieBlich haben wir gesehen, daB man auf theoretischem Wege ohne weiteres 
einsehen kann, daB der Spektraltypus mit der Flachenhelligkeit und der Schwere
beschleunigung auf der Oberflache zusammenhangt: Das Aussehen eines Stern
spektrums ist durch diese beiden Gr6Ben und die relative Haufigkeit der Elemente 
in der Sternatmosphare gegeben (vgl. S.349). Empirisch hat man diesen Zu
sammenhang sehr deutlich gefunden. Am ausgepragtesten ist der Zusammen
hang zwischen der Flachenhelligkeit oder der damit aquivalenten effektiven 
Temperatur und dem Spektraltypus. Der Zusammenhang zwischen der HAR
vARD-Klassifikation und der effektiven Temperatur ist in der Tat sehr eng (vgl. 
die Tabelle S.346). Auch der Zusammenhang mit der Schwerebeschleunigung 
auf der Oberflache ist, wie wir gesehen haben, als Korrelation zwischen Spektrum 
und absoluter Helligkeit empirisch deutlich nachweisbar (vgl. S. 347). Also kann 
man aus dem Spektraltypus erstens mit ziemlich groBer Sicherheit auf die effek
tive Temperatur schlieBen und daraus wie oben auf den Radius, zweitens kann 
man - bei zweidimensionalem Spektraltypus - auf die absolute Helligkeit 
schlieBen. 

Die oben in 2 und 5 genannten Methoden sind nur in relativ sehr seltenen 
Fallen anwendbar. Spektraltypen (4) kennt man in sehr groBer Anzahl (tiber 
300000) nach der eindimensionalen HARvARD-Klassifikation, in geringerer An
zahl (etwa 10000) nach zweidimensionaler Klassifikation. Genaue Farbtempera
turen (3) kennt man wegen der ziemlich schwierigen Messungen nur wenige 
(einige Hundert). Messungen von Farbenindizes, die ja als gr6bere Farbtem
peraturmessungen anzusehen sind, liegen in gr6Berer Zahl vor. SchlieBlich sind 
Bestimmungen von absoluten Helligkeiten nach 1 dann m6glich, wenn genugend 
genaue Parallaxen vorliegen, hauptsachlich nach direkten Parallaxenmessungen 
fur Sterne mit so groBen Parallaxen (etwa > 0".04), daB die Messungsunsicherheit 
bedeutend kleiner als die Parallaxe selbst ist. Von solchen Fallen kennt man 
einige Hundert. 

Am leichtesten bestimmbar sind von den genannten Gr6Ben Farbenindex 
und Spektraltypus, und mit Hilfe von diesen annahernd richtige Fliichenhelligkeit 
und effektive Temperatur. Eine nicht geringe Anzahl absoluter Helligkeiten 
sind bekannt und schlieBlich einige wenige Massen und direkt bestimmte 
Radien. 

Es ist eine wichtige Aufgabe, zu untersuchen, wie die aufgezahlten Beob
achtungsgr6Ben von Stern zu Stern variieren. Hierzu benutzt man das sog. 
RussELL-Diagramm. In diesem wird ein Stern als Punkt eingetragen. Der 
Spektraltypus ist die Abszisse, die absolute Helligkeit die Ordinate, diese beiden 
Gr6Ben bestimmen also den zu einem Stern geh6renden Punkt im RussELL
Diagramm (vgl. Abb.159). 
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Nach dem bereits Angefiihrten kann man im allgemeinen den Spektraltypus als 
bekannte GroBe ansehen. Um einen Stern im RussELL-Diagramm abzubilden, 
kommt es im wesentlichen darauf an, seine absolute Helligkeit zu bestimmen. 

Oft verwendet man als Abszisse nicht den Spektraltypus, sondern die effektive 
Temperatur, und benutzt dann bei bekanntem Spektraltypus den Zusammen
hang zwischen diesen beiden, um das Bild eines Sterns einzuzeichnen. Die 
Ordinate kann die absolute visuelle, photographische oder bolometrische Hellig
keit sein. Der Ubergang von der einen zu der anderen von diesen GroBen ge
schieht ja leicht bei bekannter effektiver Temperatur (vgl. S. 324 und 325). 

Einem gegebenen Punkt im RussELL-Diagramm entspricht ein bestimmter 
Sternradius, der Radius der Sterne, die in dem betreffenden Punkt abgebildet 
werden. 1st die Abszisse die effektive Temperatur und die Ordinate die abso
lute bolometrische Helligkeit, so ist die Berechnung des Radius besonders ein
fach . Man hat fi.ir die FIachenhelligkeit H die Gleichung (3) auf S. 340: 

H = aT!ff. , (1) 

und ferner die Gleichung (7) auf S. 335 zwischen den Verhaltnissen der Flachen
helligkeit H, der Energieausstrahlung E und dem Radius R, fi.ir einen beliebigen 
Stern und die Sonne: HER 

log H!5 = log E; - 2 log R~ . (2) 

Aus der absoluten bolometrischen Helligkeit M berechnet 
haltnis der Energieausstrahlung des Sterns und der Sonne nach 

man das Ver
(3), S. 335: 

logEE* = 0.4 (4.85 -M). 
o (3) 

Setzt man (1) und (3) in (2) ein, so erhalt man: 

410g J efL * = 0.4 (4.85 - M) - 210g R
R* . 

T df.0 0 
(4) 

Abb.1 59. 

Die Beobachtungsdaten in 1, 
ihren Ausdruck. 

Setzt man schlieBlich die bekannte effektive 
TemperaturderSonne (5740°) in (4) ein und16st 
die Gleichung nach dem Radius auf, so erhalt 
man: 

log:; = 8.49 - 0.2 M - 2 log Teft. . (5) 

Diese Gleichung gestattet es, den einem 
Punkt mit den Koordinaten Teft. und M ent
sprechenden Radius zu berechnen. In Abb. 159 
ist als Abszisse log Tefl. benutzt und als Ordi
nate die absolute bolometrische Helligkeit M. 
Dann werden die Kurven durch Punkte, denen 
gleiche Radien entsprechen, gerade Linien, wie 
die lineare Gleichung (5) zeigt . Solche Geraden 
sind in Abb. 159 fi.ir R = 1000 bzw. 100, 10, 
1,0.1 und 0.01 eingezeichnet. Mit Hilfe dieser 
Geraden kann man den Radius eines Sterns mit 
gegebenem Bildpunkt annahernd abschatzen, 
wenn man ihn nicht nach (5) berechnen will. 

3 und 4 finden im RussELL-Diagramm direkt 

Wir wissen schon, daB die wenigen direkt beobachteten Radien (2) die nach 
Gleichung (5) berechneten Radien bestatigen (vgl. S. 340). Diese brauchen wir 
also nicht gesondert im Diagramm einzutragen. 
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Was schlieBlich die wenig zahlreichen beobachteten Massen betrifft, so kann 
man sie zur tJbersieht in das RUSSELL-Diagramm neben den entsprechenden 
Bildpunkten als Zahlen eintragen. 

So konnen alle Beobachtungsdaten in das RUSSELL-Diagramm eingetragen 
werden. 

Beispielsweise hat man fUr die Sonne die Daten Teft. = 5740° (oder Spektral
typus GO), somit log Teff. = 3.76, die absolute bolometrische Helligkeit 4ffi.85 
und die Masse 1.0. Der Bildpunkt der Sonne in Abb. 159 hat die Koordinaten 
x = 3.76 und y = 4.85, und neben dem Bildpunkt steht 1.0, die Masse. 

273. Die beobachtete Verteilung der Sterne im RussELL-Diagramm. Wie be
reits bemerkt, kommt es fiir die Abbildung eines Sterns im RussELL-Diagramm 
wesentlich darauf an, absolute Helligkeiten zu bestimmen. Diese kennt man 
geniigend genau fiir eine Anzahl der naheren Sterne. 

Man kennt etwa 40 Sterne naher als 5 parsec (vgl. die Tabelle S.459). Es ist 
moglich, ja sogar auBerst wahrscheinlich, daB es innerhalb des Abstandes 5 parsec 
noch mehr Sterne gibt als diese 40, es ist aber auch ziemlich sieher, daB die 
40 Sterne iiber die Halfte der vorhandenen Sterne ausmachen (vgl. hierzu die 
naheren Ausfiihrungen S.460). Diese 40 Sterne wird man daher als einen 
einigermaBen typischen Ausschnitt betrachten konnen, aus dem man auf die 
Fixsterne im allgemeinen schlieBen darf, vorausgesetzt natiirlich, daB die 
Eigenschaften der Sterne sich mit dem Abstand von der Sonne nicht wesent
lich andern. Tragt man diese nachsten Sterne in das RussELL-Diagramm ein, 
so fallt es gleich auf, daB sie beinahe alle in geringem Abstand von einer ge
kriimmten Linie im RussELL-Diagramm liegen. In der Abb. 159 ist diese Linie 
eingezeichnet. Wenn aIle Sterne genau auf die Linie fielen, so ware ein ein
deutiger Zusammenhang zwischen Spektraltypus bzw. effektiver Temperatur 
einerseits und der absoluten Helligkeit andererseits vorhanden. In Wirkliehkeit 
ist eine kleine Streuung vorhanden. Den ZusamIhenhang zwischen Spektral
typus und absoluter Helligkeit kann man auch in einer TabeIle veranschaulichen. 
Die nebenstehende Tabelle gibt fiir die angefiihrten Spektraltypen die mittlere 
absolute Helligkeit (neben der bolo
metrischen auch die visuelleund photo
graphische). 

Man sagt gewohnlich, daB die Sterne, 
die in geringemAbstand yonder Normal
linie im RussELL-Diagramm liegen, zur 
Hauptserie der Sterne gehoren. 

Die wenigen Ausnahmen, die also 

Spektrum 

AO 
Fo 
Go 
Ko 
:'110 

2 .8 
4 .3 
5 .4 
7 ·7 

MVis. 

1M.3 
2 .8 
4 .3 
5 .6 
8 .6 

Mphot. 

10 .1 

nicht zur Hauptserie gehoren, sind Sterne yom Typus A, die relativ sehr kleine 
absolute Helligkeiten haben. Da sie also groBe Flachenhelligkeit haben und 
trotzdem relativ schwach leuchten, miissen sie relativ sehr kleine Oberflachen 
und Radien besitzen, was man auch leicht mit Hille der Radiengeraden in der 
Abb. 159 bestatigt. Man nennt diese Sterne weiBe Zwergsterne oder weif3e Zwerge. 
Ein Stern yom Typus K filit auch etwas heraus und hat einen relativ kleinen 
Radius. Wie man sieht, liegen die absoluten Helligkeiten innerhalb ziemlich weiter 
Grenzen, zwischen 1.3 und 16.5. Die groBeren absoluten Helligkeiten sind die 
selteneren. Die Sonne ist ein normaler GO-Stern mit der absoluten Helligkeit 4.8. 
Die meisten Sterne sind absolut schwacher als die Sonne. Es ist sehr gut mog
lich, daB es viele Sterne noch schwacher als 16M gibt; unsere Kenntnisse sind 
bei den sehr schwachen Sternen noch unvollstandig (vgl. S. 460). 

Innerhalb des Abstandes 10 parsec kennt man etwa 100 Sterne. Zeichnet 
man diese in das RussELL-Diagramm ein, so erhalt man ein ganz ahnliches Bild. 
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Die meisten Sterne liegen urn dieselbe Linie wie vorher, einige weiBen Zwerge 
sind vorhanden. AuBerdem ist noch ein Stern hinzugekommen, der von der 
Hauptserie in anderer Weise abweicht. Es ist ein K O-Stern der absoluten Hellig
keit 1.2, ein K O-Stern also von ungewohnlich groBer Helligkeit und, wie man 
Ieicht sieht, von ungewohnlich groBem Radius. Er ist in der Tat etwa 100mal 
so hell wie die K O-Sterne der Hauptserie. 

Geht man davon aus, daB die Sterne mit wenigen zu vernachlassigenden Aus
nahmen der Hauptserie angehoren, so wird man auf Schliisse gefiihrt, die mit der 
Erfahrung in krassem Widerspruch stehen. Nehmen wir als Beispiel die KO-Sterne. 
Die KO-Sterne der Hauptserie haben eine absolute Helligkeit von etwa (}i. 
Man wird deshalb nach der Definition der absoluten Helligkeit erwarten, daB 
aile KO-Sterne heller als von der scheinbaren GroBe 6m, naher als 10 parsec sein 
werden. Die Anzahl der K O-Sterne heller als von der scheinbaren Helligkeit 6m 

ist etwa 500, wahrend unter den Sternen innerhalb des Abstandes 10 parsec 
nur 10 KO-Sterne bekannt sind. Dies ist der genannte Widerspruch. Man kann 
den Widerspruch weiter verfolgen, indem man die Parallaxen der K O-Sterne 
heller als von der scheinbaren GroBe m = 6m untersucht. Diese sind in der Tat 
fast aIle viel kleiner als 0".10. Dies bedeutet, daB die meisten der betrachteten 
K O-Sterne mit m < 6m absolut viel heller sein miissen als die K O-Sterne der 
Hauptserie. Der Widerspruch ware also der, daB unter den Sternen naher als 5 
bzw. 10 parsec die Ko-Sterne eine absolute Helligkeit von etwa 6M haben, wahrend 
die K O-Sterne unter den Sternen mit m < 6m absolut viel heller sind. 

Der Widerspruch ist jedoch nur ein scheinbarer. Er beruht darauf, daB 
absolut helle Sterne bei Abzahlungen bis zu einer GrenzgroBe gewissermaBen im 
Vorteil sind, gerade wegen ihrer hohen Leuchtkraft. Urn dies naher zu erlautern, 
betrachten wir ein schematisches Beispiel. Es seien zwei Arten von K O-Sternen 
vorhanden, absolut helle mit der absoluten Helligkeit M = 1M und absolut 
schwache mit M = 6M. Beide Arten seien gleichmaBig im Raum verteilt, und 
zwar so, daB in jeder Kugel mit dem Radius 10 parsec 20 der absolut schwachen 
Sterne und einer der absolut hellen Sterne vorhanden sind. Untersucht man nun 
die nachsten Sterne, z. B. die Sterne innerhalb 10 parsec, so wird man gerade 
20 der absolut schwachen Sterne finden und nur einen absolut hellen, und also 
ganz richtig schlieBen, daB die groBe Mehrzahl der Sterne zu den absolut schwachen 
gehort. Untersucht man aber die Sterne heller als von der scheinbaren GroBe 
m = 6m, so wird man folgendes finden. Heller als scheinbare GroBe 6m sind 
(nach der Definition der absoluten Helligkeit) diejenigen der Sterne mit M = 6M, 
die naher als 10 parsec sind. Das sind 20 Sterne. Die Sterne mit M = 1M sieht 
man aber heller als von der scheinbaren GroBe 6m, wenn sie nur naher als 100 par
sec sind, eben weil sie 100 = 102mal mehr Licht ausstrahlen. Innerhalb 100 parsec 
sind 103 = 1000 von diesen Sternen vorhanden. Von den Sternen heller als 
m = 6m sind also 1000 absolut hell und nur 20 absolut schwach. Das sind nun 
aber Zahlen von demselben Charakter wie die fUr die K O-Sterne gefundenen, 
und so klart sich der scheinbare Widerspruch auf. 

Man wird also annehmen diirfen, daB in jedem Volumen die groBe Mehrzahl 
der Sterne der Hauptserie angehort, daB aber ein geringer Bruchteil absolut 
heller Sterne vorhanden ist, die einen groBen Bruchteil der scheinbar hellen 
Sterne ausmachen. Der erstgenannte Bruchteil wird so gering sein, daB man urn 
diese absolut hellen Sterne in etwas groBerer Zahl mitzubekommen, ziemlich 
groBe Volumina betrachten muB, groBer als Kugeln mit den Radien 5 bzw. 
10 parsec. 

Man geht deshalb dazu iiber, Sterne mit kleinerer Parallaxe als 0".10 zu 
untersuchen, obwohl erstens die relative Genauigkeit mit kleinerer Parallaxe 
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immer geringer wird, und zweitens das Parallaxenmaterial mit kleinerer Parallaxe 
immer unvollstandiger wird in dem Sinn, daB man von den Stemen mit einer 
Parallaxe uber einem gewissen Grenzwert einen um so kleineren Bruchteil kennt, 
je kleiner der Grenzwert ist. Man kennt z. B. von den Stemen mit n> 0".20 
wahrscheinlich uber die Halfte, von den Stemen mit 11: > 0".02 wahrscheinlich 
weniger als 1 % . 

Ferner zieht man spektroskopisch bestimmte absolute Helligkeiten (nach 
zweidimensionaler Spektralklassifikation) heran. Diese Methode reicht be
deutend we iter in den Raum hinaus als die Methode der direkt bestimmten 
Parallaxen. Allerdings ist die spektroskopische Methode gewissermaBen keine 
unabhangige Methode, weil der Zusammenhang zwischen Spektrum und absoluter 
Helligkeit empirisch ermittelt werden muB - die spektroskopische Methode muB 
geeicht werden - am sichersten mit Hilfe direkt bestimmter Parallaxen. 
Schematisch kann man den Sachverhalt so beschreiben. Es seien fUr zwei Sterne 
die Spektren, nach zweidimensionaler Klassifikation, vollkommen gleich. Man 
nimmt dann an, daB die absolute Helligkeit der beiden Sterne gleich ist. Aus 
dem Unterschied der scheinbaren Helligkeiten kann man dann unmittelbar 
das Verhaltnis der Abstande der beiden Sterne berechnen. Es sei der hellere 
scheinbar fUnf GroBenklassen heller; er ist dann 10mal naher als der schwachere. 
Man habe fUr den helleren die Parallaxe mit einiger Sicherheit zu 0".05 bestimmt. 
Dann schlieBt man, daB die Parallaxe des schwacheren 0".005 ist. Diese Parallaxe 
des schwacheren Sterns hatte man direkt gar nicht mit auch nur einiger Sicher
heit bestimmen konnen. In einem folgenden Abschnitt (vgl. § 307) werden wir 
noch andere Methoden zur Eichung der spektroskopischen Methode kennen
lernen. 

1m folgenden sind die Ergebnisse der Untersuchungen zusammengestellt. 
Es hat sich gezeigt, daB absolut helle Sterne unter allen Spektraltypen vor
kommen. Man hat gefunden, daB Sterne in anderen Gebieten als um die Haupt
serie und im Bereich der weiBen Zwerge wie folgt vorkommen: 

1. Die 0- und B-Sterne, die wir unter den Stemen innerhalb 5 bzw. 10 parsec 
gar nicht angetroffen haben, sind absolut sehr helle Sterne. Ihre absoluten 
Helligkeiten liegen etwa zwischen den Grenzen OM und - 7M. 1m RussELL
Diagramm liegen sie oben links, in dem mit B bezeichneten Gebiet in der Abb. 159. 
Die Zahl der B-Sterne pro Volumeneinheit - die raumliche Dichte der 
B-Sterne - ist sehr gering. 

2. Man findet viele G- und K-Sterne mit einer absoluten Helligkeit von 
etwa OM und auch einige A-, F- und M-Sterne dieser Helligkeit. In der Abb. 159 
liegen diese Sterne um die als Fortsetzung der eigentlichen Hauptserie gezogene 
gestrichelte Kurve. Die Parallax en dieser Sterne sind meist gering, und fUr eine 
einigermaBen sichere Bestimmung der gestrichelten Kurve hat man auch andere 
Methoden als die Methode der direkten Bestimmung von Parallaxen heranziehen 
mussen. Diese Methoden beziehen sich auf Doppelsterne und werden im Ab
schnitt uber Doppelsterne behandelt (vgl. S. 410 und 412). Die Sterne in diesem 
Gebiet des RussELL-Diagramms nennt man, wegen ihrer groBen Radien, Riesen
sterne oder Giganten, im Gegensatz zu den Stemen der eigentlichen Haupt
serie, die man Zwergsterne nennt. Die gestrichelte Kurve in Abb. 159, um die 
die Riesen liegen, nennt man den Riesenast. Der Unterschied zwischen Riesen 
und Zwergen ist um so ausgepragter, je weiter man zu niedrigen effektiven 
Temperaturen gebt, also je weiter man gegen die Spektralklasse M gebt. Etwa 
bei A 0 fallen Riesen und Zwerge zusammen. Die raumliche Dichte der Riesen
sterne ist klein gegenuber der raumlichen Dichte der Zwergsterne, dagegen groB 
gegenuber derjenigen der B-Sterne. 



396 Stellarastronomie und Astrophysik. 

3. In dem Gebiet zwischen Riesen und Zwergen findet man auch Sterne. 
G- und K-Sterne mit absoluten Helligkeiten urn etwa 2M kommen nicht selten 
vor. Sterne in diesem Gebiet, in Abb. 159 mit A bezeichnet, nennt man oft 
Riesen, etwas genauer nennt man sie schwache Riesen oder Unterriesen. 1m 
Gebiet zwischen den Unterriesen und den Zwergsternen kommen sehr wenig 
Sterne vor.' Betrachtet man also z. B. die K O-Sterne, so sind diese sehr deutlich 
in absolut helle Riesen und Unterriesen auf der einen Seite und absolut schwache 
Zwerge auf der anderen Seite getrennt. Die Riesen und Unterriesen sind g-Sterne, 
die Zwerge d-Sterne (vgl. S. 348). Die raumliche Dichte der Unterriesen ist 
groBer als die raumliche Dichte der Riesen derselben Spektralklasse. Sie ist 
sehr viel kleiner als die der Zwergsterne derselben Spektralklasse und auch 
bedeutend kleiner als die der Sterne auf der Hauptserie, die dieselbe Masse 
(vgl. § 294) haben. 

4. In dem Gebiet oberhalb der gestrichelten Kurve, das in Abb. 159 mit C 
bezeichnet ist, findet man ebenfalls Sterne. Das sind also absolut sehr helle 
Sterne der Spektralklassen A bis M. Man nennt sie Oberriesen oder Obergiganten. 
Die c-Sterne (vgl. S. 348) sind 'Obergiganten. Die raumliche Dichte der Dber
riesen ist sehr gering, noch kleiner als die raumliche Dichte der B-Sterne. 1m 
Gebiet C liegen diejenigen veranderlichen Sterne, die man Cepheiden nennt 
(vgl. S. 439). Die kurzperiodischen Cepheiden liegen urn die in Abb. 159 ein
gezeichnete waagerechte Linie, die langperiodischen urn die rechts nach oben 
abbiegende Kurve. 

Dies haben die Beobachtungen uber die Verteilung der Sterne im RussELL
Diagramm gelehrt. Wir werden in einem folgenden Abschnitt auf die theoretische 
Deutung der beobachteten Verteilung zuruckkommen. SchlieBlich wird das 
RussELL-Diagramm in den Problemen der Stellarstatistik eine wichtige Rolle 
spielen. Hier geht man gewissermaBen den umgekehrten Weg wie in diesem 
Abschnitt, indem man die Lage eines Sterns im RussELL-Diagramm zu be
stimmen sucht, urn die absolute Helligkeit und daraus die Parallaxe zu erhalten 
in solchen Fallen, wo die Parallaxen zu klein sind, urn direkt bestimmt werden 
zu konnen. 

274. Die Sternmassen in den verschiedenen Gebieten des RussELL-Diagramms. 
In der Abb. 159 sind einige, mit einer Ausnahme zuverlassig bestimmten Stern
massen neben den den betreffenden Sternen entsprechenden Bildpunkten ein
getragen. 

Die groBte eingetragene Masse ist 30 Sonnenmassen. Es gibt Sterne, die 
wahrscheinlich Massen von etwa 100 Sonnenmassen haben. Die kleinste ein
getragene Masse ist 0.16 Sonnenmassen. Wahrscheinlich haben die Sterne mit 
M> 13M noch kleinere Massen. 

Es falIt gleich auf, daB die groBten Massenwerte oben stehen, die kleinsten 
unten. Auf der Hauptserie wachsen die Massenwerte stetig nach oben, von 0.16 
bis 2-3 Sonnenmassen. Geht man von der eigentlichen Hauptserie langs der 
gestrichelten Kurve weiter, so wachsen die Massenwerte stetig weiter (bis 4.3 
fur Capella; wahrscheinlich bis etwa 10 fur K und M). 

Die weiBen Zwerge haben Massen von der GroBe der Sonnenmasse und etwas 
kleiner. Mit diesen Massen und den berechneten Radien findet man sehr hohe 
Dichten fUr diese Sterne, Dichten von der GroBenordnung 10000-100000mal 
der Dichte des Wassers. 

Die B-Sterne haben groBe, zum Teil sehr groBe Massen (4 bis 20 Sonnen
massen). Fur einen Dbergiganten der Spektralklasse K besitzt man einen -
allerdings noch sehr unsicheren - Massenwert. Dieser ist sehr graB, zwischen 
10 und 30 Sonnenmassen. 
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SchlieBlich sieht man, daB im Gebiet der Unterriesen ziemlich kleine Massen
werte, von der GroBe der Sonnenmasse und etwas groBer, vorkommen. 

Betrachtet man nur die Sterne der eigentlichen Hauptserie, die ja in jedem 
Volumen die groBe Mehrzahl der Sterne ausmachen, so sieht man, daB ein sehr 
enger Zusammenhang, nicht nur zwischen Leuchtkraft und effektiver Tem
peratur, sondern auch zwischen Masse und Leuchtkraft, besteht. Die Sterne 
der Hauptserie liegen - schematisch - auf einer Kurve im RussELL-Diagramm, 
die Lage auf der Kurve wird durch die Masse bestimmt. Zwei Sterne mit 
gleicher Masse haben - sehr nahe - gleiche Leuchtkraft, gleiche effektive 
Temperatur, gleichen Radius und gleiches Spektrum, sie sind in der Tat fUr 
einen Beobachter, der keine anderen GroBen feststellen kann, einander - sehr 
nahe - gleich. 

Betrachtet man auch Sterne auBerhalb der Hauptserie, so hort die Ein
deutigkeit auf: Es gibt z. B. B-Sterne und G-Sterne derselben Masse, es gibt 
einen Unterriesen mit der Sonnenmasse, weiBe Zwerge und rote Hauptserien
zwerge derselben Masse usw. 

Betrachtet man, wie vorher, das Gebiet urn die gestrichelte Kurve in Abb. 159 
als Fortsetzung der eigentlichen Hauptserie, so sieht man, daB die Aussage liber 
Sterne der eigentlichen Hauptserie auch hier richtig bleibt: durch die Masse 
sind auch auf der Fortsetzung der Hauptserie die Leuchtkraft, die effektive 
Temperatur usw. gegeben. 

Abweichendes Verhalten zeigen weiBe Zwerge, B-Sterne, Ubergiganten der 
Klassen A bis M und Unterriesen. Hierauf kommen wir im folgenden Ab
schnitt, in dem die theoretische Deutung dieser Verhaltnisse besprochen werden 
solI, zurlick. 

275. Der innere A ufbau der Sterne. Die Lage eines Sterns gegebener Masse 
und chemischer Zusammensetzung im RussELL-Diagramm. Wir wollen in diesem 
Paragraphen ahnliche Uberlegungen anstellen liber die Sterne, wie wir in § 211 
liber die Sonne angestellt haben. 

Wie dort hervorgehoben wurde, dlirfen die Untersuchungen in dieser Rich
tung nicht als abgeschlossen angesehen werden, und viele der Folgerungen sind 
als nicht ganz gesicherte Ergebnisse der Theorie aufzufassen. Flir die Uber
legungen dieses Paragraphen kommt als neues Unsicherheitsmoment hinzu, daB 
Schllisse liber die Fixsterne im allgemeinen nur durch sehr weitgehende Ver
allgemeinerungen hervorgehen konnen, weil es nur in ganz speziellen Fallen 
moglich ist, fUr einen Fixstern die in dieser Diskussion notigen Beobachtungs
daten zu erhalten. So besteht immer auf diesem Gebiet in hohem Grade die 
Moglichkeit, daB neu hinzukommende Beobachtungen zu Anderungen der theore
tischen Auffassungen zwingen werden. 

Bereits im Abschnitt liber die Sonne haben wir aufgezahlt, was ein Beobachter 
im giinstigsten FaIle direkt iiber einen Stern erfahren kann: wie die physikalischen 
und chemischen Bedingungen in der - einen sehr kleinen Teil des Sternes aus
machenden - Atmosphare sind, und wie groB die Masse, der Radius und die 
gesamte ausgestrahlte Energie sind. 

Die Spektren der Sterne deuten auf groBe Gleichformigkeit in der chemischen 
Zusammensetzung der Sternatmospharen hin. Erstens haben zahlreiche Sterne 
fast ganz gleiche Spektren. Zweitens lassen die Spektren sich zwanglos in ein 
nur zweidimensionales Klassifikationsschema einordnen. Drittens konnen die 
Unterschiede zwischen Sternspektren qualitativ als Folgen geanderter physi
kalischer Bedingungen verstanden werden, ohne daB es notig ware, anzunehmen, 
daB die chemische Zusammensetzung verschieden ist. SchlieBlich sei noch er
wahnt, daB die, allerdings nicht sehr ausgedehnten, quantitativen Untersuchungen 
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uber die relative Haufigkeit der Elemente in den Sternatmospharen gezeigt 
haben, daB diese von Stern zu Stern nicht sehr verschieden ist. 

Urn auch uber das Innere der Sterne Schlusse ziehen zu k6nnen, geht man 
ahnlich vor wie im Falle der Sonne (vgl. § 211). Man nimmt an, daB die Sterne 
wie die Sonne im Gleichgewicht sind und rechnet in der fruher beschriebenen 
Weise von auBen nach innen. Dabei findet man ahnliche physikalische Be
dingungen wie im Sonneninnern. Die Materie ist fast vollstandig ionisierte 
Materie, die trotz groBer Dichte ahnliche Eigenschaften hat wie ein ideales Gas, 
weil die ionisierte Materie aus Partikeln besteht, die viel kleiner sind als neutrale 
Atome. Die Temperaturen sind von derselben Gr6Benordnung wie bei der Sonne 
(20 Millionen Grad). In den Riesensternen sind die Dichten in groBen Teilen 
sehr gering, die Temperaturen etwas niedriger als fUr die Sonne (5 Millionen Grad), 
in Sternen kleiner Masse auf der Hauptserie sind die Dichten etwas gr6Ber als 
in der Sonne, die Temperaturen ungefahr dieselben. In den weiBen Zwergen 
erreicht die Dichte ziemlich schnell sehr hohe Werte, wenn man nach innen geht. 
In der Tat ist die Dichte so hoch, daB hier, im Gegensatz zu anderen Sternen, 
die Materie nicht die Eigenschaften des idealen Gases hat. Sie ist nicht ganz 
so zusammendruckbar wie ein ideales Gas; trotzdem ist die Zusammendruckung 
sehr weit getrieben, wie die hohe mittlere Dichte zeigt. Die weiBen Zwerge 
sind gerade ausgezeichnete Beispiele dafUr, daB die Materie zu sehr hohen Dichten 
zusammengepreBt werden kann. 

Die weitere Problemstellung ist die gleiche wie bei der Sonne (vgl. S.277). 
Man wird entweder annehmen mussen, daB in normaler Sternmaterie die Atom
kerne als kraftige Energiequellen auftreten, was physikalisch eigentlich nicht zu 
erwarten ist, oder daB die Sterne einen uberdichten Kern, in dem extreme physi
kalische Bedingungen vorhanden sind, besitzen, der der Sitz der Energiequellen 
der Sterne ist. Die Argumente bleiben die gleichen wie im Falle der Sonne, 
ihr Gewicht ist aber fUr verschiedene Sterne etwas verschieden: Ein B-Stern 
wie V Puppis strahlt etwa 700 Erg pro Sekunde pro Gramm Sternmaterie aus, 
die Sonne 2 Erg pro Sekunde und Gramm und ein weiBer Zwerg wie Sirius B 
etwa 0.007 Erg pro Sekunde und Gramm, und es ist schwieriger, sich eine groBe 
Ausstrahlung normaler Materie vorzustellen als eine kleine. Einen weiBen Zwerg 
kann man sich gut ohne uberdichten Kern als Sitz der Energiequelle vorstellen. 

Fur die Sterne muB wie bei der Sonne eine Beziehung zwischen Masse, Radius 
und Leuchtkraft bestehen, die Masse-Leuchtkraft-Relation (vgl. S.278). 
In diese Gleichung gehen als Parameter wie bei der Sonne gewisse Konstanten 
ein, die von der chemischen Zusammensetzung abhangen, insbesondere yom 
Wasserstoffgehalt. Man kann nun fUr diejenigen Sterne, wo man Masse, Radius 
und Leuchtkraft aus den Beobachtungen kennt, wie bei der Sonne so vorgehen, 
daB man diese beobachteten Werte in die Gleichung einsetzt und so eine 
Gleichung fUr die von der chemischen Zusammensetzung abhangigen Kon
stanten erhalt. 

Fur Sterne der Hauptserie und ihre Fortsetzung in dem Riesenast findet 
man, wie bei der Sonne, daB eine chemische Zusammensetzung, ahnlich der in 
der Sonnenatmosphare gefundenen (vgl. S. 273), Konstanten gibt, die die Glei
chungen befriedigen. Insbesondere findet man, daB diese Sterne zu, etwa einem 
Drittel ihres Gewichts aus Wasserstoff bestehen. Fur B-Sterne findet man einen 
gr6Beren Wasserstoffgehalt, bei den tJbergiganten ist der Wasserstoffgehalt 
wahrscheinlich auch groB (allerdings besteht das Beobachtungsmaterial fUr die 
Dbergiganten nur aus einem einzigen sehr unsicheren Massenwert), fUr Unter
riesen findet man einen kleineren Wasserstoffgehalt als auf der Hauptserie. Die 
weiBen Zwerge scheinen einen kleinen Wasserstoffgehalt zu haben. 
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Man konnte vermuten, daB in den Sternatmospharen hauptsachlich leichte 
Elemente vorhanden waren, wahrend die schweren Elemente gegen das Zentrum 
sinken wurden. Diese Vermutung bestatigt sich indessen nicht, indem also das 
leichteste alIer Elemente, Wasserstoff, im Innern ungefahr gleich haufig zu sein 
scheint wie in der Atmosphare. Man muB vielmehr annehmen, daB im Stern
innern irgendein MischprozeB etwa durch langsame Stromungen stattfindet. Es 
ist ferner zu beach ten, daB bei ionisierter Materie die schwer en Atomkerne viel 
schwieriger nach unten diffundieren konnen als in einem unionisierten Gas 
schwere neutrale Atome. Damit keine elektrischen Felder entstehen, mussen 
die Atomkerne namlich gewissermaBen ebensoviel freie Elektrbnen mitschleppen, 
wie ihrer positiven Ladung entspricht, die Atomkernladung aber nimmt mit 
dem Atomgewicht zu. Die leichten Elektronen wirken dann als Trager, die bei 
groBem Gewicht in groBerer Zahl vorhanden sind, und set zen die Diffusions
geschwindigkeit entsprechend herab. VielIeicht ist die Diffusionsgeschwindigkeit 
so klein und das Alter der Sterne verhaltnismaBig so gering, daB die Diffusion 
nur wenig fortgeschritten sein kann, auch wenn Mischprozesse nicht vorhanden 
sind. 

Man darf zur Zeit kaum erwarten, die im Sterninnern gefundenen Unter
schiede im Wasserstoffgehalt in den Sternatmospharen wiederfinden zu konnen. 
Die quantitative Analyse der Sternatmospharen hat noch keine sehr groBe 
Genauigkeit erreicht. 

Fur Sterne der Hauptserie und ihre Fortsetzung in dem Riesenast ist der 
Wasserstoffgehalt sehr nahe derselbe, und wahrscheinlich ist auch die relative 
Haufigkeit der ubrigen Elemente konstant. Diese Sterne machen, wie wir ge
sehen haben, die groBe Mehrzahl der Sterne aus. 1m vorigen Paragraphen haben 
wir aus den vorliegenden Beobachtungstatsachen den folgenden SchluB gezogen: 
Bis auf wenige Ausnahmen sind zwei Sterne, die gleiche Massen haben, einander 
sehr nahe gleich, sie haben gleiche Radien, gleiche Leuchtkraft, gleiches Spek
trum. Jetzt konnen wir den Satz erweitern: Ohne Ausnahme sind zwei Sterne, 
die gleiche Massen haben, einander sehr nahe gleich, wenn uberdies ihre chemische 
Zusammensetzung die gleiche ist. Dies wollen wir uns noch deutlicher machen. 

Zunachst betrachten wir die Sterne mit einem Wasserstoffgehalt von etwa 
einem Drittel ihres Gewichts. Das ist die groBe Mehrzahl der Sterne. Sie ge
horen aIle zur Hauptserie und deren Fortsetzung, fUr sie gilt der Satz also aus
nahmslos. Fur die B-Sterne mit groBem Wasserstoffgehalt und die Unterriesen 
und weiBen Zwerge mit kleinem Wasserstoffgehalt kann man den Satz nicht 
so genau kontrollieren, man kennt aber keine Ausnahmen. 

Nun sahen wir im Abschnitt uber die Sonne (vgl. S. 276), daB man gerade 
erwarten muB, daB zwei Sterne mit gleichen Massen und gleicher chemischer 
Zusammensetzung auch gleiche Radien, gleiche Leuchtkraft haben, und uber
haupt gleichen Aufbau besitzen, wenn es Sterne sind, die wahrend Z. B. 109 J ahren 
einigermaBen unverandert sind und nicht relativ schnell zusammenschrumpfen 
oder sich ausdehnen. Ein Stern von gegebener Masse und Zusammensetzung 
muB dann namlich ebensoviel Energie ausstrahlen, wie die Atomkerne in ihm 
erzeugen, und diesist nur bei einem bestimmten Radius moglich, bei dem dann 
auch die Ausstrahlung und der Aufbau ganz bestimmt sind. Andere Masse oder 
andere Zusammensetzung bewirken anderen Radius, andere Leuchtkraft und 
geanderten Aufbau. 

DaB wir nun diesen Satz bestatigt finden, weist darauf hin, daB die Sterne 
wirklich als uber langere Zeit stabile Gebilde aufzufassen sind. 

Wir sehen also, daB man empirisch zu dem SchluG gefUhrt wird, daB die 
Lage eines Sterns im RUSsELL-Diagramm durch seine Masse und chemische Zu-
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sammensetzung bestimmt ist, und daB dies theoretisch gerade zu erwarten ist. 
Mit einem Wasserstoffgehalt von etwa einem Drittel kommt man auf die Haupt
serie bzw. ihre Fortsetzung, bei kleiner Masse unten, mit kleiner Leuchtkraft, 
bei groBerer Masse immer mehr nach oben. Sehr groBe Massen (mehr als etwa 
10 Sonnenmassen) scheinen bei diesem Wasserstoffgehalt nicht zu existieren. Bei 
groBerem Wasserstoffgehalt kommt man von der Hauptserie nach links, bei 
groBerer Masse immer hoher. Bei kleinerem Wasserstoffgehalt kommt man bei 
mittleren Massen (1-2 Sonnenmassen) von der Hauptserie nach rechts in das 
Gebiet der Unterriesen, bei kleinen Massen aber in das Gebiet der weiBen Zwerge. 

Die charakteristischen Ziige der Verteilung der Sterne im RUSSELL-Diagramm 
gehen daraus hervor, daB 1. die Mehrzahl der Sterne einen Wasserstoffgehalt 
von etwa einem Drittel hat und so urn die Linie der Hauptserie und ihre Fort
setzung in dem Riesenast liegt, und daB 2. groBe Massen nur bei groBem Wasser
stoffgehaIt moglich zu sein scheinen. 

Zum SchluB soll noch auf die Frage von dem Zusammenhang zwischen 
Spektrum und absoluter Helligkeit in dieser Verbindung eingegangen werden. 
Sind zwei Sternspektren nach zweidimensionaler Klassifikation einander gleich, 
so sind, wie wir gesehen haben, fUr die beiden Sterne die FHichenhelligkeit und 
die Oberflachengravitation gleich, also die GroBen: 

und: 
H=~ 

4 "R2 

GM 
g=R2· 

(1 ) 

(2) 

Nach (1) und (2) konnen H und g fUr jeden Punkt des RUSSELL-Diagramms 
angegeben werden, denn jedem Punkt entspricht ja, wie wir gesehen haben, 
eine bestimmte Masse, ein bestimmter Radius und eine bestimmte Leuchtkraft. 
Man kann sich somit vorstellen, daB durch Punkte mit gleichem H Kurven 
gezogen werden und eben so Kurven durch Punkte mit gleichem g. Haben nun 
zwei Sterne gleiches H und gleiches g, so liegen sie auf der gleichen H-Kurve 
und auf der gleichen g-Kurve, folglich im Schnittpunkt der beiden, also im 
selben Punkt des RUSSELL-Diagramms. Die beiden Sterne sind also gleich und 
haben auch die gleiche Leuchtkraft. So mit ist die Leuchtkraft durch eine zwei
dimensionale Spektralklassifikation eindeutig bestimmbar. 

Eigenbewegung. Radialgeschwindigkeit. Parallaxe. Raumgeschwindigkeit. 
Bewegung des Sonnensystems. 

276. Eigenbewegung. Wenn der Ort eines Sterns am Himmel zweimal durch 
Beobachtungen mit langeren Zwischenzeiten bestimmt wird, und seine Ko
ordinaten wegen der beiden periodischen A.nderungen, Aberration und Nutation, 
korrigiert wie auch durch Anbringung der Prazession auf einen gemeinsamen 
Zeitpunkt bezogen werden, so kann es, wie bereits auf S. 86 erwahnt wurde, 
vorkommen, daB sich ein Unterschied zeigt, der einer Bewegung des Sterns 
selbst relativ zu unserem Sonnensystem zuzuschreiben ist. 

Bereits im Jahre 1718 wies HALLEY durch Vergleich der Beobachtungen aus 
seiner eigenen Zeit mit denen des Altertums das Vorhandensein einer solchen 
Eigenbewegung fUr einzelne der hellsten Sterne nacho TOBIAS MAYER fand (1760) 
durch Vergleich seiner eigenen Beobachtungen mit denen OLE ROMERS bei ge
wissen Sternen sichere Werte fUr eine Anzahl Eigenbewegungen. Eine feste 
Grundlage aber zur Bestimmung der Eigenbewegung einer groBeren Anzahl Sterne 
hat man erst durch BRADLEYS Beobachtungen aus der Mitte des 18. Jahrhunderts 
erhalten, die ersten, die an Genauigkeit mit denen unserer Zeit verglichen werden 
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konnen. Durch Vergleiche von Beobachtungen aus neuerer Zeit untereinander 
hat man Eigenbewegungen bei einer groBen Anzahl von Sternen nachweisen 
konnen. 

Die groBte bis jetzt bekannte Eigenbewegung betragt 10".30 im Jahre. Die 
untenstehende Tafel enthalt die zehn groBten bekannten Eigenbewegungen 
(wegen der Radialgeschwindigkeit s. § 278). 

I Parallaxe Visuelle 
Radial· 

E.B. Spektrum Geschwindigkeit 
pro Jahr GroBenklasse 

:n: km/sec 

Barnards Stern 10".30 0".542 9m .7 M3 -110 
Kapteyns Stern 8 .70 o .320 9 .2 K2 +242 
Groombridge 1830 . 7 .04 o .101 6 .5 G5 - 98 
Lacaille 9352 6 .90 0 .247 7 .4 M2 + 10 
Cordoba 32416 6 .11 0 .182 8 .3 K5 + 24 
61 Cygni A und B. 5 .21 0 ·300 5m.6; 6m.3 K7;K8 - 64 
Wolf 359 . 4 .84 0 .407 I 13 .5 M4 - 90 I Lalande 21185 4 ·77 o .403 

I 
7 .6 M2 - 87 

Ii Indi 4 .67 0 .291 4 ·7 K5 - 40 
Lalande 21258 4 .52 0 .177 i 8 .5 M2 + 64 

Die meisten Eigenbewegungen sind weit geringer. LEWIS Boss' Katalog 
enthalt Positionen und Eigenbewegungen fUr 6188 Sterne (diese Sterne sind 
beinahe aIle heller als 7ID.5 visuell). Von diesen haben: 

3 Sterne eme E.B. > 4" pro Jahr 
9 > 2" 

41 > 1" " 128 
" > 0".5" " 

Die uberwiegende Anzahl der Sterne im Boss-Katalog hat also Eigenbewegun
gen, die kleiner als eine halbe Bogensekunde pro Jahr sind. 

Lichtschwache Sterne sind durchschnittlich weiter entfernt als helle Sterne. 
Die durchschnittliche E.B. nimmt ab mit der Entfernung und nimmt also auch 
ab, wenn man zu schwacheren Sternen geht. Die durchschnittliche E.B. fUr 
Sterne 10. GroBenklasse betragt 0".013 pro Jahr. 

Fur die Sterne des Boss-Katalogs lagen zahlreiche Ortsbestimmungen vor. 
Insgesamt benutzte Boss etwa 100 Sternkataloge aus dem Zeitraum 1755 bis 
1900 zur Ableitung der Orter und Eigenbewegungen der Sterne seines Katalogs. 
So gut es moglich war, wurden systematische Korrektionen der Orter der ver
schiedenen Kataloge ermittelt und an die Orter angebracht, urn sie auf ein 
homogenes System zu reduzieren. 

Fur eine Anzahl helle Fundamentalsterne (vgl. S. 64), die sehr oft beob
achtet waren, leitete AUWERS Orter und Eigenbewegungen abo Diese Sterne 
bildeten den Fundamentalkatalog der Astronomischen Gesellschaft, und durch 
Hinzunahme neuerer Beobachtungen erhielt er verbesserte Werte der Orter und 
Eigenbewegungen, die im Neuen Fundamentalkatalog des Berliner Jahrbuchs 
(N.F.K.) zusammengefaBt sind. Zur Zeit wird unter Benutzung der Beobach
tungen der letzten Jahrzehnte dieser Fundamentalkatalog noch weiter verbessert. 

Fur die schwacheren Sterne ist das Eigenbewegungsmaterial viel sparlicher. 
Die Sterne des Boss-Katalogs sind, wie schon erwahnt, fast aIle heller als 7ID.5. 

Der Sternkatalog der Astronomischen Gesells€haft, der A.G.-Katalog, enthalt 
am Meridiankreis bestimmte Orter von 138000 Sternen zwischen den Deklina
tionen +80° und _2°. Dieser Katalog entstand in der folgenden Weise: Der 
Himmel wurde in Zonen von flinf Grad Breite in Deklination geteilt, und eine 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 26 
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Reihe von Sternwarten ubernahm die Bestimmung der Sternorter am Meridian
kreis, so daB im allgemeinen cine Sternwarte eine Zone ubernahm. AIle Sterne 
bis einschlieI31ich 9ffi.0 in der Bonner Durchmusterung (s. S.458) und einige 
schwacheren wurden beobachtet. Die Beobachtungen erfolgten hauptsachlich in 
den Jahren 1870 bis 1900. Fur die Sterne nordlich von + 80° und sudlich von - 2 ° 
liegen ungefahr bis zur selben Helligkeitsgrenze ahnliche Beobachtungen vor. 
Sie erfolgten meist in etwas spateren Jahren. 

In den Jahren 1928 bis 1932 wurde eine Wiederholung des A.G.-Katalogs 
unternommen. Dabei erfolgten die Beobachtungen hauptsachlich photographisch 
(auf den Sternwarten Bonn, Hamburg und Pulkowo). Eine flir die Reduktion 
der Platten (vgl. S. 55) genugende Anzahl Sterne wurde mit dem Meridian
kreis beobachtet. Wenn die Bearbeitung dieser Beobachtungen abgeschlossen 
ist, wird man also durch Vergleich mit den alteren A.G.-Katalogen die Eigen
bewegungen aller Sterne heller als etwa 9ffi bestimmen konnen. Auf cler Yale
Sternwarte wurclen die Position en der A.G.-Sterne in clen Deklinationsgurteln 
_2° 10' bis +2°, +50° bis +55° und +55° bis +60° photographisch be
stimmt. Die Kataloge liegen seit mehreren J ahren vor; cler mittlere Fehler 
der Positionen clieser Kataloge ist 0".24 in iX und 0".23 in {J. 

In verschieclenen Arealen des Himmels wurden clurch Vergleich ~iJterer und 
neuerer photographischer Platten Eigenbewegungen auch flir viel schwachere 
Sterne bestimmt. 

277. Die Bewegung des Sonnensystems relativ zu den Sternen der Sternkataloge. 
Es ist im voraus wahrscheinlich, claB aIle Sterne eine Bewegung im Raum 
haben, darunter auch clie Sonne. Letzteres geht auch aus clen Beobachtungen 
hervor. Obwohl namlich clie bis jetzt bekannten Eigenbewegungen in allen 
moglichen Richtungen am Himmel vor sich gehen, ist cloch, wenn man clen 
Durchschnitt von einer groBen Anzahl uber den Himmel verteilter Eigen
bewegungen nimmt, ein cleutlicher UberschuB in einer bestimmten Richtung 
vorhanclen. Dies ruhrt, wie man annehmen muB, daher, claB unser eigenes 
Sonnensystem eine Bewegung in cler entgegengesetzten Richtung hat. Bereits 
W. HERSCHEL konnte aus den zu seiner Zeit bekannten Eigenbewegungen die 
Richtung dieser Bewegung ableiten. Der Punkt am Himmel, auf clen clas Sonnen
system sich hinbewegt, uncl clen er clen Apex des Sonnensystems nannte, liegt 
nach HERSCHEL im Sternbilcl des Hercules. Spatere Untersuchungen haben clies 
Resultat in der Hauptsache bestatigt. Da clie Bewegung der Sonne und der 
Sterne im Raum nicht als vollkommen geracllinig vor sich gehend angenommen 
werden kann, wird clie Lage des Apex im Laufe cler Zeiten wechseln, ohne Zweifel 
aber wird sehr lange Zeit vergehen, bevor diese Veranderung flir uns merkbar 
werden kann. 

Die genaue Bestimmung cler Richtung cler Sonnenbewegung im Raum ist 
ein schwieriges Problem. Aus clen Eigenbewegungen erhalt man clie Bewegung 
der Sonne gegenuber cler Gruppe cler benutzten Sterne. Es ist nun sehr gut 
moglich, claB verschieclen ausgewahlte Gruppen von Stemen relativ zueinancler 
in Bewegung sind. Die abgeleiteten Sonnenbewegungen werden entsprechende 
Unterschiede zeigen. So haben z. B. samtliche Sterne in den Plejaclen eine 
gemeinsame Bewegung; ebenso flinf cler Sterne in Ursa major, namlich aIle mit 
Ausnahme von iX und 'Y}. Auch an ancleren Stellen cles Himmels sind Systeme 
zu finclen, die in dieser Weise zusammengehOrig sincl (vgl. S.447). Dies ist 
einer der Gruncle daflir, daB clie verschieclenen Versuche, clie Lage cles Apex zu 
bestimmen, etwas verschieclen ausfallen. L. Boss fancl bei Behancllung von mehr 
als 5000 uber clen ganzen Himmel verteilten Stemen mit bekannter Eigen
bewegung die Rektaszension 270° und die Deklination + 34°. (Uber die Methoden 
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zur Apexbestimmung s. Anhang S. 508, iiber den Zusammenhang mit dem Pro
blem der Bestimmung der Prazessionskonstante s. § 204). 

278. Radialgeschwindigkeit. Was man durch die Eigenbewegung eines Sterns 
kennenlernt, ist nur die Richtungsanderung, die die Gesichtslinie zum Stern 
im Laufe der Zeit erfahrt; fUr einen Stern mit bekannter Entfernung wiirde 
man also diejenige Komponente der linearen Geschwindigkeit, die senkrecht zur 
Gesichtslinie steht, berechnen konnen. 1m Spektroskop aber hat man ein Mittel, 
urn fUr jeden Stern, der nicht zu schwach fiir spektroskopische Untersuchungen 
ist, ganz unabhangig von der Entfernung, die Komponente in der Richtung der 
Gesichtslinie (Radialgeschwindigkeit, R.G.) zu bestimmen. Das erstemal gelang 
dies im Jahre 1868, als HUGGINS in London eine kleine Verschiebung einer der 
kraftigen Wasserstofflinien im Spektrum des Sirius messen konnte. Aus der 
Formel auf S. 20 ersieht man, daB bei einer Wellenlange von 5000 A.E. eine 
Verschiebung von 1 A.E. bereits eine relative Geschwindigkeit von 1/5000 der 
Lichtgeschwindigkeit bedeutet, das sind 60 km in der Sekunde, woraus man 
ersehen kann, daB sehr genaue Messungen erforderlich sind. Da der Beobachter, 
der der Erde in ihrer jahrlichen Bewegung folgt, eine Geschwindigkeit von etwa 
30 km in der Sekunde hat in einer Richtung, die sich im Laufe des Jahres andert, 
so muB man auf diejenige Komponente dieser Bewegung Riicksicht nehmen, 
die in die Richtung der Gesichtslinie faUt, urn die Bewegung des Sterns relativ 
zu unserem Sonnen system zu finden. 

Spater sind vollkommenere Apparate konstruiert worden. Mit diesen wird 
das Spektrum des Sterns und einer irdischen Lichtquelle auf derselben Platte 
photographiert, wodurch die Linienverschiebung leicht gemessen werden kann. 
Die Sicherheit der Bestimmung beruht auf der Anzahl und Scharfe der Linien; 
in giinstigen Fallen ist die Unsicherheit kleiner als 1/2 km in der Sekunde. 

Augenblicklich kennt man etwa 7000 Radialgeschwindigkeiten. Fiir alle 
Sterne, die scheinbar heller als 5m .5 sind, liegen Radialgeschwindigkeiten VOL 

1m vorigen Paragraphen haben wir die Radialgeschwindigkeiten fUr die 10 Sterne 
mit den groBten bekannten Eigenbewegungen gegeben. Die untenstehende Tafel 

I I 

E.B. RG. 
Stern IX 1900.0 <11900.0 Vis. Gr. Sp. Bogensek. 

pro Jahr km/sec 

IX Eridani (Achernar) 1h 34m.0 -57°45' om.60 B5 0".088 +19 
IX Tauri (Aldebaran). 4 30 .2 +16 19 1 .06 K5 0 .203 +54.1 
IX Aurigae (Capella) 5 9 .3 +45 54 0 .21 GO 0 .437 +30.2 
f3 Orion is (Rigel) 5 9 .7 - 8 19 0 .34 B8p 0 .001 +23.6 
IX Orion is (Betelgeuzp) 5 49 .8 + 7 23 0.1-1.2 MO 0 .029 +21.0 
IX Argus (Canopus) . . 6 21 ·7 -52 38 -0 .86 FO o .018 +20·5 
IX Canis majoris (Sirius) 6 40 ·7 -16 35 -1 ·58 AO 1 .316 - 7·5 
IX Canis minoris (Procyon) . 7 34 .1 + 5 29 a .48 F5 1 .242 - 3.0 
f3 Geminorum (Pollux) 7 39 .2 +28 16 1 .21 KO 0 .625 + 3.3 
IX Leonis (Regulus) 10 3 .0 +12 27 1 .34 B8 o .248 + 3 
f3 Crucis . 12 41 .9 -59 9 1 .50 B1 0 .056 +20 
IX Virgin is (Spica) 13 19 .9 -10 38 

I 
1 .21 B2 0 .055 + 1.6 

f3 Centauri . 13 56 .8 -59 53 , 0 .86 B1 0 .041 -12 
IX Bootis (Arcturus) 14 11 .1 +19 42 I 0 .24 KO 2 .282 - 5.1 

{ IX Centauri A. 14 32 .8 -60 25 
, 

0 .33 GO} 
IX Centauri B. 14 32 .8 -60 25 ! 1 .70 K5 3 .680 -22.2 

IX Scorpii (Antares) 16 23 .3 -26 13 i 1 .22 MO 0 .034 - 3.2 
IX Lyrae (Wega) 18 33 .6 +38 41 0 .14 AO 0 .346 -13.8 
IX Aquilae (Altair). 19 45 .9 + 8 36 0 .89 AS 0 .655 -26 
IX Cygni (Deneb) 20 38 .0 +44 55 1 .33 A2'p 0 .001 - 6 
IX Piscis Australis (Fomal-

haut) . 22 52 .1 -30 9 1 .29 A3 o .365 + 6,5 

26* 
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gibt die Eigenbewegungen und die Radialgeschwindigkeiten fUr Sterne, die 
scheinbar heller als 1ID.50 sind. Eine positive R.G. bedeutet, daB der Stern 
sich von der Sonne entfernt, eine negative, daB er sich ihr nahert. 

Auch bei dieser Bewegungskomponente tritt natiirlich die Bewegung des 
Sonnen systems in Erscheinung. Durch Behandlung einer hinreichend groBen 
Anzahl von einigermaBen gleichmaBig iiber den Himmel verteilten Stemen kann 
diese Bewegung bestimmt werden, und zwar jetzt nicht nur allein die Richtung, 
sondern auch die Geschwindigkeit (Naheres iiber die Methode s. S. 508). Der 
Apex des Sonnensystems ist auf diesem Wege, aus den Radialgeschwindigkeiten 
der Sterne heller als 5ID.5, zu: 

IX = 271 0 , !5 = + 29 0 

und die Geschwindigkeit der Sonne auf diesen Punkt zu etwa 19.6 km in der 
Sekunde bestimmt worden. Diese Geschwindigkeit entspricht etwa einem Weg 
von vier Erdbahnradien im Jahre. 

Indem man nun jede einzelne beobachtete Radialgeschwindigkeit von der 
Komponente der Sonnengeschwindigkeit befreite, hat man die durchschnittliche 
GroBe der Radialgeschwindigkeit fUr Sterne der Spektraltypen B, A, F, G, K, M 
berechnet: 

B 5.0 km/sec 
A 9.9 
F 12.5 
G 14.8 
K 15,3 
M 16.1 

(284 Sterne) 
(500 " ) 
(199 " ) 
(244 " ) 
(687 " ) 
(234 " ) 

Die diesen Zahlen entsprechenden durchschnittlichen Geschwindigkeiten im 
Raume sind doppelt so groB (R.G. ist die Projektion der Geschwindigkeit 
auf die Gesichtslinie; die durchschnittliche Verkiirzung durch die Projektion 
ist 1/2), Die Geschwindigkeit der Sonne im Raum ist also etwas kleiner als die 
durchschnittliche Raumgeschwindigkeit der Sterne. 

279. Die Entfernungen der Sterne. Da die Erde sich in einer Bahn von be
deutenden Dimensionen urn die Sonne bewegt, so muB die Gesichtslinie nach 
einem Fixstern notwendigerweise im Laufe des Jahres einer Richtungsanderung 
unterworfen sein. Es muB mit anderen Worten eine jahrliche Parallaxe ent
stehen. Wie friiher erwahnt (§ 65), muB diese sich dadurch zu erkennen geben, 
daB jeder Stern im Laufe des Jahres scheinbar eine kleine Ellipse beschreibt, 
deren groBe Achse der Ekliptik parallel ist. Die kleine Achse, die senkrecht 
dazu steht, ist gleich der groBen Achse, multipliziert mit dem Sinus des Winkels, 
den die Gesichtslinie mit der Ebene der Ekliptik bildet, also mit dem Sinus der 
Breite des Sterns (vgl. Anhang S. 511). Zu den beiden Zeiten des Jahres, wenn 
der Stern in Konjunktion oder Opposition mit der Sonne ist, muB der Stern 
sich in den Endpunkten der kleinen Achse befinden; zu den beiden dazwischen
liegenden Zeiten, also wenn der Stern in Quadratur zur Sonne ist, steht er in 
den Endpunkten der groBen Achse. Je weiter der Stern entfernt ist, desto 
kleiner werden die Dimensionen der Ellipse. 

Unter iahrlicher Parallaxe versteht man ganz allgemein den Winkel zwischen 
der Linie von der Erde zum Stern und der Linie von der Sonne zum Stern, spezieller 
aber wird damit der groBte Wert bezeichnet, den dieser Winkel erreichen kann, 
der Winkel also, unter dem der Radius der Erdbahn vom Stern aus erscheint 
(man kann hierbei ganz von der Exzentrizitat der Erdbahn absehen). 

Wie friiher ange9-eutet (vgl. S. 155), waren die miBgliickten Versuche, eine 
solche jahrliche .Anderung in den Koordinaten der Fixsterne nachzuweisen, lange 
Zeit einer der schlimmsten Steine des AnstoBes fUr die Kopernikanische Theorie. 
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Als BRADLEY im Jahre 1725 seine Beobachtungen anfing, geschah das unter 
anderem mit der Absicht, die jahrliche Parallaxe fUr den Stern y im Drachen zu 
suchen, der auf seiner Sternwarte nahe dem Zenit kulminierte (vgl. S. 83 und 85). 
Er fand nun zwar, daB die Koordinaten der Sterne einer jahrIichen Anderung 
unterworfen sind, die in vielem der obenerwahnten ahnelt. Aber abgesehen davon, 
daB sich die groBe Achse der Ellipse fiir aIle Sterne gleich ergab, war auch das 
ganze Phanomen urn ein Vierteljahr verschoben (vgl. S.93), indem der Stern 
sich im Endpunkt der groBen Achse der Ellipse befand, wenn er in Konjunktion 
oder Opposition mit der Sonne war. Was BRADLEY gefunden hatte, war die 
Aberration des Lichtes, die allerdings fiir die Frage der Bewegung der Erde 
urn die Sonne genau so entscheidend war; von einer Parallaxe aber fand er 
weiter keine Spur. 

Spater hat man in einzelnen Fallen eine jahrliche Parallaxe bei einer so1chen 
absoluten Bestimmung der Koordinaten nachweisen kannen; besonders aber 
ist man dazu iibergegangen, die graBere Genauigkeit von Winkelmessungen aus
zunutzen, die gewisse Mikrometer und namentlich das Heliometer bei rela ti yen 
Messungen darbieten. Man bestimmt dann zu verschiedenen Zeiten des J ahres 
die Stellung des Sterns relativ zu einem oder mehreren Stemen in der Nachbar
schaft und findet dadurch die rela ti ve Parallaxe. Sollte es sich so treffen, daB 
die Nachbarsterne uns naher stehen als der untersuchte Parallaxenstern, so 
kommt seine relative Parallaxe negativ heraus. Obwohl man im voraus nicht 
wissen kann, ob ein Stern naher oder entfernter als ein anderer ist, hat man 
doch Merkmale, nach denen man sich richten kann. Erstens die HeUigkeit 
des Sterns; durchschnittlich werden die uns nachsten Sterne heller erscheinen 
als die entfernteren, woraus jedoch nicht gefolgert werden kann, daB jeder helle 
Stern uns naher steht als ein schwacher. Dann auch die Eigenbewegung, 
und diese hat sich in der Tat als ein zuverlassigeres Kriterium gezeigt. Licht
schwache Sterne ohne merkliche Eigenbewegung darf man deshalb im allgemeinen 
als so weit entfernt betrachten, daB sie als feste Punkte benutzt werden kannen, 
so daB auf sie bezogene relative Bestimmungen als absolute Bestimmungen be
trachtet werden diirfen. Durch statistische Untersuchungen hat man eine an
genaherte Kenntnis der durchschnittIichen Parallaxe der schwacheren Sterne 
(vgl. S.461) und kann somit gemessene relative Parallaxen auf absolute redu
zieren. Aus dem bereits entwickelten geht hervor, daB diese Reduktion klein ist. 

In spateren Jahren hat man auch die Photographie zu demselben Zweck 
in Anwendung gebracht. Man kann auf photographischen Platten, die zu ver
schiedenen Zeiten des Jahres aufgenommen sind, entweder die Stellung eines 
bestimmten Sterns relativ zu anderen Stemen, die als Fixpunkte betrachtet 
werden kannen, ausmessen, oder man kann die Parallaxe jedes einzelnen relativ 
zum Durchschnitt aller bestimmen, wodurch die entferntesten eine negative 
relative Parallaxe erhalten werden. Mit photographischen Refraktoren langer 
Brennweite erreicht man eine hahere Genauigkeit als bei irgendeiner anderen 
Methode. 

Kennen wir die jahrliche Parallaxe n eines Sterns, ausgedriickt in Bogen
sekunden, also den Winkel, unter dem die mittlere Entfernung (r) der Erde von 
der Sonne yom Stern aus erscheint, so ist 

206264.8 r 
die Entfernung des Sterns = ---- . 

n 

Als Einheit fiir Sternentfernungen benutzt man die Entfernung, die 
einer Parallaxe von 1" entspricht. Diese Einheit wird parsec genannt. Betragt 

die Parallaxe n Bogensekunden, so wird die Entfernung in parsec = ~. Man 
:n 



406 Stellarastronomie und Astrophysik. 

benutzt auch haufig - besonders in popularen Darstellungen eine andere 
Einheit fUr Entfernungen innerhalb der Fixsternwelt: das Lichtfahr. Unter 
einem Lichtjahr versteht man die Weglange, die das Licht in einem Jahr 
zurucklegt. Das Verhaltnis zwischen parsec und Lichtjahr wird durch die 
folgende Gleichung ausgedruckt: 1 parsec = 3.26 Lich t jahre. 

Zum erstenmal gelang die Bestimmung der jahrlichen Parallaxe eines Sterns 
im Jahre 1838, als BESSEL in Konigsberg den in der Tafel S.401 erwahnten 
Doppelstern 61 Cygni, der die groI3te damals bekannte Eigenbewegung hatte, 
zum Gegenstand einer Beobachtungsreihe mit dem Heliometer machte. Er fand 
n = 0".}5. Von spateren Bestimmungen haben einige einen etwas groI3eren, 
andere einen etwas kleineren Wert gegebcn. Man rechnet jetzt fur diesen Stern 
n = 0".30. 

Ungefahr gleichzeitig mit diesen Untersuchungen BESSELS gelang es W. STRUVE 
(Dorpat) und HENDERSON (Kap), Parallaxen fUr Wega bzw. (X Centauri zu be

stimmen. 

Stern 

Proxima Centauri 
ex Cen tauri. . . 
Barnards Stern 
Wolf 359 .. 
Lalande 2111\5 
Sirius . . . . . 

Parallaxe 

0".79 
() ·76 
o .54 
(I .41 
(I .40 
u .36 

Die nebenstehende Tafel enthalt 
Parallaxen fUr die sechs uns nachsten 
Fixsterne (s. auI3erdem die Tafel auf 
S.459). 

Fur uber 3000 meist hellere Sterne 
sind Parallaxen gemessen worden. Fur 
die Mehrzahl ist die Parallaxe so klein, 
daJ3 die MeJ3ungenauigkeit (etwa 0" .01) 

sehr ins Gewicht £aUt. Parallaxcn, die durch direkte Winkelmessungen bestimmt 
sind, nennt man trigonometrische Parallaxen. Wir haben gesehen (vgl. S. 348), 
dan man aus Beobachtungen von Sternspektren Parallaxen bestimmen kann, 
spektroskopische Parallaxen. In den folgenden Abschnitten werden wir auch 
andere Parallaxenmethoden kennenlernen. Die meisten Parallaxenmethoden sind 
aber schliel3lich von dem Vorhandensein trigonometrischer Parallax en abhangig: 
sie muss en mit Hilfe von diesen geeicht werden. 

280. Die raumlichen Gesch1£'indigkeiten dey Sterne. Es bezeichnen x, y, z 
die rechtwinkligen Raumkoordinaten eines Sterns in bezug auf die Sonne in 
einem Koordinatensystem, dessen X-Achse gegen den Fruhlingspunkt, dessen 
Y-Achse gegen den Punkt ((X = 90°, b = 0°) und dessen Z-Achse gegen den 
Nordpol zeigt (das Aquatorsystem). Die Komponenten der raumlichen Geschwin-
d' k't' S l' S . d d dx d y d dz D' k" 19 el eIlles terns re atIv zur onne SIll ann -lit' Ilt un (it' lese onnen 

durch die Anderungen des Abstands, der Rektaszension und der Deklination 
ausgedruckt werden (vgl. Anhang S. 508): 

dx dRs db R . 5. dex s' 
- = --COSucos(X - - SIll U COS (X - --COsuSIll(x 
dt dt dt . dt' 

dy dR s' db R . s· + dex s --- = ~~- cOSu SIll (X - ~- SIll U S111 (X - - cosu cos (X 
dt dt' dt . dt 

(1 ) 

db 
+dt Rcosb. _~z = ~~ sin b 

d t d t . 

Es ist bequem, ~: ' ~~. und ~; in der Einheit Kilometer pro Sekunde aus

zudriicken. Dann sol1 fUr d I!. die Radialgeschwindigkeit (RG.) in Kilometern 
dt dex db 

pro Sekunde eingesetzt werden. Die entsprechenden Werte von R dt und R fit 

konnen aus der jahrlichen Eigenbewegung in (X und b in Bogensekunden, (E.B.")", 
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und (E.B.")~ und der Parallaxe (in Bogensekunden) :n" abgeleitet werden. Naeh 
S.405 ist R: 

R 206264.8 E db h d' = n" r a nra len . 

Daraus folgt: 

R ~~ = 206~~.8 ~~6~:2.8 Erdbahnradien im Jahr 

R ~ = 206264.8 (E.B·"}d 
dt :It" 206264.8 " " " 

Nun ist (vgl. Anhang S. 506): 

1 Erdbahnradius im Jahr = 4.74 km pro Sekunde. 

Es ist somit: 

R ~~ = 4.74 (E.:,;"}'" Kilometer pro Sekunde 

R ~ = 4 74 (E.B."}J 
dt . :It" " " 

(2) 

d Y R G .Il' 4 (E.B."}J '.Il' + 4 4 de = . .. eosv SllllX - .74 :It" • SIll v SllllX .7 

dz R G '.Il + 4 74 (E.B."}J . .Il dt = . . . SIn v ':It" eosv . 

Doppelsterne und mehrfaehe Systeme. 

281. Visuelle Doppelsterne. Als W. HERSCHEL im Jahre 1774 sein erstes groBes 
Spiegelteleskop fertiggestellt hatte, wandte er sieh gleieh der Aufgabe zu, Par
allaxen von Fixsternen naeh der vorher angegebenen Methode zu bestimmen, 
dadureh, daB er den Ort eines hellen Sterns relativ zu dem eines sehwaeheren 
Naehbarsterns maB. Das, was er ben6tigte, waren optische Doppelsterne, die 
man nur zufallig nahe beieinander am Himmel sieht, die sieh in Wirkliehkeit 
aber in sehr versehiedenen Entfernungen von uns befinden. Wahrend seiner 
Durehmusterung des Himmels fand er aber weit mehr Doppelsterne, als bei 
einer zufalligen Verteilung der Sterne am Himmel erwartet werden k6nnten, und 
deswegen nahm er an, daB viele davon physische Doppe1sterne seien, d. h. solche, 
die so dieht im Raum zusammen stehen, daB ihre gegenseitige Anziehung merk
bar wird. Diese Auffassung erwies sieh endgiiltig als riehtig, als es W. HERSCHEL 
gelang, bei Doppelsternpaaren eine Bahnbewegung festzustellen. 

Viele ausgezeiehnete Beobaehter haben HERSCHELS Arbeit in dieser Rieh
tung fortgesetzt. Doppelsterne werden oft mit einem Evon einer Zahl gefolgt 
bezeiehnet, die die Nummer des Sterns in einem Verzeiehnis (Mensurae miero
metrieae) von W. STRUVE angibt. Der Buehstabe {J weist auf die dureh BURNHAM 
entdeekten Doppelsterne hin. Die Komponenten in einem doppelten oder mehr
faehen System werden mit A, B, C ... bezeiehnet. 

1m folgenden werden wir sehen, daB man Doppelsterne kennt, die aueh in 
den groBten Fernrohren nieht getrennt gesehen werden konnen. Trennbare 
Doppelsterne nennt man zum Untersehied ven diesen visuelle Doppelsterne. 

Beobaehtungen der relativen Lage der Komponenten eines visuellen Doppel
sterns werden mit dem Mikrometer ausgefiihrt. Man miBt den Abstand (in 



408 Stellarastronomie und Astrophysik. 

Bogensekunden) und den Positionswinkel der schwacheren Komponente, be
zogen auf die hellere. 1st die Bahnbewegung merklich, so andern sich Abstand 
und Positionswinkel, und ein kleinerer oder groBerer Teil der scheinbaren Bahn
bewegung wird bekannt. Einige Doppelsterne hat man wahrend mehrerer Um
laufe der einen Komponente urn die andere verfolgen konnen. Fur nicht zu enge 
Paare benutzt man auch mit Vorteil photographische Aufnahmen fUr die 
Positionsmessungen. 

Visuelle Doppelsterne werden jetzt solche Sternpaare genannt, bei denen die 
scheinbare Entfernung zwischen den zwei Komponenten eine gewisse Grenze 
nicht ubersteigt, die man folgendermaBen festgesetzt hat. Fur zwei Sterne mit 
einer vereinten scheinbaren Helligkeit innerhalb der in der folgenden Tabelle 
genannten Grenzen sind die Grenzwerte der Distanz: 

m 

<2 
2-4 

d 

40" 
20 

m 

4-6 
6-9 

d 

10" 
5 

m 

9-11 
>11 

d 

3" 
1 

Bei dieser Wahl der Grenze erreicht man, daB nur sehr wenige optische 
Doppelsterne mitgenommen werden, wahrend die allermeisten physischen 
Doppelsterne die Bedingungen erfiillen werden. Die schwachen Sterne sind durch
schnittlich weiter entfernt; deshalb setzt man hier eine niedrigere Grenze des 
Winkelabstandes fest. Oft kann man auch bei Sternen, die in groBerem Winkel
abstand voneinander stehen, feststellen, daB sie physisch verbunden sind, namlich 
wenn sie gleiche Eigenbewegung zeigen. Naturlich muB die Eigenbewegung 
ziemlich groB sein, damit man sicher sein kann, daB die Dbereinstimmung inner
halb der Beobachtungsgenauigkeit nicht auf Zufall beruht. Den schwacheren 
Stern nennt man in solchen Fallen gewohnlich einen entfernten Begleiter. 

Man kennt etwa 20000 Doppelsternpaare, von denen die meisten eine kleinere 
Entfernung als 5" und viele eine kleinere Entfernung als 1" haben1 . Mit den 
groBten Fernrohren unserer Zeit kann man, wenn der Unterschied an Helligkeit 
nicht zu groB ist, Entfernungen bis zu 0".15 hinunter messen. 

Wenn ein System nur aus zwei Komponenten besteht, wird die relative 
Bewegung der einen in einer Ellipse mit der anderen im Brennpunkt vor sich 
gehen. Die Bahnebene kann naturlich jeden beliebigen Winkel mit der Gesichts
linie bilden, da aber die Projektion einer Ellipse wieder eine Ellipse ist, wenn 
auch mit anderen Brennpunkten, so wird auch die Bewegung am Himmel, die 
die eine Komponente eines Doppelsterns im Laufe der Zeit urn die andere aus
zufUhren scheint, eine Ellipse darstellen. Die Moglichkeit, die Elemente der 
wirklichen Bahn im Raume zu bestimmen, beruht auf den KEPLERschen Ge
setzen, nach denen die Bahnen Ellipsen sind, und die Flachengeschwindigkeit 
konstant ist sowohl in der wirklichen Bahn als auch in der projizierten Bahn. 
Die Umlaufszeit tritt hier als ein besonderes Element auf, da ihre Berechnung mit 
Hilfe der mittleren Entfernung die Kenntnis der Massen erfordert, und diese sind 
nicht a priori bekannt. Der Natur der Beobachtungen zufolge muB ein bedeutender 
Teil der Bahn durchlaufen sein, ehe die Berechnung ein zuverlassiges Resultat er
geben kann. In Systemen, die aus drei oder mehr Komponenten bestehen, von 
denen man auch Beispiele hat (vgl. S.436), wird die Bewegung komplizierter. 

1 Damit zwei Sterne mit dem bloBen Auge getrennt sichtbar sein konnen, muB die Ent
fernung mehrere Bogenminuten betragen. e Lyrae (etwas links von Wega) besteht aus zwei 
Stemen 5. GroBe mit der Entfernung 3'.5; es gehoren aber ungewohnlich gute Augen dazu, 
urn sie getrennt sehen zu konnen. IX Capricorni (ein gutes Shick unter Altair) besteht aus 
zwei Stemen von ungefahr 4. GroBe, mit einer Entfernung 6'.3; diese sind mit normal guten 
Augen getrennt zu sehen. 1; Ursae Majoris hat einen Stern 5. GroBe (Alkor) schein bar ganz 
nahe bei sich, die Entfernung betragt aber in Wirklichkeit 11 '.8. 
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Die Elemente der relativen Bahn der einen Komponente urn die andere sind 
also die folgenden (vgl. auch S. 161): 

U die Umlaufszeit. 
a die halbe groBe Achse der Bahnellipse in Bogensekunden. 
e die Exzentrizitat der Bahnellipse. 

D der Positionswinkel des aufsteigenden Knotens in bezug auf die Tangential
ebene der Himmelskugel flir den betrachteten Doppelstern. Dieser Winkel 
ist urn 180 0 unbestimmt, weil, wie man unmittelbar einsieht, die scheinbare 
Bahnbewegung zwei Bahnbewegungen im Raum, von denen die eine das 
Spiegelbild der anderen in bezug auf die Tangentialebene ist, entsprechen 
kann. Man weiB also nicht, ob ein Knoten der aufsteigende oder der ab
steigende Knoten ist. 

w die Lange des Periastrons (analog dem Perihel) von der Knotenlinie ge
rechnet. 

i die Neigung der Bahnebene gegen die Tangentialebene der Himmelskugel. 
T die Zeit des Periastrondurchgangs (analog der Perihelzeit). 

Die Bestimmung der Elemente einer Doppelsternbahn aus der beobachteten 
scheinbaren Bewegung ist eine geometrische Aufgabe. Die scheinbare Ellipse 
liege gezeichnet vor. Zunachst wird die Umlaufszeit aus den Beobachtungen 
bestimmt, entweder direkt als die Zeit eines vollen Umlaufs oder - mit Hilfe 
des FHichensatzes - aus der Zeit, die die Lrberstreichung eines bekannten Bruch
teils des Ellipsenareals erfordert. Die raumliche Bahn solI durch eine Parallel
projektion in der Richtung der Gesichtslinie auf die zur Gesichtslinie senkrechte 
Tangentialebene der Himmelskugel in die scheinbare Ellipse tibergehen. Man 
stelle sich einen elliptischen Zylinder auf der Ellipse der scheinbaren Bahn mit 
der Zylinderachse parallel zur Gesichtslinie vor. Auf diesem Zylinder muB die 
raumliche Bahn liegen. AIle Schnitte dieses Zylinders sind Kegelschnitte, aber 
nur einer ist eine Ellipse mit einem Brennpunkt, der durch die Parallelprojektion 
in die bekannte Lage des Hauptsterns - der ja im Brennpunkt der raumlichen 
Ellipse steht - tibergeht (genauer sind es zwei, die gegenseitig Spiegelbilder 
in bezug auf die Tangentialebene sind; vgl. oben). Diese Ellipse ist die gesuchte 
Bahnellipse, ihre Ebene die Bahnebene. Die Losung des geometrischen Problems, 
eine Schnittellipse mit dem Brennpunkt tiber einem gegebenen Punkt zu finden, 
kann auf verschiedene Weise geschehen, entweder graphisch oder rechnerisch. 

Man kennt tiber tausend Doppelsternpaare, flir die die Beobachtung eine 
physische Verbindung hat nachweisen konnen, aber nur flir etwas tiber hundert 
hat eine Bahnbestimmung ausgeftihrt werden konnen. Von diesen haben un
gefahr die Hiilfte Umlaufszeiten unter 100 Jahren. Die Exzentrizitat ist oft 
bedeutend, durcbschnittlich etwa 0.5. Die ktirzeste Umlaufszeit, 5.70 Jahre, 
hat man bei fJ Equulei, einem Stern 4. GroBe, gefunden, bei dem die Entfernung 
der Komponenten niemals 0".4 tibersteigt. ex Centauri ist ein Doppelstern, mit 
einer Umlaufszeit von 80 Jahren. Es sind naturgemaB Bahnen mit relativ kurzen 
Umlaufszeiten, die bestimmt werden konnten. 

Eine Statistik der vorliegenden Elemente zeigt, daB die Richtungen der 
Bahnnormalen und Apsidenlinien nach dem Zufall verteilt sind. Die Bahn
ellipsen scheinen mit groBerer Umlaufszeit immer mehr exzentrisch zu sein. 

Eine besondere Stellung nehmen Sirius und Procyon ein. Durch Vergleich 
von Meridianbeobachtungen aus verschiedenen Zeiten hatte BESSEL gefunden, 
daB die Eigenbewegung ftir diese beiden Sterne Veranderungen unterworfen war. 
Diese waren soIcher Art, daB der Stern eine periodische Bewegung urn einen 
naheliegenden Punkt zu haben schien, von dem er annahm, daB er der Schwer·· 
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punkt eines Doppelsternsystems sei, dessen andere Komponente dunkel oder 
zu schwach leuchtend ist, urn gesehen werden zu konnen. Auf Grundlage dieser 
Veranderungen der Eigenbewegung hat zuerst PETERS, spater AUWERS, die Bahn 
des Sirius urn den gemeinsamen Schwerpunkt berechnet. 1m Jahre 1862 fand 
der amerikanische Instrumentenbauer ALVAN CLARKE bei der Prufung eines 
neuen Fernrohrs einen kleinen Stern in einigen Sekunden Entfernung von Sirius. 
Es stellte sich heraus, daJ3 er in der Richtung des berechneten Schwerpunktes 
stand, und spat ere Beobachtungen haben gezeigt, daJ3 es wirklich die vermutete 
Komponente war. Die Umlaufszeit betragt 50 Jahre. Auch fUr Procyon be
rechnete AUWERS eine Bahn, und im Jahre 1896 gelang es, mit dem graJ3en 
Refraktor der Lick-Sternwarte einen Stern 13. GroJ3e in etwa 5" Entfernung 
und ungefahr in der Richtung des berechneten Schwerpunkts zu finden. Die 
Umlaufszeit betragt hier 39 Jahre. 

Von 100000 Stern en am nordlichen Himmel, die heller als 9. GroJ3enklasse 
sind, erwiesen sich bei einer Untersuchung 5400 als visuelle Doppelsternpaare. 
Von den mit bloJ3em Auge sichtbaren Sternen sind uber 10% visuelle Doppel
sternpaare. Von 27 Sternen naher als 5 parsec sind 8 visuelle Doppelsternpaare. 
Deshalb muJ3 angenommen werden, daJ3 ein erheblicher Bruchteil der Sterne 
Doppelsternpaare sind. Bei entfernten und lichtschwachen Systemen aber ist 
die Doppelsternnatur schwer nachweisbar. 

282. Die M assen der Komponenten in visuellen Doppelsternsystemen. Die 
mittlere Entfernung innerhalb eines Doppelsternpaares findet man in Winkel
maJ3 ausgedruckt, z. B. in Bogensekunden (a"). Fur einige wenige Doppelsterne 
mit bekannten Bahnen kennt man indessen auch die Parallaxe, und fUr diese 
konnen die Dimensionen der Bahn auch in linearem MaJ3 ausgedruckt werden. 
Das Verhaltnis zwischen der mittleren Entfernung a" und der (in Sekunden 
ausgedruckten) Parallaxe ergibt namlich die mittlere Entfernung a in Einheiten 
des Erdbahnradius. So ist fUr i¥ Centauri a" = 17".66, n = 0".76, also a =23.2, 
d. h. etwas groJ3er als die Entfernung des Uranus von der Sonne. In so1chen 
Fallen kann man auch die Gesamtmasse des Doppelsterns in Einheiten der 
Sonnenmasse berechnen. Wir hatten auf S. 212 die folgende Gleichung (46): 

U; M + m ai 
[}2 = -M 1 -tml • a3- • 

(1) 

Bezeichnen wir mit Ml und m1 die Massen der Sonne und der Erde, mit a1 

die halbe groJ3e Achse der Erdbahn und mit U1 die Umlaufszeit der Erde, ferner 
mit M und m die Massen der beiden Komponenten in einem Doppelsternsystem, 
mit a die halbe groJ3e Achse und mit U die Umlaufszeit dieses Systems, dann 
konnen wir Ml = 1, m1 = 0 (im vorliegenden Problem mit hinlanglicher Ge
nauigkeit), U1 = 1 und a1 = 1 setzen. Wir erhalten dann: 

(2) 

wo die Einheiten fUr Masse, Umlaufszeit und Lange sind: die Masse der Sonne, 
das Jahr und die halbe graJ3e Achse der Erdbahn. 

Aus (2) ersieht man auch, daJ3 n bestimmt werden kann, wenn die Gesamt
masse als bekannt vorausgesetzt wird, und daJ3 ein Fehler in der Masse ver
kleinert in 7l eingeht. Mit M + m = 2 erhalt man ziemlich gute Parallaxen. 
Noch bessere Resultate werden erzielt, wenn die Masse-Leuchtkraft-Relation 
(vgl. S. 398) zur Abschiitzung der Massen benutzt wird. In dieser Weise be
stimmte Parallaxen werden dynamische Parallaxen genannt. 

1st die Bewegung der Komponenten urn den gemeinsamen Schwerpunkt 
(durch Messungen re1ativ zu Sternen in der Umgebung) bekannt, so kann man 
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aus dem Verhaltnis zwischen den Dimensionen der Bahnen das Massenverhaltnis 
und also die Massen jede fiir sich bestimmen. Die folgende Tafel zeigt einige 
in dieser Weise bestimmte Massen: 

283. Die Lage der Komponenten 
visueller Doppelsterne im RUSSELL
Diagramm. Es ist eine wichtige 
Frage, ob die Eigenschaften der 
Komponenten visueller Doppelsterne 
mit den allgemeinen Eigenschaften 
der gewohnlichen Sterne iiberein

Sirius 
Procyon . 
IX Centauri 
Kruger 60 

Stern 
Massen der Kompo
nenten in Einheiten 

der Sonnenmasse 

2.6; 0·9 
1.2; 0.4 
1.1; 0.9 
0.3; 0.14 

stimmen oder ob mit der Doppelsternnatur irgendwekhe Besonderheiten im 
Aufbau des Sterns verkniipft sind. Wie im § 272 wollen wir die Sterneigen
schaften durch das RUSSELL-Diagramm ausdriicken. Die Frage ist also, ob die 
Komponenten von visuellen Doppelsternen eine ahnliche Verteilung im RUSSELL
Diagramm zeigen wie normale Sterne. 

Die Bestimmung des Spektraltypus ist bei visuellen Doppelsternen eine 
schwierigere Aufgabe als bei gewohnlichen Stemen, weil die beiden Spektren 
sich leicht iiberlagern. Es ist jedoch moglich, zuverlassige Bestimmungen zu 
erhalten, wenn der Winkelabstand mehr als etwa 2" bei gleich hellen Kompo
nenten betragt. Bei ungleich hellen Komponenten muB der Winkelabstand 
groBer sein. So ist die Aufnahme des Spektrums von Sirius B, der 10 GroBen
klassen schwacher als Sirius A ist, eine sehr schwierige Aufgabe, trotzdem der 
Winkelabstand etwa 10" ist. 

Die absolute Helligkeit kann bei bekannter Parallaxe in der gewahnlichen 
Weise aus der scheinbaren Helligkeit berechnet werden. Es liegt fiir visuelle 
Doppelsterne eine Anzahl fiir diesen Zweck geniigend genauer direkt bestimmter 
Parallaxen vor (ein nicht unerheblicher Teil der nachsten Sterne sind ja visuelle 
Doppelsterne). Ferner steht eine Anzahl geniigend zuverlassiger dynamischer 
Parallaxen (vgl. S.410) zur Verfiigung. 

Das Ergebnis der Untersuchungen in dieser Richtung ist, daB die Kompo
nenten der visuellen Doppelsterne sich durchaus wie normale Sterne verhalten: 
die groBe Mehrzahl gehart der Hauptserie an, eine Anzahlliegt urn den Riesenast, 
verhaltnismaBig sehr wenige sind B-Sterne und Obergiganten; Unterriesen sind 
wahrscheinlich in maBiger Anzahl vorhanden. SchlieBlich sind weiBe Zwerge 
wahrscheinlich gar nicht selten unter den visuellen Doppelsternen. In der Tat 
sind drei der fiinf bekannten weiBen Zwerge Doppelsternkomponenten. Als 
Doppelsternkomponenten fallen weiBe Zwerge auf, weil sie trotz ihrer weiBen 
Farbe sehr lichtschwache Begleiter sind. 

Dies Ergebnis ist von groBer Wichtigkeit, denn es rechtfertigt die Verallge
meinerung, die wir gemacht haben, indem wir die bei Doppelsternen bestimmten 
Massen als fiir normale Sterne typisch angesprochen haben (vgl. § 275). 

Mit wenigen Ausnahmen liegen die Komponenten von Doppelsternen also 
urn die Linie der Hauptserie oder urn ihre Fortsetzung in den Riesenast. Dies 
bedeutet, daB im allgemeinen zwei Doppelsternkomponenten gleicher scheinbarer 
Helligkeit und folglich - da der Abstand praktisch derselbe ist - auch gleicher 
absoluter Helligkeit annahernd gleiches Spektrum haben werden. Diese Folge
rung hat man durch die Beobachtungen weitgehend bestatigt gefunden. 

Wie man ferner sieht, ist zu erwarten, daB von zwei Zwergsternkompo
nenten die scheinbar hellere die graBere Flachenhelligkeit und die hahere effektive 
Temperatur und ein entsprechend gegen A verschobenes Spektrum haben wird, 
wahrend umgekehrt bei zwei Riesensternkomponenten die scheinbar hellere die 
niedrigere effektive Temperatur und ein entsprechend gegen M verschobenes 
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Spektrum haben wird. Oder anders ausgedruckt, es ist zu erwarten, daB die 
Verbindungslinie der Bildpunkte der beiden Komponenten im RUSSELL-Diagramm 
bei zwei Riesensternen von oben nach unten nach links geht, der Neigung des 
Riesenastes entsprechend, wahrend sie bei zwei Zwergsternen von oben nach 
unten nach rechts geht, entsprechend der Neigung der eigentlichen Hauptserie. 
In vielen Fallen ist es auch bei ziemlich ungenauer Parallaxe doch moglich, 
zu unterscheiden, ob man es mit einem Riesenpaar oder einem Zwergpaar zu 
tun hat, und in diesen Fallen hat man auch diese Folgerung durch Beobachtungen 
bestatigen konnen. Bei Doppelsternen, von denen die eine Komponente ein 
Riesenstern, die andere ein Zwergstern ist, gilt keine einfache Regel. Dieser Fall 
kommt seltener vor. 

Man hat Doppelsternbeobachtungen mit Erfolg zur Festlegung der Linie der 
Hauptserie und des Riesenastes benutzen konnen. Die Methode ist die folgende: 
Man bestimmt die Differenz der scheinbaren Helligkeit der Komponenten. Die 
Differenz der absoluten Helligkeiten ist dieselbe. Ferner stellt man die Spektral
klasse der beiden Komponenten fest. Man hat dann gewissermaBen eine be
stimmte Sehne der gesuchten Kurve gefunden, und aus einer groBen Anzahl 
solcher Sehnen laBt sich die Form der Kurve genau ermitteln. Man kann das 
Material auch rechnerisch behandeln, indem man die Kurve durch eine Tabelle 
wie die Tabelle auf S.393 ersetzt. Jedes Komponentenpaar liefert dann eine 
Gleichung zwischen den Zahlen in der Tabelle. Aus diesem Beobachtungsmaterial 
laBt sich selbstverstandlich nur die Form der Kurve ermitteln, nicht ihre ab
solute Lage im RUSsELL-Diagramm. Diese muB mit Hilfe von bekannten Par
allaxen bestimmt werden. 

284. Spektroskopische Doppelsterne sind eine Klasse Doppelsterne, die man 
erst seit etwa 4 Jahrzehnten kennt. Die Komponenten stehen bei diesen Doppel
sternen zu dicht zusammen, urn einzeln gesehen werden zu konnen, selbst mit 
den groBten Fernrohren; die fUr Doppelsterne charakteristische Bewegung aber 
gibt sich, in der Komponente in der Richtung der Gesichtslinie, durch eine 
periodische Verschiebung der Spektrallinien zu erkennen. 

Der zuerst entdeckte spektroskopische Doppelstern ist \:1 Ursae majoris (\:1 im 
GroBen Baren), der als solcher von E. C. PICKERING erkannt wurde, ungefahr zur 
selben Zeit, als VOGEL eine veranderliche Radialgeschwindigkeit fUr Algol (1888) 
nachwies. Die Umlaufszeit fUr \:1 im GroBen Baren betragt ungefahr 20 Tage. 

Man kennt uber 1000 spektroskopische Doppelsterne. Die Umlaufszeit, die 
fUr etwa 300 hat bestimmt werden konnen, betragt meistens einige Tage. 

Sind die beiden Komponenten ungefahr gleich hell, so sind im Spektrum die 
Spektrallinien beider Komponenten sichtbar. Fast immer sind in diesem Fall 
die Spektren der Komponenten ungefahr gleich. Infolge der Bahnbewegung 
sieht man dann zu gewissen Zeiten aIle Linien doppelt. Die GroBe der Auf
spaltung variiert regelmaBig im Laufe der Periode, zweimal in jeder Periode 
fallen die Linien der beiden Komponenten zusammen. 

Oft ist die eine Komponente soviel heller als die andere, daB die Linien der 
schwacheren Komponente nicht sichtbar sind. (1m allgemeinen sind die Linien 
der schwacheren Komponente unsichtbar, wenn der Helligkeitsunterschied uber 
zwei GroBenklassen betragt). 

Durch ausgedehnte MeBreihen kann man die Art der periodischen Schwan
kung der Radialgeschwindigkeit feststellen. Nimmt man in einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem die Zeit als Abszisse, die Radialgeschwindigkeit als Ordinate 
und zeichnet eine den Beobachtungen entsprechende Kurve fUr eine volle Periode, 
so erhalt man eine Radialgeschwindigkeitskurve, die die Schwankungen graphisch 
darstellt (vgl. Abb. 160). 
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Sind die Linien beider Komponenten sichtbar, so kann man die relative 
Geschwindigkeit aus den Aufspaltungen bestimmen, ohne daB man die genauen 
Wellenlangen der Linien zu bestimmen braucht. Bei groBen Aufspaltungen (also 
groBen relativen Geschwindigkeiten) kann man dann Aufnahmen mit dem Ob
jektivprisma benutzen. Sollen die Bewegungen jeder Komponente fur sich be
stimmt werden, so sind genaue Wellenlangenbestimmungen durch Vergleich mit 
einem irdischen Vergleichsspektrum unumganglich. 1st nur ein Spektrum sicht
bar, so ist ein Vergleichsspektrum immer notwendig. 

285. Der Spektraltypus der spektroskopischen Doppelsterne. Spektroskopische 
Doppelsterne sind fUr aIle Hauptklassen der HARvARD-Klassifikation bekannt. 
Die nebenstehende Tafel zeigt 
die Verteilung der spektro
skopischen Doppelsterne uber 
die Spektralklassen. 

Die Zahl der spektro
skopischen Doppelsterne der 
Spektralklassen 0 und B bis 
A 3 ist auffallend groB. Die
jenigen Sterne, die auf ver
anderliche Radialgeschwindig
keit untersucht worden sind, 
sind uberwiegend scheinbar 

Spektralklasse 

o 
BO-B7 
BS-A4 
A5-F4 
F5-G4 
G5-K4 
K5-MS 

Anzahl 

27 
201 
358 
111 
124 
151 

30 
1002 

Relative 
Anzahl 

3% 
20 
36 
11 
12 
15 

3 

Relative Anzahl bei 
nonnalen Stemen 
heller als Sm.2S 

0.3% 
9 

27 
12 
12 
30 
10 

hellere Sterne (m < 6m), und unter diesen sind ja die Spektralklassen 0 und B 
nicht selten (vgl. § 273), jedoch sind die Zahlen fUr normale Sterne, wie die Tafel 
zeigt, erheblich kleiner als die Zahlen fUr die spektroskopischen Doppelsterne. 

Diesen Sachverhalt kann man noch naher verfolgen. Man kann sich die 
Aufgabe stellen, den Bruchteil, den die spektroskopischen Doppelsterne von allen 
Sternen ausmachen, fUr die verschiedenen Spektralklassen festzustellen. Nach 
dem Gesagten wird man erwarten, daB dieser Bruchteil fUr die Spektralklassen 0 
und B besonders hoch ist. Dies ist in der Tat der Fall. Unter den 0- und B-Sternen 
heller als 6m sind etwa die Halfte spektroskopische Doppelsterne. Auch diese 
helleren Sterne sind nicht vollstandig untersucht, so daB der Bruchteil noch 
hoher, vielleicht 2/3, sein mag. Fur die Spektralklassen A, F, G, K und M sind 
die Bruch teile geringer: zwischen 1/10 und 1/20 , 

Unter den bekannten Sternen naher als 5 parsec (vgl. § 307) sind keine spektro
skopischen Doppelsterne vorhanden,. unter den (etwa 100) bekannten Sternen 
naher als 10 parsec sind zwei Sterne spektroskopische Doppelsterne. Die Sterne 
der Hauptserie sind also relativ selten spektroskopische Doppelsterne. 

Etwa 20% der bekannten spektroskopischen Doppelsterne zeigen die Spektra 
beider Komponenten. Fur die Spektraltypen 0, B, A, Fund G sind es 20 bis 30% , 
fUr die Spektralklassen K und M fehlen Sterne mit zwei Spektren fast ganz. 

286. Bestimmung der Bahnelemente spektroskopischer Doppelsterne. Aus der 
Radialgeschwindigkeitskurve konnen die Elemente der Bahnbewegung bestimmt 
werden. Wir betrachten zunachst den Fall, daB die Bewegung einer Komponente 
in bezug auf den Schwerpunkt untersucht werden soIl. 

Die Elemente der Bahnbewegung sind die gleichen wie im Fane eines visuellen 
Doppelsterns. Nur falIt hier das Element Q fort, da an der Radialgeschwindigkeits
kurve ja nichts geandert wird, wenn man zu einem anderen Q durch eine Drehung 
urn die Gesichtslinie ubergeht. Ferner kommt als neues Element die Radial
geschwindigkeit V des Schwerpunkts des Systems in bezug auf die Sonne hinzu. 

Wir betrachten die Bahnbewegung urn den Schwerpunkt in einem Koordi
natensystem mit der Z-Achse parallel der Gesichtslinie, mit der positiven Richtung 
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von dem Beobachter weg gerichtet. Die Radialgeschwindigkeit der betrachteten 
Komponente in bezug auf die Sonne ist gleich der Summe der Radialgeschwindig. 
keit des Schwerpunkts und der Projektion der Geschwindigkeit in der Babn
bewegung um den Scbwerpunkt auf die Z-Achse: 

dz 
R.G. = V +dt' (1) 

Die Projektion der Geschwindigkeit auf die Z-Acbse ergibt sich nacb den 
Gleichungen des Zweikorperproblems. Zuerst wollen wir die z-Koordinate durch 
die Elemente ausdrucken und dann die gefundene Gleichung nach der Zeit 
differenzieren. Wir benutzen in den Berechnungen die fruheren Bezeichnungen 
(vgl. S. 202 bis 230). Die polaren Koordinaten in der Bahn in bezug auf den -
im Brennpunkt der Bahnellipse befindlichen - Schwerpunkt seien wie gewohnlich 
r und v. Wir suchen die Projektion des Radiusvektors auf die Z-Achse. Den 
Radiusvektor zerlegen wir in zwei Komponenten, nach der Knotenlinie (X) und 
der Senkrechten auf der Knotenlinie (Y) in der Bahnebene [Winkel (X) --+ (Y) 
gleich + 90 0]. Die Knotenlinie steht senkrecht zur Z-Achse, die Komponente 
nach der Knotenlinie fallt also bei der Projektion fort. Die andere Komponente ist: 

rcos(w + v-90°) = rsin(w + v). (2) 

Es ist ja der Winkel zwischen Knotenlinie und Periastron gleich w, der 
Winkel zwischen Knotenlinie und Radiusvektor gleich w + v und also der Winkel 
zwischen der Senkrechten zur Knotenlinie und dem Radiusvektor w + v-90°. 
Der Winkel zwischen der Senkrechten zur Knotenlinie und der Z-Achse ist 
gleich 90 ° - i, so daB man schliel3lich fUr z: 

z = r sin (w + v) sin i 

erhalt [vgl. auch die letzte Formel (55) auf S. 215J. 
Durch Differentiation dieser Gleichung findet man: 

dz dr. ( ) . . ( ) . . dv 
lit = lit sm w + v sm z + r cos w + v sm z d t . 

(3) 

(4) 

Die GroBen ~: und~-T konnen aus den Gleichungen des Zweikorperproblems 

gefunden werden. Es gilt (vgl. S. 214 und 230): 

und: 

a (1 - e2 ) r = -~ -- ---~-

1 + e cosv 
dv --

r2 - = /Ja21/1 - e2 
dt {''' r ' 

wo: 
2n 

ft= U' 

Aus (5) erhalt man durch Differentiation: 

d r a (1 - e2 ) • d v 
- eSlnv-

dt (1 + e COSV)2 dt ' 

und aus (8) mit Hilfe von (5): 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

dr r2 . dv 
-- = ~~.---- e smv --- (9) 
d t a (1 - e2 ) d t . 

Mit Hilfe von (9) kann man ~: durch -~~ ausdrucken, und au,> (6) hat man ~~-. 
Setzt man (9) in (4) ein, erhalt man: 

d z e sin i. . ( ) 2 d v ., ( ) 1 2 d v -de a(1_e2)smv.smw+v.r Iit+smz.cosw+v 'r,r lit· (10) 
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Setzt man in (10) den Wert von r2 ~~ nach (6) und den Wert von ~ nach (5) 
ein, so ergibt sich: r 

dz pasini ., pasini 
de = ,/~esmvsm(w + v) + c= (1 + ecosv) cos(w + v), 

ri-e2 ~i-e2 

Benutzt man in (11) die Identitat: 

sin v sin (w + v) + cosv cos (w + v) = cos (w + v - v) = cosw , 
so erhalt man schlieBlich: 

dz pa sini { 
~-d-t = ~ cos (w + v) + e cosw } , 

f 1 - e2 

Fur die Radialgeschwindigkeit hat man nach (1) und (12): 

pa sini 
RG. = V + ,;-:;---::0 { cos(w + v) + ecosw} 

r 1 - e2 

oder: 
RG. = V + K {cos(w + v) + e cosw}, 

wo: 

(11 ) 

(12) 

( 13) 

(14) 

K = pa sini . (14a) 
Vi - e2 

In die Gleichung fUr die Radialgeschwindigkeit gehen die Elemente a und i 
nur in der Kombination a sin i ein. Aus der Radialgeschwindigkeitskurve kann 
man also diese beiden Elemente nicht jedes fur sich bestimmen, sondern eben 
nur die Kombination a sin i. 

Die Gleichungen (13) bzw. (14) und (14a) drucken den Zusammenhang 
zwischen der Radialgeschwindigkeitskurve und den Elementen aus. Mit Rilfe 
dieser Gleichung kann man aus der Radialgeschwindigkeitskurve die Elemente 
bestimmen. 

Das Element V ergibt sich unmittelbar aus der folgenden Uberlegung. Nach 
einer vollen Periode muB die betrachtete Doppelsternkomponente in dieselbe 
Lage in bezug auf den Schwerpunkt zuruckgekommen sein, insbesondere muB z 
wieder denselben Wert haben. Die Totalanderung von z wahrend einer Periode 
ist also Null: t+U 

Zt+U- Zt = r~; dt = O. (15) 
i 

Setzt man in (1) die Gleichung (15) ein, so erhalt man: 
t+U 

oder: 

i (RG, - V)dt = 0 
"/ 

t+U 
1 . 

V = 11./ RG. dt, 
t 

(16) 

V ist also der zeitliche Mittelwert der Radialgeschwindigkeit. Zeichnet man 
im Radialgeschwindigkeitsdiagramm eine horizontale Linie in der Rohe Vein, 
so sind die Abstande der Radialgeschwindigkeitskurve von dieser Linie: 

dz 
RG. - V = de' 

Nach (15) ist das mit Vorzeichen gerechnete Areal zwischen der Radial
geschwindigkeitskurve und der V-Linie also Null. Die numerischen Werte der 
Areale uber und unter der V-Linie sind also gleich. Dies ergibt eine bequeme 
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Methode zur FestIegung der V-Linie mit Rilfe eines Planimeters, wenn die 
Radialgeschwindigkeitskurve gezeichnet vorliegt (vgl. Abb. 160). 

Die tibrigen Elemente ergeben sich wie folgt. Aus (14) ersieht man, daB der 
groBte Wert von RG. erreicht wird, wenn: 

t1 ~Jl 

Km 
+1. 

cos (co + v) =+1 

'I ./ 

}1 
h 

\Jcnse 

ist, also im aufsteigenden Knoten, und daB 
der maximale Wert der RG.: 

\ 61- \ 
I Net/iulnnle \ 

(RG.)Max. = V + K + Ke cosco (17) 

-1. 

6n V \ 
ist. Ebenso hat die RG. ihren kleinsten Wert, 
wenn: 

cos (co + v) =-1 \ 
-J, '0 

PI 
'" ist, also im absteigenden Knoten. Der kleinste 

Wert der RG. ist: -v, rz 
() ¥ 8 12 76 20 29 28 

rage 
Abb. 160. Radiaigeschwindigkeitskurve. 

(RG.}Min. = V - K + Ke cosco. (18) 

Die Differenz der beiden Extreme, die Am
plitude der Radialgeschwindigkeitskurve, ist nach (17) und (18): 

Amplitude = 2 K . (19) 

Die Elementenkcmbination K [vgl. (14a)] kann also unmittelbar als die 
halbe Amplitude der Radialgeschwindigkeitsschwankung gefunden werden. Fer
ner ist: 

(R G ) (RG·hr.x. + (RG·hIin. V + K . . Med. = 2 = e cos co . 

Da V schon bekannt ist, findet man aus (20) die GroBe K e cosco . 
1m Periastron ist: 

und: 
v = 0°, cos (co + v) = cosco 

(RG.)Per. = V + K cos co + Ke cos co = (RG')Med. + K cos co . 

1m Apastron ist: 

und: 
v = 180°, cos (co + v) =-cosco 

(RG')AP. = V - K cos co + Ke cosco = (RG.)Med. - K cos co . 

(20) 

(21) 

(22) 

Aus (21) und (22) ersieht man: Legt man im Radialgeschwindigkeitsdiagramm 
eine Linie, die vom Maximum und Minimum der Kurve gleich weit liegt, die 
Mediallinie (vgl. Abb. 160), so liegen die Punkte, die dem Periastron und dem 
Apastron entsprechen, in gleichem Abstand tiber und unter dieser Linie. Der 
Abstand ist gleich K [ cos co [. 

Geht man also von einem Schnittpunkt der Mediallinie mit der Radial
geschwindigkeitskurve aus und betrachtet Punkte auf der Kurve mit gleicher 
Rohe tiber und unter der Mediallinie in immer groBerem Abstand vom Schnitt
punkt, so kommt man schlieBlich auf die dem Periastron und dem Apastron 
entsprechenden Punkte, namlich wenn der zeitliche Abstand gerade gleich der 
halben Periode ist. So bestimmt man Periastron und Apastron. Dabei ent
spricht dem Periastron derjenige der beiden Punkte, wo die A.nderung der Radial
geschwindigkeit die groBere ist. Differenziert man namlich (14), erha1t man: 

:t (RG.) = - K sin (co + v) ~~ (23) 
d. h.: 

(24) 
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und: (1t (RG·)tp. = K sinw (~~ )AP' ' (25) 

und nach dem Flachensa tz ist die Winkelgeschwindigkeit im Periastron am graBten. 
AuBer der Zeit des Periastrondurchgangs ermittelt man hiermit die GraBe 

K cosw, die also positiv oder negativ ist, je nachdem das Periastron oberhalb 
oder unterhalb der Mediallinie liegt. 

Da jetzt K, K cosw und Ke cosw [vgl. (20)J bekannt sind, so findet man 
unmittelbar cosw und e. Den Quadranten von w findet man leicht, da nach (24) 
die Radialgeschwindigkeit im Periastron abnimmt oder zunimmt, je nachdem 
sinw positiv oder negativ ist. 

1st cosw nahe gleich 1, so wird die Bestimmung von w ungenau. Es ist aber 
auch maglich, aus den Eigenschaften der Radialgeschwindigkeitskurve sinw zu 
bestimmen, was man in diesem FaIle tun wird. Hierauf gehen wir jedoch nicht 
weiter ein. 

AIle direkt bestimmbaren Elemente sind jetzt bekannt: 
die Umlaufszeit U und damit ~u~h die mittlere tagliche Bewegung fl = 2;; 
die halbe Amplitude K = ~~ ; 
die Periastronzeit T; r 1 - e2 

die Exzentrizitat e; 
die Periastronlange w. 
Schlief31ich findet man aus K, p, und e die Elementenkombination a sm ~. 
Sind nur die relativen Radialgeschwindigkeiten der beiden Komponenten 

bekannt, so kann man in ahnlicher Weise die Elemente der relativen Bahn be
stimmen. Indem wir die GraBen der absoluten Bewegung der helleren Kompo
nente mit dem Index 1 bezeichnen, die GraBen der absoluten Bewegung der 
schwacheren Komponente mit dem Index 2, lautet (13) fUr die absoluten 
Bewegungen der beiden Komponenten: 

,u a1 sini { 
(KG.)}= V + I cos(w + v) + ecosw} = V + Kl {cos(w + v) + ecosw} 

t 1 - e2 

,u a sin i { { (KG')2= V+ . 2 . -cos(w+v)-ecosw}=V+K2 -cos(w+v)-ecosw}. 
y 1 - e2 

Dabei haben wir von dem Umstand Gebrauch gemacht, daB die Elemente V, 
i und e fUr die beiden Bahnen gleich sind, und daB W 2 = 180 0 + WI ist (vgl. § 179). 
Hiermit erhalt man fiir die relative Radialgeschwindigkeit: 

,u (al + a2 ) sini { } 
(KG.)re!. = (KG')l - (RG')2 = V cos (w + v) + e cosw 

1 - e2 

= (Kl + K 2) {cos (w + v) + ecosw} = K re!. {cos (w + v) + e cosw}. (26) 

Diese Gleichungen sind dieselben wie (13) bzw. (14), nur tritt die halbe 
groBe Achse der rela ti yen Bahn auf und V ist fortgefallen. 

Die Bestimmung der Elemente verlauft in genau derselben Weise wie vorher. 
Schlief31ich erhalt man dieselben Elemente wie vorher mit der Ausnahme, daB V 
fehlt, und daB die halbe groBe Achse der relativen Bahn erhalten wird. 

287. Bestimmung der Massen spektroskopischer Doppelsterne. Hat man die 
Elemente der Bahnbewegung beider Komponenten eines spektroskopischen 
Doppelsterns aus den Radialgeschwindigkeitskurven bestimmt, so kennt man 
die folgenden GraBen: 

a} s~n ~ fiir die Bewegung der Komponente mit der Masse ml 
a2 SIn 't "" " " " "" m2 

U die fiir beide Bewegungen gleiche Umlaufszeit. 

Stromgren, Lehrhuch der Astronomie. 27 
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Daraus kann man SchHisse in bezug auf die Massen m] und m2 (die in Doppel
sternproblemen gebrauchliche Bezeichnung) ziehen. Erstens ist (vgl. S. 229) : 

a1 sini 
a2 sin i . 

Ferner gilt [vgl. (100), S. 229J: 

2n k '~-( m 2 )3,2 
fi = 7T = ai/2 ym1 + m2 ml + m2 ' 

oder umgeordnet: 

( 1) 

(2) 

(m1 + m 2) = (2~"y ;~ (1 + :~t. (3) 

In (3) ist U bekannt und m1 findet man nach (1). Die halbe groJ3e Achse a1 m2 

ist aber unbekannt. Multipliziert man (3) beiderseits mit sin3 i, erhalt man: 

( + ) . 3' _ (2"')2 (a l sini)3(1 + m1)3 m m sm t - - --"-- -
1 2 k U2 m 2 ' (4) 

Die rechte Seite ist nunmehr vollstandig bekannt. Multipliziert man noch 

mit _~1_ so erhalt man: 
ml + m 2 ' 

Analog gilt: 

m1 smt - k -----r]2- m --m-' . 3' _(2"')2 (aISini)3(1 + m1)3( 1 ) 
2 1 +_2 

m l 

2 k U2 m m 
m sin3i = (2:r)2 (a2 Sini)3(1 + m2)3( __ L_). 

1 1 +_1 
m 2 

(5) 

(5 a) 

Auch hier ist die rechte Seite bekannt. Die Massen selbst kann man aber 
nicht bestimmen, so lange die BahnnE'igung unbekannt ist. Aus den Gleichungen 
erhalt man Minimalwerte fur die Massen (sin i :=;;: 1) . 

Bei der Elementenberechnung erhalt man asini aus K [vgl. (14a), S.415J: 

a sin i = K Y1--=-f'2 ~- = K -V1'=--~ ~ . 
fl 2", 

Setzt man (6) in (1) em, so erhalt man: 

m 2 Kl 
ml K 2 ' 

Die Massen verhalten sich umgekehrt wie die Amplituden. 
Fuhrt man (6) und (7) in (4) ein, so ergibt sich: 

oder: 
(m +m)sin3i=_1_(K +K)3U(1-e2)3!2 

1 2 2 ",k2 1 2 . 

Ebenso wird (5): 

m sin3 i = _1_ K (K + K)2 U (1 _ e2)3!2 
1 2", k2 2 1 2 . 

Ganz analog gilt, wie man aus (7) und (10) ersieht: 

m2 sin 3 i = 2~k2 KI (KI + K2)2 U (1 - e2)3i2. 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

( 10) 

(11) 

Die GroJ3e der GAussschen Konstante k hangt von den benutzten Einheiten 
abo Am bequemsten ist es, K in Kilometern pro Sekunde und U in mittleren 
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Sonnentagen auszudrucken. Als Einheit der Masse benutzt man die Sonnen
masse. Mit diesen Einheiten hat man: 

m1 sin 3 i = 1.038 . 10-7 K2 (Kl + K 2) 2 U (1 - e2)3/2 
m2 sin3 i = 1.038· 10- 7 Kl (Kl + K 2) 2 U (1 - e2)3/2 (12) 

(ml + m2) sin3 i = 1.038.10-7 (Kl + K 2)3 U(1 - e2)3!2. 

Man sieht, daB fUr Sterne mit derselben Masse die Amplituden kleiner sind, 
je groBer die Umlaufszeiten sind. Fur Sterne mit derselben Umlaufszeit sind 
die Amplituden groBer, je groBer die Massen sind. 

Als Beispiel nehmen wir den spektroskopischen Doppelstern Capella. Bei 
Capella hat man fUr beide Komponenten Elemente bestimmt. Es ist: 

Hiermit findet man: 

Kl = 25.8 km sec- 1 

K2 = 32.5 km sec- 1 

U = 104.022 mittlere Sonnentage 
e = 0.0086. 

ml_ = 32.5 = 1.26 
m2 25.S 

m1 sin3 i = 1.19 
m2 sin 3 i = 0.94. 

Die Massen sind also jedenfalls groBer als 1.19 bzw. 0.94 Sonnenmassen. 
Mehr kann vorlaufig nicht behauptet werden, weil i unbekannt ist. Wir werden 
jedoch in einem folgenden Paragraphen sehen, daB man fUr das Doppelstern
system Capella auf anderem Wege die Bahnneigung i hat bestimmen konnen. 

1st bei zwei sichtbaren Spektren nur die relative Bahn ermittelt worden, 
so kann man nach (12) die Massenfunktion (ml + m2) sin 3 i ermitteln. Gelingt 
es auf anderem Wege, i zu bestimmen, so kann man die Summe der Massen, 
ml + m2 , finden. 

288. Die U mlaujszeiten und Bahnexzentrizitiiten der spektroskopischen Doppel
sterne. Die kurzesten Perioden, die bei spektroskopischen Doppelsternen bekannt 
sind, betragen etwa Od.3. Unten sind einige Daten fur W Ursae majoris zu
sammengestellt, einen spektroskopischen Doppelstern mit der Umlaufszeit Od.334: 

W Ursae majoris. 

Zwei Spektren sichtbar. Spektraltypus der Komponenten ungefahr gleich: GO. 

U = Od.334 
Kl = 134 km sec- 1 

K2 = 188 " 
e = 0.0 

a l sin i = 610000 km = 0.88 Sonnenradien 
a2 sin i = 860000 " = 1.24 

(a l + a2) sin i = 1470000 " = 2.12 
ml sin3 i = 0.65 Sonnenmassen 
1J12 sin3 i = 0.47 

m1 = 1.40. 
m2 

Nach diesen Zahlen handelt es sich hochstwahrscheinlich urn zwei sonnen
ahnliche Komponenten, die in sehr kleinem Abstand - einem Abstand von 

27* 
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der GraBenordnung eines Sonnenradius oder noch kleiner - umeinander kreisen. 
Wollte man den kleinen Wert von (a1 + a2) sin i durch eine kleine Bahnneigung i 
erklaren, so miiBte man auch Massen, die betrachtlich graBer als die Sonnen
masse sind, annehmen infolge des F aktors sin 3 i. Dann waren die Radien der 
Komponenten aber auch viel graBer anzunehmen. Z. B. wiirde man mit i = 30 0 

einen Abstand zwischen den Komponenten gleich 4.2 Sonnenradien haben und 
Massen gleich 5.2 bzw. 3.8. Die Komponenten waren dann Capellaahnlich statt 
sonnenahnlich (vgl. § 274), und ihr Radius ware iiber 10 Sonnenradien, also 
eine unmagliche Konfiguration. In einem der folgenden Paragraph en werden 
wir sehen, daB man auf anderem Wege diesen SchluB bestatigt gefunden hat. 

Es ist dann auch klar, daB fUr Komponenten dieser Spektralklassen eine 
wesentlich kiirzere Umlaufszeit unmaglich ist, da dann der entsprechende Ab
stand zwischen den Komponenten kleiner als die Summe der Radien der Kompo
nenten wird. Fiir andere Spektralklassen liegen die Verhaltnisse, wie wir gleich 
sehen werden, nicht viel giinstiger, zum Teil erheblich ungiinstiger, und wir 
kannen die beobachtete untere Grenze fiir die Umlaufszeiten also als eine not
wendige untere Grenze verstehen. 

Die Bedingung, daB die Summe der Radien kleiner sein muB als der kleinste 
Abstand zwischen den Mitte1punkten der Komponenten, ist allgemein: 

r1 + r2 < (a1 + a2) (1 - e) . (1) 

Indem wir den Fall, der die kiirzestmogliche Umlaufszeit ergibt, suchen, 
betrachten wir Kreisbahnen: 

r1 + r2 < a1 + a2 

e = O. 

Nach dem dritten KEPLERschen Gesetz ist [vgl. (2), S.410]: 

+ _ (al + a2)3 
m1 m2 - U2 ' 

wo die Einheiten die auf S. 410 genannten sind, oder: 

a1 + a2 = (ml + m 2) 1/3 U2/3 . 

Setzt man (3) in (1a) ein, so erhalt man: 

r1 + r2 < (ml + m 2)1/3 U2!3 , 

d. h. als Ungleichung fUr die Umlaufszeit: 

U> I/(yl+y;r. 
m l +m2 

(1 a) 

(2) 

(4) 

(5) 

Fiihrt man statt Jahr, Erdbahnradius und Sonnenmasse (vgl. S.410) die 
Einheiten mittlerer Sonnentag, Sonnenradius und Sonnenmasse ein, so wird die 
Gleichung: __ _ 

U> Od.1161/ h + Y2)3 • (5a) r mi + m 2 

Sind die beiden Komponenten gleich, so erhalt die Ungleichung (5 a) eme 
besonders einfache Form. Dann ist: 

(Yl + y 2)3 = (2 y l )3 = 4 ~ =! 
m l + m 2 2 ml ml (jl 

4 
(j2 ' 

wenn ~ die Dichte in Einheiten der Sonnendichte bedeutet. Die Ungleichung 
lautet dann: 

(6) 
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Dichtere Doppelsterne konnen also kiirzere Umlaufszeiten haben als weniger 
dichte. 

Sind die Komponenten nicht gleich, so kommt es auf einen gewissen (5 a) 
entsprechenden Mittelwert der Dichten an. 

Bei Zwergsternen der Klassen K und M sowie bei weiBen Zwergen konnte 
man wegen ihrer hohen Dichte (vgl. Abb. 159) noch kiirzere Umlaufszeiten als 
bei W Ursae majoris erwarten. Wegen ihrer geringen absoluten Helligkeit kom
men aber diese Sterne unter den helleren Sternen, die auf Veranderlichkeit der 
Radialgeschwindigkeit untersucht worden sind, fast gar nicht vor. In der Tat 
kennt man nur drei spektroskopische Doppelsterne unter den K-Zwergen und 
einen unter den M-Zwergen, einen entfernten Begleiter von IX Geminorum. Beide 
Komponenten sind im letztgenannten Falle M-Zwerge, die Umlaufszeit ist ziemlich 
klein, od.81, konnte allerdings noch erheblich kleiner sein, ohne daB der Ab
stand zwischen den Komponenten zu klein wiirde. 

Bei den 0- und B-Sternen sind die kiirzesten bekannten Umlaufszeiten etwas 
groBer als 1 Tag. Diese Sterne haben Dichten, die groBenordnungsmaBig 10-
bis 100mal kleiner als die Sonnendichte sind (Abb. 159 und § 294). Die untere 
Grenze fUr die Umlaufszeit liegt also 3- bis 10mal hoher als fUr sonnenahnliche 
Sterne. Die beobachtete untere Grenze von etwa 1 Tag ist also auch hier auf 
die besprochene geometrische Bedingung zuriickzufUhren. Die A- und F-Sterne 
nehmen in bezug auf die untere Grenze fUr U eine Zwischenstellung zwischen G
und B-Sternen ein, wie man erwarten muB. 

Die K- und M-Sterne unter den scheinbar hellen Sternen sind, wie erwahnt, 
mit wenigen Ausnahmen Riesen. Die Dichten der Riesen sind sehr gering (vgl. 
S. 398), von der GroBenordnung 1O- 3 bis 10-7• Man wird keine Umlaufszeiten unter 
etwa 10 Tagen erwarten, wahrscheinlich ist die Grenze fUr M-Sterne noch hOher. 
In der Tat trifft man hier auch nur solche verhaltnismaBig lange Umlaufszeiten. 

Umlaufszeiten von 1 bis 20 Tagen sind fUr alle Spektralklassen auBer K und M 
(s. oben) sehr haufig. GroBere Umlaufszeitm kcmmen fUr alle Spektralklassen 
vor, sind aber fUr ° und B und auch fUr A und F 
seltener, fUr G, K und M kommen sie haufig vor. 
Dieser Sachverhalt zeigt sich deutlich in der neben
stehenden Tabelle der mittleren Umlaufszeiten fUr 
die verschiedenen Spektralklassen. 

GroBe Umlaufszeiten kommen bei B-Sternen ver
einzelt vor. So hat der B-Stern X Aurigae eine Um
laufszeit von 655 Tagen. Diese Falle sind in der 
nebenstehenden Tafel nicht beriicksichtigt. 

Sp.ktralklasse 

o -B4 
B5-A4 
A5-F4 
F5-G4 
G5-K4 
K5-M7 

U 

24d 
18 
20 

110 
265 
962 

Die Bahnexzentrizitaten der spektroskopischen Doppelsterne sind meistens 
relativ klein. Nahezu die Halfte der spektroskopischen Doppelsterne mit be
kannten Bahnen hat Exzentrizitaten kleiner als 0.10, nur etwa 6% haben Ex
zentrizitaten iiber 0.60. Die mittlere Exzentrizitat ist ungefahr 0.2. 

Bei spektroskopischen Doppelsternen mit kurzer Umlaufszeit sind die Bahn
exzentrizitaten durchschnittlich kle~ner als bei denen mit groBer Umlaufszeit, 
ebenso wie bei visuellen Doppelsternen. Dies geht aus der folgenden Tabelle 
deutlich hervor, in der Mittelwerte von U und e einander gegeniibergestellt sind. 

(j e 
1d.3 0.09 
3·4 0.05 

U e 
12d.1 0.22 
49 0.32 

cf e 
172d 0.28 
791 0.33 

Bei den spektroskopischen Doppelsternen der Spektralklassen 0, B, A und F 
sind ja die Umlaufszeiten durchschnittlich kleiner als fUr G, K und M. Wegen 
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der Korrelation zwischen Umlaufszeit und Exzentrizitat wird man erwarten, 
daB bei den erstgenannten Stemen die Exzentrizitaten durchschnittlich etwas 
groBer sind als bei den letztgenannten. Dies ist auch der Fall, jedoch ist der 
Unterschied nicht so ausgesprochen, wie man erwarten durfte. Dieshangt mit einem 
anderen Umstande zusammen, namlich daB bei gleicher Umlaufszeit die Exzentrizi
taten bei G-, K- und M-Stemen etwas kleiner sind als bei 0-, B-, A- und F-Stemen. 

289. Die M assen der spektroskopischen Doppelsterne. Sind die Linien beider 
Komponenten sichtbar und liegen Elemente der Bahnbewegung vor, so ergibt sich 
gleich das Verhaltnis der Massen der beiden Komponenten. Nach (7) des vorigen 
Paragraphen hat man flir das Verhaltnis £¥ der Masse m2 (der schwacheren 
Komponente) zu der Masse m1 (der helleren): 

m2 Kl £¥=-=-
ml K 2 • 

Fur fast 100 spektroskopische Doppelsteme konnten Werte des Massen
verhaltnisses in dieser Weise bestimmt werden. Mit ganz wenigen Ausnahmen 
hat die hellere Komponente die groBere Masse. In den meisten Fallen ist das 
Massenverhaltnis nicht sehr von 1 verschieden. 1m Mittel ist £¥ = 0.75. Bei 
0-, B- und A-Stemen kommen kleinere £¥-Werte vor als bei den ubrigen Spektral
klassen, bis etwa 0.2 herab. 

1m allgemeinen wird man gerade erwarten, daB die Massen nicht sehr ver
schieden sind, weil ja die fielligkeiten ungefahr gleich sein mussen, damit man 
beide Spektren sieht. 

Auch bei zwei sichtbaren Spektren konnen die Massen ja nur bis auf einen 
im allgemeinen unbekannten, von der Bahnneigung abhangigen, Faktor be
stimmt werden. Unter der Annahme, daB die Bahnneigungen nach dem Zufall 
verteilt sind, kann man allerdings gewisse allgemeine Schlusse ziehen. Als wich
tigstes Resultat findet man, daB die 0- und B-Steme die groBten Massen haben. 

Wir werden jedoch sehen, daB es in einer nicht geringen Anzahl von Fallen 
moglich ist, die Bahnneigung auf anderem Wege zu bestimmen. Es sind dies die 
FaIle, wo gleichzeitig eine visuelle Bahnbestimmung vorliegt (vgl. § 290 und 291), 
sowie diejenigen FaIle, wo Bedeckungen der Komponenten stattfinden (vgl. § 294). 
In diesen FaIlen konnen dann die Massen direkt bestimmt werden. Die Resultate 
werden wir in einem der folgenden Paragraphen besprechen (§ 297). 

290. Visuelle Doppelsterne, bei denen Radialgeschwindigkeitsiinderungen be
obachtet worden sind. Der visuelle Doppelstem, der die kurzeste bekannte Um
laufszeit hat, ist !5 Equulei mit U = 5.70 Jahren (vgl. S. 409). Unter den spektro
skopischen Doppelstemen kommen Umlaufszeiten von mehr als 1 Jahr VOL 

Es ist deshalb naheliegend, zu untersuchen, ob nicht bei den visuellen Doppel
stemen mit den kurzesten Umlaufszeiten Anderungen in den Radialgeschwindig
keiten der Komponenten beobachtet werden konnen. 

Nach Gleichung (14a) S. 415 ist die halbe Amplitude der Radialgeschwindig
keitskurve durch den folgenden Ausdruck gegeben: 

K - ,uasini _ 2n asini (1) 
- Y 1 - e2 - U Y 1 - e2 • 

FUr die unten aufgefiihrten Doppelsteme mit relativ kurzer Umlaufszeit haben 
die visuellen Beobachtungen die folgenden Elemente ergeben: 

Stern 
U an 

I Erdba:nradien I 
K 

Jahre 
n 

km sec- 1 

~ Equulei . 5.70 0".27 0".064 4.2 0.39 99° 24 
IX Centauri 80.1 17 .66 o .76 23·2 0·52 79 10 
e Hydrae AB 15.3 o .23 o .022 10·5 0.65 50 21 
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Bei IX Centauri ist die Umlaufszeit nicht besonders klein; wegen der groBen 
scheinbaren Helligkeit beider Komponenten konnen die Radialgeschwindigkeiten· 
aber relativ sehr genau bestimmt werden. 

Mit diesen Elementen sind die K-Werte nach (1) berechnet. Die benutzten 
Parallaxen sind teils durch direkte Messungen bestimmt, teils sind es dynamische 
Parallaxen. 

Der Gang der Berechnung von Kist aus dem folgenden Beispiel (~Equulei) 
zu ersehen. Es ist: 

K = ~:~~ . 0\22 ·0.99 = 5.1 Erdbahnradien pro Jahr. 

Da aber (vgl. Anhang S. 506): 

1 Erdbahnradius pro Jahr = 4.74 km pro Sekunde, 
so findet man: K = 24 km pro Sekunde • 

Dies ist die halbe Amplitude in der relativen Bahnbewegung, da ja a die 
halbe groBe Achse der relativen Bahn ist. Der Wert von Kist so groB, daB 
die Radialgeschwindigkeitsunterschiede zwischen den Komponenten durch Be
obachtungen leicht festzustellen sein sollten. In der Tat hat man die Unter
schiede der Radialgeschwindigkeiten infolge der relativen Bahnbewegung durch 
Beobachtungen messen konnen. Die Beobachtungen ergaben: 

K = 31 km pro Sekunde . 

Mit Hilfe der visuellen Elemente kann K aus (RG.)re!. nach (26) S. 417 be
stimmt werden, ohne daB es notig ist, die Radialgeschwindigkeitskurve bzw. ihr 
Maximum und Minimum zu bestimmen. 

1st die Parallaxe n nicht sicher bekannt, so kann sie durch Vergleich der 
beiden K-Werte bestimmt werden: Man hat n so zu wahlen, daB zwischen den 
K-Werten Dbereinstimmung vorhanden ist. 1m obigen Fall hatte n = 0".048 
genaue Dbereinstimmung herbeigefUhrt. Die aus der Kombination der visuellen 
und spektroskopischen Daten gefundene Parallaxe ware also 0".048. Man kann 
den Sachverhalt auch so ausdriicken, daB aus den spektroskopischen Beob
achtungen a sin i folgt und aus den visuellen Beobachtungen die Bahnneigung i, 
so daB a in Kilometern oder in Erdbahnradien bekannt wird. Die Visuellen 
Beobachtungen geben a", und das Verhaltnis der beiden gibt die Parallaxe. 
1m folgenden Paragraphen findet man ein Zahlenbeispiel hierfiir. 

Bis jetzt sind fUr zehn visuelle Doppelsternsysteme Radialgeschwindigkeits
anderungen bzw. Radialgeschwindigkeitsunterschiede zwischen den beiden Kom
ponenten beobachtet worden. 

291. Beobachtung spektroskopischer Doppelsternsysteme mit dem Interferometer. 
Eine ahnliche lnterferenzanordnung wie die, die zur Bestimmung von Winkel
durchmessern von Fixsternen dient (vgl. § 255), kann fUr Doppelsternbeobachtun
gen benutzt werden, wenn die Komponenten annahernd gleich hell sind. Das 
Aussehen des lnterferenzbildes der beiden Komponenten hangt ab von der 
Distanz und dem Positionswinkel der Doppelsternkomponenten, gemessen relativ 
zur Distanz und zum Positionswinkel der freien Offnungen im benutzten Strahlen
gang. Es ist in der Tat moglich, mit Hilfe der lnterferenzanordnung Distanz 
und Positionswinkel von Doppelsternen zu messen. Unter Anwendung des groBen 
Mt. Wilson-Reflektors gelang es, mit dieser Methode hellere Doppelsterne zu 
messen, die mit dem Auge am selben Reflektor nicht getrennt werden konnten. 
So konnte die scheinbare Bahn von Capella (vgl. S.419) mit hoher Genauigkeit 
gemessen werden, obwohl die Distanz der Komponenten nur 0".05 betragt. Eine 
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Bahnbestimmung konnte nun ganz wie bei gew6hnlichen visuellen Doppelsternen 
erfolgen. Es liegt also bei Capella der im vorigen Paragraphen besprochene 
Fall vor. Die interferometrischen Beobachtungen ergaben i = 41 °.1. Damit 
erhalt man aus den spektroskopischen Daten (vgl. S. 419): 

m1 = 4.18 Sonnenmassen 

m2 = 3·32 
Die spektroskopischen Beobachtungen ergaben: 

a1 sin i = 36.8 Millionen Kilometer 
a2 sin i = 46.4 

Damit findet man jetzt: 

d. h. 

a1 = 56.0 Millionen Kilometer 
a2 = 70.6 

a1 + a2 = 126.6 

a1 + a2 = 0.847 Erdbahnradien . 

Mit dem interferometrisch bestimmten Wert fiir a": 

a" = 0".054 

findet man schlieBlich als Parallaxe fiir Capella: 

= 0".054 = 0" 06'1 
:n; 0.85 '.J' 

Dieser Parallaxenwert ist einer der sichersten, iiber die man iiberhaupt 
verfiigt. 

Der friiher erwahnte spektroskopische Doppelstern C1 Ursae majoris konnte 
ebenfalls mit dem Interferometer gemessen werden, trotzdem die Distanz nur 
0".01 betrug. 

292. Photometrische Doppelsterne. Wenn bei einem Doppelsternpaar die Ent
fernung zwischen den Komponenten im Verhaltnis zu ihren Radien nicht groB 
ist und gleichzeitig der Winkel zwischen seiner Bahnebene und der Richtung 
der Gesichtslinie klein ist, k6nnen Verfinsterungsphanomene auftreten. Von 
der Erde aus gesehen werden die beiden Komponenten in bestimmten Zwischen
raumen einander ganz oder teilweise bedecken. Das Resultat ist eine periodische 
Anderung in der Helligkeit des Doppelsternpaares (das als ein Stern erscheint), 
mit einer Periode gleich der Periode der Bahnbewegung. Ein Doppelstern, der 
sich auf diese Weise zu erkennen gibt, wird photometrischer Doppelstern oder 
Bedeckungsveranderlicher genannt. 

In § 288 haben wir gesehen, daB bei kurzperiodischen spektroskopischen 
Doppelsternen der Abstand zwischen den Komponenten von derselben Gr6Ben
ordnung ist wie die Radien der Komponenten. Man wird deshalb erwarten, 
daB ein Teil dieser Sterne photometrische Doppelsterne sind. Dies ist in der 
Tat der Fall. Etwa 50 spektroskopische Doppelsterne sind als photometrische 
Doppelsterne bekannt. Zu diesen geh6rt beispielsweise der in § 288 diskutierte 
spektroskopische Doppelstern W Ursae majoris. 

Man kennt iiber 500 photometrische Doppelsterne. Die meisten sind so licht
schwach, daB man Radialgeschwindigkeiten nicht hat bestimmen k6nnen. In 
diesen Fallen zeigt sich der Doppelsterncharakter also nur durch die periodischen 
Helligkeitsschwankungen. 

Abb. 161 veranschaulicht die Verhaltnisse bei einem photometrischen Doppel
stern schematisch. A lUld B sind die beiden Doppelsternkomponenten. Beide 
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bewegen sich urn den gemeinsamen Schwerpunkt. Fur einen Beobachter, den 
man sich weit unten in der Ebene des Papiers denken muB, wird A in der Stel
lung 1 sich entfernen; nach einem viertel Umlauf gelangt B vor A (Stellung 2), 
wodurch ein Minimum der Helligkeit zustande kommt, wahrend keine Bewegung 
in der Richtung der Gesichtslinie und keine Verschiebung der Spektrallinien 
stattfindet; in der Stellung 3 wird A sich nahern, und die Spektrallinien sind 
gegen das violette Ende verschoben. In der Stellung 4 gelangt A vor B, wo
durch die Helligkeit wieder ein Minimum erhalt, wahrend keine Bewegung in 
der Richtung der Gesichtslinie stattfindet. In der Regel ist A so viel heller 
als B, daB nur das Spektrum von A sichtbar ist. 
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Bedeckungen finden also zweimal in jeder Periode statt. 1st der Helligkeits
unterschied zwischen den Komponenten groB, so wird die Helligkeitsabnahme 
infolge der Bedeckung der dunkleren Komponente nur gering. In der Licht
kurve wird ein Hauptminimum und ein wenig tiefes Nebenminimum vorhanden 
sein. Das Nebenminimum ist ofters so flach, daB es bei nicht sehr genauen 
Messungen uberhaupt nicht wahrgenommen wird. 

Bei den meisten photometrischen Doppelsternen ist das eine Minimum flach. 
Dies entspricht ganz der Tatsache, daB bei den meisten spektroskopischen Doppel
sternen nur das Spektrum der einen Komponente sichtbar ist. Der bekannteste 
Stern dieses Typus ist Algol (fJ Persei). 

Zwischen den Bedeckungen ist die Helligkeit annahernd konstant. Kleinere 
Helligkeitsschwankungen sind vorhanden. Sie sind auf Reflexionseffekte zuruck
zufiihren. Nach Anfang einer Bedeckung nimmt die Helligkeit ab, indem ein 
immer groBerer Teil der hinteren Sternscheibe bedeckt wird. 1st die hintere 
Sternscheibe die kleinere, so kann eine totale Bedeckung eintreten. Dann wird 
die hintere Komponente eine Zeitlang vollkommen bedeckt bleiben, und wahrend 
dieser Zeit ist dann die Helligkeit konstant und gleicht der Helligkeit der vorderen 
Komponente. 1st die hintere Sternscheibe die gr6J3ere, so kann eine ringformige 
Bedeckung stattfinden. Dann wird von der hinteren Sternscheibe eine Zeitlang 
ein konstantes Areal bedeckt. 1st die hint ere Stern scheibe gleichmaBig hell, 
so wird auch in diesem Falle die Helligkeit wahrend dieser Zeit konstant bleiben. 
1st sie gegen den Rand etwas dunkler, so andert sich die Helligkeit etwas wahrend 
der ringformigen Bedeckung. Oft kommen nur partielle Bedeckungen VOL Dann 
ist kein konstantes oder fast konstantes Minimum vorhanden. Steht die Bahn
ebene senkrecht zur Tangentialebene der Himmelskugel fur den Stern, betragt 
also die Bahnneigung 90°, dann sind die Bedeckungen immer total oder ring
formig. Bei kleineren Bahnneigungen erhalt man meistens partie lIe Bedeckungen. 

Es gibt photometrische Doppelsterne, die wahrend der ganzen Periode, auch 
auBerhalb der Bedeckungen, starkere Helligkeitsanderungen zeigen. Diese wer
den fJ Lyrae-Sterne genannt, nach einem bekannten Vertreter dieses Typus. Die 
photometrischen Doppelsterne, die keine (oder nur geringe) Helligkeitsschwan
kungen auBerhalb der Bedeckungen zeigen, nennt man Algolsterne. 
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Bei den fJ Lyrae-Sternen sind die Komponenten einander so nahe, daB sie 
wegen der gegenseitigen Schwerewirkung von der Kugelform abweichen. Wahr
scheinlich rotieren die Komponenten in gebundener Rotation und sind in der 
Richtung der Verbindungslinie verlangert. Hierdurch wird die Helligkeit wahrend 
der ganzen Peri ode veranderlich. Sind die Komponenten gleich oder fast gleich, 
so werden die Verhaltnisse nach einer halben Periode wieder nahe die gleichen. 
Sterne dieses Typus nennt man W Ursae majoris-Sterne, nach dem schon fruher 
besprochenen Doppelstern. 

Die Verteilung der photometrischen Doppelsterne uber die Spektralklassen 
ahnelt der Verteilung der kurzperiodischen spektroskopischen Doppelsterne, wie 
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man erwarten muB. 0- und 
B-Sterne sind unter den 
photometrischen Doppel
sternen relativ haufig, G
und K -Sterne relativ selten. 
U nter den Algolsternen sind 
A-Sterne sehr haufig, mei
stens ist die hellere Kom
ponente ein A-Stern und die 
schwachere Komponente 
ist erheblich schwacher. In 
einzelnen Fallen hat man 
das Spektrum der schwache
ren Komponente wahrend 
der Bedeckung der helleren 
feststellen k6nnen. Bei U 
Cephei ist die hell ere Kom
ponente ein A O-Stern, die 
schwachere ein K o-Stern, 
der etwa zwei Gr6Ben
klassen schwacher als der 
A o-Stern ist. 

Die Perioden sind meist 
unter 10 Tagen. Es sind 

aber auch einzelne photometrische Doppelsterne mit Perioden von einigen hundert 
Tagen bis zu mehreren Jahren bekannt. 

Abb. 162. Lichtkurve fiir Algol. Die Abszissen sind Tage gerechnet 
vom Hauptminimum, die Ordinaten sind GroBenklassen; die GroGe im 
Augenblick des Anfangs bzw. des Endes der Bedeckung ist gleich 0.00 

gesetzt worden. 

1m allgemeinen liegt der Zeitpunkt fUr das Nebenminimum sehr nahe in 
der Mitte zwischen den Zeitpunkten fur das vorangehende und das fOlgende 
Hauptminimum. Hieraus kann man den SchluB ziehen, daB die Bahnen der 
Komponenten wenig exzentrisch sind. 1st namlich die Bahn merklich exzentrisch, 
mit einer Apsidenlinie, die mit der Gesichtslinie einen betrachtlichen Winkel 
bildet, so daB die Komponente das Periastron in der Zeit zwischen den Be
deckungen passiert, so wird die Winkelgeschwindigkeit wahrend der Bewegung 
von einer Bedeckung zur nachsten erheblich gr6Ber sein, wenn das Periastron 
passiert wird, als wenn das Apastron passiert wird, und die Zeit zwischen den 
betreffenden Bedeckungen wird entsprechend kurzer. Fallen Periastronzeit und 
Apastronzeit annahernd mit den Zeitpunkten der Bedeckungen zusammen, so 
daB der Winkel zwischen der Apsidenlinie und der Gesichtslinie klein ist, dann 
werden allerdings auch bei merklich exzentrischer Bahn die Zwischenzeiten nahe 
gleich. 1m Einzelfall kann man also doch nicht sicher sein, daB die Exzentrizitat 
klein ist, wenn das Nebenminimum nahe in die Mitte zwischen den Hauptminima 
fallt; wenn dies aber ganz allgemein der Fall ist, so mussen die Bahnen im all-
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gemeinen nahe kreisformig sein, da man annehmen muB, daB die Lagen der 
Apsidenlinien nach dem Zufall verteilt sind. 

Nun haben wir friiher gesehen, daB kurzperiodische spektroskopische Doppel
sterne kleine Exzentrizitaten haben. Wir werden also gerade erwarten, daB die 
Bahnen photometrischer Doppelsterne nahe kreisformig sind. 

293. Die Bestimmung der Bahnelemente photometrischer Doppelsterne. Die 
Lichtintensitat eines photometrischen Doppelsterns wahrend einer Bedeckung 
ist gleich der Lichtintensitat der vorderen Sternscheibe, vermehrt urn die Licht
intensitat des unbedeckten Areals der hinteren Sternscheibe. Wenn man von 
den kleinen Reflexionseffekten absieht, ist die Helligkeit eines beliebigen Areals 
auf einer der Sternscheiben wahrend der ganzen Umlaufszeit konstant. Waren 
nun die Sternscheiben gleichmaBig hell, so ware die Lichtintensitatsabnahme 
gegeniiber der Lichtintensitat auBerhalb der Bedeckung einfach dem jeweils 
bedeckten Areal proportional. Hierdurch ware ein Weg gegeben, urn aus der 
Helligkeit das bedeckte Areal in Einheiten der ganzen Sternscheibe zu berechnen. 
Nun wissen wir aber, daB auf der Sonnenscheibe ein Helligkeitsabfall gegen den 
Rand vorhanden ist (vgl. S.267), und es ist anzunehmen, daB dies im all
gemeinen bei allen Sternscheiben der Fall ist. Aus den kleinen Helligkeitsande
rungen wahrend ringformiger Bedeckungen kann man dies auch direkt be
obachten (s. oben). Jedoch wird die Annahme gleichmaBig heller Scheib en bei 
der Deutung der Helligkeitsanderungen wahrscheinlich zu einer sehr brauchbaren 
Naherung fiihren. 1m folgenden werden wir diese Annahme machen, kommen 
aber spater auf die Frage zuriick. 

Es sei: 
r1 der Radius der Komponente mit dem groBeren Radius 

r 2 = k r 1 " "" " "" kleineren " 
II die Lichtintensitat der Komponente mit dem groBeren Radius 
12 " kleineren 

Es ist also r2 < r1 , d. h. k < 1. Die Areale der Sternscheiben 2 und 1 ver
halten sich wie k 2 : 1. Die Einheit der Lichtintensitat sei so gewahlt, daB: 

II + 12 = 1-

Wir betrachten zuerst den Fall einer totalen und einer ringformigen Be
deckung, wo also die Helligkeit in beiden Minima eine gewisse Zeit konstant 
bleiben. Es sei It die Lichtintensitat im Minimum bei der totalen Bedeckung, 
I, die Lichtintensitat im Minimum bei der ringformigen Bedeckung. 

Es sei zunachst bemerkt, daB die bedeckten Areale bei totaler und ring
formiger Bedeckung gleich sind (beide gleich dem Areal der kleineren Stern
scheibe). Die Bedeckung derjenigen Komponente, die die groBere Flachen
helligkeit hat, ergibt also das tiefere Minimum. 

Da 1 die Komponente mit dem groBeren Radius ist, so ist 1 bei der totalen 
Bedeckung die vordere, bei der ringformigen die hintere Komponente. Also 

hat man: It = 1 - 12 = 11' (1) 

(2) 

indem bei der ringformigen Bedeckung der Bruchteil k2 der Sternscheibe 1 
bedeckt wird. 

Aus (1) und (2) kann man k bestimmen: 

oder: 
I, = 1 - k2 lt 

k2 = 1 -IT 
It . (3) 
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Wenn das Minimum bei der ringformigen Bedeckung nicht zu flach ist, erhhlt 
man aus (3) einen brauchbaren Wert des Verhaltnisses der Radien der Kompo
nenten. 1m allgemeinen ist aber das Minimum flach, so daB der Zahler klein 
wird und nicht genau genug bestimmt werden kann. 

Es sei in einem beliebigen Augenblick, wahrend derjenigen Bedeckung, die 
total wird (T-Bedeckung), das bedeckte Areal der hinteren (kleineren) Stern
scheibe gleich lX, wenn als Arealeinheit die ganze klein ere Sternscheibe ge
nommen wird. Dann ist die Lichtintensitat I in diesem Augenblick: 

1=1-lXI2 • (4) 
Da ja nach (1): 

ist, so hat man: 
(5) 

oder: 
1 -i 

lX=--
1 -it 

(T-Bedeckung) . (6) 

Diese wichtige Gleichung gestattet es, die jeweils bedeckte Flache aus der 
momentanen Helligkeit und der Minimalhelligkeit zu berechnen. 

Fur einen beliebigen Augenblick wahrend derjenigen Bedeckung, die ring
formig wird (R-Bedeckung), sei das bedeckte Areal der hinteren (groBeren) 
Sternscheibe gleich lX, wenn als Arealeinheit wieder die ganze kleinere Stern
scheibe genommen wird. Wahrend der Dauer der ringformigen Bedeckung ist 
also lX = 1, da eine Flache gleich der kleineren Sternscheibe bedeckt ist. Dann 
ist die Lichtintensitat I in diesem Augenblick: 

1=1 - k 2 lXI1 , (4a) 

weil jetzt von der groBeren Komponente 1 eine Flache gleich lX mal der kleineren 
Sternscheibe, also gleich lXk2mai der Flache von 1, bedeckt ist. 

Nach (2) ist: 

also: 

Damit erhalt man aus (4a): 

oder: 

k 21} = 1 - IT • 

I = 1 - lX (1 - tT) 

1 -l 
:X=-
. 1 - IT (R-Bedeckung) . 

(5 a) 

(6a) 

Diese Gleichung ist von ganz derselben Form wie (6). Eine Gleichung dieser 
Form bestimmt also sowohl fUr tot ale wie ringformige Bedeckung die GroBe 
der bedeckten Flache aus der momentanen Helligkeit; in die Gleichung 5011 nur 
immer die Helligkeit im betreffenden Minimum eingesetzt werden. 

Wir betrachten nunmehr partielle Bedeckungen. Die Lichtintensitat im Mini
mum sei Ip, wenn die groBere Komponente die vordere ist (P-Bedeckung), 
und Ip, wenn die kleinere Komponente die vordere ist (p-Bedeckung). Ferner 
sei lXo das bedeckte Areal im Helligkeitsminimum, wieder mit der Flache der 
kleineren Komponente als Einheit. 1m Gegensatz zu totalen und ringformigen 
Bedeckungen. wo lXo = 1, ist hier lXo < 1. Man hat dann: 

Ip = 1 - lXol2 (P-Bedeckung) 

lp = 1 - k2 ()(,o11 (p-Bedeckung). 

Hiermit erhalt man, weil t} + 12 = 1: 

lp -I- !v. = 1 + ~- - ()(, , k2 k2 0 

(7 a) 

(7b) 
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(8) 

eine Gleichung, aus der man IXo bestimmen kann, wenn auBer den Beobachtungs
graBen lp und tp auch k bekannt ist (iiber die Bestimmung von k spiiter Niiheres). 

Ftir einen beliebigen Augenblick wahrend der P-Bedeckung sei das bedeckte 
Areal der hinteren (kleineren) Sternscheibe IX, wenn die Arealeinheit wie immer 
die ganze kleinere Stern scheibe ist. Dann ist die Lichtintensitat 1 in diesem Augen
blick: 

(P-Bedeckung) . (9 a) 

Ganz analog gilt wahrend der p-Bedeckung: 

1=1 - k 2IXli (p-Bedeckung) . (9 b) 

Eliminiert man /2 bzw. 11 aus (7a) bzw. (7b) und (9a) bzw. (9b), so erhalt 
man: 

und: 

IXol2 = 1 - lp 

IX 12 = 1 - / 
1 -I 

IX = IXo 1 _ Ip (P-Bedeckung) 

k2IXOli = 1 - tp 

k2 IX II = 1 - I 
1 -I 

IX = IXo -- (p-Bedeckung). 
1 -I,. 

(lOa) 

(lOb) 

Nach (lOa) und (lOb) kann IX also bei partiellen Bedeckungen aus der momen
tanen Helligkeit und der Minimumshelligkeit gefunden werden, ganz wie bei 
totalen bzw. ringfOrmigen Bedeckungen aus (6) bzw. (6a). Nur muB man hier IXo 

kennen. Bei T- und R-Bedeckungen ist ja IXo = 1 [vgl. die Gleichungen (6) 
und (6a)J. Wie wir gesehen haben, kann man IXo bei bekanntem k nach (8) be
rechnen. 

Nachdem wir jetzt gesehen haben, wie man aus den Helligkeiten das jeweils 
bedeckte Areal zu berechnen hat, gehen wir dazu tiber, die GroBe des bedeckten 
Areals mit der Bahnbewegung in Verbindung zu bringen. 

Die Sternscheiben seien Kreise mit den Radien r1 und r2 • Es sei !5 der 
Abstand zwischen den Zentren der Kreise. Der Abstand !5 ist also die Prajektion 
des Abstandes zwischen den Zentren der Komponenten auf die Tangentialebene 
der Himmelskugel fUr den betrachteten Stern. 

1st: 
15 < r1 + r2 , 

so ist ein gewisser Teil der hinteren Komponente bedeckt. Das bedeckte Areal 
ist gleich graB, unabhangig davon, welche der Komponenten die hintere ist. 
Die kleinere Flache hat das Areal: 

n~ = nk2ri. 
GemaB der Definition von IX ist das jeweils bedeckte Areal also: 

A = IX' nk2ri . (11) 

Durch eine einfache geometrische Dberlegung kann dieses Areal durch !5, 
r1 und r2 = krl ausgedrtickt werden. Das bedeckte Areal ist gleich der Summe 
der Areale zweier Segmente mit den halben Offnungswinkeln Cfil und Cfi2' wo: 

r 1 sinCfil = r2 sinCfi2 
also: 

(12) 
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und: 
( 13) 

Daraus findet man mit Hilfe der bekannten Formel fUr das Areal eines Seg
mentes mit dem halben Offnungswinkel qJ: 

A=~~-~~~~+~~-~%~~ 
2 { . k2 k 2 '} =~~-~~~~+ %- ~%~%, 

oder mittels (12): 

A = ri{ qJl - k COSqJl sinqJ2 + k 2qJ2 - k COSqJ2 sinqJl} 

= ri{qJl + k 2qJ2 - k sin(qJl + qJ2)}' 

SchlieBlich erhalt man fUr iX nach (11): 

k 2n iX = qJl + k 2qJ2 - k sin (qJl - qJ2) . (14) 

Nach (12) und (13) sind qJl und qJ2 aus ~ und k bestimmbar, und nach (14) 
rl il 

iX aus k, qJl und qJ2' Den Zusammenhang zwischen -, k und iX hat man in bequeme 
~ il 

Tafeln gebracht. Aus diesen findet man sowohl iX mit den Argumenten -- und k 
il ~ 

als - mit den Argumenten iX und k. 
rl 
Aus der Lichtkurve kann man - bei totalen und ringformigen Bedeckungen 

immer, bei partiellen wenn k bekannt ist - iX als Funktion der Zeit berechnen. 
jetzt sehen wir, daB man aus iX bei bekanntem k die Projektion <5 des Abstandes 
zwischen den Komponenten auf die Tangentialebene in Einheiten des Radius 
der groBeren Komponente berechnen kann. 

Der Weg zur Berechnung der Bahn ist damit klar. Man macht in bezug 
auf k eine Hypothese. Mit dem hypothetischem k-Wert kann man, wie wir 

gesehen haben, -"- als Funktion der Zeit berechnen. Wenn man diese Rechnung 
rl il 

ausgefUhrt hat, untersucht man, ob die berechneten --Werte mit einer Bahn-
rl 

bewegung nach den KEPLERschen Gesetzen vereinbar ist. Sind sie dies, so war 
der hypothetische k-Wert richtig. Sonst muB man die Rechnung mit einem 

neuen k-Wert wiederholen, bis die ~-Werte die dynamischen Bedingungen er-
rl 

fiillen. jetzt sind die Elemente der Bahnbewegung bekannt geworden, und 
auBerdem also auch k, das Verhaltnis der Radien der Komponenten. Bei be
kanntem k konnen schlieBlich bei partiellen Bedeckungen iXo und die Hellig
keiten II und I2 aus (8), (7a) und (7b) bestimmt werden. 

Es eriibrigt noch, die Projektion des Komponentenabstandes <5 als Funk
tion der Zeit t nach den Gesetzen der KEPLERschen Bewegung auszudriicken. 
Der Ausdruck fiir <5 nimmt eine besonders einfache Form an, wenn man fiir 
die Bahnbewegung eine Kreisbewegung voraussetzt. 1m vorigen Paragraphen 
haben wir gesehen, daB die meisten photometrischen Doppelsterne in der Tat 
wenig exzentrische Bahnen haben miissen. Wir machen also die Annahme, daB 
die relative Bahn der Komponenten eine Kreisbahn mit dem Radius R ist. 

Es sei dann: 
T die Zeit der Mitte einer Bedeckung; die Verbindungslinie (X) zwischen 

den Komponenten zur Zeit T steht dann senkrecht zur Knotenlinie (Y). 
U die Umlaufszeit. 

Die Winkelbewegung in der Kreisbahn seit der Mitte des Minimums ist: 

g = 2; (t _ T). (15 ) 
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Den Radiusvektor R zwischen den beiden Stemen kann man in zwei Kompo
nenten zerlegen: R cos@ in der Richtung (X) und R sine in der Richtung (Y). 
R ist also die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten 
R cos@ und R sin@ in den Richtungen (X) und (Y). Die Projektion dieses 
Dreiecks auf die Tangentialebene der Himmelskugel fUr den Stern ist wieder 
ein rechtwinkliges Dreieck (wei! die eine Kathete parallel der Knotenlinie ist), 
mit den Katheten R cos @ cosi und R sin @. Die Hypotenuse ist die gesuchte 
Projektion des Radiusvektors auf die Tangentialebene. Es ist also: 

<5z = RZ(cosZ@ coszi + sinZ@) 
oder: 

<5 z = RZ(cosZ@ - cosz@sinzi + sinZ@} = RZ(1 + sinz@sinzi - sinZi) , 
d. h.: 

<5 z = RZ(cosZi + sinzisinZ@}. (16) 

Als dynamische Bedingung hat man also: 

(:J Z = (~t coszi + (~t sinzi sinz@ 

=A+Bsinz@, (17) 

wo A und B wahrend der Bahnbewegung Konstanten sind. 
Die Hypothesenrechnung verlauft nun wie folgt: Mit dem hypothetischen 

k-Wert rechnet man~als Funktion von taus. Mit Hilfe von (15) findet man~ 
~ ~ 

als Funktion von @. 1st der k-Wert richtig, so muB die Beziehung zwischen 

den daraus berechenbaren, einander entsprechenden Werten von (:Jz und sinz@ 

eine lineare sein. Zur Untersuchung, ob diese Bedingung erfUIIt ist, muB man 
mindestens drei Punkte der Lichtkurve benutzen. Fiir diese drei berechnet 

man (:Jz und sinz@, ~nd kann dann entweder graphisch oderrechnerisch unter

suchen, ob die mit (~) und sinz@ als Koordinaten eingezeichneten Punkte wirk

lich auf einer Geraden liegen. Hat man schlieBIich den richtigen k-Wert in dieser 

Weise ermittelt, so findet man aus der zugehorigen (~t -sinz@-Geraden A 
R r]. 

und B und daraus - und i. 
r] 

Die Umlaufszeit, die Bahnneigung, die Radien der beiden Kompo
nenten in Einheiten des Bahnradius und die Lich tin tensi ta ten der beiden 
Komponenten sind somit aus der Lichtkurve bestimmbar. 

Es ist auch moglich, wenn auch viel umstandlicher, elliptische Bahnbewegung 
zu behandeln. Dann werden als neue Elemente die Bahnexzentrizitat und die 
Lange des Periastrons bestimmbar. 

SchlieBIich braucht man nicht gleichmaBig helle Sternscheiben vorauszusetzen 
(vgl. S. 427). Ein beliebiger Ansatz fiir die Helligkeitsverteilung kann behandelt 
werden. Wo man bei gleichmaBig hellen Scheiben das bedeckte Areal als Funktion 

von ~ und k berechnet, muB man dann die Lichtintensitat der bedeckten Flache 

als i~nktion von ~ und k berechnen. Dies ist ebensogut moglich, nur sind die 
r] 

Berechnungen verwickelter. Es sind mehrmals Berechnungen durchgefiihrt 
worden, teils nach der Annahme gleichmaBig heller Scheiben, teils nach einem 
einfachen Ansatz fiir die Randverdunkelung, der sie sicher etwas iibertreibt. 
Der Unterschied zwischen den ResuItaten zeigt dann die Unsicherheit, die 
durch diesen Faktor verursacht ist. 
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Es sei noch erwahnt, daB man oft die elliptische Form der Komponenten 
beriicksichtigen muB (vgl. S.426). Die Abplattung geht dann als Element in 
die Berechnungen ein und kann aus der Analyse der Lichtkurve bestimmt werden. 
Ferner sind die kleinen Reflexionseffekte zu berucksichtigen, indem man die 
Lichtkurve wegen ihres Einflusses korrigiert. 

294. Photometrische Doppelsterne, fur die photometrische und spektroskopische 
Elemente vorliegen. Unter den photometrischen Elementen kommt, wie wir im 
vorigen Paragraphen gesehen haben, die Bahnneigung i vor. Wenn spektro
skopische Elemente fur beide Komponenten vorliegen, kann man bei bekannter 
Bahnneigung die Massen der Komponenten berechnen (vgl. § 287). Ferner findet 
man bei bekanntem i die halbe groBe Achse in der relativen Bahn a in Kilometern 
oder in Einheiten des Sonnenradius. Aus der Lichtkurve sind die Radien der 
Komponenten in Einheiten des Abstandes der Komponenten bestimmt worden. 
Man kennt somit die Radien der Komponenten in Kilometern oder in Einheiten 
des Sonnenradius. Die scheinbaren Helligkeiten jeder Komponente fUr sich sind 
aus der Lichtkurve ebenfalls abgeleitet worden. Kennt man die Parallaxe des 
Sterns, so sind auch die absoluten Helligkeiten der Komponenten berechenbar. 
Dann hat man also fUr jede Komponente die Masse, den Radius und die Leucht
kraft direkt bestimmt. Freilich kommt es nur selten vor, daB die Parallaxe 
aus direkten Messungen genau genug bestimmt werden kann. Sonst berechnet 
man aus dem Spektraltypus die Flachenhelligkeit und aus dem linearen Radius 
und der Flachenhelligkeit die absolute Helligkeit (vgl. S.335). Durch Vergleich 
mit der scheinbaren Helligkeit kann man auf diesem Wege auch die Parallaxe 
bestimmen. Bei den 0- und B-Sternen ist allerdings die Bestimmung der Flachen
helligkeit aus dem Spektraltypus eine ziemlich ungenaue (vgl. S. )46). 

Bei etwa 30 Doppelsternen sind in dieser Weise Massen, Radien und Leucht
krafte bestimmt worden (nur bei drei von diesen konnte die Parallaxe direkt 
genau genug gemessen werden). 

In der folgenden Tabelle sind fUr einige typischen Systeme eine Reihe Daten 
angefUhrt, die aus den spektroskopischen und photometrischen Beobachtungen 
abgeleitet werden konnten. 

Stern Umlaufszeit Bahnneigung Spektrum Masse Radius 
M0=1 R0= 1 

HD 1337 3d .52 52° 08; 08 36; 34 23.8 ; 15.5 
V Puppis 1 .45 74 B 1p; B 3 19; 19 8.4 ; 7.7 
(J Aquilae 1 .95 72 B3; B4 6.2 ; 5·1 3.6 ; 3.6 
W Ursae majoris 0.334 76 GO; GO 0.69; 0.49 0.78; 0.78 
IX Geminorum C . 0.814 86 M1e; M1e 0.52; 0.52 0.58; 0.58 
f3 Aurigae . . . 3.96 77 AOp; AOp 2.4 2.4 2.8 2.8 
TV Cassiopeiae . 1 .81 74 I B 9; [G 0] 2.4 ; 1.2 2·7 ; 2.9 
Z Herculis . 3.99 82 I F 5p; [G 8] 1.6 ; 1.3 1.8 ; 3.3 

Absolute bolom. Dichte Halbachse der Abstand 
Stern Helligkeit .10=1 

relativen Bahn der Oberfliichen 
R0=1 R0=1 

HD 1337 -9M ; -7M 0.003; 0.009 40.1 0.8 
V Puppis -5 ; -4 0.044; 0.058 18.0 1.9 
(J Aquilae -2 -1.5 0.15 0.12 14.7 7.5 
W Ursae majoris +5.4; +5.4 2.1 1.5 2.20 0.64 
IX Geminorum C . +8.0; +8.0 2.6 2.6 3.71 2.55 
f3 Aurigae -0·5; -0.5 0.11 0.11 17·7 12.1 
TV Cassiopeiae . -0.7; +2.6 0.12 0.05 9.5 3·9 
Z Herculis . +2.5; +3.1 0.29 0.04 15.1 10.0 
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1st nur die eme Komponente spektrographisch beobachtet, so kann man 
nicht aIle GroDen direkt erhalten. In der Gleichung (12), S.419: 

(1 ) 

kennt man jetzt die GroDen i, K l , U und e. Unbekannt sind inl und K2 oder, 
indem man das Massenverhaltnis: 

1112 K1 ( 
LX = 1111 K2 2) 

einfUhrt, ml und LX. Die Gleichung (1) ist somit eine Gleichung zwischen zwei 
Unbekannten, ml und LX. ""ir konnen (1) etwas umformen, indem wir das Massen
verhaltnis einfUhren: 

_ 7 1 ( 1 )2 sin3i 
1.038 . 10 ex 1 +~ = K; U (1- e2)3 2 ml . (3) 

lst~ auch nur etwas groDer als 1, was meistens der Fall sein wird, da ja ex 
d8.S Spektrum der Komponente 2 unsichtbar ist, so eignet sich diese Gleichung 
gu t fUr die Bestimmung von <X aus einem hypothetischen Wert von ml , wei I 
dann ein prozentischer Fehler in m l nur mit etwa einem Drittel in <X ubergeht 
(vgl. das ahnliche Verhaltnis bei der Bestimmung dynamischer Parallaxen 
visueller Doppelsterne, § 282). 1m allgemeinen wird man schon aus dem Spektral
typus der helleren Komponente einen annahernd richtigen Massenwert schatzen 
konnen. Genauer ist es, die Masse nach der Lage im RL'ssELL-Diagramm (aus 
Spektraltypus und absoluter Helligkeit) zu schatzen. 

Fur die Radien und die absoluten Helligkeiten kann man in ahnlicher Weise 
durch einen geschatzten Massenwert ziemlich zuverlassige Werte erhalten. Da
fUr sind aber gar keine spektroskopischen Daten notwendig. Dies ist von groDer 
Wichtigkeit, da, wie schon erwahnt, die meisten photometrischen Doppelsterne 
so schwach sind, daB spektroskopische Daten bis jetzt nicht bestimmt werden 
konnten. 

Das Verfahren ist ganz dasselbe wie bei visuellen Doppelsternen (vgl. § 282) . 
. \us der Beziehung: 

(4) 

kann man die groHe Halbachse der relativen Bahn mit ziemlich groHer Genauig
keit aus einem geschatzten 'Wert der Summe der Massen bestimmen. Aus den 
photometrischen Daten erhalt man damit in gewohnlicher Weise den Radius 
in Kilometern oder Sonnenradien und aus dieser und der Flachenhelligkeit die 
absolute Helligkeit und schliel3lich durch Vergleich mit der scheinbaren Helligkeit 
die Parallaxe. 

Man kann den Sachverhalt auch so ausdrucken: Aus der scheinbaren Hellig
keit und der Flachenhelligkeit folgt der Radius im WinkelmaD (vgl. S. 340). 
Aus dem photometrisch bestimmten Verhaltnis zwischen dem Stern radius und 
der groDen Halbachse in der relativen Bahn folgt dann die Halbachse im Winkel
maB. Dann ist das Problem ganz dasselbe wie bei visuellen Doppelsternen, 
namlich mit Hilfe von U und a" eine dvnamische Parallaxe zu bestimmen. 

295. Die Rotation der Komponenten ;nger Doppelsterne. Bei engen Doppel
sternen ist anzunehmen, daB die Komponenten in gebundener Rotation rotieren. 
Wir haben schon gesehen, daD eine gebundene Rotation fur die Erklarung des 
Lichtwechsels bei fJ Lyrae-Sternen wichtig ist. In einem Doppelsternsystem wie 
V Puppis, wo die Komponenten sich fast beriihren und wahrscheinlich mit groBer 
Geschwindigkeit rotieren, auDert sich diese im Aussehen der Spektrallinien. 

Als einfachstes Beispiel betrachten wir zwei gleich helle, gleich greBe Kompo
nenten, die sich fast beriihren. In dem Augenblick, wo die Komponenten die 

Stromgren, LC'hrbuch der AstrollOTlll('. 
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gro13te relative Geschwindigkeit in der Gesichtslinie haben (Stellung 1 bzw. 3 
in Abb. 161), bewegt sich die eine Komponente (sagen wir Stellung 1 entsprechend 
die linke) relativ zum Schwerpunkt auf den Beobachter zu, die andere von dem 
Beobachter weg. Infolge der gebundenen Rotation ist die Geschwindigkeit des 
linken Randes (va) in bezug auf den Schwerpunkt gleich der numerischen Summe 
der Geschwindigkeit in der Bahn und der Rotationsgeschwindigkeit: 

Va = aw + rw = 2 aw , 

wenn w die l{otationsgeschwindigkeit, a den Abstand des Zentrums vom Schwer
punkt und r den Komponentenradius bezeichnet. Da die Komponenten sich 
fast beruhren, ist a = r. Fur den rechten l{and sind Bahngeschwindigkeit und 
Rotationsgeschwindigkeit einander entgegengesetzt, und man erhalt die Ge
schwindigkeit Vb: 

Vb = aw - rw = 0 • 

Analog erhalt man fUr den linken hzw. rechten l{and der anderen Komponente 
die Geschwindigkeit 0 bzw. 2 aw in entgegengesetzter Richtung. Es sind somit 
auf den beiden Sternscheiben aIle Geschwindigkeiten zwischen V + 2 aw und 
V - 2 aw vertreten, und die Linie wird ein breites Band. Allerdings wird die 
Intensitat in der Mitte und nahe den Randern ziemlich klein, weil, wie eine 
geometrische Betrachtung zeigt, der gro13ere Teil der Sternscheiben von der 
Rotationsbewegung relativ wenig beeinflul3t wird. 

Wahrend der Bedeckung (Stellung 2 bzw. 4, Abb. 161) sind die Bahnradial
geschwindigkeiten annahernd Null. Die Linie erscheint nur wegen der Rotation 
ctwas verbreitert. 

Bei grol3crem Komponentl'l1abstand fallt die H.otationsbewegung entsprechend 
weniger ins Gewicht gegenuber der Bahnbewegung. 

Bei Algol hat man die Rotation der helleren Komponente direkt beobachten 
konnen. Wahrend der Bedeckung wird von der helleren Komponente zuerst 
hauptsachlich der eine und dar auf hauptsachlich der andere Rand freigelassen. 
Die Rotationsbewegung au13ert sich durch einen systematischen Unterschied in 
den Radialgeschwndigkeiten unmitte1bar vor und nach dem Minimum. Aus 
diesem Unterschied hat man die Aquatorgeschwindigkeit der Rotation in Kilo
metern pro Sekunde berechnen konnen. Da die Rotationsperiode bei gebundener 
Rotation gleich der bekannten Umlaufszeit ist, kann man die Lange der Aquator
peripherie und so mit den Radius der hellen Komponente in Kilometern oder 
in Sonnenradien finden. Aus den aus der Lichtkurve bestimmten Verhaltnissen 
zwischen Komponentenradien und Bahnradius ergibt sich schliel3lich der Radius 
der schwacheren Komponente und der Bahnradius in Kilometern oder in Ein
heiten des Sonnenradius. Somit sind aIle Gro13en, die man bei zwei spektro
skopischen Bahnen (vgl. § 294) berechnen kann, auch hier, wo das Spektrum 
der einen Komponentc unsichtbar ist, ermittelt worden. 

Bei einigen anderen Systemen liegen die Verhaltnisse ahnlich wie bei 
Algol. . 

Schliel3lich solI noch der Doppelstern !; Aurigae erwahnt werden. Dieser ist 
ein spektroskopischer Doppe1stern mit einer Umlaufszeit von 973 Tagen. Die 
hellere Komponente ist ein Dbergigant der Spektralklasse K 5, die schwachere 
ein B 1-Stern. Der Radius der helleren Komponente ist von der Gro13enordnung 
des Erdbahnradius, der Radius des B-Sterns ist etwa 100mal kleiner. Bei diesem 
Doppelstern ist - allerdings bis jetzt nur eine - tot ale Bedeckung des B-Sterns 
durch den K-Stern beobachtet worden. Bei der Bedeckung der K-Komponente 
durch die B-Komponente ist die HeIligkeit des bedeckten Areals wegen der 
relativ kleinen FlachenheIligkeit des K-Sterns so gering, da13 man die Bedeckung 
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nicht beobachten kann. Aus der beobachteten Bedeckung konnten (wegen der 
Unvollstandigkeit der Beobachtungen nur genaherte) photometrische Elemente 
berechnet werden. Ferner zeigte sich ein Rotaticnseffekt etwas anderer Art als 
der oben besprochene. Ais die totale Bedeckung voriiber war, wurde im violetten 
Teil des Spektrums, das hauptsachlich von der B-Komponente stammt, die Linie K 
(vgl. S. 345) sichtbar, die hOchstwahrscheinlich von Absorption in der ausge
dehnten Chromosphare der K-Komponente herriihrte. Diese Linie zeigte nun 
eine der Rotationsbewegung des Randes der K-Komponente entsprechende Ver
schiebung. Wenn die Beobachtungen vollstandiger werden, konnen hieraus ahn
liche Schliisse gezogen werden wie bei Algol. Die Masse der K-Komponente ist 
groB, wahrscheinlich gleich etwa 30 Sonnenmassen, die der B-Komponente etwa 
gleich 10 Sonnenmassen. 

296. Rotationseffekt bei einfachen Sternen. Es ist anzunehmen, daB auch ein
fache Sterne ebenso wie die Komponenten enger Doppelsterne rotieren. Bei der 
Sonne und wahrscheinlich bei den meisten Sternen sind die Rotationseffekte sehr 
klein. Es ist aber sehr wohl moglich, daB es schnell rotierende Sterne gibt, fUr die 
dann die Spektrallinien entsprechend verbreitert erscheinen werden. Zur Unter
suchung der Frage ist eine genaue Kenntnis der normalen Linienkonturen bei 
nichtrotierenden Sternen (vgl. S.381) wichtig, damit man Abweichungen, die 
auf Rotation zuriickzufUhren sind, sicher feststellen kann. Nach den bisherigen 
Untersuchungen scheinen FaIle rascher Rotation einfacher Sterne tatsachlich 
yorzukommen. 

297. Die Verteilung spektroskopischer und photometrischer Doppelsterne im 
l{ussELL-Diagramm. Es ist in verschiedener Weise moglich, fUr spektroskopische 
Doppelsterne absolute Helligkeiten abzuleiten. AuBer den bei normalen Sternen 
anwendbaren Methoden kommen die in § 294 besprochenen Methoden in Be
tracht. Hierdurch hat man Einblicke in die Verteilung der spektroskopischen 
und photometrischen Doppelsterne im RUSsELL-Diagramm gewonnen. Wir haben 
schon gesehen, daB die Verteilung iiber die Spektralklassen keine normale ist, 
indem die Klassen 0, B und A bevorzugt sind. Diese Erscheinung finden wir 
natiirlich in der Verteilung im RUSsELL-Diagramm wieder. Wir haben folgende 
Gruppen: 

£x) Absolut helle 0- und B-Sterne. Diese kcmmen haufig vor und machen 
einen groBen Bruchteil aller Sterne in dem betreffenden Gebiet des RUSSELL
Diagramms aus. 

(J) Einzelne Dbergiganten der Spektralklassen G und K. 
y) Einige Riesensterne der Spektralklassen G und K. 
15) Zwergsterne ad der Hauptserie. Diese sind ziemlich selten, teilweise des

wegen, weil sie relativ lichtschwach sind. 
E) Unterriesen der Spektralklassen G und K. Diese sind ziemlich haufig. 
Die ~Iassen der 0- und B-Sterne und wahrscheinlich auch die der Dber

giganten sind groB, die der Zwergsterne sind von der GroBenordnung der Sonnen
masse, eben so die der Unterriesen. Sehr groBe Massen kommen unter den 
O-Sternen vor, wahrscheinlich bis etwa 100 Sonnenmassen. 

Fiir eine nahere Diskussion sei auf §§ 274 und 275 verwiesen. Die dort 
diskutierten Massenwerte sind zu einem groBen Teil Massen spektroskopischer 
und photometrischer Doppelsterne. 

Nach der Lage der beiden Komponenten im RUSSELL-Diagramm kann man 
die spektroskopischen und photometrischen Doppelsterne in Klassen einteilen. 
Die folgenden Klassen sind die haufigsten: 

a) Die Komponenten sind nngefahr gleiche, massige 0- oder B-Sterne groBer 
Leuchtkraft (V Puppis). 

28* 
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b) Die hellere Komponente ist ein ziemlich massiger A-Stern mit einer 
absoluten Helligkeit etwa gleich O}[ oder etwas heller, die schwachere Kompo
nente ist ein G-Stern oder K-Stern mit einer absoluten Helligkeit von etwa 
2M bis 3M und mit einer :'IIasse etwa gleich der Sonnenmasse oder etwas groBer 
(Algol). 

c) Die Komponenten sind ungefahr gleich und gehoren der Zwerghauptserie 
an (TX Herculis [zwei A 2-Sterne], IX Geminorum C [zwei M 1 e-SterneJ). 

d) Die Komponenten sind ungefahr gleich und etwas weniger dicht als die 
Sterne der Hauptserie derselben Masse (fJ Aurigae). 

e) Die eine Komponente gehort der Zwerghauptserie an und ist etwas weniger 
dicht als ein normaler Zwerg, die schwachere Komponente ist ein enterriese 
von noch geringerer Dichte (2 Herculis). 

Genaueres tiber die Eigenschaften der Sterne dieser Klassen ersieht man 
aus der Zusammenstellung S. 432. 

Spektroskopische und photometrische Doppelsterne, die wie Capella aus zwei 
Riesenkomponenten bestehcn, sind schr selten. 

298. Jl1 ehrfachc Systemc. Sternsysteme mit mehr als zwci Komponenten -
mehrfachc Systemc -- sind in ziemlich groBer Zahl bekannt. Die Zahl der be
kannten mehrfachen Systeme betragt einige Prozent der Zahl der bekannten 
Doppelsternsysteme. Oft ist die eine Komponente eines wciten Doppelsterns 
selbst ein enger Doppelstern oder die cine Komponente eines visuellen Doppel
sterns ist ein spektroskopischer Doppelstern. Bei einigen spektroskopischen 
Doppelsternen zeigen sich Stiinmgen der Bahnbewegung, die auf cine entferntere 
schwachere Komponente zurtickzufUhren sind. Viele Doppelsterne haben sehr 
entfernte physische Begleiter (ygl. S. 408). Solehe entfernten schwachen Begleiter 
haben z. B. Capella und (x Centauri. Castor (das ist IX Geminorum) ist ein visueller 
Doppelstern. Beide Komponenten sind spektroskopische Doppelsterne, und ein 
cntfernter physischer Bcgleiter, IX Geminorum C, ist ein spektroskopischer und 
photometrischer Doppelstern. :'IIehrfache Systemc, wo die Abstande von der 
gleichen GroBenordnung sind, kommen schr selten vor, und wenn sie vorkommen, 
sind die Abstandc so groB (fJ Orionis), daB man von einer Dbergangsform zu 
den offenen Sternhaufen (vgl. S. 446) sprechen kann. In einigen Fallen konnten 
die Bahnhewegungen in mehrfachen Systemen verfolgt werden. 

Veranderliche und neue Sterne. 

299. Die verschiedellen Klassen vcriinderlicher Sterne. Veriinderliche oder 
variable Sterne sind solehe, deren Helligkeit im Laufe der Zeit wechselt. Einige 
haben cine bestimmte Periode des Lichtwechscls, andere nicht. Einer der merk
wtirdigsten, der schon mehr als 300 Jahre als veranderlich bekannt ist, ist () 
im Walfisch, auch "~[ira (der Wunderbare) genannt. Seine Periode, die nicht 
ganz konstant ist, betragt durchschnittlich 11 Monate. 1m Minimum ist er in 
der Regel etwa 9. GroJ3e, nach Verlauf von 3 bis 4 Monaten aber kann er mit 
dem bloJ3cn Auge wahrgenommen werden. 1m l\Iaximum ist er meistens etwa 
.3. GroBe, manchmal aber gelangt er nur bis zur 4. oder 5., zuweilen aber er
reicht er auch einmal die 2. GroBe, so z. B. im Dezember 1906. Die Gegend 
des Walfisches, wo Mira steht, ist ungefahr in der Mitte zwischen dem Quadrat 
im Pegasus und dem Orion; hier gibt es drei Sterne, IX, 'Y und <5 Ceti, die ein 
leicht zu crkennendes Dreieck bilden, mit IX, der 2. GroBe ist, am weitesten nach 
links, <5 (4. GroBe) am weitesten nach rechts, und y (3. GroJ3e) etwas hciher als 
dieser; wird die Linie durch IX und b nach rechis um ungefahr ihre eigenc Lange 
verlangert, dann trifft sie Mira. 

Man kennt tiber 7000 veranderliche Sterne. 
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Die veranderlichen Sterne, die keinen besonderen Namen tragen, werden mit 
den groDen lateinischen Buchstaben von Rbis Z bezeichnet, danach mit RR, 
RS usw. unter Hinzufiigung des Namens des Sternbildes. In manchen Stern
bildern ist die Anzahl veranderlicher Sterne so groD, daD man nach ZZ mit der 
Benennung AA, AB ... AZ, BB, Be ... BZ hat fortfahren miissen usw. bis QQ, 
QR ... QZ. 1m Schiitzen und im Schlangentrager ist man sogar genotigt ge
wesen, zur Numerierung iiberzugehen. 

Eine Klasse von Sternen, deren Helligkeit veranderlich erscheint, ist bereits 
erwahnt worden: die photometrischen Doppelsterne (die Aigoisterne, die fJ Lyrae
Sterne und die W Ursae majoris-Sterne). Diese Gruppe solI hier nicht naher 
besprochen werden. In dieser Gruppe wird der Lichtwechsel durch die geo
metrischen Verhaltnisse im Doppelsternsystem hervorgerufen. Bei den eigent
lichen veranderlichen Sternen muD man tiefgehende Variationen in dem physi
schen Verhalten des Sterns annehmen. 

Die Beo bach t ungen veranderlicher Sterne beziehen sich auf eine Reihe 
von Merkmalen: 

1. Man verfolgt den Lich twech sel durch - visuelle oder photographische -
photometrische Beobachtungen. Zeigt es sich hierbei, daD der Lichtwechsel 
periodisch erfolgt, so ermittelt man aus den Beobachtungen die Zeitpunkte der 
Maxima und Minima und daraus die Lange der Periode, ferner die Maximums
und Minimumshelligkeit und die Form der Lichtkurve (vgl. Abb. 163 und 164). 
1st der Lichtwechsel nur annahernd periodisch, leitet man eine mittlere Periode 
und eine mittlere Lichtkurve abo 1st schlieDlich der Lichtwechsel sehr unregel
maGig, so wird eine Lichtkurve, die ein fortlaufendes Bild der Lichtanderung 
gibt, abgeleitet. 

Die Helligkeitsbeobachtungen veranderlicher Sterne werden meistens nicht 
nach den in § 7 beschriebenen photometrischen Methoden, sondern nach der 
sogenannten Stujenschatzungsmethodc ausgefiihrt. In der Nahe des Verander
lichen wird eine Sequenz von nichtveranderlichen Sternen ausgewahlt, mit 
denen der Veranderliche wahrend des ganzen Lichtwechsels verglichen werden 
kann. Die Beobachtungen laufen nun darauf hinaus, die Helligkeit des Ver
anderlichen gewissermaGen zwischen den Helligkeiten der Sterne der Sequenz 
zu interpolieren. Den Helligkeitsunterschied zwischen zwei Sternen gibt man 
hierbei in Stufen an, indem man sich auf den unmittelbaren Eindruck stiitzt. 
Jeder Beobachter hat seine eigene Stufenskala. Die Stufenschatzungsmethode 
geht auf ARGELANDER zuriick; in der Praxis hat sie sich als eine sehr okonomische 
und - namentlich bei Beobachtungen von Veranderlichen mit relativ groDer 
Amplitude - auch hinreichend genaue Methode erwiesen. Kennt man die Hellig
keit der Vergleichsterne in GroDenklassen, so konnen auch die Stufenangaben 
in Grof3enklassen verwandelt werden. Zeitpunkte der Maxima und Minima 
sowie Perioden konnen natiirlich ohne Kenntnis der GroGen der Vergleichsterne 
abgeleitet werden, wenn nur immer clieselbe Sequenz von Vergleichssternen be
nutzt wird. 

\Venn die Amplituden klein sind, miissen moglichst genaue Methoden benutzt 
werden. Auf der Sternwarte Berlin-Babelsberg sind ausgedehnte Beobachtungs
reihen solcher Sterne mit Hilfe der photoelektrisch en Zelle (vgl. S. 13) 
ausgefiihrt worden. 

2. Man verfolgt die Anderung des Spektraltypus, der Energieverteilung im 
kontinuierlichen Spektrum, eines Farbenaquivalents oder von cinzelnen Linien 
im Spektrum und behandelt die Beobachtungen ahnlich wie die Helligkeits
bcobachtungen. Bei vie len Veranderlichcn vcrschieben sich die Linien im Spck
trum; man vCrfolgt dann die Andcrungen cler \Vellenlangen. Indem man die 
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Verschiebungen als DOPPLER-Verschiebungen deutet, erhalt man eme Radial
geschwindigkeitskurve des Veranderlichen (vgl. Abb. 164). 

Die AusfUhrung der unter 2. aufgezahlten Beobachtungen ist viel zeitraubender 
als die AusfUhrung von Helligkeitsbeobachtungen und kann au13erdem mit Aus
nahme der Bestimmung des Farbenindex nur fiir hellere Veranderliche erfolgen. 

Die helleren Vertreter der Klassen (s. unten) werden maglichst ausfiihrlich 
beobachtct. Bei den schwacheren beschrankt man sich auf Untersuchungen 
des Lichtwcchscls und macht die Annahme, daB cine Einteilung in Klassen nach 
der Natur des Lichtwechsels zu homogenen Klassen fiihrt, so daB die scheinbar 
helleren Klassenvertreter in jeder Hinsicht als typisch angesehen werden kannen. 

Die Entdeckung veranderlicher Sterne geschieht jetzt meist durch Ver
gleich (mit Hilfe des Blinkmikroskops oder des Stereokomparators) photo
graphischer Platten, die zu verschiedenen Zeiten aufgenommen worden sind. 
Die Beobachtung der Helligkeiten schwacher Veranderlicher erfolgt auch meist 
photographisch; auf die Sternbildchen auf den Platten wird die Stufenschatzungs
methode angewandt. 

Die Auffindung schwacher Veranderlicher ist nicht nur fiir das Studium der 
Veranderlichen selbst von Bedeutung. Wie weiter unten erwahnt, sind aIle 
eigentlichen Veranderlichen Riesensterne oder Dbergiganten, und die Unter
suchung schwacher Verandcrlicher bietet deshalb ein ausgezeichnetes Hilfs
mittel fUr die Untersuchungen tiber das Sternsystem (vgl. z. B. § 310). 

Die veranderlichen Sterne werden in Klassen nach der Natur des Licht
wechsels eingeteilt. Die beiden wichtigsten Klassen sind die M irasterne (nach 
dem obenerwahnten Vertreter dieser Klasse, Mira Ceti, benannt) und die Cepheiden 
(nach t5 Cephei benannt). AuBer diesen beiden Klassen, die die graI3ten sind, 
finden sich andere Klassen, die wahrscheinlich Dbergange zwischen den ge
nannten Klassen oder Dbergange zu den Novae bilden. 

Die beiden Hauptklassen sollen naher besprochen werden. 
Die Mirasterne haben Perioden zwischen 90 und 600 Tagen, am haufigsten 

um 300 Tage herum. Graf3erer Periode entspricht durchschnittlich gra13ere 
Amplitude in der visuellen Lichtkurve. Der Lichtwechsel yon Mira, der oben 
heschrieben ist, ist fiir die Klasse typisch. 

AIle Mirasterne sind rote Sterne, die meisten haben den Spektraltypus lVI e 
(s. S.343), mit Emissionslinien des Wasserstoffs im Spektrum. Die Intensitat 
der Emissionslinien andert sich im selben Takt wie die Helligkeit. Die Inten
sitat der Emissionslinien relativ zu dem iibrigen Spektrum ist am graI3ten 
kurz nach dem Helligkeitsmaximum; kurz nach dem HeIligkeitsminimum sind 
die hellen Linien nicht zu sehen. Einige Mirasterne geharen den Spektralklassen 
N, R und San. 

Die Radialgeschwindigkeiten, die den Verschiebungen der Emissions- und 
Absorptionslinien entsprechen, sind periodisch veranderlich, und zwar mit der
selben Periode wie die Lichtanderung. Die Emissionslinien sind relativ zu den 
Absorptionslinien nach dem Violett zu verschoben. Diese Verschiebung ist kurz 
nach dem Lichtmaximum am graBten, ungefahr zu der gleichen Zeit, wo die 
Emissionslinien am starksten sind; die Verschiebung geht gegen Null gleich
zeitig mit dem Verschwinden der hellen Linien, d. h. kurz nach dem Helligkeits
minimum. 

Die Oberflachentemperaturen bei den Mirasternen sind niedrig, zwischen etwas 
unter 2000° und 4000°. Die Temperatur von Mira variiert zwischen 2300° 
im Maximum und 1800° im 11inimum. 

Fiir Mira ist der Winkeldurchmesser direkt, interferometrisch, gem essen 
worden (s. S.334). Diese Messungen geben zusammen mit der Parallaxe fiir 
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Mira einen Durchmesser von etwa dem 300fachen des Sonnendurchmessers. 
Eine Variation des Durchmessers hat man nicht kcnstatieren k6nnen. 

Wahrend die Anderungen in den visuellen HeIligkeiten fUr die Mirasterne 
groJ3 sind, sind die Anderungen in der gesamten ausgesandten Energie nicht 
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besonders groJ3, d . h . die Variationen der bolometrischen Helligkeit haben keine 
besonders groJ3en Amplituden. Die folgende kleine Tafel zeigt die Verhaltnisse 
fUr Mira. 

Die groJ3e visuelle Ampli-
tude wird also durch die groJ3e 
Variation von mYis. - mbo!. 
(vgl. die Tafel auf S. 324) her
vorgerufen. DaB die Variation 

Nahe dem Minimum I 
Nahe dem Maximum 
Amplitude .. . . 

m\"i ~ . 

8"'·9 
4 ·5 
4 .4 3 .1 

von myis. - mbo!. so groJ3 ist, obwohl die Temperatur sich nicht besonders stark 
andert, ist durch die niedrige Temperatur verursacht. Auch spielen Absorptions
banden im visuellen Teil des Spektrums hierbei eine Rolle : Die Absorptions
banden sind bei niedriger Temperatur am 
kraftigsten und setzen die visuelle Helligkeit 

J erheblich herab. 
Der groBe Radius (etwa 300 Sonnenradien) J, 

~ 5/\. 
/ \ und die groBe absolute bolometrische Hellig- ~ 

keit (- 3111 im Maximum) zeigen, daB Mira ein ~ J, 

Ubergigant ist . Alle Mirasterne sind Uber
giganten oder jedenfalls Riesensterne. Die 
Massen sind wahrscheinlich von der Grol3en

7 

ordnung 10 Sonnenmassen. ,1 

Die Cepheiden haben Perioden zwischen .~ Km 

einem Zehntel Tag und 45 Tagen. Period en ~.~_ 0 
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urn Od.5 und 5d herum kommen am haufig- ;0 

sten vor; Period en urn 1 d herum sind sehr i.l 
selten. Bereits hieraus ersieht man, dal3 die ~ -2 
Cepheiden natiirlich in zwei Gruppen zer- ~ 

:>: 
fallen: langperiodische Cepheiden mit Peri- 3) \ 
oden zwischen 1d und 45d und kurzperiodische Kif! 

Cepheiden mit Perioden unter 1d. Abb.164. 

Die Lichtkurve fiir b Cephei sieht man 
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auf Abb. 164. Die Cepheiden haben Amplituden von etwa 1m, unabhangig von 
der Periode. Die Form der Lichtkurve ist von Stern zu Stern etwas verschieden. 
Cepheiden mit derselben Periode haben meist ahnliche Lichtkurven. Der An-
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stieg vom Minimum zum ~Iaximum ist fast immer viel steiler als der Abfall 
vom Maximum zum Minimum. 

Die Perioden sind bei den Cepheiden in einem ganz anderen Grad konstant 
als bei den Mirasternen, Anderungen sind jedoch konstatiert worden; z. B. nimmt 
die Periode fUr (j Cephei etwa eine Zehnte1 Sekunde im Jahre abo 

Die Cepheiden haben Spektralklassen von A bis K. Zu langen Perioden 
gehoren die Spektralklassen F bis K, zu kurzen Perioden die Spektralklasse A. 
Je groBer die Periode ist, desto roter ist der Stern. Der Zusammenhang zwischen 
Periode und SpektraItypus ist ein ziemlich enger. 

Die Spektralklasse variiert periodisch mit derselben Periode wie der Licht
wechsel. (j Cephei gehOrt im Lichtmaximum dem Spektraltypus F 1 an, im 
Minimum dem Spektraltypus GO. Die Oberflachentemperatur ist am hochsten 
im Helligkeitsmaximum, am niedrigsten im Helligkeitsminimum. Die Radial
geschwindigkeiten variieren ebenfalls periodisch mit derselben Periode wie der 
Lichtwechsel. 1m Helligkeitsmaximum hat die Radialgeschwindigkeit den groBten 
negativen Wert (auf den Beobachter zu), im Helligkeitsminimum hat sie den 
groBten positiven Wert (vom Beobachter fort). 

Die Variationen in der Radialgeschwindigkeit sind fUr Schichten verschiedener 
Tiefe in der Sternatmosphare verschieden. Die Amplituden wachsen bei einigen 
Cepheiden mit der Tiefe unter der Oberflache (Linien von den auBersten Schichten 
zeigen die geringsten Variationen in der DOPPLER-Verschiebung), bei anderen ist 
es umgekehrt. Die Phase hangt auch etwas von der Tiefe abo 

Die Cepheiden haben groBe absolute Helligkeiten. Die absolute Helligkeit 
hangt sehr eng mit der Periode zusammen. Je groBer die Periode ist, urn so 
groBer ist die absolute Helligkeit. Fur die kurzperiodischen Cepheiden andert 
sich die Helligkeit nur wenig mit der Periode (vgl. Abb. 165). 

Der enge Zusammenhang zwischen Periode und absoluter Helligkeit ist 
zuerst bei den Cepheiden in den MAGELLANschen Wolken (s. S. 454) nachgewiesen 
worden. Diese Cepheiden befinden sich aIle in praktisch demselben Abstand 
von uns, also ist der Unterschied zwischen scheinbarer und absoluter Helligkeit 
konstant, und die Beziehung zwischen Periode und absoluter Helligkeit er
scheint als eine Beziehung zwischen Periode und scheinbarer Helligkeit (vgl. 
Abb.165). 

Es ist ersichtlich, daB die Beziehung zwischen der absoluten Helligkeit und 
der Periode aus Beobachtungen der scheinbaren Helligkeiten und Period en von 
Cepheiden, die sich in praktisch gleichem Abstand befinden, wie z. B. die Ce
pheiden in der kleinen MAGELLANSchen Wolke, bis auf eine konstante Ver
schiebung der absoluten Helligkeiten ermittelt werden kann. Die Aufgabe, den 
Betrag der konstanten Verschiebung zu bestimmen, wird S.461 behandelt. 

Die Cepheiden sind Ubergiganten; ihre absoluten Helligkeiten sind groBer 
als die der normalen Riesensterne. Es ist M etwa 0;1[ fUr die kurzperiodischen 
Cepheiden bis - 5M fUr die langperiodischen. Die Cepheiden sind c-Sterne (vgl. 
S.348). Die Massen der Cepheiden sind groB, wahrscheinlich zwischen 3 und 
50 Sonnenmassen, sie sind urn so groBer, je groBer die Periode ist. 

Die Radien sind von etwa 7- bis zu 200mal groBer als der Radius der Sonne, 
sie sind ebenfaIls urn so groBer, je groBer die Periode ist. 

Man kann zusammenfassend sagen, daB die Cepheiden nahe urn eine ge
krummte Linie im RussELL-Diagramm liegen. Diese Linie ist in Abb. 159, S. 392 
eingezeichnet. Die Periode hangt mit der Lage auf der Linie eng zusammen: 
Je groBer die Periode, je weiter nach oben rechts liegt der Stern. 

Die RV Tattri-Sterne sind eine sehr seltene Klasse veranderlicher Sterne, 
die in gewissen Hinsicbten einen Ubergang von den Cepbeiden zu den Mira-



Veranderliche lind nelle Sterne. 441 

stern en bilden. Ihre Perioden liegen meist zwischen 70 und 200 Tagen, sind 
also durchschnittlich gro13er als die Perioden der Cepheiden und kleiner als die 
der Mirasterne. Die Spektren gehoren den Klassen G bis M an. Die Period en 
sind nicht ganz konstant. Charakteristisch fur die Lichtkurven ist ein sekundares 
:VIinimum zwischen je zwei Hauptminima. Die Lichtkurven sind stark verander
lich. So bleibt z. B. das sekundare Minimum zuweilen aus. 

Die R Coronae borealis-Sterne zeigen oft jahrelang konstante Helligkeiten, 
werden dann p16tzlich sehr viel schwacher und erreichen nach einiger Zeit 
wieder ihre normale Helligkeit. Die Wiederkehr der Minima erfolgt ganz 
unregelma13ig. Das Spektrum von R Coronae borealis ist c GO. 1m Minimum 
erscheinen die Emissionslinien ionisier
ter Metalle. 

Die U Geminorum-Sterne haben 
eine Zeitlang konstante Helligkeiten 
und werden dann plotzlich urn mehrere 
Gro13enklassen heller. Die Maxima 
kehren in ziemlich unregelma13igen 
Zeitin tervallen von der GroJ3enordnung 
100 Tage wieder. U Geminorum ist 
ein F-Stern. 1m Minimum treten sehr 
hreite Emissionslinien von Wasser stoff 
und Helium auf. 

J ede dieser drei Klassen umfa13t 
etwa 10 bis 20 Sterne. 

Die fl Cephei-Sterne sind rote Sterne, 
die unregelma13ige Lich tsch wankungen 
zeigen. Die Maxima und Minima er·
folgen in unregelma13igen Zwischen
raumen von der Gro13enordnung eines 
Monats oder mehr. Die Maximums
und "Minimumshelligkeiten sind stark 
veranderlich. Die Gesamtamplitude 
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Abb. 165. Der Zusammenhang zwischen Periode und ab
soluter HelIigkeit bei den Cepheiden. Der gestrichelte 
Teil der Kurve bezieht sich auf die kurzperiodischen 
Cepheiden. Die scheinbaren GroBen rechts gelten fiir die 
kleine MAGELLA~Sche \Volke. Die Groilcn siud als Mittel 
det Maximums- und MinimumsgroBe berechnet. (Die 
scheinbaren Helligkeiten sind nach den urspriinglichen 
2\1f'SSungell angehihrt; nach neueren Messungen bediirfen 

sie piner Korrektur von etwa +1 ffi). 

des Lichtwechsels bleibt fast immer unter zwei GroJ3enklassen. Die fl Cephei
Sterne gehoren den Spektralklassen K, :VI, N und Ran. Zu den flCephei-Sternen 
gehoren fl Cephei, IX Herculis und IX Orionis. Bei dem letztgenannten Stern uber
lagern sich ein langsamer und ein schneller Lichtwechsel kleiner Amplitude. 1m 
ganzen sind etwas weniger als 100 ,u Cephei-Sterne bekannt. 

Schlie13lich ist noch cine Klasse veranderlicher Sterne zu nennen, die unrege1-
maBige schnelle Helligkeitsanderungen von oft sehr kleiner Amplitude 
(kleiner als om.1) zeigen. Die Helligkeitsschwankungen set zen bei diesen zeit
weise ganz aus; zeit weise verlaufen sie periodisch, mit Period en von wenigen 
Stunden bis zu einigen Tagen. An einer Reihe dieser Sterne hat man kleine 
Radialgeschwindigkeitsanderungen festgestellt, die den Helligkeitsanderungen 
parallel verlaufen. Bei Wega (IX Lyrae), der zu dieser Klasse gehort, konnte 
nachgewiesen werden, daB die Radialgeschwindigkeitsanderungen annahernd 
als Spiegelbild der Helligkeitsanderungen verlaufen, ahnlich wie bei den 
Cepheiden (vgl. Abb. 164). Die Radialgeschwindigkeitsanderungen sind fUr ver
schiedene Elemente verschieden. Zu dieser Klasse gehoren Z. B. f3 Ursae majoris 
und y Lyrae. 

:VIit der letztgenannten Klasse verwandt ist wahrscheinlich eine Klasse Sterne, 
die kleine regelmaBige Radialgeschwindigkeitsanderungen zeigen, die einer Bahn
bewegung nicht entsprechen konnen, die f3 Canis majoris-Sterne. 
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AIle veranderlichen Sterne sind Riesensterne oder Ubergiganten. Einige un
regelmaBig veranderliche Sterne in Orion, die Zwerge sind, sind wahrschein
lich wie die Bedeckungsveranderlichen keine echten Veranderlichen, sondern 
werden zeitweise von dunklen Wolken, die in ihrer Nahe vorkommen, bedeckt. 

300. Theorien des Phiinomens der Veriinderlichkeit. Man hat bislang keine 
vollstandige Theorie zur Deutung der bei den veranderlichen Sternen beob
achteten Phanomene aufstellen k6nnen. Die Veranderlichkeit der Mirasterne 
und Cepheiden kann nicht als ein Bedeckung,phanomen eines Doppelsternpaares 
gedeutet werden, bei den Mirasternen schon deswegen nicht, weil die Periode 
unregelmaJ3ig veranderlich ist; bei den Cepheiden, weil die Radialgeschwindig
keit Maximum und ~Iinimum im Helligkeitsminimum bzw. im HelIigkeits
maximum hat (vgl. Abb.164). 

Ais Ursache der Veranderlichkeit die Bewegung eines engen Doppelstern
paares mit daraus folgenden physikalischen Veranderungen der Komponenten 
anzunehmen, st6Bt auch auf grol3e Schwierigkeiten. Die unregelmaBig verander
lichen Period en bei den ::\1irasternen k6nnen auf der Grundlage einer solchen 
Hypothese nicht gedeutet werden. Fur die Cepheiden wird man bei der naheren 
Deutung auf Grundlage der Doppelsternhypothese zu dem Resultat gefUhrt, dal3 
ein eventuelIer Begleiter des Hauptsterns sich in einer Entfernung von dessen 
Zentrnm befinden mul3te, die kleiner als der Radius des Hauptsterns ist (vgl. 
S.420). 

Wesentliche Zuge des Cepheidenphanomens hat man mit Hilfe der sog. 
Pulsationstheorie deuten k6nnen: man nimmt an, daB die Cepheiden mit 
einer Periode gleich der Periode der beobachteten Phanomene pulsieren. Hierbei 
variiert der Radius urn etwa 10%. 

Man hat die Natur der Pulsationen eines Sterns naher untersuchen konnen. 
Ein wichtiges Resultat der Theorie ist eine Beziehung zwischen der Pulsations
periode und der mittleren Dichte des Sterns. Je dichter der Stern, je kurzer 
ist die Pulsationsperiode. Unter sonst gleichen Umstanden ist: 

Pl' Q = const . (1 ) 

Diese Gleichung stimmt gut mit der Erfahrung. 
Ferner zeigt die Theorie, daB in allen Schichten im Innern der Nettostrom 

der Energie nach aul3en am gr613ten ist in derjenigen Phase der Pulsation, wo 
die Dichte am groBten ist - bei maximaler Kompression. Bei maximaler Kom
pression ist namlich nicht nur die Dichte, sondern auch die Temperatur und 
der Temperaturgradient am groBten, wah rend der Absorptionskoeffizient am 
kleinsten ist. Mit Hilfe der Gleichung fur den Nettostrom der Energie nach 
aul3en (vgl. S. 274) sieht man, dal3 dieser in der Tat dann am grol3ten ist. 

Nun falIt die Phase der groBten HeIligkeit nach den Beobachtungen mit 
der Phase der groBten Ausdehnungsgeschwindigkeit nach auBen zusammen, also 
nicht mit der Phase der grol3ten Kompression. Dabei ist folgendes zu beach ten. 
Die Pulsationstheorie gilt nur fUr das Innere des Sterns, nicht fUr die Atmo
sphare. Der Energieinhalt der Atmosphare ist aber so gering, dal3 die Atmo
sphare den Strahlungsstrom nach auBen nicht andern kann. Die Phase der 
beobachteten groBten HeIligkeit muB deshalb mit der Phase der grol3ten Kom 
pression im Innern zusammenfallen. Es fragt sich also, ob es moglich ist, daB 
die Phase der groBten Kompression im Innern mit der Phase der groBten Ge
schwindigkeit nach aul3en in der Atmosphare zusammenfallt. Damit dies der 
Fall sein solI, mul3 erst ens die Dicke des Atmospharengebiets stark veranderlich 
sein, und zwar so, dal3 die Dicke der Atmosphare in der Phase der gr6Bten Kom
pression im Innern schon stark wachst, und zweitens muB die Dicke des Atmo-
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spharengebiets so groB sein, daB die Schwankungen in der Dicke die Pulsationen 
des lnnern (deren Amplitude etwa 10% des Sternradius ausmacht) iiberdecken 
konnen. SoIche Verhaltnisse sind denkbar, wenn die Cepheiden sehr ausgedehnte 
Chromospharen haben, was wahrscheinlich ist. Das Gleichgewicht der Chromo
sphare ist Anderungen im Strahlungsstrom gegeniiber sehr empfindlich. Genaue 
Untersuchungen der Verhaltnisse in einer ausgedehnten Chromosphare, die von 
einem veranderlichen Strahlungsstrom durchsetzt wird, liegen zur Zeit nicht vor. 

Betrachten wir nun eine beliebige Kugelschale im Sterninnern. In einem 
nichtpulsierenden Stern ist die Differenz der nach auBen aus der Kugelschale 
ausstromenden Energie und der von innen in die Kugelschale hineinstromenden 
Energie (es handelt sich in beiden Fallen urn den Nettostrom) gleich der in der 
Kugelschale von den Atomkernen erzeugten Energie. Durch die Pulsation and ern 
sich die Verhaltnisse, und in gewissen Phasen gewinnt die Kugelschale Energie, 
in gewissen Phasen verliert sie Energie. Von den Energieschwankungen der 
Kugelschale infolge der Schwankung des Strahlungsstromes weiB man erstens, 
daB sie sehr klein sind, verglichen mit dem Warme-, Strahlungs- und lonisations
energieinhalt der Kugelschale. Dies bedeutet, daB die Pulsationen sehr nahe 
adiabatisch verlaufen: Die auf ein beliebiges Volumenelement von der um
gebenden Materie ausgefiihrte Arbeit findet man im Volumenelement sehr nahe 
in Form von Warme-, Strahlungs- und lonisationsenergie wieder. Zweitens sieht 
man ein, daB die Energieschwankungen auf die Dauer von groBem EinfluB sind. 
Nehmen wir z. B. an, ein beliebiges Volumenelement empfangt in der Phase 
der groBten Kompression und der hochsten Temperatur immer weniger Energie 
von auBen als im Durchschnitt, bei der entgegengesetzten Phase mehr Energie 
als im Durchschnitt. 1m Laufe einer oder einiger Pulsationsperioden spielt dies, 
weil die betreffende Energie so klein ist, keine Rolle, aber im Laufe einiger 
hunderttausend Perioden wird die Amplitude allmahlich verkleinert - ver
kleinert, weil in diesem Fall die kleinste Energiezufuhr bei der hochsten Tem
peratur und umgekehrt stattfindet. 1m Laufe von einer gewissen Zeit klingen 
die Pulsationen allmahlich ab. Wenn die groBte Energiezufuhr dagegen bei der 
hochsten Temperatur stattfindet, so werden die Pulsationen allmahlich verstarkt 
bzw. werden sie gegen eine etwa vorhandene kleine Reibung aufrechterhalten. 
Es hangt also von der Phase der groBten Energiezufuhr ab, ob die Pulsationen 
aussterben oder aufrechterhalten werden. 

Es hat sich gezeigt, daB man im allgemeinen erwarten muB, daB die Pul
sationen im Laufe relativ kurzer Zeit abklingen werden. Dies stimmt damit, 
daB die allermeisten Sterne nicht pulsieren. Ferner hat sich gezeigt, daB unter 
besonderen Umstanden, namentlich bei groBer Masse des Sterns, die Moglichkeit 
besteht, daB Pulsationen aufrechterhalten werden konnen. Die Verhaltnisse sind 
allerdings nicht geklart, die Antwort hangt auch von der Art des Aufbaus des 
Sternes, die man annimmt (vgl. S.277 und 398), ab. 

Es ist naheliegend, zu vermuten, daB Pulsationen bei groBeren Massen flir 
gewisse kritische chemische Zusammensetzungen und entsprechenden Aufbau 
aufrechterhalten werden. Dadurch wiirde die Tatsache, daB die Cepheid en aIle 
nahe urn eine gekriimmte Linie im RussELL-Diagramm liegen, verstandlich. 
Der Zusammenhang zwischen der Periode und der Lage auf der Linie erklart 
sich durch (1). 

Vielleicht ist auch die Veranderlichkeit der Mirasterne als Folge von Pul
sationen zu verstehen. Die Perioden und Dichten der Mirasterne stimmen groBen
ordnungsmaBig mit der fiir Pulsationen giiltigen Gleichung (1). Es ist noch un
klar, wie die UnregelmaBigkeiten in den Perioden bei den Mirasternen zu ver
stehen sind. 
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Bei den unregelmaBigen Veranderlichen kleiner Amplitude hat man es wahr·· 
scheinlich mit Stromungen in ausgedehnten Atmospharen zu tun. 

301. Xezte Sterne (Nome) sind solehe, die plOtzlich aufleuchten und eine Zeit
lang sichtbar bleiben, schlieHlich aber entweder verschwinden oder ganz schwach 
werden. Der beriihmteste unter ihnen ist TYCHO BRAHES Stern, der in der 
Cassiopeia erschien, und der yon ihm zum Gegenstand einer langen Reihe von 
Beobachtungen gemacht wurde, vom 11. November 1572 an, dem Tag, an dem 
TYCHO zum erstenmal auf ihn aufmerksam wurde. Ende November war er 
ebenso hell wie Venus; noch im Februar und llHirz des Jahres 1573 war er 1. GroBe, 
nahm aber nach und nach an Helligkeit ab, bis er im Marz 1574 fUr das blo13e 
Auge verschwand. Jetzt findet man an diesem Ort (0. = oli 20Jn.6, b = + 63 0 44', 
1925.0) nur einen Stern 11. bis 12. GroBe. 

Man hat gegen 100 Novae im Milehstra13ensystem gefunden und eine noch 
greiHere Anzahl in den Spiralnebeln, davon etwa 100 im Andromedanebel. 

Bekannte Novae sind Nova Coronae 1866, Nova Cygni 1876, Nova Aurigae 
1892, Nova Persei 1901, Nova Geminornm 1912, Non Aquilae 1918, Nova 
Cygni 1920 und Nova Pictoris 1925. 

Es gibt einige Sterne, die groDe Ahnlichkeit mit den neuen Stemen haben, 
ohne daB man sie als Novae bezeichnen kann. Sie zeigen novaahnliche Licht
ausbriiche, die sich aber in Zwischenraumen von mehreren Jahren wiederholen. 
Ein typisches Beispiel ist der Stern T Pyxidis; ahnliches Verhalten zeigen 
1] Carinae und P Cygni. 

Von den nenen Stemen spaterer Zeit ist die Xova Persei 1901 besonders 
bemerkenswert. Friih am :\;Iorgen des 22. Februar 1901 wurde sie von ANDERSON 
in Edinburgh als ein Stern 3. GroBe gesehen. Zwei Nachte vorher war sie auf 
einer photographischen Aufnahme dieser Gegend, die auf der HARVARD-Sternwarte 
erhaIten war und Sterne 11. Grii13e zeigte, unsichtbar. Den 23. und 24. Februar 
war sie ebenso hell wie Capella, die in der Nahe stand, eine kurze Zeit sogar 
heller. Bereits am 25. war ein Abnehmen bemerkbar, und jetzt wurde der Stern. 
jedoch unter standigen Fluktuationen, immer schwacher. Am Schlu13 des Jahres 
war er 7., am SchluB des Jahres 1902 10. GroBe, und jetzt ist er noch schwiicher. 

Photographische Aufnahmen des Spektrums der Nova zeigten das folgende 
Verhalten. So lange die Helligkeit noch in der Zunahme begriffen war, war 
das Spektrnm ein Absorptionslinienspektrum yom Spektraltypus B mit den 
Absorptionslinien gegen Violett verschoben, entsprach also einem DOPPLER
Effekt mit der Bewegung auf den Beobachter zu. Am 24. Febrnar war das 
Spektrnm vollstandig verandert. Es fanden sich auf einem im Violetten und 
UItravioletten sehr kraftigen kontinuierlichen Spektrum stark ausgepragte helle 
und breite Linien, jede mit einem dunklen, breiten Begleiter auf der violett en 
Seite. Ende Marz waren diese dunklen Begleiter verschwunden, und gleichzeitig 
wurde auch das kontinuierliche Spektrum schwacher. In der folgenden Phase 
fanden sich die aus den galaktischen Nebeln bekannten Emissionslinien (s. S. 452), 
doch sehr verwischt, nicht scharf wie in Nebelspektren. Zuletzt fanden sich 
von den breiten, hellen Linien nur einige wenige vor, die charakteristisch fUr 
die WOLF-RAYET-Sterne der Spektralklasse 0 sind. Ahnliche Verhaltnisse haben 
,;ich auch bei anderen Noyae gezeigt. 

Urn viele NJvae herum hat man Nebelmassen von einer Ausdehnung bis 
zu einigen Bogensekunden konstatiert. Die Nebelscheibe wachst eine Zeitlang 
nach dem Aufleuchten der Koya. 

Der neue Stern im Perseus wies ein merkwiirdiges Verhalten auf. Auf der 
Lick-Sternwarte erhieIt man im Laufe des \Vinters 1901 bis 1902 eine Heilw 
yon photographischen Aufnahmen von der Gegend urn den Stern herum mit 
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dem 150 cm-Reflektor und mit Expositionszeiten zwischen 7 und 11 Stunden. 
~\uf allen Platten erschien der Stern von ausgedehnten Nebelmassen (bis zu 
10 Bogenminuten von der Nova entfernt) umgeben, und man glaubte nachweisen 
zu konnen, daD einzelne, ausgepragte Teile derselben sich im Lauf der Zeit be
trachtlich vom Stern entfernten. Da der Stern keine merkbare Parallaxe hat, 
ist die Entfernung so graD, daB von einer Bewegung der Materie selbst keine 
Rede sein kann; deshalb glaubt man, daB es die Lichtgeschwindigkeit selbst 
sei, die sich dadurch zu erkennen gab, daB das Licht des stark aufleuchtenden 
Sterns nach und nach von stets entfernteren Teilen der an und fiir sich dunklen 
oder nur schwach leuchtenden Nebelmasse reflektiert wurde. 

In einigen Fallen hat man fiir Novae die Parallaxen bestimmen konnen. 
Die mit Hilfe der Parallax en bestimmten absoluten Helligkeiten im Licht
maximum liegen mit einiger Streuung um den Mittelwert _6M . Die Novae 
erreichen so mit sehr groBe absolute Helligkeiten. 

Die starke Violettverschiebung der Spektrallinien der Novae unmittelbar vor 
clem Maximum fiihrt zu der Annahme, daB der Stern sich in dieser Phase schnell 
ausdehnt. Das Aussehen des Spektrums unmittelbar nach dem Maximum stimmt 
mit dieser Annahme iiberein. Die graBe Intensitat im Violett en und Ultra
violetten riihrt wahrscheinlich daher, daB durch die Ausdehnung tiefere, heiBe 
Schichten an die Oberflache gebracht worden sind. Die groDe Leuchtkraft im 
:'Iaximum riihrt von der hohen Temperatur dieser Schichten, zusammen mit 
der infolge der Ausdehnung sehr groBen OberfIache, her. Die breiten, hellen, 
stark nach Violett verschobenen Linien, die nach dem Maximum im Spektrum 
auftreten, zeigen, daB die Ausdehnung sich fortsetzt. Der Stern ist von einer 
Gasschale umgeben, die in schneller Ausdehnung begriffen ist. Die Teile der 
Schale, die sich gerade gegen den Beobachter bewegen, geben am meisten gegen 
Violett verschobene Linien, fiir die Teile, die sich schrag zur Gesichtslinie be
wegen, ist die Violettverschiebung kleiner. Die Absorptionslinien stammen nun 
ans denjenigen Teilen der Gasschale, die, yom Beobachter gesehen, sich gerade 
tiber dem Stern befinden. Deshalb sind die Absorptionslinien am starksten 
gegen Violett verschoben. Da den yerschiedenen Teilen der Gasschale ver
schiedene Radialgeschwindigkeiten en1sprechen, werden die Linien sehr breit. 
Eine we it ere Bestatigung dieser Auffassung ergeben die Beobachtungen von 
~ebelscheiben um die Novae. DaB schliel3lich die in den galaktischen Nebeln 
auftretenden Linien erscheinen, zeigt, daB die physikalischen Bedingungen jetzt 
denjenigen in den Nebeln ahnlich sind (vgl. S. 452), d. h. daD die Dichte au Berst 
gering ist, und daB auch die Bestrahlung yom Stern infolge graDer Entfernung 
yom Stern relativ schwach ist. Das WOLF-H.AYET-Spektrum, das nach einigen 
Jahren erscheint, stammt yom Stern selbst und zeigt, daB der Stern in diesem 
Stadium eine hohe Oberflachentemperatur hat. 

Eine Theorie der Noyae muG erklaren, wie die oben beschriebenen Bewegnngen 
entstehen. 

"LTnter den verschiedenen Versuchen, das Erscheinen neuer Sterne zu erklaren, 
kann der Versuch SEELIGERS genannt werden, der darauf hinauslauft, daB sie 
als kosmische Sternschnuppen in groBem Mal3stab zu betrachten sind, indem 
ein Stern bei seiner Bewegung im Raum in eine ausgedehnte Nebelmasse oder 
Stanbmasse eindringt. Durch den ZusammenstoB werden die Oberflachen
schichten erhitzt, und groDe Gasmassen werden yom Stern ausgestoBen. Die 
Fluktuationen der Helligkeit nach clem Maximum werden durch wechselnde 
Absorption in der Staubmasse \'Crursacht. 

Eine andere Theorie fuBt auf cler Annahme, daB das }';'ovaphanomen durch 
pl6tzliche graBe Veranclerungen cler Verhaltnisse im Innern des Sterns ver-
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ursacht wird, daD eine Art Explosion stattfindet. Man kann an irgendeine 
Instabilitat im Aufbau denken. Es ist auch m6glich, daB das Novaphanomen 
mit der Bildung eines liberdichten Kerns in Zusammenhang stehen kann (vgl. 
S.492). Schliel3lich besteht auch die M6glichkeit, daD eine auDere Starung, 
z. B. durch den Einsturz eines Riesenmeteors, cine vorlibergehende Storung 
des inneren Gleichgewichts des Sterns hervorruft, die dann den Novaausbruch 
herbeifUhrt. 

Die Zahl der aufleuchtenden galaktischen Novae ist auf 1 bis 10 im Jahre 
zu schatzen. Eine Abschatzung des Bruchteils, den die Sterne unseres Stern
systems, die in einem Jahr einen Novaausbruch erleiden, von allen Sternen des 
Sternsystems ausmachen, erhalt man wie folgt. Die absolute visuelle Helligkeit 
der Novae im Maximum betragt ungcfahr -6~J. Die Novae, die heller als von 
der scheinbaren GroDenklasse om.s werden, sind deshalb naher als 200 parsec. 
Innerhalb 200 parsec befinden sich !'chatzungsweise 2.106 Sterne (§§ 307 bis 308). 
Nimmt man an, daD seit etwa 1500 aIle Novae, die heller als om.s wurden, be
merkt worden sind, so findet man fUr ihre Haufigkeit 4 in 400 Jahren, d. h. 
0.01 pro Jahr. Der gesuchte Bruchteil ist also 1 Nova pro Jahr auf 2.108 Sterne. 
Diese Zahl gibt natlirlich nur die GroDenordnung an. Nun rechnet man mit 
einem Alter des Sternsystems von mindestens 1010 Jahren (vgl. § 321). Somit 
ist es wahrscheinlich, daB ein graDer Teil alIer Sterne das Novastadium minde
stens einmal passier en. 

Die wahrend eines Novaausbruchs ausgestrahlte Energie ist sehr klein, ver
glichen mit der totalen Warme- und Strahlungsenergie des Sterns. Der Stern, 
so wie er vor und nach dem Novaausbruch aufgebaut ist, wird also sehr nahe 
dieselbe Energie haben. Diese Tatsache wird wahrscheinlich zu interessanten 
Schllissen AniaD geben, wenn der Aufbau eines Sterns vor und nach einem Nova
ausbruch genauer bekannt sein wird. 

Sternhaufen und Nebel. 
302. Sternhaujen. An vielen Stellen des Himmels kann man Sterne wahr

nehmen, die in Gruppen dicht zusammen stehen. So1che Objekte nennt man 
Sternhau/en. 

Man unterscheidet zwischen lwgd/cirllligl'll Sternhaufen und o/fenen Stern
hau/en. Die kugelformigen Sternhaufen sind ziemlich scharf begrenzte und 
regelmaBig geformte sehr sternreiche Haufen mit starker Konzentration der 
Sterne gegen das Zentrum hin. Die offen en Sternhaufen sind weniger regel
maBig, enthalten nicht so viele Sterne, und die Sterne sind gegen das Zentrum 
hin nicht stark konzentriert. Man kennt Ubergangsformen zwischen kugel
formigen Sternhaufen und offenen Sternhaufen. 

Man hat etwa 100 kugelformige Sternhaufen und liber 300 offene Sternhaufen 
gefunden. Ein bekannter kugelf6rmiger Sternhaufen ist der Sternhaufen im 
Herkules, zwischen 1} und ?;. Bekannte offene Sternhaufen sind die Plejaden, 
das Haar der Berenice (zwischen Arcturus und dem Lowen), die Krippe (Praesepe) 
im Krebs und die beiden Sternhaufen im Perseus. 

Bei den groBten kugelformigen Sternhaufen nimmt man an, daD sich etwa 
eine Million Sterne in ihnen vorfinc' en. Von dies en sind im allgemeinen nur 
die helIsten zu sehen. Die offen en Sternhaufen enthalten, wie schon erwahnt, 
weit weniger Sterne, einige davon unter hundert, andere ein paar tausend Sterne. 

Zu den offenen Sternhaufen rechnet man auch eine andere Klasse zusammen
gehorender Sterne, die sogenannten Sternstrome ("moving clusters"), die zwar 
nicht als dichte Haufen am Himmel zu sehen sind, die sich aber dadurch aus
zeichnen, daB die in ihnen befindlichen Sterne eine parallele Bewegung durch 
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den Raum haben. Beispiele fUr Sternstrome sind die Hyaden und der Ursa 
major-Strom. Die Sternstrome unterscheiden sich von offenen Sternhaufen, weil 
sie verhaltnisma13ig so nahe Objekte sind, da13 die darin befindlichen Sterne 
nicht dicht zusammen am Himmel gesehen werden. Zum Ursa major-Strom 

Abb. 166. Kugelformiger Sternhanfen. Der grol3e Hauf(>11 im Hercules (Messier 13). 

gehort eine Reihe heller Sterne, die tiber einen groBen Teil des Himmels zer
streut sind, z. B. Sirius, f3 Aurigae, iX Coronae borealis und {3 Eridani. 

Die kugelformigen Sternhaufen sind sehr ungleichmaBig tiber den Himmel 
verteilt. Die Verteilung ist symmetrisch urn die Ebene der MilchstraJ3e, die 
Verteilung tiber die galaktischen Langen (vgl. S.456) aber ist sehr ungleich
ma13ig. Die galaktischen Langen zwischen 300 ° und 350 ° sind stark bevorzugt. 
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Die mittlere galaktische Breite ist wegen der Symmetrie urn die MilchstraBe 
ungefahr 0°, das Mittel der galaktischen Breiten ohne Riicksicht auf das Vor
zeichen ist etwa 22°. Die Gegend der groBten Haufung der kugelformigen Stern
haufen liegt im Sternbild Sagittarius. 

Die offen en Sternhaufcn sind ebenfalls urn die MilchstraBe symmetrisch 
verteiIt. Die Verteilung in galaktischer Lange ist gleichmaBig. Die offenen 
Sternhaufen sind stark gegen die MilchstraBe konzentriert. Etwa 70% aller 
offenen Sternhaufen haben galaktische Breiten zwischen - 5 ° und + 5°. 

Die Verteilung der Sterne eines Sternhaufens im RussELL-Diagramm zu be
stimmen, ist eine einfachere Aufgabe als die Bestimmung der Verteilung fiir die 
Sterne im allgemeinen. Da die Sterne des Haufens sich praktisch im selben 
Abstande yom Beobachter befinden, ist der Unterschied zwischen absoluter und 
scheinbarer GroBenklasse fiir alle Sterne des Haufens derselbe. Mit Hilfe der 
scheinbaren Helligkeiten und SpektraItypen oder Farbenindizes konnen die Bild
punkte der Sterne im RussELL-Diagramm bis auf eine konstante, von der Par
allaxe abhangige, Verschiebung in der Richtung der Achse der absoluten Hellig
keit angegeben werden. 

Fiir eine Reihe kugelformiger Sternhaufen liegen ausgedehnte Messungen von 
scheinbaren Helligkeiten und Farbenindizes vor. Fiir eine betrachtliche Anzahl 
Sterne in offenen Sternhaufen sind scheinbare Helligkeiten und SpektraItypen 
bestimmt worden. 

Zeichnet man die den Beobachtungen entsprechenden, verschobenen RUSSELL
Diagramme, so findet man die folgenden ResuItate. 

In den kugelformigen Sternhaufen kommen Zwergsterne nicht vor. Ent
weder sind die Beobachtungen nicht zu den schwachen Zwergen vorgedrungen 
oder es sind tatsachlich in den kugelformigen Sternhaufen keine Zwergsterne 
vorhanden. Bei einzelnen kugelformigen Sternhaufen wurden die Beobachtungen 
auf so schwache Sterne ausgedehnt, daB Zwergsterne sich hatten zeigen miissen, 
wenn sie vorhanden waren. Die vorhandenen Sterne liegen urn den Riesenast und 
iiber dem Riesenast. Es sind also Riesensterne und Dbergiganten. Sehr charakte
ristisch ist in vielen kugelformigen Sternhaufen eine Gruppe Dbergiganten der 
Spektralklassen A bis G von ungefahr gleichen absoluten Helligkeiten. 

Die offenen Sternhaufen zeigen verschiedene Arten der Verteilung. Ein be
sonders sternreicher offener Sternhaufen wie Messier 37 zeigt die Zwerghauptserie 
und ihre Fortsetzung in den Riesenast. In anderen offenen Haufen kommen 
Riesensterne nicht vor, sondern nur Zwerge und B-Sterne. Die Plejaden ge
horen zu diesem Typus. Es gibt auch offene Sternhaufen, die Sterne der Zwerg
hauptserie bis A und Unterriesen der Spektralklasse K enthaIten (die Hyaden). 

In den kugelformigen Sternhaufen kommen kurzperiodische Cepheiden baufig 
vor. Wie wir wissen, sind die absoluten Helligkeiten fUr alle kurzperiodiscl:en 
Cepheiden ungefahr gleich (vgl. S. 440). Aus den scheinbaren Helligkeiten der 
kurzperiodischen Cepheiden in kugelformigen Sternhaufen konnen ihre relativen 
Abstande also gefunden werden. Zur Bestimmung der absoluten Abstande muB 
man den Wert der absoluten Helligkeit kennen. Aus Beobachtungen der Eigen
bewegungen von uns verhaItnismaBig naben langperiodisch en Cepheid en 
konnten ihre absoluten Helligkeiten bestimmt werden (vgl. S.461). Durch eine 
Extrapolationder Periode-Leuchtkraft-Relation (vgl. Abb.165) fUr dielangperiodi
schen Cepbeiden auf die kurzperiodischen Cepheiden erhieIt man dann die 
absolute Helligkeit dieser. Die Richtigkeit der Extrapolation wird durch die 
beobachteten scheinbaren Helligkeiten derjenigen - allerdings wenig zahlreichen 
- kurzperiodischen Cepheiden, die in der kleinen MAGELLANschen Wolke zu
sammen mit langperiodischen Cepheid en vorkommen, bestatigt. 
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Somit konnen die Abstande derjenigen kugelformigen Sternhaufen, in denen 
kurzperiodische Cepheiden vorkommen, bestimmt werden. Wo Cepheiden nicht 
vorkommen, leitet man aus der durchschnittlichen scheinbaren RelIigkeit der 
hellsten Sterne des Raufens Abstande ab, indem man fUr diese eine durch
schnittliche absolute RelIigkeit ansetzt, die man fur solche Raufen bestimmt, wo 
kurzperiodische Cepheiden beobachtet worden sind. Das Verfahren ist naturlich 
nicht einwandfrei, es ist z. B. denkbar, daB die hellsten Sterne systematisch heller 
sind in solchen Raufen, wo Cepheiden vorkommen, als in solchen, wo sie nicht 
vorkommen. Man wird aber jedenfalls die richtige GroBenordnung fUr den Abstand 
treffen. Schliel3lich konnen auch angenahert richtige Abstande ermittelt werden 
durch die Annahme, daB Sternhaufen, die unter demselben Winkeldurchmesser 
erscheinen, gleiche Abstande haben. Auch diese Annahme kann leicht zu etwas 
fehlerhaften Resultaten fUhren, da groBere Unterschiede in den linearen Dimen
sionen sehr wohl vorkommen konnen, so daB ein groBerer ferner Raufen den
selben Winkeldurchmesser zeigen kann wie ein kleinerer naher. 

Zuverlassigere Resultate werden erhalten, wenn die kugelformigen Stern
haufen in Klassen je nach dem Konzentrationsgrad geteilt werden, und die 
durchschnittliche absolute Relligkeit der hellsten Sterne aus der absoluten 
Relligkeit der Cepheiden fur jede Klasse fUr sich bestimmt wird. Als hellste 
Sterne werden z. B. die 25 hellsten (mit AusschluB der funf hellsten, die vielleicht 
dem Vordergrund angehoren) gewahlt. Es zeigt sich, daB diese 25 Sterne in 
stark konzentrierten Raufen durchschnittlich 1 m.3 GroBenklassen heller sind 
als die Cepheiden, in weniger konzentrierten Raufen dagegen nur om.9 GroBen
klassen heller. 

Fur die kugelformigen Sternhaufen findet man mit Rilfe der genannten 
Methoden sehr groBe Abstande von 7000 bis 60000 parsec. Fur die Durch
messer der kugelformigen Sternhaufen findet man Werte von der GroBenordnung 
30 parsec. Die raumliche Sterndichte in den kugelformigen Sternhaufen ist sehr 
groB, besonders in den zentralen Teilen. Wahrend in der Umgebung der Sonne 
in einer Kugel mit dem Durchmesser 10 parsec 3 Sterne absolut heller als 3M 

vorkommen, ist die Zahl dieser Sterne im kugelformigen Sternhaufen Messier 3 
mehrere Tausende. 

Die Abstande der offenen Sternhaufen hat man aus den scheinbaren Rellig
keiten der hier vorhandenen Zwergsterne der Rauptserie bestimmen konnen. 
Die absoluten Helligkeiten dieser Sterne sind ja aus der Spektralklasse ziemlich 
genau bestimmbar. Wo Spektralklassifikationen nicht vorliegen, kann man die 
Abstande aus dem Winkeldurchmesser des Raufens schatzen, in ahnlicher Weise 
wie bei den kugelformigen Sternhaufen. 

Die Abstande der bekannten offen en Sternhaufen sind viel kleiner als die der 
kugelformigen Sternhaufen. Sie sind von der GroBenordnung 1000 parsec und 
sind selten uber 3000 parsec. 

Die Durchmesser sind von der GroBenordnung 5 parsec, die raumlichen 
Sterndichten sind geringer als in den kugelformigen Sternhaufen, wenn auch 
groBer als in der nachsten Umgebung der Sonne. 

Die aus den Abstanden sich ergebende raumliche Verteilung der kugelformigen 
und offen en Sternhaufen wird an anderer Stelle diskutiert (vgl. S.468). 

Die Verteilung der Sterne in kugelformigen und offenen Sternhaufen kann 
man aus Sternzahlungen ermitteln. Es ist namlich moglich, von der Verteilung 
in der Projektion auf die Tangentialebene der Rimmelskugel auf die raumliche 
Verteilung zu schlieBen. 

Die hellsten Sterne sind gegen das Zentrum hin starker konzentriert als die 
schwacheren. Durch eine Analogie mit den Verhaltnissen in einem idealen Gas, 

Stromgren, Lehrbuch dfr Astronomie. 29 



450 StellarastronoJllie llnd ,-\strophysik. 

wo der Gleichgewichtszustand durch Zusammenst613e der Partikcln zustande 
kommt, hat man aus den beobachteten verschiedenen Konzentrationen ver
schiedener Gruppen von Sternen Durchschnittswerte fUr die Massen der Sterne 
in den Gruppen ermitteln k6nnen. Die so bestimmten Massen stimmen mit 
denjenigen, die man in Doppebternsystemen hat bestimmen konnen, gut uber
ein (vgl. §§ 282 und 294). 

Fur die Sterne der Sternstri)me hat man auf besondere Weise die Parallaxen 
bestimmen konnen . Da die Bewegungen der Sterne im Raum parallel sind, 
zeigen die Eigenbewegungen aile auf denselben Punkt an der Sphare, den Kon
vergenzpunkt (vgl. Abb. 167). Der Konvergenzpunkt kann also aus den Eigen
bewegungen bestimmt werden. Der Konvergenzpunkt gibt nun die Bewegungs
rich tung der Sterne des Sternstromes relativ zur Sonne an. Wenn diese Richtung 
bekannt ist, folgt die Parallaxe aus der Eigenbewegung und der Radialgeschwin
digkeit (vgl. Anhang S. 507). 

~- -- -- -- --------
-r-
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Abb.16i. Eigenhev.:egung ckr Hyaden. 

Die Sterne der normalen Sternstrome gehoren meist der Zwerghauptserie an. Zu 
den Sternstromen rechnet man aber oft auch gewisse Gruppen von B- und A-Stemen, 
die sehr geringe absolute Geschwindigkeiten haben. Diese Sterne zeigen dann eine 
Strombewegung, die der Sonnenbewegung nahe entgegengesetzt ist. 

303. Die galaktischen Nebel. Ais ~ebel bezeichnete man ursprunglich aUe 
leuchtenden Flecke, die nicht in einzelne Sterne aufgelOst werden kcnnten. 
Einige der Nebel hat man spater t eilweise in einzelne Sterne auflosen konnen, 
und die weitaus meisten Nebel bestehen wahrscheinlich in jedem Fall teilweise 
aus einzelnen Stemen. :\lan hat den Namen Nebel jedoch als eine gemein
same Bezeichnung beibehaltcn. Die Nebel werden in zwei Gruppen eingeteilt, 
die galaktischen Nebel und die nichtgalaktischen Nebel. Diese beiden Gruppen 
sind wesensverschieden. Die galaktischen Nebel sind Objekte im Milchstra13en
system, die nichtgalaktischen Nebel befinden sich auBerhalb des MilchstraBen
systems und konnen we it gro13ere Dimensionen als die galaktischen Nebel haben 
(Naheres s. § 304 und S. 485). 

Die galaktischen Nebel werden in die diflusen und die planetarischen Nebel 
eingeteilt. 

Die diffusen Nebel sind sehr unregelmaJ3ig geformte, ausgedehnte, schwach 
leuchtende Objekte. 1hre Winkeldurchmesser liegen zwischen einigen Bogen
minuten und mehreren Graden. 

Die planetarischen Nebel werden als kleine mnde Scheiben oder Ringe ge
sehen und haben eine gewisse allBerliche Ahnlichkeit mit Planetenscheiben. Sie 
ha ben \Vinkeldurchmesser von einigen Bogensekunden bis zu 15 Bogenminuten. 
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In del' H.egel befindet sieh in del' Mitte eines planetarisehen Nebels ein Stern, der 
Zentralstern. "Yenn man in einigen planetarisehen Nebeln keinen Zentral
stern hat beobaehten konnen, so liegt das wahrseheinlieh nur an besonderen 
fUr die Beobaehtung ungiinstigen Faktoren; man nimmt an, daB der Zentral
stern sieh bis auf ganz wenige Ausnahmen vorfindet. 

Die Zentralsterne sind WOLF-R.wET-Sterne (vgl. S. 345). Die breiten Emis
sionslinien in ihrem Spektrum konnen :;;0 gedel1tet werden, daB standig Masse 

:\uh. 168. Der groOe Gasneoel im Stt'f1lhikle Orion. Auinahme cler YERKEs-Sternwarte. 

von der Sternatmosphare radial naeh auGen abgeschleudert wird (vgl. das ent
spreehende Verhalten im Xovaspektrulll, S.445). Vielleicht besteht ein orga
nischer Zusammenhang zwi:;;ehen den abgesehleuderten Massen uncl clem um
gebenclen ~ebel. 

Man kennt etwas iiber hundert diffuse Xebel uncl eine ahnliehe Anzahl plane
tarische Nebel. Ein bekannter diffuser Xebel ist der Orionnebel (Abb. 168), ein 
bekannter planetariseher Nebel ist cler Ringnebel in cler Leier (Abb. 169). 

29* 
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Das Licht der diffusen Nebel wird wahrscheinlich ausschlieBlich durch Be
leuchtung von Sternen hervorgerufen, die entweder in der Nebelmasse oder in 
deren Nahe liegen. Fur beinahe alle diffusen Nebel hat man solehe Nachbar
sterne nachweisen konnen, die die primare Ursache der Lichtaussendung der 
Nebel sind. Zugleich hat man einen Zusammenhang zwischen der Helligkeit 
des Sterns und des Nebe1c; nachweisen konnen. Ferner hat man einen Zusammen
hang zwischen den Spektren de;; Stern;; und des Nebels nachgewiesen. Einem 
Spektrum 0 bis B 0 dc:-; Stern" entspricht ein Emissionslinienspektrum des 
Nebe1s, anderen \"orkommenden Spektren des Nachbarsterns (hauptsachlich von 
B 1 bis A 2) entspricht ein kontinuierliches Spektrum de" ~ebels, in einigen 
Fallen ein kontinuierliclws Spektrllm mit .\bsorptionslinien. 

Abb. iLly. Plandarischer Xcl){'l in cler Ll"ier. 

Falls die diffusen Nebel nur leuchten , wenn ein Stern in ihrer Nahe befindlich 
ist, miiBte man auch dunkle diffuse Massen im Ranme nachweisen konnen. Man 
hat auch solehe nachgewiesen; sie gehen, wie man erwarten kannte, oft in leuch
tende diffuse Nebel liber. Diese dunk1en Massen geben sich durch eine Ab
sorption des Sternlichtes zn erkennen, die scheinbar relativ sternarme Gegenden 
hervorruft. Dunkle absorbierende Massen sind ein sehr auffalliges Phanomen 
in der MilehstraBe. Durch Vergleich der Sternzahlen verschiedener GroBen
klassen in und neben den sternarmen Gegenden hat man den Abstand und den 
Betrag der Absorption von dunklen Nebeln bestimmen konnen. Bekannte 
Dunkelnebel sind die Dunke1nebe1 im Sternbild Taurus und bei i} Ophiuchi und 
der "Kohlensack" in der Nahe des siidlichen Kreuzes. 
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}Ian muB annehmen, daB diffuse Nebel mit Emissionslinien aus freien Atomen 
bestehen, die Sternlicht absorbieren und es in Spektrallinien wieder aussenden. 
Von den dunklen }lassen nimmt man an, daB sie aus groBeren und kleineren 
Staubpartikeln bestehen, die Licht durch Schattenwirkung absorbieren. Man 
hat namlich nachweisen konnen, daB diese dunklen absorbierenden Massen die 
;;;pektrale Zusammensetzung des Lichts nicht modifizieren. Die diffusen Nebel 
mit kontinuierlichem Spektrum bzw. kontinuierlichem Spektrum mit Absorptions
linien bilden den Ubergang zwischen den beiden Grenzfallen. Hiermit stimmt 
die fruher hervorgehobene Tatsache uberein, daB sehr heiBe Sterne als Nachbar
,.;terne das Emissionslinienspektrum geben. 

In einigen offen en Sternhaufen, z. B. in den Plejaden, sind diffuse und auch 
dunkle Nebelmassen vorhanden. 

Die planetarischen Nebel geben Emissionslinienspektren mit einem schwachen 
l'ntergrund von einem kontinuierlichem Spektrum. Die Emissionslinien ent
,.;prechen Wasserstoff, doppelt ionisiertem Stickstoff und Sauerstoff und dreifach 
ionisiertem Sauerstoff. Einzelne der Linien sind nur in Nebelspektren bekannt 
und konnen nachweisbar nur dort auftreten, wo eine so geringe Dichte wie in 
den Nebeln besteht. Friiher glaubte man, daB diese Linien durch ein oder zwei 
auf der Erde unbekannte Grundstoffe hervorgerufen seien. Die Linien treten 
deshalb im Laboratorium nicht auf, weil die entsprechenden Ubergangswahr
scheinlichkeiten auBerordentlich klein sind. In den Nebeln sind die auBeren 
Storungen so klein, daB ein Atom in dem energiereicheren von den beiden Zu
standen so lange verweilen kann, daB der Ubergang schlieBlich, trotz der ge
ringen Ubergangswahrscheinlichkeit, doch stattfindet. 

Fur die planetarischen Nebel nimmt man an, daB der Zentralstern die primare 
Energiequelle ist. Die Verhaltnisse der Zentralsterne sind nicht klargelegt. Es 
sind heiBe Sterne mit geringer absoluter Helligkeit, im RUSSELL-Diagramm 
etwas oberhalb der weiBen Zwerge gelegen. 

Die planetarischen Nebel sind visuell immer viel heller als die Zentralsterne. 
Dies liegt wahrscheinlich daran, daB del Hauptteil der Strahlung der Zentral
sterne im Ultravioletten liegt, wahrend die Nebel so angeregt werden, daB sie 
im visuellen Teil des Spektrums strahlen. 

304. Die anagalaktischen Nebel. Die nichtgalaktischen oder anagalaktischen 
~ebel werden in ellipsenformige Nebel, spiralformige Nebel und Nebel yom 
Typus der MAGELLANSchen Wolken eingeteilt. 

Die ellipsenformigen Nebel erscheinen als kleine regelmaBige diffuse Objekte 
(von Bruchteilen einer Bogenminute bis zu einigen wenigen Bogenminuten Durch
messer) mit starker Konzentration der Lichtintensitat gegen das Zentrum hin. 
1hre Form ist am haufigsten elliptisch, in einigen Fallen kreisformig, in anderen 
Fallen linsenformig. In einigen wenigen Fallen hat man einzelne Sterne in diesen 
Nebeln nachweisen konnen, in einem Fall hat man eine Nova in einem ellip
tischen Nebel beobachtet. :\Ian nimmt allgemein an, daB die elliptischen Nebel 
aus einzelnen Fixsternen bestehen, und daB nur die groBe Entfernung bewirkt, 
daB sie diffus gesehen werden. Die kleinsten ellipsenfOrmigen Nebel sind etwas 
groBer als die groBten kugelformigen Stcrnhaufen und konnen moglicherweise 
als sehr groBe kugelformige Sternhaufen aufgcfaBt werden. Es besteht aber auch 
die :1Ioglichkeit, daB \Vir es in den elliptischen Nebeln mit ausgedehnten Gas
massen zu tun haben. 

Die spiralformigen Nebel sind diffuse Objckte, die sich dadurch auszeichnen, 
daB sie Spiralarme haben, in der Regel zwei, die sich aus einem Kern heraus
winden. Die Spiralform ist sehr wechselnd. In vie len Fallen sieht man die 
auBeren Teile der spiralformigen Xebel in einzelne Sterne aufgelOst. 
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)lan nimmt an, daB die spiralformigen Nebel hauptsachlich aus einzelnen 
Stemen bestehen, vielleicht ist aber der Kern in einigen Fallen eine zusammen
hangende ~ebelmasse. In anderen Fallen ist der Kern wahrscheinlich annahernd 
mit einer Mi1chstra13enwolke oder einem kugelformigen Sternhaufen zu ver
gleichen. In vielen spiralformigen Nebeln sind dunkle Partien zu sehen, die 
dunklen Staubmassen in den );"ebeln entsprechen; in mehreren dieser Nebel sieht 
man kleinere diffuse Nebel, die den diffusen galaktischen Nebeln entsprechen. 
Ferner hat man in mehreren "piralf6rmigen ~ebeln Cepheiden und :Novae wie 
auch Sternhaufen gefunden. . 

Abb . 170. Spiraltwhel (:\Iessier 51) in uell J agclhulH_h'n . :\ufnalHtlc cl('[ :\[t. \\'il son-Sternwarte m it clem 
11/ Z III Spirgeitcleskop. 

Bekannte Spiralnebel sind der Andromedanebel und der Nebel Messier 33 
im Triangulum, beide fur das bloHe Auge sichtbar (Messier 33 jedoch nur unter 
bes)nders gunstigen Umstanden). 

Nel::el vom Typus der }L\GELU.:\schen 'Wolken sind so genannt nach zwei 
groBen nebelartigen Flecken am sudlichen Himmel, 20 ° vom Sudpol, den 
MAGELLANSchen \Volken. Diest' Klasse umfaBt etwa 20 Objekte derselben Art 
wie die MAGELL\~schen Wolken. Diese Objekte haben keine Spiralstruktur 
und weisen nur geringe Verdichtung gegen das Zentrum auf. Sie bestehen 
aus einzelnen Fixsternen und anderen aus dem Mi1chstraHensystem bekannten 
Objekten. 

In den MAGELuNschen Wolken hat man Sternhaufen, diffuse Nebel, plane
tarische Nebel, O-Sterne, Cepheiden und rote langperiodische veranderliche 
Sterne nachgewiesen. 
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Die elliptischen Nebel sind die zahlreichsten, Nebel yom Typus der MAGELLAN
schen Wolken sind am wenigsten haufig vertreten. Man schatzt die Anzahl 
nichtgalaktischer Nebel auf die GroBenordnung von einigen Millionen. 

Der "New General Catalogue of Nebulae and Clusters" (N.G.C.) ist eincyer
zeichnis von etwa 8000 Nebeln und Sternhaufen. Die dort angefUhrten Be
schreibungen der Objekte 
beruhen in der Haupt
sache auf den Beobach
tungen von W. HERSCHEL, 
J. H ERSCHEL und Lord 
ROSSE. 

Eine Durchmusterung 
der Nebel helier als die 
13. GroBenklasseergab fol
gende Resultate. Von den 
1025 Nebeln wurden 701 
als spiralformige, 217 als 
eliipsenfOrmige (spharo
idische) und 29 als un
regelmaBige Nebel klassi
fizierL 78 Nebel konnten 
nicht klassifiziert werden. 
Somit sind unter den 
helleren Nebel die meisten 
spiralformig, und es ist 
anzunehmen, daB die 
Mehrzahl der schwachen 
als ellipsenfOrmig klassi
fizierten Nebel in Wirk
lichkeit spiralformig sind. 

Das Universum. 
305. Die Bestrebungen 

der Astronomie sind zu 
allen Zeiten darauf aus
gegangen, das Wahre aus 
dem Scheinbaren heraus
zufinden. Ebenso wie man 
seit langem aus der schein
baren Stellung und Be
wegung der Sonne und der 
Planeten den Aufbau des 
Sonnensystems gefunden Abb. I i I. 

hat, so hat man auch ver-
such t, sich eine Vorstellung 

Spiralne\)('l \·on der Kante gesehen, mit einem Streifen dunklE'r 
:'IJateril'. der ejn~n Teil des Lichtes abschirmt. 

von der Form des Universums und der gegenseitigen Stellung der Himmelskorper 
darin zu bilden. Unter Universum wird hier der Inbegriff aller Korper ver
standen. die wir sehen konnen oder von deren Vorhandensein wir auf andere 
Weise GewiBheit haben. Fiir die Sterne kann zwar durch Beobachtung die 
Rich tung direkt bestimmt werden , fiir die En tfern ung aber ist es nur in Aus
nahmefallen moglich, direkte Messungen (vgl. S. 405) auszufiihren. Die Be
strebungen der Astronomen sind in den letzten Jahrzehnten zum groBen Teil 
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darauf ausgegangen, diese Sehwierigkeit zu umgehen und andere Fundamente 
fiir eine Vorstellung von den Entfernungen im Universum zu snchen. 

Bei Betrachtungen dieser Art spieIt die J1ilchstrafJe eine hervorragende Rolle. 
Dies auffallende leuchtende Band erstreekt sich so gut wie ohne Gnterbrechung, 
wenn auch mit verschiedener Hdligkeit, um den ganzen Himmel herum; es 
verlauft nahe an eincm groI3ten Kreis entlang, dessen einer Pol in dem Stern
hild des Haares der Berenice mit der H.ektaszension urn 190°, cler Deklination 
llm + 28 ° herum liegt; cler cntgegengesetzte Pol, der SUclpol der MilchstraDe, 
fallt in die Sticlgrenze des ""alfisches. Von diesem gro13ten Kreis und seinen 
Schnittpunktl'11 mit dem Aquator ausgehencl, wird die galaktische Liinge (l) und 
die galaktische Hreite (b) analog cler Lange und Breite relativ zur Ekliptik 
definiert. 

An mehreren Stdlen hat die :\IilchstraLk kleinere Aushiufer, an anderen 
Stellen dunkle Offnungcn; an einer Stelle yom Schwan bis weit hinunter auf 
den sudlichl'11 Himmel ist sic in zwei Z\\Tige geteilt. In dieser Gegend ist sie 
an mehreren Stellen schr hell; dies sieht man am best en zu der Zeit, in der 
Wega am hcichsten steht. In cler entgegengesetzten H.iehtung, ctwas links yom 
Orion, ist sie dagegen ziemlich lichtschwach. 

1m Fernrohr liist die :\IilchstraI3e sich in einzdne Sterne auf. Die Struktur 
der MilchstraJ3e wird daclurch heryorgerufen, daB die Sterne hauptsaehlich in 
der Form gewaltiger A.nsammlungen von Sternen, Sternwolken geordnet sind, 
die teilweise mehr orIer weniger ubereinander greifen, teils isoliert liegen. Eine 
bekannte lVlilchstralknwolke ist die Cygnus-Wolke zwischen fJ und y Cygni. 
Zwischen den sternreichcn Gegenden cler Sternwolken kommen we it sternarmere 
Gegenclen vor, die zum Teil durch clie fruher crwahnte Absorption in dunk len 
Staubmassen hervorgerufen werclen. Die lcuchtenclen galaktisehen Nebel sincl 
e benfalls fiir die :\Iilchstralk typisch. 

306. Von clen iilteren Versltchen, sich ein Bilcl cles Universums zu schaffen, 
sollen cinige gcnannt werclen. 

KA~T baute die \Velt durch einen ;\nalogieschlu13 auf. Ehenso wie sich die 
Trabanten um die Planeten und diese wiecler sich um clie Sonne bewegen, ebenso 
bewegt die Sonne sich um cine Zentralsonne, und ebenso wie die Bahnebenen 
cler Plancten nur klcine \Vinkel miteinancler bilclcn, so sincl auch die Sonnen 
in der Hauptsache um cine gemeinsame Ebene gruppiert; dort, wo diese Ebene 
die Himmelskugel sehneiclet, und in cler "Nachbarschaft mussen uns clie meisten 
Sterne erscheinen. Die MilchstraDe, von cleren Licht man also annimmt, daD 
es durch unzahlige liehtschwache Sterne hervorgerufen wird, spielt dadurch die
selbe Rolle fUr die Sonnen wie die Ekliptik und der Tierkreis fur die Planeten. 
Als Zentralsonne wahlte KANT den Sirius wegen seines Glanzes und seiner Stel
lung dieht bei der Milchstraf3e. Alle Sterne, die wir einzeln sehen konnen, ge
horen zu cliesem groDen :\1ilchstraf3ensystem. Andere Systeme glcicher Art sehen 
wir aus gewaltiger Entfernung als Nebelfleeke. 

Obwohl man einraumen muD, daD der Geclanke gro13 und verlockencl ist, 
kann er cloch in seiner ursprunglichen Form nicht aufrechterhalten werden. 
Ein einzelner Stern mit ausreichencler Fahigkeit, clas System zusammenzuhalten, 
so wie die Sonne im Planetensystem, kann nieht nachgewiesen werclen, und 
speziell hat cler Sirius nach nnsercm jetzigen \Vissen keine bedeutend groDere 
.vlasse als unsere eigene Sonne (S.411). 

\V. HERSCHEL arbeitete cincn gro13en Teil seines Lebens daran, eine Grund
lage fUr clie Erforschung des Baus cles \Veltalls zustancle zu bringen. Naehdem 
er im Jahre 1784 ein 19 zolliges Spiegelteleskop aufgestellt hatte, fUhrte er 
eine Methocle ein, die er star-gazrging nannte und die am besten ais eine Eichung 
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der Tiefen des Himmelsraums bezeichnet werden kann. Er ging von der Vor
stellung aus, daB die fUr uns sichtbaren Sterne, von einzelnen lokalen Gruppen 

abgesehen, im groBen ganzen mit einigermal3en gleich groBen gegenseitigen Ent
fernungen im Raum verteilt sind. Aus seinen Beobachtungen fand er, daD man 
im Felde ein und desselben Fernrohrs an \'crschiedenen Stellen des Himmels 
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eine verschiedene Anzahl Sterne sieht. Er schloB nun, daB die Ausdehnung 
des Universums in der Richtung, in der man die meisten Sterne wahrnimmt, 
am groBten sein miiBte. Den ganzen Himmel auf diese Weise zu untersuchen, 
war unerreichbar; nachdem er aber seine Eichungen nach einem gewissen Plan 
verteilt hatte, kam er vorHi.ufig zu dem Resultat, daD das Universum die Form 
einer runden Scheibe hat, die auf der einen Seite gespalten ist (der groBen Teilung 
der MilchstraBe entsprechend) und deren Durchmesser 51/2mal so groB ist wie 
ihre Dicke. Die Sonne sollte sich etwas seitlich yom Mittelpunkt der Scheibe 
befinden. 

Damit diese Eichungen die beabsichtigte Bedeutung haben konnten, war es 
eine notwendige Voraussetzung, daB HERSCHEL mit seinem Fernrohr die Grenzen 
des Universums erreicht hatte. Das Instrument, das er zu den Eichungen an
gewandt hatte, war das genannte Spiegelteleskop mit einer Offnung von etwa 
19 Zoll und einer Brennweite von 20 FuB. Als er spater sein Riesenteleskop 
mit einer Offnung von 4 Ful3 und einer Brennweite von 40 Ful3 vollendet hatte, 
wollte er damit priifen, wie es sich in dieser Beziehung verhielt; falls er namlich 
mit dem groBen Instrument nicht wesentlich mehr Sterne sehen konnte als mit 
dem kleineren, durfte er annehmen, mit diesem die Grenze erreicht zu haben. 
Indem er einige der Eichungen mit dem Riesenteleskop wiederholte, fand er, 
daB sich urn die Pole der ~ilchstral3e herum nicht sehr viel mehr Sterne 
zeigten, als er vorher gesehen hatte, an anderen Stellen aber sah er weit mehr, 
und in der MilchstraBe selbst kamen nicht allein unzahlige neue Sterne hinzu, 
sondern auch neue leuchtende Partien, die sich nicht aufl6sen lief3en: das 
Universum schien endlos zu sein. 

Durch fortgesetzte Untersuchung der Einzelheiten der MilchstraBe und der 
vielen Sterngruppen gelangte HERSCHEL zuletzt zu dem Resultat, daB sich seine 
urspriingliche Voraussetzung von der einigermaDen gleichmaBigen Verteilung 
der Himmelskorper wahrscheinlich nicht aufrechterhalten lieB. Seine erste An
schauung wurde im Jahre 1785 geauBert, 1796 aber gab er sie teilweise und 1802 
vollstandig auf. 

HERSCHELS star-gauging hat natiirlich trotzdem ihre groDe Bedeutung. Sie 
wurde spater von seinem Schn JOHN HERSCHEL mit demselben Instrument 
wahrend eines mehrjahrigen Aufenthaltes in Kapstadt am siidlichen Himmel 
fortgesetzt. 

ARGELANDER verfertigte in den Jahren 1852 bis 1859 Karten von moglichst 
allen Stemen bis zur GroBe 9m .0 yom Nordpol bis zu 2° siidlicher Deklination. 
Das Verzeichnis dieser Sterne, deren Anzahl 320000 iibersteigt, geht unter 
dem Namen der Bonner Durchmusterung (B.D.) und ist spater bis zu 23 ° 
siidlicher Deklination fortgesetzt worden. Auch fUr den iibrigen Teil des 
siidlichen Himmels liegt eine ahnliche Arbeit vor, die Cordoba-Durchmuste
rung. In den spateren Jahren ist die Photographie zu demselben Zweck 
in Anwendung gekommen: ein groDer Katalog nach photographischen Auf
nahmen auf der Kap-Sternwarte (Cape Photographic Durchmusterung) , ferner 
die internationale Carte du Ciel, die Harvard -.Map of the Sky und die 
FRANKLIN-ADAMs-Karten. In kleinen iiber den ganzen Himmel verteilten 
Arealen, den sog. Selected Areas von KAPTEYN, sind die Sterne bis zur 16., 
teilweise bis zur 19. GroDenklasse durchmustert und ihre Helligkeiten bestimmt 
worden. 

Diese Verzeichnisse haben die Grundlage fUr statistische Untersuchungen 
verschiedener Art getildet, indem man mit ihrer Hilfe fUr verschiedene Himmels
gegenden die Anzahl der Fixsterne pro Quadratgrad kennt, die heller sind als 
1m, 2m, 3m .•. (vgl. S.471). 
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307. Die niichsten Fixsterne. Parallaxenbestimmung mit Hille von Eigen
bewegungen. Wie bereits betont, ist die Kenntnis der Anordnung der Fixsterne 
und der anderen bekannten Himmelskorper im Raum von den Moglichkeiten 
zur Bestimmung ihrer Entfernungen abhangig. Die Methoden, die zu diesem 
Zweck zur Anwendung gelangt sind, sind weit verschieden, je nachdem ob es 
sich urn relativ kleine oder groBe Entfernungen handelt. 

Fur Sterne, die uns naher stehen als 20 parsec, kann die Entfernung ziemlich 
sicher durch Messung der trigonometrischen Parallaxe direkt bestimmt werden 
(vgl. S. 405; trigonometrische Parallaxen konnen mit modernen Methoden mit 
einer Unsicherheit von etwa 0".01 bestimmt werden). 

Die untenstehende Tafel enthalt verschiedene Daten fUr 36 Sterne, fUr die 
man eine trigonometrische Parallaxe groBer als 0".20 gemessen hat. Die Tafel 
enthalt, auBer dem Namen des Sterns, die visuelle scheinbare GroBe, den Spektral
typus, die jahrliche Eigenbewegung, die trigonometrische Parallaxe und die 
visuelle absolute GroBe, aus der Formel: 

berechnet. M = m + 5 + 5 log 1t 

Die Sterne sind nach abnehmender absoluter Helligkeit geordnet; 17 von 
den 36 Stemen sind Komponenten doppelter oder dreifacher Systeme (die Kom-
ponenten sind mit den Buchstaben A, B, C bezeichnet). 

)If. Stern Sp. 
E.B. 

Mvia. mvis. pro Jabr '" 
1. Sirius A .. -1.6 AO 1 ".32 0".363 1.2 
2. iX Aquilac. 0·9 AS o .65 o .204 2·5 
3. Procyon A 0·5 F5 1 .24 0 .304 2.9 
-1-. iX Centauri A 0.3 Go 3 .68 0 .758 4·7 
5· 0 2 Eridani A. 4.5 G5 4 .08 0 .205 6.1 
6. 1: Ceti 3.6 KO 1 ·92 0 .319 6.1 
7. iX Centauri B 1.7 K5 3 .68 o .758 6.1 
8. e Eridani 3.8 Ko 0 ·97 0 .305 6.2 
9· e Indi 4·7 K5 4 .67 0 .291 7·0 

10. 61 Cygni A . 5·6 K7 5 .21 0 .300 8.0 
11. Lacaille 8760 6.(i Ml 3 ·53 0 .253 8.6 
12. 61 Cygni B . 6.3 K8 5 .21 o .300 8·7 
13· I 

Groombridge 1618 . 6.8 MO 1 .45 0 .250 8.8 
14. , Lacaille 9352 704 1\12 6 ·90 0 .247 9.3 
15· Groombridge 34 A . 8.1 M2 2 .85 0 .290 10.4 
16. B D + 20° 2465 . 9.0 M4 () 049 0 .202 10·5 
17· Lalande 21185 . .. 7-6 M2 4 ·77 0 .403 10.6 
18. Argelander-Oeltzen 17415 - 6 . 9·1 M4 1 ·31 0 .222 10.8 
19· ~: 2398 A . 8.8 M4 2 .28 0 .288 11.1 
20. B. D. + 43° 4305 9·5 M5 0 .86 0 .213 11.1 
21. Sirius B 8.4 A7 1 .32 0 ·363 11.2 
22. 0 2 Eridani B 9.7 A 4 .OS 0 .205 11.3 
23· Kruger 60 A 9·3 M3 0 .94 0 .264 11.4 
2-1-. :S2398 B . 9·3 M5 2 .28 o .288 11.6 
25· Kaptcyns Stern 9·2 K2 8 ·70 0 .320 11.7 
26. B. D. - 7° 4003. 9·2 1\15 1 ·33 0 ·331 11.8 
27· B. D. - 12° 4523 9.5 M5 1 .24 0 .351 12.2 
2S. 0 2 Eridani C 10.8 M6 4 .08 0 .205 12.4 
29· Groombridge 34 B . 10·5 M5 2 .85 o .290 12.8 
30. Kruger 60 B 10.8 M4 o .94 0 .264 12.9 
31. Barnards Stern . 9.7 M3 10 .30 0 .542 1304 
32. Van Maanens Stern . 12.3 Fo 3 .01 0 .246 14.2 
33. Innes' Stern 12 2 .69 0 .340 14·7 
H. Procyon B .. 13 1 .24 0 .304 1504 
35. Proxima Centauri . 11 ~r 3 ·76 o .786 15·5 
3(i· i Wolf 359. J3.5 ~I -1- -1- .84 o 0407 16.5 
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Drei dieser Sterne (Nr. 21, 22 und 32) sind weiBe Zwerge. Die iibrigen ge
horen der Hauptserie im RUSsELL-Diagramm (S. 393) an und liegen mit geringer 
Streuung urn die Linie der Hauptserie herum. Rote Riesensterne finden sich 
nicht in der Liste. AIle Sterne innerhalb der Entfernung 5 parsec sind wahr
scheinlich unter den 36 Sternen der Liste nicht enthalten. Die Gesamtanzahl 
der Sterne innerhalb dieser Entfcrnung ist sieher groBer, vielleicht 11/ 2mal 
so groB. 

Der Platz dcr Sonne in cier Listc wilre zwischen ~r. 4 und 5 mit AI = 4M.9 
und Spektrum Go. 

Die Liste zeigt dcutlieh, daB die absolut liehtschw~lcheren Sterne in groBer 
Dberzahl sind. Ferner sieht man, daB die ahsoluten GroBen ein gro13es Intervall 
iiberspannen, von 1}[.2 his zu 16}[.5. Stcrne mit groBcrcr absoluter Helligkeit 
(bis hinauf zn J[ = - 7}[) sind hekannt. Sic sind selten, so seIten, daB man 
nicht erwarten darf, claB einer in einer Liste von 36 Sternen vorkommt. Sterne 
mit AI > 16)1.5 konnen sehr wohl in grol3erer Zahl yorhanclen sein, trotzdem 
kein solcher Stern bisher gefunclen worclen ist. 

Es ist kaum anznnehmen, claB es weitere Sterne innerhalb 5 parsec mit schein
barer GroBe heller als 6!ll gibt. Fiir aIle Sterne mit m < 6 uncl auch nur einiger
maBen groBer Eigenbewegung sind namlich Parallaxen bestimmt worden. Die 
Liste ist infolgeclessen his zm absoluten GroBe 7)1.5 als vollstandig anzusehen 
(7.5 = 5 + 6 + 5 log 0.2). 

Die allermeisten Sterne imwrhalb 5 parsec werden E.B. > 0".5 haben. In 
cler obigen Liste ist die kleinste E.B. 0".49. Einer E.B. = 0".5 entspricht fUr 

;?; = 0".2 eine lineare Tangentialgeschwindigkeit von 4.74. 0 .5 = 12 km pro 
0.2 

Sekunde (vgl. Anhang S. 506) .• \us den untersuchungen tiber die Geschwindig
keitsverteilung der Sterne (vgl. S. 487) geht hervor, daB Tangentialgeschwinclig
keiten relativ zm Sonne unter 12 km pro Sekuncle ziemlich selten sind, so claB 
tatsachlich fUr ;?; > 0".2 die meisten Sterne E.B. > 0".5 haben werden. Urn 
die Liste cler Sterne naher als 5 parsec auch fUr J!I > 7M .5 moglichst vollstandig 
zu erhalten, wircl man deshalh Sterne mit E.B. > 0".5 aufsuchen und ihre 
Parallaxen bestimmcn. Die meisten cler Sterne der Liste sincl in cler Tat zuerst 
als Sterne ungewohnlich groJ3er Eigenbcwcgung aufgcfallen; danach erfolgte die 
Bestimmung der Parallaxe. Zur Zeit kennt man etwas mehr als 1000 Sterne 
mit E.B. > 0".5, clie Liste iiber solche Sterne ist aber kaum we iter als bis m = 7m 
vollstanclig. Wenn in einigen Jahren die Wieclerholung cler A.G.-Zonen (vgl. 
S.402) vorliegt, so wird die Liste cler Sterne mit E.B. > 0".5 jeclenfalls bis 9m 
vollstanclig sein. Dann wircl man clmeh Bestimmung der Parallax en dieser 
Sterne die Liste cler Sterne naher als 5 parsec bis J1'I = 10M . 5 ziemlich voll
standig erhalten. In gewissen ~\realen des Himmels (zusammen ein paar tausend 
Quadratgrad, etwa 5 % cles ganzen Himmels umspannencl) wurclen groBe Eigen
bewegungen mit Hilfe des Stercokomparators oder des Blinkmikroskops (vgl. 
S. 292) systematisch gesucht. Bis zur scheinbaren GroBe 13m ist die Liste der 
Sterne mit E.B. > 0".5 in dicsen Arealen ziemlich \'ollstandig. Sowie cliese Unter
suchungen allmahlich tiber den ganzen Himmel ausgedehnt werden und Par
allaxenbestimmungen gdolgt sind, wircl die Listc cler Sterne naher als 5 parsec 
immer yollstandiger werclen. 

Ein Unterschiecl in absoluter GrijUc \,on 15 Gro13enklassen entspricht einem 
Verhaltnis zwischen den ausgcsandten Lichtmengen \'on (10°·4)15 = 106 . .Man 
sieht, daB hir zwei Sterne mit clersdbcn scheinbaren Helligkeit das Verhaltnis 
zwischen den Entfernungen z. B. ,.;ehr wohl 1000 sein kann (his hinauf zu 10000). 
Dies Verhaltnis nnd der umstancl, daB die absolut lichtschwachen Sterne sich 
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in groDer Dberzahl befinden - beides Tatsachen, die aus clem Studium der uns 
nachsten Fixsterne hervorgehen - soll besonders hervorgehoben werden, da 
diese beiden Umstande, wie man spater sehen wird, eine wesentliche Schwierig
keit fUr die vollstandige Erforschung des Aufbaus des Sternsystems ergeben. 

Fur Entfernungen von etwa 100parsec gibt die Messung der trigonometrischen 
Par all axe cine sehr unsichere Bestimmung der Entfernung, und fUr noch gro13ere 
Entfernungen wird diese Methode ganz unbrauchbar. Hier mussen andere 
Methoden angewandt werden. 

Wie fruher betont (S. 405), werden entfernte Sterne durchschnittlich gering ere 
Eigenbewegung haben als naherstehende Sterne. Dieser Umstand kann benutzt 
werden, urn cine angenaherte Kenntnis der Parallaxe zu erhalten. 

Ganz grob kann man sagen, da13 das Verhaltnis von E.B. zu or im allgemeinen 
zwischen nicht allzu verschiedenen Grenzen liegen wird: Fur die 36 Sterne der 

Tabelle liegt es zwischen 2.4 und 28. 1m Einzelfall kann die Hypothese ~.~ = konst. 
;r 

gam verkehrte Resultate geben, schon aus dem Grund, weil E.B. zufallig Null 
sein kann fur einen Stern, wenn seine Bewegung relativ zur Sonne gerade in 
der Richtung der Gesichtslinie vor sich geht. Fur Gruppen von Sternen werden 
solche Zufalligkeiten sich ausgleichen, und besonders fUr Sterngruppen von dem
selben Spektraltypus (und deshalb mit einigerma13en gleicher durchschnittlicher 
Raumgeschwindigkeit, s. die Tafel S. 404) wird diese Methode ganz gute Par
allaxen geben (Durchschni ttsparallaxe fUr die Sterne der Gruppe). Noch zu
verlassigere Werte erhalt man, wenn fUr die betrachteten Sterne die durchschnitt
liche R.aumbewegung aus Radialgeschwindigkeitsmessungen bestimmt worden ist. 

Diese Methode nimmt nur Rucksicht auf die Gro13e der Eigenbewegung. Mit 
Hilfe der bekannten Richtung der Eigenbewegung kann man die E.B. in zwei 
Komponenten auflosen, die eine in der Richtung des Apex der Sonne (s. S. 402) 
und eine dazu senkrechte. Nimmt man das Mittel dieser Komponenten fUr eine 
Sterngruppe, so wird, falls die Bewegung der Sterne im Raum ganz zufallig 
verteilt ist, die Komponente senkrecht zur Richtung des Apex Null oder sehr 
klein sein, wahrend die Komponente in der R.ichtung des Apex durch die Be
wegungsgeschwindigkeit der Sonne und die mittlere Entfernung der Gruppe be
stimmt sein wird (vgl. S. 507). Dies ergibt eine Methode zur Bestimmung von 
Gruppenparallaxen. Das Kriterium fur ihre Brauchbarkeit wird darin bestehen, 
daB das Mittel der Komponenten in der Richtung des Apex wesentlich gro13er 
ist als das Mittel der darauf senkrecht stehenden Komponenten. 

Oft liegt der folgende Fall vor. Fur eine gewisse Klasse von Sternen sind 
die Entfernungen bis auf eine Konstante, die fUr aIle Sterne der Klasse denselben 
Wert hat, bekannt. Es gilt dann, diese Konstante zu bestimmen. So kann man 
z. B. die absolute Helligkeit eines a Cephei-Veranderlichen bis auf eine vorlaufig 
unbekannte Konstante aus der Periode ableiten (vgl. S.440). Mit Hilfe der 
scheinbaren Helligkeit kann dann der Logarithmus der Entfernung bis auf eine 
Konstante gefunden werden, die Entfernung selbst aber bis auf einen unbekannten 
Faktor, der fUr aIle Cepheiden denselben Wert hat. Der unbekannte Faktor 
sei R. Dann hat man fur die Abstande p: 

p = R·d, 

wo die d-Werte fur jeden Cepheiden berechnet werden konnen. Nun ist, wenn man 
von der individuellen Bewegung (Pekuliarbewegung) absieht und nur den Einflu13 
der Sonnenbewegung berucksichtigt, die Eigenbewegung in der Richtung yom Apex 
fort (vgl. S. 507): 
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wo H die Sonnengeschwindigkeit, ausgedruckt in parsec pro Jahr und L der 

Winkelabst~nd des Sterns yom Antiapex ist. Lost man die Gleichung nach ~k 
auf, so erhalt man: 1 E.B .. d 

R sHsinL' 

Fiir jeden Cepheiden erhalt man somit eine Gleichung fiir die Unbekannte ~ . 
Der Fehler, mit dem jede Gleichung ~ gibt, beruht teils auf den MeBfehlern 

bei der Bestimmung der Eigenbewegung, teils auf der Pekuliarbewegung. Der 
EinfluB beider wachst proportional cosec L, der EinfluB der MeBfehler wachst 
noch proportional d. Je nachdem, ob der eine oder der andere Fehler iiberwiegt, 
ist demnach das Gewicht (vgl. S. 494) der einzelnen Gleichung proportional 

sin 2 L bZW'~2 sin 2 L anzusetzen (im allgemeinen kommt ein gewisser Mittelwert 
in Frage). 

Fur langperiodische Cepheiden gibt diese Methode zuverlassige Resultate, weil 
bei diesen die Pekuliarbewegungen klein sind. Bei den kurzperiodischen Cepheiden 
sind die Pekuliarbewegungen so groB, daB keine sicheren Resultate erhalten werden. 

Die Eichung spektroskopischer Parallaxen mit Hilfe von Eigenbewegungen 
ist ein ganz ahnliches Problem. Durch zweidimensionale Spektralklassifikation 
hat man eine Klasse von Sternen ausgesucht, deren absolute Helligkeiten gleich 
sind. Es gilt, die absolute Helligkeit zu bestimmen. Auch hier sind die Ent
fernungen bis auf einen zu ermittelnden Faktor R bekannt. 

Sind sowohl Eigenbewegung wie Radialgeschwindigkeit der Sterne einer 
solchen Klasse bekannt, so kann man folgendermaBen vorgehen. Macht man 
in bezug auf Reine Hypothese, so sind die Parallaxen, und aus diesen und den 
E.B. und R.G. die Raumgeschwindigkeiten bekannt (vgl. § 280). Man wird 
annehmen, daB die Raumgeschwindigkeiten in allen Himmelsarealen nach dem
selben Gesetz verteilt sind (vgl. S. 487). Die errechneten Raumgeschwindig
keiten mogen nun diese Bedingung fiir ein gewisses R erfiillen, dieses R ist dann 
als das richtige anzusehen. 

308. Die Hiiufigkeitsfunktion der absoluten Helligkeiten. Die Funktion, 
die die Verteilung der Sterne iiber die absoluten Helligkeiten beschreibt, nennt 
man die Haufigkeitsfunktion der absoluten Helligkeiten. Es sei 
N (M) dM die Zahl der Sterne pro Volumeneinheit mit absoluten Helligkeiten 
zwischen M und M + dlvI. Dann ist die Gesamtzahl der Sterne pro Volumen-
einheit: += 

N = f N(M)dM, 
-00 

und der Bruchteil der Sterne, die absolute Helligkeiten zwischen M und M + d M 
haben, ist: N (M) d M 

cp (M)dM = .... 
1V 

Die Funktion cp (M) ist die Haufigkeitsfunktion der absoluten Helligkeit. Die 
Funktionen cp (M) und N (M) unterscheiden sich nur durch eine Konstante, 
haben also den gleichen Verlauf. 

Eine bequeme Volumeneinheit ist das Volumen einer Kugel mit dem Radius 
10 parsec. Gewohnlich benutzt man als Volumeneinheit ein Kubikparsec: das 
Volumen eines Wiirfels mit der Seite ein parsec. Die Kugel mit 10 parsec Radius 

hat das Volumen 4"".1000 = 4189 Kubikparsec. Ware die Liste der Sterne 
3 

naher als 5 parsec vollstandig, so ware: 

.V annahernd = 300 Sternen pro Einheitskugel = 0.07 Sternen pro Kubikparsec. 
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N ist nach dem Gesagten groBer, vielleicht ist N "'" 0.1 Stern pro Kubikparsec. 
Die Funktion cp(M) ist bis etwa M = -7M Null, bis M = 1M noch sehr 

klein und wachst dann schnell an. Zwischen M = 5M .5 und M = 6M .5 sind in 
der Liste 4 Sterne vorhanden. Fiir M = 6M ist cp (M) also etwa io = 0.1. Die 
Zahl gibt natiirlich nur die GroBenordnung an. Fiir groBe M, groBer als 12M, 

scheint cp (M) nach der Liste wieder abzunehmen. Hochstwahrscheinlich ist dies 
in Wirklichkeit nicht der Fall, sondern riihrt daher, daB mit abnehmender Hellig
keit die Liste immer unvollstandiger wird. 

Nach der Liste der Sterne naher als 5 parsec kann der Verlauf der Funk
tion cp (M) fiir die absolut helleren Sterne (mit M < 5M) nicht festgestellt werden. 
Dazu 1st die Zahl dieser Sterne zu gering. Die absolut hellsten Sterne sind ja 
iiberhaupt nicht vertreten. Urn die Funktion cp (M) auch fiir die helleren Sterne 
zu ermitteln, muB man andere Methoden benutzen. 

Betrachtet man statt der Sterne mit n> 0".2 diejenigen mit n> 0".02, 
so liegen die Verhaltnisse viel giinstiger. Bei konstanter Sterndichte wird die 
Sternzahl jetzt tausendmal groBer sein, und man wird erwarten, daB der Ver
lauf der Funktion cp (M) jedenfalls bis M = OM festgelegt werden kann. Die 
Untersuchungen haben in der Tat gezeigt, daB man dann 'P (M) bis etwa M = - 2M 
annahernd bestimmen kann. Jedoch ist es nicht moglich, die Untersuchungen 
in derselben einfachen Weise wie bei n> 0".2 durchzufiihren. Wah rend viel
leicht iiber die Halfte der Sterne mit n > 0".2 bekannt sind, sind wahrscheinlich 
weniger als 1 % der Sterne mit n> 0".02 bekannt. 

Man konnte nun so vorgehen, daB man einfach ganz wie fUr n> 0".2 eine 
Liste der bekannten Sterne mit n> 0".02 aufstellt und die Sterne innerhalb 
bestimmter Grenzen der absoluten Helligkeit abzahlt. Die so erhaltene Ver
teilungsfunktion cp (M) wiirde aber sehr stark gefalscht sein. Erstens beziehen 
sich die vorhandenen Parallaxenmessungen hauptsachlich auf die scheinbar 
helleren Sterne, was eine Unvollstandigkeit der Liste fiir die absolut schwacheren 
Sterne bewirkt, die fiir die Grenze n> 0".02 viel ausgepragter ist als fUr die 
Grenze n> 0".2. Zweitens sind die Parallaxensterne nicht einmal eine zu
fallige Auswahl der scheinbar helleren Sterne, sondern es wurden fiir die Par
allaxenmessungsprogramme vorzugsweise Sterne mit groBeren Eigenbewegungen 
ausgesucht. 

Nehmen wir an, es kame darauf an, die Funktion N (M) fiir M < 5M .5 genau 
zu bestimmen. Sterne mit M < 5M .5 und n> 0".02 sind heller als die schein
bare GroBe 9ffi (9 + 5 + Slog 0.02 = 5.5). Hatte man genaue Parallaxen fiir 
alle Sterne heller als 9ffi, so ware die Ermittlung der Funktion N (M) fUr M < SM.5 
also ohne weiteres moglich. Hatte man fiir einen ganz nach dem Zufall aus
gewahlten Teil der Sterne mit m < 9ffi genaue Parallaxen, so konnte man eben
falls die Funktion N(M) fiir M < SM.5 ermitteln. Wenn die Auswahl eine ganz 
zufallige ist, werden ja die absoluten Helligkeiten fUr die ausgewahlten Sterne 
dieselbe Verteilung haben wie fiir samtliche Sterne. Nur dad die Zahl der aus
gewahlten Sterne nicht so klein sein, daB die Bestimmung von N (M) unsicher 
wird wie bei den absolut hellen Sternen mit n> 0".2. 

Wie schon hervorgehoben, sind die Parallaxensterne keine zufallige Auswahl 
z. B. aller Sterne mit m < 9ffi • Es sind vorzugsweise scheinbar hellere Sterne 
und Sterne mit groBeren Eigenbewegungen. Betrachtet man aber Sterne mit 
scheinbaren Helligkeiten zwischen gewissen Grenzen und E.B. zwischen gewissen 
Grenzen (z. B. 5m < m < 6ffi , 0".06 < E.B. < 0".08), so sind unter diesen 
die Parallaxensterne eine zufallige Auswahl. Man kann also eine Haufigkeits
funktion cp' (M) der absoluten Helligkeiten fUr diese Sterne ableiten. Teilt 
man also die Sterne in eine ganze Reihe von m-E.B.-Gruppen ein, wo fUr jede 
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Gruppe die scheinbaren HeIligkeiten und die Eigenbewegungen der Sterne inner
halb bestimmter Grenzen liegen, so kann fUr jede m-E.B.-Gruppe die Haufigkeits
funktion bestimmt werden. Die Frage ist nun, wie man daraus die gesuchtc 
Haufigkeitsfunktion cp (111) der absoluten HeIligkeiten ermitteln kann. Dies ist 
nun unmittelbar moglich, wenn man weiI3, wie die samtlichen Sterne uber die 
betrachteten m-E.B.-Gruppen verteilt sind, also fUr jede Gruppe die Gesamt
zahl der Sterne der Gruppe kennt. Machen nun fUr eine gewisse Gruppe die 
Sterne mit gemessenen Parallaxen 10% aller Sterne der Gruppe aus, so hat man 
nur die Zahl der Parallaxensterne fUr jedes Intervall der absoluten HeIligkeit 
mit 10 zu multiplizieren, urn den Beitrag dieser Gruppe zu der Haufigkeits
funktion zu erhalten. Fiir jede Gruppe bestimmt man nun den Multiplikations
faktor. Summiert man schliel3lich fUr aIle Gruppen, so erhalt man N (M) und 
daraus die gesuchte Haufigkcitsfunktion. 

Fur die m-E.B.-Gruppen, die verhaltnismaBig hellen Sternen und gro13eren 
Eigenbewegungen entsprechen, werden die Parallaxensterne einen groHeren Teil 
aller Sterne ausmachen aIs fur die Gruppen schwacher Sterne mit kleiner Eigen
bewegung. Die ~Iultiplikationsfaktoren werden im erst en FaIle kleiner als im 
letzten. Man kann den Sachyerhalt so ausdrucken, daB durch die Anwendung 
der Multiplikationsfaktoren die Fehler infolge der systematischen Auswahl der 
Parallaxensterne genau kompensicrt werden. 

Fur die helleren Sternt· ist nun die Verteilung der Sterne uber die m-E.B.
Gruppen nach dem Boss-Katalog (vgl. S. 401) bekannt. Fiir schwachere Sterne ist 
die Verteilung n ur fUr gewisse Himmelsareale vollstandig bekann t. Dies genugt aber, 
urn die Verteilung annahernd festzustellen. Es ist die Verteilung bis zur scheinbaren 
GroHe 121ll als annahernd bekannt anzusehen. Die Verteilungsfunktionen cp' (M) 
fUr die einzelnen Gruppen konnen aus den beobachteten Parallaxen durch eine 
graphische Ausgleichung gewonnen werden, oder man kann versuchen, sie rech
nerisch durch eine einfache Funktion darzustellen. Man erreicht z. B. cine gute 
Darstellung der Beobachtungen, wenn man die q/ (111) als GAusssche Fehlerkurven 
(vgl. Anhang S.497) ansetzt: _(111- J10)2 

cp' (}II) = const . e It , 

und die Konstantcn aus den Beohachtungcn bestimmt. 
Schliel3lich sci noch bemcrkt, daB es bei diesen und ahnlichen Problemen 

wichtig ist, den Einflul3 der zufalligen Fehler auf die Verteilungsfunktionen zu 
berucksichtigen. Als einfaches Beispiel konnen wir die Verteilungsfunktion der 
Parallaxen einer m-E.B.-Gruppe betrachten. Aus den Beobachtungen folgt direkt 
durch Abzahlung die den Beobachtungen entsprechende Verteilungsfunktion der 
Parallaxen fur die Sterne der Gruppe. Die Verteilungskurve stimmt aber mit 
der wahren Verteilungskurve nicht uberein. Sie geht aus der wahren Verteilungs
kurve in der folgenden \¥eise hervor: J edem wahren Parallaxenwert (richtiger 
jedem beliebig engen ParaIlaxcnintervall) entspricht - wegen der zufalligen Be
obachtungsfehler -_. eine H.eihe beobachteter Parallaxenwerte, die nach einem 
Fehlergesetz verteilt sind; die beobachtete Verteilungskurve entsteht durch die 
Uberlagerung aller den Intervallen der wahren Verteilungskurve entsprechenden 
Fehlerkurven. Unter der Annahme, daB die Fehlerkurven GAusssche Fehler
kurven entsprechend einem gewissen mittleren Fehler sind (vgl. Anhang S. 499), 
ist die Beziehung zwischen der beobachteten und der wahren Verteilungskurve 
gegeben. Bei bekanntem mittleren Fehler kann die wahre Verteilungskurve aus 
der beobachteten bestimmt werden. 

Man kann nun Verteilungsfunktionen cpf (M) fUr die m-E.B.-Gruppen fUr ver
schiedene Grenzwerte der Parallaxe (n> 0".02, n> 0".03 usw.) ermitteln und 
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die resultierenden Verteilungskurven vergleichen. Diese zeigen nun gute Uberein
stimmung. Nach dem oben skizzierten Verfahren findet man nicht nur die Ver
teilungsfunktion q; (M), sondern auch die Gesamtzahlen (N) aller Sterne naher 
als die den betrachteten Grenzwerten der Parallaxe entsprechenden Abstande. 
Vergleicht man diese, so kann man eventuelle Anderungen in der raumlichen 
Sterndichte mit dem Abstand feststellen. Es hat sich gezeigt, daB die Stern
dichte bis 100 parsec sehr nahe konstant ist. 

Die folgende Tabelle zeigt den Gang der Funktion N (M) = N· q; (M) [Stern
zahl pro Kubikparsec], so wie sie nach der skizzierten Methode erhalten wurde. 

Ein groBer Teil der Funktion N (M) 
laBt sich durch eine GAusssche Fehler
kurve sehr nahe darstellen. Die Tabelle 
zeigt den Grad der Ubereinstimmung. 

Bei den absolut hellsten Sternen sind 
fast aIle Parallax en sehr klein, und ihre 
Anw~ndung fiihrt zu unsicheren Resul
taten. Diese Sterne finden sich haupt
sachlich in den m-E.B.-Gruppen mit 
kleinen Eigenbewegungen. Bei diesen 
Gruppen ergibt die Anwendung der be
obachteten Parallaxen also unsichere 
Resultate. Hier hilft man sich dann 
in anderer Weise. 

Wir betrachten die Sterne einer ge
wissen scheinbaren HeIligkeit (eine m
Gruppe), z.B. die Sterne mit mzwischen 
sm.o und sm.s. Diese sind teils relativ 
nahe absolut schwachere Sterne, teils 

M 

4 
3 
2 
1 
o 

+ 1 
+ 2 
+ 3 
+ 4 
+ 5 
+ 6 
+ 7 
+ 8 
+ 9 
+10 
+11 
+12 
+13 

logN(M) 

3·52 
4.12 
4·72 
5.32 
5·93 
6.44 
6·78 
7·04 
7·25 
7.43 
7·52 
7.58 
7.60 
7·60 
7·62 
7.77 
7·96 
8.13 

GAusssche 
Fehlerkurve 

3.49 
4.17 
4.80 
5·37 
5.87 
6.31 
6.69 
7·01 
7·27 
7.46 
7.60 
7.67 
7.68 
7.63 
7·52 
7.35 
7.11 
6.82 

absolut hellere Sterne in groBerer Entfernung, und zwar urn so heller, je groBer 
die Entfernung. Diese Sterne haben nun gewisse Geschwindigkeiten in bezug 
auf die Sonne, die Tangentialkomponenten der relativen Geschwindigkeiten 
haben gewisse Werte. Die Eigenbewegungen hangen mit den Tangentialkompo
nenten der Geschwindigkeit durch die Gleichung (vgl. Anhang S. S06): 

T.G. = 4.74 E.R 
:it 

zusammen. Waren die Sterne aIle von derselben absoluten Helligkeit, so waren sie 
alle ungefahr in der gleichen Entfernung. Das Verteilungsgesetz der E.B. ware dann 
das gleiche wie das Verteilungsgesetz der T. G. Nun ist das Verteilungsgesetz der T. G. 
annahernd durch eine GAusssche Fehlerkurve gegeben (vgl. S. 487). Waren die Ab
stande die gleichen, so ware die Verteilungsfunktion der E.B. also auch eine GAUSS
sche Fehlerkurve. Sind statt des sen die Abstande verschieden und nach irgend
einem Gesetz verteilt, so wird die Verteilungskurve der E.B. eine Summe von 
GAussschen Fehlerkurven. Durch eine Analyse der Verteilungskurve der E.B. kann 
man die Verteilungskurve der Abstande bestimmen, wenn die GAusssche Vertei
lungskurve der T.G. bekannt ist. Dies ist eine Aufgabe ganz ahnlich wie die der 
Ermittlung einer wahren Verteilungskurve aus einer beobachteten (vgl. S.464). 

Aus der Verteilungskurve der Abstande der Sterne der m-Gruppe kann man die 
Verteilungsfunktion der absoluten Helligkeiten der m-Gruppe direkt ableiten. Die 
gesuchte Verteilungsfunktion der absoluten Helligkeiten von m-E.B.-Gruppen kann 
man auch ermitteln. Die Eigenbewegung ist durch: 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 

E.B. = T.G. 
4.74 n 

30 
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gegeben. Fur jedes n gibt es also gewisse T.G., die E.B. innerhalb der Grenzen 
einer gewissen m-E.B.-Gruppe geben. Der Bruchteil der Sterne der m-Gruppe, 
die diese T.G. haben, ist nach dem Verteilungsgesetz der T.G. bekannt. Man 
kann so fUr jedes n den Bruchteil der Sterne der m-Gruppe angeben, die der 
betrachteten m-E.B.-Gruppe angehoren. Da die Verteilungsfunktion der n 
fUr die m-Gruppe ja ermittelt werden konnte, so folgt (als Produktsumme) 
die Verteilungsfunktion der Abstande der Sterne der m-E.B.-Gruppe und 
daraus die gesuchte Verteilungsfunktion der absoluten Helligkeiten der m-E.B.
Gruppe. 

Diese Methode wurde fUr die Gruppen mit kleiner Eigenbewegung bei der 
Ermittlung der Werte in der Tabelle S. 465 benutzt. 

Es sei hervorgehoben, daB die Methode die Kenntnis der Verteilungsfunktion 
der T.G. voraussetzt. Diese kann z. B. aus beobachteten Radialgeschwindig
keiten abgeleitet werden. 

Es sei noch erwahnt, daB nach ganz denselben Prinzipen wie die in diesem 
Paragraphen beschriebenen die Verteilungskurven der absoluten Helligkeiten 
fUr jede Spektralklasse fUr sich bestimmt werden konnen. In dieser Weise erhalt 
man die statistische Verteilung der Sterne im RUSSELL-Diagramm (vgl. § 273). 

309. Photometrische Parallaxen. Fur sehr groBe Entfernungen versagen die 
in § 307 besprochenen Methoden zur Parallaxenbestimmung, weil auch die Eigen
bewegungen fUr entfernte Sterne so klein sind, daB sie nicht mit Sicherheit 
gemessen werden konnen. 

Fur diese groBen Entfernungen ist die wichtigste Methode die Bestimmung 
sog. photometrischer Parallaxen. Auf S. 323 ist eine Gleichung zwischen der 
absoluten GroBe M, der scheinbaren GroBe m und der Parallaxe n abgeleitet 
worden. Kennt man M und m, so kann die Parallaxe berechnet werden oder, 
anders ausgedruckt: kennt man die gesamte ausgesandte Lichtmenge und die 
Lichtmenge, die durch eine Flacheneinheit in der Entfernung des Beobachters 
hindurchgeht, dann kann diese Entfernung berechnet werden. Die Gleichung 
zwischen M, m und n lautete: 

M = m + 5 + 5 log n . 

In dieser Gleichung kann man m, die scheinbare GroBe, immer als bekannt 
voraussetzen: sie ist der Messung direkt zuganglich. Das Problem, photometrische 
Parallaxen zu bestimmen, wird also mit dem Problem, absolute GroBen zu be
stimmen, gleichbedeutend. 

Es ist erwahnt worden (S. 348), daB absolute GraBen aus den Eigenschaften 
des Spektrums bestimmt werden konnen. Dies gibt also die Maglichkeit zur 
Bestimmung von photometrischen Parallaxen. 

Die Methode ist auf Sterne mit nicht allzu schwacher scheinbarer Helligkeit 
beschrankt, indem man zur Bestimmung von M gute Spektren zur Verfugung 
haben muB. Man hat ja aber Kriterien (Zyanogenabsorption, die Starke der 
BALMER-Linien), die Meine ziemlich gute Genauigkeit verleihen, selbst bei 
Spektren, die mit dem Objektivprisma aufgenommen sind (vgl. S. 349). Auf diese 
Weise kann M zur Zeit fUr Sterne bis herunter zur scheinbaren GraBe 13m be
stimmt werden. 

Die Methode erfordert, daB man im voraus - nach anderen Methoden -
die absolute GroBe einer Anzahl Sterne kennt, urn den Zusammenhang zwischen 
den Spektralkriterien und M zu bestimmen. Diese absoluten GroBen werden 
z. B. durch Messung trigonometrischer Parallaxen bestimmt oder durch Be
stimmung von Gruppenparallaxen, indem man so zur Kalibrierung der Methode 
verhaltnismaBig nahe stehende Fixsterne benutzt (vgl. S. 462). 
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Die Sterne der Hauptserie im RussELL-Diagramm zeigen eine ziemlich ge
ringe Streuung urn die Linie der Hauptserie. WeiB man also von einem Stern, 
daB er der Hauptserie angehort, so kann seine absolute GroBe ziemlich genau 
aus dem Spektraltypus oder dem Farbenindex bestimmt werden. Die Schwierig
keit liegt hier darin, zu entscheiden, ob der Stern der Hauptserie angehort oder 
nicht. 1m folgenden werden Falle besprochen, wo dies moglich ist. Bei O-Sternen 
und B-Sternen (und teilweise bei A-Sternen) fallt diese Schwierigkeit fort, da 
diese nicht in Riesensterne und Zwergsterne aufgeteilt sind. DafUr ist die Streuung 
in den absoluten GroBen betrachtlicher. Ebenso wie es gelingen kann, nach
zuweisen, daB Sterne der Hauptserie angehoren, kann manchmal auch nach
gewiesen werden, daB gelbe und rote Sterne Riesensterne sind. Dies fuhrt dann 
auch zu einer ungefahren Bestimmung der absoluten GroBe. 

Manchmal wird man zu der Annahme gefUhrt, daB ein Stern zu den absolut 
hellsten gehort; er wird dann die absolute Gro13e etwa - 7M haben. 

Diese Methoden gehen, wie man sieht, darauf hinaus, die absolute GroBe 
fUr Sterne zu bestimmen, indem ihr Platz im RussELL-Diagramm mit einer 
gewissen Annaherung gefunden wird. 

Es ist erwahnt worden (S.440), daB ein Zusammenhang zwischen Periode 
und absoluter GroBe fUr diejenigen veranderlichen Sterne besteht, die man 
Cepheiden nennt. Fur diese Sterne kann M aus der Periode bestimmt werden. 
Die kurzperiodischen Cepheiden haben absolute GroBen von etwa OM. Auch 
hier gilt die Regel, daB man, urn die Methode benutzen zu konnen, zuerst M 
fUr Cepheiden in der Nahe der Sonne bestimmen muB, entweder durch trigono
metrische Parallaxen oder durch Gruppenparallaxen (vgl. S.461). 

Auch fur rote langperiodische veranderliche Sterne kann M mit einiger Ge
nauigkeit angegeben werden. 

Novae erreichen durchschnittlich im Maximum die absolute GroBe - 6M • 

Sie zeigen ziemlich groBe Streuung urn diesen Wert; doch kennt man viele Novae 
in derselben Entfernung (z. B. im Andromedanebel; s. unten), so daB man das 
Mittel bilden kann, dann kann die Parallaxe mit einer ziemlich hohen Genauig
keit bestimmt werden. 

Es gibt also Kategorien von Sternen, die relativ geringe Streuung urn ein be
kanntes M aufweisen. Gehort ein Stern zu einer solchen Kategorie, so erhalt man 
sein M mit einer gewissen Genauigkeit, und die Entfernung kann bestimmt werden. 

Gewisse Sterne konnen sofort in die richtige Kategorie eingeordnet werden: 
Novae, Cepheiden, rote langperiodische veranderliche Sterne, O-Sterne und 
B-Sterne. 

Fur Sterne anderer Kategorien la13t sich dies nur indirekt machen. In Fallen, 
in denen man viele Sterne mit derselben Entfernung kennt, z. B. in offenen 
Sternhaufen und kugelformigen Sternhaufen, ist die Moglichkeit hierfur vor
handen, wie wir S. 448 gesehen haben. Fur eine solche Gruppe kann das RUSSELL
Diagramm bis auf eine Verschiebung in der Richtung der 211-Achse konstruiert 
werden. In solchen RussELL-Diagrammen fUr Gruppen von Sternen in der
selben Entfernung kann man zwischen verschiedenen Kategorien von Sternen 
unterscheiden. Finden sich Sterne der Hauptserie vor, so wird dies deutlich 
aus der Geometrie des RussELL-Diagramms hervorgehen. Finden sich solche 
Sterne nicht vor, dann werden gelbe und rote Sterne Riesensterne und Dber
giganten sein. Auch andere Ziige der Geometrie des RUSsELL-Diagramms konnen 
zur Lokalisierung darin benutzt werden. Jede Lokalisierung im RussELL-Dia
gramm fiihrt sofort zu absoluten GroBen und damit zu Entfernungsbestimmungen. 

Die photometrischen Parallaxen sind auf Grund der Annahme berechnet, 
daB die Lichtintensitat mit dem Quadrat der Entfernung abnimmt. Die Annahme 

30* 
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ist nur berechtigt, wenn im interstellaren Raum keine merkliche Absorption 
stattfindet. 1st eine merkbare Absorption vorhanden, so werden die photo
metrischen Parallaxen kleiner als die wirklichen, die photometrisch bestimmten 
Abstande groBer als die wirklichen. Die Frage, ob eine merkliche Absorption 
vorhanden ist, ist deshalb von groBter Bedeutung. 

1m folgenden werden wir zuerst die photometrischen Parallaxen diskutieren. 
Es erweist sich als notwendig, die Resultate durch Uberlegungen anderer Art 
zu erganzen. Wir werden sehen, daB diese Uberlegungen zu der Annahme einer 
merkbaren Absorption fUhren. Wir werden also die Resultate des folgenden 
Paragraphen so weit zu revidieren haben, als es das Vorhandensein der Absorp
tion notwendig macht. Zum SchluB werden wir sehen, wieweit die Resultate 
der verschiedenen Untersuchungsmethoden sich zu einem Gesamtbild vereinigen 
lassen. 

310. Das Skelett des MilchstrafJensystems. Aus dem Gesagten geht hervor, 
daB man Entfernungen fUr eine Reihe von Objekten mit einer gewissen An
naherung bestimmen kann: Novae, Cepheid en, rote langperiodische veranderliche 
Sterne, O-Sterne, B-Sterne, offene Sternhaufen, kugelformige Sternhaufen. 

Diese Objekte sind alle absolut hell. Ferner sind sie leicht kenntlich, d. h. es 
ist leicht zu entscheiden, ob ein Objekt einer bestimmten der genannten Kate
gorien angehort. Die Entfernung kann daher selbst fUr sehr entfernte Mitglieder 
der genannten Klassen bestimmt werden. 

Man erhalt eine Vorstellung der Struktur des Fixsternsystems, indem man 
die raumliche Verteilung der genannten Objekte untersucht. Man erhalt durch 
Untersuchung der raumlichen Verteilung dieser Objekte gewissermaBen ein 
Skelett des Sternsystems. Man geht von der Hypothese aus, daB die genannten 
Objekte typische Vertreter fUr die Fixsterne als Ganzes sind. Wenn die raum
liche Verteilung der Objekte bestimmt ist, besteht die wesentliche Aufgabe 
darin, soweit wie moglich die Richtigkeit dieser Hypothese zu pri.i.fen. 

Aus den Untersuchungen der raumlichen Verteilung der genannten Objekte 
sollen folgende Resultate hervorgehoben werden. 

1. Die offenen Sternhaufen sind ziemlich gleichmaBig uber einen Raum mit 
der groBten Ausdehnung in der Ebene der MilchstraBe und bedeutend weniger 
ausgedehnt in der dazu senkrechten Richtung verteilt. Der Durchmesser des 
Systems in der Ebene der MilchstraBe betragt etwa 6000 parsec. Die Dicke 
in der Richtung senkrecht zur Ebene der MilchstraBe betragt etwas uber 1000 par
sec. Die Sonne befindet sich ungefahr im Zentrum des Systems. 

2. Die B-Sterne, die langperiodischen Cepheiden und die Novae zeigen eine 
ahnliche Verteilung im Raum wie die offenen Sternhaufen. 

3. Die kugelformigen Sternhaufen liegen uber einen viel groBeren Raum ver
teilt. Das System der kugelformigen Sternhaufen hat die gr6Bte Ausdehnung 
in der Ebene der MilchstraBe. Die Mehrzahl der kugelformigen Sternhaufen 
gruppiert sich urn ein Zentrum, das in der Richtung des Sternbilds Sagittarius 
in 13000 parsec Entfernung liegt, innerhalb einer Entfernung von 15000 parsec 
von diesem in der Ebene der MilchstraBe und 6000 parsec in der dazu senk
rechten Richtung. Einzelne liegen jedoch weit entfernt vom Zentrum bis zu 
50000 parsec in der Ebene der MilchstraBe, bis zu 20000 parsec in der Richtung 
senkrecht dazu. Urn die MilchstraBenebene zeigt sich eine merkwurdige Lucke 
in der Verteilung: man kennt keinen kugelformigen Sternhaufen innerhalb einer 
planparallelen Schicht urn die MilchstraBenebene, die eine Dicke von 2500parsec 
hat. 

4. Die kurzperiodische;n Cepheiden unterscheiden sich von den Objekten in 
1. dadurch, daB sie in viel groBeren Abstanden von der MilchstraBenebene vor-
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kommen. Abstande von mehr als 100b parsec kommen oft vor. Ahnliches gilt 
flir die langperiodischen Veranderlichen der Spektralklasse Me. 

5. In gewissen Himmelsarealen hat man schwache veranderliche Sterne 
systematisch gesucht. Hierbei hat man das folgende wichtige Resultat gefunden. 
In der Richtung des Sternbilds Sagittarius findet sich eine groBere Anzahl 
schwacher kurzperiodischer Cepheiden. Die scheinbaren GroBen liegen haupt
sachlich zwischen 15 mA und 16m .1. Diesen scheinbaren GroBen entsprechen 
Entfernungen etwa zwischen 12000 und 17000 parsec. Die betreffenden kurz
periodischen Cepheiden liegen also urn das Zentrum der kugelformigen Stern
haufen verteilt. Es scheint, als ob auch rote langperiodische Veranderliche hier 
vorhanden waren. Die Resultate systematischer Absuchungen gewisser anderer 
Areale in der Nahe der MilchstraBe nach schwachen Veranderlichen deuten 
zunachst darauf hin, daB die schwachen kurzperiodischen Cepheiden ebenso 
wie die kugelformigen Sternhaufen in einer gewissen Schicht urn die MilchstraBen
ebene nicht vorkommen. 

Offene Sternhaufen, kugelformige Sternhaufen, Cepheiden, rote langperio
dische veranderliche Sterne und Novae geben so ein raumliches Bild des folgenden 
Charakters: zwei groBe Systeme in einiger Entfernung voneinander; die kugel
formigen Sternhaufen gehoren hauptsachlich dem einen System an, einzelne 
kugelformige Sternhaufen liegen jedoch weit von dessen Zentrum entfernt. Die 
beiden Hauptsysteme nennt man gewohnlich das Lokalsystem und das Sagittarius
system. 

Das Ziel der weiteren Untersuchung muB darin bestehen: 1. und 2. die Struktur 
der beiden Hauptsysteme festzustellen, besonders mit Rlicksicht auf das Vor
kommen von Fixsternen liber die speziellen Objekte hinaus, 3. zu entscheiden, 
ob sich zwischen den beiden Hauptsystemen und den kugelformigen Sternhaufen 
Fixsterne vorfinden, vielleicht bis zur Peripherie des Systems der kugelformigen 
Sternhaufen oder darliber hinaus. 

1. Am leichtesten zuganglich flir Untersuchungen ist natiirlich das Haupt
system, dem die Sonne angehort, das Lokalsystem. Das Phanomen der MilchstraBe 
wird in der Hauptsache durch Sterne, die diesem Hauptsystem angehoren, ver
ursacht. Die MilchstraBenwolken sind, wie erwahnt (S. 456), ein hervorstechender 
Zug in der Struktur der MilchstraBe. Flir MilchstraBenwolken, flir die die Entfer
nungen bestimmt sind, hat man Werte flir die Entfernungen von einigen tausend 
parsec gefunden. Entfernungsbestimmungen flir MilchstraBenwolken sind nach 
ahnlichen Prinzipien wie flir offene Sternhaufen moglich (Konstruktion des 
RUSSELL-Diagramms), obwohl das Problem hier wegen der groBeren Ausdehnung 
der MilchstraBenwolken nicht so einfach ist. 

Die frliher erwahnten dunklen Staubmassen und leuchtenden Nebelmassen 
sind ein flir dies System charakteristisches Phanomen. 

Die B-Sterne sind im Lokalsystem ziemlich ungleichmaBig verteilt, in einigen 
Gegenden kommen sie zahlreich, in anderen fast gar nicht vor. Eine Ansammlung 
von B-Sternen liegt in der Richtung des Sternbilds Orion in einer Entfernung 
von einigen hundert parsec, eine andere in der ungefahr entgegengesetzten Rich
tung der Sternbilder Scorpius und Lupus in einer Entfernung von etwas liber 
100 parsec. Die erstgenannte Ansammlung liegt etwas slidlich, die letztere etwas 
nordlich von der MilchstraBenebene: Die mittlere Ebene der naheren B-Sterne 
ist etwa 12 0 gegen die MilchstraBenebene geneigt. 

Es ist frliher besprochen worden (S. 460), daB die Fixsterne zum liberwiegen
den Teil absolut lichtschwach sind. Zur Erlauterung der Bedeutung dieser Tat
sache solI ein Beispiel angeflihrt werden. In einer MilchstraBenwolke in der 
Entfernung 2500 parsec werden Sterne mit der scheinbaren GroBe 21 m - d. h. die 
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schwachsten Sterne, die zur Zeit auf photographischen Platten abgebildet werden 
konnen - die absolute GroDe 9M haben; aus der Liste S. 459 ersieht man, 
daB uber die Halfte der Sterne in einer solchen MilchstraBenwolke mit den 
jetzigen Hilfsmitteln unsichtbar sein werden. Die GroBenklasse 21 m bezeichnet 
die Grenze dessen, was abgebildet wird; photometrische Messungen werden in 
der Regel nicht weiter als bis zu etwa 18m ausgefUhrt, einem wEit geringeren 
Bruchteil der Sterne der Wolke entsprechend. 

Die Verteilung der offenen Sternhaufen deutet darauf hin, daB das Lokal
system in der zur Ebene der MilchstraDe senkrechten Richtung bedeutend weniger 
ausgedehnt ist als in dieser Ebene selbst. Dies wird durch Untersuchungen uber 
die Verteilung der Fixsterne in der zur Ebene der MilchstraBe senkrechten 
Richtung bestatigt. In einer Entfernung von 800 parsec von der Ebene der 
MilchstraDe ist die Dichte der Sterne bereits sehr gering. 

2. Die nahere Untersuchung des Sagittariussystems ist aus zwei Grunden 
schwierig. Die Entfernung 13000 parsec bewirkt, daB nur absolut hellere Sterne 
beobachtet werden konnen; in dieser Entfernung entspricht die scheinbare 
GroDe 18m der absoluten GroBe 2M.4 (von den 36 Sternen in der Liste S. 459 ist 
nur einer heller als 2111.4). AuDerdem werden durch einen Zufall die zentralen 
Teile des Haufens fur einen Beobachter in der Umgebung der Sonne durch dunkle 
Staubmassen verdeckt, die in einiger Entfernung von der Sonne gerade in dieser 
Richtung liegen. Es scheint aber, daD das Sagittariussystem von derselben 
GroDenordnung wie das Lokalsystem, vielleicht sogar bedeutend groBer ist. 

3. Die Frage, ob sich im ganzen Raum zwischen den kugelfOrmigen Stern
haujen Sterne vorfinden, so daD also dort ein System gebildet wird von einer Dimen
sion wie der Raum, den die kugelformigen Sternhaufen einnehmen, kann durch 
Dberlegungen, wie wir sie in diesem Paragraph en angestellt haben, nicht ent
schieden werden. Auf jeden Fall kann das Vorhandensein absolut lichtschwacher 
Sterne in diesem Raum nicht unmittelbar verneint werden, da diese sich der 
Beobachtung wegen ihrer geringen scheinbaren Helligkeiten entziehen konnen. 

In diesem Zusammenhang muD zunachst die Frage beantwortet werden, ob 
das Lokalsystem wirklich ein begrenztes abgeschlossenes System bildet. Der 
SchluD, daD das Lokalsystem begrenzt ist, beruht hauptsachlich darauf, daB 
aIle bekannten offen en Sternhaufen und B-Sterne Entfernungen innerhalb einiger 
tausend parsec haben. Es ist denkbar, daD durch zukunftige Untersuchungen 
entferntere offene Sternhaufen und B-Sterne gefunden werden, die bisher wegen 
ihrer Lichtschwache nicht bemerkt worden sind. In § 312 werden wir sehen, 
daB die Diskussion der Resultate von Sternzahlungen gewisse Schlusse in bezug 
auf diese Frage erlauben. 

Es ist naturlich eine wichtige Aufgabe, die Anzahl der Fixsterne, die zu 
den betrachteten Systemen gehoren, festzustellen. Hier staBt man wieder auf 
die Schwierigkeit, die absolut lichtschwachen Sterne mitzubekommen. Die voll
standigen Durchmusterungen umfassen nur scheinbar relativ helle Sterne. Mit 
Hilfe der Sternzahlungen in den "ausgewahlten Arealen" (vgl. S. 458) hat man 
indessen die Sternzahlen bis herunter zur GroBenklasse 18m annahernd ermitteln 
konnen. Die nebenstehende Tafel zeigt die Resultate. Die Tafel gibt fUr ver
schiedene galaktische Breiten b den Logarithmus der Anzahl Sterne pro Quadrat
grad, die heller sind als die in der Spalte links angegebene photographische 
GroBenklasse m. 

Durch eine Extrapolation, die naturlich sehr unsicher ist, ist man zu einer 
Gesamtanzahl von 30 Milliarden Sternen gekommen. Die dunklen Staubmassen 
bewirken, daB diese Zahl vielleicht zu klein ist: viele Sterne werden durch dunkle 
Staubmassen verdeckt sein. Man hat die Gesamtanzahl auf 100 Milliarden Fix-
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sterne geschatzt. Das Lokalsystem, dem unsere Sonne angehort, enthalt viel
leicht 100 bis 1000 Millionen Fixsterne. lndessen beruhen auch diese Zahlen 
auf sehr unsicheren Extrapolationen. 

Das Lokalsystem, das Sagittariussystem und die kugelformigen Sternhaufen 
bilden auf jeden Fall eine Einheit; es bleibt dabei zunachst zweifelhaft, wie die 
Struktur in dem Raume zwischen diesen Objekten ist. 

\b 0° 10° 20° 40° 60° 90° m\ 

4 8.19 8.12 7.99 ].78 7·71 7.66 
5 8.65 8.58 8.45 8.24 8.17 8,12 
6 9.11 9·03 8.90 8.70 8.62 8.57 
7 9.56 9.48 9·35 9·15 9.07 9.01 
8 0.00 9·92 9·79 9·59 9.51 9·44 
9 0.45 0.36 0.22 0.03 9·94 9.86 

10 0.89 0·79 0.65 0.45 0.35 0.26 
11 1.32 1.21 1.06 0.86 0·74 0.64 
12 1.74 1.63 1.47 1.25 1.11 1.00 
13 2.16 2.04 1.87 1.62 1.46 1.33 
14 2.57 2.43 2.24 1.97 1.78 1.65 
15 2·96 2.82 2.60 2.30 2.09 1.94 
16 3.33 3·19 2·94 2.60 2.37 2.21 
18 4.01 3.87 3.56 3.12 2.86 2.68 
20 4.60 4.46 4.09 3·53 3.26 3.07 
21 4.87 4·72 4.33 3.70 3.42 3·22 

311. Der Zusammenhang zwischen der Zahl der Sterne heller als eine bestimmte 
scheinbare Grof3e und dem Verlauf der Sterndichte mit dem Abstand. In einem 
friiheren Abschnitt ist von den Sterneichungen W. HERSCHELS die Rede gewesen. 
Wir haben gesehen, wie HERSCHEL aus seinen Sternzahlungen Schliisse in bezug 
auf den Aufbau des Sternsystems ziehen konnte. Wir wollen jetzt etwas genauer 
auf diese Fragen eingehen und werden sehen, wie die Sternzahlungen neueren 
Datums (vgl. die obige Tafel) zusammen mit den Untersuchungen iiber die 
Haufigkeitsfunktion der absoluten Helligkeiten (vgl. § 308) einen Ausgangs
punkt fUr Untersuchungen iiber den Aufbau des Sternsystems bilden. Wir be
trachten zuerst einige schematische Beispiele, die den Zusammenhang zwischen 
den aus Sternzahlungen gefundenen Zahlen und dem Aufbau des Sternsystems 
erlautern sollen. 

1. Wir betrachten zuerst als schematisches Beispiel ein Sternsystem, in dem 
alle Sterne die gleiche absolute Helligkeit haben. Durch Sternzahlungen sei 
die Zahl der Sterne heller als von der scheinbaren GroBe 1 m, 2m, 3m ... bekannt. 
Es sei Am die Zahl der Sterne, die heller als von der scheinbaren GroBe m sind. 
1st nun die raurnliche Dichte der Sterne im betrachteten Sternsystem konstant, 
soist(vgl.AnhangS.511): A - 8A (1) 

m+1 - 3·9 m, 

d. h. wenn man eine GroBenklasse weitergeht, so wird die Sternzahl 3.98mal 
so groB. Nimmt aber die raumliche Dichte mit groBerem Abstand yom Be
obachter ab, so wird die Zunahme in der Sternzahl kleiner sein, und ist das 
Sternsystem begrenzt, so wird die Sternzahl von einer gewissen scheinbaren 
GroBe ab konstant bleiben, namlich wenn alle Sterne bis zur Grenze des Systems 
sichtbar geworden sind. Wenn in gewissen Richtungen die Dichte schneller ab
nimmt bzw. die Grenze des Systems naher liegt als in anderen, so werden in 
diesen Richtungen die Zahlen Am relativ lang sam mit m anwachsen und fUr 
groBe m (scheinbar schwachen Sternen entsprechend) werden in diesen Rich
tungen die Zahlen Am relativ klein sein, verglichen mit den entsprechenden 
Zahlen fiir andere Richtungen. 
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Ais Beispiel eines Systems mit nach auBen abnehmender Sterndichte nehmen 
wir das folgende. Die Dichte (d. h. die Zahl der Sterne pro Volumeneinheit) 
im Abstand r sei: " 

D(r) = Doe-2'~, (2) 

so daB die Dichte also gemaB einer Fehlerkurve abnimmt (vgl. Anhang S.498 
und Abb. 173). In sehr groBen Entfernungen (r:> ro) ist die Sterndichte 
praktisch gleich Null. In kleineren Entfernungen (r < ro) ist D annahernd 
gleich Do, fiir r = 0 ist D = Do. 

Die absolute GroBe der Sterne (die ja nach unserer Annahme fUr aIle Sterne 
des Systems die gleiche ist) sei M. Sterne, die heller als von der GroBe m erscheinen, 

sind dann naher als p parsec (entsprechend der Parallaxe ~), wo: 

1 
M = m + 5 + 5 log P 

oder: 
log P = 1 + O.2(m - M) . (4) 

Wir betrachten nun die Sterne innerhalb eines Areales dw auf der Himmels
kugel, d. h. die Sterne innerhalb eines Kegels mit der Spitze im Beobachtungs
ort und dem Offnungsraumwinkel dw. Wir betrachten denjenigen Teil des 
Kegels, in dem der Abstand vom Beobachtungsort zwischen r und r + dr be
tragt. Das Volumen dieses Teils ist: 

r 2dw· dr. 

Mit Hilfe von (2) findet man die Zahl der Sterne in diesem Volumen: 

" 
r2 dw dr· Do e 2'~. 

Hiermit findet man nun leicht durch eine Integration die Zahl aller Sterne 
innerhalb des Kegels, die naher als p parsec sind: 

oder: 

fp " 

A (p) = r2 dw Do e 2'~ dr 
o 

A(P) = Do dwjr2e 2':gdr. 
o 

Die Gesamtzahl der Sterne innerhalb des Kegels ist endlich: 
00 

f " 
A(oo) = Dodw. r2e-2'~dr 

o 

= Dodw 11; r~. 

(5) 

Die Dichteabnahme nach dem Gesetz (2) ist in der Tat fiir gro£ere Ent
fernungen so stark, daB die entfernteren Teile des Kegels nur wenig zur Gesamt
zahl beitragen. 

Die Gleichung (5) kann in etwas anderer Form geschrieben werden, indem 
man gewissermaBen ro als AbstandsmaB einfiihrt. Durch Multiplikation und 
Division mit r3 erhiilt man: p 

A (P) = Do rg dw f(~Y e _H~)2. d(~), 
o 



oder indem man: 

einfUhrt: 

weil ja: 

entspricht. 
Setzt man: 

so wird (6): 
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y 
x = - r = xro 

Yo ' 

Ph 

A(P) =DoY6dwJx2e-~ dx, 
o 

a J x' 

ffJ (a) = x 2 e 2 dx , 
o 
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(6) 

(7) 

(8) 

Die durch das bestimmte Integral in (7) definierte Funktion kann man als 
eine bekannte, z. B. durch numerische Integration (vgl. Anhang S. 504) berechen
bare Funktion ansehen. 

Mit Hilfe von (8) und (4) kann man nun den dem betrachteten schematischen 
Beispiel entsprechenden Verlauf der Zahlen Am berechnen. Nach (4) ist: 

log ~ = 1 + 0.2 (m - M) - log ro 
Yo 

~ = 10. 10- 0.2 (1II + 5 logro) • 100.2m • 

Yo 
(9) 

Die GraBen M und ro sind Konstanten des betrachteten Sternsystems. Durch 

(9) ist ~ als Funktion von m bestimmt, nach (7) und (8) Am = A (P) als Funktion 
Yo 

von ~ . Die folgende Tabelle zeigt den Verlauf der Am fUr M + 5 log ro = 10. 
o 

Fur andere Werte dieser Konstante ist das Argument m nach (9) nur urn den 
Unterschied gegen 10 zu verschieben, damit die Tabelle wieder richtig wird. 

Nennt man die in der Tabelle gegebene Funktion 1jJ (m) . A=, so ist: 

A l/~ 9 m = 1jJ (m + 10 - M - Slog ro) . V 2 Do Yo dw . 

Die Tabelle zeigt nun folgendes. Fur kleine m, d. h. 
wenn man nur scheinbar helle Sterne mitzahlt, wachst 

m 

Am sehr nahe dem Ausdruck (1) entsprechend. Dies 0 

entspricht der Tatsache, daB nur diejenigen Gebiete ~ 
des Kegels gesehen werden, wo D noch annahernd 3 
konstant ist. Bei groBeren m wird die Zunahme der 4 
Am immer langsamer, bis schlief31ich die Zunahme 5 
praktisch gleich Null wird. 1m letztgenannten Fall 6 
sieht der Beobachter so weit in den Raum hinaus, daB ~ 
die Dichte praktisch gleich Null geworden ist. Fur 9 

kleine mist also Am+l = 3-98 Am, fUr graBe mist 10 

(10) 

0.00027' A= 
0.0011 
0.0041 
0.016 
0.061 
0.20 
0·53 
0.90 
1.00 
1.00 
1.00 

Am = const = A=. 1m speziellen Fall M + Slog ro = 10 
liegt das Ubergangsgebiet etwa zwischen m = 4m und m = 7m . 1m allgemeinen 
Fall liegt es entsprechend etwa zwischen m = 4 + (M + 5logro - 10) und 
m = 7 + (M + Slog ro - 10). 
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2. Als zweites schematisches Beispiel betrachten wir den Fall, daB es im 
Sternsystem absolut helle Sterne mit der absoluten Helligkeit M' und absolut 
schwache Sterne mit der absoluten Helligkeit M" gibt (M' < M") . Dieses 
System kann man gewissermaDen als Summe zweier Teilsysteme der zuerst 
betrachteten Art auffassen. Man hat z. B. : 

(11) 

wo A~ sich auf das Teilsystem mit M = M', A;:' sich auf das Teilsystem mit 
M = M" beziehen mag, wah rend Am fUr das betrachtete zusammengesetzte 
System gilt. 

1st nun in diesem Fall die raumliche Dichte fUr beide Teilsysteme konstant 
(gleich D' bzw. D"), so ist: 

A~+! = 3.98 A~ (12) 
und: 

A~+! = 3.98 A~" (13) 
also nach (11) : 

Am+! = 3·98 Am, (14) 

genau wie vorher. Das Verhaltnis A~: A~ - das Verhaltnis der relativen 
Anteile der beiden Teilsysteme an Am - ist nach (12) und (13) fUr alle m 
dasselbe. Es hangt von D', M', D" und M" ab. Je graDer die absolute 
Leuchtkraft der Sterne eines Systems und je graBer die Dichte der Sterne 
des Systems sind, desto graDer wird der relative Anteil der Sterne des 
Systems an den Am. 

In § 273 haben wir gerade den eben diskutierten Fall betrachtet und ins
besondere einen konkreten Fall untersucht, wo der relative Anteil des Teil
systems absolut heller Sterne an den Am groB war, trotz der verhaltnismaBig 
gering en raumlichen Dichte dieser Sterne. 

Es seien nun wieder die raumlichen Dichten mit dem Abstand vom Beobachter 
allmahlich abnehmend. Wir betrachten zuerst den Fall, daB die Abnahme fUr 
die Teilsysteme die gleiche ist, so daB also das Verhaltnis der raumlichen Dichten 
der Sterne der beiden Teilsysteme konstant ist. In diesem Fall zeigt sich nun 
folgendes. Fur kleine m nehmen A~ und A~ noch annahernd in Ubereinstim
mung mit (11) und (12) zu, weil hier nur verhaltnismaDig nahe Gebiete beobachtet 
werden, wo die Dichte noch nicht wesentlich abgenommen hat. Bei graDeren m 
wird die Zunahme aber kleiner als nach (11) und (12), und zwar ist dieser Effekt 
fUr die absolut hellen Sterne am starksten, weil diese in graDeren Entfernungen 
gesehen werden, wo die Dichte entsprechend starker abgenommen hat. All
mahlich wird deshalb A~: A~ - das Verhaltnis der Zahl der absolut schwacheren 
zu der Zahl der absolut helleren Sterne - wachsen. 

Nehmen wir beispielsweise wieder an, daB die Dichte nach dem Fehler
gesetz (2) abnimmt. Wir haben ja vorausgesetzt, daB die Abnahme fUr die 
beiden Teilsysteme nach demselben Gesetz erfolgt. Es sei also: 

" D' (r) = Do e 2,g 
und: 

" 
D" (r) = Do e 2 ,~ 

so daD also wirklich: 
D'(r) D6 
D"(r) = D~ 

fUr aIle r denselben Wert hat. 

( 15) 

(16) 

(17) 



Das Universum. 475 

Dann hat man gemaB (10): 

A~ = "p (m - (M' + 5 log ro» • V'~ Do YJ dO) , (tS) 

A~ = "p (m - (Mil + Slog ro)) . -V ~ D;{ Y6 dO) • 

Am = A:n + A~, 
und: 

A" . 4' _ ~~ tp (m - (Mil + 5 lagro -:- ~~~) 
m' • m - D~ tp (m -- (M' + 5 lagro - 10» . 

(20) 

Es sei z. B. M' = OM, Mil = 5M, D' = 0.001 und D" = 0.1. Ferner sei 
ro = 100 parsec. Damit erhalt man die Zahlen der untenstehenden Tabe/l.le. 
Zuerst uberwiegen die absolut hellen Sterne trotz ihrer geringeren raumliclilen 
Dichte, fUr groBere m gewinnen die absolut schwacheren Sterne allmahlich die 
Oberhand. 

Befolgt die Dichteabnahme fUr die Teilsysteme nicht das gleiche Gesetz, ist 
also das Verhaltnis der raumlichen Dichten der Sterne der beiden Teilsysteme 
nieht an allen Orten des Stern-
systems dasselbe, so lassen sich 
die Verhaltnisse nieht so leicht 
ubersehen. Nimmt die raum
liche Dichte fUr die absolut 
helleren Sterne langsamer ab 
alsfUr dieabsolut schwacheren, 
so wird der eben besprochene 
Effekt der allmahlichen Uber
handnahme der absolut schwa
cheren Sterne teilweise kom
pensiert oder gar uberkom
pensiert. Nimmt dagegen die 

m I A;" I A;'; I A;';:IA;" 

5\ 0.20' 1.25 .103 dw \ 0.00027 ·1.25 ·105 dw 0.,13 
6 0.53 0.0011 0.20 
71 0.90 0.0041 0.46 
8 1.00 0.016 1,6 
9 1.00 0.061 6,1 

10 1.00 0.20 20 
11 1.00 0.53 53 
12 1.00 0.90 90 

14 1.00 1.00 100 
13 1.00 \1.00 \100 

15 I 1.00 1.00 100 

raumliche Dichte der absolut helleren Sterne schneller ab als die der abs<plut 
schwacheren, so wird der Effekt noch verstarkt. 

3. Schliel3lich betrachten wir den Fall, daB mehrere Teilsysteme mit v-er
schiedenen absoluten Helligkeiten vorhanden sind. Statt (11) hat man jetzt: 

Am = A~ + A~ + A;:; + ... , (21) 

und ahnlich modifizierte Gleichungen statt der weiteren Gleichungen. Alle Folge
rungen, die fUr zwei Teilsysteme gelten, gelten auch, wie man leicht einsieht, 
in diesem Fall. 

Sind schlieBlich alle absoluten Helligkeiten innerhalb gewisser Grenzen ver
treten, so hat man statt der Summe in (21) ein Integral: 

M, 

Am= fAm(M) dM, (22) 
M, 

oder allgemeiner: 
+00 

Am = fAm(M) dM. (22 a) 
-00 

Ein Teilsystem besteht jetzt aus den Sternen mit absoluten Helligkeiten 
zwischen M und M + dM. Die den Teilsystemen entsprechenden raumlidhen 
Dichten heiBen D (M; r) dM. Alle Gleichungen konnen genau wie fruher auf
gestellt werden, nur treten Integrale an Stelle der Summen auf. Die raumlidhen 
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Dichten D (M; r) sind, als Funktionen von M betrachtet, die friiher diskutierten 
Verteilungsfunktionen der absoluten Helligkeiten. 

In diesem allgemeinen Fall nimmt man immer an, daB die raumlichen Dichten 
in derselben Weise mit dem Abstand variieren, daB also die Verteilungs
funktion der absoluten Helligkeiten an allen Orten des Stern
systems dieselbe ist. Wenn namlich die Verteilungsfunktion von Ort zu 
Ort veranderlich ist, geniigen die aus den Sternzahlungen gefundenen Zahlen Am 
und die Verteilungsfunktion der absoluten Helligkeiten in der Nahe des Be
obachters nicht, um weitere Schliisse iiber den Aufbau des Sternsystems zu 
ziehen. Die Zahl der Unbekannten wird gewissermaBen zu graB. Liegen Griinde 
vor, anzunehmen, daB die Verteilungsfunktion der absoluten Helligkeiten sich 
mit dem Ort andert, so sucht man die Sterne in Gruppen zu teilen, fUr die man 
wieder annehmen darf, daB die Verteilungsfunktion ortlich konstant ist. Diese 
Gruppenteilung kann z. B. eine Einteilung nach Spektralklassen sein. Hiervon 
wird spater etwas naher die Rede sein. 

1st die Verteilungsfunktion der absoluten Helligkeiten cp (M) ortlich konstant, 
so hat man iiberall im Sternsystem: 

D(M; r) dM = D(r) . cp(M) dM • (23) 

wo D(r) die Zahl der Sterne aller absoluten Helligkeiten pro Volumeneinheit 
bedeutet. 

Fiir die Sternzahlen Am findet man in diesem Fall die folgenden Gleichungen. 
Zuerst werden die Am (M) mit Hilfe von (23) gefunden. Die Ableitung ist ganz 
analog der Ableitung der Gleichung (5). Wir betrachten wieder die Sterne inner
halb eines Kegels mit dem Offnungsraumwinkel dro. Die Zahl der Sterne mit 
absoluten Helligkeiten zwischen M und M + dM, die naher als p parsec sind, ist: 

p 

A (p; M) dM = fD(r) cp(M) dM· r2 dro dr 
o p 

= cp(M) dM dro f D(r) r2 dr. 
o 

(24) 

Die Sternzahl Am findet man, indem man in (24) die durch m und M be
stimmte Grenzentfernung p einsetzt [vgl. (4)]: 

also: 
log p = 1 + 0.2 (m - M) , (25) 

101+°.2 (m-MJ 

Am (M) dM = cp (M) dM dro f D (r) r2 dr . 
o 

(26) 

SchlieBlich findet man Am aus (22 a) : 
+= 101+°.2 (m-MJ 

Am = dro f dM cp(M) f D(r) r2 dr. (27) 
-00 0 

Diese Gleichung zeigt den Zusammenhang zwischen der Funktion Am der 
Sternzahlen bis zur scheinbaren GroBe m, der Verteilungsfunktion der absoluten 
Helligkeiten cp (M) und dem Dichtegesetz D (r), wenn die Verteilungsfunktion 
ortlich konstant ist. 

In dieser Gleichung diirfen wir cp (M) als eine aus den Untersuchungen der 
Sterne in der niiheren Umgebung der Sonne bekannte Funktion ansehen. Die 
Sternzahlen Am bilden eine durch die Sternzahlungen bekannt gewordene Funk
tion der scheinbaren GroBe m. In (27) ist D(r) dann die unbekannte Funktion. 
In der Tat kann nach (27) die Funktion D (r) bestimmt werden. D (r) ist namlich 
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so zu wahlen, daB die Gleichung (27) fUr aIle Werte der scheinbaren GroBe m 
befriedigt ist. Die Unbekannten des Problems sind die Werte der Funktion D (r) 
fiir jeden Wert von r, die Gleichungen sind eine Gleichung (27) fiir jeden Wert 
von m. Es gilt also, unendlich viele Unbekannte aus unendlich vielen Gleichungen 
zu bestimmen. Derartige Probleme treten in der mathematischen Analysis oft 
auf, die Gleichung (27) - eine Integralgleichung - ist ein gutes Beispiel eines 
solchen Problems. Wenn Am und cp (M) gewisse einfache Funktionen sind, kann 
man die Losung analytisch angeben: D (r) wird eine einfache angebbare Funktion, 
die von den anderen beiden Funktionen abhangt. Das Problem kann aber immer 
numerisch gelost werden, indem statt des Problems der unendlich vielen Gleichun
gen mit unendlich vielen Unbekannten ein entsprechendes Problem mit endlich 
vielen Gleichungen und Unbekannten gelost wird, ahnlich wie man ein Integral 
numerisch auswerten kann, indem man es durch eine Summe einer endlichen 
Zahl von Summanden ersetzt (vgl. Anhang S. 504). 

Hierdurch ist es moglich geworden, quantitative Schliisse iiber die Ande
rungen der Sterndichte mit dem Abstand in verschiedenen Richtungen zu ziehen. 

SEELIGER benutzte nach eingehender Bearbeitung des vorliegenden Be
obachtungsmaterials die Sternzahlungen zu quantitativen Berechnungen des Ver
laufs der Sterndichte. Das in § 308 beschriebene Verfahren zur Bestimmung 
des Verteilungsgesetzes der absoluten Helligkeiten geht auf KAPTEYN zuriick. 
KAPTEYN benutzte das gefundene Verteilungsgesetz in Verbindung mit den 
Resultaten von Sternzahlungen dazu, den Verlauf der Sterndichte in der eben 
besprochenen Weise zu ermitteln. Die Resultate von SEELIGER und KAPTEYN 
stimmen im wesentlichen iiberein. Die Ausdehnung des Sternsystems ist am 
groBten in der MilchstraBenebene. 1m Abstand 4000 parsec ist die Sterndichte 
auf 5 % der Sterndichte in der Umgebung der Sonne gefallen und nimmt mit 
noch groBerem Abstand weiter abo Die Ausdehnung ist am geringsten in den 
beiden Richtungen senkrecht zur MilchstraBenebene, und zwar in diesen beiden 
Richtungen ungefahr die gleiche. In einem Abstand von etwas weniger als 
1000 parsec ist die Sterndichte auf 5 % der Sterndichte in der Umgebung der 
Sonne herabgegangen und nimmt weiter nach auBen sehr schnell abo 

312. Der Einfluf3 einer Absorption des Lichtes im interstellaren Raum auf die 
Relation zwischen Sternzahl und Sterndichte. Es war nun schon friih den For
schern auf diesen Gebieten klar, daB die aus den Sternzahlen erschlossenen Stern
dichten dadurch schwer verfalscht sein konnten, daB im Sternsystem iiber groBere 
Abstande eine merkliche Absorption des Lichtes stattfindet. Schon der aller
erste SchluB, daB die Sterndichte mit wachsendem Abstand kleiner wird, wenn, 
wie beobachtet, die Zunahme der Zahlen Am mit m langsamer als nach (1) er
folgt, kann falsch sein. Die langsamere Zunahme kann in der Tat ebensogut 
darauf beruhen, daB die ferneren Sterne mehr geschwacht werden, als es dem 
Gesetz von der Abnahme mit dem Quadrat der Entfernung entspricht, daB also 
die Gleichung (3) auf S. 472 rich tiger geschrieben werden muB: 

1 
m = M + 5 + 5 log P + LI m , 

wo: 
LIm = Llm(r) 

die mit dem Abstand wachsende Absorption des Lichtes bedeutet. 

(28) 

(29) 

Man kann in der Tat vollkommene Dbereinstimmung mit den beobachteten 
Sternzahlen Am erreichen, wenn man ein Sternsystem mit konstanter Stern
dichte annimmt. Man muB nur die GroBe der Absorption in verschiedenen 
Richtungen und Abstanden entsprechend ansetzen. So wie man die Gleichun
gen (27) befriedigen konnte durch passende Wahl der Sterndichte, so kann man 
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sie ebensogut befriedigen durch passende Wahl der Absorptionen bei konstanter 
Sterndichte. 

Nun kann man aus den Beobachtungen von Durchmessern und Helligkeiten 
von anagalaktischen Nebeln und kugelformigen Sternhaufen ableiten, daB die 
Absorption in den Richtungen zu diesen Objekten tiber groBere Entfernungen 
nicht groB sein kann. Ware eine betrachtliche Absorption vorhanden, so waren 
die photometrischen Parallaxen der entfernteren Objekte und dann auch die 
berechneten Dimensionen systematisch zu groB, und es wtirde sich ein Gang 
der Dimensionen mit der Entfernung zeigen. Dies ist nun nicht der Fall. An
dererseits weisen die Sternleeren in gewissen Richtungen in der MilchstraBe sehr 
deutlich darauf hin, daB in diesen Richtungen eine starke Absorption des Lichtes 
stattfindet. 

Die anagalaktischen Nebel und die kugelformigen Sternhaufen sind nun in 
der unmittelbaren Nahe der MilchstraBe relativ selten. Die schwachen kurz
periodischen Cepheiden zeigen ein ahnliches Verhalten (vgl. § 310). Dies kann 
so gedeutet werden, daB in einer gewissen dtinnen Schicht urn die MilchstraBen
ebene eine kraftige Absorption vorhanden ist. 

Die offenen Sternhaufen kommen in der Nahe der MilchstraBe am haufig
sten vor (dies hangt mit der Abplattung des MilchstraBensystems und damit, 
daB die offenen Sternhaufen in groBen Entfernungen gesehen werden, unmittel
bar zusammen; vgl. S. 313). Sie eignen sich deshalb fUr eine Untersuchung 
der Frage, ob in einer dtinnen Schicht urn die MilchstraBenebene Absorption 
stattfindet. Die Metho('e ist die gleiche wie bei den anagalaktischen Nebeln 
und den kugelformigen Sternhaufen. Aus der scheinbaren GroBe und der abso
luten GroBe wird die Entfernung nach (28), S. 477 berechnet, indem die Ab
sorption LI m gleich Null gesetzt wird. Aus der Entfernung und dem Winkel
durchmesser folgt der lineare Durchmesser. Findet man nun, daB die so be
rechneten linearen Durchmesser mit wachsendem Abstand zunehmen, so deutet 
dies darauf hin, daB Absorption vorhanden ist. Denn eine Absorption LI m 
bewirkt ja gerade, daB die mit LI m = 0 berechneten Abstande zu groB werden 
und eben so die berechneten linearen Durchmesser. Den Betrag der Absorption 
kann man abschatzen, indem man LI m proportional dem Abstand ansetzt und 
die Proportionalitatskonstante so wahlt, daB jetzt kein Gang mit dem Abstand 
in den linearen Durchmessern mehr vorhanden ist. 

Derartige Untersuchungen mit Hilfe offener Sternhaufen deuten darauf hin, 
dafJ in einer relativ diinnen Schicht um die MilchstrafJenebene wirklich in allen 
Richtungen eine Absorption stattjindet. Die GroBe der Absorption betragt etwa 
eine halbe GroBenklasse pro 1000 parsec. Allerdings sind die Resultate nicht 
definitiv sichergestellt. Es ist eine schwierige Aufgabe, Winkeldurchmesser ftir 
die wenig konzentrierten offenen Sternhaufen anzugeben, und es ist leicht moglich, 
daB systematische Fehler auftreten, weil das Aussehen der offenen Sternhaufen 
sich mit der Entfernung andert. 

Die Absorption ist auf kleine Entfernungen von einigen hundert parsec 
(auBerhalb absorbierender dunkler Nebel) zu vernachlassigen. In allen Rich
tungen, die einen erheblichen Winkel (groBer als etwa 20°) mit der MilchstraBen
ebene bilden, ist die Lange des Sehstrahles durch die einige hundert parsec 
dicke Schicht verhaltnismaBig so klein, daB die Absorption keine merkbare 
Rolle spielt. Aber tiber Entfernungen von einigen tausend parsec innerhalb der 
absorbierenden Schicht ist die Absorption betrachtlich. Bei einer Absorption 
von om.s pro 1000 parsec erscheint ein Stern im Abstand4000 parsec 2m schwa
cher, als wenn keine Absorption vorhanden ware. Bestimmt man aus der schein
baren und der absoluten Helligkeit den Abstand, ohne die Absorption zu beriick-



Das Universum. 479 

sichtigen, so wird man, da m also 2m zu groB ist, den Abstand 2.5 mal zu groB 
finden, also gleich 10000 parsec statt 4000 parsec. 

Wenn eine Absorption vorhanden ist, so kann sie entweder ftir alle Wellen
langen die gleiche sein - wenn sie z. B. durch Schattenwirkung relativ groBer 
Partikeln zustande kommt - oder sie kann mit der Welleniange variieren, wie 
z. B. die Absorption in der Erdatmosphare. 1st die Absorption fUr verschiedene 
Welleniangen verschieden, so sagt man, daB die Absorption selektiv ist. 

Eine selektive Absorption laJ3t sich nun leichter nachweisen als eine fUr aIle 
Wellenlangen konstante. Sie bewirkt ja eine Modifikation der spektralen Zu
sammensetzung des Lichtes; beispielsweise wird ja das Sonnenlicht bei dem 
Durchgang durch die Atmosphare roter. 

Rann nun eine selektive Absorption nachgewiesen werden, so weiB man da
durch, daB Absorption stattfindet. 1st aber keine selektive Absorption vor
handen, so kann dies entweder bedeuten, daB die Absorption nicht selektiv ist 
oder daB tiberhaupt keine Absorption stattfindet. 

Nun scheint eine selektive Absorption wirklich vorhanden zu sein. Sterne 
derselben Spektralklasse werden mit groBerem Abstand roter. Es kann dies 
freilich daran liegen, daB die ferneren Sterne durchschnittlich groBere absolute 
Helligkeiten haben (vgl. S. 348). Man muB versuchen, die beiden Effekte zu trennen. 

Beschrankt man sieh auf Sterne der naheren Umgebung der Sonne, so ist 
die Anderung der durchschnittlichen absoluten Helligkeit mit dem Abstand 
klein oder gar verschwindend. Allerdings mtissen dann wegen des entspreehend 
geringeren Effekts genauere Messungen der Farbenindizes vorliegen. Unter Be
nutzung sehr genauer photoelektrisch gemessener Farbenindizes (vgl. S. 332) 
ist es gelungen, eine selektive Absorption sieher fEstzusteIlen. Es scheint nach 
diesen Untersuchungen, als ob in gewissen Richtungen keine selektive Absorption 
vorhanden ware, in anderen dagegen eine verhaltnismaBig starke. 

Die langperiodischen Cepheiden eignen sich besonders gut fUr diese Unter
suchungen. Es sind absolut helle Sterne, die bis in groBe Entfernungen gesehen 
werden konnen, sie liegen in der in Frage kommenden Schicht urn die Milch
straBe, und vor allen Dingen ist die spektrale Zusammensetzung ihres Lichtes 
ziemlich eindeutig durch die Periode gegeben (vgl. S.440). Farbenanderungen 
mit dem Abstand infolge selektiver Absorption konnen also sehr sieher fest
gestellt werden. Derartige Untersuchungen wurden vor einigen Jahren geplant, 
die Resultate liegen aber noch nicht vor. 

Es ist also wahrscheinlich, daB in allen Richtungen, die innerhalb einer ge
wissen Schicht urn die MilchstraBenebene verlaufen, eine erhebliche Absorption 
stattfindet. 

Dies ist von sehr groBer Bedeutung fUr die Frage der Ausdehnung des Stern
systems in der Richtung der MilchstraBe. Wir haben schon an einem Zahlen
beispiel gesehen, wie groB der EinfluB der Absorption auf aIle photometrischen 
Parallaxen ist, und ftir die hier in Betracht kommenden Entfernungen konnen 
fast ausschliel3lich photometrische Parallaxen bestimmt werden. Auf die Resul
tate der Methode der Sternzahlungen hat die Absorption einen ganz ahnlichen 
EinfluB. 

Wenn die Absorption in der betrachteten Schicht konstant ist oder nach 
irgendeinem einfachen Gesetz mit dem Abstand von der MilchstraBenebene 
variiert, dann konnen in bezug auf die Sterndichte noch Schltisse gezogen werden. 
Man kann die Untersuchungen unter verschiedenen Annahmen tiber die GroBe 
der Absorption durchftihren und die plausibelste Losung als die richtige ansehen. 

Besteht dagegen die Moglichkeit, daB die Absorption sehr unregelmaBig 
variiert, so konnen keine sicheren Schltisse mehr tiber den Aufbau des Stern-
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systems in der Umgebung seiner Hauptebene - der MilchstraBenebene - ge
zogen werden. 

Es ist naturlich klar, daB man aIle Gegenden, wo abnorm starke Absorption 
sicher vorhanden ist, fUr sich behandeln muB. Die weiteren Schlusse beruhen 
dann auf der Annahme, daB die GroBe der Absorption sonst regelmiiBig verliiuft. 

Die im vorigen Paragraphen besprochene Methode zur Bestimmung von 
Sterndichten aus Sternziihlungen kann leicht modifiziert werden, so daB eine 
konstante Absorption berucksichtigt wird. Man hat einfach die Gleichungen (28) 
und (29) mit einem dem Abstand proportionalen LIm: 

Llm=a.y, 

zu benutzen, statt LIm gleich Null zu setzen, wie es in § 311 geschah. Die Be
rechnungen werden mit verschiedenen Werten der Konstante a ausgefiihrt, da
mit die plausibelste Dichteverteilung ausgewiihIt werden kann. Gleichzeitig wird 
dann a bestimmt. Es ist aus dem bereits Gesagten klar, daB der EinfluB auf 
die ResuItate in hoheren galaktischen Breiten keinen nennenswerten EinfluB 
hat. Es handeIt sich urn die Sterndichte in groBerer Entfernung nahe der MiIch
straBenebene. 

Die folgende Tabelle zeigt die ResuItate fUr die Sterndichte unter verschie
denen Annahmen uber a. Die Einheit der Sterndichte ist die Sterndichte in 
der niichsten Umgebung der Sonne. Die Gegenden, in denen die Sternziihlungen 
erfolgten, liegen in der MiIchstraBe: 

logp p a ~ 0.00 a = 0.40 a = 0.60 a = 0.80 

2.0 100 parsec 1.00 1.00 1.00 1.00 
2.2 158 0.46 0·59 0·70 0.62 
2.4 251 0·32 0.41 0.49 0.45 
2.6 398 0.23 0.24 0.28 0.32 
2.8 631 0.16 0.24 '0.28 0.32 
3.0 1000 0.17 0.28 0.28 0.64 
3.2 1580 0.11 0.28 0.48 0.64 
3.4 2510 0.067 0.28 0.48 0.64 
3.6 3980 0.040 0.28 0.61 1.21 
3.8 6310 0.026 0.32 0.61 1.21 
4.0 10000 0.014 0.32 

Mit a = 0, also ohne Absorption, nimmt die Sterndichte Wle fruher abo 
Mit a = omA wird die Sterndichte in sehr graBen Entfernungen anniihernd 
konstant, es findet aber eine merkliche Dichteabnahme bis etwa 400 parsec 
statt. Bei noch groBerem a wird diese Dichteabnahme kleiner, aber jetzt nimmt 
die Sterndichte in groBen Entfernungen wieder zu. 

Jenseits 10000 parsec bzw. 6000 parsec bei starker Absorption sind die Werte 
unsicher, wei! die Sternziihlungen nur bis m = 18m reichen. 

Die plausibelste Annahme uber a ist diejenige, die zu anniihernd konstanter 
Dichte in groBen Entfernungen fiihrt, also a = omA. Sehr bemerkenswert ist 
die Tatsache, daB danach in einem Gebiet urn die Sonne mit einem Durchmesser 
von etwa 600 parsec die Sterndichte relativ hoch ist. 

In gewissen Richtungen nimmt die Sterndichte zuerst ab und dann wieder zu. 
Diese Richtungen zeigen auf die fruher genannten Sternwolken. FUr die Scutum
wolke hat man in dieser Weise eine Entfernung gefunden, die mit der auf anderem 
Wege (vgl. S.469) gefundenen gut ubereinstimmt. 

Das wichtigste ResuItat der Diskussion ist dies: Nimmt man an, daB die 
Absorption zu vernachlassigen ist, so folgt, daB es ein begrenztes Lokalsystem 
gibt (vgl. S. 470). Nimmt man aber an, daB eine Absorption von omA oder mehr 
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pro 1000 parsec vorhanden ist, so findet man, daB die Sterndichte wenigstens 
bis 10000 parsec erheblich bleibt. 

313. Anderttngen der Verteilungsfunktion der absoluten Helligkeiten mit dem 
Abstand von der M ilchstrafJenebene. Wir haben gesehen, daB fUr hahere galak
tische Breiten die Absorption die aus den Sternzahlungen ermittelten Stern
dichten nicht merklich beeinfluBt. Hier ist aber ein anderer Faktor in diesem 
Zusammenhange wesentlich. Die Methode des § 311 beruht ja darauf, daB die 
Verteilungsfunktion der absoluten Helligkeit unabhangig yom Abstand ist. 
Nun scheint diese Annahme fUr Richtungen, die einen erheblichen Winkel 
mit der MilchstraBenebene bilden, nicht richtig zu sein. Die Verteilungsfunktion 
andert sich mit dem Abstand. 

Dies zei§t schon die Verteilung der Sterne verschiedener Spektralklassen uber 
die galaktischen Breiten. Die folgende Tabelle zeigt die Zahl der Sterne pro 
100 Quadratgrad heller als Sill.25 (bis zu dieser Grenze ist der HENRY DRAPER
Katalog vollstandig) fUr die verschiedenen Spektralklassen, und zwar in galak
tischer Breite 40 0 bis 90 0 und nahe an der MilchstraBe: 

Gal. Breite B 

0.3 
29.7 

A 

13.2 
96·9 

F 

12·5 
18·7 

G 

19.8 
26.0 

K 

43.0 
69.0 

M 

7·6 
17·5 

Aile Sterne 

96.4 
257·8 

Die B-Sterne sind auBerordentlich stark, die A-Sterne sehr stark gegen die 
MilchstraBe konzentriert. Die anderen Typen zeigen weniger starke Konzen
tration. 

Dies erklart sich teilweise durch den folgenden Umstand. Die B- und A-Sterne 
sind absolut heller als z. B. die F- und G-Sterne. Die B- und A-Sterne heller 
als sm.25 sind deshalb durchschnittlich we iter entfernt. 1st nun ihr durchschnitt
licher Abstand von der MilchstraBenebene derselbe wie fUr die anderen Sterne, 
so werden sie doch auf der Himmelskugel naher an der MilchstraBe erscheinen. 

Eine genauere Nachrechnung zeigt jedoch, daB diese Erklarung nicht aus
reicht. Die B- und A-Sterne mussen auch im Raum gegen die MilchstraBen
ebene konzentriert sein. Die c-Sterne (vgl. S. 34S) zeigen dasselbe Verhalten 
wie die B-Sterne. Da nun die B- und A-Sterne und die c-Sterne absolut helle 
Sterne sind, so wird infolgedessen die Verteilungsfunktion sich mit dem Abstand 
von der MilchstraBenebene andern, und zwar so, daB die relative Zahl der absolut 
hellen Sterne gegen diese Ebene wachst. 

Dies bedeutet nun, daB die Methode des § 311 nicht exakt ist. Fur genauere 
Untersuchungen sind die Sterne nach den Spektralklassen zu trennen und jede 
Klasse fUr sich zu untersuchen. Fur schwachere Sterne trennt man am besten 
die Sterne in Gruppen nach den Farbenindizes. 

Wenn man die Sternverteilung in Richtungen, die einen groBen Winkel mit 
der MilchstraBenebene bilden, betrachtet, so zeigt sich das S.475 beschriebene 
Phanomen, daB die absolut schwachen Sterne bei graBeren m allmahlich uber
handnehmen, sehr deutlich, weil die Dichteabnahme relativ schnell erfolgt. Durch 
die genannte Konzentration der absolut hellen Sterne gegen die MilchstraBen
ebene wird der Effekt noch verstarkt. 

Trotz der genannten Schwierigkeit, daB die Verteilungsfunktion der absoluten 
Helligkeiten in hohen galaktischen Breiten nicht konstant ist, sind die Re~ultate 
hier sicherer, da die Absorption keine nennenswerte Rolle spieIt. Auch kannen 
die Resultate durch Parallaxenmethoden wie die spektroskopische und solche, 
die auf der Benutzung von Eigenbewegungen fuBen, hier herangezogen werden, 
weil praktisch die Grenzentfernung relativ klein ist, nuretwas mehr als 1000parsec. 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 31 
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314. Die Struktur des Milchstra/3ensystems. Die Untersuchungen uber das 
Skelett des Sternsystems (vgl. § 310) und die Untersuchungen mit Hilfe von Stern
zahlungen (vgl. § 311) weisen beide auf die Existenz eines Gebietes urn die Sonne 
mit einem Durchmesser von einigen tausend parsec hin, wo die Sterndichte 
relativ groB ist. 

In der Struktur des naheren Sternsystems scheinen die MilchstraBenwolken 
eine groBe Rolle zu spielen. Man kann dies Gebiet gewissermaBen als eine Zu
sammenballung von MilchstraBenwolken ansehen. Die Sonne scheint ungefahr 
im Zentrum einer MilchstraBenwolke mit einem Durchmesser in der Ebene der 
MilchstraBe von etwa 600 parsec zu stehen. 

Die Dicke des Systems in der Richtung senkrecht zur MilchstraBenebene ist 
relativ klein. Nur die kurzperiodischen Cepheiden und die langperiodischen 
Veranderlichen der Spektralklasse Me sind in sehr graBen Entfernungen von der 
MilchstraBenebene beobachtet worden. 

Als weiteres Resultat ergaben die Untersuchungen uber das Skelett des 
MilchstraBensystems, daB ein zweites System sich urn ein Zentrum in der Rich
tung des Sternbilds Sagittarius (l = 325°, b = 0°) in einer Entfernung von etwa 
14000 parsec gruppiert (das Sagittariussystem). 

Aus den Sternzahlungen konnte ferner geschlossen werden, daB das Lokal
system sich in der MilchstraBe wenigstens bis 10000 parsec fortsetze, wenn in 
einer dunnen Schicht urn die MilchstraBe eine merkbare Absorption vorhanden ist. 

Bei Vorhandensein einer Absorption der genannten Art muss en die Resultate 
tiber das Skelett des MilchstraBensystems revidiert werden. Die offenen Stern
haufen und die B-Sterne liegen innerhalb der Schicht, in der die Absorption 
stattfindet, bei diesen ist die Absorption also tiber den ganzen Lichtweg wirksam. 
Eine ohne Berucksichtigung der Absorption berechnete photometrische Parallaxe, 
der die Entfernung 4000 parsec entspricht, muB, urn einer Absorption von 
OIDA pra 1000 parsec Rechnung zu tragen, vergroBert werden, so daB die Ent
fernung sich auf 2500 parsec reduziert. Die Dimensionen des durch die offenen 
Haufen und die B-Sterne bestimmten Systems (des Lokalsystems) waren also 
etwas zu reduzieren. Die kugelformigen Sternhaufen und die kurzperiodischen 
Cepheiden erreichen viel groBere Abstande von der MilchstraBenebene. Obwohl 
die t Entfernungen der kugelformigen Sternhaufen graB sind, sind daher die 
Langen der Sehstrahlen durch die (verhiiltnismaBig dunne) absorbierende Schicht 
relativ kurz. Es sei die Dicke der absorbierenden Schicht 400 parsec; ein kugel
formiger Sternhaufen befinde sich in der Entfernung 10000 parsec und 2000 parsec 
tiber der Mi1chstraBenebene. Die Lange des Sehstrahls durch die absorbierende 

Schicht wird dann 200. 10000 parsec gleich 1000 parsec, die entsprechende 
2000 

Absorption wird hiermit nach obiger Voraussetzung omA. Ein kugelformiger 
Sternhaufen in derselben Entfernung, aber in der MilchstraBenebene, wurde 
dagegen vier GroBenklassen geschwacht werden. Es wird hierdurch verst and
lich, daB keine kugelformigen Sternhaufen in der Nahe der MilchstraBe beobachtet 
worden sind (vgl. S.468). Fur die schwachen kurzperiodischen Cepheiden ver
lauft die Diskussion ganz analog. Die Entfernung des Zentrums des Sagittarius
systems reduziert sich bei Berucksichtigung der Absorption von 14000 auf 
schatzungsweise 10000 parsec. 

Aus verschiedenen Grunden ist die nahere Erforschung des Sagittarius
systems schwierig: die Entfernung ist groB, die zentralen Teile werden durch 
einen Dunkelnebel in der Nahe der Sonne verdeckt (vgl. S. 470), und schlieI3lich 
ist die Absorption fUr die Teile des Systems, die nicht weit von der Mi1chstraBen
ebene liegen, sehr stark. Es ist deshalb nicht merkwurdig, daB yom Sagittarius-
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system nur kugelformige Sternhaufen, kurzperiodische Cepheiden und rote lang
periodische Veranderliche, gerade diejenigen Objekte, die sich weit tiber die ab
sorbierende Schicht erheben konnen, beobachtet worden sind. Andererseits 
ist es nattirlich sehr wichtig, tiber die Machtigkeit des Sagittariussystems etwas 
zu erfahren. Das ist nun moglich, indem wir die bisherigen (morphologischen) 
Betrachtungen durch eine dynamische Betrachtung erganzen. 

A priori kann man eine Ansammlung von kugelformigen Sternhaufen wie 
diejenige, die urn das Zentrum im Sagittarius beobachtet worden ist, entweder 
als eine zufallige Ansamml ung oder als ein S y s tern, das d urch lange Zei ten 
hindurch zusammenhalt, auffassen. Aus den beobachteten Radialgeschwindig
keiten schlieBt man, daB die Ansammlung nur eine relativ kurze Zeit (weniger als 
100 Millionen Jahre) besteht und noch bestehen kann, wenn keine zusammen
haltende Kraft wirksam ist. Eine solche kurzdauernde zufallige Ansammlung 
von Objekten, die sonst sehr sparlich im Weltraum vorkommen, ist nun sa 
unwahrscheinlich, daB man schlie Ben darf, daB tatsachlich Krafte wirken, die 
die Ansammlung als ein System fUr lange Zeiten zusammenhalten. Aus der 
durchschnittlichen Geschwindigkeit der kugelformigen Sternhaufen, sowie der 
durchschnittlichen Entfernung yom Zentrum, kann man nun die GroBe des 
Kraftfelds abschatzen. Es zeigt sich, daB die gegenseitige Anziehung der kugel
formigen Sternhaufen selbst bei wei tern nicht ausreicht. Vielmehr muB eine 
Gesamtmasse von schatzungsweise 10 Milliarden Sonnenmassen urn das Zentrum 
vorhanden sein. Dies ist das gesuchte MaB fUr die Machtigkeit des Sagittarius
systems. Wie diese Masse verteilt ist, bleibt vorlaufig unbekannt, sie mag einen 
kugelfOrmigen Raum ausfUllen oder einen gegen die MilchstraBenebene ab
geplatteten Raum. Das Sagittariussystem kann sich auch in der MilchstraBen
ebene fortsetzen, nur muB innerhalb des Durchschnittsabstands der kugelformigen 
Sternhaufen yom Zentrum eine Masse von groBenordnungsmaBig 10 Milliarden 
Sonnenmassen vorhanden sein. 

Das Sagittariussystem ist somit ein groBeres System als das Lokalsystem. 
Wahrscheinlich ist die Sterndichte im Sagittariussystem die groBere. 

Wir haben S. 480 gesehen, daB es sehr wohl moglich, ja sogar wahrscheinlich 
ist, daB das System, das wir das Lokalsystem nennen, sich in der MilchstraBen
ebene fortsetzt. Es kann, wie eben erwahnt, auch sein, daB das Sagittariussystem 
sich in der MilchstraBenebene fortsetzt. Somit besteht die Moglichkeit, daB 
wir uns in einem zusammenhangenden MilchstraBensystem befinden, das um 
die MilchstrafJenebene mit dem Sagittariussystem als Zentrum des ganzen Systems 
angeordnet ist. Der Durchmesser des Systems in der MilchstraBenebene ware 
dann etwa 30000 parsec; die Lage der Sonne ware ziemlich exzentrisch. Mit 
einigen Ausnahmen (kugelformige Sternhaufen, kurzperiodische Cepheiden, rote 
langperiodische Veranderliche) haben alle Objekte des Systems durchschnittlich 
kleine Abstande von der MilchstraBenebene, so daB die effektive Dicke nur etwa 
1000 bis 2000 parsec betragen mag. Am besten kann man vielleicht das System 
mit einem stark abgeplatteten Umdrehungsellipsoid vergleichen. 

Andererseits besteht auch die Moglichkeit, daB Sagittariussystem und Lokal
system begrenzt sind, so daB das MilchstraBensystem aus diesen beiden Systemen, 
einigen kugelformigen Sternhaufen (die weit ab yom Sagittariuszentrum stehen) 
und vielleicht noch einigen (vorlaufig unbekannten) Systemen zusammengesetzt 
ist. Hiernach ware das MilchstraBensystem als eine Art Obersystem von selb
standigen Systemen aufzufassen. Man kann noch we iter gehen und die Milch
straBenwolken als die eigentlichen Untersysteme auffassen. 

Ftir die Auffassung, daB das ganze MilchstraBensystem ein zusammen
hangendes System mit Rotationssymmetrie urn eine Achse senkrecht zur Mi1ch-

31* 
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straBenebene durch das Sagittariuszentrum ist, spricht die Tatsache, daB nach 
dieser Auffassung eine einheitliche Deutung der Bewegungsphanomene in der Um
gebung der Sonne moglich ist (§§ 317-319). Fur die andere Auffassung spricht, 
daB man auBerhalb des MilchstraBensystems kein System mit einem Durch
messer von 30000 parsec kennt, dagegen aus selbstandigen Systemen bestehende 
Obersysteme von dieser GroBe beobachtet hat (vgl. S. 485). 

315. Die Kalziumwolke im interstellaren Raum. In einigen Sternspektren hat 
man Absorptionslinien beobachtet, die ihren Ursprung auBerhalb der Atmosphare 
des Sterns zu haben scheinen. Die wichtigsten sind die Linie K des Ca + und 
die Linie D des N a . In den Spektren gewisser spektroskopischer Doppelsterne 
treten sie als stationare Linien auf, die an den periodischen Verschiebungen der 
anderen Linien nicht oder nur in geringerem Grade teilnehmen. In fruhen 
B-Sternen ist die Linie K manchmal als feine Linie sichtbar, wo sie wegen der 
hohen Temperatur des Sterns im Spektrum nicht zu erwarten ist. Man schreibt 
diese Linie einer Absorption im interstellaren Raum zu. Die Dichte im inter
stellaren Raum ist sicher auBerordentlich gering, die betreffenden Atome aber 
im ganzen interstellaren Raum vorhanden. Damit eine Absorptionslinie von der 
Materie im interstellaren Raum erzeugt werden und beobachtbar sein solI, mussen 
gewisse Bedingungen erfUllt sein. Die Linie muB im sichtbaren Gebiet des 
Spektrums liegen; sie muB von Atomen im Grundzustand stark absorbiert 
werden, sie darf von anderen Linien des Sterns nicht uberdeckt werden, und 
schlieBlich solI der Stern so weit entfernt sein, daB der Weg durch das Gas lang 
wird; es solI der Stern also ein absolut heller Stern sein. Wie man sieht, sind 
diese Bedingungen in den Fallen, wo stationare Linien beobachtet wurden, 
gerade erfullt. 

Man hat einen Zusammenhang zwischen der Starke der betreffenden Linien 
und dem Abstand des Sterns nachweisen konnen in dem Sinn, daB die Linien 
am starksten sind, wenn der Stern weit entfernt ist, so wie man es in der Tat 
erwarten muB. Dies bedeutet eine starke Stutze fur die Annahme, daB es sich 
urn eine Absorption im interstellaren Raum handelt. 

Fruher nahm man an, daB die betreffenden Linien in der Umgebung der 
spektroskopischen Doppelsterne, in deren Spektrum sie beobachtet waren, ihren 
Ursprung hatten. Sie nehmen manchmal, wenn auch in geringerem MaBe, an 
den Verschiebungen der anderen Linien teil. Indessen lassen sich diese FaIle 
wohl so verstehen, daB es sich urn eine Uberlagerung einer relativ starken inter
stellaren Linie und einer schwachen Sternlinie handelt. 

DaB gerade Kalzium im interstellaren Raum vorkommt, hangt vielleicht 
damit zusammen, daB Kalzium leicht Chromospharen bildet und vielleicht 
auch in den interstellaren Raum ausgestoBen wird. Die Dichte der Ca + -Atome 
im interstellaren Raum ist von der GroBenordnung 1 Atom pro Kubikzenti
meter. 

316. Das System der anagalaktischen Nebel. VerlaBt man das MilchstraBen
system, so kommt man zu Objekten von der GroBenordnung der in diesem 
befindlichen Systeme: zu den nichtgalaktischen oder anagalaktischen Nebeln. 

In einem vorhergehenden Abschnitt (S.454) ist erwiihnt worden, daB die 
nichtgalaktischen Nebel wahrscheinlich Ansammlungen von Fixsternen und 
anderen fUr unsere Umgebung typischen Objekten sind. 

Die nachstliegenden der groBeren nichtgalaktischen Nebel hat man teilweise 
in einzelne Sterne auflosen konnen, und fur die Objekte, in denen man Novae 
und Cepheiden gefunden hat, hat man auf die fruher besprochene Weise die 
Entfernung bestimmen konnen; dadurch sind auch die Dimensionen dieser Ob
jekte bestimmt worden. 
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Die groBeren der nichtgalaktischen Nebel haben ungefahr dieselben Dimen
sionen wie das Lokalsystem und das Sagittariussystem. Die kleineren Objekte 
bilden in bezug auf die Dimensionen eine Reihenfolge ungefahr bis hinunter 
zu den kugelformigen Sternhaufen. 

Die MAGELLANSchen Wolken liegen dem MilchstraBensystem verhaltnismaBig 
nahe. Die Entfernung der groBeren Wolke ist etwa 26000 parsec, die der kleineren 
etwa 29000 parsec. Die entsprechenden linearen Durchmesser sind 3300 parsec 
und 1800 parsec. Die anderen Nebel mit gut bestimmten Entfernungen sind 
weiter entfernt. Hier geben wir die Entfernungen und die Dimensionen fUr 
drei bekannte unter ihnen. 

Objekt 

Andromedanebel . . 
Messier33 Trianguli . 

N.G.C. 6822 .... 

Entfernung 

260000 parsec 
250000 " 

200000 " 

Durcbmesser 

1 3 000 parsec 
4000 

{ 1200 
600 

(griiBter) 
(kleinster) 

Die beobachteten nichtgalaktischen Nebel bilden ein System, das meta 
galaktische System, mit mehreren Millionen Mitgliedern. Es ist moglich, daB 
die Mehrzahl der uberhaupt existierenden Nebel mit den heutigen Hilfsmitteln 
beobachtet werden konnen. Mit dem 250 cm-Reflektor auf dem Mt. Wilson 
werden nicht mehr Nebel abgebildet als mit dem 150 cm-Reflektor. Dabei ist 
zu bemerken, daB die Hingere Brennweite des 250 cm-Reflektors nachteilig 
wirkt, wenngleich die gunstige Wirkung der groBeren OHnung bei den kleinsten 
Nebeln hierdurch wohl kaum ganz aufgehoben wird (vgl. hierzu S. 4). Bis 
zur 13. GroBenklasse nimmt die Zahl der Nebel gemaB der auf S. 455 genannten 
Durchmusterung fur jede GroBenklasse auf das Vierfache zu, wie man es bei 
gleichfOrmiger Verteilung erwartet (vgl. S. 511). 

Charakteristisch fUr das metagalaktische System ist, daB die Mitglieder des 
Systems verhaltnismaBig dicht zusammen liegen: die durchschnittliche Ent
fernung ist nur etwa 30mal groBer als die DurchschnittsgroBe der Objekte. 
Dieser Umstand macht es verstandlich, daB Mitglieder des metagalaktischen 
Systems sich oft in Gruppen von nur zwei bis zu einigen tausend Mitgliedern 
anordnen (Nebelhaufen). Man kennt etwa 60 solche Gruppen. Vielleicht ist das 
MilchstraBensystem als eine solche Gruppe von Systemen aufzufassen (vgl. S. 484). 

Ein Problem, dessen Losung noch ganzlich aussteht, ist das Problem des 
Vorkommens von Fixsternen zwischen den Nebeln des metagalaktischen Systems. 
Das Problem ist nicht einmal fUr den Raum innerhalb des nachsten Gebietes 
des metagalaktischen Systems gelOst. 

Die Ausdehnung des metagalaktischen Systems ist von der GroBenordnung 
100 Millionen parsec. Man kennt kein Objekt, daB so we it entfernt ist, daB 
es nicht zum metagalaktischen System gehorte. 

317. Die Bewegungsverhiiltnisse im M ilchstrafJensystem. Die durchschnittliche 
Entfernung zwischen Stemen im MilchstraBensystem ist so groB, daB gegen
seitige Anziehung zwischen zwei Sternen, die einander sehr nahe kommen, nur 
im Verlaufe eines sehr langen Zeitraums eine Rolle spielen wird. Die Bewegung 
eines Sterns wird durch Zeitraume bis zu Milliarden Jahren durch das gesamte 
Schwerefeld von allen anderen Sternen und die Geschwindigkeit des Sterns im 
Felde in einem gewissen Augenblick bestimmt sein. 

Die Natur des Schwerefeldes ist nicht bekannt. Sie hangt wahrscheinlich 
hauptsachlich von der Verteilung der absolut lichtschwachen Sterne und der 
Verteilung von dunklen Staubmassen ab, da die absolut hellen Sterne sicher 
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nur einen kleinen Teil der Gesamtmasse enthalten. Es ist indessen keine un
wahrscheinliche Annahme, daB das Schwerefeld urn die Ebene der MilchstraBe 
und urn das Zentrum des Sagittariussystems herum einigermaBen symmetrisch 
ist, und daB es mit der Entfernung von der Ebene der MilchstraBe und mit 
der Entfernung yom Zentrum variiert (vgl. S.483). 

Aus Radialgeschwindigkeit, Eigenbewegung und Parallaxe kann die Bewegung 
eines Sterns im Raum relativ zur Sonne berechnet werden (vgl. § 280). Kennt 
man daher die Bewegung der Sonne im Schwerefeld, so kann man fUr Sterne, 
fUr die die genannten Daten bekannt sind, die weitere Bewegung im Schwere
feld verfolgen. 

Zwar hat man im Laufe der relativ ungeheuer kurzen Beobachtungszeiten 
von der GroBenordnung 100 Jahre nur einen ungeheuer kleinen Teil der Bahn 
des einzelnen Sterns beobachtet, man kann aber versuchen, die Bewegungen der 
Fixsterne in der Umgebung der Sonne als Bewegungen in verschiedenen Punkten 
von Bahnen mit gemeinsamem Charakter zu deuten. So hat man die Moglich
keit, die Bewegungsverhaltnisse in der Umgebung der Sonne aus Hypothesen 
1. uber die Natur des Schwerefeldes und 2. uber die Bewegungsgeschwindigkeit 
der Sonne im Schwerefeld zu deuten, da die Fixsternbahnen berechnet werden 
konnen, wenn diese beiden Faktoren gegeben sind. 

Mit Hilfe der Hypothese von der Symmetrie des Schwerefeldes urn die Ebene 
der MilchstraBe und urn das Zentrum des Sagittariussystems und der Hypothese, 
daB die Bewegung der Sonne im Schwerefeld im wesentlichen eine Kreisbewegung 
urn das Zentrum des MilchstraBensystems in retrograder Richtung ist, ist man 
zur Deutung wesentlicher Zuge der beobachteten Bewegungsverhaltnisse in der 
Umgebung der Sonne gelangt .. Man muB das Vorhandensein einer Gesamtmasse 
von etwa 100 Milliarden Sonnenmassen, mehr cder weniger stark gegen das 
Zentrum hin konzentriert, voraussetzen. Dies steht damit nicht im Widerspruch, 
was fruher uber die Anzahl der Sterne im MilchstraBensystem (s. S. 470) gesagt 
ist. Dieser Masse entspricht eine Revolutionszeit fUr die Sonne und die Sterne 
in ihrer Umgebung von etwa 200 Millionen Jahren. 

Die kugelformigen Sternhaufen nehmen nicht oder nur mit kleiner Rotations
geschwindigkeit an der Rotationsbewegung urn das Zentrum teil und weisen 
deshalb Radialgeschwindigkeiten relativ zur Sonne auf, die einer durchschnitt
lichen Raumbewegung in der Richtung, die der Umdrehungsbewegung der Sonne 
entgegengesetzt ist, entsprechen. 

1m folgenden Paragraphen werden wir die Beobachtungsdaten uber die Be
wegungen der Fixsterne naher betrachten und die Zusammenhange mit den ent
wickelten Gesichtspunkten verfolgen. 

318. GesetzmiifJigkeiten in den Bewegungen der Sterne. Fur einige tausend 
Fixsterne kennt man genugend genaue 'J'&, E.B. und RG., urn zuverlassige 
Raumgeschwindigkeiten relativ zur Sonne bestimmen zu konnen (vgl. § 280). 
Durch das Studium der Verteilung dieser Raumgeschwindigkeiten wird man 
einen Einblick in die BewegungsverhaItnisse des Sternsystems gewinnen. 

Zur Veranschaulichung der Verhaltnisse denken wir uns die Raumgeschwindig
keiten als Punkte in einem Geschwindigkeitsraum eingetragen, so daB jeder 
Raumgeschwindigkeit ein Punkt entspricht, dessen Koordinaten gleich den Ge
schwindigkeitskomponenten sind. Ais Koordinatenachsen wahlen wir gleich 
Achsen, die sich auf das MilchstraBensystem beziehen. Die Z-Achse solI nach 
dem nordlichen Pol der MilchstraBe gerichtet sein, die X-Achse nach dem Sagit
tariussystem in der MilchstraBenebene. 

Tragt man in dieser Weise die Raumgeschwindigkeiten in den Geschwindig
keitsraum ein, so erhalt man folgendes Bild. Die Mehrzahl der Punkte gruppiert 
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sich urn einen Punkt, der etwas seitlich yom Koordinatenanfangspunkt - der 
ja die Sonnengeschwindigkeit reprasentiert - liegt. Dies zeigt, daB die Sonne 
gegen die Sterne bewegt ist, so wie wir friiher gesehen haben (vgl. §§ 277 und 278). 

Wir trennen nun die Sterne in Gruppen und untersuchen jede Gruppe fiir 
sich. Die natiirliche Trennung ware eine Trennung nach der Lage im RUSSELL
Diagramm, das Material reicht aber fiir eine detaillierte Untersuchung nicht aus. 
Man trennt in der Hauptsache nach den Spektraltypen, beriicksichtigt aber, 
wenn moglich, den Unterschied zwischen Riesen und Zwergen. 

Die B-Sterne und viele A-Sterne gruppieren sich mit relativ geringer Streuung urn 
ein Zentrum. Die Abweichungen sind nach allen Richtungen ungefahr gleich groB. 

Unter den A-Sternen fallen die Mitglieder des Hyaden-Stromes und des Ursa 
major-Stromes auf. Sie haufen sich urn zwei Punkte, die den Stromgeschwindig
keiten entsprechen. 

Die Sterne der Spektralklassen F, G, K und M liegen normal mit einiger 
Streuung urn einen gewissen Punkt, der also einem relativ zu diesen Sternen 
ruhenden Stern entspricht. Die Streuungen zeigen das folgende sehr bemerkens
werte Verhalten. Sie sind am kleinsten in der Richtung der Z-Achse und am 
groBten in einer Richtung, die sehr nahe mit der Richtung der gewiihlten 
X-Achse zusammenfallt. Die Geschwindigkeitsverteilung ist annahernd eine 
ellipsoidische, d. h. wenn man Flachen so legt, daB die Dichte der Geschwindig
keitspunkte auf den Flachen konstant ist, so werden die Flachen annahernd 
Ellipsoide. Die kiirzeste Achse der Ellipsoide zeigt in der Richtung der Z-Achse, 
die langste annahernd in der Richtung der X-Achse. 

Die GroBen der Geschwindigkeitskomponenten nach den Achsen sind an
nahernd nach einem GAussschen Fehlergesetz verteilt. 

Es gibt auch Gruppen, die eine groBe Streuung der Geschwindigkeitspunkte 
zeigen. Das sind z. B. kurzperiodische Cepheiden, langperiodische Veriinderliche 
der Spektralklasse Me und planetarische Nebel. Bei diesen Gruppen zeigt sich 
nun die auffallende Erscheinung, daB sie im Mittel gegen die Mehrzahl der Sterne 
bewegt sind. Der Mittelpunkt unter den Geschwindigkeitspunkten ist gegen den 
Ruhepunkt der normalen Sterne verschoben, und zwar in der Richtung der 
negativen Y-Achse. Die Verschiebung ist urn so groBer, je groBer die Streuung ist. 

Sehr groBe Geschwindigkeitskomponenten (> 100 km) in der Richtung der 
Z-Achse kommen nicht vor, auch nicht soIche in der positiven Richtung der 
Y-Achse. Die groBten Geschwindigkeiten haben aIle negative Y-Komponenten. 
Diesen Effekt nennt man die Asymmetrie der hohen Geschwindigkeiten. 

Diese Tatsachen lassen sich nun aIle nach der im vorigen Paragraphen skiz
zierten Rotationshypothese verstehen. 

Wir wollen dies fUr den Asymmetrieeffekt genauer nachweisen. Das Stern
system rotiert als Ganzes urn sein Zentrum. In der Umgebung der Sonne haben 
die meisten Sterne sehr nahe dieselbe Geschwindigkeit in bezug auf das Zentrum, 
die Streuungen der Geschwindigkeiten sind gegeniiber der absoluten Geschwindig
keit klein. Wenn nun ein Stern gegeniiber der Rotationsgeschwindigkeit eine 
zusatzliche Geschwindigkeit hat, die groB ist und in derselben Richtung wie 
die Rotationsbewegung verlauft, so lauft er Gefahr, das System zu verlassen, so 
wie ein Korper einen Zentralkorper in einer Hyperbel verlassen kann. Verlauft 
die zusatzliche groBe Geschwindigkeit in der entgegengesetzten Richtung, so 
wird der Stern im System verbleiben. Nun zeigt die Rotationsbewegung gerade 
in die Richtung der positiven Y-Achse, und so wird die Asymmetrie der hohen Ge
schwindigkeiten verstandlich. Hohe Geschwindigkeiten in der Richtung senk
recht zum MiIchstraBensystem bewirken auch, daB der betreffende Stern das 
System verlaBt. 
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Schon lange bevor das Beobachtungsmaterial fiir eine Diskussion von Raum
geschwindigkeiten ausreichte, hatte man festgestellt, daB in den Sterngeschwindig
keiten gewisse systematische Ziige vorhanden waren. Die Richtungen der Eigen
beweg ungen waren nicht so verteilt, wie wenn sie nur der Sonnenbewegung und 
ganz nach dem Zufall verteilten Sternbewegungen entsprachen. KAPTEYN wies 
nach, daB die Verteilung der Richtungen der Eigenbewegungen gedeutet werden 
konnten unter der Annahme, daB die Sterne in der Hauptsache zwei Stern
stromen angehorten, auBer der Sternstrombewegung aber noch nach dem Zu
fall verteilte Bewegungen besaBen. SCHWARZSCHILD zeigte spater, daB man die 
Verteilung der Richtungen der Eigenbewegungen ebensogut erklaren konnte 
unter der Annahme einer ellipsoidischen Geschwindigkeitsverteilung, so wie wir 
sie oben betrachtet haben. 

In den Radialgeschwindigkeiten zeigt sich die ellipsoidische Geschwin
digkeitsverteilung, indem die durchschnittlichen Radialgeschwindigkeiten nach 
Abzug der Komponente der Sonnenbewegung deutlich groBer sind in den Rich
tungen der groBen Achse der ellipsoidischen Geschwindigkeitsverteilung. 

Unter der Annahme, daB die Sterne in Kreisen urn ein Zentrum rotieren, 
so daB die Zentrifugalkraft gerade gleich der Anziehungskraft gegen das Zentrum 
ist, kann man eine GesetzmaBigkeit in den Radialgeschwindigkeiten ableiten. 
Sie sollen im Mittel in gewissen Richtungen positiv, in anderen Richtungen 
negativ sein. Die Radialgeschwindigkeiten sollen eine Variation mit der galak
tischen Lange zeigen, die wie sin 2 (A - Ao) verlauft, wo Ao die galaktische Lange 
der Richtung zum Zentrum ist. Die Amplitude ist proportional der mittleren 
Entfernung der betrachteten Sterne. Obwohl fiir die naheren Sterne die Ampli
tude klein ist, hat man diesen Effekt in den Beobachtungen deutlich nachweisen 
konnen. 

In den beobachteten Radialgeschwindigkeiten ist neben den schon genannten 
systematischen Ziigen noch der folgende vorhanden: 1m Mittel sind die Radial
geschwindigkeiten (nach Abzug der Komponente der Sonnengeschwindigkeit) 
fUr Sterne gewisser Spektraltypen nicht genau Null, sondern positiv. Dieser 
Effekt wird gewohnlich der K-Ejjekt genannt. Fur die B-Sterne hat man fur den 
genannten Mittelwert K = +4.9 kmsec 1, fUr die A-Sterne K = +1.7 kmsec- 1 

gefunden. Fur die anderen Spektraltypen betragt K nur Bruchteile eines 
Kilometers pro Sekunde. Ob der K-Effekt wirklich als Folge einer Ausdehnungs
bewcgung der betreffenden Sterngruppen zu deuten ist, oder ob die Ursachen 
der Linienverschiebungen in den physikalischen Verhiiltnissen in den Atmo
spharen der betreffenden Sterne zu suchen sind, ist noch ungekliirt. Vielleicht 
haben einige B-Sterne so groBe Massen, daB die relativistische Rotverschiebung 
(vgl. § 247) eine bedeutende Rolle spielt. Eine Ausdehnungsbewegung der ge
nannten Art liiBt sich im Rahmen der reinen Rotationstheorie des Mi1chstraBen
systems nicht deuten. 

SchlieBlich sei noch erwiihnt, daB die Untersuchungen uber die Rotation 
des Fixsternsystems urn eine Achse senkrecht zur Mi1chstraBenebene bei Ge
legenheit der Untersuchung der Priizessionskonstante zu einem positiven Resultat 
fiihrten (vgl. S. 259). 

Die ungleiche GroBe der Geschwindigkeiten senkrecht zur MilchstraBenebene 
fiir die verschiedenen Spektralklassen steht mit den Verschiedenheiten in der 
galaktischen Konzentration direkt in Verbindung: den kleinen Geschwindigkeiten 
der B- und A-Sterne entspricht z. B. eine groBere Konzentration gegen die 
MilchstraBe, weil die Amplituden in den pendelnden Bewegungen senkrecht zur 
MilchstraBenebene kleiner sind. Ganz analog ist die Konzentration der kugel
formigen Sternhaufen, der kurzperiodischen Cepheiden und der langperiodischen 
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Veranderlichen der Klasse Me gegen die MilchstraBenebene relativ gering, weil 
die Geschwindigkeitsstreuung dieser Objekte relativ sehr groB ist. 

Das System der kugelformigen Sternhaufen scheint an der Rotation nicht 
teilzunehmen. Aus den Radialgeschwindigkeiten kugelformiger Sternhaufen kann 
somit die Raumgeschwindigkeit der Sonne ermittelt werden. Die Bestimmung 
ist aber keine genaue, da ja erstens die meisten kugelformigen Sternhaufen in 
der Richtung des Rotationszentrums stehen und so keine groBe Radialgeschwin
digkeiten infolge der Rotation haben, und zweitens weil die Eigengeschwindig
keiten der kugelformigen Sternhaufen sehr groB sind. 

319. Die Dynamik des MilchstrafJensystems. Nach der Rotationshypothese 
bildet das MilchstraBensystem ein System, das dauernd zusammenhalt. Dagegen 
werden zufallige Verdichtungen langsam aufgelost, weil die Rotation keine starre 
ist. Eine starre Rotation ware nur moglich, wenn die Anziehungskraft nach 
dem Zentrum dem Abstand zum Zentrum proportional ware; die Anziehungs
kraft scheint aber mit dem Abstand abzunehmen, so daB die Rotationsbewegungen 
eher den Planetenbewegungen ahnlich sind. Dies bedeutet, daB z. B. Milch
straBenwolken und insbesondere die Verdichtung in der Umgebung der Sonne 
allmahlich aufgelost werden, wahrend das MilchstraBensystem als Ganzes 
weiter besteht. 

Man findet auch eine entgegengesetzte Ansicht vertreten, nach der die Milch
straBenwolken als den Nebeln analoge Systeme das eigentlich Bestandige sind 
(vgl. S. 483). Dann muB man versuchen, die Bewegungsphanomene anders zu 
deuten. Eine Vermehrung des Beobachtungsmaterials wird wohl eine Entschei
dung zwischen den beiden Auffassungen moglich machen. 

320. Die Bewegungsverhiiltnisse in dem metagalaktischen System. Wie erwahnt, 
ist die Ausdehnung von Objekten in dem metagalaktischen System verhaltnis
maBig groB im Verhaltnis zu den Entfernungen zwischen Nachbarsystemen. 
Die Schwerkraft zwischen Nachbarsystemen wird die Bewegungsverhaltnisse des 
metagalaktischen Systems stark beeinflussen. Von diesen Bewegungsverhaltnissen 
weiB man durch Beobachtung nur sehr wenig. Radialgeschwindigkeiten fUr eine 
Anzahl nichtgalaktischer Nebel sind bekannt; sie sind groB, von der GroBenordnung 
1000 bis 10000 km in der Sekunde. Die groBeren Radialgeschwindigkeiten sind 
aIle posit iv, entsprechen also Bewegungen von dem MilchstraBensystem weg. 
Die Radialgeschwindigkeiten wachsen annahernd proportional der Entfernung 
yom Beobachter. Sind die beobachteten Linienverschiebungen wirklich auf 
solche groBen Bewegungen zuruckzufUhren, so hat man es mit einer gewaltigen 
allgemeinen Ausdehnung des Universums zu tun. Die Ausdehnungsgeschwindig
keit ist so groB, daB das Universum vor etwa 109 bis 1010 Jahren einen ganz 
anderen Charakter hatte als jetzt. 

Die einfachste Deutung der Ausdehnung des Universums ist die, daB wir 
es mit einem System in Auflosung zu tun haben, in dem die am schnellsten be
wegten Objekte die groBten Entfernungen yom Zentrum erreicht haben. Eine 
nahere Diskussion der Verhaltnisse erfordert aber ein Eingehen auf die Frage 
der Natur der zwischen den Nebeln wirkenden Krafte. Dies ist im Rahmen 
der allgemeinen Relativitatstheorie moglich gewesen, die Resultate sind aber 
bis jetzt nicht eindeutig. 

Kosmogonische Probleme. 

321. In den vorhergehenden Abschnitten haben wir uns mit Fragen be
schaftigt, die sich auf den Aufbau der einzelnen Sterne und des Universums 
beziehen, so wie sie jetzt beschaffen sind. Es liegt in der Natur der Sache, daB 
Fragen von der Entwicklungsgeschichte und der Zukunft der Sterne und Stern-
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systeme viel schwieriger sind, und daB die Antworten, die wir geben konnen, 
viel unbestimmter sein werden. 

Zunachst konnen wir uns die Frage stellen, wie lange Zeiten vergehen mussen, 
ehe sich Sterne und Sternsysteme merklich andern. 

Einen fest en Anhaltspunkt hat man in dem aus Mischungsverhaltnissen radio
aktiver Elemente und ihrer Produkte bestimmten Alter der Erdkruste. Dies 
Alter betragt etwa 2 . 109 Jahre. Die Sonne und das Sonnensystem existierten 
also vor jedenfalls 2.109 Jahren, das Alter kann naturlich viel groBer sein. 

Weitere Anhaltspunkte erhalt man durch Anwendung des Energieprinzips 
auf Sonne und Sterne. 

Die in einem Stern vorhandene Energie setzt sich aus den folgenden Teil
energien zusammen: 1. der der Ruhmasse der Elementarteilchen - Protonen 
und Elektronen - entsprechenden Energie (!U 2, wenn ft die Ruhmasse, c die 
Lichtgeschwindigkeit bedeutet), 2. der Bindungsenergie zwischen den Elementar
teilchen, aus denen die Atomkerne zusammengesetzt sind (der Atomkernenergie), 
3. der den elektromagnetischen Kraften zwischen den Atomkernen und den 
auBerhalb der Atomkerne vorhandenen Elektronen entsprechenden Energie 
(der elektromagnetischen Energie), 4. der den Gravitationskraften zwischen allen 
Tei1chen des Sterns entsprechenden Energie (der Gravitationsenergie), 5. der 
den Geschwindigkeiten der Partikeln entsprechenden Energie (der kinetischen 
Energie), 6. der den im Stern vorhandenen Lichtquanten entsprechenden Energie 
(der Strahlungsenergie). 

Die Summe dieser Energien dividiert durch das Quadrat der Lichtgeschwindig
keit ist die Masse des Sterns. Die bei weitem groBte Energie ist die unter 1 
genannte, den Ruhmassen entsprechende Energie. Die zweitgroBte ist die unter 
2 genannte Atomkernenergie; sie ist groBenordnungsmaBig 100mal kleiner als 
die erstgenannte. Sehr viel kleiner als die Energien unter 1 und 2 sind schlieB
lich die elektromagnetische Energie, die Gravitationsenergie, die kinetische 
Energie und die Strahlungsenergie (3, 4, 5 und 6). 

Die Energien 1 und 2 unterscheiden sich von den Energien 3, 4, 5 und 6 
dadurch, daB sie vom Aufbau des Sterns unabhangig sind. Die Energien 3, 4, 5 
und 6 andern sich, wie man unmittelbar einsieht, mit dem Aufbau; z. B. andern 
sie sich, wenn der Stern sich zusammenzieht. 

Aus den Beobachtungen weiB man nun, wieviel Energie Sonne und Sterne 
pro Sekunde ausstrahlen. Vergleicht man diese Energie mit der Gesamtenergie 
von Sonne und Sternen, so erhalt man einen Anhaltspunkt in bezug auf das 
mogliche Alter der Sonne und der Sterne. 

Die Sonne moge als Beispiel dienen. Die Masse der Sonne ist 2.0· 1033 g. 
Dem entspricht eine Gesamtenergie von 2.0· 1033 • c2 = 1.8· 1054 erg. Die Aus
strahlung betragt 3.8.1033 erg pro Sekunde. Ein Jahr enthalt 3.16.107 sec, 
die jahrliche Energieausstrahlung der Sonne ist also 1.2· 1041 erg. 1m Laufe 
von 1012 Jahren macht dies 1.2.1053, d. h. etwa 7% der Gesamtenergie der 
Sonne aus. Man schlieBt hieraus, daB jedenfalls im Laufe von 1012 Jahren die 
Sonne sich merklich andern muB. 

Eine merkliche Anderung kann aber im Laufe viel kiirzerer Zeit eintreten. 
Nehmen wir zuerst an, daB die Ruhmassenenergie und die Atomkernenergie 
unveranderlich sind. Die Energien 3, 5 und 6 betragen fur die Sonne zusammen 
etwa 5.1048 erg; im Laufe von nur 107 Jahren betragt die Ausstrahlung der 
Sonne 1.2· 1048, also uber 20% dieser Energien. Die Gravitationsenergie der 
Sonne andert sich bei einer Anderung des Sonnenradius. Einer Anderung von 
1.2· 1048 erg entspricht einer Anderung des Radius von etwa 20%. Man sieht, 
daB die Sonne sich im Laufe der verhaltnismaBig kurzen Zeit von 107 Jahren 
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merkbar andern muJ3, wenn die Ruhmassenenergie und die Atomkernenergie 
unverandert bleiben. 

Wenn also der Energieverlust eines Sterns infolge seiner Ausstrahlung in 
den Weltraum ausschlie13lich die Energien 3, 4, 5 und 6 trifft, so wird der Stern 
sich relativ schnell andern, und zwar bewirkt der Energieverlust eine Kontraktion 
des Sterns. Man hat unter der genannten Voraussetzung die Zeit berechnen 
konnen, die verlaufen sein muB, bis die Sonne sich aus einem weit ausgedehnten 
Gas in ihre jetzige Gestalt zusammengezogen hat. Das so berechnete Alter der 
Sonne ist etwa 20 Millionen Jahre. 

Ein so kleines Alter der Sonne ist aber mit dem fruher genannten Alter der 
Erdkruste unvereinbar. Man wird also schlieJ3en, daB der Energieverlust infolge 
der Ausstrahlung entweder die Ruhmassenenergie oder die Atomkernenergie oder 
beide betrifft. 

Bei einigen Cepheiden hat man direkt nachweisen konnen, daB die Anderung 
der Energien 3, 4, 5 und 6 viel kleiner sein muB als die Ausstrahlung. Mit Hilfe 
der Gleichung (1), S. 442, zwischen Periode und Dichte eines Cepheiden kann man 
aus der jahrlichen Periodenanderung die Dichteanderung, also auch die Kontrak
tion oder Expansion, und daraus die jahrliche Anderung der Energien 3, 4, 5 
und 6 berechnen. Bei den untersuchten Cepheiden sind die berechneten 
Anderungen tatsachlich viel kleiner als die Ausstrahlungen, bei (j Cephei 
z. B. betragt die Anderung der Energien 3, 4, 5 und 6 weniger als 1 % der 
Ausstrahlung. 

SoH ein Stern uber langere Zeitraume (> 108 Jahre) unverandert bleiben, 
so muB der Energieverlust durch Abnahme der Ruhmasse oder der Atomkern
energie gleich oder sehr nahe gleich der Ausstrahlung sein. Dies ist der in § 211 
diskutierte Fall. Als wichtigste Konsequenz fan den wir dort, daB dann der 
Radius, die Leuchtkraft und der ganze Aufbau nur von der Sternmasse und 
der chemischen Zusammensetzung abhangen wird. In § 275 haben wir diese 
Konsequenz mit der Erfahrung verglichen und dabei Ubereinstimmung zwischen 
Theorie und Erfahrung gefunden. 

Wir wollen nun zunachst annehmen, daB die Ruhmasse unverandert bleibt, 
so daJ3 die sekundliche Ausstrahlung gleich der sekundlichen Verminderung 
der Atomkernenergie ist, und die Konsequenzen dieser Annahme verfolgen. 

Anderungen in der gesamten Atomkernenergie sind nur durch Anderungen 
der Atomkerne, also Verwandlung der Elemente, moglich. Solche Verwandlungen 
kennen wir in den radioaktiven Prozessen. Radioaktive Prozesse reichen nun 
nicht aus, urn die Abnahme der Atomkernenergie zu erklaren; im Gegenteil ist 
der Inhalt der Sonne und Sterne an radioaktiven Elementen in den Atmospharen 
und wahrscheinlich im ganzen Innern auBerst gering. Wollte man trotzdem 
wirklich voraussetzen, daB die Ausstrahlung gleich der von radioaktiven Atom
kernen verlorenen Energie ware, so wurde man zu Widerspruchen mit der Er
fahrung geftihrt werden. Wenn namlich in einem Stern die Ausstrahlung auch 
nur etwas groBer ist als der Energieverlust der Atome, so zieht der Stern sich 
zusammen; hierdurch werden die radioaktiven Prozesse nicht beeinfluBt, die 
Ausstrahlung wird aber, wie die Theorie zeigt, groBer, der Stern zieht sich also 
immer schneller zusammen; ein solcher "radioaktiver" Stern ware also instabil. 
Man muB vielmehr annehmen, daB die Elementenverwandlung durch auBere 
Krafte, z. B. durch PartikelstoJ3e, hervorgerufen wird, urn solche Widerspruche 
zu vermeiden, die, wie das obige Beispiel zeigt, die Folge sind, wenn die Ge
schwindigkeit, mit der die Verwandlungen vor sich gehen, als unabhangig von 
auBeren Kraften, also unabhangig yom Aufbau des Sterns, angenommen werden. 
Die Verwandlungsgeschwindigkeiten und damit die zeitliche Abnahme der Atom-
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kernenergie, mussen bei einer Kontraktion des Sterns starker anwachsen als 
die Ausstrahlung, damit der Stern stabil sein kann. 

Nun zeigen Theorie und Experiment, daB Atomkerne nur durch Partikel
stoBe sehr groBer Energie beeinfluBt werden. Die Elemente geringer Kern
ladung bilden eine Ausnahme, diese sind aber in den Sternen mit Ausnahme 
von Helium nur in verschwindenden Mengen vorhanden; der Heliumkern (lX-Par
tikel) ist aber (trotzdem die Kernladung klein ist) stabil. In der Tat erwartet 
man nicht, daB unter den normalen Verhaltnissen in Sonne und Sternen die 
Atomkerne uberhaupt beeinfluBt werden; die Temperaturen (etwa 20 Millionen 
Grad) sind zu niedrig. Diese Tatsache fiihrte eben zur Aufstellung der S. 277 
diskutierten Theorie. Nach dieser Theorie ist ein iiberdichter Kern vorhanden, 
wo die Energien der Partikeln so groB sind, daB die Atomkerne durch StoBe be
einfluBt werden konnen. 

Die groBte Anderung der Atomkernenergie findet bei Elementenaufbau statt, 
wo ein Proton in einem Atomkern aufgenommen wird. In der Sonne reicht der 
groBtmogliche Atomkernenergieverlust zur Deckung der Ausstrahlung wahrend 
etwa 1011 Jahren aus. 

Da die der Atomkernenergie entsprechende Masse nur einen ganz kleinen 
Teil der Gesamtmasse ausmacht, so ist nach der diskutierten Annahme der groBt
mogliche Massenverlust infolge der Ausstrahlung praktisch belanglos. 

Nimmt man aber an, daB die Ruhmasse abnehmen kann, indem z. B. Protonen 
und Elektronen sich gegenseitig vernichten, wahrend die entsprechende Energie 
in Strahlungsenergie iibergeht, so kann die Stern masse erheblich (z. B. auf ein 
Zehntel oder noch weniger) abnehmen. Die Lebensdauer wird entsprechend 
langer (vgl. das Zahlenbeispiel S. 490). Es ist moglich, daB derartige Prozesse 
unter den extremen Verhaltnissen in einem iiberdichten Kern stattfinden konnen. 

Die bisherigen 'Oberlegungen fuBen aIle auf dem Gesetz von der Konstanz 
der Energie. Es sei noch bemerkt, daB die Moglichkeit besteht, daB in einem 
iiberdichten Kern dies Gesetz seine Gultigkeit verliert. 

Die Entwicklungsgeschichte eines Sterns kann man sich wie folgt vorstellen. 
Zuerst zieht der Stern sich aus einer weit ausgedehnten Gasmasse zusammen; 
die Kontraktion setzt sich fort, weil infolge der relativ niedrigen Temperatur 
Ruhmasse und Atomkernenergie ungeandert bleiben. Die Kontraktion setzt 
sich so lange fort, bis sich (wahrscheinlich katastrophenartig) ein uberkompres
sibler iiberdichter Kern bildet. Nunmehr erweitert sich der Stern, bis die Aus
strahlung gleich der yom iiberdichten Kern abgegebenen Energie ist. Dieser erste 
Teil der Entwicklung dauert nur einen kleinen Bruchteil der Lebensdauer des 
Sterns. Der Stern ist nun an der Stelle im RussELL-Diagramm angelangt, die 
seiner Masse und chemischen Zusammensetzung entspricht. Eine weitere Ent
wicklung ist moglich, wenn Masse und chemische Zusammensetzung oder 
eins von beiden sich andern. Die Moglichkeiten hierfiir haben wir bereits 
diskutiert. 

Die weiBen Zwerge sind vielleicht Sterne, in denen die Abnahme der Atom
kernenergie ebenso groB wird wie die Ausstrahlung, ehe ein iiberdichter Kern 
gebildet wird (vgl. S. 398). 

Die obenstehenden Ausfiihrungen sind gemaB der Natur der Sache mehr 
als ein Beispiel einer moglichen Entwicklungstheorie aufzufassen denn als eine 
fertige Entwicklungstheorie. 

Die Frage, weshalb die groBe Mehrzahl der Sterne Massen unter 3 Sonnen
massen hat und fast gar keine Sterne Massen iiber 50 Sonnenmassen haben, ist 
noch nicht geklart. Vielleicht ist - oder war in einem friiheren Entwicklungs
stadium - der Strahlungsdruck (vgl. S. 274) in sehr massigen Sternen so groB, 



Formeln und Methoden. 493 

daB sie instabil wurden. Uber den Grund fiir die GleichmaBigkeit in der Ver
teilung der Elemente weiB man fast gar nichts. 

Die Kosmogonie der Sternsysteme bietet eine Reihe meist noch unge16ster 
Probleme. Ein wichtiger Gesichtspunkt ist hierbei, daB vollig regellose Stern
verteilung und gleichmal3ige Verteilung der kinetischen Energie Zeichen groBen 
Alters sind, weil beides durch die nur in groBen Zeitabstanden stattfindenden 
nahen 'voriibergange von Stern en bewirkt wird (vgl. S.485). Nach diesem 
Kriterium kann das Alter der Milchstra/3e nicht iiberaus groB sein. Schliel3lich 
sei in diesem Zusammenhang an das Ph an omen der relativ sehr schnellen Aus
dehnung des Universums erinnert. 

Von der Kosmogonie des Sonnensystems ist S. 321 die Rede gewesen. Es 
sei hier nur erwahnt, da/3 man sich entweder vorste11en kann, daB die Planeten 
und Kometen in einem friihen Entwicklungsstadium aus derselben ausgedehnten 
Masse wie die Sonne, gewisserma/3en als Uberreste, sich gebildet haben oder aber, 
da/3 in einem spateren Stadium, als die Sonne bereits ahnlich wie jetzt aufgebaut 
war, durch einen nahen Voriibergang eines andern Sterns als Folge der starken 
Flutwirkung von der Sonne Materie losgerissen worden ist, wodurch Planet en 
entstanden sind. Wegen der Seltenheit solcher Voriibergange kann die Anzahl 
der in letztgenannter Weise entstandenen Sonnensysteme nur sehr gering sein. 

Doppelte und mehrfache Systeme kommen in der Fixsternwelt so oft vor, 
da/3 nahe Voriibergange als Ursache von Doppelsternbildung nicht in Frage 
kommen. Man kann entweder an ein gleichzeitiges Entstehen aus einer aus
gedehnten Masse den ken oder man kann sich vorste11en, da/3 ein Stern (z. B. 
infolge relativ schneller Rotation) sich in .zwei Sterne geteilt hat. Bei weit von
einander entfernten Komponenten ist die erstgenannte Moglichkeit die wahr
scheinlichere, bei engen Doppelsternen vie11eicht die zweite. 

Andere kosmogonische Probleme treten auf, wenn man sich ein Bild des 
Universums in noch friiheren Stadien, als wir bis jetzt diskutiert haben, machen 
will. Schliel3lich kann man versuchen, Schliisse iiber eine beliebig weit entfernte 
Zukunft des Universums zu ziehen. Auf diese Fragen solI hier jedoch nicht naher 
eingegangen werden. 

Anhang. 
Auf den folgenden Seiten werden eine Reihe Formeln, Rechenbeispiele, Tafeln 

und Diagramme sowohl als die Behandlung einiger Probleme gegeben, die wir, 
urn die fortlaufende Darstellung nicht zu sehr zu belasten, in die Hauptkapitel 
des Buches nicht aufgenommen haben. 

I. Formeln und Methoden. 
Reihenentwicklungen fur sin x und cos x . 

. x3 x 5 
SIn x = x - -- + --- ------ - ... 

1.2·3 1.2.3.4.5 

X2 X4 
cosx = 1 - + ----- - ... 

1.2 1.2.3.4 

Einige Formeln und Siitze aus der Theorie der Beobachtungen. 
1m folgenden wird das Zeichen [J als Zeichen fiir eine Summe benutzt. 
Das arithmetische Mittel einer A nzahl Beobachtungen als der wahrscheinlichste 

Wert einer gesuchten GrofJe. Wenn eine Reihe Beobachtungen (al , a2 . .. aN) 
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von ein und derselben GroBe x dasselbe Gewicht haben, ist der wahrscheinlichste 
Wert der gesuchten GroBe gleich dem arithmetischen Mittel (M) der beobachteten 
Werte, also: at + a2 + ... as [a] M = - -----fV---- = N . ( 1) 

Wenn die Beobachtungen verschiedenes Gewicht haben, erhalten Wlr aIs 
den wahrscheinlichsten Wert: 

(2) 

wo p das Gewicht der einzelnen Beobachtung bedeutet. 
Das arithmetische Mittel und das Prinzip der Methode der kleinsten Quadrate. 

Wenn wir eine Mittelbildung nach der FormeI (1) ausgefUhrt haben, konnen wir 
nachher fUr jede Beobachtung die Differenz zwischen dem beobachteten Wert 
und dem Mittel berechnen. Diese Differenzen nennt man die iibrigbleibenden 
F ehler; man bezeichnet sie allgemein mit dem Buchstaben v: 

a1 - M = VI 

a2 - M = V2 . . . 

Wir addieren diese Gleichungen und erhalten: 

[aJ - N· M = [vJ , 

[vJ = 0, 
woraus, mit Hilfe von (1): 

d. h. die Summe der ubrigbleibenden Fehler muB gIeich Null sein. 

(3) 

(4) 

Einen anderen wichtigen Satz uber das arithmetische Mittel erhalten wir in 
der folgenden Weise. Wir bezeichnen, wie vorher, mit x die unbekannte GroBe, 
die wir durch unsere Beobachtungen bestimmen wollen. Wir denken uns einen 
bestimmten Wert Xo dieser GroBe und bilden die Differenzen zwischen den be
obachteten GraBen und diesem x-Wert. Diese Differenzen nennen wir auch hier 
die ubrigbleibenden Fehler. Wenn wir auch in diesem allgemeinen FaIle 
die ubrigbleibenden Fehler mit dem Buchstaben V bezeichnen, erhalten wir: 

a 1 - Xo = VI 

a2 - Xo = v 2 . . . (5) 

wo VI' v2 ••• naturlich eine allgemeinere Bedeutung haben als in (3). Wir bilden 
nun den Ausdruck fUr die Summe der Quadrate der ubrigbleibenden Fehler, 

also: [(a - xo) 2J , (6) 

und konnen zeigen, daB das arithmetische Mittel derjenige Wert von x ist, 
der diese Quadratsumme kleiner macht als irgendein anderer Wert der un
bekannten GroBe; der Wert der gesuchten GroBe ist also derjenige, der die 
Quadratsumme der ubrigbleibenden Fehler zu einem Minimum 
mach t. Der Beweis lautet folgendermaBen: Bedingung eines Minimums ist 
bekanntlich, daB die erste Ableitung nach der unbekannten GroBe gleich Null 
sein solI, also: iJ 

~[(a - XO)2] = 0, 
uXo 

[2 (a - xo)J = 2 [a - xoJ = 0, 



und: 

oder: 
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[a] - Nxo = 0 

raJ 
Xo = N' 

wodurch unser Satz bewiesen ist. 
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Auflosung eines Gleichungssystems mit mehreren Unbekannten und mit einer 
Anzahl Gleichungen, die (wesentlich) grofJer ist als die Anzahl der Unbekannten. 
Die Methode der kleinsten Quadrate. Wenn eine Anzahl GraBen, die durch ge
wisse Relationen miteinander verbunden sind, bestimmt werden sollen, und wenn 
wir eine Anzahl von Beobachtungen angestellt haben, die (wesentlich) graBer 
ist als die Anzahl der gesuchten GraBen, so kannen die in der Praxis auftretenden 
Aufgaben auf das folgende Problem reduziert werden. Wir bezeichnen die ge
such ten GraBen mit x, y, z ... , die beobachteten Werte (deren Zahl q betragen 
solI) mit n l , n2 ••• nq und eine Anzahl numerisch bekannter GraBen mit 
aI' a2 ••• aq , bl , b2 • •• bq, ... Wir nehmen an, daB wir die folgenden linearen Glei
chungen haben, wo wir uns der Einfachheit halber auf vier Unbekannte be
schranken: 

alx + bly + cIz + dIt = n l 

a2 x + b2 y + c2 z + d2 t = n2 

aqx + bqy + cqz + dqt = nq . 

Diese Gleichungen werden die Bedingungsgleichungen genannt. 

(7) 

Wir nehmen flir unsere Unbekannten x, y, z, t gewisse Werte xo, Yo, zo, to 
an. Wir setzen diese Werte in das Gleichungssystem (7) ein. Wenn diese Werte 
der Unbekannten nahe richtig sind, werden die link en Seiten der Gleichungen (7) 
nahe gleich n l bzw. n 2 • •• nq sein. Die ubrigbleibenden Fehler bezeichnen 
wir wie vorher mit VI' V2 ••• Vq • Wenn wir die Vorzeichen in derselben Weise 
wahlen wie in (3), erhalten wir dann: 

aIxO + blyo + clZO + dIto - n l = - VI 

(8) 

aqxo + bqyo + cqZO + dqtO - nq = - Vq . 

Das Prinzip, wonach das Problem jetzt behandelt wird, ist das Prinzip 
der Methode der kleinsten Quadrate: Man sucht ein solches Wertsystem flir 
die Unbekannten, das die Summe der Quadrate der ubrigbleibenden 
Fehler zu einem Minimum macht, also: 

[v2J oder, wie man es auch schreibt, [vv] = Minimum. 

Fur die Begrundung dieses Prinzips muB auf die Spezialliteratur verwiesen 
werden. Hier begnugen wir uns damit, es als ein Axiom zu betrachten, daB die 
nach diesem Prinzip bestimmten Werte flir die Unbekannten die wahrschein
lichsten Werte der Unbekannten sind, die aus dem betreffenden 
Beobachtungsmaterial abgeleitet werden kannen. 

Auf dies Prinzip kann nun die folgende Methode zur Bestimmung der Un
bekannten aufgebaut werden. 

Wir haben nach (8): 

[VV] = [(ax + by + cz + dt - n)2] . (9) 
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Die Bedingungen dafUr, daD [vv] = Min. sein soIl, sind: 

ClJlI~ - 0 ax -
o[vvJ = 0 

cy 
a [vvJ = 0 

oZ 
CIJ~J = 0 at . 

( 10) 

Wir betrachten zunachst die erste dieser vier Gleichungen und erhalten: 

iJ~~ } ax = [2a(ax + by + ez+dt - n)] =2{[aa]x + [ab]y+ [ae]z+ [ad]t- [an] =0, 

wo der Faktor 2 selbstverstandlich weggelassen werden kann. 
Wenn wir die drei ubrigen Gleichungen (10) in derselben Weise behandeln 

und alles zusammenstellen, erhalten wir die folgenden Gleichungen: 

[aa] x + Cab] y + [ae] z + [ad] t = [an] 
Cab] x + ebb] y + [be] z + [bd] t = [bn] 

~~x+~~y+~~z+~d]t=~~ 
[ad] x + [bd] y + [ed] z + [dd] t = [dn]. 

(11) 

Man nennt diese Gleichungen die Normalgleiehungen. Dies Gleichungssystem 
ist aus dem Prinzip der Methode der kleinsten Quadrate abgeleitet. Es enthalt 
ganz aIlgemein genau so viele Gleichungen, wie es Unbekannte im Problem gibt, 
und durch Auflosung dieses Gleichungssystems - nach den bekannten Prinzipien 
der elementaren Algebra - konnen wir also fUr die Unbekannten diejenigen 
Werte bestimmen, die nach dem Prinzip der Methode die wahrscheinlich
sten Werte der Unbekannten sind, die aus dem betreffenden Be
obachtungsmaterial abgeleitet werden konnen. 

(Es ist leicht, zu zeigen, daD, wenn die ursprunglichen Gleichungen ver
schiedene Gewichte PI' P2 . . . haben, wir dann erst jede von ihnen mit der 
Quadratwurzel aus dem zugehorigen Gewicht multiplizieren mussen, ehe wir 
die Normalgleichungen bilden). 

Elemente der Fehlertheorie. Systematisehe und zujiillige Fehler. Wenn man 
nach den Formeln (1) oder (2) ein nichtgewichtetes oder gewichtetes Mittel aus 
einer Anzahl Beobachtungen gebildet oder ein solches Formelsystem wie (7) nach 
der Methode der kleinsten Quadrate aufgelost hat und so einen Wert fUr die 
unbekannte GroBe bzw. Werte fUr die unbekannten GroDen gefunden hat, so 
entsteht die Aufgabe, zu untersuchen, mit welcher Unsicherheit diese Be
stimmung erfolgt ist. Solche Probleme: zu untersuchen, mit welcher Unsicherheit, 
also - umgekehrt - mit welcher Genauigkeit unbekannte GroBen mit Hilfe 
von Beobachtungen bestimmt werden konnen, gehoren einem Gebiet an, das 
man unter dem Namen Fehlertheorie zusammenfaDt, weil solche Untersuchungen 
von den Fehlern abhangen, mit denen die Beobachtungen behaftet sind. 1m 
folgenden werden die Elemente dieser Theorie auseinandergesetzt. 

Unter den Beobachtungsfehlern unterscheidet man zwei prinzipiell ver
schiedene Arten: die systematisehen Fehler und die zujiilligen Fehler. 

Die systematischen Fehler einer Beobachtungsreihe sind solche Fehler 
in den beobachteten Werten, die man nach bestimmten Gesetzen formu
lieren oder jedenfalls sich formuliert den ken kann, und fUr die man 
deshalb die individuellen Beobachtungen korrigieren kann, wenn 
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man die Mittel hat, die Gesetze, denen diese Fehler folgen, mathe
matisch oder numerisch festzulegen. Beispiele: 1. Den EinfluB der Re
fraktion auf die Koordinaten eines Gestirns kann man als systematischen Be
obachtungsfehler betrachten und behandeln, wenn es sich darum handelt, eine 
Anzahl in verschiedenen Hohen angestellter Beobachtungen zu vergleichen. 
2. Eine zwischen zwei Beobachtern evtl. vorhandene konstante Differenz in 
den Schatzungen der Durchgangszeiten eines Sterns durch einen Mikrometer
faden im Fernrohr kann durch besondere Beobachtungen bestimmt und nach
traglich an die Beobachtungen als Korrektion angebracht werden. 

Die zufalligen Fehler einer Beobachtungsreihe sind solche Fehler in den 
einzelnen Beobachtungen, die von uniibersehbaren, nach den verschiedensten 
Richtungen wirkenden Ursachen bewirkt werden, deren EinfluB man deshalb 
nicht durch individuelle Berechnung, sondern nur durch Hinzuziehung eines 
groBeren Beobachtungsmaterials wesentlich eliminieren kann. Beispiel: Die 
durch Luftunruhe verursachten Ortsveranderungen eines Sterns im Feld eines 
Fernrohrs. Diese Fehlerquelle kann nur dadurch wesentlich eliminiert werden, 
daB man die Messungen mehrere Male wiederholt und nann nas Mittel bildet. 

1m folgenden sehen wir von den systematischen Fehlern abo Wir nehmen 
also an, daB alle vorliegenden Beobachtungen wegen etwa vorhandener syste
matischer Fehler korrigiert sind, und daB wir es deshalb nur mit zufalligen 
Fehlern zu tun haben. 

Das typiscke (GAussscke) Feklergesetz. Mit den zufilligen Fehlern liegt nun 
die Sache so, daB sie zwar individuell durch kein Gesetz ausdriickbar sind, 
daB sie jedoch erfahrungsgemaB in ihrer Gesamtheit gewissen allgemeinen 
Gesetzen folgen. Wir konnen zunachst ein paar wichtige Eigenschaften typischer 
Beobachtungsreihen kurz 
so ausdriicken: 

1. Positive und nega
tive zufallige Fehler kom
men gleich haufig vor. 

2. KleinezufalligeFeh
ler sind haufiger als groBe. 

Es hat sich gezeigt, 
daB die Hanfigkeit zu
falliger Fehler verschie
dener GroBe sich durch 
ein bestimmtes mathe
matisches Gesetz formu
lieren laBt. 

Wir sehen in Abb.17) 
zwei Kurven. Wir bezeich

II 

Abb. t 73. Das typische Fehlergesetz. 

nen mit A die znfalligen Beobachtungsfehler verschiedener GroBe, positiv rechts, 
negativ links von der Ordinate gezahlt. Die beiden Kurven stellen die Ver
teilung der zufalligen Fehler bei zwei Beobachtungsreihen verschiedener Giite 
dar, und zwar so, daB bei jeder dieser Kurven das von zwei Ordinaten YI und Y2 
von der Abszissenachse zwischen den entsprechenden Ll-Werten Al und Ll2 und 
von der Kurve eingeschlossene Areal einen Ausdruck fUr die Verteilung (die 
Anzahl) der zufalligen Fehler gibt. Die mit kgr. bezeichnete Kurve entspricht 
einem guten Beobachtungsmaterial: groBe (positive und negative) Fehler sind 
selten, kleine (positive und negative) Fehler sind haufig; die mit kid. bezeichnete 
Kurve entspricht einem schlechteren Beobachtungsmaterial: groBe Fehler 
haufiger, kleine Fehler weniger haufig als im ersteren Falle. 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 32 
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Wir legen ein fUr allemal fest, daB wir die ganze Anzahl Fehler in einer Be
obachtungsreihe (das ganze Areal also zwischen der Abszissenachse und der be
treffenden Kurve) als Einheit wahlen; wir haben dann im folgenden nur aIle 
entsprechenden Zahlen mit der gesamten tatsachlichen Anzahl der Beobach
tungen N zu multiplizieren. 

Nach dem oben Gesagten hat nun die Abb. 173 den folgenden Sinn: Die Anzahl 
der Fehler der vorliegenden Beobachtungsreihe, die zwischen LI und (LI + dLl) 
liegen, wird durch das differentielle Areal ydLl definiert. Die Anzahl Fehler 
zwischen a1 und a2 wird dann durch das Integral: 

a, 

/ydLl (12) 
a, 

dargestellt, wo y eine Funktion von LI ist; wir schreiben y = ip(LI). Bei einem 
tatsachlich vorliegenden Beobachtungsmaterial - mit einer endlichen Anzahl von 
Beobachtungen - wiirde die Abbildung nicht eine glatte, kontinuierliche Kurve, 
sondern eine von kleinen Rechtecken begrenzte, also diskontinuierliche, Kontur 
zeigen. Je groBer das Beobachtungsmaterial ist, urn so besser wird, bei richtiger 
Wahl der Funktion, die kontinuierliche Darstellung dem vorliegenden Beob
achtungsmaterial entsprechen. 

Nach der obigen Festlegung in bezug auf die Einheit der Areale solI: 
+= +00 
/ydLl = Iip(LI) dLl = 1 (13 ) 

sein. -00 
Die Untersuchung eines umfassenden Materials typischer, von systematischen 

Fehlern befreiter, Beobachtungsreihen hat nun gezeigt, daB das folgende Fehler
gesetz (zu dem iibrigens auch theoretische Erwagungen fiihren): 

h -h'A' 
ip(LI) =j= e (14) 

Vn 
mit der Erfahrung gut iibereinstimmt; h ist hier eme Konstante, die fUr die 
Giite einer bestimmten Beobachtungsreihe bezeichnend ist (vgl. Abb. 173, wo 
hgr. einen groBen, hkl. einen kleinen h-Wert bedeutet). Man hat der GroBe h 
den Namen Mall der Genauigkeit gegeben. 

Das durch (14) ausgedriickte Gesetz wird das typische oder das GAusssche 
Fehlergesetz genannt. Ein Blick auf den Ausdruck (14) zeigt unter anderem 
sofort, daB dies Gesetz die zwei wichtigen oben angedeuteten allgemeinen Satze 
iiber die Haufigkeit positiver und negativer Fehler verschiedener numerischer 
GroBe wiedergibt. 

Vergleich des GAussschen Fehlergesetzes mit der Erfahrung. Tafel des Fehler
integrals. Aus dem Vorhergehenden [Abb. 173 und Formel (14)J ersieht man, 
wie man die theoretische Anzahl der Fehler innerhalb verschiedener Fehler
grenzen berechnen kann. Wenn wir z. B. den Bruchteil (B) der ganzen Anzahl 
Fehler berechnen wollen, der nach dem GAussschen Fehlergesetz zwischen den 
Grenzen - a und + a liegen solI, so erhalten wir: 

+a 

B = ~fe-"'1'dLi. ( 15) 

-a 

Durch die Substitution hLi = t wird dies Integral in das folgende umgeformt: 
+ha +ha 

B = JI~fe-t'dt = JI~Ie-t'dt. (16) 

-ha 0 
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Auf S. 546 geben wir, mit dem Argument x, eine Tafel des Integrals: 
x 

2.f -I'dt y;': e . (17) 

o 

Wenn wir fUr eine gegebene Beobachtungsreihe die Anzahl der Fehler berechnen 
wollen, die nach der Theorie zwischen - a und + a liegen sollen, brauchen wir 
nur den fiir dies Beobachtungsmaterial geltenden Wert von h zu kennen [wie 
wir h aus den Beobachtungen selbst berechnen konnen, werden wir spater sehen; 
vgl. die Formeln (22') und (21)]. Wir gehen in die Tafel des Integrals (17) mit 
dem Wert ha als Argument ein und erhalten dadurch den erwahnten Bruchteil B. 
Multiplikation mit der gesamten Anzahl der Beobachtungen N gibt dann die 
theoretische Anzahl der F ehler zwischen - a und + a, und wir konnen diese 
sofort mit der aus dem Beobachtungsmaterial erhaltenen Anzahl vergleichen 
(s. weiter unten). 

Mittlerer Fehler. Wir haben gesehen, wie das Prinzip der Methode der klein
sten Quadrate mit dem Begriff der Summe der Fehlerquadrate operiert: 
Die Unbekannte oder die Unbekannten sollen so bestimmt werden, daB die 
Summe der Quadrate der iibrigbleibenden Fehler kleiner sein soIl als fiir jeden 
anderen Wert der unbekannten GroBe (jedes andere Wert system der unbekannten 
GraBen). 

1m Zusammenhang hiermit definieren wir jetzt durch die folgende Formel 
einen neuen Begriff: den mittleren Fehler 8 einer Beobachtungsreihe: 

2 eLI LI] 
f = ---

N' 
(18) 

wo Ll den wahren Fehler einer Beobachtung und N die Anzahl der Beobachtungen 
bedeutet, d. h. das Quadrat des mittleren Fehlers ist gleich dem Mittel 
der Quadrate der wahren Fehler der vorliegenden Beobachtungen. 

Bei der kontinuierlichen Betrachtungsweise erhalten wir fiir den mitt
leren Fehler die folgende Definition: 

+00 
2 - h f -h'd' A2 d A f - ,/_ e • LJ· LJ, 

rn 
(19) 

weil L12 das Fehlerquadrat bedeutet und }-=ce -h'd' dLi die Anzahl der Fehler von Yn 
der GroBe LI bis LI + dLl gibt (eigentlich sollte der Ausdruck rechts in dieser 
Formel durch die gesamte Anzahl der Fehler: 

+00 
~f -h'.1'd A V;,: e LJ , 

dividiert werden; diese Anzahl ist jedoch, Wle WIr wissen, definitionsgemaB 
gleich 1). 

Beziehung zwischen dem mittleren Fehler (8) und dem Genauigkeitsma/3 (h). 
Aus (19) konnen wir eine Beziehung zwischen dem mittleren Fehler einer Be
obachtungsreihe und der GroBe h, die ja auch fUr die Giite eines bestimmten 
Beobachtungsmaterials bezeichnend ist, ableiten. 

Wir benutzen dieselbe Substitution wie vorher: hLl = t, und erhalten aus (19): 

(20) 

32* 
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Das Integral in (20) hat aber den Wert tV n, und wir erhalten dann: 

0'2= I 
2 h2 , 

woraus: 

also eine Gleiehung, die Ii gibt, wenn c bekannt ist. 

(21) 

Berechnung des mittleren Fehlers E bei einem gegebenen Beobachtungsmaterial. 
Wir wissen, wie man das arithmetisehe Mittel M aus einer Anzahl beobaehteter 
Werte aI' a2 • .• einer gesuehten GroBe bildet und wie man naehher die ubrig
bleibenden Fehler, d. h. die Differenzen a l - M, a2 - M . .. bereehnet. Wir 
bezeiehneten diese ubrigbleibenden Fehler mit VI' V2 . .. Bei der Definition des 
mittleren Fehlers gingcn wir von den wahren Fehlern ,11' ,12' .. aus. Die 
ubrigbleibenden Fehlcr ergeben sieh also direkt aus den Beobaehtungen; wie 
verhalten sieh aber die wahren Fehler in den Beobaehtungen zu den naeh dem 
Mittelbilden ubrigbleibenden? Wir haben das arithmetisehe Mittel als den wahr
seheinliehsten 'Wert der gesuehten GroBe eharakterisiert, den man aus dem vor
liegenden Beobaehtungsmaterial ableiten kann; er ist aber nieht der wahre 
Wert. Den wahren Wert der gesuehten Grol3e kennen wir im allgemeinen nieht, 
also aueh nieht die wahren Fehler. Wenn das Beobaehtungsmaterial gut ist, 
wird das arithmetisehe Mittel dem wahren Wert schr nahe kommen; aber iden
tisch sind sie nieht. Die wahren Fehler in den Beobaehtungen werden also nieht 
mit den ubrigbleibenden genau ubereinstimmen, obsehon der Untersehied bei 
einem guten Beobachtungsmaterial klein scin wird. Wenn wir nun den mittleren 
Fehler dureh die Gleiehung: 

(18) 

definieren, ist es also klar, daB wir im allgemeinen den genauen Wert dieses E 

nieht bereehnen konnen, da wir die ,1 nieht kennen. Wir konnen aber behaupten, 
daB die Formel: 

2 [vv] 
f = -_. 

n 
(22) 

der Wahrheit ziemlieh nahe kommen wird, und noeh eins: dal3 diese Formel 
einen etwas zu kleinen Wert fUr E geben muB, weil, wie wir wissen, [vv] defini
tionsgemal3 kleiner ist als alle anderen Fehlerquadratsummen, die man mit Hilfe 
versehiedener Werte der Unbekannten erhalten wurde, also aueh kleiner als die 
Quadratsumme der wahren Fehler. 

Mit Hilfe theoretiseher Erwagungen ist man zu der folgenden Formel als 
der wahrseheinlieh besten gekommen: 

2 [v v] c = -.-.. 
n-1 

(22') 

Es soIl jedoeh betont werden, dal3 die Uberlegenheit des Ausdrueks (22') iiber 
(22) oft ziemlieh illusoriseh ist: bei einer sehr kleinen Anzahl Beobaehtungen 
gilt die Theorie iiberhaupt nieht, und beieinersehr grol3enAnzahlBeobaehtungen 
wird der Untersehied zwischen (22') und (22) belanglos. Bei dem oben besproehe
nen Vergleieh zwischen Beobaehtung und Fehlertheorie wird man auch bei der 
Aufzahlung der innerhalb verschiedener Grenzen auftretenden Fehler in der Regel 
die iibrigbleibenden Fehler statt der wahren Fehler verwenden konnen. 

Mittlerer Fehler einer GrofJe, die Funktion einer oder mehrerer anderer GrofJen 
mit bekanntem mittleren Fehler (bekannten mittleren Fehlern) ist. Wenn wir eine 
Funktion: y = ax (23) 
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haben, und ez der mittlere Fehler von x ist, ergibt sich ohne weiteres fUr den 
mittleren Fehler ey von y: 

fy = aez. (24) 

Fiir andere Funktionen liegt die Sache nicht so einfach. Wir geben hier die 
Ausdriicke fUr ein paar spezielle Falle: 

1. Wenn y = ax + bz + ct ... (25) 

und wir die mittleren Fehler mit fy, ex, Ez , Et • •• bezeichnen, gibt die Theorie 
das folgende Resultat: e~ = a2f~ + b2f~ + c 2el + ... (26) 

2. Fiir den mittleren Fehler EM des arithmetischen l\Ettels M aus einer An
zahl Beobachtungen findet man, wenn e den mittleren Fehler einer einzelnen 
Beobachtung und N die Anzahl der Beobachtungen bedeuten: 

(27) 

ein Satz, der iibrigens nur ein spezieller Fall der Formel (26) ist. 
Fiir die Ableitung dieser Satze sowie fiir die Anwendung der ganzen Fehler

theorie auf das allgemeine Problem der Auflosung einer Anzahl Gleichungen 
nach der Methode der kleinsten Quadrate mu13 auf die Spezialliteratur ver
wiesen werden. 

Interpolation. 
Wir definieren ein Dillerenzenschema fiir eine Funktion I(x) in 

Weise, wo a ein gewisses gegebenes Argument bezeichnet: 
der folgenden 

III (a-i) t (a-i) 
VI (a-m 

{III (a)} I (a) 

III (a+1) 

III (a+2) 

III (a+3) 

III (a+4) 

III (a+ 5) 

11 (a+l) 

II (a+-~-) 

If (a+'~) 

II (a+t) 

It (a+~) 

I (a + 1) 

I (a+ 2) 

f (a-H) 

! (a+4) 

fI (a-~) 
pI (a) 

j1 (a+~) 
tIl (a+1) 

j1 (a+}) 
- IJI (a+2) 

p (a+"~) 
pI (a+3) 

j1 (a+p 

1111 (a+}) 

fIJI (a+ n 
1111 (a+}) 

jIV (a+1) 

Ilv (a+2) (1) 

Hier ist I die Funktion selbst, p wird die erste Dillerenz genannt W (a + !) 
= I(a + 1) - t(a) usw.], III die zweite Dillerenz [fll(a + 1} = p(a + i) 
- II (a + i)] usw. Ein Zahlenwert in den beiden Reihen links, II und II f, 
wird die "erste Summe" und die "zweite Summe" genannt (diese beiden Reihen von 
Werten kommen erst in den Formeln fiir numerische Integration zur Anwendung). 

Zwei der wichtigsten I nterpolationsformeln sind: 

j(a + n) = f(a) + nF(a -+~) + j~(~~--=_1) tIl (a + 1) + n(n - 1) (n - 2) X 
2 1.2 1.2.3 

1111(a + l..)' + n(n - 1) (n - 2) (n -- 3) pV(a + 2) + ... 
2 1.2.3.4 

f(a + n) = t(a) + nll(a + 1) + ~~n_-1J. III (a) + (n + 1)n (n --::..!1 X 
2 1.2 1.2.3 

(2) 

fI1I(a + .!..) + i'iZ2-_11lZ (n - 1) (n - 2) jIV (a) + .. , 
2 1.2.3.4 
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Eine wiehtige Frage in allen Interpolationsproblemen ist die, welchen Ein
fluB ein Fehler in einem Funktionswerte auf das Differenzenschema hat. Wir 
stellen uns vor, wir hatten in der Berechnung eines der Funktionswerte in einem 
solchen Schema wie dem oben angegebenen einen Fehler + e begangen, und wir 
wollen untersuchen, wie dieser Fehler auf die Differenzen verschiedener Ordnung 
wirkt. Wir nehmen an, mit Ausnahme von dem einen Funktionswert, wo der 
Fehler + e begangen ist, seien aIle Funktionswerte genau riehtig. Wir konnen 
dann fur die Fehler das folgende Schema sofort aufstellen: 

f 
o 

o 

o 

o 

+e 

o 

o 

o 

o 

o 
o 

o 
o 

o 

-2e 
-e 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

Fehler in: 
fill flY 

o 
o 

o 
o 

-4e 
-3e 

+6e 

-4e 
-e 

o 
o 

o 
o 

Aus diesem Fehlerschema ersehen wir: 

o 

-7e 
-6e 

-Se +21e 

-3Se (1 a) 
-20e 

-1Oe +35e 

-21B 
-6e 

-e 
+e 

o -e 
o 

1. Ein Fehler in einem der ursprunglichen Funktionswerte bewirkt in den 
Differenzen Fehler, die mit hoherer Ordnungszahl der Differenz immer groBer 
werden. Die hoheren ·Differenzen sind also gegen Fehler in den berechneten 
Funktionswerten sehr empfindlich. 

2. Die in einer Differenz I" von dem Funktionsfehler + e bewirkten maxi
malen Fehler stehen bei geradem n auf derselben Horizontallinie wie e, bei un
geradem n symmetrisch urn diese Horizontallinie. Wenn nur ein einziger Fehler 
in den Funktionswerten vorhanden ist, konnen wir deshalb aus den Sprungen 
in den Differenzen sofort ablesen, in wekhem Funktionswerte der Fehler 
steckt. Wenn mehrere Fehler vorliegen, dienen die Differenzen auf alle FaIle 
zu einer Orientierung. 

3. Es zeigt sieh, daB die numerischen Werte der Koeffizienten von e inner
halb einer vertikalen Kolumne nach einem Gesetz gebildet sind, das mit dem 
Gesetz der Koeffizienten in der Binomialreihe identisch ist: 

1 !.':..- n(n - -.!l n(n - 1)(n - 2) '/'IJ'/'I-=-1)(n_- 2)(n - ~ ... 
, l' 2!' 3!' 4! 

fur n = 4 z. B.: 1, 4, 6, 4, 1. 
Nach Punkt 2. ist es, wenn nur ein einziger Fehler vorliegt, moglich, sofort 

anzugeben, wo der Fehler steckt. Aber nicht nur das: wir konnen auch 
nach 3. mit Hilfe des obigen Fehlerschemas die ungefahre GroBe des Fehlers 
angeben. 

Wir wahlen zur Beleuchtung dieser Frage ein einfaches Beispiel. 
. Gesetzt wir hatten die folgenden Funktionswerte, die irgendeine mathe

matische Funktion darstellen sollen: 1, 8, 27, 64, 125, 206, 343, 512, 729, 1000. 
Wir stellen diese Werte in einer vertikalen Kolumne auf und bilden die Diffe
renzen bis zur vierten Differenz inklusive: 
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a f tI tIl fIll tlV 

+ 7 
2 8 +12 

+ 19 + 6 
3 27 +18 0 

+ 37 + 6 
4 64 +24 -10 

+ 61 - 4 
5 125 +20 +40 

+ 81 +36 
6 206 +56 -60 

+137 -24 
7 343 +32 +40 

+169 +16 
S 512 +4R -10 

+217 + 6 
9 729 +54 

+271 
10 1000 

Wenn wir den Gang der pV-Werte betrachten, k6nnen wir nicht im Zweifel 
sein, daB in der Reihe der Funktionswerte ein Fehler bei dem Argument a = 6 
steckt, und der Vergleich mit der Kolumne pv in dem Schema (1 a) HiBt ver
muten, daB dieser Fehler gleich -10 sein muB. Dies ist nun in der Tat auch der 
Fall: Unsere Funktionswerte stellen die Funktion f (a) = a3 dar, nur mit Ausnahme 
fUr a = 6; der richtige Wert von 63 ist 216 statt des angegebenen Wertes 206. 

Allgemeiner Ratschlag bei der Berechnung von T afeln und ephemeridenartigen 
Zahlenreihen: nach der Berechnung der Funktionswerte fiir die ver
schiedenen Argumente immer durch Differenzen priifen! 

Numerische Differentiation. 
Wir definieren: 

f(a+ ~)= f(a)+~(a+1) 

fIl a +_= . ( 1) fII(a)+III(a+l) 
2 2 

usw. 

und jI(a) = fI(a -l) + fI(a + J:L 
2 

Illl(a -l) + IIll(a + l) fIll (a) = '--'---=-'-'--'--
2 

Wenn wir also im folgenden ein ganzes Argument unter ungerader Differenz 
oder ein gebrochenes Argument unter gerader Differenz vorfinden, so wissen wir, 
daB wir es mit einem Mittel zu tun haben. 

Fiir die verschiedenen Differentialquotienten hat man dann die folgenden 
Formeln: 

_df(a) =~{fl(a) __ 1 fIll (a) +_1 r(a) --~rIl(a) . ..If da w 6 30 140 

d2 /Jal = ~{fII(a) _ -~jIV(a) + _1_jYI(a) _ 601 jYIII(a) ... } 
da 2 w 2 12 90 5 

d::~;L = ;3 {flII(a) - -} r(a) + 1;OrII (a) ... } (4) 

d'1}:J- = ;, {flY (a) - -~ r l (a) + 2~0 jYlII (a) ... } 

dd~:) = ~ {r (a) - + IVII (a) ... } 

Fiir andere Argumente, also z. B. fiir a + 1, a + t usw. k6nnen ent
sprechende Formeln abgeleitet werden. 
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Numerische Integration. 

Die Hauptoperationen bei der numerischen Integration sind 1. die Berech
nung der Funktion, die integriert werden solI, sowie der Differenzen, 2. die 
Bestimmung des ersten bzw. des zweiten, des dritten ... Summenwertes am An
fang der Rechnung und danach die Bildung der Summenreihen, und 3. die 
Berechnung der Integrale fiir gegebene Argumentwerte. Die Formeln fUr ein
lache und doppelte numerische Integration haben folgendes Aussehen: 

Wi.r:,chreiben I (x) =) (a-+-nw) underhaltendadurch /I(x)dx =w JI (a -+-nw)dn 
und J J I (x) dx 2 = w2 J.i I (a -+- nw) dn 2 und definieren: 

A =dem Werte des ersten Integrals fiir dasArgument, wodie Integration anfangt, 

B=demWertedesdoppelten " 

Wir geben die Formeln zur Berechnung der "Summenwerte" fUr zwei ver
schiedene Anlangsargumente und eben so die Ausdriicke flir die Integrale fiir 
zwei verschiedene obere Integrationsgrenzen. 

Zur Berechnung des erst en und des zweiten Summenwertes: 
1. Die Integration fangt bei (a - ! w) an. 

II(a - ~ w) = A -~ F(a - ~ w) -+-~ pIl('a - 21 w) -
. 2 w 24 2 5760 

- 96376;80 r (a - 1- w) ... 
Il/(a) = (~ -+- ~ A) -+- ~ I(a - w) - ~ .. X 

w2 2 w. 24 5760 

{21II (a - w) -+- III (a)} -+- _3§.~_ {3 IIV (a - w) -+- 2jIv (a) } ... 
967680 

2. Die Integration fangt bei (a) an. 

I I (a -.!.- w) = ~ - _1. I (a) -+- 1 F (a) - 1~ IIll (a) -+- ~L r (a) .. 
2 w 2 12 720 60480 

Il/(a) = Ii _ ~t(a) -+-~-tII(a) __ }1 pV(a) ... 
w2 12 240 60480 

(5) 

(6) 

1m Integrationsschema (1) sind die beiden hierdurch berechneten Ausgangs
werte in der ersten und zweiten Summenreihe durch Klammern {} hervor
gehoben. 

Zur Berechnung des einfachen Integrals und des Doppelintegrals fiir zwel 
verschiedene obere Integrationsgrenzen hat man die folgenden Formeln: 

1. Obere Integrationsgrenze: [a -+- (i -+- !)w]. 

a+(i+t)w 

II(X)dX =w {I/[a-+-(i-+- ~)w]-+-;4pra-+-(i-+-+)w]-5~~OX 

pIl[a -+- (i -+- }) w] -+- 96~~80 r[a -+- (i -+- ~)w] ... } 
a+(i+t)w (7) 

ff l (X)dx2 = w2 {III [a -+- (i -+- ~) w1- 214 I [a -+- (i -+- +) w] -+- 1-~;0 X 

III [a -+- (i -+- ~)w] - 1#fJ36 FV [a -+- (i -+- ~) w] ... } 
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2. Obere Integrationsgrenze: (a + iw) . 
a+iw 

jl (x)dx = w {I/(a + iw) _1 jI(a + iw) + 1L jIll (a + iw)-
12 720 

191 IV( . } --- a + zw) ... 
60480 

a+iw 

jjl(x)dx2 = w2 {lll(a + iw) + /2 f (a + iw) - 2!ofII(a + iw) + 
31 fIV( .) } +--- a + zw ... 

60480 

505 

(8) 

Allgemeiner Ratschlag bei der A usfuhrung numerischer I ntegrationen: in 
passenden Zwischenraumen (z. B. bei jedem zehnten Argument) die 
ersten, zweiten ... Summenwerte durch Summation iiber den ganzen 
Zwischenraum kontrollieren! 

Bestimmung der Rektaszension und der Deklination eines Himmelskorpers durch 
lV! ikrometeranschlufJ an einen bekannten F ixstern. 

Bei einem aquatoreal aufgestellten Refraktor kann man die Differenz in tx 

und <5 zwischen einem Kometen und einem bekannten Fixstern z. B. mikro
metrisch messen. Die Position des Sterns findet man in einem Sternkatalog, 
der £iir ein gewisses Aquinoktium Giiltigkeit hat. Diese Sternposition wird 
zuerst wegen Prazession auf das mittlere Aquinoktium fiir den Anfang des
jenigen Jahres reduziert, in dem die Kometenbeobachtung angestellt worden ist 
(wir haben dann den mittleren Ort fiir den Anfang des Jahres), darauf 
wegen Prazession auf das mittlere Aquinoktium des Beobachtungsdatums (wir 
haben dann den mittleren Ort fiir dieses Da tum), ferner wegen Nutation 
auf das wahre Aquinoktium (wahrer Ort) und schlieBlich wegen Aberration auf 
den scheinbaren Ort (vgl. S.86). Zu den so erhaltenen Werten fiir tx* und <5* 
werden die (wegen Refraktion korrigierten) beobachteten txooE - tx* und <500E - <5* 
addiert, worauf zum SchluB die Parallaxe in tx und <5 angebracht wird (s. S. 142), 
wenn wir die geozentrische Distanz (,1) des Kometen kennen. 

Die numerischen Werte zur Reduktion der Katalogposition eines Sterns vom 
Aquinoktium des Kataloges auf das Aquinoktium eines anderen Jahresanfangs 
finden sich im Sternkatalog seIber, indem dort £iir jeden Stern die jahrliche 
Prazession und die Variatio saecularis, das ist die Anderung der jahrlichen Pra
zession in 100 Jahren, angegeben ist. Wenn wir die erst ere mit PIX und Po , 
die letztere mit varIX und var 0 bezeichnen, so wird die Reduktion wegen Pra
zession auf den Anfang des Beobachtungsjahres t1 mit Hilfe der folgenden For
meln berechnet: 

txt. = txKat. + PIX (t1 - tKat,) + 2~0 (var ,,) (t] -- tKatJ2 Jl + der E.B. des Sterns 
~ III tx und 0, wenn sie 

Ot! = bKat. + Po (t1 - tKad + 2~ (var,)) (t1 - tKat.l 2 bekannt ist. 

Die Reduktion wegen Prazession auf das Beobachtungsdatum und wegen 
Nutation und Aberration wird mit Hilfe der auf S. 85 und 91 gegebenen Formeln 
ausge£iihrt. Wir schreiben also: 

tx"pp = txt! + f + 15-gsin(G + tx) tgo +~hsin(H + tx) seco 1 + der E.B. in 
1 15 tx und (j vom 

()"pp = ()t, -;- g cos (G + tx) + h cos (H + tx) sin() + i costS J J ahresanfang an. 
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Die GroBen t, g, G, h, H und i werden, wie vorher erwahnt, in den groBen 
astronomischen Ephemeriden fUr jeden Tag des Jahres gegeben. Es ist zu be
merken, daB bei der Berechnung dieser numerischen Werte in den groBen 
Ephemeriden auch auf einige kleine GroBen Rucksicht genommen worden ist, 
die wir 'fruher in den Formeln in dem vorliegenden Buche fortgelassen haben, 
und daB man auch in den Formeln fUr die Prazession genotigt ist, auf hohere 
Glieder Rucksicht zu nehmen, wenn es sich urn Reduktion fur sehr lange Zeiten 
handeIt (Rechenbeispiel s. S. 515). 

Der Zusammenhang zwischen Eigenbewegung (E.B.), Radialgeschwindigkeit 
(R.G.), Parallaxe (11') und wirklicher Bewegung (W.B.) im Raum. 

In Abb. 174 ist unser Sonnensystem mit S bezeichnet. 
Drei verschiedene Sterne sind in der Abbildung angegeben, mit derselben 

E.B. und derselben RG., aber in verschiedenen Entfernungen vom Sonnen
_ system (LI) und, damit zu

---r-----I17f~ sammenhangend, mit ver-

3. It.B. /I 
Sl. 

- /I /I schiedenen Wertenderwirk-
-...,.S1~¥' ...J...-----=st..f-. ...J... __ lichen Bewegung im Raum 

Abb.174. (W.E.). Aus der Abbildung 
ersieht man, daB, wenn wir 

drei der vier GroBen: E.B., RG., LI (also :n) und wirkliche Bewegungsrichtung 
fUr einen Stern kennen, wir dann die vierte berechnen konnen. 

Die lineare transversale Bewegung eines Sterns. 
In Abb. 175 bezeichnet E.B. die Eigenbewegung eines Sterns, von unserem 

Sonnensystem aus gesehen, LI seine Entfernung von uns, W.E. die wirkliche 
3 Bewegung des Sterns im Raume und h 

~t.i1h ihre Projektion senkrecht zur Gesichtslinie we. 
Sonne-Stern. Fur diese GroBe, die die L1 Sf. 

Abb. f75. lineare transversale Bewegung des Sterns 
genannt wird, erhaIten wir aus der Figur: 

h = E.B. X LI. (1) 

In Abb. 176 bezeichnet a die astronomische Langeneinheit (die halbe gro8e 
Achse der Erdbahn, hier mit ausreichender Genauigkeit: den Erdbahnradius), 

~SI 
:n die Parallaxe des Sterns und LI - wie 
in Abb.175 - die Entfernung des Sterns 
von der Sonne. 

Wir erhalten aus der Figur: 
Abb.176. 

a =:nLl. 

Wenn wir LI aus (1) und (2) eliminieren, erhalten wir: 

h = E.B...:. a . 
3l 

(2) 

Wenn wir h in km/sec ausdrucken wollen, erhalten wir, wenn die E.B. in 
Bogensekunden pro J ahr und :n in Bogensekunden ausgedruckt sind, und da 
a = 149500000 km ist: 

h E.B. 149 500000 k / E.B." k / = -31-365.24 x 86400 m sec = 4.74---~i'- m sec. (4) 



Formeln und Methoden. 507 

Das Hyadenproblem. 
Bei gewissen Sternhaufen hat man (vgl. S. 450) mit Hilfe beobachteter Eigen

bewegungen nachweisen konnen, daB die Sterne in den Haufen scheinbar aIle 
auf einen bestimmten Punkt des Himmels (den Konvergenzpunkt) zusteuern. 
Zweifellos ist die Ursache dieses Phanomens, daB sich aIle diese Sterne in parallelen 
Richtungen im Raum bewegen. Die Richtung von uns zum Konvergenzpunkt 
gibt dann einfach die Bewegungsrichtung d es Haufens im Raum an. 

In Abb. 177 gibt 5 die Lage unseres Sonnensystems an; 
5 K die Richtung zum Konvergenzpunkt - die gemeinsame K 

Bewegungsrichtung der Sterne im Raum also; St. bezeichnet 
einen der Sterne im Haufen; W.G. die wirkliche Geschwindig
keit dieses Sterns im Raum (dasselbe wie W.B. in Abb. 175); 
R.G. seine Radialgeschwindigkeit; h die oben definierte lineare 
transversale Geschwindigkeit (das Dreieck, das von den drei 
letztgenannten GroBen gebildet wird, miiBte natiirlich eigent
lich sehr klein im Verhaltnis zur Entfernung 5-5t. gezeichnet 
sein). 

Wir erhalten aus Abb. 177: 

W.G. = R.G. km/sec 
cosq; 

und: 
h = R.G. tgqJ km/sec 

und ferner mit Hilfe von (4) auf S. 506: 

4 E.B. 
n = 4.7 R.G. cotqJ. 

(1) s 

Wir sehen also, daB wir fUr eine solche Stern- Anli-Apex 
gruppe die Parallaxe bestimmen konnen, wenn wir 
die Radialgeschwindigkeit eines einzigen Sterns 
beobachtet haben. Der erste Haufen, fUr den diese 
Methode der Parallaxenbestimmung angewandt 
wurde, waren die Hyaden. 

Parallaktische Bewegung (vgl. S. 402 und 461). 
Unter der parallaktischen Bewegung eines Sterns 

wird die scheinbare Verschiebung verstanden, die 
die Bewegung des 50nnensystems in dem Orte eines 
Sterns am Himmel bewirkt. 5, 

In Abb. 178 bezeichnet 5) den Ort der Sonne 
zu einem gewissen Zeitpunkt, 52 ihren Ort ein Jahr 
spater; 5 J 52 ist also die lineare Bewegung der Sonne 
in einem Jahr (H). Wir sehen in der Abbildung 

52: 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Apex 

Abb. Iii. 

/J 

die Richtung zum Apex, zum Antapex und zu 
einem Stern (St.), der sich in einer Entfernung iI 
vom Sonnensystem befindet und in einer Richtung 
erscheint, die den Winkel L mit der Richtung 

Abb. 178. 

Sf. 

zum Antapex bildet. Aus der Abb. 178 ersieht man, daB v die parallaktische 
Bewegung des Sterns ist . 

Wir erhalten aus der Abbildung: 

. H. L 
SIllV = -:1 Sill 
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oder, da v immer ein sehr kleiner Winkel ist: 

H' L 1'= 7 sIn , 

eine GroBe, die dann naturlich - durch Multiplikation mit 206265" - in Bogen
maB verwandelt werden muB. 

Die Bestimmung des Apex des Sonnensystems (vgl. S.402 und 404). 
Wir bezeichnen mit X, Y, Z, R, iX, b die rechtwinkligen und die Polar

koordinaten eines Sterns relativ zu unserem Sonnen system und im Aquator-
system. Wir haben dann: X = R cosb cos iX 

Y = R cosb sin iX 

Z=Rsinb. 

Wir differenzieren diese Gleichungen und erhalten dadurch: 

dX = dR· cost5 COSiX - db· R sint5 COSiX - diX . R cost5 sin ~ 

d Y = dR . cos15 sin iX - d15· R sint5 sin iX + d iX • R cos15 COSiX (1) 

dZ = dR· sin l5 + d15 . R cost5. 

Wenn wir diese Gleichungen nach cosb . diX, d l5 und d R auflosen, erhalten wir: 
dX. dY 

cos15· diX = -R' Sill iX + -R-' COSiX 

d -" dX. -" dY. -" . dZ -" (2) 
u = - R - . Sill u cos iX - R- . SIll u SIll iX + R • cos u 

dR = dX . cos15 COSiX + d Y . cos15 sin iX + dZ . sin15. 

Die beiden erst en dieser Gleichungen sind die Fundamentalgleichungen im 
Problem der Bestimmung von Rektaszension und Deklination des Apex des 
Sonnensystems (A und D) mit Hilfe von beobachteten Eigenbewegungen in iX 

und 15, die dritte ist die Fundamentalgleichung im Problem der Bestimmung 
von A, D und der linearen Geschwindigkeit der Bewegung des Sonnensystems 
mit Hilfe von beobachteten Radialgeschwindigkeiten. 

1. Bestimmung von A 1end D des Apex des Sonnensystems mit Hilfe von be
obachteten Eigenbewegungen. Wir denken uns, daB wir iX und l5 und beobachtete 
Eigenbewegungen in iX und l5 (flo< und fld) fur eine groBe Anzahl (Tausende) 
von Sternen haben, so weit wie moglich einigermaBen gleichmaBig uber den 
ganzen Himmel verteilt. Wir teilen die ganze Himmelskugel in eine groBe An
zahl Felder ein. Fur jedes Feld bilden wir die durchschnittlichen Werte von 
iX, 15, flo< und fld. Wir bezeichnen diese durchschnittlichen Werte fur ein ge
wisses Feld mit £x, ~, flo< und lid. Wir nehmen jetzt an: 

1. daB die individuellen Bewegungen (die Spezialbewegungen oder Pekuliar
bewegungen) fUr Sterne in einem Felde durch diese Mittelbildung einander auf
heben, und daB flo< und ji,l also die durchschnittliche parallaktische Bewegung der 
Sterne des Feldes darstellen, und: 

2. daB die durchschnittliche Entfernung vom Sonnensystem zu den benutzten 
Sternen fur die verschiedenen Felder dieselbe ist. 

Wir haben dann d;, dJ, ~f.- = der parallaktischen Bewegung im Raum, 

dividiert durch die durchschnittliche Entfernung = der Bewegung des Sonnen
systems mit entgegengesetztem V orzeichen, dividiert durch diese durchschnittliche 
Entfernung. 
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Die beiden ersten Gleichungen in (2) geben uns dann fur iedes Feld zwei 
Gleichungen, in denen wir nur Ii, (), PIX' jiJ sta tt lX, ~, f-t1X' f-t~ schreiben mussen. 
Diese GroBen sind bekannt, und eine Auflosung der Gleichungen nach der 
Methode der kleinsten Quadrate gibt jetzt die numerischen Werte von: 

dX dY dZ 
R'R'R' 

Wenn wir die lineare Geschwindigkeit des Sonnensystems mit H bezeichnen, 
haben wir: dX = -HcosDcosA 

dY = -HcosD sin A 

woraus man: 

erhalt. 

dZ = -HsinD, 

dY 
dY R 

tgA = dX = dX 

R 
dZ 

t D= R. 

g l/(d:r + (d:r 
(4) 

Wenn wir nur A und D, nicht aber H zu bestimmen wiinschen, ist das Pro
blem hiermit also gelost. 

II. Die Bestimmung von A, D und H mit Hille beobachteter Radialgeschwindig
keiten. Wir benutzen hier die dritte Gleichung in (2). Die beobachteten, auf die 
Sonne reduzierten, Radialgeschwindigkeiten (vgl. S. 403) entsprechen hier dR. 
Wir teilen (wie in dem ersten Problem) den Himmel in Felder ein, bilden fUr 
jedes Feld die Mittel von lX, ~ und d R und nehmen an (wie in dem ersten 
Problem), daB die Spezialbewegungen in dR durch dieses Mittelbilden sich auf
heben. Wir erhalten dann fUr jedes Feld eine Gleichung: 

dX· cosd cosiX + dY· cos~ siniX + dZ· sin!5 = dR . 

Dies Gleichungssystem wird mit der Methode der kleinsten Quadrate nach 
dX, dY, dZ, aufgelost. 

Die Gleichungen (3) geben uns danach A, D und H. 

Formeln zur Berechnung der iiihrlichen Parallaxe eines Sterns (vgl. S.93). 

Wir bezeichnen in der Abb. 179 mit 5 die Sonne, mit E die Erde in einem Punkte 
ihrer Bahn, mit St einen Stern und mit r bzw. r' die Verbindungslinien Stern
Sonne und Stern-Erde. Wir wahlen als Koordinatensystem das gewohnliche 
Aquatorsystem und erhalten, wenn lX, ~ die heliozentrischen, lX',~' die geo
zentrischen Rektaszensionen und Deklinationen des Sterns und X, Y, Z die 
rechtwinkligen geozentrischen Aquatorkoordinaten der Sonne bedeuten: 

r' cos~' cos lX' = r cos~ cos lX + X 
r' cos~' sin lX' = r cos~ sin lX + Y (1) 

r' sin~' = r sin ~ + Z . 

Urn die Einwirkung der Parallaxe auf die Rektaszension und die Deklination 
des Sterns zu berechnen, konnten wir diese Formeln ganz so behandeln, wie 
wir (vgl. S. 141) die Fundamentalgleichungen des Problems der tiiglichen Par
allaxe behandelten. Wir wiirden in ganz derselben Weise wie damals Ausdrucke 
fUr lX' - lX und ~' - ~ in unserem Problem erhalten. Die Methode der Ab-
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leitung der Formeln fUr die tagliche Parallaxe auf den S. 140 bis 142 war (ebenso 
wie die entsprechende Ableitung der Formeln fiir die Aberration auf S. 88 bis 89) 
die in der spharischen Astronomie iibliche, wenn man von Anfang an auf die 
Erlangung exakter Formeln zielt (die BESsELsche Methode). 1m Verlaufe der 
Entwicklung haben wir uns nachher auf solche Falle beschrankt, wo die Effekte 

Abb.179. 

folgende Formelsystem 
kein Interesse): 

sehr klein sind, so klein, daB wir h6here Poten
zen dieser Effekte vernachlassigen k6nnen (die 
Ausnahmefalle, wo dies nicht erlaubt ist, haben 
wir kurz angegeben; vgl. S. 141 und 88). 

In dem jetzt vorliegenden Problem - dem 
Problem der jahrlichen Parallaxe der Fixsterne 
- k6nnen wir, wegen der ungeheuren Entfer
nungen, von Anfang an von solchen Ausnahme
fallen absehen, wenn wir unsere Formeln nur 
nicht auf Sterne anwenden, die in der un
mittelbaren Nahe eines der Himmelspole stehen. 

Wir betrachten deshalb die in (1) auf
tretenden Gr6Ben X, Y, Z als kleine Gr6Ben 
erster Ordnung im Vergleich mit den Gr6Ben r 
und r', und wir k6nnen sie deshalb vorlaufig 
mit dx, dy, dz bezeichnen. In Analogie mit der 
Entwicklung auf S. 508 k6nnen wir dann das 

ableiten (die Formel fiir dr hat in diesem Problem 

dx d'J.' cosb . d(X = - sin (X - + cos (X -
r r 

d .ll • .Il dx . .Il. dy + .Il dz u = - sInu cos (X - -- - sInu sm (X -- cos u ----- . 
r r r 

Da dx = X, dy = Y, dz = Z und (vgl. S.90): 

X = Rcos0 

Y = R cose sin0 

ergibt sich hieraus: Z = R sine sin 0 , 

(X' - (X = R (- cos0sin(X + cosesin0cos(X) secb 
r 

~'- ~ = R (_ cos0 sinb cos (X _ cosesinc.:)sin~sin(X + sine sin 0 cosb). 
r 

(2) 

In diesen Formeln k6nnen wir aber R, d. h. den Radiusvektor der Erdbahn, 
in allen Fallen mit geniigender Genauigkeit als eine Konstante behandeln und, 
wenn wir die halbe groBe Achse der Erdbahn als Einheit wahlen, gleich 1 setzen. 

Fiir r k6nnen wir, bei derselben Wahl der Langeneinheit, 

r sinp = 1 

setzen, wenn wir mit p die Parallaxe des Sterns bezeichnen. Da p aber 
immer sehr klein ist (die gr6Bte bekannte Sternparallaxe ist etwa 0".8), so k6nnen 
wir in unseren Formeln p statt sinp schreiben, und wir erhalten schlieBlich fiir 
den EinfluB der Parallaxe auf den Ort eines Fixsterns die folgenden Ausdriicke: 

(x' - (X = P (- cose:) sin (X + sin 0 cose cos (X) sec~ 

b' - b = P(-cos0cos(Xsin~ - sin0cose sin (X sind + sin0sinecosb). 
(4) 
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In ganz derselben Weise wie bei der Aberration (S.92) konnen wir die 
Formeln flir die Parallaxenellipse eines Sterns ableiten. Wir vertauschen im 
Formelsystem (4) iiberall IX und ~ gegen J. und f3 und set zen e = O. Wir erhalten 
dann fiir die jahrliche Parallaxe in J. und f3: 

(A' - A) cosf3 = - p sin (J. - 8) 
P' - P (5) -. -p = -pcos{l. - 0). 
SIn 

Wir bezeichnen (A' - ;.) cosf3 mit ~ und (f3' - f3) mit 'fJ und erhalten: 

(!Y + (psinpt = 1. (6) 

Die Anzahl der Sterne von verschiedenen Gro/3enklassen, die am Himmel zu 
sehen waren, wenn die Sterne gleichma/3ig im Raume verteilt waren und aUe die
selbe absolute Helligkeit hatten. 

Wir nehmen an, daB aIle Sterne gleich hell und gleichmaBig in dem Raum 
urn uns herum verteilt waren. Wir denken uns zwei Kugeloberflachen mit unserem 
Sonnensystem im Zentrum, die eine mit dem Radius rn , die andere mit dem 
Radius r n+!' Die scheinbaren Lichtintensitaten von Sternen auf diesen Kugel
oberflachen mit den Entfernungen rn bzw. r"+1 werden sich dann wie r~+I: ~ 
verhalten. Wenn wir nun die beiden Radien so wahlen, daB ein Stern in der 
Entfernung rn+1 genau eine Gro/3enklasse schwacher ist als ein Stern in der Ent
fernung r,., so wissen wir, daB der erstgenannte Stern uns 2.512mal weniger 
Licht sendet als der letztgenannte. Hieraus erhalten wir: 

und: 

(1 ) 

Bei gleichmaBiger Verteilung aber wird sich die Anzahl der Sterne innerhalb 
der beiden Kugeln wie r..+l zu r.. verhalten. Wenn wir diese beiden Anzahlen 
mit AMI und An bezeichnen, erhalten wir also mit Hilfe von (1): 

oder: 

und: 

1"+1 = r!~1 = (2.512)3/2 
A" rn 

10gAA:1 = ; log(2.512) = ; X 0.4 = 0.6 

1..1+ 1 = 3-98 . .. 
Bei gleichmaBiger Verteilung und gleicher absoluter Helligkeit der Sterne 

wiirde sich also die Anzahl der Sterne bis zur GroBe n + 1 zu der Anzahl der 
Sterne bis zur GroBe n sehr nahe wie 4: 1 verhalten. 

II. Rechenbeispiele. 

In den folgenden Rechenbeispielen ist in der Regel fiinfstellige logarithmische 
Rechnung angewandt. 1m Durchschnitt entspricht die Genauigkeit fiinfstelliger 
Rechnung ungefahr hundertstel Bogenminuten, sechsstelliger zehntel Bogen
sekunden und siebenstelliger hundertstel Bogensekunden. 
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Wenn die Rechnung mit der benutzten Tafel einen UberschuB von genau 
einer halben Einheit in der letzten Stelle ergibt, so entsteht die Frage, ob man 
die letzte Stelle erhohen solI oder nicht. Wenn man immer das eine oder immer 
das andere dieser Prinzipien anwendet, lauft man die Gefahr, bei langen Rechen
operation en einen systematischen Fehler einzufUhren. Urn dies zu vermeiden, 
kann man sich z. B. dazu entschlieBen, immer auf die nachsthohere gerade 
Zahl abzurunden, aber nicht auf eine ungerade. Beispiel: 0.345675 wird auf 
0.34568 erhOht, 0.345665 aber wird zu 0.34566. 

Zu den auf S. 23 und 32 gegebenen Anweisungen fUr numerische Rech
nung solI noch hinzugefiigt werden, daB wir in unseren Rechenbeispielen konse
quent durch ein kleines n rechts unten angeben, daB es sich bei einem Logarithmus 
urn eine nega ti ve Zahl handelt. Bei Multiplikation und Division einer Reihe 
von Zahlen hat man dann die einfache Regel, daB eine gerade Anzahl von n 
einander aufheben. 

1. Rechenbeispiel. 
Berechnung der Stern zeit fiir den Kopenhagener Meridian am 15. Juli 1931, 

1411 12m 16".27 Mittlere Sonnenzeit Kopenhagen (zweite Methode). eo fUr 
Greenwich ist an diesem Tage 19h 27m 328 .09 (vgl. S. 74): 

1I.S.Z.Kop. 1411 12m 16".27 
(e - eo) Kop. 14 14 36.28 (obenstehendeZeit inSternzeitintervall verwandelt) 

elf 19 27 23 .83 (eg. - 8".26; vgl. S. 74) 

I e = 9 42 0 .11 I 
Das Resultat stimmt auf OS.01 mit der Berechnung auf S. 74 iiberein (eine 

soIehe Unsicherheit von einer Einheit in der letzten Dezimalstelle kann immer 
erwartet werden). 

2. Rechenbeispiel. 
Berechnung von Rohe und Azimut fUr einen Stern urn 4h 11m 19".4 M.E.Z. 

fiir einen Ort mit gJ = + 55 0 41'.86 und Oh 52m 458.0 ostliche Lange von Green
wich, wenn die Koordinaten des Sterns IX = 14h 15m 88.0 und ~ = -11 02'.42 
sind, und wir fiir den betreffenden Tag und Ort eo = Oh 49m 68.5 haben. 

A. Berechnung des Stundenwinkels. 
M.E.Z. 4h 11 m 198 .4 

Lokalkonstante 7 15.0 
M.S.Z. 4 4 

e - eo 4 4 
eo 0 49 
e 4 53 

15 IX 14 

4 .4 
44 ·5 
6.5 

51 .0 
8 .0 

t 14h 38m 438 .0 
n + 39° 40'.75 

B. Berechnung von h und Az. 
Der Kiirze halber fiihren wir die Bezeichnungen a, b, - C und d fiir die vier 

Glieder in der ersten und der dritten der Gleichungen (2) auf S. 32 ein, so daB: 
(a) (b) 

sin h = sin gJ sin!5 + cos gJ cos!5 cos t 

coshsinAz = cos!5sint 
(-c) (d) 

cosh cosA z = - cosgJ sin~ + singJ cos!5 cost. 
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Die Rechnung kann nun in der folgenden Weise angelegt werden: 

loga 2.1~~19n log b 9.62911n a 

log sin cp 9.91702 log coscp 9.75094 b 

log sin!5 9.2g217 n log cos!5 9.99189 a+b 
log coscp 9.75094 log cost 9.88628n 

-~-- ---

log sin cp 9.91702 logc 9.03311n -c 

logd 9.79519n d 

logcosb 9.99189 
--c + d 

log sin t 9.80515n 
log cos h sin A z 9.79 704n [log cos!5 sin t] 
logcoshcosAz 9.71272n [log(-c + d)] 

log tg A z 0.08432 

IAz = n + 50°31'.651 

log sin A z 9.88758n 

log sin h 9.76634n [log (a + b)] 
log cosh 9.90946 

tgh 9.85688n 

Ih=-3 5°43'.54! 

3. Rechenbeispiel. 

- 0.15819 
- 0.42571 
------
- 0.58390 

+ 0.10792 
- 0.62401 
- 0.51609 

51'1 

Die Bestimmung der Polhohe mit Hilfe einer beobachteten Hohe, die wegen 
Refraktion bereits korrigiert ist. Die Hohe eines Sterns mit den Koordinaten 
IX = Oh 43 m 28".6,!5 = +40° 29'.63 ist zur Sternzeit e = 1h 2m 12s.4 beobachtet 
worden: h = + 58° 31'.25. Berechne cp (vgl. S.112). 

e 1h 2m 12'.4 
IX 0 43 28.6 

011 18m 43'.8 
4 ° 40'.95 

log cosb 9.88109 
log cost 9.99855 

logm sin 211 9.87964 [log cos!5 cost] 
logm cos 211 9.81249 [log sin b] 

logtgM 0.0671~ 

211 49° 24'.72 

log sinh 9.93086 
log cosM 9.81332 

-logsinb 0.18751 

M + cp { 
oder 

211 

58° 42'.00 
121 18.00 
49 24.72 

- -- ---- - --,--

!p 
(oder) 

{ + 71 53.28 
(+ 9 17.28) 

------ ---

log sin (211 + cp) 9.93169 

Wenn wir voraussetzen, daB die Beobachtung nach Suden zu angestellt 
wurde, ist: 

1 cp = + 710 53'.281 der richtige Wert. 

4. Rechenbeispiel. 
Berechnung der Zeit fUr Auf- und Untergang eines Sterns, mit und ohne 

Rucksicht auf den EinfluB der Refraktion. Da in diesem Problem keine groBe 
Genauigkeit verlangt wird, konnen wir die Refraktion differentiell behandeln. 

Die Koordinaten des Sterns sind: IX = 6h 40m 88 .2, !5 = -16° 33'.72. Man 
verlangt die Zeit fur Auf- und Untergang dieses Sterns, ausgedruckt in M.E.Z. 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 33 
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fur einen Ort mit q;; = + 55 0 41'.86 und Oh 52111 45".0 ostliche Lange von Green
wich (Sternwarte Lund) an einem Tage, an dem eo fUr den betreffenden Ort 
gleich 16h 49111 45".9 ist. Die Refraktion im Horizont nehmen wir gleich .35'.0 an. 

Zur Berechnung des Stundenwinkels konnen wir die einfache Formel (3) auf 
S. 33 anwenden. Wir erhalten 

log tgq;; 0.16608 
log tg!5 9.47333n 

log costo 9.63941 
to ± 64° 9'·35 
to ± 4h 16m 37".4 

Aufgang 

t - 4h 16m 37".4 
:\ 6 40 8.2 
e 2 23 30.8 

eo 16 49 45·9 
e - eo 9 33 44·9 

M.S.Z. 9 32 10·9 
Die Lokalkonstante 7 15 .0 

Untergang 

4h 16m 378 .4 
6 40 8.2 

10 56 45.6 
16 49 45·9 
18 6 59.7 
18 4 1.6 

7 15.0 

18h 11m 168 .6 ohneRucks.aufRefr.\ M.E.Z. = 9h 39111 25 8 .9 

Korr. wegen Refr. = - 4111 .8 

mit Rucks. auf Refr.1 M.E.Z. = 9h 34111.6 
~----------------------------~ 

Refraktion 

log 35'.0 1.5441 
-log cosq;; 0.2491 
-log cos!5 0.0184 
- log sin t 0.0458 

---
1.8574 
72'.0 
288' 

Streng genommen hatten wir die Korrektion wegen Refraktion eigentlich 
bereits an die Stundenwinkel anbringen mussen. Urn die Rechnung ohne 
Refraktion und mit Refraktion getrennt durchzufuhren, haben wir indessen 
die Refraktionskorrektion erst am SchluB angebracht. Der dadurch entstehende 
Fehler - die 288B sind Sternzeitsekunden und sollten eigentlich in ein Inter
vall mittlerer Sonnenzeit verwandelt werden - ist ganz verschwindend. 

In der astronomischen Praxis verwendet man bei diesem Problem wie bei 
so vielen anderen astronomischen Problem en Tafeln oder Diagramme, wodurch 
viel Arbeit erspart wird. 

5. Rechenbeispiel. 
Reduktion einer Kometenbeobachtung. 
Auf der Kopenhagener Sternwarte wurde am 28. April 1927 die folgende 

Beobachtung des Kometen Stearns (1927 d) angestellt: 

1927 April 28 22h 50m 15 8 Weltzeit 
J", '1,) 

<><E - * = - 1m 31".55 - 0'15".5 (Mittel aus sechs Vergleichen). 

Komet und Stern standen einander in !5 so nahe, daB der Refraktionsunter
schied nicht berechnet zu werden brauchte. 

Der Vergleichstern war Nr. 5209 im Zonenkatalog der Astronomischen Ge
sellsch aft , Leipzig I. Wir finden im Katalog fUr diesen Stern (vgl. S. 505): 

* iX1B76.0 P(X, varIX /)1875.0 P(j varJ 

520914h 41 m 19s-39 +28.9066 +08.0045 +10°50'10".9 -15".288 +0".281 

Bei Benutzung der obenstehenden Werte und der im Berliner Jahrbuch fUr 
j, g, G, h, H und i fur das betreffende Datum gegebenen Werte (vgl. S. 505) 
und (zur Parallaxenberechnung; vgl. S.142) des Wertes der geozentrischen Distanz 
des Kometen log LI = 0.442, die wir aus der Berechnung der Bahn des Kometen 
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kennen, stellt sich die Reduktion des beobachteten Kometenortes nun folgender
maBen, wenn wir voraussetzen, daB die E.B. des Sterns verschwindend klein ist: 

£XKat. 14h41ID19s-39 bKat. +10°50'10".9 
Praec. + 2 31 .20 Praec. 1311 .2 

--

£X1927.0 14 43 50.59 151927.0 +10 3659 .7 
Red", + 1.19 Red~ 5 .8 

----~- . -1-

£xapp. 14 43 51 .78 bapp. +10 3653 ·9 
co<: - * - 1 31 .55 ooE - * 15 .5 

£x~app. 1442 20.23 b~app. +103638.4 
I .. --- -

Par", 0.02 Paro + 2 .2 

Resultat: 
£xooEapp.geoz. = 14h42ID20s.21 

booEapp.geoz. = + 10°36'40".6 

Die Detailrechnungen sieht man aus der folgenden Aufstellung: 

G+£x 
G 

logRed1 £x 

logtgb 
logsin(G + £x) 
logg 
logcos(G + £x) 

--

log Red1 b 

logRed2 IX 

logsecb 
logsin (H + £x) 
logh 
logcos(H + £x) 
logsinb 
---~ ----

log Red2 15 
- "----

logi 
logcosb . 

logReda 15 

f· 
Red1IX 
Red2 IX 

Red IX 

Red1b 
Red2 b 
Redao 

Redb. 

3h13ID .0 

12h29ID.2 
1443 .8 
15 19 .6 

9·2729 
9.8728 
9.9304 
9.8234 

9.7538 

1.2959 

0.0075 
0.0000 
1.2884 
8.1712n 
9.2654 

- -

8.7250n 
.. -

14h19ID448 
14 4 11 
1442 20 £x 

I----------t--
t. . . . . - Oh38ID 98 

1-----_. ---

log cost 9.9937 
logtgy 0.1693 

Y 
15 

+ 55° 54' 
+ 10 37 -_. 

-
logsint 
logseco 
-----=-=~------,-------I, 

log Par £x x if 
~--.-- -

logsin (y - 0) 
logcosecy 
,------ -

log Par 0 x iI 
logil 

log Par £x 
log Par 15 . 

. __ .. -

+45°17' 

9.2277n 
0.0075 

-------

--- ---

8.7556n 

9.8516 
0.0819 

0.7930 

0.442 

8·314n 
0·351 

0.8092n 
9.9925 Par£x . 

~--~~~~-I Parb 
0.8017n 

-08.02 
+ 2".2 

---
- 08.133 
+0.008 
+ 1 .317 

+ 1".192 

+ 0".57 
-0.05 
- 6·33 
- 5".81 

Zur Berechnung von log Par IX X j 

und log Par 15 X iI haben wir die 1m 
Nautical Almanac fUr die Kopenhagener 
Sternwarte gegebenen numerischen 
Werte angewandt: 

logtgrp' = 0.1630 
loge cosrp' = 9.7521 
log e sin rp' = 9.9150 

33* 
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6. Reehenbeispiel. 

Berechnung der Ekliptikalkoordinaten (). und fJ) fur einen Stern, wenn man 
die Schiefe der Ekliptik (6) sowie die Rektaszension (lX) und die Deklination (6) 
des Sterns kennt. 

Wir haben fur einen Stern: lX = 15h 43 m 24s.0, 0 = -39° 29'.10. Die Schiefe 
der Ekliptik ist: 8 = 23 ° 27'.33. 

Berechne ). und fJ des Sterns. 
1m Formelsystem (1) auf S.66 bezeichnen wir der Kurze halber die VIer 

Glieder in der ersten und dritten Gleichung mit a, - b, e und d. Der Gang der 
Reclmung ist dann folgender: 

lX n + 55 ° 51'.00 loge 9.40331n 
0 

10gb 
log sin f 

log sin lX 

log coso 
log cos 8 

logd 

- 39° 29'.10 log sin 8 
- ,- - ------- -

9.40524n log sin 0 
9.59993 log cos 8 

9.91781 n loga 
9.88750 d 
9.96254 c 
9.76785 n c+d 

- b + 0.25424 
a - 0.58334 

a - b - 0.32910 
log cos lX 9.74924n 
log coso 9.88750 

9.59993 
9.80338n 
9.96254 

- ------ -- -

9.76592n 
- ---------

- 0.58594 
- 0.25311 
- 0.83905 

log cosfJ sin A 9.92378n [log (c + d)] 
log cosfJ cos A 9.63674n [log coso cos lX ] 

log tg}. 0.28704 

1 J. = n + 62° 41'.391 

log sin ;, 
log sin fJ 
log cos(J 
log tg(J 

9.94867n 
9.51733n [log (a - b)] 
997511 

~----

9.54222n 
.----------; 
1 (J = - 19° 12'.85 1 

7. Rechenbeispiel. 

Die Berechnung des Ortes eines Planeten in seiner elliptischen Bahn zu einer 
gegebenen Zeit, wenn wir die halbe groI3e Achse, die ExzentriziHit und die 
Perihelzeit (vgl. S. 214) kennen. 

Wir haben fur einen kleinen Planeten: log a = 0.56510, log e = 9.79221 und 
T = 1905 Jan. 17.1844 M.S.Z. Berlin. Man verlangt die mittlere Bewegung (p,) 
und die mittIere Anomalie (M), die exzentrische Anomalie (E), die wahre Ano
malie (v) und den Radiusvektor (r) fur die Zeit t = 1905 Febr. 18.0000 M.S.Z. 
Berlin. Da es sich urn einen kleinen Planet en handelt, k6nnen wir die Masse 
(m) gleich Null setzen. 
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A. Berechnung von fl und M. 
log kIf 3.55001 
log as 2 0.84765 
logfl 2.70236 

I fl = 503"·92 I 
B. Berechnung von E. 

t- T 
log (t - T) 

10gM/I 
M" 

31d.8156 
1.50264 
4.20500 

16032/1.6 
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Wenn wir M und E in BogenmaB ausdriicken wollen, miissen wir in der 
KEPLERschen Gleichung [der dritten Gleichung (52) auf S. 214] auch e in Bogen
maB ausdriicken. Wir wollen die Rechnung in Bogenminuten ausfiihren und 
erhalten: 

log e 
log ~~o.60 

231: 
loge' 

[e' 

9·79221 

3·53627 

3·32848 
2130'.50] 

Urn den richtigen Wert von E zu finden, wahlen wir zuerst zwei hypothetische 
Werte, die wir El und E2 nennen wollen; wir setzen El = 10° 0'.00 und 
E2 = 12° 0'.00. Wir schreiben die KEPLERsche Gleichung wie folgt: 

E = M + e' sinE. (1) 

Wir setzen auf der rechten Seite in (1) zuerst El und danach E2 ein. In der 
untenstehenden Tabelle, die auch die folgenden Hypothesen enthalt, sehen 
wir, daB wir mit El 37'.17 zu viel und mit E2 9'.83 zu wenig erhalten. 

El = 10° 0'.00 gibt rechts in (1) den Wert 10° 37'.17. also +37'.17 (zu viel) 
Ea = 11 34'.90 " " (1).. 11 34.94. " + 0.04 (zu viel) 
E,=11 35.00" ,,(1).. 1135.00... 0.00 (richtig) 
E2=12 0.00.. ..(1).. 1150.17. 9.83Izuwenig) 

Wir haben zwischen El und E2 interpoliert: 

also: 

E3 = E2- X 

X = 9'.83 x 1~O'.OO = 25'.10 
37'.17 + 9'.83 

Es = 11 ° 34'.90. 

Darauf interpolierten wir zwischen E3 und E2 : 

E4 = E3 + X 

X = 0'.04 x 25'.10 = 0'.10 
9'.83 + 0'.04 

E4 = 11 ° 35'.00. 

Setzt man E4 in die Gleichung (1) ein, so ergibt sich kein Fehler mehr; E4 ist 
also der richtige Wert. 

(E,) (E,) (E.) (E.) 

loge' 3·32848 3·32848 3·32848 3·32848 
log sinE 9.23967 9·31788 9·30269 9·30275 

----
log (e' sinE) 2.56815 2.64636 2.63117 2.63123 

e'sinE 6° 9'.96 r22'.96 7° 7'73 7° 7'.79 
M 4 27.21 4 27.21 4 27.21 4 27.21 
E 10° 37'.17 11°50'.17 11 ° 34'.94 11 ° 35'.00 
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C. Berechnung von v und log r. 

£=5°47'.50 
2 

e 0.61974 
log I 1 + e 0·31468 

loge 9.79221 

1 + e 1.61974 
1 - e logcosE 9.99106 

E loge cosE log tg ; 9.00616 9.78327 
1 - e 0·38026 ecosE 0.60711 

v 
9·32084 log (1 + e) 0.20945 logtg - 1 - ecosE 0·39289 2 

log (1 - e) 9.58008 ~ 11 ° 49'.40 
log (1 - ecosE) 9·59427 

2 loga 0.56510 
1 + e log-- . 0.62937 I v = 23 0 38'.80 I Ilogr = 0.159371 1 - c 

8 .. 9., 10., 11. ltnd 12. Rechenbeispiel. 

Als Beispiele fur Interpolation, numerische Differentiation und numerische 
Integration (S. 501 bis 505) wahlen wir eine Funktion x von t, x = t(t), fUr 
die die folgenden numerischen Werte als berechnet vorausgesetzt werden. Die 
beiden "Summenreihen" (erste und zweite) werden erst in den Beispielen fUr 
numerische Integration gebraucht. 
Argu-
ment 

(t) III 11 t = x = I(t) jI 1'1 Illl jIV 

+ 78762.16 
a-2 + 9958895·56 - 0.003 9303.22 

+ 39458.94 155·72 +0.61 
a - 1 +9998354.50 

{ 
} - 0.003 9458.94 +155.72 -0.61 

{+9998354.50} _ 
0.00 0.00 0.00 

a - 0.003 9458.94 +155·72 -0.61 
39458.94 + 155.72 -0.61 

a + 1 +9958895.56 - 0.003 9303.22 +155.11 -0·59 
78762.16 + 310.83 - 1.20 

a+2 + 9880133.40 - 0.003 8992.39 + 153·91 -0.69 
-117754.55 + 464.74 -1.89 

a+3 + 976 2378.85 - 0.003 8527·65 + 152.02 -0.49 
- 156282.20 + 616.76 -2.38 

a+4 + q60 6096.65 - 0.003 7910.89 + 149.64 -0.68 
-194193.09 + 766.40 - 3.06 

a+5 +9411903.56 - 0.0037144.49 + 146.58 -0·52 
- 231337.58 + 912.98 - 3,58 

a+6 + 918 0565.98 - 0.003 6231.51 + 143.00 
- 26 756909 + 1055.98 

a+7 + 8912996.89 - 0.003 5175.53 
- 302744.62 

a+8 + 861 0252.27 

Nur bei der Funktion selbst (I) ist die ganze Zahl ausgeschrieben. In allen 
ubrigen Zahlreihen haben wir die Nullen am Anfang gestrichen, die Zahlen sind 
also in Einheiten der 7. Dezimalstelle ausgedruckt. 

8. Rechenbeispiel. Interpolation. 

Berechne x = t(t) fUr t = a + 41/ 3 , 

Die Rechnung stellt sich wie folgt [s. die zweite Interpolationsformel (2) 
s. 501J: 
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f (a + 4 ) = - 0.003 7910.89 

1 
jI (a + 4!) = + n=+----

3 
n (n - 1) 1 fII (a + 4 ) = + -- -- --

1 ·2 9 
(n + 1) n (n - 1) 4 fIll (a + 4!) = ---- - - ----

81 1 ·2·3 
(n + 1) n (n - 1) (n - 2) 5 jIv (a + 4 ) = -

1 ·2·3·4 = + 243 

l (a + 4 ) = - 0.0037910.89 

+ _1 jI (a + 4!) = + 
3 

- _1_ fII (a + 4 ) = -
9 

- -841 fIll (a + 4!) = + 

255.467 

16.627 

0.151 

+ ~ flv (a + 4 ) = - 0.014 
243 

'I f-(-a -+-4t-) -~-----0-.0-0-3 -76-7-1.-91---;1 

9. Rechenbeispiel. Numerische Differentiation. 

[5. die beiden ersten Formeln (4) S. 503J. 
B h dx d fi2 x f" t erec ne lit un dt2 ur = a + 4. 

Mit Hilfe der Formeln (3) S. 503 erhiilt man: 

fl (a + 4) = + 691.58 und fIll (a + 4) = - 2.72 . 

766.40 

149.64 

3·06 

0.68 

Wir haben im Differenzenschema S. 518 fII (a + 4) = + 149.64 und flv (a+4) 
= -0.68. 

Wir erhalten daraus, da w = 1, fUr t = a + 4: 
dx 
(iF = + 691.58 + 0.45 = + 0.0000692.0 

d2 x 
dt2 = + 149.64 + 0.06 = + 0.0000149.7. 

10. Rechenbeispiel. Numerische Doppelintegration einer Funktion, fur die eine 
Reihe numerischer Werte mit aquidistantem I ntervall vorliegt. 

Die Integration Hingt bei dem Argument t = a - ! an. Von dem erst en 
Integral setzen wir voraus, daB es hier den Wert 0, von dem zweiten Integral, 
daB es den Wert 1 hat. Wir haben also in den Formelsystemen (5) und (6) S. 504: 

A = 0.0000000.00 
B = 1.0000000.00 . 

Berechne jetzt f x dt und f f x dt 2 fUr die obere Grenze t = a + 4. 
Wir mussen zuerst mit Hilfe des Formelsystems (5) auf S. 504 den ersten 

und den zweiten Summenwert fUr zwei Argumente berechnen. Wir wahlen die 
Argumente (a - !) bzw. a. Wir erhalten in unserem Beispiel: 

If(a - !) = 0.0000000.00 
IIf(a) = 1 - 0.0001644.123 - 0.0000001.379 = 0.9998354.50. 
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Diese Werte werden in das Schema eingetragen. Die folgenden Werte von II 
werden fortlaufend so gebildet, daB der nachste I-Wert hinzuaddiert wird: 

If (a + t) = If (a -t) + f(a), If (a +~) = If(a +!) + f(a + 1) usw. Ganz ana
log wird IIf fortlaufend gebildet, indem das nachste If addiert wird: III (a + 1) 
= IIf (a) + II (a +!) usw. 

Zur Berechnung der Integrate benutzen wir jetzt die Formeln (8) S. 505. 
Wir erhalten: 

a+4 

J = -0.0175237·64 - 0.0000057.63 - 0.0000000.04 = -0.0175295·3 
a+4 

f f= +0.9606096.65 - 0.0003159.24 - 0.0000000.62 = +0.9602936.8. 

Die Genauigkeit in solchen Berechnungen wie den obenstehenden hangt 
yonder GroBe des Intervalls abo Bei sorgfaltigerRechnung gibt die numerische 
Integration sehr genaue Resultate, auch wenn sie sich uber eine groBe Anzahl 
von Intervallen erstreckt. 

Das hier gegebene Beispiel numerischer Integration ist verhaltnisma13ig ein
fach. Wir setzten voraus, daB wir die Funktion f (t) fUr eine beliebige Anzahl 
Intervalle vorausberechnen konnten. Die Methode hat aber eine viel groBere 
Reichweite. Sie kann gebraucht werden nicht nur urn eine Funktion zu inte
grieren, die man fUr gegebene Argumente vorausberechnen kann; sie kann 
ebensogut zur Integration einer Gleichung wie dieser: . 

dx 
di = f (x, t) 

angewandt werden, wo wir f (x, t) nicht vorausberechnen konnen, sondern x 
und f (x, t) erst Schritt fur Schritt mit Hilfe unserer Integrationsformeln ge
funden werden mussen. Wir gehen jetzt zu einem solchen Problem uber. 

11. Rechenbeispiel. Numerische Integration einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. 

Als Rechenbeispiel fur die Integration einer Differentialgleichung 
wahlen wir eine solche, die 1. fUr die numerische Rechnung moglichst einfach ist 
und 2. mit Hilfe elementarer Funktionen direkt integriert werden kann, wo
durch wir die Moglichkeit einer einfachen Kontrolle unserer durch numerische 
Integration erhaltenen Resultate haben werden. 

Wir gehen von der Differentialgleichung: 

(1 ) 

aus, wo k 2 eine Konstante bedeutet. Wir nehmen an, daB k 2 = 0.0039478.43 
ist (log k 2 also gleich 7.5963598 - 10), und wollen unsere Differentialgleichung 
unter der Voraussetzung integrieren, daB x (also das doppelte Integral) fur t = 0 den 

Wert + 1.0000000.00 und ~; (also das einfache Integral) fUr t = 0 den Wert 
0.0000000.00 haben soll. 

Der Anfang einer solchen Rechnung muB immer in irgendeiner Weise mit 
Hilfe sukzessiver Naherungen in Gang gesetzt werden. In dem jetzt vorliegenden 
FaIle konnen wir z. B. in der folgenden Weise vorgehen. Das Beispiel ist so 
gewahlt, daB wir fUr das Intervall in t die Einheit annehmen konnen. Da 

(~~) = 0 sein soIl, durfen wir damit rechnen, daB x sich in der Nahe von t = 0 
. 0 
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nicht viel andert, und wir nehmen deshalb an, daB wir fur die nachste Um
gebung von t = 0 als eine erste Naherung x konstant gleich 1 set zen konnen. 

Wir stellen ein Differenzenschema auf, indem wir t = 0 mitten zwischen zwei 
Argumenten a = - 1 und a = 0 verlegen. Unter der angegebenen, annahernd 
richtigen Voraussetzung der Konstanz von x beim Anfang der Rechnung gibt 

un sere Differentialgleichung (1) folgende Werte fUr ~~ fUr die Argumente a = - 2, 
a = -1, a = 0 und a = + 1 : 

d2 x 
jl /11 /1lI a / = dt2 

-2 - 0.003 9478.43 
0.0000000.00 

-1 - 0.003 9478.43 0.0000000.00 
0.0000000.00 0.0000000.00 (2) 

0 - 0.0039478.43 0.0000000.00 
0.0000000.00 

+1 - 0.003 9478.43 

wo wir gleich die Differenzen mit angesetzt haben. 
Die nachher folgende logarithmische Rechnung ist siebenstellig zu fUhren. 

Urn unnotiges Schreiben von Nullen zu vermeiden, schreiben wir einfach im 
folgenden in der Regel alles in Einheiten der sieben ten Dezimalstelle. 

Wenn wir vorlaufig bei der Konstanz von x im Anfang der Rechnung bleiben, 
konnen wir die fUr die Berechnung der Ausgangswerte der ersten und 
zweiten Summen und fur die Berechnung der Doppelintegrale fur die vier 
angegebenen Argumente notwendigen Differenzen in unserem Schema ausfUllen, 
indem wir fur sie aIle den Wert 0 eintragen. 

Wir erhalten so das folgende Schema: 
d2 x 

a / = ([t2 jl /11 /111 

-2 - 39478.43 0.00 
0.00 0.00 

-1 - 39478.43 0.00 
0.00 0.00 

0 - 39478.43 0.00 
0.00 0.00 

+1 - 39478.43 0.00 

usw. 

Fur die Berechnung von 11( -i) und III (0) haben wir (vgl. S. 504) die Formeln: 

1/(· __ ~) = ~ _ .!..- p(_ .1_) +_11.. IIII(_1.) ... 
2 w 24 2 5760 2. 

II I (0) = (~- + .!..-~) +~ f ( - 1) - ~L {21II ( - 1) + III ( O)} 
w2 2 w 24 5760 

+ ~{3PV( -1) + 2PV(0)}··· 
967680 

In unserem FaIle ist A = 0, B = 1 und w = 1, also: 

1/(_.!..-) = _.!.. 1'(. __ 1_) -l-_1L jIII(_ .!..-) ... 
2 24 2 I 5760 2 

III(O) = 1 + .!..-/(-1) - ...!Z..{2fII(-1) + tII(O)} 
24 5760 

+ .1?1 {3jIV(-1) + 2jIV(0)} ... 
967680 

(3) 

(4) 

(5) 
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Wir haben aber aus dem Differenzenschema: 

1(-1) = -39478.43 
und (vorHiufig) aIle Differenzen gleich Null. 

Die Gleichungen (5) geben uns deshalb: 
If(-i) = 0 

III(o) = 1.0000000.00 - 0.0001644.93 = +0.9998355.07. 
Unter Anwendung dieser Werte und nach Bildung der ubrigen ersten und 

zweiten Summenwerte (vgl. S.501) wird das Differenzenschema dann das 
folgende Aussehen erhalten: 

tPx 
a lIt It t = dt? f III IIll 

-2 + 0.995 8876.64 - 39478.43 0.00 
+- 0.003 9478.43 0.00 0.00 

-1 + 0.9998355.07 - 39478.43 0.00 
{o.ooooooo.oo} 0.00 0.00 

0 {+ 0.999 8355.07} - 39478.43 0.00 (6) 
- 0.003 9478.43 0.00 0.00 

+1 + 0·995 8876.64 - 39478.43 0.00 
- 0.0078956.86 0.00 

+ 2 +0.9879919.78 

.:v1it Hilfe der Integrationsformeln auf S. 505 k6nnen wir jetzt ~2t~ fur unsere 

vier Argumente doppelt integrieren, d. h. wir k6nnen jetzt neue Werte von x 
fur diese vier Argumente berechnen, die genauer sind als der vorHiufig ange
nommene (konstante) Wert 1. 

Wir haben (vgl. S. 505): 
a 

jj'f(x)dx2 = IIf(a) + ~f(a) - _1 III(a) + _3_1_pV(a) (7) 
12 240 60480 ... 

Diese Formel gibt fUr un sere vier Argumente die Integralwerte: 

(- 2) 
(-1) 

(0) 
(+ 1) 

fI=x 

+0.9958876.64 - 0.0003289.87 = +0.9955586.77 
+0.9998355.07 - 0.0003289.87 = +0.9995065.20 
+0.9998355.07 - 0.0003289.87 = +0.9995065.20 
+ 0·995 8876.64 - 0.0003289.87 = + 0.9955586.77 

(8) 

Mit diesen x-Werten berechnen wir nun aus der Gleichung (1) die Werte 

von ~2t~ fur dieselben vier Argumente (siebenstellige Logarithmenrechnung) und 

erhalten (uber die oberhalb bzw. unterhalb der zwei schragen Linien stehenden 
Zahlenwerte werden wir gleich sprechen): 

d2 x 
a I = (Hz· jE f1 jEll jEv 

-2 - 39303·08 + 155.86 0.00 
-155.86 0.00 

-1 - 39458.94 + 155.86 0.00 
0.00 0.00 (9) 

0 -39458.94 + 155.86 0.00 
+ 155.86 0.00 

+1 - 39303·08 + 155.86 0.00 

wo wir gleich die Differenzen angesetzt haben. 
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Jetzt kommen wir zu der zweiten Naherung. In der ersten Naherung setzten 
wir aIle Differenzen konstant gleich Null. In der zweiten Niiherung nehmen wir 
an, daB wir jIll und hohere Differenzen konstant und gleich Null setzen duden. 
Wir konnen dann, wie wir aus dem Differenzenschema ersehen, III ( + 1) = + 155.86 
setzen [und auch III (- 2)]. Wir haben mit anderen Wort en den Wert fUr III (+ 1) 
extrapoliert. Wir wiederholen jetzt die ganze Rechnung. Wir berechnen II( -!) 
und 1l1(0) mit Hilfe des jetzigen Differenzenschemas und aus diesen Werten die 
If und III fUr die ubrigen Argumente. Wir erhalten [Formelsystem (5)]: 

II( --!) = 0.0000000.00 

lll(o) = 1 - 0.0001644.12 - 0.0000001.38 = +0.9998354.50 

und fUllen das Differenzenschema aus: 

llf If d2 x 
f = dt'i F r fIll fIr 

+ 0.995 8895.56 -39303·08 + 155.86 
+ 0.003 9458.94 - 155.86 0.00 

+ 0.9998354.50 - 39458.94 +155.86~ 
{ O.OOOOOOO.OO} 0.00 0.00 .. ~ 

{+ 0.999 8354.50} - 39458.94 + 155.86 0.00 
-0.0039458.94 +155.86 0.00 

+ 0.995 8895.56 -39303.08 + 155.86 

Aus diesen Werten berechnen wir jetzt wieder mit Hilfe der Formeln (6) die 
Doppelintegrale und erhalten: 

fJ=x 

- 2 +0.9958895.56 - 0.0003275.26 - 0.0000000.65 = +0.9955619.65 

-1 

o 
+1 

+0.9998354.50 - 0.0003288.24 - 0.0000000.65 = +0.9995065.61 

+ 0.9998354.50 - 0.0003288.24 - 0.0000000.65 = + 0.999 5065.61 

+0.9958895.56 - 0.0003275.26 - 0.0000000.65 = +0.9955619.65 

Wir konnen dann zu der dritten N iiherung schreiten. 

(11) 

Mit den jetzt erhaltenen Werten von x berechnen wir aus (1) wieder die 

Werte der Funktion 1 = ~;~ und erhalten fUr unsere vier Argumente: 

d2 x 
a f =dt2 

-2 - 39303·22 

-1 - 39458.94 

0 -39458.94 
( 12) 

+1 -39303·22 

Diese Werte weichen von den Werten der zweiten Naherung (10) bei den 
Argumenten - 1 und 0 uberhaupt nicht und bei den Argumenten - 2 und 
+ 1 nur sehr wenig abo Das neue Differenzenschema sieht nun folgender-

(10) 
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maBen aus, wenn Wlr die Ii- und IIi-Werte berechnen und wie friiher extra-

polieren: 
d!'x 

III 11 1= dt2 fI 111 fIll jIv 

--------
--~ 

- 3930},22 ---~--~ + 155·72 
- 1 5 5 . 72 ~-------~ 0.00 

- 3 9458.94 +155.72 0.00 

{ O.OOOOOOO.OO} 0.00 0.00 

{+ 0.9998354.50} - 39458.94 +155.72 0.00 
- 0.0039458.94 + 155.72 0.00 

+ 0.995 8895.56 - 39303·22 ------ -- +155.72 0.00 
- 0.0078762.16 + 311.44 0.00 

+ 0.9880133.40 - 38991.78 +155.72 

Eine nochmalige Durchrechnung wurde keine Anderung mehr in den Werten 

von 1= ~t: mit sich bringen, und wir sind jetzt an dem springenden Punkt 

der ganzen Methode angelangt. 
Den III-Wert fUr a = + 2 erhalten wir mit Hilfe der direkt berechneten 

GraBen. Die Werte von IH ', III, I kannen wir jetzt mit geniigender Genauigkeit 
vorlaufig extrapolieren, und wir haben deshalb alles, was wir brauchen, urn 

mit Hilfe der Formeln (7) und (1) genauere Werte der Funktion 1= ~2t~ fur 

das Argument a = + 2 zu berechnen, Werte, durch die wir auch verbesserte 
Werte der extrapolierten Differenzen erhalten. Wenn wir, wie hier, ein passendes 
Intervall gewahlt haben, sind die durch die Extrapolation der Differenzen 
in die Rechnungen eingefuhrten Fehler so klein, daB eine nochmalige Rechnung 
nicht natig ist, und wir haben damit die ganze Berechnung einen Schritt 
weiter - bis zum Argument a = +2 inklusive - gefiihrt. 

Wie man von jetzt an die Integration we iter fortsetzen kann, durfte klar 
liegen: Wir extrapolieren die Differenzen wieder, indem wir die schrage Linie 
einen Schritt nach unten fiihren; mit diesen extrapolierten Differenzen und dem 

mit ihrer Hilfe berechneten I = ~~ fUr a = + 3 gibt uns (7) schon den richtigen 

Wert von x fiir dies Argument; und so fahrt man Schritt fiir Schritt fort. 

Die Differentialgleichung, deren Lasung durch numerische Integration wir 
jetzt behandelt haben, lautete: d2 x 

dt2 = -k2 x. (14) 

Diese Differentialgleichung lam sich aber nun, wie oben erwahnt, mit Hilfe 
einer elementaren Funktion allgemein integrieren, und zwar in der folgenden 
Form: x = IX cos (k t + f3) , ( 15) 

WO IX und f3 Integrationskonstanten sind (IX kann immer positiv gewahlt werden). 

Da in unserem Beispiel Xo = 1 und (~;)o = 0 sein solI, erhalten wir fur die 

Bestimmung dieser Integrationskonstanten die folgenden Bedingungen: 

1 = IX cosf3 (16) 

(13 ) 
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dx 
und, da dt = - rxk sin (kt + fJ): 

o = - rxk sinfJ , 
woraus: 

fJ=O 
und: 

rx=1 

gefunden werden, also aus (15): 
x = cos kt. 

Wir gingen aber in unserem numerischen Beispiel davon aus, daB: 

sein solI, woraus wir finden: 
k2 = 0.0039478.43 

k = 0.0628318.5 

oder, in BogenmaB (also mit 206264".8 multipliziert): 

k = 12960".00 = 3 0 36' 0".00 . 

525 

(17) 

( 18) 

(19) 

(20) 

(21) 

Das heiBt mit anderen Worten, daB unsere Differentialgleichung, so wie die 
Integrationskonstanten gegeben sind, die folgende Funktion definiert: 

x = ccs (3 036' 0".00 t) . (22) 

Ein Vergleich mit dem Differenzenschema auf S. 518 zeigt iibrigens, daB das 
jetzt behandelte Rechenbeispiel genau dasselbe ist wie das in diesem Schema 
gegebene. 

Es ist jetzt leicht, mit Hilfe von (22) die Genauigkeit unserer durch numerische 
Integration erhaltenen x-Werte zu priifen. Urn eine Vorstellung von dieser Ge
nauigkeit zu geben, teilen wir das Endresultat einer durch 25 Intervalle (ein 
viertel Umlauf) durchgefiihrten siebenstelligen numerischen Integration unserer 
Differentialgleichung (1) mit. Durch die numerische Integration ergab sich fiir 
t = 25: 

x = - 0.0000001.16 
dx 
fiX = - 0.0628318.56 

Die aus der exakten L6sung der Differentialgleichung erhaltenen Werte 
[vgl. Gleichung (22)] sind fiir dasselbe t: 

x = 0.0000000.00 
dx 
(JX = - 0.0628318.53 . 

Wir k6nnen jetzt noch weiter gehen: Es ist moglich, die numerische Inte
gration von ganzen Systemen von Differentialgleichungen - und zwar Diffe
rentialgleichungen jed e r be Ii e big e nOr d nun g - auszufiihren. Die durch 
numerische Integration ausgefiihrten Bahnrechnungen innerhalb des Dreikorper
problems k6nnen z. B. schematisch als Integration eines Systems von Glei
chungen des folgenden Typus angedeutet werden: 

d2 x d2 y 
dt2 = t(x, y, Xl' Yl) (jj2 = f{J{X, y, Xl' Yl) 
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wo vier Differenzenschemas (Integrationsschemas) Schritt fur Schritt fur alle vier 
Ausdrucke, die integriert werden soIlen: 

gefUhrt werden. 

fi2x d2y d2xl d2Yl 
dt2 ' dt2 ' d-ji' d:iz 

1m probleme restreint (S. 236£.) handelt es sich urn die Integration von zwei 
gleichzeitigen Gleichungen, also urn zwei gleichzeitige Integrationsschemas. 

Wir wahlen wieder eine moglichst einfache Aufgabe, bei der wir auBerdem, 
ebenso wie bei dem Rechenbeispiel 11, die Moglichkeit haben, eine einfache 
Kontrolle der numerischen Rechnungsresultate auszufuhren. 

12. Rechenbeispiel. 

Wir stellen uns die Aufgabe, das folgende System zweier totaler Diffe
rentialgleichungen zu integrieren: 

und (23) 

wo: 
r2 = x2 + y2 

sein soli und unter der Voraussetzung, daB k 2 den Wert 0.0039473.43 (wie im 
Rechenbeispiel11) hat, und daB die folgenden Bedingungen fUr den Anfang der 
Rechnung (t = 0) gelten: 

Xo = + 1.0000000.00 

( ~; t = 0.0000000.00 

Yo = 0.0000000.00 

(
dY ' _ 
dt-)o - + 0.0628318.53 

(24) 

Wie wir sehen, stellen die Gleichungen (23) die Differentialgleichungen des 
auf die relative Bewegung reduzierten Zweikorperproblems dar (vgl. S. 205). 
Die Anfangsbedingungen (24) sind so gewahlt, daB wir es mit dem Spezialfall der 
Kreisbewegung zu tun haben. Wir wollen jedoch hier das Problem durch 
numerische Integration behandeln, so wie wir es tun wurden, wenn wir nicht 
imstande waren, die Differentialgleichungen analytisch zu integrieren. 

Nach der ausfuhrlichen DarsteIlung des in dem einfacheren Problem (der 

Integration der Differentialgleichung ~2t: = - k 2x) angewandten numerischen 

Prozesses dudte das Verstandnis der Arbeitsmethode in dem jetzt vorliegenden, 
komplizierteren FaIle keine Schwierigkeiten bieten. Wir konnen diese Methode 
kurz folgenderweise skizzieren. 

Fur die ersten vier Argumente konnen wir in der ersten Naherung fur x 
den konstanten Wert 1 und fur y die Werte ansetzen, die wir mit Hilfe des 
Wertes von Yo = 0.0000000.00 und mit der konstanten Geschwindigkeit 

(~~ t = + 0.0628318.53 berechnen oder, wenn wir, wie im vorigen Rechenbeispiel, 

t = 0 fUr a = -! wahlen: 

a x Y 
-2 1.0000000.00 - 0.0942477.79 
-1 1.0000000.00 - 0.0314159.265 

0 1.0000000.00 + 0.0314159.265 

+1 1.0000000.00 +0.0942477.79. 
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Aus der Gleiehung r~ = x 2 + y2 bereehnen wir die vier Werte fUr r (das sieh 
allerdings in unserem Falle bei der definitiven Reehnung als konstant gleieh 1 
erweist). Aus x, y und r bereehnen wir mit Hilfe der zwei Differentialgleichungen 

m (23) die Werte von ~2t~ und ::; fUr die vier Argumente. 

Von j etzt an stellen wir z wei Seh emas auf, das eine fUr x, das andere fur y 
m der folgenden Weise: 

a 

-2 
-1 

o 
+1 

f~ f lI . .. 
"I 

Diese zwei Schemas werden jedes fUr sich, Schritt fUr Schritt, gleiehzeitig 
gefUhrt. Fur beide Schemas stellt sich die Rechnung genau so wie im Rechen
beispiel 11, wenn wir nur berucksichtigen, daB wir bei jedem Argument die 
Extraarbeit mit der Berechnung von r aus x und y mit Hilfe der Gleichung 

r2 = x 2 + y2 ausfUhren mussen, ehe wir die Funktionen fx = ~j und fy =~2t; 
berechnen konnen. Sonst bleibt sich alles gleich. 

(Wenn wir nun die Recrnungsarbeit in dem vorgelegten Problem ausfUhren, 
zeigt es sieh, daB das Schema fUr x wieder dasselbe ist wie das auf S. 518 ge
gebene.) 

III. Mondstorungen in Knoten und Bahnneigung. 

In den §§ 193 bis 195 haben wir von den Differentialgleichungen der sechs 
Bahnelemente im Storungsproblem gesprochen und als Beispiel die Gleichung 
fUr das Bahnelement a abgeleitet. 

Die Differentialgleichung fUr ein Bahnelement des gestorten Korpers enthalt, 
wie wir damals sahen, rechts vom Gleichheitszeichen partielle Ableitungen der 

St6rungsfunktion nach anderen Elementen, z. B. im Falle ~~ die Ableitung 

~~ . Die Differentialgleichungen fUr die verschiedenen Bahnelemente lassen sich 

nun durch AusfUhrung dieser partiellen Ableitungen und durch sonstige Reduk
tionen auf verschiedene Formen bringen. So kann man z. B. fUr das Problem 
der St6rungen in Knoten und Neigung eines Planeten, die durch einen anderen 
Planeten bewirkt werden, folgende Ausdrucke ableiten, Ausdrueke, die bei der 
Berechnung spezieller St6rungen (vgl. S.234) von Wichtigkeit sind: 

~!f = k?t (;3 -:frs1~t· '1 
di k"m! ( 1 1 " ~ 
-([f =Vp '13 - ].-1)r cosu· ~1' 

(1 ) 

wo kif die Gravitationskonstante, in Bogensekunden ausgedruckt, bedeutet, 
p, r, u, i den halben Bahnparameter bzw. den Radiusvektor, das Argument 
der Breite und die Bahnneigung des gest6rten Korpers, m1 die Masse, r 1 den 
Radiusvektor und '1 die Z-Koordinate des storenden Korpers bezeichnen, 
die letztgenannte auf die Bahnebene des gestorten Korpers bezogen; e ist, wie 
immer in unseren Storungsformeln, die Verbindungslinie zwischen m und mI. 
Die Bahnelemente des gestorten Korpers (Q und i), urn deren Berechnung es 
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sich handelt, beziehen sich auf irgendeine Fundamentalebene, im allgemeinen 
die Ebene der Ekliptik. Die Einheiten fUr Masse, Lange und Zeit sind die folgen
den: die Sonnenmasse, die halbe groBe Achse der Erdbahn und der mittlere 
Sonnentag. 

In dem Problem, das wir jetzt behandeln wollen - dem Problem der Mond
storungen in Q und i - ist die Erde die Zentralmasse und die Sonne der storende 
Korper. Dementsprechend erhalt in unserem Problem der gemeinsame Faktor 
in den beiden Gleichungen (1), k"m} , ein anderes Aussehen als im Planeten
problem, wie wir gleich sehen werden. 

Zur Ableitung der Differentialgleichungen fUr Q und i im Mondproblem 
wollen wir einen direkten Weg einschlagen. Wir wahlen eine element are Methode, 
die - so bald wir uns gewisse Vereinfachungen des Problems erlauben - den 
Vorzug groBer Kurze und Einfachheit besitzt und auJ3erdem mit ganz gering
fUgiger Rechenarbeit zu numerischen Wert en fUhrt, die den richtigen Werten 
ziemlich nahe kommen. 

In Abb. 180 bezeichnet E die Erde, <I den Mond und der Pfeil rechts die 
Richtung zur Sonne; QP bedeutet die Ekliptik, Q<I die Mondbahn. Das Linienr 

~--?"~~~----""7"'--~-----------0 

Abb. 180. Mondstorungen 'ln D und i . 

stuck <I <I bezeichnet die ungestorte Geschwindigkeit des Mondes und <I <I' die 
durch die Anziehung seitens der Sonne in der Zeit dt bewirkte Beschleunigungs
komponente senkrecht zur Mondbahn. Diese beiden Stucke setzen sich zu <I <I' 
zusammen, und C (' definiert - mit E zusammen - eine neue, gestorte, Bahn
bewegung, mit dem neuen aufsteigenden Knoten Q' = Q + dQ und der neuen 
Neigung i' = i + di. 

Wir nehmen nun in unserem Problem zunachst die folgenden Vereinfachungen 
vor: 

1. Wir betrachten die ungestorte Bewegung des Mondes um die Erde als 
kreisformig und mit konstanter Geschwindigkeit vor sich gehend. Wir bezeichnen 
den Radius dieser Kreisbewegung mit a. 

II. Wir fUhren fUr die Bewegung der Sonne um die Erde (die Bewegung 
der Erde um die Sonne) genau dieselbe Vereinfachung ein. Den Radius der 
Sonnenbahn konnen wir mit a} bezeichnen; laut der oben angegebenen Fest
legung in bezug auf die Langeneinheit wird a} = 1. 

Das Stuck «<r war die ungestorte Geschwindigkeit des M:ondes. Aus den 
Formeln der Kreisbewegung im Zweikorperproblem erhalten wir [vgl. (36), S. 210J 
fiir diese Geschwindigkeit: 

~ kt'm~+mC
(I({= ----, 

ra 

wo mE die Erdmasse und me die Masse des Mondes bedeuten. 

(2) 
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Fur die von der Sonne in der Zeit dt bewirkte Mondbeschleunigung in der 
zur Mondbahn senkrechten Koordinate erhalten wir (vgl. S. 203) den Ausdruck: 

k2M C _0.1dt 
e2 e 

wo M 0 die Sonnenmasse bedeutet (in der Abbildung ist '1 negativ). 
Fur die von der Sonne bewirkte E r d beschleunigung ergibt sich: 

k2M ;-
~.~dt 

ri rl 

und also fUr die Storungsbeschleunigung des Mondes m semer Bewegung 
urn die Erde, wenn wir beachten, daB M 0 = 1 ist: 

««'= k2(-; - ~)'ldt. (3) e r, 

Wir fUhren jetzt die folgenden beiden Operationen aus: 1. wir suchen einen 
Ausdruck fUr den Winkel e in der Abb. 180 und 2. wir leiten die diesem e ent
sprechenden Werte von dQ und di abo 

Fur den numerischen Wert des Winkels e erhalten wir aus der Abbildung: 

lei = cci(, cue 
und also, mit Hilfe von (2) und (3): 

181 =ym::m( 1(;3 - :~)'lldt. 

(4) 

(5 ) 

Urn die Winkel dQ und di zu berechnen, betrachten wir die beiden spharischen 
Dreiecke Q(f..P und Q'CiP in Abb. 180, wo P die Projektion von Ci auf die Eklip
tik bedeutet. Das letztere Dreieck ist von dem ersteren differentiell verschieden, 
und zwar so, daB der Winkel bei P (= 90°) und die Seite p den beiden Dreiecken 
gemeinsam ist (dP und dp k6nnen also = 0 gesetzt werden) und d<P dasselbe 
ist wie das oben definierte e. 

Mit Hilfe der 3. und 4. der spharisch-trigonometrischen Differentialformeln (4) 
auf S. 24 erhalten wir: 

dQ = - s~n~ . d <P 
SIn z 

di = - cosu . d <P . (6) 

Wenn beachtet wird, daB d<P in der Abb. 180 das entgegengesetzte Vor
zeichen hat wie '1' so haben wir, mit Hilfe von (5): 

~~ = ;j~~+ya~ (~3 - :3) :~~~ . '1 
rmE m([ - , 

di kya (1 1) 
lit = ymE + me e3 - r~ cosu· '1· 

(7) 

Wenn wir unserer Vereinfachung I gemaB in (1) r = p = a set zen, so sehen 
wir, daB die Gleichungen (7) mit (1) identisch werden, abgesehen von der Ande
rung im Massenfaktor, die dadurch bewirkt ist, daB in unserem Problem die Erde 
als Zentralmasse und die Sonne als st6render K6rper auftritt, wahrend im 
Planetenproblem die Sonne die Zentralmasse und irgendein Planet der st6rende 
Korper ist. 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 34 
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Wir gehen jetzt dazu tiber, die Gleichungen (7) so umzuformen, daB sie un
mittelbar integriert werden konnen. Wir haben in unserem Problem, weil r1 

konstant und = a1 ist (vgl. S. 528): 

e2 = ai (1 - 2~ coscp + a:) 
al a l 

und deshalb, weil a1 = 1 ist: 
(12 = 1 - 2a coscp + a2 , (8) 

wo cp den Winkel zwischen den Radienvektoren des Mondes und der Sonne 
bezeichnet. Durch Reihenentwicklung nach dem binomischen Lehrsatz und 
durch: 

III. VernachHissigung der hOheren Potenzen der kleinen GroBe a (= stg, 
vgl. S. 176) erhalten wir: 1 

3 = 1 + 3acoscp 
(! 

und also: 
1 1 1 
~3 - y3 = 0 3 - 1 = 3 a coscp . _ 1 _ 

Wir nehmen jetzt wieder eine Vereinfachung im Problem vor: 

(9) 

IV. Wegen der Kleinheit der Neigung der Mondbahn gegen die Erdbahn 
(im Mittel 50 9') konnen wir in einer ersten Naherung in dem Ausdruck coscp 
von dieser Neigung absehen. Wir bezeichnen der Analogie wegen den Bogen 
in der Ebene der Ekliptik von Q bis zum Radiusvektor der Sonne mit u l und 
schreiben also einfach: (10) 

Wir setzen voraus, daB der Mond zur Zeit t = 0 den aufsteigenden Knoten 
passiert hat und haben dann, wenn wir fUr die Winkelgeschwindigkeiten die 
Bezeichnungen ft und ftl (wie in unseren Zweikorperproblemsformeln) benutzen: 

U = ftt 
ul = u~ + ftlt (11) 

U - ul = (ft - ftI) t - u~ . 

Ftir '1' die Z-Koordinate der Sonne in bezug auf die Ebene der Mondbahn, 
haben wir aus der Abb. 180: 

'1 = - a1 sini sinu1 = - sini sinu1 . (12) 

Aus (7) und (9) ergibt sich dann das folgende Formelsystem: 

dQ 3k"aya.. 
de = - ,r.::--;- sm U sm U1 cos (u - u1) 

rmE+me[ 

di 3k"aVa.. . ( ) de = - ,/_-=smz cosusmu1 cos U - U1 . 
,mE + me[ 

(13) 

Durch Benutzung einiger elementaren trigonometrischen Formeln (vgl. S. 21) 
erhalten wir hieraus: 

dQ 3k"aVa { } de = -,~ 1 - cos2u1 - cos2u + cos2(u - u1) 
4ymE + me 

~~ = - /kllaVa {sin2U1 + sin2u - sin2(u - U1 } sini, 
4 mE + me 

(14) 

woraus wir sofort ersehen, da~ ~~ auBer periodischen Gliedern auch ein (negatives) 

konstantes Glied enthalt, ~; aber nur periodische Glieder. 
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Die Integration von (14) ergibt, mit Rucksicht auf (11) und wenn wir den 
~ k"aVa 

Faktor _.J~---= kurz mit (J bezeichnen: 
4 ~mE+ m(( 

Q nO. o. o. ( ) _ = ~~o - at + -sm2u1+ --sm2u - ( ) sm2 U - U 1 
21'1 21' 2f'-111 

• . 0 sin i 0 sin i 0 sin i 
~ = ~o + -- cos2u1 + --- cos2u - ( ) cos2(u - u j ) • 

21'1 2,1t 2 I' - 1'1 

(15) 

Das Hauptresultat dieser Untersuchung lautet: die Knoten der Mondbahn 
wandern durchschnittlich ruckwarts, mit periodischen Variationen; die Neigung 
ist nur periodischen Variationen unterworfen (vgl. S. 182). 

Fur die Berechnung der numerischen Koeffizienten in (15) haben wir folgende 
Werte: 

logk"= 3.55001 (vgl. S.213) 
1 

a = 389 (S. 176) 

mE = 1: 332270 (S. 279) 
1 

me = 81:6 mE (S.184) 

i=5°9' (S.182) 

,u = 47434/1.89 

,uI = 3548/1.19 (S.213) 

,u - lUI = 43886/1.70 
(,u berechnet aus der durch
schnittlichen Lange des side
rischen lVIonats, vgl. S. 94). 

(16) 

Die Berechnung der erst en Glieder in (15) stellt sich jetzt folgendermaBen 
(die periodischen Glieder mussen wegen der in Bogensekunden ausgedruckten 
Divisoren mit s = 206264/1.8 multipliziert werden): 

log! 9.87506 - 10 
log k" 3·55001 

loga3/2 6.11508-10 a = 198/1.7 

- log y'm:;+- m([ 2.75810 
----- oS 

= 5776/1 log a 2.29825 21'1 ------
-log2 9.69897 -10 

-log,ul 6.44999 - 10 (J S sin i = 518/1. 
logs 5·31443 2ft1 

------
oS 

3·76164 log-
2/l1 --- ----

logsini 8.95310 - 10 
------

1 (OS . .) og .- smt 
2ft1 

2.71474 

\Vir erhalten also fUr das Ruckwartsschreiten der lVIondknoten: 

a = 198".7 pro mittl. Sonnen tag 

und fur das erste periodische Glied bzw. in Q und i: 

1° 36'16/1sin2uI und 8'38/1cos2ul . 

Die periodischen Glieder mit den Argumenten 2u und 2(u-u1) in (15) erhalten 
wegen der gri:iBeren Divisoren viel klein ere Koeffizienten. Der richtige Wert 
fUr das tagliche Ruckwartsschreiten der Mondknoten lautet: 

a = 190".77. 
34* 
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Der durch unsere einfache Theorie erhaltene Wert weicht also nur urn etwa 
4 % von dem richtigen abo In dem ersten periodischen Gliede bzw. in Q und i 
ist der F ehler noch geringer, etwa 2 % . 

Wir sehen also, daB unsere Theorie fUr die erst en Storungsglieder in Q und i 
gute Resultate gibt, trotz aller Vereinfachungen, die wir uns erlaubt haben 
(s. oben I bis IV, wozu noch V hinzukommt: wir haben die ganze Zeit still
schweigend rechts in den Storungsgleichungen die Bahnelemente als Konstanten 
behandelt). 

IV. Zur mathematischen Theorie der Prazession und Nutation. 

Einige Siitze aus der Theorie der Rotation tester Korper. 
Wir stellen im folgenden einige Satze aus der analytischen Mechanik tiber 

die Rotation fester K6rper zusammen: 
I. Jeder starre K6rper hat einen, innerhalb des K6rpers festliegenden, Schwer

punkt. 
II. Ein starrer K6rper besitzt im allgemeinen drei innerhalb des K6rpers 

festliegende, durch den Schwerpunkt gehende Haupttriigheitsachsen. In Aus
nahmefallen gibt es unendlich viele solcher Achsen (in einem homogenen Rotations
ellipsoid Z. B. die Polachse und alle .Aquatorachsen, in einer homogenen Kugel 
jeden Durchmesser tiberhaupt). 

III. Wir bezeichnen mit x, y, z die auf den Schwerpunkt des K6rpers als 
Anfangspunkt und auf die Haupttragheitsachsen als Koordinatenachsen be
zogenen Koordinaten eines Massenelements dm. Es gelten dann die folgenden 
Satze: 

(die Schwerpunktsbedingungen) jxdm = jydm = jzdm = 0 (1) 

und: (die Achsenbedingungen) jyzdm = jzxdm = j xydm = O. (2) 

Ftir die Haupttriigheitsmomente (die Tragheitsmomente in bezug auf die 
Haupttragheitsachsen) haben wir die folgenden Ausdrticke: 

A = j(y2 + z2)dm; B = j(Z2 + x2)dm; C = j(x2 + y2)dm. (3) 

Alle Integrationen in (1), (2) und (3) sind tiber den ganzen K6rper zu erstrecken. 
IV. Wie auch die Rotationsbewegung des K6rpers beschaffen sein mag, wir 

k6nnen in jedem Zeitmoment eine Achse definieren, urn die die Rotation des 
K6rpers in diesem Moment vor sich geht. Wir nennen diese Achse die in
stantane oder momentane Rotationsachse und bezeichnen die Winkel-Rotations
geschwindigkeit des K6rpers urn diese Achse in dem gegebenen Augenblick mit: 

W. 

Diese Winkelgeschwindigkeit kann in drei Komponenten nach den Koordi
natenachsen: 

zerlegt werden, die der folgenden Gleichung gentigen: 

w 2 = wi + w~ + w~ . (4) 

V. Wir set zen jetzt voraus, daB auf die verschiedenen Massenelemente im 
K6rper iiuj1ere Kriitte einwirken; wir zerlegen die auf ein Massenelement mit den 
Koordinaten x, y, z in dem oben definierten Koordinatensystem wirkende auBere 
Kraft in Komponenten nach denselben Koordinatenachsen und bezeichnen diese 
Kraftkomponenten mit X, Y, Z. 
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Wir haben dann fiir die Rotationsbewegung eines starren K6rpers die folgen
den Differentialgleichungen: 

A dd~l + (C - B) W2 wa = 1: (y z - z Y) 

B dd~2 + (A - C) W3 W1 = 1: (zX - xZ) 

C qd~3 + (B - A) WI W 2 = 1: (x Y - Y X) , 

(5) 

wo die Summationszeichen rechts yom Gleichheitszeichen sich auf die ver
schiedenen Massenelemente des K6rpers beziehen und bei einem zusammen
hangenden fest en K6rper selbstverstandlich durch In tegra tionszeichen ersetzt 
werden miissen. Die Gleichungen (5) werden die EULERschen Gleichungen ge
nannt. 

VI. Wir setzen jetzt den Fall voraus, daB keine auBeren Krafte vo[
liegen. Die EULERschen G1eichungen erhalten dann die folgende einfache Form: 

A dd~l + (C - B) w2 Wa = 0 

Bdd~2 + (A - C)W3WI = 0 

Cdd~3 + (B - A)WIW2 = o. 

(6) 

Dies Gleichungssystem laBt sich allgemein integrieren; die L6sung gibt die 
drei Gr6Ben WI' W 2 , Wa als elliptische Funktionen der Zeit t. Ein spezieller 
Fall, der gerade fiir unser astronomisches Problem Interesse hat, ist der, wenn 
zwei der Haupttragheitsmomente denselben Wert haben, z. B. B = A. Dies 
ist z. B. bei einem homogenen Rotationsellipsoid der Fall, und auch bei einem 
Rotationsellipsoid, wo die Dichte zwar nicht im ganzen K6rper konstant ist, 
in der die Flachen gleicher Dichte aber symmetrisch urn die Polachse liegen. 
Unsere Erde ist z. B., wie wir wissen, mit groBer Annaherung ein abgeplattetes 
Rotationsellipsoid, bei dem wir auch mit groJ3er Annaherung annehmen diirfen, 
daB die angedeutete Dichteverteilung herrscht. Wir haben also cei der Erde 
sehr angenahert B = A. In diesem speziellen Fall gibt uns die dritte Gleichung (6) 
das folgende Resultat: 

also: 
Wa = const. (7) 

Wenn wir (7) in die beiden ersten Gleichungen (6) einsetzen, erhalten wir 
zwei Differentialgleichungen, die mit Hilfe von einfachen trigonometrischen 
Funktionen integriert werden k6nnen. Das H.esultat der Lasung des Problems 
kann folgendermaBen ausgedriickt werden: die instantane Rotationsachse 
bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit in einer Kreiskegel
flache urn die kiirzeste Figurenachse (die kiirzeste geometrische 
Achse) des abgeplatteten Rotationsellipsoids (die Polachse). Der 
instantane Rotationspol wandert also auf der Oberflache des Ellipsoids mit 
konstanter Geschwindigkeit in einem Kreis urn den geometrischen Pol herum. 
Die Periode dieser Bewegung ist durch die numerischen Konstanten des Pro
blems - die Rotationsdauer und die Haupttragheitsmomente A ( = B) und C 
der Erde gegeben. Die Rechnung gibt fiir diese sogenannte EULERsche Periode 
im Fall der Erde den Wert 305 mittl. Sonnentage. Die Amplitude der Wande
rung der instantanen Rotationsachse urn den geometrischen Pol ist dagegen 
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eine Integrationskonstante des Problems; sie kann auch verschwindend 
klein sein. Sie muB durch Beobachtung bestimmt werden; was die Erde be
trifft, wissen wir, daB eine minimale Polbewegung wirklich vorhanden ist, die 
allerdings der Theorie fiir einen starren Erdkorper nicht genau entspricht 
(vgl. S. 115). In Anbetracht der Geringfiigigkeit dieser Bewegung kann die 
Rotationsbewegung der Erde, wenn nicht die auBerste Genauigkeit verIangt 
wird, als urn eine im Erdkorper festliegende Rotationsachse vor sich gehend 
behandeIt werden. DaB bei der Erde Rotationsachse und Figurenachse fast 
zusammenfallen, beruht nicht auf einem Zufall; es hangt selbstverstandlich 
damit zusammen, daB die Erde in einem friiheren Entwicklungsstadium fliissig 
war (vgl. S.143). 

VII. Unter den ResuItaten, die den Gleichungen (6) abgelesen werden 
konnen, ist das folgende besonders bemerkenswert. Wenn wir voraussetzen, 
daB die Rotation eines starren Korpers in einem Moment genau urn eine Haupt
tragheitsachse - z. B. die dritte Achse - vor sich geht, so daB Ws in dies em 
Moment einen endlichen \\'ert hat, der von Null verschieden ist, und WI = W 2 = 0 
ist, so sehen wir, daB, wenn keine au13eren Krafte auftreten, aIle drei Differential-

. d WI d W 2 d d (1)3· d· M d f··· 1 . h N II quotIenten dt' (it un -iit III lesem. oment un ur Immer g elC u 

werden, daB also W3 seinen numerischen Wert behaIt und WI und W2 unverandert 
gleich Null bleiben. Mit anderen Worten: wenn ein starrer Korper in einem 
Moment urn eine der Haupttragheitsachsen rotiert und keinen auBeren Kraften 
ausgesetzt wird, so wird er fiir immer urn dieselbe Haupttragheitsachse rotieren. 
Man sagt, daB die Haupttragheitsachsen freie Achsen sind. 

In der Terminologie des § 89 kann die unter VI. besprachene Bewegung 
der Momentanachse innerhalb des Korpers in der folgenden Weise charakterisiert 
werden. Bei jeder Rotation entstehen Zentrifugalkrafte. Diese Zentrifugalkrafte 
bewirken im allgemeinen eine stetige Anderung der RotationsverhaItnisse des 
betreffenden Korpers; in dem speziellen FaIle aber, wo die Rotation genau urn 
eine Haupttragheitsachse vor sich geht, sind die Zentrifugalkrafte so urn die 
Rotationsachse verteiIt, daB sie sich gegenseitig aufheben. 

Das Problem der Priizession und Nutation. 
Nach dieser Auseinandersetzung einiger der Hauptsatze aus der Theorie 

der Rotationsbewegung eines starren Korpers wollen wir den Fall etwas naher 
betrachten, wo solche auBeren Krafte vorhanden sind wie diejenigen, die die 
Phanomene der Prazession und der Nutation bewirken. Wir beschranken uns 
auf den uns am meisten interessierenden Fall, wo zwei Haupttragheitsmomente 
gleich graB sind, und set zen B = A. 

Wir konnen dann das Gleichungssystem (5) in folgender Weise schreiben: 

A~d~I + (C - A)W2 W3 = .2: (yZ - zY) = L 

A dd7 - (C - A)W3WI = .2: (zX - xZ) = M (8) 

Cdd~~ = 2(xY - yX) = N, 

wenn wir der Kiirze wegen fiir die Glieder auf der rechten Seite die Bezeichnungen 
L, M, N einfiihren. 

In der Abb. 181 bezeichnet 0 den Schwerpunkt des betreffenden Korpers, 
Xl' Y1 , Zl die Haupttragheitsachsen, von denen wir die beiden aufeinander 
senkrechten Achsen in der Aquatorebene beliebig wahlen konnen, dm ein Massen-
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element innerhalb des Korpers, x, y, z die Koordinaten dieses Massenelementes, 
ml einen Massenpunkt weit drauJ3en im Raume, der nach dem NEWToNschen 
Anziehungsgesetz auf die verschiedenen Massenelemente innerhalb des rotieren
den Korpers einwirkt und Xl' YI' Zl die Koordinaten von ml , alle Koordinaten 
in dem System Xl' YI , Zl ausgedruckt. Wie die Abbildung zeigt, bezeichnet 
r den Radiusvektor von dm, rl den Radiusvektor von ml und (! den Abstand 
zwischen dm und mI' m1(.x~!l1,z1) 

Wir bezeichnen mit ~, fJ, C die Winkel, die r l 

mit den Koordinatenachsen bildet, wodurch die 
Koordinaten von ml in bezug auf dm die folgen
den Werte erhalten: 

(rl cos~ - x), (rl cos1] - y) , (rl cosC - z) 

und: 
(!2 = (rl cos~ - X)2 + (rl cosfJ _ y)2 

+ (rl cosC - Z)2 
wird. 

(9) 

Wenn wir der Kurze wegen die Gravitations
konstante k 2 weglassen, konnen wir dann fUr die 
auJ3eren auf dm wirkenden Kraftkomponenten 
sofort schreiben: 

X = mldm(rlcos~ - x) 
e3 

Y = m 1 dm (rl COSt7 - y) 
e3 

Z = m1dm(rl cosC - z) 
e3 

und fUr L, M und N: 

( 10) 

L "'( Z Y) /'rdycosC-zcosrJ)d =..::;;..y-z =ml 3 m . e 
M = '" (zX _ xZ) = m .(' r1 (z cos~ - x cosC) dm 

..::;;.. 1" e3 

Abb. 181. 

N = ~ (xY - yX) = ml Jrdxcos~3- y cos~) dm. 

Aus (9) ergibt sich (vgl. S. 244 und 530): 

(11) 

(!2 = ri{1 - ~ (xcos~ + ycoSfJ + zcosC) + r:}, (12) 
r 1 r, 

oder, nach Entwicklung von --;- in eine Reihe und wenn wir hohere Potenzen 
e 

des Verhaltnisses der Koordinaten der innerhalb des Korpers befindlichen Massen-
elemente zu den Koordinaten des entfernten Massenpunktes ml vernachlassigen 
(vgl. S.530): 1 1 { 3 } 

-3 = 3 1 + -(xcos~ + ycosfJ + zcosC) . (13) e r, rl 

Bei der AusfUhrung der Integrationen in (11) sind nur die Koordinaten des 
Massenelements dm, nicht die Koordinaten des auJ3eren Massenpunktes ml als 
Veranderliche aufzufassen. Wir set zen (13) in (11) ein und erhalten fUr die 
erste der Gleichungen (11): 

L = m~ (dm{ycosc - zcos'i) + 1.- (xy cosC cos~ - zx cos~ cos 1] + y2 COS1) cosC 
G. ~ 

- Y Z cos2 'Yj + y z cos2 C - Z2 COS'i} cos C)} . 
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Dnter Berucksichtigung der Gleichungen (1) und (2) wird hieraus kurz: 

L = 3~1 (f y2 dm - f z2 dm) cos1] cose . 

Aus (3) ergibt sich aber: 

f y2 d m - f Z2 d m = C - B . (14) 

Wenn wir ganz entsprechend die Ausdrucke fUr M und-N in (11) behandeln 
und auJ3erdem beachten, daJ3 B = A ist, so erhalten wir fUr die Glieder auf 
der rechten Seite in (5) die folgenden Ausdrucke: 

3m l L = rr (C - A) cos'YJ cosC 

M = - 3':1 (C - A) cose cos~ (15) 
Y, 

N=o. 
Die Losung des Problems der Prazession und Nutation kann jetzt, unter den 

angegebenen Voraussetzungen uber Starrheit, Gestalt und Dichteverteilung der 
Erde, in folgender Weise skizziert werden: 

1. Die dritte der Gleichungen (8) gibt, weil N = 0: 

dW a 
Tt=O, 

also: 
W3 = const, (16) 

d. h. die Rotationsgeschwindigkeit urn die Polachse hat einen konstanten Wert. 
Die beiden ersten Gleichungen (8) lauten jetzt: 

dWl 3m1 
A Tt + (C - A) W 2W 3 = -rf (C - A) cos 1] cose 

A dd7 - (C - A) W 3 W 1 = - 3;[1 (C - A) cosC cos~. 
(17) 

Mit Hille der Prinzipien der Reihenentwicklung im Zweikorperproblem (vgl. 

S. 219 bis 221) konnen wir die vier Funktionen ~, cos~, cos'YJ, cose in Reihen 
Y, 

entwickeln, die nach cos und sin von Vielfachen der mittleren Anomalie des 
auJ3eren Massenpunktes m1 fortschreiten; in den Koeffizienten au13erhalb der 
sin und cos treten Potenzen der Exzentrizitat und irgendeine Funktion der 
Neigung der Bahn von m1 gegen eine im Raum feste Ebene auf. Die Rechnung 
ist fur die Sonne und fUr den Mond als anziehende Korper gesondert aus
zufUhren. 

Nach AusfUhrung dieser Operationen erhalten wir aus (17) ein Gleichungs
system, das sich integrieren la13t. 

II. Die Ausdrucke fUr WI und W 2 , die man in dieser Weise erhalten kann 
(W3 ist ja eine Konstante), geben die Rotationsbewegung im Verhaltnis zu 
Koordinatenachsen, die zwar innerhalb des rotierenden Korpers, aber nicht 
im Raume festliegen. Es lassen sich jedoch ganz allgemein im Rotationsproblem 
drei Gleichungen ableiten, durch die man die Rotationen urn die Haupttragheits
achsen auf die Bewegung in bezug auf ein im Raum festes Koordinatensystem 
reduzieren kann. 

Abb. 182 zeigt die Beziehungen zwischen diesen beiden Koordinatensystemen. 
Xl' YI , Zl sind die drei Haupttragheitsachsen des betreffenden Korpers, X, 
Y, Z drei im Raum festliegende Achsen. Die Bedeutung der ubrigen Be-
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zeichnungen ist ohne weiteres aus der Abbildung ersichtlich. Den Bediirfnissen 
unseres speziellen Problems gem~iB ist die fiir eine gewisse Epoche giiltige 
Ekliptik zur XY-Ebene gewahlt. 

Das erwahnte Gleichungssystem lautet: 

WI dt = - cOSqJ de - sine sinqJ d1p 

w 2 dt = -sinqJde + sinecosqJd1p (18) 

w3 dt = - dqJ - cosed1p. 

In unserem Problem ist e dasselbe 

z 

wie die Schiefe der Ekliptik, 1p ist der EI------'~-__ i;....,:::::::::::~::::=-~I( 
Winkel yom Friihlingspunkt bis zu einem 

festen Punkt in der Ekliptik, ~~ und ~~ 
also die durch die Anziehung seitens 
der Sonne und des Mondes auf den nicht 
kugelformigen Erdkorper bewirkten Ande
rungen pro Zeiteinheit in Schiefe der 
Ekliptik und Lage des Friihlingspunktes 

Abb.l 2. 

in der Ekliptik; ~~ ist numerisch dasselbe wie die Winkelgeschwindigkeit 

Erdrotation, bezogen auf den veranderlichen Friihlingspunkt. 

der 

Die beiden Systeme (17) und (18) enthalten die Gleichungen, deren Losung 
die Ausdriicke fUr die Prazession und die Nutation ergibt. Fiir die nahere Aus
fiihrung der hier kurz und etwas schematisch skizzierten Operationen zur Losung 
des Rotationsproblems der Erde muB auf die Spezialliteratur verwiesen werden. 

In den Endformeln fiir Prazession und Nutation tritt die GroBe C ~ A als 

gemeinsamer Faktor auf [vgl. Gleichungssystem (17)J; diese" GroBe hangt von 
der Massenverteilung im Erdkorper abo Die Massenverteilung im Erdkorper ist 
aber nicht mit geniigender Genauigkeit bekannt, und der erwahnte Faktor kann 
deshalb nicht a priori geniigend genau berechnet werden. Man ist auch in cler 
Tat einen umgekehrten Weg gegangen (vgl. S. 258): der Vergleich des durch die 
Theorie gewonnenen mathematischen Ausdrucks fUr die Prazession mit ihrem 
aus den Beobachtungen erhaltenen numerischen Wert gibt uns ein Mittel, urn den 

genannten, von der Massenverteilung im Erdkorper abhangigen Faktor C ~ A 
zu bestimmen. 

Aus den obenstehenden Ableitungen gebt hervor, daB die Rotationszeit cler 
Erde konstant sein muB, wenn die Erde wie ein starrer Korper rotiert. Dies 
Resultat ist von groBer Wichtigkeit, weil die Rotationszeit die Zeiteinheit ist, mit 
der die Bewegungen im Sonnen system gemessen werden. Auch sehr geringe Ande
rungen in der Rotationszeit wiirden sich durch Nichtiibereinstimmung von Theorie 
und Beobachtung zeigen, namentlich beim Mond, weil er der Erde am nachsten ist. 

Nun sind tatsachlich beim Mond kleine Abweichungen zwischen Theorie und 
Beobachtung vorhanden, die man auf Anderungen der Rotationszeit der Erde 
zuriickfUhrt. Dies ware dadurch zu erkHiren, daB die Erde nicht ganz wie ein 
starrer Korper rotiert (vgl. auch S. 115 und 534) . Es ist denkbar, daB Massen
verschiebungen im Innern der Erde stattfinden. Es ist auch moglich, daB die 
Erdoberflache sich gegen das Innere verschiebt (WEGENERS West-Trift); wenn 
dies mit ungleichmaBiger Geschwindigkeit vor sich gebt, werden .wir Anderungen 
in der Lange des Tages beobachten. Die kleinen Anderungen in der Rotationszeit 
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der Erde scheinen sprungweise stattzufinden. Die Sprlinge sind von der GraBen
ordnung OS.001, also 10- 8 von der Rotationszeit selbst. 

V. Konstanten. Tabellen. Diagramme. 

1 englischer Zoll = 2.540 cm. 
1 englischer FuB = 12 Zoll = 30.480 cm. 
1 cm = 0.3937 englische Zollo 

7'C = 3·141 59265 
e = 2.71828183 

log = 0.497149873 
0.434 294482 

1_80° = 570.2957795 
n 

= 3437'·74677 
= 206264" .806 

1.758122632 
3·536273883 
5·314425133 

Lichtgeschwindigkeit = 299796 km/sec. 
Sonnenparallaxe = 8".80. 
Mittlere Entfernung der Erde von der Sonne = 149500000 km. 
Lichtzeit = die Zeit, die das Licht braucht, urn die mittlere Distanz Sonne-

Erde zurlickzulegen = 498".7 = Od.00577. 
Nutationskonstante = 9".21. 
Aberrationskonstante = 20".47. 
GAusssche Konstante k = 0.01720210 log k = 8.2355814 

kIf = 3548".188 log kIf = 3.5500066. 
Lange des J ahres : 
Tropisches Jahr = 365d.24219879 - Od.00000614 T*. 
Siderisches Jahr = 365 .25636042 + 0 .00000011 T*. 
Anomalistisches J ahr (vunPerihelzu Perihel) =365d.259 64134 +Od.00000304 T*. 
Gregorianisches Jahr (im Mittel) = 365d.2425. 
Julianisches Jahr = 365d .25· 
Anfang des astronomischen Jahres (vgl. S. 86): Flir den Anfang des astro

nomischen Jahres (des "annus /ictus") hat man folgende Definition vereinbart: 
der J ahresanfang ist auf den Zeitpunkt festgelegt, in dem die Rektaszension der 
mittleren Sonne, behaftet mit dem konstanten Teil der Aberration = 280 ° ist. Nach 
dieser Definition tallt der Jahresanfang Z. B. im Jahre 1931 auf Jan. 1.3216. Dieser 
Zeitpunkt wird mit 1931.0 bezeichnet. Flir die folgenden Jahre hat man nur jedes
mal die Zeit hinzuzufiigen. wahrend der die Rektaszension der mittleren Sonne 
urn 360 0 wachst, was sehr nahe dasselbe ist wie ein tropisches Jahr, also zur Zeit 
(s. oben) 365.24220 mittlere Sonnentage. Man erhalt, in Welt zeit ausgedrlickt: 

1932.0 = 1932 Jan. 1.5638 
1933·0 = 1933 Jan. 0.8060 
1934.0 = 1934 Jan. 1.0482. 

Lange des Monats (durchschnittlich): 
Synodischer Monat = 29d.530588 = 29d 12h 44m 28.8 
Siderischer Monat = 27 .321661 = 27 7 43 11 .5 
Tropischer Monat = 27 .321582 = 27 7 43 4.7 

Anomalistischer Monat = 27 .554550 = 27 13 18 33 .1 
Drakonitischer Monat = 27 .212220 = 27 5 5 35 .8 

(Knotenmonat) 

L" d T { Siderischer Tag = 23h 56m 48.091 
ange es ages: Mi ttlerer Sonnen tag = 24 3 56.5 5 5 

* T = julianische ] ahrhunderte von 1900 ab gerechnet. 

mittlere Sonnenzeit 
Sternzeit. 
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Durch Untersuchungen der Bewegung des Mondes in letzterer Zeit ist es 
wahrscheinlich geworden, daJ3 die Lange des siderischen Tages im Lauf der 
Zeit urn einen geringen Betrag abnimmt (vgl. S. 537). 

1 Parsec = 30.84 X 1012 km. Prazession und Schiele der Ekliptik (vgl. S. 82 bis 83). 
1 Parsec = 3.26 Licht jahre. 

m. n 

Anzahl der Quadrat-
20".0468 23 ° 27' 8".26 

grade auf der Himmelskugel 
1900.0 3'.07233 
1910.0 3 .07252 20 .0460 23 27 3 .58 

=4n c80r = ~ (180)2 
1920.0 3 .07271 20 .0451 23 26 58 .89 

;n; ;n; 1930.0 3 .07289 20 .0443 23 26 54 .21 

= sehr nahe 41253. 
1940.0 3 .07308 20 .0434 23 26 49 .52 
1950.0 3. 07327 20 .0426 23 26 44 .84 

Historische Ubersicht iiber die ungefahre Unsicherheit in gemessenen Posifionen. 
Altertum. . . . . . . . . . . 5' - 10' BESSEL (Heliometer). . . . . . . . . 0".2 
TYCHO. BRAHE (Mauerquadrant). 1/2' Moderne Heliometer ......... 0".1 
BRADLEY. . . . . . . 2" Photographie (RUTHERFURD) ..... 0".08 
Moderner Meridiankreis . . . . 0".35 Moderne Photographie (lange Brennweite) 0".025 

Obersicht iiber die GrenzgrofJen bei verschiedenen Beobachtungsmethoden. 
GraBen
klasse 

Mit bloBem Auge siehtbar. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Mit einem Fernrohr (Refraktor oder Reflektor) von 30 em bffnung siehtbar . 
Photographiseh erreiehbar mit 30 em bUnung und 30m Expositionszeit ... 
Photographiseh erreiehbar mit 100 em bffnung und 30m Expositionszeit . . 
Photographiseh erreiehbar mit kurzbrennweitigem Weitwinkelobjektiv von 10 em 

bffnung und 30m Expositionszeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Sehwaehste bisher photographierte Sterne . . . . . . . . . . . . . . . . 
Einprismenspaltspektrograph mit maBiger Dispersion (zur Bestimmung von Radial

gesehwindigkeiten mit einer Unsieherheit von einigen km pro sec) in Verbindung 
mit 125 em-Reflektor, Expositionszeit 30m , erreieht ............. . 

Spaltloser Einprismenspektrograph (fur kurzere Spektren zu Klassifikationszweeken) 
in Verbindung mit 90 em-Reflektor, Expositionszeit 1m , erreieht. _ . _ .... 

Derselbe, Expositionszeit 3h, erreieht . . . . . . . . . . _ _ . . . . . _ . . . 
Objektivprisma (fUr kurze Spektren zu Klassifikationszweeken), 30 em bffnung, 

Expositionszeit 3n, erreieht. . _ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
Farbenindizes k6nnen ,naeh der Methode der Expositionszeitverhaltnisse mit einem 

100 em-Reflektor bei einer gesamten Expositionszeit von 30m bestimmt werden bis 
Farbenindizes k6nnen nach Aufnahmen mit Blau- und Gelbfilter mit einem 90 em

Reflektor bei einer gesamten Expositionszeit von 4h bestimmt werden bis . . _ 
Effektive Wellenlangen k6nnen mit einem 100 em-Reflektor bei einer Expositions-

zeit von 30m bestimmt werden bis . . _ _ . . . . . _ . . . . . 

Extinktion des Lichts. 

6m 

8lll 

13m 

14IU 

Die nebenstehende Tabelle gibt die Korrektion, die (mit dem Vorzeichen -) 
an eine in der Zenitdistanz z beobachtete, in GroJ3enklassen ausgedruckte Helligkeit 
angebracht werden muJ3, urn sie auf den 
Wert zu reduzieren, den man gefunden 
hatte, wenn der Himmelskorper im Zenit 
(vgl. S. 13 und 330) gestanden hatte. 

Die Zahlen gelten fur visuelle Be
obachtungen. Die kurzwelligeren 
Strahlen, die am starksten auf die 
photographische Platte wirken, werden 
starker in der Erdatmosphare absor
biert. Der Betrag der Extinktion ist 

Argument: Wirkliche Zenitdisfanz. 

0 0 

10 
20 
30 
40 
50 
60 

Ext. 

om.oo 
o .00 
o .01 
o .03 
o .06 
o .12 
o .23 

60° 
65 
70 
75 
80 
84 
88 

Ext. 

om.23 
o .32 
o .45 
o .65 
o .98 
1 .49 
3 .10 

bei photographischen Beobachtungen etwa das Doppelte der in der Tafel an
gefuhrten Werte. 



540 Anhang. 

Refraktions-
Zusammengestellt auf der Sternwarte Helsingfors auf 

Refraktion 
bei 0° C au/3erer und innerer Temperatur und 760 mm Barometerstand. 

z' = schein bare Zenitdistanz. 

z' I Relr. 1 Dill. 

0° 0".0' 
1 1.0 
2 2.1 
3 3.2 
4 4.2 

5 5.3 
6 6.3 
7 7.4 
8 ' 8 .5 
9 9.5 

10 10.6 
11 11.7 
12 12.8 
13 13.9 
14 15.0 

15 16.1 
16 17.3 
17 18.4 
18 19.6 
19 20.7 

20 21.9 
21 23.1 
22 24.3 
23 ,25 .6 
24 126 .8 

25 !28 .1 
26 129 .4 
27 30 ·7 
28 '132 .0 
29 33 .4 

30 34 .8 
31 36.2 
32 37 .6 
33 39 .1 
34 40 .6 

35 42 .2 
36 43 .8 
37 45 .4 
38 47 .0 
39 48 .7 

40 50 .5 
41 52.3 
42 54 .2 
43 56 .1 
44 58 .1 
45 160 .2 

I 

1" .0 
1 .1 
1 .1 
1 .0 
1 .1 

1 .0 
1 .1 
1 .1 
1 .0 
1 .1 

1 .1 
1 .1 
1 .1 
1 .1 
1 .1 

1 .2 
1 .1 
1 .2 

.1 

.2 

1 .2 
1 .2 
1 .3 
1 .2 
1 .3 

.3 

.3 
1 .3 
1 .4 
1 .4 

1 .4 
1 .4 
1 .5 

.5 

.6 

1 .6 
1 .6 
1 .6 

·7 
.8 

1 .8 
.9 
.9 

2 .0 
2 .1 

E' I Relr. Dill. Relr. Dill. 

45° 
46 
47 
48 
49 

l' 0".2 
1 2 .3 
1 4 .5 
1 6 .8 
1 9 .2 

" 1 7300',3' 14".81' 
; .1 20 I 3 18 .8 
- .2 40 3 23 .0 I 

4".0 
4 .2 
4 .3 
4 .S 
4 .8 
4 .9 

;.3 74 0 3 27 .3 : 
; .~ 20 '3 31 .8 
- .) 40 '3 36 .6 

50 
51 
52 
53 
54 

1 11 .7 
1 14 .3 
1 17 .0 
1 19 .8 
1 22 .7 

1 25 .8 
1 29 .1 
1 32 .5 
1 36 .1 

2 .6 
2 .7 
2 .8 
2 .9 
3 .1 

55 
56 
57 
58 
59 , 1 39 

3 .3 
3 .4 
3 .6 
3 .8 

·9 ; 4 .1 

60° 0': 
30 ' 

61 0 
30 

62 0 
30 

1 44 .0 
1 46 .1 

.3 

.5 

.8 

1 48 
1 50 
1 52 

2 .1 
2 .2 
2 .2 
2 .3 
2 .4 
2 .5 1 55 .2 

63 0 11 57 
301 2 0 

64 0 2 2 
30 2 5 

65 0 2 8 
30 211 

66 0 
30 

67 0 
30 

68 0 
30 

214 
217 
221 
224 
228 
231 

69 0 235 
20 238 
40 241 

70 0 244 
20 247 
40 250 

·7 I 2 .6 
:~ i 2 .6 
.7 2.8 
.5 2.8 
.5 3.0 

3 .0 

·5 " .7 ' J .2 
.0 ' 3 .3 

·5 1 ~ .~ 
.1 1 3 . 9 .8 
. 3·9 

.8 ' 

.5 'i ~ :~ 

.2 

.1 i 2 ·9 

.1 3.0 

.2 3.1 
3 .1 

71 0 2 53 .3 
20 256.6 
40 3 0 .0 

72 0 3 3 ·5 
20 3 7 .1 
40 310.9 

3 .3 
3 .4 
3 ·5 
3 .6 
3 .8 
3 .9 

73 0 3 14 .8j 

75 (), 3 41 ·5 
20 3 46 .6 
40 3 51 .9 

76 0: 3 57 .5 
20 4 3.3 
40 4 9.4 

5 .1 
5 .3 
5 .6 
5 .8 
6 .1 
6 .4 

77 0'415 
10 '4 19 
20 4 22 
.30 4 25 
40 '4 29 
50 ! 4 33 

.8 3.3 

.1 i 3 .4 
·5 3.4 
.9, 3 6 
·5 I " • 

I 
J ·7 

.2 3.7 

78 0 
10 

14 36 .9 
4 40 ·7 

20 4 44 .6 
30 4 48 ·7 
40 4 52 .8 
50 4 57 .1 

3 .8 
3 ·9 
4 .1 
4 .1 
4 .3 
4 .4 

79 100 • 5 1·5 4.5 
: 5 6.0 4 6 

20 : 5 10.6 4:8 
30 , 5 15.4 4.9 
40 5 20.3 5.0 
50 5 25·3 5.2 

80 0 5 30.5 5.4 
10 5 35·9 5.5 
20 5 41.4 5.7 
30 5 47·1 5.9 
40 5 53.0 6 
50 5 59·0 6.0 

.3 

81 0 I 6 5·3 6.5 
10 1 ~ 1 ~.8 6.6 
20: 1 .4 6.9 
30 1 6 25·3 7 
40 6 32.5 .2 
50 , 6 39.9 ;:~ 

82 Ig 6 47.6 8.0 
6 55.6 8.2 

20 7 3.8 8 6 
30 I 7 12.4 ( . 
40 17 21.3 8.9 

I 

E' Refr. Dill. 

82°40,1 7' 21".3/ 9".3 
50 1 7 30 .6 

9 .6 

83 0 
10 
20 
30 
40 
50 

7 40.2 10 0 
7 50.2 10'5 
8 0.7 . 
8 11 6 10·9 
8 22:9 1111 .3 
8 34 .7 .8 

12 .4 

84 0 
10 
20 
30 
40 I 

8 47·1 12.9 
9 0.0 9 13.5 !~.5 

50 

9 27·7 14:~ 
9 42.6 15.6 
9 58.2 16.4 

85 0 110 14 .6 
10 '10 31 .8 17.2 
20 110 50.0 18.2 
30 11 9.1 19.1 
40 11 29 .2 20.1 
50 11 50.5 21 .3 

22 .5 
86 0 12 13 .0 

10 12 36.8 23.8 
20 13 2.0 25 .2 
30 13 28.8 26.8 
40 13 57.2 28.4 
50 14 27.5 30·3 

32 ·3 

87 0 14 59 .8 
10 15 34.2 34.4 
20 16 11.1 36.9 
30 16 50.5 39.4 
40 17 32.8 42.3 
50 18 18.3 45.5 

48 .9 

88 0 19 7.2 
10 19 59 .9 
20 56 .9 
30 58 .5 
40 5 .3 
50 j24 17 .8 

89 0 125 37 .1 
10 27 3·6 
20 '128 38 .0 
30 30 21 .3 
40 32 14 ·9 
50 '34 20 .0 

90 0 36 38 .6 

52 ·7 
57 .0 
61 .6 
66 .8 
72 .5 
79 .3 

86 .5 
94 .4 

103 .3 
113 .6 
125 .1 
138 .6 
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tafeln. 
Grundlage der Tafeln der Pulkowoer Sternwarte (vgl. § 37). 

z' 
I log'" 

0° I 1.7799 
10 1. 7798 
20 1.7798 
30 1.7797 

35 1.7796 
40 1. 7795 
45 1.7793 
50 1. 7791 

i 
52 ~ 1.7790 
54 

I 
1.7789 

56 1.7788 
58 1.7786 
60 I 1.7784 

62 1. 7781 
64 1.7778 
66 1.7774 
68 1.7769 
70 1.7763 

71 1. 77 59 
72 1.77 54 
73 1.7748 
74 1.7742 
75 I 1.7734 
76 1.7724 

n° 0' 1.7712 
30 1.7705 

78 0 1. 7697 
30 1.7689 

79 0 1. 7679 
30 1.7668 

80 0 1. 765 5 
30 1.7640 

81 0 1.7623 
20 1.7610 
40 1. 7 596 

82 0 1. 7 581 
20 1.7563 
40 1.7543 

83 0 1.7521 
15 1. 7 502 
30 1. 7482 
45 1.7460 

84 0 1.7435 
15 1. 7407 
30 I 1.7377 
45 I 1.7343 

85 0 1.7305 

Die allgemeine Refraktion 
kann nach der folgenden Formel berechnet werden: 

log Refr. = logex + logtgz' + ,l,y + A (B + T). 

I J. i A I AuGere Temp. r Barom. 
I Celsius 

I 

mm 
-25 0 +0.0420 724 
-24 +0.0403 726 
-23 +0.0385 728 
-22 +0.0368 730 
-21 +0.0350 732 

I 
-20 +0.0333 734 
-19 +0.0316 736 

1.002 -18 +0.0298 738 
1.002 -17 +0.0281 740 

-16 +0.0264 742 
1.003 -15 +0.0247 744 
1.003 -14 +0.0230 746 
1.003 -13 +0.0213 748 
1.004 

I 

-·12 +0.0197 750 
1.004 -11 +0.0180 752 

-10 +0.0163 754 
1.005 - 9 +0.0147 756 
1.006 - 8 +0.0130 758 
1.007 - 7 +0.0114 760 
1.008 - 6 +0.0097 762 
1.010 - 5 +0.0081 764 

- 4 +0.0065 766 
1.011 - 3 +0.0048 768 
1.013 - 2 +0.0032 770 
1.015 -- I +0.0016 772 
1.017 0 0.0000 774 

I 1.019 + 1 -0.0016 776 

I 1.022 + 2 -0.0032 778 

i -+- 3 -0.0048 780 I 

+ 4 -0.0064 782 I 
1.025 1.003 
1.027 

! 
1.003 + 5 -0.0079 784 

1.029 , 1.003 + 6 --0.0095 786 
1.032 

I 
1.003 + 7 -0.0111 788 

I + 8 
I 

-0.0126 790 
1.034 1.004 + 9 I -0.0142 792 
1.037 1.004 +10 -0.0157 794 
1.041 ! 

1.004 + 11 -0.0173 796 
1.045 

I 
1.005 +12 -0.0188 

+13 -0.0204 
1.049 ! 1.005 +14 -0.0219 
1.052 1.005 +15 -0.0234 

Temperatur I 1.056 
I 

1.006 +16 
I 

-0.0249 
-0.0264 

des Barorn. 
1.060 1.006 +17 I 

Celsius I 
1.064 1.007 +18 i -0.0279 
1.069 i 1.007 +19 I -0.0294 ! 

+20 I -0.0309 -20° 
1.075 

I 
1.008 +21 -0.0324 -15 

1.079 1.008 +22 I -0.0339 -10 
1.084 1.009 +23 -0.0354 - 5 
1.089 1.009 +24 -0.0369 0 

+25 -0.0383 + 5 
I 

+26 
, -0.0398 +10 1.095 1.010 I 

1.101 1.010 +27 -0.0412 +15 
1.108 1.011 +28 

I 

-0.0427 +20 
1.115 1.012 +29 -0.0441 +25 
1.123 1.013 +30 -0.0456 +30 

541 

B 

-0.0211 
-0.0199 
-0.0187 
-0.0175 
-0.0163 
-0.0151 
-0.0139 
-0.0128 
-0.0116 
-0.0104 
-0.0092 
-0.0081 
-0.0069 
-0.0058 
-0.0046 
-0.0034 
-0.0023 
-0.0011 

0.0000 
+0.0011 
+0.0023 
+0.0034 
+0.0046 
+0.0057 
+0.0068 
+0.0079 
+0.0090 
+0.0102 
+0.0113 
+0.0124 
+0.0135 
+0.0146 
+0.0157 
+0.0168 
+0.0179 
+0.0190 
+0.0201 

T 

+0.0014 
+0.0010 
+0.0007 
+0.0003 

0.0000 
-0.0003 
-0.0007 
-0.0010 
-0.0014 
-0.0017 
-0.0021 
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Tafeln zur Verwandlung 

Tafel zur Verwandlung von Intervallen mittlerer Sonnenzeit in Sternzeitintervalle. 

Stunden Minuten Sekunden 
---- -- - --._-- -- ------- -------

I I 

. "] Ent- , " Ent- , " Ent- '. -~ , Ent- '. g I Ent-
"i~1 sprechendes N2 s~'rechendes N2 sprechendes N"tl , sprechendes N"tl sprechendes 

0§ u?E ." ." !fl" Sternzeit- Sternzeit- Sternzeit- ~~ , s ternzeit- ~~ Sternzeit-." I :::len] intervall :::l:E I intervall :::l:E intervall 
I 

intervall I intervall 
!fl !fl 

I 

1h Ih om 9'.856 1m 1m 0'.164 31m 31m 5'.093 1 ' I 1'.003 31 s 31'.085 
2 2 0 19 .713 2 i 2 o .329 32 32 5 .257 2 2.005 32 32 .088 I 

3 3 0 29 .569 3 3 o .493 33 33 5 .421 3 I 3.008 33 33 .090 , 

4 4 0 39 .426 4 4 0.657 34 34 5 .585 4 4 .011 34 34 .093 
5 5 0 49 .282 5 5 0.821 35 35 5 ·750 5 I 5 .014 35 35 .096 

6 6 0 59 .139 6 6 0.986 36 36 5 .914 6 6.016 36 36 .099 
7 7 1 8.995 7 7 1 .150 37 137 6.078 7 7 .019 37 37 .101 
8 8 1 18 .852 8 I S 1 .314 38 38 6.242 8 8 .022 38 38 .104 
9 9 1 28 .708 9 9 1 .478 39 i 39 6.407 9 9.025 39 39.107 

10 10 1 38 .565 10 I 10 1 .643 40 . 40 6 .571 10 10 .027 40 40 .110 
I , 

I 
11 11 1 48 .421 11 11 1 .807 41 1 41 6 .735 11 11 .030 41 41 .112 
12 12 1 58 .278 12 12 1 .971 42 142 6.900 12 I 12 .033 42 42.115 
13 13 2 8.134 13 13 2.136 43 143 7·064 13 13 .036 43 43.118 
14 14 2 17 .991 14 14 2.300 44 144 7.228 14 14 .038 44 44 .120 
15 15 2 27 .847 15 15 2.464 45 45 7·392 15 15 .041 45 45 .123 

I 
I 

16 16 2 37704 16 16 2.628 46 46 7 .557 16 16 .044 46 46 .126 
17 17 2 47 .560 17 17 2 793 47 47 7 .721 17 ! 17 .047 47 47 .129 
18 18 2 57.417 18 18 2 .957 48 48 7 .885 18 18 .049 48 48 .131 
19 19 3 7 .273 19 19 3 .121 49 '49 8.049 19 I 19 .052 49 49.134 
20 20 3 17 .129 20 20 3 .285 50 ! 50 8 .214 20 20 .055 50 50 .137 

21 21 3 26.986 21 
i 21 3 .450 51 ' 51 8 .378 21 21 .057 51 51 .140 

22 22 3 36 .842 22 122 3 .614 52 52 8 .542 22 22.060 52 52 .142 
23 23 3 46 .699 23 23 3 ·778 ," _ J 

I 53 8·707 23 23 .063 53 53 .145 
24 24 3 56 .555 24 24 3 ·943 54 I 54 8 .871 24 I 24.066 54 54 .148 

------- -~--- ---- 25 25 4 .107 55 55 9·035 25 I 25 .068 55 55.151 
Bruchteil Zu addieren i von Sekun-
den mitt- bei Verwand- 26 26 4.271 56 56 9 .199 26 26 .071 56 56.153 
jerer Son- lung in Stern-

27 27 4 .435 57 57 9.364 27 27 .074 57 57 .156 
nenzeit zeitintervalle I 

28 28 4600 58 58 9.528 28 28.077 58 58 .159 
0'.000 0'.000 29 29 4.764 59 59 9.692 29 29 .079 59 59 .162 
0.182 

0.001 30 30 4.928 60 60 9.856 30 30.082 60 60 .164 
0·547 I 

0.002 I 

o .913 I 

1. 000 0.003 
I 

I 
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von Zeitintervallen (vgl. S. 73). 

Tafel zur Verwandlung von Sternzeitintervallen in Intervalle mittlerer Sonnenzeit. 

Stunden Minuten Sekunden 

I 
, 

, ~ I Rnt-, 
..!.~ Rnt-

.~ 51 Rntsprechendes ]~ Rntsprechendes ]~ I Rn tsprechendes '"5 ~ I sprecbendes .~ " sprechendes 
a"" I 

lntervall 
E" 

Intervall 
" " 

Intervall 8 § I In tervall ~] Intervall 
~~I mittlerer mittlerer mittlerer h ,," ".s ~.E <I) ~ I mittlerer mittlerer 
inti Sonnenzeit iijS Sonnenzeit iijS Sonnenzeit ~" 00 til , Sonnenzeit (fJw Sonnenzeit 

I 

1h ()h 59m 50".170 1m om 59'.836 31m 30m 54'·921 18 0'.997 31' 30'.915 
2 1 59 40.341 2 1 59.672 32 31 54 .758 2 1 .995 32 31 .913 
3 2 59 30 .511 3 2 59.509 33 32 54 .594 3 2·992 33 32 ·910 
4 1 3 59 20.682 4 

I 

3 59 ·345 34 33 54 .430 4 3.989 34 33 ·907 
5 4 59 10 .852 5 4 59 .181 35 34 54 .266 5 4.986 35 34 .904 

6 5 59 1 .023 6 
I 

5 59 .017 36 35 54 .102 6 5.984 36 35 .902 
7 6 58 51 .193 7 6 58 .853 37 36 53 ·938 7 6.981 37 36 .899 
8 7 58 41 .364 8 7 58 .689 38 I 37 53.775 8 7.978 38 37 .896 
9 8 58 31 .534 9 8 58 .526 39 38 53 .611 9 8.975 39 38 .893 

10 9 58 21 .704 10 9 58 .362 40 39 53 .447 10 9·973 40 39.891 

58 11 .875 
I 

58 .198 
, 

53 .283 10 .970 41 40 .888 11 10 11 10 41 I 40 11 
12 11 58 2.045 12 11 58.034 42 41 53 .119 12 11 .967 42 41 .885 
13 12 57 52.216 13 12 57 .870 43 42 52 .956 13 12 .964 43 42 .883 
14 13 57 42.386 14 13 57 .706 44 43 52 .792 14 13 .962 44 43 .880 
15 14 57 32.557 15 14 57 ·543 45 44 52 .628 15 14 .959 45 44.877 

16 15 57 22 .727 16 15 57 .379 46 I 45 52 .464 16 15 .956 46 45 .874 
17 16 57 12.897 17 16 57 .215 47 46 52.300 17 16 .954 47 46.872 
18 17 57 3.068 18 17 57 .051 48 47 52 .136 18 17.951 48 47 .869 
19 18 56 53.238 19 18 56.887 49 48 51 .973 19 18 .948 49 48.866 
20 19 56 43 .409 20 

! 
19 56 ·723 50 49 51 .809 20 19.945 50 49 .863 

21 20 56 33 ·579 21 20 56 .560 51 50 51 .645 21 20 .943 51 50.861 
22 21 56 23 .750 22 21 56 .396 52 51 51 .481 22 21 .940 52 51 .858 
23 22 56 13 .920 23 22 56.232 53 52 51 .317 23 22.937 53 52 .855 
24 23 56 4.091 24 23 56.068 54 53 51 .153 24 23.934 54 53 .853 
------- 25 24 55 .904 55 ' 54 50.990 25 24.932 55 54.850 

Bruchteil z~ subtrahieren 
von bel Verwandlung 

26 25 55 ·741 56 55 50.826 26 25 ·929 56 55 .847 
Sternzeit- in lntervalle 

sekunden mittlerer 27 26 55 ·577 57 56 50 .662 27 26.926 57 56.844 
Sonnenzeit 28 27 55 .413 58 57 50 .498 28 27 ·924 58 57 .842 

0'.000 0'.000 29 28 55 .249 59 58 50 .334 29 28.921 59 58.839 
0.183 0.001 30 29 55 .085 60 59 50 .170 30 29.918 60 59 .836 
0.549 0.002 
0.915 
1 .000 0.003 , 

I 
, , 
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Julianisches Datum (vgl. S. 79). 

Anzahl der am Mittag des 1. Marz der Jahre 1800 bis 2000 n. Chr. seit Anfang 
der Julianischen Periode verflossenen Tage. 

Jahr I 
J ulianisches J ahr i J ulianisches Jahr I J ulianisches Jahr J ulianisches 

Datum Datum i 
Datum Datum 

i . i 

1800 I 
2378556 1850 2396818 1900 2415080 1950 2433342 I 

1801 2378921 1851 2397183 1901 2415445 1951 2433707 
1802 I 2379286 1852 I 2397549 1902 2415810 1952 2434073 
1803 2379651 1853 2397914 1903 2416175 1953 2434438 
1804 2380017 1854 2398279 1904 2416541 1954 2434803 
1805 2380382 1855 2398644 1905 2416906 1955 2435168 
1806 2380747 1856 2399010 1906 2417271 1956 2435534 
1807 2381112 1857 2399375 1907 2417636 1957 I 2435899 
1808 2381478 1858 2399740 1908 2418002 1958 

\ 

2436264 
1809 2381843 1859 2400105 1909 2418367 1959 2436629 

1810 2382208 1860 
: 

2400471 1910 2418732 1960 

I 

2436995 
1811 2382573 1861 2400836 1911 2419097 1961 2437360 
1812 2382939 1862 2401201 1912 2419463 1962 2437725 
1813 2383304 1863 2401566 1913 2419828 1963 

I 

2438090 
1814 2383669 1864 2401932 1914 2420193 1964 2438456 
1815 2384034 1865 2402297 1915 2420558 1965 2438821 
1816 2384400 1866 2402662 1916 I 2420924 1966 2439186 
1817 2384765 1867 2403027 1917 2421289 1967 2439551 
1818 2385130 1868 2403393 1918 2421654 1968 2439917 
1819 2385495 1869 2403758 1919 2422019 1969 2440282 

1820 2385861 1870 2404123 1920 2422385 1970 2440647 
1821 2386226 1871 , 2404488 1921 2422750 1971 2441012 
1822 2386591 1872 I 2404854 1922 2423115 1972 2441378 
182'3 2386956 1873 I 2405219 1923 i 2423480 1973 2441743 

I 
1824 2387322 1874 I 2405584 1924 2423846 1974 2442108 
1825 2387687 1875 i 2405949 1925 2424211 1975 2442473 
1826 2388052 1876 

I 
2406315 1926 2424576 1976 2442839 

1827 2388417 1877 2406680 1927 2424941 1977 2443204 
1828 2388783 1878 2407045 1928 2425307 1978 2443569 
1829 2389148 1879 2407410 1929 2425672 1979 2443934 

1830 2389513 1880 2407776 1930 2426037 1980 2444300 
1831 2389878 1881 2408141 1931 ! 2426402 1981 2444665 

I 
1832 i 2390244 1882 2408506 1932 2426768 1982 2445030 

I 

1833 
! 

2390609 1883 2408871 1933 2427133 1983 2445395 
1834 2390974 1884 2409237 1934 2427498 1984 2445761 
1835 I 2391339 1885 2409602 1935 , 2427863 1985 2446126 
1836 I 2391705 1886 2409967 1936 2428229 1986 2446491 
1837 , 2392070 1887 2410332 1937 2428594 1987 2446856 
1838 2392435 1888 2410698 1938 2428959 1988 2447222 
1839 2392800 1889 2411063 1939 2429324 1989 2447587 

1840 2393166 1890 2411428 1940 2429690 1990 2447952 
1841 2393531 1891 2411793 1941 2430055 1991 2448317 
1842 2393896 1892 2412159 1942 2430420 1992 2448683 
1843 2394261 1893 i 2412524 1943 2430785 1993 2449048 
1844 2394627 1894 

i 
2412889 1944 2431151 1994 2449413 

1845 2394992 1895 2413254 1945 2431516 1995 2449778 
1846 2395357 1896 2413620 1946 2431881 1996 2450144 
1847 2395722 1897 2413985 1947 2432246 1997 2450509 
1848 2396088 1898 2414350 1948 2432612 1998 2450874 
1849 2396453 1899 2414715 1949 2432977 1999 2451239 

1850 2396818 1900 2415080 1950 2433342 2000 2451605 



Konstanten. Tabellen. Diagramme. 545 

Erster Ostertag in dem jetzt giiltigen (gregorianischen) Kalender. 
(Vgl. § 70.) 

Datum des 1. Ostertages fiir den Zeitraum 1801 bis 2000. 
1801 ...... April 5 1851. ..... April 20 1901 ...... April 7 1951 ...... Marz 25 
1802 ...... 18 1852 ...... 

" 11 1902 ...... Marz 30 1952 ...... April 13 
1803 ...... 10 1853 ...... Marz 27 1903 ...... April 12 1953 ...... 5 
1804 ...... 1854 ...... April 16 1904 ...... 3 1954 ...... 18 
1805· ..... 14 1855· ..... " 8 1905 ...... 23 1955 ...... 10 
1806 ...... 6 1856 ...... Marz 23 , 1906 ...... 

" 15 1956 ...... 1 
1807 . . . . . . :YIarz 29 1857 ...... April 12 1907 ...... Marz 31 1957· ..... 21 
1808 ...... April 17 1858 ...... 4 1908 ...... April 19 I 1958 ...... " 6 
1809 ...... 2 1859 ...... 24 1909.·· ... " 11 1959 ...... Miirz 29 
1810 ...... 22 1860 ...... 

" 8 1910 ...... Marz 27 1960 ...... April 17 
1811 ...... 14 1861 ...... Marz 31 i 1911. ..... April 16 1961 ...... 2 
1812 ...... Marz 29 1862 ...... April 20 1912 ...... 

" 7 1962 ...... 22 
1813 ...... April 18 1863 ...... 

" 5 1913 ...... Marz 23 1963 ...... " 14 
1814 ...... 10 1864 ...... Marz 27 1914 ...... April 12 1964 ...... Marz 29 
1815 ...... Marz 26 1865 ...... April 16 I 1915 ...... 4 1965 ...... April 18 
1816 ...... April 14 1866 ...... 1916 ...... 23 1966 ...... " 10 
1817 ...... 

" 6 1867 ...... 21 1917· ..... " 8 1967 ...... Marz 26 
1818 ...... Marz 22 1868 ...... 12 

, 
1918 ...... ;\1arz 31 1963 ...... April 14 " i 

1819 ...... April 11 1869 ...... Marz 28 I 1919 ...... April 20 1969.·· ... " 6 
1820 ...... 2 1870 ...... April 17 I 1920 ...... 

" 4 1970 ...... Marz 29 
1821 ...... 22 1871 ...... 

" 9 : 1921. ..... Marz 27 1971 ...... April 11 
1822 ...... 

" 7 1872 ...... :\1arz 31 1922 ...... April 16 1972 ...... 2 
1823 ...... Marz 30 1873 ...... April 13 1923 ...... 1973 ...... 22 
1824 ...... April 18 1874 ...... 5 

, 

1924 ...... 20 1974 ...... 14 " I " 1825 ...... 
" 3 1875 ...... Marz 28 1925· ..... 12 1975 ..... Marz 30 

1826 ...... Marz 26 1876 ...... April 16 1926 ...... 4 1976 ...... April 18 
1827.· .... April 15 1877 ...... 1 1927 ...... 17 1977 ...... " 10 
1828 ...... 6 1878 ...... 21 1928 ...... " 8 1978 ...... Marz 26 
1829 ...... 19 1879 ...... 

" 13 1929 ...... Marz 31 1979 ...... April 15 
1830 ...... 11 1880 ...... Marz 28 1930 ...... April 20 1980 ...... 6 
1831. ..... 3 1881 ...... April 17 I 

I 1931. ..... 5 1981. ..... 19 
1832 ...... 22 1882 ...... 

" 9 1932 ...... Marz 27 1982 ...... 11 
1833 ...... 

" 7 1883 ...... Marz 25 1933 ...... April 16 1983 ...... 3 
1834 ...... Marz 30 1884 ...... April 13 1934 ...... 1984. '" .. 22 
1835 ...... April 19 1835 ...... 5 , 1935 ...... 21 1985 ...... " 7 
1836 ...... 

" 3 1886 ...... 25 1936 ...... 
" 12 1986 ...... Marz 30 

1837 ...... Marz 26 1887 ...... 10 1937 .... ·.Marz 28 1987 ...... April 19 
1838 ...... April 15 1888 ...... 1938 ....... \.pril 17 1988 ...... " 3 
1839 ...... Marz 31 1889 ...... 21 1939 ...... 

" 9 1989 ...... Marz 26 
1840 ...... April 19 1890 ...... 6 i 1940 ...... Marz 24 1990 ...... April 15 
1841 ...... 11 1891. ..... Marz 29 I 1941 ...... April 13 1991 ...... Marz 31 " 1842 ...... Marz 27 1892 ...... April 17 , 1942 ...... 5 1992 ...... April 19 
1843 ...... April 16 1893 ...... 

" 2 1943 ...... 25 1993 ...... 11 
1844 ...... 

" 7 1894 ...... Marz 25 I 1944 ...... 9 1994 ...... 3 
1845 ...... ~1arz 23 1895 ...... April 14 1945 ...... 1 1995· ..... 16 
1846 ...... April 1~ I 1896 ...... 5 1946 ...... 21 1996 ...... " 7 
1847 ...... 1897· ..... 18 1947 ...... 

" 6 1997 ...... Marz 30 
1848 ...... 23 . 1898 ...... 10 1948 ...... Marz 28 1998 ...... April 12 
1849 ...... 

" 8 1899 ...... 2 1949 ...... April 17 I 1999····· . 4 
1850 ...... :YIarz 31 1900 ...... 15 1950 ....... \pril 9 I 2000 ...... 23 

Stromgren, Lehrbuch der Astronomie. 35 
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rJ) 

Tafel des Fehlerintegrals ;-;fe-t2 dt (vgl. S. 499). 

o 
x 

0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 
0.6 
0.7 
0.8 
0.9 
1.0 
1.1 
1.2 
1.3 
1.4 
1.5 
1.6 
1.7 
1.8 
1.9 
2.0 
2.1 
2.2 
2.3 
2.4 
2.5 

0 1 I 2 I 3 I 4 
I 

0.000 0.011 I 0.023 
I 0.034 I 0.045 

0.112 0.124 0.135 0.146 0.157 
0.223 0.234 . 0.244 0.255 0.266 
0.329 0.339 

, 

0.349 0.359 0.369 I 
0.428 0.438 I 0.447 0.457 0.466 
0.520 0.529 0.538 0.546 0.555 
0.604 0.612 0.619 0.627 0.635 
0.678 0.685 0.691 0.698 0.705 
0.742 0.748 0.754 0.760 

I 
0.765 

0.797 0.802 0.807 0.812 0.816 
0.843 0.847 I 0.851 0.855 I 0.859 
0.880 0.884 0.887 0.890 I 0.893 

I 
I 

0.910 0.913 0.916 0.918 I 0.921 
0·934 0.936 0.938 0.940 0.942 
0.952 0.954 

I 

0.955 0.957 0.958 
0.966 0.967 0.968 0.970 0.971 
0.976 0.977 I 0.978 0.979 0·980 
0.984 0.984 0.985 0.986 0.986 
0.989 0·990 0·990 0.990 0.991 
0.993 0.993 

i 0·993 0.994 I 0.994 
0.995 0.996 0·996 0.996 I 

0.996 
0.997 0.997 0.997 0.997 I 0·998 
0.998 0.998 0.998 0·998 0.998 
0.999 0.999 0·999 0.999 0.999 

0.999 
1.000 

0.999 0·999 0·999 0.999 
1.000 1.000 1.000 1.000 

I 

I 

i , 

, 

5 

0.056 
0.168 
0.276 
0.379 
0.475 
0.563 
0.642 
0·711 
0.771 
0.821 
0.862 
0.896 
0.923 
0.944 
0.960 
0.972 
0.980 
0.987 
0.991 
0.994 
0·996 
0.998 
0999 
0·999 
0.999 
1.000 

I 

I 

6 I 
0.068 

I 0.179 
0.287 I 

0.389 I 
0.485 
0.572 
0.649 
0.718 
0.776 
0.825 
0.866 
0.899 
0·925 
0.946 
0.961 
0.973 
0.981 
0.987 
0.991 
0.994 
0.996 
0.998 
0.999 
0·999 
0.999 
1.000 

i 

7 

0.079 
0.190 
0.297 
0.399 
0.494 
0.580 
0.657 
0.724 
0.781 
0.830 
0.870 
0·902 
0.928 
0.947 
0.962 
0.974 
0.982 
0.988 
0.992 
0.995 
0.997 
0.998 
0·999 
0·999 
1.000 
1.000 

I 

I 

I 

8 

0.090 
0.201 
0.308 
0.409 
0·503 
0.588 
0.664 
0·730 
0.787 
0.834 
0.873 
0.905 
0.930 
0.949 
0.964 
0-975 
0.982 
0.988 
0.992 
0.995 
0.997 
0.998 
0.999 
0.999 
1.000 
1.000 

I 9 

0.101 
0.212 
0.318 
0.419 
0·512 
0·596 
0.671 
0736 
0·792 
0.839 
0.877 
0.908 
0·932 
0.951 
0.965 
0-975 
0.983 
0.989 
0.992 
0.995 
0·997 
0.998 
0.999 
0·999 
1.000 
1.000 

Stereoskopbilder unserer Nachbarsterne und der Bahnverhaltnisse des 
Kometen 1927 c. 

Das erste Stereoskopbild (Abb. 183) ist nach den Tafeln in Nordisk Astronomisk 
Tidsskrift 1924 Nr. 2 und 1925 Nr. 4 berechnet. Auf dem Bilde befinden sich 
205 Sterne, die innerhalb einer Kugel mit dem Radius 10.5 Parsec (34.3 Licht-
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jahren) liegen. Diese Gruppe ist auf dem Bilde von einer Stelle in der Richtung 
des galaktischen Nordpols (~= 190°; <5 = + 28°) und in der Entfernung 
100 parsec von der Sonne gesehen. Augenabstand: 10 parsec. Richtige Be
trachtungsentfernung: 22 cm. 
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Die Durchmesser der Sterne auf der Zeichnung sind so gewahlt , da/3 gro/3em 
Durchmesser gro/3e absolute Helligkeit entspricht und umgekehrt. 

Das zweite Stereoskopbild (Abb. 184) stellt die Erdbahn und die Bahn des 
Kometen Pons-Winnecke (1927 c) dar. Die Bahn des Kometen ist nach dem 
folgenden Elementensystem gezeichnet : 

T = 1927 Juni 21.16 Weltzeit 
w = 170 0 23' 
Q = 98 10 
i = 18 57 
e = 0.68552 
a = 3.3055 
q = 1.0395 

U = 6.010 Jahre 

Abb.184. 

Die beiden Geraden sind die Knotenlinie und die Apsidenlinie. Die Punkte 
auf der Kometenbahn geben den Ort des Kometen zu den Zeitpunkten 1. 1926 
Dez. 22, 2. 1927 Marz 22, 3. 1927 J uni 21 (Perihel), 4. 1927 Sept. 22, i5. 1927 
Dez. 22, 6. 1928 Juni 22,7.1929 Juni 22,8.1930 Juni 23 (Aphel), 9. 1931 Juni 22 
und 10. 1932 Juni 22 an. Die Punkte auf der Erdbahn geben den Ort der Erde 
zu den entsprechenden Solstitial- und Aquinoktialzeiten (1. Dez. 22 usw.) an. 

Die kleine Figur un ten links ist eine vergr6/3erte Wiedergabe des Teils def 
Bahnen, wo Erde und Komet einander am nachsten waren. Die Erde ging am 
30. Juni 1927 und der Komet am 29. Juni 1927durch die Knotenlinie; am 27. Juni 
war der Komet der Erde am nachsten. Entfernung von der Sonne: 1500 Mill. km; 
Augenabstand: 300 Mill. km. 

35* 
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Abb. 185. TotaJe Sonnenfinsternis am 31. August 1932 (nach dem Berliner Jabrbuch f(jr 1932). 

Abb. 186. RingMrmige Sonnenfinsternis am 24. Februar 1933 (nach dem Berliner Jahrbuch fUr 1933). 

(Vgl. § 148). 
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Blaubild 332. 
Blaufilter 330. 
Blinkmikroskop 292, 438, 

460. 
Bodesche Reihe 279. 
Bohrsche Frequenzbedingung 

17, 351, 
Bolometrische GroBenklasse 

324, 327· 
Boltzmannsches Gesetz 362, 

388, 389· 
Bonner Durchmusterung 

(B.D.) 458. 
Bore 186. 
Boss-Katalog 259, 401, 464. 
Breite, galaktische 456. 
-, geographische 29, 126. 
-, geozentrische 132. 
- in bezug auf die Ekliptik 

65. 
Brucia 292. 

Cassinische Teilung 298. 
Cape Photographic Durch

musterung 458. 
Carte du Ciel 458. 
Cepheiden 439f. 
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Cepheiden in kugelformigen 
Sternhaufen 448. 

- in Spiralnebeln 454, 484. 
Ceres 291-
Chromosphare 267, 390. 
Chromospharenspektrum 270, 

372. 
Chronograph 11, 41-
Chronometer 11. 
Chronometerexpeditionen 

127· 
Clairauts Theorem 146. 
Copernicanisches System 150, 

155· 
Cordoba-Durchmusterung 

458. 

Dammerung, astronomische 
und biirgerliche 110. 

Datumgrenze 72. 
Deferent 149. 
Deimos 290. 
Deklination 28. 
Deklinationsachse 50. 
Deklinationsbestimmung 48. 
Deklinationskreis 28. 
- eines Instruments 50. 
Detaillierter Ausgleich 359. 
Detailmessung, geodatische 

131-
Dichte 122. 
Dichten im Sonneninnern 278. 
Differentielle Beobachtungen 

64. 
Differenzen 501. 
Differenzenschema 501. 
Diffuse Nebel 450. 
Diffusionsgeschwindigkeit 

399· 
Digression, groEte ostliche 

und westliche 32. 
Diopter 2. 
Direkte Bewegung 61. 
Distanz 52. 
Divisoren, kleine 250, 255. 
Doppelsterne 407f. 
Doppelwelle in den Radial-

geschwindigkeiten 488. 
Dopplereffekt 20. 
Drakonitischer Monat 95. 
Dreikorperproblem 230. 
Dunkelnebel 452. 
Durchgangsinstrument 41, 

102. 
Durchlassigkeitszahl 326. 
Durchschnittsparallaxen 461. 

Ebbe und Flut 184. 
Echappement einer Uhr 10. 
Effektive Temperatur 324, 

340. 
- Wellenlange 333. 
Eichung spektroskopischer 

Parallaxen 348, 395, 462. 
Eigenbewegung87,400f,506f. 
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Einfang von Elektronen 351. 
Eisenmeteore 314. 
Ekliptik 60. 
Ekliptikalkoordinaten 65, 

215· 
Elementenverwandlung 491-
Elliptische Bewegung 158, 

210. 
- Nebel 453. 
Elongation 94. 
Emissionslinien 338, 384. 
Emissionsvermogen 369. 
Empfindlichkeit einer photo-

metrischen Apparatur 325, 
330. 
des Auges 324, 330. 
photographischer Platten 
324, 330. 

Enckescher Komet 307. 
Energiekurve des kontinuier

lichen Spektrums 338. 
- eines Spektrums 337. 
Energieniveaus eines Atoms 

17. 
Entdeckung veranderlicher 

Sterne 438. 
Entfernungen der Sterne 404f. 
Entstehung des Sonnen

systems 493. 
- von Doppelsternen 493. 
Entwicklungstheorie der 

Sterne 492. 
Epagomenen 77. 
Epakten 98. 
Ephemeride 86, 216. 
Epizykel 149. 
Erdachse 125. 
Erdaquator 125. 
Erddimensionen 133. 
Erdellipsoid 131-
Erde und Mond 283f. 
Erdgestalt 125f., 143. 
Erdmagnetismus 265. 
Erdoberflache, hydrostati-

sche 134. 
-, mathematische 125. 
-, physische 134. 
Erdpole 125. 
Eros 199, 292. 
Erster Vertikal 28, 47. 
Eruptive Protuberanzen 270. 
Eulersche Gleichungen 533. 
- Periode 115, 533. 
Evektion 179. 
Expositionszeitverhaltnis 

332. 
Extinktion 13, 539. 
Exzentrische Anomalie 162, 

214. 
Exzentrischer Kreis 149. 
Exzentrizitat (Bahnelement) 

158. 
Exzentrizitatsfehler (eines In

struments) 35. 
Exzentrizitatswinkel 158. 

Fadenmikrometer 52. 
Fadenpendel 145. 
Farbe 330. 
Farbenaquivalente 333. 
Farbenindex 325, 346, 348. 
Farbtemperatur 340. 
Fayescher Komet 308. 
Fehler, iibrigbleibender, 

systema tischer, zufalliger, 
mittlerer, wahrer 494f. 

Fehlergesetz, typisches 
(Gausssches) 497. 

Fehlerintegral 498, 546. 
Fehlertheorie 496. 
Fernrohr 2. 
Feuerkugeln 314. 
Finsternisperioden 195. 
Finsternisse 186 f. 
Flachengeschwindigkeit 159, 

206. 
Flachenhelligkeit 335, 340, 

349. 
Flachenintegrale 205, 232. 
Flash-Spektrum 270. 
Florring 298. 
Fluoreszenz 379, 384. 
Foucaultscher Pendelversuch 

147· 
Franklin-Adams-Karten 458. 
Fraunhofersche Linien 266, 

336. 
Freie Achsen 534. 
Friihlingspunkt 34, 60. 
Fundamentalkatalog der 

Astronomischen Gesell
schaft 401-

Fundamentalsterne 64. 
Funkeln der Sterne 59. 

Galaktische Nebel 450f. 
Galileisches Fernrohr 4. 
Gang einer Uhr 102. 
Gausssches Fehlergesetz 497. 
Gausssche Konstanten 216. 
Gebrochene Achse 39. 
Gebundene Rotation 281, 283, 

433. 
Gelbbild 332. 
Gelbfilter 325, 330. 
Gemischtsakulare Storungs-

glieder 252. 
Genauigkeit, MaE der 498. 
Geodatische Beobachtungen 

129. 
Geoid 125, 134. 
Geographische Breite 29, 126. 
- Lange 126. 
Geozentrische Breite 132. 

Koordinaten eines Ge
stirns 162, 214, 217. 

Geschwindigkeit 120, 202. 
Geschwindigkeitsraum 486. 
Geschwindigkeitsverteilung, 

ellipsoidische 487. 
- in einem Gas 359. 



Gewicht einer Beobachtung 
494. 

Gezeiten 184. 
Giganten 395. 
Gitter 15. 
Glasmeteore 314. 
Gleichgewichtszustand 358. 
Gnomon 38, 46. 
Goldene Zahl 98. 
Gradmessungen 128. 
Granulation 264. 
Gravitationsgesetz 167, 203. 
Gravitationskonstante 203, 

212. 
Gregorianischer Kalender 76. 
GroBe 321. 
GroBenklasse 321. 
Grundform der Erdoberflache 

134. 
Grundzustand eines Atoms 

17, 352. 

Haufigkeit der Elemente 
273. 

Haufigkeitsfunktion der ab
soluten Helligkeiten 462, 
471, 481. 

Hafenzeit 185. 
Halleyscher Komet 305, 308. 
Harvard-Klassifikation 342. 
- -Map of the Sky 458. 
Hauptserie 393. 
Haupttragheitsachsen 532. 
Haupttragheitsmomente 532. 
Heliakischer Aufgang 77. 
Heliographische Breite 265. 
Heliometer 53. 
Heliozentrische Koordinaten 

eines Gestirns 156, 162, 
214. 

Helle Nachte 111. 
Helligkeit der Planeten 154. 
Henry Draper-Katalog 342. 
Herbstpunkt 60. 
Hidalgo 292, 293. 
Himmelsachse 27. 
Himmelsaquator 28. 
Himmelskugel, die 27. 
Himmelsmechanik 1, 202. 
Himmelspole 27. 
Himmelszeichen 66. 
Hochionisierte Materie 275, 

398. 
Hodograph 87. 
Hohe 28:· 
Hohenmessung 40. 
Hohenparallaxe 137. 
Holmesscher Komet 308. 
Horizont 27. 
Horizontalparallaxe 137. 
Horizontalpunkte eines In-

strumentenkreises 44. 
Horrebow-Talcottsche Me

thode 116. 
Hundstage 78. 
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Hyaden 447. 
Hyadenproblem 450, 507. 
Hyperbolische Bewegung223. 

Idealform der Erdoberflache 
134. 

Index 6. 
Indexfehler 9. 
Inertialsysteme 257. 
Instrumentfehler 103. 
Integralgleichung 477. 
Interferenz des Lichtes 16. 
- von Gezeitenwellen 186. 
Interferometer 334. 
-, Beobachtungen von spek

troskopischen Doppelster
nen mit dem 423. 

Intemationale Erdmessung 
133. 

Interpolation 501, 518. 
Ionisation 17, 351. 
Ionisationsgleichung 364. 
Ionisationsgrad 366. 
Ionisationspotential 353. 

Jacobische Konstante 239. 
J acobisches Integral 239· 
Jahrliche Ungleichheit (Mond-

storung) 178. 
Jahr, astronomisches 86, 538. 
-, gregorianisches 77, 538. 
-, julianisches 77, 538. 
-,siderisches 81,538. 
-, tropisches 69, 538. 
J ahreszeiten, Lange der 283. 
Julianische Periode 79. 
Julianischer Kalender 76. 
Julianisches Datum 79, 544. 
Juno 291. 
Jupiter 99, 294. 
Jupitergruppe 235, 292. 
J upiterkommensurabilitaten 

294. 
Jupitermonde 295. 

K-Effekt 488. 
Kalender 76, 97. 
Kalziumwolke im interstel-

laren Raum 484. 
Kant-Laplacesche Theorie 

321. 
Kartenarbeit 131-
Kegelschnitt 209. 
Keplersche Gesetze 156, 206, 

209, 212. 
- Gleichung 211, 517. 
Keplersches Problem 162. 
Kemschatten 186. 
Kettenbruch 251. 
Klassen veranderlicher Steme 

438. 
Kimmtiefe 136. 
Kimmung 27. 
Kleine Planeten 291. 
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Knoten, absteigender und 
aufsteigender 160, 213. 

- der Mondbahn 95. 
Knotenmonat 95. 
Kohlensack 452. 
Kollimationsfehler 36, 104. 
Kollimator 44. 
Kolorimetrie 330. 
Kolorimetrische GroBenklasse 

329· 
Kolur der Nachtgleichen 66. 
- der Sonnenwenden 66. 
Koma 303. 
Kometen 303. 
Kometenbahnen 305, 310. 
Kometenkem 303. 
Kometenkopf 303. 
Kometenschweif 303. 
Kommensurabilitat der mitt-

leren Bewegungen, strenge 
und genaherte 250, 299. 

Kompensationspendel 10. 
Konjunktion 94. 
-,obere 99. 
-, untere 101-
Konstanten, astronomische 

und mathematische 538. 
Konvergenzpunkt bei Stem

stromen 450, 507. 
Korona 267. 
Korrespondierende Hohen 31, 

37, 106. 
Kosmogonie des Sonnen

systems 321, 493. 
Kosmogonische Probleme 

489· 
Kraftefunktion 232. 
Kraft 121-
Kreisbahn 225. 
Kubikparsec 462. 
Kugelformige Stemhaufen 

260, 446. 
Kulmination, obere und 

untere 30. -
Kurzperiodische Kometen 

306. 

Lange des aufsteigenden Kno-
tens 161-

- des Perihels 161. 
- fiir die Epoche 161. 
-, galaktische 456. 
-, geographische 126. 
- in bezug auf die Ekliptik 

65. 
- in der Bahn 159. 
Langenbestimmung 117, 126. 
- zur See 117. 
Lagrangesche Spezialfalle des 

Dreikorperproblems 235. 
Langperiodische Storungs

glieder 250. 
Laurentiusschwarm 314. 
Lebendige Kraft, Integral 

207, 233· 
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Legales Meter 133. 
Legendres Theorem 130. 
Leoniden 314. 
Libelle 35. 
Libration in Breite 284. 
- in Lange 284. 
-. parallaktische 285. 
-. tagliche 285. 
Librationspunkte 235. 
Lichtablenkung am Sonnen-

rand 319. 
Lichtabsorption 17. 350. 
Lichtdruck 312. 390. 
Lichtemission 17. 350. 
Lichtgeschwindigkeit 17. 296. 

538. 
Lichtjahr 406. 
Lichtkurve 426. 437. 439. 
Lichtquant 17. 
Lichtstarke eines Fernrohrs 

4. 
Lichtwechsel 437. 
- -Elemente 437. 
Lichtzeit 538. 
Limbus 7. 
Linienkontur 337. 381. 
Linsen 2. 
Lokales thermodynamisches 

Gleichgewicht 373. 
Lokalkonstante 72. 
Lokalsystem 469. 
Lotabweichungen 134. 
Lotschnur 27. 
Lunisolarprazession 81. 

p Cephei-Sterne 441. 
Magellansche 'Wolken 440. 

454. 485. 
Mars 99. 288. 
Marskanale 289. 
Marsmonde 290. 
Mascaret 186. 
Masse 122. 
-. Bestimmung der Masse 

von Doppelsternkompo
nenten 410. 417. 432. 

-. - - - von Sternen in 
Sternhaufen 450. 

- -Leuchtkraft-Relation 278. 
398. 

Massenpunkte 202. 
Massenverlust durch die Aus

strahlung 490. 
Mauerquadrant 46. 
Maxwellsches Verteilungs

gesetz 359. 
Mayersche Formel 105. 
Mechanisches Gleichgewicht 

274. 374. 
Meere auf dem Mond 285. 
Mehrfache Systeme 436. 
Meridian 28. 
- eines Ortes 126. 
Meridiangrad. Lange 135. 
MeridianhOhe 43. 
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Meridiankreis 43. 
Meridianmarke 43. 
Meridianquadrant 133. 
Merkur 99. 279. 
Merkurdurchgange 197. 200, 

280. 
Mer kurperihel. Bewegung 

319. 
MeBapparat fiir photographi-

sche Platten 54. 
Messier 33 Trianguli 485. 
Meter 133. 
Meteoriten 315. 
Meteorsteine 314. 
Metonscher Zyklus 97. 
Mikrometer 42. 52. 
Mikrometerbeo bachtungen 

53. 505. 514. 
Mikrometerschraube 7. 
MilchstraBe 456. 
MilchstraBenpol 456. 
MilchstraBenwolken 456. 469. 
Mira 436. 
Mirasterne 438f. 
Mire 4-3. 
Mittagskorrektion 107. 
Mittagslinie 28. 
Mittel. arithmetisches 493. 
Mitteleuropaische Zeit 71. 
Mittelpunktsgleichung 164. 
Mitternachtskorrektion 107. 
Mitternachtssonne 110. 
Mittlere Anomalie 163. 214. 

Bewegung 211. 
Entfernung 158. 
Sonne 70. 
Sonnen zeit 69. 

Mittlerer Ort 86. 
- Sonnen tag 69. 
Mittleres Aquinoktium 86. 
:Molekulargewicht im Sonnen-

innern 274. 
Monat. anomalistischer 176. 

538. 
-. drakonitischer 95. 538. 
-. siderischer 94. 538. 
_. synodischer 96. 538. 
_. tropischer 94. 538. 
Mond 94. 283. 
-. schein bare Bewegung 94. 
Mondbewegung im Raum 175. 
Monddistanzen 128. 
Mondfinsternisse 187. 
Mondfinsternissphare 193. 
Mondjahr 97. 
Mondkrater 287. 
Mondkulminationen 128. 
Mondparallaxe 139. 179. 
Mondphasen 95. 
Mondstorungen 176f .• 527£. 
Moving clusters 446. 
Multiplettlinien 354. 388. 

Nachtbogen 30. 
Nadir 27. 

Nadirpunkt eines Instrumen-
tenkreises 44. 

Nachsten Fixsterne. die 459f. 
Nebel 450f. 
- yom Typus der Magellan-

schen Wolken 453. 
Nebelhaufen 485. 
Nebellinien 444. 452. 
Nebelmasse urn Nova Persei 

444. 
Nebelscheiben urn neue 

Sterne 444. 
Neigung (Bahnelement) 161. 

213-
- einer Instrumentenachse 

103. 
Neptun 301 
Neptunmond 302. 
Neue Sterne 440f. 
Neuer Fundamentalkatalog 

(N.F.K.) 401. 
Neuer Stil 77. 
Neumond 96. 
Neutronen 277. 
New General Catalogue of 

Nebulae and Clusters 
(N.G.C.) 455. 

Newtonsches Gravitations-
gesetz 167. 

N.G.C. 455. 
- 6822 485· 
Nippflut 185. 
Niveau 35. 
Nivellieren 35. 
Nonius 7. 
Nordpol 27. 
Nordpunkt 28. 
Normalgleichungen 496. 
Normalmeter 133. 
Novaahnliche Sterne 444. 
Novae 444f. 
Nullpunkt der Periode

Leuchtkraft - Relation 
461, 

Numerische Differentiation 
503. 519· 

- Integration 234. 236. 504. 
519· 

Nutation 83. 505. 
-. Erklarung der 182, 534. 
Nutationskonstante 83. 

Oberflachentemperatur der 
Sonne 273. 

- der Sterne 339. 
Objektiv 2. 
Objektivprisma 16. 344. 
Offene Sternhaufen 446. 
Okkultationen 128. 197. 
Okular 2. 
Opposition 94. 
Optische Doppelsterne 407. 
- Signale 127. 
- Tiefe 374. 
Orionnebel 451. 



Orthochromatische Platten 
325. 330. 

Ortszeit 72. 
Oskulierende Elemente 247. 

310. 
Ostertag. erster 97. 545· 
Osterregel. Gausssche 97. 
Osteuropaische Zeit 72. 
Ostpunkt 28. 

Pallas 291. 
Parabelnahe Bahnen 223. 

309f. 
Parabolische Bewegung 223. 

305. 
Parallaktische Aufstellung 50. 
- Bewegung 507. 
- Ungleichheit (Mondsto-

rung) 180. 201. 
Parallaktischer Winkel 30. 
Parallaktisches Lineal 46. 
Parallaxe. jil.hrliche 93. 150. 

404f .• 506f .• 509f. 
-. tligliche 136. 514. 
Parallelgrad 135. 
Parallelkreis 28. 
Parameter einer Ellipse 159. 
Parsec 405. 
Partielle Finstemis 188. 191. 
Passageinstrument 41. 102. 
Passatwinde 148. 
Pekuliarbewegung 461. 508. 
Pendel 10. 145. 
Pendeluhr 10. 
Perihel t 58. 
Periheldistanz 158. 223. 
Perihelllinge 210. 
Perihelzeit 161. 21t. 
Periode-Leuchtkraft-Rela-

tion bei den Cepheiden 
440. 448, 461. 

Periodische Losungen im 
Dreikorperproblem 236. 

Perseiden 314. 
Perseushaufen 446. 
Phasen beim Mond 95. 
- bei den Planeten 1 52. 
Phasenwinkel 153. 
Phobos 290. 
Photoelektrische GroBen-

klasse 325. 
- Zelle s. Photozelle. 
Photographie 5. 
Photographische GroBen-

klasse 325. 
- Platten 54. 
Photoionisation 35t. 
Photometer 12. 
Photometrie, photoelektri-

sche 13. 
-, photographische 12. 
-, visuelle 11. 
Photometrische Doppelsterne 

424f. 
- Parallaxen 466f. 
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Photosphlire 273. 
Photovisuelle GroBenklasse 

'325. 
Photozelle 13. 42. 325. 332. 

437. 
Physische Doppelsterne 407. 
Planck-Kurven 324. 
Plancksche Konstante 17. 
Plancksches Gesetz 19. 369. 
Planetarische Nebel 450. 
Planeten, groBe 278. 
-. obere und untere 99. 
-, seheinbare Bewegung 99. 
Planetenmassen, Bestim-

mung 170. 
Planetenstorungen 174. 
Planetoiden 291. 
Plejaden 446. 
Pluto 302. 
Polarkoordinaten 207. 
Polarnacht 111. 
Poldistanz 29. 
Pole eines groBten Kreises 21. 
PolhOhe 29. 
PolhOhenbestimmung47,112, 

513. 
- zur See 48, 117. 
Polschwankungen 11 5. 
Polsequenz 13. 
Positionskreis 52. 
Positionswinkel 52. 
Praesepe 446. 
Prll.zession 79, 505. 
-, allgemeine 82. 
- durch die Planeten 82. 
-, Erkllirung 182, 534. 
-, Lunisolar- 82. 
Prlizessionskonstante 258. 
Prismen 14. 
Probleme restreint 236. 
Protonen 277. 
Protuberanzen 267. 
Ptolemliisches Weltsystem 

149. 
Pulsationstheorie 442. 
Purkinje-Phlinomen beim 

Auge 328. 
- bei photographischen 

Platten 329, 332. 
Pyrheliometer 323. 

Quadrant (Instrument) 46. 
Quadrate, Methode der klein-

sten 494. 
Quadratur 94. 

R Coronae borealis-Sterne 
441-

RV Tauri-Steme 440. 
Radialgeschwindigkeit 403 f., 

506f. 
Radialgeschwindigkeitskurve 

412. 
Radiationspunkt 314. 
Radioaktiver Stern 491. 
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Radiometer 13, 
Radiometrische GroJ3enklasse 

327· 
Radius. Bestimmung des. bei 

photometristhen Doppel
stemen 432. 

Radiusvektor 158, 207· 
Rliumliche Dichte 395. 
- Geschwindigkeit 406. 
Raffety-Bande 313. 
Randverdunklung auf der 

I Sonnenscheibe 267. 
Raumgeschwindigkeit. durch-

schnittliche 404. 
Rechenmaschine 23, 217. 
Rechtlliufige Bewegung 6t. 
Reflektor 5. 
Reflexionsinstrumente 8. 40. 
Refraktion 55, 540. 
Refraktionskonstante 57. 
Refraktor 2, 5. 
Reihenentwicklungen im 

Dreikorperproblem 233. 
- im Storungsproblem 244. 
- imZweikorperproblem219. 
Rektaszension 34. 
Rektaszensionsbestimmung 

64. 102. 
Relative Bewegung 204. 
Relativitlitstheorie, allge-

meine 123, 259. 319, 489. 
Repsoldsches Mikrometer 42. 
Restintensitlit 381. 
Retrograde Bewegung 6t. 
Reversionspendel 145. 
Riesenast 395. 
Riesensteme 395. 
Ringformige Sonnenfinstemis 

189. 
Rioggebirge 287. 
Ringnebel in der Leier 451-
Rotation der Erde 143. 

der Sonne 265. 
des MilchstraBensystems 
258, 486f. 
enger Doppelsternkompo
nenten 433. 
fester Korper 532. 

Rotationsachse. instantane 
oder momentane 532. 

Rotationseffekt bei einfachen 
Stemen 435. 

Rotationsellipsoid 131. 
-, Anziehung: 171. 
Rotationsgeschwindigkeiten, 

Zusammensetzung von 
121. 

Rotkeil 328, 33t. 
Rotverschiebung des Lichts 

319. 
Rowlands Katalog der 50n-

nenlinien 266. 
Riicklliufige Bewegung 6t. 
Ruhende Protuberanzen 270. 
Russell-Diagramm 390f. 
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Sakulare Akzeleration des 
Mondes 178. 

- Storungsglieder 250. 
Sagittarius. Zentrum der 

MilchstraBe in der Rich
tung des 483, 486. 

Sagittariussystem 469, 470, 
482. 

Saros-Periode 196. 
Saturn 99. 297. 
Saturnmonde 298. 
Saturnring 297. 
Scheinbare GroBe 322. 
- Helligkeit 323. 
Scheinbarer (apparenter) Ort 

86. 
Schiefe der Ekliptik 6L 
- - -, Anderung in der 81. 
Schwache Riesen 396. 
Schwere, Intensitat der 146. 
- Masse 122. 
-, Richtung der 27, 146. 
Schwerebeschleunigung auf 

der Erde 144. 
Schweremessungen, absolute 

und relative 145. 
Schwerpunkt des Systems 

Erde-Mond 180, 201. 
Schwerpunktsintegrale 231. 
Secchi-Vogelsche Einteilung 

34L 
Selbstregistrierendes Mikro-

meter 42. 
Selected Areas 458, 470. 
Seriengrenze 18. 
Sextant 8. 
Siderischer Monat 94, 538. 
Siderisches Jahr 81. 538. 
Siriusbegleiter 319. 
Skelett des MilchstraBen-

systems 468£. 
Solarkonstante 324. 
Solstitialpunkte 60. 
Sonnenfackeln 263. 
Sonnenfinsternisse 187, 548. 
Sonnenfinsternissphare 193. 
Sonnenflecke 263. 
Sonnenfleckenperiode 264. 
Sonnenfleckenspektrum 267. 
Sonnenmagnetismus 272. 
Sonnenmasse 262. 
Sonnenparallaxe 197 f. 
Sonnenradius 262. 
Sonnenrotation 265. 
Sonnenspektrum 266. 
Sonnentag, mittlerer 69. 
- ,wahrer 68. 
Sonnenuhren 109. 
Sonnenwendepunkte 60. 
Sonnenzeit, mittlere 69. 
-, wahre 68. 
Spannen 39. 
Spektralanalyse 14. 
Spektralklassifikation 341. 
-, zweidimensionale 348. 
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Spektralserie 341. 
Spektraltypus 341. 
Spektrograph 14. 
Spektroheliograph 27L 
Spektroheliogramm 27L 
Spektroskop 13. 
Spektroskopische Doppel-

sterne 412f. 
- Parallaxenmethode 348. 
Spektrum 16. 

der Kometen 312. 
- der Planeten 302. 
- des Zodiakallichts 319. 
Spezialbewegung 508. 
Spezifisches Gewicht 122. 
Spharisch-astronomische Ko-

ordinaten und Formeln 
28f. 

Spharische Astronomic 27. 
- Koordinaten 27. 
Spharischer ExzeB 21, 130. 
Spharisches Dreieck 2L 
Spharisch-trigonometrische 

Differentialformeln 24. 
- - - Formeln 22. 
Spiegelteleskop 5. 
Spiralnebel 453. 
Springflut 185. 
Springtidenhu b 186. 
Stand einer Uhr 102. 
Standlinien 11 7. 
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