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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Предлагаемая книга систематизирует результаты иссл едований, 
nроведеиных моими учениками, коллегами и мною, nорознь и 
совместно , по некоторым новым наnравлениям теории нестацио­
нарных неnрерывных линейных систем и наиболее существенные 
(с моей точки зрения) результаты, nолученные другими авторами. 
Теория систем рассматрив аемого класса сложнее теории аналогич­
ных стационарных систем, так как сложнее объект исследований. 
Этим о бъясняется сравнительно медленное ее развитие и разно­
характерность nодходов к ее nостроению. В книге 'l'еория изучае­
мых систем излагается с nозиций общей теории систем, в которой 
в nоследнее время достигнут значительный nрогресс. Излагаемая 
теория имеет структуру, аналогичную структуре теории стационар­
ных систем. 

Практический выход теории - методы исследования.  К настоя­
щему времени nредложено и в большей или меньшей мере разра­
ботано большое число методов , осветить их все в одной моногра­
фии трудно. При отборе методов для изложения в данной работе 
я руководствовался следующими требованиями: методы должны 
быть с�рогими, алгоритмы nриближенных вычисл.ений - итератив­
ными; в случае стационарных систем методы должны nревращать­
ся в известные методы теории стационарных систем или в р,авно­
ценные им по сложности. 

В книге освещается круг воnросов , традиционный nри изложе­
нии теории систем того или иного класса, nри этом детерминист­
ский подход сочетается со стохастическим. Наряду с результатами, 
известными по более ранним nубликациям, излагаются новые 
результаты, к числу которых относятся: 

а) развитие теории обобщенного характеристического уравне­
ния на основе nонятия корня обобщенного характеристического 
уравнения в функциональном кольце (понятие корня в кольце, 
оценка числа корней в различных кольцах, структура рядов , nред· 
ставляющих корни); 

б) теория nередаточного функционала (понятие и nрименеиве 
в тeopmt вынужденных колебаний) ; 
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в) обобщение понятия спектральной мотности на случай неста­
ционарного стохастического сигнала и применение этого понятия 
в теории вынужденных колебаний; 

г) обобщение метода канонических прообразований на задачу 
исследования устойчивости процессов в системах с запаздыванием. 

Книга предназначена для научных работников, инженеров-иссле­
дователей , преподавателей высших учебных заведений и аспиран­
тов, интересующихся вопросами исследования нестационарных 
динамических систем. 

Большую пользу при подготовке материалов, включенных в 
книгу, мне принесло преподавание курсов "Анализ и синтез неста­
ционарных линейных систем" и "Динамика нестационарных линей­
ных систем" в МАИ им. С .  Орджоникидзе на факультетах повыше­
ния квалификации инженеров и преподавателей. Ряд отраженных 
в книге вопросов появился в результате бесед· со слушателями, 
которым я выражаю свою признательность. 

Профессор К.А. Абгарян высказал много ценных замечаний о 
содержании рукописи. Эти замечания я принял с благодарностью 
и учел при доработке рукописи. 

Декабрь 1984 г. Ф. Михайлов 



ВВЕдЕНИЕ 

Книг а по священ а теории и метод ам исследов ания нест ацион ар ·  
кых непрерыв кых линейных с истем - ч аСТI!ОГО вид а д инамически х 
систем . В целях определения понятия этого вида систем изл аг ается 
понятие дин амической системы и ук азыв аются призн аки, выделяю­
щие этот вид. При изложении понятия динамической системы 
и спользуются эвристические предст авления и строгие м атем ати­
ческие определения. Приво дЯТся определения непрерывности, 
линейности и нест ацион арности д инамической системы - призн а­
ков , дел ающих ее системой изуч аемого вида. Определяются 
ч астные ви ды процес сов,  протек ающих в т акой системе : сво брдные 
и вьmужденкые колеб ания. 

§ 0.1 . PeaлЬIIIde системы и их математические модели 

Теория нест ацион арных линей кых систем прин адле жит к числу 
точных н аук , т.е . к т аким н аук ам, в которых применяются строгие 
мето ды исследования. Вместе с тем реальные техн ические системы, 
р ассм атрив аемые к ак систе мы изуч аемого вид а, к ак пр авило, 
не по ддаются точному м атем атическому опис ак юо, т.е не могут 
служить предметом строгого м атем атического ис с..,едов ания. Э то  
прот иворечие р азреш ается следующим обр азом : в теории нест а­
цион аркых линейных систем р ассм атрив аются не реальные систе­
мы, а их м атем атические мод ели. 

При сравнении математических мод елей систем в р азличн ых 
обл астях те хкики ч асто об наружив ается их полное или почти 
полное совп адение (с точностью до численных х ар актеристик) . 
Это обосновыв ает целесообр азность построения общей теории 
систем р азличных кл ас сов,  для м атем атического опис ания кото ­
р ых  использ уются тождестве нные м атем атичес кие модели. При 
этом физическое содерж ание процессов и технический смысл 
систем являются к атег ориями, выходящими з а  р амки теории. 
Теория нест ацион арных линейных систем является примером 
т акой общей теории. 

М атем ат ическ ая модель системы - это ее абстр акткое м атем ати ­
ческое предст авление. Поскольку модели принци пиально не адек -
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ватны моделируемым системам, в научной практике используются 
модели, отражающие свойства систем лишь приближенно [4, с. 1 5 ] .  

Распространенным подходом к построению модели является 
использование физических законов , которым подчиняются про­
текающие в системе явления, и учет эмпирических характеристик 
элементов системы. Как правило, получаемая таким путем модель 
выражается в терминах известных в высшей математике уравне­
ний, в которых независимые переменные представляют время и, 
возможно, пространствеиные координаты системы, а зависимые­
внешние воздействия и физические величины, изменение которых 
во времени в совокупности воспринимается нами как картина 
процесса, протекающего в системе. Чтобы применение полученной 
модели бьmо правомерно , ее соответствие оригиналу должно быть 
подтверждено экспериментально . Схема эксперимента состоит в 
возбуждении реальной системы и модели внешними воздействиями 
с одинаковым математическим описанием и в сравнении соответ­
ствующих процессов в оригинале и в модели. Вопрос подтвержде­
ния правомерности модели с практической точки зрения является 
весьма важным. 

Другим подходом к построению модели системы является 
экспериментальное исследование последней . При этом подходе 
заранее предполагается класс математических моделей, к которому 
принадлежит искомая модель, и последняя определяется на осно­
вании анализа информации об условиях работы сиj:темы и о про­
текающих в ней процессах. Этот процесс определения модели на­
зьmается идентификацией системы. 

Очевидно, возможен и комбинированный подход, при котрром 
облик модели выясняется частично на основании применения 
физических законов , частично из эксперимента . 

Математические модели систем автоматического управления 
и других, родственных по характеру модели технических систем, 
согласно терминологии А.А. Андронова, А .А. Витта и С .Э .  Хайкипа 
[4] , называются динамическими моделями реальных систем. В 
дальнейшем в классе этих моделей бьm выделен класс моделей ,  
обладающих некоторыми характерными свойствами. Такие моде­
ли стали называть динамическими системами. 

§ 0.2. Понятие динамической системы 

Динамическая система имеет "входы", к которым прилагаются 
внешние воздействия (входные сигналы) , и "выходы", на которых 
наблюдается или изучается реакция системы на эти воздействия. 
Говорят, что входные сигналы иреобразуются в системе в выход­
ные сигналы. Предполагается , что входные сигналы и законы пре� 
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образований определены в заданной временной области /, причем 
прообразования не обязательно однозначны. 

Чтобы определить динамичесl\:ую систему, очевидно, следует 
указать: а) какой класс моделей рассматривается; б) в чем состо­
ит свойство, характеризующее модель как динамическую систему. 

Приведем определение для класса моделей с конечным числом k 
входов и конечным числом т выходов. Систему сиrналов на всех 
входах опишем k-мерной вектор-функцией y(t), а систему сиrна-

Систеиа 

Рис. 0. 1 .  Дин ам ическ ая систем а 

лов на всех выходах- т-мерной вектор-функцией u(t) (рис. 0 .1 ) , 
где t Е/. При k(т) = 1 соответствующая вектор-функция превра­
щается в числовую функцию. 

Обозначим символом а выбранный момент времени, представ­
ленный внутренней точкой области l, символом Р (а) ("Past" -
пpoumoe) - подобласть /, выделяемую неравенством t < а, сим­
волом F(a) ("Future" - будущее) - подобласть/, выделяемую 
неравенством t >а (рис. 0 .2) , символом У1 - заданное на l мно­
жество вектор-функций y(t), символом l4:- заданное на I мно­
жество вектор-функций u(t), символами Up и UF- соответствую­
щие им множества вектор-функций, определенных только в Р (а) 
и в F(a), символами 1.1р (t) и uF (t) - элементы этих множеств, 
символом uj;. (t) - вектор-функции описывающие сиrналы, полу­
чающиеся в результате прообразования системой входных сигна­
лов, описываемых вектор-функциями из множества У1• 

О п р  е д е л е н и е 0 . 1 . Модель с конечным числом входов и 
конечным числом выходов называется динамической системой , 
если: 

1 )  при любых а, y(t) и up (а) вектор-функция u} (t) однозначно 
определена и принадлежит UF ; 

2) существует такая пара а, y(t), при которой u.P (t) зависит 
от Up(t). 

Cornacнo этому определению, данная модель рассматривается 
как динамическая система, если: 

1 )  входные и выходные сигналы принадлежат заданным .мно­
жествам, 

2) для всех или некоторых .моментов времени и з заданной 
временной области, приняты х в качестве разделяющих про шлое 
и будущее, выходные сигналъz в будущем зависят от входных 
и/или выходных сигналов в прошлом и определяются ими. 
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Рис. 0.2. Струк тур а  о бласrи  /: а - с лучай непрерывного арrумеиrа ; б- слу­
чай дискр еrиого ар гум ента 

Если обозначить через и;. множество всех вектор-функцИй 
uj.. (t), а символом 11 - множество всех внутре1П1их точек об­
ласти I, то из определении 0 .1 следует: в случае динамической 
системы для всех а Е 11 отображение У1 Х Up -+ UF определенО 
однозначно и при этом Uj;. С Up. 

Приведеиное определение охватывает как частный случай от­
сутствие входных сигналов. В этом случае У1 - пустое множество 
и вектор-функции uj.. (t) однозначно определена значением а и 
вектор-функцией up (t) . 

В случае модели с бесконечными счетными множествами вхо­
дов и/или выходов вектор-функции y(t) и/или uj.. (t) ившпотси 
бесконечномерными. Если же эти множества континуальны -
входы и/или выходы определены на некоторых континуумах lt 
и/или .С2 , каждый элемент которых ивлиется точкой пространст­
веЮiой области, характеризуемой координатами 1н, . . •  , 1tq1 
и/или 121, • • • , 1zqa, то вектор-фун�ции заменяются другими ха­
рактеристиками распределенных на . .с 1 и/или lz сигналов, ивляю­
щимиси функциями t и 111 , • • • , 11 q и/или 121 , • • •  ,lz q • За исклю-u 1 u а 
чением этих изменении, определение динамическои системы оста-
ется прежним. 

§ 0.3. Основные задачи анализа систем и состав 
данных, необходимых дт1 их решевня 

Одной из основных задач анализа динамических систем, назы­
ваемой в дальнейшем первой основной задачей анализа, �ляетси 
установление дли заданного момента времени а соответствии*) 
между заданным множеством пар вектор-функций y(t) и up(t) 
(или других характеристик входных сигналов в I и выходных 

*) Под соответ ствием м ежду множеств ами поним ается по элем ентно е.  со ­
ответ ствие. 
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сиrналов в Р (а) ) и множеством вектор-функций u; (t) или дру· 

rих характеристик выходных сиrналов в F (а) , по рожденных эле· 
ментами первого множества. Согласно определению динамической 
системы, отображение множества пар (y(t), up (t)) в множество 
вектор-функций u;. (t) JIBЛJieтcя одноэнаЧНЬiм. Однако не JICHO, 
JIВЛJieтcJI ли однозначным обратное отображение. Задача счита· 
eтcJI решенной, если найдено правило, определJiющее длJI каждой 
пары вектор-функций y(t) и up (t) (или друrих характеристик 
входных сигналов в 1 и выходных сиrналов в Р (а) ) характерис· 
ТИКИ ВЫХОДНЫХ снrналов В F(a) И ВЫJIСНеНо, JIВЛJieTCЯ ЛИ ОДНО· 
значным отображение множества характеристик выходных сиrна· 
лов в F(a) в множество пар y(t), up (t) (или пар других харак· 
тернетик соответствующих сигналов). 

llторой основной задач ей анализа JIВЛJieTcJI задача нахождеНИJI 
тех или иных оценок характеристик выходных сиrналов в F (а) . 
По ·аналогии с предыдущей задачей ее можно сформулировать как 
задачу установленИJI соответствИJI между заданным множеством 
пар вектор-функций y(t) и up (t) или друrих характеристик вход· 
ных снrналов в 1 и выходных сиrналов в Р (а) и множеством 
оценок выходных сиrналов в F (а) . 

Перваs задача в простейшем случае, когда рассматриваетсJI 
только один процесс, называетсJI задачей расчета п роцесса. Ана· 
логичный вариант второй задачи называетсJI задачей расчета оц енок 

, выходных сигналов. 
Треть ей основной зад ачей анализа JIBЛJieтcJI задача об устойчи· 

вости процесса, в которой изучаютсJI свойства процессов на бес· 
конечных интервалах времени или счетных множествах моментов 
времени*). 

При решении перечислеЩJЬIХ основных задач анализа часто по· 
JIВЛJieтcJI необходимость в решении некоторых вспомогательных 
задач, в частности, задачи расчета характеристик системы по извест­
ным характеристикам ее звеньев, задачи пересчета одних харак­
терИстик системы в друrие, задачи о "физической определенности 
процесса" (см. п:З.1.4), возникающей при рассмотрении процессов, 
развивающихся из· бесконечного прошлого, т.е. предельНЬIХ моде­
лей процессов при а -.-ое. 

Выясним состав данных, необходимых длJI решеНИJI основных 
задач анализа. 

Для peweJIИJI первых двух задач, кроме информации о входных 
сигналах в области а UF (а) необходимо располагать информацией, 
'в которой отражаетсJI предысторИJI процессов в области Р (а), 

*) Здесь и в дальнейшем "устойчивос ть" поним ается в кл асс ическом 
смысле. Об ус тойчивос m н а  коне чном ин тервале см. § 8.1. 
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и описанием преобразоваиий, которым подвергаются входные 
сигналы в системе. 

Информация, в которой отражается предыстория процессов, не 
обязательно должна содержать исчерпывающие сведения о входных 
и выходных сигналах в Р (а) . Обычно достаточна более скудная ин­
формация. Минимальная необходимая информация определяет 
начальное состояние системы. Математические данные, характери­
зующие начальное состояние системы, называются начальными 
Щнными. Обозначим их сово.купность символом s (а) , а множество 
всех возможных s (а) -символом S (а) . 

Математические данные, характеризующие преобразования сиг­
налов в системе, называются характеристиками системы. Ту или 
иную совокупность начальных данных и ту или иную совокупность 
характеристик системы будем называть исчерпывающими, если они 
совместно при полностью известных характеристиках входных 
сигналов в а UF(a) вполне определяют выходные сигналы вF(а). 

Понятия начальных данных и характеристик системы поясним 
на простейшем примере. Пусть а = О, входной сигнал - один и 
приложен в этот момент времени, выходной сигнал -также один, 
а преобразование, связывающее сигналы, определено на интервале 
(Ь ,  с) , где Ь < а <  с, и описывается обыкновенным дифференциаль­
ным уравнением, составленным относительно выходного сигнала. 
Тогда дифференциальное уравнение есть характеристика системы, 
а значения входного и выходного сигналов и некоторого числа 
их начальных производных при t =а - О представляют начальные 
данные. 

В решении первых двух основных задач анализа участвуют ха· 
рактеристики входных сигналов, характеристики системы и началь­
ные данные. Однако, как мы увидим в гл. 8, при решении третьей 
задачи для линейных систем информация о начальных данных не 
требуется. 

§ 0.4. Непрерывные и дискретные системы 

Динамическая система называется непрерывной [18, с.68], 
если преобраэования, которым подвергаются в ней входные сиг­
налы, определены на пекотором интервале времени. Этот интервал 
называется интервалом определения системы и, как бьmо принято 
выше, обозначается в дальнейшем символом /. 

Динамическая система называется дискретной [18, с.66], если 
преобразования, которым подвергаются входные сигналы, опре­
делены на дискретном множестве моментов времени. 
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§ 0.5. Непрерывные линейные системы 

Частным видом непрерывной системы является непрерывная 
линейная система. Понятие "линейности" системы определим для 
системы с конечными или счетными множествами входов и выхо­
дов. 

Пусть У1 и U1 - линейные пространства, Ур -линейное прост­
ранство, образованное всеми вектор-функциями у (t) Е У1 с 
областью определения Р (а). Пусть для всех а исчерпывающая со· 
вокупность начальных данных s (а) -конечная или счетная система 
чисел и/или функций временных и/или про�транственных аргумен­
тов, причем сформулирована таким образом, что 

s(a) = Asua u(t) + А5уа y(t), t ЕР(а), 
где Asua- линейный оператор [39, с. 1 24] , определенный на Up, 
А5уа- линейный оператор, определенный на Ур. Тогда множество 
S (а) также является линейным пространством. 

Пусть Уа u F -· ·линейное пространство, образованное всеми 
вектор-функциями у (t) на интервале а UF (а) , Уа u F (t) - его 
элементы,Аа -оператор,определяющийотображение S(а) ХУа uF-+ 
-+U},т.е. 

u_F(t)=Aa(s(a), Уа u p(t)). 
Пусть Аа (0, О) = О, где символом О обозначена система чисел и/или 
функций, состоящая только из нулей или нулевых констант. Тогда 
система называется линейной, если для всех а 

Aa(s(a), Уа u p(t)) = Аа s s(a) +А ау Уа u p(t), (0. 1 )  

где Aas и Аау - линейные операторы, определенные на линейных 
пространствах S (а) и У а u F. 

Приведеиное определение линейной системы легко обобщается 
на системы с континуальным множеством входов и/или выходов 
путем замены вектор-функций y(t) и/или u(t) другими характе­
ристиками сигналов. 

§ 0.6. Задачи, приводящие к изучению 
непрерывных линейных систем 

Описание систем линейными моделями широко распространено 
в области автоматического управления и в ряде смежных областей. 
Поскольку теория линейных систем является сравнительно прос­
той, мы часто постулируем линейность системы и, далее, nользуем­
ся этой теорией. Кроме этого непосредственного применении тео­
рии линейных систем, мы nрибегаем к этой теории также в ряде 
случаев nри изучении нелинейных систем. Отметим два из них. 
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1 .  Изучение малых кол ебаний нелинейных систем часто сопро­
вождается переходом от исходной нецинейной модели к л1;01ейной. 
Этот переход связан с тем процессом в нелинейной системе, малые 
колебания около которого изучаются. Приведем следующий 
пример. 

Пусть 

Xt = F,(x1, • • • ,Xn, t), i = 1 , . . .  , n (0.2) 

- уравнение динамики некоторой непрерывной линейной системы 
и I{J t (t), i = 1 , . . .  , n - частное решение этой системы уравнений, 
описывающее процесс, малые колебания около которого изучают­
ся. Пусть, кроме того, для функции F1 (х1, • • •  , Xn, t) при каждом 
значении t существует разложение в ряд Тейлора по аргументам 
x1, • • •  ,Xn около точки х1 =I{J1(t), ... , Xn='IJп(t) (будем сокра­
щенно это условие обозначать в виде х = I{J), сходящееся в некото­
рых окрестностях этой точки. Тогда в общей обласm cxonимucm 
разложекий уравнений динамики можно представить в виде 

n дF1 
it = Ft[�P1(t), ... ,I,Oп(t) ,t] + I: - [xf-IPJ(t))+Rt, (0.3) 

/= 1 дх1 . 
i = 1, . . .  , n, 

гдеR1 - суммы членов, содержащих вторые и �ысшие степени 
разностей Xf -1,01 (t). 

Приняв во внимание, что в силу исходного уравнения 

Ft [lol't (t), ... , IPn (t), t] = ф;(t), 
отбросив все R1 и обозначив 

А Ах/ = Xj - IPj(t), 

вместо уравнений (0.3) получим уравнения 
n 

Axt = I: aif(t)Ax1, j=l 
где . 

a;j(t) = 
дFt 1 . 
дхf x=I(J 

i =  1 ,  . . .  , n ,  

(ОА) 

(0.5) 

Полученные уравнения представляют линейную модель. системы. 
Замеmм, что коэффициенты этих уравнений зависят не только 

от вида функциональных зависимостей F 1 от х1 , • • •  , Xm t, но так­
же от частного решения .р 1 (t), . . . , 1/Jn (t). Следовательно, нелиней­
ной системе можно сопоставить бесконечное множество линейных 
моделей, если задачу изучения малых колебаний нелинейной систе­
мы поставить для произволького протекающего в ней процесса. 

16 



2. Системы с переменной структурой, а также многие виды ре· 
лейных, импульсных и самонастраивающихся систем автоматичес· 
кого управлеirия относятся к классу систем с дискретнопере­
страиваемьши пар�етрами [7 1 ] , т.е. к классу систем, определен­
ных на пекотором интервале времени и обладающих таким свойст· 
вом, что этот интервал может быть разбит на подынтервалы, на 
которых они описываются линейными моделями; границы подын­
тервалов -"моменты переключения". В эти моменты происходит 
переключение с одной линейной модели на другую. Общий метод 
изучения таких систем состоит в изучении свойств упомянуть1х 
линейных моделей, алгоритмов переключении и сочетания свойств 
линейных моделей с алгоритмами переключения. 

Для изучения линейных моделей необходимо владеть теорией 
линейных систем и, в частности, если модели нестационарны, тео· 
рией нестационарных линейных систем. 

§ О. 7. КлассификациJI непрерывных линейных систем 

Если система имеет один вход (или не имеет ни одного входа) 
и один выход, то, следуя [ 67, c .l2] , будем ее назьшать односвязной 
В противном случае система называется многосвязной (24, с. 328] . 

Для непрерывных линейных систем с конечнымИ или счетными 
множествами входов и выходов введем следующие определения. 

О п р е д е л е н и е 0.2. Система �азывается внешне стационар­
ной, если для любых а Е 11 и любых входных сигналов, описьшае­
мых вектор-функциями у1 (t), у2 (t), являющимися на а UF (а) 
элементами линейного пространства Уа uF (а) и равными нулю на 
Р(а) , при нулевitiХ начальных данных в момент t = а для соответ· 
ствующих им выходных сигналов, описываемых вектор-функция­
миu1(t) и�(t),из равенства 

У2 (t)= Y1(t +д) 
для всех таких t и д, что t, t +д Е а UF (a) , следует равенство 

u2(t) = u1 (t +д). 
О п р е д е л е н  и е 0.3 . Система называется внутренне стацио· 

нарной, если nри входных сигналах, принимающих нулевые зна­
чения на интервале to UF (t0 ) , и произвольных начальных данных, 
отнесенных к моментам t0 = а и t0 = а +  д, вектор-функции u1 (t) 
и u2(t), описывающие соответствующие им выходные сигналы, 
удовлетворяют равенству 

u2(t) = u1(t +д) 
при всех таких t и д, при которых t, t + д Е F (а) . 
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О п р е д е л е н и е 0.4. Система называется стационарной, если 
она стационарна внутренне и внепmе. 

О п р  е д е л е н и е 0.5 [74] . Система назьmается нестационар­
ной, если она не обладает внутренней или внепmей стационар­
ностью. 

В ряде случаев можно перейти от нестационарной системы к 
стационарной в результате замены переменной t [69] или пере­
менных, описывающих сиrналы, друrими переменными. Если 
известна такая замена переменных, то систему целесообразно ис­
следовать в новых переменных как стационарную, а затем с по­
мощью обратной замены переменных выясиять сврйства системы 
в исходных переменных. 

Дл� формализации пон.ятий стационарности систем с беско­
нечными множествами входов и/или выходов, распределенных на 
континуумах .f1 и/или .f2, вектор-функции следует заменить дру­
гими характеристиками сигналов. 

Непрерывная линейная система называется детерминированной 
(24, с. 13, 74) ,  если все ее характеристики, необходимые для рас­
чета процесса на интервале F(t0) при заданных исчерпывающей 
системе начальных данных и сигналах у ( t) и up ( t) , известны. 

Непрерывную линейную систему будем называть: 
- недетер.минированной, если информация о всех или некоторых 

из таких ее характеристик неполная, причем характеристики, 
о которых не имеется полных сведений, определены как неизвест­
ные злементы заданных множеств; 

- стохастической, если упомянутая выше информация неполная, 
причем неполностью определенные характеристики описываются 
в вероятностном аспекте*) . 

Далее в книге рассматриваются непрерывные нестационарные 
линейные системы. В качестве простейшего примера такой системы 
приведем электрический коЛебательный контур, содержащий ис­
точник питания с эдс е (t), сопротивление R,  индуктивность L и 
переменкую емкость C(t) (рис. 0.3), в котором эдс играет роль 
входного сигнала, ток i ( t) - выходного. ОбозначиВ через q ( t) 
заряд конденсатора, систему уравнений процесса в контуре за­
пишем в виде 

Lpi =- R i- q/C(t) + e(t), 
pq = i, р = d/dt. 

(0.6) 

*) П. Деруссо, Р. Рой и Ч. Клоуз [24, с. 13] термины "недетерминироваи­
ная система" и "стохастическая система" рассматривают как синонимы, 
причем понятие стохастической системы определяют столь узко, что его. 
практическая целесообразность сомнительна. 
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Если процесс в контуре рассматривается на каком-либо интерва­
ле времени, е (t) рассматривается как входной сигнал, а i (t) -
как выходной и заданные множества входных и выходных сигна­
лов определены как множества всех непрерывных и кусочио-не­
прерывных вещественных функций от t, то рассматриваемый кон­
тур является непрерывной линейной динамической системой. 

Эта система не обладает внутренней стационарнос1Ью, так как 
в случае е (t) = О  при заданных для произвольнего момента t0 

Рис. 0.3. Электрический колебател:ь­
ный контур с переменной емкостью 

eft) Ut) -

времени заряде q(t) и токе i (t) в точке t = t0 правая провзводная 
функции i (t) в силу первого уравнения системы (0.6) зависит 
от C(t0). 

Система не обладает также внешней стационарнос1Ью, так как 
при q(t0) = i (t0) = О в силу того же уравнения для произволького 
момента времени t0 значение правой производной функции i (t) 
при t = t0 зависит от е (t0). 

§ 0.8. Свободные и вынужденные колебании 

В теории непрерывных линейных систем существенную wль иг­
рают понятия свободных и вынужденных колебаний. Эти понятия 
базируются на понитин состояния покоя системы. 

Ограничиваясь системами с конечным числом входов и выходов, 
причем такими, что их выходные сигналы описываются дифферен­
цируемыми функциями времени, для данного t0 Е 1 определим на 
F (t0) состояние покоя системы как процесс, при котором на этом 
интервале 

u = о . (0.7) 
В частности, при принятых при определении линейности системы 

структуре системы начальных данных s (а) и свойствах оператора 
Аа (см. § 0.5) состоянием покоя является процесс, раэвивающий­
ся при нулевых входных сигналах из начального состояния, харак­
теризуемого нулевыми начальными данными. Наряду с равенством 
(0. 7) в этом случае на F ( t о ) будет выполняться также равенство 

u=O. 
Это состояние покоя будем называть основным. 
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Фиксируя то или иное состояние покоя, можно вьщелить на 
интервале F (t0) два частных вида процессов по признакам их 
отношения к этому состоянию. Сделаем это для основного состоя­
ния покоя. Пусть s0 � О и у0 (t) � О и выполняются условия, 
прииять1е в § 0.5 при определении линейности системы. Тогда 
если s � s0, y(t) � у0 (t) при t Е t0 U F , то процесс называется 
свободными колебаниями, а если s = s0, y(t) � у0 (t) на t0 U F, 
то процесс называется вынужденными колебаниями. 

Обобщения определений основного состояния покоя и свобод­
ных и вынужденных колебаний на случай системы с бесконечным 
множеством входов и/или выходов будУт приводиться далее по 
тексту в тех местах, где рассматриваются соответствующие про­
цессы для систем этого вида. � Любой процесс может рассматриваться как сурерпозиция сво­
бодных и вынужденных колебаний. В частности, если эти понятИя 
определены по отношению к основному состоянию покоя, то в 
сл учае  системы с конечным числом входов и выходов 

u (t) = u 1 (t) + u2 (t), (0.8) 

rде u1 (t) -вектор-функция, описывающая выходные сигналы в 
процессе свободных колебаний, соответствующем заданным на­
чальным данным при у ( t) = О на t 0 U F , u2 ( t) - аналогичная век­
тор-функция для процесса вынужденных колебаний при s (t 0) = 
= О и заданной на t0 U F вектор-функции у ( t) . 



Гл а в а  1 

МАТЕМАТ.,ЧЕС�ОЕ ОПИСАНИЕ СИГНАЛОВ, 
СОСТОЯНИЯ СИСТЕМЫ И ПРОЦЕССА 

Сигналы, состояние системы и процесс являются понятиями, 
относящимися ко всем системам изучаемого класса. Ниже рас­
сматриваются эти понятия в общетеоретическом и математическом 
аспектах. 

§ 1 . 1 .  Формы зада11ИJ1 и классификация: сигналов 

1 . 1 . 1 .  Формы зада11ИJ1 сигналов. Определим три формы задания 
сигнала. 

Если на заданном t-интервале 1 сигнал определен как числовая 
или обобщенная функция времени и, возможно, пространствеиных 
аргументов явно или неявно (с помощью других, невременнь1х 
характеристик), то такую форму задания сигнала будем называть 
детерминированной. 

Если по информации о сигнале нельзя установить его описание 
в вИде числовой или обобщенной функции времени и, возможно, 
пространствеиных аргументов, но известно то или иное условие 
или система условий, которым эта функция удовлетворяет, то 
такую форму задания сигнала будем называть недетерминирован­
ной. 

Если сигнал не задан в детерминированной форме, но в его 
описании участвуют вероятностные характеристики, то такую 
форму задания сиГнала будем называть вероятностной. 

1 . 1 .2.  Классификация: сиrиалов. По временной области опреде­
ления сигналы делятся на непрерывные и дискретные. Непрерыв· 
ные сигналы определены на интервале времени, дискретные -
на дискретном множестве моментов времени. Анализ вынужден­
ных колебаний непрерывных систем возможен только в том слу­
чае, когда входные сигналы заданы как непрерывные. Однако в 
качестве выходных сигналов, в зависимости от того, интересуют 
ли нас эти сигналы на каком-либо временном интервале или толь­
ко в некоторые моменты времени, могут рассматриваться как 
непрерывные, так и дискретные сигналы. 

По моменту появления сигнала, т.е. моменту во временной об­
ласти определения сигнала, являющемуся точной верхней (правой) 
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границей области нулевых значений сигнала, сигналы классифици­
руются на: 

а) сигналы, .момент появления которых конечен, 
б) сигналы, .момент появления которых удален в .минус беско· 

нечность. 
Если момент появления сигнала t 0 - конечный, причем отлич· 

ный от нуля, то переход к новой независимой переменной t ' = t -
- t0 позволяет привести этот случай к случаю to = О. Поэтому, 
рассматривая сигналы первого вида, можно ограничиться сигнала· 
ми, появляющимися в момент t 0 = О. 

-
Дальнейшая классификация сигналов приводится для непрерыв· 

ных сигналов. 
По информированности о сигнале сигналы делятся на детер.ми· 

нированные, недетер.минированные и стохастические. Если сигнал 
задан, то это разделение соответствует указанным в п. 1 . 1 . 1  трем 
формам его задания (детерминированной, кедетерминированной 
и вероятностной). Если сигнал находится в результате анализа 
прохождения тех или иных сигналов через систему, то это разде· 
ление соответствует тем формам задания сигнала, которые' полу­
чаются в результате решения задачи анализа. 

По аргументам, от которых зависят сигналы, они делятся на 
сосредоточенные и распределенные. Сосредоточенными, следуя 
[67], будем называть сигналы, зависящие только от времени. 

При изучении ряда систем, таких как системы, включающие 
модели сплошных сред, упругих летательных аппаратов, электропро· 

Рис. 1 . 1 .  Схема уnругих колебаний 
балки с эакремеЮIЫМИ концами: 
1 - распределенная нагрузка; 2 -
линия прогиба 

водящих жидкостей (см. [92]), обычно возникает необходимость 
в рассмотрении сигналов, зависящих как от времени, так и от 
непрерывных пространствеиных аргументов. Встречаются два вида 
таких сигналов: 

а) сигналы, функционально зависящие от пространствеиных 
аргументов, 

б) сигналы, значения которых в любой момент времени в их 
пространствеиной области определения почти всюду равны нулю, 
но обладающие тем свойством, что для любого момента времени 
для любой внутренней точки пространствеиной области определе­
ния сигналов существует ее окрестность, в которой суммарное 
значение сигналов (интеграл сигналов в окрестности) конечно 
(в общем случае- ненулевое). 
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Рис . 1 .2 .  Сrупенчатая ф ункция 

Сигнал nepвoro вида можно -
рассматривать как континуум со­
средоточенных сигналов, элемен-
ты которого - сигналы, сосредо­
точенные в точках заданной про· 
странстенной области. Сигнал 
второrо вида будем рассматри -
вать как единый сигнал, распре-

1 .,. 

деленный в упомянутой области, и называть распределенным . 
Сигналы обоих видов встречаются, например , при изучении из­
гибных колебаний балки, вызванных изменяющейся во времени 
распределенной нагрузкой (рис. 1 . 1) . Распределенная нагрузка 
является сигналом второго вида , а прогиб балки (как функция 
времени и координаты, отсчитываемой по длине балки) - сигна­
лом первого вида. 

Сосредоточенные сигналы делятся на несколько видов, в зави­
симости от того , какие из следующих составляющих они содержат : 
непрерывно измен.яющиеся, ступенчатые, кратковременные им­
пульсы. Без потери общности можно считать, что составляющих 

. других видов у сигналов нет. Непрерывно изменяющиеся состав­
ляющие описываются непрерывными функциями времени , ступен­
чатые - стуnенчатыми функциями (рис . 1.2) . Под кратковремен­
ными импульсами понимаются такие имnульсы, длительность кото­
рых столь мала , что без нарушения допустимой точности решаемых 
задач они могут рассматриваться как мгновенные . Математическое 
описание мгновенных имnульсов строится на базе дельта-функции 
,и имеет вид 

со (t - и), ( 1. 1 ) 

где с - вещесmенное число, называемое далее коэффициентом мо­
дуляции импульса, и - вещественное число, представляющее мо­
мент появления имnульса, li ( · ) - дельта-функция . 

В дальнейшем кратковременные имnульсы описываются как 
мгновенные и называются импульсами. Сигнал, состоящий из двух 
или более импульсов, назьmается потоком импульсов [74) ; сиг­
нал, не содержащий имnульсов, - безымпульсным [67] . 

Приведеиная классификация nрименима также к распределен­
ным сигналам , если рассматривать суммарные сигналы в окрест­
ностях внутренних точек пространствеиной области определения 
расnределенного сигнала. 
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§ 1 .2. Описание детерминированных сигналов 

1 .2. 1 .  Описание сигналов функциями времени и простраиствеи­
иых аргументов. Простейшей формой математического описания 
сосредоточенного детерминированного сигнала является его пред­
ставление в виде функции времени. В зависимости от постановок 
рассматриваемых задач анализа или синтеза областью определения 
сигналов является либо вся числовая ось (-се,  оо ) , либо какой-JIИ­
будь ее подынтервал. 

Для удобства исследования действительные сигналы часто пред­
ставляют в виде сумм формально определяемых сигналов, описы­
ваемых комплекснозначными функциями времени. Поэтому целе­
сообразно эти составляющие включить в множество рассматривае­
мых сигналов, т .е. определить класс возможных сигналов некото­
рым ЮJ

,
ассом описывающих их комплекснозначных (в том числе 

вещественных) функций от t .  Будем считать, что вещественные 
и мнимые составляющие таких функций и обобщенных функций 
имеют ту же структуру, которую мы отметили в предыдущем 
разделе, характеризуя действительные сигналы. В соответствии 
с предположенной структурой последНих такие функции будем 
считать непрерывными всюду, за исключением. возможно, дискрет­
ного множества точек, имеющими в точках нарушения непрерыв­
ности разрывы 1-го рода и/или включения типа дельта-функции. 
Безымпульсные составляющие сигналов описываются числовыми 
функциями, импульсы и потоки импульсов - обобщенными 
функциями. 

Базируясь на свойствах реальных сигналов, наблюдаемых при 
изучении технических систем, будем считать, что на любом конеч­
ном интервале число моментов скачков аtrнала и импульсных 
включений конечно. Все возможные функции, обладающие указан­
ным свойством, образуют линейное пространство, которое обозна­
чим символом Q '(J) .  Множество всех функций, описывающих 
сосредоточенные сиrналы указанного выше вида,но имеющие толь­
ко безымпульсные составляющие,  также является линейным 
пространство м, обозначаемым далее аtмволом Q (/) . Очевидно. 

Q(I) с Q '(I) . В случае / = [а, Ь] функции, принадлежащие Q (l) ,  
называются кусочноо��епрерывными. Этот термин мы будем приме­
нять также к функциям, являющимся элементами Q (/) в общем 
случае. 

В случае одНомерной системы с распределенными параметрами 
континуумы сосредоточенных сигналов описываются функциями 
f(t , l) двух аргументов, где 1 - пространствеиная координата. 
При фиксированном значении 1 функции f(t , 1) превращаются 
в функции времени, которые можно считать обладающими от-



мечеiПiыми выше свойствами. С другой стороны, при фиксирован­
ном моменте времени t функции f(t, l) превращаются в функции 
только аргумента / .  Будем предполагать, что эти функции облада­
ют такими же свойствами, как упомянутые выше функции вре­
мени. 

Распределенные детерминированные сигналы в случае одномер­
ной системы с распределенными параметрами характеризуются их 
плотностями .р ( t, l), которые будем считать обладающими такими 
же свойствами, какими обладают функции f ( t, l ) и с помощью 
которых их суммы на любых интервалах (а, Ь) определяются в 
виде 

ь f .p(t, l)dl. ( 1 .2) 
а 
В случае k-мерных систем с распределенными параметрами кон­

тинуумы сосредоточенных сиrналов описываются функЦИJiми 
f (t, 11 , • • • , lJ ) ,  1 t;;;.j <.k, а распределеiПiые сиrналы - функЦИJiми 
'Р (t ,  /1 , • • •  , 11)  - j-мерными IDiотностями сиrналов . Будем считать, 
что структура сечений этих функций по всем аргументам одинако­
ва и совпадает со структурой функций времени, описывающих 
сосредоточенные сиrналы. Суммы распределенных сиrналов в лю­
бых односвязных пространстве�Iх областях L определяются че­
рез их j -мерные IDJотности в виде 

f , (t, Zt , . . . , 1J)dl1 • • •  d/1 . L 
Очевидно, функЦИJi tр (t , 1 1 , • • • , lj ) представима в виде 

tp(t, 11 ,  . . .  , 11) � 

т 
= 'Ро (t, lt • . . .  , lj) + � IPt(lt ,  . . .  , lJ)fJ (t - щ). 1= 1 ( 1 .3) 

где функЦИJI 'Po (t, / 1 , • • • , lJ ) описывает безымпульсный распре­
деленный сигнал, а выражеНН.II под знаком суммы - распределен­
ные импульсы. 

1 .2.2. АппрокснмаЦIUI функции, описывающей беэымпульсный 
сосредоточеiUIЫЙ СИI111Ш, линейной комбинацией экспонент. 
При применении некоторых методов расчета реакции системы на 
входной сиrнал (гл. 6) сложность расчета существенно зависит 
от вида входного сиrнала и сравнительно невелика для сиrналов 
вида С ехр rt, где С и r - числа в общем случае комiDiексные. 
Поэтому представляет интерес задача аппроксимации задаiUiого 
входного безымпульсного сосредоточеiПiого сиrнала линейной 
комбинацией экспонент. 
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Поставим задачу следующим образом. На интервале [а, Ь] 
задана ·веществеiШая: числовая функция f(t). Требуется аппрокси· 
мировать ее функцией[ (t) вида 

f(t) = C1 exp r1t + . . . + Cп exp rп t, ( 1 .4) 
где п - заданное натуральное число, С1 , . . . , Сп , r1 , . . .  , rп - ком­
плексные числа. Числа С1 , . . . , Сп будем называть коэффициента­
ми, числа r1 , . . .  , rп - характеристическими покаэателями. 

Так как замена t на t ' = t ...�.. а  переводит заданный интервал в 
интервал [0, Ь - а] , то ,  не нарушая общности рассмотрения, в 
исходной постановке задачи ограничимся случаем а = О. 

Ниже приводятся различные способы решения поставленной 
задачи аппроксимации, основаиные на идее интерпретации аппрок­
симирующей функции как частного решения некоторого линейно­
го однородного дифференциального уравнения порядка n 

( 1 .5) 

с постоянными вещественными коэффициентами а 1 , . . .  , ап. Если 
соответствующее этому уравнению характеристическое уравнение 

rп + а 1 rп- 1 + . . .  + ап = О ( 1 .6) 

не имеет кратных корней, то из упомянутой интерпретации функ­
цииf(t) следует, что числа r 1 , . . . , rп - корни этого уравнения. 
Числом n в аппроксимациоiШой формуле (1 .4) эадаемся . Числа 
r1 , . . .  , rп и С1 , . . . , Сп разыскиваем. Задача решается в два этапа : 
сначала разыскиваются характеристические показатели 1 затем 
коэффициенты . 

Р а с ч е т х а р а к т е р и с т и ч е с к и х п о к а з а т е л е й. Раз­
биваем отрезок (О, Ь] точками t 1 = 0, t2 , t3 ,  • • • , tп = b нa n - 1 
равных интервалов и ищем коэффициенты а 1 , . . .  , ап из условия , 
чтобы в указанных точках функция ](t) удовлетворяла уравнению 
( 1 .5) . Получаем систему линейных алгебраических уравнений 

t<п- l )(t t )a 1  + . . .  + t<0(t 1 )aп - t + [(t 1 ) ап = - t<п >(t 1 ), 

где 
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df(i)(t) 
t< i)(t · )  = . 1 dt' 

i, j = 1 , . . . , n. 

t = 1j 



Эта система разрешима, когда ее определитель отличен от нуля. 
Если это условие не выполняется , то возникает особый случай, 
который требует дополнительных исследований. Далее предпола­
гается равенство нулю определителя. 

Определив коэффициенты уравнения ( 1.6) , числа r1 , . . .  , r n 
находим как его корни. При этом возможны два случая : а) все 
числа r 1 , • • •  , 'п различны; б) среди них есть равные . В первом 
случае переходим к расчету коэффициентов С1 , • • • , С" .  Во втором 
случае от аппроксимационной формулы ( 1 .4) следует отказаться , 
заменив ее другой формулой. Расчет аппроксимацнонной формулы 
в этом случае см. ниже ("Случай кратных характеристических 
показателей") . Другие способы расчета характеристических 
показателей см. в [74) . 

Р а с ч е т к о э ф ф и ц и е н т о в. Задача расчета коэффициен­
тов С1 , . . . , Сп имеет смысл , если среди характеристических пока­
зателей нет кратных. Пусть это условие выполняется . Приведем 
два способа расчета. _ 

Первый способ ,  Аппроксимирующая функция f(t) ищется из 
условия равенства значений этой функции и ее п - 1 низших произ­
водных значениям функции f(t) и соответствующих ее производ­
ных в точке t = О. Это приводит к следующей системе линейных 
алгебраических уравнений: 

С 1 + . . . + Сп = /(О), 

r1 C1 + . . .  + rпСп = [ р!] 1 = о •  

n - ! c + + n - l c - r ...n - 1  /] r1 1 · · · 'п n - Р t = о •  

( 1 .7) 

p = dfdt. 

Эта система имеет единственное решение, однозначно определяю­
щее аппроксимационную формулу ( 1 .4) . 

Точность аппроксимации по этому способу оценена в [45) . 
Второй способ. Делим отрезок [О, Ь )  точками t1 = О, t2 , • • •  

. . . , tn = Ь на п - 1 равных интервалов и коэффициенты формулы 
( 1 .4) ищем из условия, чтобы в указанных точках выполнялось 
равенство 1 (t) = f(t) . Получаем систему уравнений 

C1 exp r1 t1 + . . .  + Cn exp rп tl =f(t t ). 

С1 ехр r1 tn + . . .  + Cn exp rп tn = f(tп) ,  

имеющую единственное решение. 

( 1.8) 

С л у ч а й к р а т н ы х х а р а к т е р и с т и ч е с к и х  п о к а­
з а т е л е й. В этом случае аппроксимационную формулу можно 

27 



принять в виде 

J(t) = Р1 (t} ехр r1 t + . . .  + Pk(t) ехр rk t, ( 1 .8а) 
где r 1 , • • • , rk - различные характеристические показатели; 

P1 (t} = C10 + Ci1 t + . . .  + C1, щ _ 1 tlli - 1 , i = 1 , . . .  , k ; 

Cto •  Сн , . . . , Ct,�o�1- 1 - комплексные числа ("коэффициенты") , 
JJ; - кратность r1 • Общее число коэффициентов в этой формуле 
также равно n . Их можно найти по способам, являющимся некото­
рыми модификациями изложенных выше способов. 

Первый способ. Из условия, указанного выше (при изложении 
первого способа} , вместо системы уравнений ( 1 .7} получим 

k 
� P; (O) = f(O}, 

i = 1 
k 
� [(р + r;)P;(t)) t =  о = [ pf) t =  о •  ( 1 .9} 

i = 1 

k 
� [(р + r;)n - 1p;(t)] t = о = [ pn - 1 fJ t = о · 

i = 1 
Это - система линейных алгебраических уравнений относительно 
искомых коэффициентов. Так как функции 

ехр r1 (t}, . . .  , t i-1 1  - 1 ехр r1 t, . . .  , ехр rk t, . . .  , tl-lk- 1 ехр rkt 

образуют фундаментальную систему решений уравнения ( 1 .5) и, 
следовательно , вронскиан этой системы функций отличен от нуля 
при всех t , то, учитывая, что при t = О он совпадает с определителем 
системы ( 1 .9) , заключим, что последний также отличен от нуля. 
Поэтому система ( 1 .9} �днозначно разрешима . 

Второй способ. Аналогично предыдущему, вместо системы ( 1 .8} 
получим систему 

k 
� P1 (t;) ехр r1t1 = f(t1), j = 1 ,  . . . , n , 

i = 1 
также являющуюся системой линейных алгебраических уравнений 
относительно искомых коэффициентов ,  имеющей единственное 
решение. 

· 
1 .2.3. Описание сосредоточенного сигнала функцией комплекс­

ного аргумента. Для описания сигналов в теории стационарных 
линейных снетем широко применяются "изображениЯ" функций 
f(t) , описывающих сосредоточенные сигналы, конструируемые 
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при применении иреобразования Лапласа (изображения Лапласа) . 
Извесmы два подхода к их определению. 

П е р в ы й  п о  д х о д  [25 , 27, 46] . Требуется, чтобы: 
- область определения функции f(t) вкточала интервал (0, 00) 

(27) ; 
- функция f(t) на любом конечном интервале (0, Т )  бьша 

абсолютно интегрируемой и имела не более чем конечное число 
точек разрыва; 

- существовали такие вещественные числа М и s0 , что 1 f(t) 1 < 
<М ехр so t [46 , с. 462] . 

Эти требования предъявляются к числовым функциям/ (t) , сле­
довательно, к функциям fo(t) , описывающим безы.мпульсные 
составляющие сигналов. 

Изображение Лапласа F(s) функции /(t) определяется в веко­
торой области Re s > с равенством 00 

F(s) = f f(t) exp(- st) dt. 
о 

( 1 . 10) 

Приведеиное определение, согласно [25] , распространяется: на 
случай функций f(t) , описывающих сосредоточенные сигналы в 
целом, если в соответствии с изложенным в п. 1 . 1 .2 рассматривать 
функцию � (t - и) как предел последовательности функций, описы­
вающих кратковременные импульсы, отличных от нуля только на 
некоторых конечных интервалах, которые включают точку и и 
стягиваются с увеличением номера последовательности к этой 
точке. При таком рассмотрении учитывается любая импульсная 
составляющая сигнала 

т 
� Ct � (t - U,), i = 1 

за исключением такой, для которой и 1 = О. В этом случае при 
произвольком конструировании последовательности кратковре­
менных импульсов, стремящихся к первому импульсу, только 
часть интервала жизни каждого такого импульса принадлежит 
интервалу [0, оо) • Чтобы правильно учесть и этот случай, Г. Дёч 
[25] предлагает следующее правило: при и 1  = О рассматривать 
первый импульс как предел последовательности кратковременных 
импульсов, эарождающихся в .момент и 1  = О . 

Для существования области сходимости интеграла ( 1 . 1  О) в рас­
сматриваемом общем случае при конечном т достаточно существо­
вания вещественных чисел М и с, при которых для всех t Е (0, оо) 

1 /o(t) 1 "  М ехр ct, 
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а при бесконечном - этого условия и неравенства .. 
� 1 ci 1 (- сщ) < 00• 

i = 1 

В т о р о й п о  д х о д  [26 , 30) . Требуется, чтобы область опре· 
деления сигнала включала интервал (Т, оо) , где Т - какое-либо 
отрицательное число, и, если имеется область сходимости указанно­
го ниже интеграла для всех Е Е (Т, О) и существует указанный ниже 
предел, изображение определяется равенством .. 

F(s) = lim f f(t)exp(- s t)dt. ( 1 . 1 1 ) 
е -+  О Е 

При припятой нами структуре сигналов их поведение на интервале 
(Т, О) не влияет на достаточные условия сходимости интеграла 
(они те же , что и при первом подходе). 

Оба подхода приводят к одинаковым изображениям F(s) . При 
этом если изображение существует, то функция F(s) определена 
на пекоторой полуплоскости Re s > с и является аналитической 
в этой области [ 30, с. 6 1 3) . Для дальнейшего примем второй 
вариант определения.  При этом при применении формулы ( 1 . 1 1) 
ее правую часть будем записывать в виде .. f f(t)exp(- s t)dt. 

о -
Можно распространить 'определение F(s) на всю комплексную 
плоскость, за исключением особых точек, применив методы анали­
тического продолжения [40, с. 2 14-21 5) . 

Если функции f(t) и F(s) связаны иреобразованием Лапласа , то 
это обозначается следующим образом: 

F(s) = .C [f(t)] , f(t) = Г1 [F(s)] . ( 1 . 1 2) 

В ряде случаев вместо символов .С и .c -t будем применять символы 
.Ct, .c;t, И .Ctfs• .Cit�· 

Если через J обозначить множество·всех значений t из интервала 
[0, оо) , за исключением моментов появления импульсов, то при 
всех t E J  для пары [f(t), F(s)] , связанной иреобразованием 
Лапласа, справедливо равенство [30, с. 6 1 9] 

f(t + О) + f(t - О) 1 с +  ica 
= . 11"' f F(s)exp st ds, 

2 2 7Тv - 1 c- ioo 
( 1 . 13) 

где с - любое вещественное число, такое, что интеграл в ( 1 . 1 2) 
сходится на полуплоскости Re s ;;> с. Для точек непрерывности 
оригинала 

� [f(t + О) + f(t - О)] = f(t). (1.14) 
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В точках разрывов 1 -го рода (соответствующих скачкам сигнала) 
значение оригинала слева (справа) от точки разрыва находится 
согласно равенству 

f(t + O) = lim f(t + e), е > О. ( 1. 1 5) е � о 
Остается дополнить формулу ( 1. 1 3) правилом определения 

значения оригинала в точках, соответствующих моментам прило­
жения импульсов . Согласно [26, с .  70] , если сигнал содержит 
импульс вида с 1 б (t) , то *) 

с ,  = lim F(s) . ( 1. 16) 

Пр именяя этот результат и теорему запаздывания [30, с. 615] , 
найдем ,  что если сигнал содержит импульсы вида с 1 б (t) и 
с2 б (t - и2 ) ,  то 

с2 = lim [F(s) - c 1 j exp sи2 • ( 1. 1 7) 

Аналогично, если сигнал дополнительно содержит импульс вида 

с3б(t - и3 ) ,  то 

с3 = lim { [F(s) - c 1 ] exp sи 2 - c2 } exp sи3 • 

Процесс продолжения этих соотношений при дальн�йшем учете 
следующих импульсов очевиден . 

Приведенный алгоритм расчета коэффициентов модуляции 
импульса или потока импульсов опирается на информацию о 
моментах приложения импульсов . Сч итая,  что момент приложения 

•первого импульса и 1  всегда равен нулю (при отсутствии импуль­
са в этот момент времени считаем с 1 = О) , моменты приложении 
следующих импульсов определяем по следующему правилу : для 
каждого t = 1 ,  2, . . .  значение и; такое , при котором с;, определен­
ное согласно расчетному алгоритму , удовлетворяет неравенству 
О < 1 с; 1 < со. Очевидно , значения с; при этом находятся одно­
значно . 

1 .2.4. Описание сосредоточенного сигнала функцией двух аргу­
ментов : вещеСDениого и коМШiексного . Пусть функция [(t), 
описывающая сигнал, задана на интервале / = (- со, Т), Т � со, и 
пусть она удовлетворяет условиям, обеспечивающим сходимость 
интеграла 

t + о f 1 [(и) 1 ехр [s(и - t)] dи ( 1 . 1 8) 

при каком-либо вещественном значении с комплексного параметра 

*) Этот и все следующие пределы берутся при и:эменении s в области 
определения F(s) равенством · (1 .10) . Поэтому следует счиrать R e s > О. 
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s при всех t Е Т. Тогда в. области Re s > с, t Е I этой функции одно­
значно соответствует функция F(s, t) определенная как изображе­
ние по Лапласу (в смысле второго определения п. 1 .2 .2) функции 
f(t - т) , где т рассматривается как аргумент, а t - как пара­
метр, т.е . 

.. 
F(s, t) = f f(t - т) ехр(- sт) dт. ( 1 . 19) 

о -
Функция F(s, t) является в указанной выше области аналитической 
функцией от s . Ее область определения по этому аргументу может 
быть распространена на всю комплексную плоскость, за исключе­
нием особых точек , путем аналитического NродолженШI [ 101 , 
с. 1 6 1 ] . 

Заметим, что если Т = оо и f(t) является аналитической функ­
цией, определенной с точностью до векоторого числа числовых 
параметров , то условия, которым должны удовлетворять парамет­
ры для существования в заданной области значений s функций F(s)  
и F(s, t) , определенных, соответственно, равенствами ( 1 . 1 1) и 
( 1 . 1 9) ,  существенно различны. Например, если f(t) = ехр Xt, то в 
области Re s > О для сходимости интеграла в ( 1 . 1 1) необходимо и 
достаточно неравенства Х < О, а для сходимости интеграла в ( 1 . 19) 
необходимо и достаточно неравенства Х > О. 

Операцию перехода от функции f(t) к функции F(s, t) , следуя 
[74] , будем называть левым преобразованием Лапласа, функцию 

f(t) - оригиналом, функцию F(s, t) - левым изображением. Если 
функцииf(t) и F(s, t) связаны левым иреобразованием Лапласа, то 
это обозначается следующим образом: 

· 
F(s, t) = A[f(t)] , f(t) = К1 [F(s, t)] . ( 1 .20) 

В таблице 1 . 1  приведены левые изображения простейших ориги­
налов для t :> О. 

Свойства левого иреобразования Лапласа подробно изучены в 
[52,. 74] , где читатель может с ними познакомиться: Здесь мы 
остановимся лишь на формулах обращения. Их две: интегральная и 
дифференциальная. 

Интегральная формула обращения имеет вид 

1 
f(t) = -. 21Тl 

С + too 
lim . f F(s, t)exp st ds ,  

Т _.  О c - ioo 
где с имеет смысл, указанный выше. 

( 1 .2 1) 

Дифференциальная формула обращения [74, с. 496] имеет вид 
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� 
е 
> Т а б л и ц  а 1 . 1  

� Левые изображеим просrеiших фуикЦИii при t ;;. О 
>< (а - веществеиное число, л - комплексное число) 

� ----------�----------�---------.---------------
g f(t) [_ F(s, t) 11 f(t) 1 F(s, t) 

!:1 

6 (t - а) 

1 

О при t < O  

1 при r ;;. o  

t 

О при t < О, 

t при r ;;. o  

ехр лt 

о при t < а, 

ехр в (а - t) при t "d> a  

1 /в 

1 - ехр (- вt) 

' 

lt - 1 

в2 

вt + ехр (- вt) - 1 

в' 

ехр Лt 

в +  л 

о при t < о, 

ехр Лt при t ;;. О 

cos Лt 

О при t < О, 

cos Лt при t ;;. О 

t ехр лt 

О при t < О, 

t ехр Лt при t ;;. О 

ехр Лt - exp(- lt) 

в + Л  

1 cos Лt + Л sin  лt 

в' + л2 

.r cos лt + Л  sin Лt - S' ехр (-вt) 

,. + л• 

at + лt - 1 

в' + Л2 

(at + Лt - 1)ехр лt - ехр(- вt) 

(в + Л)2 



Заметим, что аналога последней формулы в теории обычного 
прообразования Лапласа нет. 

1 .2.5 .  Спектр сосредоточеииоrо СИПiала. Понятие "спектр сиrна­
ла" является обобщением и векоторой модификацией понятия 
"комплексный спектр" (97 , с. 1 10] сигнала, описываемого абсо­
лютно интегрируемой функцией, и понятия "линейный частотный 
спектр" [97 , с. 106] периодического сиrнала. Оно применимо к 
сиrналам, определенным на интервале ( -00, Т) , где Т =ЕО; оо и пред­
ставимым в виде 00 

f(t) = fo (t)+ � fk ехр ic.Jk t, k = O  
( 1 .22) 

где /0 (t) - абсолютно интегрируемая на интервале ( - оо ,  Т) ком­
IDiекснозначная функция, f k - комiDiексные числа, причем такие, 
чrо ряд в формуло ( 1 .22) сходится, c.Jk - вещественные числа. 

Обозначив спектр сигнала f ( t) символом ..р 1 ( c.J) ,  определим 
ero равенством 

т 
..Pt(c.J) = f fo(t) exp (-ic.Jt)dt + 2п � fk6(c.J - c.Jk). (1 .23) 

k = 1 
Заметим, что при принято м определении спектр сигнала зависит от 
значения Т, Однако указывать эту зависимость в обозначениях 
нецелесообразно, так как обычно при решении той или иной задачи 
анализа области определения всех сигналов совпадают и, следова­
тельно, для всех сигналов Т - одно и то же число. Заметим также, 
что спектр сиrнала в нашем смысле существенно отличается от 
спектра функции в смысле Н.Винера ( 1 44] . 

§ 1 .3. Стохастические сигналы 

1 .3.1 . Описание безымпульсных сосредоточенных стохастических 
сигналов как случайных функций времени. В общем случае сто­
хастический сиrнал характеризуется в детерминистском и вероят­
ностном аспектах. Наиболее полной системой вероятностных ха­
рактеристик безымпульсного сосредоточенного стохастического 
сигнала является система характеристик, определяющих сиrнал 
как случайную функцию времени. 

О п р е д е л е н и е  1 . 1  (С л у ц к и й  [ 1 39] ) . Функция вещ� 
ственноrо аргумента t, значения которой - вещественные случай­
ные величины, называется случайной функцией (вероятностным 
процессом, реализуемым как случайная функция, случайным 
процессом (96] ) ,  если для любой системы значений аргумента 
t 1 , t 2 , • • •  , t n из области ее определения определена функция F рас­
пределения снетемы случайных величин G (t 1 ) ,  G (t 2 ) , • • •  , G (t,J . 
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f �----�-----------

о !1 
Рис . 1 .3 .  ФунКЦИJJ распределеНJUI дискреrной спучайной вели'IИНЬI 

Случайная величина G(t1 ) ,  rде ft - фиксированное значение t, 
называется сечением в точке ft случайной функции G ( t) . Функция 
распределения F (g 1 t 1 ) сечения случайной функции в точке t1 на­
зывается одномерной функцией распределения случайной функции 
в точке t1 • 

Области возможных значений сечений случайной функции моrут 
совпадать или не совпадать с числовой осью ( - оо , оо ) . Но посколь­
ку функция распределения любой случайной величины, в частности 
сечения случайной функции, определена на всей числовой оси, то 
при рассмотрении сечений с областями возможных значений, не 
заполняющих числовую ось, их заменяют случайными величинами, 
определенными на всей оси. · При этом требуется выполнение сле> 
дующеrо условия эквивалентности в вероятностном смысле исход· 
ной и вводимой величин: для любоrо значения или любой области 
значений исходной случайной величины из области ее возможных 
значений вероятности тоrо, что вводимаи случайная величина при­
нимает данное значение или принадлежит данной области, равны 
вероятностям тех же событий для исходной случайной величины. 
В частности, сечение, являющееся дискретной случайной величиной 
(т.е. такой случайной величиной, область возможных значений 
которой - конечное или счетное множество вещественных чисел),  
заменяется случайной величиной, определенной на интервале 
( - оо , оо ) . Функция распределения вводимой случайной величины 
принадлежит к классу ступенчатых функций. Пример такой функ­
ции распределения покаэан на рис. 1 .3 .  

Не нарушая практически общности, одномерную функцию рас­
пределения можно считать дифференцируемой на всех подынтерва· 
лах ее непрерывности. Если, кроме тоrо, пользуясь понятием дель­
та-функции, определить операцию дифференцирования с учетом 
дифференцирования скачков так, как это предлагает В.С.Пуrачев 
[86, с. 42] , то провзводную dF (g 1 t1 ) /dg можно определить на 
всей числовой оси. Эта производнаи, которую обозначим симво-
3* 35 



лом f(g 1 t 1 ) ,  называется одномерной плотностью распределения 
вероятностей случайной функции в точке t1 , Если в точке t 1 функ­
ЦИJI распределения имеет скачок, то 

f (g 1 t1 )  = Ptf (t - ft ) . 

где 

Pt = F( g 1 ft + О) - F( g 1 ft - 0). 

В соответствии с общими свойствами mютностей распределения 
вероятностей, одномерная IDiотность распределении случайной 
функции в точке t 1 является неотрицательной функцией и 

'
удовлет­

воряет условию 00 
f f ( g 1 tl ) dg = 1 .  ( 1 .24) 

Если одномерная функция распределении и мотиость распределе­
нии вероятностей в точке t 1 определены для всех t 1 из интервала 
определения случайной функции, то ,  зaмeiUIJI число . t 1 перемен­
ной t, получаем одномерную функцию распределения и плотность 
распределения вероятностей случайной функции (без до_бавлении 
"в точке") как функцию двух переменных g и t, 

Аналогично определяются п-мерные функции распределении и 
мотиость распределения вероятностей случайной функции : 

а) п-мерная функЦИJI распределении случайной функции - как 
функция 2п аргументов F (g l 1 t 1 ,  . . .  , gn 1 tn) , где t 1 ,  . . .  , tn -
переменные; 

б) п-мерная IDIОтность распределении вероятностей f(g 1 1 t 1 , . . .  
. . .  , g n 1 t п) - как функЦИJI 2п аргументов, являющаяся смешанной 
п-й частной производной указанной выше п-мерной функции рас­
пределении по аргументам g 1 , . . . , g n : 

oF( g1 l t 1 ,  . . .  , gп 1 tп )  
(1 .25) 

ogl . . . ogn 

Случайной функции G ( t) соответстует множество веществен­
ных числовых функций g ( t ) , значениями которых являются зна­
чения сечений случайной функции. ФункЦИJI g ( t) называется 
реализацией случайной функции G ( t) . Если сигнал не охарактери­
зован в детерминистском аспекте, то его реализациями принци­
пиально могут быть любые числовые функции. Но возможно так­
же, что оговорены условии, которым последние должн:ь1 удовлетво­
рять. В этом случае множество всех функций, удовлетворяющих 
этим условиям, называется множеством возможнь�х реализаций. 
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Случайная функция задана, если заданы все ее п-мерные функ­
ции распределении . Отсюда следует, что случайную функцию нет.эя 
задать, например, с помощью конечного числа числовых функций. 
Объем информации, необходимый 1JJIЯ задания случайной функции, 
в общем случае является бесконечным. Поэтому на практике поль­
зуются менее полным математическим описаннем стохастических 
сиrналов. С этой целью применяются следующие вероятностные 
характеристики сигналов: а) математическое ожидание; б) корре­
ляционная функция; в) одномерная функция распределении и 
плотность распределении вероятностей случайной функции, описы­
вающей сиrнал. 

Математическое ожидание MG (t) сиrнала G (t) не является его 
непременной характеристикой. Возможны сигналы, математиче­

. ское ожидание которых определе11о не для всех моментов в·ремени 
IШИ не определено 1JJIЯ всех моментов времени. Критерий существо­
вания математического ожидания - сходимость интеграла ао 

f g(t)f ( g 1 t ) dg. - ао  ( 1.26) 

Если интеграл сходится при данном значении t, то его значение на­
зывается математическим ожиданием сигнала в момент времени t. 
Обозначим 

MG(t)  � mG (t). 
Коррелsщионной функцией сигнала называется функция 

о о 
RG (tt , t2 ) � MG(t1 )  G(t2 ) = 

= 
о 

( 1 .27) 

( 1 .28) 

где G(tt ,2 )  � G (t1 ,2 ) - mG (t1 , 2 ) - центрированные случайные ве­
личины, g 1 ,2 - их значения. Корреляционная функция определена 
1JJIЯ тех значений аргументов t 1 и t 2 , 1J)J.Ji: которых существ уют ма­
тематические ожидания mG (t t ) и mG (t2 ) и интеграл в правой 
части равенства ( 1 .28) сходится. 

Одномерная функция. (или плотность) распределения. ситнала -
характеристики, упомянутые в п. ''в" (см. выше). Они определены 
1JJIЯ всех значений аргументов на интервале, где сигнал определен 
как случайная функция. 

Во многих задачах анализа приходится рассматривать одиовре> 
менно несколько стохастических сигналов. Совокупиость конечно­
го числа или счетного множества случайных функций рассматри­
вается как векторная случайная функция. [86, с. 304) . Под этим 
понимается, что определены совместные функции распределения 
любой конечной системы сечений случайных функций, входящих 
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в данную совокупность. Множество совмесmых функций распре. 
деления всех возможных систем сечений является полной вероят­
ностной характеристикой векторной случайной функции. 

Дпя решения ряда задач анализа часто бывает достаточной более 
бедная верояmосmая характеристика векторной случайной функ­
ции - множество математических ожиданий всех компонент и сме­
шанных центральных моментов 2-го порядка (корреляционных 
миментов [86, с. 80) ) для всех комбинаций сечений компонент. 
Однако, как и в случае случайной функции, все или некоторые из 
этих характеристик могут не существовать. 

Переход к континуальному множеству стохастических сиrналов 
не требует принципиального изменения ИЗJiоженных выше понятий. 
Однако они несколько усложняются. В частности, в случае кон­
тинуума сиrналов, соответствующего заданному интервалу измене­
ния одного пространствеиного аргумента, понятие случайной функ­
ции должно быть обобщено на случай двух аргументов, t и / . 
Такое обобщение не представляет затруднений и дается следующим 
определением. · Функция G ( t, l ) двух вещественных аргументов t и 1 , значения 
которой - вещественные случайные величины, называется случай­
ной функцией , если для любой системы значений t 1 , . . .  , t n аргумен­
та t и системы значений 1 1 ,  . . .  , 1 т аргумента 1 из области ее опреде­
ления определена функция распределения системы случайных ве­
личин G ( t1 , 1 ; ) ,  i = l ,  . . . , n ; 1 = l ,  . . . , m . 

Простейшее обобщение понятий математического ожидания, 
корреляционной функции и одномерной функции или IDiomocти 
распределения сигнала, описываемого такой случайной функцией, 
следующее: эти понятия применяются к сечениям функции G ( t, l ) 
для данного значения l ; варьируя 1 , получаем зависимость упомя­
нутых выше характеристик от 1 (как от параметра) .  

1 .3.2. С'I\UИонарные сосредоточенные сrохаС'IИческие сигналы. 
Сосредоточенные стохастические сиrналы называются стационарны­ми, если они описываются стационарными случайными функциями. 

РаЗJiичают два вида стационарных случайных функций: 1) слу­
чайные функции, стационарные в узком смысле; 2) случайные 
функции, стационарные в широком смысле. 

Случайная функция G ( t) называется стационарной в узком 
смысле, если на интервал ее определения 1 любая п-мерная функция 
распределения не изменяется при замене t 1 ,  . . .  , t n  на t 1  + и , . . . 
. . . , tn + и , т. е. 

( 1 .29) 

при любом таком вещественном числе и , что t1 , t 1 + и Е /, i = 
= 1 ,  . . .  , п .  
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Случайная функция G (t) называется стационарной в широком 
с.мысле, если: 

а) она определена на интервале (-оо , оо )  (2 1 , с. 246] , 
б) ее математическое ожидание определено и одинаково для 

всех t Е ( -оо , оо) , 
в) корреляционная функция определена для всех t 1 ,  t 2  Е 

Е ( - оо , оо )  и не изменяется при замене t 1 ,  t 2 на t 1  + и, t2 +и,  т.е. 

(1 .30) 

при любом вещественном и. 
Если случайная функция стационарна в umроком смысле, то ра­

венство ( 1 .29) может и не выполняться, но обязательно существо­
вание ее математического ожидания и корреляционной функции и 
выполнение условий {б) и (в) . Для случайной функции, стационар­
ной в umроком смысле, полагая и =  - t2 , получим RG (t 1 ,  t 2 ) = 
= RG ( t 1 - t 2 ,  О) . Следовательно, корреляционная функция сигна­
ла в этом случае является функцией одного аргумента - разности 
t 1 - t 2 • Обозначив эту разность символом т ,  для корреляционной 
функции как функции одного аргумента, введем обозначение 
R(; ( т ) . В силу коммутативности операции умножения в правой 
части равенства ( 1 .28) , справедливо равенство 

R(;( т )  = R (; ( - т ), (1 .3 1 )  
т.е. функция R(; ( т )  - четная. 

Далее будем рассматривать сигналы, описываемые случайными 
функциями, стационарными в umроком смысле. Пусть G ( t) -
случайная функция этого класса и один из интегралов 

.. 
f I R�(т) l dт  { 1 .32) - оо  

существует (ограничен) . Тогда к функции R�(т) может быть при­
менено [39, 144] преобразование Фурье. Следовательно, можно 
определить функцию S G ( ы) : 

.. 
SG(ы) � f R�(т) ехр (-iыт) dт , ы Е (-оо , оо). (1 .33) 

Эта функция называется спектральной плотностью случайной функ­
ции G ( t ) . В силу четности корреляционной функции и равенства 
( 1 . 26) спектральная плотность - также четная функция, а равен­
ство ( 1 .33) эквивалентно равенству 

.. 
SG(ы) = 2 f R�(т) cos ытdт . 

о 
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Кроме того, как показано в [86) , спектральнiUI JDiотность -
неотрицательнiUI функция. 

Если известна спектралЬНIUI JDiотность случайной функции и ее 
корреляционнiUI функция непрерывна и абсолютно интегрируема 
на интервале (- оо , оо ) , то последнu может быть найдена с по­
мощью обратного прообразования Фурье [39) : 

• 1 
RG (т) = 211 f SG(w) ехр i<иdw . 

- оо 
(1 .34) 

В силу четности спектральной JDiотности формулу ( 1 .34) можно 
заменить формулой 

' 

• 1 .. RG(т) = 1Т f SG(w) cos wтdw .  - оо  
Полагая в этой формуле - т  = О, получим следующее выражение для 
дисперсии случайной функции: 

1 .. 
DG =: R0 (0) = 1f f SG(w) dw .  

о 
СтационарнiUI в IШfроком смысле случайнiUI функция называется 

эргодической [86] , если с вероятностью 1 существует указанный 
ниже предел и удовлетворяется условие 

1 Т / 2 
lim Т f g(t) dt = mG 

Т -+ оо - Т / 2  
дliЯ произвольной реализации g (t) .  Это условие говорит о том, что 
математическое ожидание случайной функции G (t) с вероятно­
стью 1 равно среднему значению ее произвольной реализации. 

Поясним понятие эргодичности функции. Пусть S1 - множество 
возможных реализаций случайной функции и w - произвольный 
элемент этого множества. Пусть S11 - множество реализаций, для 
которых существует указанный предел и удовлетворяется указан­
ное условие. Тогда в случае эргодической случайной функции 
Р (<.; Е S1 1 ) = 1 .  Согласно [86, с. 324] , необходимым и достато� 
ным jсловием эргодичности стационарной в щироком смысле слу­
чайной функции G (t) является существование. и равенство нулю 
предела 
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Стационарная в широком смысле случайная функция называетсs 
эргодической по отношению к корреляционной функции [86] , если 

случайная функция H(t) � [G (t) - m G ]  [G (t + т ) - mG ] .  rде 

т - произвольвый вещественный параметр, является стационарной 
в широком смысле и эрrодической, т.е. если с вероятностью 1 су­
ществует указанный предел в левой части равенства 

lirn т .... 00 1 
т 

Т / 2  

f [g( t) - mG ] [ g(t  + т) - m G ]  dt = R�(т) 
- Т/2 

и для любоrо т равенство справедливо дЛя произврльной реализа­
ции g ( t ) . Смысл этоrо условия: значение коррелЯционной функ­
ции при данном значении т с вероятностью 1 равно среднему значе­
нию произведения [g (t )  - mG ] [g (t + т) - mG ] для произволь­
ной реализации . 

Свойства эрrодичности случайной функции эффективно исполь­
зуются на практике при работе со случайными функциями. Наличие 
этих свойств позволяет при вычислении математического ожидания 
и корреляционной функции заменить осреднение по множеству 
реализаций осреднением по времени в одной реализации. 

П р  и м е р  1 . 1 .  В качестве иллюстрации примеиим этот прием при вы­
числении корреляционной функции сиmала, описываемого случайной 
фун:кцией 

G(t) = а COS ( w0 t + Ф), t Е (- оо,  оо) , 
где а и w0 - положительные числа, Ф - вещественная случайная: величина, 
равномерно распределенная на интерDале ( - 11 ,  11 ) . Эта случайная функция 
стационарна не только в широком, но и в узком смысле и эргодическая по 
отношению к корреляционной функции *) . 

Заменим осредиеиие по множеству реализаций осредиеиием по времени 
в одной произвольной реализации. При этом, так как на любых интервалах 
длительности периода Т =  2 1f /w оно дает одинаковые результаты, достаточно 
осреднения эа период. Для удобства левую границу интервала выберем так, 
чтобы и мело место равенство ор = О и отсчет времени будем вестИ с этой 
границы. Получим 

а• Т 
R � (т ) = - J cos w0t  · cos w0 (t + т ) dt = т о 

*) В этом можно убедиться, проверив выполнение приведеиного выше 
критерия эргадичиости для функции a• cos (w0 t + Ф) cos [ w0 (t + и) + Ф ) , 
при произвольнам вещественном и ,  
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К числу стационарных стохастических сигналов относится также 
так называемый "белый шум" . Он определяется как предел произ­
вольной последовательности G 1 (t) , G2 ( t) ,  . . . стационарных в ши­
роком смысле случайных функций, соответствующей стремящейся 
к нулю последовательности положительных чисел ei , i = 1 ,  2, . . .  , и  

удовлетворяющей условиям m G1 = О, R� ( т )  = Cd1 ( t) , где С -

положительное число, одинаковое для всех tmенов последователь­
ности, d1 ( t) - неотрицательная функция, обладающая следующи­
ми свойствами: 

dt {t )  = О при 1 t 1 > е; , 
Ej 
f d;( t ) dt = 1 .  

- f![ 
Последовательность корреляционных функций таких случайных 
функций стремится к пределу 

R� ( т ) = Сб ( т ). 

Этот предел рассматривается как корреляционная функция белого 
шума. 

Спектральная плотность белоrо шума получается в виде 

SG ( w )  = f Сб( т ) ехр ( -iwт) dт = С. 

Белый шум не имеет математического описания в виде случай­
ной функции. Известные в литературе сигналы этоrо типа требуют 
для математического описания применении расширенного понятия 
случайной функции. Это расширение состоит в допущении включе­
ния в реализации случайной функции составляющих вида дельта­
функции. Простейшим примером такого сиrнала является симмет­
ричный импульсный шум - сиrнал, представляющий собой орга­
низованный определенным образом стохастический поток импуль­
сов (см. п. 1 .3 .4) . 

1 .3.3. Нестационарные стохаС'Пiческие сиmалы 2-го порядка. 
Естественным обобщением понятия стационарного стохастического 
сиrиала, описываемого стационарной в широком смысле случайной 
функцией, является понятие "нестационарный стохастический сиг­
нал 2-го порядка" . 

Стохасrnческим сигналом 2-го порядка будем называть стохас­
тический сигнал G ( t) , определенный на произвольном заданном 
интервале /, описываемый случайной функцией -2-го порядка 

[ 1"37] , т.е. случайной функцией, имеющей при всех t, t 1 , t 1 Е 1 
определенные математическое ожидание т G ( t )  и корреляцион­
ную функцию RG ( t 1 ,  t2). Стохастический сиrнал 2-го порядка бу­
дем называть нестационарным, если он не является стационарным 
сигналом (п. 1 .3 .2) . 
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Полаrая t 1 ;;;. t � ,  t .1 - t 2 = т , корреляционную функцию такого 
сигнала можно представить в виде 

Ra (t, t - т) � R� (т, t ). 

Теорема 1 . 1 .  Пусть для всех t Е I интеграл 
t - a  

f [R:Z (т , t )]2dт , 
о 

где а - левая граница интервала I, существует и ограничен. Тогда 
для любого t Е 1 существует функция 

t - а 
Sa (w,  t )  � 2 f R� (т, t )  cos wтdт ,  ( 1 .3 5) 

о 
где w E  (- оо , оо ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Расширим область определения функ­
ции R� ( т , t) до интервала ( - оо , ао ) , положив R� (т , t) = О, если 
t - т (/. I и R� (т , t) = R� (- т , t.) , если т Е ( - оо ,  0) . Тогда для 
каждого t Е I определена функции (см. вывод формулы ( 1 .33) ) 

.. 
Sa (w, t )  � f R� (т, t) cos wтdт . - оо  { 1 .36) 

Так как функция R� (т , t) при указанном доопределении четная 
и, кроме того, R� (т ,  t) = О при t - т <  а ,  то отсюда следует ( 1 .35) . 

Функцию S G ( w, t) будем называть спектрал6ной плотностью. 
При I = (- оо , оо ) и независимости R� (т , t) от t функция 
S G ( w, t.) превращается в спектральную плотность сиrнала, описы­
ваемого стационарной в широком смысле случайной функцией. 

Из ( 1 .35) следует 

• 1 Rа (т ,  t ) = "I; f Sa (w, t ) cos wтdw - оо 
и, в частности, 

Da (t )  = l.. j Sa (w,  t ) dw .  
11" о 

1 .3.4. СтохаС'IИческие импульсы и потоки импульсов. Наряду 
с сосредоточенными сигналами, описываемыми случайными функ­
циями, будем рассматривать сосредоточенные стохастические сиг­
налы, состоящие только из мrновенных импульсов. Такие сиrналы 
будем называть стохасJUческими импульсами, или стохасJUчески.ми 
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потоками импульсов , если сиrнал состоит из двух или -большего 
числа импульсов. 

Стохастический импульс имеет математическое описание 
G (t) = Co (t - Т ) ,  где С, Т - система вещественных случайных 
величин. В классе стохастических потоков импульсов вьщелим 
потоки единичных импульсов (если все импульсы единичные) и 
потоки модулированных импульсов (если в потоке есть импульсы, 
отличные от единичных) . 

Поскольку у потока единичных импульсов случайными элемен­
тами могут быть только моменты появления импульсов, то такой 
поток является стохастическим, если множество упомянутых мо­
ментов определено как система случайных величин, случайная 
последовательность или точечный процесс. Полной системой харак­
теристик этого стохастического потока является полная система 
вероятностных характеристик множества моментов. Обозначая 
случайные моменты появления импульсов символами Tk , стохас­
тический поток единичных имПульсов в случае, когда множество 
моментов - система случайных величин, можно описать обобщен­
ной случайной функцией 

r 
G ( t) � � о ( t - Т k ), (1 .37 а)  

k = O  

где r - натуральное число; а когда множество моментов - слу­
чайная последовательность - обобщенной случайной функцией 

r 
G(t) � � o (t - Tk), (1 .37б) 

k = q 
где по крайней мере один из двух пределов бесконечен ( q = - оо 
или r = оо ) .  

Математическое описание стохастического потока единичных 
импульсов в случае, когда множество моментов появления импуль­
сов - точечный процесс, несколько сложнее. Это с:вязано с опред6-
лением точечного процесса. 

Под точечным процессом будем понимать стохастически опред6-
ленное случайное бесконечное дискретное множество точек на чис­
ловой оси, причем такое, что при произвольно выбранном вещест­
венном числе а в каждой реализации процесса точки могут быть 
пронумерованы в порядке возрастания (или убывания) их абсцисс, 
с привязкой точки t 1 к точке а как ближайшей к ней справа 
(или слева) . Под стохастической определенностью такого множест­
ва понимаем следующее : 

а) для каждого целого числа i определена случайная величина 
Т1 (а ) функцией распределения F [ t t (а ) ] , 
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б) множество . . .  Т _ 1 (а) , Т0 (а) , Т1 (а) , . . . определено как дву­

сторонияя случайная последовательность * ) . 

Из приведенноrо определения следует, что нумерация rочек 

в точечном процессе привязана к выбранному началу отсчета; для 

задания процесса необходимо задать характеристики случайных 

последовательностей для всех возможных точек отсчета (т.е. для 

любых чисел а) . 
В силу иэложенноrо стохастический поток единичных импульсов 

в рассматриваемом случае можно описать в виде 

G(t, а ) � ( 1 .37 в)  
k = - oo  

У потока модулированных импульсов случайными элемен'l:ами 

моrут быть как моменты появления импульсов, так и коэффициен­

ты модуляции. Поток модулированных импульсов является сто­

хастическим, если по крайней мере одно из двух множеств (мно­

жество моментов появления импульсов и множество коэффициен­

тов модуляции) характеризуется в вероятностном аспекте. В соот­

ветствии с тем, характеристики какоrо множества являются 

вероятностными, какова структура множества моментов появле­

ния импульсов и на каком множестве определены коэффициенты 
модуляции, можно различить десять видов таких потоков : 

r 
• 1. G(t) = c(t) � Б (t - Tk ). 

k = q 

r 
11. G(t) =  � ckl> ( t - Tk). 

k = q 

r 
III. G(t) = C(t) � Б (t - Tk). 

k = q 

r 
IV. G(t)  = � Ck l> (t - Tk). 

k = q 

* )  Это определение точечного процесса отличается от определения 
Дж. А. Макфаддена [ 1 3  3] , согласно которому точечный процесс - это случай­
ное бесконечное дискретное множество точек на числовой оси, элементы ко­
торого Tt образуют двустороннюю слуЧайную последовательность, подчи­
няющуюся соотношению Tt+1 ;;;. Tt . Оно также отличается от определения 
й, Керстена, К. Маттеса и й. Мекке [ 35, с. 1 О] , рассматривающих точечный 
процесс как случайный элемент векоторого измеримого пространства. 
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r 
V. G(t) = C(t ) � li (t - Tk)· 

k = q  
r 

VI. G(t) = � Ck li (t - Tk ). 
k = q  

VII . G(t, a ) = c(t) � li [ t - Tk(a ) J .  
k = - оо  

VIII. G(t, а ) = � ck li [ t - Tk(a ) J .  
k = - 00 

IX. G(t, a ) = C(t) � li [ t - Tk (a ) J . 
k = - оо ... 

Х. G(t, а ) = � Ck li [ t - Tk (a ) J . о ( 1 .38) 
k = - оо  

Здесь c (t) - вещественная функция, ck - элементы конечного 
множества вещественных чисел или вещественной последовательно­
сти, C( t) - случайная функция, Ck , Tk - элементы системы ве­
щественных случайных величин или вещественных случайных 
последовательностей, Tk (а ) - элементы точечного процесса. 

Учитывая структуру стохастических потоков импульсов вида 
( 1 .37а) , ( 1 .37 б) и 1-V I  из ( 1 .38) , их математические образы бу­
дем называть обобщенными случайными функциями. Если в 
описывающих их формулах заменить случайную функцию C( t) ее 
реализацией c ( t ) , а случайные величины Ck и Tk - их значе­
ниями ck и tk , то описываемые получаемыми формулами 
обобщенные функции будем называть реализациями обобщенной 
случайной функции G ( t) и обозначать символом g (t) . Очевидно, 
функцией g ( t) описывается детерминированный поток импульсов 

Более сложными видами стохастического потока импульсов 
являются потоки вида ( 1 .37в)  и VII-X из ( 1 .38) . И:х математиче­
ские описания не укладываются в рамки понятия обобщенной 
случайной функции (ввиду зависимости их вероятностных харак­
теристик от а) . У словимея называть математические образы таких 
потоков дельта-процессами. Очевидно, при фиксированном а дель­
та-процесс превращается в обобщенную случайную функцию. 

Стохастические потоки импульсов вида III-VI, IX, Х из ( 1 .38) 
могут быть названы потоками импульсов со случайной модуЛя­
цией. По характеру модуляции такие потоки можно разделить на 
два вида: 

а) потоки, у которых коэффициенты модуляции являются зави­
симыми случайными величинами; 
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б) потоки, у которых коэффициенты модуляции - независимые 
случайные величины. 

Одним из простейших примеров потока первого вида является 
поток IV в случае, когда коэффициенты модуляции образуют мар­
ковскую цепь. Частным случаем потока второrо вида со случайны­
ми моментами появления импульсов является "импульсный шум". 

О п  р е  д е л е н и е 1 .2 [67 ] . Импульсным шумом называется 
стохастический поток импульсов эида IX , Х из ( 1 .38) , если все 
сечения случайной функции C(t) или случайные величины· Ck 
независимы и одинаково распределены с конечными математиче­
скими ожиданиями и дисперсиями, а моменты появления импуль­
сов образуют стационарный точечный процесс. 

Понятие стационарный точечный процесс в этом определении 
имеет следующий смысл. 

О п р е д е л е н и е 1 .3 [ 1 34] . Точечный процесс называется 
стационарным , если вероятностные характеристики случайной 
последовательности . . .  Т _ 1 - а, Т0 - а, Т1 - а, . . .  не зависят от а. 

Стационарный точечный процесс с независимыми длинами интер­
валов между соседними точками называется рекуррентным 
потоком (37] . 

Очевидно, для импульсного шума математические описания 
IX и Х  в ( 1 .38) эквивалентны. В дальнейшем будем пользоваться 
формулой Х. 

Импульсный шум называется центрированньш [ 67] , если М Ck =0. 
В частном случае, когда плотность распределения случайных вели­
чин Ck -·четная функция, он называется симметричным [67] . 

Особый интерес как база, на которой можно построить удобные 
методы исследования случайных процессов в системах рассматри­
ваемого класса, nредставляет собой частный вид импульсного 
шума, удовлетворяющий следующим условиям: 

а) моменты появления импульсов образуют рекуррентный 
поток; 

б) для любой последовательности интервалов ( - 1 i ,  1 i ) ,  
i = 1 ,  2, . . .  , где 1 1 - убывающая, стремящаяся к нулю последова­
тельность положительных чисел, отношение вероятности размеще­
ния на интервале ДIJYX или большего числа моментов появления 
импульсов к длине интервала стремится к нулю. 

Такой импульсный шум называется цепным (67 ] . Частный слу­
чай цепного шума, характеризуемый пуассоновским распределе­
нием чисел появления импульсов на интервале заданной длины, 
описывает по терминологии Дж. Х. Лэнинга и Р.Г.Бэттина (50] 
чистый дробовой эффект. Симметричный импульсный шум этого 
вида называется дробовым шумом [74] . 
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1 . 3.5 . Сосредоточенные стохасrические сИПiалы общего вмда. 
В общем случае · · будем рассматривать сосредоrоченные стохас­
тические сигналы, содержащие в качестве составляющих безым­

пульсные стохастические сигналы и стохастический импульс 
или стохастический поток импульсов, предполагая, что между 
составляющими нет стохастической зависимости. Математически 
такой сигнал не укладывается в рамки понятия случайной функ­
ции. Поэтому, говоря о его математическом описании, будем при­
менять при наличии в сигнале стохастического импульса и/или 
стохастического потока импульсов вида ( 1 .37а) , ( 1 .37б) и 
1-VI  иэ ( 1 .38) термин "обобщенная случайная функция" ; при 

наличии стохастического потока импульсов вида ( 1 .37в) и 
VII-X - термин "сумма случайной функции и дельта-процесса" ; 
при наличии составляющих обоих видов - термин "сумма обобщен­
ной случайной функции и дельта-процесса" . 

§ 1 .4.  Понятие состояния системы 

Понятие состояние динамической системы принадлежит к числу 
исходных понятий теории систем и, следовательно, не может быть 
определено дедуктивно [24, с. 340) . Однако в соответствии с изло­
женным в § 0.2 его можно пояснить следующим образом. Пусть си­
стема определена и укаэаны ее входы и выходы. Пусть вьщелен 
некоторый момент времени t0 иэ области 1 определения системы 
и сигналов, который приня:т за начальный, и ему ставится в соот­
ветствие начальное состояние системы ( § 0,2) . Понятие начального 
cocтoJIНИJI имеет следующий смысл: в данных. характеризующих 
начальное состояние, содержится информация о проumом системы 
( t  < t0) ,  необходимая для определения ее реакции при t > t0 
на любые входные сигналы, действующие при t � t0 • Начальное 
состояние полностью охарактеризовано, если совокупность данных 
является исчерпывающей ( § 0.3) . 

Рассматривая в качестве начального произвольвый момент вре­
мени а Е /, переходим от начального состояния к состоянию в те­
кущий момент времени. Следовательно, знание состояния в теку­
щий момент времени а доставляет дополнительную информацию, 
вносящую определенность в соотношение между входными сигна­
лами в этот момент времени и на следующем за ним интервале * ) 
F (а ) и выходными сигналами на F {а) . 

* ) Согласно обозначениям, прииятым в § 0.2, Р (а ) - часть интервала /, 
выделяемая неравенством t < а, Е (а ) - часть интервала /, выделяемая 
неравенством t > а , 
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В соответствии со сказанным о начальных данных в § 0.3 и 0.5 ,  

cocтo.fDDie непрерывной линейной системы в щ�извольный �омент 

времени а можно охарактеризовать конечнои или счетнон сист&о 

мой s (а ) чисел и/или функций временных и/или пространствеиных 

аргументов, формируемых по информации о функциях, описываJОо 

щих входные и выходные сигналы на интервале Р (а) . 
Рассмотрим односвязную систему, причем такую, процессы в ко­

торой описываются дифференциальным уравнением 

[pn + b 1 ( t )pn - l + : . . + Ьп(t ))х = 

( 1 .39) 

с непрерывными коэффициентами, связывающим входной сиг­
нал у с выходным х. Пусть а Е 1 - заданный момент времени и 
функция y (t) (n - 1) -кратно дифференцируема * ) , Тогда со­
стояние системы в момент а определяется системой предельных 
значений функции х( t) и n - 1 ее низuщх производных и функции 
y (t) и n - 2 ее низших производных при t � а  слева, Так как 
ука,занные функции и их производные непрерывны в точке . а ,  то 
их упомянутые предельные значения совпадают с их значениями 
в этой точке. В этом случае состояние системы можно описать так, 
как предложил Л.Заде и Ч.Дезоер [30] - системой значений в точ­
ке а функций х( t) и у ( t) и указанных выше их низших 
производных. 

При таком описании состояние системы определяется 2п числа­
ми. Однако его можно описать и более компактно: системой линей­
ных комбинациi( предельных значений перечисленных величин. 
Чтобы полностью с5характеризовать состояние, достаточно задать n 
таких линейных комбинаций - предельных значений линейных 
форм переменных x(t) , y (t) и упомянутых их производных при 
t � а слева, сформированных таким образом, чтобы они были рав­
ны предельным значениям функции x(t) и n - 1 ее низшей произ­
водной при t �а справа при условии отключения в момент а вход­
ного сигнала, т.е. при y (t) = О при t � а . (Это следует из того, что 
частное решение линейного однородного дифференциального урав­
нения, соответствующего уравнению ( 1 .39) , на F (а )  вполне опр&о 
делено этими предельными значениями, а решение уравнения 
( 1 .39) на том же интервале при учете заданной функции y ( t) 
определяется этими значениями и функцией у ( t) на интерва­
ле а U F (a) .) 

* )  Это обеспечивает при произвольиых начальных условиях существова­
ние и единственность решении уравнения (1 ,39) ( 36, с. 72 ) ,  
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Состояние системы, процессы в которой описываются системой 
дифференциальных уравнений 

n k 
Xt = � atJ(t )x; + � Ь1; (t )у1 , i = 1 , . . . , n , 

i = 1  j = 1  ( 1 .40) 

в которой а1; ( t) , bt; ( t) - вещественные непрерывные функции, 
персменные х1 , • • • , Xn представляют собой выходные сигналы, а 
персменные у 1 ,  . • • , Yk - входные, определяется значениями в рас­
сматриваемый момент времени левых пределов искомых функ­
ций; в случае безымпульсных входных сигналов значения этих пр«> 
делов совпадают со значениями функций. 

Участие в описании состояния системы временных характеристик 
характерно для систем с запаздыванием, в частности [42) , систем 
с уравнениями процесса вида 

n 
Xt(t)  = � { at; ( t)x; (t )  + 

+ 

i = 1 

r ( l )  k 
� с1; ( t)x; [ t - т1 (t )] }  + � Ь1; (t )y1 ( t), 

1 = 1  / = 1 
i =  1 ,  . . .  , n ; t E (-oo, Т) , (1 .4 1 )  

где т 1 ( t)  - неотрицательные функции, отличные о т  .нулевой кон­
станты r ;;iil: 1 ,  Т <:. оо, х1 , • • •  , Xn - выходные сигналы, Y t  • . . •  , Yk ­
входные. Коэффициенты системы ( 1 .41)  будем считать веществен­
ными непрерывными функциями t. 

Если все т1 постоянны, то дифференциальные уравнения ( 1 .4 1 )  
относятся к классу дифференциально-разностных уравнений (8 ) ; 
в общем случае уравнения ( 1 .41)  - дифференциальные уравнения 
с отклоняющимся аргументом {82) . 

· 
В описании состояния в момент а системы с запаздыванием 

рассматриваемого вида участвуют все или некоторые функции 
х1 ( t ) , j = 1 , . . . , n , каждая из которых задана на интервале 

(а - т < i ) (а) , а) , где 

т ( l )(а ) = max т1 ·(а) , 
, .  

1 ' __: такие значения индекса l , для которых хотя бы один из коэф­

фициентов с �� > ( t) ,  i = 1 ,  ... , п, при t Е 1 не равен тождественно 
нулю. 

so 



Пусть в системе уравнений ( 1 .4 1 )  r =  1 ,  Tt � т  и точная верхняя 
граница последовательности т (а), т [а + т(а)] , т {а + т [а + т(а) ] }  , . . .  
не меньше Т и пусть все функции х 1  (t) непрерьmны или кусочио­
непрерывны на интервале (а - т( а) , а) . Тогда состояние системы 
в момент t = а определено системой этих функций в указанной 
области. 

Действительно , при рассмотрении процесса при t > а в предпо­
ложении , что функции x1(t) на интервале (а - т(а) , а) известны, 
функции х1 (t -

т

(
t) ] можно рассматривать как функции Y;(t), 

j = k + 1 ,  . . . , k + n, описывающие дополнительные входные сигна­
лы. При предполагаемом характере функций y1 (t) , 

j = 1 , . • . , 
k 

(см. п. 1 .2 . 1 )  решение рассматриваемого частного вида системы 
( 1 .4 1) 

n . 
Xt(t) = . � {_at;(t) x;(t) + Ctj(t)X; (t - T(t)) } + 

1 = 1 
k 

+ � b;;(t)y1(t), i = 1 ,  . . .  , n ,  
j = l  

на интервале (а, а + т(а)) n 1 определено функциями Y;(t) , j = 
= 1 ,  . . .  , k + n, на этом интервале, их составляющими вида сд(t - а) 
(если они имеются) и числами х 1 (а - О) , i = 1 ,  . . . , n. Так как ре­
шение системы непрерывно или кусочно-непрерывно, то функции 
Y;(t) , j = k + 1 ,  . . .  , k + n, не содержат составляющих типа дельта­
функции. При этом решение на интервале (а, а +  т(а)) n / не зави­
сит от значений этих функций при t ..;;; а и, следовательно , от значе­
ний функций х1 (t) при t ..;;; а - т(а) . Поэтому задание функций 
х 1  (t) на интервале (а - т( а) , а) дает исчерпьmающую информацию 
о прошлом системы для определениЯпри заданных функцияху1 (t), 
j = 1 ,  . . . , k + n , состояния системы на интервале (а, а +  т(а) ) n J. 

Если интервал 1 содержит полностью или частично интервал 
(т( а) , т(а + т( а) ) ) ,  то решение определено и на этом интервале, 
в силу транзитивного перехода. Очевидно ,  путем продолжения это­
rо процесса доказывается определенность решения на всем интер­
вале F(a) . 

Если в системе уравнений ( 1 .4 1 )  r > 1 ,  то , полагая т(а) = 
= min т1 (а) , при упомянутом выше условии на верхнюю границу 

l 
последовательности т( а) , т (а + т( а) ] ,  . . . состояние системы в 
момент t = а определим системой функций х 1 (t) на интервале 
(а - т '(а), а) , где т '(а) � max т1 (а) . 1 

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству 
предыдущею утверждения. 
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Непрерьmная линейная система назьmается системой с распре­
деленными параметрами (92 , с. 33] , если ее характеристики зави­
сят от пространствеиных координат. Наиболее распространенный 
подкласс таких систем объединяет системы, процессы в которых 
описьmаются дифференциальными уравнениями с частными произ­
водными (аргументы: время и пространствеиные координаты) . 
Их состояния в произвольвый момент времени определяются систе­
мами функций пространствеиных аргументов, дополненными, 
возможно, системами чисел . 

Rdl Ldl 

� r 
Рис. 1.4. Однопроводная линия электропередачи 
Рис. 1.5. Элементарная ячейка линии 

П р и м е р 1 .2. Рассмотрим однопроводную линию электропередачи с 
акmвной нагрузкой (рис. 1 .4) .  Представим ее в виде последовательного со­
единения бесконечного числа ячеек длиной dl , где 1 - расстояние от начала 
линии (места включения эдс) . Пусть Rdl , L dl и Cdl - соответственно акmв­
ное сопроnmление, индукnmность и емкость ячейки (рис. 1 .5) . Пусть v(t, 1 )  
и i (t, 1 )  - напряжение и ток в точке линии с абсциссой 1 в момент t, т -
длина лниии. Тогда, очевидно, v (t ,  0) = e (t), i (t, т) = iн(t} .  

На основании второго закона Кирхгофа для произвольной ячейки спра­
ведливо равенство 

3v 3i 
- - dl = iR dl + - L dl. 

31 3t 

С другой стороны, количество электричества, приобретенного ячейкой за 
время dt, т.е. 

3i 
r i <r. о - i <r. z + dl > 1 dt == - az dl dt, ( 1 .4 2) 

равно (при отсутствии утечки электричества через изоляцию) приращению 
заряда ячейки, т.е. 

3v 
C[v (t + dt, 1) - v (t, l ) jdl == С - dt dl. ilt ( 1 .43) 

Сравнение (1.42) и (1 .43) дает 
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3i av - + С - = 0 . ( 1 .44) 31 ar  
Таким образом, динамика линии описывается системой уравнений 
av 3i ai 3v 
- + L - + Ri = O  - + С - = 0. ( 1 .45) а/ 3t  ' а/ ar 



Если допопнитепьно учесть утечку заряда через иэоruщию на участке пнини 
длиной dl за время dt, Gv dl dt , то вместо системы ( 1 .45) получим систему 

дv дi . 
- + L - + RJ = O 
д[ i)t 

' 
дi iJv 

- + C - + Gv = O 
i)/ дt  

' 
называемую системой телеграфных уравнений [ 102 , с. 30-3 1 ] . 

( 1 .46) 

СиС1'ема ( 1 .46) дает математическое описание процесса в линии. Однако 
в ней не учтены входной сигнал - эдс e(t) источника энерrни и сопротивле­
ние нагрузки Rн. Поэтому это описание .IJВЛJiется неоолным. Чтобы сделать 
его полным, надо допопнителъио учесть указаиные факторы. Это приводит 
к уравнеиням 

v (t , О) = e (t), v (t, m) = iн(t)Rн, (1 .47) 
определJJЮщим граничные условия [ 1 02, с. 39 ] .  Уравнеиня ( 1 .46) - ( 1 .47) 
составЛJJЮт исчерпывающую систему уравнений процесса, т.е. при воолие 
определенном начальном состоJJНИН системы однозначно определJJЮт процесс. 

При выводе уравнений ( 1 .46) параметры R, L, С, G считались посто.IIIIНЫ­
ми. Еспи сопротивление нагрузки Rн также постоJJИНое, то динамическая 
система, описываемая уравнениями ( 1 .46) - ( 1 .47) , - стационарная. Еспи же 
сопротивление нагрузки изменяется во времени, то система - нестационар­
НIUI. Система может быть нестационарной также при постоJJИНом сопротив­
лении нагрузки, но при перемеиных параметрах R и G, например при изме­
нении температурного режима окружающей среды. Уравнения (1 .46) и путь 
их получения при этом не изменяется. 

Начальное состоJJИНе рассматриваемой системы определ.11ется распреде­
лением силы тока и напряжения по длине линии в начальный момент време­
ни t = О, т.е. функциями i (O, 1 )  и v (0, 1 ) .  СостоJJИИе в текущий момент вре­
мени t характеризуется функциями i(t, l) и v (t, l ) . 

Динамика системы с распределенными параметрами при двух и 
большем числе аргументов , по которым распределяются парамет­
ры, описывается дифференциальными уравнениями в частных 
производных с тремя и большим числом аргументов . В этом случае 
функции, опи,рывающие сигналы, зависят от времени и двух или 
большего числа друrих аргументов. В случае одного дифферен­
циального уравнения состояние системы в данный момент времени 
определено некоторым числом функций двух и большего числа 
дополняющих время аргументов , описывающих сигналы и некото­
рым числом их частных производных в этот момент. 

Систему данных, вполне характеризующих состояние системы, 
будем называть исчерпывающей, а исчерпывающую систему дан­
ных, иэ которой нельзя исключить ни одного элемента, и которую 
нельзя заменить другой системой с меньшим числом элементов -
.минимальной исчерпывающей. Наряду с термином "данные, 
характеризующИе состояние системы", будем применять также 
равнозначный ему термин "характеристики состояния". 

В случае системы с сосредоточенными параметрами, описьmае­
мой уравнением ( 1 .39) с (п - 1) -кратно дифференцируемой функ­
цией y (t) ,  минимальную исчерпьmающую систему характеристик 
состояния в момент а образуют те предельные значения величин 
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х, рх, . . . , pn- 1 х при t -+ а справа, которые они имели бы, если ·бы 
при t � а выполнялось условие y(t) = О (см. с. 49) . 

§ l .S.  Пространство сосrояний 

l .S . 1 . Определение и •стиые виды. Рассмотрим систему, описы­
ваемую уравнением ( 1 .39) с (n - 1 ) -кратно дифференцируемой 
функцией у (t) . Пусть У1 = Cn_ 1(/) - множество всех (n - 1 )  -крат­
но дифференцируемых на 1 (в Случае замкнутого слева (справа) 
интервала 1 - дифференцируемых на соответсmующей rранице 
справа (слева) ) комплексных функций от t, U1 = Сп (/) - аналоrич­
ное множество всех комплексных функций от t, п-кратно диффе­
ренцируемых на /. Принимая в качестве минимальной исчерпываю­
щей системы характеристик состояния в момент а предельные зна­
чения величин х, рх, . . . , p n- lx при t -+а справа, соответствуюiЦИе 
условию, указанному в конце предыдущего параrрафа, и учиты­
вая ,  что : 

1) для любых двух систем этих значений и и v, представляюiЦИх 
два состояния системы, система чисел w ,  полученная по компонент­
ным сложением первых двух систем (w = и + v) , также представ­
ляет некоторое состояние системы; 

2) при умножении всех элементов системы и на одно и то же чис­
ло а получаем новую систему (аи) , которой также сооmетствует 
некоторое состояние системы; 

3) любые операции над полными системами элементов, состоя­
IЦИе из конечного числа операций покомпонентноrо сложения 
систем и умножения на число, удовлеmоряют условиям: 

а) и + v  = v + и ;  
б) и +  (v + w) = (и + v) + w; 
в)  каковы бы ни бьmи и и v, сущесmует система, w, удовлетво-

ряющая равенству и + w = v; 
r) для любых чисел а и � справедливы равенства 
а&и) = (а�) и, (а + � и = аи + �и. а(и + v) = аи + аv; 

д) 1 · и=и, 
множество всех систем числовых значений характеристик состоя­
ния можно рассматривать как линейное (38 , 39] (векторное (39] ) 
пространсmо. Это линейное пространсmо будем называть прост­
ранством состояний, а ero элементы - векторами состояния. 

В зависимости от того , являются ли компоненты векторов 
состояния и упомянутые выше числа а и � комплексными или 
только вещественными, будем различать комплексные и вещест­
венные пространства состояний. Вещесmенные пространсша со­
стояний являются: линейными подпространсmами соответсmую-
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щих комплексных. В дальнейшем, если не оговаривается против­
ное ,  рассматриваются комплексные пространства состоJIНИй. 

В случае системы, процессы в которой описываются системой 
дифференциальных уравнений ( 1 .40) , в которых все переменные 
х; представляют выходные сигналы, в качестве вектора состоJIНИи 
в момент а можно принить систему значений пределов 

lim x; (t), i = 1 ,  . . .  , n .  
t -+ a  - 0 

Множество всех возможных таких систем JIBЛJieTCJI пространство м 
состояний . 

Аналогично вводится пространство состояний дли систем других 
видов . Компонентами вектора состоинии могут быть числа и/или 
функции временного (временнь'Iх) и/или пространствеиного 
(пространственных) аргументов ,  образующих в совокупности 
минимальную исчерпываютую систему характеристик состоJIНИи. 

Пространства состоJIНИй как линейные пространства могут иметь 
различную размерность. Данное пространство состояний является 
п-.мерны.м, если вектор состоинии состоит из n чисел . Любав систе­
ма n линейно независимых элементов этого пространства является 
его базисом [39 , с. 30) , т.е. системой, позволяюшей выразить лю­
бой вектор состоинии как линейную комбинацию ее элементов . 
Все n-мерные пространства состоиний называются конечно.мерны.ми. 

Совокупность координат вектора состоинии в данном базисе 
конечномерного пространства состоиний также образует минималь­
ную исчерпываютую систему характеристик состоинии и, следова­
тельно, может рассматриваться как вектор состоинии. Таким 
образом, вектор состоинии и, следовательно, пространство состоя­
ний можно определить различными способами. При этом между 
пространствами состояний , определенными различными способами, 
сушествует взаимно однозначное соответствие ,  а отображение 
одного пространства в другое ивлиетси изоморфизмом [40, с. 370) 
относительно сложеНИJI и умножении. 

В случае системы с запаздьmаннем, описываемой системой диф­
ференциальных уравнений ( 1 .4 1 ) , оnределим У1 как множество 
всех за�ых на I вектор-функций y (t) = [y1 ( t) ,  . . . , yn (t) ] Т , 
где Y;(t) E Q'(I), i = 1 ,  . . .  , k (см. п. 1 .2. 1 ) , а �  как множество 
Qп(I) всех кусочио-непрерывных функций с n кусочио-непрерыв­
ными производными с конечным числом точек разрыва на любом 
конечном подынтервале и предположим, что при всех а последо­
вательность 

т(а), т [а +т(а)] ,  т { а +т [а +т(а)] }  , . . .  
где 

т(а) �min т1 (а) , 
l 
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в случае Т =  оо является: неограничеiПiой, а в случае Т< оо - неогра­
ннченной или ограниченной с пределом, не менышrм Т. 

Пусть х1(t), j = 1 , . . .  , т (т .s;;; п) - те компоненты векторы-функ­
ции u(t) , для: которой существуют такие значения Юlдексов i и /, 
при которых коэффициент с1�1 > (t) не равен тождественно нулю 

на /, а остальные компоненты (если они имеются:) обладают проти­
воположным свойством. Тогда вектор состояния: для: момента а 
может быть составлен как п-мерный вектор, первые т компонент 
которого - определеiПiые на Юlтервалах (а - т1 (а) , а) (см. § 1 .4) 
функции х 1 (t) , . . . , Хт (t) , а последующие - пределы при t -+а - О 
остальных функций х1 (t) . Множество всех возможных таких век­
торов является: пространством состояний. ' 

Действительно , рассматриваемые системы функций и чисел, в 
силу сделанного вьпие предположения, определяют при заданных 
на Юlтервале а U F (а) входных сигналах решения: системы ( 1 .4 1 )  
на всем интервале F (а) ; при этом коорДЮiаты решения: при любых 
y1 (t)  Е Q' являются на IUITepвaлe F (a) функциями непрерывными 
или кусочио-непрерывными с конечным числом точек разрыва на 
любом конечном подьmтервале, т.е. и; с Ир (см. § 0 .2) . Следова­
тельно , рассматриваемая: система является: ДЮiамической системой. 
Но так как упомянутая: система функций и чисел удовлетворяет 
аксиомам линейного пространства,  то множество всевозможных 
таких систем является: пространство м состояний. 

Заметим, что в рассматриваемом случае пространство состояний 
является: функциональным пространством [20, с. 1 0-1 1 ]  . 

В случае системы с распределенными параметрами структура 
вектора состояния: зависит от того , является: ли система свободной 
или связанной, т.е. от того , определяется: ли поведение системы на 
ее пространствеиных границах только процессами внутри прост­
ранственно� области определения: системы или дополнительно под­
чинено внешним связям. Примерам системы первого вида является: 
балка [1 6, с. 32 1 ]  в свободном падении при столь малых отклоне­
ниях ее· формы от прямолинейного отрезка, что связь нагрузки, 
приложеиной к балке, с ее деформациями можно считать подчи­
ня:ющейся: закону Гука. Примерам системы второго вида является 
балка, свободно опертая: по концам [ 1 6, с. 326) при то� же 
предположении. Связанная: система отличается от свободной на­
личием связей на границах ее пространствеиной области ОПJ>!'­
деления:. 

Свободные системы с распределеiПIЫМИ параметрами часто опи­
сываются: дифференциальными уравнениями с частными производ­
ными [55 ,  с. 1 1 0) ,  связанные системы - этими уравнениями и 
уравнениями связей , называемыми граничными условиями. 
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Состоsиие свободной системы с распределенными параметрами 
исчерпывающе характеризуется векоторой системой фунi<ЦИЙ (от 
арrументов, по которым распределены параметры) . Без сущест­
венного сокращения области практических приложекий теории 
таких систем эти функции можно считать непрерывными. Можно 
ожидать� что для мноrих свободных систем с распределенными 
параметрами множество всех возможных систем непрерывных 
функций от упомsиутых арrументов содержит подмножество, 
кQторое можно рассматривать как пространство состоsиий. Таким 
образом, и в этом случае пространство состоsиий Dляется функ­
циональным пространство м. 

Состоsиие связанной системы с распределенными параметрами 
характеризуется фунi<ЦИЯми от пространствеиных арrументов, 
определяющими состоJIННе соответствующей ей свободной системы 
с распределенными параметрами и, возможно, дополнительно чис­
лами или функциями, определяющими совместно с первыми функ­
циями состоJIННе системы на ее границах (в случаях, когда на гра­
нице или на границах к свободной системе подключены динамичес­
кие системы достаточно высоких порядков; например, в случае 
однопроводной линии электропередачи ( § 1 .4) , когда к концу ли­
нии подключена "нагрузка", представленная динамической систе­
мой третьего пopJiдi<a) . 

Рассмотренные выше функциональные пространства систем с 
запаздыванием и систем с распределенными параметрами относятся 
к классу бесконечномерных линейных пространств [39 , с. 1 22 ] . 
К этому классу относятся также пространства состояний, в кото­
рых векторы состоsиия - последовательности чисел . Такие прост­
ранства состоsиий моrут быть определены для некоторых частных 
видов систем с запаздыванием (см. пример 1 .3) и систем с распре­
деленными параметрами. В случае бесконечномерных пространств 
для целей прикладных исследований наиболее интересны нормиро­
ванные .пространства [ 1 03 ,  с. 19-20) , т.е. пространства, в которых 
каждому вектору состояния s поставлено в соответствие неотрица­
тельное вещественное число (норма) 11 s l l  так, что вьmолняются 
следующие три аксиомы: 

1 )  11 s ll ;;;;. О; 11 s l l  = О в том и только в том случае, когда s = О ; 
2) для всех чисел Л: 11 Лs 11 = 1 Л 1 • 1 1 s 11 ; 
3) 11 s 1  + s2 11 Е;; 11 s 1 1 1 + 1 1 so 1 1 . 
Во всех возможных вариантах пространства состоJIИИЙ вектор 

состоJIННя в момент t = а  будем обозначать символом s (а) . Огра­
ничимся случаем таких динамических систем, для которых сущест­
вует пространство состоJIННЙ S единое для всех а Е 11 , понимая под 
этим следующее : при произвольных s (a) Е S, а Е 11 и y(t) Е У1 
имеется для кажцоrо t Е F (а) элемент s (t) Е S , Dляющийся век-
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тором cocтoJDIИJI в момент t, в который nри измене}fии времени 
иреобразуется в силу свойств системы элемент s(a) . 

П р и м е р  1 . 3 .  СостоJIНИе в момент а системы с запаздыванием, описы­
ваемой уравнением [ 1 1 3 1 

d n -1x (v) 1 
[p

n + ь1 (t)p
n -1 + . . .  + bп (t) l x (t) + с1 (t) n -1 

+ . . . 
dv v = t - т  • • •  + cп (t) x (t - т) = y (t) 

(р = d/dt) с непрерывными коэффициентами b1 (t) , Ct (t) ,  i = 1 ,  . . .  , n, в 
котором y(t) - фунКЦИJI, описываю1Ц811 входной сиmал на единствеином 
входе, а x (t) - функци.11, описываю1Ц811 выходной сигнал на едииствеJIИом 
выходе, вполне характеризуется функцией ер ( v)  , ОIDIСывающей выходной 
сиmал на интервале (а - т, а) . Если при задаиных множествах J, У1 и U1 лю­
ба.ll таюiя: функци.11 разлаrаеТС.II в суммируемый p.IIД .. 

ep(v) = � akepk(v), 
k = 1 

где ak - числа, а epk(v) , k = 1 ,  2, . • .  , - задаикав последовательность функ­
ций, то эквивалентной ей характерисmкой cocтoJIИИ.II явл.11еТС.11 последова­
телЫiость чис.вn а1 , а2 , • • • Если при этом cxoДJiтc.ll аналогичные разложеин.11 
функциlt ер (v) ,  OIDICЫВaiOIIIJIX выходной сигнал на всех прииадлежаП�J�х F (а) 
интервалах (t, t + т) , то пространство состо.IIИИЙ можно определить как не­
которое подпространство бесконечномерного линейного пространства R .. 
[ 39, с. 1 2 1  1 . Признаком принадлежиосm элемента пространства R.. такому 
подпространсtву JIВЛ.IIeТC.II сходимость разложений функциlt ep (v) на всех 
упомJIИУТЫХ выше интервалах. 

1 .5 .2.  Дополнение к классификации непрерывных ЛИнейных сис­
тем. Структура вектора состояния является еще одним классифи-
кационным признаком для неnрерывных линейных систем. 

' 

Неnрерывную линейную систему назовем системой конечного 
порядка ( 1 -го ,  2-го и т .д.) , если компоненты вектора cocтoJDIИJI -
числа и число их конечно (одна компонента, две и т .д.) . 

Непрерывную линейную систему назовем системой бесконечно­
го порядка, если вектор cocтoJDIИJI - бесконечное упорядоченное 
множество чисел .  Если это множество счетно , то систему назовем 
счетной, если оно континуально - континуальной. 

§ 1 .6.  Формы задания состоЯНИJI 

Определим три формы задания состояния. 
Если для данного момента времени вектор состояния задан, то 

такое задание состояния будем называть детерминированным. 
Если для данного момента времени вектор состояния неиэвес­

тен , то дана область в пространстве состояний и известно, что он 
принадлежит этой области, то такое задание состояния будем на­
зывать недетерминированны.м. 
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Задание состоянии будем иазьmать вероятносrным, если дли 
данною момента времени вектор состоянии неизвестен, но задан 

- как система случайных величин (случай системы конечного 
nорgдка) : полностыо - их совместной функцией распределе­
НИJI *) - или неполностью - например, их математическими о жида· 
ниими, �ими и коррелgционными моментами; 

- как случайнаи последовательность (случай счетной системы 
бесконечною nоридка) ; 

- как случайнаи функции времени, система таких функций, слу­
чайная функциg или система случайных функций двух или больше­
го числа аргументов (n. 1 .3 . 1 ) , система, состоящая из случайных 
функций и случайных величин (случай континуальной системы 
бесконечною порядка) . 

При этом во втором и третьем случаих, так же как в первом, 
допускается возможность неполною задания соответствующею 
математического описания. 

В случае системы п-го порgдка, описьтаемой системой дИффе­
ренциальных уравнений ( 1 .40) относительно выходных сигналов 
X t ,  . • •  , Xn nри детерминиро-ванном задании состояния для данного 
момента времени а определены значения левых nределов в точке а 
функций

' x; (t), i = 1 , . . . , n; nри недетерминированном задании со­
стояния для данною момента времени а определена область в 
nространстве состояний, образованная векторами [х 1 , • • •  , Хп ] 7 ; 
nри вероитностном задании состояния в вещественном пространст­
ве состояний для данною момента времени а определена совмест­
наи функция распределении F(x 1 , • • •  , Xn ) , плотность распределе­
н ия ,  соответствующаи F [28, с. 1 3 ] : 

' oF(X t • · · · • Xn ) 
F(x 1 ,  • • • , Хп ) = , ох 1  • • • oXn 

или другие вероятностные характеристики вектора состояния. 
П р  и м е р 1 .6. Рассмотрим электрический колебательный контур 

(рис. 0.3) . Пусть все элементы (R, L и С) перемеииы. Представим его в 
виде последовательного соединения (рис. 1 .6) подсистемы I с выходным 
сиn�алом q и дифференцирующего звена IL 

Дифференцирующее звено характери�уется уравнением 
i = pq, р s d/dt. 

Уравнение первой подсистемы имеет вид 
pL (t)pq + R (t)pq + q/C(t ) = L (t) p2 q + [i (t) + R (t) ]pq + q/C(t) = е. 

•) Если Х, , . . . , Xn - случайные величины, то их совместной функцией 
распределения называется функция F, определенная ( 20, с. 1 3 ]  равенством 

F(x1 , • • • , Xп ) = P (X; < x; l i = 1 ,  • . .  , n) .  



Для данного момента времени t0 исчерпывающей системой характериС'IИк 
cocтoJIНИII первой подсистемы является пара чисел : q (t0 ) и - [pq (t) ] r = to ·  
Подключение второй подсистемы не приво.IUIТ к дополнителЬllым характе­
риС'IИкам. Поэтому состо.IПIИе системы в цепом также характеризуется 
указанной парой чисел. 

При детерминированном задании cocтoJIНИJI Э1И числа заданы. Примерам 
недетерминированного задания СОСТО.IПIИЯ является его задание с помоuu.ю 
неравенств 

l q (t0 ) 1 < a, l [pq (t)] r = t0 1 < b, 

где а и Ь - положительные числа. 

- - - - - - - - - - , 1 1 
е 1 q 

1 : 
1.... - - - - - - - - -Рис. 1 .6 .  Представление электрического колебательного контура в виде 

последовательного соединения двух систем 

При вероятноС'IИом задании cocтoJIНИJI может бьm. определена функция 
распределения 

F(q0 , i0 ) = P[ Q(t0 ) < q0 ,  /(t0 ) < i0 ] , 

где q0 � q (t0 ) , i0 � i (t0 ) ,  а Q(t) и /(t) - случайные функции, описываю­
щие соответственно изменение заря� и тока во времени. 

§ 1 .  7. ПоНJ11Ие процесса 

Примем следующее определение. 
О п р  е д е л е н и е 1 .4.  Процессо.м называется изменение состоя­

ния системы во времени. 

§ 1 .8. Формы ODИcaJDIЯ ороцесса 

Различные математические описания процесса можно разделить 
на "явные" и "неявные". 

Основной формой явного математического описания процесса 
является его описание в терминах теории пространства состояний, 
эаключающееся в случае конечномерного пространства состояний 
в следующем: процесс описывается вектор-функцией s (t) , значе­
ния которой для каждого t - векторы состояния в эти моменты 
времени. . 

Упомянутой вектор-функции соответствует n числовых функций 
времени , значения которых - координаты векторов состояния. 
Эти функции называются пере.менны.ми состояния [24] . Поэтому · 
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в рассматриваемом варианте описания процесса можно говорить 
также, что "процесс описывается переменными состо.IIНИя". 

Поюrrие переменных СОСТОJIИИЯ как координат иэмен.яющегося 
во времени вектора состоJIНИя и связанная с ними форма матема­
тического описания процесса могут быть обобщены на случаи 
систем других классов. В частности, в случае системы с- распреде­
ленными параметрами к переменным состояния - числовым 
функциям времени добавл.яются переменвые состояния, явл.яю­
щиеся числовыми функциями времени и пространствеиных ко­
ординат. 

Явное математическое описание процесса, при котором указы­
ваются все переменвые оостоJIИИЯ, назовем детерминированным. 
Фиксируя t, мы получаем детерминированное задание состоJIНИя 
( § 1 .6) . По аналогии с недетерминированиым и вероятностным 
заданием состоJIНИя можно определить также кедетерминированное 
и вероятностное описание процесса. В случае конечномерного 
пространства состоJIНИЙ при кедетерминированном описании про­
цесса указывается зависящая от времени область в пространстве 
состоJIНИЙ, которой принадлежит вектор состоJIНИя; при вероят­
ностном описании процесса указывается измен.яющаяся во времени 
совместная функция или плотность распределения системы случай­
ных координат вектора состоJIИия или другие его вероятностные 
характеристики. 

Одной из наиболее распространенных форм неявного описания 
процесса является его описание уравнением процесса с заданием 
начального состоJIИИЯ и входных сигналов .  Понятне уравнения про­
цесса определим следующим образом. 

О п р е д е л е н и е 1 .5 .  Уравнением процесса называется урав­
нение, которому удовлетворяет на интервале F (t0) вектор состоя­
ния s(t) и которое при заданном s(t0 )  определяет s(t) однозначно. 



Г л а в а 2 

ВНУТРЕННИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОДНОСВЯЗНЫХ СИСТЕМ 

Можно вьщелить два вида характеристик системы: внутренние 
и внешние. Внутренние характеристики - это те характеристики, 
от которых зависят характеристики выходных сиmалов в процессе 
свободных колебаний. ВнеПDiие характеристики - это те характе­
ристики, от которых зависят характеристики выходных сиmалов 
в процессе вынужденных колебаний. Ту или иную внутреннюю 
характеристику или систему внутренних характеристик в ооот­
ветствии с терминолоmей, принятой в '§ 0 .3 ,  будем называть ис­
черпывающей, если при детерминированном задании начального 
oocтoJIИИJI системы эта характеристика или система характеристик 
вполне определJПОт выходные сиmалы в процессе свободных ко­
лебаний . 

§ 2.1 . Виутревние характериС1Ики 
односвиэных систем коиечн�о порJIДКа 

2.1 .1 . ПереходнаJI матрица состоииий. Как указывалось в § 0.5 ,  
вектор-функция u;.. (t) ,  описывающая на интервале F (a) выходные 
сиrналы непрерывной линейной системы конечного поридка или 
счетной бесконечного порядка, связана с вектором состояния s(a) 
и вектор-функцией Уа uF (t) ,  описьтающей входные сиrналы на 
интервале а U F(a) , равенством 

u}(t) = Aa8s(a) + Аау Уа u p(t) . 
В режиме свободных колебаний Уа u p (t)  = О и это равенство 
принимает вид 

u }(t) = Aas s(a) . (2. 1 )  

Отсюда следует, что множество операторов Aas для всех а Е 1; яв­
ляется исчерпывающей внутренней характеристикой системы. 

В случае односвязной системы u j;. (t) = и;.. (t) - скалярная 
функции и уравнение (2. 1 )  имеет вид 
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и }(t) = Aa8 s(a) . (2.2) 



Ограничиваясь случаем системы конечного порядка, представим 
(2.2) в виде 

ир• = Au s А5 s s(a) ,  t t а 
где 

А51 54 s(a) = s(t) . (2.3) 

Поскольку в случае системы п-го порядка векторы s(a) и s(t)  
для всех а, t - п-мерные, оператор А5 1 54 представляет операцию 

умножения вектора s(a) на некоторую п Х п-матриц) ·с зависящими 
от t элементами. Обозначим эту матрицу символом Ф (t, а) и, сле­
дуя Л. Заде и Ч. Дезоеру [30, с. 390) , будем называть ее переход­
ной матрицей состояний. 

Пусть s 1 (а) ,  . . .  , sn (а) - произвольвый базис пространства 
состояний (S) ,  Ф(t, а) - неособая матрица. Тогда s 1 ( t) ,  . . .  , sn (t) ­
также базис S .  

Равенство (2.3) , определенное для всех а Е 1; , определяет не­
которое отображение пространства S в себя.  В .(;Лучае неособой 
матрицы Ф (t, а) при этом отображении любой базис переходит 
также в базис. 

2.1 .2. Матричное дифференциальное уравнение процесса. Если 
)J)IЯ всех а Е /; , s (t) - дифференцируемая на F (а) вектор-функ­

ция, то из равенства (2 .3) следует 

Т е о р е м  а 2 . 1 . Если для всех а Е /; и всех t E F(a): 
1 )  s(t) - дифференцируемая вектор-функция, 
2) матрица Ф (t, О) - неособая, 

то существует такая матрица A(t) , что для любой системы St (t) ,  . . .  . • • , 5n (t), образующей базис, справедливо равенство 
(st (t), . . .  , Sп (t)] = A(t) [s t (t), . . . , sn (t)] . (2 .4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу условия (2) s1 ( t) , . . .  , sn (t) -
базис S .  В силу условия ( 1 )  51 ( t) , . . .  , sn (t ) Е S , и, следовательно, 
эти элементы линейно выражаются через любой базис, т.е. справед­
ливо (2 .4) . В силу линейности операции дифференцирования A(t ) 
не зависит от s 1 (t), . . .  , sn (t) . Теорема доказана. 

В общем случае равенством (2.4) матрица A(t) определена 
неодиозначно. Однако при векотором дополнительном условии она 
определяется однозначно. 

Т е о р е м а 2 .2 . Если дополнительно к условиям теоремы 1 . 1  
выполняется условие 

3) если для каждого t Е F (а) существует базис s1 ( t) , 
. . . , Sn (t) , д./lЯ которого 51 (t) , . . .  , sп (t) - также базис, то в 
уравнении (2.4) матрица A (t )  определена однозначно ; при этом 
она неособая и непрерывная. 

63 



Д о к а э а т е л ь с т в о . Пусть условие (3) вьmолняется и 
s1 ( t ) , . . . , sп (t) - отвечающий ему базис. Тоrда из (2.4) следует 

А (t) = [st (t), . . .  , s" (t)Г1 [st (t), . . .  , sn (t)] ,  
т.е. матрица A(t) определена однозначно и как произведение 
двух неособых матриц - неособая (см. [ 14] , с. 9_9- 100) . В силу 
линейности операции дифференцирования A (t)  не зависит от 
s1 (t) , . . .  , sп (t) , а в силу дифференцируемости этих элементов 
все элементы матрицы [st ( f) , . . . , sп (t) ] -1 [st (t) , . . . , sп (t) ] 
непрерывны, следовательно, непрерывна матрица A(t) . 

Пусть U1 = Сп (/) (см. п. 1 .5 . 1 ) . Тоrда вектор состояни.и 
системы может быть прин.ит·в виде 

s (t) = [и (t), pu (t), . . . , p n - l u (t)l т , р � d/dt. 

В этом случае 

uj. (t) = ( 1  О . . .  О] s (t) � E s(t) (2.5) 

и уравнени.и (2.4) и (2 .5)  совместно образуют исчерпывающую 
систему внутренних характеристик. 

2. 1 .3 .  Векторно-матричное уравнение процесса. Уравнение (2.4) 
равнозначно системе уравнений 

s1 (t) = A (t) s1 (t), i = 1 , . . . , n 

или, поскольку любой элемент s1 (t ) можно выбрать произволь­
но (за исключением s i.(t) = О) , - векторно-матричному дифферен­
циальному уравнению *) 

s =" A (t) s (2.6) 

(справедливому также в случае s (t )  = 0) . Уравнение (2 .6) со­
вместно с уравнением, выражающим выходной сиrнал через вектор 
состояни.и (например, с уравнением (2.5) ) образует исчерпываю­
щую еретему внутренних характеристик. 

Во мноrих практических задачах исходная информаци.и о систе­
ме содержит вместо уравнени.и (2.6) уравнение 

i = A (t) х, (2.7). 

составленное относительно векоторой п-мериой вектор-функции 
x(t) ,  связанной с s (t )  равенством 

s (t) = B (t) x (t) , (2.8) 

rде B (t) - неособа.и n Х п-матрица. Уравнени.и (2.7) и (2 .8) со­
вместно образуют систему уравнений процесса. Исчерпывающую 
систему внутренних характеристик эдесь составл.иют уравнения 

*)Аргумент искомой вектор-функции опущен для упрощения эаписи. 
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(2 .7) , (2 .8) и уравнение, выражающее выходной сигнал через 
вектор состояния. 

Если матрица A (t) непрерьmна, то определенные на F (a) реше­
ния уравнения (2 .7) - дифференцируемые вектор-функции [36 , 
с. 24] .  Так как фундаментальная система решений уравнения (2.7) 
х1 (t) , . . .  , Xn (t)  при заданных для t = а  начальных условиях впол­
не определяет частное решение на F (а) , а точку . а можно сколь 
угодно приблизять к левой границе интервала /, то любая такая 
система, определенная на 11 , совместно с уравнением (2.8) и урав­
нением, выражающим выходной сигнал через вектор состояния, 
также является исчерпывающей внутренней характеристикой. 

Представим вектор-функции x; (t) , i = 1 , . . . , n , в виде 
X ; (t) � [х ; 1 (t), . . . , Х;п (x)J т , 

где для каждого значения t величина X;j , j = 1 , . . . , n , - j-я ком­
понента вектора xt ,  и образуем матрицу 

Ф
(t) =

[ � l.l �t). ·. ·. · . . �n.l �t). ] •  
X t n (t) .  Xnn (t) 

t E l;. 

Эта матрица - неособая при всех t Е /; и назьmается фундаменталь­
ной матрицей [47] .  

Так как каждой фундаментальной матрице взаимно однозначно 
соответствует пекоторая фундаментальная система решений урав­
нения (2.7) ,  то фундаментальная матрица в указанном выше 
сочетании с другими характеристиками является исчерпывающей 
внутренней характеристикой .  

Частным случа�м фундаментальной матрицы является МRтри­
цант [40] K(t , а) , определяемый условием Ф(а) = 1 для всех а Е /; . 

Для произвольной фундаментальной матрицы Ф(t) справедли­
во равенство (см. [ 1 ] ,  с. 149) 

Ф(t) Ф-1 (а) = K(t, а) . 

В случае s (t )  = x(t) K(t , а) - переходмая матрица состояний 
(см. п. 2 . 1 . 1 ) . 

2.1 .4.  Структурная схема системы и система уравнений звеньев. 
Струюурной схемой [95 , с. 70] системы назьmается условное 
графическое изображение ее элементов (звеньев) и их связей . 
Всякая односвязная непрерывная линейная система конечного 
порядка, которая допускает ее описание уравнением вида (2.5) 
и уравнениями (2.6) или (2 .7) и (2.8) , может быть изображена 
в виде структурной схемы, содержащей не более четырех видов 
звеньев : интегрирующих, дифференцирующих, суммирующих и 
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Рис. 2.1 . Графическое изображение звеньев системы 

усШiительных [95 ) . Каждое из таких звеньев имеет один или более 
ВХОДОВ И ОДИН ВЫХОД. 

Интегрирующее звено имеет один вход и связь между выходным 
и входным сигналами дается соотношением dXaыxfdt = хвх . rде 
Хвх - входной, Хвых - выходной сигнал . Схематическое изображе­
ние звена показано на рис. 2 . 1 , а. 

Дифференцирующее звено (рис. 2 . 1 , б) также имеет один вход 
и связь между выходным и входным сигналами выражается соот­
ношением Хвых = dX8x/dt . 

Суммирующее звено (рис. 2 . 1 , в) имеет несколько входов и 
связь выходного сигнала с входными X8x t , • • • , Хвхk •  rде k -
число суммируемых сигналов, выражается соотношением Хвых = 
= Хвх 1 + · · · + Хвхk • 

Усшzительное звено (рис. 2 . 1 , г) имеет один вход, связь выход-
ного сигнала с входным выражается соотношением Хвых = k (t) Хвх · 
Коэффициент k (t) называется коэффициентом усшzения. Он может 
быть как переменным, так и постоянным. 

Перечисленные звенья называются элементарными (95 , с. 71 ] .  
На практике часто возникает необходимость в исследовании 

более укрупненных структур систем. В этих случаях указанный 
набор элементарных звеньев дополняется сложными звеньями -
односвязными системами, связь между входными и выходными 
сигналами которых выражается линейными дифференциальными 
уравнениями ШIИ системами линейных дифференциальных уравне­
ний относительно выходньrх сигналов. Такое звено будем изобра­
жать в виде, показанном на рис. 2 . 1 ,  д .  
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Структурная: схема системы с указанным ее выходом совместно 
с заданными коэффициентами усиления усилительных звеньев и 
уравнениями или системами уравнений, описывающими процессы 
в сложных звеньях, является исчерпывающей внутренней харак­
теристикой. 

2.1 .5 .  Уравнение свобоЦВЬIХ колебаний. 
П р и в е д е н и е с и с т е м ы  у р а в н е н и й  п р о ц е с с а  к 

о д н о м у у р а в н е н и ю. Систему уравнений, равнозначную 
векторно-матричному уравнению (2.7) , и систему уравнений, 
фигурирующих в описании структурной схемы, при некоторых 
ограничениях, наложенных на ее коэффициенты, можно привести 
к одному уравнению. 

Известны два метода приведения системы линейных (в общем 
случае неоднородных) дифференциальных уравнений к одному 
уравнению : метод последовательного дифференцированил и метод 
уравнивающих операторов. Оба эти метода достаточно широко 
освещены в литературе (см. например, [62, 74, 94-96] ) .  Ими 
можно воспользоваться как в случае, когда исходной характерис­
тикой является уравнение (2 .7) , так и в случае, когда система 
характеризуется структурной схемой и уравнениями, связываю­
щими входные и выходные сигналы звеньев . 

Метод последовательного дифференцированил удобен тогда, 
когда исходной характеристикой является уравнение (2.7) . Он 
позволяет выразить коэффициенты искомого уравнения через 
коэффициенть1 уравнения (2. 7) по универсальным расчетным 
формулам. Приведем их. (Вывод формул см. в [62, 74) .) 

Пусть ищется уравнение, которому удовлетворяет переменная 
х1 , и пусть коэффициенты системы, равнозначной уравнению 
(2 .7) , многократно дифференцируемы, причем кратность диф­
ференцируемости такова, что определены и непрерывны следую­
щие функции : 

d;1 (t) � a;J (t), j = I ,  . . .  , п ; 
n 

d;J (t) � ili- t , j (t) + k � 1
d;- t , k (t) akf (t), 

i = 2, . . . , п ; j = 1 ,  . . . , п . 

Пусть д; 1 (t) , i = 1 ,  . . . , п - алгебраические дополнения i-x эле­
ментов первого столбца определителя 

д (t) � det D (t). D (t) � ll d;1 (t) ll 1 
и пусть дn1 (t) =1= О для всех t Е /. Тогда искомое уравнение 
имеет вид 

5 * 
[p n + b t (t) p n - l + . . .  + bп (t)] x ! = O. p = d/dt, (2.9) 
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причем все решения допустимы [т.е. каждое решение имеет в 
качестве прообраза какое-либо решение уравнения (2. 7) ] , а коэф­
фициенты определены, непрерывны и связаны с коэффициентами 
уравнения (2.7) равенствами [74, с. 44-45 )  

bl· (t) = �n - i, l  (t) , 
�n i (t) i = 1 ,  . . . , n - 1 ;  

�(t) Ьп (t) = - - . 
�n l (t) 

Отметим достаточное условие приводимости уравнения (2. 7) 
к уравнению (2.9) : 

а) достаточная кратность дифференцируемости коэффициен-
тов a11 (t) , i , j = 1 , . . . , n ; 

б) � (t)  =#= О  для t Е /; 
в) �nl  (t)  =#= О  для t Е /. 
Метод уравнивающих операторов удобен, когда исходная ин­

формация о системе дана в виде структурной схемы и уравнений 

g Рис. 2.2. Пример системы, в каrором примеиение меrода уравниваюUD�х 
операторов дru1 полученИJI уравнеиИJI 
свободных колебаний можеr приве­сти к неправилъиому результату 

звеньев . Его применекие при наличии входноrо сигнала описано 
в п. 3 .3 . 1 .  Указанной там процедурой можно воспользоваться и 
в случае, когда входной сигнал отсутствует. С этой целью струк­
турную схему следует дополнить входом системы (в известной 
мере произвольным) и в находимом соответствующим этой схеме 
неоднородном уравнении приравнять нулю входной сиrнал. Про­
извольность выбора входа системы ограничивается требованием, 
чтобы действие входного сигнала распространялось на все звенья 
системы. Пример, когда это нарушается, показан на рис. 2.2. При 
выборе входа системы имеет смысл руководствоваться сообра­
жениями большей простоты алгоритмов прообразования коэффи­
циентов уравнений звеньев в коэффициеНТЬl уравнения системы. 

О п р е д е л е н и е у р а в н е н и я с в о б о д н ы х к о л е б а­
н и й. Дифференциальное уравнение с вещественными коэффи­
циентами 

D (p, t) x � ( р п + b 1 (t) p n - l + . . . + Ьп (t)] х = О, (2. 1 0) 

составленное относительно выходного сигнала х, имеющее поря­
док n, равный размерности пространства состояний, и определен­
ное на интервале определения системы /, называется уравнением 



свободных колебаний. Эта внутренняя характеристика является 
исчерnывающей и задается оnределяющей ее системой функций 
b 1 (t ) , . . .  , Ьп (t) .  

Уравнение (2. 1 0) - более комnактная характеристика, чем 
уравнение (2.7) . Поэтому методы исследования, в которых исnоль­
зуется это уравнение, как nравило, nриводят к менее емким вы­
числительным алгоритмам, чем методы, исnользующие уравне­
ние (2.7) . 

К л а с с и ф и к а ц и я  у р а в н е н и й  с в о б о д н ы х  к о л е­
б а н и й .  Пусть коэффициенты уравнения свободных колебаний 
принадлежат пекоторому коммутативному кольцу R ь  [ 1 4, с. 49-
50] , т.е. множеству функций, опреДеленных на /, для элементов 
которого определены операции "сложения" и "умножения" с вы­
полнением следующих аксиом: 

1 )  суммы и произведения любых элементов множества также 
являются элементами множества, 

2) уравнение а + у = Ь разрешимо относительно у для любых 
элементов множества а, Ь, 

3) операции сложения и умножения подчиняются некоторым 
законам ассоциативности, коммутатявности и дистрибутивности 
(которые мь: не приводим по причине, указанной ниже) . 

Оnределим операции сложения и умножения как одноименные 
алгебраические операции над функциями. При этом третья аксиома 
выnолняется и существенны только первые две. 

Тогда уравнения свободных колебаний можно классифициро· 
вать по виду кольца Rь . Выделим следующие четыре вида этого 
уравнения : уравнение с неnрерывными коэффициентами, уравне­
ние с постоянными коэффициентами, уравнение со счетно-диффе­
ренцируемыми коэффицие1.пами, уравнение с коэффициентами, 
представимыми функциональными рядами . 

Уравнение свободных колебаний с непрерывными коэффициен­
тами. В качестве кольца Rь в этом случае nримем множество всех 
вещественных непрерывных функций cr (!) . 

Уравнение свободных колебаний с постоянными коэффициен­
тами. Здесь кольцо Rь определим как кольцо вещественных кон­
стант R Б .  

Уравнение свободных колебаний со счетно-дифференцируемы­
ми коэффициентами. Кольцо Rь определим как кольцо вещест­
венных счетно-дифференцируемых функций R:O . Частным слу­
чаем уравнения этого вида является уравнение с аналитическими 
коэффициентами. В этом случае в качестве кольца Rь можно 
принять множество всех вещественных аналитических функций. 

Уравнение свободных колебаний с коэффициентами, предста­
вимыми функционшzьными рядами. Пусть I= (а, Ь) , где а �  - оо , 
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Ь ЕО; оо, и пусть коэффициенты b; (t) , i = 1 ,  . . .  , n , являются ве­
щественными непрерывными функциями и имеют вид 

Вн и (t, /J1 1 ) , (2. 1 1 )  

или 

В н и (t, flн ) + . . .  + В;k и (t, �;k ) , 

или представимы функциональными рядами вида 

В н и (t,/lн ) + В;2 и (t, fJ;2 ) + . . .  , 

(2. 1 2) 

(2. 1 3) 

где В i/ • j = 1 , 2 , . . . , - вещественные числа; 1Jt1 = [Pti 1 , • • • , /З;Jт] т , 
j = 1 , . . . , n , - вещественные числовые векторы, при этом для 
всех i справедливо соотношение Ot, J+ 1 < {J11 со следующим смыс­
лом знака " < " :  

а) �i. /+ 1 < {J;J , если 13;, /+ 1 ,  1 < IЗ;J t ; 
б) �i, /+ 1 < IJti •  если Pi, /+ 1 ,  k = Ptik • k = 1 , . . .  , 1; Pt, /+ 1 , 1 + 1  < 

< Рц, z +  1 ;  
и(t , {J11 ) - элементы т-параметрического семейства Um функ­

ций и (t , о) , где cl - произвольвый вещественный числовой т-мер­
ный вектор из заданного множества А, обладающие следующими 
свойствами: 

а) функция и (t , а) дифференцируема по t , причем 

ди (t, а) т 
-"----- = � {; (a) и (t. a + g;) , a r  ; = 1 

(2 . 1 4) 

где g; - вещественные числовые т-мерные векторы, {; (о.) - ве­
щественные функции; 

б) и (t, 0.1 ) и (t '  Q2 ) = и (t, Q1 + «2 ) ;  
в) и(t ,  О) = 1 ,  

где О = [0, . . .  О] т . 
При т = 1 а = а:  (вещественное число) . 
Примеры семейств функций U1 :  
при а = О, Ь ЕО; 1 - множество всех функций вида и( t ,  а:) = 1 t -a l ; 
при а= -00 , Ь ЕО; О - множество всех функций вида и(t , а:) = 

= exp (-a:t) ; 
при а �  1 ,  Ь = оо - множество всех функций вида и(t , а:) = 1 t al ; 
при а �  О, Ь = оо - множество всех функций вида и(t , а:) = 

= exp at . 
Каждая из функций указанного вида вполне определена значе­

нием а. Соответствующее семейство U1 является множеством всех 
функций данного вида, в которое отображается множество всех 
а Е ( _оо, оо) . 

Очевидно , функции и (t ,  а) всех упомянутых видов на указан­
ных интервалах t положительны и обладают свойством и (t , а2 ) < 
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< u (t ,  а 1 ) ,  если а2 < а, , причем 
f, (a) = -a, g, = l для u (t. a) = l t - 0! 1 ; 

/, (а) = -а, Kt = О для u (t. a) = exp (-at); 

/1 (а) = а, 

f, (a) = а. 

g ,  = - 1  для u (t, а) = 1 tO! I ;  

g1 = 0 для u (t, a) = exp at. 

Введем операции сложения и умножения одночленов, сумм и 
рядов (2 . 1 1) - (2. 1 3) как соответствующие одноименные алгебраи­
ческие операции с объединением членов с равными значениями 
параметра а и с последующим расположением слагаемых в поряд­
ке уменьшения параметра. 

Пусть ряды (2. 1 3) принадлежат к некоторому классу рядов, 
такому, что в результате применении к представляющим любые 
функции b; (t) Е cr (/) одночленам, суммам и рядам операций 
сложения и умножения получаются одночлены, суммы и ряды, 
представляющие функции, получающиеся в результате применении 
тех же операций к исходным функциям, представленным упомя­
нутыми рядами (т.е. отображение представляющих функции 
одночленов , сумм и рядов на множество функций является гомо­
морфизмом [40, с. 370] относительно сложения и умножения) . 
Тогда для данного семейства Um кольцо Rь определим как мно­
жество всех таких функций. Этот вид кольца обозначим симво­
лом R� . 

Для �ссмотренных семейств U1 отображение множества пред­
ставляющих функции одночленов , сумм и рядов на множество 
представленных имн вещественных непрерывных функций явля­
ется гомоморфизмом относительно сложения и умножения, если 
вблизи t = с, где для указаиных вьШiе 4 случаев с равно соответ­
ственно О, --00 , 00 , оо ряды являются асимптотическими разложе­
ниими функций *) . 

Примерами функций u (t '  «) семейства u2 JIBЛJIIOTCJI функции 
1 t O!� expa1 t l  и cosЧc.J t sinrc.Jt

, 
где "" - положительное веществен­

ное  число, q, r - неотрицательные целые числа, определяемые 
параметрами а, и а2 согласно равенствам а1 = -q - r, а2 = -q. 
Область определения параметров а1 и а2 для функций первого 

*) Ряд [1 ( t ) + t� ( t )  + . . . называется асш.сптоrическш.с раэложением 
функции f (t ) вблизи точки t = с, если все функции f (t ) , [1 ( t ) , /2 ( t ) ,  • • .  
заданы в одной и той же области Т, не обязательно содержащей точку с 
[ 5 5 ,  с. 27 ] ,  и в этой области при t -+ с  для всех k ( 1 0 1 ,  с. 5 3 7 ]  

" 
f(t) - � fk (t) = о  ! fk (t) ) . i = l  
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вида - вещественная ось, для функций второто вида - множество 
неотрицательных целых чисел. 

Кольцо Rь образуют такие всевозможные вещественные не­
прерывные функции вида (2 . 1 1 ) и (2. 1 2) , а также пред­
ставимые рядами (2. 1 3) , при которых имеется гомоморфизм 
по сложению и умножению отображения множества элементов 
(2 . 1 1 ) - (2. 1 3) на множество функций, а функция и (t , сх) имеет 
один из указанных выше видов . 

В случае и (t , а1 , а2 ) = соsЧ w t  sin'wt элементы кольца Rь 
являются периодическими функциями с периодом 2 тr/w. Уравне­
ние (2 . 1  О) в этом случае относится к классу уравнений с периодичес­
кими коэффициентами. Кольцо Rь здесь обозначим символом Rh. 

Примером функций u (t , «) семейства U3 являются функции 
соsаэ  - а� wt  sin -а ,  w t  u (t , а 1 ) , где u (t ,  а1 )  - вещественные 
фуНКЦИИ ОТ t ,  ПрИНадлежащие Одному ИЗ КЛаССОВ U1 . 

Кольцо Rь может быть построено в этом случае так же, как и 
в предыдущем. 

Все указанные вьпие кольца Rь являются кольцами с едини­
цей [ 14, с. 5 0, 52] , причем во всех случаях роль единичного эле­
мента играет единичная константа. Нулевым элементом всех колец 
является нулевая константа. 

У р а в н е н и я  (2. 1 0) с к о м п л е к с н ы м и  к о э ф ф и­
ц и е н т а м и и и х к л а с с и ф и к а ц и я. При анализе вынуж­
денных колебаний системы в некоторых случаях, например при 
применении в качестве внешней характеристики системы переда­
точного функцианала (об этом речь пойдет ниже - в п. 3 . 1 .8) , 
возникает необходимость в рассмотрении уравнения вида (2. 1 0) , 
но с комплексными коэффициентами . Приведеиная вьпие класси­
фикация легко распространяется на этот случай путем замены 
обладающих теми или иными свойствами вещественных коэффи­
циентов уравнения (2. 1 0) аналогичными комплексными. В случае 
непрерывных коэффициентов уравнения (2. 1 0) в качестве мно­
жества, к которому принадлежат все такие коэффициенты, может 
быть принято кольцо комплексных непрерывных функций C(f) ;  
в случае постоянных коэффициентов - кольцо комплексных 
констант R0 ; в случае счетно-дифференцируемых коэффициен­
тов - кольцо комплексных счетно-дифференцируемых функ­
ций Rco ; в случаях коэффициентов , представимых функционал�:­
ными рядами - кольца Ru - комплексные аналоги колец R'u , т т 
отличающиеся от них комплексностью коэффициентов В11 в фор-
мулах (2 . 1 1) - (2 . 1 3) . 

Ф у н д а м е н т а л ь н а я  с и с т е м а  р е ш е н и й  у р а в н е­
н и я с в о б о д н ы х к о л е б а н и й. Как известно [36, с. 94] , 
уравнение (2. 1 0) с непрерывными, в общем случае - комплекс-
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ными, коэффициентами при проиэвольных начальных условиях 
для t = а Е I имеет на I единственное решение; это решение явля­
ется непрерывной п-кратно дифференцируемой функцией от t . 
Более того, существует п решений, линейно независимых на I 
(фундаментальная система решений (47) ) .  Любая фундаменталь­
ная система решений 

IP1 (t), . . . , IPn (t) (2. 1 5) 

уравнения свободных колебаний с непрерывными (вещественны­
ми) коэффициентами является исчерпывающей внутренней харак­
теристикой системы. В случае непрерывности коэффициентов 
этого уравнения функции (2 . 1 5) непрерывны и п раэ дифферен­
цируемы. Более того , как утверждается в приводимой ниже тео­
реме, существует фундаментальная система решений, элементы 
которой обладают некоторым дополнительным свойством. 

Т е о р е м  а 2.3 . (74) . Уравнение свободных колебаний с не­
прерывными коэффициентами, определенное на интервале I 
(замкнутом, полуоткрытом или открытом) ,  имеет фундамен­
тальную систему решений, 3/lементы которой не принимают нуле­
вых значений на I. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 
При п = 1 справедливость теоремы очевидна. 
Пусть п � 2.  Сначала докажем, что существует хотя бы одно 

решение, не принимаюшее нулевых значений на /. Пусть х1 (t) , . . . • • . , Xn (t) - фундаментальная система вещественных решений. 
Если хотя бы одно из этих решений не принимает на I нулевых 
значений, то доказывать нечего . Поэтому будем считать, что все 
решения имеют H!i I конечное или бесконечное множество нулей, 
причем очевидно , что бесконечное множество может быть только 
счетным. 

Пусть Т - множество всех нулей решения х1 ( t) . По кажем, 
что существует вещественное решение, не имеющее нулей, при­
надлежащих Т. Действительно , множество всех вещественных 
решений есть векторное пространство размерности п .  Множество 
всех вещественных решений, обращающихся в нуль в точке t = = tk Е Т, есть его подпространство . Так как существуют решения, 
не принадлежащие этому подпространству, то его размерность 
меньше п .  Множество всех вещественных решений , имеющих 
нуль хотя бы в одной точке множества т, есть сумма не более 
чем счетного множества упомянутых подпространств . Так как 
п-мерное векторное пространство не может быть представлено 
в виде конечной или счетной еуммы пространств меньшей раз­
мерности, то существует в�щественное решение, не принимаюшее 
нулевых значений на Т. Обозначив такое решение символомхп+1 (t) ,  
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образуем новое решение: 
x*t (t) = x 1 (t) + ixn+ 1 (t), i = д. 

Оно не имеет нулей на /, так как х1 и xt не обращаются в нуль 
одновременно . 

Докажем теперь, что существует фундаментальная система 
таких решений. Если бы было только r � n - 1 линейно незави­
симых вещественных решений, не принимающах нулевых значе­
ний на Т, то множество всех вещественных решений, обладающих 
таким свойством, содержалось бы в r-мерном векторном прост­
ранстве, построенном на указанной системе решений как на ба· 
зисе, и множество всех вещественных решений (состоящее из 
этого множества и множества вещественных решений, имеющих 
нули на Т) не превышало бы счетную сумму подпространств 
размерности не выше n - 1 ,  чего, очевидно, быть не может. 

Пусть Xn+ 1 (t) , . . . , х2 п (t) - фундаментальная система вещест­
венных решений, не принимающах нулевых значений на Т. Тогда, 
комбинируя их с решением х1 (t ) , получим фундаментальную сис­
тему решений 

x j (t) = x 1 (t) + ixп+; (t), j =  1 ,  . . .  , n , 

не имеющих нулей на /. 
Частным случаем уравнения свободных колебаний с непрерыв­

ными коэффициентами является уравнение с периодическими 
коэффициентами, характеризуемое дополнительным условием 

h;(t + О) = b;(t), i = 1 ,  . . . , п , t Е (- 00 ,  00), (2. 16) 
где n - заданное положительное число. Это уравнение обладает 
изложенными ниже свойствами. 

Т е о р е м а 2 .4 (Ф л о к е) [ 1 24) . Уравнение (2 . 1 0) с непрерыв­
ными коэффициентами, удовлетворяющими условию (2 . 16) , 
имеет по крайней мере одно ненулевое решение х1  (t) , обладающее 
свойством 

(2. 1 7) 

где к - некоторое отличное от нуля число. 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о см. в [ 1 24] . 
Как показал Флоке, число к удовлетворя-ет алгебраическому 

уравнению 

(2. 18) 

где А 1 , • • • , An - некоторые вещественные числа, dднозначно опре­
деляемые коэффициентами уравнения (Z. l O) . Это �равнение Флоке 
назвал фундаментальным и показал, что если K t , • • . , Kn - корни 
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уравнения (2. 1 8) , то эти числа суть те значения к ,  которым соот­
ветствуют некоторые иенулевые решения уравнения (2 . 10) ,  обла­
дающие свойством (2. 1 7) , и нет других иенулевых решений, 
обладающих этим свойством при других значениях к .  Среди кор­
ней к 1 , • • •  , Kn нет нулевых, так как коэффициент An не равен 
нулю [ 1 24] . . 

Решения уравнения (2 . 1 0) ,  обладающие свойством (2. 1 7) ,  
представимы в виде [ 1 24] 

x1(t) = 01 (t)exp a1 t, (2. 1 9) 
где 01(t) - непрерывные п-кратно дифференцируемые периодичес­
кие функции с периодом U, а, = ln к1 /U (числа а1 называются 
характеристическими показателями [ 108] ) .  Поэтому если фунда· 
ментальвое уравнение не имеет кратных корней, то , рассматривая 
все корни, получим n решений такого вида. Любая комбинация 
иэ n таких решений с различными характеристическими показате­
лями образует фундаментальную систему . 

Если фундаментальное уравнение имеет кратные корни, то число 
линейно неэависимых решений вида (2. 1 9) может бьпь меньше п ,  
но оно не меньше числа различных корней. В этом случае каждому 
р-кратному корню к 1 = " t +  1 = . . . = "t+  � соответствует р линейно 
неэависимых решений. Существует фундаментальная система, 
состоящая иэ групп решений (которых не менее 1 и не более n) 
и такая, что решения каждой /-й группы xf' > (t) , . . . , х�: > (t) име­
ют вид 

n 1- 1  
1-/>(t) = � tf Xh' >(t)exp а1 t, i = 1 , . . . , n1 , (2.20) 1 j = о 

где все X;�l )(t) - непрерывные п-кратно дифференцируемые перио­
дические функции с периодом il, причем х�.��- 1 1= О [ 124] , 1 � n1 � 
� n ,  n 1 + . . . + n m = n . В некоторых группах характеристические 
показатели могут быть равными; суммарное число элементов 
в таких группах равно кратности корня, соответствующего этому 
характеристическому показателю. 

Указанными выше свойствами обладает также уравнение вида 
(2. 1 0) с комплексными непрерывными периодическими коэффи­
циентами (см. [36] , с. 90-93) . 

2.1 .6 . Обобщенное характеристическое уравнение. О с н о в н ы е 
о п р е д е л е н и я. Обобщенным характеристическим уравнением 
(ОХУ) [74] называется уравнение 

D(p + t. t) · 1 = 

= (t + p)n - l t  + b 1 (t) (t + pf - 2 t  + . . .  + bп - 1 (t) t  + Ьп(t) = О , ·  
(2.2 1) 
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получаемое из уравнения (2. 10) в результате подстановки 
х = ехр f t dt. (2.22) 
Очевидно, между уравнением свободных колебаний _ и ОХУ 

имеет место взаимно однозначное соответствие. Поэтому обобщен­
ное характеристическое уравнение является исчерпывающей 
внутренней характеристикой системы. 

При п = 1 ОХУ - линейное алгебраическое уравнение 
t + Ь 1 (t) = О, 

имеющее единственное решение 

tl (t) = - b l (t) . 

При п > 1 ОХУ нелинейвое дифференциальное уравнение, 
в общем случае - аналитически не решаемое (возможность анали­
тического решения появляется только при определенных сочетани­
ях его коэффициентов; такие случаи см. в (53, 1 1 8] ) .  

В силу ассоциативности операции t + р, 
(t + p) f = tf+ p[, 

левую часть уравн�ния (2.2 1) можно представить в виде полинома 

P(t, pt, · · · ,  Pn- l t) 
от неизвестной t и ее производных. Этот полином назовем Qбоб­
щенным характерисmческим полиномом. Он имеет вид 

(2.23) 

где Р1 = t, а Р2 , • • • , Pn - полиномы, вычисляемые-по рекуррентной 
формуле 

(2.24) 

Формулы полиномов Pk для k = 1 ,  . . . , 5 приведены в таблице 2 . 1 . 
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Если х =F О, то из равенства (2.22) следуе:t 

х 
t = - . 

х 
Т а б л и ц а 2.1 . 
Представ ление выражений (t + р) k- l  t в виде полиномов (/'k) 
k = 1 :  Р1 = t 
k = 2 :  р 1 = t1 + f 
k = З : P3 = t3 + З tf + f 
k = 4 : Р4 = t4 + 6 t1 f + 4 r� + ·f 
k = 5 :  Р5 = t5 + 10t3 f + 10 t2 f + 1 2 tt1 + S tf + 4 tf +'f' 

(2.25) 



Определим понятие решення ОХУ с неnрерывными коэффициен­
тами следующим образом. 

О п р  е д е л е н и е 2. 1 .  Решением t1(t) обобщенного характери­
С7UЧеского уравнепил назовем любую функцию от t, непрерывную 
всюду, за исключенИеМ, возможно, не более чем счетного множест­
ва точек, удовлетворяющую этому уравнению всюду на /, за 
исключением точек разрыва, и на всех интервалах, где она непре­
рывна, связанную с одним и тем же решением х1 уравнения свобод­
ных колебаний равенством t1 (t) = x1 (t) /x1 (t) . 

В соответствии с этим определением решення могут бьпь непре­
рывными и разрывными. 

Каждому решению уравнення свободных колебаний, не прини­
мающему на 1 нулевых значений, однозначно соответствует неко­
торое непрерывное решение ОХУ. Как показано в [68] , каждому 
решению, принимающему нулевое значение в какой-либо точке 1, 
соответствует разрывное решение ОХУ, непрерывное всюду, за 
исключением нулей решення уравнення свободных колебаний; 
при этом все разрывы - 2-ro рода. Заметим, что свойство непрерыв­
ности решення ОХУ связано с интервалом определення ОХУ. В 
частности, решение, не являющееся непрерывным на интервале 1 ,  
может оказаться непрерывным на интервале I' С 1. 

Пусть Rr - некоторое коммутативное кольцо , элементами 
которого являются функции, определенные на /, за исключением, 
возможно, дискретного множества точек, а сложение и умножение 
определены как рдноименные алгебраические операции. Тогда 
примем следующее оnредеЛение. 

. . 
О п р е д е л е н и е 2.2. Корнем обобщенного характерис7Uчес­

кого уравнения в кольце Rr назовем его решение, являющееся 
вместе с его первыми n - 1 проиэводнымн элементом этого кольца. 

В случае уравнення .(2 . 1 0) с комплексными коэффициентами 
подстановка {2.22) также приводит к уравнению (2 . 10) ,  но с 
комплексными коэффициентами. Приведеиные выше понятия 
распространяются и на этот случай.  Упqмянуть1е свойства ОХУ 
и его решений сохраняются. • 

В ы б о р к о л е ц Rr. Рассмотрим некоторые частные случаи. 
Уравнение свободных колебаний с непрерывными коэффициен­

тами. Коэффициенты такого уравнения являются элементами 
кольца cr(I) . Если в качестве кольца Rr выбрать то же кольцо , 
то корни ОХУ в кольце Rr - все вещественные непрерывные реше­
ния ОХУ. Если же в качестве кольца Rr выбрать кольцо комплекс­
ных непрерывных функций С(/) , то корнями ОХУ в кольце Rr 
будут все комплексные неnрерывные решения ОХУ. 

Уравнение свободных колебаний с постоянными коэффициен­
тами. Если в качестве кольца Rr выбрать кольцо R0 комплексных 
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констант, то корнями ОХУ в кольце Rr будут корни характеристи­
ческого уравнения 

'Лп + Ь 1 'Лп - 1 + . . .  + Ьп = О (2.26) 

и только они. Если же выбрать Rr = С(/) ,  то при n > J множество 
корней ОХУ в кольце Rr помимо корней характ�истического 
уравнения будет содержать также некоторые отличtfщ,е от констант 
непрерывные функции. Число корней в кольце R(} равно числу 
различных корней характеристического уравнения; при n > 1 
множество корней в кольце С(/) бесконечно [ 1 35) . 

Если принять промежуточное определение кольца Rr (при 
n > 1) , а именно : определить его как кольцо Rp полиномов от 
t-1 , то корнями ОХУ в кольце Rr будут различные корни характе­
ристического уравнения (2.26) и дополнительные корни вида 

1 2 JJ.; - 1 
'Лt + - '  'Л· + -, . . .  ' ).. . + -- , (2.27) 

t t t 
где 'Лt - i-й из различных корней характеристического уравнения , 
JJ.; - его кратность . 

Дополнительные корни - логарифмические производвые реше­
ний уравнения свободных колебаний вида 

tk ехр 'Лt t, k = 1 , 2 ,  . . .  , JJ.; - 1 .  (2.28) 
Уравнение свободных колебаний со счетно-дифференцируемыми 

коэффициентами. Предположим дополнительно Ьп(t)Ф О для всех t. 
В этом случае любое реЦiение ОХУ - комплекснозначная функция, 
непрерывная и счетно-дифференцируемая всюду на /, за исключе­
нием, возможно, дискретного множества точек. В этом легко 
убедиться ,  если почленно продифференцировать уравнение (2 . 1 0) ,  
исключить в результирующем уравнении переменкую х в силу 
уравнения (2. 1 О) , применить ту же процедуру к полученному 
в результате этого уравнению и т .д . Каждое полученное уравнение 
является уравнением с непрерывными коэффициентами, разреши­
мым относительно старшей производной неизвестной функции, 
откуда, в силу свойств решений обобщенного характеристИческого 
уравнения для уравнения свободных колебаний с непрерывными 
коэффициентами (см. текст перед определением 2 . 1) , следует 
высказанное утверждение. 

Кольцо комплекснозначных функций, счетно-дифференцируе­
мых всюда на /, за исключением, возможно, дисi<ретного множест­
ва точек , обозначим символом R :.. . 

Уравнение свободных колебаний с коэффициентами, представи­
мыми функциональными рядами. В случаях уравнений' свободных 
колебаний с непрерьmными коэффициентаМи, представимыми 
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рядами рассмотренноrо в п. 2 . 1 .5 вида при условии (п. 2 . 1 .5) 
rомоморфизма (относительно сложе�ия и умножения) отобр�е­
ния множества сумм и рядов на множество функций положим 
Rь = R� . Кольцо Rr определим как кольцо вида Ru , т .е .  как т т 
множество всех функций f(t) ,  представимых в общем случае 
рядами 

f(t) ""' F1u (t, IPI ) + F2u (t, IP2 ) + . . . , (2.29) 
а в частных случаях - имеющих вид частичных сумм таких рядов 
и обладающих тем свойством, что отображение множества представ­
ляющах функции сумм и рядов на множество функций является 
rомоморфизмом относительно сложения и умножения. В (2.29) 
F;, i = 1 ,  2, . . .  , - комплексные числа, '/; - вещественные т-мерные 
векторы, связанные соотношением IP; + I < IPt(П . 2 . 1 .5) , u (t, lfJ) -
элементы тоrо же семейства функций Uт , которое используется 
при построении кольца Rь .  

В случае уравнения с периодическими коэффициентами при 
Rь = Ru � = Rh. решения обобщенноrо характеристическоrо урав­
нения, соответствующие решениям вида (2 . 1 9) уравнения (2. 1 0) ,  
имеют вид 

iJ ; (t) + CL;O; (t) B; (t) 
t; (t) = O; (t) = CL; + O; (t) 

(2.30) 

и, следовательно, являются непрерывными периодическими функ­
циями, (п - 1) -кратно дифференцируемыми на /, за исключением, 
возможно, дискретноrо множества точек . 

Решения обQбщенноrо характеристическоrо уравнения,  соответ­
ствующие решениям вида (2 .20) уравнения (2. 1 0) ,  в общем случае 
являются дробио-рациональными функциями от t с периодически­
ми коэффициентами. После деления числителей этих функций на 
знаменатели по правилам деления полиномов они представляются 
в виде 

(2.3 1) 

rде 1/J;i(t), j = 1 ,  2 , . . . , - непрерывные (n - 1) -кратно дифференци­
руемые на /, за исключением, возможно, дискретноrо множества 
точек , периодические функции. 

Очевидно, решения вида (2.30) являются корнями О:ХУ в коль­
це Rn периодических функций (с �риодом О) , непрерывных на /, 
за исключением, возможно, дискретноrо множества точек, а также 
вместе с решениями вида (2.3 1) - корнями ОХУ в кольце Rn дроб­
но рациональных функций от t с коэффициентами из кольца Rn .  

3 н а ч е н и е п о н я т и я к о р н я О Х У в к о л ь ц е Rr . 
Теоретическое значение. Корни ОХУ в кольце Rr - это некото­

рые ero решения, которым соответствуют обладающие определен-
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ными свойствами решения уравнения свободных колебаний. Если 

корни (или корень) в данном кольце Rr существуют, то , значит , 

существуют такие решения (или решение) уравнений свободных 

колебаний. Следовательно, задача о существовании решений урав­

нения свободных колебаний, обладающих теми или иными 

специальными свойствами , при условии формирования кольца Rr 
как класса функций, обладающих этими свойствами, сводится 

к задаче о существовании в этом кольце корня ОХУ. Представляет 

интерес и постановка обратной задачи: для данного· кольца Rь 
определить кольцо Rr так , чтобы в нем существовал корень ОХУ. 

Понятие "корень в кольце Rr" позволяет провести широкую 

систематизацию методов исследования уравнений свободны'х 

колебаний различных классов .  ' 

Практическое значение. Если существование корня в данном 
кольце установлено и имеется метод вычисления корней, в кото­
ром корень ищется именно в этом классе функций, то этот метод 
является теоретически обоснованным. С друrой стороны, решение 
обратной задачи, в которой определяется кольцо Rr , подсказывает 
путь формирования метода вычисления корней . Таким образом, 
для изучаемых в современной теории нестационарных линейных 
систем видов уравнений свободных колебаний и для их .новых 
видов , к которым может появиться интерес в будущем, процесс 
поиска новых методов вычисления решений ОХУ и, соответствен­
но , решений уравнения свободных колебаний, обладающих данны-
ми комплексами свойств , может быть регуляризован. 

' 

Наконец, различные классы уравнений свободных колебаний 
могут быть обьецинены в укрупненные классы, для КОТОР.ЫХ 
возможны ециные схемы вычисления корней ОХУ и их аппрокси­
маций. 

2.1 .7 .  Фундаментальная сисrема решений обобщенного характе­
рисrического уравнения . 

О п р е д е л е н  и е 2.3 . ФундШIСентальной системсй решений 
обобщенного характеристического уравнения назовем систему n 

решений, которым, в силу соотношения (2.22) , соответствует n 

таких семейств решений уравнения свободных колебаний,  что их 
представители, по одному от каждого семейства, образуют фунда­
ментальную систему. 

О п р е д е л е н  и е 2 .4 .  Если все элементы фундаментальной 
системы решений обобщенного характеристического уравнения -
корни в данном кольце Rr , то такую фундаментальную 

·
систему 

решений назовем фундаментальной системой корней ОХУ в этом 
кольце. 

В зависимости от рассматриваемого уравнения и выбранного 
кольца Rr фундаментальная система корней в кольце Rr может 
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существовать ишt не существовать . Если такая система существует , 
то она - исчерпывающая внутренняя характеристика системы . 

В случае уравнения свободных колебаний с непрерывными 
коэффициентами иэ теоремы 2 .3 следует существование фундамен­
тальной системы корней в кольце С(/) . 

Для уравнения свободных колебаний с периодическими коэф­
фициентами при отсутствии кратных корней фундаментального 
уравнения иэ изложенного в предыдущем разделе следует : сущест­
вует фундаментальная система решений этого уравнения, состоя­
щая иэ функций вида (2.30) . Так как функции этого вида принад­
лежат кольцу Rn. (п. 2. 1 .6) периодических комплекснозначных 
функций, то отсюда следует существование фундаментальной систе­
мы корней ОХУ в этом кольце. 

В зависимости от вида колец Rь и R� фундаментальн� система 
корней ОХУ в кольце R�, если она существует, может быть или не 
бьпъ единственной. Так , если Rь = R�, а R� = C(I) ,  то фундаменталь­
ных систем корней при n > 1 бесконечное множество, а в рассмот­
ренном выше частном случае уравнения с периодическими коэф­
фициентами она - одна. 

2.1 .8. Корневое уравнение. Введем еще одну Щiутреннюю харак­
теристику системы - корневое уравнение (КУ) [67] . Определим 
его как алгебраическое уравнение п-й степени с коэффициентами, 
зависящими от t как от параметра, корнями которого являются 
элементы фундаментальной системы решений ОХУ, и запишем его 
в виде 

�n + с 1 (tHn - 1  + . . .  + сп(t) = О . (2.32) 
Если рассматривать только такие фундаментальные системы · 

решений ОХУ, в которых мнимые и существенно комплексные 
корни имеются только в составе сопряженных пар, то все коэффи­
циенты КУ - вещественные функции. 

Очевидно, элементы фундаментальной системы решений ОХУ 
связаны с коэффициентами КУ формулами Виета [ 1 00, с. 92] : 

C 1 (t) = - r1 (t) - . . .  - rп (t), 
c2 (t) = r 1 (t)r 2 (t) + r 1 (t) r  з ( t} + . . . + r n- 1 (t)rп (t) ' (2.33) о • • • • • • • • • • • • • • • • о • • 
Сп (t) = (- 1 f r 1 (t) . . . rп (t) .  

Поскольку между решениями ОХУ и коэффициентами КУ имеется 
взаимооднозначное соответствие, корневое уравнение является 
исчерпывающей внутренней характеристикой системы. 

При n = 1 КУ имеет вид 
r + с1 (t) = о, (2.34) 

причем с1  (t) = Ь 1 (t) .  
б .  Ф.А. Михайлов 8f 



При n > 1 коэффициентъ1 КУ не выражаются в явном вiЩе 
через коэффициенты уравнения свободных кооебаний, но связаны 
с ними как элементы решения системы некоторых дифференциаль­
ных уравнений, коэффициенты которых являются функциями 
коэффициентов уравнения свободных колебаний. Получим эту 
систему. Раскрыв скобки в уравнении (2 .2 1 ) , перепишем его в виде 

(2.35) 

где {J - сумма членов, дополняюiЦИХ левую часть уравнения (2.35) 
до левой части уравнения (2.2 1) . Подставив в уравнение (2.35) 
� = ��· i = 1 , . . .  , п , получим n равенств: 

�7 + Ь1 �F- 1 + . . .  + bп = - iJ;, i = 1 ,  . . . , n, (2.36) 

где iJ; - полиномы от р �1 • • • •  , pn- 1 �� и Ь1 , . . .  , Ьп- 2 . ОчевИдНо, 
для каждой функции �1(t) всегда можно найти такие функции 
d1(t), . . . , dп(t), чтобы выполнялось равенство 

iJt = d1 (tHf - 1 (t) + d2 (tHf - 2(t) + . . .  + dп(t) . 
Потребуем, чтобы для всех i эти функции были одни и те же. 

Это приведет к системе алгебраических уравнений 

d1 �r - 1 + . . .  + dn = iJ;, i = 1 , . . .  ' n , (2.37) 
относительно неизвестных d 1 , • • •  , d", с коэффициентами, завися­
щими от t .  Определитель системы 

[ n 1 ] � 1 - . . . �1 1 
det . . . . . . .  . 

�nn - 1  . . . �n 1 

при данном значении t отличен от нуля, если значения всех решений 
�� различные. Для решений, образуюiЦИХ фундаментальную сист�­
му, не существует интервалов, на которых какие-либо из ниl 
совпадают. Поэтому при t Е /, за исключением, возможно, дискрет­
ного множеетва точек, система (2.37) однозначно разрешима . 

Решая эту систему, получим выражения коэф_фициентов d 1 , • • • 
. . . , dn через решения ОХУ, их первые n - 1 производвые и коэф­
фициенты Ь 1 ,  . . .  , bn _ 2 • В этих выражениях указанные производ­
ные решений могут быть представлены как дробио-рациональные 
функции коэффициентов с 1 , • . .  , Сп , их первых n - 1 производных 
и решений. Действительно, первые производвые решений могут 
быть найдены как компоненты решения системы линейных алгеб­
раических уравнений (в которых они рассматриваются как 
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неизвестные) 

f1 + . . .  + fп = .i 1 , 
2t1 f1 + . . .  + 2tп fп = i2 , 

,. п - 1 ;. + + ,. п- 1 ;. _ .  
n н  н . . . п ) п )п - Sп , 

где s1, i = 1 , . . . , n - целые рациональные функ� от коэффициен­
тов C t , • . .  , Сп ,  В КОТОрые иревраЩаются суммы tf + . . . + r: ПОСЛе 
их выражения через указанные коэффициенты. Следующие произ­
воДные можно найти путем последовательного дифференцирования 
формул для первых производных. Очевидно, в формулах для k-x 
производных решений появятся производные функций s 1 , . . .  , sп , 
до k-x включительно и, в силу структуры этих функций, - произ­
водные тех же порядков коэффициентов с 1 , • • •  , Сп · 

После выражения проиэводных корней по получаемым форму­
лам, коэффициенты d1 , . . . , dп примут вид симметрических функ­
ций корней с коэффициентами, зависящими от коэффициентов 
Ь 1 , • • •  , Ьп- z и коэффициентов C t , . . • . , Сп и их первых n - 1 
.проиэводньJх. На основании теоремы о симметрических функциях 
эти симметрические функции можно рационально выразить , причем 
единственным образом, через коэффициенты C t , . . .  , Сп . Таким 
образом, получим коэффициенты d 1 , • • •  , dп в виде дробио-рацио­
нальных функций от коэффициентов и проиэводных коэффициен­
тов корневого уравнения (в общем случае до (п - 1) -х включи­
тельно) с коэффициентами, являющимвся функциями от коэффи­
циентов b 1 (t), . . .  , Ьп_ 2 (t) уравнения свободных колебаний. 

Сравнив уравнения (2.32) и (2.36) и учтя (2.37) , найдем с1 = 
= Ь; + d1, i = 1 , : . .  , n. Следовательно, коэффициенты d;(t) суть 
поправки, которые следует внести в коэффициенты b,{t) , чтобы 
получить коэффициенты корневого уравнения. Выразив эти 
поправки по получаемым при применении указанной выше проце­
дуры формулам, получим дифференциальные уравнения для 
коэффициентов с 1 , • • • , Сп . 

Другой путь получения дифференциальных уравнений относи­
тельно коэффициентов с 1 , • • • , Сп изложен в [80, с. 1 56- 1 57] . 

6 * 

При n = 2 оба пути приводят к системе уравнений [79] 

C1 C J - 2ё2 
С 1 = Ь1 + 2 , 

с 1 - 4с2 
2Ct C2 - Ct C2 

с2 = ь2  + 2 C t - 4с2 
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При n = 3 изложеШIЫй выше метод приводИТ к системе уравне­
ний [79] 

ь� . . . 
C J  = ь1  + v2 (R 1Ps + R2Рэ + 2RзР1 ) + 

1 .. • • • 
+ V2 [R 1Ps + А 2Рэ + 2А эР1 - 3 (2R 1P1 + R2P4 + RэP2 )J , 

ь 1 . • • 1 .. 
с2 = Ь2 + v2 (R 1P9+  2R2P6 + RэРэ ) + v2 [R 1P9 + 2А2Р6 + 

+ А эРэ - З (R 1Р1о + R2Ps + RэР4)) , 

ь 1  • • . 1 .. сз = Ьз + -2 (R 1P1 1 + R 2P9+ RэPs )+2 [R 1P1 1 + А 2Р9 + АэРs -v v 
- З (R 1Р1 2 + R2P1 o + 2RэР,)] , 

rде 

.. 1 . ' 2 ' 2 • •  А2  = R2 - -2 (R1P1 1 + 2R2P6 + 2RзР1 + 2R 1R2P9 + v 
+ 2R. 1RэPs + 2R2RэРэ). 

.. 2 ' 2 ' 2 ' 2 • •  Аз = Rэ  + "'V2 (R 1P1 2 + R2P6 + RэР2 + 2R 1R2P1 о + 

+ 4R 1RэP, + 2R2RзP4), 

с� с� 
R � = - c1 . R2 = ""2 - с2 , Rэ = - 3 + с1 с2 - сэ ,  

Р4 = cic2 - Зс 1 сэ - 2с� , Ps = cic2 + Зс 1 сэ - 4 � ,  
Р6 = c1 - 4cic2 + 6с 1сэ + с� ,  Р7 = сiсз - Зс2сэ , 
Р8 = с�с2 - cic3 - Зс 1 с� + З с2сэ , 
Р9 = с�с2 + сiсз - 4с 1 с� + 6с2сэ , 
Р1 о = 2с� сз - ?с1 с2сэ + 9с� , 
Р1 1 = с� с� - 2с�с3 + 1 0с 1  С2Сэ - 4с� - 9с� , 
Р1 2 = сiс2сэ + Зс 1с�  - 4с�сз , 
V 2 = с�С� - 4С�Сэ - 4С� + 1 8с 1 С2 Сэ - 21с� . 
Систему дифференциальных уравнений, полученную другим 

путем, см. в [80, с. 1 64-1 69) . 
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Пусть в данном кольце Rr существует фундаментальная система 
корней ОХУ. Тоrда, в силу равенств (2.33) , существует система 
функций с1 (t), . . .  , сп(t) , элементы которой также принадлежат 
этому кольцу. 

2.1 .9. Система дифференциальных уравнений относительно кано­
нических сосrавляющих решеИИJI уравиеИИJI свободных колебаний. 

К а н о н и ч е с к о е п р  е о б р а з о в а н и е. В большинстве 
излагаемых в rл . 5 и 8 книrи методов анализа свободных колеба­
ний, баэирующихся на уравнении свободных колебаний, исполь­
зуются канонические преобраэования [6 1 ]  этоrо уравнения. Цель 
канонических преобраэований - преобраэование уравнения (2. 10) 
в такую систему дифференциальных уравнений 1 -ro поряд­
ка, матрица коэффициентов которой близка к диагональ­
ной. 

Пусть коэффициенты уравнения (2. 1 0) непрерывны . и �1 = 
= � 1 (t), . . .  , �n = �n (t) - некоторые вещественные или комплекс­
нозначные функции от t , непрерывные и n - 1 раз дифференцируе­
мые, причем такие, что при всех t E l  определитель 

1 

� 1 
W � det (�1 + p )�I 

отличен от нуля . Тоrда уравнение (2. 1 0) можно заменить системой 
линейных дифференциальных уравнений 1 -ro порядка согласно 
подстанов к е 

х = z 1 + . . .  + Zn , 
рх = �1 Z 1 + · · · + �nZn , 
р2х = [(�1 + p)� 1 J z 1 + · · . + ((�п + Р)�п J zп , (2.38) 

rде z1 , . . .  , Zn - новые переменные (канонические составляю­
щие). 

Система уравнений, которой удовлетворяют переменные z 1 , • • •  . • • , Zn , имеет вид 
n 

Zt = �t (t) z1 + 1: hiJ (t) z1 , 
j = l 

i = 1 ,  . . .  , n , (2.39) 
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где 
W · 

htj = - __.!!!_ [(�; + p)n - 1 �/ + b t (�j + p)n - 2 �� + . . .  + bn J '  
w 

Wnt - алгебраическое дополнение элемента п-й строки i-го столбца 
определителя W. Приведем ее вывод. Продифференцировав урав­
нения (2.38) и исключив переменную х путем сравнения :каждого 
k-ro уравнения (k = 1 ,  2, . . . , ·п - 1) системы, полученной в резуль­
тате дифференцирования, с (k + 1 )  -м уравнением системы (2.38) , 
а п-е уравнение полученной системы - с уравнением (2 . 1  О) , найдем 

Z t  + . . . + zп = �1 Z 1  + . . .  + �n Zn ,  
� t Z t  + . . .  + �п zп = �1z 1 + . . .  + �� Zn ,  
[(� t + pH1 J z 1 + . . .  + [(�n + PHn l i п  = 
= � 1 [(� 1  + pH 1 ] Z 1 + . · · + �п {(�п + РНп ] Zn , 

[(� 1 + p) 1� 1 ] Z 1 + .  · · + ((�n + p) 1 �n J Zn = 
= � 1  [(� 1 + Р)1 � 1 ] Z 1  + · · · + �п [(�п + p)1�n J Zn ,  

[(� 1 + p)n - 2 � t ] Z t + . · · + Шп + p)n - 2 �п J  Zn = 
= - fp (� 1 + p)n - 2 � 1  + Ь 1 (� 1  + p) n - 2 �1 + . . .  + bn J Z 1 - . . .  
. . . - [ р (�п + р)п -2 �п + Ь 1 (�п + р) п - 2 �п + · · · + bn J Zn - · · · 

Рассматривая эту систему :как систему линейных алгебраических 
уравнений относительно неизвестных .i 1 , . . . , Zn и решая ее,  по­
лучим (2 .39) . 

В системе (2 .39) :коэффициенты �; и h;; , i, j = 1 ,  . . . , п ,  непре­
рьmны и в общем случае :комплексны. Кроме того , если система 
функций � 1 ( t) , . . .  , � n ( t) состоит из вещественных функций 
и :комплексно сопряженных пар, то h;; = hkl ·  если �� = rk и �/ =  rl · 

Переход от уравнения (2 . 1 0) :к уравнению (2 .39) называется 
каноническим преобразованием [ 61] , функции � 1 (t) - определяю­
щими функциями [74) ; уравнение �n + d 1 (t ) � n- 1 + . . .  + dп (t )  = О, 
:корнями :которого являются определяю1ЦИе функции, назовем 
определяющим уравн.ением. 

Если система определяю1ЦИХ функций является фундаменталь­
ной системой решений ОХУ t 1 {t) , . . . , t п (t ) , то :коэффициенты hif 
обращаются в нуль и система (2 .39) принимает вид 

z1 = t; (t) z ; .  i = 1 ,  . . .  , п ,  (2 .40) 

т.е .  распадается на п уравнений 1 -го порядка, содержащих по одной 
переменной z1 :каждое, причем решение любого из них является 
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также решением уравнения (2 . 1 0) . Jiсли решен!'� ОХУ заменить 
аппроксимирующими их функUИ.IIМИ � 1 ( t) , . . .  , � n ( t) , то получим 
систему (2.39) с такой матрицей коэффициентов, которая тем 
ближе к диагональной, чем точнее аппроксимация. 

Каждая система дифференциальных уравнений относительно 
канонических составляющих является внутренней характерис­
тикой системы и совместно с системой определяющих функций 
образует исчерпывающую систему внутренних характеристик. 

2.1 . 1 0. Вычисление решений обобщенного характеристического 
уравнения. Как бьmо отмечено выше, при п = 1 решение обобщен­
ного характеристического уравнеНИ.II известно . Поэтому будем 
считать, что п � 2. Обобщенное характеристическое уравнение 
как нелинейкое дифференциальное уравнение можно прибли­
женно интегрировать известными в теории дифференциальных 
уравнений методами. В частности, записав ОХУ в виде 

Pn - l � = f(pn- 2  � • . . .  , р�, t) (2.41)  
и учтя, что f является непрерывной функцией всех аргументов, 
можно применить метод последовательных приближений Пикара­
Ленделё'фа [ 1  04] . Этот �етод позволяет сформировать аппрокси­
мации решения с заданными начальными условиями. Однако 
для вычисления корней ОХУ в заданном кольце Rr этот путь 
нецелесообразен, так как неизвестно , какими начальными усло­
виями следует задаться, чтобы искомое решение бьmо корнем. 

В работах [72-74, 80] описан ряд методов приближенного 
вычисления корней ОХУ в некоторых кольцах для уравнения 
свободных колебаний со счетно-дифференцируемыми коэффи­
циентами, с периодическими коэффициентами, с коэффициен­
тами, раэлаrающимися в ряды по степеням времени и т.д. Эти 
методы являются итеративными. Они позвол.IIЮТ построить после­
довательности аппроксимаций корней, каждые члены которых 
вычисляются с помощью некоторых алгоритмов по предшествую­
щим членам. Как правило, т .е. 'В типовых случаях, находятся 
аппроксимации всех элементов векоторой фундаментальной сис­
темы корней. Однако возможны также случаи (особые) , когда 
либо аппроксимируемые корни не образуют фундаментальной 
системы (т.е. соответствующие решения уравнения. (2. 1 0) линейно 
зависимы) , либо число аппроксимируемых корней меньше п.  
Если последовательность аппроксимаций для того или иного корня, 
получаемая по тому или иному методу, сходится к корню, то по 
отношению к этому корню данный метод является методом после­
довательных приближений.  

Ниже для частных видов уравнения свободных колебаний 
приводится ряд методов вычисления корней ОХУ в различных 
кольцах (Rr ) . 
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У р а в н е н и е с в о б о д н ы х к о л е б а н и й с о с ч е т н о­
д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м и к о э ф ф и ц и е н т а м и. Приве­
дем для уравнения этого вида методы вычисленИJI некоторых кор­
ней ОХУ в кольцах счетно-дифференцируемых функций (Roo ) 
и функций, счетно-дифференцируемых всюду, за исключением / ' 
возможно , дискретного множества точек (R .. ) . 

Метод корневого уравнения [67, с. 6 1 ] . Этот метод состоит 
в следующем. По итерационной схеме , приведеиной в п. 2 . 1 . 1 1 
(для уравнения со счетно-дифференцируемыми коэффициентами) 
вычисляются аппроксимации коэффициентов корневого уравне­
ния. Эти аппроксимации принадлежат вещественному подкольцу 
R:,: кольца R;.. . После получения достаточно точных аппрокси­
маций коэффициентов вычисляются корни соответствующей 
аппроксимации корневого уравненИJI. Очевидно, вычисленные 
корни - аппроксимации элементов фундаментальной системы 
корней ОХУ в кольце R :.., . 

Метод канонических преобразований [74, с. 8 1 -82] . В этом 
методе ищутся корни ОХУ в кольце Roo . В качестве аппроксима­
ций корней принимаются определяющие функции канонического 
прообразования (п. 2 . 1 .9) . Рассматривается последовательность 
канонических преобразований, злементы которой различаются 
системами определяющих функций . Поэтому этот метод, как и 
предьщущий,  является итеративным. Способы построения опре­
деляющих функций см. в [62 , 65 ] . Если припятый способ при вы­
бранной исходной системе определяющих функций является 
удачным, т .е. позволяет получить систему уравнений относитель­
но канонических составляющих с матрицей коэффициентов , близ­
кой к диагональной, то соответствующий вариант метода вычис­
ления корней ОХУ позволяет найти аппроксимации п корней, 
образующих в совокупности фундаментальную систему [74, с. 82 ] . 

Алгебраический метод. Этот метод базируется на алгебраичес­
К<•м подходе к вычислению корней . ОХУ представляется в виде 

tn· + e 1 � n - 1 + . . .  + en - 1 t + en = О, (2 .42) 

где коэффициенты е 1 , • • •  , en - полиномы от коэффициентов 
Ь 1 , • • • , bn и производных неизвестной � . Уравнение (2 .42) с 
точностью до коэффициентов совпадает с корневым уравнением. 
Однако коэффициенты этого уравнения существенно отличаются 
от коэффициентов корневого уравнения. Во-первых, они являют­
ся функциями не только t , но и производных неизвесrньrх � . 
Во-вторых, корневое уравнение строилось таким образом, чтобы 
его корни бьmи одновременно корнями ОХУ , образующими в 
совокупности �ундаментальную систему . Если же подставить 
в выражения для коэффициентов уравнения (2 .42) корень ОХУ 
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из любой · фундаментальной системы, а затем повторить то же 
для других корней этой системы, то в общем случае получим n 
разных уравнений, коэффициенты которых, как в случае корне­
вого уравнения, являются функциями от t . Каждое такое уравне­
ние имеет n корней, но (в общем случае) только один его корень 
является корнем ОХУ. 

Корни ОХУ вычисляются рекурре�tно следующим образом. 
1. Задаемса: исходной аппроксимацией f f0) (t) некоторого 

неизвестного корня r 1 (t) . 
11. Вычисляем соответствующие этой фунi<ЦИИ аппроксимации 

коэффициентов уравнения (2.42) в виде функций времени. Обо­
значив их символами e f0> (t) , . . .  , en<0> (t) , формируем уравнение 

(2 .43) 

Оно решается как алгебраическое и вьщеляется корень t fl ) ( t)  
как наиболее близкий к функции r f0> (t) . Близость корней при 
каждом значении t оцениваем модулем их разности. 

III. Вычисляем соответствующие функции t р> (t) аппроксима­
ции коэффициентов уравнения (2 .42) (также фунi<ЦИИ време!fи) .  
Получается новое алгебраическое уравнение 

rn + e�l ) (tнn- l + . . . + e�l) (t) = о. (2 .44) 

Решая это уравнение и выделяя корень, наиболее близкий к ис­
пользованному корню уравнения (2.43) , получаем новую аппрок­
симацию искомого корня ОХУ. 

Очевидно, опи�ый процесс допускает итеративное продол­
жение. 

Заметим, что поскольку на каждом шаге нас интересует только 
один �орень, то нет необходИмости полностью решать соответ­
ствующие уравнения; можно ограничиться вычислением только 
интересующих нас корней. Один из способов решения последней 
задачи см. в [56] . 

Общая характеристu�Jа методов. Все · изЛоженные методы наце­
лены на вычисление фундаментальной системы корней ОХУ. Во 
всех методах присутствует элемент вычислеНИJI корней алгебраи­
ческих уравнений, зависящих от t . Поэтому они относятся к классу 
численных методов. 

У р а в н е н и е с в о б о д н ы х к о л е б а н и й с к о э ф ф и­
ц и е н т а м и, п р е д с т а в и м ы м и ф у н к ц и о н а л ь н ы м и 
р я д  а м и. Приведем методы вычисления корней ОХУ в кольце Rt 
вида Rиm (см. п.  2. 1 .6) , предполаrая, что : 

1 )  функции u (t ,  1{)) - элементы того же семейства функций Um , 
которое используется при построении кольца R ь ,  т.е. что U{п с Um ; 
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2) существует непустое подмножество кольца Rr , элементы 
котороrо n - 1 -кратно дифференцируемы по t ,  причем соответ­
ствующие их производные также принадлежат кольцу Rr ; 

3) отобрах.<ение �ожества конечных сумм и рядов, представ­
ляЮщих элементы Rr , в Rr является rомоморфизмом также 
оm�сительно n - 1 -кратноrо дифференцирования. 

В этих методах применяется единый подход к задаче вычисле­
ния корней ОХУ в кольце вида Ru , состоящий в следующем: т 
коэффициенты уравнения свободных колебаний представляются 
рядами, устанавливается способ построения рядов, представляю­
щих искомые корни, находятся полные или частичные суммы 
этих рядов и определяются (точно или приближенно) соответ­
ствующие рядам корни. 

Не умаляя общности методов,  оrраничимся случаем Ьп (t) -::F О. 
Это оправдано тем, что в противном случае подстанов ка х = х1 , 
приводит уравнение свободных колебаний к аналоrичиому урав­
нению, но с поиижеиным на единицу порядком. Способы построе­
ния рядов , представляющих корни ОХУ в данном кольце, иэло­
жены ниже для колец Rь видов R fr , R fr , R fr . 1 2 3 

Случай т = 1 .  Пусть ряды, представляющие те коэффициенты 
b; (t) , которые не имеют вида (2 . 1 1)  или (2 . 1 2) , являются вбли­
зи t = с ,  rде с = a Vb ,  их асимптотическими раэложениями (п. 2. 1 .5 ) .  
Тоrда определим кольцо Rь как множество всех заданных на 1 = 
= (а, Ь) веществеиных непрерывных функций , имеющих вид (2 . 1 1) 
или (2 . 1 2) или представимых рядами , обладающими упомянутым 
выше свойством (при таком определении кольца Rь отображение 
множества представляющих функции сумм и рядов на множество 
функций является rомоморфизмом) . Кольцо Rr определим так, 
как указано в п. 2 . 1 .6 .  

Построение рядов, представляющих корни ОХУ в кольце Rr , 
производится слецующим образом. 

Подставив в обобщенный характеристический полином (2.23) 
вместо t формальный ряд 

Hil u  (t. 'fli l ) + Hi2 u  (t. 1l;2 ) + . . .  (2 .45) 

вида (2.32) , представим полином в виде 

Qn + Ь 1 (t) Qn- 1 + .  • . + bn - 1 (t) Q ,  + bn (t) , (2 .46) 

rде Q1 - выражение (2 .45 ) , а Q2 , . • • •  , Qn - выр�ения, вычис­
ляемые по рекурренmой формуле Qk = Q , Qk- l + Qk_ 1 . Каждое 
слаrаемое выражения (2 .46) может быть представлено выраже­
нием вида (2.29) (или аналоrичной конечной суммой) . Это позво-
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ляет представить (2 .46) в виде ряда 
Lн и (t, Лн )  + Li2 u (t, Л;2 ) + . . .  , 

Лн > Л;2 > . . . , (2 .47) 

где коэффициенты Л; 1 , Л; 2 , . . . , L1 1 ,  L; 2 , . . .  и состав каждого 
слагаемого (т.е . набор вошедших в него одночленов - членов 
разложения слагаемых выражения (2 .46) ) зависит от Т/i i , Т/; 2 , . . .  
. . . , Н i i ,  Hi2 , . . .  и в общем случае при варьировании этих коэф­
фициентов изменяется. 

Если ряд (2 .46) - асимптотическое разложение .корня ОХУ 
в кольце R u, или если его частичная сумма - корень, то все члены 
ряда (2 .4 7) должны обращаться в нуль, что возможно только 
тогда, когда все коэффициенты L;i равны нулю. Приравнивая 
их нулю поочередно , получаем алгоритм для расчета коэффи­
циентов Н; 1 и Т/; 1 • Этот алгоритм в общем случае приводит к 
неоднозначному результату, т .е. выявляется сразу несколько рядов 
вида (2 .45) . 

Согласно [73 , с. 1 74] , коэффициент Lii зависит только от коэф­
фициентов Т/; 1 , • • .  , Т/;j и Н; 1 , • • .  , Hii . Поэтому процесс опреде­
ления параметров рядов можно организовать таким образом, 
чтобы пары H;i и Т/ ii вычислялись поочередно (j = 1 , 2 ,  . . .  ) : 
Hi l и Т/ i i  - из условия Li l = О, Н; 2 и Т/; 2 - из условия L; 2 = О  с 
учетом найденных значений Н; 1 и Т/; 1 и т .д. 

Имея � виду, что условие Ьп (t) 'f: О вьmолняется и , следова­
тельно , обобщенное характеристическое уравнение не имеет ну­
левого корня, будем считать в дальнейшем, что Ht 1 =1= О для 
всех i. 

Коэффициенты Н; 1 и Т/; 1 определяются последовательно : сна­
чала коэффициент Т/; 1 ,  затем коэффициент Н; 1 • 

Полагаем в (2 .45) Н;2 = Н; 3 = . . . = 0 и, подставляя � =  
= Hi l u(t , 11i i ) в левую часть ОХУ, приводим ее к виду 

S�l ) = (�;(О) ) п + c i (�fO))п - 1 + . . . + сп , (2.48) 

где ��(о) = Hi l u (t , 'Тii l ) ,  а с 1 , • • •  , Сп - в общем случае функцио­
нальные ряды вида 

С1 1 и (t, 'Yi i )  + Ci2u (t, 'Yj2 ) + • • .  , (2 .49) 

'Yj 1 > 'Yj2 > . . . ' j =  1 , . . .  , n , 

а в частных случаях - конечные суммы (в том числе одночлены) 
того же вида . В этих рядах и конечных суммах в случае , когда 
все коэффициенты b; (t)  отличны от нуля, коэффициенты 'Yi t на-
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ходятся по формулам *) 

'Ун = max(g1 , f3н ), 
'У2 1 = max(2g1 , g1 + f3н , f32 1 ), . . . .  rn - 1 , 1 = 
= max [(n - 1 ) g1 ,  (п - 2) g2 + f3н , . . . . fЗn - 1 , 1 J , 
'Yn 1 = f3п 1 ·  

Если же какой-либо из коэффициентов Ь1 равен нулю, то соот­
ветствующая формула корректируется : при выборе максималь­
ного элемента не учитывается элемент, содержащий (31 1 • Вид коэф­
фициентов С; 1 , кроме коэффициента Сп- 1 , равного Bn 1 , зависит 
от того , какие элементы являются максимальными. Например, 
при формировании коэффициента С1 1  возможны три варианта : 

'Ун = g1 > f3н , 'Ун =g1 = f3н , 'Ун = f3н >g1 . 

В первом случае **) С1 1  = /1 ( 1'1i 1 ) ,  во втором случае 
С н = /1 (17н )  + В 1 1 , в третьем случае С н = В 1 1 . 

Первое слагаемое в (2.48) - одночлен 
( tj0>)n = Нни (t, n11н ) , 

а первые члены рядов (2 .49) имеют вид 
C; 1H17-i и [t, 'Yj l + (п - j ) 1'1i 1 ], j = 1 , . . . , n . 

(2.50) 

(2.5 1 )  

Так как в выражениях (2.50) - (2.5 1)  сомножители, завися­
щие от коэффициента Н1 1 ,  имеют вид его целой неотрицатель­
ной степени, то неиулевые значения Н; 1 (только они нас интере­
суют) , удовлетворяюЩие условию L1 1 = О, могут существовать 
только тогда, когда в формировании первого члена ряда (2 .47) 
участвует не менее двух членов с разными степенями коэффи­
циента Н; 1 • Отсюда следует описанный ниже алгебраический спо­
соб вычисления коэффициента Н; 1 • 

Приравниваем параметры функций и (t , а) для каждой пары выра-
жений (2 .50) - (2.5 1) . Получаются линейные уравнения 

i11i 1 = r; 1 . j = 1 ,  . . .  , n ; 

'Ун + (j - 1 ) 17н = r; 1 , j = 2, . . . , n, . . .  ; 
'Yn - 1 , 1 + 1'1i1 = 'Yn 1 · 

Решая эти уравнения, находим значения коэффициента 17; 1 • Далее 
проверяем, не превышают ли значения параметра в других выра­
жениях (2.50) - (2.5 1) , значений параметра в выбранной паре 

*)Смысл символа g, ( '1; 1 ) пояснен в п. 2 . 1 .5 .  
** )Смысл символа[, ('1f ! ) пояснен в п .  2.1 .5 .  
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Рис. 2.3 . Графоаналиrический способ определения коэффициентов 71;1 • 
Случай n = 5 

выражений. Если для всех провернемых слагаемых получаем 
отрицательный ответ, то найденное значение коэффициента 11; 1 
расцениваем как возможное_. 

Этот способ при применении к уравнениям свободных коле­
баний высоких порядков может привести к довольно большому 
объему вычислений в связи с необходимостью перебора всех 
комбинаций пар выражений (2.50) - (2.5 1) ; решения соответ­
ствующего большого числа линейных уравнений и проверкой 
неравенств - при определении возможных значений 11; , . Решение 
задачи можно облегчить, если воспользоваться изложенным ниже 
графоаналu7Uческим способом. 

Отложим по осям декартовой системы координат значения 
коэффициента 11; 1 и соответствующие значения а функuии u (t , а) 
в выражениях (2.50) - (2.5 1 )  (рис. 2.3) . Все завиенмости а( 11i ! ) 
линейны и, следовательно, представляютех прямыми. Рассмотрим 
ломаную - верхнюю огибающую этого семейства прямых (на 
рисунке показана жирной линией) . В соответствии с описанной 
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выше процедурой отбора возможных значений Т/; 1 абсциссы угло­
вых точек ломаной - возможные значения Тit 1 • 

Заметим, что на основе этого способа легко доказывается су­
ществование возможного значения параметра Т/; 1 и то , что число 
возможных значений не превышает Т/; 1 • Действительно, зависи­
мость а( Тit 1 )  , соответствуюшал коэффициенту Ьп , выражается 
на трафике прямой, параллельной оси абсцисс. Показатель степе­
ни Hi 1 в этом случае - нулевой, во всех остальных - положитель­
ный. Поэтому упомянутая прямая пересекается со всеми осталь­
ными. Самая левая точка пересечения является угловой точкой 
ломаной. Так как примыкающие к этой точке участки ломаной 
соответствуют выражениям с разными показателями степени 
коэффициента Н; 1 , то абсцисса ломаной - возможное значение 
параметра Т/; 1 • Число прямых, образующих ломаную, не превы­
шает n + 1 .  Поэтому число находимых значений 71; 1 не превышает n . 

Теперь вычисляем коэффициент Н1 1 для каждого возможного 
значения Т/; 1 • С этой целью,  рассматривая каждое возможное зна­
чение 7li 1 ,  отбираем из выражений (2 .5 0) - (2.5 1 )  такие, которые 
имеют наивысшее значение параметра а. Приравнивая нулю сумму 
коэффициентов при функциях u(t , а) в отобранных выражениях, 
получаем алгебраическое уравнение для определения коэффициен­
та Н; 1 • Это уравнение может иметь иенулевые решения или не 
иметь их. В типовом случае число иенулевых решений равно раз­
ности показателей наивысшей и наннизшей степеней в отобранных 
выражениях. Это может нарушиться , если коэффициент при какой­
либо степени Н; 1 в этих выражениях равен нулю. Если это не наи­
высшая или наннизшая степень Н; 1 , то число иенулевых решений 
не изменится . Особые случаи возникают тогда и только тогда, 
когда коэффициент Н; 1 при наивысшей и/или наннизшей степе­
ни Н; 1 равен нулю. В этих случаях число иенулевых решений 
меньше указанной разности или равно нулю. 

Рассматривая каждое найденное значение Н; 1 вместе с соот­
ветствующим ему значением Т/; 1 , получим некоторое число пар 
значений Н; 1 и Т/; 1 , удовлетворяющих условию L; 1 = О (возможны 
тождественные пары) . Таким образом, сразу выявляются первые 
члены разложений не одного , а нескольких корней ОХУ в коль­
це Ru, . Решение отсутствует только тогда, когда из-за особых 
случаев не находится ни одного иенулевого значения Н; 1 .  Значению 
коэффициента Т/; 1 соответствует одно или большее число иенуле­
вых значений Н1 1 , причем суммарное число последних, подсчитан­
ное для всех возможных значений Т/; 1 с учетом кратности корней 
соответствующих алгебраических уравнений, при отсутствии 
особых случаев равно n. Особые случаи уменьшают число выяв­
ляемых пар Н; 1 , Т/; 1 • 
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Пусть коэффициенты H;i и f'lii для j .s;;;; k (k � 1 ) вычислены, 
причем функция 

k 
r/k - 1 > = � н;; и (t. fl;; > j = 1 

не является решением ОХУ (в противном случае задача определе­
ния следующих членов разложения (2 .45 ) не возникает) . Тогда, 
положив в (2 .46) Hii = О при j > k + 1 , это выражение можно 
привести к виду 

s <k>  + slk > A '" .< k >  + R <k >  о .:i ) 1  ' 
где 

At?> (t) � Hi, k+ 1 u (t, 1li, k + 1 ) , 
H;, k+ 1 •  1li, k+ 1  ;; неизвестные величины, S�k) - результат под­
стаковки t = t / - 1 ) в (2 .46) , S �k) - частное от деления на At (k ) 
суммы тех слагаемых выражения, получаемого из (2 .46) при под­
стаковке t = r/k) ' которые содержат H;, k + 1 в 1 -й степени, R ( k ) -
сумма членов ,  содержащих 2-е и высшие степени Н1, k + 1 . Струк­
туру выражения s�k) см. в [62, с. 253] . 

Выражения sJk > , Slk) ,  R (k ) в общем случае - функциональ­
ные ряды вида (2 .29) (в частных случаях - конечные суммы) , 
причем в случае ряда sJk > коэффициенты при функция;, u(t ,  а) 
и параметры а - известные числа; в случае ряда S ik ) парамет­
ры а - также известные числа, но коэффициенты зависят от '1/;, k+ 1 
(при некоторых значениях flt, k+ 1 возможны нулевые значения 
коэффициентов) ;  в случае ряда R (k ) параметры а зависят от 
1li, k+ 1 , а коэффициенты - от Ht, k+ 1  и 1li, k+ 1  (также возможны 
нулевые значения коэффициентов) . 

Обозначим символами Mk- l и /Jk- 1  соответственно коэф­
фициент и параметр а в первом члене ряда sJk ) ,  символами 
Mlk) ('1/; k+ t ) и /J4 - аналогичные величи.ны в первом члене ряда 
S�k) , с�мволами M�k) (Ht, k+ t .  1lt, k+ 1 )  и /J�k) (flk , k+ 1 ) - то же 
для первого члена ряда R (k ) . Ряды sJk > ,  s�k ) (при мik> =t= О) 
и R (k ) (при М�k ) =t= О) оцениваются в виде : при t -+ с 

sJk ) = Mk- 1 u (t, /Jk- 1 ) [ 1 + o ( l )] , 

Slk ) = Mik ) (fl;, k + t ) u (t, /Jlk)) ( 1 + o ( l )] .  

R (k) = M�k) (H;, k+ 1 •  flt, k+ 1 ) и (t, /J�k )) ( 1 + o ( l)] . 

Предполагая, что для находимых значений 
млk) * о. /J�k ) < iJo , (2.5 2) 
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и учитывая приведеиные выше оценки, коэффициенты Ht, k+ 1 и 
flt, k+ 1 определим из условия 

Мk- 1и (t, Pk- 1 ) + M1k) (1l;, k+ 1 ) Htk Х 

Х и (t, P1k)) и (t, 1lt, k+ 1 ) = О . (2.5 3) 

Решая это уравнение, получим 

_ (k ) _ Mk- 1  
1li, k+ 1 - Pk - 1 - РА , Ht, k+ 1 - - M (k)( . ) А 7lr, k+ 1 

(2.54) 

Вторым из равенств (2 .54) нельзя воспользоваться в случае, когда 
Mlk) = О для найденного значения 7l;, k+ 1 . Такой случай будем 
называть первым особым случаем. Возможен также второй осо­
бый случай , когда расчетная формула для Ht, k+ 1 неверна из-за 
нарушения второго из условий (2.5 2) и требуется ее уточнение 
с учетом первого члена ряда R (k) . 

П р и м е р 2 . 1 .  Рассмотрим уравнение 

{р2 - 2 (a t + b) p + [ (a t + b)2 - aJ} x = O, а ;е О, t E (O, oo) . 

Ему соответствует обобщенное характеристическое уравнение 
t2 + t - 2 (a t + b) t + (at + b)2 - а = О. 

(2.5 5 )  

(2.5 6) 

Полагая с = оо и и (t , а) = 1 t а 1 ,  корни ОХУ в кольце R u будем искать в виде 1 
t; - Н;, 1 t 11i1 1 + Н;3 1 r11i2 1 + . . . = 

= r/0> + At/1) + . . . , 1lit > 1112 > . . . 

Вычислим коэффициенты Ht 1 и 11t 1 • После подстаков ки t = t ,<О) = 
= Ht 1 1  t 11i1 1 в левую часть обобщенного характеристического уравнения 
получим ' 

S = ('" (0))2 + с ,. (О) + с о :t ;  1 ) ;  2 ' 
где С1 = -2 (at + Ь) + 11; 1  1 " 1 , с2 = (at + Ь) 2 - а. Первые члены разложения 
слагаемых S0 имеют вид 

Hj1 1 t 211it 1 . -2аН;1 1 t11i• -1 1 , а2 t2 • 
Для выЧисления коэффициента 11t 1  применим алгебраический способ .  При­
равнивая показатели степеней t в каждой паре, получим уравнения 

2 11;, = 11;, - 1 ,  211;1 = 2 , 11i1 - 1 = 2. 
Решив их и оценив решения, находим единственное возможное значение 
коэффициента: 111 1 = 1 . Решая уравнение 

Н�1 1 t2Тiil 1 - 2aHt1 1 t11i• +1 1 + a2 t2 = О 
с учетом найдеиного значения Т/i 1 , находим Ht 1 = а, i = 1 , 2 . 

Таким образом, t�0) = t�O) = a t .  Подставив t = rШ.> в уравнение (2.5 5 ) , 
убеждаемся, что эти функции не являются его решениями. 
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Вычислим коэффициенты Н,2 и l'liz . Для этого :в .ii.O:Ь)� '!!!!ТЬ уравнения 

(2 .5$) подставим 

t ,.. t ·( l ) = t ·(O) + A·t ·( l ) = Ht1 1  tl'lia 1 + Htz l  tl'li2 1 . . 1 1 1 
Получим �ыражение 

s� 1> + si1 > At1< 1 > + R ( l >, 
где 

s <1 ) = (-2b + Г1 ) at + 2abt + b2 - а =: Ь2 ,  о 
s � 1 )  .. Ьа (t) + 2t ·(O) + Т'/jz Г 1 = -2Ь + 1'1i2 t " 1 ; ... ' 1 
R ( 1 ) = (A t1( 1 ))2 = 1 t 21'1iz \ . 
Те�ерь представим s.<o и si1 > при t _. .. в виде 

•s! 1 ) � м. rРо + о (tPO ) = Ь2 t• ' • . ( 1) ( 1 )  si1) = Mil ) [tPA + o (tPA )) = -2Ь t0 +-o (t0 ) . .  
и по формуЛам (2.54) получим 

Однако значение коэффициента Н12 найдено неверно. Одни из корней 
ОХУ', вычислеиiwй согласно результату интегрирования уравнения (2.55) , 
прив�:дениому в [ 32 ] '  имеет вид r = а  t + ь. Следовательно, должно было 
бы быть Ht2 = Ь . Проверим условия (2.52) . Очевидно) рервое условие вы­
пd�ется. Но в10рое условие нарушено, так как pj/1 = 21'1tz = О = р0 • Та­
ким образом, ЭN второй особый случай. 

Учитывая R щ , уравнение (2.5 3) заменим уравнением 

М011 (t, р0 ) + Mi1 ) (11;2 ) Нп и  (t, pil )) и (t, % )  + 
+ Mil ) (H;I '  11;2 ) и (t, pi l ) ) = О. 

Так как для найденного значения l'liz параметр а для всех слагаемых имеет 
равные. значения, иэ этого уравнения слt:дrет 

М0 + Mi_l )Ht2 + Mi 1 ) (H;p l'l;2 ) = 0,  
или, с _ учетом конкре'111ЫХ значений коэффициентов, Ь2 - 2ЬНt2 + �;2 = О, 
откуда следует Ht 1 = Ь, i = 1 , 2 . Таким образом, 

,.( t ) = at + Ь i = 1 2 ) 1 . ' ' • 
Найдеюfые функции t ��� (t ) - корни ОХУ в кольце Ru1 • 

П р и м е р  2.2. Рассмотрим уравнение 

( р '  +-c \ t0 \ ) x = O. 
ПоnожиМ, как в предыдущем примере, с = .. , и (t , а) = 1 t a J ,  В данном случае 

, ' s0(1) = <r/0))1 + c 1 ( t;(0) )2 + c2 t/0> + c1 , (2.5 7) 
где в выражениях _(2 .49) , представлJООwих коэффициенты с 1 (t ) , 

'Уа а = - 1 • 'Ун = - 2, 'Уз 1 = о. 
7. Ф.А. Михайлов 

(2.58) 
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Рис. 2 .4 .  Применение графоаналитического способа дли определении коэффи­
�еитов fl t 1 ,  flz t и fls 1 

Применим дли определении коэффи�ента ,.,1 1 графоаналиmческий спо­
соб. Прямые, выражаю�е зависимости параметра а в выражениях (2.50) -
(2.5 1) от '1; 1 изображены на графике, представлениом на рис. 2.4. BepXИJIJI 
огибаюUUUJ семейства этих прямых при а .;; - 3 показана жирной cплollDioй 
линией, а при а ;;.. - 3  - жирной штриховой линией. Согласно графику, при 
а .;; - 3 имеются два возможных значении 111 1 : 11 ; 1 = а + 2 и 1/ i 1 = - 1 {при 
а = - 3 они совпадают) : при а ;;.. -- 3 едИНственное возможное значение 
1111 = а/3 . 

Придавая коэффициенту ,.,1 1  найденные значении и в каждом случае при­
равниваи нулю сумму коэффи�ентов при фун�их и (t, а) в выражениях 
(2.50) - (2 .5 1 ) , содерж�х нанбольшие значении параметра а ,  получим 
следую�е уравнении для определении коэффи�ентов Н;1 : 
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1 )  при а < - 3 
а) (a + 2) (a + l ) HiJ + с = О дли '1; 1 = а + 2, 

t>> Н/1 - 3H j1 + 2Нн = О дли 7/н = - 1 ; 
2) при а = - 3 
Н{1 - 3Hl1 + 2Нн + с = О ; 
3) при а > - 3 
н;1 + с = о .  

(2.59) 

(2.60) 

(2.6 1)  

(2.62) 



Искомые значения коэффициента Н; 1 - иенулевые корни эmх уравнений, 
nричем при каждом значении а находятся три пары Н; 1 .  11; 1 ,  т .е. все случаи -
тиnовые. 

Вычислим коэффициенты 11;2  и Н; 2 для случая а > - 3. Так как 
а - а 

( 1 )  з - 1 ( 3 а - 3 ) S0 = aHil t Hil t + -9- t - 1 , 

S �1 )  = Hi l t �[ 3Hi l t Т+ (а + 311i2 ) Г 1 ] + 11i2 (11i2 - 1 )  г 2 ,  
то в данном случае 

( 1 ) 1Jo = 2a/3 - 1 , /Jt. = 2а/3 . 

По формулам (2 .54) найдем 

(2.63) 

(2 .64) 

(2 .65) 

11п = - 1 , Hi2 = a/3 ,  i = l , 2 , 3 . (2 .66) 

Если при вычислении коэффициентов разложения корней ОХУ 
в кольце вида R u  1 в ряды встречаются только типовые случаи, 
то возможны два исхода: 

а) на конечном этапе вычисления точно находится корень ; 
б) получается ряд. 
Во втором случае возникает задача нахождения корня, соответ­

ствующего ряду . Рассчитьшать на аналитическое решение этой зада­
чи, при котором корни выражаются аналитически через злементар­
ные функции, в общем случае не приходится. Поэтому исходная 
задача заменяется задачами о наилучшей или достаточно точной 
аппроксимации корня. 

Определим приближенное выражение для некоторого корня 
r; (t) как частичную сумму ряда, т.е .  в виде 

- k 
r;(t) = L H;; u (t, Тlij) , (2 .67) 

j = 1 
и погрешность аппроксимации в виде 

rk (t) = f;(t) - r;(t) .  (2 .68) 

Применеине аппроксимационной формулы (2.67) обосновано в 
случае ряда, сходящегося при t Е /. Если точность аппроксимации 
задана, то в одних случаях при выборе надлежащего числа членов 
разложения ее можно обеспечить на всем интервале /, в других 
случаях такой возможности нет. Сходящиеся ряды первого типа 
назьшаются равномерно сходящимися [1 01 ] .  Чтобы задача получе­
ния аппроксимационной формулы вида (2.67) с заданной на 1 точ­
ностью бьmа обоснована, следует убедиться в равномерной сходи­
мости ряда. Достаточные условия равномерной сходимости функ­
циональных рядов см. ,  например, в [ 1  01 ] . 

Для рассмотренных выше частных классов U1 вопрос о сходи­
мости получаемых рядов при определенных условиях сводится 
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к вопросу о сходимости рядов Дирихле. Покажем это для варианта : 
u (t, а) = 1 t а 1 . Рассмотрим ряд (2.45) для этого класса функций U1 
и , введя замену независимой переменной t = ехр s , запишем его 
в виде 

Нн ехр 111 1 s + Н12 ехр 11;21"+ . . . (2.69) 

Будем считать, что число l членов ряда (2.69) с неотрицательными . 
значениями коэффициентов 11;1 конечно (в частном случае,. 
возможно , l = О) .  Тогда вопрос о сходимости исходного ряда сво­
дится к вопросу о сходимости ряда 

Н;, l + l  ехр 11.t, l+ l s + Н;, н2 ехр 11;, н2s + . . . 

к функции 
l 

t1 (t) - � Н11 ехр 11ifS, 
j = l 

где t1(t) - некоторый корень ОХУ в кольце Ru 1 • 
Ограничимся случаем 

(2.70) 

{2.7 1 )  . 

lim 11ij = - �. (2.72) 
, ..... 00 

При этом условии ряд (2.70) называется рядом Дирихле [1 19] . 
Достаточные условия равномерной сходимости ряда Дирихле см. 
в [ 101 , 1 19) . Иэ равномерной сходимости ряда (2.70) не следует, 
что он сходится к функции (2.7 1 ) . Однако сходимость к этой 
функции по-видимому, следует иэ процедуры построения ряда 

(2.45) , согласно которой между величинами sJm>(t) и sJm + t) (t) , 
получаюiЦИмися в результате подстаковок 

k 
. 

t? - 0(t) = � H;1 l t 1J1i l , k = m, m + 1 ,  (2.73) 
j = l 

в левую часть уравнения (2.2 1 )  вместо неизвестной t имеет место 
соотношение 

sJm + l )(t) = о 1 sJm >(t) 1 при t � 00• (2.74) 

В случае расходящегося ряда существенно сужаются возможнос­
ти получения приближенных формул для корня на базе учета ко­
нечного числа членов разложения. Однако если рассматриваемЫй 
ряд является асимптотическим разложением корня вблизи точки· 
t = с, то при каждом k можно получить аппроксимируюiЦИе форМу­
лы заданной точности для некотороrо примыкающего к точке а 
подынтервала интервала 1. Проверка наличия этого свойства ряда 
является сложной задачей, которая эдесь не рассматривается. 

Если ряд является асимптотическим разложением функции 
r j (t) ' то при применении аппроксимациониой формулы (2.67) ' 
100 



согласно определению асимптотического разложения, 

lim 
rk(t) 

=
О

. t .... с �; (t) 
(2.75) 

Это равенство показывает, что при любом k относительная погреш­
ность стремится к нулю при t � с. 

Сrzучай т = 2. Ограничимся случаем уравнения с периодически­
ми коэффициентами. Приняв в качестве кольца Rь множество ве­
шественных непрерьшных периодических функций , определим 
кольцо R� как кольцо R � комплекснозначных периодических 
функций непрерывных на I, за исключением, возможно дискрет­
ного множества точек. Будем искать аппроксимации корней ОХУ 
в кольце R� как элементы подкольца Rл, , объединяюшеrо все 
непрерывные на I функции. 

Применяв замену независимой переменной, перейдем к уравне­
нию свободных колебаний, коэффициенты которого - периодичес­
кие функции с периодом 2тr, и, сохранив символ t для обозначения 
�ового аргумента, представим их рядами вида *) 

b; (t) = Вю + в;1 cos t + в;� sin t + в;2 cos

2 t + 
+ в" . + в"' . 2 + . i2 co

s t sш t i2 sш t . . . (2.76) 
или аналогичными конечными суммами. В аналогичном виде будем 
искать корни ОХУ: 

�;(t) = Н;0 + Н/1 cos t + Н;� sin t + . . .  , (2.77) 

где Hto . Н/1 , Н;'1 , • • •  - комплексные числа. Вычисление коэффи­
циентов разложения (2.77) проводим в следуюшем порядке. 
На первом этапе в левую часть ОХУ подставим � 1 = Н10 • Представив 
коэффициенты этого уравнения их разложениямн вида (2.76) , вы­
писываем сумму членов не содержаших тригонометрических функ­
ций. Обозначим эту сумму символом L 10 , коэффициент Н10 опре­
деляем из условия 

Lю =
О

. (2.78) 
Степень этого уравнения совпадает с порядком уравнения (2. 1 0) , и 
поэтому получаем n значений коэффициента Н10 , причем k из них 
( 1  ,.;;_ k ..;;. п) - различные. Дальнейшие вычисления проводим только 
Ддя корней �� . соответствуюших иенулевым значениям Н10 • 

*) Эти ряды получаются из рядов Фурье, если выразить триrонометричес­
кие функции cos kt и sin kt (k = 2, 3, . . .  ) суммами вида .'L. akij coi t sini t, I , J 
где i + j = k. 
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На втором этапе ищем коэффициенты Н/1 и н;'1 • Для этого в ле­
вую часть ОХУ подставляем 

t; = Н;о + Н/1 cos t + н;� sin t (2.79) 

и вьщеляем из результата выражения вида L; 1 cos t и L ;  1 sin t ,  
L ,  L " ф ф , " где ; 1 и ; 1 - ункции от коэ фициентов Н1 1 и Н1 1 • Искомые 

коэффициенты определяем из системы линейных алгебраических 
уравнений 

(2.80) 

Если система (2.80) для данного фиксированного Н; о имеет реше­
ние, то получаем одну пару значений Н!1 и н;'1 • Особые случаи, 
когда система нераэрешима, рассматривать не будем. 

При выполнении вычислительных операций на втором и следую­
щих этапах воэдер:жив.аемся от каких-либо тригонометрических 
преобраэований. Например, недопустима замена суммы cos2 t + 
+ sin2 t единицей .  Только при этом условии коэффициенты рядов 
(2 .79) , вычисленные на предыдущих этапах, не изменятся. В част­
ности, если бы на втором этапе мы воспольэовались упомянутой 
в качестве ведопустимого примера заменой, то нарушилось бы 
равенство (2.78) и первый этап расчета приптось бы вьmолнить 
заново .  

Н а  следующих этапах в левую часть ОХУ подставляем частичные 
суммы рядов (2.76) и (2.79) , эаканчивающиеся вторыми, третьи­
ми и т .д. степенями тригонометрических функций , и находим коэф­
фициенты при этих степенях тригонометрических функций в раэ­
ложениях (2.79) . Для этого придется решать системы трех, четырех 
и т .д. линейных алгебраических уравнений . Процедура расчета за­
канчивается либо получением точного корня, либо векоторого его 
приближенного выражения. 

П р и м е р 2.3 . Рассмотрим уравнение 

х + ах + b (l - е sin t ) x  = 0 , (2.8 1) 

где а > О, Ь > О, е > О. Оборвем ряд ( 2. 79) на первых трех членах, т.е. 
будем искать аппроксимации корней t;<r) в виде 

r1 <t> = Н;о + Н{1 cos t + Hj'1 sin t, 

ОХУ в данном случае имеет вид 
" I0 = f +  t 2 + a r +  Ь - Ь е  sin t = 0 . 

(2.82) 

(2.83) 

Первый этап. В соответствии с уравнением (2.81) уравнение (2.78) име­
ет вид 

Н;'0 + аН;о + Ь = О . (2 .84) 
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Отсюда следует 

н = - !!_  + � l o  2 у 4 - Ь, н = - � - �-2 0 2 У 4  - Ь  (2 .85) 

Второй э:тп. Подставовка 

t = Н;о + Hi1 cos t + Hj'1 sin t (2.86) 

в левую часть уравнения (2 .8 1 )  и приравниваиие нулю суммы коэффициен­
тов при первых степенях синусов и косинусов приводИт к системам уравне­
ний (2 .80) вида: 

а) для первого корня 
н; 1 ..ja2 - 46 + н;'1 = О,  - н; 1 + н;' 1 ../а2 - 4Ь' = Ь е ;  (2 .87) 

б) ДЛJ1 второго корня 

н; 1 .Ja • - 4Ь' - н; 1 = О , Н; 1 + н; 1 .Ja • - 4Ь' = Ье. 

Решая эти системы, найдем 

, Ье 
Н1 1 = -

1 + а• - 4Ь ' 

, Ье 
Н2 1 = l + a 2 - 4Ь ' 

Ье../а 2 - 4Ь 1 
Н" = -�--..., 1 1  l + а 2 - 4Ь ' 
" Ь е.Jа • - 4Ь н = ---'-----2 1 l + a 2 - 4b · 

Процедуру расчета на третьем этапе см. в [ 74 ] . 

(2 .88) 

(2 .89) 

Случай т =  3. Ограничимся случаем функций u (t, а 1 , а 2 , а з ) 
вида 

w > О, (2.90) 

и, приняв в качестве кольца Rь множество вещественных непре­
рывных функций, представимых (с соблюдением указанного в 
п. 2 . 1 .5 гомоморфизма) рядами (2. 1 3) или являющихся конечны­
ми суммами того же вида, определим кольцо Rr как кольцо 
С '(/) комплексных функций, непрерывных за исключением, воз­
можно, дискретного множества точек, представимых аналогичны­
ми рядами с комплексными коэффициентами или являющихся ко­
нечными суммами того же вида. 

Объединяя способы построения рядов, представляющих корни 
ОХУ, для уравнения с коэффициентами из кольца Ru1 и уравнения 
с периодическими коэффициентами, петрудно сформировать метод 
вычисления корней ОХУ в указанном кольце .  С этим методом чи­
татель может познакомиться в [73 ) .  

У р а в н е н и е  с в о б о д н ы х  к о л е б а н и й  2 - r o  п о ­
р я д к а. Изложенные вьnпе методы вычисления корней ОХУ, 
в частности, могут быть применены в случае уравнения 2-го поряд­
ка. Эти методы являются итеративны� и для уравнения низкого 
порядка просты в реализации. Помимо этих методов специально 
для уравнения 2-го порядка петрудно определить и обосновать ряд 
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других итеративных методов. Некоторые из них приведены в рабо­
тах [66 , 143] . В данном разделе мы дополнительно рассмотрим 
один способ приближенного вьiЧИсления корней ОХУ в кольце С(/)" 
непрерывных комплекснозначных функций для уравнения _ 2-ro 
порядка, приводящий к аппроксимационной формуле, точность 
которой часто практически вполне приемлема. 

Рассматривая обобщенное характеристическое уравнение для 
уравнения 2-го порядка 

2 

. 

t + b 1 t + b2 + t = O , (2.9 1 )  

как квадратное алгебраическое уравнение относительно t , получим 
ь .  ь 1 • j 2 ' 

t l , 2  = - 2 ± т- ь2 - t l ,2 ·  (2 .92) 

Вводя функцию 
ь

2 

D(t) � --;- b t  + - - Ь2 2 ' 

предполагая, что 

C(t) = � � J,...:-i ---b-2 -_-f-1 ,....,2 , , � I D(t) l ,  

и принимая на этом основании 
J <Ъ . t2) + fl 2 <Ъ . t2) + t1 2 

1 - ' � 1 - ' 
D 2D 

после несложных преобразований [ 1 2 )  получим 
- Ь 1 D tt 2 = - - - - ± · IJГ  ' 

2 4D v.и. 

(2.93) 

(2.94) 

(2.95) 

(2.96) 

В частности, для стационарной системы формула (2.96) превраща­
ется в известную формулу для вычисления корней характеристи­
ческого уравнения : /"""::'-� 

J 
2 

1 л1 2 = - � ± � - ь2 . ' 2 4 
(2.97) 

2.1 .1 1 .  Вычисле101е коэффициентов корневоrо уравие101я. В слу­
чае уравнения свободных колебаний оо счетно-дифференцируемы­
ми коэффициентами для приближенного вычисления коэффициен­
тов корневого уравнения можно применить описываемый Ниже 
ятерационный �тод. В качестве исходиого приближения коэффи­
циентов с1 , i = 1 , . . . , n в принЦИJiе могут бьпь приняты любые 
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непрерывн�е функции c1<0 > (t) . Конечно, от этого выбора зависит 
и сам факт сходимости процесса и скорость сходимости. Один из 
вариантов исходного приближения - коэффициенты уравнения 
свободных колебаний Ь; . 

Рtжуррентиый процесс вычисления аппроксимаций коэффициен­
тов строим на базе систем дифференциальных уравнений относи­
теnьно коэффициентов корневого уравнения (п. 2 . 1 .8) . Одни из 
возможных вариантов, оправданный практикой его применения, 
заю:tючается в следующем. Дифференциальные уравнения относи­
тельно коэффициентов корневого уравнения представляются в 
виде с; = Ь1 + d; , i = 1 ,  . . . , n (п. 2. 1 .8) , где d; - некоторые функ­
ции коэффициентов с 1 , • • • , Сп и их производных (в общем случае 
до (n - 1) -й включительно) , способ нахождения которых указан 
в п. 2. 1 .8 . Расчет ведется по схеме 

(k + 1 )  - ь + d (k ) С; - i i , k = 0, 1 , 2, . . . 

(k ) - (k ) где d; получается из d; при подстаковке ci = ci , 
В случае n = 2 такая схема реализуется уравнениями • (k) (k) • (k ) 

(k + l ) с 1 с 1 - 2с2 c l = b l 
+ 

(k) 2 (k) ' (с 1 ) - 4с2 

2
. (k ) (k ) (k) . (k ) 

{k + t )  с 1 с2 - с 1 с2 с2 = ь2 + (k ) 2 (k)  
(с 1 ) - 4с2 

(2 .98) 

j = 1 ,  . . . , n .  

(2.99) 

Схема итерации при n > 2 аналогична. Простейший вариант ис-
ходной аппроксимации коэффициентов : с/0 ) = Ь; , i = 1 ,  . . .  , n. Для 
М!fоrих классов уравнений этот итерационный процесс является 
сходящимся. 

Процесс приближенного вычисления коэффициентов корневого 
уравнения в случае уравнения св�бодных колебаний с однотип­
ными коэффициентами, принадлежащими данному кольцу Rь , 
в случаях колец вида R 'um (см. п. 2 . 1 .5) , может быть построен 
по тому же принципу поиска формул коэффициентов в виде рядов 
как элементов кольца Rr .  При этом, так как можно ограничиться 
вещественными коэффициентами, то кольцо Rr можно заменить 
подкольцо м, образованным его вещественными элементами т .е. 
кольцом .R 'u . ' 

' . т 
2.1 . 1 2. Выwсление фундаментальной системы решений уравне-

НИJI свободных колебаний. Если найдена аппроксимация некоторой 
фундаментальной системы решений обобщенного характеристичес-
кого уравнения f1 (t), . . .  , fn (t) , и функции f1 (t), . . . , fn (t) ин-
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тегрируемы на 1 в смысле Римана, то соответствующая ей аппрок­
симация пекоторой фундаментальной системы решений уравнения 
свободных колебаний при заданном начальном моменте времени 
а Е 1 может быть принята в виде 

- t _ 
IP;(t) = j t1 (u)du, i = 1 , . . .  , n .  

2.1 . 1 3. Поиижеине порядка уравнеНИJI свободных колебаний. 
Сложность приближенного вычисления решений уравнения свобод­
ных колебаний (УСК) увеличивается с ростом порядка уравнения. 
Поэтому если известны его частные решения, одно или более, то 
целесообразно учесть эти решения и свести задачу к вычислению 
приближенных решений линейного дифференциального уравнения 
более низкого порядка. 

Пусть n ;;;;. 2 ,  Rь = c r (l) и известен один корень ОХУ f1 ( t) в 
кольце R� = С(/) (п. 2 . 1 .5) . Тогда замена переменной 

х = ехр f t 1 (t) dt f у dt (2. 1 00) 
переводит исходное УСК в уравнение 

[p n - l + c 1 (t)pn - 2 + . . . + Cn - l (t)] y = O, {2. 1 01)  
коэффициенты которого находятся по формуле [57]  

Ь0 = 1 .  (2. 1 02) 

Решения уравнения (2. 10 1 )  можно вычислить, рассчитывая кор­
ни его ОХУ. Если функция t 1 ( t) вещественна, то коэффициенты 
этого уравнения также вещественны и принадлежат тому же кольцу 
Rь , к которому принадлежат коэффициенты исходного уравнерия : 
следовательно, его корни можно искать в том же кольце , в кото­
ром искались корни ОХУ для исходного уравнения. 

Если функция t 1 ( t) комплекснозначиа, то коэффициенты 
c1 ( t ) , . . .  , сп (t) также комплекснозначны и принадлежат расши­
рению кольца R ь ,  являющегося множеством комплекснозначных 
функций , вещественные и мнимые части которых принадлежат 
этому кольцу. К уравнен� с коэффициентами такого вида может 
быть применен метод поиска корней ОХУ, применимый для исход­
ного уравнения, т .е . его корни можно искать в том же кольце 
R� = С(!) .  

Каждому корню ОХУ J.l.; (t) для уравнения понижениого поряд­
ка соответствует семейство частных решений исходного уравне­
ния вида 

x; (t) = ехр f t 1 (t) dt f ехр f J.L;(t)dt dt. 
В случае комплекснозначного корня t 1 ( t) известен также корень 
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t 2 ( t )  = f1 ( t) .  Поэтому здесь возможно пониженке порядка исход­
ного уравнения сразу на два. С этой целью следует найти корень 
ОХУ р. 1 ( t)  для уравнений (2 . 10 1 ) , соответствующий корню t2 ( t) 
ОХУ для исходного уравнения и, использовав найденный корень, 
понизить порядок уравнения (2. 1 0 1 ) . 

Пусть t 1 , 2 (t) = a:(t) ± v'='ГiЗ(t) .  Тогда очевидно , что 
t2 = t 1 - 213 у:т.' (2. 103) 

Но , с другой стороны, 
ехр J p.1 dt 

t2 = t t + 
f ехр f P.1 dt dt 

Сравнивая эти выражения, получим [ 57) 

13 
/J.! = - - 2/З V-Т 

13 

(2. 1 04) 

(2. 105) 

Исqольэуя этот корень для поиижекия порядка уравнения (2. 1 0 1 ) , 
получим искомое уравнение. Если i3 =1= О для всех значений t, то 
коэффициенты полученного уравнения - элементы того же 
кольца Rь . 

§ 2.2. ВнутреiПIИе характеристики односвязных систем 
с запаздыванием 

Внутренние характеристики системы с запаздьшанием, например 
векторно-матричное уравнение процесса, структурная схема, урав­
нение свободных колебаний, обобщенное характеристическое урав­
нение и система уравнений относительно канонических составляю­
щих, могут бьпь получены путем обобщения одноименных харак­
теристик системы конечного порядка. 

2.2. 1 .  Уравнение свободных колебаний. В частности, уравнение 
относительного выходного сигнала (qk = djduk. uk � t - тk(t)) 

n r 
pnx(t) + � [b; (t)p n - ix (t) + � c;k(t) q n - i x (t - Tk (t))] = О (2 . 1 06) 

1 = 1  k = 1  k 

с непрерьmными вещественными коэффициентами b; (t) и c;k(t) и 
неотрицательными непрерывными вещественными функциями 
т k (t) ,  удовлетворяющими условию, указанному в § 1 .4 при 
рассмотрении системы уравнений ( 1 .4 1 )  , при условии, что при 
определении динамической системы в качестве множества � при­
нято множество всех непрерывных функций с непрерывными n - 1 
начальными производными, ·является исчерпьmающей внутренней 
характеристикой. Это следует из того ,  что подстаковка �� = р 1 - 1 х, 
i = 1 ,  . . . , n , переводит уравнение (2. 106) в систему вида ( 1 .4 1 ) ,  
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которая в силу изложенноrо в § 1 .4 является исчерпывающей 
внутренней характеристикой.  

Уравнение (2 . 1 06) при выполнении указанных вьппе условий 
назовем уравнением свободных колебаний. 

2.2.2. Система уравнений оmоснтельно канонических составтпо­
щнх. Прообразуем уравнение (2. 106) в снетему уравнений соглас­
но подстаковке (2.38) , rде в качестве функций �1 (t) , i = 1 , . . • , п , 
примем определяющие функции для уравнения 

n (p n + 2: Ь; (t)p n - i] x (t) = О .  (2. 107) i = 1  
Снетема уравнений, которой удовлетворяют канонические состав- · 
л.яющие z 1 , • • • , Zn , получается в ввде 

n 
i; (t) = �1 (t) z;(t) + 2: hif(t) z1(t) + 

j = l 
r n (k) + 2: _2:  1;; (t)z1(t - тk (t)) , i = 1 , . . .  , n, (2. 1 08) 

k = 1  ] = 1 . 
rде коэффициенты hij(t) имеют вид, указанный в п. 2. 1 .9, а коэф­
фициенты 11�k )(t) выражаются в ввде 

[.�k }(t) = -
Wn;�t) Х 

IJ W(t) 
n - 1  

Х [ 2: Cm k (t)[Ht - тk (t))+ qk·] n -m - 1 �� (t - тk (t)) + Cnk(t)] . т = 1 
(2. 109) 

Смысл символов Wnt и W см. в пояснениях к формуле (2 .39) . 
Система (2. 108) равнозначна векторно-матричному уравнению 

r 
i (t) = A (t) z (t) + 2: L (k )(t) z (t - тk (t) ) , 

k = 1 
rде 

Z ( • ) = [ Z 1 ( • ) . • • Z n ( · ) ]т , 

А = 1 1 6 ;/ �i + h;J I I � ,  L (k ) = l l l;�k) 1 1 � . 

§ 2.3. Внуrреннне характерие111ки односвязных снетем 
с распределенными параметрами 

(2. 1 1 0) 

Если процессы в одно.мер11ой линейной системе с распределенны­
ми параметрами описываются одним лЩtейным однородным диф­
ференциальным уравнением с частныМи провзводными с функцией 
х (t, 1 ) в качестве неизвестной, сечение которой x(t, / 1 ) на границе 
l = 1 1  пространствеиной области определения системы описывает 
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выходной сиrнал , то такая система с распределеиными параметра­

ми JIВЛJiетси односвизной. Исчерпывающую систему ее внутренних 

характеристик составл.fiЮт: 
а) дифференциальное уравнение цинамики системы (уравнение 

процесса в свободной системе, п. 1 .5 . 1 }  
n р 3 1 3 fx(t, 1 )  � �о ��о щ1(t, l) 3t 1 3zi - о, 

где т и р - целые положительные числа; 
б} граничные условИ.fl. 

(2. 1 1 1 ) 

Граничные условии либо непосредственно определяют решение 
уравненИ.fl (2. 1 1 1} или ero производнЫе по t и/или 1 на границах 
пространствеиной области определении системы (как функции t) , 
либо связьmают эти величины, подчинu их алгебраическим .урав­
нениям с коэффициентами, в общем случае зависящими от t. 
В силу линейности системы эти уравнении связи - линейные, одно­
родные или неоднородные. 

При рассмотрении внутренних характеристик функции, опреде­
ляющие rраничиые значения решении и ero производных, целесооб­
разно положить равными нулю (если они не бьmи таковыми) , а 
неоднородные уравнения заменить однородными, т.е . рассматри­
вать однородные граничные условия. При этом за1'1енеииые нулевой 
константой функции можно рассматривать как функции, описы­
вающие некоторые входные сигналы, и их влияние на процесс в 
системе учитьmать в рамках теории вынужденных колебаний 
(подробнее см. ниже) . 

Если пространствеиная область определения системы неразрьm­
на, т .е .  представляет собой некоторый интервал (/ 0 ,  1 1 } , то одно­
роднЫе граничные условИ.fl могут быть представлены в виде 

i . 1 т r (k ) 3 3lx(t, 1 ) , � � � b;js (t) о о = 0 ,  k = 1 , о  . .  , и , 
,s = O  i <= O  j = O  3t1311 1 = ls 

(2. 1 1 2) 
где т, r и и - целые неотрицательные числа. 

Аналогично могут быть охарактеризованы многие двумерные w 1 
и трехмерные системы: линеиными однородными дифференциаль-
ными уравнениями с частными производными и однородными гра­
ничными условиями. В частности, в случае двумерной системы с 
односвязной пространствеиной областью определении и замкнутой 
границей исчерпьmающую систему внутренних характеристик 
составляют: 

а) уравнение динамики свободной системы 
о • k n Р v 3 1 31 3 x(t, 11 , 12 ) 

� � � Щf(t, 11 , 12 ) о о k == О ; (2. 1 1 3} 
i = O  j = O k = O 3t1 31{ 312 
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б) граничные условия 

� � � b;;w (t, / 1 , /2 )  . . = 0 , 
т r а [ (k ) a ia i a wx (t, / 1 , /2 )  1 ] 

i = O j = O w = O dt 1 3/{ 3!2w (l , , I, ) E D  
k = 1 ,  . . .  , u , (2. 1 1 4) 

где D - граница пространствеиной о бласти определения системы. 
Такая система рассматрив ается как односвязная, если выходной 
сиrнал - сосредоточенный - и  = x(t, а, Ь) , rде а и Ь - заданные 
значения /1 и /2 • 

Комплекс граничных условий выясняется из анализа условий 
функционирования системы. С математической точки зрения, 
этот комплекс должен удовлетворять следующим условиям: 

а) должен быть достаточным для полной определенности процес­
са при детерминированном задании начального состояния и извест­
НЬIХ уравнениях динамики свободной системы; 

б) не должен переопределять задачу , т .е .  не должен содержать 
несовместных условий и условий , несовместимых с информацией 
о начальном состоянии системы, и быть столь жестким, что задача 
превращается в неразрешимую. 

Граничные условия целесообразно включить в систему уравне­
ний процесса (дополнительно к уравнению динамики свободной 
системы) . Это позволяет при изучении систем с распределенными 
параметрами не прибегать к дополнительным понятиям, помимо 
используемых при изучении систем более простых видов понятий : 
система, состояние , процесс, сигналы. В дал ьнейшем, рассматрив ая 
системы с распределенными параметрами, систему уравнений 
процесса будем понимать именно в это м смысле.  

Чтобы система с распределенными параметрами бьmа линейной,  
граничные условия должны быть также линейными, т.е .  выражаться 
линейными уравнениями . При учете граничных условий в качестве 
внутренних характеристик системы всегда можно ограничиться 
однородными граничными условиями. При переходе от неоднород­
ных граничных условий к однородным полагаются равными нулю 
свободные члены уравнений . Эти свободные члены удобно рас­
сматривать как дополнительные входные сиrналы и учитывать при 
изучении вынужденных колебаний системы. При этом принцип су­
перпозиции, изложенный в § 0.5 , при пополнении множества вход­
ных сиrналов упомянутыми выше дополнительными сохраняет 
силу . Дальнейшее изложение материала, относящегося к системам 
с распределенными параметрами , идет в рамках этой интер­
претации . 

В случае односвязной одномерной системы с распределенными 
параметрами имеется другой вариант описания системы, принци-
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пиально отличный от рассмотренного выше. Для ряда таких систем 
исчерпывающая внутренняя характеристика может бьпь получена 
в виде одноrо о быкновенного линейноrо. однородного дифферен­
циального уравнения бесконечного порядка, составленного отно­
сительного выходноrо сиrнала, или системы таких уравнений . Метод 
получения этих уравнений для случая, коrда свободная система 
является однородной (т.е . с параметрами, не зависящими от / ) , 
состоит в следующем. 

Свободная система заменяется аппроксимирующей ее системой 
конечноrо порядка вида последовательноса соединения n однотип­
ных звеньев с одним или большим числом входных (и выходных) 
сиrналов . Путем исключения промежуточных сиеналов и учета 
rраничных уловий находится уравнение или система уравнений от­
носительно выходноса сиенала системы. Заключительным этапом 
является определение предельного вида уравнений при n -+ со 



Г л а в а  3 

ВНЕЫНИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОДНОСВЯЗНЫХ СИСТЕМ 

В данной гnаве изучаются внеlШiие характеристики односвязных 
линейных систем с одним входом и одним выходом; такими систе­
мами, в частности, могут бьпь системы с сосредоточенными пара­
метрами, системы с запаздыванием, системы с распределенными 
параметрами. Система рассматриваемого кла�са называется нор­
мальной , если выходной сигнал в процессе, вызванном мгновен­
ным импульсом, приложеиным в произвольвый момент времени, 
описывается числовой функцией. 

§ 3 . 1 . Внешние характериС1Икн 
односвязных детерминированных систем 

3.1 . 1 .  Система уравнеiПIЙ процесса. Система уравнений процесса, 
т.е . система уравнений, описывающая вынужденные колебания, 
является исчерпьmающей внеlШiей характеристикой односвязной 
детерминированной системы. В случае системы с сосредоточенными 
параметрами такой системой уравнений может бьпь система диф­
ференциальных уравнений вида 

n 
х; = :Е a;1 (t)x; + b;(t)y, i = 1 ,  . . . , n , 
" j = 1 

где aif(t), b; (t) - вещественные непрерьmные функции, а одна 
из переменных Х; , пусть х 1 , представляет выходной сигнал. Эта 
система . может бьпь записана в ви�е векторно-матричного урав­
нения 

i = A(t) x  + B(t)y , (3 . 1 ) 

где A(t) = 11 a;; (t) 1 1 7 , B(t) = [Ь 1 (t), . . .  , bn (t)] т . Как отмечалось в 
п. 2 . 1 .2, всякая сложная односвязная система с сосредоточенными 
параметрами может бьпь представлена в виде соединения элемен­
тарных звеньев (интегрирующих, дифференцирующих, суммирую­
щих и усилительных) и сложных звеньев , являющихся более 
простыми односвязными системами. Структурная схема системы 
с указанными входом и выходом совместно с заданными коэффи-
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циентами. усиления усилительных звеньев и системами уравнений 
процессов в сложных звеньях• также является исчерпывающей 
внеUПiей характеристикой системы. Систему уравнений процесса 
здесь составляЮт уравнения процесса в звеньях и уравнения их 
соединения, в ко.торых в соответствии со структурной схемой 
у�азываются равенства входных сигналов одних звеньев выход­
ным сиrиалам других. 

Система с запаздывtшием ( §.. 1 .4) состоит из подсистем, являю­
щихся звеньями указанных выше видов систем с сосредоточенны­
ми параметрами, и звеньев запаздывания - звеньев , описываемых 
уравнениями вида 

Хв ы х  (t) = Хвх (t - т) ' 

где 
т

· - время запаздывания , постоянное или зависящее от t. 
Систему уравнений процесса здесь также составляют уравнения 
звеньев и уравнения их соединений. При'постоянном запаздывании 
эта система может быть сведена к системе дифференциально-раз­
ностных уравнений [8] , при переменном - к системе дифферен­
циальных уравнений с отклоняющимся аргументом [ 1 1 3] . 

В случае системы с распределенными параметрами система урав­
нений процесса обычно формируется из дифференциальных урав­
нений · в частных производных, характеризующих свойства свобод­
ной системы, и граничных условий, характеризующих связи, кото­
рым .подчиняются сигналы системы на ее границах. Однако возмо- · 
жен также вариант формирования системы уравнений процесса, при 
котором она состоит из одного обыкнове�mого дифференциального 
уравнения

' 
(см. ниже) или системы таких уравнений. 

3 . 1 .2. Уравнение вынуждеiШых колебаний. Если система урав­
нений процесса сводится к одному уравнению (дифференциально­
му ,  дифференциально-разностному или дифференциальному с от­
клоняющимся аргументом) с выходным сигналом в качестве не• 
известной, и если это уравнение является исчерпывающей внешней 
характеристикой системы, то будем называть его уравнением 
вынужденных колебаний. 

Уравнение вьшужденных колебаний нормальной системы с 
сосредоточенными параметрами имеет вид 

D(p, t)x = К(р, t)y, 

где у и х - соответственно входной и выходной сигналы, 

Р � d/dt, D(p, t) = pn + b t (t)p n - 1 + . . .  + bn (t) ,  

К(р, t) = ao (t)pn - 1 + a t (t)pn - 2 + . . . + an - 1 (t) . 

(3 .2) 

В дальнейшем огршщчимся: слуЧаем, когда функции Ь 1 ( t) ,  . . .  , Ьп (t) 
и a0 ( t) , . . .  , an _ 1 (t) - непрерывные. Уравнение вьшужденных 
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колебаний системы с распределенными параметрами имеет также 
вид (3 .2) , но в этом случае 

D(p, t) = do (t) + d1 (t)p + d2 (t)p 2 + . . . , 
К(р, t) = k0 (t) + k 1 (t)p + k2 (t)p 2 + . . .  , 

причем число· иенулевых слагаемых первоrо ряда не может быть 
конечным, а дЛЯ второго ряда такая возможность допускается. 

Рассматривая уравнения вынужденных колебаний этого вида, 
мы также ограничимся случаем непрерывных коэффициентов 
d;(t) и k; {t) , i = 1 '  2 , . . . . 

П р и м е р 3. 1 .  Рассмотрим однопроводную линию электропередачи 
с активной нагрузкой, система уравнений процесса которой в виде системы 

Рис. 3 .1 .  Звено системы с сосредото­
ченными параметрами, аппроксими­
рующей однопроводную линию элек­
тропередачи 

уравнений, включающей дифференциальные уравнения с частными производ­
ными, получена в § 1 .4 .  Будем считать, что R8 (t)  - счетно дифференци­
руемая функция. 

Сначала найдем уравнение вынужденных колебаний системы с сосредото­
ченными параметрами, аппроксимирующей исходную систему с распределен­
ными параметрами. С этой целью разделим линию на n участков, заменив 
каждый k-й участок электрической цепью, представленной на рис. 3. 1 .  На 
основании законов Кирхгофа получим 

vk- 1 = vk + �l(R + Lp)ik , ik- 1 = ik + C�lp vk- 1 · 

Разрешая эту систему уравнений относительно vk- l  и ik- l • получим 

где 

[ vk- 1 •  ik- 1 1
т = A [ vk ,  ik ) т , (3 ,3) 

A = ii a tj ll � . а 1 1 = 1 ,  а 1 2 = � (R + lp ) s a �l.  а 2 1 = C�lp = 

= Ь � l ; а2 2  = 1 + C(bl)2 (R + Lp)p  = c ( � l ). 

Применяя равенство (3.3) к каждой паре соседних цепей вида (3. 1 ) , получим 

уравнение, связывающее векторы [v0 ,  i 0 .) т и [ vп , i п ) т: 

[ v0 , i0 )т = A
n

[ Vп , iп )т . (3.4) 

Учитывая в (3.4) граничные условия v0 = е (t ) , vn = Rн (t ) iн , а также ТО*­
дество iп = iн , получим 

( e(t) , i0 )т = A
n [ Rн(t )iн , iн { (3 .5) 

Оценивая элементы первой строки матрицы An при больших n с учетом 
равенства n�l = т, где т - длина линии, и переходя к пределу при n .... .. , 
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из (3.5 ) получим 

D( p, t )iн = e(t ), (3 .6) 

где D (p, t ) . - ряд с коэффШJ.иентами dt (t ) ,  i = О, 1 , 2, . . .  , являющимися 

функциональными рядами, члены которых - функции от t вида 

т m2 
dt(t) = б ;о + б 1 1 - + б n - + . . . , 

1 !  2 !  

где б ti • j = О, 1 , 2, . , . , рационально выражаются через R, L ,  С, R11 (t ) и 

производные Rн (t) . Если эти ряды сходятся, то уравнение (3 .5) - уравнение 
вынужденных колебаний рассматриваемой динамической системы. (См. 
также Дополнение при корректуре.) 

3 . 1 .3. Импульсная переходкая функция. 
О п р е д е л е н и е. Импульсной переходной функцией [95 ]  

(весовой функцией [50] ) системы с сосредоточенными параметра­
ми называется функция двух вещественных аргументов t и и, 
описывающая выходной сигнал в текущий момент времени t в про­
цессе, развивающемся из основного состояния покоя под дейст­
вием единичного импульса (см. п. 1 . 1' .2) , приложеиного в момент и . 

Это определ ение применимо без изменений ко всем односвяз­
ным непрерывным линейным системам. 

В общем случае импульсная переходпая функция может содер­
жать составляющие типа дельта-функции и ее производных. В слу­
чае нормальной системы импульсная переходпая функция -
числовая. В дальнейшем в этом разделе, если не делается оговорок, 
рассматриваются нормальные системы. 

В динамических системах реакция на то или иное возбуждение 
не возникает ранее момента возбуждения ( § 0.2) . В частности, 
если процесс вызван импульсом, приложеиным в момент и, то 

реакция системы на этот импульс отсутствует при t < и. Поэтому 
импульсная переходпая функция обладает свойством w (t, и) = О 
при t < и . Это ее свойство называется условием физической 
осуществимости системы. 

Пусть функции y ( t) и w (t, и) определены и ограничены на лJОо 

бом замкнутом интервале [а, Ь J , принадлежащем открытому ел е.  
в а  интервалу определения системы / ;  пусть, кроме того, функция 

y ( t) интегрируема в смысле Римана [40, с. 1 1 3 ]  по t, а функция 

w (t, и) - по и при любом t Е [а, Ь ] - Тогда при условии, что 

x ( t) = y ( t) = О при t < а , имеет место соотношение [50, с. 202] 
t 

x( t ) = f w( t, и )у (и )dи , t E [a, Ь ] ,  
а 

определяющее при заданных y ( t) и w ( t, и) выходной сигнал 

на [а, Ь ] . Следовательно, если рассматриваются входные сигналы, 
8* 1 1 5 



описываемые функциями y (t) , имеющими указанное выше свой­
ство, и система с импульсной переходной функцией, обладающей 
указанным выше свойством, то импульсная переходпая функция 
является исчерпывающей внешней характеристикой системы. 

Если система внешне стационарна, то значения импульсной пере. 
ходной функции вполне определяются значениями разности аргу­
ментов t и и. Это позволяет представить импульсную переходную 
функцию внешне стационарной системы как функцию одного аргу-

...JL. Ннтегрц- z Дифферен- rr: P!JIOЩQR ЦUP.ft_IOЩOR часть ч. t:mь 
Рис. 3 .2 .  Представление системы с сосредоточенными параметрами в виде 
последовательноr<t �оединения двух подсистем 

мента 7 � t - и. В случае системы, не обладающей внешней стацио­
нарностью, такое упрощение исключается. 

Не сокращая практически области применения понятия им­
пульсной переходной функции, будем считать ее далее ограничен­
ной на любых конечных интервалах аргументов t и и.  

И м п у л ь с н а я  п е р е х о д п а я  ф у н к ц и я  с и с т е м ы  
с с о с р е д о т о ч е н н ы м и п а р а м е т р а м и. Представление 
системы в виде последовательного соединения двух пддсистем. 
Если процессы в системе с сосредоточенными параметрами 
описываются уравнением (3 .2) , то ее можно представить в виде 
последовательного соединения двух подсистем: . интегрирующей 
части и дифференцирующей части (рис. 3 .2) . Интегрирующей 
частью называется подсистема, процессы в которой описываются 
уравнением 

D(p, t )z = у, (3 .7) 

где у - входной сигнал, z - выходной сигнал. 
Дифференцирующей частью называется подсистема, прообразую­

щая выходной сигнал z интегрирующей части в выходной сигнал 
полной системы х. Если коэффициенты Ь 1  (t) , • . •  , Ъп (t) 
( п - 1 )  -кратно дифференцируемы, то уравнение вынужденных 
колебаний этой подсистемы можно получить, сопоставляя уравне. 
ния (3 .2) и (3. 7) . Это уравнение имеет порядок старшей производ­
ной в правой части равный или превышающий порядок старшей 
производной в левой части, и поэтому описываемая им подсистема 
не является нормальной системой. 

Импульсная переходная функция g ( t, и) интегрирующей части 
системы. По определению, импульсная переходпая функция 
g ( t, и) интегрирующей части системы является решением уравне. 
1 1 6  



нм (3. 7) при начальных условмх 

(p1z )t = и _ о = О, i = O, 1 , • . .  , n - 1 . 

В силу тоrо, что при t > и входной сигнал отсутствует, процесс 
при t > и имеет характер свободных колебаний. Роль импульса 
сводится к мгновенному изменению в момент и состояния систе. 
мы . .fioвoe состояние соответствует начальным условмм [67] 

(p1z) t= и + o = O, i = 0, 1 , . . .  , n - 1 , (pn - 1 z ) r = и + o = 1 . (3 .8) 

Так как при t > и процесс может рассматриваться как свобод­
ные колебанИя, то функция g ( t, и) при t > и может рассматри­
ваться как решение уравненм свободных колебаний 

D(p, t )x = О. (3 .9) 

Это является мостом, позволяющим свести задачу вычисле­
ния g (t, и) к задаче интегрирования уравненм (3 .9) . Не касаясь 
здесь методов решенм последней задачи и предположив, что нам 
удалось найТи фундаментальную систему решений уравненм (3.9) 

'Pt (t  ), . . .  , 'Рп ( t), (3 . 1 0) 

найдем формулу, выражающую связь функции g (t, и) с элемента­
ми этой фундаментальной системы. Очевидно, как частное решение 
уравненм (3 ,9) функцию g (t, и) можно представить в виде 

(3 . 1 1 )  

где С 1  (и) , • . •  , Сп (и) - некоторые комплексноэначные функции и. 
Продифференцировав n - 1 раз уравнение (3 . 1 1)  по t, получим 

(3 . 1 2) 

i = l , . . .  , n - 1 . 

Полагая t = и + О и учитывая начальные условия (3.8) , для опреде. 
ленм функций С1 (и) ,  . . .  , Сп (и) получим систему линейных 
алгебраических уравнений 

i . С1 (и )q \01 (и + 0) + . . . + Сп(и )q 'tрп(и + 0), 

i = 0, 1 , . . . , n - 1 ,  

где q � d/du, q.0 � 1 .  Решая эту систему, найдем 

С (
и

) = 
Aпt(u ) 

1 А(и ) 
, i = 1 , . . .  , n ,  

(3 . 1 3) 

(3 . 1 4) 
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где 

д(и ) = det 1 1  d;; (и ) 1 1 7 ,  d;; (и ) = q 1- 1 'Р; (и + О), (3 0 1 5 ) 

А nt - алгебраическое дополнение элемента п-й строки i-го столбца 
определителя д о 

Подставив С1 , о о о , Сп из (3 о 1 4) в (3 o l l ) , получим 

n Ап; (и )'{); ( t )  
g( t, и ) = � (3 0 1 6) 

t = 1 д{и )  

или 
'{)1 (и + О) о о о  'Рп (и + О) 

q'{) t (и + 0) Q 'Рп(и + 0) 
1 

(3 . 1 7) g( t, и )  = -- det . . . . . . .  о о о о о о • •  
д{и) 

q п
- 2'Р ! (и + О) q п - 2'Рп (и + О) 

'Р 1 ( t ) 'Рп ( t )  
Пусть решения (3 о 1 0) определены при t Е I и выражены в виде 

t 
'{); ( t ) = e.xp f �; (v ) dv,  i = l ,  0 0 0 , n ,  

r о 
(3 . 1 8) 

где � 1 ( t) - непрерывные решения ОХУ, t0 - левая граница интер­
вала lo С учетом (3 0 1 8) определитель (30 1 5) принимает вид 

д(и ) = '{)1  (и ) 0 0 0  'Рп (и ) W(и ) , (3 . 1 9) 

где 

W (и ) = det [ Т/ 1 {и )  о о о Т/ n (и )) , 

Т/ ; (и )  = [ 1 �; (и )  0 0 0 (r; (и ) + q )n - 2 �; (и )] т ,  
i = 1 ,  0 . 0 , п о 

(3 020) 

(3 02 1 )  

В результате аналогичного прообразования второй сомножитель 
в правой части равенства (3 0 1 7) принимает вид 

'{)1 (и ) 0 0 0  'Рп (и ) W1 (и ) , {3 022) 

где 

W1 ( t, и ) = det [p 1 ( t, и ) 0 0 0  Рп (t, и )] ,  (3 023) r 
P; ( t, и ) = [ 1 �; (и ) о о о  ( �; (и ) + q)n - 3 �; (и )  ехр f �( v )d v)т, 

i = 1 ,  0 0 0 , п о  

1 1 8 
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Учитывая вид (3. 1 9) и (3 .22) определителей в (3. 1 7) , получим 
g(t, и ) = W1 ( t, и ) / W(и ) . (3 .25) 

Формула (3.25)  имеет смысл при n ;;;;;: 2. При n = 1 
t g( t, и ) = ехр f � 1 ( v )d v ,  (3 .26) 

и 
rде � 1 ( t )  - решение ОХУ (для n = 1 - единственное) . 

Раскрыв в (3 .25) определитель W1 ( t, и )  по элементам последней 
строки, найдем 

n t 
g(t, и ) =  � D1(и ) exp f �1(v ) dv ,  

i = 1 и 
(3 .27) 

rде D1(и ) = Wп; (и ) / W(и ), а Wп; (и )  - алгебраическое дополнение 
элемента п-й строки i-ro столбца определителя W(и ). 

П р и м е р 3,2 .  Для уравнения вынужденных колебаний • 2 2 х + - х = у, t1 ( t ) = - -- (3. 28) 
2 + t 2 + t 

по формуле (3 .26) получим 

t ( 2 ) ( 2 + и )2 g (t, и ) = ехр f - -- d v = --
и 2 + v  2 + t 

П р  и м е р  3 . 3 .  Рассмотрим на интервале (0, оо ) уравнение вынужденных 
колебаний 

.. 2 . 2 х + -- х + �х = у. 
t + 10 5 

Соответствующее ему ОХУ имеет вид 

r• + f + -2- r + 2 = о. 
t + 10 5 

Легко проверить, что функции 

2 �  1 
ti 2( t ) = ± --- - --

• 5 t + 1 0  

еляются его решениями, Отсюда следует 

t 
и + 1 0 [ 2 (t - и ) .Г:Г ] 

exp f ti 2( v ) d v = -- ехр ± • 
и • t + 1 0  5 

Применив формулу (3 .27) , получим 

( )
_ 5 (и + 1 0) .  2 ( t - и ) 

g t, и - sm . 
2 (t + 1 0) 5 

(3.29) 

(3. 30) 

(3. 3 1) 

(3 .32) 

(3. 3 3) 
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Импульсная переходпая функция w ( t, и) полной системы. Если 
импульсная переходпая функция интегрирующей части системы 
найдена, то для того , чтобы найти импульсную переходную функ­
цию полной системы, принципиально возможен такой путь : найти 
импульс�ую переходную функцию дифференцирующей части си­
стемы, а затем перейти к импульсной переходной функции полной 
системы, определив ее как импульсную переходную функцию 
последовательно соединенных звеньев (п. 3 .3 .2) . Однако здесь 
сразу же возникают трудности, так как порядок старшей производ­
ной в правой части уравнения дифференцирующей части системы не 
ниже порядка старшей производной в его лево.{i части. Поэтому при 
возбуждении дифференцирующей части импульсом в выходном 
сигнале появятся составляющие, оiШсываемые с помощью дельта­
функции и/или ее производных. Следо�ательно, импульсная пере. 
ходпая функция дифференцирующей части системы является 
обобщенной функцией (дифференцирующая часть системы не 
является нормальной системой с сосредоточенными параметрами) . 
Это требует привлечения для решения рассматриваемой задачи 
математического аппарата теории обобщенных функций. 

Из изложенного следует, что импульсная переходпая функция 
является удобной характеристикой только для ее интегрирующей 
части : удобную характеристику дифференцирующей части следует 
искать среди характеристик другого вида. При этом очевидна 
целесообразность следующих двух условий: 

а) искомая характеристика является математическим описанием 
выходного сигнала, вызванного некоторым входным сигналом; 

б) входной сигнал должен быть таким, чтобы выходной сигнал 
описьшалея числовой функцией (а не обобщенной) . 

Если коэффициенты а1 _ 1 ( t )  и Ь1 ( t ) , i = 1 ,  , . .  , п, п ,.... 1 - крат­
но дифференцируемы, что предполагается в дальнейшем до конца 
гл. 3, то этим условиям удовлетворяет функция, описывающая 
выходной сигнал дифференцирующей части в процессе, вызванном 
входным сигналом, оiШсываемым импульсной переходной функ­
цией g ( t, и) \lнтегрирующей части. Очевидно, эта характеристика 
также является функцией двух аргументов ( t и и) и равна нулю 
при t < и ; при t > и она имеет вид [74, с. 245 ] 

n - 1 n - 1 ( i ) di-fa - 1 - · (и ) aig(t  и ) 1: I; (-1 )t � . z '. • 
j = о i = j j d и - J а и J 

(3 .34) 

Так как эта характеристика ОIШсывает выходной сигнал подсисте­
мы, возбужденной входным сигналом, описываемым импульсной 
переходной функцией интегрирующей части системы, т.е. сигналом, 
возникающим на выходе интегрирующей части при возбуждении 
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ее еДИНИЧНЬiм импульсом, то она совпадает с импульсной переход­
ной функцией полной системы. Таким образом, для t > и справед­
ливо равенство 

n - 1 n - 1 t ( i ) d1-ian - 1 -t(и ) oig(t, и )  
w(t, и ) =  :Е :Е (-1 } 1 . • . • (3 .35} 

/ = 0 1 = / j dи -l  о и1 

Следовательно, если известна имnульсная переходиая функция 
интегрирующей части системы, то импульсную переходиую функ­
цию полной системы можно вычислить по формуле (3.35) . 

В формуле (3.35) участвуют (п - 1 - i ) -e производиые коэф­
фициентов а1 (t) , i = О, 1, . . . , n - 1 .  Поэтому указанное выше усло­
вие дифференцируемости этих коэффициентов является необходи­
мым. Требуемая дифференцируемость коэффициентов Ь; (t)  обу­
словлена тем, что функция g (t, и) как функция от и является 
решением дифференциального уравнения 

(-1 )nq nx • +(-l )n- 1q n - 1 [ Ь 1 (и )x * ] + . . . + Ьп(и )х * =  б (t - и) ,  
t:. d 

q = dи ' (.3 .36) 

удовлетворяющим условию х• = О при и > t [95 ,  с. 286 ] .  Привt> 
денное выше условие дифференцируемости этих коэффициентоl 
обеспечивает непрерывность коэффициентов уравнения (3 .36) и, 
следовательно, существование фигурирующих в формуле (3.35) 
производиых функции g ( t, и) • 

Импульсная Переходяая функция полной системы при t > и 
яВляется решение!.\1 уравнения свободиых колебаний, так как им­
пульс оказывает воздействие на систему только в момент его 
приложения. Роль импульса сводится к заданию начального со­
стояния , из которого развиваются эти колебания. Это свойство 
импульсной переходНой функции мы отмечали и использовали 
выше при рассмотрении импульсной переходиой функции интегри­
рующей части системы. Там бьmи найдены начальные условия, 
которым удовлетворяет функция g ( t, и) как решение уравнения 
свободиых колебаний (3 .9) . Здесь приведем решение той же задачи 
для полной системы. 

Эта задача решается просто : функции, представляющие началь­
ные данные решения 

okw(t, и ) 1 !:::. --;,..k __;_ = wk (и ) 
Ot t = u + O  (3 .37) 

легко находятся по формуле (3.35) с учетом начальных условий 
для функции g (t, и),  представленной рядом (3 .5 2) .  Таким образом, 
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имnульсная nереходмая функция w (t, и) nри t > и есть частное 
решение уравнения (3.9) , оnределенное начальными данны­
ми (3.37) . 

П р и м е р 3.4, Найдем начальные условия, которым удовлетворяет им­
пульсная nереходная функция как решение уравнения (3 .9) в случае си­
стемы, уравнение вынужденных колебаний которой имеет вид 

(3 .38) 

Учтя, чrо функция g(t, и) в близи .,. = О nредставима ря�м (3 .5 2) и приме­
нив формулу (3 .35) , найдем 

w0 (и ) = а0 (и ), 
w1 (и ) = а0 (и )Ь 1  (и ) + а 1 (и ) - а0 (и ). 

(3 .39) 

Пусть t1 (t) , . . . , tп(t) - фундаментальная система решений ОХУ. 
Выразим импульсную nереходную функцию w(t, и) через ооот­
ветствующую ей фундаментальную систему решений уравнения 
свободных колебаний (см. формулы (3 . 1 8) ) .  Такая задача бьmа 
решена выше для имnульсной nереходной функции g ( t, и) интег­
рирующей части системы. Полученное решение: формула (3 .27) . 
Теnерь найдем аналогичную формулу для функции w ( t, и) , кото­
рую будем искать в виде 

n t 
w(t, и ) = � E;(и ) exp f tt (v) dv .  (3 .40) 

t = 1 и 
Система уравнений для оnределения функций Е; (и) nолучается 
в результате учета начальных данных (3 .37) и имеет вид 

n 
� Еt (и ) = w0 (и ), 

i = 1 
n 
� Е, (и )tt (и )  = Wt (и ), 

i = 1 
n 
� Е;(и ) [ t; (и )  + q ] t, (и )  = w2 (и ), (3 .4 1 ) 

i = 1 

n 
� Et(и ) [ tt (и ) + q ]n - 2tt (и ) = wn - 1 (и ), Q = d� . 

i = 1 

Отсюда 

Е1(и )  = W1 (и )/ W(и ), i = 1 , . . .  , n ,  (3 .42) 

где W1 (и) - оnределитель, nолучающийся из определителя W(и)" 
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заменой i -го столбца столбцом, состоящим из коэффициентов пра­
вой части системы (3 .4 1 ) . 

П р  и м е р  3 .5 .  Рассмотрим систему, уравнение вынужденных колеба­
ний которой имеет вид 

(3 .43) 

В данном случае w0 (и) = О (пример 3.4) . Поэтому в соответствии с форму­
лами (3.42) найдем 

w1 (и ) а 1  (и ) 
Е1 (и ) = -Е2 (и ) = -----

t2 (и ) - t1 (и ) t2 (и ) - t1 (и ) 
Согласно (3.40) , для импульсной переходной функции получим 

t t 
а .  (и ) ( ехр J r. ( v ) d v - ехр f !'а ( v) d v 1 

и и 
w (t, и ) =-------------

t2 (и ) - r. (и ) 

(3.44) 

(3 .45) 

Степенные разложения импульсных переходных функций. Счи­
тая, что исходная информация о системе представлена уравнением 
(3 .2) , рассмотрим несколько вариантов разложения импульсных 
переходных функций интегрирующей части системы и полной си­
стемы в степенные ряды. Эти разложения не представляют практи­
ческого интереса для построения аналитических аппроксимацион­
ных формул импульсных переходных функций в виде частичных 
сумм рядов, так как для хорошей аппроксимации требуется учет 
большого числа членов разложения, что связано с большой сложно­
стью формул, а область значений аргументов, в которой аппрокси­
мации можно доверять, ограничена областью сходимости разложе­
ния. Однако они полезны для формирования методов приближен­
ного вычисления других характеристик системы, например, 
передаточной функции (п. 3 . 1 .4) .  

Сначала найдем разложения функции g ( t, и) , а затем, используя 
(3 .35), получим разложения для w ( t, и) . Пусть 1 - открытый ин­
тервал и коэффициенты b1 (t) , i = 1 , . . . , п , уравнения (3 .2) яв­
ляются сечениями для z = t аналитических функций Ь1 ( z )  , опреде­
ленных в односвязной области G z -IUiоскости, включающей интер­
вал /, Тогда, представив уравнение (3 .2) в виде векторно-матрич-
ного уравнения (3 . 1 ) , в котором х = [х, рх , . . . , рп- 1х] т , распрост­
ранив это уравнение на область G и воспользовавшись известным 
результатом из теории линейных дифференциальных уравнений 
в комrmексной области с аналитическими коэффициентами 
[36, с. 102] , найдем, что это уравнение имеет единственное аналити­
ческое решение ЧJ (z ) , удовлетворяющее условию IJ' (Z ) = (0, . . . 
. . .  , О, 1 ) т .  Очевидно 111 1 (z ) = g ( t, и) при z = t > и. Отсюда следует, 
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что при любом и Е 1 функцию g ( t, и) можно разложить на пекото­
ром конечном интервале (и, Т(и) )  в сходящийся ряд Тейлора 

т тt 
g(.t, и ) = g0 (и ) + g1 (и ) -. 1 + . . . + g,(и ) -. 1 + . . .  , (3 .46) l • l • 

где 

т = t - и , g1 (и ) = p1g(t, и ) l t= u + O ' i = 0, 1 , 2  . . . 

Согласно начальным условиям (3.8) , 

g1(и ) = О, i = 0 , 1 , . . . , n - 2, Кп- l (и ) = 1 .  (3 .47) 

При i � n коэффициентЫ Kt (и) рационально выражаются через 
коэффициенты и провзводные коэффициентов уравнения (3 .2) по 
формулам [74, с. 241-24�) 

Kt = -Ьl , t- п , 
Ьi, m + 1  = bim + bf+ l , m  - Ь lm ЬJo • т � О, 

Ь10 = Ь1 , j = 1 , . . . , n, 
Ь1о = 0, i > n . 
Разложим теперь функцию g ( t, и) в ряд по степеням т при дан­

ном значении t. Для этого, учтя (3 .47) и произведя в (3.46) подста­
ковку и = t - т , перепишем (3 .46) в виде 

n - 1 00 i g(t, и ) =g(t, t - т) = -т-- +  � g1 (t - т) .!.. . (3 .48) (n- 1 ) ! i = n i ! 
Разложив коэффициенты g 1 ( t - т ) по степеням т в рядьi Тейлора, 
получим 

т n - l  .. (- 1 ) "т i 
g(t, и ) '""' (n - 1 ) ! + t :n "' : o p "gJ(t ) v ! i ! (3 .49) 

Для выяснения условий сходимости ряда (3.49) рассмотрим опе­
ратор, сопряженный с исходным оператором D(p, t) [96, с. 1 72] , 

n • (p, t ) � co (t)pn + c1 (t)pn- l + . . . + сп(t), 
коэффициенты которого определяются формулами 

Co (t ) = (- 1 )n , 

ck (t) = � (- 1 )п - i ( n - 1 ) pk-ibt (t), 
l = O k - · 1 

b0 ( t ) = 1 , k = 1 , . . . , n . 
1 24 



Пусть функции c; (t) , i = 1 , . . . , n, являются сечениями ДJIЯ 
t = z функций с1 (z)  - аналитических в области G согласно фор­
мулам построения этих функций. Тогда, повторяя рассуждения, 
относящиеся к уравнению (3 .2) (см. выше) , найдем, что уравне­
ние ·(3 . 1 ) , соответствующее уравнению D* ,(р, t) х = О, имеет единст­
венное аналитическое решение ., . (z ) , удовлетворяющее условию 

.,. (и) = (0, . . .  , О, 1 ]  т . 

Как известно [96] , при у = 6 (t - и) , t < и, уравнение 
D* (р, t)x = у. 

имеет решение g* (t, и) = g(и, t). При z = t < и 
g* (t, и) = tp t (z). 

Следовательно,  при любом t Е 1 ряд в правой части (3 .49) сходит­
ся к функции g (t , и) на векотором конечном интервале (0, Т • (t) ) 
изменения т .  Заменив суммирование по i суммированием по 
s = i + v и учтя неравенство s - v ;;а. n ,  приведем (3 .49) к виду 

тп - 1  оо s-n (- 1 )"тs 
g(t, и) = + � � p "gs- v(t). (n - 1)! s=n v=o v ! (s- v) !  

Обозначив 
s-n ( s ) gs (t) = � (- 1 )11 P 11g9- v (t), v=O /1 

формулу (3 .50) перепишем в виде 

тп - 1 оо • та 
g(t, и) = + � Ks (t) -(n - 1 ) !  a=n s !  

(3 .50) 

(3 .5 1 ) 

(3 .52) 

Ко3ффициенты g, начальных членов разложения в случаях урав­
нениЯ; 1 -го , 2-го, 3-го и 4-го порядка приведены в (67] . 

Перейдем к импульсной переходной функции полной системы. 
Пусть ао (t) , . . . , an- 1  (t) - сечения аналитических функций с 
упомянутой выше областью определения G. Тогда, считая т = 1 z 1 , 
t + z Е G ,  выражая в (3 .35) функцию g ( t, и) по формуле (3 .5 2) , 
а коэффициенты аn_ 1 _,  (и) - по формуле 

(3.53) 

rде, очевидно, an- 1 -1·,1' (t) = (- 1 ) ,. р" an- 1 -l ( t ) , т = t - и; осу­
ществляя указанные в правой части формулы (3 .35) операции и 
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объединяя члены с одинаковыми степенями т ,  получим оо л Tk 
w(t, и) = � wk (t) - = k=O k ! 

11 - 1 11 - 1 
= � � j=O i=j 

00 
(- I i(- 1 )1-i � r= 1 

л all - 1 - i, r X 

тr- i +  i т'- i 
Х (- I )i � g, (t) 

(r - i + j) /=11 - 1 {/-j) !  
(3 .54) 

При фиксированных i , j , 1 , рассматривая 1-й член последней суммы, 
следует учесть только r = (k - 1 + i) -й член предпоследней суммы. 
Поэтому 

л 11 �1 11 ( i ) k+/ 011 - 1 - i . k - l+igl (t) wk (t) = k ! "' � . � . . j=O i=j 1 /=11 - 1 (1 - 1) ! (k - 1 + 1 ) !  
Это равенство можно записать также в виде 

wk (t) = f l  I
1 ( � ) k� j ( k . ) ti�� - 1 - i. k- l+i <t)g, (t) . 

/- 0 н 1 1 = 11 - 1 1 - 1 (3.55) 

Импульсная переходноя функция периодической системы [ 14 1 ) .  
Импульсная переходкая функция периодической системы обладает 
свойством w (t + v T, и) = w(t , и - v T) , где Т - минимальный об­
щий период изменення коэффициентов уравнення вынужденных ко­
лебаний, v - произвольное целое число. Полагая b (t, т) � w (t, t- т) ,  
из этого равенства получим 

b (t, т) == b (t + v T, т). (3.56) 
Таким образом,  функция Ь (t , т) является периодической относи­
тельно t с периодом Т. Ее разложение в ряд Фурье имеет вид 

b(t, т) =  � v= - oo 
где VJ = 2тr/Т, 

1 т 

B., (t) ехр ivVJ t, 

В., (т) = - f b (t, т)exp (-ivVJ t)dt. т о 

(3 .5 7) 

(3 .58) 

Методы вычисления импульсных переходных функций. Им­
пульсная переходкая функция системы в общем случае не выра­
жается аналитически через коэффициенты уравнения вынужден­
ных колебаний . Поэтому все известные аналитические методы ее 
вычисления направлены на поиск ее аппроксимации w (t , и) . Если 
известна аппроксимация фундаментальной системы корней ОХУ 
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в том WIИ ином кольце R� 
Fi (t) . . . . •  F п (t) , 

то функция w (t, и) может быть вычислена по формуле _ n _ t _ 
w (t, и) = k Е; (и)ехр f r; (u)du, 

i= 1 и 

(3 .59) 

(3 .60) 

которая получается из формулы (3 .40) ' если функции r i (t) под 
знаками инт�гралов и при вычислении Е; (и) заменить их аппрок­
симациями r i (t ) . 

Известны также другие аналитические методы вычисления ап­
проксимаций импульсных переходных функций w(t , и) и g (t , и) . 
Если исходная информация о системе дана в виде уравнения (3 . 1 ) , 
в котором первая координата х1 вектора х - выходной сигнал, то, 
рассматривая систему как многосвязную с выходными сигналами 
х1 , • • •  , Xn и применяя для приближенного вычисления импульс­
ной переходной матрицы w (t ,  и) = [w1 1  (t , и) , . . .  , wn 1 (t , и) ]  т 
(см. ниже п. 4.5 . 1) метод Абгаряна [ 1 , с. 269-277] , аппроксима­
цию импульсной переходной функции исходной системы можно 
найти как первый элемент получаемого по этому методу аппрок­
симации вектора w (t , и) . Методы приближенного вычисления им­
пульсных переходных функций для случаев полиномиальных и 
периодических коэффициентов уравнения (3 .9) см. в [67, 1 1 7] 
метод для случая периодических коэффициентов уравнения (3 .2) 
см .  в [ 1 41 ] . 

П р  и м е р 3 .6 . В п. 2 . 1 . 1 0  были найдены следующие аппроксимации 
корней ОХУ в кольце С(/) для системы второго порядка: 

- Ъ1  D f"n' !" 1 ,2 = - т - 4 D  � v D, (3.6 1 )  

где D = b f /4 + h1 /2 - Ь2 •  Подставив (3 .6 1 )  в (3 .27) ,  получим следующие 
аппроксимации функции g (t ,  и) : 

а) при D > О для всех t Е l 
- 1 [ 1 t 
g (t, и ) = 4.../ I D (и )D (t) l' ехр - т �  b l (u) X 

t 
Х duJ sh � J D (v)d v, (3 .62) 

б) при D < О для всех t Е l 
- 1 [ 1 
g (t, и ) = •.J 1 D (и )D (t) 1 1 ехр - 2 

t ] t 
f b1 (v)dv sin f J I D ( v ) l d v .  (3 .63) 
и и 

Если D = О, то получается точная формула: ' t 
g (t, и ) = (t - и ) ехр [- � L Ь 1 (v) dv } (3 .64) 
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3 . 1 .4. Передаточная функЦИJI. 
О п р е д е л е н и е .  Понятие передаточной функции нестацио­

нарной линейной системы обязано своим происхождением жела­
нию многих исследователей обобщить метод расчета вынужден­
НЪIХ колебаний стационарных систем, основанный на применении 
преобразования Лапласа, или родственный ему символический ме­
тод Хевисайда на нестационарные системы. Поиски обобщения 
привели к двум определениям, одно из которых принадлежит 
И.З . IIIтокало [ 1 1 0] ,  а друrое - III. Блану [ 1 20] . Термин "переда­
точная функция" не применялея ни тем, ни друrим автором и 
появился позднее наряду с друrими синонимами. Упомянуть1е 
авторы рассматривали некоторые классы систем с сосредоточен­
ными параметрами. Введенные ими характеристики систем являют­
ся функциями комплексного и вещественного аргументов и отли· 
чаются областями определения по комплексному аргументу и 
классами систем, к которым они применимы. Однако в общей 
области определения и применения они эквивалеНТНЪI. В процес­
се дальнейшего развития теории нестационарных систем укорени­
лось определение III . Блана. Обобщим его на произвольные одно­
связные линейные системы и приведем в несколько уточненном 
виде . 

О п р е д е л е н  и е 3 . 1  (Блан [ 1 20] ) .  Передаточной функцией 
нестационарной системы называется функция 

W(s, t) � t..Ф [w(t, t - т)] , (3.65) 
где s - комплексный аргумент, принимающий значения из области 
сходимости интеграла, t.., fs - изображение Лапласа функции w(t , 
t - т) , рассматриваемой как функция т (п. 1 .2.3) . 

В соответствии с припятым в п. 1 .2 .3 определением преобразо-· 
вания Лапласа 

t.тfs [w(t, t - т)] = f w(t, t - т)ехр( -sт )dт = 
о -

t+O 
a

'
exp(-s t) J w(t, и) exp sи dи (3 .66) 

(пояснение смысла нижиего предела "0-" приведено в п.  1 .2 .3) . 
Уточнение оригинального определения состоит в замене в форму­
ле, определяющей изображение , нижиего предела интегрирования 
"О" пределом "О -" и введено для того , чтобы охватить случай, 
когда функция w(t , и) имеет составляющую типа дельта-функции 
с аргументом t - и. Рассмотрим, например, случай усилительного 
звена. 

Если k (t) - коэффициент усиления, то импульсН�Щ nереходпая 
функция, имеет вид w(t , и) = k (и) 6 (t - и) . Так как в оригиналь· 
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ном определении точка и = t при интегрировании по и лежит на 
границе интервала интегрирования, то для определения W (s , t) 
требуется регуляризация подынтегрального выражения, например, 
предложеиная Г. Дёчем (п. 1 .2 .3) . Применеине же определения 
(3 .65) с уточнением (3 .66) дает 

.. 
W(s, t) = f k(t - т)б (т)ехр( -sт)dт = k(t). 

О -
ЧТО в случае стационарного звена автоматически приводит к при· 
вычному определению передаточной функции усилительного 
звена. 

Возможны системы, у которых передаточной функции не су­
ществует . (случаи, в которых не существует области значений ар­
гумента s , где интеграл сходится) .  Если передаточная функЦИJI 
существует, то ее областью определения по аргументу t является 
некоторый интервал ( - 00 ,  Т) , где Т <.  оо ,  а по аргументу s - веко­
торая полуплоскость Re s > c (t) с зав�tсящей от t границей (в 
частных случаях или для некоторых значений t - вся комплексная 
плоскость) .  Ради общности, вариант определения W(s , t) во всей 
комплексной плоскости (при всех или некоторых значениях t) 
будем также характеризовать веравеяством Re s > с ( t) , считая, 
что в этом случае c (t) = - оо . 

Если передаточная функция существует, то в силу равен­
ства (3 .65) она и импульсная переходкая функция взаимно одно­
значно друг друга определяют. Поэтому передаточная функ­
ция является исчерпывающей внеUПiей характеристикой сис­
темы. 

Интегрирование- в (3 .65) осуществляется от О - до оо .  Следова­
тельно, при заданном значении t поиятнем передаточной функции 
можно пользоваться только в том случае, если импульсная переход­
ная функЦИJI определена для -оо < и <. t  + О. Если же последим 
определена для О <.и <. t + О, то ее необходимо доопределить для 
- оо < и <  О. Это доопределение в известной мере произвольно. 
Целесообразные варианты определяются решаемыми задачами. 
Явно нецелесообразны варианты, при которых теряется область 
сходимости интеграла в (3 .66) ; они приводят к системам, у кото­
рых нет передаточной функции. 

Если система внешне стационарна, то импульсная переходкая 
функция, рассматривается как функЦИJI от t и т ,  не зависит от t и 
превращается в функцию h (т) одной независимой переменной, 
описывающую выходной сигнал в момент t , вызванный единич­
ным импульсом, приложеиным в варьируемый момент t - т , 
т.е. является характеристикой множества процессов для дан­
ного момента наблюдения выходного сигнала.  Уравнение (3.65) 
9. Ф.А. Михайлов 1 29  



принимает вид 

H(s) = f h (т)ехр(-sт)dт , (3 .67) 
О -

где Н (s ) - передаточная функция стационарной системы. 
Изложенное позволяет интерпретировать передаточную функцию 

стационарной системы также как некоторую характеристку .мно­
жества процессов. Определение 3 . 1 передаточной функции неста­
ционарной системы обобщает понятие передаточной функции ста­
ционарной системы в этой интерпретации. Нестационарность сис­
темы проявляется в зависимости результатов суммироваНИJI вы­
ходных сигналов от момента времени, выбранного для их наблю­
деНИJI. 

Представляет интерес для обобщенИJI на нестационарные системы 
также другой вариант интерпретации передаточной функции ста­
ционарной системы, который мы изложим для системы с сосредо­
точенными параметрами, характеризуемой уравнением (3 .2) вы­
нужденных колебаний. Рассмотрим процесс, вызванный входным 
сигналом ехр s t . Пусть такой входной сигнал действует на стацио­
нарную систему с момента t = -00 и s не является полюсом пе­
редаточной функции. Тогда, как известно, существует частное ре­
шение уравнения (3 .2) , причем единственное, имеющее вид 

x (t) = H(s)exp s t. (3 .68) 
Как показывает равенство (3 .68) , передаточная функция есть 
отношение выхоДJtого сигнала, описываемого указанным частным 
решением уравненИJI (3 .2) , к входному сигналу вида ехр s t .  

Такая интерпретация передаточной функции возможна также 
в случае нестационарной системы.  В частности, если уравнение 
(3.2) определено на I = ( - оо , оо) , причем an - l (t) = 1 ,  а0 (t) = . . .  = 
= an _2 (t) = О, а коэффициенты b 1 (t), . . . , Ьп(t) - ограниченные 
функции, то как показал И.З . IIIтокало [ 1 1 0] ,  в случае y(t) = 
= ехр s t уравнение {3 .2) в области Re s > c, где с - некоторое 
вещественное число, имеет единственное решение вида 

x (t) = �(s, t)exp s t, (3 .69) 
где функция � {s, t) - ограниченная относительно t и аналитичес­
кая относительно s .  Иэ сравненИJI этого результата с результатом, 
полученным III . Бланом [ 1 20] , следует, что функция . �(s, t) -
передаточная функция W(s, t) . 

Чтобы распространить этот результат на более общий случай, 
ограничимся предположением о непрерывности импульсной пере­
ходной функции как функции аргументов t и и и обратимся к 
равенству [74, с. 3 1 8] 

t 
x (t) = f w(t, u)y(u)du, (3.70) - 00  
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связывающему в процессе вьn1ужденных колебаний входной 
сигнал, приложенвый в момент t = - оо, с выходным. Если c (t) -
абсцисса сходимости интеграла (3 .66) , то в случае у(t) = ехр st, 
Re s > c(t) интеграл (3 .70) сходится и 

х (t) = W(s, t)exp s t, (3 . 7 1) 

т .е. передаточная функция есть отношение выходного сигнала 
к входному в процессе, вызванном входным сигналом ехр s t. 

Рассмотренный аспект понятия передаточной функции нуждает­
ся, однако, в дополнительных пояснениях. Дело в том, что процесс , 
вызванный сигналом указанного выше вида, в некоторых случаях 
существует только теоретически. Такие случаи появляются,  когда 
процесс физически не определен на интервале наблюдения из-за 
ненабmодаемости выходного сигнала. Ненаблюдаемость выходного 
сигнала связана с характером колебаний системы. Чтобы процесс 
бьm физически определен, его наблюдаемая стадия должна быть 
мечуветвительна к возмущениям начального состояния. 

Так как начальное состояние в данном случае связано с момен­
том t = - оо, то это условие следует уточнить . Пусть для выбранной 
системы персменных состояния в пространстве состояний введена 

норма [39 , с. 1 39] R (s) � ll s 1 1 , т.е. функционал, удовлетворяюшин 
следующим трем условиям: 

1) R (.r) ;;> О, причем R (s) = О  только для s = О, 
2) R (s 1  + s2) <; R (s 1 ) + R (s2 ), sJ , s2 E S, 
3) R (a:s) = 1 а: I R (s) , каково бы ни было число а:. 

Оценим с помощью этой характеристики отклонение состояния 
системы в данный момент времени от основного состояния покоя. 
Так как ,  согласно первому условию, в основном состоянии покоя 
R = О, то R (s) реализует такую оценку. Пусть , кроме того , R стре­
мится к нулю, когда значения всех переменных состояния стремят­
ся к нулю. Тогда зададимся произвольно отрицательным значением 
t= t0 и положительным числом r и будем интересоваться величиной 
max R {s(O)] для множества процессов свободных колебаний, 
развивающихся с момента to из начальных состояний, для которых 
R {s (to)) <; r. Пусть t0 -+ - 00• Тогда наблюдаемая стадия процесса 
мечуветвительна к возмущениям начального состояния, если 

lim max R {s (O)] = О . (3.72) 

Таким образом, (3 .72) является достаточным условием физичес­
кой опреДеленности процесса. 

Условие (3 .72) может быть истолковано в понятиях теории 
устойчивости. С этой целью рассмотрим систему, в которую превра­
щается исходная система, если ввести новое время t 1 = - t. Очевид-
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но, новая система определена на интервале (- оо, Т) . Условие, 
эквивалентное (3 .72) , состоит в следующем: процесс, раэвиваю­
щийся с момента t 1 = О из любоrо возмущенноrо начальноrо 
состояния, является расходящимся : R [s (t 1 )] = оо при t1 -+- 00• 
Основное состояние покоя в системе, обладающей таким свойст­
вом, назовем сильно неустойчивы.м по отношению к величине R. 
Очевидно, наличие сильной неустойчивости устанавливается на 
основании исследования уравнения свободных колебаний. Методы 
такоrо исследования для систем с сосредоточенными параметрами 
приведены ниже в п. 8 .2 .5 .  

В случае системы с сосредоточенными параметрами возможна 
еще одна интерпретация передаточной функции. Она связана с 
дифференциальньtм уравнением 

D(p + s, t)X = K(s, t) , (3. 73) 

полученным Л. Заде [ 144] путем сопоставления уравнений (3 .2) и 
(3 .65) . Здесь X = X(s, t) - искомая функция от t, зависящая от 
параметра s .  Передаточная функция W(s, t) - некоторое решение 
этоrо уравнения. 

Чтобы определить какое это решение, рассмотрим сначала 
случай стационарной системы. В этом случае уравнение (3 .73) 
принимает вид 

D(p + s)X = K(s) (3.74) 

и имеет бесконечное множество решений,  в общем случае завися­
щих от t .  Однако в области Re s > с имеется также решение-кон­
станта (зависящая от s) . Зто решение H(s) и есть передаточная 
функция. Однако и здесь , так же как при изложении nредЫдущеrо 
варианта интерпретации передаточной функции, необходимы 
пояснения. 

Рассмотрим уравнение (3 .74) как уравнение процесса в пекото­
рой абстрактной динамической системе с выходным сиrналом Х 
и процессы, раэвивающиеся в такой системе из бесконечноrо 
проrш10rо. Последние моrут быть физически определенньtми или 
не обладать физической определенностью. Чтобы при данном 
значении s процесс , в котором выходной сиrнал описывается 
функцией-константой H(s) , был физически определен, необходи­
мо и достаточно, чтобы при произвольном возмущении начальноrо 
состояния системы все решения однородного уравнения D(p + s)X= 
= О стремились к нулю с увеличением интервала времени между 
моментом возмущения системы и моментом наблюдения выходно­
го сиrнала. Это будет иметь место тогда и только тогда, коrда все 
корни полинома D('Л + s) , rде ;\ - аргумент, имеют отрицательные 
вещественньtе части. Если полиномы D(;\) и К(;\) не имеют общих 
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корней, то процесс, в котором выходной сиrнал описывается 
функцией H(s) физически определен при Re s > с. Если же упомя­
нутые полиномы имеют общий корень , вещественная часть которо­
го превышает с, то область значений s , при которых процесс физи­
чески определен, сокращается : в приведеином неравенстве число с 
следует заменить вещественной частью этого корня (или, если 
таких корней несколько,  - наибольшей вещественной частью) . 
В случае, когда процесс с выходнь1м сигналом H(s) физически 
определен, на любом конечном подывтервале 1 все решения 
уравнения (3 .74) , исходящие из заданной ограниченной области 
начальных данных для момента to стремятся к решению H(s) при 
to -+ - оо. 

В сЛучае нестационарной системы, если существует область 
значений s ,  обеспечивающих: 1) при любых начальныхданньiх для 
момента to на любом конечном подынтервале 1 стремление к 
нулю решений уравнения 

D(p + s, t) X = О 
при t0 -+ - оо; 2) существование на любом конечном подывтервале 
1 при t0 -+ - оо предела решений уравнения (3 .73) , удовлетворяю­
щих при t = t0 нулевым начальным условиям, то в этой области 
значений s упомянуть1й предел является единственным и удовлет­
воряет уравнению (3 .73) . Это предельное решение - передаточная 
функция W(s, t) . 

С т е п е н н о е р а з л о ж е н и е п е р е д а т о ч н о й ф у н к­
ц и и .  В п. 3 . 1 .3 для систем конечного порядка, описываемых урав­
нениями вынужденных колебаний с коэффициентами, являющими­
си аналитическими функциями времени, в векоторой полуокрестно­
сти (т > О) точки т =  О было получено разложение импульсной 
переходной функции в стеnенной ряд вида 

л л л Т2 
w(t, t - т) = w0 (t) + w1 (t) т + w2 (t) - + . . .  , (3 .75) 

2 

коэффициенты которого вычисляются по коэффициентам уравне· 
ния вынужденных колебаний. Аналогичное разложение можно 
получить для любой односвязной системы, если ее импульсная 
переходная функция при т > О является аналитической функцией 
от т .  Предполагая, что последнее условие вьmолнено, и что ряд 
(3 .75) записан для общего случая , рассматривая т как независи­
мую переменную, t - как параметр и прообразуя ряд по Лапласу, 
получим формальное разложение передаточной функции в ряд 
Лорава (о ряде Лорава см., например, [ 1 01 , с . 1 07-l u9] : 

wo (t) Wt (t) w2 (t) 
W(s t) - -- + -- + -- + (3 .76) , 

s s2 ,з . . .  
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В соответствии с [25 ,  с. 1 88) из существованиs: области сходимости 
ряда (3 .75) не следует существованиs: области сходимости ряда 
(3 .76) , но следует, что ряд (3 .76) является асимптотическим 
разложением функции W(s, t) при 1 s 1 -+ оо. 

А п п р о к с и м а ц и я  п е р е д а т о ч н о й  ф у н к ц и и 
д р о б н о - р а ц и о н а л ь н о й ф у н к ц и е й. В общем случае 
передаточную функцию в аналитическом виде найти не удается. 
Поэтому на практике обычно :ttщут ее аппроксимацию. Наиболее 
удобна аппроксимациs: вида 

- c0 (t)sN- 1 + c 1 (t)sN- 2  + . . .  + сн- 1 (t) 
W (s, t) = N N 1 s + dt (t)s - + . . . + dн(t) 

(3 .77) 

rде c1_ 1(t), d,{t), i = 1 , . . . , N - вещественные непрерывные функ­
ции времени. Поскольку функциs: W(s, t) - однозначная и аналити­
ческая в пекоторой окрестности точки 1 s 1 = оо (т.е. для всех доста­
точно больших по модулю значений s) , она всеrда допускает в этой 
окрестности сходящееся разложение в ряд Лорава 00 

W(s, t) = 1: wk(t)/sk + 1 . k = O  
Коэффициенты wk(t) этоrо ряда определяются через коэффициен­
ты функции W(s, t) по приведеиной в [76] рекуррентной формуле 

N 
Wrr(t) = ck(t) - 1: d1(t) w·k- t(t), k = О, 1 , . . .  , (3 .78) i = 1 

rде предполаrается, что ck = О при k > N  - 1 , wk _; (t) = О при i > k. Соrласно (3 .78) , все коэффициенты функции W(s, t) моrут 
быть найдены, если известны 2N первых коэффициентов wk(t) .  
Поэтому в основу аппроксимации положим требование 

wk(t) = wk(t), k = о, 1 , . . . •  n - 1 , (3.79) 

rде wk( t) - коэффициенты раэложениs: (3 . 75) . 
Решение задачи аппроксимации передаточной функции таким 

способом - неоднозначное, так как зависит от выбора степени N 
полинома знаменателя аппроксимирующей функции. Если N выбра­
но, то коэффициенты аппроксимирующей функции связаны с 
первыми 2N коэффициентами ряда (3 .76) системой линейных 
алrебраических уравнений, образованной первыми 2N уравнениs:ми 
счетной системы уравнений (3 .78) , в которых коэффициенты 
wk(t) заменены на �(t) . 

Путь решения этой системы следующий. Выделив систему урав­
нений относительно коэффициентов d1 (t) (k = N, N + 1 , . . .  
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. . .  , 2N - 1) , находим все d1(t) . Из оставшихся уравнений (k = 
= О, 1 ,  . . .  , N - 1) , подставив в них найденные d1(t) , получим 
формулы для всех коэффициентов с1_ 1 (t) . Система уравнений 
для расчета коэффициентов d1(t) имеет вид 

л л " 
wн_ 1 d1 + . . .  + wodн = wн. 
л л " 
wнd1 + . . .  + w1 dн = wн +  1 , 

л л л 
W2н- 2 d1 + . . . + wн- t dн = w2N- 1 · 

Коэффициенты с1_ 1 (t) после определенН.fl коэффициентов d; (t) 
рассчитываются по формуле 

N 
с; = w, + 1:: dk w, - k · 

k = 1 
Возможны случаи, когда система уравнений относительно коэф-

фициентов d,(t) не имеет решенН.fl, так как определитель системы 
тождественно равен нулю. В этом случае следует перейти к новой 
аппроксимирующей функции W(s, t) , увеличив N. 

П е р е д а т о ч н а я  ф у н к ц и я  с и с т е м ы  к о н е ч н о г о  
п о р  я д к а . Как отмечалось выше , передаточная функЦН.fl систе­
мы с сосредоточенными параметрами, если она существует, являет· 
ся некоторым частным решением уравненН.fl (3 .73) . 

Передаточная функция как решение уравнения Заде. Если урав­
нение (3 .73) определено на интервале / =  [О, оо) , то каждое его 
частное решение вполне определено системой n функций от s , 
представляющих собой решение и его начальные n - 1 проиэводные 
по t при t = О. При этом выбор частного решенН.fl, интерпретируе­
мого как передаточная функЦН.fl, не является единственным. Как 
отмечается в [74] , выделение частных решений, интерпретируемых 
как передаточная функЦН.fl, свяэано с доопределеннем уравненН.fl 
(3 .2) на интервале (- оо, О) , которое в известной мере проиэвольно . 
Если при данном доопределенни равенство (3 .65) , определяющее 
передаточную функцию, имеет смысл при t = О, то этому доопреде­
лению соответствует упомянутая выше система функций от s , и 
определенное этой системой частное решение уравненН.fl (3 .73) 
может рассматриваться как передаточная функЦН.fl. 

Пусть ""о (s ), ""1 (s ), . . .  , ""п _ 1 (s) - функции, являюlЦИеся 
сеченН.flми функций, представляющих решение, рассматриваемое 
как передаточная функЦН.fl, и его n - 1 начальные проиэводные, 
в точке t = О. Тогда при t Е I это решение имеет вид 

n t 
W(s, t) = [ 1:: Nk(s)xk(t) + j g(t, и )  Х 

k = 1 о 
Х K(s, u)exp s u du]  exp(- s t) , (3 .80) 
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где функции N 1 (s ), . . . , Nп(8) находятся путем решения системы 
уравнений 

N1 (8)X 1 (0) + . . .  + Nп(8)Хп (О) = c.Jo (8), 
N1 (8) [(р - 8)х 1 (t)] t =  о + . . .  + Nп(8) [(р - 8)хп(t)] t =  о = c.J 1 (8), 

N1 (8) [(р - 8)n - lx 1 (t)] t =  о + . . . + Nп(8) [(р - 8)n- lxп (t)] t = O = 
= c.Jn - 1 (8) , 

a x 1 (t), . . . , хп(t) - элементы фундаментальной системы решений 
уравнения (3 .9) свободных колебаний D(p, t)x  = О. Чтобы убедить­
ся в справедливости формулы (3 .80) , в уравнении (3.73) следует 
произвести замену переменных Х = Х1 exp(- 8t) , которая перево­
дит его в уравнение 

D(p, t)X1 = К(8, t) exp 8t. (3.8 1) 

Выражение в квадратных скобках в формуле (3 .80) - решение 
этого уравнения, соответствующее рассматриваемому решению 
уравнения (3 .73) . 

Пусть Re 8 > с - векоторая полуплоскость , на которой каждое 
слагаемое правой части равенства (3 .80) при векотором t = t 1 
является аналитической функцией. Тогда эти слагаемые останутся 
аналитическими функциями также при любых t = t 2 . При t = О 
равенство (3 .80) принимает вид 

n W(8, О) = 1: Nk(8) . k = 1 
Поэтому, в силу отмеченного соответствия, можно сделать следую­
щий вывод : если Re 8 > с - максимальная полуплоскость , на 
которой функции Nk�) - аналитические, то функция W (s , t) 
определена на этой полуплоскости при всех t Е [О, 00) • 

Чтобы найти функции c.Jo(s), c.J 1 (8 ), . . .  , c.Jп - I (s) , можно 
воспользоваться равенством (3 .65) . Но для этого необходимо, 
чтобы уравнение вынужденных колебаний бьmо определено также 
на интервале (- 00, О) . Эту определенность можно внести одним иэ 
способов [74 , с. 263] , предположив, что : 

1) система на интервале (- со, О) стационарна, причем структура 
уравнения вынужденных колебаний на этом интервале совпадает 
со структурой исходного уравнения, а коэффициенты - константы , 
значения которых совпадают со значениями в момент t = О соответ­
ствуюiЦНХ. коэффициентов исходного уравнения; 

2) система на интервале (- 00, О) стационарна, причем все коэф­
фициенты правой части уравнения вынужденных колебаний равны 
нулю ; 
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3) система на ЮJтервале (- 00, О) нестационарна, уравнение 
вынужденных колебаний имеет ту же структуру, а его коэффициен­
ты определяются теми же формулами, что и на Шlтервале (0, 00) • 

Очевидно, допустимы только такие доопределения, при которых 
функция W(s, О) существует (т.е .  определена в некоторой полупло­
скости Re s > с) .  

М е т о д ы в ы ч и с л е н и я п е р е д а т о ч н о й ф у н к ц и и. 
Задача нахождения передаточной функции системы с сосредоточен­
ными параметрами при заданном уравнении вынужденных колеба­
ний решается алгоритмически с помощью конечного числа опера­
ций только в частных случаях. Ввиду неразрешимости этой задачи 
в общем случае, на ирактике она заменяется задачей получения 
аналитических выражений, приближенно описывающих передаточ­
ную функцию. 

В настоящее время известны три подхода к решению этой задачи. 
Они основаны: 

а) на применении определяющего равенства (3 .65) ; 
б) на представлении передаточной функции системы или ее 

ЮJтегрирующей части как решения уравнения Заде; 
в) на представлении передаточной функции системы или ее 

ЮJтегрирующей части как решения векоторого уравнения в ком­
плексной плоскости (в области аргумента s) . 

В основанных на этих подходах методах решения приближенно 
вычисляется передаточная функция либо системы в целом, либо 
только ее интегрирующей части. Во втором случае для получения 
окончательного . результата необходимо пересчитать (с учетом 
правой части уравнения вынужденных колебаний) передаточную 
функцию G(s, t) ЮJтегрирующей части в передаточную функцию 
W(s, t) полной системы. Согласно (74) , формула пересчета имеет 
вид 

n - 1  
W(s, t) = � s ·l A(aп- 1 -i(t)) * G(s, t) , (3 .82) 

j = O 

где А ( · ) - левое изображение, а знаком * обозначена операция 
свертки в комплексной области, определяемая равенством 

1 at + i oo  
Ft (s) • Fz (s) = -. f Ft (u)Fz (S - u)du, 

211'1 Ot - i 00 
где i = Р. а >  а:1 , Re s > а:2 , а:1 и O:z - соответственно показате­
ли роста функций ft ('Г) = .С';1 [Ft (s) ] и /2 (т) = .С;:1 [F2 (s) ] . Заме­
тим, что , согласно формуле (3 .82) , необходимым условием суще­
ствования передаточной функции полной системы при существова­
нии передаточной функции ее интегрирующей части является суще­
ствование левых изображений коэффициентов правой части уравне-
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ния вынужденных колебаний. Об этом следует помнить, если nро­
цесс рассматривается на интервале (- оо , Т), где Т >  О. Если же про­
цесс рассматривается только на интервале (0, Т), то в качестве ко­
эффициентов правой части уравнения вынужденных колебаний на 
интервале ( -оо , О) можно nринять проиэвольные вещественные 
функции; проиэвольность ограничивается лишь требованием суще­
ствования левых изображений этих функций. Очевидно, различным 
наборам коэффициентов будут соответствовать различные nереда­
точные функции W(s, t) , т.е . решение задачи нахождения переда­
точной функции полной системы в этом случае неоднозначно. 

Простейшим методом,  основанном на первом подходе, является 
метод, предложенный К.А. Абгаряном [ 1 , с. 285-286] . Он состоит 
в следующем: в формуле (3 .65) импульсная переходная функция 
w(t, и) заменяется аппроксимирующей ее функцией w(t, и) и 
аппроксимация передаточной функции находится по формуле 

W(s, t) = !r1s [w(t, t - т)] . 
Практически такой прием позволяет найти функцюо W(s, t) в виде 
аналитического выражения, не содержащего интегралы, только 
для частных видов аппроксимаций w(t, и) . Это существенно огра­
ничивает область применения метода . 

Более широкую область применения имеет метод, использую­
щий дробио-рациональную аппроксимацюо передаточной функции 
(3 .77) , коэффициенты которой, как указано в n. 3 . 1 .4 ,  выражают-
ся через коэффициенты wk(t), k = О, 1 , . . . , 2q - 1 ,  разложения 
(3 .75) имnульсной передаточной функции, а затем с помощью 
формул для wk(t) (см. nояснения к формуле (3 .54) ) .  коэффици­
енты функции (3 .77) выражаются через коэффициенты уравнения 
вынужденных колебаний. · 

М етод приближенного вычисления nередаточной функции W(s, t) 
периодической системы, основанной на разложении импульсной 
перехо$ой функции в ряд Фурье (п . 3 . 1 .3) , см. в ( 1 4 1 ] . 

К методам, основанным на втором nодходе, относятся методы 
Заде ( 145 ] . В этих методах передаточная функция W(s, t) ищется 
как решение уравнения (3 .73) , либо близкое к K (s,  t ) /D(s ,  t ) 
(второй метод Заде) , либо близкое к К (s, t)/D0 (s, t) (первый 
метод Заде) , где Do (s) получается из D(s, t) при аппроксимации 
коэффициентов константами. Первый метод применим в случае, 
когда переменные составл.в:ющие коэффициентов малы по сравне­
нию с постоянными (74] . Второй метод целесообразен [74] в 
случае, когда искомая передаточная функция медленно изменяется 
при изменении t . 

К методам, основанным на третьем подходе, относится предло­
женный Ш. Бланом [ 1 20] метод приближенного вычисления nepe-
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даточной функции интегрирующей части системы с медленно 
изменяющимиен коэффициентами оператора D(p, t) , причем 
такими, что коэффициенты сопряженного оператора D*(p, t) 
(см. п. 3 . 1 .3) являются аналитическими функциями, допускающи­
ми разложения в сходящиеся ряды Тейлора по степеням т при всех 
t Е (- 00, Т ) . Передаточная функция ищется как решение диффе­
ренциального уравнения *) 

� _!._ �[х � D *(- s t)] = 1 
l = о /! as l а t 1 • ' 

где 

3°/(s, t) --::-0- = f(s, t) , a s  

(3 .83) 

Х = Х (s, t) - искомая функция от s , зависящая от параметра t .  
Передаточная функция G(s, t) - некоторое решение этого урав-
пения. 

В соответствии с предположенными свойствами коэффициентов 
оператора D * (р, t) область применении уравнения (3 .83) ограничи­
вается требованием, чтобы система бьmа определена на интервале 
(- оо, Т) , где Т� 00 • Если система определена на интервале [О, Т) , 
то, применяя уравнение (3 .83) , можно приближенно вычислить 
передаточную функцию интегрирующей части системы и в этом 
случае; при этом будет получена передаточная функция, соответст­
вующая такому доопределению на интервале (- оо, О) ее уравнения 
вынужденных колебаний, при котором на этот интервал распрост­
раняются формулы разложения функций bi(t - т) в ряды Тейлора 
по степеням т при всех t Е [0 , Т) . К результату, полученному 
таким путем, можно отнестись с доверием, если для доопределен­
ного указанным образом уравнения вынужденных колебаний пере­
даточная функция интегрирующей части системы существует и 
разложения коэффициентов этого уравнения и функция ci (t - т) 
по степеням т при t Е [0, Т) сходятся на интервале (0, оо) . 

Предположив, что передаточная функция - частное решение 
уравнения (3 .83) , близкое к функции 1/D(s, t ) , III . Блан нашел 
следующую приближенную формулу для ее вычисления: 

G (s, t) � 
1 Jt 1 -� [  1 � D*(- s, t)] } · (3 .84) D* (- s, t) дs D*(- s, t) д t  

*) Это уравнение для частного случая, когда коэффщиенты оnератора 
D (р, t) - nолиномы, в другой форме записи nолучено также Б.Е. Рудницким 
[ 90] . 
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3.1 .5 . Частотные характеристики. Понятия "частоrnыехарактерн­
стики", пользующиеся широким признанием при изучении процес­
сов в стационарных линейных системах, обобщены на случай 
нестационарных линейных систем. 

Комплексная частотная характеристика C(w, t) определяется 
как отношение выходного сигнала к входному в процессе ,  вызван­
ном сигналом exp iwt (где w - вещественное число - частота 
колебаний) . 

При этом предполагается, что момент приложении входного 
сигнала - минус бесконечность, и что система определена на ин­
тервале ( -оо, 1) ,  где Т .;;;; оо. В отличие от стационарных систем, 
где это отношение, если оно существует (т.е . ,  если Щ•Iходной 
сигнал принимает вполне определенные значения в конечные мо­
менты времени) , постоянно во времени, комплексная частотная 
характеристика нестационарной системы является функцией 
не только частоты , но и времени. 

Понятие комплексной частотной характеристики в приведеином 
выше определении, как и следующие из него понятия друrих 
частотных характеристик (см. ниже) , приложямы не ко всем 
системам. Для существования частотных характеристик система 
должна обладать определенными динамическими свойствами.  Доста­
точно двух свойств : 

- импульсная переходная функция системы при всех t Е I 
удовлетворяет [74] условию 

f 1 w (t, t - т) 1 dт < оо; 
о 

- внутренние характеристики системы таковы, что процесс 
физически определен . 

Представим функцию C(w, t) в показательной форме : 

C(w, t) = А  (w, t)exp [i6 (w, t)] . 

Функция A (w, t) = 1 C(w, t) 1 называется амплитудной частотной 
характеристикой, функция 6 (w, t) = arg C(w, t) - фазовой частот­
ной характеристикой . Представив C(w, t) в алгебраической форме 
C(w, t) = P(w, t) + iQ(w, t) , где P(w, t) и Q(w, t) - вещественные 
функции, получим еще две частотные характеристики. Функция 
P(w, t) называется вещественной частотной характеристикой, 
функция Q(w, t) - мнимой частотной характеристикой. 

Если до векоторого момента t = t ' система бьmа стационарна, 
то ее частотные характеристики на !-интервале ( - оо , t' ) не зави­
сят ОТ t. 

Э к с п е р и м е н т а л ь н о е  о п р е д е л е н и е  ч а с т о т н ы х  
х а р а к т е р и с т и к .  Возможность экспериментального опреде-
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ления частотных характеристик базируется на равенстве 
x(t) 1 - = C(w, t) , 
y (t) y (t) = exp i w t 

лежащем в основе определения комплексной частотной характери­
стики. В силу этого равенства, для того чтобы снять комплексную 
частотную характеристику, достаточно записать выходной сигнал 
на интересующем нас конечном интервале времени в процессах, 
вызванных входными сигналами : 

y f(t) = а; cos w1 t, yj'(t) = а1 sin w1 t, i = 1 , . . .  , т, 
при проиэвольно выбранных амплитудах а; и при частотах w1, 
достаточно плотно заполняющих интервал [ll t , ll2 ] . Границы llt 
и ll2 этого интервала выбираются так, чтобы охватить весь диапа-· 
зон частот, определяющих простейшие гармонические входные 
сигнальt , на которые система практически реагирует. 

Комплексная частотная характеристика, а также совокупность 
амплитудной и фазовой (или вещественной и мнимой) частотных 
характеристик являются исчерпывающими внеiiiНими характери­
стиками системы. 

3.1 .6 .  Спектр системы. Смешанная природа частотных характери­
стик, выражающаяся в их зависимости от частоты и времени, 
приводит при решении задач анализа и синтеза к необхоцимости 
прибегать к операциям как в частотной, так и во временной обла­
стях. Это значительно снижает практическую ценность частотных 
характеристик и побуждает к поиску существенно новых (не имею­
щих аналога в теории стационарных систем) , чисто частотных 
характеристик . Такой чисто частотной характеристикой является 
"спектр" системы. Приведем определение этой харатеристики. 

Пусть к системе приложен вхоцной сигнал у (t) = ехр iwt и nусть 
на интервале (- оо, Т) система реагирует на этот сигнал вполне 
определенным образом. Предположим, что выходной сигнал может 
быть представлен в виде 

x,., (t) = x,., 0(t) + � x,.,k ехр illk t, (3 .85) 
k = 1 

где х,., ,o (t) - абсолютно интегрируемая функция на интервале 
(- оо, T) , xw , k - комплексные числа,  llk - вещественные числа. 
Варьируя w и вводя вещественный параметр ll, определим спектр 
системы как сqектр выходного сигнала равенством (см. п .  1 .2 .5) 

т 
O (ll, w) = f x,., 0(t)exp (-illt)dt + 

.. 
+ 2 1Т  � x,., k l> [ll - llk(w)] .  

k = l  
(3 .86) 
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Первое слагаемое в (3 .86) - интеrрал Фурье от функции 

{ x(A) o(t) при t < Т, 
f(t) = 

О при t ';;il: Т. 
Если при каких-либо значениях w и О первое слагаемое в правой 

части (3 .86) - расходящийся интеграл и задача исследования 
поставлеНа для конечного интервала [0, Т) , то можно заменить 
расходящийся интеграл сходящимся, включив между входным 
сиrналом и системой "звено включения" - усилительное звено 
с коэффициентом усиления равным нулю при t < О и единице при 
t > О. Передаточная функция звена включения равна его коэффи­
циенту усиления. Выходной сиrнал последовательного соединения 
звена включения и системы в процессе, вызванном входным 
сиrналом ехр i w t, выражается через передаточную функцию соеди­
нения W1 (s, t) в виде 

[ = О 
x(A)(t) : x(A) 0(t) = . = W1 (l w, t) 

а спектр соединения - в виде 

т 

при t < О, 

при t > О, 

8 (0,  w) = f W1 (iw ,  t) exp i(w - O) t dt. 
о 

В некоторых случаях предложенная мера может обеспечить сходи­
мость интеграла и при Т =  оо. 

Спектр системы является исчерпывающей внешней характе­
ристикой. 

В частном случае, когда система - внешне стационарная, причем 
такая, что протекающие в ней процессы асимптотически устойчи­
вы по отношению к выходному сигналу (см. гл . 8) , спектр систе­
мы имеет вид 

8 (0, w) = 2 11'С(w) Б (О - w) , (3 .87) 

т .е. вид линейного спектра, состоящего всего из одной составляю­
щей; C(w) - коммексная частотная характеристика. 

3 . 1 .7 .  Интегральные характериС111ки. При решении ряда задач 
анализа нет необходимости в полной информации о рассматри­
ваемой системе, достаточно знать лишь ее некоторые специальные 
характеристики. Например, для вычисления дисперсии выходного 
сигнала в процессе, вызванном белым шумом (см. п. 6.3 . 1 ) , доста­
точно знать лишь одну интегральную характеристику системы : 

.. 
p.(t) = f w2 (t, t - т) dт. 

о 
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Эта характери�ка в [74] названа степенью подвижности сис­
темы, Ее существоцание обусловлено сходимостью интеграла в 
определяющем равенстве. Если степень подвижности существует, 
то в силу соотношения. между импульсной переходной функцией 
и передаточной функцией она также может быть выражена через 
передаточную функцию, а именно 

1 00 
ll(t) � - f 1 w (i ""· t) l 2  dt . (3 .89) 

1r о 
Переход от (3 .88) к (3 .89) осуществляется с помощью теоремы 
Релел [88) и идентичен аналогичному переходу в случае стацио­
нарной системы. 

Анализ задачи Булгакова [ 1 1 ]  об оценке выходного сигнала 
в процессе, вызванном входным сигналом, ограниченным по 
модулю, приводит к следующему результату : если а - верхняя 
граница модуля функции у (и) на интервале {-00, t) и импульсная 
переходпая функция удовлетворяет условию п. 3 . 1 .5 , то 

max l x (t) l Е;;; af 1 w (t, t - т) l dт. 
t о 

Таким образом, функция 

17 (t) � j l w (t, t - т) l dт 
о 

является интегральной характеристикой системы, определяющей 
границы возможньrх отклонений выходного сигнала в процессе, 
развивающемся из бесконечного прошлого и вызванном ограни­
ченным по модулю входным сигналом. 

Для нахождения одномерной плотности распределения выходно­
го сигнала в процессе, вызванном цепным шумом (см. п. 6 .2.7) , 
достаточно знать следующие интегральные характеристики сис­
темы : 00 

llk (t) = f wk (t, t - т) dт, о k =  1 ,  2, . . .  (3 .90) 

3 . 1 .8 .  Передаточный функционал. Определение 3 . 1  передаточной 
функции нестационарной системы как обобщение определения 
передаточной функции стационарной системы обладает тем недо­
статком, что в отличие от своего прототипа приводит к функции 
двух переменных (s и t) , вычисляемой в аналитическом виде 
только приближенно , причем довольно-сложно. Другое обобщение 
предложено В.С .  Пугачевым [86) и развито автором [70] . 

О п р е д е л е н и е  п е р е д а т о ч н о г о  ф у н к ц и о н а л а. 
Новый вариант подсказьmает третья интерпретация понятия пере­
даточной функции стационарной системы (п. 3-. 1 .4) , в которой 
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передаточная функция рассматривается как отвошение сигнала на 
выходе системы к сигналу на входе в случае, когда последний 
приложен в момент t0 = _оо и имеет вид expst , а система определе­
на на интервале (-00,  Ь) , где Ь Е;;; оо .  При таком входном сигнале 
при подходищем выборе параметра s выходной сигнал имеет вид 
Н exp3t ,  где Н - константа, зависящая от s ,  т .е. с точностью до 
постоянного множителя совпадает с входным сигналом: это обеспе­
чивает независимость передаточной функции от t .  В случае неста­
ционарной системы выходной сигнал не имеет такого вида, и это 
является причиной зависимости передаточной функции от второго 
аргумента. 

Можно, однако , изменить входной сигнал, заменив его сигн�ом 
t 

ехр f � (и) du , t Е (-оо, Ь) , 

где �(t) - такая комплексная функция, при которой на выходе 
системы появляется сигнал вида 

t 
Нехр f �(u) du , · t  Е (- оо, Ь) , 

где Н - число , зависящее от �(t) . Семейство функций �(t) обла­
дающих этим свойством, обозначим символом Z .  Тогда Н(�) -
функционал, определенный на Z .  Этот функционал в (70] назван ne• 

редаточны.м функционало.м. 
Приведеиное определение передаточного функцяокала приме­

нимо , если система определена на каком-либо интервале /= (-00 , Ь) . 
Так как областью определения системы в практических задачах 
часто является конечный или ограниченный слева интервал, то 
представляет интерес обобщить это определение на случай про­
извольного открытого интервала /. Такое обобщение приводится 
ниже. 

О п р е д е л е н и е  3 .2 .  Пусть != (а, Ь) , где а � -00, Ь Е;;; оо , 
а у (t) - входной сигнал вида 

t 
y (t) = exp f � (u) du , 

а 

где �(t) - интегрируемая на любом конечном подынтервал,е интер­
вала (а , Ь) комплексная функция. 

Если при произвольно заданном t0 Е 1 существует состояние 
системы, при котором процесс на F (t0 ) таков , что 

t 
x (t) = Hexp f � (u) du , H = const, 

to 
и Z - множество всех обладающих этим свойством функции �(t) , 
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то определеiПIЫй ка Z функционал H(t) назовем передаточным 
функционало.м. 

П е р е д а т о ч н ы й  ф у н к ц и о н а л с и с т е м ы  с с о с р е· 
д о т о ч е и н ы м и  п а р а м е т р а м и. Очевидно, передаточный 
функционал системы с сосредоточенными параметрами с урав­
нением вынужденных колебаний (3.2) выражается в вкде 

ао (Р + t)n -2 t + . . · + t}n- 1 H(t) = (p + t)n- 1 t + . . .  + bn 
Так как правая часть этого равенства однозначно определяет 
уравнение (3 .2) , передаточный функционал - исчерпывающая 
внешняя характеристика системы. 

Если коэффициенты уравнения (3 .2) постоянны, то множест­
во Z содержит подмножество S констант s . На этом подмножестве 
передаточный функционал тождественен передаточной функции. 

Перепишем приведеиное выше равенство в вкде 

K(p + t, t) · 1  
H(t) = D (p .flt, t) · 1 . 

Из этой формулы следует, что множество Z есть множество функ­
ций t(t) , интегрируемых на любом конечном подЫвтервале 1 и 
являющихся при каком-либо значении Н функционала H(t) реше­
нием уравнения 

[HD (p  + t, t) - К(р  + t, t)] · 1 = О. (3 .9 1) 
Если исключит� не представляющий интереса случай Н = О и 

определить 

Dн (Р, t) � D (p, t) - Н-1К (р, t) ,  

то уравнение (3 .2) для y (t) , указанного в определении 3 .2 вида, 
можно записать в виде 

Dн (Р, t) x = О, 
а уравнение (3 .9 1 ) - в  вкде 

Dн (р + t. t) · 1 = О. (3 .92) 
Первое уравнение имеет вкд уравнения (2. 1 0) с комплексными 
коэффициентами; соответственно , второе уравнение можно рас­
сматривать как обобщенное характеристическое уравнение веко­
торой новой системы. 

Если Z н - множество интегрируемых на 1 решений уравнения 
(3 .92) при данном значении Н, то Z - объединение всех множеств 
Zн , причем множество возможных значений Н - все точки комп­
лексной плоскости, за исключением нулевой. 
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В ы ч и с л е н и е п е р е д а т о ч н о г о ф у н к ц и о н а л а. Оче­
видно, если задано уравнение вьщужденных колебаний, то мы 
располагаем явным выражением передаточиого функционала, 
приведеиным выше. Поэтому, в отличие от задачи вычисления 
передаточной функции, задачи вычисления передаточного фун'iё­
ционала не возникает. Однако в случае передаточного функциона­
ла, в отличие от случаи передаточной функции, возникаЮт слож· 
ности с определением в явном виде области определения функ­
ционала. Практически в общем случае при данном значении Н 
мы не можем найти множество Z н ;  мы можем найти только 
множество Zн аппроксимаций fн (t) функций tн (t) , явлJПОщих­
ся решениями уравненИJI (3 .92) , определенными на I. Для поиска 
таких аппроксимаций можно применить все методы вычисления 
решений обобщенного характеристического уравненИJI, изложен­
ные для случая уравненИJI (2. 1 О) с вещественными коэффициен­
тами в п. 2 . 1 . 1 0 . При этом, применяя передаточный функционал 
к задачам расчета или анализа вынужденных колебаний, можно 
ограничиться поиском аппроксимаций корней уравнения (3 .92) 
в тех или иных кольцах. 

§ 3.2.  Внешние характеристики 
односвязных стохастических систем 

Стохастические системы ( § 0.7) характеризуются тем, что 
некоторые из их характеристик (или все характеристики) заданы 
в вероятностном аспекте. Стохастическую систему будем называть 
стохастически определенной , если элементы какой-либо исчер­
пывающей системы ее характеристик определены как числовые 
или случайные функции. В данном разделе мы ограничимся сто­
хастической определенностью по отношению к внешним харак­
теристикам систем, т .е . будем считать систему стохастически 
определенной, если указанным выше свойством обладает какаи­
либо исчерпывающая система внешних характеристик.  

В тех случаях, когда исчерпывающая система внешних харак­
теристик детерминированной системы состоит из числовых функ­
ций одного аргумента, то в соответствующей ей системе внешних 
характеристик стохастически определенной системы все или не­
которые из упомянутых функций заменены случайными функ­
циями или системами случайных функций . Примером может 
служить случай, когда информации о системе заключена в коэф­
фициентах уравненИJI вынужденных колебаний, часть которых 
задана числовыми функциями времени, а другая часть - случай­
ными функциями времени. 
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Если исqерпывающая система характеристик детерминирован­
ной системы состоит из числовых функций двух аргументов (на­
пример, импульсная переходкая функция или частотные характе­
ристики) , то соответствующая система характеристики стохасти­
ческой системы содержит случайные функции одного аргумента 
(например, момента приложекия импульса в случае, когда исполь­
зуется импульсная переходкая функция, или частоты входного 
сигнала, когда используются частотные характеристики) , завися­
щие от другого аргумента как от параметра. 

При анализе процессов в стохастических системах там, где это 
удобно , детерминированную характеристику можно рассматривать 
как случайную, определенную в вероятностном аспекте и совtJ:а­
дающую с вероятностью 1 с детерминированной характеристикой. 

Рассмотрим следуiОщие внешние характеристики стохастической 
сиСтемы : импульсную переходную функцию, частотные характе­
ристики· и спектр системы. 

Импульсная переходная функция стохастической системы, как 
указывалось выше, может рассматриваться как случайная функция 
от аргумента и , зависящая от t как от параметра. Подчеркивая 
ее случайный характер, символ w(t , и) заменим символом W(t , и) . 
В соответствии с понятием "случайная функция" (п. 1 .3 . 1 )  эта 
внешняя характеристика определена, если для каждого значения t 
заданы все ее п-мерные функции распределения. Поскольку инфор­
мация в таком объеме в общем случае не может быть ни задана, 
ни использована, возникает потребность в описании этой харак­
теристики с помощью сравнительно малого комплекса числовых 
функций. 

Для выяснения связи между входными и выходными сигнала 
(в этом случае - в плане лишь избранных соотношений) перво­
степенное значение имеют две следующие числовые характерис­
тики : математическое ожидание импульсной переходной функции 

m w (t, и) � M W(t, и) 
и ее коррсitяционная функция 

R w (t, и t ,  и2 ) � M { [W(t, и 1 ) - m w (t, и 1 ) Х 
Х [W(t, и2 ) - m w (t, и2 )] } .  

Для решения задачи об одномерном распределении выходного 
сигнала в процессе, вызванном стохастическим входным сигналом, 
дополнительно требуется знание характеристик М W2k (t ,  и) ,  k = 

= 1 ,  2 ,  . . .  
Пара частотных характеристик, вещественная и мнимая, рас­

сматриваемые как случайные функции от UJ (зависящие от t как 
от параметра) , ввиду их взаимосвязи образуют систему случайных 
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функций. Наиболее nолный комnлекс информации о них в рамках 
корреляционной теории заключается в задании кроме их матема­
тических ожиданий и корреляционных функций также и взаимных 
корреляционных функций :  

RpQ (w1 , w2 , t) � M { [P(w1 , t) - mp (w1 , t) X  

Х [Q (w2 ,  t) - mQ (w2 ,  t)] } , 

RQp (w1 , w2 ,  t) � M { [Q (w 1 , t) - mQ (w1 , t)] Х 
Х [P(w2 , t) - mp (w2 ,  t)] } . 

·Сnектр стохастической системы (см. n. 3 . 1 .6) может рассматри­
ваться как обобщенная случайная функция от n, зависящая от w 
как от параметра. При этом составляющая спектра (см. (3 .86) ) 

т 
f Xw o (t) exp (-Шt) dt, 

где Xw o(t) - комnлексная случайная функция, является комплек­
сной случайной функцией от n, а составляющая 

где Х wk и Пk ( w) - случайные величины, - стохастическим nот()­
ком имnульсов (см. п .  1 .3 .4) , определенным в области возможных 
значений аргумента w, формально рассматриваемого как время. 
Наиболее nростой характеристикой сnектра стохастической систе­
мы является его математическое ожидание. 

§ 3 .3 .  Алгебра структурных преобраэований 

Пусть система задана структурной схемой, включающей в себя 
элементарные звенья и сложные звенья, являющиеся односвяз­
ными системами. Тогда для оnределения характеристик системы 
no характеристикам звеньев возможен такой nорядок действия, 
при котором исnользуются соотношения между характеристиками 
систем и звеньев для систем, получен�ых как параллельное и после­
довательное соединения двух звеньев и как циклическое соеди­
нение одного звена (рис. 3 .3) . Эта возможность является общей 
для всех видов односвязных линейных систем, за исключением 
случаев , когда система такова, что она не поддается детализации 
с помощью структурной схемы указанного выше вида (такие 
случаи могут встретиться nри рассмотрении систем с распреде­
ленными параметрами) . В этих случаях возникает необходимость 
в учете более сложных видов соединений . 
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Рис. 3 .3 . Элементарные соединенiОI : а - параплепьиое; б - последовательное; 
в -

цикпическое 

Задачей алгебры структурных преобразований является уста­
новление соотношений между характеристиками системы и звень­
ев , Нас будут интересовать соотношения между внешними харак­
теристиками. В силу указанного выше возможного порядка дейст­
вий для решения этой задачи ограничимся рассмотрением парал­
лельного, последовательного и циклического соединения звеньев , 
Приведем решение задачи для четырех вариантов математического 
описания систем и звеньев : описание уравнениями вынужденных 
колебаний, импульсными переходными фун�циями, передаточ­
ными функциями и описание спектрами . В дальнейшем, для крат­
кости, системы, получаемые в результате указанных соединений 
звеньев , будем называть соединениями. 

3 .3.1 . Варнант описания систем и звеньев уравнениями вынуж­
денных колебаний. Этот вариант мы рассмотрим для систем с 
сосредоточенными параметрами . Будем считать, что все звенья -
сложные. Удобным инструментом для установления соотношений 
между уравнениями вынужденных колебаний звеньев и соедине­
ний является метод уравнивающих операторов [74, 94, 95 ] . Вос­
пользуемся им. 

Рассмотрим сначала параллельное соединение (рис. 3 .4, а) . 
Запишем уравнения вынужденных колебаний звеньев в виде 

D1 (p , t) x 1 = К1 (р, t)y ,  D2 (p, t) x2 = К2 (р, t)y , (3 .93) 

где х1 и Х2 - выходные сигналы звеньев . Очевидно , 
х = х1 + Х'). .  (3 .94) 

Исключим из системы (3 .93) перем!!нньiе х1 и х2 • С этой целью 
подвергнем обе части уравнений (3 ,93) действию операторов 
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и(р, t) (для первого уравнения) и V(p, t) (для второго урав­
нения) , выбрав порядки и коэффициенты этих операторов так, 
чтобы вьшолнялось условие 

и(р, t) * D1 (р, t) = V(p,  t) * D2 (p, t) , (3 .95) 

где операция, помеченная знаком * ,  определяется равенством 

'F(p ,  t) G·(p, t) z � [F(p , t} * G (p, t)] z . 

Операторы и(р, t) и V(p, t) , удовлетворяющие условию (3 .95) , 
называются уравнивающими операторами. Складывая прообра­
зованные уравнения (3 .93) и учитывая (3 .94) , получим 

D (p, t) x = К(р, t) y ,  

где D(р, t) = и• D 1 + V • Dz , K(p, t) = и• К1 + V • K2 •  
Теперь осталось определить уравнивающие операторы. Начнем 

с определения их порядков .  С этой целью заметим, что операция, 
обозначенная символом *• является асооциативной, т.е . 

А (р , t) В (р, t) С(р, t) = А (р, t) [В (р, t) * С(р,  t)] = 
= [А (р, t) * В(р , t)] С(р, t) . 

Поэтому если при некоторых порядках операторов и и V они 
являются уравнивающими, то, подвергнув обе части равенства 
(3 .95) действию произволького оператора, мы не нарущим ра­
венства, но придем к новым уравнивающим операторам более 
выооких порядков , Поэтому, чтобы определить их однозначно 
и вместе с тем наиболее просто,  будем искать уравнивающие 
операторы минимального порядка. 

Согласно [74] , минимальный порядок оператора и равен по­
рядку оператора D2 , скажем n 2 •  Аналогично ,  минимальный поря­
док оператора V равен порядку оператора D1 , скажем n 1 • Следует, 
однако, заметить, что могут встретиться оообые случаи, когда 
этот порядок - ниже. 

Теперь для типового (т.е. не оообоrо) случая определим коэф­
фициенты операторов и и V. Для этого , представив их в виде 

и = и0 (t) р п2 + и 1 (t) p n2 - J + . . .  + ип (t), • 2 
V = vo (t) p n1 + v 1 (t) p n1 - 1 + . . . + vn (t) , 1 

найдем формулы для коэффициентов операторов 

и • D1 = co (t) pN + c 1 (t) pN - 1 + . . .  + cN (t), 

V • D2 = do (t) pN + d1 (t) pN- 1 + . . .  + dN (t) , 

где N= n 1  + n2 • и, приравняв Ct = dt , i = О, 1 ,  . . . , N, получим N+ 1 = 
= п 1 + n 2 + 1 уравнений для определения искомых коэффици­
ентов . 
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Число неиэвестных в этих уравнениях (n 1 + n2  + 2) на единицу 
больше числа уравнений. Формулы для коэффициентов операторов 
U• D1 и V • D2 могут быть получены на основании формулы 
Бурле [ 1 22 , с. 1 5 5-1 56] : 

Если 
Q = qo (t) p n + q t (t) p n - 1 + . . .  + qп (t), 
R = ro (t) p m + r t (t) pm - 1 + . . .  + rт (t), 
S = s0 (t) p n+m + s t (t) p n +m + 1 + . . . + sn+т (t) , 

то , согласно [94] ,  
n 

s; (t) = � q1(t) Nн (t) , 
j = O  

где 

N,. (t) = � ( i ) p i- i+k r (t) . 
}i . • + k k k = O j - l  

(3 .96) 

Так как, согласно формуле (3 .96) , коэффициенты операторов 
U • D1 и V • D2 линейно зависят от коэффициентов операторов U 
и V, то уравнеНИJI с1 = d; являются линейными алгебраическими 
уравнениями. Так как эти уравнеНИJI однородные и число их мень­
ше числа неиэвестных, то составленная из них система непременно 
обладает решеНИJIМи, отличными от нулевого [74] . 

Чтобы получить однозначное решение, удобнее всего до реше­
НИJI системы уравнений задаться одним из искомых коэффициен­
тов . Тогда получается система неоднородных уравнений, и если 
эта система разрешима, то решение - единственное .  Разрешимость 
системы следует контролировать при выборе коэффициента, 
исключаемого из числа неиэвестных. 

Для вычисления коэффициентов операторов К ( р, t) и D(p, t )  
также можно воспользоваться формулой (3 .96) . Однако эдесь не 
требуется решать уравнения, так как все коэффициенты операто­
ров ,  из которых формируются искомые операторы, теперь из-
вестны. 

Заметим, что применевне описанной процедУРы возможно в 
том случае , когда коэффициенты операторов D1 , D2 , К1 и К2 
допускают дифференцирование нужной кратности . Наличие этих 
свойств упомянутых коэффициентов нами предполагается . 

Получение соотношения между уравнениями вьmужденных 
колебаний последовательного соединения и входящих в него 
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звеньев представляет собой задачу той же сложности, что и пре­
дыдущая . Пусть 

Dt (p . t) z = Kt (p , t)y , D2 (p , t) x = K2 (p , t) z (3 .97) 

- уравнения последовательно соединенных звеньев (рис . 3 .4, б) ,  а 

D (p , t) x = K (p , t) y (3 .98) 

- уравнение системы в целом. Тогда, чтобы установить соотно­
шения между операторами звеньев и соединения, необходимо 
исключить из системы уравнений (3 .97) промежуточную перемен­
ную z .  Умножим обе части уравнений (3 .97) на операторы и(р, t) 
(первое уравнение) и V (p, t) (второе уравнение) . Порядки и 
коэффициенты операторов и и V определим из условия и• D1 = 
= V * К2 так же, как это делалось при решении предыдущей задачи. 
Получим минимальный порядок оператора и равным порядку т2 
оператора К2 , минимальный порядок оператора V равным поряд­
ку n 1  оператора D1 (в особых случаях возможно пониженке по-. 
рядка) . Сравнивая прообразованные уравнения, найдем 

[ V(p ,  t) * D2 (p,  t)] х = [и(р , t) * К1 (р ,  t)] у .  (3 .99) 

Сравнивая (3 .97) и (3 .98) , найдем 

D(p ,  t) = V(p , t) * D2 (р ,  t), К (р ,  t) = и(р, t) * К  1 (р, t) . (3 . 100) 

Формулы (3 . 100) дают решение задачи. При этом в типовом 
случае порядок уравнения вьmужденных колебаний соединения 
окажется равным сумме порядков уравнений вьmужденных ко­
лебаний звеньев , а коэффициенты уравнения вынужденных коле­
баний соединения рационально выразятся через коэффициенты и 
производные коэффициентов уравнений вьmужденных колебаний 
звеньев . Очевидно , для возможности решения задачи необходима 
дифференцируемость определенной кратности коэффициентов· 

уравнений звеньев . 
Соотношение между уравнениями вьmужденных колебаний 

звена и образованного на его основе циклического соединения 
(рис. 3 .4, в) находится значительно проще .  Действительно , записав 

уравнение вьmужденных колебаний звена в виде D1 ( p, t) х = 
= Kt ( P, t) z и учтя, что z = х + у , сраэу получим 

[D 1 (p , t) - К, (р , t)] х = К1 (р. t)y. 

Следовательно , для операторов в уравнении вьmужденных коле­
баний соединения D( р, t) х = К  ( р, t)  у получим формулы 

D(p, t) = D 1 (р, t) - К1 (р,  t), К (р, t) = К1 (р ,  t) . 
Согласно этим формулам, уравнения вьmужденных колебаний 
системы и соединения имеют один и трт же порядок, а к.оэффи-
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циенты одного уравнения: линейно выражаются через коэффи­
циенты другого . 

3.3.2 .  Вариант описания систем и звеньев импульсными пере­
ХОЦИЬIМИ функциями. Импульсная переходкая функция паршz­
лельного соединенил находится элементарно просто : в силу линей­
ности системы она равна сумме импульсных переходных функций 
w1 (.t , и) и � (t , и) и звеньев : w(t , и) = w1 (t , и) + w2 (t , и) .  

Импульсную персходную функцию последовательного соеди­
ненил двух звеньев можно найти как выходной сигнал второго 

�(t-u) w(t,u) 

w(t,u) 
w (t, u) 

Рис. 3 .4 . Схема решеНИJ[ эада'IИ устаиоВЛеНИJ[ связи МеждУ имnульсной 
переходной функцией последоватеmиого соединения и импуJIЬСИЬ(МИ пере­
ходными фyiDCЦIUIМИ вхОДА:щих в него звеньев 

Рис. 3 .5 . Схема решеНИJ[ зада'IИ устаиовлеНИJ[ связи между имnульсной пере­
ходной функцией циi<ЛИЧеского соединения и импульсной переходной функ-
цией входящего в него звена 

-

звена, возбужденного входным сигналом w1 {t ,  и) {рис. 3 .4) . По 
этой схеме для импульсной переходной функции системы w(t , и) 
Л.А. Заде [ 14 7] получим 

t 
w (t, и) = f Wz (t, 11) W 1  (11, и) d71. (3. 10 1 )  

и 
Импульсную персходную функцию циклического соединенил 

можно рассматривать как выходной сигнал входящего в это сое­
динение звена (с импульсной переходной функцией w1 (t , и) )  
возбужденного входным сигналом l) (t - и) + w(t , и) (рис. 3 .5) .  
Это приводит к интегральному уравнению 

t 
w (t, и) = w 1 (t, и) + f w1 (t, 71) W (11, и) d11, (3. 102) 

и 
полученному С.В. Мальчиковым [54] . 

3 .3.3. Вариант описания систем и звеньев передаточными функ­
цuми. В силу линейности системы передаточная функция W(s, t) 
паршzлельного соединенил свяазана с передаточными функциями 
W1 (s , t) и W(s , t) звеньев со6тиошением 

W(s, t) = W1 (s, t) + W2 (s, t) . 

Для вычисления передаточной функции последовательного 
соединения W(s ,  t) воспользуемся формулой (3 . 10 1) для им-

1 53 



пульсной переходной функции этого соединенИJI. Заменив пере­
менкую интегрирования 11 на t - �, получим 

t-u 
w (t, и) =  f w2 (t, t - �) w1 (t - t, и) d�.  (3 . 103) о 

Подставим в (3 . 103) вместо функции � (t , t - �)  ее выражение 
через передаточную функцию 

1 c+i oo  
w2 (t, t - �) = - f W2 (a, t) ехр а� da, (3 . 1 04) 2 1Тi c - i oo  

второго звена, где с - положительное число, выбранное с таким 
расчетом, чтобы lJliЯ всех t Е ( - 00 , Т) и � Е (0, оо) интеграл аб­
солютно сходился при всех Re а� с. Получим 

1 c+i oo  t - u  
w (t, и) =  21Тi с�оо Wz (U, t) [ w1  (t - t и) ехра�  d� da. (3 . 105) 

Произведем замену и на t - т и применим к обеим частям равен­
ства (3 . 105) прообразование Лапласа по аргументу т .  После пре­
обраэованИJI получим 

1 c +l oo  т 
W(s, t) = -. f exp (-s, т) f W2 (a, t) f w 1 (t - � .  t - т) Х 21Т1 О c - i oo  О 
Х ехр а� d� da dт. (3 . 106) 

Учитывая, что w1 ( t - � , t - т) = О при � > т , верхний предел интег­
рирования по � заменим на оо , 

Предположим, что все интегралы в (3 . 1 06) сходятся равномер· 
но . В силу этого предположеНИJI можно изменить порядок интег­
рирования : 

1 c +i oo  оо • оо 
W(s, t) = -. f W2 (a, t) f exp a� f w 1 (t - t, t - т) X 21Т l  c - i oo О О 
Х ехр (-sт) dт d� da. 

Представив внутренний интеграл в виде 00 
f w 1 [ t  -� .( t - �) - (т - Ш ехр ( -sт) dт 
о 

(3 . 107) 

и ограничиваясь случаем � .s;;; т (так как в обласm � > т подынтег­
ральное выражение равно нулю) по первой теореме смещения (25 ] , 
приведем его к виду 

ехр( -s� ) wl (s, t - �). (3 . 1 08) 
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Теперь интеграл по � можно рассматривать как смещенное на 
комiUiексное число а левое изображение (п. 1 .2.4) функции 
W1 (s, t) ,  рассматриваемой как функция от t : 

f W1 (s, t - �) ехр [ -Hs - а)] d � = Лr;s_ а [ W1 (s, t )] . 
о 

(3 . 109) 

Здесь нижние индексы при знаке левого прообразования ЛaiUiaca 
указывают аргументы (вещественный и комiUiексный) изображе­
ния. Перепишем формулу (3. 1 07) с учетом (3. 1 08) и (3. 1 09) : 

1 c + i co 
W(s. t) = --. f W2 (a, t )Лr/s- a [ Wt (s, t )] d a . 

21Гl  с - { со 
(3 . 1 1 0) 

Таким образом, передаточная функция последовательного соедине­
ния W(s, t) выражается в явном виде через передаточные функции 
звеньев W1 (s, t) и W2 (s, t) .  Заметим, что эта зависимость являет­
ся очень сложной. 

Формула (3 . 1 10) , очевидно, должна быть справедлива и для слу­
чая стационарной системы с передаточными функциями звеньев 
w. (s ) и w2 (s ) . Действительно, в этом случае 

W1 ( s )  
s - а ' 

и тогда 

1 c + i co w. (s) 
W(s) = - f W2 (a) -- da  = 

21Гi с - { оо s - a 

W1 (s) с - 1 "" W2(a) 
= -- f --da. 

2тr i c + l oo a - s  

(3 . 1 1 1 ) 

(3 .1 1 2) 

Это равенство определено для Re а ;;.. с . Но в этом случае на основа­
нии интегральной формулы Koum интеграл в (3 . 1 1 2) равен 
2тri  W2 (s ) .  Отсюда 

W(s ) = W1 (s) W2 (s). (3 . 1 1 3) 

Для нахождения передаточной функции циклического соедине­
ния воспользуемся соотношением (3 . 1 03) . По аналогии с (3 . 1 1 0) 
сразу запишем 

W(s, t ) = W1 (s, t ) + 

1 c + i co 
+ -- f W1 ( a, t )A rfs- a [ W(s, t)] da .  

2тri с - t со 
(3 . 1 1 4) 
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Уравнение (3 . 1 14) является сложным интегральным уравнением, 
в котором искомая неизвестная W(s, t) - функция двух аргумен­
тов. Неизвестно и сомнительно, можно ли, решая уравнение, найти 
эту функцию в явном виде. В случае стационарной системы урав­
нение (3. 1 14) превращается в известное соотношение 

W(s ) = W1 (s ) + W1 (s ) W(s), (3 . 1 1 5) 

которое разрешимо относительно W ( s ) . 
Таким образом, для всех трех видов соединений мы располагаем 

формулами, выражающими передаточную функцию соединения 
через передаточные функции звеньев, либо уравнением, связываю-
1ЦИМ эти передаточные. функции. Но формула для передаточной 
функции последовательного соединения и уравнение для передаточ­
ной функции циклического соединения неудобны для практическо­
го применения. Поэтому для последовательного и циклического 
соединений возникает задача нахождения практически удобного 
способа формирования аппроксимации передаточной функции 
соединения. Практически приемлемые результаты получаются 
в случае, когда передаточные функции звеньев W1 (s, t) или их -
аппроксимации W1 ( s, t) ,  i = 1 , 2, имеют вид 

Wt(S, t) = ) N 1 N 2 
=

c1o(t)s t- + cн (t)s t - + . . . + ct, N1 - 1 (t )  
N N 1 ' _ s t + d1 1 ( t )s t - + . . .  + d 1 N 1 ( t ) W1(s, t ) = 

где Ct o (t) , . . . , Ct, Nt - I  (t) ; dн (t) , . . . , d 1N1 ( t ) - вещественные 

функции, дифференцируемые требуемое число раз; N1 - целые 
положительные числа. 

При такой информации о звеньях можно сравнительно просто 
получить аппроксимацию того же вида передаточной функции 
соединения. Метод получения таких аппроксимаций предложен 
в [75 ] и базируется на разложении импульсных переходных функ­
ций в ряды Тейлора по степеням разностей t- и с коэффициентами, 
зависящими от t. Суть метода состоит в следующем. Передаточные 
функции звеньев или их аппроксимации и предполагаемые 
аппроксимации передаточных функций соединений (с заданной 
степенью знаменателя N и неопределеннь1ми коэффициентами) 
разлагаются в ряды по отрицательным степеням s . Далее на основе 
формул для коэффициентов разложения в ряды Тейлора по степе. 
ням разности t - и импульсных переходных функций соединения 
и звеньев и формул связи между импульсными переходными 
функциями ищутся коэффициенты разложения аппроксимации 
импульсной переходной функции соединения. Отсюда находятся 
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коэффициенты разложения по ОТJ)ицательным степеням s аппрокси­
мации передаточной функции соединения: 

- c0(t)sN - 1 + . . .  + cн- 1 (t)  
W (s, t ) =  N N 1 ' s + d1 (t) s - + . . . + d н ( t ) 

и уравнения для определения коэффициентов с i _ 1 ( t) , d i ( t ) , 
j = 1 ,  . . .  , n , этой аппроксимации. 

А п п р о к с и м а ц и я  п е р е д а т о ч н о й ф у н к ц и и  п о­
с л е д о в а т е л ь н о r о с о е д и н е н и я. Задаемся числом N. 
Представим аппроксимации передаточных функций звеньев (если 
передаточная функция тоrо или иноrо звена имеет указанный выше 
вид, то считаем, что она тождественна своей аппроксимации) и 
соединения рядами 

w , (s, t )  - w·,o(t)s- 1  + wн (t)s-2  + . . . , i = 1 ,  2 ,  

W(s, t ) - w0(t)s- 1  + w1 (t )s-2  + . . .  
Соrласно [75 ) , в случае, коrда аппроксимации этих передаточных 
функций тождественны самим функциям, коэффициенты разложе. 
ний связаны зависимостью _ r - 1 r- 1 - 1 ( r- 1 -1) 

w,(t ) = � � (-1 )r- 1 - l- k w2k(t )pr- 1 - l- k w н (t) . 
1 = 0 k = O k 

(3 . 1 1 6) 
Пользуясь этой формулой, находим первые 2N коэффициентов 

разложения для W ( s, t ) . 
Найденные коэффициенты определяют систему уравнений отно­

сительно коэффициентов с i _ 1 ( t) и d; ( t )  (эта система состоит из 
первых 2N уравнений системы (3.78) ) .  Решая эту систему, полу­
чаем формулы, выражаюlЦИе коэффициенты аппроксимации пере. 
даточной функции соединения через коэффициенты аппроксимаций 
передаточных функций звеньев. 

Примеры формул для случая N= N1 + N2 приведены в табл. 3. 1 .  
А п п р о к с и м а ц и я п е р е д а т о ч н о й ф у н к ц и и ц и к­

л и ч е с к о r о с о е д и н е н и я. Коэффициенты w, ( t) разложе. 
ния аппроксимации передаточной функции цикличt:скоrо соедине. 
НИЯ соrлаСНО [76) ВЫражаются через коэффициенты Wl k (t) разло­
жения аппроксимации передаточной функции звена, охваченноrо 
обратной связью, в виде следующих реккурентных соотношений: 

- _ _ 
+ 

' ; 1 r -.:. - l
( 1 )r- 1 - l- k ( r- l -1)- r- 1 - l- k -

w,-w1 k  � � - w l k P  w, ,  
k = O  k = O  k 

r = l , 2 , . . .  
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1 

2 1 

Т а б л и ц  а 3. 1 
Передаточная функция последовательного соединения 

- с 
W� = --s + d  
- С о Wa =

--s + d1 
c:s + с �  

W = * * 12 +d1 s+d2 

с 
w1 = 

s + а 

c t 

c:s• +c�s + с� 
W = ------

s3 +d:s2 +d;s+d: 

с d: = d + d1 + - ;  
с 

с ё ( ё)2 a; = ad1 + d - - ii - - + -
с с с 

с: = О ; с�  = сс0 ; 

• с 
d1 = d + d1 + 2 - ;  

с 

i: ( (: )2 
ё 

а; = d2 + dd1 + -(2d + d1 ) + 4 - - 3 - - 2ii; 
с с с • .. ••• • 2 • .. • * с . с .. с ( с) с с с • 

d3 = dd2+ 2dd1--d1d- Зd-+3d- 4- -4d - - 1 2-- 2-ii ; 
с с с с с• с 

с: = с: = о ; с; = сс 1 ;  



с 
3 '  w� = s + а 

4 

c*s2 +c*s +c* 
W = о 1 2 

s3 +a�s2 +a;s+a: 

с 
w. = 82 +as+{ 

- с .  
w =----
2 s2 +a1 s+a2 

c*s3 +c*s2+c*s+c* 
W= о 1 2 а 

s4 +a:s3+d;s2+a:s+d: 

ёl 
� = al + а + - ; 

с .  • • • • 2 • с . . с .  ( с. ) а2 = а2 + аа. + а1 - - а. - - + -
с1 с 1 с 1 • • • 2 ••• • 3 • • •  

• с 1 с 1 ( с1) с 1 { с 1 ) с 1 с 1 а. = аа2 +а2 - + - (а-а. >+ - <а. -а>+- + - +а. -а� - 2-
2
-; 

с .  с. с ,  с . с . с . 
с: = с: = о ; с: = сс1 ; 

• ё 
с: = с� = с: = о ; с: = сс. ;  а. = а + а. + 2 - ; 

с 
• с ( ё)2 ё 

аа = a2 +aa1 +/+-(2d+a1 )+4 - - 3 - - 2fJ; 
с с с 

ё .. ... . . • . • с с . .. с с е  a. =aa� +a.t+- (2a� +3da1 -a2-2d2-f)-aa-sa-+--2t+a-6il--1 2-; 
. с с с с с 2 
с 

a:=aat--(10d3 +22d2al +6da� +12d� -10df- 1 5d1f-8daa - 12d .aa )-si:l(a2+da. +d� -t-a2 )­c 
ё ё \ • ё ёё 

--(10d2 + lOda 1 +7а� -3/ - 10d2)-4il (a+d1)-(-) (4a2-4da.-3d�-8/+4da >-d.f-8d1fJ--2-(4d-3d1 ); 
с с с с2 



П р  о д о л ж е н и е т а б л и ц ы Зо l 

- с 
w1 = -­s + d  

с, 
5 1 w, = 3 d s' +d,s+d3 s + 1 

ё 
с: = с: = с: = о; с: = сс 2 ; d: = d + d1 + 3 -; 

с 
i: ё ( (: )2 d; = d, + dd1 + -(3d +  2d1 ) - 3d - 6 - + 9 -
с с с 

с ё з( с)2 ( i:)' о с о о 0(:0 
d;=d3+dd2--(&l2+14dd1+&l:-d2)+2d1ii--(1&1+22d1)+ - (Зd+d1)+27 - - ЗОd - -бd - 10 - ; 

с с с с с с о -
• с о с 

d4 =dd3--(12d3+20d2d1 +28dd�+ 16d� -13dd2 -14d1 d2 +6d3)-d(12d2+6dd1 t 12d: - 1 1d 2}---(30d+40d1)-
c с · - c:s3-c:s+c:s+c3 1 ё ( ё)2 ( (;)3 сё 

W • * • • --(4&12+90dd1+65d:-27d2)- - (l&i2+45dd1+3ld� +Зd2 )-2/ - (3d+d1 )-- (144d+l68d1 )-
s4+d1 s3+d2s2+d3 s+d4 с с с с• 

\с )• с 
(с)• ё (ё)• с с <IV> 

-10d+8 - --li{66d+74d1 )-21{J2- 153a - -162- - - 30if--d(24d+22d1)-66-d- 15 i,_ 
с с с с е  с с с 



i" 

2 

Т а б л и ц а 3 .2 
Передаточная функция цик лического соединения 

- с: W = --
s + d; 

с: = с0 ;  с� = с 1 + c0 (d; - d1 + с0 ) ; 

• c0c0(cod1-c:-c1)+c� (ё0 -с1 +с0а1 ) 
d 1 =dl -со + 2 2 2 • ; c 1 -c0c1 d1 +c0d2 +с 0 с 0 

• . Co(cod�-c� -c� )(i:odl +ёо-соёl +c:al )+ 
d2=d2-cl+2co + __. 

c� -c0c1 d1 +c:d2 +с :  с 0 
+c�c0 (2c1 -d2-c0 -c0d1 +с: > 

(11дя компактности записи аргументы опущены) . Польэуясь этими 
соотношениями и задаваясь степенью N знаменателя в формуле 
аппроксимации передаточной функции соединенИJI, находим коз«!> 
фициенты аппроксимации. Последовательность операций в этом 
случае такая же, как 11дя последовательного соединенИJI. 

Формулы 11дя �оэффициентов аппроксимаций передаточных 
функций циклических соединений 11дя случая N = N1 приведены 
в табл. 3 .2. 

3.3.4. Вариант описания систем и звеньев спектрами. Очевидно, 
спектр в ( n, c.v) параллельноrо соединенИJI звеньев со спектрами 
в 1 ( n, (.V) и в 2 ( n, (.V) выражается через последние в виде 

в(n , " c.v )  = в 1 (G, c.v )  + в 2 (il, c.v ). (3 . 1 1 7) 

Согласно (67] , спектр последовательного соединения выражает­
ся через спектры звеньев в виде 

1 .. 
в(G, в)' = т,;- f в 2 (il, c.v 1 )в i (c.vi , c.v ) d c.v 1 , (3 . 1 1 8) - ао  

а спектр циклического соединения является решением интеграль­
ного уравненИJI 

1 .. 
в(G,  c.v) = в 1 (G, c.v) + "'2?r f в l  (G, c.v l)в(c.vl , c.v ) d  c.v 1  . (3 . 1 1 9) - ао  
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Для практическоrо применения соотношений (3. 1 1 7)- (3. 1 1 9) 
удобна матричная алrебра. Для тоrо чтобы ее можно было приме­
нить, бесконечные пределы интегрирования в указанных соотноше­
ниях заменяются конечными, а интеrралы аппроксимируются сум­
мами, причем суммирование ведется по одинаковой для всех 
аргументов сетке частот. При этом спектры представляются квад­
ратными матрицами, а операция свертывания спектров заменяется 
операцией перемиожения матриц. 

Соотношение (3. 1 1 7) принимает вид М = М1 + М2 , rде М, М1 
и М 2 - квадратные матрицы, представляющие спектры соецинения 
и звеньев. В той же символике при предварительном переходе 

к "безразмерным" частотам "' (о) ,  g (O) ,  "' 1о) из условия 

д"' (о) = дil (О) = д"' \0> = 2п (rде символ д использован для 
обозначения приращения частоты при перемещении на оцин шаr 
сетки) соотношения (3. 1 18) и (3. 1 19) принимают вид М =  М2 М1 , 
М = М1 + М1М. Второе соотношение является матричным 
уравнением, которое при условии М 1 =1= I разрешимо относи­
тельно М: М = (l - M1) - 1M1 • 



Г л а в а 4 

ХАРАКТЕРИСТИКИ МНОГОСВЯЗНЫХ СИСТЕМ 

Согласно определению ( § О. 7) ,  многосвязной называется такая 
система, которая имеет более чем один вход или более чем один 
выход. В частных случаях мноrосвязная система может иметь: 
а) более одиоrо входа и один выход: б) один вход и более одиоrо 
вых<?да; в) ни одиоrо входа и более одиоrо выхода. 

§ 4. 1 .  Многосваэиые системы конечного порJ1ДК8 

Мноrосвязная система конечноrо порядка имеет конечное число 
входов и выходов, причем по крайней мере - два или более входов 
шtи два или более выходов. Исследование таких систем в общем 
случае связано с решением более сложных задач, чем исследование 
односвязных систем тоrо же класса. Трудиости возникают, глав­
ным образом, в случае вероятностноrо аспекта исследований, 
а именно : 

- коrда рассматривается несколько входов, к которым прило­
жены взаимно зависимые стохастические сиrналы; 

- коrда рассматривается несколько выходов и исследуется сто­
хастическая зависимость выходных .сиrналов; 

- при вероятностном задании тех или иных характеристик 
системы. 

Решение большинства задач для детерминированных систем рас­
сматриваемоrо класса сводится к решению аналоrнчных задач для 
выделяемых из мноrосвязных систем односвязных и объединению 
результатов на основе принципа суперпозиции. Во мноrих случаях 
мноrосвязная система конечноrо порядка, имеющая k входов 
и т выходов, может быть описана системой дифференциальных 
уравнений 

V1 1 (p, t )x 1 + . . . + Vt m ( P, t)Хт = 

= U1 1 (p, t )y 1 (t )  + .. . + Ut k(P, t)yk(t ) , 

Vт t (P, t )x l + . . . + Vт т (Р, t )хт = 

= Um t ( P, t )y 1 ( t )  + . . .  + Um k(p, t )yk(t ), 
1 1 *  

(4. 1 ) 
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rде р =. d/dt; 

Yti(P, t )  = vtjo(t )  + vt/ 1 (t) + . . .  + V,j,.1p ri , i, j = 1 , . . .  , т; 

'i - максимальная степень полиномов v11 (р, t) , i = 1 ,  . . .  , т ;  
ul/ ( р, t) = Щj o ( t )  + ищ ( t) р + . . . + ЩJqj (t)  pqi , i. = 1 , • . .  , т, 
j = 1 , . . .  , k ; q1 - максимальная степень полиномов Ul/ ( р, t) , 
i = 1 , . . . , т ; vl/ 0 ( t) , . . .  , Vti ,.i ( t ) , Щj o ( t) , . . . , Щf,.i ( t ) - функции 

времени, которые будем считать непрерывными; у1 , i = 1 ,  .. , , k ,  -
входные сиrналы; Xt , i. = 1 ,  . . . , т, - выходвые сиrналы. Если все 
коэффициенты полиномов V1i и U11 константы, то система -
стационарная. 

При изучении одпосвязных систем конечиоrо порядка мы 
преимущественно базировались на математическом описании си­
стемы одним дифференциальным уравнением n-ro порядка. 
Поэтому мы наилучшим способом использовали бы в теории мно­
госвязных систем результаты, полученные в теории одпосвязных 
систем, если бы каждая односвязная система, вьщеляемая из мно­
rосвязной, допускала такое же математическое описание. Однако 
не всеrда представляется такая возможность: если исходная инфо� 
мация о многосвязной системе дана в виде системы дифферен­
циальных уравнений, то помешать приведению этой системы к од­
ному уравнению может характер коэффициентов :  например, отсут­
ствие их дифференцируемости требуемой кратности. 

Если получение односвязных моделей многосвязной системы не 
представляет больших затруднений и изучение многосвязной си­
стемы можно свести к изучению односвязных моделей, то переход 
к этим моделям всеrда целесообразен. Система уравнений процес.. 
са, получаемых в результате перехода, имеет вид 

Dt(P, t )x, = KtJ (P, t )yi , i = 1 , . . . , т , 
j = 1 , . . .  , k, 

rде D1 ( р, t) , К if ( р, t) - линейные операторы - полиномы от р 
с зависящими от i•коэффициентами. 1 

Этот путь, однако, при больших числах т и k сопряжен с боль­
шим объемом исследований, так как приходится рассматривать 
т Х k односвязных систем с т различньiми вариантами левых ча­
стей уравнений, дл.я: каждоrо из которых используемые в исследо­
вании характеристики системы определяются самостоятельно. 
Если система уравнений ( 4, 1 ) может быть приведена к системе 
уравнений, имеющей нормальную форму Коши (см. ниже) , то су­
ществует возможность сократить объем исследований, а именно 
следующим образом. Учитывается только k дифференциальных 
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уравнений с одинаковыми операторами в левой части, например 

D1 (p, t )x1  = K1, (p, t)yf , j = l , . . . , k, 

а вr,.�е(\:то остальных дифференциальных уравнений используются 
функциональные зависимости каждой из переменных х2 , • • • , Xn от 
переменных х1 , у 1 , • • •  , Yk и векоторого числа их начальных произ­
водньtх. Эти зависимости для каждого момента времени являются 
линейными. Такая возможность следует из алгоритма приведения 
системы уравнений в форме Коши к одному уравнению по методу 
последовательного дифференцирования [74, с. 42-47] . 

Другой путь изучения системы рассматриваемого класса связан 
с переходом от исходной системы уравнений к системе уравнений, 
имеющей нормальную форму KolШI. С этой целью переписываем 
левые части уравнений (4. 1 ) в виде 

[ Vн (Р. t ) - vн o(t)(p + Р2 + . . . + Р, 1  )] х 1 + . . .  · · ·  + [ Vtт (P, t ) - vtт o(t ) (p + Р2 + . . .  + prm )]Хт + 

+ Vн o(t ) (p  + Р2 + . . . + Pr1 )x l + . . . + vtтrm (t) Х 

Х (р + р2 + . . .  + prm )Хт ,  i = 1 ,  . . . , т 

и, вводя векторы х и v с элементами соответственно х 1 , рх1 . . . 
r 1 - 1 rт- 1 r1 1 . . . , р Х1 , . . .  , Хт,  РХт , . . . , р Xm И Y t , PY l , . . . , p Y t ,  . . · , Yk , 

PYk . . .  , pqkyk , представим систему (4. 1 ) в виде векторно-матрич­
ного уравнения 

C(t )x + D(t )i = E(t )v , 

где C (t) , D (t) , E ( t )  - матриць1. Если это уравнение разрешимо 
относительно v ,  то, решая его, получим 

х .. = A(t) x + B(t )v ,  (4.2) 

где А ( t) - n Х п-матрица, В ( t) - n Х 1 -матрица, n - число элемен­
тов вектора х, 1 - число элементов вектора v .  Вектор v можно 
интерпретировать как вектор входных сигналов, вектор х - как 
вектор выходных сигналов. Между вектор-функциями х ( t) и 
u(t )  = [ х1 ( t ) , . . .  , Хт ( t) ] т , очевидно, имеет место соотнашение 
u (t) = Cx (t) , где С - векоторая постоянная т Х п-матрица. Урав­
нение ( 4.2) равнозначно системе уравнений относительно коорди­
нат вектора х. Если матрицы А ( t) и В ( t) непрерывны, то система 
имеет нормальную форму. 

Отметим два частных вида рассматриваемых многосвязных 
систем. 
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! . С и с т е м а  с д в у м я и л и б о л е е  в х о д а м и и 
о д н и м в ы х о д о м. Такая система может оказаться приводи­
мой к односвязной, что имеет следующий смысл. Исходной системе 
можно поставить в соответствие односвязную систему, удовлетво­
ряющую следующим условиям: 

1) внутренние характеристики систем идентичны; 
2) любой совокупности входных сиrналов исходной системы 

(из заданной области) можно поставить в соответствие входной 
сиrнал односвязной системы так, чтобы выходные сигналы систем 
совпадали. 

Приводимую систему можно изучать, определив соответствую­
щую ей односвязную систему и исследуя эту систему. 

2. С и с т е м а с о д н и м в х о д о м и д в у м я и л и б о­
л е е в ы х о д а м и. Такая система может изучаться как совокуп­
ность односвязных систем с различными выходами и одним и тем 
же сигналом на входе. При решении задач анализа в детерминист­
ском аспекте каждая система может изучаться самостоятельно. 
При решении задач в вероятностном аспекте может оказаться необ­
ходимым дополнительное изучение стохастической зависимости 
выходных сиrналов. 

§ 4.2. Мноrосва:зиые системы с запаздыванием 

Многосвязная система с запаздыванием так же, как многосвяз­
ная система с сосредоточенными параметрами, имеет конечное чис­
ло входов и выходов, причем по крайней мере - два или более вхо­
дов или два и более выходов. Решение большинства задач исследо­
вания детерминированных систем этоrо IOiacca также сводится 
к решению аналоrнчных задач для выделяемых из многосвязных 
систем односвязных и суммирования результатов на основе прин­
цила суперпозиции. 

Детерминированная система с k входами и т выходами может 
быть описана системой дифференциальных уравнений 

q 1 (1 1 ) 
q а (Im ) 

� �1 (р, t )u 1 [ t - т
, l  ( t )] + . . .  + � vlm (р, t ) х 

11 = 1  1 2 = т 
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rде 

(/j) _ ( 1;) { 1;) { 1;) а 
�i (p, t ) - v1;0 ( t ) + v1; 1 (t )p +  . . .  + vija ( t )p ,  j = l , . . . , m , 

(s;) _ ( s; ) (s; ) (s; ) ь . _ 
Uij (p, t ) - uijO (t } + u ij l  ( t )p +  . . . + u ijb ( t )p , ] - l , . . . , k , 

а, Ь - максимальная степень соответственно первых н вторых по-
(t ; ) ( l j ) ( s; ) (s; ) 

линомов, v1;0 ( t } , . . . , vtia ( t ) ,  U ;;o ( t ) , . . .  , и 1;ь ( t ) - функ-

ции времени, которые будем предполаrать непрерывными; осталь­
ные обозначения те же, что в ( 4. 1 )  . 

§ 4.3 . Многосвизные системы с распределенными параметрами 

Многосвязные системы с сосредоточенными параметрами и мио­
rосвязные системы с запаздыванием имеют конечное число входов 
и выходов. Более сложными я:вля:ются многосвязные системы 
с континуальными множествами входов или выходов. К таким си­
стемам относятся системы с распределенными параметрами ( § 1 .4) 
в тех случаях, когда входнЬiе сигналы являются распределенными 
или выходные сигналы образуют множество, определенное в пеко­
торой непрерывной области пространствеиных арrументов ( § 1 .4) . 
Многосвязные системы с распределенными параметрами так же, 
как односвязные, во мноrих случаях моrут быть описаны диффе­
ренциальными уравнениями или системами дифференциальных 
уравнений с частными производными, возможно, дополненными 
функциональными или обыкновенными дифференциальными 
уравнениями. Примерами таких систем с распределенными парамет­
рами являются многие аэродинамические, маrннтные, газодинами­
ческие и упругие системы [92] , электрические длинные линии. 

Существенное облегчение при решении задач анализа систем с 
распределенными параметрами, описываемых дифференциальньi­
ми уравнения:ми с частными производными и функциональными 
или обыкновенными дифференциальными уравнениями (представ­
ля:ющими граничные условия) дает их эквиваленmрование * ) си­
стемами, описываемыми такими же уравнениями или системами 
уравнений, какими описываются системы с сосредоточенными па­
раметрами, но бесконечного порядка. Такие модели систем с рас­
пределенными параметрами условимся называть системами с сосре­
доточенными параметрами бесконе'!ного порядка. 

* )  Эквиволентирование - замена одной системы другой, ей эквивалент­
ной по соотношениям "вход-выход" и "начальное состояние - состояние 
в текущий момент времени".  

1 67 



Рассмотрим в качестве примера одномерную систему с распреде­
ленными параметрами, процессы в которой описываются диффе­
ренциальным уравнением с частными производными с двумя аргу­
ментами - временем t и пространствеиной координатой 1 : 

anx an - lx 
B0( t, 1) -+ В1 ( t, /) --1 + . . . + Вп(t, l)x = 

дtn i)tn -

= .p(t, /), t Е 1 ,  1 Е ( О ,  L ] ;  

граничные условия 

x(t, О) = x(t, L )  = О. 

(4.3) 

(4.4) 

В уравнениях ( 4.3) - ( 4.4) х = х( t, 1 ) - выходной сигнал, .р ( t, 1 ) -
плотность (п. 1 .2 . 1 )  распределенного входного сигнала, 

д 
Bt (t, 1) = {30 (t, / )  bl+ f3н (t, /), i = О, 1 , . . .  , n , (4.5) 

где f3t o ( t, 1 ) и {3i 1  ( t, 1 )  - непрерывные функции. Пусть решение 
уравнения ( 4.3) , удовлетворяющее граничным условиям ( 4.4) и 
произвольным начальным условиям из заданного класса, и все его 
частные производные, появляющиеся при подстановке решения 
в левую часть уравнения, при любом t равномерно непрерывны 
по 1 на (0, L ) .  Тогда рассматриваемую систему с распределенными 
параметрами можно эквивалентировать системой с сосредоточен­
ными параметрами бесконечного порядка. 

Для решения задачи эквивалентирования можно применять сл е-
дующий способ. Определим начальные условия равенствами 

д 1х 1 -1 = d; (Z), i = O, l ,  . . .  , n- 1 , / E ( O, L ]  
д t t = о 

(4 .6) 

и ограничимся случаем непрерывных функций dt ( 1 ) . Рассматри­
вая 1 как аргумент, t - как параметр, представляя решение урав­
нения ( 4.3) при граничных условиях ( 4.4) и произвольных началь­
ных условиях (в рамках припятых ограничений) его разложением 
в ряд Фурье по синусам на интервале [0, L ] как на полупериоде 
[ 1 7 , с. 1 76 ]  и предполагая сходимость разложения nри всех 
1 Е [0, L ] запишем 

x(t, /) = � 1 (t) sin П / + �3 ( t ) X 
Х sin 2П t + �5 ( t )  sin 3 П 1 + . . .  , (4.7) 

где n = 1Т/L . Ограничиваясь непрерывными и кусочно МОНОТОННЫ· 
ми [ 1 7 , с. 1 62] на [0, L ]  (при всех t Е /) функциями .p (t, 1 )  и 
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(311 ( t, 1 ) ,  i = О, 1 , . . .  , n, j = О, 1 ,  представим их на интервале 
[0, L ] аналогичными разложенними в ряды по косинусам: 

l{)(t, l) = 1lo( t) + 712 (t)  cos il l  + 714(t )  cos 2 il / + ... , 
f3tJ (t, l) = f3tjo(t )  + (j112(t)  cos ill  + f3ti4 cos 2 il /  + . . . , 

�хоДJUДИмися при l Е (О ,  L ) .  Предельные значения разложений на 
границах этого интервала совпадают со значениями разлагаемых 
функций. 

Предполаrая, что функция дх (t, l )'! д l также разлаrается на 
[0, L ) , как на полупериоде, в сходящийся ряд Фурье, из ( 4. 7) 
получим 

дх(t, 1)/дl = il �1 (t )  cos il l  + 3 il �3 (t ) cos 3 il/ + . . .  

ЗaмeнJIJI функции x(t, l ) ,  l{) (t, l ) ,  дx (t, l ) / д l,  (311(t, l } , j = O, 1 ,  
i = О, 1 ,  . . . , n , их разложениями, уравнение (4.3) приведем к виду 

� 1/)j (l) [ 'Yokj (t )pn +'Yl kj(t )pn- l + . . . + 'У nkj (t)] �k = 
j, k = о 

(4.8) 

где р = d/dt, f/Jo (l) = 1 , 1{)2" _ 1(/ ) = sin u il l , 1{)2u (l ) = cos u il l , 
и = 1 ,  2, . . . ; 'Yokj (t ) , . . . , 'Yn kj (t) - известные функции от t -
некоторые линейные комбинации функций f3rqs (t) , q = О, 1 ;  r = 
= О, 1 ,  . . . , n ;  s = О, 1 ,  2, . . . . Так как уравнение (4.8) должно 
удовлетворяться nри всех l Е (0, L ) , то , nриравнивая коэффициен­
ты nри одинаковых функциях f/J/ (/ ) в левой и правой частях этого 
уравнения, получим 

k 
�о ['Yok; (t)p n + 'Yl k; (t)p n - 1 

+ . . .  + 'Ynkj (t)] �k = 71; (!) , 

j = О , 1 ,  2, . . . , (4.9) 

rде '1j = О nри j = 1 ,  3 ,  5 , . . . .  Система (4.9) является счетной 
системой обыкновенных дифференциальных уравнений, и, таким 
образом, может рассматриваться как система уравнений процесса 
векоторой системы с сосредоточенными nараметрами счетного 
порядка. 

В предыдущих разделах, рассматривая системы с сосредоточен­
ными параметрами, мы привыкли оперировать с одним дифферен­
циальным уравнением или с системой дифференциальных уравне­
ний 1 -го порядка. Система же (4.9) содержит дифференциальные 
уравнения п-го порядка. Однако она легко nреобразуется в систе-
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му уравнений 1 -ro  порядка с помощью замены перемеииых: 
i - 1 " . 1 Р '>k + t = Xkn + i • z = , . . .  , n , k = 0, 1 , 2 , . . . (4. 1 0) 

Осуществив эту замену, получим уравненив (4.9) в виде .. n 
k�O ['Yok; (t)Xkn + n + i� l 

'Yr'kj (t)Xkn +n - i+ t J  = 11; (t), (4 . 1 1) 

i = О, 1 , 2 , . . . 
Новую систему уравнений процесса составл.иют уравненив ( 4. 1 1) с 
новыми левыми частями и уравненив 

Xkn + l = xkn +2 , . . . , Xkn + n - 1 = xkn + n •  k = 0, 1 , 2 , . . . , (4. 1 2) 
непосредственно следующие из замены перемеииых (4. 10) . Если 

обозначить 11; � у1 +n , j = О, 1 , 2, . . . , и положить у1 = О  для j не 
кратных n, то системе ( 4.9) , дополненной уравнеии.ими ( 4. 1 2) , 
можно придать вид векторно-матричного уравнени.и: 

Bo (t) x + Bt (t) x = y, (4. 1 3) 

где х =  [x t , X2 , . . .  J т , у =  [yt . Y2 · · · · J т , Bo (t ) , B t ( t) - беско­
нечные матрицы. Уравнение (4. 1 3) можно рассматривать как урав­
нение процесса векоторой системы с сосредоточенными параметра­
ми бесконечного порядка, эквивалентной исходной системе с 
распределеиными параметрами. 

Во миоrих более сложных случаях аналогичную задачу эквива­
лентироваии.и можно решать по такой же схеме, с некоторыми 
усложнени.ими или отклонеии.ими. Например, если, в отличие от 
рассмотреиного случав, в уравнении процесса наивысший порядок 
дифференцирования х по 1 - второй, а граничное условие (4.4) 
дополнено условием 

ox(t, /) 1 = 
ox(t, 1 ) 1 = о, (4. 14) а1 t = o  а1 l = L 

то можно воспользоваться теми же разпожениими функций x(t, 1 ) , 
cp(t, 1) и коэффициентов дифференциальных операторов 

о2 а 
в,(t, 1) = f3;o (t, 1) 01 2 + f3н (t, /) д! + (312 (t, 1) ,  ( 4. 1 5) 

i = O , 1 , . . . , n , 

и решать задачу эквивалентировани.и по аналогии с решеннем рас­
смотреиной задачи. 

Другая возможность связана с применением друrой системы ор­
тогональных функций (вместо сииусов и косинусов) дл.и разложе­
нив в ряды коэффициентов дифференциальных операторов , вход­
ных сиrналов и решений . 
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§ 4.4. Виутревние характерИС111КИ МИОГОСВ.IIЭИЫХ СИСI'еМ 
Если мноrосв.IIЭная: система имеет один выход, то при нулевых 

входных сиmалах она не отличается от односвязной н, следователь­
но, ее внутренние характеристики такие же, как у любой из оwrо­
связных систем, соответствующей произвольно выбранной паре 
вход-выход. 

Если мноrосвязная: система имеет несколько (конечное число) 
выходов и является детерминированной, то по каждому выходу 
она может рассматриваться как односвязная и совокупность внут- ­
ренних характеристик всех таких односвязных систем составляет 
совокупность внутренних характеристик рассматриваемой много­
связной системы. В частности, исчерпывающую систему внутренних 
характеристик системы с сосредоточенными параметрами состав­
ляют: 

- система т уравнений свободных колебаний (неизвестные 
в этих урав�;�ениях - выходные сиmалы) ; 

- матрица 

X(t) = 
[ �� � �t: . .

. 
� .· .· .

. 
�� � �t� . 

·]
, 

(4. 16) 
Xt m (t) . · . Хп т (t) 

j -е элементы столбцов которой - решенИ.II j -ro уравненИ.II сво­
бодных колебаний, а j -е строки . - функции, образующие в сово­
купности фундаментальные системы решений j-x уравнений; 

- система т обобщенных характеристических уравнений; 
- матрица 

Z(t) = [ � � � �
t� . . . . · : .· . . � � � .(�� · ] ·  ft m(t) . .  · fпm (t) 

построенная: из фундаментальных систем решений ОХУ (строки) 
для всех т уравнений свободных колебаний по тому �е правилу, 
по которому строилась матрица X(t) ;  

- система т корневых уравнений. 
Исчерпывающей системой внутренних характеристик снетемы с 

сосредоточенными параметрами является также векторно-матрич­
ное уравнение относительно вектора состоJIНия v = (х 1 , • • • , Xn )  т 

v = A(t) v (4. 1 7) 
(A(t) - матрица с непрерывными элементами) или любая фунда­
ментальная: система ее решений и уравнение х = Cv ( § 4. 1) , СВ.IIЭЫ· 
вающее вектор состояНИJI с вектором выходных сигналов . 
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Если исходная система дифференциальных уравнений процесса 
(с нулевыми правыми частями) или уравнение (4. 1 7) допускают 
сведение к одному скалярному дифференциальному уравнению 
с непрерывными коэффициентами 

[pn + b 1 (t)pn - l + . . .  + bn (t)J x = O, (4 . 18) 
имеющему в качестве неизвестной функции х одну из переменных 
х 1 ,  • • •  , Xm , то появляется еще один вариант математического 
описания системы. Тогда каждый из выходных сигналов х 1 , • • •  , Хт 
связан с переменной х и ее проиэводными (до (п - 1 )  -й включи­
тельно) линейной зависимостью 

е;о (t)x; + е н (t)x + ei2 (t)px + . . .  + е;п (t)pn - I  х = О , (4. 1 9) 

где e;; (t) , j = О , 1 , . . . , n ,  - непрерывные функции. Уравнение 
(4, 18) совместно с системой равенств (4. 1 9) составляет исчерпы­
вающую систему внутренних характеристик .  

Стохастическая многосвязная система с несколькими выходами 
имеет в качестве внутренних характеристик как характеристики 
соответствующих односвязных систем, так и характеристики, от­
ражающие стохастическую взаимосвязь внутренних характеристик 
односвязных систем с различными выходами. Например, если 
система имеет два выхода lf каждая из односвязных систем харак­
теризуется уравнением свободных колебаний с коэффициентами, 
определенными как система случайных функций времени, то, 
помимо этих уравнений, внутренними характеристиками являются 
также математические описания стохастической взаимозависимос­
ти между системами коэффициентов, отиосящихся к разным 
уравнениям. 

Внутренние характеристики системы с континуальным множест­
вом выходов имеют более сложный характер. Так, например, 
внутренние характеристики одномерной системы с распределен­
ными параметрами являются функциями или уравнениями с дву­
мя аргументами - временем t и пространствеиной координатой / .  
К числу таких характеристик относятся дополненные граничными 
условиями однородное уравнение или система однородных диф­
ференциальных уравнений в частных производных, описьтающих 
динамику процесса ; эта система внутренних характеристик являет­
ся исчерпывающей . Другой исчерпьmающей системой внутренних 
характеристик является фундаментальная система решений систе­
мы уравнений процесса свободных колебаний - аналог фундамен­
тальной системы решений уравнения свободных колебаний систе­
мы с сосредоточенными параметрами. 

Фундаментальную систему решений системы уравнений процесса 
свободных колебаний определим для двух классов систем: 
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1 ) для систем, динамика которых описывается уравнением вида 
(4.2} с областью определения по t - некоторым интервалом /, 
замкнутым слева (t0 ) , по l - интервалом (- 00, оо) ; 

2) для систем, допускающих эквивалентирование системой с 
сосредоточенными параметрами счетноrо порядка. 

В первом случае предположим, что 
а) система свободна (нет связей на границах) ; 
б) все функции 

дx (t0 , l )  1 д " - 1x (t0 , l)  1 x (to , l ), , . · · ,  1 • 
дt  t = to д t n - t = to 

(4.20) 

характеризующие начальное состо.RНие системы, для любоrо воз­
можного начального СОСТQ.fiНИЯ таковы, что их можно nредставИть 
интегралами Фурье (как функции от l) ; 

в) процессы, раэвивающиеся иэ возможных начальных состоя­
ний системы, описьmаются решениями, представимыми вместе со 
своими первыми n - 1 производной при любом t интегралами 
Фурье ( IW< функции от l ) . 

Тогда любое решение, описьтающее указанный в п. (в) процесс, 
определено начальными данными ( 4.20} и системой однопарамет­
рических семейств функций двух аргументов (t, l - аргументы, 
n - параметр) : 

-x � (t. l, Щ, . . .  , x� (t. l, Щ, 
x �(t, l, il), . . . , x; (t, l, il) ,  

(4.2 1)  

где x�(t, l , n ) ,  xZ (t, 1 ,  n ) ,  k = 1 ,  . . .  , n - решения при начальных 
данных 

0 k - 1x '(t, l) l _ .  . д ix '(t, l) l 
k 1 

- sш il l, ----=-.-- = О при i :f= k - 1 , 
дt - t = to дt ' t = to 

0 k - 1 x" (t, l )  1 _ д ix "(t, l) 1 
k _ 1 

- cos ill, i = О при i :f= k - 1 .  
дt  t = to дt t = to 

Таким образом, множество функций (4.2 1)  является исчерпываю­
щей внутренней характеристикой системы. 

Рассмотрим теперь второй случай . Если система с распределен­
ными параметрами допускает ее эквивалентирование системой с 
сосредоточенными параметрами счетного порядка, то множество 
функций, рассматриваемое как фундаментальная система решений, 
может быть сокращено до счетного множества. Однако и в этом 
случае для задания фундаментальной системы решений требуется 
весьма емкая информация : счетное множество функций. Поэтому 
при решении практических задач часто идут по линии д.альнейшеrо 
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упрощенИJI: система счетного nорядка аппроксимируется системой 
конечного порядка. Один из возможных путей получения аnпрок­
симирующей модели изложен ниже в § 7 .5 .  

§ 4.5. BиeUDIИe характериС111Ки многосвязных сисrем 

Многосвязную систему, имеющую по крайней мере одни вход, 
будем назьmать нормальной, если все односвязные системы, полу­
чаемые из нее nри фиксировании каждой nары вход - выход, яв­
ляются нормальными (см. начало rл . 3) . В данном разделе изучают­
ся внеUПIИе характеристики нормальных многосвязных систем. 

4.5 .1 . ВиеUDIИе характеристики многосвяэной сисrемы с конеч­
ным числом входов и выходов. Система уравнений (4. 1 )  при ну­
левых начальных условиях и nри заданных входных сигналах вnол­
не оnределяет выходные сигналы. Поэтому она является исчерпы-
1Jающей внешней характеристикой системы. На основании принциnа 
суnерпозиции цля расчета выходных сигналов системы действие 
каждого входного сигнала можно рассматривать отдельно, а затем 
на каждом выходе nросуммировать получающиеся сигналы. Но nри 
расчете сигнала на i -м выходе при возбуждении системы на j -м 
входе требуется знание лишь импульсной nереходной функции 
w,1 (t, и) односвязной системы с указанными входом и выходом. 
Поэтому матрица имnульсных персходных функций 

w (t, и) =  
[�.1 •1.(� • .  �� . ." ." 

.
" . .  �1 .k.(� •. �� . ]  

(4.22) 

Wm l (t, и) . . . Wт k (t, и) 
является исчерпьmающей внешней характеристикой системы. Бу­
дем ее называть импульсной переходной .матрицей. 

Если система определена на неоrраниченном слева интервале 1 и 
после замены переменной и = t - т все элементы матрицы ( 4.22) 
при t Е 1 допускают преобраэование Лапласа по аргументу т, т .е .  
если передаточные функции системы существуют цля всех комби­
наций входов и выходов , то оnределим передаточную .матрицу 
[67 , с. 2 1 5 ]  W(s, t) равенством 

W(s, t) = 
[ �1• 1.(� •• �) • •  ." ." ." • • ��.��s� �� . ] 

( 4.23) 

Wm 1 (s, t) . . . Wт k (s, t) 

Элементы этой матрицы - nередаточные функции односвязных 
систем, полученных из рассматриваемой многосвязной при учете 
j -ro входа и i -ro выхода. Передаточная матрица является исчерпы­
вающей внешней характеристикой системы. 
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Известны также другие определения импульсной переходной 
матрицы и передаточной матрицы. Эти определения примен.1110тся 
при описании процесса векторно-матричными уравнениями ( 4.2) и 
u = Сх, rде компоненты вектора v рассматриваются как входные 
сигналы. В соответствии с этим описанием импульсная переходпая 
матрица и передаточная матрица определ.1110тся как т Х / -матрицы 
(см. § 4. 1 и [ 1 27] ) .  Часrиый случай этих определений (для u(t) = 

= x{t) ) приведен в [ 1 ] . 
По аналогии с импульсной переходной матрицей и передаточной 

матрицей в первом варианте определения определим спектральную 
матрицу 8(0 , "-') как т Х k-матрицу, элементы которой явл.1110тся 
спектрами соответствующих односвязных систем. 

Все рассмотренные внеlШIИе характеристики являются исчер­
пывающими. Связи между импульсной переходной матрицей , пе­
редаточной матрицей и спектральной матрицей определ.1110тся свя­
зями между соответствующими элементами этих матриц. Переход 
от уравнений , описывающих процесс, к упомянутым матричным 
характеристикам связан с решением этих уравнений. Обратная за­
дача - построение уравнений ( 4.2) и ( 4.3) по импульсной переход­
ной матрице - рассмотрена в [1 27 ] , там же приведен обзор работ 
по этому вопросу. 

В случае стохастической снетемы элементы матриц w (t, и) , 
W (s , t) , 8(0 , "-') описываются в вероятностном аспекте . Кроме 
тоrо,  поскольку выходные сигиалы стохастически взаимосвязаны 
и, возможно, имеется стохастическая взаимосвязь между входны­
ми сигналами, дополнительно появляются вероятностные характе­
ристики, описывающие взаимосвязь элементов матриц. 

Рассмотренные матричные характеристики применимы без ка­
ких-либо изменений к системам с запаздыванием. В частности, 
понятие передаточной матрицы во втором определении распростра­
няется без изменения (1 3] на системы, цроцессы в которых описы­
ваются системой уравнений 

n q (k ) v 1 (t) =  � � al i (t) u; [t - тk (t)] + z 1 (t) ,  i = l k = l 

n q (k ) Vп (t) =  � � al i щ [t - тk (t)] + zп (t) ,  i = l k = l 

(4.24) 

rде тk (t) - вещественные неотрицательные функции. Функции 
z 1 (t) , . . .  , zп (t) рассматриваются формально как входные сигна­
лы, а переменные u1 , • • •  , Un - как выходные сиrналы. 

4.5 .2 .  BHeUDIИe характерИС1ИКИ МНОГОСВJIЗНОЙ �стеМЫ С КОН'IИ· 
нуальным множе�ом входов и/или выходов. BнeUDIИe характе-
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ристики многосвязной системы с континуальным множеством 
входов и/или выходов, естественно, существенно сложнее. В част­
ности, в случае одномерной системы с распределенными парамет­
рами с континуальным множеством выходов, распределенных по 
аргументу 1 ,  и с одним входом (возможные входные сигналы -
только сосредоточенные) импульсная переходкая матрица, переда­
точная матрица (в первом определении) и спектральная матрица 
заменJIЮтся скалярными функциями трех аргументов : w (t, и, 1) , 
W (s, t, l ) ,  8 (0 ,  c..J , l ) . Если же система имеет также континуальное 
множество входов (входные сигналы явлJIЮтся распределенными) , 
то поJIВляется четвертый аргумент, указьmающий место приложе­
кия импульса (соответствующее значение пространствеиной коор­
динаты) . В частности, имnульсная пере:Jf.одная функция принимает 
вид w (t, и, 1 ,  т) , где аргумент 1 определяет место наблюдения 
процесса, а аргумент т - место приложекия импульса . Полезно 
заметить, что для второй пары аргументов (/ , т) , отсутствуют ог­
раничения на вид функции w ,  аналогичные условию физической 
осуществимости системы, и что входной сигнал (единичный им­
пульс в точке т) описывается в вИде {j (t - и) {j (1 - т) . 

Импульсной переходной функцией одномерной системы с 
распределенными параметрами с континуальным множеством 
входов и одним выходом будем называть функцию w трех ве­
щественных аргументов t, и и 1, описывающую выходной сигнал 
в текущий момент времени в процессе, развивающимся из основ­
ного состояния покоя под действием единичного импульса, при­
ложеиного в момент и к точке системы с пространствеиной коор­
динатой 1. Аналогичный смысл вложим в понятие импульсной 
переходной функции двумерной и трехмерной системы с распре­
деленными параметрами того же типа. В этих случаях место прило­
жения импульса определяется не одной, а соответственно двумя 
и тремя пространствеиными координатами. Импульсная переход­
кая функция

· 
является исчерпьmающей внешней характеристикой 

системы с распределенными параметрами. 



Г л а в а  5 

СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ОДНОСВЯЗНЫХ СИСТЕМ 

В данной rnaвe рассматриваются: две основные задачи анализа 
систем : установление соответствия между задаиным множеством 
начальных состояний и :  

а) множеством выходных сигналов в процессах свободных 
колебаний, развивающихся: из принадлежащих этому множеству 
начальных состояний; 

б) множеством оценок этих выходных сигналов .  
Для: систем конечного порядка рассматривается: первая задача 

при детерминированном, ведетерминированном и вероятностном 
задании начального состояния: (см. § 1 .6) и вторая: задача при 
детерминированном задании начального состояния:. Для: систем с 
распределенными параметрами рассматривается: первая задача при 
детерминированном задании начального состояния:. 

§ S . 1 . Свободные колебания 
односвязных систем конечного порядка 

5 . 1 . 1 . Первая осиевН8JI задача анализа. Как показано в п. 2. 1 . 1 ,  
на интервале F (t0 )  выходной сигнал иF- (t) системы конечного 
порядка связан с вектором начального состояния s(t0 )  равенством 

uj;.(t) = AustФ(t, to ) s(to ) ,  

где Aus - матрица-строка, Ф(t, to )  - переходкая матрица состоя­t 
ний , s(t) - вектор состояния. 

С л у ч а й  д е т е р м и н и р о в а н н о г о  з а д а н и я:  н а ч а л ь н о ­
г о с о с т о я н и я: .  Пусть вектор состояния: s(t0 )  известен. 

Вариант использования в качестве внутренней характеристики 
системы векторно-матричного уравнения процесса. Пусть процесс 
свободных колебаний системы подчиняется: векторно-матричному 
уравнению (2 .7) 

x = A(t)x, t E /,  (5 . 1 )  

где х = [х 1 ,  . . . , Хп ] т, х 1 � и, A(t) :; 1 1  aif (t) 1 1 1  - непрерывная: 
матрица. Предполагая, что все координаты вектора х могут бьпь 
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выражены через функцию и (t) и ее производные, выберем этот 
вектор в качестве вектора состояния s (см. § 1 .5) . 

Рассмотрим простейший вариант первой основной задачи анали­
за : установить соответствие между множеством всех возможных 
начальных состояний (множеством всех векторов ' x(t0 ) Е cn, 
где cn  - линейное пространство, образованное всеми п-мернымн 
числовыми векторами, в общем случае с комплексными элемента­
ми; t0 Е 1 и множеством определенных ими выходных сигналов 
(множеством функций и;(t) см. § 0 .2) . 

Эту задачу можно разделить на следующие подзадачи: 
- задачу установления соответствия между множествами векто­

ров x(t0 )  и вектор-функций x(t) , 
- задачу установления соответствия между множествами век­

тор-функций x(t) и функций и;(t) . 
Рассмотрим сначала первую подзадачу. Решение уравнения (5 . 1 )  

при заданном x(t0 ) выражается в виде 
x(t) = K(t, t0 ) x(t0 ) , (5 .2) 

где K(t, t0 ) - матрицант (см. п .  2 . 1 .3). Поскольку матрица K(t, to ) -
неособая, эта формула устанавливает взаимно однозначное соот­
ветствие между множествами {x(t0 ) }  и {x(t) } . 

Перейдем ко второй подзадаче . При а Е F (t0 ) каждому векто­
РУ х(а) однозначно соответствует значение выходного сигнала 
и j;. (а) ,  а на интервале F (t0)  каждой вектор-функции x(t) одно­
значно соответствует функция и j;. (t) . Однако характер обратного 
соответствия не очевиден. Поставим вопрос следующим образом. 
На F (to)  задана функция и j;. (t) , определена ли при этом на F (t0 ) 
вектор-функция x(t) ? Это - вопрос о наблюдаемости системы по 
выходному сигналу [96 ,  с. 480) . При положительном ответе, 
согласно Н.Н .  Красовскому [43) , снетема называется вполне 
наблюдаемой. 

Эвристически ясно , что для того,  чтобы определить вектор-функ­
цию x(t) , т.е . систему п функций x1 ( t ) , . . . , Хп (t) в исходных 
данных должно содержаться также п функций. Очевидно также, 
что исходной информацией для построения такой системы функ­
ций по постановке задачи может служить только функция 
и j;. (t) . Учитывая эти соображения и предполагая, что функции 

u j;. (t) , iij;. (t) , . . .  , d n - l и j;. (t) /dt n- l определены на F (t0) , непре­
рывны и дифференцируемы, примем в качестве исходных данных 
эту систему функций, дополненную функцией и j;. (t ) . Тогда введем 
вектор-функцию 

t(t) = [иj;. ри; . . .  р п - l u;J т ,  р = d/dt, (5 .3) 

и выясним, как она связана с вектор-функцией x(t) . 
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Если непрерывны и дифференцируемы функции 

b l i (t) = a l i (t) , j = 1 , . . . , п ,  • n 
bt1· (t) = bt- l 1· (t) + � Ьt - l k (t) at1· (t) , • k = l • 
i = 2 , . . . , п , j = 1 ,  . . . , п , 

(5 .4) 

то , соrласно алгоритму приведения по методу последовательного 
дифференцирования уравнения ( 5 . 1 )  к уравнению свободных ко­
лебаний [74, гл . 2, § 3) , вектор-функции t (t )  и x(t) связаны 
уравнением 

Ё (t) = B(t) x(t) , (5 .5)  
где В � 1 1 bti 1 1 1 .  Отсюда следует, что вектор-функция Ht) одно­
знаЧJю определяет вектор-функцию х (t), если det B (t ) :f:. О при 
t Е /. Заметим, что справедливость принятого вьnпе предположения 
о непрерывности и дифференцируемости функций рир, р2ир, . . .  
. . . , рп - • и;. , в силу (5 .5) , следует из непрерывности B(t) . 

Суммируя сказанное выше, делаем вывод, что для того, чтобы 
функция и}(t) вполне определяла вектор-функцию х (t) (т.е . 
чтобы система бьmа вполне наблюдаема по выходному сигналу) , 
д_остаточно, чтобы на 1 была определена, непрерывна и невырожде­
на .матрица B(t ) . Если объединить результаты решений рассмотрен­
ных подзадач, то можно заключить, что для взаимно однозначного 
соответствия начального вектора состояния x (t0 ) и выходного сиг­
нала x(t) достаточно приведеиного выше условия полной наблю­
даемости системы по выходному сигналу. В силу равенств (5 .2) 
и соотношения меЖду вектор-функцией x(t) и функцией и;.. (t) 
соответствие устанавливает равенство 

и; (t) = EK(t, t0) x (t0 ) ,  (5 .5)  
где Е =  [ 1 О . . .  О] . 

Полученные результаты справедливы также в случае вещест­
венного пространства состояний : S = Rn. 

Вариант использования уравнения свободных колебаний. Пусть 
коэффициенты уравнения свободных·колебаний (2 . 1 0) 

(p n + b t (t)p n - l + . . . + Ьп (t)] и = О  (5 .6) 
непрерывны. Тогда непрерывно любое решение этого уравнения и 
его производные, от первой до п-й. В этом случае в качестве векто­
ра состояния может быть выбР�Н вектор t .  В простейшем варианте 
задачи (которым мы ограничимся) требуется установить соответ­
ствие между множеством всех векторов � ( t0 )  Е cn (или Е Rn ) и 
множеством и; определенных ими функций и;.. (t ) . 
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Так же как и в предыдущем варианте, задачу можно подразде­
лить на две следующие подзадачи : 

- задачу установления соответствия между множествами векто­
ров Hto ) и вектор-функций Ht) , 

- задачу установления соответствия между множествами век­
тор-функций �(t) и функций и;(t) . 

Рассмотрим первую подзадачу.  Заменив уравнение (5 .6) вектор­
но-матричным уравнением 

i = C(tH, t E F(t0 ) , (5 .7) 

где 

с = ( . . .  �. . . . . � . . . . . . .  � . . . . . . . . . .  � . . .  ) ' 
- Ьп - Ьп - 1 - Ьп -2 . . . - b i 

(5 .8) 

решение последнего при заданном векторе t { t0) ,  согласно (5 .2) , 
выразим в виде 

t(t) = L(t, to H(to) ,  (5 .9) 

где L (t, t0 ) - матрицант для этого уравнения. Равенство (5 .9) 
устанавливает взаимно однозначное соответствие между множест­
вами �(to ) и Ht) . 

Перейдем ко второй подзадаче . Вектор-функция � {t) однознач­
но определяет функцию и;. (t) (как свою первую координату) . 
С другой стороны, n - 1 раз дифференцируя и;. (t) мы восстанав­
ливаем вектор-функцию Н t) . Поэтому между множеСтвами 
{� (t) } и и; существует взаимно однозначное соответствие. 

·Таким образом, приходим к следующему выводу: для взаимно­
однозначного соответствия между множеством векторов � { t0 )  и 
множеством по рожденных ими функций и; (t) достаточно непре­
рьmности коэффициентов уравнения свободных колебаний . 

В силу равенства (5 .9) и соотношения между вектор-функцией 
� ( t )  и функцией и; (t) соответствие устанавливается равенством 

и; (t) = EL(t, toH {to ) . (5 . 1 0) 

С л у ч а й  н е д е т е р м и н и р о в а н н о г о  з а д а н и я  н а ­
ч а л ь  н о г о с о с т о я н и я .  Пусть: 

- процесс свободных колебаний системы подчиняется уравне­
нию {5 . 1 ) ' 

- в качестве вектора состояния выбран вектор х, 
- х 1 = и , 
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- состояние системы в начальный момент времени не определе­
но , но известна область в пространстве состояний, явл.яющаяся 
заданным множеством векторов состояния (такую область будем 
называть областью возможных состояний) . 

Тогда множество процессов, определенное областью возможных 
состояний, заданной для начального момента времени, характери­
зуется в каждый последующий момент времени также пекоторой 
областью возможных состояний. Последняя определяется первой 
и в общем случае отлична от нее . 

Рассмотрим задачу установления соответствия между этими об­
ластями. Ограничимся случаем простой конфигурации исходной 
области : будем считать, что при геометрической интерпретации 
пространства состояний она является объединением точек, принад-
лежащих центральному действительному эллипсоиду *) или облас­
ти, ограниченной этой поверхностью. Сразу же возникает вопрос: 
к какому классу поверхностей принадлежит граница области 
возможных состояний при t =1= t0 , если исходная область возмож­
ных состояний имеет указанную выше конфигурацию? Ответ 
дает следующая теорема. 

Т е о р е  м а 5 . 1 .  [74] . Если исходная область возможных со­
стояний является геометрическим местом точек, заполняющих 
пространство, ограниченное центральным действительным эллип­
соидом, включая эллипсоид, то в любой точке интервала 1 область 
возможных состояний имеет такой же характер. Точками исходной 
области возможных состояний, принадлежащих границе области, 
соответствуют точки в последующих областях возможных состоя­
ний, также принадлежащие границам этих областей. 

Доказательство этой теоремы см. в [74, c. l 72-1 74] . 
Базируясь на этой теореме , найдем уравнение эллипсоида, огра­

ничивающего область возможных состояний в текущий момент 
времени. Очевидно, это уравнение можно записать в виде 

n 
� d;j (t) X; Xj = 1 . 

i, / = 1  (5 . 1 1 )  

* ) ЦентральнЬiм действительнЬiм эллипсоидом [ 85 )  называют множество 
злементов - векторов х п-мерноrо вещественного линейного пространства, 
координаты которых х;, i = 1 ,  . . .  , п, удовлетворяют уравнению 

n 
� K;< Xt Xj = 1 ,  K1'f = Kjt• i, j = 1 1 

n 
где Ktj - вещественные числа, причем такие, что матрица 11 gif 1 1 1 - положи-
тепьно определенная. Частным случаем центрального действительного эл­
щmсоида является центральная гиперсфера [ 55 ) ,  т.е. множество векторов х, 
удовлетворяющих уравнению х ;  + . . . + х � = const '* О.  
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Дифференцируя (5 . 1 1 )  и используя уравнение (5 . 1) ,  получим 
n , n - �  dijXtXj + 2  . �  d1j ajk XtXk = 0. (5 . 1 2) 

I, J = 1  i, J, k = 1  
Это уравнение должно удовлетворяться при всех значениях пере. 
менных х 1 ,  • • •  , Xn , соответствующих точкам искомою эллипсои­
да .  Но это возможно только тогда, когда коэффициенты при ка?f(­
дом проиэведенни х1 х1 равны нулю, т.е. когда удовлетворяется 
система уравнений • n 

d;i + � (d;k Щk + dik akt) = О, 
k = 1 

i, j =  1 ,  . . .  , n . (5 . 1 3) 

Решая эту систему дифференциальных уравнений, можно найти 
коэффициенты d11 как функции времени, т .е . решить поставлен­
ную задачу . 

Заметим, что иэ n
2 уравнений системы (5 . 1 3) только п (п + 1 ) / 2  

неэависимы (уравнения при i = l ,  j = т и при j = т , i = l на ос­
новании равенства d1m = dm 1  тождественны) . Указанное число 
неэависимых уравнений можно получить из системы (5 . 1 3) ,  если 
ограничиться уравнениями, для которых i ;;а. j .  При этом, исполь­
зуя равенство d/i = dti•  следует сократить число неизвестиых, в част­
ности, например, оставить только те из них, для которых i ;;а. j .  

Если заданной внутренней характеристикой системы является 
уравнение свободных колебаний (5 .6) , то, вводя новые перемен­
ные � 1 , 

• • • , �n равенствами 

�; =p ;'"" 1 u, i = 1 , . . . , n , (5 . 1 4) 

заменим уравнение (5 . 1 )  уравнением (5 .7). Выбрав в качестве век­
.;rора состояния вектор Е (см. (5 .3) ) ,  рассматриваемую задачу 
сводим к рассмотренной выше, что позволяет применить теоре­
му 5 .1 и - для расчета коэффициентов уравнения эллипсоида -
применить уравнения ( 5 . 1 3) . 

При найденной области возможных состояний в данный момент 
времени t область возможных значений выходного сигнала нахо­
дится путем решения задачи на условный экстремум: найти экстре­
мумы квадратичной формы х� при условии (5 . 1 1 ) .  Эта задача ре­
шается следующим образом: вводится неопределенный числовой 
множитель Л , который находится из условия разрешимости систе­
мы уравнений, получаемых путем дифференцирования по х 1 • .  · . . • • • , Xn квадратичной формы 
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т .е. системы уравнений 
n 

2Лх 1  + � (d1 · + d · 1 )x · = O , 
j = l  J J J 

n 
� (d;; + d;;)x; = O , i = 2 , . . .  , n . 

i = l 

Далее, решая эту систему,  выражаем все неизвестные через х 1 • 
Исключая х2 , • • •  , Xn в уравнении (5 . 1 1 ) , приводим его к виду 
e (t )x �  = 1 ,  rде e (t )  - положительная функция. Отсюда следует 

1 1 
- -- .e;;; x 1 (t) .e;;; -- .  

v'ё(i) .jё(t) 
С л у ч а й  в е р о я т н о с т н о г о з а д а н и я  н а ч а л ь н о ­

г о с о с т о я н и я .  Пусть процесс свободных колебаний подчи­
няется векторно-матричному уравнению 

X = A(t) X, t E /, (5 . 1 5) 
rдe A (t )  - матрица такая же , как в (5 . 1) , Х � [X1 ( t )  . . .  Хп (t)] т­
векторная случайная функция (п. 1 .3 . 1 ) , множество возможных 
реализаций которой определено как множество вещественных не­
прерьmных вектор-функций; и пусть Х 1 (t) = U(t) - случайная 
функция, описьтающая выходной сиrнал, 1 - замкнутый слева 
интервал с rраницей t = t0 • 

Рассмотрим два следующих варианта первой основной задачи 
анализа : 

- установить соответствие между п-мерными плотиостими рас­
пределения случайных векторов X (t0 ) и X (t) для всех t Е /, 

- установить соответствие между математическими ожидания­
ми, дисперсиями и корреляционными моментами (п. 1 .3 . 1 )  случай­
ных величин X1 ( t0 ) , • • • , Хп (tо ) и X1 (t ) , . . .  , Хп (t) (для 
всех t Е /) . 

В решении обеих задач используется соотношение (5 .2) между 
векторами x (t0 )  и x (t) , координаты которых рассматриваются 
как значения случайных величин - координат векторов X(t0 ) 
и X(t) . 

Решение первого варианта задачи. Пусть !о [х 1 , • • •  , Xn ] - плот­
ность распределения случайного вектора X (t0 ) . Перейдем от аргу­
ментов Х 1 { to) , . . . , Хп (tо ) к аргументам Х 1  ( t ) , . . . , Хп (t) , сотас­
но равенству 

x(t0 ) = K - 1 {t, t0 ) x {t) , (5 . 1 6) 
следующему из (5 .2) , и полученную новую функцию обозначим 
!1 [х 1 (t), . . . , Xn (t), t] . Тоrда справедлива следующая теорема. 
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Т е о р е  м а 5 .2. (С а а т и [ 1 37) ) . Плотость распределения 
[(х 1 , . . . •  Xn l t) случайного вектора X (t)  связана с функцией 
!1 [х 1 (t), . . . , Xn (t) ,  t] соотошением 

. t 
f=f1 exp [- f Sp A(и) dи J .  (5 . 1 7) to 
Доказательство см. в [ 1 37 ,  с .  363-365] . 
С л е д с т в и е. Пусть процесс описывается уравнением 
[р п + Ь 1 (t)p n - l + . . . + bп (t)J X = О (5 . 1 8)  

с той же областью определения, как в случае уравненИя (5 . 1 5) ; 
Х = X (t) - случайная функция описьтающая выходной сигнал , 
множество возможных реализаций которой определено как мно­
жество вещественных непрерьmных функций. Пусть ставится зада­
ча установления сооmетствия между плотностями распределения 
векторов X(t ) � [X (t) pX(t) . . .  p n - l  X (t)J т и 2t (t0 ) . Тогда с 
помощью замены переменных (5 . 14) преобразуем уравнение (5 . 1 8) 
в уравнение 

Z = C (t) :! ,  (5 . 1 9) .  

чrо сводит задачу к рассмотренной выше . Соотношение (5 ..1 7) дает 
решение задачи, выражаемое в данном случае равенсmом 

t 
f =  !1 ехр f ь 1 (и) dи. (5 .20) 

Возвращаясь к теореме 2 ,  заметим, чrо при найденной плотности 
распределения f (х 1 , . . .  , Xn 1 t) плотность распределения ее выход­
ного сигнал а U= Х1 находится путем интегрирования f(х 1 , . . . • �n l t )  
по  аргументам х2 , • • •  , Xn в пределах от - оо до 00 • 

Решение второго варианта задачи. Ограничимся случаем описа­
ния процесса уравнением (5 . 1 8) . Обозначим 

Z; (t) � p t - t x(t) , i = 1 ,  . . . , n . (5 . 2 1 )  

Предположим, чrо математические ожидания, дисперсии и корреля­
ционные моменты случайных величин Z 1 (t) , t Е /, сущесmуют . 
Пусть m 1 ( t) , . . .  , тп (t) - математические ожидания случайных 
функций :E: ;(t). , !p 1 { t ) , . . .  , Ч'n (t)  - частные решения уравнения 
(5 .3) при начальных условиях сооmетственно 

:!(t0 ) = [ 1 О . . . О] т ,  . . . , :Е;(t0 ) = [0 . . .  0 1 ] т . (5 .22) 

Тогда,  переходя в обеих частях равенств 
Z; (t) = З: 1 (to ) P i - l Ч'1 (t) + . . .  
. . . + Zn (to )P i - l Ч'n (t) , i = 1 ,  . . . , n , 
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к математическим ожиданиям, получим 

m;(t) = m1 (to )P 1- 1 �Pt (t) + . . .  

i = 1 ,  . . . , n .  (5 .24) 
о 

Теперь рассмотрим центрированные случайные функции 'Z; (t) � 
� 'Zi(t) - m1(t), i = 1 ,  . . .  , n .  Из (5 .23) следует 

о о n о о 
'Z;(t) 'Zj (t) = I: 'Zk (to ) 'Z, (to ) [p 1- 1 �Pk (t)] p f- 1 �P1(t), 

k, l = 1 
i, j = 1 ,  . . . , n .  

Переходя в обеих частях этих равенств к математическим ожида­
ниям, получим 

n 
R;J (t) = I: Rk,(to ) [p1- 1 �Pk (t)] p1- 1 �P1 (t) , k, l  = 1 
i, j = 1 ,  . . . , n , 

о о 
(5 .25) 

rде при а ::/= (J функция R0111 = М 'Е."01 'Е. 11 - корреляционный момент 
случайных величин 'Е. 01 и 'Е. 11 ; при а = (J - дисперсия СJ"I}'чайных 
величин 'Z01 и 'Zp . 

П р и м е р 5 . 3 .  Рассмотрим уравнение свобоДИЬIХ колебаний 
х = О, О <: t < ...  (5 .26) 

Найдем. плотиосrь распределения вероятностей системы случайных величии 
X(t) , X (t)  для произвольиого зиачеИИJI t из указаниого интервала в рлучае 
нормального распределения системы случайных величии Х (0) = А 1 ,  Х (0) = 
= А2 с плотиостью распре�еления 

/0 (al , a2 ) = -2-
1

- ехр [ - !. ( а� + а� )] . (5 .27) 
па1 а2 2 а 1  а 2  

Выберем в качестве фундаментальной системы решений уравнения (5 .26) 
систему 

<Pt (t) = 1 '  <Р2 (t) = t. (5.28) 
Тогда соответствующая фундаментальная матрица уравнения (5 . 7) имеет вид 

Ф (t) = [ � ; ] . (5 .29) 

Следовательно, 

· -l (t) = [ �  - ; ] .  
и L (t , О) = Ф (t) • Исrюльзуя равеисDо (5 .9) , получим 

al = х - tx, а. = х. 

(5 .30) 

(5 .3 1) 
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Учи1'ЫВu (5 .31 )  в (5.27) , найдем 

(5 .32) 

В данном примере Ь1 = О и, следовательно (см. (5 .22) ) ,  f = {1 • Найдеиное 
распределение также JIВЛJiется: нормальным. 

5.1 .2. Оценки решений уравнения свободиЬIХ колебаний. При 
решении многих технических задач, связанных с анализом неста­
ционарных линейных систем, вычисление решения уравнения сво­
бодных колебаний не является необходимым. Достаточно распо­
лагать оценками решений. Эта потребность приводит ко второй 
основной задаче анализа - к задаче оценки выходных сигналов 
( § 0.3) . Для получения оценок удобнее работать с системой диффе­
ренциальных уравнений 1 -го порядка, чем с одним дифференциаль­
ным уравнением п-го порядка. Подходящей системой ЩIЯ получе­
ния эффективных результатов является система уравнений относи­
тельно канонических составляющих. 

В дальнейшем будем считать, что область 1 определения уравне­
ння свободных колебаний замкнута слева и t = О - левая граница. 

П р о с т е й ш и е о ц е н к и. Обозначим матрицу коэффициен­
тов системы уравнений относительно канонических составляющих 
(2.39) символом А, а символом lln обозначим наибольшее харак­
теристическое число эрмитовой матрицы 

А + А* 
В = --

2 
' (5 .33) 

где А • - матрица, полученная из матрицы А путем перехода к 
комплексно-<:апряженным величинам и транспонирования. Введем 
норму r решения системы (2.39) равенством 

- ...; 2 21 r - l z t l + . . . + l zn l .  (5 .34) 

Тогда, согласно одной из теорем Т. Важевского ( 141 ] , имеет место 
оценка t 

r(t)E;; r(O) exp J IJ.п (и)dи. 
о 

Так как в силу первого уравнения системы (2.38) 

l x  I E;; r.Jii: 
то из равенства (5 .35) следует оценка 

t 

(5 .35) 

(5 .36) 

1 x(t) 1 <; r(O) .Jii' ехр f 1J.n (и) dи. (5 .37) 
о 

Оценка (5 .37) тем сильнее, чем ближе матрица А к диагональной. 
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В случае, коrда А - диагональная, оценка принимает вид 
t 

l x (t) l  :EO; r(O) �exp f max Re Ми)dи. (5 .38) 
о i 

Получим теперь оценку другого вида. Для упрощения записи 
обозначим 

Ofj = 6 11 �� + hij . (5 .39) 

Тогда система (2.39) примет вид 
n 

Zt = . I: atf (t) z1, i = 1 ,  . . .  , n .  (5 .40) 
] = 1  

Суммируя все левые и все правые части уравнений (5 .40) , получим 
n 

х = I: c1(t)z1 , 
j = 1  

n 
с · = I: а1: .  1 i = 1 1 

Отсюда на основании неравенства Коши следует 

l x  I :SO; L(t)r, L (t) = j i l c1 1 :t'. 
/ = 1  

(5 .4 1 ) 

(5 .42) 

Оценивая функцию r с помощью неравенства (5 .35) , получим 
t и 

х(О) - r(O) f L (и) ехр f IJ.п (v) dv dи <; 
о о 

t и 
<; x(t) :ЕО; х(О) + r(O) f  L (и) ехр f IJ.п (v) dv dи . (5 .43) 

о о 
Ф а з о в ы е  к о э ф ф и ц и е н т ы  р е ш е н и й  с и с т е м ы  

у р а в н е н и й  о т н о с И т е л ь н о  к а н о н и ч е с к и х  с о ­
с т а в л я ю щ и х. Фазовыми коэффициентами иенулевого реше­
ния системы уравнений относительно канонических составляющих 
в (62) названы величины е1 , . . .  , en , связанные с каноническими 
составляющими и нормой решения равенством 

z1 = re1 , i =  1 ,  . . . , п. (5 .44) 

Важным для дальнейшего изложения свойством фазовых коэффи­
циентов является их взаимная зависимость, выражающаяся ра­
венством 

(5 .45) 

которое следует иэ равенств (5 .34) и (5 .44) . Заметим, что в силу 
непрерывности и дифференцируемости функций z1 (t) , функция 
r (t) также непрерывна и дифференцируема. Так как, кроме того , 
r (t ) ::1= О при t Е l для любого иенулевого решения, то из непрерыв­
ности и дифференцируемости упомянутых функций следует непре­
рывность и дифференцируемость фазовых коэффициентов .  
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Свяэь между логарифмической проиэводной нормы решения 
системы уравнений относительно канонических составляющих и 
его фаэовыми коэффициентами. Из равенства (5 .34) следует 

1 n • 
fr = - r,  (i1 z1 + z1ij ). (5 .46) 

2 i =  1 
Исключая из (5 .46) проиэводные величин z1 и z1 на основании 
уравнений (5 .40) , получим 

n 
rr = 'Е, 

i, j = 1 
Почленно разделив это уравнение на r 2 ,  найдем 

; d n 
- = - ln r =  'Е, 

r dt i, f = l  

(5 .47) 

(5 .48) 

Формула (5 .48) свяэьmает логарифмическую проиэводную нор­
мы решения системы (5 .40) с его фазовыми коэффициентами; 
она позволяет для проиэвольного момента времени t определить 
логарифмическую проиэводную нормы решения, если при этом 
значении t известны фазовые коэффициенты. 

Система дифференциальных уравнений относительно фаэовых 
коэффициентов. Вернемся к равенствам (5.44). Продифференци­
ровав эти равенства, получим 

z1 = re1 + re1 ,  i = 1 ,  . . . , n . (5 .49) 

Исключая из (5 .49) проиэводные канонических составляющих на 
основании уравнений (5 .40) , найдем 

n 
'Е, aii z1 = ;e1 + rё1 , i = 1 , . . .  , n . 

j = 1 
После почленного деления этих уравнений на r получим 

n r 
ё1 = 'Е, а11 е1 - - е1 , i = 1 ,  . . . , n . 

i = 1 r 
Выражая rjr по формуле (5 .48) ,  найдем 

(5 .50) 

(5 .5 1 )  

n n aij + !Ц; _ 
ё1 = 'Е, а11е1 - е1 'Е, е1е1 . (5 .5 2) 

j = 1 i, j = 1 2 

Уравнения (5 .5 2) составляют систему нелинейных дифференци­
альных уравнений относительно фазовых коэффициентов . Из всех 
ее решений нас интересуют только те, для которых при t = О вы­
полняется условие (5 .45) . Такие решения для всех комбинаций 
начальных значений фазовых коэффициентов,  удовлетворяющих 
этому условию, существуют и являются единственными. 
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У т о ч н е н  и е о ц е н о к. Оценка (5 .37) равнозначна двусто­
ронней оценке 

Min 1 x (t) � x (t) � Maj 1 x (t) , 

rде 
t 

Мin 1x(t) = - r(O) Vпехр J p11 (и)du, 
о 

t 
Maj 1 x (t) = r(O) .J;iexp J p11 (u)du 

о 

(5 .5 3) 

- соответственно миноранта и мажоранта решения. Если рассмат­
ривается конечный интервал в ремени, то эту оценку можно неоrра­
ниченно уточнять. Способы уточнения для вещественных решений 
уравнения свободных колебаний предложены в [62] и состоят в· 
построении последовательностей мажорант Maj k х ( t) и мин о рант 
Mink x (t) удовлетворяющих следующим условиям : 

Min1x (t) � Min2x(t) � . . .  � x (t) � . . .  
. . . � Maj2x(t) � Maj 1 x (t), (5 .54) 

lim Mink x (t) = lim Majk x (t) = x (t) . (5 .55) k-+- 00 k-+- 00 
В этих способах используется система уравнений, получаемая из 
системы ( 5 .5 2) при замене переменных е 1 , • • . , е 11 переменными 
[1 ,  • • • , [11 по следующим правилам : 

а) для индексов i , соответствующим вещественным функци­
ям Mt) 

� = �. � .5� 

б) для индексов j и k ;  соответствующих комплекснозначным 
комплексно сопряженным функциям а; ;  U) и akk (t) 

1 i 
Jj = .,fl. (ei + ek) ,  fk = Vf (ej - ek), i = ...Г:Г. ( 5 .56а) 

Переменвые [1 ,  • • •  , [11 вещественны, если вещественно соответ­
ствующее им решение уравнения свободных колебаний. 

В новых переменных система (5 .52) принимает вид 
' n 

� = � C;jfi - F�, j= l 
rде 

n 
F =  � Cij�f; , 

i, i= 1 

i = I , . . .  , n ,  (5 .57) 

(5 .58) 

Ctj = Ctj (t) - вещественные коэффициенты, выраженные через 
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коэффициенты akl • k, l = 1 , . . .  , п. Если индексы канонических 
составляющих распределены так, что в системе (5 .40) коэффнциен· 
ты а 1 1 , а2 2 , • • •  , а11_ 2 т ,  п- 2 т вещественны, а коэффициенты 
an- 2 т+ t ,  n- 2 т+ l И an-m+ l , n-т+ l • .  · · , ап-т , п-т И ann КОМ· 
плексно сопряженные, то формулы коэффициентов с,; имеют 
[74] вид 

с;1 = а;1 при i, j <. п - 2m. 

C;j = .JZRe a;j . ci,/+l = -V'flm a;j 
при i .r;; п-2т , п - 2m <i <. п - т ;  

1 • l 
C;j = -/Т Re Щj. Cm +i,j = - --Jm a · ·  ...;т 11 
при п < 2m < i <. п - т, j <. п - 2m ;  

Ctj = Re(a;j + а;,j+т ), Cf,j+m = lm (a;,j+т - а;1). 

Ct+m ,j = lm(a;j + ац+т ). с;+т , j+т = Re(a;j -ai,j+т ) 
при п - 2m < i, j <.п - т. 

Первый способ. При заданных начальных условиях для решения 
уравнения свобоцных колебаний строятся последовательности 
минорант и мажорант функций {1 (t) на основе уравнения (5 .57) и 
r (t) - на основе уравнения 

; 
- = F. 
r 

(5 .59) 

следующего из (5 .48) и (5 .58) .  Эти последовательности обладают 
свойствами, аналогичными свойствам (5 .54) и (5 .55 )  послецова· 
тельностей минорант и мажорант решения уравнения свободных 
колебаний. Далее, на основе равенства 

п - 2т  п -т 
x (t) = r 1: [; + r ..../Т 1: [; , 

i= l i= n - 2т + l 
(5 .60) 

(в котором предполагается указанное выше распрецеление ин­
дексов канонических составляющих) строятся последователь· 
ности мажорант и минорант функции х(t ) [62] .  

Второй способ. Из уравнений (5 .57) -(5 .59) следует 

d(r[;) n 
-

d
- = 1 1: C;j{;, i = l ,  . . .  , п .  (5 .6 1 )  
t j= l 

Сохраняя индексацию переменных систем уравнений относительно 
канонических составляющих, припятую при изложении первого 
способа, на основании уравнения ( 5 .6 1) и указанной выше замены 
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переменных е 1 , . . . , e n на [1 , . . . . fп получим 

п - т 
x (t) = r � Q;[; . i= 1 

rде 
n - 2 m n - m  

Qj = � Ctj + у2' � C;j · i= 1 i=n - 2 m +  1 
Обозначив 

n 

(5 .62) 

(5 .63) 

x (t) � шin � Q; (t)[; , (5 .64) i= 1 
rде минимум в правой части ищется при условиях f l + . . .  + [� = 1 
(следует из (5 .45) )  и 

Min [; �[; � Maj [;.  
н обозначив 

n 
Ht) � шах ;":1 Q; (t)[; , 

j = 1 • . . . •  п .  (5 .65 ) 

(5 .66) 

rде максимум ищется при тех же условиях, в силу уравнения 
(5 .62) получим 

r(t)x(t) � x (t) � Ht)r(t). (5 .67) 
Оценивая функцию r (t) миноравтой и мажорантой, получим 
следующие формулы для миноракт и мажоракт функции x(t) :  

t 
Min x (t) = x (O) + J шin [ x(u)Min rtи). 

о 
x(u) Maj r(u)] du, 

t 
Maj x (t) = х (О) + f шах [� (u)Min r(u). 

о 
Ни) Maj r(u)] du. (5 .68) 
По вопросам точности оценок и построения последователь­

ностей оценок, удовлетворяющих условиям (5 .55)  и ( 5 .54), спра­
ведливы замечания, сделанные в конце изложения первоrо способа. 

Друrие способы получения мажорантных и минорактных оценок 
решения уравнения свободных 1 :олебаний, связанные с переходом 
к системе уравнений относительно 'fак называемых "взвешенных 
канонических составляющих" см. в (62 ,  с. 1 33-14 1 ) . 

П р и м е р  5 .4 . Рассмотрим уравнение 

х - (!2 + 1) х = о (5 .69) 
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Каноническое преобразование при � 1,2 (t) = ;\1,2. (t ) = ± .JiГ+Т' пере­
водит это уравнение в систему 2-го порядка вида (2.39) со следующими 
коэффициентами h q : 

h = -h = -h = h  = - --:,_r __ 1 1  12 2 1 22 2 (t2 + 1 )  
Таким образом, система (2 .39) в данном случае имеет вид 

z = -(.jt2'+""Г+ t ) z  + t z 1 2 (t2 + 1 )  1 2 (t2 + 1 )  2 ' 

z = t z +(...[ii+Г- t ) z  2 2 {t2 + 1 )  1 2 {t2 + 1 )  2 •  
(5 .70) 

Найдем оценки частного решении уравнении (5 ,69) , удовлетворяющего 
начальным условиим х (О) = 1 , х (О) = - 1 . Иэ системы (5 .70) дли t = О найдем 
Z 1 (О) = 1 , z2 {0) = О. Следовательно, r (O) = 1 .  Матрица коэффициентов 
системы (5 . 70) ивлиетс.и симметрической и вещественной. Дли ТI!КОЙ мат­
рицы В = А. Поэтому характеристическое уравнение матрицы В имеет вид [- (.Jii+l'+ 2 (t2

1
+ 1 )) - j.l 

2 (t: + 1 ) ] 
d� - �  

2 {t2
1 

+ 1) ...(i2+l- 2 {t2 + 1 )  - j.l  
Раскрыв определитель, получим 

j.l2 - -'- j.l - t2 - 1 = о. 
t2 + 1 

Решив это уравнение, найдем 
r----=------. t J t2 j.l = - + + t2 + 1 1, 2 2 {t2 + 1 )  4 (t2 + 1 )2 • 

В силу неравенства (5 .35 ) ,  получим 

1 [ t j  u2 ' ] r (t) � 4 r.r::;-;"1 ехр -f 4 2 1 )2 + и2 + 1 du . 
y t2 + 1 о (и + 

График 1 этой оценки дли интервала (0, 1 ]  показав на рис. 5 . 1 .  · Там 
же дли сравнении нанесен график 2 точных значений функции r (t )  , рассчи­
танной дли оцениваемого частного решении по известной [ 3 2 ]  формуле 
общего решении этого уравнении : 

t � 
x (t) = (С1 + С2 , ехр (-и2 ) dи ]  ехр 2 . 

Оценку решении уравнении (5 .69) по формуле (5 .37) найдем в виде 

I X {t) l <: � ехр (-1 J 4 (и2и: l)2 + и2 + 1,dи] . 
Уточнение этой оценки по первому соособу см. в ( 62 1 .  
ОцеltИм теnерь рассматриваемое решение уравнении (5 .69) с помощью 

неравенств (5.43). В данном случае L (t) = J2 {t 2  + 1) и неравенства (5 .44) 
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Рис. 5 . 1 . Оценка нормы решения системы уравнений относиrельио каноничес­
ких составляющих (5 .7 0) 

Рис. 5 .2 .  Мажораиrная и мннораиrная оценки частного решения уравнения 
(5 .69) 

прнннм�т вид 

� и J 2 
, J 1 - f � 4'(и2 + l) ' exp -f � + v2 + 1 dv du <: о о 4 (v + 1 ) 

t [ "J,----"-2 ---.. J <: х (t) <: 1 + f � 4 (u2 + l)' exp -f : + v2 + 1 dv du . о о 4 (v + 1) 

Уточнение этой оценки ' по второму сnособу см. в [ 74,  с. 168-169 ] .  Гра­
фики функции х (t)  и ее оценок представлены на рис. 5 .2 .  

5 .1 .3 .  Приближенные аналиrические формулы решений урав­
нения свободных колебаний. Как отмечалось в п. 5 . 1 . 1 ,  при задан­
ном для некоторого момента времени t 0 состоянии системы 
и известной матрице L ( t ,  t 0 ) соответствующее частное реше­
ние уравнения свободных колебаний находится по формуле 
(5 . 1 0) . 

Поэтому вопрос о приближенных аналитических формулах реше­
ний уравнения свободных колебаний сводится !.< вопросу об ап­
проксимации матриць1 L (t , t 0 ) .  Обозначив через L (t , t о ) матрицу, 
аппроксимируюiцую L (t , t 0 ) , приближенную формулу решения 
запишем в общем виде 

x(t) = EL(t, t0 )t (to )• _ Частные виды этой формулы определяются конкретизацией 
L (t , t0)' .  Одну из формул можно получить, если мы располагаем 
n формулами приближенных аналитических выражений решений 
обобщенного характеристического уравнения f 1 (t) , . . .  , fп ( t) и 
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эти аiПiроксимiЩШ{ решений удовлетворяют условию 

det 

[fl (t) + р] n -Zfl (t) 
t Е !, 

1 

fп (t) 

[fn (t) + Р] n -Zfn (t) 

=1= о, (5 .7 1) 

т.е. могут рассматриваться как аnпроксимации элементов пекото­
рой фундаментальной системы решений. Эта формула имеет вид 

...... , _  - t _  
x (t) R:: (i exp J rl (u) du + . . . + Cn exp J rп (u) du .  (5 .72) 

to to 
При этом вектор С =  [С1 , • • •  , Сп] т находптся по формуле 

- - -- 1 " t:. n- 1 т С - Ф  (to ) ,. (to ), Ht) = (x, px, . . . , p  х] , 

где Ф(t) - матрица в выражении (5 .7 1) .  
Оценим точность формулы (5 .72) . Пусть r 1 (t) , . . . , rп (t) . 

решения ОХУ, аппроксимируемые функциями ft (t) ,  . . . , fп (t) , 
а С1(о) , • . .  , с�о) - значения констант в формуле общего решения 

t t 
x (t) = C1 exp f � � (u) du + . . . + Сп ехр f rп (u) du ,  

to to 
соответствующие тому же вектору t ( t 0 ) • Обозначим 

t 
Xk (t) = С1°>ехр f rk (u) du,  

to t 
xk (t) = Ck expf fk (u) du , k = 1 ,  . . . , n . 

Подставовка функции x1 (t) вместо функции . u (t) в левую часть 
уравнения (5 .6) даст 

где _ - n - 1 - - п - 1 -дг (�j + р) f;] + b t ((rj + p) r/ J + . . . + bn . 
Следовательно, функция х1 (t) удовлетворяет равенству 

dn - dn - 1 - d-Xj Х · Х · 
-- + Ь 1 � + . . .  + bn _ 1 --1 + (Ьп + д1· ) х1· = О, 

dtn dtn - dt 
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в ко:rором коэффициент bn + д1 , вообще говоря, - коМIDJексно­
значная функция t .  

Введем переменные и 1 ,  • • •  , Un , характеризующие пorpeUDiocть 
аппроксимации, равенствами щ = � - х1 ,  j = 1 ,  . . .  , n . Вычитая 
из уравнения (5 .73) уравнение 

dnXj dn - 1 Xj 
-- + Ь 1  1 + . . . + bn x/ = 0, 

dtn dtп -

найдем 

dn an - 1  Uj Uj - -
dtn + b l dtn - 1 + . . .  + Ьп щ - -дj Хj• (5 .74) 

Следовательно , переменная щ удовлетворяет уравнению (5 .74) . 
Правая часть этого уравнения нам известна, начальные условия 

для переменной щ в силу построения функций � (t) и Xf (t) -
ненулевые. Применив к уравнению (5 .74) каноническое преобра­
зование, определенное подсtааовкой 

Uj = Vj 1 + . . .  + Vjn • 
dщ - -
dt , = f1 �� + · · · + fп Vjn • . . .  , 

an - 1  Uj [(- n z - - z --
dt

_n __ ..,..1 .:._ = ft + Р) - f1 J Vj 1 + · · · + [(fn + P)n- fп ] V;n . 
получим систему уравнений относительно канонических состав­
лJПОщих Vj 1 , • • • , VJ n в виде . _ - n {)j � Wnr 

Vjr - tr Vjr + � h,8Vjs - r = 1 ,  . . . , n ,  (5 .75) 
j = 1 w 

rде W - определитель в левой части (5 .7 1 ) , Wnr - алrебраическое 
дополнение его элемента п-й строки r-ro столбца, h" - коэффи­
циенты, определяемые по формуле h,8 = -Wпr дs/W. 

Переходя в уравнениях (5 .75) к комiDiексно сопряженным 
величинам, умножая r-e уравнение системы (5 .75) на v1,, а r-e 
уравнение новой системы - на щ, и почленно складывая все урав­
нения, получим 

n n 
+ ej, � h,s ejs + ejr � h,s ejsJ -s = 1 s = 1 _ 

1 3 * 

{)jxjrj n д/x;ri n -
--- � Wnr ejr - --- � Wnr e;" W r = 1  W r = 1 

(5 .76) 
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где 
'J = vщ 1  v1 1  + . . . + v1n v1n . ' 

Vjr е1,. =--, r = 1 , . . . , n . 
'J 

Из уравнения (5 .76) следует 

;, <. 'J iln + Vj ,  

где 
n -

lln = max � [ (f,. + t.) е,,. ej,. + П е; П = 1 2 r, s= l 
+ (h,.s + hu) ёj,. efs] , 11 e, ll = V 1 е/ 1 1 2 + . . . + 1 е;п 1 2 : 

1 д/i! IJ n 
_ ' 

Vj = -- � Wnr Wnr • 
W r = l 

(5 .77) 

В силу формулы общего решения линейного днффереJЩИального 
уравнения 1 -ro порядка и неравенства (5 .77) получим 

t t 
rf (t) <. ехр f lln (и) du { f vl (t) Х 

to to 
t 

Х ехр [-f lln (u) du] dt + r; (t0 ) } .  to 
(5 .78) 

Отсюда в силу неравенства 1 щ l <. vn r1 (п. 5 . 1 .2) следует оценка 
для Щ (t) . 

Полагая j = 1 ,  . . .  , n , получим систему неравенств, при помощи 
которой можно оценить точность аппроксимации решения, найден· 
ной по формуле (5 .72) . Однако это можно сделать только с точ­
ностыо до неизвестной величины r1 (t0 ) , Неопределенность r1 (t0 )  
следует ИЗ неопределеННОСТИ КОНСТанТ С(О) , • • •  , С�О) (в силу 
того, что решения ОХУ �1 ( t) ,  . . . , �n (t) неизвестны) . Можно более 
определенно оценить точность формулы (5 .72) , если применить 
тот же путь получения оценок, но рассмотретъ вместо разностей 
х1 - х; разность х - х, где х = х1 + . . . + хп, и перейти к системе 
уравнений относительно канонических составляющих этой раз­
ности [72] . Неопределенность пропадет ввиду одинаковых началь­
ных условий дли: х и х. 

НалJr�Ие точностньtх оценок обосновывает применекие форму­
лы (5 .72) дли: расчета часткьtх решений. Если в каком-либо случае 
точность оказывается неудовлетворительной, то можно уточнить 
формулу. Укажем на две возможности уточнения : 1) уточнение 

1 96 



приближенных выражений решений ОХУ; 2) внесение в формулу в 
виде слагаемоего поправки, вычисляемой по какому-либо извест­
ному методу приближенного интегрирования линейных дифферен­
циальных уравнений. 

Уточнение прИбЛиженных формул решений ОХУ можно про­
извести либо с помощью того же алгоритма, который бьm приме­
нен для отыскания использованных приближенных формул реше­
ний (путем перехода к следующей итерации) , либо заменu ал­
горитм. 

Для внесения поправки в виде слагаемого можно применить 
метод Щелкунова приближенного интегрирования. Изложим метод 
применительно к уравнению свободных колебаний и найденному 
по приближенной формуле исходному приближенному выражеНИIQ 
решения. Пусть Xo(t) - приближенное решение уравнения (5 .6) , 
полученное по применеиной приближенной формуле частного ре­
шения. Тогда оно удовлетворяет векоторому дифференциальному 
уравнению 

dn x dn- 1 x -n- + b� (t) 1 + . . .  + Ь� (t) х = О, dt dtn-

которое получается после раскрытия определителя из уравнения 

det 

1 1 х 

'ft 'fп 
dx -
dt 

('ft + Р )п - 1 'ft ('fп + p)n - 1 'fп 
dnx --
dtn 

= 0. 

Поправки к исходному приближенному решению находятся как 
решения xk (t) дифференциальных уравнений 

n dn - i Х (t) 
� Ь't (t) n -� = 

i = O  dt 
n dn- 1 xk - 1 (t) 

= � [Ь/ (t) - bt (t)] 
i =  1 dtn - i 

b� (t) = 1 , ' k = 1 , 2, . . .  
с нулевыми начальными условиями; k-e приближение x<k> (t) 
решения уравнения (2 .6) определяется по формуле 

k 
x<k >(t) = � х1 (t) . 

/ = 0 
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П р  и м е р 5 .5 .  Если в случае уравнения 2-го порядка воспользоваться 
приближенной формулой решений ОХУ (2.96) (п. 2 . 1 . 10) ,  то приближен­
ную формулу его общего решения в соответствии с (5 .72) получим [ 1 2 ]  

ь •  Ь 
где D =  4 +-;f - Ь2 • 

При Ь 1 = О  эта формула превращается в формулу, извесmую как БВК· 
оппрокси.моция ( 1 2 1  1 .  

П р  и м е р 5 .6 .  Рассмотрим уравнение 

d2x -- + rt 11x = O  с Ф О, v > -2, O < t < oo, d t2 • (5 . 79) 

Принимая коэффициенты уравнения {5 . 79) в качестве исходных аппрокси­
маций с ��1 коэффициентов корневого уравнения, предполагая, что 

2 v• t v+ ф - (5 .80) 16с ' 
и применяя метод вычисления коэффициентов корневого уравнения, приве­
дениый в п. 2 . 1 . 1 1 ,  получим первые аппроксимации эmх коэффициентов : 
с! 1) = v/2 t ,  c� l ) = ct 11 • Соответствуюшие им аппроксимации решений ОХУ 
имеют вид 

( ) v 1 j v' 1 
r 1 = - - + - - - 4ct 11• 1 ,2 4 t  2 4t2 

Коэффициенты h ;; (i, j  = 1 ,  2) получим в виде 

1 
h 11 - -h21 - + - - + 1 8 + - - - --_ _ v { v ) -2 v 1 dln 8 

4t2 2 4 t 4 dt • 

Jt,, = -h�• = - 4�' G + 1)8 

где 

v• 8 = - - 4ct 11 4 t' . 

2 v l d ln 8 + 4( - -;;; d( •  

Применяв формулы (5 .72) и положив ft = r Sl ) + hu. 
1 1 

x(t) =�4 {c, expf 8 -ч2с t 11 + ,:r. )ar + 
1 

+ C2 expf [ - 8 -2(2c t 11 + ;,.)]ar } . 
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Т а б л и ц а  5 . 1 
Решеине уравнении (5 .4 1 )  и ero апnроксимации 

t 2 ,0 1 2 ,25 1 2 ,5 1 2 , 7 5 1 3 ,0 

х точн. 
х прибл. 

-0,015 -0,282 -0,5 1 0  
-0,015 -0,28 1 -0,5 06 

х точи. 
х прибл . 

х точн. 
х прибл. 

х точи. 
х прибл. 

х точн. 
х при.бл . 

3,75 
-0,096 
-0,093 

5 ,5 
-0,274 
-0.272 

7,25 
0,550  
0,542 
9,0 
0,233 
0,23 1 

4,0 
0,220 
0,2 19  
5 ,15 

-0,5 1 9  
-0,5 1 3  

7,5 
0,362 
0,355 
9 ,25 
0,492 
0,486 

В частости, дпи с = 1 ,  v = 1 
1 - с' ( 1 )- 4 x (t) = 1 t -

16t2 
х 

4 ,25 
0,482 
0,477 
6,0 

-0,582  
-0,5 75 

7,75 
0,01 1 
0,009 
9,5 
0,480 
0,473 

-0,65 8 
-0,65 2 

4 ,5 
0,6 18  
0,6 1 0  
6,25 

-0,435 
-0,428 

8,0 
-0,344 
-0,340 

-0,695 
-0,68 7 

4,75 
0,5 84 
0,5 76 
6,5 

-0,123 
-0, 1 1 9  

8 ,25 
-0,5 33  
-0,5 26 

9,75 1 0,0 
0, 197  -0,199 
0,193  -0,198 

Х sin { � v' 1 6 1 3  - 1 '- � arcsin 4� + С'2 } , 

3,25 

-о,603 
-0,593  

5 ,0 
0,382 
0,3 75 
6 ,75 
0,236 
0,235 
8 ,5 

-0,459 
-0,45 2 

3,5 

-0,392 
-0,385 

5 ,25 
0,063 
0,06 1 
7,0 
0,498 
0,492 
8 ,75 

-0, 1 52  
-0, 148 

(5 .8 1 )  

где С� и с; - константы. Как известно,  решение уравнении (S . 79) при с = 1 
и v = 1 выражается через функции Бессели и дпи начальных условий х (О) = 1 ,  
х (О) = О имеет вид [93 ) 

x (t) = _гэ-�--�-)- Гt'J _ !{ �  }) , (5 .82) 

3 

а его производнаи - вид 
3 

х (t) = V'f г( : ).;г J!. ( � ;2). (5 .83) 

3 

При t = 2, согласно (5 .82) и (5 .83) , имеем 
х = -0,0 1 5 ,  х = - 1 ,097. (5 .84) 

При t > 2 условие (5 .80) выполниется, и,  следовательно , формула (5 .8 1 )  
применима. 

Расчет решении по формуле (5 .8 1) при начальных условиях (5 .84) на 
интервале [2 , 10 )  показал, что расхождение между решением и его аппрок­
симацией не превышает по величине 0,0 10 .  Данные приближенного и точиого 
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Рис. 5 .3 . Частное решение уравнения (5 .79) 

расчета приведены в табл. 5 . 1 ,  график решения - на рис. 5 .3 ;  график аппрок­
симации решения отсутствует, так как он практически сов падает с графиком 
решения. 

5 . 1 .4 . Амплиrуда и темп свободных колебаний. Разнотемповые 
системы . Если система не обладает внутренней стационарностью, 
то ее свободные колебания являются сложным процессом, для 
описания которого привпекается большой об-ъем данных. Однако 
на практике часто свободные колебания характеризуют более 
скупо , отражая в характеристиках процесса прежде всего ответы 
на вопросы: 

- насколько значителен процесс? (с каким размахом он проте­
кает?) , 

- каков темп процесса? (какова быстрота изменения выход­
ного сиrнала?) . 

В определении математического содержания этих характеристик 
нет общего стандарта. Более того , чаще всего такое определение 
просто отсутствует. Отсюда - целесообразность введения строго 
определенных математически числовых характеристик размаха 
и темпа свободных колебаний. Очевидно, из-за возможного изме­
нения размаха и темпа процесса во времени эти характеристики 
должны зависеть от времени. Ниже предлагаются такие характе­
ристики для систем, уравнения свободных колебаний которых 
удовлетворяют следующим условиям : 

- существует кольцо Rf (п. 2 . 1 .7) , содержащее одну и только 
одну фундаментальную систему решений обобщенного характе­
ристического уравнения; 
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- не существует другого кольца r, о падающего тем же свои-
ством при другой фундаментальной системе решений обобщенного 
характеристического уравнения; 

- элементы фундаментальной системы корней в кольце R t оп­
ределены во всей области определения уравнения свободных ко­
леQаннй. 

Общее решение уравнения: свободных колебаний такой системы 
имеет вид 

t t 
x (t)= C1expf t1(u) d u + . . . +Cnexpf tп ( u)d u ,  

to to 

где С1 , • • •  , Сп - произвольные числа, t1 (t) ,  .. .  , tп(t) - фунда· 
ментальная система корней ОХУ в кольце R r· 

Выходные сигналы в реальных процессах свободных колебаний 
описываются вещественными решениями. Поэтому далее будем 
предполагать, что x(t) -вещественная функция. При этом условии 
из вещественности коэффициентов уравнения: свободных колеба­
ний и единственности фундаментальной системы корней ОХУ в 
кольце Rr следует, что система (tl(t) , ... , tп(t)) состоит ·из 
вещественных элементов и комплексно сопряженных пар. 

Амплитудой свободных колебаний назовем функцшо 

a (t) = J i 1Ctl2exp2j Rett( u)d u. 
i= 1 t0 

(5.85) 

Темпом свободных колебаний назовем интервал [Ь(t) , c(t)] , 
где 

b(t) = minl tt(t)l ,  
i 

с (t) = max 1 ti (t)l. 
i 

Введенные определения: обобщают обычные представления об 
амплитуде и темпе свободных колебаний простейших линейных 
стационарных систем. В частности, при n = 2 для системы с харак­
теристическим уравнением "'А? + Ь 1 Л + Ь2 = О при условии Ь� > 4Ь2 
амплитуда свободных колебаний в смысле определения (5 .85) 
совпадает с амплитудой свободных колебаний в обычном смысле. 
Если для той же системы Ь1 = О, то, интервал, характеризующий 
темп свободных колебаний, стягивается в точку, и темп равен 
частоте колебаний. При n = 1 решение уравнения свободных коле­
баний стационарной системы имеет вид x(t) = Cexpat , где С и а­
константы; темп здесь равен 1 al. Очевидно, нулевой темп имеют 
только свободные колебания:, в которых выходной сигнал -
постоянный. 

Опираясь на понятие "темп свободных колебаний", можно 
вьщелить один важный класс нестационарных линейных систем, 
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а именно IOiacc систем, допускающих декомпозицию системы на 
подсистемы, темпы свободных колебаний которых при каждом 
значении t характеризуются непересекающимися интервалами. 
Такие системы будем называть разно-темповыми. 

Понятие "разнотем'повость" системы часто встречается в лите­
ратуре [ 1 5 ,  1 6] и, так же как в приведеином выше определении, 
связьmается с возможностью декомпозиции системы на подсис­
темы, свободные колебания которых протекают с различными 
темпами. Однако в известных автору работах отсутствует мате­
матическое определение понятия "темп процесса" и математически 
сформулированный определяющий признак разнотемповости сис­
темы. 

5.1.5. Свободные колебания, раэвивающиеся из бесконечного 
прошлого. Предположим, что момент t0 возмущения основного 
состояния покоя системы при произвольных и не зависящих от t0 
начальных данных неограниченно удаляется в прошлое (t0 --*-00) . 
Тщ;да если на конечном интервале наблюдения реакции сИстемы 
(пусть этот интервал - [О,  Т ] )  при указанном варьировании мо­
мента возмущения с произвольным дискретным изменением t 0 
последовательность функций, описывающий выходной сигнал 
системы, стремится к какой-либо предельной функции, то можно 
представить себе определенную модель свободных колебаний, 
которую мы назовем свободными колебаниями, разви(Jающимися 
из бесконечного прошлого. Упомянутая предельная функция 
описьmает выходной сигнал в этом процессе. Если предельная 
модель существует, то мы говорим, что процесс физически опре-. 
делен ( § 0.3). 

Свойство физической определенности процесса обусловлено 
некоторыми свойствами свободных колебаний системы. Для сис­
темы конечного порядка в случае, когда ее свободные колебания 
описьmаются дифференциальным уравнением порядка п, введя 
норму решения r в виде 

r=Jixi2 + lpxl2 + . . . + ipn-! xl2, • 
достаточное условие физической определенности процесса можно 
сформулировать следующим образом: для произвольных поло­
жительных чисел Б и е можно указать такое отрицательное число 
Т, что При любом t 0 .;;;; Т для всех частных решений уравнения сво­
бодных колебаний, удовлетворяющих неравенству r(t) < Б, спра­
ведливо неравенство r(O) <е. Очевидно, предельная модель сво­
бодных колебаний в этом случае - основное состояние покоя 
(см. § 0.8). 
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§ 5 .2. Свободные колебания: односвязных систем с 
распределенными парамеrрами 

Рассмотрим односвязную одномерную систему с распределен­
ными параметрами, определенную в области пространствеиного 
аргумента l Е [О, L] и времени t Е [0, Т ] . Пусть x(t, L) -выход­
ной сигнал и пусть свободные колебания системы описываются 
однородным дифференциальным уравнением с частными про­
изводными 

n дix(t, /) 
� Pt 1 = О, 

i = O дt 

где Р1 - дифференциальный оператор вида 
mi д"Щ-/ 

Р; = � a11(t,x) т _1 , j=O д/ l 

которое отражает динамические свойства системы, и однородными 
граничными условиями 

m-1[ дix(t,1) 1 д1x(t,1) l ]-
� bk;o(t,1) ; + bkil (t) 

д11 
-О, 

i-0 дl 1=0 l=L 
k = O , I ,  . . .  ,т; т= mахт1 

l 
(где bklo(t, l) и bkil(t, l) - непрерывные функции), отражаю­
щими связи в системе. Охарактеризуем задачу расчета свободНЫХ 
колебаний при начальных условиях 

afx(t, l) 1 -
д 1 -I{JJ(l), 

t t = O  
j = О, 1 , .  о о , n - 1 

(где lfJJ (l) - непрерьmные функции), вполне определяю1ЦИХ (но 
не переопределяю1ЦИХ) начальное состояние системы, и при 1 = О, 
l = L не противоречащих граничным условиям. 

Определенная выше система уравнений процесса содержит в 
качестве неизвестной функцию двух аргументов x(t, /),в то время 
как выходной сиrнал x(t, L) (то, что нас интересует) описывается 
функцией оДНого аргумента - сечением при 1 = L функции x(t, l).  
Для расчета свободНЫХ колебаний в прннятой постановке доста­
точно селективного решения задачи - такого решения, при кото­
ром находится только функция x(t, L ) .  Однако все известные 
методы приближенного решения дифференциальных уравнений 
с частными производными связаны с поиском функции x(t, l) . 
Это значит, что вместо требуемого расчета свободных колеба-
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ний односвязной системы рассчитываются свободные колебания 
многосвязной системы с континуальным множеством выходов. 
К такому же выводу можно прийти, если рассмотреть задачу 
расчета свободных колебаний ЩIЯ других частных видов систем 
с распределенными параметрами. 

Следовательно, задача расчета свободных колебаний рассмат­
риваемой односвизной системы с распределенными параметрами 
решается в рамках теории многосвязных систем. Пути ее решения 
освещены ниже в § 7 .1. 

Переход к многосвязной системе при расчете свободных коле­
баний является правилом дliЯ любых систем с распределенными 
параметрами, в описании которых участвуют дифференциальные 
уравнения с частными производными. Однако если процесс опи­
сывается уравнением свободных колебаний, являющимся обык­
новенным дифференциальным уравнением бесконечного порядка 
(см. § 2.3 и п. 3.1.2 )  , возможны мето,цы расчета основанные на 
приближеином интегрировании этого дифференциального урав­
нения. В этом случае система с распределеиными параметрами 
при расчете свободных колебаний рассматривается как одно­
связная. 



Гл а в а  6 

ВЫВУЖдЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ОДНОСВЯЗНЫХ СИСТЕМ 

Во введении ( § 0.3) мы отметили три основные задачи анализа 
систем. В данной главе приводится различные варианты постановок 
и решений первых двух задач для односвязных систем в предпОЛf?· 
женин, что процессы в системе развиваются из основного 
состояИИJI покоя, т. е., что в системе происходит вынужденные 
колебания: 

Для решения: этих задач необходимо оговорить множество, к 
которому принадлежат входные сигналы. В дальнейшем предпола­
гается , что детерминированный входной сигнал описывается комп­
лексной функцией у (t) , непрерывной всюду, за исключением, 
возможно, дискретного множества точек, имеющей в точках нару­
шения непрерывности либо разрывы 1-го рода (скачки), либо 
включения: типа дельта-функции (либо и то и другое), причем на 
любом конечном интервале множество таких точек конечно, а 
функция:, описывающая: безымпульсную составляющую сигнала, 
является функцией с ограниченной вариацией (п. 1.2. 1). Все такие 
функции и обобщенные функции, образуют линейное пространство, 
которое обозначим символом L с, а все числовые функции этого 
пространства образуют его подпространство, которое обозначим 
символом Lc. ОчевИдно, Lc является подпространством прост­
ранства Q (l) всех кусочно непрерывных функций L с Е Q' (/) 
(см. п. 1.2.1), а множество YauF (см. § 0.5) является некоторым 
подпространством пространства Q ' (а u F ) , 

Рассматривая: стохастические входные сигналы, ограничимся 
только такими, реализации которых описываются веществеиными 
функ�ми или обобщенными функциями. Будем· предполагать, 
что стохастический входной сигнал в общем случае описывается 
обобщенной случайной функцией Y(t) (п. 1.3.5) и состоит из 
двух стохастически независимых компонент: сигнала, описываемо­
го· случайной функцией, и стохастического импульса, или стохас­
тического потока импульсов (п. 1.3.4). Множество возможных 
реализаций обобщенной случайной функции указанного вИда оп­
ределим как линейное пространство L '(:,образованное веществен­
ными элементами пространства L (; . 
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§ 6.1. Процессы, вызванвые детермнвированвыми 
ВХОДНЫМИ сигналами 

6.1.1. Первu основная: эада'8 анализа. Рассмотрим первую 
основную задачу анализа в следующей постановке: установить 
соответствие между заданным множеством входных сигналов, 
приложенных в момент t 0 и описываемых числовыми или обоб­
щенными функциями, принадлежащими не1<:аторому линейН"о)#У 
пространству L у, и множеством и; выходных сигналов, порож­
даемых входными сигналами в F(t0 ). Под соответствием между 
уnОМJIНУТЬIМИ множествами понимается отображение множества 
входных сигналов в заданное множество выходных сигналов иF, 
а под задачей установления соответствия - определение правила 
отображения, выделение в множестве иF подмножества и; и 
выяснение является ли соответствие между L у и иj;. взаимно 
однозначным [40 , с. 370]. 

Ограничимся нормальными системами (см. начало гл. 3). В этом 
случае с учетом указанных в п. 1.2. 1 свойств функций, описываю­
щих сигналы, в качестве множества L у можно принять множество 
L с, а в качестве множества иF - множество Q, элементы кото­
рого определены на F(t0 ). При этом множества иF и UF также 
являются линейными пространствами. В дальнейшем предполагает­
ся указанный выше вИд множеств L у и иF. 

Рассмотрим четыре варианта определения отображения L у -+иj;., 
использующие следующие внешние характеристики системы: 
импульсную переходную функцию, передаточную функцию, спектр 
системы, передаточный функционал. Эти варианты раэличаются 
структурой оператора А uy, ставящего в соответствие каждому 
элементу у ( t) Е L с некоторую определенную на F (t 0) функцию 
U'(t) ELc [и(t) =AuyY(t)). 

В дальнейшем при обозначении выходных сигналов символ и 
заменим символом х. 

Р е ш е н и е з ада ч и  с и с п о л ь з о в а н и е м  и м п у л ь с­
н о й п е р е х о д н о й ф у н к ц и и. Если в.ходной сигнал является 
безымпульсным и на интервале (0, Т) , где Т�оо, известны опи­
сывающая: его функция у (t) и импульсная: переходнав: функция 
системы w(t, и) , причем первая: функция равна нулю при t < О,,а 
вторая: непрерывна или кусачно-непрерывна [40 , с. 106} по обоим 
аргументам и при всех t Е (0, Т) интегрируема по и на любом ко­
нечном подынтервале интервала (0, Т) , то при t Е (0, Т)  соответ­
ствие между входным и выходным сигналами выражает формула 

t t 
x(t ) = f w(t, и )y(u )du = f w(t, t- т)у (t- т )dт . (6.1) 

о о 
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Согласно этой формуле, оператор А иу представляется в виде пос­
ледовательности следующих операций: 1) в у (t) заменяется t на 
и, 2) результат умножается на w(t, и), 3) результат ннтегрируется 
в пределах от О до t. 

Если входной сигнал является снгналом общего вида [У (t) Е 
Е L с], определенным на (0, Т),nричему(t) =О при t <О и w(t,и) 
удовлетворяет на (0, Т) указанным выше условиям, то выходной 
сигнал на (0, Т) может иметь скачки. С учетом этой возможности 
формула (6.1) уточняется следующим образом: 

t 
x(t) = f w(t, и)у(и)dи. 

0-
(6.2) 

При этом функция x(t) определена всюду, кроме моментов прн­
ложения имnульсов (если в этих точках она имеет разрывы). 

Приведецные формулы устанавливают правила отображения 
множества входных снгпалов L у = L с или L у = L с в множество 
выходных сигналов UF = Q (F). 

Чтобы интегрирование в правых частях равенств (6.1) и (6.2) 
бьmо выполнимо аналитически, необходимо располагать аналити­
ческими выражениями функций w(t, и) и у (и) , причем в сочетании, 
доnускающем сведение интегралов к табличным. Поскольку 
имnульсную переходкую функцию можно получить в упомянутом 
виде лишь дЛЯ очень узкого класса систем, то, как правило, дЛЯ 
аналитического интегрирования в (6.2) необходимо заменить им­
пульсную переходкую функцию ее аналитической аппроксимацией. 

Перейдем теперь к случаю, когда момент приложекия входного 
сигнала удален в минус бесконечность. Формула (6.1) дпя t >О 
здесь заменяется формулой 

t 
x(t) = f w(t, и)у(и)dи , (6.3) 

имеющей смысл только в случае сходимости интеграла. В силу 
неравенства Гёльдера [40] nри у (t) Е Lc дпя сходимости доста­
точно, чтобы при каком-либо вещественном числе а: существовали 
интегралы 

t t 
f w2(t, и)ехра:и dи, f lу(и) 12ехр(-а:и)dи. -со (6.4) 

Сходимость иНтеграла в (6.3), однако, не гарантирует физичес­
кого существования процесса, рассчитанного по этой формуле, 
так как процесс может быть физически не определен (п. 3.1.4). 
Физическая определенность процесса является вторым необхо­
димым условием того, чтобы рассматриваемый случай вынужден­
ных колебаний имел смысл, а в совокупности со сходимостью 
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интеграла - достаточным условием этого. Достаточное условие 
физической определенности процесса для системы, свободные ко­
лебания которой описываются дифференциальным уравнением 
порядка n, приведено в п. 5.1.7. 

При y(t)ELc формула (6.3) сохраняет силу, но функция 
x (t) определена всюду, за исключением, возможно, моментов 
приложении импульсов. Изменяются такЖе условия сходимости 
интеграла. Очевидное достаточное условие сходимости: существо­
вание вещественногочнсласх,при котором функция 1 w(t, u) 1 expcxu 
ограничена на интервале интегрирования и 

t 
f y(u)exp(- cxu) du (6.5) 

существует. 
Выясним теперь, является ли отображение иj; -+ Ly однознач­

ным. Ограничимся случаем входных сигналов, описы_раемых функ­
циями y(t) Е Lc и приложеиными в момент t = О. Предположим, 
что однозначности нет. Тогда существуют два различных входных 
сигнала, описываемых функциями у 1 (t) и у2 (t) ,  порождаюlЦИе 
один и тот же выходной сигнал. На основании (6.1) получим 

t 
f w(t, u) fy 1 (u) - Y2(u)] du = О , t Е [О, Т]. 

о 
(6.6) 

Поскольку оба сомножителя под интегралом интегрируемы по 
Лебегу [39, с. 294-295], то на основании обобщения В.А. Дитки­
ным и А.П. Пруцниковым [27, с. 85-861 теоремы Титч.марша 
[140], один из сомножителей должен быть равен нулю. Если систе­
ме не является инвариантной, т .е. условие w (t, и) =О при t Е [0, Т] 
не выполняется, то у1 (t) - у2 (t) = О , t Е [0, Т], т.е. высказанное 
выше предположение ошибочно. 

Таким образом, сделаем следующий вывод. Если система не 
является инвариантной, то отображение и;..-+ Ly ·однозначно. 
С уммируя.этот результат с однозначностью отображения Ly-+ и;.., 
заключим, что при указанных условиях соответсчие между мно­
жествамиLу и иj;- взаимно однозначное. 

С о о т н о ш е н и е  м е ж д'у в х о д н ы м  и в ы х о д н ы м  
с и г н а л а м и, у с т а н а в л и в а е м о е ч е р е з п е р е д а т о ч­
н у ю ф у н к ц и ю. Пусть передаточная функция W(a, . t) сущест­
вует, определена в области О Е;; t < Т Е;; 00, Re а ;;;;. с и является в этой 
области аналитической функцией от а. Пусть входной сигнал 
приложен в момент to = о. и определен на интервале [0, Т). Тогда 
в зависимости от используемой характеристики сиrнала возможны 
две формулы перехода к выходному сигналу. 

1. В качестве характеристики входного сигнала используется 
его изображение по Лапласу У(а). Очевидно, для этого требуется, 
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чтобы функция y(t) бЬVIа определена на интервале [О, оо) [если 
Т< оо, то ее следует доопределить на интервале (Т,. оо)] и могла 
быть преобразована по Лапласу. При этом функция Y(s) является 
аналитической в пекоторой области Res;;;;. с1. 

Пусть для всех t Е [0, Т) выполняется неравенство 

Cz +ioo .. f 1 W(s, t) Y(s) 1 ds < оо, (6.7) 
с2- ;оо 

где с2 = max(c, с 1 ), 1 = ...;-::f, гарантирующее существование пр иве­
денного ниже интеграла. Тогда справедливо равенство ( [24, 67]) 

1 Cz+ ioo 
x( t)=-. f W(s, t)Y(s)expstds, O� t<T. (6.8) 

21Тl Cz -foo 
Это - формула Заде [ 1 46] . 
2. В качестве характеристики выходного сиrнала используется 

его левое изображение Y(s, t). Для этого функция y( t) должна 
быть определена на интервале ( - 00, Т) и преобраэуема в смысле 
левого преобраэования Лапласа. Считая, что y( t) = О при t < О, 
заключим, что функция У(�. t) является аналитической во :всей 
комплексной плоскости, за исключением, возможно, бесконечно 
удаленной точки [40, с. 200]. При выполнении укаэанньiх условий 
и условия 

c+joo 
f 1 W (s, t)Y(-s, t)lds<oo, O� t<T, (6.9) 

c-i00 
гарантирующего существование приведеиного ниже интеграла 
[39, с. 423], выходной сиrнал связан [74] с входным сиrналом 

равенством 

1 с+ joo 
x( t) =-. f W(s, t) У(-s, t)ds, О� t <Т. (6. 10) 

21Тl c-ioo 
Рассмотрим теперь случай t0 =1= О. Если входной сиrнал приложен 

в конечный момент времени to =1= О, то , заменяя t на t1 = t- to , 
приходим к рассмотренному выше случаю. Поэтому достаточно 
рассмотреть случай t0 =- 00• В этом случае формула (6.8) неприме­
нима, а формула (6.10) остается в силе, если функция Y(s, t) опре­
делена и является аналитической функцией от s в области 
- оо < t <Т, Re s;;;;. с1, где с1 - вещественное число , удовлетворя· 
ющее [74] неравенству с1 <-с. Заметим, что , так же как в случае 
расчета выходного сиrнала с использованием импульсной переход­
ной функции, данные расчета, доставляемые формулой (6.10), при 
t0 =- оо адекватны выходному сиrналу только тогда, когда про­
цесс физически определен. 
14. Ф.А. Михайлов '209 



Со о т н о ш е н и е  м е ж д у  с п е к т р а м и  в х о д н о г о  и 
в ы  х о д  н о г о с и г н а л о в. Соотношение между спектрами 
выходного сигнала 'Рх(О), входного сигнала .Ру(О ) и системы 
(J (0, c.u) устанавливается [67] следующим равенством: 

1 
'Рх(Щ =- f .P

y(c.u)O (O, c.u)dc.u. (6.11) 
271' - 00 t 

Равенство (6.11) представляет собой некоторое видоизменение 
известного соотношения между изображениями Фурье входного 
и выходного сигналов, заданных на интервале (-оо, оо) ; оно выра­
жает соотношение между изображениями Фурье входного и выход· 
ного сигналов, заданных на интервале (- оо, Т) и дополненных 
нулевыми сигналами на интервале [Т, оо). 

Для иллюстрации соотношения ( 6 .11) рассмотрим следующий 
пример. 

Пр и м е р  6.1 . Пу сть си стема вн ешне стацион арна и т акова, что ее спе ктр 
су ще сrву ет. То rда, со гласно (3 .87) , 

8(0, w) = 21rW( iw) 6( S1 - w), (6 .12) 

где W( s) - перед ато чная ф ункция с истемы. Испо льзуя (6 .12) в (6 .1 1) ,  
по пучим 

'Рх( Щ = f .py<w> W( iw) 6( S1 - w) dw = W( iЩ.py( n) .  - 00 
Со о т н о ш е ни е  м е ж д у в хо д н ы м  и в ы хо д ным 

с и г н а л а м и, у с т а н а в л и в а е м о е ч е р е з п е р е д а т о ч­
н ы й ф у н к ц и о н а л. Если входной сигнал задан на интервале 
(-оо,Т),где Ttt;.oo, и имеет вид 

т 
y(t) = С ехр f t(u)du, 

где С- константа, а t(t) принадлежит области определения Z пере­
даточного функцианала (п. 3.1.8), то 

t 
x( t) = CH(t) f t(u)du. 

В случае входного сигнала вида 
t 

Y.( t) = � С1 ехр f t1(u)du, 
i 

(6.13) 

где t1(t) Е Z и число слагаемых конечно, выходной сигнал име­
ет вид 

t 
x( t) = �C1H(t1)exp f t(u)du. 

i - 00 
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Если входной сигнал задан на ограниченном слева интервале 
(to, Т) и имеет ВIЩ 

t 
y(t) =С ехр f t(u)du, 

to 
и если при t = t 0 существует состояние системы (характеризуемое 
вектором состоянии s 1 ) , при котором выходной сигнал имеет вид 

t 
x1(t)= CH(t) ехр f t(u)du, 

to 
то выходной сигнал в процессе вынужденных колебаний x(t) име­
ет вид 

(6.15) 

где x2 (t) - выходной сигнал в процессе свободных колебаний, 
развивающихся из начального состоянии, характеризуемого векто­
ром СОСТОЯНИИ S2 =- St. 

В случае входного сигнала вiЩа (6.13), составляющие которого 
удовлетворяют указанным выше условиям, выходной сигнал 
также можно представить в виде (6.15), но в этом случае x1(t) -
правая часть равенства (6.14), a x2 (t) -выходной сигнал в процес­
се свободных колебаний, развивающихся из начального состоянии, 
характеризуемого вектором состоянии s2 =- St, где St - сумма 
векторов начального состоянии системы для парциальных процес­
сов, вызванных каждой составляющей входного сигнала. 

6.1 .2 .  Приближеиные формулы для расчета выходиого сигнала. 
Ва р и а н т  и с п о л ь з о в а н и я  п е р е д а т о ч н о й  ф у н� 
ц и и. Если передаточная функции аппроксимирована дробной 
рациональной функцией от s - функцией W(s, t), имеющей степень 
знаменателя выше степени числителя и аналитической в области 
Re s �с, то при надлежащих областях определении и свойствах 
входного сигнала аппроксимации выходного сигнала может быть 
рассчитана по формулам 

1 с2 + joo 
x(t)=- f W(s,t) Y(s)expstdf 

2тri с2 -ioo 
(6.16) 

или 

1 С+ ioo 
x(t)=-. f W(s,t)Y(-s,t) ds ,  

2тrl c-ioo 
(6.17) 

где ё2 = max(c, Ct). i =� Для применении первой формулы 
входной сигнал должен быть определен на интервале [0, со) , преоб-
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разуем по Лапласу и должен удовлетворять при замене W(s, t) 
на W(s, t) и с на снеравенству (6.7). Для применении второй 
формулы входной сиmал должен быть определен на интервале 
(- оо, Т) , преобраэуем в смысле левоrо преобразования Лапласа 
и должен удовлетворять при замене W(s, t) на W(s, t) и с на ё 
неравенству (6.9). 

Если путем аналитическоrо продолжения распm:рить области 
определения функций W(s, t) и .Y(s) до всей комплексной плоско­
сти и при этом вторая функция окажется аналитической всюду, 
за исключением конечноrо числа изолированных особых точек 
(первая функция обладает этим свойством )_, а произведение функ­
ций - удовлетворяющим лемме Жордана *), то при nрименении 
формулы (6.15) аппроксимация выходноrо сиrнала для t > О  
может быть рассчитана по формуле 

x(t) = I: Re s [ W(s, t)Y(s)exp st]' 
i а; 

rде суммирование распространяется на все особые точки функций 
W(s, t) и Y(s), за исключением бесконечно удаленной точки (если 
она оказывается особой) . 

Если функция У(- s, t )  имеет структуру 

Y(-s, t)=A(s, t)+B(s, t) exp st, 

rде А (s, t) и B(s, t) - дробио-рациональные функЦии **) , причем 
такие, что старпше степени s в знаменателях произведений 
W(s, t)A (s, t) и W(s, t)B(s, t) выше старших степеней s в соответст­
вующих числителях, причем в первом случае разность указанных 
степеней - не менее двух, то при t > О аппроксимация выходноrо 
сиrнала x(t) может быть рассчитана по формуле 

x(t) = I: Res [ W(s, t) У(- S, t)J' (�18) 

rде вычеть1 берутся только по полюсам функции W(s, t). 
Для слаrаемоrо x(t)' получаемоrо при интеrрировании выраже­

ния W(s, t)B(s, t) ехр st это следует из леммы Жордан'а; обоснова­
ние для второrо слаrаемоrо см. в [40, с. 213, лемма 1] . 

Если входной сиrнал приложен в момент t = О и на интервале 
[0, Т) может бьпь аппроксимирован функциейу(t), представляю­
щей собой линейную комбинацию экспонент с постоянными 

*) То есть при Js - cJ -+ .. функция W(s + t) Y(s) при t >О стремится 
в полуплоскости Re <с к нулю равномерно по arg (8 - с) [40, с. 161-162] . 

* *) Функции У (- 8, t) для простейwих opИI'IDiaлoв у (t), кроме 6 (t - 0) , 
удовлетворяют этому условию (табл. 1 . 1 в п .  1 . 2 .4) . 
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(формула (1.4)) или с полиномиальными (формула (1.�aJJ 
коэффициентами (п. 1.2.2), а передаточная функция удовлетворяет 
условшо 

W(s, t) = О при t < О, (6.19) 

то можно получить простые формулы для соответствующей аппрок­
симации выходного сиrнала. В частности, в случае, коrда входной 
сиrнал аппроксимирован функцией вида (1.4), продолжив дейст­
вие описывающей ее формулы на интервал (- "", О) (в силу (6.19) 
это не отразится на результатах расчета) и применив формулу 
(6.3)' получим 

n 
x(t)=:t Ctexprtt fw(t,t-т)exp(-r1т) dт -

i = 1 о 
n 

- :t С1 ехр r; t W(r1, t). 
i = 1 

Пр и м е р  6.2. Расс читаем р еак цию  стационарного апери одич еского 
звена с переда то чной функцией 

1 
W(s, t) = -- , Т1 = const >О, 

1 + Т1в 
на вхо дной си rнал у (t) = 1 - ехр а t, приложенный в мом еиr t = О. Применим 
фо рмулу (6.10). Поскол ьку единс твенная особая точка ф ункции W(s, t) -
по люс В1 =- 1/Т1 , то мо жно пр инять с= О. По табл . 1.1 находим 

1 - ехр ( - вt) ехр at- ехр (- вt) 
Y(s,t)= ----

в в+а 

1 а ехр (- вt) ехр at 
=--

в в (В +а) в+а 

Так как произведение 
1 а ехр вt ехр at 

W(s, t) У(- В, t) =- +-----
в(1 +т, в) в (В- а)(1 +Т, в) (в-· а)(1 + Т1в) 

удовле творя ет лемме Жорд аиа, т о  для вычисле НИJl выходного си rнала можн о 
воспо пъэов аться формулой (6 . 18) (в д аином слу чае W = W, х =х). ВЫчис ЛJIJl 
вы чет в то чке В1 , по лучим 

аТ1 ( t ) expat 
x(t)= 1- -- ехр -- ---- . 

1 +аТ1 Т1 1 +аТ1 

Зам етим, чrо выходн ой с игнал в ра ссма триваем ой задаче мо жно вычис ­
л иrь также по формуле Заде (6 .8) с прим еиением а ппарата теор ии выч етов . 
О днако при этом пр идется ВЫЧИСПJIТЬ выч еты как в п ол юсах передато чной 
функции, так и в по люсах ф ункции У (8) , чrо неск ол ько усло жнит расч ет. 

Если видоизмениrь прим ер,  замен ив по СТОJIННуJО Т1 поло жите льной 
ф ункцией Т1 (t), то схема расч ета по обоим вари антам не измен ится и приве -
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дет к результату 

x(t) = 1 - ехр --
ехр а Т а Т1 (t) ( t ) 

1 +aT1 (t) 
-

1 +aT1(t) 
-

T1(t) 
. 

П р и м е р 6.3. Рассчиrаем реакцию рассмотренного в предыдущем 
примере стационарного апериодического звена на входной сиmалу (t) = sin t, 
приложеИИЬiй в бесконечно удаленном прошлом. По табл. 2.1 находим 

.r sin t - cos t 
Y(.f, t) = -· ----

g2 + 1 
Из этого выражения ВидJiо, чrо фунКЦИII У(- а, t) имеет потоса .r1,2 = 
=±..;::т. Для того чrобы можно было применить формулу (6.10) требуется 
иаложиrь такие ограничения на вид функции Т1 (t) , чтобы выполнялось 
условие С1 >-с, т.е. чтобы число с удо1_1летворяло неравенству с < - с1• 
В данном случае в качестве с1 может быть принято mобое положитепьиое 
число. Поэтому достаточно неравенства с < О. Это условие выполняется 
в силу положиrельиости функции Т1 (t) . 

Так как произведение W(.r, t) Y(-Il, t) удовлетворяет лемме Жордаиа, 
то, применяя формулу (6.18) и учиrывая, что W= W, х = х, поnучим 

sin t - т1 (t)cos t 
x(t) = __ .......;; __ _ 

(Т1 (t) ) 2 + 1 
(6 .20) 

Ва р и а н т  и с п о л ь з о в а н и я  п е р е д а т о ч н о г о  
ф у н к ц и о н а л а. Как указывалось в предыдущем разделе, в 
случае входного сиrнала вида (6.13) выходной сиrнал имеет вид 
(6.14) . Этот результат обобщается на случай входного сиrнала 
общего вида, если последний можно с достаточной точностью 
аппроксимировать сиrналом y(t) , имеющим структуру (6.13) , 
где функции tt<t) заменены функциями f1( t) , аппроксимирующими 
их с достаточной точностью. Приближенная формула для расчета 
выходного сиrнала в этом случае имеет вид 

- t -
X(t) = � C1H(f1) ехр f t1(u) du. (6.21) i 

Таким образом, задача расчета выходного сиrнала сводится к выбо­
РУ из множества Z некоторого н�бора функций t1(t) , к ·аппрокси­
мации этих функций функциями t1(t) и к соответствующей аппрок­
симации входного сиrнала. 

Несколько сложнее расчет выходного сиrнала в случае, когда 
входной сиrнал задан на интервале (t0, Т), t0 >- 00• Здесь расчет 
по предьщущей схеме позволяет найти только составляющую 
х1 (t) аппроксимации выходного сиrнала i(t) . Друrая составляю­
щая х2 (t) рассчитывается как аппроксимация выходного сиrнала 
в процессе свободных колебаний, развивающихся из начального 
состояния, характеризуемого вектором s2 =- s1, где s1 - вектор 
начального состояния в момент to + О, определяемый функциями 
Y(t) и х1 (t) так же, как 'это указывал()сь для функцийу(t) и х1 (t) 
в п.6.1.1. 
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§ 6.2. Процессы, вызв8101Ые 
сто:хастическими входными сигналами 

6.2.1 . Типовые вариаи'Пd первой основной задачи анализа. В ста­
тистической динамике линейных систем наиболее часто встречаю­
щаяся постановка первой основной задачи анализа вписывается 
в рамки корреляционной теории случайных функций: при условии, 
что математические ожидания и корреляционные функции входных 
и выходных сиmалов существуют, требуется установить соотноше­
ния между этими характеристиками. Более сложным вариантом 
первой основной задачи анализа является задача установления 
соотношения между корреляционной функцией и одномерной 
плотностью распределения входного сиmала, с одной стороны, 
и аналогичными характеристиками выходного сиmала, с друrой 
стороны. 

Упомянутые варианты первой основной задачи анализа рассмат­
риваются в пп. 6.2.3-6.2.4 и 6.2.7. В п. 6.2.2 определяется соотно­
шение между случайными функциями, описывающими входные 
и выходные сиmалы. Это соотношение является базовым для 
решения рассматриваемых задач. В п. 6.2.6 рассматривается задача 
о формирующем фильтре, результаты решения которой исполь­
зуются при рассмотрении второго варианта первой основной задачи 
анализа в п. 6.2.7. 

6.2.2. Основное сооmошение. Пусть ко входу находящейся в 
основном состоянии покоя системы в момент t0 = О приложен 
стохастический входной сиmал, описываемый на интервале [0, Т)  
(где Т<;; оо) обобщенной случайной функцией Y (t) , множество 
возможных реализаций которой определено так, как указано в 
начале главы. Пусть импульсная переходпая функция системы 
w (t, и) в области t, и Е (0, Т) непрерывна по обоим аргументам 
и при всех t Е (0, Т) интегрируема по и на любом конечном подьm­
тервале интервала (0, Т). Тогда выходной сиmал описывается 
случайной функцией X(t) , связанной с w(t, и) и У (и) равенством 

t 
X (t) = f w (t, и) У (и) dи .  (6.22) 

О-
Формально равенство (6.22) получается из равенства (6.2) , если 
числовую функцию х (t) заменить случайной функцией, а обобщен­
ную функцию у (t)- обобщенной случайной функцией. 

Правая часть (6.22) содержит интеграл обобщенной случайной 
функции, смысл которого определяется условиями (аксиомами) , 
которыми, предполагается, связаны случайные элементы X(t) и 
Y (t) . Для случая, когда X(t) и Y(t) - случайные функции 2-го 
порядка (п. 1.3.5), классический вариант системы аксиом см., 
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например, в [132]; при этом интеграл называется стохастическим 
[137] . 

Отступив от классического построения аксиоматики, мы опреде­
лим интеграл в правой части (6.22) для общего случая обобщенной 
случайной функции Y(t) , описывающей сосредоточенный стохасти­
ческий сигнал рассматриваемого нами вида (см. п. 1.3.5) и общего 
случая случайной функции X(t), описывающей сосредоточенный 
беэымпульсный стохастический сигнал (п. 1.3.1) в предположении 
существования их математических ожиданий *) my(t) иmx(t) 
следующими аксиомами: 

а) каждой реализации y(t) соответствует реализация x(t); 
соответствие устанавливается равенством (6.2); 

б )  существует реализация y(t), совпадающая с т y(t), и ей 
соответствует реализация x(t), совпадающая с mx(t). 

При упомянутых предположениях интеграл будем называть 
обобщенным стохастическим интегршюм, опуская слово "обоб­
щенный", если входной сигнал - беэымпульсный. 

В случае t0 =- оо и /= ( - оо, Т) вместо (6.22) имеем 
t 

X(t) = f w(t, u)Y(u)du. 

Смысл этого интеграла определим по аналогии со смыслом преды­
дущего, заменив в первой аксиоме равенство (6.2) равенством 
( 6 .5) и требуя дополнительно, чтобы с вероятностью 1 интеграл 
сходился, т.е. чтобы существовало такое подмножество Пу мно-

жества возможных реализаций L � обобщенной случайной функции 
Y(t), что: 

а) P[Y(t) Е Пу] = 1 ,  
б) для всех t Е /  и y(t) Е Пу 00 
f 1 w(t, и)у (и) 1 du < оо . 

6.2.3. Сооmошение между матемаmческими ожидаиия:ми сигна­
лов . Пусть математические ожидания my(t) =М Y(t) и mx(t) = 
= MX(t) существуют. Тогда при t0 = О на основании (6.22) и приня­
того определения стохастического интеграла имеет место равенство 

t t 
mx(t)=Mf w(t,u)Y(u)du=f w(t,u)my(u)du. (6.23) 

0- О-
При t0 =-00 и вьmолнении дополнительного условия, приведеиного 

*) Если сигнал У (t) содержиr стохастический импульс С б (t - Т) ,  причем 
С и Т - независимые случайные величины, то т y(t) содержиr составлJПОщую 
МС· б(t- М Т). 
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в конце nредыдущего раздела, вместо (6.23) имеем 
t 

mx(t) = f w(t, и)my(и)du. 

6.2.4. Сооmошение между корреляциоииыми фунКЦИJiми сигна­
лов. Пусть Y(t) и X(t) - стохастические сигналы 2-го nорядка 
( § 1.3 .3), оnределенные на 1 = [0, Т). Тогда для центрированных 
случайных функций Y(t) и i(t) в силу соотношений (6.22) и 
(6.23) получим 

о t о 
X(t) = f w(t, и) У(и)dи. 

О-
ИСПОЛЬЗУЯ это соотношение, найдем корреляционную функцию 
выходного сигнала: 

о о 
Rx(t!, tz)=MX(tt)X(tz)= · 

t1 о ta о 
= f w(t1 , и)У(и)dи f w(t2, и) У(и)dи = 

о- o-
ta ts о о 

=М f J w(t1, и) У(и) w(t2, v) Y(v)dи dv = 
0 - (j-
ta ts о о 

=MJ [J Y(и)Y(v)w(t1,и)dиJ w(t2,v)dv, 
0- 0-

ft,tzE(O,T). (6.24) 

Внутренний интегрmi в nравой части (6.24) - стохастический 
интеграл случаинон функции Z(и, v) = У(и) Y(v)w(tt, и) , где и -
аргумент, а v а t 1 - параметры. Обозначим этот интеграл симво­
ломА(t1 , v) и, рассматривая его как случайную функцию аргумен­
та v, зависящую от параметра t1 , в силу (6.23) получим 

ta ta 
MJ w(t2,v)A(t1,v)dv=f w(t2,v)M[A(t1 ,v)Jdv. (6.25) 

о о 

Но (также в силу (6.23)) 

t1 
M[A(t1,v)) =M[fw(t1,и)Z(u, v)du) = 

о 

t1 
= f w(t1, и)М[Z(и, v)J du= 

о 

ts 
=J w(t1,u)Ry(u, v) du. 

о 
(6.26) 
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Сравнив (6.24), {6.25) и {6.26), найдем 

(6.27) 
о о 

Если случайная функция Y(t) стационарна в широком смысле, 
то ее корреляционная функция R y(t 1 , t 2 ) превращается в функ­
цию одного аргументаRУ{t1 -t2)  и формула (6.24) принимает вид 

t2 tl 
Rx(t1, t2 ) = f f R Y(u- v)w(t1, u)w (t2, u) dud v. 

о о 
{6.28) 

В предельном случае белого шума на входе R У( и - v) = СБ (и - v ). 
С> О, и из формулы (6.28) сле�ует 

t 1 
Rx (t1, t2 ) =С f w(t1, u)w(t2 , u)du = 

0-
t2 

=с f w(t1, u)w(t2 , u)du. 
о-

(6.29) 

Пусть Y(t)  -стохастический сигнал 2-го порядка, определенный 
о о 

на 1 = ( -оо, Т), и случайная функция Z ( t 1, t 2 ) � Y(t 1) Y(t2 ) та-
кова, что существует подмножество n� множества возможных 
реализаций z ( t1, t 2 ) функции Z ( t1, t2), удовлетворяющее 
условиям: 

а) P[Z(t1, t2 )EПz]=l; 
б) для всех t1, t2 Е /. и z(t1, t2 ) Е n'z 

t 2 t 1 
f f lz(t1, t2 )w(t1, u)w(t2, v)ldudv<oo. 

Тогда корреляционный момент Rx ( t 1, t 2 ) существует для каж­
дой пары значений t1, t2, за исключением, возможно, дискретного 
множества пар. Если Rx (t1, t 2 ) - непрерывная функция, то 
X( t) -стохастический сигнал 2-го порядка,Rх (t1, t 2 )- его кор-
реляционная функция и 

· 
t2 t 1 

Rx( ·t1, t2 ) = f f Ry(u, v)w(t1, u)w(t2, v)dudv. 

Для случая стационарной в широком смысле случайной функции 
вместо (6.28) получим 

t 2 t 1 
Rx(t1, t2 ) = f f R�( u-v)w(t1, u)w(t2, v)dudv, 
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а в предельном случае белого шума вместо (6.29) получим 

tl,2 
Rx(t1, t2) =С f w(t1, и)w(t2, и)dи. 

6.2.5. Задача о формирующем фильтре. Во многих задачах ана­
лиза пользуются интерпретацией стохастического сигнала как бело­
го шума, прошедшего через формирующий фильтр. Такая 
интерпретация для случая сигнала, описываемого стационарной 
в широком смысле случайной функцией, содержится в неявном ви­
де в работах [126] и [128) и в явном- в [60). Однако эrо воз­
можно не для всякого сигнала. В частности, в упомянутом выше 
случае стационарного сигнала согласно [99] для этого необходимо 
и достаточно, чтобы спектральная mотность сигнала S у ( <.J) удов­
летворяла неравенству 

оо llnSy(<.J) I 
f 2 d<.J < 00 , -оо 1 + <-J 

Выяснение вопроса о возможности такой интерпретации и (в случае 
положительного ответа) задачу определения характеристик филь­
тра называют задачей о формирующем фильтре (проблемой фотr 
мирующего фильтра) . Ниже эта задача рассматривается для· сто­
хастического сигнала, предполагаемого в общем случае неста­
ционарным. 

Возможны несколько вариантов задачи, различающиеся тем, ка­
кая характеристика ищется. Мы рассмотрим два варианта: 

а) когда искомой характеристикой фильтра является им­
пульсная переходная функция w0 (t, и); 

б)  когда искомой характеристикой фильтра является передаточ­
ная функция W0 (s, t). 

В а р и а н т  о п р еде л е н и я  и м п у л ь с н о й  п е р е х о д­
н о й  ф у н к ц и и  ф и л ь т рL 

Постановка задачи. Приведем постановку задачи в таком виде, 
как ее сформулировал Е.Б.Стир (99). Пусть на заданном интерва­
ле 1 стохастический сигнал описан случайной функцией 
2-го порядка Y(t) (п. 1.3.3), непрерывной в среднем (т. е. 
М 1 Y(t) - Y(s) 1 2  -+О, если 1 t- s 1 -+0 [99] ). Требуется пока­
зать, что возможно представление 

Y(t)=fw0(t, t- r) Z (r) dr, 
1 

причем w0 (t, и) непрерывна по обоим аргументам, Z (t) - белый 
шум. Требуется также указать метод нахождения w0 ( t, и). 
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Решение задачи в случае, если указанное представление возмож­
но, согласно изложенному в предыдущем разделе сводится к реше­
нию интегрального уравнеНИ.R 00 

(6.30) 

где, предполагаи спектральную IDiотность белого шума единичной, 
можно прИН.Rть С= 1. Эта задача еще не решена дли общеГо случаи 
произвольной непрерывной корреляционной функции Ry(t1, t2). 

Уравнение (6.30) получается из уравнеНИ.II (6.23), связывающе­
го корреляционную функцию нестационарного выходного сигнала 
с корреляционной функцией стационарного в широком смысле 
входного сигнала, если в качестве последнего рассмотреть белый 
шум со спектральной плотностью s(w) =С (п. 6.2.3). 

Ввиду трудности решеНИ.R уравнения (6.30), поиск путей реше­
НИJI сопровождался сужением класса рассматриваемых случайных 
сигналов У ( t )  . Результативным оказалось такое сужение, которое 
позволШiо искать фШiьтр в классе нестационарных линейных си­
стем с сосредоточенными параметрами. В соответствии со структу­
рой импульсной переходной функции системы этого класса и урав­
нением ( 6.30) , корреляционная функЦИ.R входного сигнала, со­
гласно А.М.Баткову [6] , при t 1 ;а. t 2 имеет вид 

n 
Ry(t1, tz) = � q1(t1) p1(tz), (6.31) 

t = 1 
где n ;;;.. 1, а функции q1 (t) имеют n первых непрерывных произ­
водных. При этом функции q1 (t) можно считать линейно незави­
симыми, так как случай их линейной зависимости сводится к слу­
чаю линейнрй независимости с меньшим числом членов в суммах 
правой части равенства ( 6.31) . 

Как утверждает Е.Б.Стир и показано автором [ 134] , функцию 
w0 (t, и) в этом случае можно искать в виде 

w0(t, и)= \ t �1 q1 (t){31(и), t ;а. и, 

о, t <и, 
(6.32) 

т.е. задача сводится к определению n функций {31 (и). Действитель­
но, если учесть (6.32) в уравнении (6.30) и прИН.Rть t1 ;а. t 2, то в 
силу равенства (6.31) и равенства 

t2 
f w0(t1, и)wo( tz, u) du = f wo(t1 , u)w0(t2 , u)du = 

t2 n n 
= f � q1(t1){31(u) � q1(t2)/31(u)du, 
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получим уравнение 
n n 
1: qt(tl)Pt(t2) = 1: qt(tl)'Yt(t2), 

1=1 1=1 
где 

t2 n 
'Yt(t2)  = f f31(и) 1: Q;(t2)f3;( u)du = 

n t 2  
j = 1 

(6.33) 

= 1: Q;(t2 )  f f3t(u)f3;( u)du. (6.34) 
' j = 1 

Очевидно, равенство (6.33) будет выполняться, если выполняется 
система равенств р1 ( t) = r 1 (t ), i = 1, ..• , n, что приводит к сле­
дующей системе интегральных уравнений относительно функ­
ций (31 ( и) , ... ,f3п (u): 

n tr 
1: Q;( t2)  f f3t(u)iJJ(u)du =p1(t2), 

j = 1 
i = 1, . .. , n. 

Не останавливаясь на вопросе разрешимости этой системы, пред­
положим, что для заданной функции Ry (t 1 ,  t 2 ) она имеется. 
Тогда остается решить систему этих уравнений. В векторной форме 
ее можно записать в виде t 2 

f C( u)du · q(t2) =p (t2 ), (6.35) 

где·С( и) =llct; 1 1�. c.t; =f3tf3; ,  q.( t 2)  ир(t2) -матрицы-столбцы 
с компонентами q1 (t 2 ) и p1 (t 2 ), i = 1, ... , n, Таким образом, ре­
шение проблемы формирующеrо фЮiыра сводится к решению век­
торного 'интегрального уравнения (6.35). Комплекс условий, 
достаточных для существования решения уравнения ( 6.35) не 
выяснен, но, следуя аналогии с рассмотренной ниже задачей Стира, 
в качестве одной из компонент этого комплекса цеnесообразно при­
нять условие непрерывности в среднем случайной функции У ( t) , 
т,е. условие М [ 1 Y(t) - Y(u) 1] �О при 1 t- и 1 �О для всех 
t, uE (-оо,оо). 

Проqnема формирующего фильтра не усложняется и все сказан­
ное выше остается в ciOie, если при ее постановке интервал времени 
( -оо, оо) заменить интервалом ( -оо, Т), где Т< оо. 

Е.Б.Стир рассмотрел следующую модификацию проблемы: 
для заданной на интервале [0, Т] корреляционной функции 
R у ( t 1, t 2) вида ( 6.31) и заданных моментах 

м yU\o) yU>(o), i, j =о,\, . .. , n - 1, (6.36) 
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rде 

y(O)(t) = Y(t), (i) _ d1Y( t ) у (t)- j ' dt 
требуется выяснить возможность интерпретации сиrнала У ( t) на 
интервал� [0, Т] как белоrо шума, прошецшеrо через фильтр, и в 
случае положительноrо ответа определить фШiьтр. 

Информация о моментах в изложенной постановке задачи опре­
деляет начальные условия свободных колебаний в фШiьтре, допол­
няющих вьmужценные колебания, раэвивающиеся с момента t = О 
из основноrо состояния покоя (У ( t) = О). Если предположить, что 
временной областью определения процесса и фильтра является ин­
тервал ( -оо, Т), то свободные колебания можно рассматривать 
как реакцию системы на интервале [0, Т] на воздействие белоrо 
шума на прецшествующем интервале ( -оо , О) . 

Поскольку функции q1 ( t )  в (6.31) в сШiу (6.32) образуют 
фундаментальную систему решений уравнения свободных коле'"ба­
ний фильтра 

(pn +bt(t)pn-1 + ... +bn(t))y= O, р � d/dt, (6.37) 

то коэффициенты этоrо уравнения равны соответствующим коэФ­
фициентам уравнения [ ql(t) 

det 
pnqt(t) 

Пусть Q � 11 р1 -1 q 1 11:. Матрица Konm L ( t, и) для уравнения 

t = C(tH, Е� [х, рх, ... , р"-1х]'�, соответствующеrо уравнению 
(6,37) , выражается через матрицу Q в виде L(t, и) = Q(t)  Q-1 (и) , 

Пусть [r1 ( t),  ... , rп (t)] -первая строка матрицы L(t, 0), Тоr­
ца корреляционная функция G ( t 1, t 2 ) свободной составляющей 
сиrнала при t 1, t 2 Е [0, Т] получается в виде 

n 
G(t1, t2) = t M[Y<t)(O)Y(i)(O)]r1(t)rJ(t), 

t,j = 1 
. 

и вместо уравнения (6.30) получаем 

т 
R y(tt. t:z) = G(t1, t:z) + f w0(t1 , и)w0(t2 , u)du. 

о 
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В предположении о расширенной области определения процесса 
и фильтра (интервал (- ос ,  Т) } ,  сравнение (6.30} и (6.38} дает 

о 
G(t1 , t2) = f wo(t1 , u)wo(t2, u)du, - 00  (6.39) 

что соответствует указанной выше интерпретации свободных коле. 
баний. Е.Б .Стир доказывает, что решение уравнения (6.38) сушест­
вует, отвечает физически реализуемому фильтру и указывает 
способ его получения. 

Частный случай задачи С тира рассмотрен В.В.Солодовниковым и 
В.В.Семеновым [98) . В постановке задачи, рассматриваемой этими 
авторами, предполагаются нулевые начальные условия, т.е. равен­
ство нулю всех указанных выше моментов и, как следствие, -
корреляционной функции свободной составляющей сигнала 
G(t1 ,  t2). Если интерпретировать этот случай в расширенной вре. 
менной области определения процесса и фильтра (интервал 
( - ос ,  Т] ) ,  то, очевидно, импульсная переходкая фуккция искомо­
го фильтра должна удовл,етворять условию w(t, и) = О при t < О. 

В задачах Стира и Солодовникава - Семенова сушественную 
роль играют начальные условия для входного сигнала. Вопрос 
начальных условий требует пояснений, так как в общем случае мо­
менты (6.36) могут быть не определены ввиду разрыва в точке 
t = О функций М У < t) ( t) У <J > ( t). Поэтому правильнее говорить 
о начальных данных как о пределах соответствующих функций при 
приближении к точке t = О слева или справа (соответственно : 
о- или О+). 

Уточнение, которое в соответствие со сказанным следует внести 
в задачу С тира, состоит в следующем: в уравнениях ( 6 .36) , ( 6.38) 
и (6.39) точку t = О  следует заменить точкой t = 0+ . Это уточнение 
распространяется и на задачу Солодовникова -Семенова. Его важ­
ность эдесь особо наглядна. В самом деле, если не вносить уточне­
ния, то в силу "нулевых начальных условий" в уравнении (6,38) мы 
должны положить G(t1 ,  t2) = О. При этом получим R y  (0, О) = О, 
что отбрасывает все случаи задания входного сигнала, не удовлет­
воряющего этому условию. 

В а р и а н т о п р е д е л е н и я п е р е д а т о ч н о й ф у н к­
ц и и ф и л ь т р а. Как следует из изложенного выше, задача о 
формирующем фильтре в случае нестационарного входного сигнала 
является весьма сложной. Поэтому представляют интерес также 
упрощенные постановки этой задаЧИ, в которых искомыми яв­
ляются те или иные функции, аппроксимирующие какие-либо ха­
рактеристики фильтра. В частности, рассмотрим задачу вычисления 
функции, аппроксимирующей передаточную функцию фильтра 
с выполнением следующих условий: 
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а) дисперсия Dy ( t )  сигнала Y(t) совпадает с дисперсией сигна­
ла на выходе фильтра; 

б) в случае стационарного сиrнала У ( t) корреляционная функ­
ция R';r ( т ) совпадает с корреляционной функцией сиrнала на 
выходе фильтра. 

Постанов ка задачи. Пусть на заданном интервале 1 = (- оо, Т ) ,  
Т � оо ,  стохастический входной сиrнал описывается случайной 
функцией 2-го порядка Y(t) , причем корреляционная функция та­
кова, что существует спектральная плотность (см. п. 1.3.3) 
S у ( w, t) . Требуется указать условия существования такой 
аппроксимации W0 (s, t )  передаточной функции фильтра W0 (s, t ) ,  
при которой удовлетворяются указанные выше условия, и метод ее 
вычисления. 

Решение задачи. Согласно (1.36) (п. 1.3.3) , 

1 .. Dy( t )  = 1i f Sy(w , t )dw . 
о 

С друrой стороны, если передаточная функция фильтра существует, 
то согласно [50, с. 2 14] в случае белого шума с единичной спек­
тральной ПЛОТНОСТЪЮ 

1 .. Dy(t )  = -;;; f 1 W0(iw, t )  1 2 dw. 
о 

Из сравнения этих формул очевидно, что аппроксимация W0 (s, t )  
передаточной функции удовлетворяет условию " а" , если 

1 W0(iw, t )  12 = Sy(w ,  t) .  (6.4Q) 

Это соотношение можно положить в основу метода вычисления 
функции W0 (iw, t) , а именно : сечение этой функции для каждого 
значения t ищется так же, как ищется передаточная функция ста­
ционарного фильтра в случае стационарной в широком смысле 
функции Y(t) (74, с. 373-374] . Для зтого требуется, чтобы функ­
ция S у ( w, t) имела вид дробно рациональной функции от w2 с за. 
висящими от t коэффициентами. Указанное условие является до-
статочным условием существования функции W0 ( iw, t ) ,  удоВЛет­
воряющей условию ( 6 .40) . 

В случае стационарной в широком смысле функции Y(t) соот­
ношение ( 6.40) принимает вид 

1 W(iw) 1 2 = Sy(w), 
и искомая функция W0 ( iw) совпадает с передаточной функцией 
фильтра. При этом спектральная плотность S у ( w) совпадает со 
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спектр�Щьной пnотностью сиrнала на выходе фильтра, откуда еле. 
дует совпадение корреляционных функций сиrналов, т.е. удовлет­
воряеtс� условие " б" . 

6.2.6. ДиcпepciiJI выходиоrо сигнала. Рассмотрим сначала случай 

t0 = О .  На основании равенств Dx(t) = Rx(t, t )  и (6.24) при 
t Е {Q, Т )  дисперсия выходноrо сиrнала выражается в виде 

t t 
. Dx(t )  = f f R у(и , v)w(t, и )w(t, v)dи dv . 

0- 0 -
В случае, коrда случайная функция Y(t) стационарна в IШ1роком 
смысле, полаrая в (6.29) t 1  = t� = t, получим 

t t 
Dx (t) = f f R ;. (и - v)w(t, и )w(t, v)dи dv . (6.41) 

0 - О -
В · предельном Случае, коrда У ( t )  - белый шум (с корреляционной 
функцией R � (и - v )  = С6 (и - v ) ) , из (6.41) следует 

t 
Dx(t) = С f w2 (t, v )dv. 

О -
Пусть случайная функци,., описывающая входной .сиrнал , 

является стационарной в IШ1роком смысле, но характеристики этой 
функции нам известны только частично. Тоrда дисперсu выходно­
ю сиrнала не определена, но возмоЖНЬI варианты информации о ха­
рактеристиках входноrо сиrнала, допускающие ее оценивание. 
В первом варианте будем предполаrать, что известно лишь мак­
симальное значение <;пектральной пnотностн входноrо сиrнала 
Sm а х  = maxS ( '"') ; во 'Втором варианте известной будем считать 

w 
дисперсию входною сиrнала Dy . Используя эту информацию, 
оценим дисперсию выходною сиrнала. 

Заменим условu поставленной задачи следующими эквивалент­
ными условuми: входной сиrнал приложен в момент t0 = -оо , 
система имеет импульсную переходкую функцию w • (t, и) , совп• 
дающую с w (t, и) при и > О и равную нулю при и <  О ,  При такой 
модифицированной постановке задача решается просто 
[74, с. 401] . В первом варианте решение получается в виде нер• 
венства 

Dx(t)  <; p(t)Srnax 
(равёнство - в случае белою шума) , rде 

t 
p(t) = f w2 (t, t - т )dт .  

о 
15 . Ф.А. Михайлов 

(6.42) 
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Во втором варианте решение выражается неравенством 

t 
Dx(t) ..;;;. 112 (t )Dy ,  11(t)  = f 1 w(t, t - т )  1 dт . 

о 
(6.43) 

Остановимся теперь на случае конечного t 0 -=/= О ( 1 = [ t 0 , ао )) • 
В . силу замены независимой переменной, указанной в п. 6 .2. 1 ,  все 
полученные выше результаты остаются в силе, если всюду заменить 
в нижнем пределе интегрирования О на t0 • Если при t 0 � - ао 
подынтегральные выражения всех интегралов, фигурирующих в по­
лученных равенствах и керавеяствах определены и интегралы абсо­
лютно сходятся, то в случае t 0 = - ао получим: 

а) ДJJЯ стохастического входного сигиала 2-го порядка 

t t 
Dx(t)  = f f Ry (u, v)w(t, u )w(t, v)du dv; - 00  - 00  
б) ДJJя стохастического входного сигнала, стационарного в ши­

роком смысле 

t t 
Dx(t)  = f f R�(u - v)w(t, u )w(t, v)du dv; - •  - оо  
в) для белого шума на входе 

t 
Dx(t) = С f w2 (t, v )dv . - 00  

(6.44) 

При этом, если спектральная rтотность S х( ы) сигнала и переда­
точная функция W(s, t) системы существуют, то [50) из (6.44) 
следует 

1 00 
Dx(t) = тr f Sx(ы) l W(iы, t) l 2dw .  

о 
В предельном случае белого шума это равенство принимает вид 

Dx(t) = f j 1 W(iы, t )  1 2dы . (6.45) 
о 

Неравенства (6 .42) и (6.43) остаются в силе, но функции f.l (t )  и 
Тl (t) определяются тогда следующими равенствами: 

00 
f.l(t) = f w2 (t, t - т)dт , 

о 
226 

11(t) = f 1 w(t, t - т) 1 dт .  
9 



В этом случае интегральная характеристика tJ. ( t) называется сте­
пенью подвижности системы. 

Если Y(t) - стохастический сиrнал 2-го порядка (п. 1 .3.3) и 

определена аппроксимация W0 (s, t) передаточной функции W(s, t) 
системы, то рассматривая последовательное соединение формирую­
щеrо фильтра и исследуемой системы, предполаrая, что функции 
W0 (s, t) и W(s, t) удовлетворяют условиям, указанным при вы­
воде формулы (3 . 1 1 0) передаточной функции последовательного 
соединения, дпя приближенного вычисления Dx(t)  на основании 
(6.45) получим 

где wl (s, t) - аппроксимация передаточной функции упомянутоrо 
последовательного соединения. 

6.2.7.  Одномернан функция распределении выходноrо сигнала. 
При решении многих практических задач описание стохастических 
выходных сиrналов с помощью характеристик, применяемых 
в корреляционной теории случайных функций, не позволяет отве­
тить на многие важные вопросы, в том числе на вопрос: какова 
точность решения задачи управления? Практически оценка точности 
связывается с вероятностной оценкой максимальных выбросов 
выходного сиrнала, а это возможно только при известном распре­
делении случайных значений сиrнала. Это распределение обычно 
априори не известно, но ясно, что оно значительно отличается от 
нормальноrо, что не позволяет применить полученные дЛЯ нормаль­
ного распределения вероятностные оценки выбросов. Отсюда ясна 
целесообразность дополнения примеи.яемоrо в корреляционной 
теории комплекса вероятностных характеристик сигнала одно­
мерной функцией или плотностью распределения сигнала. 

Чтобы вычислить (даже приближенно) одномерную функцию 
(или плотность) распределения сигнала, очевИдНо, необходимо 
соответственно расширить комплекс учитываемых характеристик 
входноrо сигнала. Если опираться на соотношения между момен­
тами входного и выходного сигналов, то необходимо учитывать 
моменты всех порядков любой системы сечений случайной функ­
ции, описывающей входной сиrнал. Такую информацию в общем 
случае нельзя ни получить, ни использовать. Возникает вопрос: 
нельзя ли приближенно вычислить одномерную функцию (или 
плотность) распределения входноrо сигнала, учитывая дополни­
тельно к комплексу вероятностных характеристик, используемому 
в корреляционной теории, лишь одномерную функцию (или плот­
ность) распределения входного сигнала или какую-либо другую 
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вероятностную характеристику или систему вероятностных харак­
теристик входиого сигнала примерно той же сложности? 

Оказывается, что в ряде случаев такая возможность имеется. 
Ниже излагается решение поставленной в таком виде задачи для 
двух типов входиого сигнала: симметричного цепного шума и 
безымпульсного стохастического сигнала. 

С л у ч а й  с и м м е т р и ч н о г о  ц е п н о г о  ш у м а  н а  
в х о д е. Опредепение симметричного цепного шума было дано 
в п. 1 .3 .4. Ero математическое описание имеет вид 00 

k = - oo 

(пояснения смысла символов приведены в упомянутом раздепе) .  
Предположим, что все моменты случайных величин С k и сечений 
выходиого сигнала X(t) в любой момент времени t, принадлежа­
щий заданиому интервалу /, существуют *) и все характеристики 
действующего на входе шума указаниого выше вида заданы. Ра� 
смотрим задачу определения моментов любого порядка се­
чений выходного сигнала и его одномерной функции ра� 
пределения. 

Прежде всего, рассмотрим некоторые характеристики стацио­
нарного точечного процесса, образованного моментами появления 
импульсов в симметричном цепном шуме, и их взаимосвязь. При­
мем следующее правило нумерации импульсов: импульсу, момент 
появления которого является ближайшим предшествующим мо­
ментом к моменту t наблюдения реакции системы (но не совпа­
дающему с ним) , .приписываем номер 1 ,  следующему предшеств� 
щему - номер 2, и т.д. (рис. 6 . 1 ) ; импульсу, момент появления 
которого непосредственно следует за моментом наблюдения реак­
ции (или совпадает с ним) , приписываем номер О, следующему ­
номер - 1 , и т.д. Интервал, содержащий момент наблюдения t в со­
ответствии с [3 1 ]  назовем нулевым, интервал от точки t до момен­
та появления импульса 1 - наЧilЛьны.м, а интервал между k-м и 
(k + 1) -м импульсом при k � 1 - установивши.мся. Обозначим 
через Z длину установившегося интервала, а через f ( z) - ее IDIOT· 
ностъ распределения вероятностей; через Z 0 и fz (z о ) - длину 
нудевого интервала и ее IШОТНостъ распределения вероятностей, 
через Z k и I(J k ( z k) - длину интервала между моментом t и мо­
менrом появления k-ro импульса (k = 1 , 2, . . . ) и ее IШОТНОСТЬ 
распределения. 

* )  Мы не оговариваем, о каких моментах идет речь, так как в силу сим­
метрии импульсного шума центральные моменты указанных выше величин 
совпадают с начальными. 
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Как показано в [3 1 , 133] функция fz (z 0) связана с функ­
цией f(z )  равенством 

.. - 1 
fz (zo ) = zof (zo)( f zf (z )dz)  

а функция ер 1 ( z 1 ) связана с f z ( z ) равенством 

.. fz (z ) 
ep1 (z 1 ) =  f -z - dz. 

%1 

(6.46) 

(6.47) 

л 
Обозначим .C [f(z )] = f(s ) ,  .C [ep 1 (z 1 )] = � 1 (s ) .  Согласно [2], 

Рис. 6 .1 . НумерациJI импульсов 

л л 
функции ер t ( z t ) выражаются через функции f ( s )  и ер 1 ( s )  в виде 

epk (z k )  = .с-1 [� ( s )fk- t  (.r ) ] .  
Вычисление моментов выходного сигнала. Очевидно, 

(6.48) 

В дальнейшем 11дя краткости будем обозначать w (t, t-Z  k ) = Wk .  
Приведем формулы 11дя вычисления степеней xn ( t) ( n = 

= 1 1  2, , . ,  ) . С ЭТОЙ целью ОбознаЧИМ Ck Wk = ak И раССМО.'tрИМ сум­
му А k = а 1 + а 2 + . . .  + а k . Для п-й степени этой суммы справе11дива 
формула 

(6.49) 

где �-t1 , . . .  , J.lk - целые неотрицательные числа, а сумма берется по 
всем различным комбинациям этих чисел,  удовлетворяющим усло­
вию �-t1 + ll2 + ... + llk = п . Полагая в формуле k -+ оо и учиты­
вая (6,48) , получим М [Xn (t)] = M (An] ,  где А = lim A k .  Приме-

k -+ OO  
няя теоремы о математическом ожидании суммы и произведения 
неэависимых случайных величин, и, учитывая, что в силу симмет-
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рии шума М [ С 1 ] = М [ C: J  = . . .  = О найдем, что математические 
ожидания нечетных степеней X(t) равны нулю, а в формулах для 
моментов четного порядка не содержатся нечетные степени 
веn:ичин а 1 • 

Обозначим 

М[ С7 ] = асп , M [Xn(t)] = ахп · 

Тогда для моментов веn:ичины Х (t ) получим 

ах2 = ас2 М� W� ,  1 
ах4 = ас4 М� W14 + 6а�2 М .�: Wl W/ , 

1 1, 1 
ах6 = ac6 M� W16 + 1 5ас2ас4 М � ' Wi W/ + 

t 1, i 
+ 9О а�2 м � , w; W/ w; . 

1, j, k 
(6 .50) 

IIIтpиx у символа суммы � означает, что индексы различны, и что 
учиtываются тоuько различные слагаемые (как одинаковые рас­
сматриваются такие слагаемые, которые совпадают при какой-либо 
перестановке индексов у сомножитеn:ей) . 

Для коэффициентов при моментах в первых слагаемых в фор­
мулах (6.50) , т.е. веn:ичин 

М [Wf + Wf + . . . ] , n = 2 ,  4, . . . , 
как показано в [74] , справедлива формула 

.. 
M [Wf + Wf +  . . . ] = vf wn (t, t - z) dz ,  

о 

где v - математическое ожи):Щние числа импульсов на интервале 
единичной длины, причем v = .с -1 [IP1 (s)/(1 - [ (s)] . 

Перейдем к вычислению математических ОЖИ):ЩННЙ сумм вида 

� , W{'� · W�i . . . w;ч , a; + a; + . . .  + aq = n ,  
i, j, . . .  , q  1 

где штрих у символа � имеет смысл, указанный выше. Для ил­
люстрации метода, который будет далее применен для решеНИJI 
задачи, рассмотрим простейший пример - вычисление математи­
ческого ожидания М W� W� .  Согласно определению математическо­
го ожидания, имеем 

.. ..  
M W� W � = f f w (t, t - Z t )w 2 (t, t - z 2 ) 1Pz z (z 1 , zz ) dz , dzz , 

о о 1 •  ' 
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rде I{Jz z (z 1 , z2 ) - плотность распределения вероятностей сис-s о  2 
темы случайных величин Z 1 , Z2 • Эта функции не известна, однако 
известно, что величины Z 1 и Z 2 связаны соотношением Z2 = Z 1 + Z. 
Позтому предыдущее соотношение можно записать в виде 

M W � W � = f f w2 (t, t - z 1 ) X 
о о 

Х w 2 (t, t - z 1 - z) I{Jz z (z , , z) dz 1 dz ; " 
rде I{Jz z (z 1 , z ) - плотность распределении вероятностей систе-1 '  
мы случайных величин Z 1 и ·z. Но величины Z и Z 1 независимы. 
Следовательно ,  I{Jz z (z 1 ,  z) = 1() 1 (z 1 )  f(z) и формула дли мате-' 
матическоrо ожид.ании примет вид 

.... 
M W � W � = f w2 (t, t - z 1 ) 1{) 1 (z 1 )  Х 

о .... 
Х f w 2 (t, t - z 1  - z) f(z) dz dz 1 . 

о 
После замены переменных z = и  - z 1 получим 

.. 

M W� W �  = f w2 (t, t - z 1 ) 1{) 1 (z 1 )  Х 
.. о 

X f  w 2 (t, t - u) f(u - z , ) du dz 1 • (6.5 1 )  

Обобщим формулу (6.5 1 )  на случай M Wl WJ, rде i и j - про­
извольные числа и j > i .  Построения, аналогичные использованным 
выше, приводИТ к результату 

.. 

М W f WJ = f w 2 (t - Zt) l{}t (Zt) Х 
о .... 

Х f w 2 (t, t - u) fj_1 (u - z1) du dz;, (6.5 2) 
zi 

rде fi- t (v) - плотность распределении длины интервала между 
моментами появления i-ro и j-ro импульсов . 

ПР.именим формулу (6.42) дли вычислении М 1: ' W 2 w? . По-i . i 1 
лучим , ]  

М 1: ' W � W � =  i, j 1 1 

= М [ W � (W � + W � + . . .  ) + W � (W � + . . .  ) + . . .  ] = 
.. .. 

= f w2 (t, t - z 1 ) 1{)1 (z 1 )  [ J w 2 (t; t - u) f1 (u - z 1 ) du + 
о z ,  
.. 

+ f w 2 (t, t - u) f2 (u - z 1 ) du + . . .  ] dz 1 + 
z ,  
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- 00 
+ f w2 (t , t - z 1 ) cp2 (Z2 ) [ / w 2 (t, t - и)/2 (и - z 1 ) dи + О z2 00 
+ f  w 2 (t, t - и) f2 (и - z2 ) dи + . . .  ] dz2 + . . . = 

00 .. 00 
= / w2 (t, t - z) cpt (z) f w2 (t, t - и) � ft (и - z) dи dz + о z t = 1 

.. .. .. 
+ f w2 (t, t - z) cp2 (z) f w 2 (t, t - и) � !1 (и - z) dи dz + . . . (6.53) 

о z i = 1 

В силу равенств 
л л 
/; (s)= !1 (s), 

найдем 

-1 л, ft (и - z) = Lu -z [/ (s)] , 

л оо - -1 [ f(s) ] � ft (и - z) - .Cu -z л , 1 = 1  1 - f(s) 

i= 1 , 2, . . .  

rде в нижнем индексе символа L�1_z указан аргумент оригинала. 00 
Обозначив � !; (v) = p (v), формулу (6.53) приведем к виду 

i =  1 

.. 00 
Х � cp1 (z) f w2 (t, t - и) р (и - z) dи dz. i = 1 z 

Но � ер; (z) = v. Поэтому получим 
i =  1 

M � ' .W fWJ = 
i, / 

00 .. 
= v f w2 (t, t - z) f w 2 (t, t - и) р (и - z) dи dz. (6.54) о z 
Аналогично вычислJПОтся математические ожиданИJI в друrих 

слаrаемых правых частей формул (6.50) . В частности [2] ,  получим 
М � ' W1WJ = 

i, i 00 .. 
= v f w4 (t, t - z) f w2 (t, t - и) р (и - z) dи dz + о z 

.. .. 
+ v f w2 (t, t - z) f w 4 (t, t - и) p (и - z) dи dz, 
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00 ... 
М 1: '  W1 WJ W1 = v f w2 (t, t - z) f w2 (t, t - u) X i, /, k о % 

.. 
Х p (u - z) f w2 (t, t - v) p (v - u) dv du dz. 

и 
Общая процецура вычисления состоиr в следующем. 
1 .  Рассматриваемая сумма 

� ,  W,.,.i W ,.,.m � i . . . т i, . • •  , m  

(6.56) 

с фиксированными показателJIМИ степеней ll ;, . . . , llm представ­
ляется в виде 

� ,  W'�'� a W'�'�P W'll6 � Q (3 . . . 6 ' 01, {3, . .. , 6 
где а: < (j < . . .  < 6 (при этом показатели степеней 7101 , 1lp , • • •  , 116 
в каждом слагаемом принимают значения, совпадающие с точ­
ностью до порядка следования с числами. 1J, 1, • . .  , IJ.m. Эта сумма 
разбивается на частные суммы, содержащие только слагаемые 
с одним и тем же порядком следования значений показателей 
степеней 7101, 1lp , • • •  , 716 • 

2 .  К каждой частной сумме применяется операция nерехода 
к математическому ожиданию, в результате чего каждая сумма 
выражается в виде 

.. 
v f w '�'�01 (t, t - у) f w '�'�P (t, t - z) p (y  - z) . . . Х о.. у 
Х f w 'l'/6 (t, t - v) p (v - u) du . . . dy dz. 

и 

3 .  Суммируются математические ожидания частных сумм. 
Используя равенства (6.54) - {6.56) в формулах (6.50) , можно 

получить формулы для моментов четного порядка выходного 
сигнала. В частности, первые три таких момента выражаются в виде 

.. 
ах2 = ac2 v f w2 (t, t - z) dz , о 

... ... 
ах4 = ас4 v f w4 (t, t - z) dz + 6a�2 v f w 2 (t, t - z) Х 

о о ... 
X fw2 (t, t - u) p (u - z) du dz, 

% .. 
ахб = ac6 vf w6 (t, t - z) dz + 

о 

+ l Sac2ac4 v j [w4 (t, t - z) jw2 (t, t - и) + 
о % 

(6.5 7) 

(6.58) 
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+ w 2 (t, t - z) fw4 (t, t - и)] p (и - z) dи dz +  
z 00 00 

+ 90a�1 v f w 2 (t, t - z ) f w 2 (t, t - и) р (и - z)  Х 
о z 

Х f w 2 (t, t - v) p (v - и) dv dи dz . 
и 

(659) 

П р и м е р 6 .5 .  В случае дробового шума мотиость распредепения веро­
ятностей длины установнвшегося интервала имеет вид f (z ) = v ехр (- " z )  . 
Отсюда 

д v 
f(s) = - , 

v + s 
д f(s) v --д- = -

1 - f(s) s 
-1 [ f(s) ] 

р (z ) = l.z -.r- = v. 
1 - f(s) (6.60) 

В силу (6 .60) формулы для сумм смешанных моментов вепичины W; 
упрощаются. В частности, формула (6.54) принимает вид 

М �.' w; wj = ,; f w 2 (t, t - z) f w 2 (t, t - и) dи dz 
� / о z 

и допускает дальиейшее упрощение. Обозначив 
и 
f w • (t, t - и) dи = Ф (и) , 
о 

получим 

М � · w ; wj = v2 j ( Ф (оо) - Ф (z) ]  d Ф (z ) = 
i, / о 

v2 v2 

� 
= т  Ф2 <-> = т r f w• (t, t - z) dz J• .  

о 
В силу (6 .50) и (6.5 8) формулы для моментов аХ2 и ах4 принимают вид 

ах2 = aC2 vf w 2 (t, t - z ) dz , 
о 00 

ах4 = ac4v f w 4 (t, t - z) dz + 3a (;.2 v• [ J  w 2 (t, t - z) d z ]2 • 
о о 

Если перейти от моментов aXk к кумулянтам *) кХk, k = 2, 4, . . . , то 

*)Кумуллнтами [50]  (семиинвариантами [ 40] ) случайной вепичины G 
называются числа 

- .k dk ln xa (q) 1 каk - 1 k dq q = O 

(q - вещественная переменная, i = yCi) , опредепяюiЩI:е коэффициенты 
разложения в ряд Тейлора по степеням q функции ln x 0  (q) ,  

ка 2 i ка з 
ln x0 (q) - 1 + i к 0 1q - '"2'!  q2 + 3! q 3 + . . .  , 

где ха (q) - характеристическая функция [40 , с. 548 ] . 
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получим 

Как и следовало ожидать, этот результат совпадает с известным резуль­
татом Дж. Лэнинга, Р. Бэттина [50 ] . 

П р  и м е р  6 .6 .  Рассмотрим цепной шум с плоmостью распределения 
длины установивтегоси интервала вида f (z ) = а2 z ехр ( -az ) , а > О. 

По формулам (6 .46) и (6.4 7) плоmости распределения вероятностей 
длин нулевого и начального интервалов получим соответственно в виде 

fz (z)= 1 /2 a3z2 exp (-az), 

.р1 (z 1 )  = 1 /2 а3 ( 1  + az 1 )  exp (-az 1 ). 
Изображения функций f(z) и .р 1 (z) имеют вид 

" at 
f (s) = (s + a)t • 

Отсюда следует 

= .- � [  �� (s) ." _  .... z л 1 - f(s) 
" 

,. a (s + 2a) <Pt (s) = 2 {s + a)2 

p (z) = r.-; [� J = v [ 1 - exp (- 4 vz) ] . 1 - f(s) 
На основании формул (6 .5 7) - (6 .59) получим моменты аХ2, ах4, ах6 в виде 

ах2 = ac2 "J w 2 (t, t - z) dz, 
о 

ах4 = ac4 vf w 4 (t, t - z) dz + 
о 

+ 6ab2v 2 j w2 (t, t - z) j w (t, t - и) { l - ехр [ - 4 1J(и - z)J } dи dz , 
о z 

.. 
Х f w 4 (t, t - z ) f w 4 (t, t - и ) { 1 - ехр [ - 4 v(и - z)J } dи dz + 

о z 
.. .. 

+ f w 2 (t, t - z) f w 4 (t, t - и) { 1 - ехр [ - 4 1J(и - z) dи dz J } + 
о z 

+ 90ас2 " 3  j w2 (t, t - z) jw 2 (t ,  t - и) { 1 - ехр [-4 "(и - z)] } х 
о z 

.. 
Х f w 2 (t, t - v) { 1 - exp [ -4 1J (V - и) ]  } dи dv dz . 

и • 
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Способы приближеююго вычисления функции распределения 
по моментам см. в [74) . Простейший способ, когда учитываются 
только моменты ах2 и ах4 приведен в коJЩе данного раздела. 

Сл у ч а й б е з ы м п у л ь с н о г о  с т о х а с т и ч е с к о г о 
в х о д н о г о · с и г н а л а. Б езымпульсный стохастический сиг­
нал - стохастический сиrнал, не содержащий импульсов. Б удем 
рассматривать входные сигналы этого типа, предполагая, что они 
определены на интервале ( -оо, Т) как случайные функции вре­
мени Y(i) . 

Чтобы приближенно вычислить одномерную функцию распре­
деленИJI выходного ёигнала в процессе, вызванном входным сиг­
налом этого типа, удобно применить  гипотезу о происхо�ении 
центрированной случайной составл.JПОщей входного сигнала [f(t) = 
= Y(t) - m y (t) ] , как симметричного цепного шума, иреобразо­
ванного формирующим фильтром. Дл я  этого нео бходимо, чтобы 
для всех моментов времени от минус бесконечности до момента 
наблюдения выходного сиmала существовали и были известны 
математическое ожидание входного сигнала и его коррелJIЦИон­
ная функЦИJI, а плотность распределеНИJI всех сечений его центри­
рованной составл.JПОщей была четной функцией. 

Рассмотрим два случая: 
а) функция Y(t) является стационарной в широком и узком 

смысле; 
б) функцИJI Y(t) является случайной функцией общего ВИда. 
В первом случае предположим, что дл я  всех t Е (-оо , Т) равны 

нул ю все нечетвые моменты ayk и конечны все четные, корре­
ляционная функция R у ( т ) такова, что проблема формирующего 
фильтра разрешима, и что функция R у ( т ) и все числа aYk заданы. 
При этих условиях для приближенного вычисленИJI моментов 
выходного сигнала можно применить следующую гипотезу о 
происхожденни сигнала Y(t): этот сигнал появился в результате 
прохожденИJI симметричного цепного шума Z (t) через формирую­
щий фильтр (см. рис. 6.2) . 

З адача решается по следующей схеме. Задаваясь функцией p (v) 
(характеристика реккурентного потока мо ментов появленИJI 
импульсов) и примеНJiя формулы, связываюqnt:е моменты вход­
ного и выходного сиrнал ов, находим характеристики симметрич­
ного цепного шума Z (t ) . Далее находим импульсную перехо� 
функцию w 1  (t , и) последовател ьного соединения формирую,ще го 
фильтра и з аданной системы и примен яя те же формулы находим для 
всех t моменты сечений случайной функции X(t ). По моментам при­
ближенно вычисляем функции распределения упомJIНутьiх сечений. 

Во втором случае эта схема не подходит, так как моменты ас4 
в силу нестационарности сигнала находятся как функции от t и, 
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следовательно , соответствуюumй им СШ'иал Z (t) не является 
симметричным цепным шумом. Это принуждзет нас учитывать 
только часть информации о сиrиале Y(t) , рассматривая вместо 
всех высших моментов , начиная с 4-го порядка, лишь этот момент 
и искать в классе конетаит дополнительно к моменту ас2 лишь 
момент ас4 . Прииципиальио решение такой задачи возможно : 
ищется таi<ая характеристика p (v) реккурентиого потока мо­
ментов появления импульсов,  при которой ас4 = const. 

Z(t) X(t) 

Рис. 6.2. Схема решеНИJI задачи об одномерной функции распределеНИJI 
выходиого сиn�ала : Z (t) - симмеrричный цепной шум, Y(t) - входной 
cиrиan, X (t)  - выходной СИПiап 

Найдя характеристики цепиого шума, моменты 2-го и 4-го 
порядка сечений функции X(t) находим так же, как в преды­
дущем случае. По моментам находим функции распределения 
сечений. 

Схема решения задачи следующая. 
1 . В рамках корреляционной теории случайных функций ищем 

импульсную переходную функцию фильтра, прообразующего 
белый шум единичной интенсивности в стохастический сиrнал 
с нулевым математическим ожиданием и корреляционной функ­
цией, тождественной корреляционной функции задаиного вход­
ного сигнала. 

2. Ищем характеристики цепиого шума - v ,  p (z) , ас2 Jt ас4 
из условия, что при его преобраэовании фильтром на выходе 
фильтра появляется СШ'Нал с . такими же корреляционной функ­
цией и моментом 4-го порядка, как у центрированной состав­
ляющей заданиого сигнала. 

3. Ищем импульсную переходную функцию последовательного 
соединения фильтра и задаиной системы. 

4. Ищем моменты 2-го и 4-го порядка выходного СШ'Нала упо­
мянутого выше последовательного соединения, предполагая, 
что на входе действует цепной шум с найденными в п. 2 харак­
теристиками. 

5 .  Рассматривая этот выходной сигнал как выходной сигнал 
задаиной системы, возбужденной центрированной составляющей 
задаиного сигнала, ищем его одномерную функцию распре­
деления. 

6. Используя математическое ожидание задаиного входного 
сигиала и импульсную переходную функцию заданной системы, 
рассчитываем математическое ожидание выходного сШ"нала. 
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В этой схеме гипотеза о происхождении заданного входного 
сиrнала используется в пп. 2 и 4. Смысл ее применения следую­
щий: заданному входному сигналу приписывается пекоторая 
структура, сохраняющая содержащиеся в задании его характерис­
тики и, вместе с тем, позволяющая рассчитать аналогичные ха­
рактеристики (в случае разреШИМ<?СТИ задачи, сформулированной 
в п. 4) выходного сиrнала. Очевидно, что возможное песовпадение 
рассчитываемых характеристик выходного сиrнала с действитель­
ными связано с неполнотой имеющейся информации о стохасти­
ческом входном сиrнале. 

РазреiШiмость задачи в целом определяется разрешимостью 
всех ее подзадач, каждая из которых, кроме пятой, может ока­
заться неразреiШiмой. Пятая задача всегда разрешима, причем 
неоднозначно. 

Охарактеризуем каждую подзадачу. 
Первая подзадача - это задача о формирующем фильтре. 
Вторая подзадача является обратной по отношению к задаче 

о прохождении цепного шума через систему (см. выше) , в не­
сколько видоизмененном варианте - учитываются только 2-е и 
4-е моменты случайных величин. 

Третья задача является одной из задач алгебры структурных 
преобразований и рассмотрена в rл . 3 .  

Четвертая подзадача есть часть задачи о прохождении цепного 
шума через систему, которая рассмотрена выше. 

Пятая подзадача не представляет сколько-либо существенных 
сложностей . 

Шестая подзадача рассмотрена в п. 6.3.2.  
Из приведеиной характеристики подзадач следует, что три из 

них являются типовыми задачами , рассмотренными в других 
разделах книrи. Таким образом, следует рассмотреть три осталь­
ные : вторую, четвертую и пятую. 

Для решения второй подзадачи можно воспользоваться полу­
ченными в данном разделе уравнениями, связывающими моменты 
сигнала на выходе системы (в данном случае - фильтра) с момен­
тами коэффициента модуляции цепного шума. Так как сигнал 
на выходе фильтра в дальнейшем будет интерпретироваться как 
сигнал на входе заданной системы, будем обозначать его симво­
лом Y(t) ; для: амплитуд импульсов сохраним прежние обозначе­
ния: - символы Ck . Взаимосвязи между известными и неизвест­
ными величинами устанавливают уравнения: (6.58) и (6 .57) : 

aY2 (t) = ac2 v J wб (t, t -z) dz , 
о 

ay4 (t) = ac4 v f w � (t, t -z) dz + 6ab2 v f wб (t, t - z) Х 
о о 
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Х f w � (t, t - u) p (u - z) du dz, (6.62) 
z 

где wo (t , v) - импульсная переходмая функция формирующего 
фильтра. Заметим, что в этих уравнениях аУ2 и ау4 - функции 
от t , а ас2 и ас4 - постоянные величины. Неиэвесmыми являют­
ся три числа ас2 , ас4 и v и одма функция p(v) .  Число неиэвест­
ных можно сокраmть, применив следующую замену неизвестных : 

p (v) 
ac2 v = a�2 . ac4 v = a�4 ,  -- = p0 (v) .  (6.63) 

v 

Так как выше предполагалось, что искомый цепной шум явля­
ется белым шумом единичной интенсивносm, то а�2 = 1 и урав­
нение (6.6 1) в решении задачи не участвует. Уравнение (6 .62) 
после замены (6.63) принимает вид 

aY4 (t) - а�4 jw� (t. t - z)dz = 
о 

= 6 j w� (t, t - z) j w�(t. t - и) р 0 (u - z)du dz. (6 .64) 
о z 

Это уравнение можно рассматривать как интегральное уравнение 
оmосительно функции p<? (v) с параметром а�4 • В качестве при­
емлемых значений этого параметра может бьпь принято любое по­
ложительное число , при котором выполняются следующие усло­
вия : а) уравнение (6.64) разрешимо в классе неотрицательных 
функций, б) существует такое положительное значение v ,  при кото­
ром a�4v > 1 , а функция р0 (v) принадлежит к некоторому классу 
функций , определенному свойствами, nрисущими ей как характе­
ристике цеnного шума . 

Обозначив 

а�4 jw�(t, t - z)dz = Л, 
о 

jwб{-t, t - u) p (u - z) du = a(z) , (6 .65 ) 
z 

воnрос разрешимости уравнения (6 .64) можно свести к вопросам 
разрешимости уравнения 

aY4(t) - Л = 6 jw� (t. t - z) a(z)dz, 
о 

в котором a(z ) - неизвестная функция, Л - вещественный поло­
жительный параметр, и уравнения (6.65) , в котором неизвестной 
функцией являются p(v) . Эти вопросы должны решаться последо­
вательно . 

Достаточное условие разрешимости проблемы моментов [5] в 
данном случае выражается в виде a�4 v > 1 . Класс функций, к кото-
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рому прЮiадле:жит функция p0 (v) , определяется уравнениями 

(см. первую часть этого раэдела) 

p (v) = .C� � ( f(� ) . v = .C� � ( ���) ) . 
1 -f(s) 1 -f(s) 

оовместно с уравненнем (6 .47) . Из уравнений (6 .65) следует 
л 

p o (z) = .c - 1  [ �(s) } 
. (6 .66) z s.p1 (s) 

Учитывая (6.47) и (6.66) , получим 
л 

p o (z) = .с - 1  ( f(s) ) . z 
s.Cz [ ju- 1[z (u) du ] 

z 
Это уравнение ставит в ооответствие каждой плотности распреде" 
ления f (z ) некоторую функцию р0 (z ) .  Множеству возможных 
плотностей распределения ооответствует класс функций р0 ( z) , 
к которому принадлежит решение интегрального уравнения (6.64) . 

Очевидно , ооrласно общим свойствам плотности распределения, 
функцией f(z )  может бьпь любая измеримая [59] неотрицатель­
ная вещественная числовая функция с возможными включениями 
типа дельта-функции . При этом, поскольку аргументом является 
длЮiа Юlтервала, f(z )  = О  при z < О. Кроме тоrо , для однознач­
ности описания стационарного точечного процесса следует исtслю­
чить возможность включений типа дельта-функции в точке z = О. 

Решение четвертой подзадачи дают уравнения (6.57) и (6.58) , 
которые в соответствии с обозначениями (6 .63) с учетом равенст­
ва а�2 :о 1 принимают вид 

ax4(t) = а�4 jw1(t, t - z) + 6 jw� (t, t - z) o (z) dz, 
о о 

(6 .67) 

(6 .68) 
rде w 1 ( t, и) - импульсная переходкая функция последовательного 
соединения формирующего фильтра и заданной системы. 

Пятая подзадача, как уже отмечалось, имеет неоднозначное 
решение . Простейшая возможность связана с интерпретацией ис­
комого распределения как одноrо из следующих трех: �-распре­
деления, нормального распределения, распределения Стьюдента. 
При этом в ооответствии с [9) выбор вида распределения для 
данного значения определяется отношением k = а х4/а ,k2 , а именно : 

при 1 < k < 3 - �-распределение, при k = 3 - нормальное распре-
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деление, при k > 3 - распределение Стьюдента. Случай k < 1 не 
рассматривается, так как при этих значениях k проблема моментов 
Гамбургера [5, с. 142) дЛЯ последовательности 1 ,  ах2 , ах4 , • • •  
нераэрешима, т .е. не существует отвечающей ей функции распре­
деления с бесконечным числом точек роста [5 , с. 1 43] . 

§ 6.3. Вынуждевиые колебаНИJI стохастических аtстем 

Будем предполагать, так же как мы это делали дЛЯ детермини­
рованных систем, что стохастическая система является нормальной. 
Будем рассматривать только такие входные сиmалы, которые опи­
сываются вещественными функциями или обобщенными функция­
ми времени, если они - детерминированные и случайными или 
обобщенными случайными функциями времени, если они - сто­
хастические . При этом функции и обобщенные функции, описы­
вающие как детерминированные сиmалы, так и реализации сто­
хастических сиmалов , будем считать принадЛежащими векторному 
пространству Lc. 

Далее, будем считать, что имеется такая полнота вероятностного 
описания системы, при которой каJ<дому детерминированному 
входному сиmалу соответствует стохастический выходной сиmал, 
представляемый случайной функцией . Множество всех случайных 
функций обозначим символом L �. Оно является векторным прост­
ранством. В силу линейности системы множество всех случайных 
функций, описывающих выходные сиmалы, порожденные рассмат­
риваемыми входными, является его подпространством. Обозначим 

rA его символом Lх . 
При высказанных предположениях стохастическая система 

характеризуется оператором АХу ,  ставящим в соответствие каждо-

( • r  w rA му у t) Е Lc некоторыи элемент Х (t) Е L х . Отсюда вытекает 
следующая постановка первой основной задачи анализа: определить 
оператор Аху и выяснить, является ли отображение взаимно од­
нозначным. 

Второй вариант первой основной задачи анализа возникает в 
случае стохастического входного сиmала, характеризуемого слу­
чайной или обобщенной случайной функцией Y(t) с реализациями 
из множества Lё. Множество всех случайных и обобщенных слу­
чайных функций этого вида является векторным пространством, 
которое обозначим символом Е';. . Постановка задачи эдесь следую­
щая: определить оператор Аху, осуществляющий отображение 
lfy -+ L�, и выяснить, является ли отображение взаимно одно­
значным. 
16. Ф.А. Михайлов 24t 



Оба варианта задачи существенно сложнее аналогичных вариан­
тов для детерминированных систем, причем уровень сложности 
зависит от того , какие характеристики системы заданы в вероят­
ностном аспекте : коэффициенты уравнения или системы уравне­
ний процесса, импульсная переходная функция, частотные харак­
теристики и т .д. Наиболее распространенная форма вероятностно­
го описания системы - через вероятностное задание коэффициен­
тов - приводит к наиболее сложным задачам. Так ,  например, в 
случае системы с сосредоточенными параметрами коэффициенты 
задаются как функции времени и конечного числа случайных па­
раметров (переменных или постоянных) . Трудности здесь связаны 
с тем, что в общем случае операторы Аху и Аху нелинейно зависят 
от этих параметров. 

Первая основная задача анализа для нестационарных линейных 
систем общего вида практически не изучена . Поэтому ограничимся 
системами с сосредоточенными параметрами. Возможность прос­
тых решений появляется только в случаях линейного характера 
упомянутой зависимости и тогда, когда диапазоны возможных зна­
чений случайных параметров достаточно малы и практически до­
пускают линейную аппроксимацию зависимости оператора от па­
раметров .  Путь решения в этих случаях состоит в решении задачи 
в детерминистском аспекте для математических ожиданий парамет­
ров и сигналов с внесением аддитивной стохастической поправки 
в выходной сигнал. При постоянных параметрах поправка может 
быть внесена по .методу, основанному на теории чувствительности 
(74, с .  410-413] , (96,  с .  466-472] ,  при переменных параметрах -:­
на методе [74, с. 408-409] , базирующемся на методе Щелкунова 
[74,  с. 332-333] . 

Некоторые методы решения первой основной задачи анализа , 
не использующие предположение о малости случайных парамет­
ров при вариантах описания системы уравнениями процесса, им­
пульсной переходной функцией и частотными характеристиками 
см. в [74, с. 41 3-434] . 



Г л а в а  7 

ПРОЦЕССЫ В МНОГОСВЯЗНЫХ СИСТЕМАХ 

В данной главе рассматриваются свободные и вьmужденные 
колебания многосвязных систем. 

§ 7 . 1 . СвобоДНЬiе колебания 

7 .1 . 1 . Свободные колебания многосвязных сисrем с одним или 
несколькими выходами. Как бьmо замечено в § 4.4, внутренние 
характеристики многосвязной системы с одним выходом могут 
рассматриваться как внутренние характеристики векоторой одно­
связной системы, а внутренние характеристики детерминированной 
многосвязной системы с несколькими выходами - как внутренние 
характеристики векоторой совокупности односвязных систем. 
Поэтому задача изучения таких многосвязных систем сводится 
к аналогичным задачам для односвязных систем. 

Анализ свободных колебаний стохастических многосвязных сис­
тем с несколькими выходами несколько сложнее . Часть резуль­
татов здесь можно получить в той же схеме рассмотрения - при 
эквивалентированни исходной системы совокупностью односвяз­
ных систем. Но появляется также новый аспект исследований : 
изучение стохастической взаимосвязи выходных сигналов . Эта 
взаимосвязь определяется как стохастической взаимосвязью внут­
ренних характеристик эквивалентирующих односвязных систем, 
так (в случае вероятностного задания начального состоJIНия, § 1 .6) 
и единством начального состоJIНия упомянутых односвязных сис­
тем.  Она может еще более усложниться при наличии стохастической 
взаимосвязи между начальными данными и внутренними харак­
теристиками системы. 

7 .1 .2. Свободные колебаНИJI многосвязных сисrем с коиrинуаль­
ным множеством выходов . Большие сложности .представляет ана­
лиз свобОдных колебаний систем с континуальным множеством 
выходов . В частности, для расчета процесса в одномерной системе 
с распределенными параметрами в варианте использования в ка­
честве внутренней характеристики уравнения или системы урав ­
нений процесса необходимо решать (приближенно) дифферен-
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циальные уравнения в частных провзводных - задача, существенно 
более сложная, чем задача интегрирования обыкновенных днффе­
ренциальных уравнений . Существенно проще рассчитывать сво­
бодные колебания такой системы в варианте использования в 
качестве внутренней характеристики аналога фундаментальной 
системы решений обыкновенного линейного однородного диффе­
ренциального уравнения ( § 4.4) . Однако задача получения такого 
аналога в численном или аналитИческом виде представляет большие 
и неизученные трудности . 

Р а с ч е т  с в о б о д н ы х  к о л е б а н и й  с и с т е м ы  с р а с ­
п р е д е л е н н ы м и п а р а м е т р а м и .  Задача расчета свобод­
ных колебаний системы с распределенными параметрами сводится 
к интегрированию одного дифференциального уравнения или 
системы дифференциальных уравнений в частных провзводных с 

заданными краевыми условиями. Поскольку точное аналитическое 

решение уравнения или системы уравнений в частныхпровзводных 
может быть найдено только в простейших .случаях, при решении 
большинства практических задач приходится прибегать к методам 
приближенного интегрирования. 

К л а с с и ч е с к и е м е т о д ы. К этим методам в первую 
очередь относятся конечно-разностные методы, метод конечных 
элементов и вариационные методы. Другие известные методы -
либо разновидность, либо векоторая комбинация этих основных 
методов . 

Конечно-разностные .методы [33, 22] наиболее многочисленны. 
Они относятся к категории численных методов, ущmерсальны, ал­
горитмы их просты и легко реализуются на цифровых вычисли­
тельных машинах. Однако общеизвестны и трудности, связанные с 
их применением. Главные из них: неустойчивость многих аппрок­
симационных схем, сложность исследования устойчивости этих 
схем, большие затраты машинного времени. 

Метод конечных элементов (.метод дискретного пара.метра) (89) . 
позволяет решать задачи различной сложности, начиная с таких, 
как расчет колебаний простейших механических систем (нитей, 

винтов и др.) и до пространствеиных задач теории упругости со 
сложными краевыми условиями. Известны случаи применении 
метода конечных элементов в задачах механики жидкости, тепло­
передачи, электромагнетизма. Метод основан на эквивалентирова­
нии системы с распределенными параметрами системой с сосредо­
точенными параметрами высокого порядка. Однако этот метод -
инструмент для решения лишь простейших задач и только при хо­
рошо подобранной эквивалентирующей модели дает решение, близ­
кое к решению исходной задачи. Кроме того, неудобством приме­
нения метода является также необходимость численного интегри-
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рования уравнений процесса эквнвалентирующей системы. Заме­
нить численные методы приближенными аналитическими практи­
чески возможно лишь в тех случаях, когда порядок системы 
дифференциальных уравнений достаточно низок. 

Вариационные методы (метод Галеркина, метод локальных ва­
риаций и др. ) [33, 34) явлJПОтся приближенными аналитически­
ми методами и наиболее разработаны применительно к задачам 
теории упругости (34) и к задаче о стационарном распределении 
температур в неоднородной среде, т .е. не к задачам теории 
динамических систем. Однако в тех случаях, когда математические 
постановки задач расчета процессов в динамических системах фор­
мально совпадают с постановками указанных вьппе задач, методы 
решения последних можно применить для решения первых. 

Итерационный метод (77, 78] .  Этот метод является методом 
приближенного интегрирования дифференциального уравнения в 
частных провзводных произвольного порядка с двумя аргумента­
ми, один из которых в нашем случае представляет собой время t, а 
другой - пространствеиная координата l .  Основная идея метода -
замена исходного дифференциального уравнения в частных произ­
водных двумя аппроксимирующими его обыкновенными диффе­
ренциальными уравнениями, в одном из которых t играет роль 
аргумента, l - параметра, а в другом l - роль аргумента, а t -
параметра. Эти дифференциальные уравнения формируются ре­
куррентно, причем рекуррентный процесс строится так,  чтобы на 
основе решений этих уравнений можно было получить аппрокси­
мации решений исходной задачи. 

Приведем вариант метода, предложенный в [77] . Вариант , пред­
ложенный в [78] , отличается алгоритмом построения аппроксими­
рующих дифференциальных уравнений. 

П о. с т а н о в к а з а д а ч И. Рассмотрим линейную систему с 
расnреДеленными параметрами, процессы в которой описываются 
дифференциальным уравнением вида 

т. o ix (t, l) � Q; . О, lo � l � /1 ,  to � t < T < oo, (7. 1 )  
j a O  01 1  

где 
n; a nг f  

Q; = � at; (t, l) n ·- 1 , 
1 = 0 ar ' (7.2) 

причем a11 (t, / )  - непрерывные функции, при следующих гранич­
ных условиях : 

1 n - 1 o ix(t, l) l � � bvis (t, l ) · = О , 
s = O  i = O о[ '  l = la 

v = о' 1 ' . . . ' т - 1 ' (7 .3) 
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где bv;s (t, / ) - непрерывные функции. Сформируем метод прибли­
женного расчета свободных колебаний такой системы, т .е .  метод 
приближенного вычисления решения уравнения (7 . 1 ) , удовлетво­
ряющего граничным условиям (7 .3) и заданным начальным усло­
виям. Начальные условия примем в виде 

a ix(t, 1) / _ 
---'-. �  - 4{). (1), j = 0, 1 ,  . . .  , n - 1 ,  

дtl t = to 1 
(7 .4) 

где 4{)/ (/) - непрерывные функции. 

Р е ш е н и е з а  д а ч и. Перепишем уравнение (7 . 1 )  в виде 
n o ix(t, /) � Р; . =0 , (7.5) 

; = о ot 1 
где т; от

г i 

Р; = � c;;(t, /) т · - i  , 
i = О 3/ 1 

(7.6) 
причем max т1 = т. В основе метода лежит итеративная процедура 

1 
фор!'.Вiрования аппроксимаций искомого решения в виде линейных 
комбинаций результатов интегрирования уравнения (7 . 1 )  по пере­
менной l и уравнения (7 .5) - по переменной t . 

Обозначим символом w (t, / ) искомое решение . Построим по­
следовательность аппроксимаций функции w (t, / ) , вьmолняя на 
каждом итерационном шаге следующие четыре операции : 

1 )  интегрирование уравнения, аппроксимирующего уравнения 
(7 . 1 ) , с заданными начальными условиями; 

2) интегрирование уравнения, аппроксимирующего уравнение 
(7 .5) , с заданными граничными условиями; 

3) формирование аппроксимации решения уравнения (7. 1 )  при 
заданных краевых условиях как полусуммы решений, полученных 
в пп. 1) и 2) ; 

4) уточнение уравнений , аппроксимирующих уравнения (7. 1 )  
и (7.5) . 

Рассмотрим первый итерационный шаг. 
Операция 1. Введем обозначения 

t, t, ox(t, 1) 
u0 (t, /) = x(t, /) , u 1 (t, /) = о/ , 

ь, 32 x(t, /) ь, о т 
u (t, /) 

u2 (t, / ) = 3/ 2 ' . . .  ' Uт (t, / )  = о/ т 

и перепишем уравнение (7 .1 ) в виде 

Qo uo (t, l) + Q t U t (t, /) + . . .  + Qт uт (t, 1 ) = 0 . 
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Выберем дифференциальный оператор Qk , содержащий максималь­
ную степень оператора дифференцировании о /о t ,  а если таких диф­
ференциальных операторов несколько , то - тот из них, у которого 
индекс выше (т.е. тот ,  который стоит перед производной нанболее 
высокого порядка переменной х по 1 ) . Далее, полагаи остальные 
дифференциальные операторы равными нулю, аппроксимируем 
уравнение (7 . 1 )  уравнением 

Qkuk (r, l) = O . (7.9) 
В соответствии с (7 .2) оно имеет вид 

a nuk (t, 1) an - luk (t, l) ako (t, l) n + ak 1 (t, /) n 1 + · · · ot ar -
. . .  + akп (t, /) uk (t, / ) = 0 .  (7 . 1 0) 

Уравнение (7 . 1  О) является обыкновенным дифференциальным 
уравнением с незайисимой переменной t, в котором переменнаи l 
участвует в качестве параметра. Приближенно интегрируя это 
уравнение с учетом начальных условий 

o fuk
_
(t, /) 1 = 3 k1P1k

. (/) ' j = о, 1 ,  . . .  ' п, ot1 t = t az о 
(7 . 1  1 )  

следующих из  условий (7  .4) , находим нулевое приближение 

и? > (t, / ) k-й производной по l некоторого решении уравнении 
(7. 1 ) ; при этом указанная производпаи удовлетворяет заданным 
начальным условиям. . 

После этого находим нулевое приближение x <0 > (t, 1 ) решении 
уравнении (7 . 1 )  при заданных краевых условиях путем k-кратно-

го интегрировании функции и� о) (t, / )  по аргументу 1 , определяя 
9ависищие от параметра t произвольвые константы из граничных 
условий (7 .3) . 

Операция 2. Алгоритм построении уравнении, аппроксимирую­
щего уравнение (7 .5) аналоrичен приведеиному выше алгоритму 
аппроксимации уравнении (7 . 1 ) . Вводим переменные 

д д ox (t, 1) v0 (t, / ) = x(t, 1) , v1 (t, l) = дt , 
/:::,. a nx (t, 1) Vn (t, /) = 3t n (7. 1 2) 

и выделяем из дифференциальных операторов Р о. Р 1 ,  • • • , Р n 
оператор Pr , содержащий максимальную степень оператора 3/31, а 
если таких дифференциальных операторов несколько , то - тот из 
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них, у которого шщекс вЬШiе. Приравняв все остальные диффе­
ренциальные операторы нулю, записываем исходную аппроксима­
цию уравнения (7.5) в виде 

am vr (t, 1) Prvr (t, 1) = Cro(t, 1) + azm 
am - l vr (t. 1) + Cr t (t, /) ()/m - l + . . .  + Crm (t, /) Vr (t, /) = 0. (7 . 1 3) 

Приближенно интегрируем это уравнение с учетом граничных 
условий (7.3) .  Это дает нулевое приближение v? > (t, 1 )  r-й произ­
водной по t некоторого решения уравнения (7 .5) ; при этом ука­
занная производпая удовлетворяет заданным граничным условиям. 
Соответствующее нулевое приближение v < 0> (t, 1 )  решения уравне­
ния (7. 1)  находим путем r-кратного интегрирования функции 
v7<0> (t, 1 )  по аргументу t с определением зависJПЦИх от параметра 1 
произвольных констант из начальных условий (7 .4) . 

Операция 3. Определяем аппроксимацию искомого решения 
уравнения (7 . 1 )  как завершающую для первого итерационного 
шага в виде 

u <0>(t, 1) + v <0>(t, 1) w<0>(t, 1) = ---2---

Операция 4. Поцставляя x (t, 1 )  = w < o> (t, 1 )  в выражения 
т a 1x (t, 1) n a fx(t, 1) - � Q· - � р. --'--'-

i = о 
' д1 i • 1 = о 1 дtl I Ф k j Ф r 

(7 . 14) 

и обозначая результат подстановки в первом случае символом 
y < 0> (t, l ) , а во втором - символом z<0> (t ,  1 ) , сформируем первые 
аппроксимации уравнений (7. 1) и (7.5) в виде 

Qk uk (t, 1) = y <0>(t, 1), Prur (t, 1) = z <0 >(t, 1) . {7 . 1 5 )  

Эта операция завершает первый итерационный шаг. Следующие 
шаги аналогичны. Если приписать аппроксимациям решений урав­
нения (7 . 1 ) , получаемым в результате операций 1 и 2 на q-м итера-
ционном шаге, индекс q - 1 и ввести вспомогательные функции 
w <q - l ) (t, 1 ) , y <q - l ) (t, 1 )  и z (q - t ) (t, 1 )  по аналогии с соответ­
ствующими функциями, введенными на первом итерационном 
шаге, то результат q-го итерационного шага выразится дифферен­
циальными уравнениями 

Qk uk (t, 1) = y <q - l ) (t, 1), Pr v7 (t, 1) = z (q - l )(t, 1) , (7 . 1 6) 
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отличающимис.я: от уравнений (7 . 15) лишь видом правых частей. 
Эти уравнении используются на (q + 1)  -м итерационном шаге . 

Функции w<q - l )(t, /) - (q - 1 ) -.я: аппроксимации искомого ре­
шении уравнении (7 . 1 ) . В общем случае она не удовлетворяет 
заданным краевым условиям, но в векоторой степени их учиты­
Ва&'Т. Если при q � оо указанный итеративный процесс сходится, 
а также сходится последовательности и < 0 > (t, 1 ) ,  и < 1 > (t, 1 ) , . . . и 
v<0 >(t, 1), v< 1 >(t, 1) , . . . и выполн.я:етс.я: условие 

lim и <q >(t, 1) = lim v<q >(t, /) , (7. 1 7) 
q ..... oo 

то полученные последовательности сходится к решению уравнении 
(7 . 1) . Это следУет из построении функций u <q >(t, 1) и v<q >(t, 1). 

П р и м е р  7 . 1 .  Рассмотрим нормированное уравнение малых колебаний 
струны [ 1 7 ] · 

о <; t < т <;  оо. (7 .1 8) 

Будем искать аппроксимации ero решения, удовле'ПiорJJЮщего следую11111м 
краевым условиа:м: 

а) начальным 

x (O, l ) = ор(/ ), 

б) rранНЧНЬIМ 

дх (t, / )  

1 =О; 
дt t = о 

x (t, 0) = x (t, L) =О, 

где op(l} - неnрерывнu и дважды дифференцируемu на (0 , L ] функция, npи­
НИМIUOJWUI нулевые знаЧения nри 1 = О и 1 = L. 

Рассмотрим последовательно все этапы формированиа: первой апnрокси­
мации этого решения. 

1 .  После перехода к перемеииым (7 .7) уравнение (7. 1 8) nринимает вид 

a 2 u0 (t, / )  

д t 2  
- u, (t, / ) =О. (7 . 19) 

Апnроксимирующее уравнение (7 .9) в данном случае имеет вид 

д2и0 (t, /) _ 
дt 2  - о. (7 .20) 

Интегрируя это уравнение с учетом задаиных начальных условий, находим 
нулевое nриближение функции и0 (t, 1) как искомого решениа: уравнениа: 
(7 .19) :  

и,< о) (t, / )  = op(l} . (7 .21)  

2. Перейдем к персменным (7 .12) и перепишем уравнение (7.18) в виде 

(7.22) 
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Cornacнo (7 . 13) , исходиая аппроксимация уравнения (7 .22) имеет вид 

д 2 vo (t, l ) = О (7.23) 
дР . 

Интегрируя это уравнение с учетом задаиных граничных условий, получим 
исходную аппроксимацию функции v0 (t, l) как решения уравнения (7 .22) , 
в виде 

v �0) (t, l )  = О . (7.24) 

3. Cornacиo (7. 14) , нулевое приближение искомого решения получим 
в виде 

w <0>(t, l) = � (op (l ) ] .  (7.25) 

4. Дифференцируя функцию w <0>(t, l )  по аргументам l и t, найдем 

д 2 w <0>(t, l) д 2 ор (l) 
дf 2 

= � 
(7.26) 

д 2 w <0>(t, l )  
дt 2 = 0. (7.27) 

Учитывая полученные выражения в правых частях уравнений (7. 15) , первые 
аппроксимации уравнений (1.19) и (7 .22) получим в виде 

д2 х (t, l )  = _!_ д 2 ор (l ) a • x (t, l) = О 
дt 2 2 at • at •  · (7.28) 

Иктеrрируя эm уравнения с учетом заданных начальных и граничных ус-

ловий и формируя функцию w ( l ) (t , l ) как полусумму их решений, получим 
первое приближение искомого решения уравнения (7. 1 8) в виде 

1 t 2 а • op(l )  w<l )(t l ) = - •"(l ) + - --' 2 ,. 8 at •  · (7.29) 

Не приводя вычислений, заШiшем формулы для трех следуюuх приб­
лижений : 

s t • a • op<l > t 4 d 4 op (l )  
• w (2)(t, l )  = S ор (/ ) + 8 -;лг + N! ---;jj4 

<з> 5 3t2  a • op <l > t 4 d 4 op (l ) r ' d' op <l > w <t. l > =
в op (l ) + 8 .  2 ! -;лг- + 8 · 4 ! -;лг + 8 · 6 ! --al'6 · 

(4) 1 н 1 3 t • a • op<l > t 4 a 4 op<l > w (t, ) = 16 ор ( ) + 8 . 2 ! � + 4 . 4 ! ---;;[4 + 

(7.30) 

Оценим, насколько использованный итерациониый процесс позволяет 
приблизиться к решению поставленной задачи. Ддя этого следует проверить, 
в Какой мере находимые аппроксимации решения уравнения (7 . 1 8) удовлет­
воряют заданным начальным условиям, граничным условиям и самому 
уравнению. Используя уравнения (7.30) и (7 .29) и обозначая через w (t, / ) 
искомое решение уравнения (7. 1 8) , составим таблицу 7 . 1 .  

И з  таблицы 7. 1 видно, что начальное сечение ( t  = О) аппроксимаций ре­
шения приближается к решению с развиmем итерациониого процесса, а на-
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Т а б л и ц а  7 . 1  

Начальные уСJЮвии дли решении w(t, /) и ero аппроксимаций 

w(O)(O , /) 

1 /2.р(/) 

дw(O)(t, /) 1 
дt t = O  

о 

w(l >(O , l ) 

l /2.p(/) 

дw(l )(t, /) 1 
дt t =O 

о 

w<2>(o, /) 

5/S.p(/ ) 

дw(2)(t, / )  1 
д t t = O  

о 

w(З)(О, l ) 

5/S.p (/) 

дw(З)(t, /) 1 
дt t =O 

о 

w<4>(o, / ) 

1 1/ l б.р(/ ) 

дw(4)(t, / ) 1 
дt t=O 

о 

w (O, / )  

.p(l ) 

дw (t, l )  1 
дt t = O  

о 



чanbliЬie сечеНия проиэводJIЫХ аппроксимаций решения по t совпадают с 
начальным значением упомянутой проиэводJ�ой решения. 

Из структуры аппроксимаций решеииJI СJJедует, что граничные yCJJOBИJI 
удовлетворJJЮтся при t = G, одJiако нарушаются при t > О. Точиость учета 
граничных уСJJовий в последJ�ем случае оценим после тоrо, как будут оцене­
ны аппроксимации peшeRИJI в плане удовлетвореИИJI уравнению (7. 1 8) . 

Оценим, в какой мере аппроксимации решеиИJI удовлетворяют уравне­
нию (7 . 18) . С этой целью ЭJiмеmм, что eCJJи распространи'IЬ область определе­
ИИJI функции "' ( 1 )  на всю числовую ось и доопределить фунJЩИю "' ( 1 ) при 
1 < О и 1 > L , как нечеткую периодJ�Ческую с периодом 2L ,  то нетрУдJIО yбe­
дJI'JЬCJI, что фунJЩИJI 

tp(1 + t) + tp(1 - t )  
2 

является решением уравненИJI (7.18) . Действительно, подставЛJIJI это выра­
жение в уравнение (7. 18) , получим 

д 2 tp (1 + t ) д2 1{1 (1 - t) д 2 tp(1 + t )  д 2 tp (l - t ) 
-�-:-..;. + - - = О 

2дt 2 2дt 2 2дР 2дl 2 • 

Предположим дополнительно, что фунКЦИJI tp (1 + а) разлагается в cxoдя­
UJJIЙCJI ряд Тейлора по степеням l при любом а Е (- оо , оо) и l Е [0 , Т] .  Тогда 

tp(1 + t } + tp (l - t> r '  d 2 op (l ) r 2k a 2k"' <l >  
2 

= tp (l } + 2 --агг + . . .  + (2kJ!  dl '1.k + 

Если сравнить ряд в правой части этоrо равенства с найдеиными выражения­
ми аппроксимаций решенИJI, то можно замеmть, что коэффициенты при про­
изводJIЫХ аппроксимаций решенИJI по мере развиmя итерациониоrо процесса 
сближаются с коэффициентами приведенноrо ряда. Зто позволяет предполо-

жить, что с возрастанием числа итераций k функции w(k) (1 , .t )  стремится к 
рассматриваемому решению уравнеииJI (7. 18) . Допустим, что это действи­
тельно имеет место ; тогда 

<P(l + t) + 1{1(1 - t ) 
2 

= w (t, 1 ) .  

Теперь вернемся к вопросу сопоставлеИИJI граничных уСJJовий при 1 = L 
дnJI аппроксимаций решенИJI и самого решеиИJI. В силу последJ�еrо равенства 
предельным видом этоrо граничного условия является следующее: 

w (t L ) = tp(L + t ) + <P(L - t) = О 
. 2 • 

т.е. получаем задаиное граничное условие. 
Из изложенного следует, что при справедливости высказанных выше 

предположений итерациониый процесс приводит к поСJJедоватепъиости функ-

ций w <0>(t, l ), w <1 > (t, l ) , • • •  сходящейся к искомому решению. 

Метод гармонического баланса. Большой практический интерес 
представляет путь изучения свободных колебаний одномерной 
системы с распределеиными параметрами и континуальным мно­
жеством выходов, основанный на приближеином эквивал�нтирова­
нии такой системы системой с конечным множеством выходов и 
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использующий ддя этой цели разложение сиmалов в ряды Фурье 
в области изменения простраНствеиного аргумента. Возможно, 
целесообразен двухэтапный процесс такого эквивалентирования. 
На первом этапе система с континуальным множеством выходов 
заменяется системой со счетным множеством выходов, на втором 
этапе - множество выходов сводится до конечного. Пример перво­
го этапа эквивалентирования бьm рассмотрен в п. 4.3 . Получен­
ный там результат : определен эквивалент исходной системы в виде 
системы с сосредоточенными параметрами счетного порядка. 

Рассмотрим второй этап эквивалентирования ддя этого примера. 
Положим в уравнении (4. 1 3) 

Bo(t) x  + Bt (t) x = у, 

описывающем процесс в полученном в § 4.2 эквиваленте исходной 
системы, у = О (так как рассматриваются свободиые колебания) 
и ограничиваясь случаем det B0{t) =F О, t Е 1 новое уравнение 
запишем в виде 

i = A(t) x, A(t) = - [Bo(t) ] - 1 B1 (t) . (7 .3 1 )  

Пусть уравнение (7 .3 1 )  определено в области 1 = (0, Т] . Определим 
класс F вектор-функций f (t) � V1 {t) , /2 (t) , . . .  ] т следующиМif. 
условиями: 

а) функции [1 (t), i = 1 ,  2 , . . .  , абсолютно непрерьmны; 

б) 11 f (t) l l � i l ft (t) l � -y < oo; 
i = l  

в) норма 1 1  f(t) l l непрерьmна. 
Тогда справеддива следующая теорема. 

Т е о р е м  а 7 . 1  (III о у (1 38 ] ) .  Если каждый элемент aif (t) 
.матрицы А (t) - измеримая функция и удовлетворяются условия :  .. 

1 )  � 1 a;1 (t) 1 � а < 00, суммы равномерно сходятся, 
i = l 
.. 

2) � l a;j (t) l � j3 < oo, 
j = l  

то заданному числовому вектору с = [с 1 , с2 , • • •  ] т с ограниченной 
нормой 

1 1  С 1 1  � i 1 С; 1 
i = l  соответствует единственное решение уравнения (7.3 1 )  в классе F, 

для которого х' (О) = с. 
Теперь, поскольку понятие решения бесконечной системы диф­

ференциальных уравнений определено и его существование и един­
ственность (при заданных начальных данных) доказаны, можно 
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рассмотреть задачу аnпроксимации такой системы конеtn�ой. С этой 
целью построим последовательность уравнений 

х (n >(t) = А (n >х<п >(t) , (7 .32) 

где х и х - п-мерные векторы, А ( n ) (t)  - п Х п-матрица с элемента­
ми ai�n ) (t) полученными путем усечения векторов и матриц 
в (7 .3 1 )  с отбрасьmанием всех элементов за пределами п-й строки 
и п-го столбца. Определим векторы х' (п) (t)  равенствами 

х; <п >(t) = x <i) (t), i = 1 ,  о о . ,  п, 

х; <п >(t) = О , i = n + 1 ,  n + 2, . . о 
Тогда, заменив систему (7 .20) бесконеtn�ой системой 

х • <п > (t) = А •(n )(t) х • (п >(t) , (7 .33) 

где бесконеtn�ая матрица A' (n) (t)  построена из А <п> (t) путем до­
полнения строками и столбцами с нулевыми элементами, на осно­
вании теоремы 7 . 1  убедимся в существовании и единственности в 
классе F вектор-функций решения уравнения (7 .33) и, следова­
тельно , в существовании и единственности в соответствующем 
классе вектор-функций п-го порядка решения уравнения (7 .32) . 

Возможность аnпроксимации системы (7 . 3 1) системой (7 .32) 
устанавливает следующая теорема. 

Т е о р е  м а 7 .2 {III о у [1 38] ) . В условиях теоремы 7. 1 при 
задаююм векторе с с ограниченной нормой последовательность 
решений уравнений (7 .33) равномерно сходится к решению х' (t) 
уравнения (7.3 1 ) . 

Поскольку уравнение (7 .32) может рассматриваться как систе­
ма уравнений процесса системы с сосредоточенными параметрами, 
теорема 7.2 дает завершение второго этаnа эквивалентирования, 
так как определяет способ эквивалентирования и обосновьmает 
его аппроксимационную ценность. 

§ 7 .2 . Вьmужденные колебания 

7 .2 .1 . Связь между входными и выходными сиrnалами. Рассмот­
рим многосвязную систему с сосредоточенными параметрами, 
имеющую k входов и т выходов и характеризуемую импульсной 
переходной матрицей w (t, и) (п. 4.5 . 1 ) . Обозначим вектор вход· 
ных сигналов с элементами Y 1 { t) , . . .  , Yk (t) символом y (t) и 
вектор выходных сигналов с элементами x 1 { t) , . . .  , Хт (t) симво­

' ЛОМ x (t) . Тогда для заданного момента nриложении входных сиг-
налов t0 Е I сооmошение между векторами входных и выходных 
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сигналов устанавливает равенство 
t 

x(t) = f w(t, u) y(u) du. (7 .34) 

Если информация о системе заключена в ее передаточной матрице 
W (s , t) , то при соответствующих областях определения системы и 
сигналов (/) и свойствах входных сигналов связь между характе­
ристиками входных и выходных сигналов устанавливают приве­
деиные ниже соотношения. 

1. Если 1 = [0, оо) , все входные сигналы иреобразуемы по Лапла­
су и Y(s) - вектор их изображений , то при t ;;i;l: t0 

1 c + ioo 
x(t) = -. J W(s, t) Y(s) exp st ds, 

211"1 С - joo 
(7.35) 

где с - вещественное число, выбираемое как наибольшее из чисел с 
для односвязных систем, определяемых каждой парой вход - вы­

ход, i = � 
2. Если 1 = (- оо, Т) , Т � оо , все входные сигналы имеют левые 

изображения (п.  1 .2 .4) , Y (s ,  t) - вектор этих изображений и про­
цесс на интервале наблюдения физически определен, то при t ;;i;l: t0 

} С + joo 
x(t) = -. f W(s, t) Y(- s, t)ds, (7 .36) 

21rl С - joo 
где с - вещественное число, выбираемое так же, как в случае 1 .  

Эти соотношения являются очевидными обобщениями аналогич­
ных соотношений для односвязных систем. 

Если система описана спектральной матрицей 8 (0 , cv) и спект­
ры ее входных и выходных сигналов существуют, то вектор спект­
ров входных сигналов .Py (cv) связан с вектором спектров выход­
ных сигналов '(lx (cv) соотношением 

1 00 '(lx (O) = - J 8 (0, cv)tp (cv) dcv , (7 .37) 
211" -00 у 

обобщающим аналогичное соотношение для односвязных систем. 
Подводя итог изложенному выше, мы можем заключить, что в 

случае детерминированной системы с сосредоточенными парамет­
рами и детерминированных входных сигналов переход от односвяз­
ной системы к многосвязной не вносит принципиально новых труд­
ностей в решение задачи установления соответствия между входны­

ми и выходными сигналами или.их характеристиками; по сущеСI­

ву, эта задача для многосвязной системы сводится к решению 

k Х т таких задач для односвязных систем. 

Иначе обстоит дело в случае стохастической системы и стохасти­
ческих входных сигналов. Здесь переход от односвязной системы к 
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многосвязной приносит новые трудности. Источником трудностей 
является стохастическая взаимосвязь между элементами как век­
торов сиmалов, так и матричных характеристик системы, в силу 
чего задачу изучения многосвязной системы нельзя свести к задаче 
изучения векоторого числа односвязных систем. 

Для установления связи между характеристиками входных и 
выходных сиmалов в качестве базовых соотношений могут быть 
использованы соотношения, получаемые из (7 .34) - (7 .37) путем 
замены векторов сиmалов системами случайных функций одного 
аргумента и матричных характеристик системы системами случай­
ных функций двух аргументов . Применяя эти соотношения, можно 
установить связь между моментными характеристиками системы 
и сиmалов . При этом стохастическая взаимосвязь элементов век­
торов или матричных характеристик не проявляется только при 
установлении соотношений между математическими ожиданиями 
сиmалов . 

Все изложенное вьШiе справедливо также для систем с запазды­
ванием и систем, процессы в которых описываются разностными 
уравнениями. 

Соотношения между входными и выходными сиmалами для 
систем с распределенными параметрами с континуальным множест­
вом входов и/или выходов в случае детерминированной системы 
и детерминированных сиmалов имеет характер формул пересчета 
функций нескольких переменных (в общем случае) , описывающих 
входные сиmалы, в функции также нескольких переменных (в об­
щем случае) , описывающих выходные сиmалы. При этом формулы 
содержат кратные интегралы. В частности, в случае одномерной 
системы с распределенными по аргументу 1 параметрами, с сосре­
доточенным входным сиmалом il с континуальным множеством 
выходов исчерпывающей внешней характеристикой системы яв­
ляется функция w (t, и, 1 ) (п . 4.5 .2) , описывающая выходной 
сиmал. в точке l в момент t в процессе , вызванном единичным им­
пульсом, приложеиным в момент и. Если область определения 
системы и сиmалов по аргументу l - замкнутый интервал [О, L ]  и 
to - момент приложении входного сиmала, соотношение между 
входным и распределенным выходным сиmалом имеет вид 

t 
x(t, 1 )  = f w(t, и, 1)y (и) du. (7 .38) 

to 
Если же входной сиmал также является распределенным, то, как 
указывалось в п. 4.5 .2, исчерпывающей внешней характеристикой 
системы является функция w (t, и, 1, т) , смысл которой до четвер­
того аргумента тот же , что и у предыдущей, а четвертый аргумент 
указывает на место приложении сосредоточенного · импульса. 
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Вместо соотношения(7.38)в этом случае цмеем (1,0(и,m)см. в пJ .2 . 1) 
L t 

x (t, /) = J f w (t, и, 1, т) 1,0 (и, т) dи dm. (7.39) 
О t0 

Задача об определении соотношений между характеристиками 
стохастических входных и выходных сиmалов системы с распре­
деленными параметрами является весьма сложной. Ее решение 
можно базировать на соотношениях, совпадающих по форме с соот­
ношениями (7 .38) И (7.39) , но отличающихся от них тем, чrо 
числовые функции (все или некоторые) заменены случайными. 
В частности, в случае детерминированной системы и стохастических 
входных сиmалов соотношение, аналогичное (7 .39) , имеет вид 

L t 
X(t, /) = J f w(t, и, 1, т)Ф(и, m) dи dm, (7 .40) 

О t0 
где X (t, 1 )  и# Ф (и, m) - случайные функции двух арrумен­
ТОВТ' t И 1, и И m . 

7 .2 .2. Задачи об оптимальных входных сиrиалах. В этих задачах 
предполагается, чrо действие входных сигналов целенаправленНо .  
Цель фо]fмулируется в виде условий, которым должны удовлет­
ворять выходные сиmалы. Предпо�агаетсs, чrо эти условия явля­
ются абсолютно жесткими (т .е. должны быть удовлетворены) или, 
если им нельзя удовлетворить, то приближенными (т .е. должны 
удовлетворяться условия, близкие к заданным) . Ставится задача 
определеlfИя оптимальных входных сиmалов (в случае одного вхо­
да - оптимального. входного сиmала) , причем критерием опти­
мальности в первом Случае служит минимУм затрат на достижеJV{е 
цели, а во втором - максимум той или иной м�>ры приближения 
к цели.  

Временной "Е>бластью при постановке задач рассматриваеl\IЮго 
типа обычно является конечный интервал [to , 11 ,  причем правая 
граница интервала ддя одних задач предполагается фиксированной,  
для других - свободной, выбираемой в результате решения задачи. 

Очевидно , затраты эевисят от входных сиmалов и �ительности 
процесса . Поэтому они характеризуются некоторым функциона: 
лом F, определенном на множестве У допустимых векторов вход­
ных сиmалов у (t) , зависящим от Т как от параметра. 

Точность достижения цели измеряется отклонением от цели. 
В качестве меры этого отклон�ния принимается некоторый функ­
ционал G, определенный на множестве Х векторов выходных сиmа­
лов x(t) , также в общем случае зависящий от Т как от параметра. 

Во многих математических работах (см., например,. [1 14] ) ,  оба 
функционала объединяются в один, определенный как на множест­
ве допустимых векторов входных сиmалов ,  так и на множестве 
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соответствующих им векторов выходных сиmалов. Это позвопиет 
рассматривать задачи в более общем виде и искать унифицирован­
ные подходы к решению двух укаЗанных выше задач. 

Так как затраты на достижение цели или приближении к цели 
в реальных задачах всегда ограничены, то возникает вопрос об 
учете этого ограничении. Оно может осуществлятьси двоико : либо 
при определении множества допустимых векторов входных сиmа­
лов , либо путем введении дополнительного функцариала типа 
функционала F с требованием, чтобы значение этого функционала 
не превьппало заданного числа. 

Как отмечает Р.Т .  Янушевский [ 1 1 5 ] , задачи об оптимальных 
входных сиmалах ивлиютси далеко не элементарными. Это отио­
ситси и к широко освещаемой в литературе задаче об оптималь­
ном быстродействии, поставленной ·  Л.С . Понтригнным, В .Г . Бол­
тинским, Р .З .  Гамкрелидзе и Е.Ф. Мищенко в (84) . Рассмотрим эту 
задачу в качестве примера. 

Пусть уравнение процесса нестационарной линейной системы с 
сосредоточенными параметрами имеет вид 

i = A(t) x + B(t) y, (7 .41)  
поисненный в деталих в § 7. 1 .  Предполагав, что к моменту t = t0 
система находилась в основном состоинии покои, определим цель 
как достижение нового состоинии с заданными значениими пере­
менных состоинни. В качестве затрат будем рассматривать времи, 
необходИмое дли решении этой задачи. Значит, в данном случае 
функционал F вырожцаетси в простую функцию параметра Т: 

F = т·- t0 • (7 .42} 
Множество допустимых векторов входных сиmалов определим 
требованием: возr.южны любые кусочио-непрерывные функции 
y1 (t) , i = 1 ,  . . . , п, не превышающие по модулю заданных дли 
каждой функции положительных чисел . Тогда под задачей об оп­
тимальном быстродействии понимаетси задача определении вектора 
входных сиmалов, минимизирующего F вида (7 .42) . Эта задача 
легко формулируетси, но трудно решаетси. Общее решение получе­
но , согласно [1 1 5) ' лишь ДЛJI стационарной системы 2-го nоридка. 

Математическаи модель системы, выражаемая уравнением 
(7 .41) , совместно с целью, сформулйрованной вьппе �ри изложе­
нии задачи об оптимальном быстродействии, определиют класс 
задач, различающихси лишь структурой функционала F. Множест­
во допустимых векторов входных сиmалов в задачах этого класса 
определиетси так же, как в задаче об оптимальном быстродействии . 
Общий подход к их решению следующий. 

1 . Постулируетси существование решении задачи и устанавлнва­
ютси необходИмые условии, которым должен удовлетворить оп­
тимальный вектор входных сиmалов .  
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2 .  Находится вектор входных сиmалов, удовлетворяющий этим 
условиям.-

3. Доказывается, что найдеiПiый вектор входных СН111алов дает 
решение задачи. При этом а) либо доказывается, что необходимым 
условиям удовлетворяет только эtот вектор; б) либо устанавли­
ваются достаточные условия оптимальности и доказывается, что 
найденный вектор им удовлетворяет. 

Компл�с необходимых условий определен в [84) и назван ав­
торами "принцип максимума". Это дает общее решение подзадачи 1 .  
Однако общего решения подзадач 2 и 3 до настоящего времени 
не получено . Что же касается существования решения, постулируе­
мого в подзадаче 1 , то по этому вопросу можно адресовать читате­
ля к кни�е [1 1 4] , где формулируются и доказываются теоремы 
существования. 

1 7 * 



Г л а в а 8 

УСТОЙЧИВОСТЬ ПРОЦЕССОВ 

Согласно А.М. Ляпунову [5 1 ]  вопрос об устойчивости процес­
сов возникает в тех случа.их, когда интервал I определения системы 
является неограниченным справа, т.е., когда предполагается, что 
процесс может продолжаться сколь угодно долго . Ляпунов пред­
ложил получившее UDipoкoe признание определение понятия устой­
чивости и разработал некоторые методы исследования устойчивос­
ти. В данной главе приводится определение устойчивости по Ляпу­
нову, его последующие обобщения и излагаются два метода иссле­
дования устойчивости : прямой метод Ляпунова и метод каноничес­
ких преобразований. 

§ 8 . 1 . Пон.11111я устойчнвос111 н неустойчнвоС'ПI процесса 

А.М. Ляпунов [5 1 )  исследовал свойства динамических систем, 
процессы в которых подчиняются системе дифференциальных урав­
нений*) 

x; = Xt (X l o · · · • Xn , t), i = 1 ,  . . . , п , (8 . 1 )  
в предположении, что перемениые х1 ,  • • • , Xn и функции .\j {x1 , • • • 
• . . , Xn , t) вещественны, причем последние определены при всех 
значениях х1 , • • •  , Xn Е G, где G - заданная область и t Е (t0 , со) , 
где to - заданный момент времени, и непрерывны в указанной 
области изменения аргументов. ИнтересовавUDiе Ляпунова свойст­
ва систем заключались в устойчивосm их движения. 

Поскольку ко времени Ляпунова процесс формирования доста­
точно общего понятия устойчивости движения еще не бьm завер­
шен, первое, что ему при1W1ось сделать, это - предл<»Кить мате­
матическое определение такого понятия. В поисках определения 
Ляпунов связал понятие устойчивости движения не с проиэволь-

*)Строго говоря, А.М. Ляпунов рассматривал систему диффереJЩиальных 
уравнений более частного вида, однако введенные им определения устойчи­
вости и неустойчивости процесса применямы к динамическим системам, 
описываемым уравнениями (8.1)  , чем и вызвано это обобщение, ставшее 
традиционным. 
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ным процессом, а с вполне определенным - с заданным, предпо­
лагая, что заданный процесс представлен известным частным ре­
шением системы (8 . 1 )  

х;  = {; (t), i = 1 , . . .  , n, (8 .2) 

определенным дли t � t0 и не покидающим области G. Заданный 
процесс Липунов назвал невозмущенным движением. Так как 
начало отсчета времени всегда можно совместить с моментом to , 
в дальнейшем будем считать to = О. 

В частных случаях неваэмущенным движением может быть 
состояние покоя (положение равновесии) системы. 

Понитие устойчивости неваэмущенного движении Липунов 
определЮI через свойства возмущенных движений, понимаи под 
последними любые процессы, подчиниющиеся той же системе 
дифференциальных уравнений, но отличные от невозмущенного 
движении. Очевидно , возмущенные и неваэмущенное движении 
различаются только за счет начапЬJiых значений переменных х; : 
векторы х(О) = [х1 (О) ,  . . . , Xn (О) ]  т дли возмущенных движений 
оmичаютси от вектора /{0) = [/1 (О) , . . .  , fп (О) ] т  и различны 
для различных возмущенных движений. Разности 

e1 = x; (O) - f; (O), i = 1 ,  . . .  , n ,  
называются начальными возмущениями. Для неваэмущенного 
движении е• = . . . = en = О; дли возмущенного движении хотя 
бы одно из чисел е1 отлично от нуля. 

Понитие устойчивости неваэмущенного движении Липунов 
определЮI по отношению к величинам Q 1 , • • • , Qp. ивлиющи­
миси заданными функциями пер�менных х1 , • • • , Xn. 

О п р  е д е л  е н и е ; .  8 . 1  (Л и п у н о в [5 1 ] ) .  Неваэмущенное 
движение устойчиво по отношению к величинам Q1 , • • •  ,1Qp, если 
при любых положительных числах L 1 , • • •  , Lp можно определить 
такие положительнь!е числа Е 1 , • • •  , Е n , чтобы при всех возму­
щенных движениих, в которых начальные возмущении удовлет­
воряют условию 

1 е; 1 Е;;; Е;, i = 1 ,  . . .  , n , 
частные решении системы (8 . 1 )  не покидали области G и чтобы 
при веиком t > О вьmолнились неравенства 

I Q;<e > (t) - Q/0> (t) I < L;, i = 1 ,  . . .  , р , 

где Q,C0> (t) - функции, в которые превращаютси величины Q; 
в неваэмущенном движении, Q � e> (t) - аналогичные функции 
дли возмущенного движении ; если указанное условие не выпол­
няется, то неваэмущенное движение неустойчиво по отношению 
к величинам Q1 , . . . , QP .  
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Как следует из определения, поНJiтие устойчивости невозму­
щенного движения имеет смысл векоторой качественной харак­
теристики зависимости близости 4tУнкций Q1<e> н Q/0> , i = 1 ,  . . .  
. . . ' р, (т .е. разброса текущих значений величин Q 1 ' • • • ' Qp в 
возмущенных движениях относительно их значений в те же мо­
менты времени в невозмущенном движении) от близости чисел 
х1 (0) и /;(О) ,  i = 1 ,  . . . , п , (т.е. от разброса начальных возмуще­
ний) . В общем случае эта характеристика зависит от выбранного 
невозмущенного движения и выбранной системы величин Q1 ,  • • •  
. . . , Qp ; поэтqму при одной и той же системе величин Q t , . . .  , Qp 
одно невозмущенное движение может быть устойчивым, а другое 
неустойчивым, а при различных системах этих величин одно и то 
же неваэмущенное движение может быть устойчивым относитель­
но одной системы ВЩIИЧИН, но неустойчивым относительно друrой. 

Есть и еще один важный аспект определения 8 . 1 .  Процессы в 
одной и той же динамической системе можно описать различными 
системами дифференциальных уравнений, переходя от одной 
системы искомых функций к другой. Пусть исходные искомые 
функции Xt , • , • , Xn ЯВЛJIЮТСЯ ЯВНЫМИ фунКЦИЯМИ НОВЫХ ИСКОМЫХ 
функций х� • . . .  , х�, т.е. х = IP (x ') .  Тогда 

Q; (x) = Qt [IP(x')] ,  
i =  1 , . . .  , р , 

и зависимость величин Q1 от начальных возмущений ( е1 - для 
исходной системы дифференциальных уравнений и е� - для но­
вой) при переходе к новой системе дифференциальных уравнений 
изменяется. Поэтому в соответствии с определением 8 . 1  при за­
данных величинах Q 1 , • • •  , Qp при описании процессов одной 
системой дифференциальных уравнений невозмущенное движение 
может оказаться устойчивым, а другой - неустойчнвым. 

Определение 8 . 1 несколько громоздко, и это явилось причиной 
поиска эквивалентного ему, но более компактного определения. 
Приведем результат этого поиска для случая, когда область G 
не ограничена, т.е. когда функции Х1 в системе (8 . 1 )  определены 
при любых значениях Xt , • • •  , Xn. 

Рассматривая систему чисел е1, i = 1 , . . .  , n , как вектор, а систе-
му разностей Q1(e) (t) - Q1<0> (t ) ,  i = 1 , . . . , р, как вектор-функцию 
и вводя их нормы 11 е 11 и 1 1 Q( e) - Q (o) 1 1 (в случае существования 
этой величины) как 

l l e ll = v'e� + . . . + е�,' 

1 1 Q ( e) - Q (o) 1 1 = sup J1 Q[ "> (t) - Q [0> (t) l 2 + I QJ"> (t) - QJ0>(t) l 2 ,1 
t 
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или как 

1 1 e ll = max 1 ei l , 
i 

i = 1, . . . , n , 

1 1 Q ( e) - Q (O) 1 1 = sup maxl Q/e) (t) - Q/0) (t.) l , t i 
i =  1, . . . , р , t >  to , 

определение 8 . 1  с учетом указанного выше уточнения без изме­
нения его смысла можно заменить следуюшим. 

О п р  е· д е п е н и е 8.2 . Невозмушенное движение устойчиво 
по отношению к величинам Q 1 , • • • , QP, если для любого положи­
тельного числа А найдется такое положительное число 11, что из 
неравенства Н е 1 1 < 11 следует существование 1 1 Q ( e) - Q (o) 11 и 
неравенство 1 1 Q ( e) - Q (o) 11 ЕО;А. В противном случае оно неус­
тойчиво. 

Частный случай этого определения для Q1 = х1 , i = 1 ,  . . . , р; 
р = n и первого варианта нормы предложен Н.Г. Четаевым [ 1 08 , 
с. 1 5-1 6] . Для того же случая, но при втором опред�ении нормы 
определение, близкое к 8 .2 ,  приведено в работе С. Лефшеца [48] . 

Если рассматривать все процессы, удовлетворяюшие при задан­
ном 11 неравенству 1 1 Е 1 1 < 11, и для множества этих процессов в 
случае существования нормы 1 1 Q ( e) - Q (O) 1 1 определить точную 
нижнюю границу В (11) � infA чисел А, удовлетворяюших нера­
венству 1 1 Q ( e) - Q (O) 1 1 ЕО;А, то определение 8 .2 можно перефор­
мулировать СJLедуюшим образом. 

О п р е д е л е н  и е 8 .3 .  Невозмущенное движение устойчиво 
по отношению к величинам Q 1 , • • . , Qp, если функция В (11) опре­
делена в какой-либо полуокрестности (11 ;;;, О) точки 11 = О и непре­
рывна справа в этой точке. В противном случае оно неустойчиво. 

Приведеиные определенйя устойчивости и неустойчивости в 
последние десятилетия _ '&ьmи обобщены в направлениях более 
широкого класса функций, из которых выбираются величины 
Q. , . . . , Qp, и более шИрокого класса рассматриваемых систем. 
Первое обобщение предложено Н.Г.  Четаевым [ 1 08 ,  с. 9-1 1 ] и 
состоит в следующем: аргументами функций Q1 , i = 1 ,  . . . , р, 
могут быть не только переменвые х1 , • • •  , Xn , но также и время t .  
При :nо м  определения 8 . 1 -8 .3 н е  изменяются. Дальнейшие обоб­
щения по структуре формул , выражающих зависимость величин 
Q1 от аргументов, и по набору аргументов связано с рассмотрен­
ным ниже обобщением определения устойчивости на более широ­
кий класс систем, идея которого принадлежит А.А. Мовчану [8 1 ] , 
и сводятся к следующему : величины Q1 определяются как зави­
сяшме от t функционалы Q1 (s , t) (где s - исчерпывающая система 
характеристик состояния, см. § 1 .4) , определенные на множест-
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вах S (t )  возможных значений этой системы характеристик. При­
ведем определение для динамических систем общего вида, пред­
полагая, что их входные сиrналы заданы. При этом сначала рас­
смотрим случай одной величины Q1 � Q. 

Пусть q (t)  � Q (s (t) , t) - функция от t ,  в которую превра­
щается величина Q (s ,  t ) для процесса, развивающегося из началь­
ного состояния, характеризуемого s (О) Е S (О) ; M(t) · - множест­
во значений всех таких функций при данном t ;  F 1 - неотрица­
тельный вещественный функционал на множестве S (O) ;  F2 (t) 
для данного значения t - неотрицательный вещественный функ­
ционал на множестве M(t ) ; F1 = О при s (О) = s0 , где s0 - началь­
ное значение s для заданного процесса ;  F2 (t) = О для заданного 
процесса и только в этом случае . Тогда примем следующее опре­
деление. 

О п р  е д е л е н и е 8 .4 .  Заданный процесс устойчив по отноше­
нию к величине Q (s , t) по двум фун кцианалам F1 и F2 ( t) , если 
для любого положительного числа А найдется такое положитель­
ное число 11, при котором подмножество S 11 (О) множества S (О) , 
определенное неравенством F1 ЕО; 'fl, отображается в множество 
M (t)  так , что для всех возмущенных процессов sup F2 {t)  < А .  t 
В противном случае заданный процесс неустойчив по отношению 
к величине Q (s ,  t) по функционалам F1 и F2 ( t) . 

В определении А.А. Мовчана вместо функцианалов фигурируют 
.метрики [40] , определенные на тех же множествах . 

Теперь обобщим введенное определение устойчивости на случай 
конечного или счетного множества величин Q; (s , t ) . В этом случае 
функция q (t) заменяется вектор-функцией q (t) , элементами 
множества M(t) для данного значения t являются векторы, a F2 ( t) 
определяется как функционал на множестве M (t) с указанными 
в определении 8 .4 свойствами. Заданный процесс будем называть 
устойчивым по отношению к данному .множеству величин Q; (s , t) 
по функционалам F, и F2 ( t) , если удовлетворяется условие, 
указанное в определении 8 .4. 

Частным видом устойчивости является асимптотическая устой­
чивость. Это понятие применительно к системам конечного поряд­
ка также введено Ляпуновым, хотя термин "асимптотическая 
устойчивость" появился позднее (см. ниже) . Приведем определе­
ние асимптотической устойчивости для системы, процессы в кото­
рой описываются уравнениями (8 . 1 ) . 

Пусть заданный процесс устойчив по отношению к заданной 
системе величии *) Q 1 , . . . , QP . Тогда возможны два случая : 

*) см. определение 8 . 1 .  
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1 .  В области G существует такая: окресmость точки f (О) , что 
для всех исходящих из этой окресmости решений системы (8 . 1) 
разности Q/e > - Q,<0> , i =  1 ,  . . .  , р, стремятся к нулю при t -+оо .  

2 .  Такой окрестиости н е  существует. 
Если имеет место первый случай, то согласно К.П. Персидекому 

[83] процесс называется асимптотически устойчивым по отно­
Шенmо к рассматриваемой системе величин *) . 

Свойства устойчивости и асимптотической устойчивости про­
цессов представлJIЮт интерес при решении практических задач 
анализа и синтеза систем с длительным временем функциониро­
вания (когда можно предположить, что процесс длится сколь 
угодно долго) . При этом преимущественно интересуются асимпто­
;тической устойчивостью процессов . 

Часmым видом асимптотической устойчивости является асимп­
:rотическая устойчивость в большом (asymptotic stability in the 
Jarge ( 1 3 1 ] ) .  Это понятие введено Ж. Ла Саллем и С .  Лефшецом 
для часmого случая невозмущенного движения - состояния покоя 
.� часmого случая: величин Q 1 , • • •  , Qp, а именно Q1 = х; , i = 1 ,  . . .  , n ; 
р = n и уточнено А.М. Летовым [48] . Обобщая определение Леrова 
на случай произвольноrо невозмущенного движения и произволь­
ной системы величин Q1 ,  • • •  , Qp, сформулируем его следующим 
образом. 

О п р е д е л е н и е  8 .5 (Л е т о в  (47] ) .  Процесс асимптоти­
чески устойчив в большом по отношению к величинам Q1 , • • •  , Qp, 
если он асимптотически устойчив и все часmые решения, исходя­
щие при t = t0 из области G, остаются в этой области, причем 

разности Q,< e> - Q/0> , i = 1 ,  . . .  , р, стремятся к нулю при t -+оо.  
Это определение; однако , имеет существенный недостаток, 

а именно : в общем случае часть частных решений , развивающихсJI 
из области G, покидает эту область. Следствием этого является 
то , что свойством бьпь асимптотически устойчивым в большом 
асимптотически устойчивые процессы будут обладать весьма 
редко. Учитывая: это , уточним предыдущее определение следую­
щим образом. Введем подобласть Г С G, определив ее следую­
щими свойствами: все часmые решения системы (8 . 1 ) , развиваю­
щиеся при t = О из области Г, не покидаю т при t Е (0, оо) области G. 

О п  р е д е л е н и е 8 .6 .  Процесс аси.мптотически устойчив в 
большом по отношению к величинам Q1 , • • • , QP, если он асимп­
тотически устойчив и при этом для всех часmых решений, исхо-

* )Указанная ссылка на работу К.П. Персидекого оmосится к термину 
"асимшотическая устойчивость". Определение обозначаемого им поняmя 
nаио А.М. Ляпуновым [ 5 1 ] .  
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дящих при t = О из области Г ,  разности Q/e)  - Q/0> , i = 1 , . . . , р, 
стремятся к нулю при t � оо.  

Определение асимптотической устойчивости следующим .обра­
зом легко обобщается на случай непрерывной линейной системы 
общего вида. 

О п р е д е л е н  и е 8 .7 .  Если заданный процесс устойчив в 
смысле оnределения 8 .4 по отношению к вектор-функции Q (s ,  t)  
по функцианалам F 1 (t) и F 2 (t) и в неко.торой окрестности s0 

lim sup F2 (t) = О, 
t -+  00 

то он асu.мптотически устойчив по отношению к вектор-функции 
Q (s , t )  по двум функционалам F1 (t)  и F2 ( t) . 

Частным видом неустойчивости является условная устойчи­
вость. ttрименительно к системам, процессы в которых описыва­
ются уравнениями вида (8 . 1 ) , это понятие А .М .  Ляпунов [5 1 ] 
опредеЛIIет следующим образом. 

О п р е д е л е н  и е 8 .8 (Ляпунов [5 1 ] ) .  Если заданный процесс 
неустойчив по отношению к системе величин Q1 , • • •  , Qp. но су­
ществуtот такие числа Е 1 , • • • , Е n , что для начальных возмуще­
ний, ПОАЧИНенных условиям вида f = О ипи f � О, где f - функция 
величиН е1 , • • •  , En , обращающаяся в нуль , когда все эти величины 
равны IНулю, выполняются условия, указанные в определении 8 . 1 ,  
то этот процесс условно устойчив. 

Неустойчивый процесс, не обладающий условной устойчивостью, 
будем Jlазывать сильно неустойчивым. 

Соо!I'Ношения между поиятиими устойчивости и неустойчивости 
в смысле Ляпунова и определенными выше дополнительными 
понят�tями представлены на схеме, приведеиной на рис. 8 . 1 . 

Во всех приведеиных выше определениях устойчивости неогра­
ничеJЩость справа интервала, на котором рассматриваются про­
цессы, является существенным моментом. Если перейти к конеч­
ному интервалу, то смысл определений теряется . Как отмечает 
К.А. Абгарян [ 1 ,  с. 358] , пон.ятие устойчивости, введенное дл.я 
беско�tечного интервала времени, не может быть использовано 
дл.я оiЦенки свойств процессов на конечном интервале времени. 

ТрllдИцию связывать понятие устойчивости с бесконечным 
интервалом времени нарушил Н.Г. Четаев [ 1 07] , предложивший 
опреЩщение устойчивости на конечном интервале времени. В 
насто•щее время известно большое число различных определений 
устоЩmвости на конечном интервале времени (см. ,  например, 
[ 1 ] , [42] ) .  Все они по существу связаны со сравнением областей 

дейст�ительных значений тех или иных переменных для множест­
ва процессов , развивающихся из заданной области в пространстве 
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Рис. 8. 1 .  Классификация процессов , описываемых· системой уравнений 
(8. 1 ) , по признаку устойчивости 

состояний, с некоторыми заданными областями. Поэтому исследо­
вание устойчивости на конечном интервале времени сводится 
к нахождению области, содержащей область действительных значе­
ний переменных, и ее сравнению с заданной областью, т.е. к реше­
нию и анализу результатов решения задач об оценках выходных 
сигналов и других переменных (см. главу 2) . 

В силу изложенного определения и методы исследования устой­
чивости на конечном интервале времени .в данной работе не рас­
сматриваются. 

§ 8.2. Устойчивость процессов в линейных системах с 
сосредоточенными параметрами 

8.2.1. Конкретизация: поНJIТИЙ устойчивос111 и неустойчивости 
процесса для линейных си�ем с сосредоточеиными параметрами. 
Изучая устойчивость процессов в линейных системах с сосредо­
точеиными параметрами, в качестве величин Ql , . . .  , Qp выберем 
выходные сигналы системы. В соответствии с этим в случае много­
связной системы с несколькими выходами нас будет интересовать 
устойчивость по отношению к системе величин - совокупности 
выходных сигналов, а в случае односвязной системы или много­
связной с одним выходом - устойчивость по отношению к единст­
венному выходному сигналу. 

В качестве исходной системы уравнений процесса примем сис­
тему 

n т 
Xt = 1: ot · (t) x ·  + 1: b;- (t) y ·, j = l  1 1 j = l  1 1 i =  1, . . .  , n ,  (8 .3) 

с непрерьmными коэффициентами a1i (t) и bii (t) , считая, что пер-
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вые р переменных х1 этой системы представляют выходные сиг­
налы. 

В § 8 . 1  мы констатировали, что для од:вои и той же системы 
ответ на вопрос об устойчивости зависит от того, какой процесс 
принимается за неваэмущенное движение, и что невозмущенным 
движением может быть любой процесс, в котором переменные 
х1 , . . . , Xn системы уравнений процесса (8 . 1) не покидают области 
определения G функций Х1 , • • •  , Xn. Однако линейность системы 
вносит в этот вопрос свою специфику. Во-первых, областью G в 
этом случае является векторное пространство Rn, и, следователь­
но , ни одно частное решение системы (8 .3) ее не покидает. Во­
вторых, при изучении всех видов устойчивости несущественно, 
каковы входные сиrнал:&I и какой процесс выбран в качестве 
невозмущенного движения. Иными словами, свойство устойчи­
вости не зависит от входных сигналов Y t , . . . , У т и начальных 
значений переменных х1 , • • • , Xn , определяющих невозмущенное 
движение [67 , с. 229] . 

Заметим, что,  согласно определению, об устойчивости и не­
устойчивости всех видов мы судим по разностям значений вели­
чин х1 , • • •  , Хр ,  принимаемых ими в возмущенных и невозму­
щенном движениях. Но эти разности тождественно равны соот­
ветствуюiЦИм разностям значений, принимаемых величинами Axt 
в возмущенных и невозмущенном движениях (нули в последнем 
случае) . Поэтому устОйчивость процессов по отношению к вели­
чинам х1 , • • •  , Хр и соответственно устойчивость процессов по от­
ношению к величинам Ах1 , • • • , Ахр - свойства тождественные. 

Рассмотрим случай односвязной системы. Предпеложим, что 
систему уравнений относительно Ах1 

n 
Ах; = � aif (t) Ах;. 

j = l 
i = 1 ,  . . .  , n ,  (8 .4) 

моЖно свести к одному линейному дифференциальному уравнению 
относительно переменной х � Ах1 с непрерывными коэффици-
ентамн 

[ p n + b t (t) p n - l + . . .  + bn (t)] х = О, 
d 

(8 .5 )  р =. 
dt 

Напомним, что оно было названо выше (см. гл. 2) уравнением 
свободных колебаний. Пусть между системами начальных значе­
ний переменных Ах1 , • • • , Axn и переменных х, рх, . . . , pn- 1 х 
существует взаимооднозначное соответствие. Тогда справедлива 
следующая теорема. 

Т е о р е м  а 8 . 1  [63] . Процессы в системе, описываемой урав· 
нением (8 .5) , устойчивы по отношению к выходному сигналу х, 
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если все частные решения уравнения (8 .5) оzраничены. Эти про­
цессы неустойчивы, если среди частных решений существует не­
ограниченное решение. 

Д о к а.з а т е л ь  с т в о .  Заменим уравнение (8.5) системой 

i = 1 ,  . . .  , п - 1 ,  
(8 .6) 

где х1 = х. Если все частные решения уравнения (8 .5) ограни­
чены, то для любых положительных чисел Ej, i = 1 ,  . . . , п, сущест­
вует такое положительное число L •, что для всех решений системы 
уравнений (8 .6) , исходящих из области l x1 1 � Et , i = 1 ,  . . .  , п , 
справедливо неравенство l x (t )  1 < L *. Отсюда в силу свойства 
линейности ристемы следует, что для всякого положительного 

, числа L существуют такие числа Е; , i = 1 ,  . . . , п (а именно, Et = 
= EiL /L *) ,  что для всех решений, исходящих из области l x1 1 � 
� Е1 , i = 1 ,  . . .  , п , выполняется неравенство l x (t) 1 < L . Прини­
мая в качестве невозмущенного движения процесс, описываемый 
нулевым решением уравнения (8 .5) , заключим, что согласно 
определению 8 . 1  это - случай устойчивости процессов . 

С другой стороны, для решения уравнения (8 .5) с произвольно 
выбранными начальными данными 

dx 1 dn - l x 
1/lo = x (O), Ф t

=
d , . . .  , 1/ln - l = 

d n - l  t t = O t t = O 

(8 .7) 

всегд'а можно указать такое положительное число С, которое 
определит решение с начальными данными C 1/lo , СФt • . . .  , CФn- t •  
принадлежащими заданной окрестности начала координат прост­
ранства начальных данных. Поэтому если существует неоrрани­
ченное решение уравнения (8.5) , то такое же решение имеется 
среди решений, исходящих из заданной окрестности. Так как 
такое число может быть указано для любой заданной окрестности, 
то, в силу определения 8 . 1 ,  процессы неустойчивы. 

Если система - многосвязная, описывается системой уравне­
ний (8 .3) и имеет р (� п) выходных сигналов х1 , • • •  , Хр, то, ис­
пользуя определение (8. 1 )  и свойство линейности системы, полу­
чим следующий результат. 

Т е о р е м а 8 .2. Процессы в системе, описываемой уравнения­
ми (8 .3) ,  устойчивы по отношению к выходным сигнма.м х1 , . • • . . . , .хр, если все частные решения системы (8 .4) таковы, что функ­
ции дх1 , • • • , д.хр, определенные как координаты решения, огра­
ничены. Эти процессы неустойчивы, если среди частных решений 
существует решение, по крайней .мере одна из координат дх1 , • • • 
. . . , Ахр которого не ограничена. 
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Пусть процессы в односвJIЗной или многоевизной системах 
рассматриваемых видов устойчивы по отношенJПО к выходным 
сиmалам. Тогда возможны два случаи. 

1 .  Дли всех решений уравнении (8 .5) (случай односвязной 
системы) или системы (8 .3) (случай многоевизной системы) 
выходные сиmалы стремится к нулю при t � оо .  

2.  Суш�ствуют решении, в которых выходные сиmалы не об­
ладают свойством 1 . 

Если имеет место первый случай, то в соответствии с опреде­
лением асимптотической устойчивости, приведеиным в § 8 . 1 ,  
в силу линейности системы, следует, что процессы в системе асимп­
тотически устойчивы по отношенJПО к выходным сиmалам. Свойст­
вом асимптотической устойчивости по отношенJПО к той или иной 
системе величин, так же как и свойством устойчивости, одновре­
менно обладают или не обладают все процессы, отличающиеси 
входными сигналами и начальными условиями . Поэтому понитие 
асимптотической устойчивости процесса также можно не связывать 
с каким-либо конкретным процессом, принимая под невозмущен­
ным движением произвольвый процесс в изучаемой системе. 

Приведеиные выше определении понитий устойчивости и асимп­
тотической устойчивости относятся к детерминированным систе­
мам. Обобщая эти понятия на ведетерминированные и стохасти­
ческие системы, многие авторы применяют такой подход: ведетер­
минированную или стохастическую систему заменяют классом 
детерминированных систем, элементами которого являются воз­
можные реализации рассматриваемой системы, каждый злемент 
этого класса характеризуют интересующими нас свойствами про­
цессов (устойчивость, асимптотическая устойчивость, неустой­
чивость) и устанавливают, обладают ли данным свойством все 
элементьх или только та или иная их часть. Изучая устойчивость 
процессов в детерминированных и стохастических системах, мы 
будем пользоваться определениями, соответствующими этому 
направленJПО обобщения. 

Будем называть процессы в ведетерминированной системе 
абсолютно устойчивыми по отношенJПО к той или иной величине 
или системе величин , если устойчивы процессы во всех возможных 
реализациях системы. Аналогично определяется абсолютная асимп­
тотическая устойчивость и абсолютная неустойчивость процессов . 
Очевидно, возможны случаи, когда при одних реализациях про­
цессы устойчивы, а при других - неустойчивы. Также возможны 
абсолютно устойчивые процессы, асимптотически устойчивые при 
одних реализациях и устойчивые, но не асимптотически - при 
других. Можно представить себе и другие случаи с невыражеиными 
"абсолюmыми" свойствами множества возможных процессов . 
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В случае стохастической системы класс детерминированных сис­
тем, получаемый при переходе к ее реализациям можно разбить на 
три подкласса, включив в первый - системы с асимптотически 
устойчивNми процессами , во второй - системы с процессами устой­
чивыми, но не асимптотически, и в третий - системы с неустойчи­
выми процессами (некоторые из этих классов моrут оказаться пус­
тыми множе\. �вами) . Если в соответствии с заданными характерис­
тиками стохастических параметров Р 1 - вероятность принадлеж­
ности системы к первому классу, Р2 - ко второму и Р3 - к  третье­
му (Р 1 + Р 2 + Р 3 = 1 ) , то будем rоворить, что вероятность асимпто­
тической устойчивости процессов равна Р 1 , устойчивости (Р 1 + Р 2 ) 
и неустойчивости - Р 3 .  

Если вероятность асимптотической устойчивости, устойчивости 
или неустойчивости равна единице, то , придерживаясь терминолоrии, 
предложенной Ф.Козиным [ 129, 130) , будем rоворить, соответствен­
но, что процессы в системе почти наверное аси.мптотически устойчи­
вы , почти наверное устойчивы или почти наверное неустойчйвы. 

Если процессы в стохастической системе абсолютно асимптоти­
чески устойчивы (устойчивы, неустойчивы) , то они почти наверное 
асимптотически устойчивы (устойчивы, неустойчивы) . 

8 .2.2.  Достато'ПIЬiе условия устойчивости процессов в односвяз­
ных детерминированных системах . Соrласно теореме 8 . 1 ,  для тоrо 
чтобы убедиться в наличии устойчивости процессов по отношеншо 
к выходному сиrналу, следует доказать оrраниченность решений 
уравнения свободных колебаний, а в соответствии с изложенным 
в п. 8 .2 . 1  для выяснения асимптотической устойчивости следует 
исследовать, стремятся ли все решения уравнения свободных 
колебаний к Нулю при t -+ оо .  Таким образом, исследование устой­
чивости и асимптотической устойчивости сводится к иэученшо 
асимптотическоrо поведения (при t -+ оо) произвольноrо решения 
уравнения свободных колебаний. 

Для определения достаточных условий устойчивости и асимпто­
тической устойчивости можно применить прямой (второй) .метод 
Ляпунова и .метод канонических преобразований. Практически 
удобнее метод канонических преобразований. 

М е т о д к а н о н и ч е с  к и х  п р  е о б р а з о в  а н и й [63) . 
Поясним сущность метода. Для исследования устойчивости про­
цессов относительно переменной х, удовлетворяющей уравненшо 
(8 .5) , это уравнение подверrается каноническому преобразова­
нию (см, п. 2. 1 .9) - приводится к системе уравнений относитель­
но канонических составляющих. Определяющие функции канони­
ческоrо преобразования выбираются исследователем, и от тоrо, 
насколько удачно они выбраны, зависит эффективность получае­
мых условий устойчивости и асимптотической устойчивости. 
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Исследование устойчивости связано с оценкой нормы решений 
системы уравнений относительно канонических составляющих 
(в частности, на основании теоремы Важевскоrо [ 1 4 1 ] ) с после­
дующим переходом к оценке модуля функции x(t) и выяснением 
ero асимптотического поведения*) при t � 00• 

Основные теоремы. Перейдем от уравнения свободных коле­
баний к системе уравнений относительно канонических составляю­
щих z 1 ,  • • • , z n .  Запишем ее в виде (2 .39) 

n 
z; = � ; (t) z ; + .� h ;j (t) zj . i = 1 ,  . . .  , n , (8.8) 

] = 1 
rде 

h · · = _ Wn; D ( D  + �i• t) · 1 
(8_9) 1/ w '• 

(смысл символов в правой части формулы см. в пп. 2 . 1 .6 и 2. 1 .9) . 
Пусть А - матрица коэффициентов правой части системы (8.9) , 

В � (А + А  • ) /2, JJ. n ( t) - максимальное характеристическое число 
матрицы В. Тоrда, так как решение уравнения свободных коле­
баний и начальное значение нормы r решения системы (8 .8) (см. 
п .  5 . 1 .2) связаны неравенством (5 .37) 

t 
1 x(t ) 1 � Vпr(O) ехр f JJ.п(и ) dи , (8 . 1 0) 

о 
то для ограниченности произвольноrо решения уравнения свобод-
ных колебаний достаточно ограниченности правой части неравенст­
ва (8 . 1 0) , а для тоrо , чтобы Произвольное решение уравнения сво­
бодных колебаний стремилось к нулю при t � оо ,  достаточно, 
чтобы правая часть этоrо неравенства стремилась к нулю при t � оо . 
Поэтому справедливы следующие теоремы. 

Т е о р е м а 8 .3 .  Для устойчивосrn прочессов относительно вы­
ходного сигнала достаточно выполнения неравенства 

-- t 
lim f JJ.п (и ) dи < оо . (8 . 1 1 )  

t _,. co o 

Т е о р е м а 8 .4. Для асимптоrnческой устойчивосrn прочессов 
относительно выходного сигнала достаточно выполнения равенства 

t 
lim f JJ.п(и ) dи = -оо . 

t -+ .. о 
(8 . 1 2) 

*) в  последнее десяmлеmе появились работы, авторы которых претен­
дуют на роль первооткрывателей метода канонических преобразований. 
В чacmocm, В .П.  Кузнецов и А.В. Марков [44 ) предЛагают метод, в кото­
ром объедиН!Iются канонические преобра3ования "с оценками устойчивосm, 
вытекаюпщми из перавеяства Важевского". Но, согласно [6 3 ) , метод кано­
нических иреобразований заключается именно в этом объединении . 
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УСJiовие устойчивости (8 . 1 1)  выrюлияется, eCJiи при каком-либо 
Т >  О на интервале ( Т,  �) справедливо неравенство 

Jlп (t)  ..;,;; О. (8. 1 3) 
УСJiовие асимптотической устойчивости (8 . 1 2) выполняется, eCJIИ 
существуют такие положительные ЧИСJiа Т и С , что на интервале 
( Т, оо ) справедливо неравенство 

'Jlп (t) < - С. (8 . 1 4) 
Следовательно, неравенства (8 . 1 3) и (8 . 14) (поСJiеднее при С >  О 
также являются достаточными уСJiовиями устойчивости и асимпто­
тической устойчивости соответственно. В общем CJiyчae они менее 
эффективны, но более удобны в применении. 

Рассмотрим эти уСJiовия более подробно. Неравенство (8. 1 3) 
справедливо на интервале ( Т,  оо ) тогда и только тогда, когда мат­
рица В при всех значениях t из этоrо интервала неположительна * ) . 
В соответствии с критерием неположительности соответствующей 
этой матрице эрмитовой формы [ 19] для этого необходимо и до­
статочно, чтобы все главные миноры четного порядка матрицы В 
были неотрицательны, а все главные миноры нечетного порядка -
неположительны. 

Неравенство (8. 1 4) справедливо на интервале ( Т,  оо ) тогда и 
только тогда, когда матрица В + С 1 при всех значениях t из этого 
интервала - отрицательно определенная [40, с. 402] . В силу крите­
рия отрицательной определенности, соответствующей этой матрице 
эрмитовой формы [ 19 ] , для этого необходимо и достаточно 
неравенств 

Re(�l + h 1 1 ) < -с, 

k 
[ 2 Re(�1  + h 1 1 ) + 2C 

(-1 ) det . . .  
h l k  + hk l  

k = 2 ,  . . . , n . 

h lk  + hk1 ] 
. . .  >О, 

2 Re(�k+hkk )+2С 
(8 . 1 5) 

Рассмотрим теперь СJiучай, когда каноническое прообразование 
приводит к системе уравнений относительно канонических состав­
ляющих, коэффициенты которой удовлетворяют уСJiовиям: 

* ) В соответствии с оnределением неположиrельности эрмиrовой матри­
цы ( 40, с, 402] матрица В неположительна при всех t Е ( Т,  оо ) , если неполо­
жительна при этих значениях эрмитова форма 

n 
Е = i Е [(htj + hjt) ёjei + Re Et e1et ] . 

1, j = 1 
1 8 . Ф.А. Михайлов 273 



а) существует такое положительное число Т и значение т индек­
са j , что при t > Т справедливы неравенства 

Re �т � Re �j . j = 1 ,  . . .  , п ; (8. 1 6) 

б) при t > Т функция Re �т не принимает нулевых значений и 
не изменяет знака; 

в) при t � оо 

hfk = о ( Rе �т ) . j, k = 1 ,  . . . , п . (8 . 1 7) 

В этом случае величины J.ln и Re �т  связаны зависимостью, ука. 
заиной в следующей лемме. 

Л е м м а 8 . 1 .  [74] . Если выполняются условия "а"-"в", то 

J.ln = Rе �т + о (Rе �т ) · (8 . 1 8) 

Д о к а э а т е л ь с т в о см. в [74, с. 445-446] . 
Так как величина Re � т  по условию "б'' при достаточно боль. 

шом Т. не изменяет знака на интервале ( Т,  оо ) , то в силу соотноше­
ния (8 . 1 8) и условия (8 . 1 3) для устойчивости достаточно 
неравенства 

Re �т (t )  < О, Т <  t < оо . (8 . 1 9) 
Но поскольку по условию "li' вещественные части функций 
� t ( i :1= т ) не превышают вещественной части функции �т , то 
(8 . 1 9) выполняется тогда и только тогда, когда коэффициенты 
определяющего уравнения (п. 2. 1 .9) 

�n + d1 (t )�n - l + . . . + dп (t )  = О  (8 .20) 

при t > Т удовлетворяют критериям Гурвица [74, 1 05 ] или 
Рауса [ 1 9 , с. 425 ] . 

Полученный результат сформулируем в виде следующей 
теоремы. 

Т е о р е м а 8.5 . Если каноническое преобразование приводит 
уравнение (8 .5) к такой системе уравнений относительно канониче­
ских составляющих, что выполняются указанные выше условия 
"а" - "в" , то для устойчивосm процессов по отношению к выход­
ному сигналу достаточно , чтобы существовало такое положитель­
ное число Т1 , чтобы при t > Т1 коэффициенты уравнения (8.20) 
удовлетворяли критерям Гурвица или Рауса. 

Для того чтобы при тех же условиях обнаружить асимптотиче­
скую устойчивость, условие (8. 1 9) , очевидно, следует заменить 
условием: существует такое положительное число С, что 

Re �т + С <  О (8 .2 1 )  
(следует из (8. 1 4) и (8 . 1 8) ) .  Замена переменной � = 1r-C приво-
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дит уравнение (8.20) к виду 

тrn + e 1 тrn - l + . . . + en = О ,  (8.22) 

где е1 = e1 (t) , i = 1 ,  . . . , п , - новые переменные коэффШJ,Иенты. 
Если при векотором С >  О вещественные части ero корней отри­

цательны, то существует положительное число С, удовлетворяющее 
керавеяству (8 .2 1) . 

Таким образом, справедлива следующая теорема. 
Т е о р е  м а 8 .6 .  Если выполняются условия теоремы 8.5 ,  то 

для асимпто7ической устойчивос7U процессов по отношению к вы­
ходному сигналу достаточно, чтобы существовали такие положи­
тельные числа т1 и с, что при t > т1 коэффициенты уравнения 
(8 .22) удовлетворяют критерям Гурвица или Рауса. 

Теоремы 8.5 и 8 .6 являются сл едствиями теорем 8.3 и 8.4 для 
случая, когда коЭффШJ,Иенты системы уравнений относительно 
канонических составляющих удовлетворяют условиям "а" - "в" .  
Ниже приводится теорема об устойчивости, в условиях которой 
фигурируют друrие свойства коэффШJ,Иентов системы уравнений 
относительно канонических составляющих. 

Т е о р е м а 8 .7. Если каноническое преобразование, построен­
ное нq базе определяющих функций � 1  ( t) , . . . , �n (t) , удовлетво­
ряющих условию 

t 
lim f Re �t(и )du < оо, i = 1 ,  . . . , п ,  

t ... 00 о 
(8 .23) 

приводит уравнение (8 .S) к такой системе уравнений относительно 
канонических составляющих, что выполняется условие 

t 
lim f 1 ht; (u ) 1 du < оо, 

t ... 00 о 
i, j = 1 , . . .  , п , (8.24) 

то процессы устойчивы по отношению к выходному сигналу. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П�сть выполняются условия (8 .23) . 

Тогда все решения системы 

Йt = �tut .  i = 1 , . . . , п , (8.25) 

и след матрицы ее коэффШJ,Иентов с1 (t) = � 1 (t) + .. . + �n (t)  огра­
ничены. При условии (8 .24) на основании теоремы Л.Чезари [ 1 06] 
отсюда следует ограниченность решений системы (8 .8). Норма r 
упомянутых решений при этом, очевидно, также ограничена. В силу 
керавеяства 1 х 1 .е;;; Гпr отсюда следует ограниченность решений 
уравнения (8.5) , т.е. утверждение теоремы. 
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Р е к о м е н д а ц и и п о  п р а к т и ч е с к о м у п р и  м е н е.  
н и ю о с н о в н ы х т е о р е м. Теперь уделим немного внима­
ния практической стороне исследования устойчивости. При опреде. 
ленки достаточных условий устойчивости и асимптотической устой­
чивости по теоремам 8 .3 и 8 .4 приходится выясиять асимптотиче. 
ское поведение функции J.l.n (t) или интеграла f J.l.n (t)dt, Но это 
можно сделать тогда, когда функция J.l.n ( t) выражена в аналитиче­
ской форме через коэффициенты уравнения свободных колебаний 
и определяющие функции, причем и коэффициенты и определяю­
щие функции выражены в аналитической форме. Такая возмож­
ность имеется в случае, когда в качестве определяющих функций 
принимаются аппроксимации корней ОХУ в кольцах вида Rum , 
найденные по методу функциональных рядов, и по тому же мето­
ду * ) найдена аппроксимация 11n ( t) функции J.l.n (t) , причем при 
t -+ оо  'iiп ( t) - J.l.n (t) = o ( JJ. п ( t) ) . Однако при применении друrих 
методов формировilния определяющих функций эта возможность 
имеется только для уравнений свободных колебаний НИЗIШt:Х по­
рядков, практически не выше третьего, хотя уже и для этого цо­
рядка получаемые аналитические выражения громоздки и неудо& 
ны для анализа. Поэтому возникает задача об определении оценок 
сверху для J.l.n ( t) и f JJ.п ( t) dt; причем оценки должны аналитиче. 
ски выражаться через коэффициенты уравнения свободных колеба­
ний и определяющие функции. Если такие оценки будут найдены, 
то с их помощью можно сформулировать более сильные (более 
жесткие) достаточные условия устойчивости и асимптотической 
устойчивости, применять которые, однако, существенно легче, 

Установим одну из таких оценок для функции J.l. n (t) .  В соот­
ветствии с известным равенством из теории матриц 

z * Bz  
J.l.n = max -.- .  

z * z = 1 z z 
где z• = z т. Представим матрицу В в виде 

Н + Н * 
В = Re D + ---

2 

где D = diag (� t , . . . , �п ) ,  Н � 11 hti 1 1 7 ,  н* = Н 7• Очевидно , 

J.l.n � max Re �� + Vn , 

где Vn - наибольшее характеристическое число матрицы 

(8.26) 

(8.27) 

(8 .28) 

Н + Н * 

2 

* ) Коэффициенты матрицы В представляются функциональными рядами, 
и в таком же виде ищется �o� n (t ) .  
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Оценим Vn : 

Vn = max 
z * z = 1 

z* (H + H * )z = 

2z * z  

н + н• 1 1  н 1 1  + 1 1  н• 1 1  
= -

2
- � 2 

(8.29) 

Но в соответствии с формулой коэффициентов hti (см. п. 2. 1 .9) 

tJтwn H = - -­
W 

(8 .30) 

гдe �т � ( tJt · · · "n ]т ; tJj = (�j + p)n - 1 �/ + . . . + bn , i  = 1 ,  . . .  , n ; wn· = 

n 
= [wn l . . .  Wnn ] . Отсюда, определяя 1 1 6т 11 = � 1 дj 1 2 , 11 Wn 1 1  = 

1 = 1 
n 

= � 1 Wni 1 2 , на основании теоремы Важевского [ 1 42 ,  теорема 2] 
t = 1 

получим 

11 Н 11 := 11 Н* 1 1  
� 1 1  "т 1 1  · 1 1  Wn 1 1  

I W I 
Учтя (8 . 3 1 )  в (8 .29) , найдем 

11 "т 11 • 11 Wn 1 1  
Vn � W 

(8.3 1 )  

(8.32) 

Правая часть этого неравенства содержит определяющие функ­
ции, Поэтому при применении теорем (8 .5) - (8 .7) и неравенств 
(8 .28) и (8 .32) исследовани� устойчивости практически возможно, 
если определяющие функции выражены аналитическими формул&­
ми, допускающими изучение их асимптотического поведения 
(при 't � оо ) , Следовательно, если в качестве определяющих функ­
ций принимать аппроксимации решений ОХУ, то подойдут только 
такие аппроксимации, которые получены в аналитическом виде. 

Возможен и другой практически приемлемый путь исследов&­
ния, не требующий аналитического вида определяющих функций. 
Он основан на следующем: правую часть неравенства (8 .32) можно 
заМенить оценками, выраженными через коэффициенты опреде­
ляющего уравнения и уравнения свободных колебаний. Действи­
тельно, квадрат правой части неравенства (8 .32) можно предста­
вить в виде 1 1 \tт 1 1 2 1 1  Wn l l 2 / 1  W2 1 .  где l l tP 1 1 2 и 11 Wn 1 1 2 после ис­
ключения в определяющих их выражениях производных опреде-
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ляющих функций иревращаются в эрмиrовы формы от эmх функ­
ций с коэффициентами, зависящими от коэффициентов и производ­
ных коэффициентов определяющего уравнения; W2 после анало­
гичных операций превращается в симметричную функцию от опре­
деляющих функций и, в конечном счете, - в рациональную функ­
цию от коэффициентов определяющего уравнения и их 
производных. 

Эрмитовы формы, выражающие 11 r�т 1 1 2  и 11 Wn 1 1 2 , можно оце­
нить сверху в виде 

Maj 1 1 -&т 11 = f (d1 ,  . . . , dn ) ;  

Maj 1 1  Wn 1 1 2 = g(dt , . . . , dn ; 

pdl ,  . . .  ' pdn ;  . . .  ; pn - ldl '  . . .  , p n - ldn ), 

где f и g - рациональные функции от указанных аргументов. Эm 
оценки нахоцятся дифференцированно для случаев одной пары 
комплексно сопряженных определяющих функций, двух пар и 
т.д. Иденmфицировать каждый такой случай по коэффициентам 
определяющего уравнения можно по методу квадраmчных форм 
Ф.Р. Гантмахера [ 19, гл . :ХХ, § 9 и 1 1 ] .  

При формировании системы определяющих функций из вещест­
венных элементов эрмитовы формы, выражающие 1 1 6т 11 2 и 
11 Wn 1 1 2 , превращаются в квадраmчные и могут быть выражены 
в виде функциональных зависимостей той же структуры f ( · ) и 
g ( · ) . В этом случае 

Маj 11 дт 1 1 2 = 11 дт 1 1 , Maj 11 Wn 1 1 2 = 11 Wn 1 1 2 • 
С учетом указанных оценок из неравенства (8 .32) следует 

Vn <;; � � k. (8.33) 

Обьединив неравенства (8 .29) и (8 .33) , поJJучим 

P.n <;; max Re �� + k. 
i 

(8 .34) 

Учтя оценку (8.34) , можно получить достаточные условия устой­
чивосm и асимптоmческой устойчивосm в случае вещественных 
определяющих функций в более удобном виде, чем устанавли­
ваемые теоремами (8 .3)- (8 .7) . Например, в соответствии с теоре­
мой (8 :4) достаточным условием асимптоmческой 'устойчивосm 
процессов в односвязной системе является неравенство (8 . 1 4) для 
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t Е ( Т,  со ) при каких-либо положительных числах Т и С. В силу 
неравенства (8 .34) следствием этого достаточного условия являет­
ся следующее: для асимптотической устойчивости достаточно, 
чтобы существовали такие положительные числа Т и С, что 
при t Е ( Т,  01> ) 

max Re �1 (t ) + k(t )  + С  < О. 
i ( t )  
Заменим это неравенство эквивалентной ему системой нера­

венств, не содержащих определяющих функций. С этой целью вве. 
дем новые переменные Pt = �� + k + С, i = 1, . . . , п, и составим 
алгебраическое уравнение п-й степени, которому они удов­
летворяют : 

(8.3 5) 

где е 1 {J e1 (t) , i = 1 ,  . . . , n - коэффициенты, рационально выра­
жающиеся через величины k и С и коэффициенты определяющего 
уравнения с 1 , . . . , Сп . 

Для асимптотической устойчивости достаточно, чтобы существо­
вало С > О такое, что при t Е ( Т, со ) коэффициенты уравнения 
(8 .35 ) удовлетворяют критериям Гурвица или Рауса. 

В неравенствах, участвующих в этом условии, содержатся коэф­
фициенты уравнения свободных колебаний и коэффициенты опре. 
деляющего уравнения. Это условие практически полезно, если 
упомянУтые коэффициенты выражены в аналитической форме. 

Д р у г и е  п у т и  п о л у ч е н и я  д о с т а т о ч н ы х  у е л о­
в и й у с т о й ч и в о с т и. Для получения достаточных условий 
устойчивости и асимптотической устойчивости можно воспользо­
ваться системой уравнений относительно взвешенных канониче. 
ских составляющих [62] 

t 
Zt = z1 ехр f ( - �t (u ))du , i = 1 , . . .  , n ,  

о 

обладающей тем свойством, что при представлении ее в форме 
Коши в случае �� = tt . i. = 1 , . . . , n , матрица коэффициентов содер­
жит только нулевые эл.ементы. 

Интересные дополнИтельные возможности анализа устойчивости 
появляются при рассмотрении систем частных видов, в частности 
систем, коэффициенты уравнения свободных колебаний которых 
являются периодическими функциями с общим периодом, и систем, 
уравнение свободных колебаний которых имеет коэффициенты, 
разложимые в асимптотические ряды IIO убывающим степеням 
аргумента, Некоторые из таких возможностей для систем первого 
вида рассмотрены ниже в п. 8.2.6. Для систем второго :Аида иссле. 
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дование устойчивости можно связать со свойствами рядов, выяв­
ляемых при пост1'1'ении аппроксимирующих формул для корней 
обобщенного характеристического уравнения по способу, изложен­
ному в п. 2 . 1 . 1 0 . Если эти ряды являются асимптотическими разло­
женними некоторых корней обобщенного характеристического 
уравнения, образующих в совокупности фундаментальную 
систему, то установить наличие устойчивости или асимптотической 
устойчивости весьма просто . Трудиости эдесь связаны, главным' 
образом, с доказательством того, что ряды являются упомянутыми 
асимптотическими раэложениями. 

П р  и м е р  8 , 1 .  Найдем достаточное условие устойчивости процессов в 
системе, уравнение свободных колеб8Юiй которой имеет вид 

х + at 01x + ct vx = О , v > - 2, 201 < v, с >  О. 
В качестве определяющих функций выберем аnпроксимации корней обоб­
щенного характеристического уравнения в кольце комллексиозначных 
функций, разложимых в асимптотические ряды по убывающим степеням 
аргумента, способом, изложенным в п. 2 . 1 .10. Ограничиваясь нулевым при-

ближением (t 1 , 2 = rl?� ) .  получим 

t1 ,2(t) = ± t R. i = �  
При выбранных определяющих функциях система уравнений относительно 
канонических составляющих имеет вид 

• -( · г.:т. v/2 vt - 1 a t01 ) ( vt -1 a t01 ) 
z 1 - 1 v c t - -4- - -2- z1 + -4- + -

2
- Z 2 , 

, ( vt - 1 a t01 ) ( • vf2 vt - 1  a t01 \� 
z 2 = -4- + -2- zl + - l ..;ёt - -4- - -2- Т 2 '  

где символами t vf2 ,  t01 обозначены главные ветви степенных функций. 
Матрица В, соответствующая этой системе уравнений, имеет вид 

[<' 
a t01 vГ1 a t01 

J . - -- + -2-2 
4 

В =  
a t 01 a t01 vГ 1 vt - 1 

-- +  4 2 4 2 
Уравнение ддя определения характеристических чисел этой матрицы полу­
чим в виде 

( t - 1 
) . 

р.2 + Т - a t 01  р. = О . 

Это уравнение имеет один нулевой корень. Следовательно, ддя устой'ЩВоО: 
ти процессов по отношению к х достаточно, чтобы второй корень, начиная 
с какого-либо значения t = Т, был неположителен. 

Если 01 < - 1 ,  то это условие выполняется при v > О. 
Если 01 = - 1 ,  то это условие выполняется при а ;;. -v/2.  
Если 01 > - 1 ,  то это условие выполняется при а > О. 
В частности, при 01 = -1 и v = 1 достаточное условие устойчивости имеет 

вид а ;;. - 1 /2 . Оценим эффективность этого достаточного условия. 
· 

280 



"Можно показать, уточнив опредешпоЩJiе функции, что при а >  - 1 /2 имеет 
место асимптоmческаи устойчивость. При а =  - 1 /2 и с =  9/4 общее решение 
рассматриваемого уравнеRИJI имеет вид x(t) =C1 cos(t - 5 1 2 + C2). Следовательн9, 
наименьшее значение коэффициента а, при котором устойчивость гарантирует­
ся иайдеНИЬiм достатоЧНЬiм усповием, совпадает с rраиицей устойчивости в 
области изменеНIUI этоrо коэффициента. Это свидетельствует о высокой 
эффек'DIВности получениоrо достаточного fсповия устойчивости . 

.П р и м е р  8.2. ОбобШJIМ найденное в предыдущем примере достаточное 
усповие устойчивости на спучай уравнениЯ 

х + тх + qx = о. (8.36) 

Рассматривая уравнение, исспедованное в предЫдУщем примере, как част­
НЫЙ спучай уравнения (8.36) , заметим, что определяюЩJiе фунJ<ЦИИ в пре­
дыдущем примере, удовлетворяют равенству 

Е 1 ,2 (t) = ± # (8.37) 

Введем определяюЩJiе фунJ<ЦИИ (8. 37) Д11Я уравнеНWI (8.36) , Систему урав­
нений относительно каноничесJQiх составляюЩJiх при этом получим в виде 

i1 =(i.Jii'- j__ - � ) z a  + (..!_ + ..!!!.... \� а , 
4q 2 4q 2 r 

( q т ) ( ·  q т ) i2 = - + - z 1 - z..[ii + - + - z 2 • 
4q 2 4q е 

Для этой системы 

[ 
т 

; 

- т - 4q В = • т q - + -
2 4q 

т 

�: J - + 
2 

т 

2 4q 

Уравнение для характеристичесJQIХ чисел матрицы получим в виде 

(8 .38) 

р.2 +(т + 
2� }р. = о: (8.39) 

Ero корни (характеристнчесJQiе чиспа матрицы) 

. . - о - т q r-1 ,2 - , Р.2, 1  - - -
2q 

. (8.40) 

Двойные индексы объясняются тем, что наибольшим корнем (которому мы 
приписываем индекс 2) может быть как нулевой корень, так и корень, 

q равный - т -
2q 

, т.е. 

р.2 = rnax( О, - т -
2
: )· (8.41)  

Неравенство (8. 1 3) , выполнеНIUI котороrо достаточно для устойчивости 
процессов по отношению к выходной величине, в данном спучае принимает 
вид 

Нт j rnaxfo, -т - L)ar < оо, � о � 2q 
(8.42) 
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Отсюда следует, что ДJIJI устойчивоС'111 процессов по О'ПЮШению к выходиому 
сиrналу достаточно, чтобы величина т + (q /2q) , начинаи с какого-либо зна­
чеНИJI t , не принимала отрицательных значений. Если же это условие не вы­
полниетси, т.е. если имеются интервалы, на которых m +(Q/2q) < О, то ДJIJI 
устойчнвоС'111 достаточно, чтобы сумма интегралов от указанной величины 
на Э'lИХ интервалах была ограничена. Обозначив символом Т область, соо­
тоищую из интервалов, на которых зта в еличина отрицательна, последнее 
достаточное условие устойчивоС'111 запишем в виде 

l } (m + 2� )dr j < oo. (8.43) 

8.2.3. Необходимые условu устойчивости процессов в одиосвиз­
вых детерминированных системах. Задача выяснеИИJI эффективно­
го необходимого условия устойчивосm процессов по отношению 
к выходиому сиrналу (т.е. необходимого условия,  близкого к 
какому-либо достаточному) для односвязных детерминирован­
ных систем сущесmенно сложнее, чем задача выясненu эффек­
тивного достаточного уСловия их устойчивости (т.е. достаточного 
условия, близкого к ·какому-либо необходимому) . Это объясняет­
ся тем, что каждое необходимое условие устойчивости эквивалент­
но невыполнению векоторого достаточного условия неустойчивос­
ти, а эффективное достаточное условие неустойчивости найти труд· 
нее, чем эффективное достаточное условие устойчивости, так как 
во втором случае мы ищем оmет на вопрос "когда все решения 
уравнения свободных колебаний ограничены по моцулю?" , а в 
первом случае - на вопрос "существуют ли решения уравнения 
свободных колебаний, не обладающие этим свойством?" 

Если применяется метод канонических преобразований, то при 
удачно выбранных определяющих функциях эффективное доста­
точное условие устойчивости находится сравнительно просто 
на основании оценивания сверху (по Т. Важевскому ( 1 42) ) нормы 
произвольного решения системы уравнений относительно канони­
ческих составляющих. В рамках того же метода для выяснения 
достаточного условJЩ неустойчивости слецует найти условие су­
ществования решения, норма которого определенным образом 
оценивается снизу. Оценки снизу той же сложности получены 
также для нормы проиiJвольного решеИИJI и ·поэтому в общем 
случае малоэффекmвны при применении к частным решениям. 
Их использование в общем случае приводит к низкой эффектив­
ности выясняемого условия. Исключение составляют случаи n = 1 
и n = 2, которыми мы оrраничимся. 

В случае n = 1 общее решение уравнения свободных колебаний 
имеет вид 

t 
x(t) = С ехр [- f Ь 1  (u)du ) , (8 .44) 

о 
где С - произвольпая константа. Поэтому необходимое и достаточ-
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ное условие устойчивости: 
t 

с � Um J b 1 (u)du > -oo; 
f-+ 00 о 

(8 .45) 

необходимое и достаточное условие асимптотической устойчи­
вости: 

С = оо . (8.46) 

Перейдем к случаю п = 2 . Пусть найдены аппроксимации решений 
ОХУ в виде непрер�ных функций f1 ,2 (t) , причем f1 = t2 , f * f2 
для всех t Е 1 и Re t 1 ,2 (t) не имеет нулей на векотором интерва- . 
ле (Т, оо) С/; пусть эти аппроксимации приняты в качестве опро­
деляющих функций. Тогда справедлива 

Т е о р е м а 8.8. Если при t � оо 

h;1 =o (Refц), i, j = 1 ,  2, (8 .47) 
то для устойчивости процессов необходимо выполнение неравенства - t 

d � Um f Refц (u)du < 00, (8 .48) 
. t-+oo Т 

·для асимптотической устойчивости необходимо выполнение ра­
венства 

d = - 00. (8 .49) 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Поскольку коэффициенты hi/ системы 

уравнений относительно канонических составляюlЦИХ 

z 1  = (fi + h 1 1 )z 1  + h 1 2 Z2 ,  Z2 = f2 z 1 + (f2 + h 2 2 ) z2 
связаны зависимостями (п. 2. 1 .9) 

h 1 1 = - h2 1 , h2 2 = - h 1 2 •  h2 2 = h 1 1 ,  h2 1 = h 1 2 ,  
для характеристических чисел J.t1 , 2 матрицы В получим 

р.1 = Re f1 , 2 + min(O, - 2 Re h 1 1 ), 
ll2 = Re fц + max(O, - 2 Re h 1 1 ) . 

Отсюда видно, что ,  в силу (8.47) , при t � оо имеем р.1- Re fц "' Р.2 ,  
rде знак "- " указывает на асимптотическую эквивалентность . 
Далее, поскольку 

t t 
r(T) exp f p. 1 (u) du ..; r(t) ..; r(T) exp f Р.п (и) dи , 

т т 
из полученных асимптотических соотношений следует 

t -
r(t) = r(T) exp f Re t1 , 2 (u)[ l + o (l) ]  du , 

т 
rде оценка порядка о ( 1) относится к и � 00• 

283 



Теперь заметим, что среди решений уравнения свободных коле­
баний, исходяших иэ области, определенной заданным значением 
r (Tl, при любом t всегда существует такое,  для которого x (t) = 
= ...;2r(t) (фазовые коэффициенты соответствующего решения 
системы (2.39) при этом значении t принимают значения 1/../1) . 
Следовательно , для любого t всегда можно указать такое решение 
уравнения свободных колебаний, для которого 

t 
x (t) = v'2 r(T)exp f Re � 1 , 2 (u) [ l  + o( l )] du . 

т 
Если фиксировать r (Т) и варьировать t ,  то это выражение можно 
рассматривать как уравнение верхней огибающей семейства реше­
ний уравнения свободных колебаний, определенного данным 
значением r ( Т) . Если имеет место устойчивость , то функция, 
описывающая эту огибающую, должна быть ограниченной при 
t � со, а в случае асимптотической устойчивости должна стремиться 
к нулю при t � со. Отсюда следует утверждение теоремы. 

П р  и м е р  8.3 .  Найдем необходимое и достаточное условия устойi!ИВости 
процессов по отношеНИIО к выходному сигналу в односвязной системе с 
уравнением свободных колебаний 

х + ct 11x = О, с > О, 11 > - 2 ; (8.50) 
необходимое - для иппюсrрdЦИИ приведеиных выше результатов , достаточ­
ное - для сравнения с необходимыми с цепью оценки зффеkТивности резуль­
татов . 

Для решения обеих задач применим к уравнеНИIО (8.50) каноническое 
преобразование. В качестве определяющих фунКЦИЙ выберем корни 
уравнения 

'f2 + c P >(t) f+ cP >(t) = О, (8. 5 1) 
аппроксимирующеrо корневое уравнение, с коэффициентами, полученными 
на первом шаге итерации по уравнениям (2 .99) при исходной позиции 

с�О) = Ь ,  = О, с�О) = Ь3 = ct11 и имеющими вид 

c (l )  = � 
1 ' 

2t  
еР > = c t11• 

При t11 + 
2 i= v• /16 с определяющие функции получим в виде 

11 j ll• 1 

� 1 2 (t) = f1 2 (t) = - - ± - - 4c t11• ' • 4 t  4 t2 

(8.5 2) 

(8 .53) 

На интервалах, не содержащих этой точки , система уравнений относительно 
канонических составляющих имеет вид 

(8.54) 
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rде • 11 { 11 ) 1/2 11 в 
h l l  = - hн = - - + 1 в- + - - - ' 

4 t2 2 4t 4 в 

112 
в = -- - 4ct11• 

4t2 112 
При дocraтo'lllo болъших эначеииsх t справедливо иеравеиство t11+ 2 > 16с , и 

(8.55) 

Уравнение дm1 определения характерисrических 'lllcen матрицы В, посr­
роеииое по коэффициентам м;rrрицы сисrемы (8.54) ,  при этих эиачеииsх t 
имеет вид 

1-12 + 2 Re (t1 + h 1 1 ) �o� + [Re<'r� + h 1 1 ) ] 2 - l h 1 1  1 2 = 0, 

ИJП1 
8 1-1  112 [ (11/2 + 1)2 

j.12 +- +--
2в 16 t2 в t2 

] 11В 
1 +- = О. 

8в t 
Для корней �о�1 2 этоrо уравнения получим формулу ' 1 

1-1 = _ _!_ + _!_ jв 2 _ 2 118 _ � [ (11/2 + 1)2 _ 1
]: 

1 •2 
4 в 4 в2 вt t2 в t2 

(8.56) 

(8.57) 

11 
При t -+  .. имеем 1-11 2 = - - + O(t-1 -01) rде 01 - искоторая положительная ' 4 t ' 

постоиИИIUI. Интегрируя это выражение, найдем 

11 01 J �o�1 2 dt = - - ln t + O (Г ) + const. ' 4 
Леrко видеть, что 

lim J �о�1  2dt = lim f �о�1 , 2  dt = оо при 11 < О, 
t _,.oo ' t -+oo 

lim f �о�1 2 dt = lim f �о�1 , 2  dt = - .. при 11 > О. 
f-t>OO t f-+ 00 

(8.58) 

Отсюда следует, что дm1 асимшотической усrойчивости процессов дocraтo'lllo 
иеравеиства 

11 > о. (8.59) 
Перейдем к определеиИIО необходимых условий усrойчивосrи.:.. Прi:_жде 

всеrо, заметим, чrо при дocr;rro'lllo болъwих значениях t функции �� и �2 -
комплекmо сопряженные и, следовательно , мы имеем депо со случаем, 
рассмотреиным в теореме 8 .8 . 
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Условие теоремы выполняется, так как 1 h;j 1 = о (Г1 ), i, j = 1 ,  2. 
Заме'DIВ , что при 11 > О 

t 11 t 
lim f Re r1 2(t) dt = - - 1im ln - = - со  
t-+ ao  Т ' 4 Т 

и примеияя .теорему 8.8,  найдем, что при 11 > О необходимое условие асимn­
тотической устоll:чивоС'111: выполняются. Суммируя этот результат с получен­
ным выше, заключим, что неравенство (8.59) оляется необходимым и 
досrаточным условием асимпrотической устойчивости. 

При 11 < О необходимое условие устойчивости не выполняется. Поэтому 
при 11 < О процессы неустойчивы. 

8.2.4. ДостатоЧИЬiе условИJI устойчивости процессов в много­
свJiэиых детермнвиров81111ЫХ сисrемах. Пусть свободные колебанИJI 
в системе описываются уравненИJiми 

X; = ail (t)X t  + . . .  + аtп(t)Хп , i = l , . . . , п , (8.60) 

с непрерывными коэффициентами a1i(t) и все переменные х1 
рассматриваются как выходные сигналы. Тогда для исследованИJI 
устойчивости могут быть применены прямой метод Ляпунова и 
метод канонических преобразований. 

П р я м о й м е т о д Л я п у н о в а.  Основные теоремы прямо­
го метода Ляпунова сформулированы и доказаны А.М .  Ляпуновым 
[5 1 ]  и К.П. Персидским [83] . 

Т е о р е м  а 8 .9 (Л я п у н о в [5 1 ] ) .  Процессы в системе, сво­
бодные колебания которой подчиняются уравнениям (8 .60) , устой­
чивы по отношению к переменным х 1 , • • •  , Xn ,  если существуют 
такие непрерывные функции V (x1 , • • • , Xn , t) и W(x1 , • • •  , Хп) .  
первая из которых дифференцируема по всем аргументам, что 
выполняются следующие условия: 

а) W(x 1 , . . .  , Хп ) >О, 
если хотя бы один из аргументов отличен от нуля ; 

б) V(O, . . .  , О, t) = W(O, . . .  , О) = О ; 
в) существует такое вещественное число Т, что при t > Т выпол-

няются неравенства 

V(x l , · · · · Xп t) - W(x l , · · · • Xn ) ;;.. О, 

д V  п o V 
- + � - (ан х 1 i . . . + а;п Хп) < О. 
д t i = 1 ох, 

Д о к а з а т е л ь с т в о  см. в [5 1 ] .  
Практическое значение этой теоремы следующее. Если нам 

удалось найти функции V и W, удовлетворяющие ее условИJiм, то 
тем самым существование таких функций доказано и, следователь­
но, доказана устойчивость процесса. 
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К.П. Персидекий доказал обратимость теоремы Ляпунова. 
Т е о р е м а  8 . 1 0  (П е р с и д с к и й [83) ) .  Если процессы в 

системе, уравнения свободных колебаний которой имеют вид , 
(8 .60) , устойчивы по отношению к переменным х 1 , • . • , xn, то 
существуют функции V(x1 , . • . , Xm t) и W(x 1 , . . .  , Хп) , обладаю­
щие указанными в условиях теоремы 8.9 свойствами. 

Теоремы Ляпунова и Персидекого являются основной теорети­
ческой базой прямого метода Ляпунова . РазлИЧNые направления 
практического развития этого метода связаны со способами 
построения функций V и W, удовлетворяющих условиям теоре­
мы 8 .9 . Следует заметить , что данное Ляпуновым доказательство 
теоремы не содержит конструктивных указаний по формированию 
таких способов. Поскольку до сих пор не известны общие способы 
построения этих функций, позволяющие найти их во всех случаях 
устойчивости процессов, то на практике задача обнаружения устой­
чивости процессов с помощью теоремы 8 .9 решается следующим 
образом. По тому или иному способу строятся непрерывные функ­
ции V(x 1 , . . . , Xn , t) и W(x 1 , . . . , хп) , удовлетворяющие части 
условий а) - в) теоремы, и проверяется другая часть условий. 
В соответствии с результатами исследований К.П. Персидекого 
во всех случаях функции v и w строятся в виде квадратичных 
форм переменных х 1 ,  • . •  , Xn . Каждый способ имеет свою область 
применения, определяемую соответствующим ему классом коэф­
фициентов системы (8.60) , и определяет некоторую границу в 
классе устойчивых процессов (из области его применения), разделя­
ющую все системы с устойчивыми процессами на системы , для 
которых использование данного способа позволяет обн1ружить 
устойчивость , и на системы, для которых устойчивость с помощью 
данного способа нельзя обнаружить . 

Простейший способ построения функций V и W указан Г .Н. Ду­
бошиным [29) и состоит в следующем: 

V =  W = xi + . . .  + х� . 
В этом случае выполняются условия "а", "б" и первое неравенство 
из условия "в". Требуется проверить выполнение второго неравен­
ства условия "в". Эффективность способа в общем случае невы­
сока. 

Обзоры предложенных до настоящего времени способов построе­
ния функций V и W содержатся в работах В.А. Короткова [41 ) ,  
В.В. Румянцева [9 1 ) ,  О .  Джерала и А. Лапидуса [ 1 25] , Л.Ю. Ана­
польского , В .Д. Иртегова и В .М .  Матросова (3 ] .  

Достаточное условие асимптотической устойчивости устанавли­
вает следующая теорема. 

Т е о р е м  а 8 . 1 1 (Ляпунов [5 1 ) ) .  Если удовлетворяются 
условия теоремы 8 .9 и условия :  
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а) существует такое положительно�ло h ,  что при 1 х; 1 .:;;; h, 
i = 1 , . . . , п ,  справедливо неравенство lim V(x 1 , • . • , Xn , t) < оо; 

t "'""" 00 
б) если варьировать h , то при всех значениях t справедливо 

неравенство Iim V(x 1 , . . .  , Xm t) = О; 
h -+ 0  

в) существует функция U(x1 , • • •  , хп ) . удовлетворяющая 
неравенству U > О, если Х; i= О хотя бы для одного значения i , 
и неравенству 

a v n a v 
-- + I: (ail Х 1  + . . . + а;пХп) .:;;; - U(x 1 , • • •  , Хп) a t ; = о ах; 

при всех достаточно больших значениях t , то процессы по отноше­
нию к переменным х 1 , . . . , Xn асимптотически устойчивы. 

Если найдены функции V и W, удовлетворяющие условиям 
теоремы 8.9,  то мы можем утверждать , что процессы устойчивы. 
Чтобы установить наличие асимптотической устойчивости, можно 
воспользоваться этими же функциями и проверить , удовлетворяют 
ли они условиям теоремы 8 . 1 1 .  Такой подход, однако, может 
оказаться неудачным из-за того , что ни одно из условий тео­
ремы 8 . 1 1  при построении упомянутых функций не учитывалось . 
Поэтому при исследовании асимптотической устойчивости процес­
сов целесообразно отдавать предпочтение таким способам построе­
ния функций V и W, в которых часть условий упомянутой теоремы 
учитывается . 

М е т о д к а н о н и ч е с к и х п р е о б р а з о в а н и й. 
Теперь перейдем к более общему случаю, когда т (.:;;; п) перемен­
ных х 1 , • . .  , Хт являются выходными сигналами. Рассмотрим путь 
исследования устойчивости по методу канонических преобразова­
ний . Он сщ;тоит в следующем. Рассматривая формально одну из 
переменных системы (8 .60) как выходной сигнал х пекоторой 
односвязной системы и получив уравнение свободных колебаний 
(8.5) этой системы, применяем к нему каноническое преобразова­
ние; далее, выражая выходные сиrналы х1 , . . . , Хт через сигнал х 
и его про из водные и затем через переменные z 1 ,  . . •  , z n системы 
уравнений (8 .9) ,  полученной в результате канонического преобра­
зования, оцениваем норму решения этой системы и затем сиrналы 
х 1 ,  . • •  , Хт . Достаточные условия устойчивости и асимптотической 
устойчивости формулируются в виде требований к асимптотическо­
му поведению оценок сиrналов х 1 , . • .  , Хт . 

Пусть система (8.60) допускает сведение к одному дифферен­
циальному уравнению (8 .5) , имеющему в качестве искомой функ­
ции х одну из искомых функций системы (8 .60) , и при этом между 
начальными значениями искомых функций системы (8 .60) , иско-
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мой функцМИ и ее п - 1 производной уравнения (8.5) существует 
взаимно однозначное соответствие. Пусть х 1 , . . •  , Xm - выходные 
сигналы системы. Тогда переменные х 1 , • . •  , Xm можно выразить 
через перем�ННУJО Х и ее проиэводные в виде ( §  4.4) 

Х; = [ен (t) + e12 (t) p + . . .  + etп(t}pn- l ] х, i = 1 ,  . . . , т, (8.6 1) 
где e11 {t) ,  . . .  , е1п (t) , i = 1 ,  . . . , т , - непрерывные функции.  Оцен­
ка для переменной х бьша приведена в п. 8 .2 .2 и может быть записа­
на в виде 

t 
1 ,x(t) 1 <;; y'Zr(O) ехр f Pn(u) du �g1 (t ) r (O) . (8.62) 

о 

Аналогичные оценки для ее проиэврдных, как показано в (74] , 
имеют вид 

1 рх 1 <;; r (O)j � 1 �1(t) 1 2
1 
ехр j Pn(u)du �g2 (t ) r(O) , . . . i =  1 о 

l pn- 1 x l <;; r (O)j � 1 [�1(t) + p] n - 2�1(t) I2
1
X 

i = 1 
t 

Х ехр f Pn (u)du � Кп(t) r (O) . (8.63) 
о 

Используя уравнения (8 .6 1) и оценки (8.62) и (8 .63) ,  легко 
убедиться в справедливости следующей теоремы: 

Т е о р е м а 8 . 14 (74] . Если систему (8 .60) относительно 
одной иэ ее пере.менных xk � х .можно свести к дифференциально­
му уравнению (8 .5) .с непрерывными коэффiщиентами, и при это.м 
.между начальными значениями искомых функций системы (8 .60) , 
с одной стороны, и искомой функции уравнения (8.5) и ее началь­
ных проиэводных с другой стороны, существует взаимнооднознач­
ное соответствие, то для устойчивости процессов по отношению 
к выходным сигналам х1 , • • .  , Xm , т со;; п, достаточно выполнения 
неравенств 

Jim max l e11(t)g1(t) 1 < 00, i = 1 ,  . . .  , т, 
, ..... .. 1 

а для асимптотической устойчивости достаточно выполнения 
равенств 

Jim max 1 eiJ(t)g1(t) 1 = О, i = 1 , ·: . .  , т . 
, ..... .. 1 

.. 

Можно обобiЦИть теорему 8 . 14 на случай выходных сигналов 
и 1 , . . . , Um'• т с;;; п , явщпоlЦИХСЯ линейными формами (т.е. линей­
ными однородными функциями [1 00] ) от перемеiПIЬIХ х1 , • • •  , Xn 
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с коэффициентами, непрерывно зависящими от t . Запишем эти 
ЛЮiейные формы в виде 

иi = d11 (t)x1 + . . .  + d;п (t)Хп , i = 1 , . . .  , n, (8.64) 

rде d11(t) , j = 1 ,  . . .  , n , - вещественные непрерывные функции. 
Предположив, что система (8.60) может быть преобразована 
к одному лЮiейному дифференциальному уравненюо n-ro порядка 
с непрерывными коэффициентами относительно одной из перемен­
ных xk �х, получим уравнение свободных колебаний (8 .5) . Опре­
деление А.М. Ля:пунова для рассматриваемого вида устойчивости 
эквивалентно следующему определенюо , аналогичному определе­
ниям 8 .2-8 .4 .  

О п р  е д е л  е н и е 8 .5 .  Процессы устойчивы по отношению 
к величинам tt 1 , • . •  , ит , если при всех частных решениях уравне­
ния (8.5), исхоД&щих из ограниченной п-мерной области начальных 
значений велИЧЮI х, рх,  . . .  , р

п
- 1 х велИЧЮiы и 1 , • • •  , и т ограниче­

ны. Процессы неустойчивы, если среди частных решений, исходя­
щих из указанной области, существует решение, для которого 
одна из велИЧЮI и1 не ограничена. Процессы асимптотически устой­
чивы, если для всех решений рассматриваемого класса и; -+ О, 
i = 1 , . . . , т ,  при t -+оо . 

Используя это определение и приведеиные выше оценки для 
переменной х и ее производных, найдем достаточное условие 
устойчивости Юiтересующеrо нас вида. С этой целью выразим 
переменные и 1 , • • • , ит через переменкую х и ее производные . 
На основании уравненр (8.6 1) и (8 .64) получим u = DE t. rде 

u = [и 1 , . . . , ит ] т , f = [х, рх, . . . , pn- t  х ] т , 

D =[�
1
·
1 · : : : �t·

n ·] • Е = [ е
1 1  el n ]

· 
dm l · · · dm n en l enn 

Обозначим матрицу, равную произведенюо матриц f> Е, символом 
F .  Пусть fi1, i = 1 , . . .  , т ; j = 1 ,  . . .  , n, - элементы этой матрицы, 
тоrда получим 

Uj = (/11 {t) + Ji2 {t) p + . . .  + ftп(t)p
n - l ] Х, i = 1 , . . . , т .  

Эти равенства с точностью до коэффициентов совпадают с равенст­
вами (8.64) . Поэтому, повторив лоrику доказательства теоре­
мы 8 . 14, найдем достаточные условия устойчивости по отношенюо 
к выходным сиrналам в виде 

lim max 1 !;1(t)gj(t) l<oo, i = 1 , . . . , n , (8.65) 
t -+oo j 

rде g1 (t) - оценки для переменной х и ее производньiХ, формулы 
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которых приведены выше. Если же справедливы равенства 

lim �х l fi1 (t)g1 (t) 1 = О , i = 1 , . . . , п , 
t -+ 00 1 

(8.66) 

то функции и 1 , • • • , ит не только ограничены, но и стремятся к 
нуЛIО при t -+  оо, т .е . процессы асимптотически устойчивы. 

Эти результаты сформулируем в виде следующей теоремы . 
Т е о р е м  а 8 .1 5 [74) . Для устойчивости процессов по отно­

шению к величинам и 1 ,  • • • , ит достаточно выполнения неравенств 
(8.65) , для асимптот�ческой устойчивости по отношению к тем 
же величинам достаточно выполнения равенств (8 .66) . 

Все изученные выше видьr устойчивости явлJПОтся частными 
случаями рассмотренного вида устойчивости. Для каждого частио­
го случая получаем свой вид матрицъr F. Если в качестве перемен­
ной х во в�ех случаях выбирается одна и та же величина, то это 
раэличие .JIВЛ.Jiется единственным и сводится к р�ичию в матрицах 
D. Если же велИЧИ'на х выбирается по-разному, то различаются 
также матрИЦЪI Е и функции g1 (t), j = 1 , . . . , п . В зависимости от 
вида указанных матриц и функций достаточные условия устойчи- · 
вости (8.65) и асимmотической устойчивости (8.66) в каждом 
случае получают конкретную реалиэацюо. 

Найдем теперь достаточные условия устойчивости процессов 
по отношенюо к произвольной заданной системе переменных, 
опираясь на метод оценки реQJений системы обыкновенных линей­
ных дифференциальных уравнений с комплексными коэффициен­
там и ,  обобщающий метод А.Д. Горбунова [74) для систем с 
вещественными коэффициентами . Образуем вспомогательную 
эрмитову форму 

К =  k 1 (t)z 1 Z1 + . . .  + k11(t) Z11Z11 

с коэффициентами 
t kt(t) = ехр (- 2 f Re �1 (v) dv), i = 1 ,  . . . , п .  

to 
Очевидно , это - положительно определенная форма. Вычислим 
производную по t формы К при условии, что переменвые z 1 удов­
летворJПОт уравнениям (8 .8) . Получим 

dK n 
- = _1: (kihij + k/hji)Zt Zj. 
dt l.J = 1 

Правую часть этого равенства, также явлJПОщуюся эрмитовой 
формой, обозначим символом М. Коэффициенты этой формы 
имеют вид 

mif = kthti + k;�t ·  
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Применив теорему 4 . 1  из [74] , наiЩем 
t 

l z; I E;; r(to ) exp f [Re Mv) + vп(v)] dv, i = 1 , . . . , п , 
to 

где Vn - наибольший корень уравненм 

(8.67) 

det ll m1i - 2k1vlJ11 11 1 = 0 . (8.68) 
Используя оценки (8.67) , найдем достаточное условие устойчи­

вости по отношеншо к величинам и 1 , . . •  , и т . Рассмотрев асимпто­
тический характер этих оценок, получим результат, который 
запишем в виде следующей теоремы. 

· 
Т е о р е м  а 8 . 16  (74] .  Для устойчивости процессов относи­

тельно величин и 1 ,  . • •  , ит достаточно выполнения неравенств 
т t 

lim 1: l .fj; (t) l g; (t) exp [-f �п (и) dи] Х 
t -+ oo j = 1 О 

t 
Х exp f [Re Mv) + vп (v)] d v< oo; i = 1 , . . . , п ; 

to 
(8.69) 

для асимптотической устойчивости относительно тех � величин 
достаточно выполнения равенств 

т t 
lim 1: l .fj; (t) 1 K; (t) exp [- J �п (и) dи] Х 
f -+ 00 j = l  0 

t 
x exp J [Re �1(v) + vп (v) dv = O, i = 1 , . . . , п . 

to 
(8 .70) 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о .  Так как величины z; удовлетворяют 
перавенетвам (8 .67) , то для ограниченности функций щ (t) доста­
точно выполнения неравенсm (для i = 1 ,  . . . , т ;  j = 1 ,  . . .  , п) 

t t 
l fti (t) l g1 (t) exp [-J �п (и) dи] ехр f [Re e1 (v) + vп (v)] dv < oo 

о � ' 
i, j =  1 , . . . , п .  

Но эти неравенства следуют из неравенств (8 .69) , что доказывает 
достаточность выполнения последних для устойчивости. Достаточ­
ность равенств (8 .70) для асимптотической устойчивости относи­
тельно величин и1 , • • •  , ит доказывается аналогично .  

В некоторых случаях можно усилить полученные и сформули­
рованные в теореме 8 . 16  результаты ,  если несколько видоизменить 
структуру коэффициентов k1(t) в эрмитовой форме К, а именно :  
определив эти коэффициенты равенствами 

t 
k;(t) = exp(- 2 ! [Re �1(v) + h11(v) dv), i = 1 , . . . , п . (8.7 1) 

to 
При этом текст теоремы (8 . 16) не изменится, коэффициент Vn 
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будет по-прежнему иметь смысл наибольшего корня уравнения 
(8.68) , но формулы для m1i теперь будут справедливы только для 
недиаrональных коэффициентов m;i, а все коэффициенты mu 
заменяются нулями. 

8.2.5 . Силъиаи веустойчивосп. процессов в- детермиввроваввых 
системах. С понятием "сильная веустойчивость процессов" в част­
ном случае системы с сосредоточенными параметрами мы по­
звакомились в п. 3 .4. 1  при обсуждении понятия физической опре­
деленности процесса. Далее будем рассмаТривать следующий 
случай: процесс описывается системой уравнений (8.60) с вепре· 
рыввыми коэффициентами, причем такими, которые допускают 
приведение этой системы к одному уравнению (8 .5) (также с 
непрерывными коэффициентами) с одной из переменвых х 1 , • • • •  
. . . , х n в качестве переменвой х;  свойство сильной неустойчивости 
рассматривается по отношению к величинам R1 , • • •  , Rq , являю­
щимся заданными функциями пере1'4енных х 1 , • • • , х n · 

Примем следующее определение. 
О п  р е  д е л е н и е 8.9. Данный процесс сильно неустойчив по 

отношению к величинам R 1 , • • •  , Rq , если для каждой из этих 
величин разности функций времени, в которые они превращаются, 
когда выходные сигналы учитываются как функции времени в 
данном процессе и в любом друrом процессе, отличаюшемся 
начальными данными, неоrраниченно возрастают при t -+  00• 

Достаточно� условие сильной неустойчивости для случая q = 1 , 
R � R 1 = J 1 х 1 1'2" + . . . + 1 Xn 1"2' 

устанавливает следующая теорема. 
Т е о р е м а 8 . 1 7 . Для сильной неустойчивости процессов по 

отношению к R достаточно выполнения равенства 
t 

lim v1 (t) ехр 2 f 1J. 1  (t) dt = С>Р, t -> oo  О 
где v1 (t) - .минимшrьное характеристическое число эрмитовой 
.матрицы, являющейся .матрицей коэффициентов эрмитовой формы 
S(z 1 ,  • • •  , Zп) , в которую превращается R2 после перехода от систе­
мы уравнений (8.60) к уравнению (8 .5) и дшrее к системе уравне­
ний относительно канонических составляющих и следующей отсюда 
замены пере.менных исходной системы линейными комбинациями 
канонических составляющих; р. 1 (t) - .мини.мшrьное характеристи­
ческое чисЛо .матрицы В (см. стр. 272) . 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Все процессы по отношению к сильной 
неустойчивости рассматриваемого вида одинаковы. Поэтому в 
качестве данного процесса можно принять любой. Выберем основ­
ное состояние покоя. Согласно определению 8.9 ,  основное состоя­
ние покоя обладает сильной неустойчивостью, если при любом 
начальном состоянии системы, отличном от основного состояния 
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покоя , справедливо равенство lim S = оо. Представив S в виде 
, _.  .. 

S = (S/r 2 ) r 2 и оценивая снизу оmошение эрмитовых форм Sjr 2 
и эрмитову форму r 2 , придем к утверждению теоремы. 

Приняв R за меру отклонения текущего состояния системы 
от основного состояния покоя , эту теорему можно применить для 
установления достаточного условия физической определенности 
процесса (п.  3 .4 . 1) . 

8.2.6 .  Условии устойчивости процессов в деrермииироваииых 
системах с периодически изменяющимвся парамеrрами. К исследо­
ванию устойчивости процессов в линейной системе с периодически 
изменяющимвся параметрами, как к часmому случаю системы с 
сосредоточенными параметрами, применимы все методы , изложен­
ные в пп. 8.2.2-8.2.5 . ·Специфический характер коэффициентов 
уравнений свободных колебаний системы с периодически изменяю­
щимися параметрами позволяет дополнить эти методы методами, 
учить1вающими эту специфику. 

Рассмотрим один из таких методов на примере односвязной 
системы . Обратимся к системе уравнений 

.Х;_ 1 = х;, i = 2 , . . .  , n, 

Xn = - Ьп (t).х1 - Ьп - 1 (t) х2 - . . . - Ь. 1 '(t) хп , 

эк��аленmой уравнению свободных колебаний (8.5) , и пр.едста­
вим ее в виде векторно-матричного уравнения 

i = C (t) х, 

где х = [х 1 , • . •  , Xn ] т , 
о 
о о 

C (t)= 
о о 

-Ьп -Ьп - 1  

о 

о 
-Ьп -2  

о 
о 

-Ь1 

(8.72) 

Пусть Т - общий период функций Ь 1  (t) , . . .  , Ьп (t) , т .е . C (t + Т) = 
=C (t) . 

Решение системы (8 .72) связано с начальными данными зави­
симостью x(t) = K (t , O) х(О) , где K {t . O) - .матрицант (п.2 . 1 . 1 ) . 
Для асимптотической устойчивости процессов по отношению к 
выходному сигналу необходимо и достаточно , чтобы x(t) -+-0  
при любом х(О) и при t -+- оо .  Это условие эквивалентно следую­
щему: модули корней фундаментал ьного уравнения (n. 2 . 1 .5) 
к 1 , • • • , к п меяъше единицы. Но эти корни являются [23) в то 
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же время характерисmческими числами матрицы К ( t ,  О) . Следо­
вательно , для асимптоmческой устойчивосm процессов по отно­
шению к выходному сиrналу необходимо и достаточно , чтобы 
модули характерисmческих чисел матрицы K (t ,  О) были меньше 
единицы. 

Так как матрица К (Т, О) может быть найдена в результате 
численноrо интеrрирования уравнения (8 .72) на интервале [О , Т] , 
то приведенный критерий асимrпоmческой устойчивосm про­
цессов позволяет свесm исследование к анализу результатов 
такоrо интеrрирования. Этот путь с рекомендация:ми по выбору 
метода численноrо интегрирования и шаrа интегрирования осве­
щен Е. Девисоном [ 1 23] . 

Друrой путь использования критерия состоит в получении 
оценок сверху модулей корней на базе мажорактных и минорант­
ных оценок координат решений уравнения (8 .72) . Для асимпто­
mческой устойчивосm достаточно, чтобы верхние оценки моду­
лей корней бьmи меньше единицы. Этот путь прзволяет полу­
чить достаточные условия асимптоmческой усrойчивосm в виде 
неравенств , которым должны удовлетворять мажорантнь1е и ми­
норантные оценки элементов матрицы K (t • .  О) ,  и освещен в [72 ] . 

П р и м е р 8 .3 [ 62 ]  . Найдем достаточные условия устойчивосm и асимп­
тоmческой устойчивоС'DI процессов по omoшeiDIIO к выходиому сигкапу х 
системы с уравнением свободных колебаний 

х + а х  + Ь (1 - Е sin t)x = О 
при условии 

а2 < 4 Ь ( 1  - Е). (8.73) 

Выберем в качесmе определ.1110щих функций Е 1 ,2 (t)  корни формапь­
коrо характериС'Diческоrо уравнения 

А2 + a A + b (l - E sin t) = O , 

т.е. 
а i J , E 1 ,2 <r> = - 2 ± 2  4 Ь (1 - Е) - а2 • 

В силу (8 .73) дЛЯ всех t имеем � �  (t) Ф Е 2 (t) , и коэффициенты hti сис­
темы уравнений (8 .9) выражаются в виде 

h = h  = -h = - h = Ь E cos t А 1 1 2 2 1 2 2 1 4ь ( 1  . 
t) 2 

h · 
- E SJn - а  

ХарактериС'Diческое уравнение матрiЩЫ В в данном случае имеет BJiд 
112 - 11(2h - а) + а2 /4 - ah = О . 

Наибольший корень этого уравнекия 

112 = - - + max (0, h) = - - + max О �;-:---:--:---:::- = а а � Ь E cost ) 
2 2 ' 4b ( l - E sin t} - a2 

= - � + max { о. - Т ln [4 Ь ( 1 - Esint)  - а2 /4 ) } . 
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Замеп�м, что 

е cos t 

4Ь (1 - е sin t) - а2 

Поэтому 

{ > О при - rr/2 < t < rr/2,  
< О при rr/2 < t < З rr/2. 

2rr а rr /2 
J IJ2 (t)dt = - т -

4 rr 
f In [4 b ( 1 - e sin t) - a2 ] dt =  

2 rr  о -'1r /2 
а 1 4 b ( l  + е)-а 2 

= - - + --
2 4rr 4b ( l - e) - a2 

Отсюда следует, что 

если , соответствешю, 

е ..;;; ( 1  - а2 /4 Ь) th rra, 

или 

f < ( 1  - а2 /4b) th rra. 

2 1Г  
или 

Zrr f iJ2 
(t)dt < О, 

(8 .74) 

(8.75) 
У словие (8 .74) является достаточным условием устойчивосm, условие 

(8. 75) - достаточным условием асимrrrоmческой устоRчивосm. Друmе 
достаточные условия устойчнвоСПI и асимrrrоmческой устойчивоСПI ,  полу­
ченные по методу каноннческвх преобразований, см. в [ 62 , с. 2 19-222 ] .  

8 .2 .7 . Устойчивость процессов в стохастических системах. В пре­
дыдущих разделах для получения условий устойчивости проnессов 
в детерминированных системах во всех случаях по коэффициентам 
исХодных уравнений процесса строились некоторые функции от t и 
выяснялось, каким условиям должны удовлетворять эти функции, 
чтобы бьmа гарантирована устойчивость или асимптотическая 
устойчивость , или каким условиям они удовлетворяют, если про­
цессы в действительности устойчивы или асимптотически устойчи­
вы. По таkой же схеме можно исследовать устойчивость процессов 
в стохастических системах, заменив числовые функции времени 
случайными и оценивая вероятность, с к.акой они удовлетворяют 
тем или иным условиям. Такая возможность появляется, если слу­
чайные функции, которые мы должны построить, существуют 
и таковы, что необходимые их характеристики можно найти по ха­
рактеристикам случайных функций, представляющих собой коэф­
фициенты исходных уравнений процесса. 

Для иллюстрации сказанного обратимся к теореме 8 .3 , устанав­
ливающей достаточное условие устойчивости процессов в односвяз­
ной системе . Изменим исходные условия, заменив детерминировЩI­
ное уравнение свободных колебаний стохастическим: 
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и определим ero коэффициенты как случайные функции времени. 
Далее применим тот же прием: подвергнем уравнение (8 .76) ка­
ноническому преобраэованию. Для выбора определяющих функций 
здесь есть различные возможности: их можно определить либо 
как числовые функции, либо как случайные функции. Первый ва­
рИIШТ, очевидно , проще, но очевидно также, что по предельной 
эффективности результатов (при варьировании определяющих 
функций) он уступает второму. 

Остановимся на первом варианте и сведем вопрос их выбора к 
уже изученному, построив вспомогательное уравнение (8 .5 ) ,  коэф­
фициенты которого определим в виде 

bt(t) = M [Bt(t)] ,  i = 1 , . . . , n .  (8 .77) 

Очевидно , это можно сделать только тогда, когда М [B1 (t) ] сущест­
вуют. 

При преобразовании (2.38) система уравнений относительно ка­
нонических составляющих (случайных функций z1 (t) )  получается 
в вид� • n 

Zt = �t (t) Z1 + .� Ht;(t)Zi , i = I ,  . . . , n , (8 .78) 
'· ' 

где Hu (t) - случайные функции, связанные со случайными функ-
циями B t { t ) , . . . , Вп (t) теми же формулами, какие связывают 
функции hij(t) С функциями b t  (t), . . .  , Ьп(t) .  

Заметим, что случайные функции H1i (t) : а) в общем случае 
комплекGНозначны, т.е . имеют структуру Htj (t) = U(t) + ДV(t) , 
где U(t) и V (t) - обычные (вещественные) случайные функции; 
б) являются линейнЬiми комбинациями (с переменными коэффи­
циентами) функций Bt (t ) , . . . , Вп (t) .  Эрмитова матрица В превра­
щается в матрицу, элементы которой - случайные функции. Эти 
элементы определяют характеристические числа матрицы, в част­
ности максимальное характеристическое число Мп (t) , как случай­
ные функции . 

Для вероятности асимптотической устойчивости Р1 получаем 
следующую оценку: 

- t 
Pt > Р [  lim fMп (t) dt = - oo] ; 

, .... .. о 

для вероятности устойчивости Р1 + Р2 - оценку 
t 

Pt + Р2 > Р [  lim f Mп (t) dt < oo] ;  
, .... .. о 

и для вероятности неустойчнвости Р 3 - оценку 
- t 

Рз < Р[ lim J Mп (t) dt = ос] . 
, .... .. о 
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В частности, отсюда следует достаточное условие устойчивости 
почrи наверное : 

-- t 
Р [  lim J Mп (t)dt < oo ]  = 1 , (8 .79) 

t -+ .. о 

и достаточное условие асимптотической устойчивости почrи на­
верное :  

t 
Р [  lim f Mп (t)dt = - oo] = 1 . (8 .80) 

t -+ .. о 
Заметим, что изложенный путь исследования нигде не требовал 

оперирования с многомерными распределениями случайных функ­
ций и информация о таких распределениях нигде не испольэова­
лась. Поэтому коэффициенты уравнения (8 .76) достаточно опре­
делить как случайные величины, зависящие от параметра t, иначе 
говоря, как случайные функции, но без задания многомерных рас­
пределений (п. l .З . l ) . В силу того же обстоятельства математичес­
кий аппарат исследований не содержит принципиальных слож­
ностей . 

Неучет многомерных распределений случайных функций , пред­
ставшпощих коэффициенты, объясняется не отсутствием их связи 
с устойчивостью (она имеется) , а припятым вариантом выбора 
определJПОщих функций . Если же последние формировать как 
случайные функции, то упомянутая информация потребуется. 
Однако при этом процесс анализа существенно усложнится. 

П р и м е р 8 .4.  Найдем достаточное усповие асимпто'lИческой устойчи­
ВОС'IИ процессов (поЧ'lИ наверное) в односвязной системе 2-ro порядка с 
уравнением свободных колебаний вида 

Х +  2аХ + [ 1 + F(t) ] X = O,  (8 .81 ) 

где а = const > О, F (t ) - стационарная в узком смысле случайная функция 
с нулевым матемаmческим ожиданием и обладающая следующим эрrоди­
ческим свойством:  с веро.IJТИостью 1 

1 т 
M i F(t) l =i lim - / I F(t ) i dt. (8.82) Т-+ оо 2Т - Т 
Определив коэффициеип.I вспомогательного уравнеИИJI (8 .5) по форму­

лам (8 .77) , получим его в виде 
х +  2ах + х = 0. (8.83) 

Исключая случай а = 1 ,  выберем в качестве определяющих функций каио­
иическоrо преобразоваиия корни формального характериС'lИческого урав­
нения, сооtветствующеrо уравнеюlю (8.83) , т.е. констаип.� 

t1 ,2 = - а ± �. (8 .84) 

При этом Дll.IJ коэффициен�в Ht; получим спедующие формулы: 
F(t) .  

Нн = Н1 2 = г:.---;r = - Н2 1 = - Н2 2 ·  уа2 - 1  298 
(8.85) 



Рассмотрим cнatWia Сllучай а <  1 .  В этом случае Н1 1 ,  Н1 2 ,  Н2 1 и Н2 2 -
мнимые вепJ11111Ны и матрица В имеет вид 

в = [ � . F(
t) 

- :-�·�:>,. ] . (8.86) 

2..;;;г::f 
.l1nJI наибольшего характерисmческого числа этой матрицы М2 (t )  попуqим 

1 F(t) 1 
м2 (t) = - а + r.-J . (8.87) 

2 v 1  - а2 

В сипу укаэаиноrо в усnовия:х задачи эргодического свойства фунi(ЦИИ F (t) 
дnJI среднего значеНИJI по времени М2 ( t )  с вероя:111остыо 1 попуqим 

к 
[M2 (t )] cp = - a + - � , 

2 v 1 - а2 
(8.88) 

где К = М 1 F (t) 1 • Отсюда следует достаточное уеловне аснмпто111ческой 
устойчивосm : 

К < 2а � (8.89) 
Перейдем к случаю а > 1 .  Эдесь все коэффициенты Htj вещественные и 

матрица В имеет вид 

о 
в = 

[ -а + .;;;г::1 + 
F (t) 

2 .;;г:::1 

о 
] (8.90) 

-а - � _ F (t) • 
2 .JijГ::1 

Вычисли наибольшее характерисmческое число M3 (t ) и осредuя: его по 
времени, анапоmчно предыдущему случаю попуqим достаточное условие 
асимпто111Ческой устойчивосm в виде 

К < 2a .;;;;-:::i - 2 (а2 - J ) .  (8.91)  

§ 8.3. Устойчивосrь nроцессов в 
лиНейных системах с эапазДЬ1В811ИеМ 

8.3. 1 .  КоНКре1ИЭ8ЦИJI no1U1111Й устойчнвоСJИ н неустойчнвоСJИ 
nроцессов дпя линейных систем с запаэДЬ1В811Ием. Изучая устой-
101вость процессов в шmейных системах с заnаздыванием, в ка­
честве величин Q1 , • • • , Qp так же , как в случае линейных систем 
конечного порядка (см. п. 8 .2 . 1 ) , выберем выходные сиmалы 
системы. Рассматриваемую динамическую систему будем хара�.<­
териэовать уравнением или системой уравнений процесса, задаины­
ми на интервале 1 = (- оо, оо ) . 
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8 случае многосвязной системы с конечным числом выходов 
будем рассматривать систему уравнений процесса вида 

n 
x; (t) = � [a;; (t)x; (t) + cij (t)x; (t - т(t))] + 

j = l 
k 

+ � b;;(t)y/t), 
j = l 

i = 1 , . . .  ' п , (8 .92) 

с непрерывными вещественными коэффициентами a11 (t) ,  b�/(t) ,  
с1; (t) и отличной от нулевой константы неотрицательной вещест­
венной функцией т(t) , удовлетворяющей условию, указанному 
в § 1 .4, и условию: величИна h = sup т(t) существует . 

Будем считать, чrо все переменные х; этой системы представля­
ют выходные сигналы, общее число которых - n, а персменные 
У; - входные сигналы. 

Для линейной системы свойство nроцесса быть устойtm:вым, 
асимптотически устойчивым или неустойчивым не зависит от вход­
ных сигналов . Позтому будем рассматривать свободные колебания 
системы, заменив уравнения (8 .92) уравнениями 

n 
.X; (t) = � [aij(t)x; (t) + cif (t) x1 (t - т(t))] ; i = 1 , . . .  , n. {8 .93) 

j = l 
Определим заданное множество выходных сигналов U 1 как мно­

жество всех заданных на I непрерывных вектор-функций x (t)� 
� [х 1 ( t ) , . . .  , Xn (t) ] т.  При этом в качестве пространства состоя­
ний S (О) можно nринять, как это делает Н.Н .  Красовский [42 , 
с. 1 5 1 ] , множество всех вектор-функций x(v) , определенных и 
равномерно неnрерывных на интервале ( - h ,  О) . Каждая вектор­
функция этого вида - некоторый вектор состояния s (O) , а каждая 
вектор-функция x(t + д) - вектор состояния s (t) . 

В случае односвязной системы будем рассматривать уравнение 
nроцесса вида 

n q 
pn + � [b; (t)p n - ix (t) + � C;k (t) q; - i х (t - Tk (t))] = О , 

i = l k = l 
р =d/dt, qk = d/duk , uk = t - тk(t) ,  (8 .94) 

с непрерывными вещественными коэффициентами и неотрицатель­
ными непрерьmными вещественными функциями Tk (t) , удовлет­
воряющими условию, указанному в § 1 .4 nри рассмотрении систе­
мы уравнений (1 .41 ) . Примем U1 = Сn (/) . При этом в качестве 
пространства состояний S (О) можно принять множество всех 
функций Xp (t) Е UP(a ) ·  

Для линейной системы с запаздыванием, так же как в случае 
линейной системы конечного nорядка, свойство процесса быть 
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устойчивым, асимптотически устойчивым или неустойчивым 
no заданным функцианалам F1 и F2 ( t) не зависит от заданного 
проц�сса, а свойства асимптотической устойчивости и асимптоти­
ческой устойчивости в большом идентичны. 

8,3::2. Досrаточиые условия: устойчивости. Пути распространения 
прямого метода Ляпунова исследования: устойчивости и асимптоти­
ческой устойчивости процессов на случай системы с запаздыванием 
определены в работах Б .С . Разумихина [87] и Н .Н . Красовского 
[42] . Достаточное условие асимптотической устойчивости процес­
сов в многосвя:эной системе по фуниционалам 

F1 = max sup 1 х1( д) 1 . F2 (t) = max 1 x,(t) 1 . 
i i 

сформированным в предположении, что в качестве заданного про­
цесса принято основное состояние покоя системы, получено 
Н.Н.  Красовским [42] (см. также [ 1 1 3] ) .  Этот результат, с кото­
рым можно ознакомиться в указанной литературе , обобщает теоре­
му 8 . 1 1 Ляпунова об асимптотической устойчивости процессов в 
лиие�ных системах конечного порядка и распространяется на 
системы более широкого класса, чем класс систем, определенный 
уравнениями вида (8 .93) . 

Другая возможность исследования: устойчивости и асимптоти­
ческой устойчивости процессов в системах с запаздьmанием связана 
с распространением на случай этих систем метода канонических 
преобразований (п. 8 .2 .2) . 

Рассмотрим односвязную систему с уравнением свободных ко­
лебаний (8 .94) . Соответствующая этому уравнению система урав­
нений относительно канонических составляющих (см. п. 2.2 .2) 
имеет вид (2 . 1 08) и равнозначна векторно-матричному уравнению 
(2 . 1 1 0) .  

Умножив слева обе части уравнения: (2 . 1 1 0) на :zт(t) ,  а обе 
части уравнения, полученного из (2. 1 1 0) путем перехода к комп­
лексно сопряженным величинам, на z т(t) и сложив получаемые 
уравнения почленно , результат запишем в виде 

2r(t) r(t) = -zт (t) A(t) z (t) + z т (t) А • (t) z(t) + 
q --

+ � [ Zт (t) L(k )(t) z (t - Tk(t)) + z т (t) L(k ){t) Z(t - Tk (t)), (8 .95) 
k = l  

где r( · ) = v l z 1 ( · ) l 2 + . . .  + l zп ( · ) l 2 • 
Оценим слагаемые в правой части равенства (8 .95) .  Обозначим 

z- т (t) A(t) z(t) + z т (t) A* (t) z(t) � 2p. (t) r(t) . 

Тогда, согласно [ 1 9 ,  с. 258 ,  273] , p. 1,( t ) � p.( t) � Р.п (t) ,  где р.1 и 
JJ.n - минимальное и максимальное характеристические числа мат-

рицы В �  (А + А * ) /2 .  
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Аналоrично, обозначив 

z т(t) L(k)(t) z(t - тk (t)) + zт (t) L(k )(t)l(t - тk (t)) � 
� 2 �(k>(t) r(t) r(t - тk (t) ) 

и применив неравенство Koum, найдем 1 � ( k ) (t ) l  :r;;;;.J��k) (t)
1
, rде 

��k) - максимальное характеристическое число матрицы м <k ) � 
� L(k) • L(k ) . -

Из изложенного при условии, что величина h � max тk(О) конеч­
k 

на, следует справедливость следующего утверждения. 

Т е о р е м  а 8 . 18  . .Щrя асимптотичесJСой устойчивости прочессов 
по отношению 'К выходному сигналу х по фун'Кционала.м F 1 = 
= sup 1 х( ii)  1 , определенному на .множестве всех равномерно не­
прерывных фунJСций x (ii) с равномерно непрерывными п - 1 на­
Ч411Ьны.ми производны.ми, заданных на интервале (- h, О) , и 
F 2 ( t) = 1 х (t) 1 , определенному при 'Каждом значении t на .множест­
ве значений при данном t фун'Кций х (t) , являющихся решениями 
уравнения (8 .94) при наЧ41Jьных условиях уJСазанного выше вида, 
до,статочно, чтобы при произвольных непрерывных фун'Кциях r (ii) .. 

p(t) и � (k ) (t) , удовлетворяющих условиям О E;;; r ( ii) Е;;; 1 ,  p1 ( t ) Е;;; 

<. JJ(t)  Е;;; IJп (t) и О <. � (k ) (t) <. J��k) (t)1, все неотрицательные 
решения уравнения 

q J (k } 1 
;(t) = p(t)r(t) + ! �n (t) r(t - тk (t) ) 

k = 1 
стре.мились 1С нулю при t -+ оо. 

§ 8 .4 .  Устойчивость процессов .11 линейных 
системах с распределеиными параметрами 

(8 .96) 

Задача об устойчивости процессов в линейных системах с распре­
деленными параметрами сравнительно мало изучена. Трудности 
эдесь связаны не столько с постановкой задачи, сколько с мето­
дами ее решения. Это объясняется существенно более сложным 
математическим описанием процессов по сравнению с описанием 
процессов в системах с сосредоточенными параметрами и в систе­
мах с запаздыванием. 

Удобными (для постаJЮвки задачи) определениями устойчивос­
ти и асимптотической устойчивости систем являются определения 
8 .4 и 8 .7 . При этом конкретизация постановки задачи в каждом 
частном случае состоит в определении пространства состояний S 
и функцианалов F1 и F2 (t) . 
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Методы решения задачи моrут быть сформулированы как обоб­
щения известных методов д11я систем с сосредоточенными парамет­
р� . в частносm, прямоrо метода Ляпунова и метода каноничес­
кmс: преобразований . 

Трудносm с распространением прямоrо метода Ляпунова на сис­
темы с распределенными параметрами имеют разный уровень в 
зависимосm от тоrо ,  является ли система свободной или связанной 
(п. 1 5 . 1 ) . В случае одномерной свободной системы при описании 
процесса системой диФференциальных уравнений в частных произ­
водньrх вида 

дх1 ( дх 1 дхп д2х 1 д2хп ) 
а; = /1 t, l, x 1 , • • •  , Xn ; ;;[ , · · · ·  iiJ ;  дj2 • · · · ·  � ,  
i = 1 ,  . . . , n, (8 .97) 

rде x; (t , l) - функции , описывающие выходные сиrналы, ft -
вещественные линейные функции от х1 , дх1/д l и д2 х1/д l2 , i = 1 ,  . . . 

. . . , n, с непрерывно зависящими от t и l коэффициентами, иссле­
дование устойчивости процессов по отношению к выходньrм сигна­
лам состоит в построении обладающею определенными свойствами 
функционала V (t) = V [1,0 (t , 1) , t ) ,  определенного на множестве 
решений I,O (t , z) ::: [IP t ( t , l) . .  · IPп (t , l) ) т  уравнения (8 .97) ,  В 
ВЫJiснении ero поведения при t -+ оо и свойств и поведения при 
t -+оо ero производной по t в силу дифференциальных уравнений 
(8 .97) ( [92) ) .  

Такой подход, однако, неправомерен в случае связанной систе­
мы, так как в нем не учитываются rраничиые условия, а последние 
существенно влияют на то , будут ли процессы устойчивы, асимпто­
mчески устойчивы или неустойчивы. 

Метод канонических преобразований наиболее просто может 
быть распространен на задачи исследования устойчивости одно­
мерных систем, эквивалентируемых системой с сосредоточенными 
параметрами бесконечного порядка ( § 4.3) . Как отмечалось в 
§ 2 .3 ,  в ряде случаев описание изучаемой системы как системы 
этоrо класса может бытьполучено непосредственно по исходным дан­
ным задачи без предварительного описания системы дифференциаль­
ными уравнениями с частными п:роизводными, содержащими в ка­
честве неизвестныхфункциивремениипространственноrо аргумента. 

Охарактеризуем задачу определения достатоЧНЬJХ условий 
устойчивосm и асимптотической устойчивости по отношению 
к выходному сиrналу х в случае односвязной одномерной системы, 
д11я которой определено в качестве исчерпывающей внутренней 
характеристики уравнение свободных колебаний 

D (p, t) x =  
= [do (t) + dt (t) p + d2 (t) p2 + . . . ] х = О  (8 .98) 
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бесконечного поряДI<а, где di (t ) , i = О, 1 ,  2 , . . .  , - вещественные 
непрерьmные функции , причем последовательность этих функций 
такова, что существует ее подпоследовательность d� (t) , j = 1 ,  2 ,  . . . , 
ii + l  > ii, элементы которой не принимают на I нулевых значений. 

Очевидно , если при данном а Е I решение этого уравнения на 
F (a) существует, то оно определено вектором На) ,  где �(t )  = 
= [x (t) px(t) р2 x (t)  . . . ] т .  Нас интересуют случаи, когда реше­
ние не только существует, но и является единственным. В п. 7 . 1 .2 
приведена теорема Шоу (теорема 7 . 1 ) , устанавливающая достаточ­
ное условие существования и единственности решения системы 
линейных однородных дифференциальных уравнений бесконечного 
поряДI<а. По аналогии с этой теоремой можно ожидать, что доста­
точным условием существования и единственности решения урав­
нения (8 .98) при заданном векторе На) , принадлежащем некою­
рому линейному пространству, на любом конечном интервале 
[а , Т] Е J является ограниченность при каждом t Е I некоторой 

нормы 1 1 d (t) 1 1 вектора d (t ) = [d 1 ( t )  d2 ( t) . . .  ] т , причем, если 
-норма вектора На) ограничена, то при каждом t Е I ограничена 
та же норма вектора Н t) . 

Пусть достаточное условие существования и единственности 
решения, имеющее указанный выше смысл , выяснено и вьmолняет­
ся. Тогда при отсутствии входных сигналов система, характеризуе­
мая уравнением (8 .98) , является динамической по отношению к 
множеству И1 = R:.N функций , описывающих выходной сигнал ; 
здесь символом R:.N обозначено линейное пространство, объеди­
няющее все такие счетно дифференцируемые функции j' (t ) ,  кото­
рые при любом t Е I удовлетворяют условию ограниченности 
нормы вектора f (t) = [/' (t) pj'(t) p2j' (t ) . . . ] т того же вида, 
что и норма вектора d (t) . Очевидно , R:.N - подпространство 
пространства R � (п . 2 . 1 .5) - множества всех вещественных счетно 
дифференцируемых функций, являющегося одновременно коль­
цом и вещественным линейным пространством. 

Следующим шагом является установление связи между асимп­
тотическими свойствами (при t � оо) решений уравнения (8 .98) 
и решений уравнений 

D <п > (р, t) х <п > = о , п = i1 , i2 ,  • • •  , (8 .99) 
где 

D (n ) (p , t) = do (t) + d , (t) p + . . . + dп (t) p n . 
Результатом решения этой задачи должно быть достаточное 

условие существования такого п = п0 при котором из ограничен­
ности или стремления к нулю при t � оо  решений уравнений (8 .99) 
для всех п :;;.. п0 следуют аналогичные свойства для решений урав-
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нения (8 98) . Часmчным результатом в направлении решения ана­
логичной задачи для систем линейных однородных диффереiЩИаль­
ных уравнений бесконечного порядка является теорема 7.2 
(п. 7 . 1 .2) . Следует определить аналог эщй теоремы в рассматри· 
ваемом случае . 

Далее следует определить оценки сверху модулей решений урав­
нений (8 .99) , раэвивающихся из проиэвольного начального состоя­
ния, отнесенного к моменту t = О и характеризуемого вектором 
НО) Е Rn. С этой целью можно воспользоваться методом канони­
ческих преобразований. Применив к n-��t�Y уравнению из (8.99) под­
становку (2 .38) , преобразуем его в систему уравнений вида (2 .39) : 

n z <п> = ��(t) z �n > + .� h �n > (t) z? > ,  i = 1 ,  . . .  , n , (8 . 1 00) 
1 = 1 

где � fn> (t) , . . . . , ��n) (t )  - определяющие функции, а h �j> (t )  рас­
считываются по формулам, приведеиным в п.2 .1 .9 .  

Обозначив символом А ( n) матрицу коэффициентов системы 
(8 . 1 00) ,  определив в <n> � (A (n) + А <п> * ) /2 и ttn (t )- кцк макси­
мальное характерисmческое число матрицы В (n) (t) , в силу (8 . 1 О) 
получи;м ' t 

l x (n ) (t) l .;;; Vn r <п > (О) ехр f f.lп (u) du, (8 . 1 0 1 ) 
о 

где r <п > (o) = J i z [n > l 2 + . . . + l z�n ) l 2 • Рассматривая все значения п 
из указанной выше последовательности, получим последователь­
ность неравенств вида (8 .Ю1 ) . Для того, чтобы, анализируя эти 
неравенства,  можно было бы сделать вывод об асимптоmческом 
поведении функций х<п> (t) при любом сколь угодно большом n, 

пракmчески необходимо так выбирать определяющие функции, 
чтобы функции � ,<п+ 1 ) (t) при i ..;;;; n расечитывались путем введе­
Int:я аддиmвньц добавок к функциям �,<n> (t) . Это оГраничивает 
свободу выбора определяющих функций . Подходящим алгооит­
мом является, например, следующий : � ,(n+ I) (t )  = � ,<п> (t )  + h <�> (t) . 

Заключительный шаг - выяснение достаточных условий 1 огра­
ниченности сверху и стремления к - 00 при t ... оо интегралов 

t 
f f.lп (u) du 
о 

для любого достаточно большого n, выраженных в соотношениях, 
связывающих коэффициенты уравнения (8 .98) . Очевидно, при 
выполнении первого условия имеет место устойчивость по отноше­
нию к выходному сигналу по функциона.чам F1 = 1 1 �(О) 1 1 и F2 (t) = 
= l x(t) l ,  при выполнении второго условия - асимптоmческаи 
устойчИвость того же вида. 
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ДОПОЛНЕНИЕ ПРИ КОРРЕКТУРЕ 

Об уравнении вьmуждеииых колебаний 
линии электропередачи 

В п. 3 . 1 . 2  в примере 3 .1  изложена меrодика вывода уравнении вынужден­
ных колебаний дли линии злектропередачи, рассматриваемой как динами­
ческая система с то ком нагрузки iн в качестве выходиоrо сигнала. По казано , 
что зто уравнение имеет вид 

D ( p, t) iн = e (t) , (1)  
где 

D ( р , t) = d0 (t) + d1 (t) р + d2 (t) р2 + . . .  , 

а коэффициенты dt (t ) , i = 0, 1 , 2, . . .  , представлены функциональными рада­
ми, указана структура э111х ридов и отмечено , что рассматриваются сnучан, 
КОГда Э'l1l piiДЬI CXOДJIТCJJ. 

Поясним путь получении формул коэффициентов pJiдOB . В результате 
перехода к предепу при /J -+ оо уравнение (3.5) 

[е (t) 10 ]т = An {Rн (t) iн 18 ) т 
принимает вид 

[e (t) i0 ]т = A(oo) (R8 (t) l н i8 ) т  (2) 

где А (оо ) = Jim Ап. При этом зл ементы а(оо) ( р) и а (оо )  ( р) первой строки п-+оо 1 1  1 2  
матрицы А <  00 > mлучаютси в виде 

(оо) _ � m4 c2 
Q l l  - 1 + 

2 !  
+ 

4 !  + . . . • 
(оо) ( m 2 c  m4 c2 ) а12  = am 1 + ТJ + -sт- + � . .  , 

где а = R + Lp, с = С (R + Lp) р. В силу (1) и (2) 

D ( р ,  t) = а ��) 
(р) Rи (t) + а �;'> ( р) . 

(3) 

Перестроив рады (3) в порядке возрастании степеней р, преобразовав 
pk Rн (t) iн при k > О m схеме 

P 1f(t) g = p 1- t i (t) g + p i-l f (t) pg, i = k,  . . . , 1 , 
и снова перестроив рады в порядке возрастании степеней р, оолучим 

C (R R8 + L Rн > 
d0 (t) = Rн + R m + 

2 !  
+ . . .  

и в аналогичном виде d1 (t ) , d2 ( t )  и т.д. В сnучае Rн = const piiДЬI, пред­
ставпиюЩIIе d i (t) , превращаютси в mпиномы от т, в частности, 

d0 = Rн + R m, 
d1 = L m + * CR R8 m2 + 1/1 CR2 m 3 ,  
d2 

= * CLR8 m2 + '' CR L m 3  + 1124 C2 R2 R8 m4 + '1120 C2R3 m5 • 
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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 
а � Ь - а равно Ь по определенНIО 
li i/ - символ Кронекера 

f (t) = o [g(t)) при t -+a означает, чrо f(t)/g(t) -+ 0  при t -+ a 
f(t) = O[g (t)) при t -+ а  означает, чrо f(t)/g (t) ограничено при t -+ а  
11 z 11 - норма вектора z 
/ - единичнU Mlrl'pИцa 
Maj f(t) - верхни оценка вещественной функции f(t) 
Min f(t) - НИЖН.11J1 оценка веществеиной функции f(t) 
sup f(t) - точнu вер:хнu граница вещественной фунКIUiи f(t) 
i!!!..f(t) - точнu НИЖН.11J1 граница вещественной функции f(t) 

lim f(t) - верхний предел функции f(t) при t -+ а  
t -+ a 

lim f(t) - нижний предел функции f(t) при t -+ а 
t -+ a  
Р(А) - верои'Diость собыТИJI А 
МХ - математическое ожидание спучайной веJIИЧИНЫ Х 
Rn - вещественное векторное пространство, образованное всевоз-

можными уnор�ченными наборами из n веществеиных чисел 
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- - плотность распределения веро­
ятностей 36 
- - реализация 36 
- - функция распределении 36 
СлучайнЫй процесс 34 
Состояние динамической системы 
48  
- - - начальное 48 
- покоя системы 1 9  
- - - основное 1 9  
- - - - сильно неустойчивое 1 3 2  
Спектр сигнала 34 
- системы 14 1 ,  148, 1 6 1  
- - стохастической 148 
Спектральная матрица 1 7  5 
Сrепень подвижности 143,  227 
Стохастический интеграл 2 16 
- - обобщенный 2 1 6  
Структурная схема 65,  148 

Темп свободных колебаний 201 
Теорема Важевского 277 
- запаздывания 3 1  
- Ляпунова 286, 287 
- Персидекого 287 
- Релея 143 
- Саатн 1 84 
- Флоке 74 
- Чезари 275 
- nioy 253 ,  254 
Точечный процесс 44 
- - , стационарный 228 

Уравнение вынужденных колебаний 
1 1 3, 149 
- - - снетемы с распределенными 
параметрами 1 14 
- дифференциальное с отклонsпо­
щимся аргументом 1 1 3 
- диффереицналwrо-разностиое 50, 
1 1 3  
- Заде 135 
- процесса 61  
- - векторно-матричное 64 

матричное дифференциальиое 
63 

Уравнение свободных колебаний 
67, 68,  1 80 - 1 83 
- - - , вычисление фундаменталь­
ной системы решений 1 05 
- - - , канонические составтпощие 
решении 85 
- - - , понижени е порядка 106 
- - - , приближенные формулы 
решений 193 
- - - с коэффициентами, представ­
ленными функциональными рядами 
69, 89 
- - - с непрерывными коэффици­
ентами 69 
- - - С  ПОСТОJIННЫМИ КОэффИЦИеН· 
тами 69 
- - - со счетно-дифференцируемы­
ми коэффициентами 6,9 , 88 
- - - , фундаменталЬная система 
решений 73 
Условие устойчивости процессов 
достаточное 272, 286, 295 
- физической опред�ленности про­
цесса 1 3 1  
- - осуществимости системы 1 1 5  
Условия устойчивости процессов 
необходимые 283,  295 
Условная устойчивость 266 
Устойчивость невозмущенного дви­
жении 263 
- процессов асимптотическая 265 
- - - в большом 265 
- - в системах с распределенными 
параметрами 301 - 305 
- - - - с запаздыванием 298 
- - в стохастических системах 296 
- - на конечном интервале времени 
266 
- - по двум функционалам 264 
- - по Ляпунову 26 1 

Фазовые коэффициенты 1 87 
Физическая определенность процес­
са 1 3 , 202, 207 , 208 , 293 , 294 
Физически определенный процесс 
202 
Формула Заде 209 
Фундаменталwrая матрица 65 
Фундаментальиое уравнение 74 - 75 
Функциональное пространство 56 
- - бесконечномерное 57 
- - - нормированное 57 
Функция с ограниченной вариацией 
24 

3 1 9  



Характеристики системы 14 
- - внешние 6 1  
- - внутренние 6 1  
Характеристический показатепь 26 , 
75 
- - краmый 27 

Центральная mперсфера 1 8 1  
Центральный действительный эллип­
соид 1 8 1  
Циклическое соединение 1 5 2  

Частоmая характеристика ампли­
тудНая 140 
- - вещественная 140 

Частоmая характеристика ком­
плексиая 140 
- - мнимая 140 
- - фазовая 140 
Частоmые характеристики, экспери­
ментальное определение 140 

Шум белый 40, 2 1 9 - 220 
- дРобовой 4 7 
- импульсный 4 7 
- - симметричный 4 7 
- - центрированный 4 7 
- цепной 47 
- - симметричный 228 

Эквиваленmрование системы с рас� 
пределеиными параметрами 1 6  7 
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